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Introduction

1 Préambule

Cette these est consacrée a I’étude d’une classe de probléemes en dynamique de population
structurés en temps et en espace. Ces deux parametres caractérisent ’évolution et la disper-
sion des individus de cette population dans le (ou les) habitat(s) considéré(s). On parle alors
de dynamique spatio-temporelle. Un des principes essentiels de cette dynamique est donc de
décrire les variations locales dans le temps de la densité spatiale de population u(t, ) dans un
domaine ).

Cette population peut étre de différente nature :

e poussiéres (amiante, polluants, ...),

e cellules,

e insectes ravageurs...

Généralement, ces modeles sont décrits par le modele de diffusion classique ayant la forme :

?;(t,xl, e p) = DAu(t, 1, ..., ) + g(u(t, x1, ..., z,)), sur |0, T[ x

Condition initiale en ¢t = 0
Conditions aux limites sur 052,

(1)

ou 2 est un ouvert borné de R™ et D est le coefficient de diffusion (éventuellement variable)
mais toujours supposé positif. Lorsque ce modele est un probleme de transmission posé dans
des habitats juxtaposés, on ajoute des conditions de transmission sur les interfaces.

Dans ce modéle issu de la loi de Fick, u(t, z1, ..., x,) représente la densité de la population a
I'instant ¢ et au point (z1,...,2,) et g représente la réaction a la diffusion qui est une fonction
non linéaire de type :

g(u) =u(l—u) ou g(u)=u(l—u),

exprimant la croissance logistique qui peut signifier ’apport ou la perte dans la population.
D’autres modeles, comme celui étudié par J. Coville [8], utilisent un opérateur intégral, pour
le déplacement et la dispersion, plutét que la diffusion classique (1). Il s’agit de

ou

5 () :/S)K(:c,y)u(t,y)dy+g(U(t,x))a (2)

1
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ou K est un noyau positif exprimant ainsi la parabolicité de (2). La dispersion ainsi exprimée
est non locale.

Dans les systemes écologiques complexes, il semble donc restrictif de considérer les effets
spatiaux provenant uniquement de la dispersion exprimée dans les modeles de type Fick.

En 1980, A. Okubo et S. A. Levin [34] présente un modele spatialement explicite de disper-
sion modélisant I’action de la chimiotaxie.

En 1981, D. S. Cohen et J. D. Murray [7] ont fourni un modeéle décrivant cette situation sans
qu’il y ait de prédation ou de compétition en utilisant des effets "diffusionnels" plus généraux
que ceux produits par la loi de Fick. Ils ont introduit une équation différentielle ordinaire
d’ordre 4 (en dimension 1) de diffusion généralisée décrivant la croissance et la dispersion dans
une population (en lien avec la chimie moléculaire) qui tient compte de l'effet du gradient
provenant de la fonctionnelle d’énergie libre de Landau-Ginzburg. Ce modeéle permet de tenir
compte du maintien des hétérogénéités spatiales qui apparait dans beaucoup de situations
concretes comme par exemple dans la morphogenese dans le monde animal ou végétal ou celle
liée aux géo-systemes (divers habitats géographiques).

En 1984, F. L. Ochoa [33] considére une équation aux dérivées partielles (en dimension 2)
en lien avec la motilité de cellules qui simule correctement la structure spatiale formée par cette
motilité. Cette étude est aussi basée sur la fonctionnelle d’énergie libre de Landau-Ginzburg
dite aussi de Cahn-Hilliard. La dite fonctionnelle permet de généraliser les équations classiques
de réaction-diffusion provenant de la loi de Fick.

En dimension 1, la fonctionnelle d’énergie libre est donnée par :

F(u) := /;2 U(u(z),u'(z)) dz.

1

Il est alors connu que les u qui rendent extremum cette fonctionnelle sont celles qui vérifient

I’équation d’Euler-Lagrange :
v d (o) _,
ou dx \ow)

SF 00 d <axp>

Su’ Ou  dax \ow

On note

Ce terme est souvent appelé "dérivée variationnelle'. C’est donc la variation "infinitésimale" de
I’énergie totale par rapport a la densité u qui est évaluée par la dérivée de Gateaux prise sur des
u vérifiant certaines conditions de régularité et de conditions aux limites. C’est par définition
un potentiel chimique :

oF

Si u dépend de plusieurs variables, on a une formule d’Euler-Lagrange analogue :

5 ov g0 ov
Su’ Ou = Oz 8(%)

Généralement, les effets de dispersion dans I'espace dans les problemes de diffusion liés a une
dynamique de populations sont basés sur la loi de Fick qui ne fait intervenir que l'ordre 2 de
dérivation en espace.



1. Préambule

L’énergie totale effectuée par les interactions de la dynamique de populations (entre cellules
par exemple) dans un volume V' est donnée par :

- /V U, (u(z)) dr + /V Uy (Vau(z)) da.

Cette forme de fonctionnelle d’énergie libre, tient compte de toutes les densités d’énergie inté-
rieures et de leurs densités-gradients. Le terme

/V U, (u(z)) do

correspond a I’énergie standard de I’état homogene qui induit la loi de Fick. Le terme a I'intérieur
de l'intégrale est quadratique. Le terme

/V Uy (Vau(z)) da

représente 1’énergie produite dans les interactions entre les individus de la population et leurs

gradients de concentration. Ce deuxieéme terme est trés important dans I'explication de stabilité

des compositions non-homogenes et méme lorsque le coefficient de diffusion est négatif.
Prenons par exemple

2 2
Uy (u) = % et Wy(Vu):=K (V2u) :

ou K > 0. Dans ce cas on obtient

5F

"0 ov
o ;axl( (M)):u—KAu.

Le gradient de ce potentiel induit un flux J(u) qui est proportionnel au potentiel. Ainsi,

Plu) =

J=-DV(P),

ou D est la constante de proportionnalité. Ensuite la loi de conservation de masse (ou de
continuité) amene a 1’équation
ou . ,
% = —div(J) = Ddiv (V(P))
= Ddiv(V(u— KAu))

= —DKA?*u+ DAu.

Le coefficient de diffusion peut étre négatif, ce qui correspond a des situations de chimiotaxie.
Si on utilise la forme classique de Landau-Ginzburg pour la fonction W;(u), a savoir

2 4
u u
Ui(u) =K —+ Ky —
1(u) 1y + Ko 1
(notons que les puissances sont paires et les constantes K et Ky sont positives car 1’énergie est
toujours positive), on obtient alors :
ou

5= —DKA*u+ K\DAu+ K;DA(u?) + R(u),
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ou R est non linéaire. En supposant une situation de croissance logistique on arrive a I’équation :

ou
5= —DKA*u+ K1DAu + 3KysDu?Au + 6 Ky Dulu + au — bu?,
oll au — bu? est le terme de croissance logistique avec a et b positifs. Cette équation doit étre
complétée par des conditions aux limites et une condition initiale.
D’une fagon générale, on en déduit que ’équation s’écrit

S (ta) = Bu(te) — kAu(ta) + glult) (3)

diffusion . interaction locale
terme maintenant

taux de variation l’héterogénéité

dans le temps

ou g est le terme de croissance logistique non linéaire, le terme [Au modélise la dispersion
induite par les interactions locales (dans un voisinage proche) et kA?u modélise la dispersion
induite par les interactions non locales (au voisinage du voisinage proche). Dans cette équation,
[ est le coefficient de diffusion classique (local) issu de la loi de Fick et k est le coefficient de
diffusion a longue portée. Or, si k > 0, alors il a un effet stabilisateur. Par contre, si k < 0, alors
il a un effet déstabilisateur pour I’équation d’évolution car, en général, I’équation aux dérivées
partielles linéarisée est parabolique lorsque k est positif.

Dans ce travail de these, on s’intéressera aux équations de type (3). Il est connu que le trai-
tement de telles équations nécessite une étude précise de I’équation linéaire stationnaire corres-
pondante dans les espaces adaptés au non linéaire tels que les espaces LP(€2), p € |1, +00[. Plus
précisément, on se focalisera essentiellement sur I’étude des deux modeles décrits ci-dessous.

2 Modele EDP 1 et sa formulation opérationnelle

Dans le cylindre Q :=]a, b[ X w ot w est un ouvert régulier de R"~! (n > 2) on considére le
probleme

(4)

EA?u — IAu= f dans
Conditions aux Limites sur le bord,

ou f € LP(Q) = LP(a,b; LP(w)), p € ]1,400], k € R* et [ € R. Les variables spatiales sont
notées (z,y), € |a,b] et y € w.
On définit alors Ay, I'opérateur laplacien dans R"™! n € N\ {0,1}

D(Ap) :={v € W?P(w) : ¢ = 0 sur dw}
Vip € D(Ap), Aoy = Ayep.
Ainsi, on réécrit le probleme (4) sous forme opérationnelle :

{ u®(z) + (24g — r D" (x) + (A2 —r Ag)u(z) = f(z), p.p.x€la,b|

Conditions aux Limites en a et en b,

ou r :=[/k. Notons qu’on a changé f pour f/k et caché la variable y.
On considere ensuite une généralisation de cette équation en utilisant (—A, D(—A)), au lieu
de (—Ap, D(—Ay)), un opérateur BIP d’angle 64 € [0, 7[ sur un espace de Banach complexe

4



3. Modele EDP 2 et sa formulation opérationnelle

UMD noté X (voir Définition 1.3.17 et Théoreme 1.5.4) et f € LP(a,b; X). Notons que dans
notre cas, X = LP(w).
De ce fait, dans les chapitres 2, 3 et 4, on étudiera, sous certaines hypotheses, ’équation

u® () + (A —r Du"(2) + (A* —r A)u(z) = f(z), p.p.z € a,b], (6)

sous chacune des conditions aux limites suivantes

u(a) = @1, u(b) = oo,
{ u'(a) = 53, u'(b) = 224’ (CB1)
ul(a) = @1, Ul(b) = (9,
{u/’(a)+Au(a) = @3, u'(b)+ Au(b) = s, (CB2)
u(a) = ¢1, u(b) 2,
{ uw'(a) = 223, u'(b) = 547 (CB3)
W(a) = @1, u(b) = o,
{ u'(a) = Zg, u'(b) = 247 (CB4)
et
u(a) = g1, u(b) = o,
{U”(a)+AU(a) — o3, u'(b)+ Au(d) = ¢ (CB5)

ou P15 P2, P3, P4 € X.
Ici la condition sur le bord de w est incorporée dans le domaine de A.

3 Modele EDP 2 et sa formulation opérationnelle

On considere un probléme de transmission dans l'ouvert cylindrique Q2 = - U Q. de R"
constitué des deux habitats juxtaposés

{ Q_=la,y[xw
Qp =70 X w,

d’interface
['={7} xw,

oll w est un ouvert borné régulier de R"~1, n > 2.
Soient ki, k_,l;,l_ € R7. On considere les équations de dispersion linéaires stationnaires
suivantes

E_A?u_ —I_Au_ = f_ dans Q_

EQ.
( ¢ dp) { k‘+A2u+ —lyAuy = fi dans €,

ou
_ J u- dans €Q_ ) f- dans Q_
“_{ w, dans Q. °© f‘{ fo dans Q.
avec fo € LP(Q) = LP(a,v; LP(w)), f+ € LP(Qy) = LP(y,b;LP(w)) et p € ]1,4o00[. Les
variables spatiales sont désignées par (z,y), ou x € Ja,v|[ (ou z € |y,b]) et y € w.
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On considere le probléeme de transmission suivant

(Pedp)

E_A%u_ —1_Au_ = f_ dans Q_

k+A2U+ — Z+AU+ = f+ danS Q+

U_(ZL’,C) - Oa LS ]a7’7[a geaw
U+(l’,€) = Oa S ]W/vb[a C € Jw
Au_(z,¢) = 0, z € la,v[, ¢ € 0w
AU+(ZE, C) = Oa LS ]W/vb[a g € Jw
u(a,y) = ¢1(y), Yew

up(by) = oi(y), yew

Oou_ _

E(a,y) = ¢, (y), YyeEw

ou

S by) = ¢iw), yew

U_ = Ug sur I'

8u_ . 8U+

o = o Swl

k_Au_ = kiyAuy sur I

ﬁ(k’A —1 )—g(k‘A —1 ) r
ax _AU_ _U_) = ax + U+ +U+ sur s

avec o et 3 données dans des espaces appropriés. Le probleme précédent est composé des
conditions aux bords et de transmission suivantes

u(2,0) = 0, z€lan], ¢ €dw
(1) u+<x7C) 07 LS ]7719[7 C € dw
AU_(J}7C) 07 T € ]a77[7 g € Jw
(OBedp> AU+(I7C) - 07 YIS ]77b[7 C € Ow
) { 8%—(a,y) = ¢ (), am(b, y) = ¢{(y), yew
gu- B U+ _
—(a,y) 12 CY) e (), yEw,
et
U_ = Uy sur I’
8;_ = aau+ sur I’
(CTedp) v y
kE_Au_ = ki Au, sur I’
0 0
B (k_Au_ —l_u_) = E (kyAu_ —lyu_) sur T.

Les deux premiéres conditions aux bords de (1) dans (C'Begp) signifient simplement que les
individus meurent quand ils atteignent les autres cotés des bords |a,b[ x dw (ce qui signifie
que l'on a un bord inhospitalier) ; les deux dernieres conditions de (1) signifient qu’il n'y a
pas de dispersion dans la direction de la normale. On en déduit que la dispersion s’annule sur
la, b[x 0w, qui est Au_ = 0 sur |a,y[x0w et Auy = 0 sur |y, b[x dw.

Dans (2) de (C'Begp), la densité de population et le flux sont donnés, par exemple sur {a} xw

et sur {b} x w. Cela signifie que les habitats ne sont pas séparés.

6



4. But de I’étude de ces modeéles et résultats essentiels

Dans (CT.gp), les deux premieres conditions de transmission signifient qu’il y a continuité
de la densité et de son flux a l'interface, alors que les deux secondes modélisent (en un certain
sens) la continuité (ou proportionnalité) de la dispersion et de son flux sur T'.

Notons que lorsque 1'on considere différents types d’habitats, la réponse des individus a
I'interface est importante pour le comportement du mouvement général.

Gréce a 'opérateur Ay défini dans (5), on obtient une formulation opérationnelle que 'on gé-
néralise en utilisant (—A, D(—A)), un opérateur BIP d’angle 04 € [0, 7[sur X, f_ € LP(a,v; X)
et fy € LP(v,b; X), afin d’obtenir le probléeme opérationnel plus général :

u(_4)(x) + (24 — ]i_ Du” (z) + (A* — ;C_A)u_(@ = f_(z), pp x€la,n|
(EQ) i R
u? () + (24 — ]ii Dut (z) + (A% - f; Auy(z) = fi(z), p.p € ]y,b]
u(a) = ¢r, up(b) = ¢f
CB
(P) ( ){U’(a) = ¢y, Uy (b) = 3
u-(y) = us(v)
u (y) = ui(v)
DN katt(3) + s s () k() + ko Au(y)
ke () kA (7) = Lo (7). = kou® () + ko Aul () = Lul (7).

Notons qu’on a changé f_ pour f_/k_, fi pour f,/k, et caché la variable y.
Les conditions de transmission (CT') se divisent en

u-(v) = us(v)
u () = u\(7),

) {

et
k(7)) + kyAug(v) = ku’(7) +k-Au_(v)

k() + kA () = Ly () = kou®(9) + ko Aul(y) = Ll (7).

(CT2) {

4 But de I’étude de ces modeéles et résultats essentiels

On analysera les problemes précédents dans leurs formulations opérationnelles en montrant
existence, unicité et régularité optimale pour les solutions. De plus on donnera des représen-
tations explicites des solutions dans les divers cas. Cela nécessitera l'utilisation de puissants
outils d’analyse fonctionnelle (voir Chapitre 1 : Rappels) tels que :

1. la théorie des semi-groupes,
. celle des opérateurs linéaires fermés sectoriels et leurs puissances complexes,
. les espaces d’interpolation réels,

2
3
4. les espaces de Banach UMD,
5

. le calcul fonctionnel d’'une maniere générale.



Introduction

La régularité de la densité de population par rapport a la variable spatiale est démontrée
dans tous les cas considérés. Elle est essentielle dans 1’étude de 1’équation d’évolution linéarisée
et ensuite dans I’équation d’évolution globale non linéaire.

En effet, si par exemple on se restreint au cas de I'opérateur de dispersion généralisée avec
des conditions aux limites homogenes :

D(L) = {u € LP(Q) : Auy, A%us € LP(Q) et uy satisfait (CBy) et (CTedp)}
fu - —k_A%u_+1_Au_ dans €_ (7)
v —k A%uy + 1 Auy dans Qo

ot (CBy) corresponds a (C'Bg,) avec i = @7 = ¢35 = p; = 0, alors L est bien défini et est
inversible a inverse borné; cela permet I'analyse de I’équation spectrale

Lu— = f,

qui caractérisera la nature du semi-groupe généré par L.
On donne maintenant un résultat essentiel pour chacun des modeles. Concernant le modele
EDP 1, on obtient, le résultat suivant :

Théoréme 1. On considére un domaine cylindrique € := la,b] X w de R", oun > 2, a,b € R,
a < b etw est un ouvert borné de R"1, avec un bord de classe C?. Soit f € LP(Q) avec
p€E€|l,+oo] et p> g; soit I,k € R* tels que | > kC,,, ou C,, > 0 est la constante de Poincaré

relative d un probléme de Dirichlet dans w. Alors, il existe une unique solution u € W*P(2) de

kAu(z,y) — lAu(z,y) = flz,y), (z,y) €Q
u(z,y) = Au(z,y) = 0, (z,y) € la,b] x Ow
ula,y) = ¢i(y), yeEwW
ulb,y) = ¢2y), yew
Au(a,y) = ¢3(y), yeEw
Aulby) = ¢a(y), yEw,

st et seulement si
01,00 € W2P(w) VWP (w) et Apr, Apa, s, 04 € W25 (w) N WP (w).
Pour le modele EDP 2, on montrera le résultat :

Théoréme 2. On suppose que w est un ouvert borné de R"! ot n > 2 avec un bord de classe
C?. Soient fy € LP(Qy) et f- € LP(Q_) avec p € |1, +00[ et p > n ainsi que ky, k_, 1, 1_ € R%.
Alors il existe une unique solution u de (Ppq.), telle que

u_ € WH(Q_) et uy € WH(Qy),
st et seulement si
0,05 € W2 (W) WP (W), A, € W5 (W) NWoP(w) et At € W' o (w) N Wy (w).

Les deux Théoremes précédents seront donnés dans les chapitres 3 et 6 comme des Corollaires
de Théoremes opérationnels.
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5. Historique

5 Historique

L’historique ci-dessous est loin d’étre exhaustif et permet simplement de citer certains tra-
vaux importants liés aux équations différentielles abstraites.

Les équations différentielles abstraites (ou EDA) sont des équations différentielles dont les
coefficients sont des opérateurs linéaires, généralement non bornés, sur un espace de Banach.
L’étude de ces équations a commencé entre les années 1930 et 1940 dans un cadre hilbertien.
En 1948, E. Hille et K. Yosida, ont séparément résolu le probleme de Cauchy abstrait

{ w(t) — Au(t) =0, t € [0,+o0]
u(0) = o,

ou A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach complexe X et ug € X. Comme

dans le cas scalaire, la résolution de ce probléme nécessite la construction de "e*4", ¢t > 0. C’est

ainsi qu’est née la théorie des semi-groupes qui se développa entre 1930 et 1960 grace aux

travaux de M.H. Stone, E. Hille, K. Yosida, G. Lumer, W. Feller, I. Miyadera et R.S. Phillips.
En 1953, T. Kato étudie les équations non autonomes de la forme

W) = Ltu(t), t=0

en utilisant la théorie des semi-groupes et des puissances fractionnaires d’opérateurs.

Entre 1960 et 1962, J.L. Lions et J. Peetre s’intéressent aux espaces d’interpolations, aux
puissances fractionnaires d’opérateurs et aux équations opérationnelles.

En 1975, G. Da Prato et P. Grisvard se sont intéressés a I’équation

(A+ B)u = f,

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexes X et ou
f appartient a un espace d’interpolation. Cela a permis, en 1987, a G. Dore et A. Venni,
de considérer des sommes d’opérateurs développées par dans un espace de Banach ayant une
géométrie particuliere, celle d’espace UMD.

En 2004, A. Favini, H. Tanabe, R. Labbas, A. Yagi et S. Maingot ont étudié les équations
différentielles abstraites du second ordre :

u"(x) + 2Bu'(x) + Au(x) = f(x), x € ]a,b|.
Ils ont d’abord étudié le probléme aux limites avec les conditions de Dirichlet
W'(z) + 2Bu/(z) + Au(z) = f(2), @ €]0,1]

u(0) = o, (8)
u(l) = uy,

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés garantissant I'ellipticité de I’équation (en particu-
lier —(B2%— A)'/2 sera défini) sur un espace de Banach complexe X de type UMD et ug, u; € X.
Cette étude fiit réalisée dans deux types d’espace : les espaces de Holder et les espaces LP.
Grace a la théorie des puissances imaginaires bornées d’opérateurs, des puissances fraction-
naires d’opérateurs et celle des espaces d’interpolation (réels), ils ont ensuite considéré un cas
plus général de problemes aux limites d’ordre 2 :

u'(z) + (L — M) (z) — LMu(z) = f(x), x€]0,1],

0

U
Uy

bl
b



Introduction

ou L et M sont des opérateurs linéaires fermés sur X. En particulier, si
L=B—(B?—A)Y? e M=-B—(B*—A)Y2

alors on retrouve le probleme (8).
En 2013, A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet, S. Maingot et H. Sidibé ont étudié un probléme
de transmission avec des équations différentielles opérationnelles du quatrieme ordre :
W (z) + 240" () + A%u_(2) = f_(z), z€]—1,0]
ul (z) + 240 (z) + AQU+($) = fi(2), z€]0,4]
u (1) = (1) =
ul(6) + v Aug(6) =
) (0) + (2= vi) Au (8) = 0

. §V2 (u’i(o) + V_Au_(O)) =1 f;i (ui(o) + V+Au+(0))
o (100 + 2= ) (0) = 2 (10 + 2 - 1) A, ().

ol
f-eP(-1,0,X), frelP0,0;X), pe]l,+oo,

EL,0>0,vy €]0,1/2] et A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach complexe
X de type UMD.

Cette étude fut réalisée dans les espaces LP pour p € |1, +oo[. Grace & la théorie des puis-
sances imaginaires bornées d’opérateurs, des puissances fractionnaires d’opérateurs et celle des
espaces d’interpolation (réels) ils ont obtenu des résultats d’existence, d'unicité et de régularité
maximale de la solution du probléme a ¢ fixé petit. De plus grace a la théorie des semi-groupes
analytiques, ils ont donné une formule de représentation explicite de la solution u’.

Suite a cela, ils ont étudié le probleme limite (§ — 0) afin d’obtenir :

() + 240" (2) + Au_(z) = f_(2), z€]—10]
u_(—=1)=u"(-1)=0

u” (0) + v_Au_(0) — 21 oy

u®(0) + (2 = v_)Au_(0) — (1 — v?)gA%u_(0) = m,
ou f_ € LP(—1,0; X), v+ €]0,1/2[ et m € X, avec '’hypothese

lim ——
im - =q>0.

Grace aux mémes outils, ils ont obtenu une formule de représentation explicite de la solution
ainsi que des résultats d’existence, dunicité et de régularité maximale de la solution du probleme
limite. Tl est & noter que cela nécessite de prouver que u_(0) € D(A?).
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6. Descriptif des chapitres

6 Descriptif des chapitres

Cette these se compose de six chapitres et est organisée comme suit.

Chapitre 1

Il est consacré aux rappels fondamentaux ainsi qu’aux outils nécessaires a ce travail. On y
présentera tout d’abord quelques généralités sur les opérateurs linéaires bornés ou seulement
fermés, ou sectoriels. On fera ensuite une section sur les espaces fonctionnels composée d’une
partie sur la mesure et 'intégrale de Bochner et d’une partie sur les espaces de Sobolev.

On expliquera dans la section suivante la notion de calcul fonctionnel. On présentera ensuite
une section traitant des semi-groupes, dans laquelle, on parlera des semi-groupes fortement
continus, puis des semi-groupes analytiques.

La section suivante traitera des sommes d’opérateurs, au sens de Dore-Venni [12], qui né-
cessite d’utiliser les espaces UMD. On décrira ensuite les espaces d’interpolation. Enfin, dans
la derniére section, on parlera du probleme de Cauchy.

Chapitre 2

On reprend ici I’équation (6) que I'on considére dans le cas ou r = 0; ce qui donne
U (@) + 240" (x) + Au(z) = [(), . w € Ja,b] (9)

On cherche alors a montrer qu’il existe une unique solution classique au probléme (9)-(CBi),
i=1,2,3,4,5; c’est-a-dire une solution u de (9)-(CBi) telle que :

u € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(A?)) avec u” € LP(a,b; D(A)).
Afin de construire une telle solution avec uniquement f € LP(a,b; X), on suppose que :

(Hy) X est un espace UMD,
(H2> 0e p<A)7
(H3) —A € BIP(X,604) pour un 64 € [0, 7[.

Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :

(Hy) o(A)C]—00,0[ et VOe[0,7], sup|AMA—A) ) < +o0.
AESy

On donne ensuite quelques conséquences sur ces hypotheses dans lesquelles on définit ’opérateur
M := —y/—A, puis on établit quelques résultats préliminaires. Enfin, on démontre le résultat
suivant, qui est le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,+00[. On suppose que (Hy),
(Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors

1. il existe une unique solution classique u de (9)-(CB1) si et seulement si

Y1, P2 € (D(A)aX)l_F%’p et P3, P4 € (D(A)aX)ipa

2p?

11
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2. il eziste une unique solution classique u de (9)-(CB2) si et seulement si

Y1, $2 € (D(A)aX)1+%+%,p et 3,04 € (D(A), X)

2P’
3. il existe une unique solution classique u de (9)-(CBb5) si et seulement si

prop2 € (D(A), X) 1y 1 et g0 € (D(A), X) 0

Si, de plus, (Hy) est vérifiée, alors

4. il existe une unique solution classique u de (9)-(CB3) si et seulement si

Y1, P2 € (D(A>7X)1+%,p et w3,p4 € (D<A)7X)1+%+ .

1
2
5. il existe une unique solution classique u de (9)-(CB4) si et seulement si

p1, P2 € (D(A)7X)1+%+%,p el 3,04 € (D(A)7X)%,p'

Ce chapitre se conclut par une application sous forme d’un corollaire qui donne un résultat
d’existence et d’unicité au probleme EDP correspondant.

Chapitre 3

L’ensemble des résultats de ce chapitre a fait 'objet d’un article publié (voir [27]).

On reprend ici 'équation (6) que l'on considére dans le cas ou r € R*. On cherche alors a
montrer qu'il existe une unique solution classique au probleme (6)-(CBi), i = 1,2,3,4,5. Afin
de construire une telle solution avec uniquement f € LP(a,b; X), on suppose que :

(Hy) X est un espace UMD,

(Hz) 0€p(A),

(H;) —A € BIP(X,0,4) pour un 64 € [0, 7|,
(Hy)  [r,+oo[C p(A).

Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :

(Hs) o(A)C]—00,0] et VOe]0,m[, sup|[AA]—A)zx) < +oo.
AESy

On donne ensuite quelques conséquences sur ces hypotheses dans lesquelles on définit les opé-
rateurs M = —y/—A et L := —/—A +r 1, puis on établit quelques résultats préliminaires.
Enfin, on démontre le résultat suivant, qui est le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 4. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € ]1,+00[. On suppose que (Hy),
(Hy), (H3) et (Hy) sont vérifiées. Alors

1. il existe une unique solution classique u de (6)-(CB1) si et seulement si

p1,02 € (D(A), X)1, 1, et 3,904 € (D(A),X)

1
= )
35 55D
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6. Descriptif des chapitres

2. il existe une unique solution classique u de (6)-(CB2) si et seulement si
Y1, P2 € (D(A)vX)l_s_%J,.i’p el 3,04 € (D<A)7X>i7p7
3. il existe une unique solution classique u de (6)-(CBb) si et seulement si

Y1, P2 € (D<A)7X)1+ﬁ,p el g3, 94 € (D(A)aX)Lp-

2p

Si, de plus, (Hs) est vérifiée, alors

4. il existe une unique solution classique u de (6)-(CB3) si et seulement si
$1, P2 € (D(A>7 X)1+ﬁ7p et Y3, P4 € (D(A)7 X)l—i—%—k%,pa
5. il eziste une unique solution classique u de (6)-(CB4) si et seulement si

Y1, p2 € (D(A)aX)H%J,ﬁ,p et 3,04 € (D(A), X)1 .

2p”

De méme ici, ce chapitre se conclut par une application sous forme d’un corollaire qui donne
un résultat d’existence et d'unicité au probleme EDP correspondant.

Chapitre 4

On reprend 'équation (6) que 'on considere dans le cas o 7 est un opérateur borné noté
B ; ce qui donne

u®(z) + (24 — B (z) + (A2 — BA)u(z) = f(z), p.p.z € |a,b],

On généralise ensuite cette équation en considérant P et (), deux opérateurs linéaires sur X
tels que :

u () + (P + Q' () + PQu(z) = f(x), = € la,b], (10)
On cherche alors a montrer qu’il existe une unique solution classique au probleme (10)-(CBi),
i=1,2,3,4,5; c’est-a-dire une solution u de (10)-(CBi) telle que :
u € W*(a,b; X) N LP(a,b; D(PQ)) et u" € LP(a,b; D(P) N D(Q)).

Afin de construire une solution du probleme (10)-(CBi) avec uniquement f € LP(a,b; X), on
suppose que :

) X est un espace UMD,

) P et @ sont fermés et 0 € p(P) N p(Q),

) D(P)=D(@Q) et PTIQ7'=Q7'P,

) —P,—Q € BIP(X,0), pour un 6, € [0, 7|,

) P — @ admet un prolongement inversible B € £(X).

(
(
(
(
(
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Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :
(Hs) 0€pU)np(V),

ou
U:=1—eb-al+M) _ p=1([, 4 M)* (e(b_“)M — e(b_“)L) =1-T €L(X)

V=T — b0l B (L4 M)? (eb=0M — e®-all) = [ — T, € £(X),

avec L := —/—Q, M := —/—P.
On donne ensuite quelques conséquences sur ces hypotheses, puis on établit quelques résul-
tats préliminaires. Notons que les conditions aux bords (CB2) et (CB5) s’écrivent

ul(a> = @1, U’(b) = (g,
{u”(a)+Pu(a) = 3, u"(b) + Pu(b) = o4, (CB2)

et
u(a) = ¢, u(d) = o,
{ u’(a) + Pu(a) = ¢3, u"(b)+ Pu(b) = . (CB5)

Enfin, on démontre le résultat suivant, qui est le résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 5. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,4+00[. On suppose que (Hy),
(Hs), (Hs), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors

1. 1l existe une unique solution classique u de (10)-(CB1) si et seulement si
Y1, P2 € (D(P)7X)1+%,p et Q3,04 € (D(P)vX)ﬁ,pv
2. il existe une unique solution classique u de (10)-(CB2) si et seulement si

prop2 € (D(P), X) 111, et wa,p00 € (D(P), X)L,

2p?

3. il existe une unique solution classique u de (10)-(CBb) si et seulement si

7p‘

Y1, P2 € (D (P)7X)]_+%7p et p3,¢4 € (D (P)aX)L

2p

Si, de plus, (Hg) est vérifiée, alors

4. il eziste une unique solution classique u de (10)-(CB3) si et seulement si
$1, P2 € (D(P>7X)1+%,p et w3,p4 € (D(P)7X>1+%+%,pa
5. il existe une unique solution classique u de (10)-(CB4) si et seulement si

1,2 € (D(P)aX)H%JF%,p et 3,01 € (D(P), X) 1,

2p?
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Chapitre 5

Ici on considére le modele EDP 2 dans le cas ou [ = [ = 0. Ainsi, le probleme (P.g,)
devient :
E_A%u_ = f_ dans Q_
k+A2U+ = f+ dans Q+
U+(ZE,C) - 07 T e ]’%b[a C € Ow
Au_(x,(’) = 07 S ]a7’7[a C € Jw
Auy(a,0) = 0, € 78], ¢ € 0w
u-(a,y) = ¢1(y), yew
us(byy) = oY), yew
P, ou_ _
(Peay) S (@Y = ¢y, yew
ou
Saby) = ¢fw), wew
Uu_ = Uy sur I'
au_ 8u+
= - =4 T
Ox ox s
k_Au_ = ki Auy sur [
0Au_ 0Au
k_ o = ki 8x+ sur I,
ot T et @i sont données dans des espaces appropriés. De méme, le probleme (P) devient :
(EQ) { (@) + 240" (1) + A*u_(z) = f-(z). pp.x€lan]
ul (@) + 240 (2) + A*ui(a) = filo), pp.w €y
u-(a) = o1, up(d) = of
(OB) / — / +
u-(y) = us(7)
u’(y) = ui(y)

(CT)

keull(v) + ki Aui(y) =
)

k_u” (y) +k_Au_(7)

ko (7) + ki Auly (1) =

k_u® (y) + k_Au' (7).

Notons qu’on a changé f_ pour f_/k_, f, pour fi/k,.
Les conditions de transmission (C72) deviennent alors :

= k_u"(y) +k_Au_(7)
ku® (v) + k_Au' (7).

keull () + ki Aug(y)
(CT2) 3) /
Bl () + ey A, (1) =
On cherche une solution classique du probléme (P), qui est une solution u telle que
u_ =y, € WH(a,v; X) N LP(a,y; D(A?)), u” € LP(a,v; D(A))
wy o=y, € WH(y,0; X) N LP(v,b; D(A%)), u| € LP(y,b; D(A)),

15
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et qui vérifie (EQ) — (CB) — (CT).
Afin de construire une telle solution avec f_ € LP(a,v; X) et fi € LP(v,b; X), on suppose
que :

(Hy) X est un espace UMD,
(Hy) A est un opérateur linéaire inversible,

(H3) —A e BIP(X,0,4) pour un 64 € [0, 7].
Certains de nos résultats nécessiteront des hypotheses supplémentaires :

(Hy) o(A)C]—00,0[ et VO€e]0,x, sup AN — A) " x) < +oo,
AESy
(Hs) k- >0,

On donne ensuite quelques conséquences sur ces hypotheses dans lesquelles on définit 'opé-

rateur linéaire M := —y/—A. Afin de résoudre le probleme (P), on introduit deux problemes
auxiliaires :
u® () + 2Au" (z) + A%u_(z) = f_(z), pour z € la,7],
PV uta) = 10 w(b) = v,
u(a) = ¢y, u (b)) =
et
u® () + 240 (z) + A%uy () = fi(2), pour x € ]v,b],
(P+) ’LL+(CL) = ¢17 u+(b) = gpii_’
wi(a) = o, W (b) = 5.

Remarque 1. Une fonction u est une solution classique de (P) si et seulement s’il existe
1,9 € X telles que :

(i) u_ est une solution classique de (P-),
(i) wuy est une solution classique de (Py),

(iii) u_ et uy vérifies (CT2).

On montre en résultats préliminaires, grace aux résultats du chapitre 2, que les points (i)
et (ii) sont vérifiés. Ensuite, on établit le point (iii) par le Théoréme suivant, qui est le résultat
principal de ce chapitre.

Théoréme 6. Soient f_ € LP(a,v; X) et fr € LP(,b; X). On suppose que (Hy), (Ha), (Hs),
(Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u au probléme (P) si
et seulement si

o7, ¢1 € (D(A), X) et 3,05 € (D(A),X)

14550 AR T

On en déduira une application sous forme d’un corollaire qui donne un résultat d’existence
et d’unicité au probleme (P.gp).
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Chapitre 6

L’ensemble des résultats de ce chapitre a fait 'objet d’un article soumis (voir [26]). Ce
chapitre traite lui aussi d’'un probléeme de transmission entre deux habitats juxtaposés basé sur
le modele EDP 2. Soient k4, k_,1;,l_ € R, on pose ry = [, /k; et r_ =1_/k_. On considere
le probleme (P), la formulation opérationnelle du probléme (P.4,). On cherche une solution
classique du probleme (P), qui est une solution u telle que

u_ =y, € WH(a,v; X) N LP(a,v; D(A%)), u” € LP(a,7; D(A))
wy =y, € WH(y,0; X) N LP(v,b; D(A%), u| € LP(y,b; D(A)),

et qui vérifie (EQ) — (CB) — (CT). Afin de construire une telle solution avec f_ € LP(a,~; X)
et fy € LP(,b; X), on suppose que :

(Hy) X est un espace UMD,

(H2) 0€ p(‘A)u

(H;) —A € BIP(X,04) pour un 0,4 € [0, 7[.
Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :

(Hy) o(A)C]—00,0[ et VOe]0,x[, sup NN —A)Hzx) < +oo,
AESy

On donne ensuite quelques conséquences sur ces hypotheses dans lesquelles on définit les opé-

rateurs L, = —/—A+r I, L == —\/—A+r_I et M := —/—A. Afin de résoudre le
probléme (P), on introduit deux problémes auxiliaires :
u(_A‘)(:v) +(A—r_Du" (z)+ (A2 —r_Au_(z) = f_(x), pour z € |a,”|
(P-)§ u(a = i
= ¢27

= ¢, u-(y
= ¢y, u_(y
et

W (@) + (24 = ry DUl (2) + (A2 =1y A)uy (2) = fi(x), pour € ]y, b
(1) = ¥, uid) = of
() = o, Wi (D) = ¢3.

(PJr) U4
i,
Remarque 2. Une fonction u est une solution classique de (P) si et seulement s’il existe
Y1, € X telles que :

(i) wu_ est une solution classique de (P_),
(7i) uy est une solution classique de (Py),

(iii) u_ et uy vérifies (CT2).

On montre en résultats préliminaires, grace aux résultats du chapitre 3, que les points (i)
et (ii) sont vérifiés. Ensuite, on établit le point (iii) par le Théoréme suivant, qui est le résultat
principal de ce chapitre.
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Théoréme 7. Soient f_ € LP(a,v; X) et f+ € LP(vy,b; X). On suppose que (Hy), (Hs), (H3) et
(Hy) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u au probléme de transmission
(P) si et seulement si

(101’_’901_ S (D(A)7X)l+%,p et 90;7902_ € (D(A%X)l-i-%-ﬁ—%,p‘

On terminera par une application sous forme d’un corollaire qui donne un résultat d’exis-
e s .
tence et d’unicité au probleme (P.gp).

7 Perspectives

Dans cette section, on donne plusieurs perspectives s’inscrivant dans la continuité de ces
recherches.

Tout d’abord, dans les chapitres 2, 3 et 4, on peut considérer d’autres conditions aux limites
comme par exemple des combinaisons linéaires de nos conditions aux limites actuelles ou alors
des conditions aux limites de type Robin. Puis, dans le chapitre 6, on pourrait considérer
des conditions de transmission (réalistes) avec la non-continuité de la densité et du flux sur
I'interface mais en incluant la continuité de la dispersion généralisée :

E_A%u_ —1_Au_ =k A%uy — 1L Aug.

Cette situation requiere de travailler dans un espace construit a partir de fonctions continues.

Un travail analogue a celui de cette these peut étre réalisé dans les espaces de Holder
C%la,b]; X), on § € ]0,1[. Il est & noter que ces espaces ne sont pas UMD. De ce fait les
résultats importants utilisés ici comme le Théoreme de Dore-Venni [12] ou celui de Priiss-
Sohr [38] ne peuvent s’appliquer. Il faut alors utiliser la théorie de E. Sinestrari [41] et adapter
la formule de représentation afin d’obtenir des résultats similaires avec la régularité maximale.

La suite logique de ce travail est I’étude du probléeme parabolique linéaire dans le cas d'un
cylindre et dans le cas du probleme de transmission. Dés lors, dans le cas du cylindre (respecti-
vement du probleme de transmission), il faudra étudier les propriétés spectrales de 'opérateur
A (respectivement £ défini par (7)) défini par

D(A) = {u € LP(Q) : Au, A?u € LP(Q) et u satisfaisant (C'By)}
Au = —kA%u + [Au,
ot (C'By) est correspond & (C'Begy) avec of = @7 = p3 = @5 = 0.
Notons que I'on peut remplacer les conditions aux bords (2) de (C'Begy) par l'une des
conditions (C'B1), i =1,2,3,4,5, avec ¢ = @3 = w3 = 4 = 0.
Plus précisément, 1’étude des propriétés spectrales de l'opérateur A (respectivement L) se
fait en étudiant I’équation

Au— X u= f (respectivement Lu — Au = f).

Cela permettra de déterminer la nature du semi-groupe généré par A (respectivement L) et
d’estimer la norme de la résolvante pour avoir

sup [[AR(A, A)||zx) < +o0o  (respectivement  sup [|AR(A, £)]|zx) < +00)

ESQA )\ESQE
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7. Perspectives

ou Sp, (respectivement Sy, ) est un secteur d’angle 64 € |7 /2, 7| (respectivement 6, € |r/2, 7[).
L’estimation précédente nous permettrait alors de montrer que l'opérateur linéaire A (respecti-
vement L) génére un semi-groupe analytique, ce qui impliquerait des résultats sur le probléme
parabolique linéaire correspondant.

Enfin, dans le cas du cylindre puis dans cas du probleme de transmission, grace aux résultats
de régularité maximale issus du probléme linéaire, on pourra étudier le probleme non linéaire
en utilisant les techniques décrites dans J. Priiss [37].
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on énonce quelques définitions et résultats de base concernant les opéra-
teurs linéaires, certains espaces fonctionnels, le calcul fonctionnel et les semi-groupes. Ce point
de départ nous permet d’aborder la résolution de problemes différentiels opérationnels.

1.1 Opérateurs linéaires

Soient X et Y deux espaces de Banach complexes.

1.1.1 Généralités

Pour plus de précisions sur les définitions de cette section, on renvoie a ’ouvrage de R. Dau-
tray et J.-L. Lions [10].

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire A de X dans Y est une application linéaire définie
d’un sous-espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans Y.

D(A) est appelé domaine de A et pour tout ¢ € D(A), A(p) sera noté Agp.

De plus, quand Y = X, on dit que A est un opérateur linéaire sur X.

Définition 1.1.2. Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. On dit que A est & domaine dense (ou densément défini) si D(A) = X.
2. On appelle noyau de A le sous-espace vectoriel de X, noté Ker(A), défini par :

Ker(A):={p € D(A): Ap =0}.
3. On appelle image de A le sous-espace vectoriel de X, noté Im(A), défini par :
Im(A):={y €Y :3pe DA) /¢=Ap} ={Ap:p € D(A)}.
4. On appelle graphe de A le sous-espace vectoriel de X x Y, noté G(A), défini par :

G(A) ={(p,¥) € X xY 1 p € D(A), ¥ = Ap}.
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Chapitre 1. Rappels

Définition 1.1.3. Soit A : D(A) C X — Y un opérateur linéaire. On munit D(A) de la
norme notée || - || pcay et appelée norme du graphe, définie pour tout ¢ € D(A) par :

lellpeay = llellx + [ Aelly.
Définition 1.1.4. Soient A et B deux opérateurs linéaires sur X. On définit 'opérateur AB
par
D(AB) = {p€ D(B):Bpe D(A)}
(AB)p = A(By), Vo € D(AB).
On définit alors, pour tout n € N; A" comme la puissance n-ieme de A :
D(A% =X et A°=1,
D(AY) = D(A) et A'= A,
Vn>2, D(A") ={p € D(A" 1) : A" lpe D(A)} et A" = AA"L
Définition 1.1.5. Soit A un opérateur linéaire sur X. Si A est injectif, on définit I'opérateur
linéaire A~! par :
A7 i Im(A) — X
v o— ATl =,
ol p € D(A) est défini par Ap = 1. Notons que Im(A~') = D(A)
Définition 1.1.6. Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est une
extension, ou un prolongement, de A et on note A C B si
1. D(A) C D(B)
2. Vpe D(A), Ap = Bop.

1.1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.7. On dit qu'un opérateur linéaire A de X dans Y est borné si D(A) = X et
s’il est continu. On note alors £(X,Y") 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y.
De plus, on pose L(X) := L(X, X).
Proposition 1.1.8. Soit A un opérateur linéaire défini de X dans Y, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. Ae L(X,Y),

2. VQOO < X, ||AQO — ASOOHY = 0,

lim
p—Po
3. lim [|Aplly =0,
@—0
4. IM = 0,¥p € X, [[Aplly < Mll¢l|x,
Définition 1.1.9. On définit alors une norme sur £(X,Y’), notée | - ||z(x,y), en posant, pour
tout A e L(X,Y) :

ASO Y
Mleger == sup A2 o gy = sup 40l
veXo20 [|@llx  Jelx<t lellx =1

Proposition 1.1.10. Si Y est un espace de Banach, alors L(X,Y) est un espace de Banach.

Proposition 1.1.11. Soit A € L(X). Si ||Al|zx) < 1, alors :
1. I — A est inversible dans L(X) et

+oo
2. (I—A)yt=> 4"
n=0
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1.1. Opérateurs linéaires

1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

On étudie ici une classe d’opérateurs linéaires plus générale que celle des opérateurs linéaires
bornés et on donne quelques éléments de théorie spectrale. Les résultats énoncés ici sont issus
de K.-J. Engel et R. Nagel [15], T. Kato [24], R. Dautray et J.-L. Lions [11], M. Haase [23] et
A. Lunardi [30].

Définition 1.1.12.
1. Un opérateur linéaire de X dans Y est dit fermé si son graphe est fermé dans X x Y.
2. Un opérateur linéaire est dit fermable s’il admet une extension fermée.

On note qu'un opérateur linéaire borné est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.1.13. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et seulement si
pour toute suite (©n)n=0 d’éléments de D(A) telle que

On — @, dans X
Ap, — ¥, dans,

on ap e D(A) et Ap =1).
Notation 1.1.14. Soit A un opérateur linéaire sur X. On écrira A~! € L(X) et on dira que
A est inversible, pour signifier que :

1. A est bijectif,

2. A7! est un opérateur linéaire borné sur X.

Proposition 1.1.15. Soit A un opérateur linéaire sur X.
1. Si A est un opérateur fermé injectif, alors A™! est fermé.
2. A est un opérateur fermé bijectif si et seulement si A~' € L(X).

Démonstration.
1. Soient (¢y,)n=0 une suite dans D(A™Y) = Im(A) et ¢, € X tels que

On — ¢, dans X
Ao, — 4, dans X.

Alors

A7y, — 1, dans X,

or, puisque A est fermé, on a ¢ € D(A) et Ap = 1. Ainsi, 1 € Im(A) = D(A™Y) et o = A1),
Donc A~! est fermé.
2. Si A est un opérateur linéaire fermé bijectif de X dans X, alors d’aprés 1., A~! est fermé.
Donc, d’apres le Théoréme du graphe fermé, A1 est continu, d’'ou A~ € £(X).
Réciproquement, si A~! € L(X), alors d’apreés la Notation 1.1.14, A est bijectif. Soient
(n)n=0 une suite dans D(A) et ¢, € X tels que

{ AA Y, =, — ¢, dans X

On —> ¢, dans X
Ap, — 1, dans X.

Alors ¢, = A1 Ap, — A1, D’on, par unicité de la limite, ¢ = A~ et ¢ € D(A). De ce
fait, Ap =1, donc A est fermé. O
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Définition 1.1.16. Soit A un opérateur linéaire sur X. L’ensemble résolvant, noté p(A), de A
est défini par :

p(A):i={reC: (N —A) " e L(X)}.
Si A € p(A), on définit la résolvante R(\, A) de A au point A par :
R\ A) == (M — AL
Le spectre de A, noté o(A), est défini par :
o(A) = C\ p(A).

Remarque 1.1.17. D’apres ce qui précede, on a :

1. Si p(A) # 0, alors A est fermé.
2. 0(A) ={\ € C: (M — A) n’est pas bijectif ou (\[ — A)~' ¢ L(X)}.

Définition 1.1.18. Si A est un opérateur linéaire borné sur X, alors on définit le rayon spectral
r(A) de A de la maniére suivante :

r(A) ;== sup |\l
AEa(A)

Si o(A) = (), par convention, on pose r(A) := 0.
Remarque 1.1.19. Si A est borné, alors o(A) C B(0,r(A)).

Proposition 1.1.20. Si A est un opérateur linéaire fermé sur X. Si 0 € p(A), alors on a
B(0,R) C p(A), ot 1/R :=r(A™') est le rayon spectral de A~".

Définition 1.1.21. Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés sur X tels que p(A) # () et
p(B) # 0. Alors on dit que A et B commutent au sens des résolvantes si et seulement si, pour
tout A € p(A) et tout u € p(B)

R(\, A) R(u, B) = R(u, B) R(), A).
Proposition 1.1.22. Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés sur X tels que
1. D(A) = D(B),
2. p(A) #0 et p(B) # 0.
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes

1. A et B commutent au sens des résolvantes.
2. AB = BA.

Proposition 1.1.23. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Pour tout \,u € p(A), on
appelle identité de la résolvante [’égalité suivante :

(1 = N RO, A)YR(, A) = RO\, A) — R(u, A).
Proposition 1.1.24. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l'application

p(A) — L(X)
A — R(MA)

est analytique sur p(A).
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1.1. Opérateurs linéaires

Proposition 1.1.25. Soient A et B deux opérateurs linéaires sur X. On a :
1. Si B est borné, alors B est fermé.
2. Si A est fermé et B est borné, alors A+ B est fermé.
3. Si A est fermé et B est borné, alors AB est fermé.
4. Si A est inversible et B est fermé, alors AB est fermé.

5. Si A est inversible, alors pour tout n € N*, A™ est fermé.

Proposition 1.1.26. Soit A un opérateur linéaire sur X. Si A est fermé et D(A) est fermé
sur X, alors A est continu de D(A) dans X .

Proposition 1.1.27. Soit A un opérateur linéaire sur X, alors A est fermé si et seulement si
(D(A), | - ||D(A)> est un espace de Banach.

1.1.4 Opérateurs sectoriels

On étudie maintenant une classe d’opérateurs fermés. Les résultats énoncés ici sont issus de
M. Haase [23] et A. Lunardi [30].

Définition 1.1.28. Soit w € [0, 7], on note

w

{z€C:z#0¢t |arg(z)| <w} si we]0,m7],
B R% si w=0.
Ainsi, si w > 0, S, désigne le secteur ouvert, symétrique autour de I’axe réel positif, d’angle 2 w.

Définition 1.1.29. Soit w € [0, 7[. Un opérateur linéaire A sur X est dit sectoriel d’angle w,
noté A € Sect(w), si :
1. o(A) C S,

M
2. dM >0, sup [|[R(N A)|zx) < oy < oo, pour tout W' € |w, 7.
)\E(C\Sw/ | |

+Y

Ici A est sectoriel d’angle w.
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Proposition 1.1.30. Si A est un opérateur sectoriel d’angle w € [0, [, alors A est fermé.

Proposition 1.1.31. Soit w € [0, 7. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1. A€ Sect(w) et A injectif < A~ € Sect(w).
2. A€ Sect(w), ¢ 2 0= cA € Sect(w).
3. Ae Sect(w), e 20= A+cl € Sect(w).

Proposition 1.1.32. Soit A un opérateur linéaire fermé sur X.
1. SiR* C p(A) et M(A) :=sup |[AMA + A)7Y| < oo, alors
A>0

M(A) <1 et A€ Sect(rm — arcsin(M(A)™)).

2. 81 X est réflexif, alors D(A) = X et X = Ker(A) @ Im(A).
3. Soit w € [0,7[. Si A € Sect(w) est injectif et X est réflexif, alors

Im(A) = D(A) =X = D(A") N Im(A™), pour tout n € N.

1.2 Espaces fonctionnels

Soient I un intervalle de R (borné ou non) ou un rectangle de R? et (X, || - ||) un espace de Ba-

nach Complexe. Les définitions et résultats énoncés ici sont issus de W. Arendt, C. J. K. Batty,
M. Hieber et F. Neubrander [1].

1.2.1 Mesure et intégrale de Bochner

Dans la suite, on étudiera des fonctions a valeurs dans X. On utilisera alors la mesure de
Bochner grace a laquelle I'espace L}, des applications localement intégrables a valeurs vecto-
rielles s’injecte contintiment dans l’espace D’ des distributions a valeurs vectorielles. On utilisera

alors 'intégrale de fonctions a valeurs dans X, appelée intégrale de Bochner.

Définition 1.2.1. Soit f: I — X. f est dite étagée si pour tout x € I, il existe une famille
finie (x;),;c; d’éléments de X et une famille finie (A;);c; de parties mesurables de I vérifiant

jeJ
telles que

flo) =3z,

jed
ol 14, est la fonction caractéristique de A;.

Définition 1.2.2. Soit f : [ — X. f est dite Bochner-mesurable (mesurable au sens de
Bochner), s’il existe une suite (f,)nen de fonctions étagées telle que

lim f,(z)= f(x), pp zel.

Lemme 1.2.3. Soient f : 1 — X, g: 1 — X, h: [ — C des fonctions Bochner-mesurables
etk: X — Y ouY est un espace de Banach. On a alors les propriétés suivantes :
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1. f+ g et h.f sont Bochner-mesurables
2. Si k est continue, alors ko f est Bochner-mesurable
3. || f]| est Bochner-mesurable
4. St X est un sous espace fermé de Y et f une application Bochner-mesurables a valeurs
dans Y, alors f est aussi une application Bochner-mesurable a valeurs dans X .
Corollaire 1.2.4. Soit f : I — X. On a alors les deux propriétés suivantes :
1. Si f est continue, alors [ est Bochner-mesurable

2. Si f, : I — X est Bochner-mesurable pour tout n € N et 1_131 fn = f presque partout,

alors f est Bochner-mesurable.

Définition 1.2.5. Soit f : I — X. f est dite Bochner-intégrable (intégrable au sens de
Bochner), s'il existe une suite de fonctions (f,,)nen convergeant vers f presque partout telle que

lim [ fulw) = F(@)] dz=o0.

n—+400
Théoréme 1.2.6 (Bochner). Une fonction f: 1 — X est Bochner-intégrable si et seulement
s1
1. f est Bochner-mesurable,
2. || f]| est Lebesgue-intégrable.

Si f est Bochner-intégrable, alors

|[ w0 @ < [l ar

Remarque 1.2.7. En fait, si f : I — X est une fonction Bochner-mesurable, alors f est
Bochner-intégrable équivaut a ||f|| est Lebesgue-intégrable.

Proposition 1.2.8. Soient T : X — Y, ou Y est un espace de Banach, un opérateur linéaire
borné et f : I — X une fonction Bochner-intégrable. Alors T o f :t —— T(f(t)) est Bochner-
intégrable et

T/f(t) dt:/T(f(t)) dt.
I I
Proposition 1.2.9. Soient A un opérateur linéaire fermé sur X et f : I — X une fonction

Bochner-intégrable. Supposons que f(t) € D(A) pour toutt € I et Ao f: I — X est Bochner-
intégrable. Alors

/If(t) dt € D(A) et A/If(t) dt = /IA(f(t)) dt.

Proposition 1.2.10. Soit F : [a,b] — X wune fonction absolument continue. Supposons qu’il
existe f(t) := F'(t) presque partout. Alors f est Bochner-intégrable et

F(t) = F(a) + /at f(s) ds, pour toutt € [a,b].
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1.2.2 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Soient I un intervalle de R et X, E, I trois espaces de Banach.
Les espaces de Sobolev a valeurs vectorielles étant construits a partir des espaces LP avec
p € [1, +o0[, dont on donne ici la définition.

Définition 1.2.11. Soit f: I — X. Pour 1 < p < 400, on définit
LP(I; X) = {f est Bochner-mesurable telle que / | fIIP dp < —i—oo}
I

que ’on munit de la norme

= ([ 1517 an) ™

Définition 1.2.12. Soient p € [1, +oo[ et A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A). On
définit

LP(I,D(A)) :={p € LP(I,X) : p(z) € D(A) pp.x €I et Ap(x) € LP(I,X) pp.x € I}.
Théoréme 1.2.13. Pour tout 1 < p < +oo, LP(I; X) est un espace de Banach.

Afin de définir les espaces de Sobolev a valeurs vectorielles, il est nécessaire de faire quelques
rappels sur les distributions a valeurs vectorielles.

Définition 1.2.14. [Distributions a valeurs vectorielles]

L. Si (¢n),so est une suite de D(I), on dira que (¢,),, converge vers 0 dans D(I) si et
seulement si

(a) Il existe K un compact de I contenant le support de toutes les fonctions ¢,,n > 0.
b) Pour tout j € N, la suite (D’¢,, converge vers 0 uniformément sur K.
(10 n=0

2. Une application linéaire L : D(I) — X est dite continue si et seulement si pour toute
suite (¢n),5o de D(I), qui converge vers 0 dans D(I) on a

Ly, — 0dans X.

n——+00
3. D'(I; X) est I'espace des applications linéaires continues de D(I) dans X.
Définition 1.2.15. [Distributions régulieres|

1. L},.(I; X) est 'espace des fonctions f Bochner-mesurables de I dans X telles que pour
tout compact K de I, flx € L'(I; X)

2. Si f e L. (I;X) alors, [f] € D'(I; X), la distribution réguli¢re associée a f, est définie
par

11(6) = [ 6(@)f@)de, 6 € D),

et application f — [f] est une injection de L},.(I; X) dans D'(I; X) ce qui permet
d’identifier L},.(I; X) & un sous espace vectoriel de

loc
D'(I; X).

De méme, pour tout p € [1, 00|, LP(I; X) s’identifie & un sous espace vectoriel de D’ (I; X),
car
LX(I;X) C Ljge(1; X).
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Définition 1.2.16. Soient n € N et p € [1,400]. On définit I'espace de Sobolev W™P de la
fagon suivante :

WnmP(I; X) = {u € LP(I; X), [u]¥) € LP(I; X), pour tout j € N tel que j < n}
Notons que pour j = 0,1,....k, [u]?) est la dérivée j°™° au sens des distributions de u et
[u]V) € LP(I; X) signifie que

Jg; € LP(I; X) tel que [u]¥) = [g;].
Théoréme 1.2.17. Pour tout n € N et tout p € [1,+00], l'espace de Sobolev W™P(I; X) est
un espace de Banach.

Théoréme 1.2.18. Pour tout n € N\ {0} et tout p € [1,+0o0], I’espace de Sobolev WP (I; X)
s’injecte continiment dans C"'(I; X).

Remarque 1.2.19. W™?(I; X) s’injecte contintiment dans C"~*(I; X), signifie que toute fonc-
tion de W™P(I; X) est (presque partout égale a) une fonction de C" !(I; X) et qu’il existe
C > 0 tel que, pour tout u € W™P(I; X), on a
[ullen-11:x) < Cllullwrr ).
Cela signifie que lidentité I : W™P(I; X) — C"}(I; X) est continue. On note alors
W™P(I; X) — C"1(I; X).
Théoréme 1.2.20 (Mihlin [31]). Soit k un nombre entier naturel supérieur da n/2 et m
une fonction CF définie sur R". Supposons qu’il existe une fonction co telle que pour tout
a = (aq, ..., ap) multi-indices satisfaisant
la] = |aq| + ... + || < K,
on a :
IAY|0%m(N) JOXY| < co.
Alors il existe une constante c, dépendant seulement de n et p telle que l'opérateur défini par :
Tnf = F7Y(mF(f)),
vérifie :
[T f oy < cpcoll flo@n,

ot on a désigné par F' la transformation de Fourier définie par
FAE) = [ (@) do

et F=1 la transformation inverse de Fourier.

On en déduit un résultat de régularité sur les dérivées secondes croisées d’une fonction a
partir de celle des dérivées pures.

Corollaire 1.2.21. Soient p € |1,+o0[ et v : (x1, ..., x,) —> v(X1, ..., T,) une fonction donnée
dans LP(R™), telle que pour tout i € {1,...,n},

0*v

— € LP(R").

Alors, pour tout i,j € {1,...,n},
0%
8331-633]-

e LP(R™).
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1.3 Calcul fonctionnel

Dans cette section, nous rappellerons quelques notions sur le calcul fonctionnel appliqué aux
opérateurs bornés puis sectoriels. Cela aura pour but de définir les puissances fractionnaires
et imaginaires d’opérateurs sectoriels. De plus, les notions de semi-groupes pourrons alors étre
définit a partir du calcul fonctionnel via 'intégrale de Dunford-Riesz. Les définitions et résultats
énoncés ici sont majoritairement issus de M. Haase [23].

Soient (X, || - ||), un espace de Banach complexe et U un ouvert de C. On désigne par H(U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

1.3.1 Calcul fonctionnel pour les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.3.1. [Formule de Cauchy| Soient f € H(U), K un compact a bord de U et
20 € K, la formule de Cauchy nous donne

f(zo)—i f(2) dz.

2 Jr 2z — 2
ou I' est le bord positivement orienté de K.

On cherche a construire f(A) avec A un opérateur linéaire borné et f une fonction ho-
lomorphe sur un ouvert contenant o(A), le spectre de A. Pour cela, on définit I'intégrale de
Dunford-Riesz sur le modele de la formule de Cauchy.

Définition 1.3.2. [Intégrale de Dunford-Riesz] Soient A un opérateur linéaire borné, U un
ouvert de C, f € H(U), K un compact a bord de U contenant ¢(A) et I' le bord positivement
orienté de K (donc I' entoure le spectre de A). Alors

FA) = g [ FE) (T = A" d

Remarque 1.3.3. Dans la définition précédente, puisque la fonction z — (21 — A)_1 est
analytique sur p(A), alors f(A) ne dépend que de la fonction f et non de 'ouvert U.

1.3.2 Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Dans cette section, on considere A € Sect(wa) avec wy € [0, 7] et on donne la définition,
a la maniere de M. Haase [23], de différents espaces fonctionnels utiles pour définir 'opérateur

f(A).
Espaces de fonctions holomorphes
On commence par expliciter les espaces de fonctions utilisés.

Définition 1.3.4. Soit w € |0, 7[. On définit les espaces fonctionnels suivants :

H>(S,) = {f € H(S,) :sup |f(2)| < +oo},

ZGSw

I’espace des fonctions holomorphes bornées.
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1.3. Calcul fonctionnel

H(S,) == {f € H>*(S,) : 3s € RT, sup max (|z|s, |z|_s) lf(2)| < —1—00} :
zES,

I’espace des fonctions holomorphes a décroissance polynomiale en 0 et en +oo.

Exo(Sy) = {f € H(S,): f=0(z") (2 — o0) pour un o > 0} :

I’espace des fonctions holomorphes a décroissance polynomiale en oco.
On a alors :

Calcul fonctionnel borné

Sous de bonnes hypotheses sur f ou A on peut construire f(A) € L(X).

Définition 1.3.5. Soit f € H{(S,) avec w > w,. On définit I'opérateur linéaire borné f(A)
par
1
A i= 5o [ FEET= )
2im Jr,,
ou I', est le bord positivement orienté du secteur S, avec o € |wa, wl.

I'q

L’intégration en 0 et 400 est possible grace a la décroissance rapide de f en 0 et 4-o00.

Dans le cas ou 0 € p(A), on peut se dispenser du controle de f en 0 en considérant une
courbe qui contourne ce point par la droite.

Définition 1.3.6. Soient 0 € p(A) et f € E(S,) avec w > wy. Il existe R > 0 tel que
B(0,R) C p(A). On définit 'opérateur linéaire borné f(A) par

)= o [ FEE - A e

ou I', g est le bord positivement orienté du secteur S, \ B(0, R') avec a € |wa,w[ et R’ € ]0, R].
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Fa,R’

On integre sur I'y, p qui entoure 0 car A est inversible.

Si f est holomorphe au voisinage de 0, on peut encore se dispenser du controle en 0.
Définition 1.3.7. Soit f € £,(S,), avec w > w4, admettant un prolongement holomorphe sur
B(0, R). On définit 'opérateur linéaire borné f(A) par

f(A) = = [ s@er-atd

20w Sy
ol Yo g est le bord positivement orienté de S, U B(0, R') avec o € Jwa,w| et R’ € ]0, R].

Va,R’

Ici A n’est pas inversible mais v, z contourne 0 par la gauche.
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1.3. Calcul fonctionnel

Théoréme 1.3.8. Soient w € |wa, [ et B un opérateur linéaire fermé qui commute avec les
résolvantes de A.

Si f € H(S,), alors

1. B commute avec f(A),

2. f(A) commute avec A

3. f(A) commute avec R(\, A) pour tout X € p(A).
De méme, si A est inversible et f € E(S,,), alors

1. B commute avec f(A),

2. f(A) commute avec A

3. f(A) commute avec R(\, A) pour tout X € p(A).

Calcul fonctionnel étendu

On peut définir f(A) en amoindrissant les hypotheses sur f, mais dans ce cas on obtient
que f(A) est un opérateur linéaire fermé non nécessairement borné.

Définition 1.3.9. Soient w € Jwa, 7| et ¢ la fonction définie sur C \ {—1} par

v =

Soit f € H(S,), tel que ¥"f € H°(S,), pour n € N fixé. Alors, on pose :
fA) =T+ A)" (" f)(A),

c’est-a-dire que

FlA) = 221% (I+ A)”/a (1’;(1))”(21 A d,

ou I', est le bord positivement orienté du secteur S, avec o € |wa, wl.

Notons que dans la définition précédente, (I + A)" est un opérateur linéaire fermé et
(" f)(A) € L(X), dott f(A) est fermé.

Définition 1.3.10. Soient A un opérateur injectif w € Jwy, [ et 7 la fonction définie sur

C\ {—1} par .
T(2) = m

Soit f € H(S,), tel que 7"f € H§°(S,,), pour n € N fixé. Alors, on pose :
fA) = (I + A" AT (" £)(A),

c’est-a-dire que

F(A) = 2; (I+A)A™ /F (ff(;)ln(z[ — A)" dz,

ou I'y, est le bord positivement orienté du secteur S, avec @ € |wa,w].
De méme que précédemment, f(A) est un opérateur fermé.

Remarque 1.3.11. Notons que les définitions précédentes de f(A) n’entrent pas en contradic-
tion et ne dépendent ni de I'angle «, ni du rayon R’ choisis.
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1.3.3 Puissances d’opérateurs

Dans cette section, on définit A%, a € C, grace au calcul fonctionnel en considérant la

fonction f(z) = z* € H(S,) ou w € |0, 7[ et en lui appliquant un opérateur sectoriel A d’angle
wa € ]0,7[. On renvoie & M. Haase [23], H. Komatsu [25] et A. V. Balakrishnan [3].

Soit o € C.

e On suppose que A est injectif et on utilise la Définition 1.3.10, pour définir I'opérateur
linéaire fermé A% par

2" z¢

(e ii 2n A—n o
AT = 247 (T+A4)7A o (1+z)2”<

2l — A7t dz,
ou I', est le bord positivement orienté du secteur S, avec o € Jwa, [ et n € N tel que
n > |al.
e SiRe(a) <0et0€ p(A),ona A € L(X) car, grace a la Définition 1.3.6, on peut écrire
a 1 « -1
A :——/ 2%zl — A)" dz.
|

2w

a,

e Si Re(a) > 0, il n’est pas nécessaire de supposer que A est injectif. On définit comme

dans la Définition 1.3.9, 'opérateur linéaire fermé A par

«

A° :—1(I+A)”/

2

z _
m(ZI—A) 1 dZ7

oun € N tel que n > a.

Proposition 1.3.12. Pour tous o, 5 € C, tels que Re(a) > 0 et Re(f) > 0, les propriétés
suivantes sont vérifiées :

1.

9.
10.

o RS G e e

Sia €10, m/wal, alors A existe et A* € Sect (awy).

AotB = A« AP,

Si o €10, m/wal, alors (A%)? = A°F.

Si 0 < Re(a) < Re(B), alors D(A?) C D(A*) € D(A) et Im(A%) C Im(A).
Si A est injectif, alors (A~1)* = (A*)~L.

Si0 € p(A), alors 0 € p(A®).

Si B € L(X) commute avec A, alors il commute aussi avec A”.

Soient ¢ € X et e > 0. Alors, on a
(A(A+:D)7) " p € D(A%) <= ¢ € D(A%).

Soit e >0, on a D(A*) = D ((A+¢l)*).
Soite >0, on a A*((A+el)™H* = (A(A+el)~ 1),

Proposition 1.3.13. Soient £,0 € |0, 7m/wa| avec e < §. Alors, pour tout o € [e,0] C |0, 7/wal,
A® est sectoriel d’angle dwy.

En particulier, si A est un opérateur sectoriel d’angle wa, alors pour tout o € |0, 7/wal,
Dopérateur A% est sectoriel d’angle wae = qw 4.
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1.3. Calcul fonctionnel

Les résultats suivants nécessiterons I'hypothese d’injectivité car on utilise des puissances
complexes dont la partie réelle peut étre négative ou nulle.

Proposition 1.3.14. Soit A un opérateur injectif. Pour tous a, 3 € C, les propriétés suivantes
sont vérifiées :

1. A“AP C AP quec D(AP) N D(A*HP) = D(A“AP).

2. Sia €R et|a| <nm/wa, alors A% € Sect(Ja|wa) et (A%)P = AP,

3. 8i D(A) = Im(A) = X, alors A**P = A AB.

4. A% est injectif et (A71) = (A*)~! = A~

Proposition 1.3.15. Soit A un opérateur injectif. Pour s € R*, les propriétés suivantes sont
vérifiées :
1. Si A% € L(X), alors D(A*) C D(A*T), pour tout o € C.
2. Soit o € {—1,1}, si D(A*) C D(A**"), alors A* € L(X).
3. Soite >0, si0 € p(A), alors (A+el)® = (I +ecA1)sA®,
En particulier, D((A + €I)™) = D(A®).
4. Pour tout € >0, si A" € L(X), alors (A+el)* € L(X).

5. 91 sup ||[ATT¥|| < 400 et D(A) = X, alors A* € L(X).
a€]0,1]

Proposition 1.3.16. Soit A un opérateur injectif. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout s € R, D(A)N R(A) = X et A € L(X).

2. L’opérateur (Ais)se]R forme un Cy-groupe d’opérateurs bornés sur X.

1.3.4 Opérateurs BIP

Les définitions et les propriétés de cette section se réferent a J. Priiss et H. Sohr [38] et [36].

Définition 1.3.17. Soit 6 € [0, 7]. On dit que A € BIP(X,0), si
1. ] —00,0[ C p(A) et sup [[t(A+ D)™ cx) < 400,
>0

2. A est injectif,

3. D(A)=1Im(A) = X,

4. VseR, A" e L(X),
5.3C>0,VseR, [|A®]|gx) < Cellf.

Le point 1. équivaut a dire qu’il existe w € [0, 7|, tel que A € Sect(w). On traduit le point 4.
en disant que A a des puissances imaginaires bornées (Bounded Imaginary Powers).

Proposition 1.3.18. Soient 6 € [0, 7[. Les propriétés suivantes sont alors vérifiées :
1. A€ BIP(X,0) injectif < A~' € BIP(X,¥).
2. Ae BIP(X,0), 0 <a<n/0 = A* € BIP(X,a0).
3. A€ BIP(X,0), c> 0= cA € BIP(X,0).
4. A€ BIP(X,0), e >20= A+¢el € BIP(X,0).

Y
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1.4 Semi-groupes

Dans cette section, nous rappellerons quelques définitions et résultats importants sur les
semi-groupes. On commencera par définir les notions de semi-groupes fortement continus et
de générateurs infinitésimaux. Ensuite, on étudiera le cas particulier des semi-groupes analy-
tiques. On rappellera alors quelques propriétés utiles les concernant. Les définitions et proprié-
tés présentées ici sont issues de K.-J. Engel et R. Nagel [15], M. Haase [23], A. Pazy [35] et
I. I. Vrabie [44].

Soit (X, || - ||) un espace de Banach Complexe.

1.4.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.4.1. On appelle semi-groupe, toute famille d’opérateurs linéaires bornés (7'(t) )0
qui vérifie :

1. T(0) =1,

2. Vs,t e RT, T(s+1t) =T(s)T(t).

Définition 1.4.2. Un semi-groupe (7°(t))s=0 est dit fortement continu si, pour tout ¢ € X
lim || T(t)p — ¢| = 0.
lim [[7(t)¢ — o]
Un semi-groupe fortement continu est encore appelé Cy-semi-groupe.
Proposition 1.4.3. Si (T(t))i=0 un Cy-semi-groupe, alors il existe w € R et M > 1, telles que
Ve 0, |T(t)|cx) < Me*'.

De plus, siw =0 et M =1, (T(t))i0 est appelé Cy-semi-groupe de contraction.

1.4.2 Générateurs infinitésimaux

Définition 1.4.4. On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (7'(t))=0, 'opérateur
linéaire A sur X défini par

T —
D(A) = (peX: lim TMe=v existe dans X 3 ,
t—0+ t
Ap = lim M, p € D(A).
t—0t

Théoréme 1.4.5. Si (T(t)),, est semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal
A alors

1.Voe X,Vt2>0
1 ft+h
lim E/ T(s)pds =T(t)p,
¢

h—0t

Notons que sit > 0, on peut remplacer dans la limite 0T par 0.
2.Vpe X,Vt>0

/OtT(s)gpds €eD(A) et A (/OtT(s)gpds) =T(t)p — .
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3. Yo e D(A),Vt >0 :T(t)p € D(A). De plus si ¢ € D(A) alors

T()p € CH([0.001X) et (T(0)g) = AT(1)p = T(1) Ag.

4. Yo € D(A),Y 1,1’ >0
t/
AT (s)pds =T (t")p — T(t)p.

t

Proposition 1.4.6. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(t))i=0, alors
A est un opérateur linéaire fermé dans X et D(A) le domaine de A est dense dans X .

Proposition 1.4.7. Soient (T(t))=0 et (S(t))i=0, deur Cy-semi-groupes ayant le méme géné-
rateur infinitésimal A. Alors

Théoréme 1.4.8 (Hille-Yosida).
Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A). A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe de contraction (T'(t))=0 sur X si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X,
2. R* C p(A) et pour tout X >0, on a ||R(\, A)|lzx) <

> =

Théoréme 1.4.9 (Feller-Miyadera-Phillips).
Soient M > 1 et w € R. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T (t))i=o satisfaisant
VE 20, IT(1)lleex) < Me,

2. A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X satisfaisant

M
2 Y
o(A) :
w T

A géneére un semi-groupe fortement continu donc son spectre o(A) est dans un demi-plan.
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Proposition 1.4.10. Soit (T(t))i=0 un Cy-semi-groupe satisfaisant
M >1, 3w eR: VYt 20, |T()|gx) < M.

Alors A, le générateur infinitésimal de (T(t))i>0, vérifie
1. A est fermé et D(A) = X,
2. P,:={XA€C: Re(\) >w} C p(A),
M

. wH *7 - " g—'
3. VA€ P, Vn € N*, ||[(A =A™z (Re(\) — w)”

Proposition 1.4.11. Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe sur X et B un
opérateur linéaire borné. Alors A+ B génére un Cy-semi-groupe sur X.

1.4.3 Semi-groupes analytiques

On présente ici une théorie des semi-groupes analytiques généralisés au sens ou le semi-
groupe n’est pas supposé fortement continu. On se référe principalement & E. Sinestrari [41] et
A. Lunardi [30].

Définition 1.4.12. On dit que (7'()),, est un semi-groupe analytique sur X si et seulement
si

L. Vt>0,T(t) € L(X),
2. T(0) =TI et pour s,t >0, T(t+s) =T(t)T(s),
3. t — T(t) est analytique de |0, 4+o00[ vers L(X).

Définition 1.4.13. Soient w € R et § € |7/2, 7[. On note (X, 6, w) 'ensemble des opérateurs
linéaires fermés A sur X tels que

Sg}w C p(A)
sup [[(A = @) RO, A ) < +00,

es@,w

ou Sy ={AeC\w:arg(A—w) <6}

Dans le livre de A. Lunardi [30], ces opérateurs sont appelés opérateurs sectoriels; cette
notion de sectorialité ne correspond pas exactement a la Définition 1.1.29 donnée a la Sec-
tion 1.1.4.

Définition 1.4.14. Soient w € R, 6 € |7/2,7[ et A € X(X,0,w). On pose

OA_I
)

et
et = eMR(N\, A) d\, >0,

Fﬂxwﬂ”

ouf >n>mn/2,r>0etI,,, estle bord négativement orienté de S, \ B(w,r).
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7 \ y anwﬂﬂ

e
N

/

Remarque 1.4.15. Dans la définition précédente, 'intégrale ne dépend pas du n choisi dans
|7/2,0] ni de r > 0.

Proposition 1.4.16. Soient w € R, 0 € |7/2, 7| et A € X(X,0,w). Alors,

tA . .
1. (e )t>0 est un semi-groupe analytique.

2. Le générateur infinitésimal de (e'4 est Ao, opérateur linéaire sur X, caractérisé par
t>0 ) )

{ D(Ap) {z € D(A) : Az € D(A)}
A()I = AZL‘, S D(A())

Notons que si D(A) = X, alors Ay = A.
3. Pour k € N, il existe My, tels que

Htk(A - w])ketAH < Mpe®', t>0.

L(x) =

En particulier, si w = 0, on obtient pour k =0 : HetAHL(X) < My, pour tout t > 0. On
dit alors que le semi-groupe analytique est borné.

4. tlirg}r ey =0 =z € (A). Donc (etA>t>0 est un semi-groupe analytique fortement

continu si et seulement si D(A) = X.

5. etz € D(A*) pour chaque t >0, v € X, k € N.

Proposition 1.4.17. Soient § € [0, 7| et A € Sect(f), alors AY? € Sect(6/2) et —AY? génére
un semi-groupe analytique borné.

39



Chapitre 1. Rappels

Ici AY/? est sectoriel d’angle 6/2 avec 6 > 0.
— A2 génére un semi-groupe analytique et o(—A'/2) est & extérieur du secteur d’angle m — 6.

Proposition 1.4.18. Si A € X(X,0,w), alors pour tout t > 0, (e");=0 est injectif.
Proposition 1.4.19. Si A € X(X,0,w), alors e"* = I est bijectif. De plus, les propositions
suivantes sont équivalentes :

1.Vt >0, e est bijectif.

2. Aty > 0, el est bijectif.

3. Ae L(X).

Démonstration. 11 est évident que 1. entraine 2. Si 2. est vérifié, alors pour tout x € X, on a
—1
z = el (etOA) x € D(A),

donc D(A) = X et puisque A est fermé, on en déduit 3.
Enfin, si 3. est vrai, alors pour tout ¢ > 0, on obtient

61&(—A)etA — etAet(—A) —I.

D’ou 1. O

1.5 Sommes d’opérateurs

Afin d’utiliser certains résultats sur les opérateurs, les espaces de Banach sont insuffisants.
On utilisera les espaces UMD (Unconditional Martingale Differences) construis a partir de la
théorie des martingales a valeurs vectorielles. On donne dans cette section plusieurs définitions
équivalentes a la notion d’espaces UMD qui caractérisent les propriétés géométriques de ces
espaces. Les définitions et résultats énoncés ici sont issus de W. Arendt, S. Bu et M. Haase [2],
J. Bourgain [4], D. L. Burkholder [5], G. Dore et A. Venni [12] et [13], J. Priiss [36] et J. Priiss
et H. Sohr [38].

Soit (X, | - ||) un espace de Banach Complexe.
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Définition 1.5.1. Soient ¢ € |0,1[ et p € |1, +oo[. On définit I'opérateur H. € L (LP(R, X))
par

Ve PR X), (H.f)(@) =~ /€<|s|<1 FE=5) 45 ppzeRr

™ S

Soit f € LP(R, X). Si
lim H.f existe dans LP(R, X),

e—0t

alors cette limite est notée H f et est appelée la transformée de Hilbert de f sur LP(R, X).

Définition 1.5.2. On dit que X est un espace HT si et seulement si il existe p € |1, 4o00]
et ainsi pour tout p, la transformée de Hilbert H f est un opérateur borné de LP(R, X) dans
LP(R, X).
Dans ce cas,
H: PR X) — LP(R, X)
f — Hf = lim Hf,
e—07t

est continue de LP(R, X) dans LP(R, X).

Définition 1.5.3. On dit que X est (-convexe s’il existe une fonction ¢ : X x X — R
vérifiant :

1. ¢(0,0) > 0,
2. Va,y € X, ((x,-) et {(-,y) sont convexes sur X,
3. Va,y € X, ((z,y) < [lz +y| avec [lzf| = |y = 1.

Théoreme 1.5.4. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. X est un espace UMD.
2. X est un espace (-convexe.
3. X est un espace HT .

Proposition 1.5.5. Soient Q un espace mesuré o-fini et p € |1, +oc[. Alors
1. Tout espace UMD est réflexif.

Tout espace de Hilbert est un espace UMD.

Si X est un espace UMD, alors LP(S), X) est un espace UMD.

Si Q) est un ouvert de R™, alors LP(Q)) est un espace UMD.

Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est un espace UMD.

S Gvd o e

Tout espace isomorphe a un espace UMD est un espace UMD.
Remarque 1.5.6. Les espaces L' et L* ne sont pas UMD car il ne sont pas réflexifs.

Théoréme 1.5.7 (Priiss-Sohr [38]). Soient X un espace de Banach UMD, A € BIP(X,04)
et B € BIP(X,0p) tels que 04 + 0 < 7 qui commutent au sens des résolvantes. On pose
0 = max(04,0p) si 04 # 0p. Alors A+ B € BIP(X,0).

De plus, si A ou B est inversible, alors A+ B est inversible.

Ce théoréme a été démontré par G. Dore et A. Venni [12] en 1987, sous I'hypothese supplé-
mentaire que A et B soient tous les deux inversibles, puis généralisé sous la forme donnée ici

par J. Priiss et H. Sohr [38].
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Corollaire 1.5.8 (Priiss-Sohr [38]). Sous les hypothéses du Théoréme 1.5.7, on obtient que
A+ B est injectif. De plus, A(A+ B)™' et B(A+ B)™', définis sur Im(A+ B), sont bornés et
admettent une extension bornée sur tout X.

Proposition 1.5.9. Soient X un espace de Banach complexre UMD, A € BIP(X,04) et
B € BIP(X,0p) tels que 04 + 0p < m qui commutent au sens des résolvantes. Alors AB est
fermable et AB € BIP(X,04+0p) ot AB est la fermeture de AB. De plus, si A est inversible,
alors AB est fermé.

Théoréme 1.5.10 (Arendt-Bu-Haase, [2]). Soient A € BIP(X,0) avec 0 € p(A) et B € L(X)
tel que A+ B soit sectoriel et 0 € p(A+ B). Alors A+ B € BIP(X,0).

1.6 Espaces d’interpolation

Les définitions et résultats de cette section sont issues de P. Grisvard [22], J.-L. Lions et
J. Peetre [29] et H. Triebel [43].

1.6.1 Espaces intermédiaires

Soient X et X7, deux espaces de Banach, tous deux contenus dans un méme espace vectoriel
topologique séparé X, ou les X; — X (i = 0,1) sont des inclusions avec injections continues.
On considere les espaces XoNX; et Xo+ X7 :={p € X : Jpg € Xpet 1 € X1, o = o+ ¢1}
munis des normes respectives

11l xonx, == max (lellx, > ey, )

et
1@l xo4x, = inf (HSPOHXO + HS01HX1> ;=0 t 1, ot o € X et o € Xy,

Ces espaces sont des espaces de Banach. Pour ¢ = 0,1, on a :
X()ﬂXl ‘—>XZ <—>X0+X1.

Définition 1.6.1. On appelle espace intermédiaire (entre X, et Xj) tout espace vectoriel
topologique localement convexe séparé A tel que

XoﬂXl ‘—>A‘—>X0+X1
ou, les injections sont continues.

Avec cette définition, les espaces X; (i = 0,1) eux-mémes sont des espaces intermédiaires.
On va dans la suite considérer uniquement certaines familles d’espaces intermédiaires formées
d’espaces de Banach.

1.6.2 Espaces de moyenne

Définition 1.6.2. On définit, pour p € [1,+o0], 'espace de Banach
+ + ee dt
LPR™; X) =14 f:R™ — X fortement mesurable, / £ n <X,
0
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muni de la norme

I/

+00 d\ P
e = ([0 §)

Définition 1.6.3. On appelle espace de moyenne (ou espace d’interpolation réel) entre Xy et
X, l'espace de Banach (X, X1)97p définit par
Vit > 0, El(po(t) € X(), 3@01(75) e X Y= QOO(t) + (,01(t),

€ (Xo, X <~
v € (Xo, X1)g,, { %0 € LR(RY; Xo), t'~%p1 € LE(RT; X)),

muni de la norme

tl—e

lllo = inf (I ollzes g + 18 illazeex) -

0 R — X,i=0,1:
vt > 0,¢0(t) + @1(t) = ¢

De plus, on a
X(] N X1 — (Xo, Xl)@,p — Xo + Xl,

avec injections continues.

Proposition 1.6.4. Soient p € [1,+00| et 6 € |0, 1. Alors

(X07 Xl)e,p = (Xb XO)I—@,p :

1.6.3 Interpolation et domaine d’opérateurs

Soit A un opérateur linéaire, avec D(A) C X son domaine, satisfaisant
10,400 Cp(A) et IC>0:Vt>0, [t(A—tI) " ex) <C.
Cela signifie que —A € Sect (wa), avec wy € [0, 7[, sur I'espace de Banach X.

Proposition 1.6.5. Pour 6 € 10,1], on a
(X, D(A))gyp = {p € X A" A(t] + A)'p € L(R*; X)}.

Définition 1.6.6. Soient £ € N et 6 € |0,1]. On définit les espaces d’interpolation réels
suivants :

(D(A), X)ktoq = {p € D(A"): A¥p € (D(A),X)y,, }

et
(X, D(A))kroq = {t € D(AY) : A¥p € (X, D(A))g,} -

Théoréme 1.6.7 (Densité). Soient o, 8 € R% tels que o < (3. Alors l'espace D(AP) est dense
dans (X, D(A%))gp, ot 0 € 10,1] et p € [1,400]

Théoréme 1.6.8 (Réitération). Soient p € [1,+o0[, 8 € |0,1], k € N tels que k# ¢ N. On a
alors :

(X7 D(Ak)) = (X7 D(A))ke,p :

0,p
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Corollaire 1.6.9. Soient p € [1,+o00[, 8 € |0,1], k € N tels que k6 ¢ N. On a alors :
(D(4h), x),

Notons que A est fermé pour k € N* puisque A est fermé. Par conséquent, D(AF) est un espace
de Banach muni de la norme du graphe et on peut considérer (D(A*), X)g, = (X, D(A*))1_4,.

= (X, D(4") = (X, D(A))_yg-

P 1707p

Lemme 1.6.10. Soient@ 0 €]0,1], k,n,m € N* et p € [1,+00]. On a
i) Sin#0 et — ¢ N, alors (X, D(A*))y, = (X, D(A" ))
it) Sin<k< m alors
(D(A®), D(A"))o = (D(A™), X )z,
ou T satisfait k(1 —0) +nb = m(1 — 7).
iii) Si k0 < 1, alors (D(A¥), X)g, C D(AM).

Pour le point 4), voir A. Lunardi [30], (2.1.13), p. 43. Pour i), voir P. Grisvard [22], p. 676,
Teorema 6. Pour iii), on applique ii) avecn =k — 1, m =k et § = k¢’ € ]0, 1], alors

(D(A®), D(A*))rgrp = (D(AY), X)or ,
qui donne (D(A*), X)g,, € D(AF71). Cette inclusion peut aussi étre trouvé en écrivant

(D(A*), X)grp = (X, D(A")) 101 = (X, D(A))k—ror p
= (X, D(A)g-1yra-royp = (D(A), X)g-1)sherp C D(A*T).

Lemme 1.6.11. Soit u telle que
w € W™ (a,b; X) N LP(a, b; D(AF)),

oun,k € N* et p € |1,+o0[. Alors pour j € N satisfaisant la condition de Poulsen 0 < %—i—j <n
et s € la,b], on a

ul(s) € (D(A*), X)s, 1

n ' np’

Ce résultat est prouvé dans P. Grisvard [22], p. 678, Teorema 2’.

Lemme 1.6.12 (Triebel [43]). Soient ¢ € X et T le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique borné sur X . Alors pour tout n € N*, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1.z Ty ¢ [P(a,b; X),
2. ¢ e (DT, X) 1

npP”
Corollaire 1.6.13. Soient ¢ € X et T le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
borné sur X. Alors pour tout n € N*, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. 2 +— Tre@ 9Ty ¢ [P(a,b; X),

2. x — ey c WnP(a,b; X),

3. pe€ (D(T),X)n_1+%7p.
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1.7 Probleme de Cauchy

Afin d’étudier des problemes aux limites, on aura besoin de résoudre des problemes de
Cauchy opérationnels d’ordre 1. Il s’agit d’une classe de problémes caractérisée par une équation
différentielle faisant intervenir un opérateur linéaire en général non borné et une condition
initiale. On ne présentera que quelques résultats que 'on ne démontrera pas. On renvoie aux
ouvrages de références, comme ceux de A. Pazy [35] et I. 1. Vrabie [44], pour plus de détails.

Soit A un opérateur linéaire fermé sur X un espace de Banach complexe et f € LP(a,b; X)
ot a,b € R tels que a < b et p € |1, +o0[. On considere le probleme de Cauchy opérationnel

(PO){ Zé;;) - ﬁft(wa(a:), z € Ja, b,

ou p e X.

1.7.1 Définitions générales

Définition 1.7.1. On appelle solution classique (dans LP(a,b; X)) du probleme de Cauchy
(PC'), une solution u de ’équation

u'(z) = Au(z) + f(z), € ]a, b,
qui vérifie u(a) = ¢ et qui a la régularité suivante
u€ WhP(a,b; X) et x+— Au(z) € LP(a,b; X).

On peut généraliser cette définition en I’étendant a des problemes de Cauchy ou des pro-
blemes aux limites d’ordre n.

Définition 1.7.2. Soit Ag, - -, A,_1 des opérateurs linéaires sur X, on rappelle que u est une
solution classique (dans LP(a,b; X)) d’'une équation différentielle

n—1
u™ (@) + Y A (z) = f(x), € ]a,b], (1.1)
=0
si u est une solution de (1.1) ayant la régularité suivante
ue W (a,b;X) et x+— Aju?(z) € LP(a,0;X), j=0,---,n—1.
Similairement, u est une solution classique du probleme (1.1)-(CB), ot (CB) sont des conditions

aux bords, si u est une solution classique de (1.1) et vérifie (CB).

1.7.2 Probleme de Cauchy inhomogene
On suppose ici que A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe analytique (e'4)>o.

Proposition 1.7.3 (Principe de Duhamel). Si (PC) admet une solution classique u (dans
LP(a,b; X)), alors cette solution est unique et donnée par

u(r) = "o + /ax @A (s) ds  x € a,b. (1.2)
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En utilisant le Théoreme 1.5.7, on obtient :

Théoréme 1.7.4 (Dore-Venni, [12]). Soient X un espace UMD et —A € BIP(X,0,) inversible
avec 04 € [0,7/2[. Alors, pour tout f € LP(a,b; X), avec 1 < p < 400, le probléme de Cauchy

{ W(x) = Au(z)+ f(x), z€la,b]
u(a) = 0,

a une unique solution u € WP (a,b; X) N LP(a,b; D(A)). De plus, u, u' et Au dépendent conti-
niment de f dans LP.

De plus, pour presque tout x € |a,b[, on a
/ax e f(s)ds € D(A) et /a:b DA f(s)ds € D(A).
De plus,
l‘l—>A/ax€(m_S)Af(S)d8ELp(CL,b;X) et xHA/:cbe(S_x)Af(s)dsELp(a,b;X).

En combinant ce dernier résultat avec le Lemme 1.6.12, on obtient le résultat suivant d’exis-
tence et d’unicité pour le probleme (PC) :

Théoréme 1.7.5. Soient X un espace UMD et —A € BIP (X, 0,) inversible avec 04 € [0,7/2].
Alors, pour tout f € LP(a,b; X), avec 1 < p < +o00, le probleme de Cauchy

{u’(m) = Au(z)+ f(z), =x€la,b
u(a) = ¢,

ot p € X, a une unique solution u € W'P(a,b; X) N LP(a,b; D(A)) si et seulement si

o € (D(A), X1,
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Chapitre 2

L’équation biharmonique dans un habitat

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie, avec diverses conditions aux limites, I’équation
A*u=f surQ, (2.1)

sur un ouvert cylindrique borné  :=Ja, b[ x w de RY, avec w C R?~! un ouvert borné de classe
C? et f € LP(Q), p € ]1,+00|. Notons que dans le chapitre suivant, on traitera, dans le méme
contexte I’équation

A’u—rAu=f surQ,
avec r € R*, néanmoins, le cas r = 0 étudié ici, bien qu’utilisant les mémes méthodes, nécessite
une étude spécifique.
On poursuit le travail de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19] pour
les problemes du second ordre que I'on adapte aux probléemes du quatrieme ordre. A cette fin,

on considere opérateur de Laplace Ay dans R"™1 n € N\ {0,1}, sur un espace de Banach
Li(w), q € ]1,400], défini par

{ D(Ap) :={¢ € W?*P(w) : ¢p =0 sur dw}
Vw 6 D(AQ), Aow - Aylb

Ainsi, I’équation (2.1) peut étre reformulée comme I’équation différentielle opérationnelle du
quatrieme ordre

(2.2)

u(2) + 2400 () + Alu(z) = f(z), pour x € |a,b],
ou f € LP(a,b; LY(w)), p € |1,+00|, avec u(z) := u(z,-) et f(x) := f(z,-). On va considérer
une généralisation de cette équation, sous la forme

u(z) + 240" (z) + A%u(z) = f(x), pour =z € ]a,b], (2.3)

avec diverses conditions aux limites, ou (A, D(A)) un opérateur BIP d’angle 6 € [0, [ sur un
espace de Banach UMD noté X et f € LP(a,b; X). Plus précisément, on étudie (2.3) sous I'une
des conditions aux limites suivantes :

[ = oy = e cny
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(oo i 28 g eaty -
[ulo — o uth = e -
o — ool — o

(oo 28 a2 -

ou Y1, P2, Y3, P4 € X.
Dans chacun des cas, on obtient (voir Théoreme 2.3.2, Théoreme 2.3.3 et Théoreme 2.4.2)

'existence et 'unicité d’une solution classique u (voir Définition 1.7.2) du probleme (2.3)-(CBi),
1=1,2,3,4,5, si et seulement si 1, v, 3, 4 sont dans certains espaces d’interpolation réels.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : dans la section 2.2, on détaille nos hypo-
theses sur I'espace X et 'opérateur A ; puis on effectue quelques remarques sur nos hypotheses.
Dans la section 2.3, on établit tout d’abord 'existence et 'unicité de la solution de (2.3)-(CB1)
dans le Théoreme 2.3.2 et de (2.3)-(CB5) dans le Théoréme 2.3.3. Cela nous permet d’établir
dans la Proposition 2.3.4, une formule de représentation générale pour les solutions classiques.
Puis, on établit un résultat sur la régularité de la différence de deux semi-groupes analytiques
(Proposition 2.3.5) qui constitue un outil important pour prouver le résultat principal, le Théo-
reme 2.4.2. Dans la section suivante, on démontre le Théoréme 2.4.2 qui donne 'existence et
I'unicité d’une solution classique u de (2.3) sous 'une des conditions aux limites (CB2), (CB3)
ou (CB4). Dans la derniére section, on obtient le Corollaire 2.4.6 qui établit 'existence et
'unicité d'une solution u dans W*?(Q) de (2.1).

2.2 Hypotheses

Dans tout le chapitre, (X, ||-||) est un espace de Banach complexe et A désigne un opérateur
linéaire sur X un espace de Banach complexe. Une partie des résultats de ce chapitre utilise
le célebre Théoreme de Dore-Venni (voir Théoréme 1.7.4 du Chapitre 1 ou larticle [12]) et sa
généralisation due a J. Priss et H. Sohr (voir le Théoreme 1.5.7 du Chapitre 1 ou l'article [38]),
qui nécessite de considérer un espace X de type UMD. (voir Théoréme 1.5.4 du Chapitre 1).

On cherche une solution classique du probleme (2.3)-(CBi), i = 1,2,3,4; c’est-a-dire une
solution u de (2.3)-(CBi) telle que :

uw € W*(a,b; X) N LP(a,b; D(A?)) et u” € LP(a,b; D(A)).
Afin de construire une telle solution avec uniquement f € LP(a,b; X ), on suppose que :
(Hy) X est un espace UMD,
(Hz2) 0€ p(A),
(H;) —A € BIP(X,604) pour un 64 € [0, 7.

Certains de nos résultats nécessiterons une hypothese supplémentaire :

(Hy) o(A)C]—00,0] et VOe€]0,7[, sup MM —A) e < +oo,
AESy
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qui signifie que —A est un opérateur sectoriel d’angle 0 (voir Définition 1.1.29).
La remarque suivante donne quelques propriétés qui sont des conséquences immédiates des
hypotheses.

Remarque 2.2.1.
1. Notons que Aq vérifie toutes les hypotheéses précédente avec X = L9(w), ¢ € |1, +o0].

2. Un cas similaire a été traité dans A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet, S. Maingot et H.
Sidibé [16] avec des conditions aux bords particuliéres ce qui rend cette étude différente
de la notre.

3. Pour résoudre (2.3) dans le cas scalaire (avec —A > 0), il est nécessaire d’introduire les
racines v/—A et —v/—A du polynéme caractéristique

X1 424X2 4+ A% =0,
¢’est pourquoi, dans notre cas opérationnel, on considere 'opérateur
M = —V/—A.
Gréce a (Hj), 'opérateur — A est un opérateur sectoriel, ainsi I'existence de M est assurée

(voir M. Haase [23]).

4. D’apres (Hy) on en déduit que 0 € p(M) (voir M. Haase [23], Proposition 3.3.1, e),
p. 62).

5. D’apres M. Haase [23], Proposition 3.2.1, e), p. 71 et (Hj3), on en déduit que
~M € BIP(X,04/2).

Puisque 0 < 64/2 < 7/2, alors d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 2, p.437,
I'opérateur M génére un semi-groupe analytique borné, (e*),.

Dans la section suivante, on établit trois résultats préliminaires. Le premier résultat nous
donne 'existence et 1'unicité d’une solution classique au probleme (2.3)-(CB1). Le second résul-
tat nous fournit une formule de représentation explicite de la solution. Enfin le dernier résultat
analyse la régularité de cette représentation en fonction des données et caractérise l'existence
d’une solution classique.

2.3 Résultats préliminaires

Soit u € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(M*?)). Alors, d’apres le Lemme 1.6.11, pour s € [a, b], on
obtient que

u(s) € (D(M*), X) u'(s) € (D(M*Y), X)1, 1, et u'(s) € (DM),X)1,.

1
41971)’ 4 4p7p 2 4p7p7

u(s) € (D(M), X)gp1,,  u'(s) € (D(M), X)gy1, et u'(s) € (D(M), X)1p1,  (24)

p? D’
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Par le méme raisonnement, on obtient les égalités suivantes :

(DOM), X)ay1, = (DIA) X1ty
(DOM), X)gy, = (DAL X) 1 p .
(DOM), X) 1, = (D(A)X)
(DOM),X)s, = (D(A) Xy,

Pour l'espace (D(A), X)g, avec § > 1, on renvoie a la Définition 1.6.6.

2.3.1 Solution particuliere

On commence par énoncer une remarque tres utile qui justifie 'existence d’inverse utilisé
dans suite.

Remarque 2.3.1. Si T est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné, tel
que 0 € p(T), alors

Vs>0, 0ep(l+eT).
En effet, d’apres A. Pazy [35], p. 70, on a :

36>0,3IM>1,Vt>0 : HefTHE(X) < Me™.

De ce fait, pour s > 0, il existe ng € N* tel que He”oST < 1. Donc 0 € p (I — (GST)m) ce

‘ L(X)
qui implique que 0 € p (I - eST), car

(I — eST> (I + ”il ejST) =] — e"sT,

=1
no—1 ) _1

donc, en posant S = | I+ Y 7 (I - enOST) € L(X), on a
j=1

(1-e")s=1,

on obtient de méme S (I — ST) =1
On vient de montrer que pour tout s > 0, 0 € p (I — €ST>. On en déduit que pour tout
s> 0, OEp(I—l—eST) car
Te” = (1-e*") (1-eT) .

On résout le probleme (2.3)-(CB1) dont les conditions aux limites sont bien adaptées a
I’équation et qui peut étre facilement traité en considérant deux probléemes du second ordre.

Théoréme 2.3.2. Soit f € LP(a,b; X) avec a,b € R, a < b et p € |1,4+00[. On suppose que
(Hy), (Hs) et (Hs3) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u de (2.3)-(CB1)
si et seulement si

©1,902 € (D(A), X)), 1 et 3,04 € (D(A), X)1 .

%ap 2p’
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Cette unique solution classique est notée Fg ¢ avec @ := (@1, 2, 3, ¢4) et est explicitement
décrite par

F¢.J<£L’) _ 6(.’1:—(1)MZ()01 + e(b—m)MZ(p2

1 b 1 b
—56(9”’“)MZM’1/ e~ IMy(s) ds — ie(b’x)MZM’l/ eC=IMy0(s) ds

1 z 1 b
+§M_1/ e@=IMy0(s) ds + QM_l/ =DMy (s) ds
b Mab M M _(b—a)M ’ (2.6)
—ebmMb-a)M ) @—a)M (b-a)M )
1 b
+§e(x—a)MZe(b—a)MM—1/ e(b—s)MUO(S) ds
1 b
—i—ie(b’x)MZe(b’a)MM’l/ e Myo(s) ds, x € [a,b],
ot
vo(z) = e"TMZ (o5 + Apr) + M Z (04 + Agy)
1 b 1 b
_ie(xfa)MZMfl/ e(s—a)Mf(S) ds — 56(bfac)MZ]\471/ e(b—s)Mf(S) ds
1 1 [ (z—s)M 1 -1 b (s—z)M
+§M / e f(s) ds + iM / e f(s) ds
¢ * (2.7)
_e(bfz)Me(bfa)M (803 + A(Pl) . e(xfa)Me(bfa)M (904 + A902>
+;6(a:—a)MZ6(b—a)MM—1 /b eO=IM £(5) s
1 b
+§e(b_x)MZe(b_“)MM_l/ e IMf(s) ds, x € a,b),
et 7= (I — 20-an) ™"
L’existence de Z est prouvée grace a la Remarque 2.3.1, pour T := M.
Démonstration. Soient @1, o, w3, 04 € X tels que
p1, P2 € (D(A)JX)LF%,;) et P3, P4 € (D(A)7X)ﬁ,p (28>

D’apres (2.8), il existe (voir A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19],
Theorem 5, p. 173) une unique solution classique

vg € W2 (a,b; X) N LP (a,b; D(A)),

de
V'(z) + Av(z) = f(x), p.p. x € la,b|
v(a) = @3+ Ap (2.9)
U(b) = ¢4+Ag02

Ainsi, puisque @1, p2 € (D(A), X), C (D(A), X) 1, il existe une unique solution classique

1
+%7p %7

ug € WP (a,b; X) N LP (a,b; D (A)),

o1
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de
u'(z) + Au(z) = wvo(z), p.p. x € la,b]

= o (2.10)
) = ¥

Par un calcul simple, on montre que ug satisfait (2.3)-(CB1). Puisque

I
—~

>~
a2

u(

vo(z) = u'(x) + Au(z), p.p. x € la, b,

alors; on a
v (z) + Ave(z) = (u'(2) + Au(z))” + A (u" () + Au(x))
Y(z) + A" (z) + Au" (x) + Au(x)
() + 2Au" (x) + A%u(z)
)

().

(4

|
- =

De méme, on a
3+ Apr = vo(a) = u"(a) + Au(a) = u"(a) + Apr,

d'ot u”’(a) = p3 et
04+ Apy = v9(b) = u"(b) + Au(b) = u”"(b) + A,

ainsi, u”(b) = 4. Il reste & montrer que uy a la régularité attendue.
Soit wy € W?P (a,b; X) N LP (a,b; D(A)) 'unique solution classique de

w”(z) + Aw(z) = Avg(x), p.p. x € ]a,b]
w(a) = Ap
w(b) = Aps.

Alors A~ est une solution classique de (2.10). Par unicité de la solution, on obtient
up = A~ wo € L7 (a,b; D(A%)) .
De plus, d’apres (2.10), on a
uy = vy — Aug = vg — wy € W (a,b; X) N LP (a, b; D(A)).

D’ott 4y est une solution classique de (2.3)-(CB1). L’unicité est évidente puisque si u est une
solution classique de (2.3)-(CB1) alors v := u” + Au est une solution classique de (2.9). Par
unicité, v = vy, donc u est une solution classique de (2.10). De méme, par unicité, u = uy.
Réciproquement, s'il existe une solution classique de (2.3)-(CB1), alors (2.8) est vérifié
d’apres (2.4).
La formule de représentation (2.6) de la solution classique Fgp s de (2.3)-(CB1) est obtenue
de la maniere suivante. Notons que

Vo = th,f + AF@J,

est la solution classique de (2.9), ainsi vy est donné par (2.7) (voir A. Favini, R. Labbas,
S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19], p. 169-170). De ce fait, puisque Fg s est la solution
classique de (2.10), on utilise a nouveau A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et
A. Yagi [19] afin d’obtenir (2.6). O
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Le résultat concernant les conditions aux limites (CB1) peut étre directement généralisé
aux conditions aux limites (CB5) :

Théoréme 2.3.3. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,400[. On suppose que
(Hy), (Hs) et (Hs) soient vérifiées. Alors il existe une unique solution classique u de (2.3)-(CBb5)
si et seulement si

L1, P2 € (D(A)7X)1+%,p et ©3, P4 S (D(A)7X) (2]'1>

1 .
2p°P
Dans ce cas l'unique solution est u = Fly, oy 05— Apy pa—Aps).f-

Démonstration. 1l suffit de noter que la condition (CB5) s’écrit

u(a) = 1, u<b) = @2,
u'(a) = p3—Ap1, u'(b) = @4 — Aps.

Le Théoréeme 2.3.2 montre qu’il existe une unique solution classique au probleme (2.3)-(CB5)
si et seulement si

Y1, P2 € (D(A)aX)H%,p et 3 — Ap1,ps — Aps € (D(A), X)

1
%71”

ce qui équivaut a (2.11). ]

2.3.2 Formule de représentation

Sous d’autres conditions aux limites, ’équation (2.3) est plus compliquée a étudier. On a
alors besoin de deux résultats importants. Le premier est une formule de représentation de la
solution classique de I'équation (2.3). Des formules de représentation similaire sont données
dans A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, K. Lemrabet et H. Sidibé [17], Proposition 3, p. 5004.

Proposition 2.3.4. Siu est une solution classique de (2.3), alors il existe K; € X,i=1,2,3,4,
tel que pour tout x € |a, b]

u(r) = "MK 4 (2 — a)e®T MK, 4 eCTOMEG 4 (b — 2)eTIMEK - By p(x),  (2.12)
ot Fy ¢ est définie dans le Théoreme 2.3.2.
Démonstration. Supposons qu’il existe u, une solution de 1’équation (2.3) telle que
u € W*(a,b; X) N LP(a,b; D(A?)) avec u” € LP(a,b; D(A)).
D’apres le Théoreme 2.3.2, on peut prendre la solution classique Fp ; de (2.3)-(CB1); i.e. qui
vérifie
Fos(a) = Fop(b) = Fys(a) = Fyy(b) = 0. (2.13)

On pose uy, := u — Fy y. Ainsi, u;, est une solution classique de
ug? () + 2Auj () + Aup(2) =0, p.p. x € Ja,bl.

Puisque u et Fp s sont des solutions classique de (2.3), alors uy, est aussi une solution classique
de (2.3), d’ou

up, € W (a,b; X) N LP (a,b; D(AQ)) et wu, € L?(a,b; D(A)).
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On cherche désormais a déterminer ’expression de uy,. Pour cela, on doit résoudre 1’équation
homogene suivante :

ugf) (z) + 2Au} (z) + A*up(2) =0, p.p. x € Ja,b].

Pour tout z € ]a, b[, on note
v(z) = uj(x) + Aup(z).

Puisque uj, € WP (a,b; X) N LP(a, b; D(A?)) avec u) € LP(a,b; D(A)), on en déduit que
v € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(A)).
Ainsi, pour presque tout x € |a,b[, on a
V'(2) + Av(z) = (uj(2) + Aun(2))" + A (uj (@) + Aup(2))
= ul(2) + Aull(z) + Au)l(z) + APuy(z)
= u(z) + 240 (z) + A%up(2)
= 0.

On sait que, en utilisant les résultats de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et
A. Yagi [19], on obtient que la solution v de I’équation homogene précédente s’écrit

v(z) = @ IMCy 4 O DMy pop oz € a, bl

ou CQ, Cl € X.
On cherche maintenant a résoudre ’équation

uy (z) + Aup(x) = v(z), p.p. x € |a,b|.

Une fois de plus, en utilisant les résultats de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et
A. Yagi [19], on obtient que, pour tout = € |a, b|, la solution u, s’écrit

1 z 1 b
up(x) = @Iy 4ty 4 iMfl/ e@=IMy(s) ds + §M71/ e IMy () ds
ou Cy,C3 € X. Ainsi,
1 T
Uh(.T) _ e(:c—a)MC2 + 6(b—:(:)M03 + §M_1/ e(:r:—s)M (e(s—a)MCO + e(b—s)Mc«1> ds

1 b
+§M’1/ els—)M (e(s’a)MC’o + e(b*S)MCH) ds

1 z 1 z
= Moy, 4 oMo, 4 §M’1/ e@=IM ds + §M’1/ e(@H0=2)M 0 gg

1 b 1 b
+§M71/ 6(257337(1)]\/[00 ds + §M71/ €(b72)MC’1 ds

1 1
= elemaMcy 4 b-OMOy 4 (g — a)e(z’“)MiM’ng + (b— x)e(b’z)MiM’lCl

1 1
+-M"! [—

T b
5 2Mle(:r+b2s)M:| Cl + ;Ml |:]'M16(2sa:a)M 007

2
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2.3. Résultats préliminaires

et donc
up(r) = e(xfa)McfQ_i_(x_a)e(z a)M ; M~lc, — ZM ( (z+b—22)M (w+b72a)M) c,
Felb-mM ey zllM_2 (6(2b—m—a)M B e(2x—x—a)M> Co + (b— z)e®=M 1 Mo,
1

1
_ 6(ac—a)Mch + (Z’ . a)e(:c—a)M M_lco . ZM_Q (e(b—x)M . e(a:—a)MecM) Cl

2
1 1
_i_e(bf:c)Mcv3 + 1M72 (e(bfx)MecM . e(xfa)M> CO + (b . x)e(bfx)MiMflcl

= el <02+ iM‘ (eMCy - Co)) + (@ —apeomlyig,
b0y 4 M (M — ) ) o (b= )M I MTC,
Ainsi, on note
=Cy+ iM? (eMCy = Co), Ky = ;MlCO,

et
1 1
= 03 + ZM_2 (GCMCO — Cl> s K4 = iM_IOI-

On en conclut que, pour tout = € ]a, b[, on a
up(z) = "MK 4+ (2 — a)e" MKy + eOIM K + (b — 2)e® MK,

De ce fait, u satisfait (2.12), ce qui donne le résultat. O

2.3.3 Régularité des termes polynomiaux exponentiels

On établit ci-dessous un résultat qui concerne la régularité des termes polynomiaux cou-
plés aux semi-groupes analytiques. Un résultat similaire est donné dans A. Favini, R. Labbas,
S. Maingot, K. Lemrabet et H. Sidibé [17], Proposition 1, p. 5001.

Proposition 2.3.5. On suppose que (Hy), (Hy) et (Hs3) sont vérifiées. Pour tout x € [a,b] et
Y € X, on pose

vy(z) = (2 — a)e® MMy et wy(z) = (b— z)eb DMy,
Alors, on a
1. vy € W'P(a,b; X) N LP(a,b; D(M)).
2. vy € WH(a,b; X) N LP(a,b; D(M*)) si et seulement si ) € (D(M), X)
De plus, dans ce cas, vy, € LP(a,b; D(M?)).

3. Les deux points précédents restent vrais si on remplace vy par wy,.

1.
2+;»P

Démonstration. Soit ¢ € X, pour x € [a, b], on pose
Uw(a:) = (3; _ a)e(x—a)M¢ ot ww(x) _ (b _ [E)e(b_x)M@D.
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1. Pour tout = > a, v, € C®(]a,b]; X) N C°([a,b]; X) et vy, € D(M®). Ainsi, pour tout > a,
on a
vy () = e@=aMyy 4 (1 — a) Me@=Mq),
= MU¢ + €($_Q)Mw.

D’ott vy € C(]a, b]; X) N C°([a, b]; X) est solution du probléme de Cauchy

vy (x) = Moy + @My pp.x € Ja, b]
vy(a) = 0.

D’apres Proposition 1.7.3, (voir A. Pazy [35], Corollaire 2.2 p. 106), vy, est donnée par la formule
de la variation de la constante (1.2), d’ou :

Vxelab]l, vy(x)= / e@mIMpls=a)My), s (2.14)
D’aprés le Théoréme 1.7.4, puisque s — =M € C°(a,b; X) C LP(a,b; X), on obtient que
Muvy(z) = M / =M ols=M s 1o e [P(a, b X).

Donc,
vy € LP(a,b; D(M)).

De plus, puisque vy, € C*(Ja, b]; X) N C%([a,b]; X), on a
vy () = Muy(z) + @My, ¢ IP(a,b; X).

Ainsi, on obtient
vy € WHP(a,b; X) N LP(a,b; D(M)).

2. On suppose que ¢ € (D(M), X)y,1 .. On pose ¢ = M?*) e (D(M), X)
I'équation (2.14), on obtient

1 ,- Alors, en utilisant
p7

Mo (z) = M? /: TS IM (s=a)M 1
Ve /m =M N[ els=0M o g
- MM /x @M Je(s=aM o 1
= M /: eT=IM £rels=—aM o, g
Or, d’apres le Lemme 1.6.12, s — MeG~9Mp € [P(a,b; X). Ainsi, d’apres le Théoreme 1.7.4,
M?v,(x) = M/; e@= M res=aIM g5 € [P(a,b; X).

On en déduit alors que
M*'v, = M*v, € LP(a,b; X).

56



2.3. Résultats préliminaires

D’ou
vy € LP(a,b; D(M*)) et v, € LP(a,b; D(M?)). (2.15)

De plus, d’apres le premier point, on a
vy € W'P(a,b; X) N LP(a, b; D(M)).
Par conséquent, pour tout x > a, on a
vg(z) = Muj(z)+ Me#=a)My),
= M (Muvy(z) + e@=My) + Mele—ay,
= M?v,(x) + 2MeE=9My,

D’apres le Corollaire 1.6.13 et (2.15), on a
uy, € LP(a,b; X).
Or, ¢ € (D(]\/[),X)%L%,p7 donc d’apres le Corollaire 1.6.13, pour tout x € [a, ], on a
MeE= My — M2 e~ 9Mp ¢ [P(a,b; D(M?)). (2.16)
D’apres (2.15), vy, € LP(a,b; D(M*)), donc M?v, € LP(a,b; D(M?)). On en déduit, grace a

(2.16), que
vy, € LP(a,b; D(M?)).

Donc

vy, € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(M?)).

On va maintenant montrer que vy, € W*?(a, b; X). Pour cela, on va tout d’abord montrer que
vy € W3P(a,b; X). Pour tout x > a, on a

vfi’)(x) = Mujj(z) + M?el"=My,
Or, puisque v}, € L?(a,b; D(M?)), on a
My, € LP(a,b; D(M)).
De plus, d’apres (2.16), z — Me@=9My)y ¢ LP(a,b; D(M?)), donc
x — M2 My € [P(a,b; D(M)).

On en déduit alors que
v € LP(a,b; D(M)),

et d’apres (2.15), on a
vy € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(M?)).

Montrons maintenant que v, € W4P(a,b; X). Pour tout x > a, on a
vff) (x) = vai) (z) + M3elE=0)My),
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Or, puisque vfi’) € LP(a,b; D(M)), on a
vaf) € LP(a,b; X).
De plus, d’apres (2.16), o — Me@=9My, € [P(a,b; D(M?)), donc
z— M3 My ¢ [P(a,b; X).

On en déduit alors que
vq(f) € LP(a,b; X),

et
vy € WHP(a,b; X) N LP(a,b; D(M*)).

3. I suffit d’écrire wy(x) = vy(b+ a — x) et d’appliquer les deux premiers points. O

2.4 Le Théoreme principal

Afin d’établir notre résultat principal qui vient compléter le Théoreme 2.3.2, on établit le
résultat technique suivant.

Lemme 2.4.1. Soit V € L(X) tel que 0 € p(I + V). Alors, il existe W € L(X) tel que
I+V)y i =1-W,

et W(X) C V(X). De plus, si T est un opérateur linéaire dans X tel que V(X) C D(T) et
pour ¥ € D(T), TV = VT, alors

Vo e D(T), WTy=TW.

Démonstration. On pose

W = V(I+V)'eLX).
Il est alors évident que
(I+V)t=T-W et W(X)cCV(X).
De plus, pour ¢ € D(T)
I+ VWTYy=VTy =TV =TI+ V)Wp =1+ V)TW,
Dou WT =TWH. O
On peut désormais énoncer notre résultat principal :

Théoréme 2.4.2. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,4+00[. On suppose que
(Hy), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors

1. il existe une unique solution classique u de (2.3)-(CB2) si et seulement si

©P1, P2 € (D(A)vX)l-F%J,-%?p et ©3, P4 S (D(A)7X)Lp (217)

2p?
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Si, de plus, (Hy) est vérifiée, alors

2. il existe une unique solution classique u de (2.3)-(CB3) si et seulement si

o€ (DALX)r, o papre(DALX)yy,  (215)
3. il existe une unique solution classique u de (2.3)-(CB4) si et seulement si

©1, P9 € (D(A),X)H%Jrip et 3,04 € (D(A),X)ip. (2.19)

Notons que d’apres le Lemme 1.6.11, dans le Théoreme 2.4.2, on doit uniquement montrer
I'implication réciproque. Pour chaque type de conditions aux bords, la preuve du Théoreme 2.4.2
est divisée en deux étapes. Premierement, d’apres la formule de représentation obtenue dans la
Proposition 2.3.4, on montre 1'unicité de la solution classique. Puis, dans un deuxieme temps,
on établit I'existence de cette solution. Dans toute la suite, on pose

c=b—a>0.

2.4.1 Preuve du 1. du Théoréme 2.4.2 (Conditions aux bords (CB2))

Démonstration. Supposons que (Hy), (Hs), (Hs) et (2.17) sont vérifiées. On va tout d’abord
montrer que la solution du probléme (2.3)-(CB2) est unique en déterminant les K;, i = 1,2, 3,4
de la formule de représentation (2.12). Deés lors, on poursuivra cette démonstration en montrant
que cette formule constitue une solution classique.

Premiere étape : Unicité.
Si u est une solution classique du probléme (2.3)-(CB2), alors d’apres la Proposition 2.3.4,
la solution w s’écrit

u(x) = "MK 4 (2 — a)e® MK, 4+ eCTOM K 4 (b — )M K, + Fy p(x).

Pour conclure, il suffit de montrer que K, K5, K5 et K, sont uniquement déterminées.
Pour presque tout = € |a, b[, on a

W(z) = MM 4 (M(z —a) + 1) VK,
MG — (M= 1) + ) eV B (),

et
u'(x) = M2 OM g (M2(x —a)+ QM) @M e,

+ M2 IM G+ (M2 (b — 2) + 2M ) @M K + Y ().
D’ou
u'(x) — M2u(z) = 2M e MKy + 2M e MKy + FY (2) — MPFy g (x).

Puisque Fp ; vérifie (2.13) et (2.17), alors en exprimant les conditions aux bords avec M~ 'u(z),
on obtient alors le systéme abstrait suivant :

K+ MKy —eMKy — (CI + M_l) eMK, = M (901 - Fé,f(a))
e MK, + (c] + M_l) eMKy—Ky—M7'Ky = M™ (@2 - F(;,f(b)>
2Ky 4+ 2e MK, = M 'y
2eMKy + 2K, = M g,

(2.20)
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Notons que I'on a considéré M~'u(z), parce qu’on ne sait pas si K; € D(M),i=1,2,3,4. On
en déduit que ce systeéme s’écrit comme deux systemes

Ky — ™MKy = M7 (g1 — Ff j(a) = Ko) + (eI + M) e K,

(2.21)
eMKy — Ky = M7 (p2— Fj ;(b) + Ka) — (eI + M) eM K,
et 1
Ky+eMK, = §M71%03
(2.22)
cM 1 -1
€ K2 + K4 == §M P4-

I1 faut maintenant résoudre les deux systémes. On commence par le systéeme (2.22). On calcule
alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée A;. D’ou

det(Al) =1—- GQCM,

qui est inversible d’apres la Remarque 2.3.1, pour 7" := M. D’ou

K, — ;M‘l (I _ 62cM)_1 (4,03 . ecM(p4>

K, = ;M‘l ([ — 62CM)_1 <g04 — eCMgp3> .

Pour calculer K; et K3 (en fonction de K5 et Ky), il suffit de remarquer que
Ky —e™MKy = M7 (py— Ff j(a) = Ko) + (eI + M71) e K,
MKy~ Ky = M7 (g2 = Fj ;(b) + Ki) = (el + M71) eM K.
On calcule alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée A,.
det(Ag) = — (I - €2CM) :

qui est inversible, d’apres la Remarque 2.3.1, pour 7' := M. Donc K; et K3 sont uniquement
déterminées. On peut les calculer explicitement, il suffit de remarquer que

Ky = M7 (1= Fgla) = Ka) + (el + M) e Ky + e K
2.23
Ky = =M (2= Fp(b) + Ka) + (eI + M) eM Ky + eM K. 229

Seconde étape : Existence.

D’apres ce qui précede, la solution, si elle existe, est unique et sa formule de représentation
est donnée par (2.12). Notons que comme Fy y € W*P(a,b; X) N LP(a,b; D(A?)), alors d’apres
le Lemme 1.6.11, (2.5) et (2.13), on a

Fys(a), Fop(b) € (D(M), X)gy1, = (D(A), X) (2.24)

I gt+gsp

Ainsi, d’apres le Lemme 1.6.11, @1, 9, @3, 4 vérifient (2.17). Il ne nous reste plus qu’a montrer
I'implication réciproque. On suppose alors que (2.17) est vrai. Il faut maintenant exprimer les
K;,1=1,2,3,4 et déterminer leur régularité. D’apres le Lemme 2.4.1, pour 7" := M, on a

(1+7) " =I+Re, ol Ru(X)CD(M®) ot R.T=TR..
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Or,pourc>0et ¢p € X
eMyp € D(M™) == (| D(MF). (2.25)

k>0
Ainsi, d’apres (2.23), (2.25) et le Lemme 2.4.1, il existe R; € D(M®), i = 1,2, 3,4, tels que

1
Ky, = §M_1903 + R

1
K, = §M71%04+R4
Kl = M_l (Sol — Fé’f(a) - Kz) + Rl
Ky = =M (= F}p(b) + Ki) + Ro.

Donc, d’apres la (2.17), (2.24) et (2.5), on a

K, Ky € (D(M), X)y,1,, = (D(4), X)

I+5+55.0

d’ou on déduit que
K1>K3 € (D(M)vX)iH-%,p = (D(A)>X)

I+

Enfin, d’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, on obtient que
uy x s eTTOME e(b_m)MKg,

vérifie

usr € WH(a,b; X) N L7 (a,b; D(A?) et ufy € LP (a,b;D(A)). (2.26)

D’aprés la Proposition 2.3.5, on obtient que vg, : @ — (z — a)e@~ M K, vérifie

v, € W'(a,b; X) N I (a,b; D(A%) et vie, € LP (a,b; D(A)). (2.27)
Grace aux mémes arguments, on obtient que vk, : x + (b — 2)e®®M K, vérifie

vi, € W (a,b; X) N LP (a, b; D(AQ)) et Vi, € LP (a,b; D(A)). (2.28)

Puisque Fp ;s est une solution classique de (2.3), d’apres (2.26), (2.27) et (2.28), on en déduit
que u est une solution classique de (2.3)-(CB2). O

2.4.2 Preuve du 2. du Théoréme 2.4.2 (Conditions aux bords (CB3))

Dans la suite, on suppose (Hi), (Hs), (Hs3) et (Hy). Pour le point précédent, la formule
de représentation était facilement obtenue en prenant en compte les conditions aux bords.
Cependant pour les points suivants, afin de construire la formule de représentation, on a besoin
de l'inversibilité de certains déterminants opérateurs.

Plus précisément, on doit montrer que U et V' donnés par

U = I—e*M 4y ocMe™M
(2.29)

V o= I —e*M _9cMeM,
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sont inversibles avec inverse borné. Cela sera une conséquence d’un résultat de calcul fonction-
nel. Afin d’établir ce résultat, on a besoin de poser certaines notations et de donner certains
lemmes techniques.

Soit 8 € 10, 7[, on désigne par H(Sy) l'espace des fonctions holomorphes sur Sy, le secteur
d’angle 0 a valeur dans C. De plus, on consideére le sous-espace de H(Sp) suivant :

Exo(Sp) = {f € H(Sp): f = O(|z]™") (]2 = +00) pour un s > 0}.

En d’autres termes, £,,(Sy) est I'espace des fonctions holomorphes & décroissance polynomiale
en +o00. Soit T' un opérateur sectoriel inversible d’angle 67 € |0, 7[ (voir Définition 1.1.29). Si
f € Ex(Sy), avec 6 € |0r, [, alors, grace au calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels, on
peut définir f(7') € L(X) (voir Définition 1.3.6 ou M. Haase [23], p.45).
Pour z € C, on pose
{ i(z) = 1—e 2% _9¢\/ze”V?

0(z) = 1—e 2% 4 2c/ze V",
Ainsi, i(—A) =U et 9(—A) =V. Pour z € R , on a

a(r) = 1—e 2% —2c/ze V®
o(z) = 1—e 2V 4 2e\/ze V2,

Lemme 2.4.3. Pour tout x € RY, u(x) et 0(x) ne s’annulent pas.

Démonstration. On cherche a montrer que % et © ne s’annule pas sur R7%. Or, pour x > 0,
t(z) < v(x). On va donc uniquement étudier la positivité de .

W(x) = 1+ € 2eva _ C —evm + 2emeVE

Nz Vi

= 1+ \/Ciecﬁ (e’cﬁ -1+ c\/E) .

On pose
h(z) = e V% —1+cy/x.
On en déduit c c
h - _ —c/z
(x) 2\/56 + NG
_ % vy
= NG (1 e ) > 0.

Ainsi, h est croissante et h(0) = 0, donc h(x) > 0, pour z > 0. De plus, on a

T(z) =1+ \;Ee_cﬁh(x) > 0.

Ainsi, on a montré que @ est croissante. Or, comme %(0) = 0, on en déduit que, pour z > 0,
0 < a(z) < o(x). O

Proposition 2.4.4. Soit P un opérateur sectoriel inversible dans X d’angle ', pour tout
0’ € 10, 7. Soit f € H(Sy), pour un 8 € |0, n| donné. Si
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(1) 1= f € &E(Sy),
(i1) f(x) # 0 pour x € RY,
alors, f(P) € L(X), est inversible avec inverse borné.

1 _
Démonstration. Puisque 'ona — =14 h, ou h := f, il suffit de montrer que h € E,,(Sy,),

pour 6y € |0, [, pour obtenir le résultat. En effet, dans ce cas, puisque o(P) C Sg,, d’apres
M. Haase [23], pp. 28 et 45, dans ce cas on peut poser :

J{(P) — [+ h(P) € £(X),

et 'inversibilité de f(P) est obtenue en écrivant

Lpys(p) - (1 9 f) (P)=1(P) =1,

f

1
et de fagon similaire, f(P)?(P) =1.

Montrons maintenant que h € E5,(Sp) :
D’apres (1), il existe R > 0 tel que, pour tout z € Sy avec |z] > R, on a |1 — f(z)] < 1/2.
Alors f(z) n’est jamais égale a 0 si z € Sy et |z| > R, d’ou

heH(Syn(C\B(O,R))). (2.30)

Soit 0, € 0, 0]. Dans le compact Sp, N B(0, R), la fonction holomorphe f a seulement un nombre
fini de zéros, qui d’apres (i7), ne sont pas dans ]0, R]. Donc il existe 6y € |0, 6] tel que f # 0
dans Sy, NB(0, R). Ainsi h € H (Sgo N B(0, R)) et d’apres (2.30), on en déduit que h € H (Sp,).
Puisque 1 — f € E,(S,), il existe Ry, a, C' > 0 tel que pour z € Sy, |z| > Ry, on ait

11— f| < C|o

De plus, puisque pour tout z € Sy, avec |z| > max(R, Ry) on a |1 — f(z)] < 1/2, on en déduit
que | f(z)|] > 1/2. Donc, pour tout z € Sy, avec |z| > max(R, Ry) on obtient |h(z)| < 2C |z|~°.
Il s’en suit que h € Ex(Sy,)- O

On obtient alors le résultat suivant :
Proposition 2.4.5. V et U, définit par (2.29), sont inversible avec inverse borné.

Démonstration. Soit 6 € ]0, 7| fixé. Il est clair que @ € H(Sy), 0 € H(Sp), 1 —u € E5(Sp) et
1 — 7 € E4(5p). De plus, d’apres le Lemme 2.4.3, @ et ¥ ne s’annulent pas sur R*.. Vu (H») et
(Hy4), on peut appliquer la Proposition 2.4.4 avec P = —A pour en déduire que U = u(—A) et
V' = 0(—A) sont inversibles avec inverse borné. O

Démonstration du 2. du Théoréme 2.4.2. Supposons que (2.18) soit vérifiée et montrons qu'’il
existe une unique solution classique de (2.3)-(CB3). La preuve est divisée en deux étapes. Tout
d’abord, on montre 'unicité de la solution en déterminant les constantes K;, i = 1,2, 3,4, de
la formule de représentation (2.12). Puis, on montre que la formule obtenue est une solution
classique.
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Premiere étape : Unicité.
Si u est une solution classique du probléme (2.3)-(CB3), alors d’apres la Proposition 2.3.4,
la solution u s’écrit

u(z) = "MK 4 (2 — a)e@ MK, 4 eCTOMEG 4 (b — 2)eOM K+ Fy ().

Afin de simplifier les calculs, on pose

oy = LSSt v = Ky — Ky o — K+ Ky ot o K> + Ky (231)
1= 9 ) 2 .= 9 ) 3 .= 5 4= 5 ) .
Ainsi, u est donnée par
U(:L’) = (6(x—a)M _ e(b—x)M) oy + (e(x—a)M + e(b—z)M) s
+ ((x = @)l M — (b — 2)eC=M) ay (2.32)

+ ((:c —a)el" M 4 (p — a:)e(b’z)M) ag + Fo f(z).
On en déduit alors les nouvelles expressions formelles de u’ et de u”
u’(x) - M (e(xfa)M + e(bfz)M) oy + M (e(xfa)M B e(bfx)M) s
+ (T4 (x = a)M) e M 4 (T4 (b— 2)M) M) (2.33)
+ ((I + (z —a)M) elw—aM _ (I+(b—2z)M) e(b_z)M) oy + Fé’f(ac),
et
W) = M (e(m—a)M _ e(b—gc)M) a4+ M2 (e(z—a)M i e(b—:c)M) as
+M ((2[ + (z —a)M) e M _ (2] + (b — 2)M) e(b’x)M) o (2.34)
+M (21 + (v = a)M) "M 4 (21 + (b — 2)M) @M ) ay + FY ().

Notons que les formules précédentes sont données pour presque tout z € |a,b[ et que 'on
considérera M~ tu(x) et M~1/(z), parce qu'on ne sait pas si ay,az € D(M).

Puisque Fy ; vérifie (2.13) et (2.18), alors en exprimant les conditions aux bords a l'aide de
(2.32) et (2.33) auxquelles on a appliqué M ! on obtient les équations suivantes :

(I - eCM) Moy — ce™M Moy

+<I+ecM)M g+ ce™MM oy = M-l (2.35)
— (I CM) M taq + ce™M M ay
+ (I ecM) M as +C€CMM ay = M_1g02, (236)
(I—i—eCM)oq—F(I—i- (eM+1)e )]\4*1042
(2.37)

+( )%4—([ (eM+1)e )M‘1a4 = M (@3—Fé,f(@))>
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2.4. Le Théoreme principal

([+eCM) ag + (I—i— (eM+1) eCM) M ay

—(I=e™)ay— (I — (M +1)e™) M ay = M~ (2 — F};()). (2.38)

En sommant (2.35) avec (2.36) et en soustrayant (2.38) a (2.37), on obtient le systéme abstrait

2 (I + GCM) M Yas+2ceMM oy, = M1 (p1 + p2)

— (I — eCM) Moy + ce™MM o,

+ ([ + eCM) M tag+ceMM o, = M=y,
2 (I — eCM> ag + 2 ([ —(eM +1) GCM) Ml'ay = M (903 — s+ Fy 4 (b) — Fé,f(@)

(I+eCM>a1+(I+(CM+I)GCM>M_1a2
—(I—GCM)Oég—<I—(CM+])€CM)M_IOK4 = M (g04— 67f(b)).

Ainsi, on aboutit au systéme

P1+ P2

(I + eCM) as + ceMa, =
— (I — eCM> ag + ceMa, + (I + eCM) as +ceMa, = V2
(I—eCM) a3+([—(cM+[)eCM> Moy = M7y

<I+60M) ag + (I—I— (cM +1) eCM> M oy
(eCM — I) az — (I— (eM +1) €CM> Mtay = M (<p4 — Fé’f(b)),

ou
~ w3 — 4+ F} (b) — F} +(a
gpl — 3 4 0,2f< ) O,f( ) . (239)

En échangeant les lignes deux et trois, on a

(I + eCM) as + ceMa, =
(IT—eMaz+ (I—(eM+DeM) Moy = M4

_ (]_ecM) o +ceMag+ G, = o

(T+eMar+ (I+(eM+De™) M ay = Mg = M~ (o4 — Fy ;b))

ol
. w3+ g — Ff (a) — FL 4(b
o = Bl = g0 010,
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On en déduit que ce systeme s’écrit comme deux systemes

(I + eCM) az +ceMay = AT & ;— 72 o)
(I—eCM) a3+(l—(cM+I)eCM) M tay = Mg
et
_ ([ _ BCM> oy + CGCMOQ _ P2 ; ¥1 (2 42)
(T+eM)ar+ (I+ M+ e™) Moy = Mg, |

I1 faut maintenant résoudre les deux systemes. On commence par le systeme (2.41). En sommant
les deux lignes, on obtient

P1 + P2

([ + eCM) as + ceMa, = 5

(2.43)

205+ (I —eM) Moy = M7l + 222 er Ly

On calcule alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée A;. D’ou
det(A;) = (I - eCM) (I — eCM) M~ — 2¢ceM
= M (I — e2M _ ZCMeCM)
= M,

ou V est défini dans (2.29).
On s’intéresse maintenant au systéme (2.42). En soustrayant a la deuxiéme ligne la premiere,
on obtient

_(I_ecM)a1+C€cMa2 _ sﬁzg%

200 + (T +e™M) Moy = M7'gy—

2.44
Y2 — Y1 ( )

2
On calcule alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée A,. D’ou

det(Ay) = — (I - eCM) (I + eCM) M=t — 2ceM
= —M7H(I = e*M 4 2cMeeM)
= —M~U,

ou U est défini dans (2.29).

D’apres la Proposition 2.4.5, U et V' sont inversibles avec inverse borné. Il s’en suit que si
u est une solution classique de (2.3)-(CB3), alors elle est uniquement déterminée par (2.32),
ou les oy, i = 1,2,3,4 (dont I'expression explicite est donnée dans la seconde étape) sont les
uniques solutions des systeémes (2.43) et (2.44).
Seconde étape : Existence.

D’apres ce qui précede, la solution, si elle existe, est unique et sa formule de représentation
est donnée par (2.32), (2.43) et (2.44). Notons que comme Fy ; € W*P(a, b; X)NLP(a, b; D(A?)),
alors d’apres (2.4) et (2.5), on a

Fop(a), Foz(b) € (D(M), X),11, = (D(A), X) (2.45)

tg+5.0°
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On suppose alors que (2.18) est vrai. Il faut maintenant exprimer les a; puis les K;, 7 =1,2,3,4
et déterminer leur régularité. Or, d’apres (2.44) et (2.40), on a

o = —U ((1 (I + M) e™) (“02 - "”1) - ceCM952>

— U (=M M 2=
ay, = U ((I e )go2+(1+6 )M< 5 )>7
Oﬁ / /
- P3 + Y4 — Fo,f(a) - FO,f<b>

P = .

2

Ainsi, on obtient

a, = ;Ul ((1+ (I +eM)e™) (o1 — @2) + ceM (03 + 1) )

CcC__ c /
~2u teM (Fy () + Fy (b))

g = ;U‘l ((1—1— eCM> M(ps — 1) + (I — eCM) (o3 + 904))

U (1= ) (Fi o) + Fi 1)

De méme, d’apres (2.43) et (2.39), on a

ag = V(1= (4 eaet) (B2 — et

a = V! ((I+eCM) 1 — (I_ 60M> M (%;@2)) ’

ou

2 B 2 e Fé,f(b) - Fo/,f(a)

Ainsi, on obtient

o = ;V‘l ((I — (I + M) ecM) (o1 + p2) — ce™ (i3 — @4))

c - c
Ve (B pla) = Fy 4 (0)

a = —;V‘l (1= e™) M1+ 92) = (T+ ™) (05— 94))

_;V—l (I + eCM) (Fé,f(a) - Févf(b)) '

Or,pour c>0et ) € X
eMyp € D(M™) := (| D(M"). (2.46)

k>0

D’apres le Lemme 2.4.1, on a
U'=I+Ry e V'=I+Ry.
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D’apres (2.46), puisque Me®™ = e*M M sur D(M), pour x > 0, le Lemme 2.4.1 implique que
RU<X),R\/(X) CD(MOO), RyM = MRy et RyM = MRy.
On en déduit qu'il existe R; € D(M®™), i =1,2,3,4, tels que

o = ;(%01—902)"‘31
0n = 3 (Mlga— 1) + (23 +00) — Fyyla) — B3 ;0) + Ro
az = ;(8014-902)"‘33
Qaq = —; (M(% + ©02) — (3 — 04) + Fé,f(a) - (/),f(b)) + Ry.
D’apres (2.31) et (2.45), il existe Ry, R3 € (D(M)7X)3+%,p et Ra, Ry € (D(M),X)H%,p, tels
que
Ky = o1+ Ry
Ky = ¢3—=Mpi+ R
Kz = ¢2+Rs
Ky = =My — o4+ Ra.
Ainsi, d’apres (2.12), pour z € |a, b],
u(z) = "MK 4 (2 — a)e@ MK, 4 eCTOMEG 4 (b — 2)eIM K + Fy ().
D’ou, d’apres (2.18) et (2.5), puisque ¢y, 2 € (D(M),X)3+%7p, on a
Ki=p1+Ri € (D(M)7X>3+%,p = (‘D(A)7X)1+i,p
et
K3 =2+ R3 € (D(M)aX)?,Jr%,p = (D(A)7X>1+ﬁ,p
D’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, on obtient que
upr o eETOM 4 e(b_m)MK3,
vérifie
usr € WH(a,b; X) N LP (a,b; D(A?)) et ufy € P (a,b; D(A)) . (2.47)
De méme, d’apres (2.18) et (2.5), puisque @1, @2 € (D(M),X)SJF%J) et @3, 4 € (D(M),X)H%JJ,
on a
Ky =93 —Mp1 +Rs € (D(M>7X)2+%,p = (D(A),X)H%Jr%,p?
et
Ky =—=Mps =1+ Ry € (DM), X)y 1, = (D(A), X) 10,
Donc, d’aprés la Proposition 2.3.5, vk, :  +— (7 — a)e® MK, vérifie
v, € WH(a,b; X) N 1P (a,b; D(A%)) et vje, € L7 (a,b; D(A)). (2.48)
Grace aux mémes arguments, vg, : 1+ (b — 2)e®" DM K, vérifie
v, € WH(a,b; X) N L7 (a,b;D(A%) et vie, € L” (a,b; D(A)). (2.49)
Puisque Fj s est une solution classique de (2.3), d’apres (2.47), (2.48) et (2.49), on en déduit
que u est une solution classique de (2.3)-(CB3). O
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2.4.3 Preuve du 3. du Théoréme 2.4.2 (Conditions aux bords (CB4))

Démonstration. Supposons que (Hy), (Hs), (Hs), (Hy) et (2.19) sont vérifiées. On va tout
d’abord montrer que la solution du probleme (2.3)-(CB4) est unique en déterminant les K,
i =1,2,3,4 de la formule de représentation (2.12). Des lors, on poursuivra cette démonstration
en montrant que cette formule constitue une solution classique.

Premieére étape : Unicité.
Si u est une solution classique du probleme (2.3)-(CB4), alors d’apres la Proposition 2.3.4,
la solution w s’écrit

u(r) = e IME 4 (2 — a)e MK, 4 eCTIM K 4 (b — )M K, + Fy p(x).

Afin de simplifier les calculs, on utilise le changement de variable (2.31) de la preuve précédente
que 'on rappelle ici pour la commodité du lecteur

Ky — K3 Ky — Ky K, + K3 Ky + Ky
OKIZZT’ Ozz:zT, 043327 et 0442=T'

Ainsi, pour presque tout = € |a,b[, u est donnée par (2.32) que 'on rappelle ci-dessous, pour
la commodité du lecteur

u(x) = (e("”’a)M — e(b’x)M) a; + ((x —a)elm M _(p — x)e(b’x)M) Qs

(O Y 0 4 (eI 5 (5 )l 0y 4 By ()

Puisque Fy s vérifie (2.13) et (2.19), alors en exprimant les conditions aux bords a l'aide de
(2.33) et (2.34) auxquelles on a appliqué M2 on obtient les équations suivantes :

(T+e™) My + (T+ (I +eM)e™) M~ay

+(I=eM) M ag+ (I = (I+cM)e™) M0y = M7 (g1 — Ff 1(a)), (250
(1+ eCM) M ay + (T4 (I +eM)e™) M~ay

2.51

—(I=e™M) M ag — (I = (I +cM)e™) M2y = M7 (g — Fj 4(b)) , (251
(1= eM)ar+ (21 = @I + M) e™) M ay

2.52

—l—([—l—eCM> Qs + (2[—|— 2[—|—cM)eCM) Moy = M2, ( )
— (I —e™M)ay — (21 = (21 + M) ™) M0

2.53

+ (I +e™M)ag+ (20 + 2 + M) e™M) M lay = M2, (2:58)

Notons que 1'on a considéré M ~2u(z), pour presque tout = € |a, b, parce qu'on ne sait pas si
a; € D(M), i =1,2,3,4. En sommant (2.50) avec (2.51) et en soustrayant (2.53) a (2.52), on
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obtient le systeme opérationnel

(I+eM) M7 oy + (T + (I +eM)e™) M~y
+(I—eM) Mg+ (I— (T +cM)e™) M0, = M2 (g1 — Fy f(a))

2(I+eM) M ay+2(1+ (I +cM)e™) M0y = 2M 2,
2(1—e™M)ay+2(20 = I +cM)e™M) Moy = M2 (g5 ¢u)

- (I— eCM) a — (2[— (21 + M) eCM> Moy

+ (I +e™M) ag+ (21 + (21 + M) M) M~ ay = M2,
" (@) = B, 0)
. o1+ o — Fj ¢(a) — Fy ¢(b
o= AN (2.54)

En divisant par 2 la deuxiéme ligne et en la soustrayant a la premiere, puis en sommant la
troisieme ligne a la quatrieme, on obtient le systéme suivant

(I—eCM) as + (I—(I—I—CM) €CM) Moy = Mg
(T+eM)ar+ (I+ (I +cM)e™) Moy = Mg

(1 _ eCM> o + (2[ — (21 + M) eCM) M tay = M2 (903;“04)
(I+e™M)as+ (21 + 21 +cM)e™) M oy = M~ ( s er 904) ,

ol, par analogie avec la section précédente, on note

— + F! .(b) — F!
Gy = Y1 — P2 og() o,f(a)_ (2.55)

On en déduit que ce systeme s’écrit comme deux systemes

(T+eMar+ (I+T+cM)e™) M ay = Mg

(2.56)
(I - eCM> o + (21 — (21 + M) eCM) M tay = M™2 (“73;“‘74)
et
(I—e™M)as+ (I (T +cMye™) Moy = Mg
(2.57)
(1+eM)az+ (20 + 2 + M) e™) Moy = M~ (903 JQF 9"4) ,

ol @) et Py sont donnés par (2.54) et (2.55).
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I1 faut maintenant résoudre les deux systemes. On commence par le systeme (2.56). En
sommant les deux lignes, on obtient

(I+eMar+ (I+T+ceM)eM) Moy = Mg,
(2.58)

2
On calcule alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée A;. D’ou

det(Ay) = (T+e™M) (31— e™) M =2 (14 (I+cM)e™) M~

201 + (31— eM) My = M7 (M—l <‘p3 — 904) + gsl) .

= M1 (3[ — M 4 3eM _ 2M _of _ 9eM _ ZCMeCM)
= M7 (I —e*M - 2cMeM)
= M7V,

ou V est défini dans (2.29).
On s’intéresse maintenant au systeme (2.57). En sommant les deux lignes, on obtient

(I—eM)as+ (I (T +cM)yeM) Moy = MG
(2.59)

205+ (31 + ™M) My = M <M—1 (“03‘;904) n ¢2> .

On calcule alors le déterminant de la matrice associée a ce systeme notée Ay. D’ott
det(Ay) = (I—eM)(BI+eM)M™ —2(1 = (I+cM)e™) M
= M (3] —3eM M _ o2M _of 4 2eM ZCMeCM)
= M7 (1= 4 2cMe™M)
= MU,
ou U est défini dans (2.29).

D’apres la Proposition 2.4.5, U et V' sont inversibles avec inverse borné. Il s’en suit que si
u est une solution classique de (2.3)-(CB4), alors elle est uniquement déterminée par (2.32),
ou les a;, i = 1,2,3,4 (dont I'expression explicite est donnée dans la seconde étape) sont les
uniques solutions des systemes (2.58) et (2.59).

Seconde étape : Existence.

D’apres ce qui précede, la solution, si elle existe, est unique et sa formule de représentation
est donnée par (2.32), (2.58) et (2.59). Notons que comme Fy ; € W*P(a, b; X)NLP(a,b; D(A?)),
alors d’apres (2.4) et (2.5), on a

Fé,f(a)v F(;,f(b) < (D(M)7X>2+%,p = (D(A)vX) (26())

AT
On suppose alors que (2.19) est vrai. Il faut maintenant exprimer les «y; puis les K;, i = 1,2,3,4
et déterminer leur régularité. Or, d’apres (2.58) et (2.54), on a

o = My ((3] — Mg — (14 (1 +eMye™) (M—1 (903 — “04) + sﬁl))

2
ay = V7! (—2<P~1 + (]+ eCM> (M_l (W) + @1)) ;
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ol
. P11t — Fé,f(a) - Fé,f(b)
Y1 = 9 .
Ainsi, on obtient
o = ;Mlv1 (81 = e™) (1 + p2) = (M (03 — 1) + 01 + 2))
—;M‘IV_I (I + M) (M7 (95— 1) + 1+ ) e
—;M‘1V‘1 (31 — ™ — (I + (I + M) e™)) (Fy 5(a) + Fy (b))
ay = —;Vl (2001 +92) = (T+e™) (M7 (05— 01) + 01 + )

3V (=) (Bl + By (0)

De méme, d’apres (2.59) et (2.55), on a

ay = MU (204 21+ b)) gy - M7 (2

+M_2U_1 (I+CM) (@3;804) 6CM

ar = U (= (T4 eM) gt (1= e a7 (2251,

2
o ot L (B) — F
O 2 a2 0,f ) o,f(a)
Y2 = 9 .
Ainsi, on obtient
1
ay = MU (2 + @1+ eM)e™) (o~ p2) = M7 (s + )

1
+§M‘2U‘1 (I 4 cM) (p3 + pq) e™

+;M‘1U‘1 (21 + (21 + M) e™) (Fg 5(b) — Fy 4(a))

= —;Ul ((7+e™) (o1 = p2) = (I = ™) M7 (03 + ¢4))
—;Ul (T+e™) (F§ () — Ff 4(a)) -

Or,pourc>0et p € X

eMip € D(M™) := (| D(M"). (2.61)
D’apres le Lemme 2.4.1, on a
U_1:[—|—RU et V_1:[+Rv.
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D’apreés (2.61), puisque Me*™ = e*™M M sur D(M), pour x > 0, le Lemme 2.4.1 implique que
RU(X),R\/(X) CD(MOO), RyM = MRy et RyM = MRy.

On en déduit qu’il existe R; € D(M*), i = 1,2, 3,4, tels que

1 _
o = oM™ (3(p1+2) = (M7 (03— 0a) + 01+ 02) ) — (Fi s(a) + Fy () + Ba
1 _
g = 5 (2 (gpl + (,02) — (M ! ((,03 — g04) + 1+ (,02) — (F67f(a) + Fé’f(b))) + Ry
1
az = §M_1 (2 (o1 — 02) = M~ (03 + @a) + Fy ;(b) — F(;,f(CL)) + Rs
1
ar = —5 (1= = M (s +pa) + Fy g (0) = Fy g(a)) + Ra.
D’ou
— Lo — M (o3 —¢4) — (F} Fy (b R
ar = M7 (2(p1 +02) (s — p1) = (Fo s (a) + Fy 4 (0)) + Ra
1 _
ay = —5 (o102 = M (s —pa) = (o 4(a) + Fy 4(0)) + Ro
1
ay = GM7H(2(01r— 2) = M7 (a + pa) + By 4(0) — Fy g(a)) + Ry
1 _
ay = ) (<P1 — o — M7 (p3+ a) + F(,),f(b) - F(;,f(a)) + Ry.
Drapres (2.31) et (2.60), il existe R1,R3 € (D(M), X)z,1 , et Ry, Ry € (D(M), X)y, 1, tels
que
Ki = 2M Y1 — M %p3+ Ry
Ky = —p1+M o3+ Ry
K3 = —2M Yoy — M %ps+ R
Ky = oo+ M 'os+ Ry
On rappelle que d’aprés (2.12), pour x € |a, b[, on a
u(z) = MK 4 (1 — a)e@ MK, 4 eCOM KL 4 (b — 2)eOMEK, + Fy 4(2).
Ainsi, d’apres (2.19) et (2.5), puisque @1, s € (D(M), X))y, 1, et 3,04 € (D(M),X)le on
a
Ky =2M "oy — M 203+ Ry € (D(M)7X>3+%,p = (D(A)7X)l+%,p
et
K3 = —2M "oy — M %p,+ Rs € (D(M)7X)3+%,p = <D<A)7X)1+i7p'
D’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, ups : x — e@—aM e 4 ob—2)M [, vérifie
usr € WH(a, b X) N LP (a,b; D(A%) et ufy € L7 (a,b;D(A)) . (2.62)
De méme, d’apres (2.19) et (2.5), puisque @1, p2 € (D(M), X),, 1, et 3,004 € (D(M), X) 1,

on a

Ky =—p1+ M g3+ Ry € (D(M), X)y,1, = (D(A), X)

1 1
;,P 1+§+ﬂ,p ?
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et
Ki=@s+ M o, +Ry € (D(M)aX)Q—Q-%,p = (D(4), X)

I+3+55p"

Donc, d’apres la Proposition 2.3.5, on obtient que vg, : x — (z — a)e®"YM K, vérifie

v, € WH(a,b; X) N L7 (a,b; D(A%)) et vje, € L7 (a,b;D(A)). (2.63)
Gréce aux mémes arguments, vg, : o + (b — z)e®" M K, vérifie

vk, € WH(a,b; X) N I (a,b; D(A%) et vj, € L” (a,b; D(A)). (2.64)

Enfin, puisque Fp s est une solution classique de (2.3), d’apres (2.62), (2.63) et (2.64), on en
déduit que u est une solution classique de (2.3)-(CB4). O

2.4.4 Application

D’apres le Théoreme 2.4.2, on déduit des résultats de régularité pour I’équation (2.1) sous
certaine conditions aux limites particulieres (d’autres conditions aux limites peuvent étre consi-

dérée). On va rendre explicite le Théoreme 2.3.3 en considérant, par exemple, le probleme
(2.1)-(CBb) avec A := Ay.

Corollaire 2.4.6. On considére un domaine cylindrique Q = la,b] x w de R?, ou d > 2,
a,b € R, a <b etw est un ouvert borné de R" ', ot n € N*\ {1}, avec un bord de classe C*?.

Soit f € LP(Q) avec p € |1,400] et p > g Alors, il existe une unique solution u € W4P(Q) de

ANu(z,y) = flz,y), (z,y) €
u(z,y) = Au(z,y) = 0, (z,y) € Ja,b] x Ow
u(a,y) = vi(y), yew (2.65)
ulb,y) = ¢2y), yeEwW
Aua,y) = @3(y), yew
Au(b,y) = @a(y), yEw,

si et seulement si
©1, 00 € WHP(W) N WP (w) et Apy, Aps, 03,04 € WQ_%’p(w) NWyP(w).
Démonstration. On pose X := LP(w) et
D(Ag) = W2P(w) N Wy"(w)
{ (Ao)(y) = Ay(y).

avec ces notations, le probleme (2.65) devient (2.3) avec les conditions aux limites (CB5).
D’apres J. L. Rubio de Francia [40] (Proposition 3, p. 207), X satisfait (H;) et d’apres D. Gilbarg
et N. Trudinger [20] (Theorem 9.15 et Lemma 9.17), A, satisfait (H,). De plus, (H3) est satisfait
d’apres J. Priiss et H. Sohr [39] (Theorem C, p. 166-167).
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Finalement, toutes les hypotheses du Théoreme 2.3.3 sont vérifiées. il s’en suit qu’il existe
une unique solution classique de (2.3)-(CBb5) si et seulement si

Y1, $2 € (D(AO%X)H%,]D et 3,04 € (D(Ao)yX)QL,p- (2.66)

P

Maintenant, il reste & montrer que si @1, P2, @3, @4 vérifies (2.66), alors la solution classique
u vérifie u € W4P(Q). A cette fin, on va expliciter I’espace d’interpolation qui apparait dans
(2.66). On a
(D(A0), X) 1, = (WP (w) N WyP(w), L)), ,
2p? 2p°P
et d’apres P. Grisvard [22] (p. 683, proposizione 3 et p. 681, 1.10) et H. Triebel [43] (p. 317,
Theorem 1), puisque 2 — % > 1 n’est jamais entier, on a

(W2P(w), L' (W), =W "o"(w). (2.67)

1
2P

1 —1
On pose v =9 -0

p p p
de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n n
= 2——. Puisque p > 5 onav > (. D’apres le théoreme d’injection

W2 (W) — O(@).

Ainsi, les traces des éléments de I'espace décrit dans (2.67) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que
(D(Ao),X)%jp = {¢ e W »P(w) : ¢ =0 sur 8w} )
et
(D(A). X1y, = {¥eD(A): A e W r(w) et Ap=0 sur dw}
= {@/} e W2P(w): Ay € WZi%’p(w) et =AY =0 sur aw}.

De ce fait, la solution classique u de

u® (z) + 2A0u" (z) + Aju(z) = f(x), p.p. x € ]a, b,

vérifie
u € WhP(a,b; LP(w))
x — Aot (x) € LP(a,b; LP(w))
x — Alu(z) € LP(a,b; LP(w)),
et
u(a,y) = ¢1(y), u(b,y) = ¢a2(y), yew
Aua,y) = w3(y), Aulb,y) = ¢aly), yew
u(z,¢) = Au(z,() = 0, x € Ja,b] et ¢ € dw.
Or, puisque

u € W2P(a,b; LP(w)) N LP(a, b; WP (w) N Wy (w))
u(z,¢) =0, ¢€dw
01 = g = 3=, =0, sur Ow,
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on peut appliquer sur u(z, -), z € ]a, b[, grace au théoréme de prolongement de Sobolev sur R" !,
un opérateur de prolongement qui injecte continiment L”(w) dans LP(R"!) et qui injecte conti-
ntiment W?P(w) dans W*P(R"1). Ainsi, d’aprés le Théoréme de Mihlin (voir Théoréme 1.2.20
et Corollaire 1.2.21 du Chapitre 1 ou I'article [31]), on en déduit que

u € W*P(|a, b[xw) = W*P(Q).
En réitérant les mémes arguments aux autres régularités, on obtient que u € W4P(Q). ]

L’équation (2.1) peut étre étudiée avec d’autres conditions aux limites en utilisant les ré-
sultats du Théoreme 2.4.2. On peut aussi obtenir des résultats anisotropiques en considérant
f € LP(a,b; LY (w)) avec p,q € ]1, +0o0].

76



Chapitre 3

Diffusion généralisée dans un habitat

3.1 Introduction

De nombreux problemes en biologie, peuvent étre décrits par des équations aux dérivées
partielles. Cela signifie que le modele est construit en faisant une moyenne de la densité de
population et en gardant seulement les variables de temps et d’espace. Cela permet 1'étude
de la densité de population, appelée dynamique de population, gouvernée par les équations de
réaction-diffusion. En général, le modele considéré est le suivant :

Ou = aAu+ f(u), dans Ry x (3.1)

ou u(t,x) est la densité de population au temps ¢ et a la position z, Q2 est un ouvert de R”,
n > 2 et f est un terme de croissance non linéaire. L’opérateur de diffusion Awu est obtenu
grace a la loi de Fick.

En 1981, D. S. Cohen et J. D. Murray [7] développent un modele plus complet en ajoutant
un terme biharmonique au terme harmonique. Cet ajout trouve sa justification notamment
dans I’étude de la motilité de cellules, pour lesquelles ils ont notés que la diffusion classique
n’était pas suffisante. Ce modele est :

O = IAu — kA%u + f(u) dans Ry x (3.2)

ou I,k € R*. Le terme biharmonique A%u représente la diffusion a longue portée, alors que le
terme harmonique Au représente la diffusion a courte portée. Un autre modele similaire & celui-
ci a été obtenu en 1984 par F. L. Ochoa [33] qui étudiait (3.2) lorsque f est une fonction cubique.
Son travail montra I'importance du terme biharmonique dans la diffusion de la population.

L’étude classique de problemes non-linéaires comme (3.1) ou (3.2) nécessite tout d’abord
de considérer le probléme linéaire stationnaire associé. Cette premiere étape est essentielle afin
d’obtenir les résultats de régularité maximale pour le probleme linéarisé instationnaire. De ce
résultat de régularité maximale, on peut obtenir ’existence et I'unicité du probleme non-linéaire
par un théoréme de point fixe. Pour le probleme (3.1), on peut trouver une étude détaillée dans
J. Priss [37], voir section 4, p. 13.

Les équations de type Cahn-Hilliard sont une généralisation de I’équation (3.2). Dans le
cadre Hilbertien, des résultats d’existence et de régularité pour ces équations sont obtenus no-
tamment par A. Novick-Cohen [32]. Récemment, dans ce méme cadre, L. Cherfils, A. Miranville

7



Chapitre 3. Diffusion généralisée dans un habitat

et S. Zelik [6] ont étudiés des équations de Cahn-Hilliard généralisées en vue d’applications a
la biologie.

Dans ce chapitre, on étudie le probléme (3.2) dans le cas linéaire stationnaire sur un ouvert
cylindrique borné Q := Ja,b] x w de R? avec w C R™! un ouvert borné de classe C? et
feLr(Q),pe ]l o0, ie.

EA*u —[Au = f sur €. (3.3)

On poursuit le travail de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19] pour
les probléemes du second ordre que I'on adapte aux problemes du quatrieme ordre. A cette fin,
on pose 1 := l/k et on considere I'opérateur de Laplace Ag, sur I'espace de Banach L%(w),
q € ]1,400|, avec une condition aux limites homogene de type Dirichlet sur w défini par

{ D(Ap) := {¢p € W?P(w) : ¢ = 0 sur dw}

(3.4)
Vi € D(Ag), Aot = Ay,

Ainsi, I"équation (3.3) peut étre reformulée en 1'équation différentielle opérationnelle du qua-
trieme ordre

u® (z) + (240 — rDu" () + (A5 — rAg)u(z) = f(x), = € ]a,b],

ou f € LP(a,b; LY (w)), p € |1, +00], avec u(z) := u(x,-) et f(z):= f(z,-)/k. On va considérer
en fait, une généralisation de ce probléme, en étudiant

u(z) + (24 — rDu (2) + (A2 = rA)u(z) = f(z), = € la,b], (3.5)

ou (A, D(A)) un opérateur BIP d’angle 64 € [0, 7] sur un espace de Banach X de type UMD
(voir Définition 1.3.17 et Théoreme 1.5.4) et f € LP(a,b; X ). Plus précisément, on étudie (3.5)
sous l'une des conditions aux limites suivantes :

[ Z o aty = -
{U”<a>+A1ZEZ; _ ::: u”(b)+AZZEZ; _ iij (CB2)
I B e (B
(o Z o = cm
{U”<a>+AZEZ§ _ 221,3 u”(b)+AZEZ; _ ZZZ (CB5)

ol 1, Y2, Y3, s € X.

On obtient (voir Théoreme 3.3.1, Théoréme 3.3.2 et Théoreme 3.4.1) l'existence et 1'uni-
cité d’une solution classique u de (3.5)-(BC1), i = 1,2,3,4,5, si et seulement si ¢1, @2, @3, 04
appartiennent a des espaces d’interpolation réels clairement identifiés.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : dans la section 3.2, on détaille nos hypotheses
sur I'espace X et 'opérateur A ; puis on effectue quelques remarques sur nos hypotheses. Dans
la section 3.3, on montre tout d’abord 'existence et I'unicité de la solution de (3.5)-(CB1) dans
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le Théoreme 3.3.1 et de (3.5)-(CB5) dans le Théoréme 3.3.2. Cela nous permet d’établir dans
la Proposition 3.3.3, une formule de représentation générale pour les solutions classiques de
(3.5). Puis, on fournit un résultat sur la régularité de la différence de deux semi-groupes analy-
tiques (Proposition 3.3.4) qui constitue un outil important pour prouver le résultat principal, le
Théoreme 3.4.1. Dans la section suivante, on démontre le Théoreme 3.4.1 qui donne 1’existence
et I'unicité d'une solution classique u de (3.5) sous 'une des conditions aux limites (CB2),
(CB3) ou (CB4). Dans la derniere section, on obtient le Corollaire 3.4.4 qui établit 'existence
et I'unicité d’une solution u dans W*?(Q) de (3.3).

3.2 Hypotheses

Dans tout le chapitre, (X, || -||) est un espace de Banach complexe. Une partie des résultats
de ce chapitre utilise le célebre Théoréme de Dore-Venni (voir Théoréme 1.7.4 du Chapitre 1 ou
I'article [12]) et sa généralisation due a J. Priiss et H. Sohr (voir le Théoreme 1.5.7 du Chapitre
1 ou l'article [38]), qui nécessite de considérer un espace X de type UMD. (voir Théoreme 1.5.4
du Chapitre 1).

Dans toute la suite de ce chapitre, r € R*, A désigne un opérateur linéaire sur X et on
suppose :

(Hy) X est un espace UMD,
(Hz2)  0€p(A),
(H;) —Ae€ BIP(X,0,4) pour un 64 € [0, 7|,
(Ha) [, +oo[ C p(A).
Pour certains de nos résultats, on aura besoin d’une hypothése supplémentaire :

(Hs) o(A)C]—00,0[ et VOe€]0,x[, sup [AMA — A) |z < +00,
AESy

qui signifie que —A est un opérateur sectoriel d’angle 0 (voir Définition 1.1.29).

Remarque 3.2.1.

1. Notons que Aq vérifie toutes les hypotheses précédentes avec X = Li(w), ¢ € |1, 400].

2. L’hypothese (Hy) n’est pertinente que si r < 0, puisque pour r > 0, (Hy) et (Hj)
impliquent (Hy).

3. Le cas r = 0 a été traité dans le chapitre précédent et dans A. Favini, R. Labbas, K. Lem-
rabet, S. Maingot et H. Sidibé [16] avec des conditions aux bords particulieres. L’étude
dans A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet, S. Maingot et H. Sidibé [16] est différente de
la notre et requiert une formule de représentation particuliere pour la solution.

4. Pour résoudre (3.5) dans le cas scalaire (avec —A > 0), il est nécessaire d’introduire les
racines £v/—A + rI, £v/—A du polynoéme caractéristique

X'+ (2A—1r) X%+ (A2 —rA) =0,

¢’est pourquoi, dans notre cas opérationnel, on considére les opérateurs
L = —V/-A+rl et M = —v—-A. (3.6)

Gréace a (Hj) et (Hy), —A et —A+r 1 sont des opérateurs sectoriels, ainsi I'existence de
L et M est assurée (voir M. Haase [23]).
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5. En appliquant la Proposition 3.1.9 dans M. Haase [23], on a D(L) = D(M). D’ou, pour
m,n e Netn<m

D(L™) = D(M™) = D(L"M™ ™) = D(M"L™™).

6. —A+rI € BIP(X,04). Sir > 0, ce résultat est obtenu grace a (Hs) (voir J. Priiss et
H. Sohr [38], Theorem 3, p. 437), si r < 0, on utilise (Hj3) et (Hy) (voir Théoreme 1.5.10
du Chapitre 1, issu de 'article de W. Arendt, S. Bu et M. Haase [2], Théoreme 2.3,
p.69). On en déduit que

—L,—M € BIP(X,04/2),
(voir M. Haase [23], Proposition 3.2.1, e), p. 71). Puisque 0 < 04/2 < 7/2, alors L et M
générent chacun un semi-groupe analytique borné, respectivement (e*1),>q et (*),>0
(voir J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 2, p. 437).

7. D’apres (Hz) et (Hy), on en déduit que 0 € p(M) N p(L) (voir M. Haase [23], Proposi-
tion 3.3.1, e), p. 62). Ainsi, grace aux hypotheses (H;), (Hs), (Hs3) et au Théoreme 1.5.7,
on obtient que 0 € p(L + M).

8. Les définitions dans (3.6) impliquent que

V€ D(L*) = D(M?), (L* — M*) =r. (3.7)
De plus, L — M = (L — M)(L + M)(L + M)™!, d’ot
Vi € D(L), (L— M) =r(L+ M)y, (3.8)

3.3 Résultats préliminaires

3.3.1 Solution particuliere

On commence par résoudre le probleme (3.5)-(CB1) dont les conditions aux limites sont
bien adaptées a I’équation et qui peut étre facilement traité en considérant deux problémes du
second ordre. On obtient :

Théoréme 3.3.1. Soit f € LP(a,b;X) avec a,b € R, a < b et p € |1,400[. on suppose
que (Hy), (Hs), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique de
(3.5) — (CB1) si et seulement si

P1, P2 € (D(A)aX)lJ,_iJ; et Y3, P4 € (D(A)aX) L

2p P

Cette unique solution classique est notée Fg 5 avec ® := (1, @2, @3, pa) et est explicitement
décrite par

Fof(z) = e IM 75 + e(b_“)MZgog

1 b 1 b
—§e(x’a)MZM’1/ e~ IMy (s) ds — ie(b’“)MZMfl/ eC=9My0(s) ds

1 x 1 b
—i—EM*l/ @My (s) ds + iMfl/ e DMy (s) ds

_(b-a)M (b-a)

(3.9)
MSO1 N 6(az—a)Me(b—a)M(p2

1 b
+§€(x—a)MZ6(b—a)MM—1/ eO=IMy (s ds
1 b
+§e(b’x)MZe(b’“)MM’1/ e IMyo(s) ds, x € [a,b],

80



3.3. Résultats préliminaires

o
vo(z) = elr=albyy (3 + Apr) + L (s + Apa)

1 b 1 b
—fe(m_“)LWL_l/ eI f(s) ds — §e(b_$)LWL_1/ eI f(s) ds

1 x 1 b
+§L_1/ eI f(s) ds + §L_1/ eI f(s) ds

(3.10)
_eb=2)L (b—a)L (903 + Agm) _ plz=a)L (b-a)L <304 + A%)
+;e(m—a)LW6(b—a)LL—1 /b O f(s) ds
1 (b—x)L (b—a)L 7 -1 b (s—a)L
+e We L / e f(s) ds, x € [a,b],
_ 1
avec Z = (I— Ab—a)M ) et W= (I 2b—a)L )
L’existence de Z et de W est prouvée grace a la Remarque 2.3.1, pour'T':== L ou M.
Démonstration. Soient @1, pa, p3, s € X tels que
p1,P2 € (D(A),X)Hip et V3, P4 € (D(A),X)Lp. (3.11)

2p? 2p?

D’apres (3.11), il existe (voir A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19],
Theorem 5, p. 173) une unique solution classique

vy € W2 (a,b; X) N LP (a,b; D(A)),

de
V(@) + (A—rhu(r) = f(z), p-p- x € Ja, b
v(a) = @3+ Ap (3.12)
v(b) = s+ Aps.
Ainsi, puisque 1, 2 € (D(A), X),, 1, C (D(A), X) 1, il existe une unique solution classique

2p”

ug € WP (a,b; X) N LP (a,b; D (A)),

u(a) = ¢ (3.13)
u(b) = pa.

Par un calcul simple, on montre que uq satisfait (3.5)-(CB1). Puisque

{ u'(z) + Au(z) = wvo(x), p.p. x € ]a,b]

vole) = u'(x) + Au(x), p.p. @ € la,b]
alors, on a

vo(2) + (A=rDu(x) = (u"(2) + Au(@))” + (A= r1) (" () + Au(z))
= uW(z) 4+ Au"(2) + (A —r D" (x) + (A — 7 1) Au(z)
“) ga:) + (2A —r D" (x) + (A* — r A)u(z)

|
g

(x
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De méme, on a
3 + Apr = vo(a) = u’(a) + Au(a) = u"(a) + Apy,
d’ott u”(a) = p3 et
P4+ Az = vg(b) = u"(b) + Au(b) = u"(b) + Aps,

ainsi, u”(b) = 4. Il reste & montrer que ug a la régularité attendue.

Soit wy € W?P (a,b; X) N LP (a,b; D(A)) 'unique solution classique de

w”(x) + Aw(z) = Avg(x), p.p.x € ]a,b]
w(a) = Ap
w(b) = Aps.
Alors A~'wy est une solution classique de (3.13). D’oti, par unicité de la solution, on obtient
ug = A twg € LP (a, b; D(AQ)) :
De plus, d’apres (3.13), on a
ufy = vy — Aug = vg — wy € WP (a,b; X) N L (a,b; D(A)) .

D’out ug est une solution classique de (3.5)-(CB1). L’unicité est évidente puisque si u est une
solution classique de (3.5)-(CB1) alors v := u” + Au est une solution classique de (3.12). Par
unicité, v = vy, donc u est une solution classique de (3.13). De méme, par unicité, u = uy.

Réciproquement, s’il existe une solution classique de (3.5)-(CB1), alors (3.11) est vérifiée
d’apres (2.4).

La formule de représentation (3.9) de la solution classique Fgp s de (3.5)-(CB1) est obtenue
de la maniere suivante. Notons que

Vo = Fg,f + AF@f,

est la solution classique de (3.12), ainsi vy est donné par (3.10) (voir A. Favini, R. Labbas,
S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19], p. 169-170). De ce fait, puisque Fg s est la solution
classique de (3.13), on utilise a nouveau A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et
A. Yagi [19] afin d’obtenir (3.9). O

Le résultat concernant les conditions aux limites (CB1) peut étre directement généralisé
aux conditions aux limites (CB5) :

Théoréme 3.3.2. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,+00[. On suppose
que (Hy), (Ha), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors il existe une unique solution classique u de
(3.5) — (CBb) si et seulement si

Y1, P2 € (D(A),X)Hi,p el 3,4 € (D(A)’X)Ap- (3.14)

2p”

Dans ce cas l'unique solution est u = Fly, py.p5—Apy pa—Ap).f-
Démonstration. 1l suffit de noter que la condition (CB5) s’écrit
u(a) = ¢, u(b) = o,
u'(a) = 3= Apr, u'(b) = ps— Ap.
Le Théoreme 3.3.1 montre qu’il existe une unique solution classique au probléeme (3.5)-(CB5)
si et seulement si

1,602 € (D(A), X)) et o3 — Apr,pu = Apy € (D(A), X) 1,

2p*

ce qui équivaut a (3.14). O
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3.3.2 Formule de Représentation

Sous d’autres conditions aux limites, ’équation (3.5) est plus compliquée a étudier. On a
alors besoin de deux résultats importants. Le premier est une formule de représentation de la
solution classique de I’équation (3.5).

Proposition 3.3.3. Siu est une solution classique de (3.5), alors il existe K; € X,i=1,2,3,4,
tels que pour tout x € |a, b

u(x) = 6(x_a)MK1 + €(b_m)MK2 + e(x_a)LKg + €(b_x)LK4 + F()J(l’), (315)
ot Fy ¢ est définie dans le Théoréeme 3.3.1.

Démonstration. Soit u une solution classique de (3.5). On considere la solution classique Fy ;
de (3.5)-(CB1) définie au Théoreme 3.3.1, qui vérifie

Fop(a) = Foz(b) = Iy ¢(a) = Fy ;(b) = 0. (3.16)

On pose Upem = u — Fy . Puisque u et Fy s sont des solutions classique de (3.5), donc upen, est
une solution classique de

U () + (2A = 1)l (2) 4 (A% = 7 A)tpom () =0, p.p. @ € a,b].
Cela implique que
W (2) = (L2 + M2l (2) — L*M upom(z), p.p. x € Ja, b]. (3.17)

Il reste donc a montrer I'existence des K; € X, pour ¢ = 1,2, 3,4 tels que
Upom (1) = @ IME 4 oM ¢, 4 ple=alpe, o oO=2)Lpe, =y p. € a, b, (3.18)

notons que, dans ce cas, puisque Upen € C3(a, b; X), 1'égalité précédente sera vraie pour tout
x € [a,b].
Etant donné que

Unom € WP (a,b; X) 0 L7 (a,b; D(M™)) et uf,, € L” (a,b; D(M?)) (3.19)
on peut poser
v o= r 1 Dy, — € L? (a,b; D(M?))
w = = Mupe +r M, € LP(a,b; D(L?)) .
D’apres (3.7), on obtient
v4+w =1 (L* = M*)Upom = Unom. (3.20)
De plus, d’apres (3.17), pour presque tout x € |a,b[, on en déduit que
v = r71L2ugom - 7ailugfo)m
= T71L2U;20m - Til ((L2 + MQ)uZom - M2uh0m)

= M,

et de la méme facon

w' = kT M, + kY = L.
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Ainsi, v et w sont, respectivement, solutions de
" 2 " 2
v —=Mv=0 et w' — L*w = 0.

Les égalités fonctionnelles précédentes sont posées dans LP(a,b; X) et sont justifiées grice a
(3.19). En utilisant les résultats de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi
[19], on obtient que

v(z) = e"TIME 4 OmM g, et w(z) = e VK, + OOV, 2 ca,b]. (3.21)

Alors, d’apres (3.20) et (3.21), on en déduit (3.18). O

3.3.3 Régularité de la différence de semi-groupes

On établit ci-dessous le second résultat qui concerne la régularité de la différence entre les
deux semi-groupes analytiques engendrés par L et M définis par (3.6).

Proposition 3.3.4. On suppose que (Hy), (Ha), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Pour tout ¢ € X
et x € [a,b], on pose

uy(z) = (e(””’“)L —e(x’“)M)l/z et vy(x) = (e(b’:”)L —e(b’x)M) 1.
On a
1. uy € W?P(a,b; X) N LP (a,b; D(M?)) et uj, € LP (a,b; D(M)).
2. uy € W (a,b; X) N LP (a,b; D(M*)) si et seulement sip € (D(M), X)
De plus, dans ce cas, wy, € L? (a,b; D(M?)).

3. Les points 1. et 2. restent vrais si on remplace wy par vy.

1.
1+;:P

La preuve est essentiellement basée sur des résultats sur les semi-groupes analytiques (voir
A. Lunardi [30]) et sur les espaces d’interpolation (voir, G. Da Prato et P. Grisvard [9] p. 381-386
et H. Triebel [43], Theorem p. 96) ainsi que sur le Théoreme 1.7.4 du bien connu théoréme de
Dore-Venni (voir Théoreme 1.7.4 ou G. Dore et A. Venni [12]). Ces résultats, le Lemme 1.6.12,
le Corollaire 1.6.13 et le Théoreme 1.7.4 ont été rappelés dans le premier chapitre.

Notons que si ¢ € (D(M),X)SJF;’p alors d’apres le Corollaire 1.6.13, on a

ety et=OMy, c WP (q,b: X) N L (a, b; D(M4)) .

On en déduit que u, € W*P (a,b; X) N LP (a,b; D(M*)), mais notre résultat est plus précis
puisque (D(M),X)3+%7p C (D(M),X)H%’p.
On établit maintenant la preuve de la Proposition 3.3.4.

Démonstration. 1. Soit 1 € X. On rappelle que
Vao>a, uy(z) = (00— elrmM)y,

Puisque, pour T := L ou M, (ef”T)xzo est un semi-groupe analytique, on a (voir A. Lunardi
[30], Proposition 2.1.1, p. 35)

z 1+ eIy € C* (Ja, b]; X) N C([a, b]; X), (3.22)
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et pour = > a,
ey e D(L®) = D(M®) et My e D(M>), (3.23)

ou

D(M*) = D(L™) == (| D(M¥) = (] D(LY).

D’apres (3.22) et (3.23), on en déduit

Va>a, uy€C®(a,b; X)NC%([a,b];X) et wu(z) € D(M™).
Ainsi, on obtient

Va>a, uy(z) = (Le(m_“)L - Me(w_“)M) W

- M (e(:c—a)L _ e(a:—a)M) W+ (L . M) e(m—a)Lw'
D’apres (3.8), on a
Vao>a, wuy(r)=Muy(x)+r(L+ M)~ elr=aky,

De ce fait, uy, € C* ((a,b]; X) N C°([a,b]; X) est une solution du probléme de Cauchy

{ u(x) = Mu(z)+r(L+ M) ey pop xelab,
u(a) = 0.

D’apres la Proposition 1.7.3 (voir A. Pazy [35], Corollary 2.2 p. 106), u est donnée par la formule
de la variation de la constante (1.2), d’ou :

Vaelabl, uy(x) = / " @My ([ Ay el g
' . (3.24)
— L+ M) M [M/ eI gs=a)Ly, go|

Puisque
s — e~y € O ([a,b]; X) C LP (a,b; X),

d’apres le Théoreme 1.7.4, on a
Gy 1 T > M/ @ IMpls=aly) ds € [P (a,b; X).

Ainsi, puisque M?(L + M) 'M~! € L(X), on en déduit que
x— M?uy(z) = rM*(L+ M) "M 'g,(z) € L? (a,b; X) .
On a aussi uy, € W' (a,b; X) car uy € C* (Ja,b]; X) N C° ([a, b]; X) et
uly(+) = Muy(-) + 7 (L+ M) et~y € LP (a,b; X).

De plus,
x — Muly(z) = M uy(z) +r M(L + M)~ te@= Ly € LP (a,b; X).
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donc uy, € LP (a,b; D(M)). Puisque el@=Lyy € D(M?), d’apres (3.7) on obtient, pour x € a, b],
que
U%(l‘) — (LQG(:vfa)L _ M26(xfa)M) w

— M2 (e(:c—a)L _ e(a:—a)M) W+ (L2 — M?) el@=a)Ly) (3.25)
= M?uy(z) +re@=9ly,

Ainsi uy, € L? (a,b; X), d’'ott uy, € W2P (a,b; X).

2. Premieére étape. On suppose que

v e (D(M), X)

1.
42

On pose
¢ = My e (D(M),X)

1 .
;:p

Ainsi, pour = € ]a,b], on déduit de I'égalité (3.24) que

MSU@(J:) = TM(L + M)*lMQMfl [M/ e(:rfs)Me(sfa)Lgp d5:|
. (3.26)
= rM(L+M)"'ML™? {M/ @M [ o(s=a)L ds] ‘

Puisque ¢ = M1 € (D(M),X)lw d’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, on a

s+— Le® Vg e [P (a,b; X).
Ainsi, d’apres le Théoréme 1.7.4, on en déduit que
r—> M/ e@= M els=aly, ds € [P (a,b; X).

D’ot, d’apres (3.26) et le fait que M (L + M) *ML~* € £(X), on obtient
z +— M'uy(z) = MPu, € LP (a,b; X).

Il s’en suit que
uy € LP (a, b; D(M4)> et wu,e L (a,b; D(M3)> : (3.27)
De plus, d’apres (3.25) et (3.8), pour x > a, on a
wy(z) = Muy(x)+r Le(#=a)Ly),

Ve (Le(:c—a)L _ Me(x—a)M) b+ Le(z—a)Lw

BN VE (e(z—a)L _ e(z—a)M) W+ MQ(L _ M)e(m—a)Lw + T.Le(:v—a)Lw

= M3uy(x) +r M?*(L+ M)~ te@= 0L 4 Le(@=a)Ly)

= M3u¢,(x) +r(M*(L+ M)+ L) elr=a) Ly,

= M?uy(z) +r(M*(L+ M)+ L) M0k,
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Puisque (M%(L+ M)™' + L) M~ € L(X), d’apres (3.27) et (3.22), on en déduit que
wy, € LP (a,b; X). (3.28)
De plus, pour x > a, on a
ulP(x) = M2 (x) +r(M2(L+ M) + L) M Le@ 9Ty

= M3u,(z) +r M*(L+ M) te@ DLy 4 r (M*(L+ M)~ + L) M~ Le(* 9t
= M3uy(z) +7r(M*(L+M)'L™' + M*(L+ M)"'M~ + LM~") Lel®=% k¢,

D’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, puisque

p =My e (DM),X):, = (D(L), X))

1
;7]) E:p’

on obtient que
z+— L™y e [P(a,b; X).

Ainsi, puisque M*(L + M)'L~' + M*(L + M)*M~'+ LM~ € L(X) et d’apres (3.27), on
en déduit que
uff) € LP(a,b;X). (3.29)

D’apres le point 1. (voir au dessus), (3.27), (3.28) et (3.29), on en déduit le résultat.
Seconde étape. On suppose que
w, € W (a,b; X) N LP (a,b; D(M4)) :

D’apres le Lemme 1.6.11, avec k=n=4 et j = 2, on a wj(a) € (D(M‘*),X)%Jr%’p, ainsi,
d’apres le Théoreme 1.6.8 et le Corollaire 1.6.9, on en déduit que wyj(a) € (D(M), X);;1 .
D’apres (3.25), pour z > a, on a

Ml (x) = uy(x) +r M 2@y,
En passant a la limite quand x tend vers a, on obtient u,(a) = 7 et ainsi
v =r7(a) € (D(M), X)y, 1,
Finalement, vu que uy(x) = M~ tuy(x), d’aprés (3.25), on obtient

Va>a, Muj(z)=Muy(z)+ r ML ' Lel@=0t .

En appliquant le Corollaire 1.6.13 avec ¢ := M1y € (D(M), X)1 , le fait que ML € L(X) et
(3.27), on déduit de I'égalité précédente que uj, € LP(a,b; D(M?)).

3. Il suffit d’écrire vy (x) = wy (b + a — x). Ainsi, les propriétés de uy, sont vérifiées pour vy,. [
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3.4 Le Théoreme principal

On peut désormais établir notre résultat principal qui vient compléter les Théoreme 3.3.1
et Théoreme 3.3.2 :

Théoréme 3.4.1. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,4+00[. On suppose que
(Hy), (Hs), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors

1. il existe une unique solution classique u de (3.5) — (CB2) si et seulement si

e1¢2 € (D(A), X)yaon, o ¢a01 € (D(A),X) 1, (3.30)

2p

Si, de plus, (Hs) est vérifiée, alors

2. il existe une unique solution classique u de (3.5) — (CB3) si et seulement si
Y1, P2 € (D(A))X)l_t,_ﬁ’p et P3, P4 € (D(A)>X)1+%+%’p7 (331)
3. il existe une unique solution classique u de (3.5) — (CB4) si et seulement si

prope € (D(A), X)1p0 et ps 00 € (D(A), X) 1 (3.32)

Notons que d’apres le Lemme 1.6.11, on doit uniquement montrer 'implication réciproque
dans la preuve du Théoreme 3.4.1. Pour chaque type de conditions aux bords, la preuve du
Théoreme 3.4.1 est divisée en deux étapes. Premiérement, d’apres la formule de représenta-
tion obtenue dans la section 3.3.3, on montre ['unicité de la solution classique. Puis, dans un
deuxieéme temps, on montre qu’il s’agit d’une solution classique. Dans toute la suite, on pose

c=b—a>0.

3.4.1 Preuvedu 1. du Théoréme 3.4.1 (Conditions aux bords (CB2))

Démonstration. On suppose que (Hy), (Hz), (Hs), (Hy) et (3.30) sont vérifiées. Tout d’abord,
on prouve l'unicité de la solution de (3.5)-(CB2) en déterminant les constantes K;, i = 1,2, 3,4,
de la formule de représentation (3.15). Puis, on montre que la formule obtenue constitue une
solution classique.

Premieére étape : Unicité.
Si u est une solution classique de (3.5)-(CB2), alors d’apres la Proposition 3.3.3, u vérifie
(3.15). Afin d’obtenir un modéle simplifié, on pose

K, — K Ky — K K+ K Ks;+ K
Q=L 2 5 2 = M 5 1 ag= 2 5 T 5 L. (3.33)
Ainsi, pour p.p. z € |a, b, u est donnée par
u(;z:) — (e(xfa)M . e(bf:):)M> oy + (e(:pfa)L i e(bfac)L) Qo + (e(xfa)M + 6(bfac)M) as ( )
3.34

+ <e(x—a)L + e(b—x)L) ay + FO,f (l’) ]
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On considére M ~?u au lieu de u. Puisque Fp; vérifie (3.16), alors les conditions aux bords
impliquent les relations suivantes :

(1 1 e<b*a>M) M ta; + ([ 1 e<b*a>L) LM 2,

+ (=@M May + (1Y) LM ay = M2 (1 — F 4(a)), (3.35)
(@M T) My + (eh+1) LM 20y
+(eM-D)May 4 (eh=T)IM Py = M7 (= Fj (b)), (3.56)
(1= e ) (L2 = M?) M ag + (T +eO8) (I = M) M0y = M5, (337)
(@ —T) (L* = M*) M 2oy + (@5 4+ 1) (L2 = M*) My = M9, (3.38)

Notons que I'on considére M ~2u car on ne sait pas si a; € D(M), i = 1,2,3,4. En utilisant
(3.7) et en sommant (3.35) avec (3.36) et (3.37) avec (3.38), on obtient le systéme abstrait

(T4 =My M ay + (I+ ") LM 20y
+ (I =M Mg + (1= e LMy = M7 (1 — Fj 4(a))
2(I+e M) My +2 (1 4+ ) LM 20y = M2 (g1 + pa — Fy p(a) — Fy 4(0)
(1= e M) M 20y + 7 (T4 M) M2y = Mgy

2r ([ + eCL) M2ay = M2 (p3+@4).
Cela meéne au systéme

M (1= e M) Mg+ L(1—e® ) M0y = M7,
M (I + e(b_“)M> M2, + L (I + e<b—a>L) M72a, = M2,

T(I—€CL>O[2 — P

2
c +
T<I+6L>a4 = <p329047
ou
N 1+ o — Fy p(a) — Fy 4(D) s o1 — o — Fy s(a) + F 4(b
@ = og( 0.1 et Gy = — og 0.f ) (3.39)

Ainsi, d’apres la Remarque 2.3.1 pour T := L ou M, on en déduit que

ar = (T+e M) (Mg — LM (1449 ay)
ay = 1t (I — eCL)_l <<p3 ; g04>

ay = (I—e™) (Mg, — LM (T — ) ay)

a, = rt (I—l—eCL)il (SO?’;%).

(3.40)
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Il s’en suit que u est uniquement déterminée par (3.34), (3.39) et (3.40).

Seconde étape : Existence.

Soit u, déterminée dans la premiere étape. Il reste a montrer que u est la solution de notre
probléme avec la régularité attendue.

On pose

K, = Ki+K;3 = o +ag+a3+ay et Ky = Ko+ Ky = as+ay4 — a3 — ao,
ainsi, pour x € |a, b|,
u(x) _ e(z—a)Mf(l + e(b—m)Mf(Q + (e(z—a)L B e(z—a)M) K -
+ (e(b*’f)L — e(b*x)M) Ky + Fy ¢(x). (34
Donc, d’apres le Corollaire 1.6.13, la Proposition 3.3.4 et (2.5), il suffit de montrer que
Ry By € (DOM), X)yy1, = (D(A), X)yp, et Ko K € (D(M), X),5, = (D(4), X) .,
D’apres le Lemme 2.4.1, pour 7" := L ou M, on a
(1+7) " =I+Rs, ot Ru(X)CD(M®) et R.T=TR..

D’ou, d’apres (3.40), il existe R; € D(M®), i = 1,2, 3,4, tels que

1 . _
a1 = M7 (26— Ligs — 0a) + Ra
ay = 7,71@3—%04_’_]%2
2
Lo 1 (6~ —1
az = §M (2902—7” L<903+904))+R3
04 = 7”_1903_5%04+R4.

D’apres (3.33) et (3.39), on obtient

Ky = M7 (g~ Fjs(a)) —r LM ‘g3 + R
Ky = =M (pa— F (b)) —r ' LM gy + Ry
Ky = r_lgog + ]:23

K, = r Yo+ Ry,

otl R; € D(M>), i =1,2,3,4. Puisque Fo.5 est une solution classique de (3.5), d’apres (2.4) et
(2.5), on a
Fé,f<a>7 F[;,f(b> € (D(M)7 X)2+%,p = (D(A>7 X)H»%Jri,p'

3.8), (3.30), on a

—~

De plus, d’apres

Ky = M7 (o= Fyp(a) = r (EM = Dy + By + Ry
= M7 (o1 = Fyyla) =r (L= M)M "o+ Ry + Ry
= M7 (1= Fygla)) = (L+M)"'M gy + Ry + Ry € (D(M), X)y,1,,
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d'ott K| € (D(M), X)zy1, = (D(A), X)1+2i,p et de la méme maniére,

Ky = =M (po— Fy (b)) = (LM~ = T) gs+ Ra+ Ry

) -
= —M ' (p2— F ;b)) —r ' (L — M) M ~"s + Ry + Ry
)~

= —M (o2 = Fy (b)) = (L+ M) Mo+ Ry + Ry € (D(M), X)3y1,

d’'on K, € (D(M), X)s41, = (D(A), X);; 1 . De plus,
Ky =r"os+ Ry € (D(M), X)1y1, et Ky=r""ps+ Ry € (D(M),X);,1,,

ce qui, grace a la Proposition 3.3.4 et & (2.5), donne le résultat. O

3.4.2 Preuve du 2. du Théoréme 3.4.1 (Conditions aux bords (CB3))

Dans toute la suite, on suppose (Hy), (Hy), (Hs3), (Hs) et (Hs). Dans la preuve du 1.,
la formule de représentation était facilement obtenue en prenant en compte les conditions
aux bords. Cependant ici pour le 2. (et aussi pour le 3.), afin de construire la formule de
représentation, on a besoin de l'inversibilité de certains déterminants opérateurs.

Plus précisément, on doit montrer que U et V donnés par

U = I—eEM _pmI(L 4 M) (eCM - eCL)
(3.42)
Vo= [ — M) r YL+ M)? (eCM - eCL) ,

sont inversibles avec inverse borné. Cela sera une conséquence d’un résultat de calcul fonction-
nel. Afin d’établir ce résultat, on a besoin de poser certaines notations et de donner certains
lemmes techniques. Pour 6 € |0, 7[, on désigne par H(Sy) 'espace des fonctions holomorphes
sur Sy (voir Définition 1.1.28) a valeurs dans C. De plus, on considere le sous-espace suivant

de H(Sy) :
Exo(Se) = {f € H(Sp) : f = O(z]*) (]2 = +00) pour un s > 0}.

En d’autres termes, £ (Sy) est I'espace des fonctions holomorphes & décroissance polynomiale
en +oo. Soit T un opérateur sectoriel inversible d’angle 7 € ]0,7[. Si f € E4(Sy), avec
0 € 101, |, alors on peut définir, par le calcul fonctionnel, f(7') € L(X) (voir Définition 1.3.6
ou M. Haase [23], p.45).

On pose, pour z € C

fol2) = 1= WD T () (60 — eV,

et
gr(z) 1= 1= WAVED Ll (2 ) (eF - V),

ou ¢:=b—a > 0. Notons que l'on peut écrire formellement U = f.(—A) et V = g.(—A).

Lemme 3.4.2. Pourr >0, f, et g, ne s’annulent pas sur R7 .
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I+e™ |
———, ainsl ¢ est une
o

Démonstration. Tout d’abord, on considere pour 7 > 0, ¢(7) = 7 7

fonction strictement croissante sur R7 puisque

5 sinh(7) — 7

ST S0, 70,
e (em—1)

(7)) =
Soit z > 0. Puisque f.(z) < g,(z), il suffit de montrer que f,.(z) > 0.
On pose s :=cy/r et t :=cy/r+r, alors 0 < s <tet

(s t+s/ _, _
fr(z) = 1_6(“)_E(€ —et)

- [(t=s)(1—e @) —(t+s) (e =)

t—s

1 s ¢ —t —s
= t_g[t(l—e )(1+e )—8(1—6 )(1+e )}

(1= ) (=)

e T ) )

ce qui donne le résultat. O
Proposition 3.4.3. U et V, définis par (3.42), sont inversibles avec inverse borné.

Démonstration. On considere tout d’abord le cas r > 0. Grace a (Hs), —A vérifie les hypo-
theses de la Proposition 2.4.4. De plus, il est clair que pour un 6 € |0, 7| donné, f,. € H(Sp)
et 1 — f. € Ex(Sp). De plus, d’apres le Lemme 3.4.2, f, ne s’annule pas sur R’ . Donc, en
appliquant la Proposition 2.4.4, on obtient que U = f.(—A) est inversible. L’inversibilité de
V = g.(—A) est obtenue de la méme manieére.

Maintenant, on suppose que r < 0. L’opérateur linéaire —A + r I est un opérateur sec-
toriel d’apres la Remarque 3.2.1, 5. et de la méme fagon que dans le premier cas, en posant
s:=—r >0, on en déduit que U = fo(—A+rl) et V = gs(—A + rI) sont inversibles avec
inverse borné. O]

Maintenant, on démontre le Théoréme 3.4.1 pour les conditions aux bords (CB3). La preuve
est divisée en deux étapes. Tout d’abord, on montre I'unicité de la solution de (3.5)-(CB3) en
déterminant les constantes K;, ¢ = 1,2,3,4, de la formule de représentation (3.15). Puis, on
montre que la formule obtenue est une solution classique.

Démonstration.
Premieére étape : Unicité.

On suppose que (3.31) est vérifiée. Si u est une solution classique de (3.5)-(CB3) alors,
comme dans la section 3.4.1, u vérifie (3.34). Puisque Fy s satisfait (3.16), on applique les
conditions aux bords (CB3) & M ~'u(-) afin d’obtenir,

(I_ecM> M_lOé1+<I—€CL> ]\4—1&2 A

3.43
+<I+eCM)M a3 +(I+eCL)M oy = Ml o
(eM—T) M7 ay + (eh = I) Moy (3.44)
+(eM+T) M ag+ (e +T) M ay = Mgy
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( (7+e)
(T—eM)M oz + L(I—e") M ay = M (ps— Ff ;(a)).
(e +1)

+M (M = )M tas+ L(et = I) M oy = M~ (ps— F; (b))

(3.45)

(3.46)

Notons que I'on considére M~ car on ne sait pas si a; € D(M), i = 1,2,3,4. En utilisant
(3.7) et en sommant (3.43) avec (3.44) et (3.45) avec (3.46), on obtient le systeme abstrait

2(I+60M)M a3+2(1+ecL Moy = M~ (g1 + @9)

)

(e = 1) M~ oy + (et = T) M~
+(eM+ 1) M oy + (= + 1) M~
)M”
) M-

(e
(

2M (I+eM) M~ oy + 2L (I + e
(

M(CM+[>M Yoy 4+ L(eF 4+ 1

+M (M = 1) Mtz + L(eh = T) M~y = M~ (4 — Fy 4 (b))
On en déduit alors que le systeme précédent est équivalent a

©1 +902>

“)

(I + eCM) M o + (1 + eCL) Moy = M~ (

-1

<

(ecM _]) ]\/‘,—10[1+ <ecL _]) ]\4—10[2 _

=

M(I+eM) Moy +L(I+et) M lay =

-1

M(eM—T) M ag+ L (e~ T) Moy =

=

D’ou les deux systemes suivants :

(] _ 6(b—a)M) Moy + (]_ e(b—a)L) Mlay = M- (901 _ 902>

M(T+ e M) M~ oy + L(T+et) Moy = Mgy,

(5
1 <903+904— 1 (0) — Fp (a)>
[

et
(I+eM) M as+ (I+ ) Moy = M7 (901;902)
M ([ _ e(b—a)M) M as + L ([ _ e(bfa)L) Moy, = M '3,
ou
. 3t pa— Fyp(a) — Fp(b) . ps—pa—F}(a)+ Fy 4 (b)
Y1 = 9 et Yo = 9 .

04— p3 — F (b)+F(;f()>‘

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Ainsi, montrer que les constantes «;, i = 1,2,3,4 sont uniquement déterminées, équivaux a
montrer que les matrices A; et Ay des systémes (3.47) et (3.48) ont un déterminant inversible.
D’apres (3.8), on a

(] _ GCM)Mfl (] _ 6(bfa)L)]\471
M +eMYM=  L(I +et)M?

= (I = ™ML + ") = M(I + eM) (I — =) M2

det(Al)

_ (L— M—(L- M)ec(L-l-M) — (L + M) (ecM _ecL)> M2
= rM*(L+ M),

et de la méme maniere

(I+e™MM™t (I +eF)M

det(Ay) =
(Ae) | M — MM~ L(I — L) M-

( I—l— BCM B GCL) . M([ _ eCM>([—|—€CL)) M2
( (L — M)e o(L+M) 4 (L + M) <ecM _ ecL)) M2
= rM7%(L+ M)V,

ou U et V sont donnés par (3.42). Puisque U et V sont inversibles avec inverse borné (voir
Proposition 3.4.3), d’apres (3.47) et (3.48), on en déduit

1 -
o = o(L+ MU {L(I + ) (1 — ) —2(1 - €CL)901}
1 -
ay = —o(L+ MU [M(I +eM) (o1 — ) = 2(1 - €CM)901}
1 (3.50)
as = oo (L+ MV (LT = ™) (o1 + 02) — 2(1 + )5
1 -
oy = _ﬂ(L + M)V [M(I — M) (1 + py) — 2(I + QCM)(,OQ} :
Notons que, puisque Fy ; € W*P(a,b; X) N LP(a, b; D(M*)), d’apres (2.4) et (2.5), on a
Fio (@), B () € (DOD). Xy, = (DAL X)y gy, (3.51)

En combinant avec (3.31), on obtient que Fy ((a), Fy ¢(b), s € D(M?), i = 1,2,3,4. Ainsi,
toutes les égalités précédentes sont bien définies. Donc la solution classique de (3.5)-(CB3) est
caractérisée par (3.34), (3.49) et (3.50).

Seconde étape : Existence.
Il suffit de prouver que u, dont I’expression a été déterminée dans la premiere étape, est une
solution classique de (3.5)-(CB3). D’apres le Lemme 2.4.1, on a

U'=I+Ry et Vi =T1+Ry.

On pose T := L ou M. Ainsi, d’aprés (3.23), puisque Te*" = e*I'T sur D(T), pour x > 0, le
Lemme 2.4.1 implique

RU(X),R\/(X) C D(Moo), RyT =TRy et RyT =TRy.
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Donc, en tenant compte de (3.23), il existe R; € D(M>), i = 1,2, 3,4, tels que

a1 = oL+ M) [Ler =)~ 201) + Ry
0y = =L+ M) (Mo — @) — 26 + o
a5 = 5oL+ M)[Ligs+ ) — 252] + By
ar = =5 (L+ M) (Mg +02) — 26] + Ra

Ainsi, d’apres (3.33) et (3.49), on obtient

1 -
Ky = (Lt M) Loy~ ps+ Fy gla)] + By
1 .
Ky = ~(L+M)|[Lgy+ s — Fy(b)] + R
T
) (3.52)
Ky = —~(L+M) (M) — g5+ Fj 4(a)| + Ry
1 .
Ky = —(L+M) [Mgs + @4 — F ;(b)] + Ra,

avec R; € D(M®),i=1,2,3,4. On pose
K, = K1+ Ky et Ky := Ky+ Ky,
de ce fait, d’apres (3.41), pour z € |a, b,
u(x) _ e(x—a)Mf(l + e(b—z)MK—Q + (e(:c—a)L . e(:c—a)M) Ka+ (e(b—x)L B 6(b—x)M> K, + Fo,f(at).

D’ou, puisque ¢1, @2 € (D(M),X)H%’p, d’apres (3.7) et (2.5), on a

K=K + K5 = i(L+M)(L—M)901+R1+R3
= @it Ri+ Ry € (DM), X)yp1, = (D(A), X)y o,
de la méme maniére,
Koy =Ko+ Ky =@+ Ry + Ry € (D(M), X)ap1p = (D(A), X)1ip
Ainsi, d’apres le Lemme 1.6.12 et le Corollaire 1.6.13, on obtient que
up i TTOME L ety x e(b’x)Mf(Q,
vérifient
uy,ug € W4 (a,b; X) N LP (a, b; D(Az)) et uf,uy € LP (a,b; D(A)). (3.53)

Donc, d’apres (3.51), (3.31), M1, w3, Fy ¢(a) € (D(M), X)y,1,,. D’apres (3.52), on en déduit
que ’
Ky € (D(M), X) 1,1,
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D’ou, d’apres la Proposition 3.3.4 et (2.5), on obtient que us : x +— (e(x_“)L — e(‘”_“)M) K3
vérifie

us € W(a,b; X) N L7 (a,b; D(A%)) et uf € L” (a,b; D(A)). (3.54)
Par les mémes arguments, wuy : T (e(w_“)L — e(x_“)M) K vérifie

ug € W(a,b; X)NLP (a,b; D(A%) et uf € L7 (a,b;D(A)). (3.55)

Puisque Fp s est une solution classique de (3.5), d’apres (3.53), (3.54) et (3.55), on en déduit
que u est une solution classique de (3.5)-(CB3). O

3.4.3 Preuve du 3. du Théoréme 3.4.1 (Conditions aux bords (CB4))

Démonstration. On procede de la méme maniere que dans la preuve précédente.

Premiere étape : Unicité.

On suppose que (3.32) est vérifié. Si u est une solution classique de (3.5)-(CB4), alors u
est donnée par (3.34). Puisque Fp s vérifie (3.16), on peut appliquer les conditions aux limites
(CB4) & M~/ (a), M~/ (b), M~2u"(a), M—2u" (b) afin d’obtenir

M (I+e™) M~ oy + L (I+e") M ay

+M (I — 6CM) M as+ L <[ QCL) M tay = M (¢1 _ F(;,f (a)) (3.56)
M(eCM+I)M al—i—L(eCL—i—I)M Qs

+M (eM —T) M~ ag+ L (e —I) Moy = M~ (g — F}; (b)) (3.57)
M? ([ - ecM) M~2q; + L2 (I - eCL) M~2a,

e (] n ecM) M2 + L2 (I—l— 6cL) M 20, = Mg (3.58)
M? (eCM — I) M%aq + L? (eCL — I) M 2a, 559

M2 (M 4+ 1) M 2ag + L2 (e + 1) M %0y = M2,
Notons que I'on considére M ~'u et M 2w car on ne sait pas si a; € D(M), i = 1,2,3,4. En

utilisant (3.7) et en sommant (3.56) avec (3.57) et (3.58) avec (3.59), on obtient le systeme
abstrait

2M (I +eM) My +2L (I + ) M ay = M7 (o1 + 02 = Fy ¢ (b) = Fy 4(a))

g2 — Fy 5 (b))

(1+e)
(< +7)
(<= 1) e
2M? (I + ™) M0z +2L7 (I + eX) M0y = M~ (g3 + 1)
(< = 1)
(< +7)

+M2 (M 4+ 1) M2ag + L2 (e + 1) M %0y = Mg,
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On en déduit alors que le systeme précédent est équivalent a

M (1 + eCM) M~ ta; + L (I + eCL) Moy = M1

[
M (™ — 1) M~ oy + L (¢ — 1) M ay = M~ (
(
(

M (14 M) M Pag 4 L2 (14 ) M0y = M2 (£2224)
M (e = 1) M2y + L2 (e = 1) M~z = M2 (P52,

ce qui mene aux deux systemes du second ordre suivants

(I—i—eCM) ap + LM (I—i—eCL) ay = M

(I—eCM) oy + LM ™2 (I—BCL)QZ - M2 (903—904)7

2
et
(I - eCM) oz + LM~ (I — eCL) ay = Mg,
(™o A2 (et = 02 (21),
ol

. 1+ 2 — Fy p(a) — Fp 4(b)

P1 = 5 : et Yy =

Soient A; et Ay leurs matrices correspondantes. D’apres (3.8), on a

I4eM LM (I+et)
I—eM 12M72(1 = et)
= L*M (I — ™M) (I + ™) — LMY (I + =) (I — eM)
= rLM*V(L+ M),

det(Ay) =

et
I—e™ LM(I—eh)

I+ 6cM L2M72(I + ecL)
= LPM7(I —e™M)(I +e*) — LMY (I — ") (1 4 M)
= rLM*(L+M)™'T,

det(Ag) =

. 1 — 2 — Iy p(a) + Fp (D)

(3.60)

(3.61)

ou U et V sont donnés par (3.42). Puisque U et V sont inversibles dans £(X) (voir Proposi-
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tion 3.4.3), d’apres (3.60) et (3.61), on en déduit que

1 ~ c -
a1 = oo (Lt M)VTH2(1 = eF) LM ™Gy — (I + )M (03 — )]
1 ~ c -
ay = —o (L+ MV 21 = eM)ML7' Gy — (1 + ™) L7 (05 — 1)
1 (3.63)
ay = - (L+ MYU™! [2(1 + eV LM gy — (I — )M~ (o3 + w)}
1 . oMy 7 —
= —o (L4 MU 20+ ML gy — (1= ™)L (s + 1)

Ainsi, d’apres (3.33) et (3.63) on obtient I'unicité de la solution de (3.5)-(CB4).

Seconde étape : Existence.
Soit u, déterminée dans la premiére étape, alors u est aussi donnée par (3.41). De ce fait,

d’apreés (2.5), il suffit de montrer que K, Ky € (D(M), X)3,1, et K3, Ky € (D(M),X); 1,
D’apres le Lemme 2.4.1 et (3.23), il existe R; € D(M®), i = 1,2, 3,4, tels que
1 - .
ar = oo (L4 M) [2LM 7 61 = M7 (s — )| + R
1 - _
gy = —2—r (L + M) |:2ML_1g01 — L 1(@3 — (,04)} + Ry
1 . -
as = o (L+ M) [2LM71902 — M (s + 904)} + R
1 - _
Q= —5 (L+ M) [2ML71<P2 — L7 (s + 904)} + Ry
Ainsi, d’apres (3.33) et (3.62), on obtient
1 -
Ky = —(L+M)[LM (o1 = Fyp(a) = M o] + By
1 -
Ky = =(L+M)[LM ™ (—g+ Fj (b)) — M~"p4) + Ry
" ) (3.64)
Ky = —(L+M) (ML (1 — Fy 4(a)) — L™"3] + R
1 -
Ky = S0+ 00) ML + By0) — L] + B,

avec R; € D(M™),i=1,2,3,4. Puisque ¢, Iy (a) € (D(M), X)
d’apres (3.7), on a

2+%7p et ()03 € (D(M>7X)1+%7p7

- 1 - -
Ky =K +K;= ;(L + M) [(LM—1 — ML) (1 — Fy 4(a)) + (L7 — M—l)cpg} + Ry + Ry
1 L

= (L+M) (L2 = M)M L7 (o1 = Fy p(a)) = (L= M)M L7 ps] + By + Ry
= (L+ MM L7 (1 = Fy g(a)) = M~'L7 g5 + Ry + Ry € (D(M), Xz s
de la méme maniere, on a

Ky =Ko+ Ky = (L+ MM 'L(F) ;(b) — p2) — M 'L o4+ Ry + Ry € (D(M), X)s41 -
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Ainsi, d’apres le Lemme 1.6.12 et la Corollaire 1.6.13 et (2.5), on obtient que
up i x s eTTOME L ety x0T )Mf(g,
vérifient
uy, uy € WHP(a, b; X) N LP (a, b;D(A2)) et uf,uy € L? (a,b; D(A)). (3.65)

De plus, puisque (L+ M )1, (L+M)Fg ¢(a),p3 € (D(M), X),, 1, d’apres (3.64), on en déduit
que

K; € (D(M),X)H%JJ.
D’ou, d’apres la Proposition 3.3.4 et (2.5), on obtient que us : x (e(“’“)L — e(“’“)M> K3
vérifie

us € W*(a,b; X) NI (a,b; D(A%)) et uf € LP (a,b; D(A)). (3.66)

De méme, puisque (L + M), (L + M)F; +(b), 04 € (D(M),X), 1, d’aprés (3.64), on en
déduit que

Ky € (D(M>7X)1+%,p‘

D’ou, d’apres la Proposition 3.3.4 et (2.5), on obtient que uy4 : © (e(x_“)L - e(’”—“)M) K,
vérifie

us € W(a,b; X) N L7 (a,b; D(A%)) et uf € L” (a,b; D(A)). (3.67)
Puisque Fp s est une solution classique de (3.5), d’apres (3.65), (3.66) et (3.67), on en déduit
que u = uy + up + uz + u4 est une solution classique de (3.5)-(CB4). O

3.4.4 Application

Du Théoreme 3.4.1, on déduit des résultats de régularité pour I’équation (3.3) sous certaines
conditions aux limites particulieres (d’autres conditions aux limites peuvent étre considérées).
On va rendre explicite le Théoréme 3.3.2 en considérant, par exemple, le probléme (3.3)-(CB5)
avec A := A, défini par (3.4).

Corollaire 3.4.4. On considére un domaine cylindrique Q@ = Ja,b] x w de R", ou n > 2,
a,b€R, a<betw est un ouvert borné de R"™', oun € N*\ {1}, avec un bord de classe C*.

Soit f € LP(Q) avec p € |1, 400] et p > g; soit I,k € R* tels que |l > kC,,, ou C, > 0 est la
constante de Poincaré dans w. Alors, il existe une unique solution u € W4P(Q) de
kA%u(z,y) —lAu(z,y) = f(zy), (v,y) €Q
u(s,y) = Mu(zy) = 0, (5,y) € Jab x dw
ula,y) = ¢1ly), Yyew
(@) ' (3.68)
v) , YEw
y) = wsly), yew
v)

= ©4\y), Yy e uw,

st et seulement st

1
©1, 02 € WP(w) N Wol’p(w) et A, Apy, 3,04 € W P P(w)N Wol’p(w)‘
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Démonstration. On pose X := LP(w) et
{ D(Ap) = W2P(w) N W;"(w)
(Ao)(y) = Ay(y).

avec ces notations, le probleme (3.68) devient (3.5) avec les conditions aux limites (CB5).
D’apres J. L. Rubio de Francia [40] (Proposition 3, p. 207), X satisfait (H;) et d’apres D. Gilbarg
et N. Trudinger [20] (Theorem 9.15 et Lemma 9.17), A, satisfait (Hy). De plus, (H3) est satisfait
d’apres J. Priiss et H. Sohr [39] (Theorem C, p. 166-167). Puisque C, est la constante de
Poincaré dans w, on a [C,,, +00[C p(Ayp). De plus, r :=1/k > C,, d’ou (Hy) est satisfait.

Finalement, toutes les hypotheéses du Théoreme 3.3.2 sont vérifiées. il s’en suit qu’il existe
une unique solution classique de (3.5)-(CBb5) si et seulement si

Y1, P2 € (D(Ao)aX)Hi,p et 3,94 € (D(Ao),X)ﬁ,p- (3.69)
Maintenant, il reste & montrer que si 1, @9, 3, @4 vérifient (3.69), alors la solution classique
u vérifie u € WHP(Q). A cette fin, on va expliciter I'espace d’interpolation qui apparait dans
(3.69). On a
(D(A), X) 1, = (WP (@) "W " (), L)) , .
P 2p°

et d’apres P. Grisvard [22] (p. 683, proposizione 3 et p. 681, 1.10) et H. Triebel [43] (p. 317,

Theorem 1), puisque 2 — X > 1 n’est jamais un entier, on a
p

(W2P(w), L' (W), =W o"(w). (3.70)

1
%ap

1 -1
OIlpOSGl/ZZQ—*—n

b p
de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n n
= 2——. Puisque p > 5 onav > (. D’apres le théoreme d’injection

W2 5P (w) — C@).

Ainsi, les traces des éléments de Iespace décrit dans (3.70) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que

(D(Ao),X)i,p = {w € W2_%’p(w) :1 =0 sur aw} :

et

(D(A9), X)1y 1, = {v€D(Ay): A € W 57(w) et A =0 sur dw)

2P
= {1/1 e W?P(w): Ay € WQ_%’p(w) et =AY =0 sur (%J}.
De ce fait, la solution classique u de
uW (@) + (240 — r Du"(z) + (A§ = r Ao)ulw) = f(2), p.p. = € Ja,b],

vérifie
u € Wh(a, b; LP(w))
x +— Agu”(z) € LP(a,b; LP(w))

z— Aju(z) € LP(a,b; LP(w)),
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3.4. Le Théoreme principal

: uay) = @), ulby) = eaW). yew

Au(a,y) = ¢3(y), Aulby) = waly), yew

u(z,() = Au(x,() = 0, x € la,b] et (€ dw.
Or, puisque

w € W2P(a,b; LP(w)) N LP(a, b W2 (w) N Wi (w))
U(Z’,C):O, <€aw
Pr=¢2=p3=ps=0, sur duw,

on peut appliquer sur u(z, -), x € |a, b], grace au théoréme de prolongement de Sobolev sur R,
un opérateur de prolongement qui injecte contintiment LP(w) dans LP(R™!) et qui injecte conti-
niiment W?P(w) dans W2?P(R"!). Ainsi, d’aprées le Théoréme de Mihlin (voir Théoréme 1.2.20
et Corollaire 1.2.21 du Chapitre 1 ou I'article [31]), on en déduit que

u € W?P(Ja, b[xw) = WP(Q).
En réitérant les mémes arguments aux autres régularités, on obtient que u € W4P(Q). ]

L’équation (3.3) peut étre étudiée avec d’autres conditions aux limites en utilisant les ré-
sultats du Théoreme 3.4.1. On peut aussi obtenir des résultats anisotropiques en considérant
f € LP(a,b; L9(w)) avec p,q € |1, +00.
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Chapitre 4

Généralisation

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on généralise le travail effectué dans le chapitre précédant en considérant
P et @, deux opérateurs linéaires sur un espace de Banach X, p € |1,400] et f € LP(a,b; X).
On cherche a étudier ici ’équation opérationnelle

u(z) + (P + Q' (z) + PQu(z) = f(z), =z € la,b|, (4.1)

sous 'une des conditions aux limites suivantes :

{2 e ) = .
(oo i 2 i 262 (B
[l = oy = (B9
o — oty = (B
{ i e ) 280 iy 2 42 (cms

ol @1, P2, P3, pa € X.

L’équation (4.1) a déja été étudiée par A. Eltaief [14] sur ]0, 400 et non sur |a, b[ sous des
conditions aux limites de type (CB3) et des hypotheses différentes telles que 'inversibilité de
lopérateur L — M (et donc de P — Q).

Dans notre étude, afin d’obtenir une généralisation du chapitre précédent, on a considéré
I'’hypotheése (Hs) (voir Section 4.2) qui rend impossible linversibilité de L — M (voir Re-
marque 4.3.3, 4.). On pourrait aussi réaliser une étude s’inspirant du travail de A. Eltaief [14]
concernant nos problemes (4.1)-(CBi), ¢ = 1,2,3,4,5, en remplagant 'hypothese (Hs) par
0€pP—-Q).

103



Chapitre 4. Généralisation

On obtient (voir Théoreme 4.3.1, Théoréme 4.3.2 et Théoreme 4.4.1) l'existence et 1'uni-
cité d’une solution classique u de (4.1)-(BC4), i = 1,2,3,4,5, si et seulement si ¢1, @2, @3, Q4
appartiennent a des espaces d’interpolation réels clairement identifiés.

On cherche une solution classique u de (4.1), ce qui dans ce chapitre signifie une solution u
telle que

u € W*(a,b; X) N LP(a,b; D(PQ)) et u” € LP(a,b; D(P)N D(Q)).
On pose pour toute la suite ¢ = b — a et on définit U et V par

U = I—el - B (L4 M) (eM —eh) = T-T. € L(X)
(4.2)
Vo= =D 4 BRU(L 4 M) (eM — k) = T -T, € L(X),

oit L =—/—Q, M = —/—P et B € L(X) est un prolongement inversible de P — Q.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante : dans la section 4.2, on détaille nos hypotheses
sur 'espace X et les opérateurs P et () ; puis on effectue quelques remarques sur nos hypotheses.
Dans la section 4.3, on établit tout d’abord l'existence et l'unicité de la solution de (4.1)-
(CB1) dans le Théoreme 4.3.1 et de (4.1)-(CB5) dans le 4.3.2. Cela nous permet de déterminer
dans la Proposition 4.3.6, une formule de représentation générale pour les solutions classiques
de (4.1). Puis, on établit un résultat sur la régularité de la différence de deux semi-groupes
analytiques (Théoréme 4.3.7) qui constitue un outil important pour prouver le résultat principal,
le Théoreme 4.4.1. Finalement, dans la section 4.4, on prouve le Théoreme 4.4.1, qui complete
le Théoreme 4.3.1, qui donne l'existence et 1'unicité d’une solution classique u de (4.1) sous
I'une des conditions aux limites (CB2), (CB3) ou (CB4).

4.2 Hypotheses

Dans tout le chapitre, (X, || - ||) est un espace de Banach complexe. De plus, on suppose :

( X est un espace UMD,

( P et @ sont fermés et 0 € p(P) N p(Q),
(Hs) D(P)=D(Q) et PTQ™'=Q P},
(

(

CRE

Hy) —P,—@Q € BIP(X,6,), pour un 6, € [0, 7],

=

5) P — (@ admet un prolongement inversible B € £(X).
Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :
(Hs) 0€p(U)Nnp(V).

Remarque 4.2.1.

1. Les problemes

u®(z) + A —rDu"(x) + (A2 —rA)u(z) = f(z), =z € la,b],
(CBI),

ou i = 1,2,3,4 correspondent aux problemes (4.1)-(CBi) du chapitre précédent avec

P=AetQ=A-rl

104



4.3. Résultats préliminaires

2. L’hypothese (Hs) permet de définir L = —/—Q et M = —y/—P, qui sont générateurs
infinitésimaux de semi-groupes analytiques bornés.

3. L’hypothese (Hs) entraine que : D(PQ) = D(QP) = D(P?) = D(Q?) et aussi
D(LM) = D(ML) = D(L?) = D(M?) et LM = ML. (4.3)

4. —L et —M sont BIP (X, 6,/2), donc d’apres Théoreme 1.5.7, L+ M est BIP (X, 6y/2+¢)
avec € > 0 aussi petit qu’on veut et L 4+ M est inversible (voir J. Priiss et H. Sohr [38],
Corollary 4 et la remarque en fin de la page 445).

5. L’hypothese (Hj) signifie que les opérateurs —P et —() vérifie la propriété suivante :
dBeL(X) : 0€p(B) et P=Q+B.

SiP=AetQ=A—rlalors P—Q=rl € L(X) et est inversible si r # 0.

6. Supposons que les hypotheses (Hy), (H2), (Hs), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors (Hg)
est réalisée si ¢ = b — a est suffisamment grand. En effet, vu que L, M et L + M sont
inversibles a inverse borné et génerent des semi-groupes analytiques bornés, il existe
d>0,C >1 (voir A. Lunardi [30], (2.1.1) et (2.1.2) p. 35 en prenant w = —j ou 6 > 0
est suffisamment petit) tels que

e P L A L P L
et donc
Mp = max {[|IT |l zx)» I Ts e}
< et g+ 1B @ 2 e
e an i et

< (1w antar B et ) o

donc, pour ¢ = b — a assez grand, [[T_[;y) < 1 et ||T4|[;x) < 1. Dot U,V sont
inversibles.

7. Dans certains cas particuliers, on pourra vérifier I'hypotheése (Hg) en utilisant le calcul
fonctionnel des opérateurs sectoriels.

4.3 Reésultats préliminaires

4.3.1 Solution particuliere

On commence par résoudre le probleme (4.1)-(CB1) dont les conditions aux limites sont
bien adaptées a I’équation et qui peut étre facilement traité en considérant deux problemes du
second ordre. On obtient :
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Théoréme 4.3.1. Soit f € LP(a,b; X), p € |1, +00[ et supposons que le hypothéses (Hy), (Ha),
(Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors, le probléme (4.1)-(CB1) admet une unique solution classique
u si et seulement si

2p”

Y1, P2 € (D(P)7X)l+ﬁ,p et V3, P4 € (D<P)7X)i D (44)

Cette unique solution classique est notée Fg § avec ® = (¢1, pa, p3,¢4) et est explicitement
décrite par

F@f(fb) _ e(z—a)MZ(p1 + €(b_x)MZg02

1 b 1 b
—§e(x’a)MZM’1/ e IMy (s) ds — ie(b"”)MZMfl/ eC=9My(s) ds

1 x 1 b
+§M*1/ e@=IMyo(s) ds + §M*1/ =My (s) ds

(4.5)
—€(b_m)M€CM()01 . e(:zc—a)MecM(p2
1 b
+§e(x_“)MZeCMM_1/ e®=IMy(s) ds
1 (b—x)M r7 cM 3 r—1 b (s—a)M
+§e Ze“ " M / e vo(s) ds, x € [a,b],
ou
vo(z) = VW (o3 + Por) + e IEW (04 + Py)
1 b 1 b
_§€(a:fa)LWL71 / e(sfa)Lf(S> ds — 56(bf:J:)LI/VLfl / e(bfs)Lf(S) ds
1 z 1 b
—l—ilfl/ eI f(s) ds + §L71/ e f(s) ds
“ . (4.6)
—elrm ek (¢3 + Pyp1) — el beck (04 + Pyo)
1 b
_|_§e(x—a)LWecLL—1 / e(b—s)Lf(S) ds
1 (b—z)L cL -1 b (s—a)L
+§e We“ L / e f(s) ds, x€a,b],
—1 -1
avec 7 = (I —e*M) et W = (I — e

L’existence de Z et de W est prouvée grace a la Remarque 2.3.1, pour T := L ou M.

Démonstration. Supposons que (4.4) soit vérifiée, alors il existe (voir A. Favini, R. Labbas,
S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [18], Theorem 5, p. 173) une unique solution classique

vy € W?P(a,b; X) N LP(a,b; D(P)),

de
v'(z) + Qu(z) = f(a), p.p.x € Ja,bf
v(a) = @3+ Py (4.7)
v(b) = @4+ Pps.
C (D(P),X) L il existe une unique solution classique

Ainsi, puisque @1, 92 € (D(P), X)y, 1
2p’

ug € WP (a,b; X) N LP(a, b; D(P)),

106



4.3. Résultats préliminaires

de
u'(z) + Pu(z) = w(z), p.p. x€la,b
ula) = ¢ (4.8)
u(b) = o.

Par un calcul simple, on montre que ug satisfait (4.1)-(CB1). Puisque
00(z) = () + Pu(z), p.p. o € Ja,b
alors, d’apres (4.3), on a

vn(z) + Quo(x) = (u'(x) + Pu(z))" + Q (u"(z) + Pu(z))
u® () + Pu"(z) + Qu"(z) + PQu(x)
@ Sl‘) + (P + Q)u"(x) + PQu(z)

(x).

|
— 2

De méme, on a
@3 + Po1 = vo(a) = u"(a) + Pu(a) = u”"(a) + Py,

d'ou v (a) = p3 et
04+ Py = vp(b) = u"(b) + Pu(b) = u"(b) + Peo,

d’ot v”(b) = 4. Il reste & montrer que ug a la régularité attendue.
Soit wg € W?? (a,b; X) N LP(a, b; D(P)) l'unique solution classique de

w"(x) + Pw(xz) = Puy(z), p.p.x € la,b
w(a) = Py
w(b) = Peps.

Alors P~ 1wy est une solution classique de (4.8). D’ot, par unicité de la solution, on obtient
ug = P~'wy € LP(a,b; D(P?)).
De plus, d’apres (4.8), on a
uy = vy — Pug = vy — wy € WP(a,b; X) N LF(a, b; D(P)).

D’ou ug est une solution classique de (4.1)-(CB1). L’unicité est évidente puisque si u est une
solution classique de (4.1)-(CB1) alors v := u” + Pu est une solution classique de (4.7). Par
unicité, v = vy, donc u est une solution classique de (4.8). De méme, par unicité, u = uy.
Réciproquement, s'’il existe une unique solution classique de (4.1)-(CB1), alors d’apres le
Lemme 1.6.11, (4.4) est vérifiée.
La formule de représentation (4.5) de la solution classique Fg ; de (4.1)-(CB1) est obtenue
de la maniere suivante. Notons que

Vo -\ — Fg,f + PFq;vf

est la solution classique de (4.7), ainsi vy est donné par (4.6) (voir A. Favini, R. Labbas, S. Main-
got, H. Tanabe et A. Yagi [18], p. 169-170). De ce fait, puisque Fgp s est la solution classique
de (4.8), on utilise a nouveau A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [18] afin
d’obtenir (4.5). O

107



Chapitre 4. Généralisation

On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,+00[. On suppose
que (Hy), (H3), (Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors il existe une unique solution classique u de
(4.1) — (CBb) si et seulement si

¢1, 2 € (D (P) >X)1+%,p et 3,4 € (D (P) ,X);p- (4.9)

2p”
Dans ce cas l'unique solution est u = Fly, oy 05— Po1pa—Pes),f-

Démonstration. 11 suffit de noter que la condition (CB5) s’écrit
u(a) = 1, u(b) =,
u'(a) = @s—Ppi, u'(b) = @1— Pp,.

Le Théoreme 4.3.1 montre qu’il existe une unique solution classique au probleme (4.1)-(CB5)
si et seulement si

p1,02 € (D(P),X)1,1, et @3— Ppi,ps—Pps e (D(P),X). ,

%»P 2p

ce qui équivaut a (4.9). O

4.3.2 Formule de Représentation

On suppose ici que (Hy), (Ha), (Hs), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Afin de démontrer notre
résultat, nous devons tout d’abord faire quelques remarques et donner deux résultats techniques
sous formes de Lemme.

Remarque 4.3.3.

1. —P et —(@) sont sectoriels et X est réflexif donc

D(P—Q) = D(P) = D(Q) = X.

2. P—(Q C B € L(X) entraine que P — @) est fermable mais, en général, n’est pas fermé.
En fait, P — @ ne sera fermé que si P,Q € L(X). En effet, si P — @ est fermé, alors
vaque D(P—Q)=Xet P—Q C B e L(X), on en déduit que D(P — Q) = X, d’ou
D(P)=D(Q) = X.

3. Rappelons que L = —/—Q et M = —/—P.

Si Cj, j =1,2,3,4 sont des opérateurs linéaires, on a toujours
C1C5 4+ C1Cy + CoC3 + C2Cy C (C1 + Cy) (C5 + Cy)
mais on n’a pas nécessairement 1’égalité. Donc dans notre cas, d’apres (4.3), on a
P-Q=1*-M*=L*+LM—ML—M*C (L—-M)(L+M).
En fait, ici on a 1’égalité

(L—M)(L+M)=L>-M?=P-Q, (4.10)
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en effet, il suffit de vérifier que
D((L — M)(L+ M)) C D(L* — M?).

Sixz € D((L— M)(L+ M)), alors x € D((L + M)) et donc il existe y € X tel que
xz = (L+ M) 'y. De plus

y=(L+M)xe D(L—M)=D (M),
donc, il existe z € X tel que y = M~1z. D’ou
v=(L+M)""M'z € D(M?).
De méme, il existe w € X tel que y = L~ w. Dot
z=(L+M)'y=(L+M)"'L " 'we D(L?.
4. L’opérateur linéaire L+ M est fermé et inversible (voir Remarque 4.2.1, 4.) mais L — M

n’est pas en général fermé. En effet, §'il 'était P — Q = (L + M)(L — M), serait fermé
et donc vu le 2., P,Q € L(X).

5. Rappelons que par hypothése, L? — M? C B, c’est-a-dire
Yy e D(M?), (L* — M*)y = By.

De plus, d’apres (4.10), on a

{L—M = (P-Q)(L+M)'CcB(L+M™"eLlL(X) (4.11)
soit : L = M+ B(L+ M) '
D’ou

VyeDM), (L—M)y=(P-Q)(L+M)'y=B(L+M)y. (4.12)

6. Pour z € p(P) N p(Q), on a

B(-Q—=2I)N(=P -z = (P-Q)(-Q—2I) (=P —zI)"!
(—Q — 2l + P+ 20)(—Q — 2I) (=P — 2I)™*
= (-P—z)t—(-Q— =)

Donc
B(—Q—zI) (=P -zl =(-P—z2)' — (—Q — 2I)". (4.13)

Lemme 4.3.4. On a P™'B = BP~, ce qui signifie que
VyeD(P), ByeD(P) et PBy=BPy. (4.14)
De méme Q1B = BQ™, ce qui signifie que

VyeD(@), ByeD(Q) e QBy=BQy. (4.15)
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Démonstration. Notons d’abord que, d’apres (Hs), P — ) commute (au sens des résolvantes)
avec P, ), P+ @) et aussi avec toute combinaison linéaire de P et de Q).
Soit € X alors il existe (z,),., C D (P) tel que z,, R Ainsi, on a
Z n—s+

P 'Br = lim P 'Bx, car P'Bc L(X)
n—>+o00
= ngnin "(P-Q)w, car B=P —Q sur D (P)
— ; _ -1
-l (P-Q) P
= lim BP'x,
n—r-+00

= BP 'z car BP '€ L(X),

Donc P~'B = BP~!.
De ce fait, si y € D(P) alors on pose x = Py et

By = BP 'z = P'Bx = P"'BPy,

d’ot By = P"'BPy € D(P) et PBy = BPy. De la méme manicre, en remplagant P par Q
dans la démonstration précédente, on obtient le résultat. O

Lemme 4.3.5. On a D(L) = D(M).

Démonstration. Par définition

\/—_—i( —P)L VE Cp_a)t as

271 142

ou 7 est une courbe sectorielle entourant o (—P), (voir M. Haase [23], p. 61). De plus,

1\_/52 (=P — z[)—l dze€ L(X) et peDM)= D(\/j)

si et seulement si

L 1\52 (—P— D" dz e D(P).

Montrons que D(L) C D(M). Soit ¢» € D(L), alors on a

vz -1 vz -1
LHZ(—Q—ZI) Vi = [ TPl (-Q D) (<P — )Y de

= [P Pr@-Q-anQ-nT (P2 v d:

= [P P2 v s

vz 1
+L1+Z(—P—ZI) W dz

R L L
- —/71+ZB(—Q—Z[) (=P — 2Dy dz

Jz
+A1+Z(— — D)7y dz

- -BQ(+ [

wl—l-z( P—zI)"" 9 dz,
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h = YE Q@) P -2l d € X,
car
H;f;@«49—zn—<fp—zn  Seleca—sn7] Wlﬁi(fP—zn—qu
R
NEE
Donc
A 1\fz(—Q D)W dz = QUBC +A 1\fZ(—P — D) d= € D(P),
car Q~'B¢ € D(Q) ) et / P —2I)"% d> € D(P).

Ce qui signifie que w € D(V— P) D(M). En échangeant les roles de P et ) dans la
démonstration précédente, on montre de méme que D(M) C D(L), ce qui donne le résultat. [

On établit maintenant un résultat qui nous donne une formule de représentation explicite
de la solution classique u de 'équation (4.1).

Proposition 4.3.6. Soit f € LP(a,b; X), ot p € |1,+00] et supposons que (Hy), (Hz), (Hs),
(Hy) et (Hs) sont vérifiées. Si u est une solution classique de [’équation (4.1) alors, il existe
Ky, Ky, K3, Ky € X, tels que pour x € [a,b],

u(z) = @M 4 OmIM e, 4 plemal gy 4 O-OL K 1 Ry (), (4.16)
ot Fy 5 est définie dans le Théoréme 4.3.1.

Démonstration. Si u est une solution classique de I’équation (4.1), d’apres le Théoreme 4.3.1,
on peut prendre la solution classique Fy ¢ de (4.1)-(CB1); i.e. qui vérifie

Fo(a) = Fos(6) = FY/;(a) = Fy;(b) = 0. (4.17)
On considere upenm, 1= u — Fg 5 qui est alors une solution classique de
u(z) + (P4 Q" (z) + PQu(z) =0, x € la,bl.
On pose alors
vi=—QB  upom — B7M),,, et w:i= PB Mg, + Bl .

Onav+w=(P—Q)B  upom = Unom- De plus, d’apres (4.15), on a

v+ Py = —QB W, — B WY — PQB uppm — PB M,
= —DB~ (ugLo)m—’—(P—i_Q)uhom—i_PQuhom)
— ()7
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et

w4+ Qu = PB™'u,, + B uy,, + QPB  tnom + QB 4,
= B (u§140)m + (P + Q)ugom + PQuhom)

= 0.
Notons que u},,, € LP(a,b; D(P)) donc, d’apres (4.14), PBuj,,, = BPu},,, dans LP(a,b; X).
De méme QBuj,,,, = BQuj,,,. On a aussi

QPBuhom = BQPuhom = PQBuhom = BPQuhoma

car Upom € LP(a,b; D(PQ).
Donc, on en déduit que, d’apres A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [19],
il existe Ky, Ky, K3, K4 € X tels que

v(r) = @M 4 bmOM e, ot w(x) = el 4 e—OLfC,
Finalement, pour tout z € [a,b], on a

uw(x) = Upom(z) + Fo f(2)
— o(z) + w(@) + Fos(2)
6(:J:fa)M}'(l + 6(bfz)M[(2 + e(wfa)LKs + e(bf:E)L[(4 + FO,f-

4.3.3 Reégularité de la différence de semi-groupes

Rappelons qu’un opérateur linéaire A sur X, vérifie la propriété de régularité maximale
(RM) si et seulement si : il existe ¢ € ]1,+o0[ et a,b € R avec a < b tels que pour tout
h € Li(a,b; X) il existe une unique u € Li(a,b; X) N Wh4(a, b; X) vérifiant

{ ' (r) = Au(x) + h(x), p.p.z € la,b|
u(a) = 0.

Notons que la propriété (RM) est indépendante du ¢, du a et du b choisis. De plus on a :
1. =A € BIP (X,6), 0 < 0 < /2 entraine que A sur X, vérifie la propriété (RM).

2. A vérifie la propriété (RM) implique que A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique.

On considere ici C, D et E trois opérateurs linéaires sur X tels que

D est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique,
D vérifie la propriété (RM)

0€p(D)

E e L(X)

DE = ED sur D(D) (cadre commutatif)

C=D+E.

Donc, d’aprés H. Tanabe [42], on en déduit que C' est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique.
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Théoréme 4.3.7. Soit ) € X. On pose pour x € |a,b] C R
'wa(x) — (e(:efa)C . e(xfa)D) w et 1)1/,(.1') _ (e(bf:t)C . e(bfa:)D) w
Alors, pour tout b > a et tout m,q € N*\ {1}, les propriétés suivantes sont vérifiées
1. uy € C* (Ja,b]; X) N C°([a, b]; X), de plus pour £ > 1 et x € |a, b

uff) (2) = D'uy (2) + T,D* eI Ry

¢
ot Ty = Y C* D~ ¢ £(X).
k=1
(par convention C° = D° =T donc en particulier Ty = I ).
2. uy € W (a,b; X) N LP (a,b; D(D)).
3. uy € W™P (a,b; X) N LP (a,b; D(D™)) si et seulement si

Eye(D(D"),X) ,

m—1p'P
4. Stuy € W™ (a,b; X) N LP (a,b; D(D™)) alors pour tout £ € {1,....,m — 1}
uff) e W™ (a,b; X) N LP (a, b; D(Dm_g)) :

5. 8i E vérifie E(X) C (D(D*"),X) 1, alors pour tout ¢ € X :

(¢—1)p’
uy € WO (a,b; X) N LP (a,b; D(DY)) .
6. Si de plus E vérifie

1) D(E) € D(D) donc DIE € L (X).
{ 2) 0€p(DIE),

alors, on a :
(a) ¥V € X :uy € WITP (a,b; X) N LP (a,b; D(DT))
(b) Soitm > q+2:uy € W™ (a,b; X) N LP (a,b; D(D™)) si et seulement si

ve(D(Dm ), X))

TP
7. Les siz points précédents restent vrais si on remplace uy par vy.

Démonstration.

1. Notons d’abord que pour z > a
e@=9%) ¢ D (D) et 9Py € D (D>);
de plus u, € C* (Ja,b]; X) N C° ([a, b]; X).
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Enfin pour ¢ > 1 et x € Ja,b] on a

,ulgf) (I) — Cfée(xfa)C . Dfe(zfa)Dz/}

Dt (e(x—a)C _ e(az—a)D) o+ ((Jﬂ _ De) e#=a)Cy,
¢

= D'uy (z) + (Z C’“D“) (C = D) e 9%

k=1

L
= D'uy (z) + (Z C’“D“) "N Ry
k=1
1
_ Dﬁuw ({L‘) + (Z Ck—lD—(k—l)> Dﬂ—le(:c—a)CE¢

k=1

. D’apres le point précédent, uy est une solution C* (Ja, b]; X) N C? ([a, b]; X) du probléeme

de Cauchy
u' (z) = Du(z) + e Ey, x € ]a, b
u(0) =0.

D’ou, d’apres T. Kato [24], pour z € ]a,b], u est donnée par la formule de variation de
la constante

uy () = /0 e@=IPe(s=a)C By, ds = D71 {D/O e@=IPe(5=)C By ds | . (4.18)

Or
s e VEY € O ([a,b]; X) C LP (a,b; X) .

D’apres G. Dore et A. Venni [12], on a
Gl T D/ e@=IPes=C By ds € LP (a,b; X) .
0

On en déduit que uy = D7 'g; 4 € LP (a,b; D(D)) et donc

U = Du+ et YEy € LP (a,b; X)

. Supposons que EY € (D (D™ 1), X)_. - D’apres (4.18), on a

(m—1)p~’

Uy (r) =D™™ {D/O el@=ID pm=le(s=aC By, ds|  x € ]a, b].

Puisque B¢ € (D(D™ '), X)_1___ona

=P
s+ D™ e IP By € [P (a,b; X)),
D’apres H. Triebel [43], on en déduit que
s DTN By = T OE DOl By € LP (a,b; X)

et d’apres G. Dore et A. Venni [12], on a

Gmw i x> D / e(@=9)D pm=1e(=0C By ds € [P(a, b; X).
0
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On en déduit que
Uy = D" gy € LP (a,b; D(D™)) .

Or uy € W™P (a,b; X) car uy € C* (Ja,b]; X) N C°([a,b]; X) et, d’apres le point 1., on
a, pour £ € {1,....m} et z € |a, b]

uff) (2) = D'uy (z) + T,D" @9 By,

D’ou ugf) € L (a,b; X).
Réciproquement, si uy, € W™ (a,b; X)NLP (a,b; D(D™)) alors, d’apres le Lemme 1.6.11,
on a

Bt = uy(a) € (D(D™), X) L

tage = (D21,
= (X,D(D)), 14,
= (D(D").X)_,

m—1p'P

4. Notons d’abord que, d’aprés le point 3., on a Ev € (D (D™ 1), X) . donc

m—Dp P’

DM let=9PCy) € IP (a,b; X).
Soit ¢ € {1,...,m — 1}. Pour z € ]a,b], on a
ugf) (2) = D uy (z) + T,D* @99 By,
D’ou :
(a) uff) € LP(a,b; D(D™Y)) car

DY) = D™y, (x) + D™ e B € LP (a,b; X) .

k
(b) ug) € Wm=tP (a,b; X) car, pour k € {1,...m—(}, on a (ugf))() € LP(a,b; X),
puisque

O\&) (k)
(“w ) = Uy
= D£+kU¢ + Tg+kD£+k_1e('_a)CE1/J,
D" Fuy, + Ty, DFF=m D™ 1e(=0C By € [P (a,b; X) .

Notons que D***u, € LP (a,b; X) car £+ k < m et
Ty, DR Dm=1e(=aC By, ¢ [P (a,b; X)
car Ty, D™ € L (X).

5. Si ¢p € X, alors par hypothese Ev € (D (D971 X) , et d’apres le point 3., on

(g=T)p*

obtient le résultat.
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6. Pour le a) il suffit de noter que si ¢ € X, alors

E¢ e D(DY)C D (DY) et D''Ey=D(D)C (D(D),X)

7p‘

B =

D’aprés le point 3., uy € WP (a,b; X) N LP (a,b; D(DTH)) .
Pour le b) on note que si ¢ € (D (D™ 971) 7X)+7p7 alors d’aprés le Lemme 1.6.11,

on a (m—g—1)p
YeD(D™?) et D" e (D(D),X)s,.
D’ou
E¢ = D'ED ™" € D (D"?)
et

D" By = D" *D'ED™%) = D'"ED™ %) € (D (D), X)1 .

Donc, d’apres le point 3., on a uy, € W™P (a,b; X) N LP (a, b; D(D™)).
Réciproquement, si uy, € W™P (a,b; X) N L? (a,b; D(D™)), alors d’apres le point 3., on
a By c(D(D™ 1), X) 1 _ . Ainsi, d’aprés le Lemme 1.6.11, on en déduit que

(m—1)p>

Ey e D(D"?) et D™ ?Ep € (D(D),X):,.

Dong, il existe x € (D (D), X)1 , tel que E¢p = D=2y, d'ot

Y = (DIE)"' DEy = (D'E)" D™ 2y e D ( Dm—q—z)
et
D" "%y = (D'E)" x € (D (D), X)

7p7

3=

ce qui donne ¢ € (D (D™ 77 1) X))

1 .
(m—q—Dp'P

7. Il suffit d’écrire vy (x) = uy (b + a — x). Ainsi, les propriétés de u,, sont vérifiées pour vy,.
[

Corollaire 4.3.8. Supposons que (Hy), (Hs), (Hs), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Soit ¢ € X.
On pose pour x € |a,b] C R

uy (1) = (0 — e M) ety () = (07D DMy

Alors, pour m > 3, on a
1.V Y eX:uy, € W (a,b; X) N LP (a,b; D(M?))
2. uy € W™ (a,b; X) N LP (a,b; D(M™)) <= € (D(M™?),X)_1

m—2p P’
Dans ce cas, pour tout £ € {1,...,m — 1}

ul) € W (a,b; X) N L7 (a,b; D(M™ 1))
En particulier,
uy € W (a,0;X) N LP (a,b; D(M*)) <= ¢ € (D (M), X), 1,
et dans ce cas uj, € LP (a,b; D(M?)).

3. Les points précédents restent vrais si on remplace wy, par vy.
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Démonstration. On pose E = B(L+ M)™". Or E vérifie
1) D(E)C D(L+ M) =D (M) donc ME € L (X).
2) 0 € p(ME) avec (ME) ™' =(L+M)M'B™".
D’apres (4.11), on a
L=M+B(L+M)".
Ainsi, en considérant C = L, D = M et E = B(L+ M)~ dans le 6. du Théoréme 4.3.7, on

obtient les points 1. et 2. De plus, en appliquant le point 7. du Théoreme 4.3.7, on obtient le
point 3. O

4.4 Le Théoréme principal

On peut désormais établir notre résultat principal qui vient compléter le Théoreme 4.3.1 et
le Théoreme 4.3.2 :

Théoréme 4.4.1. Soit f € LP(a,b; X) avec a < b, a,b € R et p € |1,400[. On suppose que
(Hy), (H2), (Hs), (Hy4) et (Hs) soient vérifiées. Alors

1. il existe une unique solution classique u de (4.1) — (CB2) si et seulement si
1, P2 € <D(P>’X)1+%+i,p et 3,4 € (D<P)7X>%,p (419)

Si, de plus, (Hg) est vérifiée, alors

2. il existe une unique solution classique u de (4.1) — (CB3) si et seulement si

Y1, P2 € (D<P)?X)1+2—lp7p et p3,p4 € (D(P)>X>1+%+ﬁ7p7 (420)
3. il existe une unique solution classique u de (4.1) — (CB4) si et seulement si
p1, P2 € (D(P>7X)1+%+i7p et 3,4 € (D<P)7X)%,p : (421>

Notons que d’apres le Lemme 1.6.11, on doit uniquement montrer 'implication réciproque
dans le Théoreme 4.4.1. Pour chaque type de conditions aux bords, la preuve du Théoreme 4.4.1
est divisée en deux étapes. Premierement, d’apres la formule de représentation obtenue dans
la section 4.3.2, on montre 'unicité de la solution classique. Puis, dans un deuxieéme temps,
on établit I'existence de cette solution. De la méme maniere que dans les chapitres précédents,
d’apres le Lemme 1.6.11, on en déduit que si

u € W*(a,b; X) N LP(a,b; D(M*)).
Alors, pour s € [a, b], on obtient que

u(s) € (D(M*Y), X)L, u'(s) € (DM, X)1, 1

4p »p? EJ)

et u'(s) € (D(M*),X)

1 1
PRRTRA
Or, d’apres le Théoreme 1.6.8 et le Corollaire 1.6.9, on en déduit que pour s € [a, b], on a

u(s) € (D(M),X)M%’p, u'(s) € (D(M),X)QJF%J) et u'(s) € (D(M),X);,1

57p‘

Par le méme raisonnement, on obtient les égalités suivantes :

(D). X)y, = (DIP). X, 1.
(D(M), X)2+%7p = <D<P)7X)1+%+i,p7 (4.22)
(D(M>’ X)l—i—%,p = (D(P)7X)%,p'
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4.4.1 Preuve du 1. du Théoréme 4.4.1 (Conditions aux bords (CB2))

Démonstration. On suppose (Hy), (Hs), (Hs), (Hy), (Hs) et (4.19) sont vérifiées. Tout d’abord,
on prouve l'unicité de la solution de (4.1)-(CB2) en déterminant les constantes K;, i = 1,2, 3,4,
de la formule de représentation (4.16). Puis, on montre que la formule obtenue constitue une
solution classique.

Premiere étape : Unicité.
Si u est une solution classique de (4.1)-(CB2), alors d’apres la Proposition 4.3.6, u vérifie
(4.16). Afin d’obtenir un modele simplifié, on pose

K — Ky K3 — K4 K+ K, Ks+ K,

Q= @iE o, aiE et 4= 5 (4.23)
Ainsi, pour p.p. = € |a, b, u est donnée par
U(I) — (e(xfa)M . e(bfzzs)M> oy + (e(xfa)L . 6(bfx)L) Qo
(4.24)

+ (e(x—a)M + e(b—x)M> as + (e(x_“)L + 6(b_x)L> ay + Foz(z).

Il reste a calculer les constantes oy, ag, a3, oy € X. Puisque Fy ; vérifie (4.17), les conditions
aux bords (CB2) appliquées & M ~2u(z) pour p.p. x € ]a, b, implique les relations suivantes :

([ 4 eCM> Moy + (I T eCL) LM 2ay

+ (I = M) M~ ag + (I = et) LM 2y = M2 (g1 — F} 5(a)), (4.25)
(T+eM) Moy + (I + eV) LM~%ay

— (I = M) M~tag — (I — et) LM 2y = M2 (g2 — Fj 4(b)) , (4.26)

(1= eb) (L2 = M) M 20y + (I + eb) (L = M?) M~2ay = M3, (4.27)

— (I =€) (L2 = M) M0y + (I + eV (L2 = M?) M2y = Mg, (4.28)

Notons que l'on considére M ~?u(zx) pour p.p. = € Ja,b[, car on ne sait pas si o; € D(M),
i=1,2,3,4. Dapres (4.10), L? — M?* = B sur D(M?). En sommant (4.25) avec (4.26) et (4.27)
avec (4.28), on obtient le systéme abstrait suivant :

(T+eM) M~tay + (I + eV) LM~%ay
[—eT) LM 20y = M2 (o1 — F}((a))

T et) LM Py = M2 (201 = Fiyla) = 1 (0)
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On en déduit alors que le systeme précédent est équivalent a

— o + F +(b) — F},
(1 — M) M-ty + (T — ) LM 20, = M~ (9"1 e2 + Fop(0) O:f(C‘))

2

+ 1 — F — F (b
(1 +eM) Moy + (I +et) LM 0y = M—2<¢2 o1~ Fo,a) va<>>

2

(=) Baras = 2 (B32)

(I+e*)BM 20y = M <903 ‘g 904) .

D’aprés la Remarque 2.3.1, I — e et I + el sont inversibles, donc on obtient :

Qy = (I—eCL)_lB_leg;%)

i)

(4.29)

De méme, d’aprés la Remarque 2.3.1, I — eM et I + e sont inversibles, donc d’apres (4.29),
on obtient : .

o = (IT+eM) (Mg — (I+et) LM )

» (4.30)

a3 = (1 - eCM) (M*l@2 - (1 - eCL> LM*1a4) :

ou

+ o — ) f(a) — Fy (b — o — Fy p(a) + Fy (b
Gy P12 og() 0s0) s T og() 0.7 (D). (4.31)

Finalement u est uniquement déterminée par (4.24), (4.29), (4.30) et (4.31).

Seconde étape : Existence.
On consideére que u est unique et on pose

f(l = K1+K3:CJ41+OQ+OZ3—|—&4 et [(2 = K2+K4:a3+a4—a1—a2,
ainsi, pour x € ]a, b,
u(x) = e IME, 4 eC-IME, 4 By o(x)

+ (e(x_a)L - 6(ﬂc—a)M) K+ (e(b—x)L _ e(b—:c)M) K. (4.32)

Donc, d’apres le Corollaire 1.6.13, le Théoreme 4.3.1, le Corollaire 4.3.8 et (4.22), il suffit de
montrer que

K, K, € (D(M), X) et  Ks K4 € (D(M),X)

1 1 .
3+;7P 1+;7P

D’apres le Lemme 2.4.1, pour T'= L ou M, on a

(I+eT) " =I+Rs, o Ru(X)CD(M™) ot R.T=TRs.
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D’ou, d’apres (4.32), (4.30), (4.29) et (4.31), il existe R; € D(M*), i = 1,2, 3,4, tel que

1. 5 _
ap = §M ! (2901 — LB (5 — @4)) + Ry
a, = B! <903 ; 804> YRy

, (4.33)
ag = §M71 (2@2 — LB " (g3 + 904)) + R3

a, = B! <¢3;—@4>+R4.

Ainsi, on a
K3 = ay+a;=B" <903;904> +B7! (903;904) + Ry + Ry
= B lo3+Ry+ Ry € (D(M),X)H%’p.
De méme,
Ki = —aptar=-B7 (B2 4 7 (B0 “ Ryt Ry

= B*l(p4 - RQ +R4 € (D(M>’X)1+%,p'

Enfin, d’apres (4.12), on a
~ 1

Ky = M7 (260~ LB (93— 0a)) + ;M (26— LB (s + 1)

+B o3+ Ry + Ry + Ry + Ry
= M (Qpl_F[g,f(a))—(L—M)B_lM_1g03+R1+R2+RS+R4
= M (901 - Fé,f(a)) —B(L+M)"'B "M 'o3+ R, + Ry + Ry + Ry

= M (901 - F(;,f(a)> — (L+M)_1M_1¢3+R1 + Ry + R3 + Ry.

Puisque Fp s est une solution classique de (4.1), d’apres le Lemme 1.6.11, (2.4) reste vrai, ainsi
ona Iy ¢(a) € (D(M), X))y 1, Or 1 € (D(M), X ),y 1, et 3 € (D(M), X) on en déduit

donc que K, € (D(M), X) . De méme, d’apres (4.12), on a

142.p)

341

= 1 —1 ~ —1 1 —1 ~ —1

Ky = —3M ™ (26— LB (g3 — ) + 5 M7 (262 — LB (3 + 04))
+B7'py — Ri — Ry + Rs + Ry

= —M ' (p2— Fy;(b)) = (L= M)B'M g4 — Ry — Ry + Rs + R,

= —M ' (p2— Fy;(b)) = (L+ M) "M~ — Ry — Ry + Ry + Ru.
Puisque Fj s est une solution classique de (4.1), d’apres le Lemme 1.6.11, (2.4) reste vrai, ainsi
ona Iy (b) € (D(M), X)gy1,,. Or py € (D(M), X) et o4 € (D(M), X);, 1, on en déduit
que Ky € (D(M), X),

1
2+;zp

41, Cequi donne le résultat. O
>
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4.4.2 Preuve du 2. du Théoréme 4.4.1 (Conditions aux bords (CB3))

Dans toute la suite, on suppose (Hi), (Hsz), (Hs3), (H4), (Hs) et (Hg). Maintenant, on
démontre le Théoreme 4.4.1 pour les conditions aux bords (CB3). La preuve est divisée en
deux étapes. Tout d’abord, on montre l'unicité de la solution de (4.1)-(CB3) en déterminant
les constantes K, i = 1,2,3,4, de la formule de représentation (4.16). Puis, on montre que la
formule obtenue est une solution classique.

Démonstration.
Premieére étape : Unicité.
On suppose que (4.20) soit vérifiée. Si u est une solution classique de (4.1)-(CB3) alors,

comme dans la section précédente, u vérifie (4.24). Puisque Fp s satisfait (4.17), on applique les
conditions aux bords (CB3) & M ~'u(-) afin d’obtenir,

([ - eCM) M taq + (I - eCL> Mo,

+ (I+ecM) M as + (I+€CL> Moy = M-'py (4.34)
— _ cM -1 . _cL -1
(I eM) M_lal (I e )M_ Qo 7 .
+(I+€C )M ag + (I+eCL)M oy = M ty,.
M (I+ GCM) Moy + L ([+ €CL> M,
4.36
FM (1= M) Mg+ L(1=eT) My = M7 (= Fy (@) o
(I+eCM) Moy + L (I+eCL) My
4.37
(1) My (T e My = 0 (R @)

Notons que I'on considére M~ 'u(x) pour p.p. x € |a,b[, car on ne sait pas si o; € D(M),
i=1,2,3,4. De plus, en sommant (4.34) avec (4.35) et (4.36) avec (4.37), on obtient le systeme
abstrait

2(1+ecM)M as+2 (I +eF) M ay = M~ (o1 4 )

I — €CL M (0%)

M (T4 ™) M~y + 2L (T +¢F) M ag = M~ (g5 + 4 — By (0) — Fy 4 (a)

M(I—i—eCM)M Yog + L (I + eF

(7+e)
—(1=¢)
+(eCM+I)M a3+(eCL+I)M ay = M~y
(7+e)
(Z+et)pr
(7 =)

M (I—=eM)M oz — L(I—e") M ay = M~ (04— Fy; (b))
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On en déduit alors que le systeme précédent est équivalent a

(I—i—eCM)M a+<[+eCL)M ay = M~ (9014-302)

“)

3+ 4 — F (b) Féf())

—(I—eCM>M_loz1—(I—e )M g =

_M(I—GCM)M_lag—L(I—€CL) _

(25
M(I+eM) My + L(I+e*) M lay = (
(=

Vg — (b)_'_F(;f())'

D’ou les deux systemes suivants :

(1—eM) My + (I —eT) Mty = M (9"1 _ 902)

2 (4.38)
M(I+eM) M7 o+ L(I+et) M lay = Mgy,
et
([+eCM) M’1a3+(1+ CL)M lay = M (<p1+g02>
2 (4.39)
M(I—eM) M ag+ L(I—et) Moy = Mg,
ou
+ @y — F) s(a) — F] (b — 4 — F{ ¢(a) + F} (b
By = ¥3 T P4 og( ) o,f() ot Gy = P3 — P4 og( ) o,f( ) (4.40)

Ainsi, la détermination unique des constantes oy, i = 1,2, 3,4, est équivalente a montrer que
les matrices A; et Ay des systémes (4.38) et (4.39) on un déterminant inversible.

D’apres (4.12), on obient L — M = B(L + M)~ sur D(M), ainsi on a
(I —eM)M1 (I —eLyM—1

M+ MM LI +e")M™!

= (I=eMMTLI+ e )M = M+ e )M — )M ™!

(I = ML + ) = M(I + eM)(I = e)) M2

det(A;) =

(
= (L= M — (L= M)e M — (L4 M) (eM = et)) M2

(B(L+ M) = B(L+ M) M) (L4 M) (M = eF)) M2
= B(L+ M) (I =M — BT L4 M)? (e — e)) M2
= B(L+M)'M™?U,
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et de la méme maniere
(I + eMyM1 (I + )M
M(I —eM)M=1 LI —et)yM1
(I + eM)(I = ey = M(I = eM)(I + e)) M~

det(Ag) =

(1t
= (B(L+M)™" = BL+ M) 4 (L4 M) (e — eF)) M2
= B(L+M)™ (1 — M L BT L4 M)? (e — et )) M2
= B(L+M)'M™?V,

ou U et V sont donnés par (4.2). Puisque, d’apres (Hg), U et V' sont inversibles avec inverse
borné, on déduit de (4.38), (4.39) et (4.40), I'expression des «y, i = 1,2,3, 4.

1
o = SBML+MUT (LT + ™) (o1 — 2) — 21 — )5
1
0y = —5B7 L+MU1[MI+eCM o1 — p2) = 2(I — M) |
X (4.41)
ap = SBTHL+MVTLU = eF)(pr +00) — 2L + )3
1 -
aq = —53‘1(L + M)V [M(I — e (o1 +¢2) —2(1 + BCM)@z] :
Notons que, puisque Fy s € W*P(a,b; X) N LP(a, b; D(M*)), d’apres (2.4), on a
Fyf(a) € (DOM). X)yp1, et Ej,(0) € (D). Xy, (4.42)

En combinant cela avec (4.20), on obtient que Fj ((a), Fy (), ¢i € D(M?),i=1,2,3,4. Ainsi,
toutes les égalités précédentes sont bien définies. Cela montre que la solution classique du
probleme (4.1)-(CB3) est caractérisée par (4.24), (4.40) et (4.41).

Seconde étape : Existence.
I1 suffit de prouver que u, dont I’expression a été déterminée dans la premiere étape, est une
solution classique de (4.1)-(CB3). D’apres le Lemme 2.4.1, on a

U'=I+Ry et V'=I+Ry.
On pose T := L ou M. Ainsi, d’apres le Lemme 2.4.1, il existe Ry et Ry tels que
RU(X),R\/(X) C D(MOO), RyT =TRy et RyT =TRy.
On en déduit qu’il existe R; € D(M®), i = 1,2, 3,4, tels que
1 -
Q= §B_1(L + M) [L((pl — QOQ) - 2301} + Rl

1 -
Qy = —§B_I(L + M) [M(p1 — 2) — 2¢1] + Ry

1 -
az = §B_I(L+M) [L(p1 4 @2) — 2¢2] + Ry

1 ~
0y = —53_1(L+M)[M(<P1+902)—2902]+R4-

123



Chapitre 4. Généralisation

Ainsi, d’apres (4.23) et (4.40), on obtient

Ky = BN L+ M) Ly — g3+ Ff j(a)] + R

|
|
Ky = (L+M)[Mg01 s+ ) 4(a
Ky = =B YL+M)[Mgs+pi—Fy,

Ky = B7NL+M)|[Lps+ @i~ Fj ;(b)] + Ry
)}‘i‘Rs

b)| + R,

(4.43)
(a
(

avec R; € D(M®), i =1,2,3,4. On pose
K = Ki+Ky et Ky := Ky+ Ky,
de ce fait, d’apres (4.24), pour x € la, b,
u(x) _ e(x—a)MKI + e(b—m)MK2 + (e(x—a)L _ e(w—a)M) Ks+ (e(b—m)L _ e(b—a:)M) K, + Fo,f(x)-

D’on, puisque ¢1, 2 € (D(M),X)M%’p, d’apres (4.10), (L + M)(L — M) = B, ainsi on a

Ki=K +K3s=BYL+M)(L—-M)p,+R +Ry=¢1 +R+Rs € (D(M), X)3y1,,
de la méme maniere,

Ky=Ky+ Ky=B YL+ M)(L—-M)py+ Ry +Ry=ps+Ry+ Ry € (D(M), X)31,.
Ainsi, d’apres le Lemme 1.6.12, le Corollaire 1.6.13 et (4.22), on obtient que

up : x> eTTOMEC 4 QO M g

vérifie
usr € WH(a,b; X) N LP (a,b; D(P?)) et ufy € L (a,b; D(P)). (4.44)

Donc, d’apres (4.42), (4.20), My, 3, Fy ((a) € (D(M), X)
que

D’apres (4.43), on en déduit

2+1.p°
Ky € (D(M). X),, 1,
D’ou, d’apres le Corollaire 4.3.8 et (4.22), on obtient que vg, : x (e(x_“)L - e(x_“)M) K;
vérifie

v, € WH(a, b X) N L7 (a,b; D(P?)) et i, € L7 (a,b; D(P)). (4.45)

Par les mémes arguments, vk, : © — (e(‘”*“)L - e(‘”*“)M) K, vérifie
v, € WH(a,b; X) N L7 (a,b; D(P?)) et wf, € L (a,b; D(P)). (4.46)

Puisque Fj s est une solution classique de (4.1), d’apres (4.44), (4.45) et (4.46), on en déduit
que u est une solution classique de (4.1)-(CB3). O
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4.4.3 Preuve du 3. du Théoréme 4.4.1 (Conditions aux bords (CB4))

Démonstration. On procede de la méme maniere que dans la preuve précédente.
Premiere étape : Unicité.

On suppose que (4.21) est vérifiée. Si u est une solution classique de (4.1)-(CB4), alors u
est donnée par (4.24).

Puisque Fy s vérifie (4.17), on peut appliquer les conditions aux limites (CB4) a
M~ (a), M1 (b), M~2u" (a), M 2" (b),

afin d’obtenir

M (1 4 eCM> Mo, + L (1 + eCL) Moy,

+M (I — SCM) M tas+ L (I — eCL) M tay = M (901 ~ Ry, (a)) 7 (4.47)
M (GCM + I) M ta; + L (eCL + ]) Mo,
+M (eM—T) M lag+ L (e~ )Moy = M~ (p2— Fy; (b)), (4.48)
M? (1= e™) M~2ay + L* (1 — ) M0y
L2 (I I ecM) M2as + L2 (1— I 6cL) M2, = M2, (4.49)
M2 (e — 1) M™%y + L2 (e — 1) M~%a,
(4.50)

M (eM 4 T) M2+ L2 (e + 1) M2y = M2,
Notons que l'on considére M ~'u(z) et M~2u(x) pour p.p. z € Ja,b[, car on ne sait pas si
a; € D(M), i =1,2,3,4.
En sommant (4.47) avec (4.48) et (4.49) avec (4.50), on obtient le systéme abstrait

2M (T+eM) Mty + 2L (I + e ) Moy = M~ (@1 + g2 — Fy 4(b) — Fy 4(a))

My = M7 (9 — Fy £ (b))

(7+¢)
(< +7)
(< =1)
2M? (I + ™) M0z + 207 (1 + eX) M0y = M~ (g3 + 1)
(< = 1)
(< +7)
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On en déduit alors que le systeme précédent est équivalent a

M ([—i— GCM) M71a1 + L (I + €CL) ]\471062 — Mt <<,01 + @2 — F(/),f

/ (b) — Fé,f(a)>

M (eCM - I) M as + L (eCL ~ I) Mo, = M™!

M? (] + GCM) M 203+ L? ([ + @CL) M20, = M2 (903 + 904)
M2 (e — 1) M0y + L (e — 1) M 20y = M~? (
ce qui mene aux deux systemes du second ordre suivants

(I + eCM) ap+ LMt (I + eCL> ay = M7y,

- 451
(1= e art 22072 (1 =Py = 272 (B 91), 45
2
et
(IT=eMaz+ LM (I =)oy = Mg
(4.52)
(14 ™M) ag+ 2M72 (T4 eP)ay = M2 (P02,
ou
+ 9 — F} +(a) — F} (b — 9 — F (a) + F, (b
By = 1T P2 o,f( ) o,f() ot @y = Y1 — $2 o,f( ) O,f( ) (4.53)

2 2

Soient A; et Ay leurs matrices correspondantes. D’apres (4.12), L — M = B(L + M)™!
D(M), ainsi on a

I4eM LM (T+eh)
I — M [2)[2 (I . ecL)

det(A,) =
= L*M (I — eI +eM)y — LM~ Y1 + e)(I — M)
= (L= M)~ (L= M) 4 (Lt M) (e — L)) LM
— (B(L+M)™" = B(L+ M) M 4 (L4 M) (e — ) LM
= BLM™(L+M)™ (I - 4+ gL 4 M) (M — eF))
= BLM *(L+ M)V,
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et

I—e™M LMY —et)

I+eM L2M~2(I + eh)

= L*M (I —e™)(I +e) — LM (I — e5) (I + M)

= ((L=M) = (L= M) — (L 4+ M) (M — ")) LM

det(Ag) =

= (B(L+M)™ = B(L+ M) e ™M — (L4 M) (e — ) LM 2
= BLM*(L+ M) (I — M = BHL+ M)? (eM = et))
= BLM *(L+ M)'U,

ou U et V sont donnés par (4.2). Puisque, d’apres (Hg), U et V sont inversibles dans £(X), on
déduit de (4.51), (4.52) et (4.53) que

1
= SBL+ MV = LMo — (T+ )M (0 — )]

1
0y = —o B L+ M)V = eM)ML TGy — (4 ™)L g — )

1 (4.54)

as = B NL+MU 201+ ) LM "Gy — (I — ") M (ip3 + )]

1
ar = 5B LAMUT 21+ eM)MLT Gy — (I = ™M) L7 (o3 +0a)] -

Ainsi, d’apres (4.23) et (4.54) on obtient 'unicité de la solution de (4.1)-(CB4).

Seconde étape : Existence.

Soit u, déterminée dans la premicre étape, alors u est aussi donnée par (4.24). De ce fait,
d’apres (4.22), il suffit de montrer que Ky, Ky € (D(M), X)3,1, et K3, Ky € (D(M), X)
p7
D’apres le Lemme 2.4.1, il existe R; € D(M*), i = 1,2, 3,4, tels que

1.
1+;,p

1
a1 = ZB7NL+M) 2LM @1 — M5 — 1)| + Ry

1 _ _
ap = —5BHL+M)[2ML o1 — L7 (03— pa)| + Ry

1 - _
a5 = SBHLA+M)[2LM gy — M7 Hps + 0a)| + Ry

1 - _
ay = —§B—1(L+M) 2M L™ — L7\ (05 + 04)| + Ra.

Ainsi, d’aprés (4.23) et (4.53), il existe R; € D(M®™), i = 1,2, 3,4, tels que
Ky = BN L+M)[LM (g1 — F ;(a)) = M 'gs| + Ry

Ky = B L+ M) [LM ™ (=2 + Fy ;(b) — M~'4| + Ry

) —
ML (1 — Fy y(a)) — Lil@s} + Ry

[ (4.55)
(ML (s + Fy 1 (0) = L] + B

Ks = —B YL+ M)
Ky = —B YL+ M)
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Puisque
o1, 14 4(a) € (D(M), X) et @3 € (D(M),X)

1 1
2+5p 1+5.p0

alors d’apres (4.10), on a L?> — M? = B sur D(M?) et d’apres (4.12),ona L—M = B(L+M)™!

sur D(M). Ainsi, on obtient

K, = K+ K;

= B L+ M) [(LM™ = ML) (g1 — Fy (@) + (L7 = M~V)gy] + B + By

= BN L+ M) (I = M)M ™' L™ (1 — Ff g(a) — (L = M)M ™ L™ 5] + By + Ry

= B7NL+ M) [BM L7 (o1 — F} p(a)) = B(L+ M)"' M~ L3 + Ry + Ry
= (L+ MM 'L (1 = Fyg(a)) = M7 L7 g+ Ry + Ry € (D(M), X)3, 1 -

De la méme maniere, puisque
oo, Fyg(0) € (DOM), X)ya, et i € (DOM), Xy,
alors d’apres (4.10) et (4.12), on obtient

Ky = Ky+ Ky

— BN+ M) (LM = ML) (=2 + By (5) + (L7 = M) + o + oy

= BN L+M)[(L? = M)M LY (—pa + F} (b)) — (L — M)M 'L ~py] + Ry + Ry

= B7NL+ M) [BM™'L™ (—ps + F 5 (b)) = B(L+ M)"'M~' L™ 4| + Ry + Ry

= (L+M)M'L7NF; ;(b) — p2) — ML 0y + Ry + Ry € (D(M), X)
Ainsi, d’apres le Lemme 1.6.12, le Corollaire 1.6.13 et (4.22), on obtient que
upr o eFTOME 4 e(b_gc)Mf(Q,

vérifie

up € W (a,b; X) N LP (a, b; D(P2)) et uhy, € LP (a,b; D(P)).

De plus, d’apres (4.21) et (4.42),
(L+ MYpr, (L + M)Fy y(a), gs € (D(M), X), 1,
d’apres (4.55), on en déduit que
K; e (D(M),X)H%m.
D’ot, d’apres le Corollaire 4.3.8 et (4.22), on obtient que

Vs @ T — (e(x_“)L — e(x_“)M) K,

vérifie

Vg, € WP (a,b; X) N LP (a, b; D(P2)> et Vi, € LP (a,0; D(P)) .

128

1 .
3+;,p

(4.56)

(4.57)



4.4. Le Théoréeme principal

De méme, puisque
(L + M)ps, (L + M)Eg (), o4 € (D(M), X141,
d’apres (4.55), on en déduit que
Ki€ (D(M). X)y,1,
Ainsi, d’apres le Corollaire 4.3.8 et (4.22), on obtient que

Vg, @ T (e(z_“)L - e(r_“)M) Ky,

vérifie

v, € WH(a,b; X) N L7 (a,b; D(P?)) et v, € L7 (a,b; D(P)). (4.58)

Puisque Fp ; est une solution classique de (4.1), d’apres (4.56), (4.57) et (4.58), on en déduit
que u est une solution classique de (4.1)-(CB4). O
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Chapitre 5

Probleme de transmission lié au biharmonique

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on utilise ici les résultats du chapitre 2 afin de traiter le cas d'un probléme
de transmission entre deux habitats juxtaposés avec une interface commune. La motivation ici
est I’étude de problémes ne faisant intervenir que le bilaplacien, cette derniere étant étendue a
des opérateurs plus généraux.

Notons que 'on étudiera au chapitre suivant un probléme de transmission similaire utilisant
les résultats du chapitre 3 et permettant de considérer comme cas particulier des opérateurs
combinant laplacien et bilaplacien.

Plus précisément, on considere 'ouvert cylindrique 2 = Q_ U €, de R” constitué des deux
habitats juxtaposés

Q- = Ja,y[xw
Qp = bl xw,
et de leur interface
I'={y} xw,
oll w est un ouvert borné régulier de R™~!. On considére les équations linéaires stationnaires
sulvantes
(EQur) k_A*u_= f_ dans Q_
d
P kiA2uy = f, dans .,
ol

_J u- dans Q_ ¢ f= fo dans €Q_
= uy dans Qg ¢ | fy dans Qg

avec f donnée dans LP(a,b; LP(w)) = LP(Q2), et ky, k_ des réels non nuls. Le fait de ne considérer
que le bilaplacien permet ici de considérer k et k_ de signe quelconque.

Les variables d’espace sont notées (z,y) avec = € |a,b| et y € w. Les équations précédentes
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sont considérées sous les conditions aux bords

u_(z,{) = 0, z¢€la,y[, ¢ € 0w

(1) uy(z,) = 0, =€ ly,b], (€ 0w

Au_(z,() = 0, z€la,v|, ¢ € 0w

(CBeap) Auy(z,() = 0, z€lv,b[, ¢ € 0w
o) auf(a,y) = o1 (y), uilby) = ¢ (y), yew
@y = e S0y = @) yew

(i et i seront données dans des espaces appropriés) et sous les conditions de transmissions

U_ = Uyp sur [’
Ou_ Ouy
o e M
(CTedp>
k-Au_ = kiAuy sur T
OAu_ 0Au
k_ - k. 8x+ sur I

Les deux premieres conditions aux bords de (1) dans (CB.gp,) signifient simplement que les
individus meurent quand ils atteignent les autres parties des bords Ja, b[ X dw (c¢’est-a-dire que
I'on a un bord inhospitalier) ; les deux derniéres conditions de (1) signifient qu’il n’y a pas de
dispersion dans la direction de la normale. On en déduit que la dispersion s’annule sur |a, b[x dw,

ce qui se traduit par
{ Au_ =0 sur J]a,y[x0w

Auy =0 sur |y, b[x0w.

Dans (2) de (C'B.gp), la densité de population et le flux sont donnés, par exemple sur {a} xw
et sur {b} x w. Cela signifie que les habitats ne sont pas séparés.

Dans (CT.4p), les deux premieres conditions de transmission traduisent la continuité de la
densité et de son flux a U'interface, alors que les deux secondes modélisent (en un certain sens)
la continuité (ou proportionnalité) de la dispersion et de son flux en I

Notons que lorsque 1'on considere différents types d’habitats, la réponse des individus a
I'interface est importante pour le comportement du mouvement général.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante :

Dans la section 5.2, on transforme le probleme de transmission EDP en un probleme de
transmission opérationnel (P).

Dans la section 5.3, on détaille nos hypotheses sur 'espace X et 'opérateur A; puis on
effectue quelques remarques sous forme de conséquences sur nos hypotheses.

Dans la section 5.4, on fait tout d’abord une remarque importante dans laquelle, on définit
les problemes auxiliaires (P, ) et (P_) ainsi que la notion de solution classique du probleme (P) ;
puis on rappelle deux lemmes techniques avant de montrer ’existence et ['unicité de la solution
des problemes (P, ) et (P_). Ensuite, on établit un théoréme technique qui montre I’équivalence
entre la résolution du probleme (P) et la résolution d’'un systeéme linéaire opérationnel a deux
inconnues.

Dans la section 5.5, on démontre le résultat principal, le Théoreme 5.5.1, qui donne ’exis-
tence et 'unicité d’une solution classique u au probleme (P).

Finalement, dans la section 5.6, comme conséquence du Théoreme 5.5.1, on obtient le Co-
rollaire 5.6.1 qui établit existence et 1'unicité d'une solution u du probleme (P.qp).
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5.2 Formulation opérationnelle

Dans cette section, on présente tout d’abord le probleme EDP noté (P.q4,) qui est composé
de (EQedp) — (CBegp) — (CTegp). Puis, en utilisant 'opérateur Ay (que l'on rappelle), on réécrit
ce probleme sous la forme d’un probléme opérationnel. On généralise ensuite en remplagant A
par un opérateur A.

On considere le probleme

E_A%u_ = f_ dans €2_
k+A2U+ = f+ dans Q+
u-(z,¢) = 0, z € a,v[, ¢ € 0w
U+(CC, C) = 07 S ]’}/,b[, C € Jw
AU_(SL”C) = 07 LS ]a77[7 C € dw
AU+(I7C) = 07 LS ]’%b[a C € Jw
u-(a,y) = v1(y), YeEW
ur(b,y) = ¢i(y), yYeEw
P, ou_ _
(Feap) S (@Y = ¢y, yew
Ouy _ ot
e (by) = ¢3(y), Yew
Uu_ = Ut sur I'
6u_ 8U+
87 = W sur F
k_Au_ = ki Auy sur [
OAu_ OAu,
k_ ax = k/'_i_W sur F

On rappelle la définition de U'opérateur linéaire Ay, 'opérateur laplacien dans R"~!, n € N*\ {1}
D(Ap) :=={v € W*P(w) : ¢ = 0 sur dw}
{ Vip € D(Ap), Aot = Ay
Ainsi, en utilisant I'opérateur A, et les notations usuelles

fi(x> = fi<x7 ')/kﬂm

(5.1)

uy(z) == us(z,) et
le probleme (P.4,) devient

(4)

u(2) + 2A0u" (2) + ABu_(z) = f(x), pp z€la
ul (@) + 2400 () + AJus(¥) = filx), pp.x€ly,b
u(a) = o1, ugd) = ¢f

u (a) = ¢y, ui(d) = @3

u-(v) = u(y)

u’ () ()

k_u” (v) +k-Aou_(y) = kil (7) + kiAouy(y)
kou® () + koA () = kaul) () + kAo, (7),
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ou
f-€ L(a,y; LP(w)), [+ € LP(7,b;LP(w)) avec p €], +oo].

On considére une généralisation de ce probléme en remplagant LP(w) par X, un espace de
Banach complexe de type UMD (voir Théoréeme 1.5.4) et (—Ag, D(—Ay)) par (—A, D(—A)) un
opérateur BIP d’angle 64 € [0, 7[ sur X, (voir Définition 1.3.17).

Plus précisément, on étudie le probleme de transmission (P) suivant :

W (@) + 240" (2) + A%u_(z) = f_(z), p.p x€la,q]
(

(EQ) {

uf) z) + 240 (2) + A%ui(x) = fi(x), p.p.x €]y
(CB){ U/—(a = 90{, uj‘(b) = 901;
u_(a) = ¢y, U (b) = ¢;

(CT)

u
ku’(v) +k-Au_(v) = kiull(y) +kiAug(y)
kou® () + ko Au (1) = kel () + keAd, (7).

Les conditions de transmission (CT') se divisent en

u(y) = uy(y)
Ul,(’}/) = u+(’7)a

(CT1) {

ko’ (3) +h_Au_(3) = keul(7) + ks Aus(y)

cT2
| ){ k() + ko Au () = k() + by A (7).

Notons que (CT2) est bien définie d’apres le Lemme 1.6.11.
On cherche une solution classique du probleéme (P), qui est une solution u telle que

u- =y, € W(a,v; X) N LP(a,v; D(A?)), u” € LP(a,v; D(A))
Lo € WHP(y,0; X) N LP(v,b; D(A%)), w/ € LP(v,b; D(A)),
et qui vérifie (EQ) — (CB) — (CT).

Uy = 'LL|

5.3 Hypotheses

Dans la suite de ce chapitre, (X, || - ||) est un espace de Banach complexe, k., k_ € R* et
A désigne un opérateur linéaire fermé dans X. Une partie des résultats de ce chapitre utilise
le célebre Théoreme de Dore-Venni (voir Théoréme 1.7.4 du Chapitre 1 ou l'article [12]) et sa
généralisation due a J. Priiss et H. Sohr (voir le Théoreme 1.5.7 du Chapitre 1 ou l'article [38]),
qui nécessite de considérer un espace X de type UMD. (voir Théoréme 1.5.4 du Chapitre 1).
On suppose que :

(Hy) X est un espace UMD,
(Hs) A est un opérateur linéaire inversible,

(H3) —A € BIP(X,04) avec 04 € [0, 7|,
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Certains de nos résultats nécessiteront des hypotheses supplémentaires :

(Hy) o(A)C]—00,0[ et VOe]0,x[, sup [[NAT — A) | zx) < +oo,
AESy
(Hs)  kik- >0,

Notons que (Hy) signifie que —A est un opérateur sectoriel d’angle 0 (voir Définition 1.1.29).
On donne maintenant quelques conséquences sur nos hypotheses.

Remarque 5.3.1.

1.
2.

5.4

Notons que Aq vérifie toutes les hypotheses précédentes avec X = L(w), ¢ € ]1, +00].

Afin de résoudre chaque équation de (E'Q) dans le cas scalaire (avec —A > 0), il est
nécessaire d’introduire les racines v/ —A de I’équation caractéristique

Xt 4+ 2AX%+ A2 =0,
c’est pourquoi dans notre cas opérationnel, on considere I'opérateur
M= —v—A.

Gréce a (Hj), —A est un opérateur sectoriel, d’ou l'existence de M (voir M. Haase [23]).

. D’aprés (Hy) on en déduit que 0 € p(M) (voir M. Haase [23], Proposition 3.3.1, e),

p.62).
D’apres (Hs) et M. Haase [23], Proposition 3.2.1, e), p. 71, on en déduit que

—M € BIP(X,04/2).

. Enfin, puisque /2 € [0,7/2[, M génére un semi-groupe analytique (e*™),~q (voir

J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 2, p.437). Notons que pour tout o > 0, on a
—aM € BIP(X,04/2).
maM)

D’ot, M génére un semi-groupe analytique (e 230-

Résultats préliminaires

Afin de résoudre le probléme (P), on introduit deux problemes :

et

u(f)(x) + 24u" (z) + A%u_(z) = f_(z), p.p. € la,7],

(@) = o1, u(y) = i,

(Po) 3w
u' (a) = oy, U (y) = o,

~— —

u(2) + 240 (z) + A%uy(z) = fr(x), p.p. T €y b,
(P up(y) = w1, wpd) = o,

!/

u' () = o, (D) = ¢3.

Remarque 5.4.1. On obtient que u est une solution classique de (P) si et seulement s'il existe
1,19 € X telles que :
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(i) wu_ est une solution classique de (P_),
(ii) wu, est une solution classique de (P,),

(i) w_ et uy vérifient (CT2).
Notre but est donc de montrer qu’il existe un unique couple (11, 12) qui vérifie (i), (ii) et (iii).

D’apres la remarque précédente, pour résoudre le probleme (P), il nous faut tout d’abord
résoudre les problemes (P,) et (P-). Afin de simplifier les notations, on pose

c=v—a>0 e d=b—v>0.
Tout d’abord, on a besoin d’un résultat d’inversibilité obtenu dans la section 2.4.2 du Chapitre 2.
Lemme 5.4.2. Les opérateurs U_, Uy, V_, V. € L(X) définis par

U. = I—e*M 4 2eMe™, Uy = I—e*M 1 2dMe™,
Ve = I —e*M —2cMe™,  V, = I—¢*M _2dMeM,

sont inversibles avec inverse borné.

Toutes ces exponentielles sont bien définies grace au point 3. de la Remarque 5.3.1. Pour
une preuve détaillée, voir chapitre 2, section 2.4.2, Proposition 2.4.5 avec b—a = cou b—a = d.

5.4.1 Le probléme (P_)

Proposition 5.4.3. Soit f_ € LP(a,v; X). On suppose que (Hy), (H2), (Hs) et (Hy) sont
vraies. Alors il existe une unique solution classique u_ au probléme (P_) si et seulement si

ortn € (D(A), X)1 o, et 9y, € (D(A), X) i1 g, (5:3)
De plus
u(e) = (M — eI oy 4 (@ — a)el® M — (7 — 2)e0 M) o
T (M 4 (0=0MY 0y 4 (2 — @)@ DM 4 (3 — )M oy + F () (5.4)
o1l
ar = —fU V(T4 (I + M) e™) gy + ce™ ) + 37
a7 - iv (T ey avn (1= M) ) + o
a; = V P(T = (T4 M) e™) by + ceMapy) + 35
a; = ;V P(1 = ™) My + (T+eM) ) + &5,
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avec
~ - 1 —1 — cM - — — / /
o= U (er + e (o1 +c (Mo + 95 — FL(a) = FL(7))))
~ — 1 -1 — — / /
pr” = —5UT (Mpr 05 + FL(a) + FL(3))
1 -1 _cM — — ! !
—5UeM (M — o5 = F'(a) = FL(3))
(5.6)
~ 1 —1 — cM - — — / /
P o= Vo (or —eM (o1 +c(Mer + 95 — FL(a) + FL(7))))
~ — 1 -1 — — / /
b= Vo (Mer — 93 + F'(a) = F/(7))
1. _ _
+5 Ve (Mey + 9y — F(a) + FL(7)).
et F_ est ['unique solution classique au probleme
u(z) + 240" (z) + A%u_(z) = f_(z), p.p. v € Ja, 9] 57)
u—(a) = u_(y) = u’(a) =u(y) = 0.

Démonstration. D’apres le Chapitre 2 (Théoreme 2.4.2, 2.), il existe une unique solution clas-
sique u_ au probleme (P_) si et seulement si (5.3) est vérifiée. De plus, la formule de représen-
tation de u_ est donnée dans le chapitre 2 a la section 2.4.2 par (2.32), ot u, f, b, Fo 1, ¢1, ¢2,
©3, 4 sont respectivement remplacées par u_, f_, v, F_, ©1, U1, @5, ¥y. Cela prouve que la
formule de représentation de u_ est donnée par (5.4), (5.5) et (5.6). O

Remarque 5.4.4. Dans la proposition précédente, grace a (5.3), (5.5) et (5.6), on a
ay,a; € D(M?) et ay,a; € D(M?)
De plus, F_ étant une solution classique de (5.7), d’apres le Lemme 1.6.11, pour j =0,1,2,3
F9(s) € (D(M), X)

5.4.2 Le probleme (P,)

Proposition 5.4.5. Soit f, € LP(vy,b; X). On suppose que (Hy), (Hz), (Hs3) et (Hy) sont
vraies. Alors il existe une unique solution classique u, au probleme (Py) si et seulement si

gpii_adjl € (D(A)aX)l-i-%p et 903_777&2 € (D(A)7X)1+%+i7p‘ (58)
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ot
1
af = SUZ((T4+ (I +dM)e™) oy + de™ i) + 5
1
e L LG IO S
5.10
1
ag' = §V_~__1 (([ — (I +dM) edM) P — dedMV,ZJQ) + @;f
1
af = Vi (T —e™) Moy — (T + ™) ) + &1,
avec
. |
At o= U (of +e™ (of +d(Mef — 9] + Fi(y) + FL(b)))
. |
Gt = LU (Mgt et — L)~ FL)
IR
+R U™ (Mo — o + FL(y) + FL(0))
(5.11)
. 1,
pyt = SV (o = e™ (of +d (Mg — 5 — FL(v) + FL.(b))))
. |-
ot = =gV (Mgt +¢f + FL(v) - FL.(b))
1.
o Vite™ (Ml —¢f = FL(3) + FL(0).
et Fy est l'unique solution classique au probléeme
{ uf)(x) + 24uf () + APuy(2) = fi(x), pp. v €]y, b (5.12)
ui () = uy(b) = wi(y) = w(b) = 0.

Démonstration. D’apres le Chapitre 2 (Théoreme 2.4.2; 2.), il existe une unique solution clas-
sique u au probleme (P, ) si et seulement si (5.8) est vérifiée. De plus, la formule de représen-
tation de uy est donnée dans le chapitre 2 a la section 2.4.2 par (3.34), ou u, f, a, Fo 1, ¢1, @2,
@3, 4 sont respectivement remplacées par u, fi, v, Fy, U1, o7, U2, ©3. Cela prouve que la
formule de représentation de u, est donnée par (5.9), (5.10) et (5.11). O

Remarque 5.4.6. Dans la proposition précédente, grace a (5.8), (5.10) et (5.11), on a
of ;af € D(M?) et of,af € D(M?)

De plus, puisque F est une solution classique de (5.12), d’apres le Lemme 1.6.11, on en déduit
que, pour 7 =0,1,2,3et s=7youb

FP(s) € (D(M), X)3_jy1 0
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5.4.3 Le systéme de transmission

Cette section est dédiée a la preuve du Théoreme 5.4.7 établi plus bas. Ce théoreme fait le
lien entre le probleme (P) et le systéme suivant

(P +P7) My — (P =Py )y = S

(Pf = Pr) Myn— (Pf + Py )y = Sa. 19

Les coefficients du systéme précédent sont donnés par

Pr o= ky (U+1 (1+e™) p vt (1- edM)z)

Pf o= ke (U4 V’l) (I — M) (5.14)

P o= ki (U ™) Sy (1+ edM)z)
et

P ke (U (1 e v (1))

Py o= ko (UZ1 4 V) (1= e2eM) (5.15)

Pro= ke (U (1= e v (1)),

Les seconds membres sont donnés par
S1= 2k, (&5 + 1) +e™ (8F — o)) —2k- (22 — &1) +e™ (&5 +61)) - M 25 (5.16)

ou

S ==k FO () + ke MPFL(7) + k- FP () — k- M*F.(7) (5.17)
et
Sy =2ks (05 +¢7) —e™ (65 — ¢7)) + 2k_ (87 —@7) —e™ (¢7 +@7)) . (5.18)

Théoréme 5.4.7. Soient f_ € LP(a,v;X) et f_ € LP(v,b; X). On suppose que (Hy), (Hs),
(Hj) et (Hy) sont vérifiées. Alors le probléme (P) a une unique solution classique si et seulement
si les données T, o7, U1 et ¥y vérifient

P11 € (D(A), X)iyn, el 93,05 € (D(A), X)1y1yp (5.19)
et le systéme (5.13) a une unique solution
(r.102) € (D(A), Xy 1 % (D(A), X)y1r (5.20)
Démonstration. Tout d’abord, on suppose que (P) a une unique solution classique u. On pose
Yr=u_(7) =up(y) et o =ul(y)=1u\(y)

On obtient que u_ (respectivement u, ) est la solution classique de (P-) (respectivement (P4 )).
Donc, en appliquant la Proposition 5.4.3 (respectivement Proposition 5.4.5), on obtient (5.19)
et aussi, d’apres (2.5), on a

U1 € (D(M), X)g,1, et tn € (D(M), Xy,
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Il reste a prouver que (1)1, 12) est solution du systeme (5.13). Pour cela, on utilise le fait que u
vérifie les conditions de transmission (C7'2). On a alors le systéme suivant

{ku(?’)(v) + koAu (y) = kal)(y) 4+ kA (y)
keu(y)  + k-Au_(v) = ki) + kpAus(y).
D’ou
by (P () = M () = ke (0P (9) = MPuL(3)) = 0
by (u(0) = MPup () = ke (u2(0) = MPu_(3)) = 0.

Or, pour tout z € |a,v[, on a

u_(z) = (e(zfa)M _ e(’Yfm)M) a7 + (<I —a)eEmaM _(y x)e('yfx)M) oy

+ (M =M a4 (@ — @)el M 4 (7 = 2)e0 M) af + F(a),

u () = M (e(l’_“)M + e(v_x)M) a; +M (e(x_“)M — e(”_“”)M> a; + F' ()
+ ((I + (z — a)M)e® M 4 (T 4 (y — x)M)e(W_I)M) ay
+ ((I + (z — a)M)e@ DM _ ([ 4 (y — x)M)e(W’I)M> ay,
u" () = M? (e(’:’a)M - e(V’I)M) ay + M? (e(””’“)M + e(””’“")M> az + F"(x)
+(@2M + (z — a)M?)e= M — (2M + (v — 2) M) M) oy
+ ((QM + (z — a) M) M 4 QM + (v — :c)MZ)e('V’“)M) oy,
u(_g)(x) _ M3 (e(z—a)M + e(w—x)M) o] + M3 (e(x—a)M _ e(w—z)M) O-/?? + FSS)([L')
- ((3M2 + (z — a) M3 OM 1 (302 + (y — x)M?’)e(“’_x)M) oy
+((BM? + (z — ) M) — (3M2 + (7 — 2) M*)e ™M ) .
Ainsi, on obtient
ke (WP () = M2 (7)) = ko (2M2 (14 eM) oy —2M2 (1 — M) o)
< ) - e =)
+k_FP(y) = k_M?F' (7).

Notons que, d’apres la Remarque 5.4.4, tous les termes de 1’égalité précédente sont justifiés. De
plus, d’apres (5.7), on a

k_ (u'i(v) - M2u_(7)) = —k_ <2M (] — eCM) ay —2M (I + eCM> a;) . (5.22)

De méme que précédemment, d’apres la Remarque 5.4.4, tous les termes de 1’égalité précédente
sont justifiés.
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De méme, pour tout x € ]y, b, on a

uy(x) = <e(z—v)M _ e(b—w)M) af + ((l, L 6(b—z)M) o

+ (e(zf'y)M + e(bf:r)M) al + ((x _ 7)e(ac—v)M +(b— x)e(bfm)M) af + Fo(z),

u (z) = M (e(“”M + e(b’“)M) of + M (e(m’V)M — e(b’x)M> of + F (z)
+ (([ + (z =) M) M 4 (T 4 (b— x)M)e(b_x)M> ag
+((I+ (x =) M) — (I + (b= 2)M)e" M) af,

" (ZL’) - M2 (e(m—w)M . 6(b—ac)M) ai}— + M2 (e(a:—v)M + 6(b—;zc)M) a;— + Fi(?[f)
+ ((2M + (z — ) M@ DM _ (M 4 (b — :c)M2)e(b’z)M) o
+(2M + (z = y)M?)el== M 1 (2M + (b — 2)M?)e®M) af,

uf)(x) — M3 (6($—7)M + 6(b—z)M) ail— + M3 (e(:v—”/)M . 6(b—;t)M) a;— + F_Eﬂ)(l,)
+
2

+ ((3M2 + (. — )M e@ M L (3M? 4 (b — 2) M3)et~DM) o
+((BM? + (z — ) M) — (30 + (b — ) M*)e®=M ) o
D’ou

k. (uf) () — M2u’+(fy)> = ki (ZM2 (I + edM) ag +2M? (I — edM) 041)

o (5.23)
ey () = ey MPFL(9).

Notons que, d’apres la Remarque 5.4.6, tous les termes de 1’égalité précédente sont justifiés. De
plus, d’apres (5.12), on a

ky (u'fr(v) - M2u+(7)> =k, <2M (I — edM) ay +2M ([ + edM> a+) : (5.24)
De méme que précédemment, d’apres la Remarque 5.4.6, tous les termes de 1'égalité précédente

sont justifiés. Ainsi, d’apres (5.21), (5.22), (5.23), (5.24) et (5.17),
le systeme (5.13) est équivalent a

ki (2]\42 (I + edM) ag + 2M? (] — edM) oz;f)

—k_ (Q.M2 (I—i— eCM) ay — 2M? (I — eCM) og) = S
ki (2M (I = ™) ag +2M (I + ™) af)

+k_ (2M (I — eCM) oy —2M ([ + eCM) a4_) = 0.
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On obtient alors le systeme suivant
ke (T+e™)of + (1 —e™)af)
—k_ ((I—i— eCM) Qg — (I — eCM) og) = —M2§

by (1= e™)af + (I +e™)af)
tho ((I=eM)ay — (I+eM)ag) = 0.

D’ou

(5.25)
k. ((oz;r + ozj{) — etM (a; — ai)

)
+k_ ((az_ — a4_) —eM (az_ + a[)) = 0.

Néanmoins, d’apres (5.10), (5.11), (5.5) et (5.6), on a

af +af = —;U;l ((I—l—edM) My, — ([— €dM) %) + @5

V(= ™) Moy — (T4 ™) ) + 61

of —af = U ((T+e™) My — (T — ™)) + 65

gVt (1= ™) My — (1 e™) i) — g

o oy = ;U_‘l ((1+ ™) My + (I = ™) o) + 55
1

V(1= e™) My + (T4 ™) ) + 5
o —ar = U7 ((T+e™) Mon+ (T- ™) o) + 35
gV (1= ™) My + (T4 e™) ) - 5.

Afin de résoudre le systeme (5.25), on doit calculer le déterminant de la matrice associée a ce
systeme. Pour cela, il faut séparer les coefficients de la matrice des termes sources.

On regroupe alors tous les termes sources dans deux opérateurs S; et Sy, définis par (5.16),
(5.18) et (5.17), que l'on isole du reste du systeme. Ainsi, on en déduit que le systeme (5.25)
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s’écrit

D’ou

N 7N 7N N /N N

R
v o v v Ty Ty
e e N
~ o~ e~~~

1_+1_+1,U,1_v_ Ty Ty
+ + + +

e systéme suivant

— — 1)\'/

De ce fait, en développant, on obtient
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qui a son tour donne

— kU (T = e™) 4y
) ¥
) ¥,
) = S
VT ( dM)2>Mw1

vV 1) (I €2CM) ¢ — Sl
(5.26)
( J:1) (I _ p2dM M,
ko (UM + V) (1= €M) My

vy = S

Ainsi, en utilisant (5.14) et (5.15) le systéme (5.26) devient le systéme (5.13). Ainsi, (¢1,15)

est bien solution du systeme (5.13).

Réciproquement, si (5.19) est vérifié et que le systeme (5.13) a une unique solution ()y, 1)

telle que

di € (D(A),X)y 1,

et Yy € (D(A),X)H_%_,’_%p,

alors en considérant u_ (respectivement ) 'unique solution classique du probléeme (P_) (res-

pectivement (P, )), on obtient que

|

dans €Q_

uy dans €,

est I'unique solution classique du probleme (P).
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5.5 Le Théoreme principal
Dans cette section, on s’intéresse a la résolution du probléme de transmission (P).

Théoréme 5.5.1. Soient f_ € LP(a,v;X) et fi € LP(vy,b; X). On suppose que (Hy), (Ha),
(Hs), (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u au probléme
(P) si et seulement si

¢l ¢7 € (D(A), X) et 3,035 € (D(A),X)

1+55.p I+i+2p-

Remarque 5.5.2. On peut généraliser ce théoréme en considérant un probleme de transmission
entre n habitats juxtaposés, avec n € N*. Il suffit d’utiliser le Théoreme 5.5.1 sur les deux
premiers habitats puis de 'appliquer au probléeme de transmission composé du second et du
troisieme habitat afin de résoudre le probleme pour n = 3. Enfin, par récurrence, on obtient le

résultat.

On démontre maintenant le Théoreme 5.5.1. Si le probleme (P) a une unique solution
classique, alors d’apres Théoreme 5.4.7, (5.19) est vérifiée.
Réciproquement, si (5.19) est vérifiée, alors grace au Théoreme 5.4.7, il suffit de prouver que
le systeme (5.13) a une unique solution telle que (5.20) soit vérifiée. Cette démonstration est
divisée en trois parties. Dans la premiere partie, on calcule explicitement le déterminant de la
matrice associée au systeme (5.13). Dans la deuxiéme partie, on montre I'unicité de la solution
en inversant le déterminant grace au calcul fonctionnel. Finalement, dans la derniére partie, on
prouve que (¢1,17) est bien une solution du systéme (5.13) en vérifiant que v, et 1) ont bien
la régularité attendue.

5.5.1 Calcul du déterminant

Dans cette section, on calcule explicitement le déterminant de la matrice associée au systéme
(5.13). On rappelle ici le systeme (5.13)

(P +Pr) My — (B =Py )by = S
(P = Py) My — (P + Py ) = S

on écrit alors le systeme précédent comme une équation matricielle AV = .S, ou

(0 Jou-() s-(3)

Afin de résoudre le systeme (5.13), on calcule le déterminant de la matrice A

P — Py
P+ Py

P4+ P) —
Py — Py

det(A) = —M (P + Py ) (Pf+ Py) M+ (P — Py )
= -M (PJP; + PPy + P Pf + P Py — (PJ)Q - (Pz_)2 + QPJP{)
Y (P;P; —(B) + PPy —(P) 4 PPy + PP+ 2P2+P2‘) .
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On commence alors par calculer les termes séparément. Ainsi, on a
2 2 2 2
PrPf = K2 <U;1 (I+e™) 4 vt (1-e™) ) <U+—1 (1= ™) 4 Vo (14 e™) )

= (U ) (- ey o (e s (- o))

O
' (]+6dM)4+<]_6dM)4 _ (]+26dM+62dM)2+(]_2edM+€2dM)2
_ (]+€2dM>2+4edM <I+e2dM) | 4e2dM
n <I+€2dM)2 _ feiM (I+62dM) | 4e2dM
= 2(1+M)" 4 82,
D’ou

PrPF =12 ((U+2 V) (1= ™) 42U Ve (142 4 8U+1V+1e2dM> .
De plus, on a
(P) = B (U7 +vi) (1 - )

= R U2+ V) (- ™) o un vt (-

2

On en déduit alors 'égalité suivante
Prpf - (Py) = &2 ((U;2 V) (1= ™M) 2u v (14 M) 48UV W)
B (U2 V) (1 - ™) - 220V (1 )
= 22UV ( (1 +eM) — (1 — ) 4 4eQdM)
_ DRRUTIV (14 26H 4 (M) (] gt 4 i) | g
- U (10 20)
= 16K3 UV, e,

De la méme fagon, en remplagant respectivement k., U;l, Vitetdpark_, U~ V-1et ¢, on
obtient )
PPy — (Py) =16k U~ Ve,

Ainsi, le déterminant de la matrice A s’écrit

det(A) = =M (16K U V™ 4 16k2 U V'™ 4 PPy + PP P+ 2P Py ). (5.27)
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5.5.2 Inversion du déterminant

Dans cette section on cherche a inverser le déterminant de la matrice A. Pour cela, on
utilise le calcul fonctionnel afin de réécrire les opérateurs définis dans (5.2), (5.14) et (5.15) et
d’inverser 'opérateur déterminant. Tout d’abord, on rappelle quelques notations classiques du
chapitre 1.

Soit 0 € ]0, 7|, on désigne par H(Sy) l'espace des fonctions holomorphes sur Sy, le secteur
d’angle 6 & valeur dans C (voir Définition 1.1.28). De plus, on considére le sous-espace de H(Sp)
suivant :

Exo(Sp) = {f € H(Sy) : f=0(=2"°) (|z2| = +o0) pour un s > O}.

En d’autres termes, £,(Sy) est I'espace des fonctions holomorphes & décroissances polyno-
miales en +o00. Soit 7' un opérateur sectoriel inversible d’angle 07 € 10, 7[. Si f € E(S5),
avec 0 € |0r,7[, alors, grace au calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels, on peut définir
f(T) € L(X) (voir Définition 1.3.6 ou M. Haase [23], p.45).

Soient § > 0 et z € C\ R_. On pose

ws(z) = 1 e VE 95 eV
{ vs(2) = 1—e 2V 4925,/ ze V5,
Ainsi, on a
Up = ug(—A), U_=u(-A), Vy=ua(-A) et V_=uv(-A).
De plus, quand u;s(z) # 0, vs(2) # 0, on note
Ba) = 36 (14 gt (1)
fia(z) = (u5'(z) + 05 (2)) (1— V%)

o) = 0 (1Y e (L)
95(2) = 16uz"(2)v5 " (2)e V>,

Ainsi, on a
P = ki fai(—A), Py = ki fa2(—A), P?)Jr = ki faz(—A)
Pr =k fur(—A), Py =k fus(—A), Pr =k fus(—A).

De plus, pour z € C\ R_, on définit

F(2) = kLga(2) + k2 ge(2) + kiko (far(2) fes(2) + for(2) fas(2) + 2faz(2) fen(2))

De ce fait, on obtient
f(=A) = 162UV e ™M 4 16k2 UV e*™ + PPy + Pr P+ 2P Py

Lemme 5.5.3. Pour tout x € R, si kpk_ >0, alors f(x) ne s’annule pas.
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Démonstration. Soit 6 > 0, d’apres le Lemme 2.4.3 de la section 2.4.2 du chapitre 2, pour tout
x >0, on a
us(x) >0 et ws(z) > 0.

De plus, d’apres (Hs), on en déduit que

fs1(x), fs2(2), f53(x), gs(x) >0

et vu que k k_ > 0, on obtient que

f(@) = Kiga(w) + k2 ge(x) + ki ko (far(2) fes(@) + for (@) fas(x) + 2fan(@) fea(2)) > 0.

D’apres (5.14), (5.15) et (5.27), on obtient
det(A) = =M f(—A). (5.28)

Notons que f € H(Sp), pour tout 0 € 0, x[.

Soient ', Cy deux opérateurs linéaires dans X. On note C; ~ (5 pour signifier que
Ci=Cy+ Y, ou ¥ est une somme finie de terme de type kM"e*™ avec k € R, n € N et
a € R%.. Notons que X est un terme régulier dans le sens :

Y e L(X) avec X(X)C D(M™):= () D(MF").

k=0
Puisque UL ~ I et Vi ~ I, alors en posant W = U, U_V,V_ ~ I on obtient
WP ~ 2k, I, WP ~ 2k_I,
WP ~ 2k.I, WPy ~ 2k_I,
WP ~ 2k.I, WPy ~ 2k_1I.

De plus, on a
W6ETW2U V™M ~ 0 et 16K WPUZ'V M ~ 0,

On en déduit alors la relation suivante
—M7'W2det(A) = 16k2WPULNVI M 4 16k> WUV M
—l—WPfLWPS_ + VVP{VVP;;r + 2WP2+WP2_

~ Akik_ T+ Ak k_I+ 8k k_I
(g 16k+k__[

Ainsi, on obtient

det(A) = —W M (16k+kl +> ij”je%'M) , (5.29)
jedJ

ou J est un ensemble fini et pour tout j € J :
k’jER,ﬂjEN et OéjERj_.
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D’apres (5.29), on a

det(A) = —16k, k- W >MF, (5.30)
avec k
F=1+Y —2 Meu (5.31)
4 16k h_
Pour z € C\ R_, on pose
- k. n;
=1 I (- Tem vz,
& =1+% (~vz)"e

Ainsi, F = f(—A) et d’aprés (5.28) et (5.30), on a
f(=A) = det(A) = =16k, k_W2M f(—A).
Donc, par construction, pour z € C\ R_, le lien entre f et f est

F(2) = 16k k_uz? (=) (=)0 2(2)o () (2). (5.32)
Proposition 5.5.4. L'opérateur F € L(X) défini par (5.31), est inversible avec inverse borné.

Démonstration. Notons que f, f € H(Sp), pour un 6 € )0, 7[ donné. De plus, pour z € C \ R_
et j € J, les fonctions 16:# (—/2)"™ sont de forme polynomiale. De ce fait, 1 — f € E(S).
D’apres le Lemme 5.5.3, on sait que ug, U, vq, v. et f ne s’annulent pas sur R7, on en
déduit alors, d’aprés Phypothése (Hs) et (5.32), que f ne s’annule pas sur R*.
Donc, en appliquant la Proposition 2.4.4, avec P = —A, on obtient que F' = f(—A) € £L(X)
est inversible avec inverse borné. O]

Finalement, on obtient le résultat suivant
Proposition 5.5.5. L’opérateur det(A), défini par (5.30) est inversible avec inverse borné.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.4.5, U,, U_, Vi et V_ sont inversibles avec inverse
borné. On en déduit alors que W2 est inversible avec inverse borné. De plus, d’apres (5.30), la
Proposition 5.5.4 et les hypotheses (Hs) et (Hs), on obtient que I'opérateur det(A) est inversible
avec inverse borné. O

5.5.3 Régularité de la solution

D’apres la Proposition 5.5.5, on a montré que le systéme (5.13) a une unique solution
(11,12). D’apres le Théoreme 5.4.7, il reste & montrer que

%G(D(A)aX) et ¢2€<D(A)7X)

Lg5.p AR L
Afin d’obtenir ces régularités, on doit étudier la régularité de 'inverse du déterminant det(A).
Lemme 5.5.6. Il existe Ry € D(M®™) tel que

1
16k ki

[det(A)] ' = M~ + Ry.
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Démonstration. D’apres (5.30) et la Proposition 5.5.5, on a

1

MWL
16k

[det(A)] ™" =

D’apres le Lemme 2.4.1, il existe Rp € D(M®), tel que
F™' =71+ Rp.

Or, pour 6 > 0, on a
My € D(M™). (5.33)

Ainsi, puisque W = U, U_V,V_, d’apres (5.33), il existe Ry € D(M) tel que
W? =1+ Ry.
On en déduit qu’il existe Ry € D(M), tel que

1

[det(A)]™" =~ 16k k_

M+ R,.

On va maintenant étudier la régularité de 1, et 1. On rappelle que
AU =S,

ou A est inversible, d’apreés la Proposition 5.5.5. De plus, d’apres le Lemme 2.4.1, il existe
Ry., Ry, € D(M®), tels que

Ui'=I+Ry, et Vi'=I+Ry,. (5.34)
D’apres (5.33) et (5.34), il existe R; € D(M®), i = 1,2, 3,4, tels que

A = 2(k3+ + k?_>M + Rl _2(1{7+ - l{}_)] + R2
- 2(k+ — kf_)M + Rg —2(k+ + k_)] + R4 .

Il s’en suit qu'il existe Ry, Ry € D(M®), tels que

(ky + k) (ky — k)

M8, — M™Sy+ R
¥ T T 2 535
(ks — k) (ks + k=) 5 .
= S — Sy + R
(5 T 1 T 2 + g,

ou S; est donné par (5.16) et Sy est donné par (5.18).

Puisque F'; est une solution classique du probleme (P, ) et F_ est une solution classique du
probleme (P_), alors d’apres la Remarque 5.4.4 et la Remarque 5.4.6, on obtient que S défini
par (5.17) a la régularité suivante

(5.36)
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De plus, puisque d’apres (2.5), on a

1,1 € (D(A), X) = (D(M), X)

L4550 341

et

3,5 € (D(A),X) (D(M), X)

4+3+5p 241.p7

alors, d’apres (5.6), (5.11), Remarque 5.4.4 et Remarque 5.4.6, on en déduit que
PLo@r P53 € (DM), X)gpn et 5,85, 85, @5 € (D(M), X)yp1 . (5.37)
Ainsi, d’aprés (5.16), (5.18), (5.33), (5.36) et (5.37), on a

S1 € (D(M), X)yy1, et S € (D(M),X)y1,. (5.38)

Enfin, d’apres (5.35), (5.38) et (2.5), on a

€ (D(M), X)3y1, = (D(A), X) ety € (D(M), X) (D(A), X)

I4+5-.p 2450 I+3+5p°
On en conclut, d’apres le Théoreme 5.4.7, qu’il existe une unique solution classique u_ dans
I’habitat de gauche €2_ et une unique solution classique u, dans I'habitat de droite €2, qui

vérifie les conditions de transmission (CT)).

5.6 Application

Du Théoreme 5.5.1, on déduit le résultat suivant pour le probleme (P.4,) avec A := A,
défini par (5.1).

Corollaire 5.6.1. On considére un domaine cylindrique Q = |a,b] x w de R", ou n > 2,
a,b €R, a <b etw est un ouvert borné de R" ', oun € N*\ {1}, avec un bord de classe C*.
Soient fi € LP(Qy) et f € LP(Q_) avec p € |1,400[ et p > n; soient ki, k_ € R* tels que
kyk_ > 0. Alors, il existe une unique solution u de (Peap), telle que

u_ € WH(Q_) et uy € WH(Qy),
st et seulement si
P, 05 € W (W) NP (W), A€ W2rP(w)NWoP(w) et ApE € WP (w) N Wy (w).

Démonstration. Soit (z,y) € |a,b[xw. On pose X := LP(w). En utilisant Ay 'opérateur linéaire
défini par (5.1), on obtient que le probleme (F.q,) devient le probleme (P). D’apres J. L. Rubio
de Francia [40] (Proposition 3, p. 207), X satisfait (H;) et d’apres D. Gilbarg et N. Trudin-
ger [20] (Theorem 9.15 et Lemma 9.17), Ay satisfait (Hy). De plus, (Hj) est vérifiée d’apres
J. Priss et H. Sohr [39] (Theorem C, p. 166-167). De plus, puisque Ag est le laplacien, d’apres
M. Haase [23], (Chapter 8, section 3, p. 232), (H,) est vérifiée. Finalement, toutes les hypo-
theses du Théoreme 5.5.1 sont satisfaites. Il s’en suit qu’il existe une unique solution classique
au probleme (P) si et seulement si (5.19) est vérifiée.

151



Chapitre 5. Probléme de transmission lié au biharmonique

A présent, il reste a montrer que si @1, 2, @3, @4 vérifient (5.19), alors la solution classique
ux vérifie ux € WHP(Q.). Dans cet optique, on va expliciter les espaces d’interpolations qui
apparaissent dans (5.19). On a

(D(40), X) 1, = (W*P(w) N Wy (w), LP(w))

1 )
2p

2P
et d’apres P. Grisvard [22] (p. 683, proposizione 3 et p. 681, 1.10) et H. Triebel [43] (p. 317,
Theorem 1), puisque 2 — % > 1 n’est jamais un entier, on a

(W2P(w), L' (W), =W 5"(w). (5.39)

1
%)p

1 -1
On pose 14 —9_-_"

p p p
d’injection de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n n
= 2 — —. Puisque p > 5 on a v; > 0. D’apres le Théoreme

W2 5P (w) — C@).

Ainsi, les traces des éléments de I'espace décrit dans (5.39) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que

(D(Ag), X) 2, = {w € W27%’p(w) cp =0 sur 8w} :

1
2p

et

(D(A9). X1y 1, = {v€D(Ay): A € W57 (w) et A =0 sur dw}

%71)

= {w e W2P(w): Ay € WQi%’p(w) et =AY =0 sur &u}.
De la méme fagon, on obtient

(D(4o). X) W2P(w) VW (), L (w)) (5.40)

1 1

1,1, = ( .
2+2p7p §+%’p

Ainsi, puisque 1 — }D n’est jamais un entier, d’apres P. Grisvard [22] (Teorema 7, p. 681), on a

2(1 1 1 1

(W), P(w)), , =By * (W) =By (w) = W'57(w).

1 1
54’%@

1 —1
On pose s —1--_"

p p
d’injection de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n
= 1 — —. Puisque p > n, on a v, > 0. D’apres le Théoreme
p

WP (W) — O(@).

Ainsi, les traces des éléments de Iespace décrit dans (5.40) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que

(D(Ap), X) (NS Wl_%’p(w) cp =0 sur &u},

1 1 —
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et
(D(A0), Xz, = {0 € D) s Aot € (D(40), Xy 1}
= {1/1 e W2P(w) : Ay € Wl_%’p(w) et Y =AyY =0 sur aw}.

On peut appliquer sur u(z, -), x € ]a, b[, grace au théoréme de prolongement de Sobolev sur R"*~1,
un opérateur de prolongement qui injecte contintiment L?(w) dans LP(R™!) et qui injecte conti-
niiment W?P(w) dans W2?P(R"!). Ainsi, d’aprées le Théoréme de Mihlin (voir Théoréme 1.2.20
et Corollaire 1.2.21 du Chapitre 1 ou I'article [31]), on en déduit que

u_ € W?P(Ja,y[xw) = W?P(Q_) et u, € W?P(]y,b[xw) = W?P(,).

En réitérant les mémes arguments aux autres régularités, on obtient que u_ € W4P(Q_) et
Ug € W4,P<Q+). ]

En utilisant le résultat du Théoreme 5.5.1. On peut aussi obtenir un résultat anisotropique
en considérant f_ € LP(a,v; L9(w)) et fi € LP(y,b; L9(w)) avec p,q € |1, 4+00].
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Chapitre 6

Probleme de transmission général

6.1 Introduction

Les équations aux dérivées partielles jouent un réle naturel dans la dynamique de population,
en particulier dans les modeles de réaction-diffusion qui sont dérivés de la loi de Fick.

Un probleme important dans 1’écologie est 1’effet des changement environnementaux sur la
croissance et la diffusion des especes dans un milieu composé de divers habitats. Dans cette
situation et afin de comprendre comment les populations interagissent avec leur habitat, il est
nécessaire d’avoir un modele spatialement explicite incorporant les comportements individuel
aux différents bords et interfaces des habitats.

On désigne par u(t, .), la densité de population. Les équations classiques issues de la loi de
Fick dans chaque habitat pour ces modeles sont typiquement de la forme

ou
i [Au + F(u),

ou I est le terme de croissance et d’interaction non-linéaire et [ est le coefficient de diffusion
positif, qui peut étre variable.

La variété et la complexité des habitats et des individus ne sont pas suffisamment bien
modélisés par les effets spatiaux pour étre une diffusion simple issue de la loi de Fick, comme
par exemple les modeles de motilité de cellule. Une approche basée sur la fonctionnelle d’énergie
libre de Landau-Ginzburg et sur les dérivations variationnelles considere, pour la croissance et
la dispersion dans une population, I’équation de diffusion généralisée suivante

?;Z = —kA%u + [Au + F(u),

ou k est généralement positif et [ est un nombre qui peut étre négatif, voir D. S. Cohen et
J. D. Murray [7], p. 238. Dans ce chapitre, on considére uniquement le cas ou k et [ sont
positifs, mais nos techniques peuvent étre étendues au cas k,l € R*, satisfaisant certaines
conditions. On traitera ce cas dans un travail futur.

On considere maintenant ’espace de dimension n, €2 := Q_U$2, constitué des deux habitats

juxtaposés suivants
{ Q. = Ja,y][ xw

Qp = ]v,b] X w,
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avec leur interface

I'={v} xw,
oll w est un ouvert borné régulier de R"~!. On consideére les équations de dispersion linéaires
stationnaires suivantes

E_A%u_ —1_Au_ = f_ dans Q_

EQ.
| de){ ki A%uy — I Auy = f dans Q.

ou
_J u- dans Q_ _J f- dans Q_
v= { uy dans Qg et = { f+ dans Qg

avec f donné dans LP(a,b; LP(w)) = LP(Q), p € |1, +oo[ et ki, Iy > 0.
Les variables spatiales sont désignées par (z,y), ou x € |a,b[ et y € w. Les équations
précédentes seront considérées sous les conditions aux bords et de transmission suivantes

(1) uy(z,¢) = 0, v€]y,b], (€ow
Au—(l‘7C) = 07 LS ]aa’Y[v C € Ow
(OBedp) AU_,_(.Z', C) = 07 VIS ]’77 b[a C € aw
o) auf(a,y) = ¢ (y), au+(b, y) = oY), yew
u_ _ U
S @y) = ex), =y = ¢fW), vew,
(of et ¢F seront données dans des espaces appropriés) et
U_ = Uy sur I’
au; = % sur I’
“ 5 k_Au_ = k‘érAqu sur I’
% (ka'U/f — lf'U,) = % (k’+AU+ — Z+U+) sur I

Maintenant, on définit 'opérateur linéaire homogene de dispersion suivant

D(L) = {u € LP(Q) : Auy, A%us € LP(Q) et uy satisfait (CBy) et (C’Tedp)}
r B —k_A*u_+1_Au_ dans Q_
v —k A%uy + 1 Auy dans Qo

ot (C'By) corresponds a (C'Begy) avec pf = @7 = ¢35 = 5 = 0.
Ainsi, dans ce chapitre, on se concentrera essentiellement sur la preuve de l'inversibilité de
L ; cette étude sera tres utile pour analyser I’équation spectrale suivante

Lu—u=f IeC,

afin de caractériser la nature du semi-groupe généré par L. Les mémes techniques que celles
utilisées ici s’appliqueront pour cette étude. On connait I'importance de cette propriété dans
I’étude de I'équation de diffusion généralisée complete écrite plus haut.
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On va maintenant apporter quelques précisions sur les conditions aux bords et de transmis-
sion.

Les deux premicres conditions aux bords de (1) dans (C'Bgy) signifient simplement que les
individus meurent quand ils atteignent les autres cotés des bords Ja,b] x dw (c’est-a-dire que
I'on a un bord inhospitalier).

Les deux derniéres conditions de (1) signifient qu’il n’y a pas de dispersion dans la direction
de la normale. On en déduit que la dispersion s’annule sur |a, b[xdw, ce qui se traduit par

Au_ =0 sur J]a,y[x0w
Auy =0 sur ]y, b[x0w.

Dans (2) de (C'B.gp), la densité de population et le flux sont donnés, par exemple sur {a} xw
et sur {b} x w. Cela signifie que les habitats ne sont pas séparés.

Dans (CT.gp), les deux premieres conditions de transmission signifient qu’il y a continuité
de la densité et de son flux a l'interface, alors que les deux secondes modélisent (en un certain
sens) la continuité (ou proportionnalité) de la dispersion et de son flux en T

On peut considérer des conditions de transmission plus réalistes avec la non-continuité de
la densité et du flux mais en incluant la continuité de la dispersion généralisée :

E_A*u_ —1_Au_ =k, A%u, — I, Auy sur T.

Cette situation requiere de travailler un espace construit a partir de fonctions continus.

Notons que lorsque 1'on considere différents types d’habitats, la réponse des individus a
I'interface est importante pour le comportement du mouvement général.

De nombreux travaux ont utilisés un modele de diffusion généralisé. On en cite ici quelques
uns.

Dans D. S. Cohen et J. D. Murray [7] et dans F. L. Ochoa [33], les auteurs ont présenté, en
une dimension, un modele non linéaire avec une structure spatiale caractérisée par un opérateur
du quatrieme ordre dans seulement un habitat. Ils ont essentiellement utilisés la fonctionnelle
d’énergie libre de Landau-Ginzburg.

On s’est essentiellement inspiré de ces travaux afin d’en déduire un modele linéaire en dimen-
sion n posé dans deux habitats cylindriques bornés et juxtaposés qui requiere nécessairement
des conditions aux bords et de transmission.

On s’est ensuite basé sur des techniques similaires a celles utilisées dans les travaux de
A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, K. Lemrabet et H. Sidibé [17] et de K. Limam, R. Labbas,
K. Lemrabet, A. Medeghri et M. Meisner [28].

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante :

Dans la section 6.2, on présente le probleme de transmission (P4 ) et avec I'aide de I'opé-
rateur Ay défini plus bas, on donne son écriture opérationnelle qui sera généralisée dans (P).

Dans la section 6.3, on donne les hypotheses ainsi que quelques conséquences sur ces der-
nieres.

Dans la section 6.4, on explique comment résoudre le probléeme (P) en introduisant deux
problémes auxiliaires (P-) et (P;). On donne un résultat technique qui va nous aider a dé-
montrer le résultat principal. Dans la Proposition 6.4.3 et dans la Proposition 6.4.5 on résout
les problemes (P-) et (P) qui fournissent les espaces d’interpolation réels dans lesquels vivent
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les données. On établit (voir Théoreme 6.4.7) un résultat technique tres utile qui nous per-
met de démontrer le Théoréme 6.5.1. Enfin, on démontre quelques lemmes techniques qui nous
permettrons d’appliquer du calcul fonctionnel.

Dans la section 6.5, on présente le résultat principal dans le Théoreme 6.5.1. Le reste de
cette section qui est dédiée a la preuve du Théoreme 6.5.1 est composée de trois parties : dans
la premiere partie, on utilise le Théoreme 6.4.7 afin d’expliciter le déterminant de la matrice
associée au systeme de transmission. Dans la seconde partie, on inverse ce déterminant en
utilisant le calcul fonctionnel. Enfin, dans la derniere partie, on montre que le probleme de
transmission a une unique solution classique en établissant la régularité de la solution.

Finalement, dans la derniere section, comme une conséquence de ce théoreme, on obtient
le Corollaire 6.6.1 qui établit I'existence et 1'unicité de la solution u du probleme (P.4,) donné
par (EQedp) — (CBeap) — (CT,qp) énoncé plus haut.

6.2 Formulation opérationnelle

On considére maintenant le probléme

E_A%u_ —1_Au_ = f_ dans Q_
k+A2U+ — Z+AU+ = f+ dans Q+
U7<.’L',<) = 0, S ]avfy[a C € Jw
’U,+<JI,C) = O, LS ]f)/vb[a C € dw
AU,(QZ, C) = O, LS ]CL,"}/[, C € dw
AU+(QZ, C) = O, LS ]f)/vb[a C € dw
u-(a,y) = ¢ (y), yew
ur(dy) = oY), yew

P, ou_ _

(Peap) By @y = ¢y, yew
ou
5. 0y) = i), yew
U_ = Ug sur I’
Ou_ ouy
B = 0 sur I'
k_Au_ = kiAuy sur
ﬁ(/{Au —lu)—ﬁ(/{Au —lyuy) sur T
or T T T T g T '

On rappelle 'expression de Ay, I'opérateur laplacien dans R"™', n € N\ {0,1}

(6.1)

{ D(Ap) :=={tb € W?P(w) : ¢ =0 sur dw}
Vi € D(Ay),  Aoth = Ay,

De ce fait, en utilisant 'opérateur Ag et les notations usuelles
us(x) :=us(z,:) et fo(z):= fe(x,-)/ ks,
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le probleme (P.4,) devient

ou
f- € LP(a,; LP(w)),

f+ € Lp(,y’ b; Lp<w))

l -

(@) + (240 = 1= D (2) + (4] = = Aou-(2) = f-(2), pp.- @€ o
ul (2) + (240 - f; Iy () + (4] - ,f;Ao)m(x) = fi(@). ppowe
u(a) = @i, uy(d) = ¢f

u(a) = ¢y, ui(d) = @3

u-(7) = u(v)

u_(y) = ui(v)

ku”(7y) + k-Aou—_(7) = kyul(v) + ki Aous(v)

ko () + h-Agul(7) = 1wl () = k) (3) + ki Aoy (7) = L (),

avec p € |1,4o0].

On considére une généralisation de ce probleme en remplagant LP(w) par X, un espace de
Banach complexe de type UMD (voir Théoreme 1.5.4) et (—Ay, D(—Ap)) par (—A, D(—A)) un
opérateur BIP d’angle 84 € [0, 7[ sur X, (voir Définition 1.3.17).

Plus précisément, on étudie le probléme de transmission (P) suivant :

u“)(a;)+(2A—liI)uz(x)+(A2
(EQ) .
u(@) + 24 = 75 Dl @) + (4°
u-(a) = o1, ui(b) = ¢f
CB
)| >{u,_(a) A
u-(7) = us(v)
u(v) = ui(v)
(1) k_u" (v) +k_Au_(v)
ku® (y) + k_Au_(7) — I_u_(7)

p-p. = € Ja, |

p-p- z €],

Les conditions de transmission (CT') se divisent en

u_ ()
u” ()

) {

et
k_u”(y) +k_Au_(y)

T2
( ){ kou® () + k- Au’(y) = Lu’_(7)

kpu(v) + kg Aug(y)
kpul? () + by Audy (7) — Lol (7).

Notons que (CT2) est bien défini d’apres le Lemme 1.6.11.
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On cherche une solution classique du probleme (P), qui est une solution u telle que
u_ =y, € WH(a,v; X) N LP(a,y; D(A%)), u” € LP(a,v; D(A))
{ Lop EWHP(y,b; X) N LP(y,b; D(A?)), wlf € LP(y,b; D(A)),
et qui vérifie (EQ) — (CB) — (CT).

(6.2)
Uy = Uy

6.3 Hypotheses

Dans toute la suite, k4, k_,1;,l- € R, A désigne un opérateur linéaire fermé dans X, un
espace de Banach. Une partie des résultats de ce chapitre utilise le célebre Théoréme de Dore-
Venni (voir Théoreme 1.7.4 du Chapitre 1 ou l'article [12]) et sa généralisation due a J. Priiss
et H. Sohr (voir le Théoreme 1.5.7 du Chapitre 1 ou l'article [38]), qui nécessite de considérer
un espace X de type UMD. (voir Théoreme 1.5.4 du Chapitre 1).

On pose

ry = s
On considere les hypotheses suivantes :
(Hy) X est un espace UMD,
(Ha)  0€p(A),
(H3) —A € BIP(X,604) pour 84 € [0, 7],

L I
— t = —.
€ T k‘_

Certains de nos résultats nécessiteront une hypothese supplémentaire :

(Hi) o(A)C]—00,0[ et VOe]0,x], sup|[AA —A) ) < +oo.
AESy

Notons que (H,) signifie que —A est un opérateur sectoriel d’angle 0 (voir Définition 1.1.29).
On donne maintenant quelques conséquences sur nos hypotheses.

Remarque 6.3.1.
1. L’opérateur Ay satisfait toutes les hypotheses précédentes avec X = L(w), q € |1, +o0].

2. Pour résoudre chaque équation de (EQ), dans le cas scalaire (avec —A > 0), il est
nécessaire d’introduire les racines £v/—A + 1, +v/—A des équations caractéristiques

X4 + (2A — Ti)XQ —|— A2 — T‘iA = 0,
ce pourquoi, dans notre cas opérationnel, on considere les opérateurs

L= —\/-A+4+r_I, Ly := —\/-A+4+r Il et M = —V/—-A (6.3)

Grace a (H3), —A, —A+r_ 1T et —A+r, I sont des opérateurs sectoriels, donc I’existence
de L_, L, et M est assurée, voir M. Haase [23], e), p.25.

3. En appliquant la Proposition 3.1.9, p. 65, dans M. Haase [23], on a
D(L_)=D(L,) = D(M).
Par conséquent, pour n,m € Net m <n

D(L?) = D(M™) = D(L7M"™™™) = D(M™L"™™).
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4. Grace a (Hj), —A+r_1I € BIP(X,0,4) et —A+r, 1 € BIP(X,604), voir J. Priiss et
H. Sohr [38], Theorem 3, p.437, ce pourquoi, on déduit que

—L_,—L,,—M € BIP(X,04/2),

voir M. Haase [23], Proposition 3.2.1, e), p.71. Puisque 0 < 04/2 < 7/2, L_, L, et
M génere des semi-groupes analytiques bornés (e*1=),>0, (%5 )50 et (€M), voir
J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 2, p.437. De plus, d’apres J. Priiss et H. Sohr [38],
Theorem 4, p. 441, on obtient

—(L_+M),—(Ly+ M) € BIP(X,04/2+ ¢),
pour € € |0,7/2 — 04/2[. Donc, d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 2, p.437,
L_+ M et Ly + M génere des semi-groupes analytiques bornés

(6:0(L_+M)) ot (ex(L++M))

x>0 x>0

5. D’apres (Hs) et (Hs), on en déduit que 0 € p(M) N p(L-) N p(L,). Par conséquent, les
hypotheses (Hy), (Hz) et (Hs) nous mene a appliquer le Théoreme 1.5.7, afin d’obtenir
0€p(Ly+M)et0€p(L_+ M).

6. Il s’en suit d’apres (6.3) que
Ve DM?), (LF—-MY=ryg et (L2—M)=r_q, (6.4)
et aussi

Ve DM), (Ly —M)p=r (L,+M) ") et (L.—M)p=r_(L_+M) ). (6.5)

6.4 Reésultats préliminaires
Afin de résoudre le probléme (P), on introduit deux problemes :

W (@) + A —r_ Du' (z) + (A2 = r_ Au_(z) = f_(z), p.p. z € |a,]|
(P-)q u—(a) = ¢, u_(y) =
= @y, U (y) = o,

et

ul(@) + (24 — vy Dulf(x) + (A2 = 1y Auy () = fi(z), p.p. 7€ y,b]
ur(y) = 1, uy(b) = SOT
W) = e, Wwi(0) = @l

Remarque 6.4.1. On obtient que u est une solution classique de (P) si et seulement s'il existe
1,109 € X telles que :

(Py)

(i) wu_ est une solution classique de (P_),
(ii) w4 est une solution classique de (P,),

(iii) w_ et uy vérifient (CT2).
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Notre but est donc de montrer qu’il existe un unique couple (11, 17) qui vérifie (i), (ii) et (iii).
D’apres la remarque précédente, pour résoudre le probléeme (P), il nous faut tout d’abord
résoudre les problemes (P_) et (P, ). Pour cela, on a besoin des résultats préliminaires détaillés
dans cette section. Afin de simplifier les notations, on pose
c=y—a>0 et d=b—7vy>0.

Tout d’abord, on a besoin d’un résultat d’inversibilité obtenu dans la section 3.4.2 du Chapitre 3.

Lemme 6.4.2. Les opérateurs Uy, U_, V., V_ € L(X) définis par

U, = 1 e (L++M) ro(Ly + M)2 (edM _ oL+

U = T—e —p (L M) (e — ) (6.6)
Ve =1 eUL++M) | ro(Ly + M)2 (edM . edL+> :
Vo = T —efTtM) o (L4 M)? (eCM — eCL—) ,

sont inversibles avec inverse borné.

Toutes ces exponentielles sont bien définies grace au point 4. de la Remarque 6.3.1. Pour
une preuve détaillée, voir Chapitre 3, section 3.4.2, Proposition 3.4.3 avec b—a =cet r = r_
oub—a=detr=rg.

6.4.1 Le probléme (P_)

Proposition 6.4.3. Soit f- € LP(a,7v;X). On suppose que (Hiy), (Hs), (H3) et (Hy) sont
vérifiées. Alors il existe une unique solution classique u_ au probléme (P-) si et seulement si

@Iuwl S (D(A)7X)1+%,p et 90571/}2 € (D(A)>X>1+%+%,p' (67)
De plus
U_ (3;) — (6(:E—a)M — e(V_x)M) al_ + (6($_a)L* — 6(7_27)1’*) a2_
(6.8)
+ (e(xfa)M + e(yfx)M> a5 + (e(a:fa)L_ + 6(v—a:)L_) oy + F_(x),
ot .
oy = g (L + M)U~! [L_(J +eh )y + (1 — e )y + @7 ]
1 ~__
0y = g (Lo+ MU (M + M)y + (I — e o + 35
) ] (6.9)
oy = 5 (Le MWV LI = e )i+ (L + e ) + g5
1 .
oy = =5 (Lo M)WV [MT = ™M)+ (1 + ey + 53]
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o p17 = —L (IT+et)or — (I —et=) (FL(a) + F.(v) — ¢3)
Gom = M (IT+eM)or — (I—e™) (Fla)+ FL(7) — ¢y (6.10)
Gim = Lo(I—e™ )y — (I+e) (FL(y) = Fl(a) +¢3)
G- = M (I _ eCM> o7 — (I+eCM) (FL(V) — F'(a) +<p2‘) :
et F_ est lunique solution classique du probléme
{ W (@) + 24 = r_ D () + (A2 = r- Au_(2) = f-(2), pp. x € Ja,7] (6.11)
u_(a) =u_(y) =u"(a) =u"(v) =0.

Démonstration. D’apres le Chapitre 3 (Théoreme 3.4.1, 2.), il existe une unique solution clas-
sique u_ au probleme (P-) si et seulement si (6.7) est vérifiée. De plus, la formule de représen-
tation de u_ est donnée dans le Chapitre 3 a la section 3.4.2 par (3.34), ou u, f, b, Fy ¢, ¢1,
V2, 3, P4 sont respectivement remplacés par u_, f_, v, F_, ©1, ¥1, 5, . Cela prouve que
la formule de représentation de u_ est donnée par (6.8), (6.9) et (6.10). O

Remarque 6.4.4. Dans la proposition précédente, grace a (6.7), (6.9) et (6.10), on a
a;, € D(M), pouri=1,23,4.

De plus, puisque F_ est une solution classique de (6.11), d’apres le Lemme 1.6.11, on en déduit
que, pour 7 =0,1,2,3 et s =a ou ~y

F9(s) e (D(M), X)

-1 .
3=j+5p

6.4.2 Le probleme (P,)

Proposition 6.4.5. Soit f. € LP(v,b; X). On suppose que (Hy), (Hs), (Hs3) et (Hy) sont
vérifiées. Alors il existe une unique solution classique uy au probléme (Py) si et seulement si

gpi‘_"(/)l € (D(A)’ X)l-‘r%#) et SO;_? ¢2 € (D(A)7X)1+%+%7p‘ (612)
U+($> — (e(x—’Y)M _ e(b—I)M) a1+ —+ (e(x_'Y)LwL _ e(b_x)LJr) a; (6 13)
+ (e(r—'y)M + e(b—x)M) af + (e(x—“/)m + e(b—m)L+) o + Fy(2), :
o1l
) _
of = 5 (L + MUTH [Lo(I+ ™) — (I = ™) + 5F
+ _
. _
of = —s—(Ly+MUT M +e™ )y — (I — ™)y + 35
127“+ : (6.14)
af = 5Ly + M)V [L(I = ™)y — (I + ™)y + 35
N _
1
af = g (L MVE [M(I = ™)y — (I + ™)y + 5]
_l’_
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avec

R ([+edL+>¢ + ([ dL+) (F (b) + F' () — 803)
frt = =M (T+e™)of + (I —e™) (FL0b) + Fi(v) — ¢F) (6.15)
A= (i) (1) (R - ) )
Gt = M(I—e™)gf — (I+e™)(FL(b) - FiL(7) — ¢]),
et I\ est lunique solution classique du probléme
{ﬁm»um—unﬂw+w“w#W4@:ﬁ@’pﬁx“%” (6.16)
u(y) = we (b) = w(y) = v (b) = 0.

Démonstration. D’aprés le Chapitre 3 (Théoreme 3.4.1, 2.), il existe une unique solution clas-
sique u, au probleme (P, ) si et seulement si (6.12) est vérifiée. De plus, la formule de repré-
sentation de u, est donnée dans le Chapitre 3 a la section 3.4.2 par (3.34), ot u, L, f, a, Fy s,
k, 01, ©a, 3, 4 sont respectivement remplacés par uy, Lo, fr, v, Fy, ry, U1, ©f, ¥, 5. Cela
prouve que la formule de représentation de u, est donnée par (6.13), (6.14) et (6.15). O

Remarque 6.4.6. Dans la proposition précédente, grace a (6.12), (6.14) et (6.15), on a
af € D(M), pouri=1,234.

De plus, puisque F; est une solution classique de (6.16), d’apres le Lemme 1.6.11, on en déduit
que, pour 3 =0,1,2,3et s=~vyoub

FP(s) € (DIM), X)y 1,0

6.4.3 Le systéme de transmission

Cette section est dédiée a la preuve du Théoreme 6.4.7 établi plus bas. Ce théoréme fait le
lien entre le probleme (P) et le systéme suivant

<P1++P1_)¢1 + (PZ__P;)¢2 = 5 (6.17)
M(Py —Ff)dn + (Pf+P )t = S |

Les coefficients sont donnés par
P = kg (Ly + MLy (U + ™I + ™) + Vi (1= e™)(I = ™))
Py = kp(Ly + M) (U +e™)(I = &) + VT — ™) (T + ') (6.18)
Py = (Lo M) (U = ™) (1 = et80) V(T4 e)(1 4 ¢54))

et
Pro= k(Lo + ML (US4 eM)(I +eh) + VT = eM)(I = )
Py = k(Lo + M) (UM +eM)(I =) + VT = eM)(1 + e2)) (6.19)
Py o= k(Lo + M) (UM = eM)(I = )+ VLT + ™M) + ) .
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Les seconds membres sont donnés par
S1 = k(Lo + M) (U + ™)@ + VI T — o))

5 (6.20)
—k_(L_+ M) (U:1(1 + Mg + VNI - ecM)gsg*) —2M'S,

%

ou S est donné par

v

S = ki () + k MEFL () 4+ L L) + b () =k MPFL () — L FL(9),  (621)

et

S = k(Lo + M) (UFH(I = ™) @y™ + Vil (I + e )g,7)
k(Lo + M) (U = 5 ) g + VNI +e)g,)

Théoréme 6.4.7. Soient f_ € LP(a,v;X) et fi € LP(vy,b; X). On suppose que (Hy), (Ha),
(Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors, le probléme de transmission (P) a une unique solution clas-
sique si et seulement si les données ©f, 1, @3 et 5 vérifient (6.31) et que le systéeme (6.17)
a une unique solution (¢r,1s) telle que

(¥1,02) € (D(A), X1y 1, % (D(A), X)ionip (6.23)

Démonstration. Tout d’abord, on suppose que (P) admet une unique solution classique u. En
posant

(6.22)

Pr=u_(7)=up(y) et o =ul(y)=1u\(y),
on obtient que u_ (respectivement u, ) est la solution classique de (P_) (respectivement (P, )).
Donc, en appliquant la Proposition 6.4.3 (respectivement Proposition 6.4.5), on obtient (6.31) et

aussi (6.23). Il reste a prouver que (11, 1) vérifie (6.17). A cette fin, on utilise (C'T2) satisfaite
par u, qui est

he (u () = M2 () = Lo () = b (P () = ML (7)) + 1w () = 0
by (] () = Mus (7)) = ko (u(y) = MPu_(v)) =0

Pour expliciter ce systéme, on utilise I'expression de u; donnée dans (6.13). Il s’en suit que
pour x € |v,b[, on a

u+($) — (e(z_'Y)M — e(b_x)M) aik + (e(z 'Y $)L+) Oé;

n (e(:pf'y)M n e(bfm)M) o (e(x—v)m + e(bfx)lﬂr) af + Fo(z),
U/,_,’_(x) = M (e(wfv)M —+ e(bfx)M) O[ii_ L+ (6(9377)11-# + e(bfm)L-F) Oé;_

+ M (e(x_'Y)M e(b_w)M) O[E))F + ‘L+ (6(1‘—’\/)[/+ e(b_x)L‘F) OLI + Fi(x)’
ul(m) = M2 (e(m_'Y)M e(b_x)M> Oéf [12+ (e(x_"/)LwL e(b_x)L*F) Oé;

+ M? (e(z’V)M + e(b"”)M) ag L% (e(a”’”)L+ - e(b*””)h) of + FY(z),
WP (z) = M3 (el DM 4 eO=0M) of L3 (Vb g e-0be) of

+ M3 (e(m_”M - e(b_f”)M) af L3 (e("”_”)L+ - e(b_z)L+) of + FY'(x)
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D’ou, en vertu du Lemme 1.6.11, on obtient I’expression suivante
M2 (uf)(fy) _ ]\/[2u’+(7)) = L.(I2 - MM <I+edL+> o
FLL MM (1) o
+MT2FY (y) = Fi(v).

De plus, d’apres (6.4), on obtient

M () = M) = LM (14 ) of

l . .
+iL+M 2(I—e')af + MT2F!'(7) - FL(v),

d’ou

l [
uP'(0) = M) = 2oL (T e ) af 2Ly (1= ™) of + PL(7) = MPFL(),

il s’en suit que
by (08 (9) = M2 (7)) = Ly () = =L M (T +e™)af —1,M (I —e™)ayf
+he () = k:+M2Fjr(7) — L ()

Notons que, d’apres la Remarque 6.4.6 et le Lemme 1.6.11, tous les termes des égalités précé-
dentes sont justifiés. Par les mémes arguments et en utilisant encore (6.4) et aussi (6.16), on
a

M (u(7) = MPug(y)) = (I3 = MH)M (T — e ) af + (L2 = MM (T+ e+ ) af

Ainsi, on obtient
k. (u/fr(v) - M2u+(7)) =1 (I — edL+) ag + 14 (I + edL+) oy . (6.24)

Comme précédemment, pour u_, on utilise (6.8) et on obtient, pour x € Ja, 7]

U_ (l‘) = (e(z—a)M _ e(W—I)M> a;  + (e(x—a)Lf _ e(w—x)L,> oy

+ <e(:rfa)M + e(vfz)M> a;  + (e(xfa)L_ + e(vfm)L_) ay + F_(z),
u (z) = M (e(xfa)M + 6(%az)M) al I (6(zfa)L_ 4 e('yfm)L_) ay

+ M (e(x_“)M e(”/_x)M) az L_ (e(x_“)L* e(V_QC)L*) ay + F' (x),
W (z) = M2 (e(m—a)M e(v—ac)M) oy 2 (e(x—a)L, e(w—m)L,) ay

+ M? (e(z’“)M + 6(7”)M) oz L? (e(””’“)L— + e(Vfg”)L—) ay + F"(x),
u@(x) _ M3 (e(a:—a)M 4+ 6(’*/—90)M> ay I3 (e(x—a)L, + e(y—:c)L,) ay

+ M3 (e(z—a)M e(’Y—a:)M) oz L3 (e(x—a)L, e(fy—m)L,) aj + F"(z)
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Ainsi, en vertu du Lemme 1.6.11, on a
uP(y) = M2 (y) = L(L* = M?) (e* + 1) oy + L(L* = M?) (e~ = 1) o}
+F"(y) = M?F'(v),
d’ou, d’apres (6.4), on a
M2 (uP(y) = M2 (7)) = L(L2 = MM (e + 1) ay + M 2F”(y)
+L_(L? = MM 72 (et — I)ay — F/(y)

I
= L M7 (e +1) oy + M2F"(v)

+L_li_M‘2 (e~ = 1) ay = F.(v).

De ce fait, on obtient
ko (u®(7) = M2 (7)) — 1w/ (y) = 1L (e +1)ag +1_L_ (e —T) oy
—1M (eM 4 T)ay =1L (e + 1) ay
—1M (eM = T)ag —I_L_ (e~ = T) oy
+k_F"(y) — k_M*F' (y) — I_F' (%)

= LM (eM4T)ay — 1M (e — 1) ag
+k_F"(v) — k_M?F' (y) = I_F' (v).
De plus, d’apres (6.4), on a
MY (u" () = M2u_(v)) = (L2 = MM~ (e =)oy + (L2 = M))M ' (I + e ) ap
I

= M (et~ T)ag + ]iM‘l (I+e¢")ay.

Ainsi, on en déduit 1'égalité suivante :
k_ (u’i(fy) — MQU,(v)) =1 (eCL‘ — I) ay +1_ (I + eCL‘) ay . (6.25)

Notons que, d’apres la Remarque 6.4.4 et le Lemme 1.6.11, tous les termes des égalités précé-
dentes sont justifiés. Il s’en suit, d’apres (6.24) et (6.25), que le systeme (CT'2) devient

-l M <]+edM) af =1L M (]—edM) af =—I_M (]+GCM) oy +1-M (I— eCM) o + 3
[ (I — edL+) of + 1y (I—i— edL+) af = -1 (I — eCL*) a, + - (I—i— eCL*) ay,

oll, S est donné par (6.21). Par conséquent

Ly ((of +0i) —e™(a —af)) = I (05 —a7) = eM(ay +a5)) + M!S
(6.26)
L ((of +of) + e+ (af —af)) = 1 ((ag —a3) + ¢ (ag +0a7)),
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Cependant, d’apres (6.14), (6.15), (6.9) et (6.10), on a

1
of taf = o (Ly+ MU (LT + ™)y — (I = ™) + 1)
+
1
o (Lt MYV (L (I = e )y — (I + e+ ) + 357
1
aj —o = —£<L+ + MU <L+(I+ e )y — (I — ™+ )by + 951+)
1
+£(L+ + M)V (L+([ — ™)y — (I + e )y + 953+) ;
1
oy tog = —5 (Lo + MU (L1 + e )y + (1 — e Y + 1)
1
—|—F(L, +M)V! (L,(I — e 4+ (L4 e )by + @37) ;
1
o5 —ay = g—(Lo+MU! (L1 + e ) + (1 = e )i + 1)
1
g (Lo MOV (LI = e )iy + (T + e ) 7).

Dong, en utilisant (6.18) et (6.19), la premiere ligne du systéme (6.26) s’écrit
(P + P )+ (Py — P o= 81,

ou Sy est donné par (6.20). De la méme maniere, on a

1
Oé; -+ Oéi = _E(L—F + M)U;l (M(I —+ edM>¢1 - (I - edM)¢2 + ¢2+)
1
— (L + M)V (M(T = e™)py — (I + ™)y + G1F) |
2T+
1 _ -
OZI — O_/;_ = E(L—i_ + M)U+1 (M(I + edM)wl - (I - edM)¢2 + 902+)

—21(L+ +M)V! (M(I — ™)y — (I + ™)y + S54+> :
07 +a7 = (Lo + MU (M +eMypn + (I = e + 7))

—L(L, —i—M)V:l (M([— GCM)% + <I+€CM)1/12+(,5’47),
af —ay = —5—(L+ M)UZ (M + M)+ (I = ™M)y + 7))

(L A+ MOV (M = ™M)y + (4 eMYpy + 617 -
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Dong, en utilisant (6.18) et (6.19), la seconde ligne du systeme (6.26) s’écrit
M (P{ - PJ) Yy + (P;.»,* + P;) Vo = Sy, (6.28)

ou Sy est donné par (6.22). Ainsi, grace a (6.27) et (6.28), (¢1,12) est bien la solution du
systeme (6.17).

Réciproquement, si (6.31) est vérifiée et que le systeme (6.17) a une unique solution (11, 1s)
qui satisfait (6.23), alors en considérant u_ (respectivement w,) l'unique solution classique
du probléme (P_) (respectivement (P,)), on obtient que u est 'unique solution classique du

probleme (P). O

6.4.4 Calcul fonctionnel

Grace au Théoreme 6.4.7, pour démontrer le Théoreme 6.5.1, il reste a résoudre le systéme
(6.17). Cela sera fait en utilisant le calcul fonctionnel afin de réécrire les opérateurs définis dans
(6.6), (6.18) et (6.19) ainsi que d’inverser I'opérateur déterminant du systéme (6.17).

A cette fin, on rappelle quelques notations classiques. Pour 6 € |0, 7[, on désigne par H(Sy)
'espace des fonctions holomorphes sur Sy (voir Définition 1.1.28) & valeurs dans C. De plus, on
considere le sous-espace de H(Sp) suivant :

Eoo(Sp) = {f € H(Sp) : f=0(|z]?) (|z| = +o0) pour un s > 0}.

En d’autres termes, £,,(Sy) est l'espace des fonctions holomorphes a décroissance polyno-
miale en +oo. Soit 7" un opérateur sectoriel inversible d’angle 6y € 0, 7[. Si f € Ex(S),
avec 0 € |0r,7[, alors, grace au calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels, on peut définir
f(T) € L(X) (voir Définition 1.3.6 ou M. Haase [23], p.45).

Maintenant, afin d’inverser le déterminant du systéeme (6.17), on introduit les fonctions
holomorphes suivantes et on les étudie sur ’axe réel positif.

Soient 7,6 > 0 et z € C\ R_. On pose

1

us,(z) = 1-— e SWEFTHVz) _ ;( [+ \/;)2 (6—5\/5 _ 6—5\/z+r’)
1

Vsp(2) = 1— e dWETTVE 4 ;(\/z +r+z)? (e_‘sﬁ - e“SVz*’”) :

et quand us,(2) # 0 et vs,(2) # 0

fra(z) = (Va1 +vz) Vatrugi(z) (1+e7) (14e0V)
+ (\/Z——l—?" + \/_) Z+ 7Avdr (1 - 6_6ﬁ> (1 — e_‘sm)

foale) =~ (VETT V) o) (1 ) (1 ) o
—(VETT 4 VE) () (1 ) (14 V) '

fé,r,3(2> = — (\/Z——i-’f’—l— \/E) uy (1 6*5\5) (1 . 675 z+r)
 (VEFT A VE) ) (14 ) (14 V)
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Remarque 6.4.8. Soient r, 9, x > 0. D’apres le Lemme 3.4.2 de la section 3.4.2 du Chapitre 3,
on a us,(x) > 0 et vs,(z) > 0. Ainsi, on obtient

fé,r,l(x) >0 et fﬁ,r,Z(x)a fﬁ,r,?)(a:) <0

De plus, pour z € C\ R_, on définit
0ip(2) = —VEHT (1= PV L (T ) (B )
—i-\/_((l—e (VaFrtva)2 4 (\/er\/_) ( _5ﬁ—6_5m)2)2,
et aussi, quand us,(2) # 0, vs,(2) # 0,
hor(2) = 4(V2 + 1 + V2 uz (2)v57 (2) 950 ()
Lemme 6.4.9. Soient r,6,z > 0. On a

g5 (1) <0 et hs,(x) <O.

Démonstration. On pose

s=+r et t=+x+r.

Ainsi, on a

1 2
gém(;g) = —t <(1 _ 6—25(s+t))2 N —2(3 + t)4 (6—255 _ 6—2&) )

r

1 2\ 2
+s ((1 — e N2 1 (5 4 t)? (6—53 — e“st) )

r

1 2 2
— <(1 _ e iy _ (s + 1)t (6755 B efét) (eﬂss n efét) )
r

1 2
+s ((1 i e—§(s+t))4 + 2*(8 + t)2(1 B 6—§(s+t))2 (e—és i e—ét) )
r

+s (S—{—t) ( —65_6—615)4

ﬁw‘ —_

S(S + t)4 —ds —5t\4 t(S + t)4 _5s “st\2 [ _ss 50\ 2
B T(e —° )+T(e —e ) (e +e )
+s(1— 6—5(s+t))4 —t(1— 6—5(s+t))2(1 + 6—5(s+t))2

2
+25(5 +1) (1 — e~0s+0)2 (6753 B efét)Q
r

_ (s i‘gt)Ll (6_55 B e-at)2 (8 (6—63 B 6—&)2 Ly (6—53 " 6—6t>2>
+(1 . 6—6(s+t))2 (3(1 . 6—6(s+t))2 i t(l + e—5(5+t))2)

2
+2$(s +t) (1— 6—(5(s+t))2 <€—5s _ 6—5t>2,
T
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et donc

(s+D" (s o\ “oss - (s
5 (6 I _ o 6t> ((S —i—t) (6 205 | o 25t> + Q(t _ 8)6 8( +t)>
+(1 — e 06+D)2 ((s —1)(1 + e 26F) —9(s + t)e_‘s(SJ“t))

Gsr(x) =

t)? 2
8(8:— ) (1- 6—6(s+t))2 (6—55 _ 6—515) '

+2

De plus, puisque s = /x et t =/ + 7, onar=1t>—s*= (t+s)(t — s). Il sen suit que

(s+8)° _(s+t) o s+ (s+1)°

r (t —s) ¢ r2 (t—s)?

De ce fait, on obtient

9or(7) = E: j 32 (e - 6_5t)2 ((s+1) (7 +e7") 4 2(t — s)e 1)

_(1 . 676(s+t))2 ((t . S)(l + 6726(s+t)> + 2(8 + t>676(s+t))

5((;_"‘;)) (1 — e00+0y2 <6—65 _ e—dt)Q _

+2
Or, d’apres le Lemme 3.4.2 de la section 3.4.2 du Chapitre 3, on a

1
1 7(5(S+t) t 2 —0s —ot > O
— € — ; (S + ) (6 — € ) s

d’ou )
R e HCETR

Ainsi, d’apres (6.30), on obtient

95r(7) < E: ir 32 (7~ 6_&)2 ((s+1) (727 + &™) +2(t — 5)e™0+1)

E:ji; (6758 _ efét)Q ((t —s)(1+ 6—25(s+t)> +2(s + t>676(s+t))

3((:_"‘3 (1 — e=0s+0)y2 (6—53 _ 6—6t>2

+2

< (s+t) (e =) o),

Gor(x) = m((sw) (727 4 e7) 4 2(t — s)e*=4D)

(s +1) Cos(stt Csent

~r oy (= 9+ 4 2(s 4 )e)
(e

(6.30)
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De plus, on a

~ _ (5 +1)% 1 o5 —26¢ (s +1)° —6(s+t)
g(;,,«(l’) = (t — 8)2 (6 te ) - (t — 8)26
(s *‘t)(14+_€—25@+¢)) 2(5 *‘t)e_a(&+w Lo (1 — e=06+0)?

(t—s) (t—s) (t—s)

(s+t

(t =)

~—

_ (8 + t)2 <6—265 — 9p~0(s+t) + e—26t> N

_ o,—0(s+t) —26(s+t)
e (1 2e +e )

+
[\]
VA
/N
—
|
® |
>
—~
'y
+
N
N—
[N}

Donc, d’apres (6.30), on obtient que g5, (z) < 0. Finalement, on a

gsr(x) < (s+1) (6_55 — 6_5t>2 gsr(z) <0,

on en déduit alors que hg,.(x) < 0. O

6.5 Le Théoreme principal

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution du probléme de transmission (P). On montre
ici existence et 1'unicité d’une solution classique, voir (6.2), du probleme (P).

Théoréme 6.5.1. Soient f_ € LP(a,v; X) et fr € LP(v,b; X). On suppose que (Hy), (Hz),
(Hs) et (Hy) sont vérifiées. Alors, il existe une unique solution classique u au probléme de
transmission (P) si et seulement si

Pl € (D(A), X)iyn, et o305 € (D(A), X)1y1y 0, (6.31)

Remarque 6.5.2. On peut généraliser ce théoreme en considérant un probléeme de transmission
entre n habitats juxtaposés, avec n € N*. Il suffit d’'utiliser le Théoreme 6.5.1 sur les deux
premiers habitats puis de 'appliquer au probléeme de transmission composé du second et du
troisieme habitat afin de résoudre le probleme pour n = 3. Enfin, par récurrence, on obtient le
résultat.

Si (P) a une unique solution classique, alors d’apres le Théoreme 6.4.7, (6.31) est satisfait.
Réciproquement, si (6.31) est satisfait, grdce au Théoreme 6.4.7, il suffit de montrer que le
systeme (6.17) a une unique solution tel que (6.23) soit vérifié. La démonstration est divisée
en trois parties. Tout d’abord, on explicite le déterminant de la matrice associée au systeme
(6.17). Ensuite, on montre l'unicité de la solution, pour cela, on inverse le déterminant a 1’aide
du calcul fonctionnel. Finalement, on montre que 1, et ¥y ont bien la régularité attendue.
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6.5.1 Calcul du déterminant

On doit maintenant expliciter le déterminant du systeme (6.17) que I'on rappelle ici
(Pr+P)vn + (P =P )ve = S
M(Py =P ) + (BF+P ) = S

On écrit le systeme précédent sous forme matricielle AU = S, ou
P+ Py Py — Py
M (Py = P) Pf+P Wy S,

Pour résoudre le systéme (6.17), on étudie le déterminant
det(A) == (P + Py) (B + Py ) — M (P — PY),
de la matrice A. On le développe afin d’obtenir
det(A) = Dy + Dy + D, (6.32)

. Df =PrPf —M(Py)", Dy =PrP—M(P),

et
Dy = P1+P3_ + Pl_P:;r + 2MP2+P2_.

En utilisant la Remarque 6.3.1, on a
D(det(A)) = D(Df + Dy + D»)
= D(M?),
qui justifie 'égalité dans (6.32). Dans la suite, on précise les termes Dy et Dy .

Lemme 6.5.3. On a

1. Df =4k%(Ly + M)*UPV2DT | avec

Dt = L. ((1 ) (Le + M) (e — e2dL+)2>

2
T+

M ((1 — ) :Z,(L+ + M)? (e — edL+)2>2 .
+

2. Dy =4k*(L_+ M)?U=2V 2D, avec

D~ = L_ <<I — e2C(L7+M))2 _ rl?(L_ + M)4 (62CM _ ech)2>

-M ((I — eC(L‘+M))2 + —(L_ + M)? (eCM — eCL—)2> .

o =

173



Chapitre 6. Probléme de transmission général

Démonstration.

174

1. On a

ou

De plus

PPy = 4k%(Ly + M)?L .UV 2D,

AD, = (U4 VE) (1= ™) (1= e¥t)

ULV, [( ) I e edL+>2]

- (Ui + Vf) (I i ed(L++M))2 _ (edM n edL+>2:|

([ + ed(L++M))2 X <edM n edL+)1

ULV,

= (U + V) (] i ed<L++M>)2 U, V) <6dM n edL+)2 ‘

2
Up + Vi =2 (1= ") et Uy = Vi = == (Ly + M)? (e —e®+) . (6.33)

Ainsi

Dir = ([ _ eal(L++M))2 ([ n ed(L++M)>2

Or, on a

ou

AD" =

r+

1
T2

(L D) (e et (o4 e,

()" = 4k2(Ly + M) MUV DY,

[V+ (I—l—edM) (] — edL+) + U+ (] i 6dM) (I+edL+)}2
V2 (1+e™) (1 —e) 4 U2 (1— ™) (14 e)°
+2U,. V., (I _ 6ZdM) (I _ 62dL+>

Vf [(I — ed(L++M)) + (edM _ edL+)]2

02 - ) o - )

12U, V, ([ i ed(L++M)>2 _ (edM n edL+>2]

Vf [(I _ ed(L++M))2 19 (I . ed(L++M)) (edM _ 6dL+) + (edM _ edLJr)Z]
+U2 {(I _ ed(L++M)>2 . (I B ed(L++M)) (edM _ edL+> . (edM B €dL+>2}

+2U,.Vy (I + ed(L++M)>2 — (edM + edL+>2] :
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et

4Dy = (U2 4+ V2) (I - ef®rt) g (e - edhﬂ
-2 (UJQr — Vf) (] _ 6d(L++M)) (edM _ edL+)

+2U,V, {(I + ed(L++M)>2 — (edM + edL+)2}

= (- ey (- )]
—2 (Ui — Vf) (I — ed(L“LM)) (edM — edL+)

+2U.V, {(I — ed(L++M)>2 — (edM — edL+>2]

= (Uy+ V+)2 (I — ed(L++M))2 + (U — V+)2 <6dM — edL+)2
_9 (U_% _ Vf) (I _ ed(L++M)> (edM _ edL+) ‘

En utilisant encore (6.33), on obtient

Dy = (I — ed(L++M)>4 + é(L+ + M)* (edM — edL+>4
+7"2+(L+ + M) (I - ed<L++M>)2 (e™ — etr)

2

T+

= ((] — 6d(L++M))2 + i(L+ + M)2 (edM . edL+)2>2_

Finalement, puisque 'on a

on obtient

Df = Pty - M(Py)’,

Dy = 4k2(Ly + M)*U*V 2Dt

ou DY = L, D', — MD.

2. Ce résultat est obtenu de fagon similaire en remplagant respectivement d, k, et r, par
¢, k_ et r_ dans la démonstration précédente.

O

6.5.2 Inversion du déterminant

Dans cette section, on montre que le déterminant de la matrice associée au systeme (6.17)
est inversible avec inverse borné en utilisant le calcul fonctionnel. D’aprés 1'écriture de DY, Dy,
donnée dans le Lemme 6.5.3 et la définition de D5, on obtient :

Df =g (-A), 1 =091 (FA) et Dy = gy(—A),
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ou on a posé, pour z € C\ R_
g1 (2) = AkT(VzH T+ V) ug) (2)vgr, (2)gar. (2)
g (2) = AR2(VzZ+1-+ V2 ug (2)v) (2)ger(2)
92(2) = ki (2)k-fs (2) + ko fr (2)hi [ (2) = 2v2 ki 57 (2)k- f (2),
(Us.r, Vsry Gsry fi7 €t f; ont été définies dans la section 6.4.4). Donc
det(A) = DI + Dy + Dy = f(—A), (6.34)

avec f = g7 +g1 +¢2. Notons que f € H(Sy), pour 0 € ]0, 7], de plus d’apres la Remarque 6.4.8
et le Lemme 6.4.9, pour x > 0, on a

f@) =g () + g1 (x) + g2(x) < 0. (6.35)

Soient (', Cy deux opérateurs linéaires dans X. On écrit C'y ~ Cy pour signifier que C; = Co+3,
oit ¥ est une somme finie de termes de type kL, L™ M"e*t+ePl-e'M ou k € R; I,m,n € N;
a,B,0 € Ry avec a+ 8+ 6 # 0. Notons que Y est un terme régulier dans le sens :

Y e L(X) avec X(X)C D(M™):= () D(M").

k=0
Puisque UL ~ I, VL ~ I, alors en posant W = U_U,V_V, ~ [, on obtient que
wrP ~ 2k (L +M)L,, WP ~ 2k (L_+M)L_,
WP ~ 2k (L, + M), WPy ~ 2k (L_+ M),
WP ~ 2k (L,+ M), WPy ~ 2k (L_+ M).
Ainsi
W2det(A) = (WP;WP; —M (WP;)2> + <WP1‘WP3‘ - M (WPQ‘)2)
+ (WPWP; + WP WP} +2MWP; WP)

~ 4k%(Ly + M)*(Ly — M) +4k2(L_ + M)*(L_ — M)
+4kik_(Ly + M)(L- + M)(Ly + L+ 2M).
Maintenant, grace a (6.5), on a
W2det(A) ~ 4kir (Ly+M)+4k>r_(L- + M)
+dk k_(Ly + M)(L- + M)(Ly + L_+ 2M).
On pose
B =4(Ly + M) (Kry +k2r (Lo +M)(Ly + M) + kb (Lo + M)(Ly + L +2M)).
Ainsi, on obtient
det(A) = W2 (B +> k:lejLT_an”jeajL*e’BjLeéjM) : (6.36)
jeJ

ou J est un ensemble fini et pour tout j € J :

k’j GR, lj,mj,nj GN, ij,ﬁj,dj €R+ avec ij‘i‘ﬂj‘i‘(sj 7&0
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Lemme 6.5.4. Lopérateur B, qui est défini plus haut, est inversible avec inverse borné.

Démonstration. D’apres (Hz) on a —L,,—L_,—M € BIP (X,0/2) donc, d’apres J. Priiss et
H. Sohr [38], Theorem 5, p.443, on a

—(L-+M),—(Ly+M),—(Ly + M+ L_+ M) € BIP (X,¢'), pour§ €[0/2,7/2[.
Il s’en suit, d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], property (2.7), p. 433, que
—(Ly + M)~ € BIP (X, ),

et puisque 0 € p(L_ + M), d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], corollary 3, p. 444, on en déduit
que

——(L_+ M)(Ly+ M)™" € BIP (X, 26¢").
De plus, d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], Theorem 3, p. 437, on a
By = Kiry +K2r_(L- +M)(Ly + M)™" € BIP (X, 20'),

qui est inversible avec inverse borné. Finalement, d’apres J. Priiss et H. Sohr [38], corollary 3,
p- 444, on obtient que

By = kyk_(L_+ M)(L, + L_+2M) € BIP (X, 26").

Ainsi, By + By € BIP (X, 60"), pour " € [20',7[. De plus, puisque 0 € p(Bj), on en déduit,
d’apres la remarque a la fin de la page 445 dans J. Priiss et H. Sohr [38], que 0 € p(By + Bs).
Puisque 4(L, + M) est inversible, on en déduit que B = 4(L, + M)(B; + Bs) est inversible
avec inverse borné. O

D’apres (6.36) et le Lemme 6.5.4, on en déduit que
det(A) = W *BF, (6.37)

avec
F =1+ kB 'LYL™ M"etil+ il i, (6.38)
jeJ

Pour z € C\ R_, on pose

b(z) = kiry + kA E\/i”ji:;j: é; +hik (V- +V2)(Vz gz 4+ 2v3z),

(notons que, pour = > 0, b(z) > 0) et

F2) =14 k)™ (—/aT7m) " (—vETTm) ™ (VE) eV e A i,

jed
Ainsi, B = 4(L, + M)b(—A) et F = f(—A); de ce fait, d’aprés (6.34) et (6.37), on a
f(=A) = det(A) = W2Bf(—A).

Par construction, le lien entre f et f est

f(2) = —dugy (2)vay, (2Jug, (2)ve, (2)(VZ 74 +V2)b(2) f(2). (6.39)
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Proposition 6.5.5. L opérateur F' € L(X) défini plus haut est inversible avec inverse borné.

Démonstration. Notons que f, f € H(Sy), pour un 6 € |0, n[ donné. De plus, puisque pour
z€ C\R_, on a

bi(z) = kb (2) (—M)lj (—W)mj (—\/Z)nj , pour tout j € J,

qui sont des fonctions polynomiales, on obtient que 1 — f € Exo(Sh).
D’apres (6.35), on sait que f ne s’annule pas sur RY et puisque g, , Ue,r_, Vi, Ver_, b >0

sur R, on en déduit, d’apres (6.39), que f ne gannule pas sur R? . Donc, en appliquant la
Proposition 2.4.4 avec P = —A, on en déduit que F = f(—A) est inversible avec inverse
borné. O

Finalement, on obtient le résultat suivant
Proposition 6.5.6. L opérateur det(A) est inversible avec inverse borné.
Démonstration. D’aprés (6.37), le Lemme 6.5.4 et la Proposition 6.5.5, on a det(A) = W2BF,

qui est inversible avec inverse borné. O

6.5.3 Reégularité de la solution

D’apres le Théoreme 6.4.7, il reste & montrer que le systéme (6.17) a une unique solution
(11, 19) satisfaisant (6.23). L'unicité de la solution (11, 15) est fournie par la Proposition 6.5.6
et on a

wl = (P3+ + P3_> [det<A)]_1 Sl - <P2_ - P2+) [det(A)]_l 52
(6.40)
vy = —M(Py — P [det(A)] " Sy + (P + P) [det(A)] " Se.

afin d’obtenir (6.23), on doit tout d’abord étudier [det(A)] .
Lemme 6.5.7. [l existe R € L(X) tel que

R(X) c D(M), [det(A)] ' =N"14+NR,
ou N =4k k_(L_+ M)(Ly +M)(Ly +L_+2M).
Démonstration. D’apres (6.37), on a

det(A) = W’BF
= NUZ?U?VZ*V.?BN'F.

En utilisant (6.6), (6.38) et le Lemme 2.4.1 de la section 2.4 du Chapitre 2, on obtient que
Fr~lI, Ult~I, U'~I, Vi'~T et VoI~ L

Donc, on a

det(A) = NBN' (I + %),
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6.5. Le Théoreme principal

ou 21 € ﬁ(X) et El(X) C D(MOO) Or

BN™! = <4k;ir+ (I + Z2 "L+ MY (L, + M)) M-3> Nt

+7+
+dk ok (Lo + M)(Ly + M)(Ly + L_ +2M)N™!

2

== I+ E27
avec Yy € L(X) et 39(X) C D(M). Finalement
det(A) = N (I + X3),

ou X3 € L(X) et ¥3(X) C D(M). Par conséquent, d’apres le Lemme 2.4.1 de la section 2.4 du
Chapitre 2, on a
[det(A)]™ = NI +%5)7"

= NI +R),
avec R € L(X) et R(X) C X3(X) C D(M). O
D’apres (6.20) et (6.22), on en déduit que
S1 = —ki(Ly+ M) (951+ + ¢3+> —k_(L-+ M) (851_ + @3_) + R
Sy = ky(Ly+ M) (952+ + %54+) —k (L + M) (%527 + <P~47> + Ry,

ot Ry € D(M) et Ry € D(M®). En utilisant (6.10), (6.15), (6.31), (2.5), la Remarque 6.4.4 et
la Remarque 6.4.6, on obtient que

Bl @1y B3, Pa s B3P Pl Pa € (D(M), X)gyn (6.41)

Il s’en suit que Sy, Sy € (D(M), X),, 1, et par conséquent
p?

[det(A)]'S; = N '(I4+R)S, e (D(M), X)iity
[det(A)] 'Sy, = N-'(I+R)S, e (D(M), X)ai1, (642)
De plus, d’apres (6.40), on a
Y1 = 2(k(Ly+ M) +k_(L_+ M))[det(AN)] " S,
+2 (kg (Ly + M) — k_(L_+ M))[det(A)] " Sy + Sy
(6.43)

by = 2(kp(Ly + M) = k(L + M)) [det(A)] " Sy
+2(ky(Ly + M)Ly +k_(L_ + M)L_) [det(A)] " Sy + Sy,

ot Sy, So € D(M®). Finalement, (6.42), (6.43) et (2.5) donnent

d)l S (D(M>7X)3+%,p = (D(A)u X)l—i—ﬁ,p et ¢2 S (D(M)v X)2+%,p = (D(A)7 X)l—l—%—s—%,p‘
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Chapitre 6. Probléme de transmission général

6.6 Application

Du Théoreme 6.5.1, on déduit le résultat suivant pour le probleme (FP.q,) avec A 1= Ay,
défini par (6.1).

Corollaire 6.6.1. On suppose que w est un ouvert borné de R"! ot n > 2 avec un bord
de classe C?. Soient f, € LP(Q) et f- € LP(Q) avec p € |1,+00] et p > n ainsi que
ki k-l 1= € R . Alors il existe une unique solution u de (Ppqe), telle que

u_ € WH(Q_) et uy € WH(Qy),
st et seulement si
oF,ox € WP (W) WP (W), Agt,€ W 3P(w)NWoP(w) et Aps € W' rP(w) N Wy (w).

Démonstration. Soit (x,y) € |a,b[xw. On pose X := LP(w). En utilisant Ay 'opérateur linéaire
défini par (6.1), on obtient que le probleme (P.g4,) devient le probleme (P). D’apres J. L. Rubio
de Francia [40] (Proposition 3, p. 207), X satisfait (H;) et d’apres D. Gilbarg et N. Trudin-
ger [20] (Theorem 9.15 et Lemma 9.17), Ay satisfait (Hy). De plus, (H3) est vérifiée d’apres
J. Priiss et H. Sohr [39] (Theorem C, p. 166-167). De plus, puisque Ay est le laplacien, d’apres
M. Haase [23], (Chapter 8, section 3, p. 232), (H,) est vérifiée. Finalement, toutes les hypo-
theses du Théoreéme 6.5.1 sont satisfaites. Il s’en suit qu’il existe une unique solution classique
au probleme (P) si et seulement si (6.31) est vérifiée.

A présent, il reste a montrer que si @1, 9, @3, @4 vérifient (6.31), alors la solution classique
us vérifie ux € W4P(Q.). Dans cet optique, on va expliciter les espaces d’interpolations qui
apparaissent dans (6.31). On a

(D(Ao), X) 1, = (W*P(w) "W "(@), L)) , .

2p bry/ 4

bS]

et d’apres P. Grisvard [22] (p. 683, proposizione 3 et p. 681, 1.10) et H. Triebel [43] (p. 317,

Theorem 1), puisque 2 — X > 1 n’est jamais un entier, on a
p

(W2P(w), L/ (W), =W P(w). (6.44)

1
%7])

1 —1
On pose 1 —9_-_"1

p p p
d’injection de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n n
= 2 — —. Puisque p > 5 on a v; > 0. D’apres le Théoreme

W2 5P (w) — C@).

Ainsi, les traces des éléments de I'espace décrit dans (6.44) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que

(D(Ao),X)ﬁ,p = {w € WQ_%’p(w) tp =0 sur &,u} :

et

(D(Ay), X) = {¥ € D(A) : Agp € WP (w) et Ay =0 sur dw}

14 55.p

= {w e W?P(w): Ay € WQi%’p(w) et =AY =0 sur &u}.
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6.6. Application

De la méme fagon, on obtient

(D(A0), X) 31z, = (WP (w) N WP (w), Lp(w))%%p. (6.45)

Ainsi, puisque 1 — % n’est jamais un entier, d’apres P. Grisvard [22] (Teorema 7, p. 681), on a

= Bpp (W) = Bpp"(w) =W 72" (w).

+355P

(W2 (w), L' (w))

N
]

1 —1
On pose 14 —1--_"

p p
d’injection de Sobolev (voir H. Triebel [43], section 4.6.1, p. 327-328), on a :

n
= 1 — —. Puisque p > n, on a v, > 0. D’apres le Théoréme
p

WP (W) < C(@).

Ainsi, les traces des éléments de 1'espace décrit dans (6.45) sont bien définies. D’apres P. Gris-
vard [21] (Proposition 5.9, p. 334) et H. Triebel [43] (section 4.3.3, Theorem, p. 321), on en
déduit que

(D(AO),X)%Jrip = {7,0 € Wl_%’p(w) tp =0 sur &u} :

et
(D(40), X)13y s, = {¢ € D(Ay) : Agth € (D(AO),X)HM}
= {w e W2P(w): Ay € Wlﬁ’p(w) et =AY =0 sur Gw}.

On peut appliquer sur u(x, -), x € ]a, b[, grace au théoréme de prolongement de Sobolev sur R,
un opérateur de prolongement qui injecte continfiment LP(w) dans LP(R™™!) et qui injecte conti-
niiment W??(w) dans W*P(R"1). Ainsi, d’aprés le Théoréme de Mihlin (voir Théoreéme 1.2.20
et Corollaire 1.2.21 du Chapitre 1 ou l'article [31]), on en déduit que

u_ € W*P(la,y[xw) = W?P(Q_) et uy € W?P(]y,b[xw) = W?P(Q,).

En réitérant les mémes arguments aux autres régularités, on obtient que u_ € W*?(Q_) et

Uy < W47P<Q+)' O

En utilisant le résultat du Théoreme 6.5.1. On peut aussi obtenir un résultat anisotropique
en considérant f_ € LP(a,v; LY(w)) et fi € LP(~,b; LY(w)) avec p,q € |1, +o0].
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Résumé

Le but de ce travail est I’étude d'un probleme de transmission en dynamique de population
entre deux habitats juxtaposés. Dans chacun des habitats, on considere une équation aux dé-
rivées partielles, modélisant la dispersion généralisée, formée par une combinaison linéaire du
laplacien et du bilaplacien.

On commence d’abord par étudier et résoudre la méme équation avec diverses conditions aux
limites posée dans un seul habitat. Cette étude est effectuée grace a une formulation opéra-
tionnelle du probléme : on réécrit cette EDP sous forme d’équation différentielle, posée dans
un espace de Banach construit sur les espaces LF avec p € |1,+00], ou les coefficients sont des
opérateurs linéaires non bornés.

Grace au calcul fonctionnel, a la théorie des semi-groupes analytiques et a la théorie de I'in-
terpolation, on obtient des résultats optimaux d’existence, d'unicité et de régularité maximale
de la solution classique si et seulement si les données sont dans certains espaces d’interpolation.

Mots Clés : dynamique de population, équation de diffusion généralisée, fonctionnelle d’énergie
libre de Landau-Ginzburg, équations différentielles opérationnelle, espaces UMD, opérateur a
puissances imaginaires bornées, semi-groupes, espaces d’interpolation, régularité maximale.

Abstract

The aim of this work is the study of a transmission problem in population dynamics between
two juxtaposed habitats. In each habitat, we consider a partial differential equation, modeling
the generalized dispersion, made up of a linear combination of Laplacian and Bilaplacian ope-
rators.

We begin by studying and solving the same equation with various boundary conditions in a
single habitat. This study is carried out using an operational formulation of the problem : we
rewrite this PDE as a differential equation, set in a Banach space built on the spaces LP with
p € |1, +00[, where the coefficients are unbounded linear operators.

Thanks to functional calculus, analytic semigroup theory and interpolation theory, we ob-
tain optimal results of existence, uniqueness and maximum regularity of the classical solution
if and only if the data are in some interpolation spaces.

Key Words : population dynamics, generalized diffusion equation, Landau-Ginzburg free energy
functional, operational differential equations, UMD spaces, bounded imaginary powers of ope-
rators, semigroups, interpolation spaces, maximal regularity.
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