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Titre Heuristiques et conjectures a propos de la 2-dimension des ordres partiels

Résumé Dés qu’on manipule des ordres partiels (des hiérarchies), il est natu-
rel de se demander comment les représenter dans un systeme informatique. Parmi
les solutions proposées dans la littérature, on retrouve le codage par vecteur de
bits. Dans cette theése, nous nous intéressons au probleme de calcul d'un codage
des ordres par vecteur de bits de taille minimale, aussi connu par le probleme de
calcul de la 2-dimension des ordres, qui est NP-complet. Nous proposons des so-
lutions du probleme de nature heuristique, pour le cas général et pour des classes
d’ordres particulieres.

Cette these présente également des résultats sur des conjectures autour de
la 2-dimension des arbres. Notamment celle de Habib et al. a propos de la 2-
approximabilité de la 2-dimension des arbres. Nous proposons quelques pistes de
preuve de cette conjecture puis une reformulation, permettant d’apporter un nou-
veau regard sur le probleme en question et d’espérer trouver des codages des ordres
par vecteur de bits efficaces et de taille inférieure a leur 2-dimension. Nous appor-
tons une réponse négative a deux autres conjectures.

Mots-clés Ordre partiel, 2-dimension, codage par vecteur de bits, heuristique,
conjecture.

Title Heuristics and conjectures about the 2-dimension of partial orders

Abstract The main question asked when manipulating partial orders (hierar-
chies), is how to represent them in computer. Among solutions proposed in lite-
rature, there is the bit-vector encoding. In this thesis, we consider the problem of
computing a bit-vector encoding of orders with minimal size, which is also known
as the problem of computing the 2-dimension of orders that is N'P-complete. We
propose heuristics solutions of the problem for the general case and for some parti-
cular order classes. In addition, this thesis presents some results about conjectures
on the 2-dimension of trees. Especially, the conjecture of Habib et al. about the
2-approximability of the 2-dimension of trees. We propose some ideas of a proof of
this conjecture then give a reformulation of it that brings new perspectives on the
problem that are finding efficient bits-vector encodings of orders of size less than
their 2-dimension. We disprove two other conjectures.

Keywords Partial order, 2-dimension, bit-vector encoding, heuristic, conjecture.
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Introduction générale

La définition d’un ordre partiel, aussi appelé ensemble partiellement ordonné,
fait intervenir la notion de hiérarchie : c¢’est une classification dans laquelle les
termes classés sont dans une relation de subordination, chaque terme dépendant du
précédent et commandant le suivant [Larousse ']. Nous illustrons la notion d’ordre
partiel par un exemple tiré de I’étude de Foutlane et al. portant sur la restauration
de la qualité des eaux potables du Maroc [Foutlane et al., 1997]. Il y a quelques
années, des algues microscopiques ont été détectées dans les eaux du Maroc comme
étant a l'origine de la dégradation de la qualité de ces eaux en termes de gofit et
d’odeur. Afin de purifier I’eau, de multiples solutions ont été proposées, entre autres
I'introduction des carpes chinoises, consommatrices de ces algues, dans les retenues
des barrages. Ces algues ne présentent aucun danger si elles sont consommeées par
I’étre humain et les autres poissons comme les maquereaux. L’ensemble des étres
vivants précités, avec leur relation de consommation, constitue un exemple d’ordre
partiel et permet de modéliser les résultats de cette étude : carpes < algues, homme
< algues, maquereaux < algues, homme < carpes, homme < maquereaux.

Les ordres partiels trouvent des applications dans divers domaines de I'informa-
tique comme l’analyse des systemes paralleles [Gazagnaire, 2008], la caractérisation
de solutions robustes en ordonnancement [La, 2005], la modélisation des systémes
concurrents [Pratt, 1986], etc.. Ces applications font de 1’étude de cette structure
d’ordre le centre d’intérét de nombreux travaux de recherche, notamment ceux
de Urrutia [Urrutia, 1989], de Fernandez et al. [Fernandez et al., 2009] et de Lam
[Lam, 2015]. La manipulation des ordres partiels nécessite, dans un premier temps,
I’étude de leur représentation dans un systéme informatique. Cette these s’inscrit
dans le cadre de cette étude.

Contexte scientifique

La représentation des données dans un systeme informatique correspond in
fine & une représentation binaire. Dans une telle représentation, chaque donnée est
transformée en une séquence de bits. Toutefois, il existe d’autres représentations
intermédiaires plus commodes, comme la représentation décimale ou hexadécimale
des entiers. La transformation des données d’une représentation initiale en une
autre représentation bien définie est appelée codage (cf. Figure 1).

L’étude de la représentation des données dans un systeme informatique repose
sur la recherche de méthodes efficaces pour le codage de ces données. Les criteres
d’efficacité d'un codage dépendent du type des données a coder. Dans cette these,
nous nous intéressons au codage des données ordonnées (codage des ordres).

1. www.larousse.fr/dictionnaires/francais/hierarchie/. Consulté en 2017



Codage
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FIGURE 1: Représentation et codage des données

Le codage d’un ordre permet de déterminer ’espace mémoire dédié a son sto-
ckage ainsi que le cotit d’interrogation de ses éléments stockés. Nous évaluons alors
efficacité d’'un codage d'un ordre P a partir de trois critéeres : (1) la taille du co-
dage, qui correspond au nombre de bits codant chacun des éléments de P; (2) le
colit de comparaison de deux éléments de P; (3) la complexité en temps et en
espace du calcul du codage de P. En notant e la taille d'un codage de 'ordre P, le
stockage de ce dernier nécessite e x |P| bits. Un codage est d’autant plus efficace
que les mesures de ses criteres d’évaluation sont faibles.

Il existe plusieurs méthodes de codage des ordres partiels dans la littérature,
mais nous nous focalisons sur le codage par vecteur de bits.

Le codage par vecteur de bits d'un ordre consiste a associer a chacun de ses
éléments un vecteur de bits de méme taille. Le calcul de ce codage se ramene
au plongement de 'ordre dans un treillis booléen (cf. Figure 2). La dimension
de ce treillis est alors la taille de ce codage. La taille minimale d’un codage par
vecteur de bits d’'un ordre P correspond a sa 2-dimension, notée dimo(P). La 2-
dimension de P se définit donc aussi par le plus petit treillis booléen dans lequel se
plonge P. Cette these, intitulée « heuristiques et conjectures a propos de la
2-dimension des ordres partiels », porte sur ’étude de ce parametre — dims.

1010 1001 0110
= 1000 0100 =

0000

Ordre P Codage de P

Plongement de P dans un

treillis booléen de dimension 4

F1GURE 2: Codage par vecteur de bits et la 2-dimension



Contributions

Les travaux effectués durant cette these ont été réalisés sous l'encadrement
de Laurent Beaudou et Olivier Raynaud. Nos contributions principales sont les
suivantes :
= Le développement d’'une heuristique de codage des ordres par vecteur de bits
a travers la décomposition modulaire [Beaudou et al., 2016] : cette heuristique
est & la base d’un travail collaboratif avec Eric Thierry et Giacomo Kahn pour
le cas des ordres séries-paralleles. Un ordre série-paralléle est un ordre qui
ne contient pas de sous-ordre isomorphe a 'ordre N. Etant donné un ordre
série-parallele P, l'ordre P peut étre vu comme une composition série ou
parallele d’ordres P, ... P,. Les ordres P;, avec ¢ entre 1 et n, sont générés
par la décomposition de P en modules forts maximaux et sont aussi des
ordres séries-paralleles par définition. Pour coder P, nous proposons alors
un codage de la composition série (resp. parallele) des ordres déja codés de
maniere récursive. Notons que la composition série (resp. paralléle) des ordres
a un seul élément est une chaine (resp. antichaine) dont la 2-dimension est
connue. Afin de traiter le cas général des ordres, nous intégrons dans cette
heuristique le codage proposé par Krall et al. [Krall et al., 1997], dans le but
de coder la composition ni série ni parallele des ordres.
== Un codage par vecteur de bits des arbres : ce codage suit la méme stratégie
des trois dernieres heuristiques existantes de codage des arbres [Habib et al.,
2004], [Filman, 2002], [Colomb et al., 2008]. Ces heuristiques reposent sur le
calcul d'un poids pour chaque élément d'un arbre a partir des poids de ses
fils, déja calculés. Le poids d’un élément reflete la taille du codage du sous-
arbre enraciné en cet élément. Soit 7" un arbre et x un élément de T'. Soit
s1 < -+ < s, les poids des fils de z. Pour calculer le poids de x, nous obser-
vons que les trois heuristiques procedent d’abord par le partitionnement de
la séquence [s1, ..., s, en des sous-séquences S, . .., Sy tel que chaque sous-
séquence S; génere un poids p; dans {s, — 1,s,}. Ensuite, elles calculent le
poids de x a partir de la nouvelle séquence [py, ..., pg|. Nous proposons alors
une nouvelle méthode de partitionnement de la séquence initiale [sq, ..., s,].

= La réfutation de deux conjectures a propos de la 2-dimension des ordres :
la premiere conjecture, de Thierry, affirme que la 2-dimension des arbres
n-complets de hauteur h vaut exactement h.sp(n) [Thierry, 2001]. La seconde
conjecture, attribuée a Habib et al. atteste que la 2-dimension dun arbre T’
dont les sous-arbres 17, ..., T}, tel que chacun est enraciné par un des k fils
de la racine de T : vérifie Y8 | 29m2(Ti) < 2dima(T) [Habib et al., 2004].



i [étude d’une conjecture de Habib et al. a propos de la 2-approximabilité de
la 2-dimension des arbres [Habib et al., 2004] : nous confirmons la conjecture
dans le cas des chenilles et des arbres 2F-complets puis nous développons le
principe d'une preuve de cette conjecture par induction et par monotonie.
Nous proposons également une nouvelle formulation de la conjecture.

Structure du manuscrit

Le manuscrit de la thése comporte quatre chapitres. Dans le premier cha-
pitre, nous définissons formellement la notion du codage des ordres partiels, puis
nous présentons les différentes méthodes de codage et plus précisément le codage
par vecteur de bits, dont la taille minimale définit la 2-dimension des ordres. Dans
le méme chapitre, nous citons certaines propriétés du parametre « 2-dimension »,
puis nous dressons un état de l'art des principaux travaux sur le calcul de la
2-dimension pour le cas général des ordres partiels, puis en particulier pour le cas
des arbres. Nous listons a la fin de ce chapitre certains problemes ouverts autour
de la 2-dimension des ordres partiels.

Le second chapitre de ce manuscrit décrit les solutions que nous proposons
pour résoudre le probleme de calcul de la 2-dimension des ordres. Ce probleme se
définit également par le calcul d'un codage des ordres par vecteur de bits de taille
minimale. Comme il s’agit d’un probleme N P-difficile, nous proposons alors une
heuristique de codage par vecteur de bits, d’abord pour les ordres séries-paralleles,
en se basant sur la technique de décomposition modulaire. Le choix de cette classe
d’ordres ainsi que la technique de codage est justifié dans ce chapitre. Nous combi-
nons ce travail avec celui de Krall et al. [Krall et al., 1997] pour concevoir ensuite
une heuristique calculant un codage par vecteur de bits pour tout ordre. Dans cette
theése, nous traitons également le cas des arbres. A base d’une analyse approfondie
des heuristiques existantes, nous dressons leur stratégie commune pour le codage
des arbres puis, suivant cette stratégie, nous proposons une nouvelle heuristique
calculant un codage par vecteur de bits des arbres de taille plus petite. Toutes les
heuristiques proposées sont testées sur des hiérarchies de référence ou d’autres gé-
nérées aléatoirement. Les résultats obtenus (théoriques et pratiques) sont donnés
dans ce second chapitre.

Le troisieme chapitre est dédié a I’étude de certains problemes ouverts autour
de la 2-dimension des ordres partiels énoncés sous forme de conjectures. Nous
infirmons une premiere conjecture de Thierry a propos de la 2-dimension exacte
de la classe des arbres m-complets [Thierry, 2001], puis une seconde de Habib
et al. a propos d’une borne inférieure de la 2-dimension des arbres [Habib et al.,
2004]. En outre, nous confirmons la conclusion de chacune des deux conjectures sur



quelques classes d’arbres. La derniere partie de ce chapitre est consacrée a I’étude
dune conjecture de Habib et al. a propos de la 2-approximabilité de la 2-dimension
des arbres [Habib et al., 2004]. En effet, les auteurs proposent un algorithme de
codage des arbres appelé « Dicho » et conjecturent que cet algorithme donne une
2-approximation de la 2-dimension des arbres. Dans ce chapitre, nous étendons
les classes d’arbres validant leur conjecture, puis nous évoquons les différentes
pistes abordées pour sa résolution. Enfin, nous donnons une re-formulation de la
conjecture, dont l'intérét est accentué dans le quatrieme chapitre.

Au quatrieme chapitre, nous généralisons d’abord la notion de codage par
vecteur de bits puis nous proposons d’autres codages par vecteur de bits, pour le cas
des arbres binaires, plus efficaces que le codage basé sur le plongement d’ordres
dans un treillis booléen. Nous donnons a la fin du chapitre un nouveau codage
par vecteur de bits pour tout arbre T, calculable en temps polynomial, et nous
conjecturons que sa taille est plus petite que la 2-dimension de T'. Notre conjecture
implique que 'algorithme « Dicho » est une 2-approximation de la 2-dimension des
arbres et permet également de donner un élan vers un codage par vecteur de bits
des arbres plus intéressant que celui basé sur le calcul de la 2-dimension.

Nous définissons formellement les notions évoquées tout au long de ce manuscrit
juste apres cette introduction.






Définitions et Préliminaires

Cette section englobe les notions et notations utilisées dans ce manuscrit. Pour
les définitions proposées, nous invitons le lecteur a consulter le livre de Nathalie
Caspard, Bruno Leclerc et Bernard Monjardet [Caspard et al., 2007] pour des
définitions similaires. Le lecteur pourra également se référer aux travaux de William
T. Trotter (voir chapitre 8 du livre Handbook of combinatorics [Trotter, 1995]) et
aux livres de Brian Davey et Hilary Priestley [Davey et Priestley, 2002] et de Steven
Roman [Roman, 2009] & propos des ensembles partiellement ordonnés. Pour plus
de détails sur la décomposition modulaire, nous recommandons I’article de Michel
Habib et Christophe Paul [Habib et Paul, 2010]. Nous recommandons également
les livres de Christian Roux [Roux, 2009] et Douglas B. West [West, 2000] pour une
initiation en théorie des graphes ainsi que le livre d’ITvan Lavallée [Lavallée, 2008]
et celui de Michael Sipser [Sipser, 1996] a propos d’algorithmique et complexité.
Le lecteur peut consulter la liste des symboles et I'index pour une recherche rapide
des notions et notations abordées.

Ordre partiel : Définition et caractéristiques

Un ordre partiel est une relation binaire (cf. définition ci-dessous) réflexive,
antisymétrique et transitive, souvent noté <. Un ordre partiel est aussi appelé une
relation d’ordre . Si un ordre partiel est irréflexif, on dit qu’il est strict et on
le note <. Un ordre total ou linéaire est un ordre partiel qui est de plus une
relation binaire totale (Définition 1.1 [Caspard et al., 2007]).

Définition (Relation binaire). Soit X et Y deux ensembles. Une relation bi-
naire R, entre X etY, est l’ensemble des paires (x,y) de X X Y tel que x est en
relation avec y, noté xRy. Quand X =Y, on dit que R est une relation binaire
sur X . Une relation binaire est :

— Réflexive, si pour tout x de X, xRx.

— Irréflexive, si pour tout x de X, (z,x) € R.

— Symétrique, si pour tout x ety de X, xRy implique yRx.

— Antisymétrique, si pour tout x ety de X, xRy et yRx impliquent x = y.

— Transitive, si pour tout x, y et z de X, xRy et yRz impliquent xRz.

— Totale, si pour tout x ety de X, xRy ou yRz.

Un ensemble X muni d’une relation d’ordre partiel R est appelé un ensemble
partiellement ordonné noté (X, R). Par exemple, 'ensemble {{1,2,3},{1,2},{1,3}}
muni de la relation d’ordre C est un ensemble partiellement ordonné.



Au fil de ce manuscrit, nous utiliserons parfois le terme ordre (partiel) pour dési-
gner un ensemble (partiellement) ordonné. Dans la suite, nous ne considérons que
les ordres finis, i.e. les ordres définis sur un ensemble fini d’éléments.

Soit P = (X, <) un ordre partiel et soient x et y deux éléments de X. On dit
que x et y sont comparables dans P si x < y ou y < x. Dans le cas contraire, on
dit qu’ils sont incomparables. La relation x < y exprime que x est plus petit que
y, ou autrement, y est plus grand que x. Si x < y et §’il n’existe pas un élément
z de X tel que x < z < y, on dit que x est couvert par y ou encore y couvre x.
Cette relation de couverture est notée <.

Un ordre dont tous les éléments sont comparables (resp. incomparables) est
appelé chaine (resp. antichaine). Une chaine de P est dite maximale si elle n’est
pas incluse dans une autre chaine de P. Idem pour une antichaine. Par ailleurs,
la hauteur de P, notée h(P), correspond au nombre d’éléments d'une chaine
maximale induite de P moins un, et sa largeur, notée w(P), correspond au nombre
d’éléments d’une antichaine maximale induite de P. La taille de P est le cardinal
de X, noté | X| .

Dans la suite, nous allons parfois utiliser P pour faire référence a la fois a
l'ordre P et a ses éléments.

Représentation des ordres

Soit X = {a,b,c,d,e} un ensemble d’éléments et soit P = (X, <) un ordre
partiel tel que a est plus petit que b, ¢, d et e, ’élément e est plus grand que a, b, ¢
et d, et les éléments b, ¢ et d sont incomparables. On peut visualiser graphiquement
P via un diagramme sagittal (Figure 3) qui est un graphique comprenant deux
ensembles S7 et Sy reliés par des fleches. Chaque ensemble contient les éléments
de X et une fleche reliant un élément x de S; a un élément y de Sy signifie que ces
deux éléments sont en relation d’ordre dans P et x < y. Ce diagramme peut étre
simplifié par la superposition de Sy et Ss.

FIGURE 3: Diagramme Sagittal

Nous pouvons encore simplifier le diagramme sagittal en un diagramme de
Hasse (Définition 1.8 [Caspard et al., 2007]) par la suppression des relations ré-
flexives et celles déduites par transitivité, puis par la transformation des fleches,



dans le graphique obtenu, en simples arétes tracées suivant une orientation bien
définie (Figure 4). Le sens de l'orientation est convenu par certains auteurs du haut
vers le bas et par d’autres du bas vers le haut. Dans ce manuscrit nous considérons
une orientation du bas vers le haut. Cette orientation signifie que 1’élément en bas
est plus petit que I’élément en haut.

N

Sens de
Porientation
a

FI1GURE 4: Diagramme de Hasse

Eléments (sous-structures) particuliers d’un ordre

Soit P = (X, <) un ordre. Pour Y C X, la restriction de < a Y, notée <y, est
un ordre partiel sur Y. On omet souvent l'indice Y et on note (Y, <) le sous-ordre
de P induit par Y ou l'ordre induit de P sur Y, aussi noté P[Y].

Soit x un élément de X. L’élément = est maximal si pour tout élément y de P,
r <y implique x = y, et il est maximum, si pour tout élément y de P ona y < x.
Lorsqu’il existe, on note T le maximum de P. Idem, I’élément = est minimal si
pour tout élément y de P, y < x implique z = y, et il est minimum, si pour
tout élément y de P on a x < y. Lorsqu’il existe, on note L le minimum de P
(Définition 1.38 [Caspard et al., 2007]).

Soit Y C X et m un élément de X. Si pour tout élément y de Y on a y < m,
I'élément m est appelé majorant de P[Y]. S'il existe, le minimum de ’ensemble
des majorants de P[Y] est appelé borne supérieure ou supremum de P[Y]. De
la méme fagon, nous définissons un minorant de P[Y] comme étant 1’élément m
de X tel que pour tout élément y de Y on a m < y. Le maximum de I'ensemble
des minorants de P[Y], §'il existe, est appelé borne inférieure ou infimum de
P[Y] (Définition 1.39 [Caspard et al., 2007]).

Tout élément = de P possede une liste des prédécesseurs (resp. liste des
successeurs), potentiellement vide, notée Predp(z) (resp. Succp(zx)) et définie
par 'ensemble de ses ancétres (resp. descendants) dans P, i.e.

Predp(z) ={y € X|y <z} et Succp(z) ={y € X|x < y}.

La liste des prédécesseurs immeédiats (resp. liste des successeurs immé-
diats) de x, notée ImmPredp(x) (resp. ImmSuccp(z)) est définie par I'ensemble
de ses parents (resp. ses fils) dans P, i.e.

ImmPredp(z) ={y € X|y < 2} et ImmSuccp(z) ={y € X|x < y}.
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On définit le degré sortant de = par |[ImmSuccp(z)| et on le note dy,.(z).
Idem, on note son degré entrant par d;,(z) et il correspond a |ImmPredp(z)|.
Le degré de x, noté d(z), n’est autre que dyy () + din ().

h g f
e

i’ ad

a b ¢

FIGURE 5: Un ordre F

Dans la Figure 5, les éléments d, e, f, g et h sont des successeurs de ¢ et aussi
des majorants du sous-ordre induit de F sur Y = {a,b,c}. L'élément d, étant le
minimum de ces majorants est donc une borne inférieure de E[Y]. De méme, les
éléments a, b, ¢, d et e sont des prédécesseurs de f et aussi des minorants du sous-
ordre de E induit sur Z = {h, g, f}. Comme e est le maximum de ces minorants,
il est la borne inférieure de E[Z].

Un élément z de P est dit sup-irréductible s’il a un unique prédécesseur
immédiat ou §’il existe un autre élément y de P tel que tout prédécesseur immé-
diat de x est aussi un prédécesseur immédiat de y. L’élément ¢ de 'ordre E (Fi-
gure 5) est un sup-irréductible dans E. I’ensemble des éléments sup-irréductibles
de P est noté J(P). Similairement, on note M(P) 'ensemble des éléments inf-
irréductibles de P, qui sont les éléments avec un unique successeur immédiat ou
dont les successeurs immédiats sont aussi des successeurs immédiats d’un autre
¢lément de P. L’élément d de 'ordre E (Figure 5) est un inf-irréductible (Défini-
tion 1.41 [Caspard et al., 2007]). Formellement, on a

z € J(P) < Jy € X tel que ImmPredp(x) C ImmPredp(y) U{y}.

x € M(P) < Jy € X tel que ImmSuccp(x) C ImmSuccp(y) U {y}.

Un idéal de P est un sous-ensemble I de X vérifiant pour tout élément x de [
et y de X, y < x implique y est dans I. Pour tout élément x de P, on appelle idéal
de x dans P, et on le note I(x) ou | x, 'ensemble des éléments plus petit ou égaux
a z dans P, ie. {y € X|y < x}. La notion duale d'un idéal est le filtre. Ainsi, pour
tout élément = de P, on note F'(x) ou 1T x son filtre et ceci correspond aux éléments
de P plus grand ou égaux a x dans P, i.e. {y € X|z <y} (Définition 1.42 [Caspard
et al., 2007]).
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Définition (Relations fleches). Soit P un ordre et z, y deux éléments de P.
—x )y six est un élément minimal dans P\1(y).
—x 1y siy est un élément maximal dans P\F(z).
—~xlysixzlyandxTy. Dans ce cas, on dit que x ety sont en relation

double fleche.

Vous trouverez dans la Définition 1.36 [Caspard et al., 2007] une description
équivalente des relations fleches.

Définition (Paire critique). Soit P un ordre et x, y deux éléments de P. La paire
(z,y) est une paire critique si x ] y.

Dans l'ordre E (Figure 5) nous avons g | f, ¢ 1 i et i J d. Donc, la paire (i, d)

est une paire critique dans FE.

Classification des ordres

Nous introduisons dans la Figure 6 la hiérarchie des classes d’ordres citées dans
ce manuscrit.

Ordre partiel

’ Ordre série-parallele ‘

Treillis

Ordre biparti

’ Ordre d’intervalle

Couronne

Antichaine Chaine

FI1GURE 6: Hiérarchie de quelques classes d’ordres

Rappelons qu'une chaine est un ordre total, i.e. un ordre dont tous les élé-
ments sont comparables, par exemple, I’ordre lexicographique défini sur I’alphabet
francais est une chaine. Le degré d’une chaine est la somme des degrés sortants
de ses éléments. Concernant ’antichaine, il s’agit d’un ordre partiel dont tous les
éléments sont incomparables, ainsi, les nombres premiers munis de la relation di-
vise est une antichaine. Un ordre série-paralléle est un ordre partiel dont chacun
de ses sous-ordres induit par un module est soit une chaine soit une antichaine soit
un ordre série-parallele. La notion de module est donnée dans la section suivante.
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Un arbre est un ordre partiel possédant un minimum appelé la racine et dont
chacun de ses éléments, sauf la racine, a un parent unique. On appelle une feuille,
un élément de I'arbre qui n’a aucun fils. L’arbre couvrant d’un ordre P = (X, R),
avec L un élément de X, est 'arbre (X, R') avec R' C R. Un arbre est généralement
noté par 7. En biologie, un arbre phylogénétique est un ordre qui a la structure
d’arbre. Une forét est une union disjointe de plusieurs arbres.

Etant donné un arbre T, on dit que T est un arbre n-aire si chacun de ses
sommets possede au plus n fils. Un arbre binaire est un arbre 2-aire. Lorsque
chaque sommet d’un arbre n-aire T possede exactement n fils et toutes les chaines
reliant la racine de T' a ses feuilles ont la méme taille, on dit que 7" est un arbre
n-complet. Une chaine est un arbre a une feuille tandis qu'une chenille est un
arbre qui, privé de ses feuilles, devient une chaine. Une peigne est une chenille
dont chaque sommet a au plus 2 fils. Nous parlons d’une peigne de degré n si
chacun de ses sommets possede n fils.

Un ordre biparti P est un ordre partiel de hauteur 1 dont tout élément z est
minimal ou maximal dans P. Soit Y (resp. Z) I'ensemble des éléments maximaux
(resp. minimaux) de P. On note P par (Y, Z, <). Ainsi, pour y et z deux éléments
de P, z < y implique y dans Y et z dans Z. Une couronne a 2n éléments, notée .S,,,
est un ordre partiel défini sur {1,...,2n} aveci <n-+i,i+1 <n+i pouridel
an—1,et1l<2n,n<2n.

Un treillis (Lattice en anglais), généralement noté par L, est un ordre partiel
dont chaque paire d’éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure
dans L (Définition 2.13 [Caspard et al., 2007]). Si tout sous-ensemble de L admet a
la fois une borne supérieure et une borne inférieure, on parlera de treillis complet.
Par exemple, ’ensemble des parties d'un ensemble {1,...,n} muni de la relation
d’ordre inclusion est un treillis complet appelé treillis booléen (aussi appelé hy-
percube ou simplement cube) de dimension n et noté 3,, avec B, = (21} C).

{1,2,3}

{1,2} {2,3}

L <,
e

FIGURE 7: Le treillis booléen Bs = (2{1:23} C)

Un ordre d’intervalle est un ordre défini sur un ensemble d’intervalles de R
tel que pour toute paire d’intervalles I; et I de cet ordre, I; est en relation d’ordre
avec Iy si pour tout élément x de I et y de I, x <g y.
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Opérations sur les relations d’ordres

Soit X un ensemble d’éléments. La relation d’identité sur X, notée id(X),
est ’ensemble des paires (z, x) avec x un élément de X.

Soit R une relation d’ordre sur X. La relation inverse de R, notée R~!, est
la relation définie sur X telle que pour toute paire d’éléments x et y de X, xRy si
et seulement si yR~'x.

La fermeture réflexive de R est R U id(X). Remarquez que R en tant que
relation d’ordre non stricte est déja fermée par réflexivité. La réduction réflexive
de R serait R\id(X) et définirait une relation d’ordre stricte.

La fermeture transitive de R est U2, R' avec (R' = Ro Ro...R, i fois).
Toutefois, la réduction transitive de R est R\ U2, R

La fermeture symétrique de R est RU R~

Définition (Extension (linéaire) d’une relation binaire). Etant donné deuz rela-
tions d’ordres Ry et R, on dit que Ry est une extension de Ry si Ry C Ry. Cette
extension est linéaire si Ry est totale.

Hormis les opérations de fermetures, la linéarisation des ordres partiels (cf.
définition ci-dessus) est parmi les opérations fondamentales en théorie des ordres.
Ainsi, la relation « divise » définie sur les entiers naturels admet comme extension
linéaire I'ordre usuel sur N.

Opérations sur les ordres

Soit P = (X, <p) et Q = (Y, <g) deux ordres.

Le dual de P est Vordre P = (X, <pa), vérifiant pour toute paire d’éléments
xetyde X, x <pay siet seulement si y <p x. Remarquez que P est le dual de
son dual.

L’intersection de P et ) est Uordre partiel (X NY, <), vérifiant pour toute
paire d’¢léments z et y de X NY, o <y si et seulement si x <p y et x < y. Par
ailleurs, 'union (resp. union disjointe) de P et @ est 'ordre partiel (X UY, <)
(resp. (X WY, <)) défini sur 'union (resp. union disjointe) de X et Y et vérifiant
pour toute paire d’éléments x et y de X UY (resp. X WY), 2 < y si et seulement
siz <pyoux <gy.On note "'union (resp. union disjointe) de P et ) par P U Q
(resp. P+ Q).

Un plongement de P dans @) est défini par une application f de X dans Y
préservant la relation d’ordre : pour toute paire d’éléments x et y de X, z <p ysiet
seulement si f(z) <g f(y). La fonction f est aussi appelée morphisme d’ordre.
Quand f est bijective, on parle d’isomorphisme d’ordre. Si la fonction f existe,
on dit que P admet un plongement dans () et on note P ~~ Q).
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Le produit Cartésien de P et @), noté P x @, est 'ordre partiel (X x Y, <),
tel que pour toute paire d’éléments (x1,y1) et (z2,y2) de X XY, (z1,y1) < (29, y2)
si et seulement si x; <p x5 et y; <g Ya.

La composition série de P et @, notée P - (), est I'ordre partiel (X WY, <),
tel que pour toute paire d’éléments x et y de X WY, x <y si et seulement si

— (z,y) € X? et x <py, ou

~ (z,y) €Y?et x <gy, ou

~ (z,y) e X xY.

Une composition parallele de P et () n’est autre que 'ordre P + Q).

[+ L

:

:

¢ &0

I X

I se plonge dans

F1GURE 8: Quelques opérations sur les ordres

La substitution d'un élément x de P par (), que l'on note P,_,¢ , consiste a
remplacer x par () dans P de telle sorte que

Vye X, y<px<sy<pqpourtout g de Q.

La Figure 9 illustre cette opération de substitution.

P Q Pac~>Q

FIGURE 9: Substitution de x par ) dans P
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Une décomposition d’un ordre P consiste a générer I’ensemble des sous-
ordres P, ..., P, de P vérifiant certaines propriétés. Si pour tout élément x de P
il existe un unique entier ¢, avec ¢ entre 1 et n, tel que x est dans P;, cette décom-
position est appelée un partitionnement de P.

Il existe plusieurs formes de décomposition d'un ordre : décomposition en
chaines, décomposition en antichaines et la décomposition modulaire.

Une décomposition ou un partitionnement de P en (anti)chaines consiste a ex-
traire un ensemble de sous-ordres de P dont chacun est une (anti)chaine. Lorsqu'il
s’agit d'une décomposition modulaire, chacun de ces sous-ordres correspondra a
un module de P.

Décomposition modulaire des ordres

On appelle module de P, un sous-ensemble M de X dont les éléments se
comportent comme un seul élément vis-a-vis de l'extérieur. Cela se traduit par,

Vo € X\M,¥(y,z) € M?, 2<pye x<p=z

F1GURE 10: Un ensemble partiellement ordonné F

Un module fort est un module qui ne chevauche aucun autre module. En
d’autres termes, un module M est fort si pour tout autre module M’ de P, on a
soit M € M', M" € M ou bien M N M’ est vide. Les modules triviaux de P
sont : (), X et {x} pour tout = de X. Il est clair qu'un module trivial est fort. Un
module maximal est un module non trivial qui n’est pas inclus dans un autre
module. L’ensemble {z,a,b,c,d, e, f,g,h} est un module de 'ordre E (Figure 10)
mais il n’est pas fort puisqu’il chevauche le module {y, a,b,c,d, e, f, g, h}. Dans le
méme ordre F, on a {a,b} un module fort et {a,b,c,d,e, f,g,h} un module fort
maximal.

Une partition modulaire de P est un partitionnement de X en modules.
L’ensemble {{z} : € P} est une partition modulaire de P. Une partition mo-
dulaire est maximale si ses modules sont forts et maximaux. Tout ordre pos-
sede une partition modulaire maximale unique et dorénavant, nous ne considé-
rerons que ce type de partition. La partition modulaire maximale de l'ordre F est

{z}.{a,b,c.d;e, f,9,h} {y}.
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Finalement, une décomposition modulaire de P consiste a générer une par-
tition modulaire maximale de P, puis, pour chaque module non trivial M de la
partition, générer une partition modulaire maximale de P[M] et ainsi de suite.

Partition modulaire maximale
du poset F
_ _ _du poset E[{a,b,c,d,e, f,g,h}]
,,,,, des posets E[{a,b,c,d}] et E[{e, f, g, h}]
_.—.. des posets E[{a,b}], E[{c,d}], E[{e, f}] et E[{g,h}]

F1GURE 11: Décomposition modulaire de F

Soit M une partition modulaire (maximale) de P. L’ordre quotient de P,
noté P, est Pordre (M, <,,,) vérifiant pour toute paire d’éléments M; et M,
de M, My <,,, M, si et seulement si il existe (x,y) dans M; x M; tel que z <p
y. Il s’agit également du sous-ordre induit de P sur I’ensemble constitué dun
seul élément de chaque module. Ainsi, en substituant chaque élément de Py,
appartenant a un module M, par P[M], on obtiendra l'ordre P. L’ordre quotient
de l'ordre E est la chaine définie sur M = {M;, My, M3} avec My, = {z}, My =
{a,b,¢,d,e, f,g,h} et My = {y}.

L’ensemble des modules forts générés a partir de la décomposition modulaire
de P peuvent étre arrangés par inclusion dans un arbre de décomposition
modulaire dont les feuilles sont les modules triviaux {x} pour tout z dans X, et
dont chaque sommet interne M, avec M un module non trivial, est étiqueté selon
la nature de l'ordre quotient P[M] par : Série (cas d'une chaine), Paralléle (cas
d’une antichaine) ou Premier (autres cas) (Figure 12 pour une illustration).

Y Série

Parallele

‘1 Premier
e b Parallele

T

@
o]

F1GURE 12: Arbre de décomposition modulaire de E
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Opérateurs : Sup et Inf

Soit a et b deux éléments d'un ordre P. On a a V b renvoie la borne supérieure
de la paire (a,b) dans P et a A b renvoie sa borne inférieure. Les opérateurs V et A
sont appelés respectivement Sup et Inf. Dans certains livres, notamment le livre
[Caspard et al., 2007], les auteurs utilisent ces opérateurs pour introduire quelques
notions et notations sur les ordres.

Quelques notions sur les graphes

Un graphe G non orienté (resp. orienté) est une paire (V, E), avec V un en-
semble d’éléments, appelés sommets de G, et E C V x V une relation binaire
symétrique (resp. antisymétrique) et irréflexive, désignant les arétes (resp. arcs )
de (. Cette relation binaire est aussi appelée relation d’adjacence. De ce fait,
deux éléments x et y sont adjacents dans un graphe G, ou encore voisins, s'ils
sont en relation binaire dans G. Une aréte (resp. arc) reliant = a y, notée {z,y}
(resp. (z,y) ) ou zy tout court, est dite incidente a x et & y. Le degré d’un
sommet dans un graphe est donné par le nombre de ses voisins.

L’ensemble des sommets ainsi que ’ensemble des arétes d’un graphe G sont
généralement notés respectivement par V(G) et E(G) .

Un chemin dans G est défini par une suite finie de sommets distincts de G,
vy, ... U, telle que pour tout @ entre 1 et k — 1, v; est en relation d’adjacence avec
vir1. Si vi, est en relation d’adjacence avec vy et k > 2 le chemin est appelé cycle.
Un graphe est dit acyclique s’il ne contient pas de cycle. Dans le cas de graphe
orienté, on parle de chemin orienté et cycle orienté.

Un graphe est complet si tous ses sommets sont deux a deux adjacents. Ce
graphe est aussi appelé clique. De facon complémentaire, on appelle stable un
graphe dont tous les sommets sont deux a deux non adjacents.

Tout ordre partiel P = (X, <) peut étre vu comme un graphe orienté acyclique
(DAG) dont I'ensemble des sommets est X et dont l’ensemble des arcs est formé
de toutes les paires (z,y) de X? telles que z < y.

L1

Z2
Ty

T3
Tg T5

FIGURE 13: Graphe orienté acyclique (DAG)
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Autres notions d’ordre général

Nous rappelons ci-apres les définitions de quelques termes scientifiques utilisés
dans le manuscrit.

Un algorithme (du nom du mathématicien al-Khuwarizmi) est une suite d’ins-
tructions dont l’exécution résout un probleme donné. La complexité en temps
d’un algorithme est le nombre de ses instructions élémentaires, par ailleurs, sa
complexité en espace est la taille mémoire nécessaire pour stocker les différentes
structures de données utilisées pendant son exécution. La complexité se réfere
généralement au temps si aucune précision n’est indiquée.

La complexité (en temps et en espace) se calcule en fonction de la taille de
la donnée en entrée et elle est généralement donnée en ordre de grandeur. Une
fonction f(n) a un ordre de grandeur O(g(n)) s'il existe une constante c telle
que | f(n) |<c|g(n)|. La Table 1 présente les classes de complexité par ordre de
grandeur croissant avec n la taille de la donnée en entrée. Notez que les complexités
en temps et en espace d'une instruction élémentaire sont constantes, ce que l'on
note O(1). Lorsque les opérations arithmétiques sur les entiers sont considérées
comme des instructions élémentaires, on parlera d’'une complexité arithmétique
[Faigle et al., 2013].

Ordre de grandeur Classe de complexité
O(1) Constante
O(log(n)) Logarithmique
O(n) Linéaire
O(nlog(n)) Quasi linéaire
O(n*)(k constante avec k > 1) Polynomiale
o2 Exponentielle

TABLE 1: Classes de complexité d'un probleme

Un probleme de décision est un probleme dont la solution est soit "oui’ soit
‘non’. Par exemple, étant donné un graphe G, répondre s’il existe un cycle dans G
de taille inférieure a un certain entier k£ est un probléeme de décision.

Un probleme d’optimisation est un probléeme dont 1'objectif est de trouver
une solution optimale parmi ’ensemble des solutions admissibles. Par exemple,
trouver un cycle de taille maximale dans un graphe est un probleme d’optimisa-
tion. Les problemes d’optimisation généralisent en quelque sorte les problemes de
décision. Par conséquent, pour classifier les problemes nous pouvons nous limiter
aux problemes de décision.

La classe P (PTIME) est la classe des problemes de décision pour lesquels
il existe un algorithme de résolution de complexité en temps polynomiale. Si pour
un probleme de décision donné il existe un algorithme de résolution de complexité
en espace polynomiale, on dit qu’il appartient a la classe PSPACE.
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Les classes EXPTIME et EXPSPACE désignent respectivement les problemes
de décision pour lesquels il existe un algorithme de résolution de complexité en
temps et en espace exponentielle. Un probléme est dans la classe NP si pour une
solution donnée (parmi un nombre de solutions potentielles au pire exponentiel),
il est possible de vérifier cette solution en temps polynomial. Un probleme est
NP-difficile s’il est au moins aussi difficile que tout probléeme de NP. Il est
NP-complet s’il est NP et N'P-difficile. Pour montrer qu'un probléme B est
au moins aussi difficile que tout probléeme de NP, il suffit de montrer qu’il existe
un probléme A de la classe N'P-difficile (ou NP-complet) pouvant étre réduit
en temps polynomial au probleme B, i.e. il est possible de résoudre A par un
algorithme de résolution de B en passant par une transformation polynomiale des
instances (entrées) de A en des instances de B.

Le probleme de calcul du nombre chromatique d’un graphe est parmi
les problemes classiques de la classe N'P-complet. Soit G un graphe, on appelle
nombre chromatique de G, et on le note x(G), le nombre minimum de couleurs
nécessaires pour colorer les sommets de G. Une coloration des sommets de G
consiste en 'attribution a chacun de ses sommets d’une couleur de telle sorte que
deux sommets adjacents n’aient pas la méme couleur.

G

F1GURE 14: Coloration optimale du graphe de Petersen

A ce jour, il n’existe pas de probléme N P-complet résoluble en temps poly-
nomial. Tous les algorithmes connus de résolution des problémes NP-complet ont
une complexité en temps exponentiel ce qui rend la recherche d’une solution exacte
pour de tels problemes impraticable. Néanmoins, il existe des algorithmes calcu-
lant des solutions réalisables, mais pas nécessairement optimales, en un temps
raisonnable. Ces algorithmes s’appellent des heuristiques. Soit [ une instance
d’un probleme de minimisation et soit Opt sa solution optimale. Soit Sol une so-
lution de I retournée par une heuristique H. Le facteur d’approximation de

I’heuristique H est l'entier k vérifiant % < k, pour toute instance I du pro-
bleme. Lorsqu’il s’agit d’un probleme de maximisation, on a plutot k£ < 22, Sl

Opt
est possible d’identifier I'entier k, I’heuristique est appelée une k-approximation

du probléme ou encore une méthode d’approximation. Sinon, on dit que le
probleme est non-approximable .
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Chapitre 1

Etat de ’art autour de la
2-dimension des ordres partiels

21

Research is to see what
everybody else has seen, and to
think what nobody else has
thought.

Albert Szent-Gyorgyi



Introduction

La notion d’ordre intervient dans la vie quotidienne, par exemple dans le trai-
tement de l'ordre des clients dans une file d’attente. La structure d’ordre inter-
vient également dans la modélisation des systeémes paralleles [Gazagnaire, 2008] ou
concurrents [Pratt, 1986], dans 'analyse des réseaux (sociaux, biochimiques, élec-
triques, urbains, etc.), dans I'extraction des connaissances en fouille de données,
dans la résolution des problémes d’ordonnancement [La, 2005] ainsi que dans la
représentation des données hiérarchiques (par exemple la hiérarchie des interfaces
(ou des classes) d’'un langage de programmation orienté objet, comme illustrée sur
la Figure 1.1), etc. [Briggemann et Patil, 2011].

Tterable

f

Collection

SN

List Set Queue

1 1

SortedSet Deque

f

NavigableSet

FIGURE 1.1: Hiérarchie de collection Java

Les ordres s’appliquent dans des contextes variés, ce qui montre I'importance
de I’étude de leurs structures et de leurs propriétés. Cette étude est ancrée dans
la théorie des ordres.

« ... Si Uon veut bien imaginer la théorie des ordres comme un fleuve, on lui
trouve de nombreuses sources. La théorie des ordres vient en effet de l’arithmétique
ordinale de G.CANTOR mais aussi des travaux en analyse réelle de G.CANTOR et
R.DEDEKIND, et encore de la théorie des équations et des groupes avec E.GALOIS et
C.JORDAN (groupes résolubles, suites de JORDAN-HOLDER) et encore de la théorie
des anneauzr (E.NOETHER), ceci pour ne citer que quelques exemples importants.
De ces diverses origines naissent plusieurs courants tels la théorie des treillis, les
algebres de Boole, la topologie, etc., drainant les eauz vers le fleuve en forma-
tion. » [Pouzet et Richard, 1984]
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La considération des ordres se manifeste des 1690 dans les axiomes de G. Leib-
niz [Leibniz, 1989]. Ce n’est toutefois qu’a partir du XIXe siecle qu'apparurent les
premieres discussions systématiques autour de ces structures, par C.S. Pierce en
1880, G. Cantor en 1883 puis par E. Schroder en 1890. Des années apres, en 1914,
F. Hausdorff introduisit la définition formelle des ensembles partiellement ordon-
nés [Hausdorff, 1914] (version anglaise [Hausdorff, 1957]). Le fameux théoreme de
Hausdorft établit le principe de maximalité.

Théoréme 1.0.1 (Principe de maximalité de Hausdorff). Tout ensemble ordonné
non vide contient une chaine maximale.

Théoréeme 1.0.2 ( Konstantopoulos, 2010). Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
— Principe de maximalité de Hausdorff.
— Lemme de Tukey : Toute famille finie non vide posséde un élément maximal.
— Lemme de Zorn : Tout ensemble non vide ordonné dans lequel toute chaine
admet une borne supérieure possede un élément mazximal.
— Théoreme de Zermelo : Tout ensemble peut étre bien ordonné, i.e. muni
d’un ordre tel que toute partie non vide de cet ensemble admet un plus petit
élément.

— Principe d’induction mathématique (mis au point par le mathématicien Blaise
Pascal).

Malgré sa simplicité, le théoreme de Hausdorff est d'une importance capitale, et
ses formes équivalentes trouvent des applications variées. Ainsi, le lemme de Zorn
s’applique en topologie, en analyse fonctionnelle, en algebre (tout espace vectoriel
admet une base) [Conrad, 2012], en politique économique  [Barbie et al., 2001],
voire, par certains aspects, dans la religion [Meyer, 1987]. A Theure actuelle, T.
Powell a mené de nouveaux travaux sur ce lemme présentés lors du workshop
international Proof, Computation, Complexity 2016.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons aux ordres partiels finis qui vérifient
trivialement le lemme de Zorn. Une conséquence importante de ce lemme est le
théoreme de Szpilrajn qui montre que tout ordre partiel peut étre étendu en un
ordre total, appelé son extension linéaire [Szpilrajn, 1930].

Théoréme 1.0.3 (Szpilrajn, 1930). Pour tout ordre partiel (X, <), il existe un
ordre total (X, <) tel que <’ est une extension linéaire de <.

Démonstration. Soit POSET(X, <) 'ensemble des extensions de < sur X. Nous
appliquons le lemme de Zorn sur 'ordre P = (POSET(X,<),Q) .

Montrons d’abord que toute chaine de P admet une borne supérieure. Soit C'
une chaine de P et () = U,cc x. Comme tout élément de C' est une relation d’ordre,
il est facile de montrer que () est également une relation d’ordre par héritage des
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propriétés de réflexivité, d’antisymétrie et de transitivité. Ceci implique que @) est
un élément de P et constitue la borne supérieure de C'.

Selon le lemme de Zorn, 'ordre P possede un élément maximal, que ’on note
<’. Supposons que <’ n’est pas une relation d’ordre totale. Alors, il existe une
paire d’éléments (a,b) qui n’appartient pas a <', i.e. a K'bet b K'a.

Considérons la relation binaire <” sur X telle que

<= {(z,y) € X2: o<y} U{(a,b)} U{(a,t) 1 t € F(B)} U{(t,b) : t € I(a)}.

Comme (X, <") = (X, <"YU (({(a),<").(F(b),<')) (voir les opérations prédéfi-
nies sur les posets), <" est une relation d’ordre sur X et <’ C <” ce qui contredit
le fait que <’ soit maximale. Par conséquent, <’ est une relation d’ordre totale.

]

Théoreme 1.0.4 (Dushnik et Miller, 1941). Tout ordre partiel sur un ensemble
X est Uintersection d’un ensemble d’ordres linéaires sur X.

En 1941, Dushnik et Miller formulent le Théoreme 1.0.4 qui découle immé-
diatement du Théoreme 1.0.3. La Figure 1.2, qui illustre leur théoréme, présente
un premier diagramme de Hasse d’un ordre donné (X, <) et un second de l'ordre
(POSET(X,<),C) défini sur I'ensemble des extensions de < muni de la relation
d’ordre inclusion. L'ordre (POSET (X, <), C) posséde au moins un élément maxi-
mal (Lemme de Tukey) qui forme une extension linéaire de < (Théoreme 1.0.3).
Dushnik et Miller constatent que < est l'intersection de ses extensions linéaires.
Ils définissent alors la dimension d'un ordre comme le nombre minimum de ses
extensions linéaires dont il est 'intersection. Il est clair qu'un ordre total est de
dimension 1, i.e. unidimensionnel.

d L Lo L3
a <
(X,<) (POSET(X,<),Q)
X ={a,b,c,d}

By =< U{(b, )}
By =< U{(c,d)}
Ly =< U{(b,¢), (c,d)}
Ly =< U{(b,¢), (d, o)}
Lz =< {(¢,b), (¢, d)}

Relation
d’ordre totale

LiNnLsnNLs3=LiNLs3

<=
3}, (X, L;) un ordre linéaire

vie{1,2,

FIGURE 1.2: Ilustration des Théoremes 1.0.3 et 1.0.4
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La notion de la dimension d’ordre, introduite par Dushnik et Miller, fut I'un des
parametres les plus étudiés en théorie des ordres, pour des raisons théoriques mais
également pour son utilité dans certaines modélisations. Par exemple, en sciences
sociales, la modélisation des préférences d'un agent économique sur un ensemble
de biens exige la considération d’un certain nombre de criteres dont chacun est
un ordre total de ses préférences. Le nombre minimum de criteres considérés pour
modéliser l'ordre des préférences de ’agent constitue la dimension de cet ordre.
En informatique, le calcul de la dimension permet de concevoir des méthodes de
codage des ordres assurant leur représentation dans un systéme informatique.

1 Représentation et codage des ordres partiels

Dans cette section, nous définissons d’abord la notion de représentation et
de codage des ordres, puis nous fixons les critéres déterminant l'efficacité d’un
codage. Nous citons par la suite différentes représentations des ordres ainsi que
quelques méthodes de codage existantes permettant d’assurer ces représentations.
Nous mettrons en évidence le caractere intuitif des codages cités et nous évaluerons
leur efficacité.

1.1 Définitions
1.1.1 Représentation et codage des ordres

Une représentation des données permet de définir un format sous lequel ces
données doivent apparaitre afin d’étre manipulées par un systeme précis. Lors-
qu’il s’agit d’un systeme informatique, on parle généralement d’une représentation
binaire. Ainsi, toute donnée (texte, image, son, vidéo, etc.) transitant par un pé-
riphérique numérique, pour étre traitée ou enregistrée, doit étre représentée sous
forme d’une séquence de bits. Un bit — binary digit — désigne I'unité d’information
manipulable par un composant électronique et ne peut prendre que deux valeurs,
1 ou 0. La valeur 1 signifie que la donnée correspond physiquement a un signal
numérique de tension positive ; la valeur 0 indique un signal numérique de tension
nulle. Il existe d’autres représentations intermédiaires plus pratiques, comme par
exemple la représentation vectorielle des images.

Un codage se définit par la transformation des données d’une représentation ex-
terne (initiale) en une autre, interne (cible), suivant des régles bien précises. Dans
le cas des données ordonnées, Habib et al. définissent formellement le concept de
codage d'un ordre P = (X, <p), par le plongement f de X dans un ensemble Y, tel
que z <p y, = et y étant deux éléments de X, si et seulement si p(f(x), f(y)) =1
avec p:Y xY — {0,1} [Habib et al., 1995].
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Sans restreindre la généralité, nous admettons que les ordres sont initialement re-
présentés par une paire d’éléments (X, R), avec X 'ensemble des entiers {1,...,n},
n étant la taille de l'ordre, et R 1’ensemble des couples (i,7) de X? tels que i est
en relation d’ordre avec j. Dans la suite, nous parlons également de méthode de
codage pour désigner I'ensemble des instructions et des structures de données né-
cessaires pour calculer un codage.

1.1.2 Criteres d’évaluation d’un codage

L’efficacité d'un codage est évaluée a partir de plusieurs criteres : (1) la taille
du codage, définie par le nombre de bits codant les données, ce qui permet de
quantifier 'espace mémoire dédié a leur stockage; (2) les complexités en temps et
en espace de la méthode de codage; (3) le cotit d’interrogation des données apres
leur codage; (4) le cotut de I'adaptation du codage aux différentes modifications
potentielles apportées aux données; et d’autres criteres pouvant se rajouter selon
le type des données traitées. Dans ce manuscrit, nous ne considérons que les trois
premiers criteres. Comme nous nous intéressons au codage des ordres, nous limitons
les opérations d’interrogation a la requéte « x < y? », pour z et y deux éléments
d’un ordre P = (X, <); d’autre part, la taille du codage est limitée au nombre de
bits maximal codant un élément de P. Ainsi, s’il existe un codage de P de taille e
alors le stockage de P nécessite au plus e| X | bits.

1.1.3 Codage efficace des ordres

Un codage est jugé d’autant plus intéressant que les mesures de ses criteres
d’évaluation sont petites comparées aux mesures évaluant les autres codages exis-
tants. Nous considérons qu’il est efficace pour le cas d'un ordre P = (X, R) si :
(1) sa taille est en O(log,(|X|)); (2) il teste la relation d’ordre entre deux élé-
ments de P en temps linéaire par rapport a la taille du codage; (3) il existe un
algorithme de complexité arithmétique polynomial (en temps et en espace) qui le
calcule. Dans la suite, nous exprimons la taille du codage en nombre de bits plutot
qu’en ordre de grandeur lorsqu’il s’agit de mesurer 'efficacité du codage d'un point
de vue pratique.

Une étude du IDC (International Data Corporation) en 2014 estime que le
volume des données numériques sera multiplié par 10 a ’horizon 2020, ce qui en-
gendrera des besoins importants en terme d’efficacité du traitement et du stockage
des données. On peut se demander si cela mettra fin a la conjecture de Moore, pa-
rue a la revue Electronics Magazine en 1965, qui affirme que la capacité de calcul et
de stockage d’information double tous les deux ans. Dernierement, Brian Krzanich,
le patron actuel d’Intel, a lancé un projet nommé "More than Moore" s’inscrivant
dans les tendances actuelles du Big Data face a la croissance exponentielle des
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données [Loukil, 2016]. La problématique discutée dans ce manuscrit pourra éga-
lement s’inscrire dans ce cadre. En effet, nous nous intéressons aux méthodes de
codage des ordres minimisant & la fois leur espace de stockage et le cotit de compa-
raison de leurs objets. Avant d’exposer nos contributions a ce sujet, citons certaines
méthodes de codage connues dans la littérature.

1.2 Représentations classiques

Les premieres méthodes de codage des ordres s’appuient sur des représentations
connues en théorie des graphes, celles des graphes orientés acycliques (DAG), vu
que tout ordre partiel strict est isomorphe a un DAG. Il s’agit d’une représentation
par matrice d’adjacence ou par liste d’adjacence.

1.2.1 Matrice d’adjacence

La représentation d’un ordre partiel P de taille n par une matrice d’adjacence
consiste a projeter sa relation d’ordre dans une matrice binaire de taille n?, de
telle sorte que 1’élément a la case (7, ) de la matrice vaut 1 si 'élément i est en
relation avec I’élément j dans P, et 0 sinon. Ainsi, déterminer si un élément x est en
relation d’ordre avec un élément y nécessite un acces direct a la case (z,y) en temps
constant. La taille de ce codage vaut n. L’algorithme 11 (cf. Appendice A) calcule
une représentation de P par une matrice binaire en temps et en espace O(n?). Cette
représentation est utilisée pour le codage de la hiérarchie des interfaces JAVA dans
CACAO 64-bits JIT Compiler [Krall et Grafl, 1997].

1.2.2 Liste d’adjacence

Une représentation par liste d’adjacence, aussi appelée représentation par liste
des successeurs, consiste a associer a chaque élément d’un ordre une liste de ses
successeurs. Soit P = (X, R) un ordre de taille n avec m le nombre maximum
des successeurs d'un élément de P. La taille de ce codage vaut alors m[log,(n)].
Pour z et y deux éléments de X, tester si x R y revient a tester si y appar-
tient a la liste des successeurs de = en temps O(m[log,(n)]). La complexité en
temps du test de comparabilité peut étre réduite en O(log,(m)[logy(n)]), en utili-
sant la structure d’arbre équilibré pour stocker les listes des successeurs ; elle peut
étre réduite davantage en O(/log,(m)[logy(n)]) via les Q-fast tries proposés par
Willard [Willard, 1984]; et encore plus en O(log,(log,(m))[logy(n)]) grace aux
arbres stratifiés de van Emde Boas [Van Emde Boas, 1977]. L’algorithme 12 (cf.
Appendice A) effectue une représentation par liste d’adjacence de P en temps et
en espace O(|R|), avec |R| < n?. De fagon duale, nous pourrons aussi définir une
représentation par liste des prédécesseurs.
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Notons que la représentation par liste d’adjacence offre un codage plus compact
des ordres creux, dont les éléments sont peu en relation d’ordre, contrairement a
une représentation par matrice d’adjacence qui est surtout privilégiée pour les
ordres denses.

1.2.3 Liste des successeurs immédiats

Le codage d'un ordre par liste des successeurs immédiats (dualement par liste
des prédécesseurs immédiats) consiste a associer a chaque élément de 'ordre la liste
de ses successeurs immédiats qui sont ses successeurs non déduits par transitivité.
La taille de ce codage est alors inférieure a celle du codage par liste des successeurs.
Soit P = (X, R) un ordre de taille n et soit z et y deux éléments de X. Tester
si x est en relation d’ordre avec y implique de parcourir la liste des successeurs
immédiats de x, puis leurs propres successeurs immédiats, et ainsi de suite jusqu’a
rencontrer I’élément y ou visiter tous les successeurs de x. Ce test s’effectue en
temps O(nm/[logy(n)]) avec m’ = max{d,(z)|x € X}. Le codage par liste des
successeurs immeédiats est souvent utilisé lorsque 'ordre donné en entrée est réduit
par transitivité. L’algorithme 13 (cf. Appendice A) calcule un codage par liste des
successeurs immédiats de P en temps et en espace O(|R]|) pour le cas ou P est
réduit par transitivité. Sinon, une étape de réduction transitive devrait se rajouter
a l'algorithme, ce qui augmenterait sa complexité en temps et espace en O(n?).

Bien que le codage d'un ordre par une matrice binaire soit optimal (minimal)
pour la comparaison de ses objets, il est en contrepartie de taille maximale. Le
codage par liste des successeurs (immédiats), lui, améliore la taille du codage des
ordres au profit du temps de comparaison de leurs objets. Le but est de trouver
un compromis entre ces deux parametres.

1.3 Représentation intervallaire

Nous présentons dans cette sous-section des méthodes de codage des ordres plus
efficaces que celles basées sur les représentations classiques. Nous montrons d’abord
comment déduire, a partir d’une représentation classique des arbres, une nouvelle
représentation plus compact pour cette classe d’ordre. Il s’agit de la représentation
intervallaire, donnant lieu a un codage efficace des arbres ainsi que des ordres
d’intervalles. Nous citons par la suite quelques méthodes de codage par intervalle(s)
permettant d’assurer une représentation intervallaire de tout ordre.
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1.3.1 Définition

Une représentation intervallaire d'un ordre indique que chacun de ses éléments
doit étre représenté par des intervalles de R. Afin d’assurer cette représentation
pour un ordre P, il faut trouver une méthode de codage qui associe a chacun de ses
éléments x un code I, sous forme d’un ou plusieurs (liste ou union) intervalle(s)
de R, tel(s) qu’il existe une relation d’ordre R vérifiant, pour tous = et y deux
éléments de P, x <p y si et seulement si I, R I,.

1.3.2 Origine de la représentation intervallaire

La représentation intervallaire est directement issue d’'une représentation clas-
sique des arbres. Soit 7" un arbre de taille n tel que son élément ¢ coincide avec le
i®me ¢lément visité suivant un parcours préfixe de T' (Figure 1.3). Rappelons que le
parcours préfixe d’'un arbre consiste a visiter sa racine puis a parcourir récursive-
ment tous ses sous-arbres, enracinés par un successeur immédiat de la racine, de
gauche a droite. Il s’agit d'un parcours en profondeur lorsque 'arbre est représenté
graphiquement par un diagramme de Hasse orienté du haut vers le bas.

3 4 5 7 8

1

FIGURE 1.3: Les éléments d’un arbre T" en ordre préfixe

Afin de calculer une représentation de T par liste des successeurs, nous op-
tons pour la récupération de la liste des successeurs de chaque élément suivant
un parcours préfixe de T'. En procédant ainsi, nous remarquons que la liste des
successeurs de chaque élément ¢ de ’arbre forme un ensemble d’entiers consécutifs
i,i+ 1,...k, qui peut étre représenté efficacement par U'intervalle d’entiers [i, k].
En affectant a chaque élément de T" un intervalle d’entiers englobant la liste de ses
successeurs, nous obtenons une représentation intervallaire de ’arbre, illustrée par
la Figure 1.4.

(8][4 3] (7] (8] [3,3] [44] [55 [7,7 8,8
23,4, 6,7,8] - (2,5] [6.,8]
[1,...,8] [1,8]
Codage de T par liste des successeurs Codage intervallaire de T'

FIGURE 1.4: D’une représentation classique a une représentation intervallaire
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En calculant une représentation par matrice d’adjacence de T, nous obtenons
une matrice binaire particuliere dont chaque ligne [, est un vecteur de la forme
[0]".[1]%.[0), avec r + s+t = n et s le nombre des successeurs de 'élément z,
plus . Nous en déduisons que les successeurs de z sont les éléments de l'inter-
valle [r + 1,7 + s]. Cela menera également & une représentation intervallaire de T
(Figure 1.5).

O 0 oo oo o KK
oo oo oo~ N
oo ooor~ = Hw
oo oo r o~ H Kk
oo or oo~ Haun
oo +~o0 oo o +oa
o~ =0 0o o+
o+ oooor®w
EEEEERR

[\
(=2}
o BN, B SR R

FI1GURE 1.5: Matrice d’adjacence d’un arbre dont les éléments sont en ordre préfixe

1.3.3 Codage par intervalle unique

Le codage d'un ordre par intervalle unique consiste a associer a chacun de ses
éléments un intervalle de R tel qu’il existe une relation d’ordre entre I’ensemble des
intervalles codant les éléments de ’ordre qui préserve la relation entre ces éléments
dans 'ordre. Nous montrons que ce codage est bien défini dans le cas des arbres
et des ordres d’intervalles, puis nous mettons en évidence la difficulté d’assurer un
tel codage pour 'ordre jeeny

» Cas des arbres

Soit T = (X, R) un arbre de taille n. Nous admettons que 'élément i de T’
coincide avec le M élément visité suivant un parcours préfixe de T' (cf. Figure 1.3).
Notons qu’il est possible de renommer les éléments de T afin de vérifier cette
condition. Le codage MPTT (Modified Preorder Tree Traversal) de T' consiste a
associer a chacun de ses éléments = un intervalle [a,,b,] tel que a, (resp. b;)
représente le plus petit (resp. le plus grand) entier référant a un successeur de z.

Théoreme 1.1.5. Le codage par intervalle unique des arbres est efficace.

Le codage MPTT de T est calculable en temps et en espace polynomiaux, et
sa taille vaut exactement 2[log,(n)]. Ainsi, afin de tester la relation d’ordre entre
deux éléments x et y de X, il suffit de tester si a, < a, et b, < b,. Ce test est vérifié
en temps O([log,(n)]). Nous en déduisons que le codage des arbres par intervalle
est efficace (Théoreme 1.1.5).
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Avantage

La représentation intervallaire est une technique tres utilisée dans les bases de
données relationnelles pour représenter les hiérarchies de type arborescence — arbre
tout simplement — dans le but de simplifier les requétes de recherche et d’améliorer
leurs performances. Pour illustrer 'avantage de cette représentation, nous traitons
I’exemple de stockage de la hiérarchie des formations a I'Université Blaise Pascal,
donnée dans la Figure 1.6.

Professionnel  Recherche

Biologie Chimie
1 2

Formations

FIGURE 1.6: Hiérarchie des formations a 'UBP en 2016

Le stockage classique de cette hiérarchie dans une base de données relation-
nelle, comme MySQL, fait appel a une représentation par liste des prédécesseurs
immédiats (Table 1.1).

=
Q.

Nom Parent_id
Formations NULL
Biologie
Chimie
ISIMA
STAPS
DEUST
DU
Licences
Masters
Professionnel
Recherche

© 00 O U W O
0o RN OO OO

—
)

TABLE 1.1: Stockage classique de la hiérarchie des formations
Cette méthode de stockage n’est toutefois pas pratique lorsqu’il s’agit de récu-

pérer une sous-arborescence de la hiérarchie. Prenons I'exemple de 'extraction de
toutes les formations du STAPS. Deux maniéres de procéder sont possibles :
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1. Requétes récursives :
Select Nom from TableFormations where Parent_id =4

Select Nom from TableFormations where Parent_id IN (Select Id
from TableFormations where Parent_id = 4)

2. Requéte par auto-jointures :

Select Fj.Nom from TableFormations as F} join TableFormations
as F, on Fj.Parent_id = F3,.Id join TableFormations as F3 on
F,.Parent_id = F3.Id where F5.Nom = ’STAPS’ or Fj.Nom = ’STAPS’

Les deux requétes d’extraction d’une sous-hiérarchie de I’arborescence initiale
sont cotiteuses en temps et en espace de mémoire vive. Ces problémes de per-
formances sont réglés par la représentation intervallaire. La Table 1.2 stocke la
hiérarchie des formations apres son codage MPTT. Notons que les successeurs
d’un élément de la hiérarchie sont compris entre Left et Right.

Id Nom Left | Right
0 Formations 0 10
1 Biologie 1 1
2 Chimie 2 2
3 ISIMA 3 3
4 STAPS 4 10
5 DEUST 5 5
6 DU 6 6
7 Licences 7 7
8 Masters 8 10
9 | Professionnel 9 9

10 Recherche 10 10

TABLE 1.2: Stockage de la hiérarchie des formations apres son codage MPTT

Grace a la représentation intervallaire de la hiérarchie des formations, il est
possible, par une simple requéte, d’extraire toutes les formations du STAPS :

Select Nom from TableRIFormations where Left >4 and Right < 10.
La représentation intervallaire des arbres permet non seulement d’accélérer la
recherche dans des bases de données relationnelles, mais également de faciliter la

création de menus dynamiques dans des pages web, des applications mobiles ou
des logiciels.
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» Cas des ordres d’intervalles

Un ordre d’intervalle P = (X, <) est un ordre tel que, z,y,z et w étant des
éléments de X, x < y et z < w impliquent * < w ou z < y.

Théoréme 1.1.6 (Fishburn, 1970). Un ordre P est un ordre d’intervalle si et
seulement si il ne contient pas un sous-ordre isomorphe a l’ordre )Y

Trotter définit P comme un ordre d’intervalle s’il existe une fonction f associant
a chacun de ses éléments = un intervalle I, = [l,,r,] de R tel que pour toute paire
d’éléments x et y de P, o < y si et seulement si r, <g [, i.e. pour tout élément
a de I, et b de I,, a <g b [Trotter, 1997]. Plusieurs approches sont présentes dans
la littérature pour le calcul de la fonction f [Baldy et Morvan, 1993], [Greenough,
1976]. Nous choisissons I'approche fondée sur l'algorithme de Greenough qui se
base sur I’équivalence de ces trois propriétés [Rabinovich, 2005] :

1. P=(X,<) est un ordre d’intervalle;
2. U= ({Predp(z)|z € X}, C) est un ordre total;
3. S = ({Succp(z)|r € X}, C) est un ordre total.

4 preap g {1,2,5} 4 Sucep(i)y {2,3,4,5) 3,4 [4,4]

3 5 3 Predp(s)y {1,2} 3 Sucep(2)4 {3,4} 2,2] (2,3]
2 e 1} 2 Sucep o)} {4}
F

0

| redp(5) [1:1]

. o Sucep(4)
Ordre d’intervalle P L preap)d 0 L e P (3) 0 Codage intervallaire de P

Chaine U Chaine S

F1cURE 1.7: Codage intervallaire des ordres d’intervalles

L’algorithme de Greenough calcule d’abord les ordres U et S puis associe a
chaque élément = de P lintervalle [Ul[z], |S| — S[z] + 1], U[z] étant I'indice de
I'élément Predp(z) dans la chaine U. De méme, S[z] est l'indice de Succp(z)
dans S. Nous supposons que les indices commencent au rang 1.

Théoreme 1.1.7. Le codage des ordres d’intervalles par intervalle unique est ef-
ficace.

Nous concluons que I'approche de Greenough permet de calculer un codage de
P par intervalle unique (cf. Figure 1.7) en temps et en espace polynomiaux. La
taille de ce codage vaut exactement 2log,(|X|). Enfin, pour tester si z <y, z et y
étant deux éléments de P, il suffit de tester si r, <g l, en temps O(log,(|X|)). Par
conséquent, le codage des ordres d’intervalles par intervalle unique est efficace.
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Avantage

Les ordres d’intervalles permettent de modéliser des probléemes d’ordonnance-
ment et leur codage permet non seulement de mieux les stocker et les exploiter,
mais également de répondre a certaines questions logistiques, comme le nombre
de ressources nécessaires pour une planification précise. Considérons par exemple
le probleme de I'ordonnancement des présentations lors d'une journée scientifique.
Supposons que certaines présentations ne peuvent démarrer qu’a la condition que
d’autres sont bien terminées, ainsi qu’il existe des présentations pouvant avoir
lieu en méme temps. L’ordre modélisant la relation temporelle entre les présen-
tations de cette journée est un ordre d’intervalle. Ainsi, le codage de cet ordre
par intervalle unique permet d’analyser certaines contraintes, comme le nombre
d’amphithéatres nécessaires pour réaliser I’ensemble de ces présentations. En effet,
toutes les présentations ayant un code intervallaire non chevauchant peuvent se
dérouler dans le méme lieu. Le lecteur pourra se référer au [Yannakakis et Papadi-
mitriou, 1979] pour plus de détails sur l'intérét de la structure d’ordre d’intervalle
en ordonnancement. Cette structure a également des applications en archéologie
[Kendall, 1969], en diagnostic médical [Nokel, 1991], en génétique [Benzer, 1959,
en biologie [Karp, 1993], en psychologie [Coombs et Smith, 1973], etc..

» Cas de 'ordre IX:XI

Nous avons évoqué, dans ce qui précede, deux méthodes de codage des ordres
par intervalle unique : le codage MPTT et le codage de Greenough. Rappelons
que ces deux méthodes consistent a associer a chaque élément x d’un ordre P un
intervalle I, de R tel que x <p y correspond soit a I, C I,, dans le cas d'un
codage MPTT, soit a a <g b pour toute paire d’éléments a de I, et b de I, dans le
cas du codage de Greenough. Toutefois, ces deux méthodes ne codent pas l'ordre

car il n’est ni un arbre ni un ordre d’intervalle. De plus, il n’existe aucune
affectation possible d’intervalles aux éléments de cet ordre telle que deux éléments
soient en relation si et seulement si leurs intervalles s’intersectent (partiellement
ou totalement) ou ne chevauchent pas. La Figure 1.8 illustre différentes tentatives
de codage de l'ordre e par intervalle unique. Nous présentons dans la suite
deux méthodes de codage des ordres, inspirées du codage MPTT et de celui de
Greenough, permettant de coder 'ordre jraeny
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FI1GURE 1.8: Tentatives de codage de 'ordre et par intervalle unique

1.3.4 Codage par compression de fermeture transitive

Nous avons montré précédemment que le codage par intervalle MPTT offre
un codage efficace pour la classe des arbres. Nous présentons ici une méthode
de codage, inspirée de la technique du codage MPTT, permettant d’assurer une
représentation intervallaire pour tout ordre. Il s’agit du codage par compression
de fermeture transitive de Agrawal et al. qui repose sur un codage MPTT dun
arbre couvrant d'un ordre [Agrawal et al., 1989].

Soit. P un ordre de taille n. Nous supposons que P contient un élément mini-
mum. Le codage de P par compression de fermeture transitive se déroule en trois
étapes. D’abord, il s’agit de calculer un arbre couvrant de P, puis de le coder par
la méthode MPT'T, et enfin, suivant un ordre topologique inverse des éléments de
P, d’associer a chacun de ses éléments = I'ensemble U,<,I,, I, étant l'intervalle
attribué a y suite au codage de I’arbre couvrant de P. Notons que ’ensemble d’in-
tervalles associé a x pourra étre réduit en supprimant tout intervalle subsumé par
un autre dans ’ensemble.

Le codage par compression de fermeture transitive assure une représentation
intervallaire de P telle que, x et y étant deux éléments de P, x est en relation
d’ordre avec y si et seulement si I'union des intervalles associée a y est incluse
dans celle associée a z. La taille de ce codage dépend de I’arbre couvrant consi-
déré. Sa valeur la moins satisfaisante est 2n[log,(n)]. Agrawal et al. proposent un
algorithme calculant un arbre couvrant optimum, dans le sens ot le nombre total
d’intervalles associés a chaque élément de I'arbre soit minimum, en temps O(n?)
[Agrawal et al., 1989]. Nous considérons alors cet arbre couvrant optimum pour
calculer un codage de tout ordre par compression de fermeture transitive en temps
et en espace O(n?) (cf. 'Algorithme 14 en Appendice A). La Figure 1.9 illustre le
codage de l'ordre P par compression de fermeture transitive.
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[3,3] [4,4] [7,7]

[2,4] [6,7] U [4,4]
[5,5] U
[3,3] U [7,7]

(1,7]

F1GURE 1.9: Codage par compression de fermeture transitive de 1’ordre el

1.3.5 Codage par union des ordres d’intervalles

Le codage par intervalle unique offre un codage efficace, non seulement pour
les arbres, mais aussi pour la classe des ordres d’intervalles. Nous présentons ici
une méthode de codage utilisant le codage par intervalle de cette classe d’ordres
(codage de Greenough), afin d’assurer une représentation intervallaire pour tout
ordre. Il s’agit du codage par union des ordres d’intervalles proposé par Capelle
[Capelle, 1994].

Soit P = (X, R) un ordre de taille n, R étant une relation d’ordre fermée par
transitivité. L’approche de Capelle consiste a partitionner R en Ry,... Ry tel que
lordre (X, R;), pour i entre 1 et k, est un ordre d’intervalle. Ensuite, elle associe
a chaque élément = de 'ordre une liste [, de triplets (i,1,r), [I,r] étant le code
de z dans une représentation intervallaire de (X, R;) assurée par 'algorithme de
Greenough. Cette liste est ordonnée suivant le premier parametre du triplet.

Le codage par union des ordres d’intervalles assure une représentation interval-
laire de P telle que, étant donnés deux éléments x et y de P, x R y si et seulement
si il existe un entier ¢ tel que les triplets (i, ay, b,) de I, et (i,a,,b,) de [, vérifient
b, < a,. Ainsi, tester si x R y revient a vérifier 'existence de cet entier 7 en temps
O(n[logy(n)]). Notons que la taille de ce codage vaut au plus 3n[log,(n)]. L’algo-
rithme 15 (cf. Appendice A) effectue un codage par union des ordres d’intervalles
en temps et en espace O(|X|(|X| + |R|)) (voir la version détaillée de 'algorithme
dans [Capelle, 1994]). La Figure 1.10 illustre le codage de 1'ordre e par union
des ordres d’intervalles.

(1,3,3)  (1,1,3)  (1,2,3)
(3,3] [1,3] [2,3] [1,4] [3,3] [2,3] (2,1,3)  (2,3,3)  (2,2,3)
[ ] [ ]
I : I - I\-/. U /\I -
[ ] [ ]
[1,2] [1,1] [1,3] [1,2] [1,3] [1,1] (1,1,2)  (1,1,1)  (1,1,3)
Py Py (2,1,2)  (2,1,3)  (2,1,1)

F1cURE 1.10: Codage par union des ordres d’intervalles de I'ordre el
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1.3.6 Codage par intervalles lié au calcul de i(P)

Un codage par intervalle unique n’étant pas évident a définir pour tout ordre,
nous nous orientons vers des codages par liste d’intervalles ou par union d’in-
tervalles afin d’assurer une représentation intervallaire de tout ordre. Les deux
dernieres méthodes de codage des ordres que nous venons de citer reposent préci-
sément sur de tels codages. Nous citons dans la suite d’autres méthodes de codage
par union d’intervalles.

Le parametre i(P) [Madej et West, 1991] Madej et West définissent le
nombre d’inclusions d’intervalles d’'un ordre P — ou, tout simplement, le nombre
d’intervalles — comme le plus petit entier £ tel qu’il est possible de coder chaque
élément x de P par I'union d’au plus k intervalles de I’ensemble R, notée I, avec
x <p y correspond a I, C I,. Cet entier, noté i(P), est bien défini pour tout ordre.
Il suffit de coder chaque élément = de P par U{[u, u]|u < x}.

Etant donné un entier k, décider si i(P) < k est un probleme A/P-complet [Ma-
dej et West, 1991]. Néanmoins, Madej et West établissent la valeur exacte de ce
parametre pour certaines classes d’ordres comme les treillis booléens et les cou-
ronnes. Ainsi, i(B,) = [5] pour tout entier n et i(S,) = 2 pour tout entier n > 3.

Le codage par intervalles lié au calcul de i(P) consiste a coder chaque élément x
d’un ordre P par I, (union d’intervalles de R) telle que, x et y étant deux éléments
de P, v <p y si et seulement si [, C [,. Le nombre maximum d’intervalles dont
I'union code un élément de P établit une borne supérieure de i(P).

Nous citons dans la suite des méthodes de codage par intervalles liées au calcul
de i(P) permettant d’assurer une représentation intervallaire de P.

» Codage par intersection d’extensions linéaires

Soit P = (X, R) un ordre partiel de taille n. D’apres le Théoreme 1.0.4 cité pré-
cédemment, il est possible de définir P comme l'intersection d’un ensemble d’ordres
linéaires sur X. La taille minimale de cet ensemble correspond a la dimension de P.

La dimension d’un ordre [Dushnik et Miller, 1941] Introduite par Du-
shnik et Miller, la dimension d’un ordre P est le nombre minimum de ses ex-
tensions linéaires F1, ... Ey tel que P = ﬁleEi. La dimension d’un ordre P est
notée dim(P). Pour tout entier k, décider si dim(P) < k est un probléeme NP-
complet [Yannakakis, 1982].
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Description du codage Soient Fi,..., E) des extensions linéaires de P,
avec k = dim(P) et P = Nf_ E;. Notons que les ordres linéaires sont a la fois
des arbres et des ordres d’intervalles. Ainsi, en codant chacune des extensions
linéaires de P par intervalle unique (codage MPTT), il est possible de déduire
un codage de P par union d’intervalles qui, a chaque élément x de P, associe
'union des intervalles V!, ... V¥ Vi étant l'intervalle attribué a x lors d'un codage
de E; par intervalle unique. Ainsi, x <p y si et seulement si u;;lv;‘ est incluse
dans UF_, V. Par conséquent, i(P) < dim(P). La taille de ce codage, calculable
en temps polynomial, est de 2dim(P)[log,(k.n)]. La Figure 1.11 illustre ce type
de codage sur l'ordre 14 dont la dimension est 3.

(6.6] o _ [1212]p = [18.18]¢

(5.6 g 1a2g] 078
d e f ol | oz | neas, [5,6]u[11d,12]u[15,1s] [6,6]ue[9,12]u[17,1s] [3f,6]u[12,12]u[18,18]
I>©<I ™ Belg| a2, ] nsasy - I><:><I

a C

a b ¢ 2.:6] 1, (8.12), | [14.18) [4,6]U[7,12]U[14,18] [2,6]U[10,12]U[13,18] [1,6]U[8,12]U[16,18]

(.6l (712], | 118,180

Ey Es Es

Application du codage par intervalle unique
(Algorithme de Greenough)

Ficure 1.11: Codage par intersection d’extensions linéaires de l'ordre et

» Codage par intersection d’extensions intervallaires

Soit P = (X, R) un ordre partiel de taille n. Une extension intervallaire de P est
l'ordre d’intervalle (X, R'), R’ étant une extension de la relation d’ordre R. Tout
ordre linéaire étant un ordre d’intervalle, nous pouvons déduire du Théoreme 1.0.4
que tout ordre s’exprime par 'intersection de ses extensions intervallaires.

La dimension intervallaire d’un ordre Soit P un ordre et I, ... I} ses ex-
tensions intervallaires. La dimension intervallaire de P, notée idim(P), se définit
en fonction du plus petit entier k tel que P = Nf_, I;. Comme toute extension li-
néaire d'un ordre est une extension intervallaire de ce dernier, idim(P) < dim(P).
Yannakakis prouve que décider si idim(P) < 3 est un probléeme N P-complet
[Yannakakis, 1982]. Cela justifie la difficulté du calcul de idim(P). La Figure 1.12

illustre toutes les extensions de l'ordre ! I, et en particulier ses extensions inter-
vallaires non linéaires (indiquées en rouge).

38



d d b b d b
¢ b d d b a
b c c a a d
a a a C C C
b d Ib< d b>l d b d b d b d
C C C a a a
a a a C C C
f)/[d Lod b od f\‘d by
c I/I I I a u
a C a C C a
a C
b d b d
a C C

v
o a

FIGURE 1.12: Les extensions de d’ordre ¢ I

Description du codage Soient [, ..., I, des extensions intervallaires de P,
avec k = idim(P) et P = N¥_,I;. Ayant montré que pour tout ordre d’intervalle I,
i(1) < 2, Madej et West en déduisent que si idim(P) < 2 alors i(P) < 3 [Madej
et West, 1991]. Ces deux inégalités sont illustrées par la Figure 1.13 qui présente
un codage de 'ordre [ 1 déduit du codage de ses deux extensions intervallaires.
Madej et West constatent que tout ordre P peut étre exprimé par 'intersection des
ordres de dimension intervallaire au plus 2. En effet, P = N¥_ I, = (I} N I« O )N

(I, N [f§1+2) n- (I[ 1M Ix). Ainsi, en codant chacun des ordres I; N [[ i

pour i entre 1 et(’d’m P)] par l'union d’au plus trois intervalles (comme illustré
sur la Figure 1.13), il est possible d’obtenir un codage de P par I'union d’au
plus (3”"“ )7 intervalles tel que z <p y, @ et y étant deux éléments de P, si et
seulement si 'union des intervalles codant z est 1ncluse dans celle codant y. C’est
ainsi que Madej et West prouvent que i(P) < [3=5- Zd”n ). Le codage de l'ordre $od
par intersection d’extensions intervallaires utilise au plus 5 intervalles pour coder
chacun des éléments de cet ordre.

» Codage par intersection d’ordres 2-dimensionnels

Dans cette partie 1.3.6, nous avons étudié des codages des ordres par union
d’intervalles liés au calcul du paramétre i(P), permettant de borner la valeur de
i(P). L’idéal serait de trouver un codage vérifiant i(P) = 1, pour tout ordre P.

Proposition 1.1.1 (Dushnik et Miller, 1941). Pour tout ordre P, i(P) =1 si et
seulement si dim(P) < 2.

39



[-5,3.1]U[3.5,4]  [-5,2.7]U[3,4] [-5,1.5]U[1.6,3]  [-5,1.6]U[1.7,2.9]

Un Ordre P [-5,0.8]U[2.5,3] [-5,1.55]U[2,2.6] [-5,0.8]U[1,1] [-5,1.55]U[1.6,1.6]
11 12

l

[-5,1.5]U[1.6,3]U[3.5,4] [-5,1.6]U[1.7,2.9]U[3,4]

idim(]z) =1= ’i([g) <2

[-5,0.8]U[1,1]U[2.5,3] [-5,1.55]U[1.6,1.6]U[2,2.6]

idim(P) < 2= i(P) <3

F1GURE 1.13: Codage par intersection d’extensions intervallaires

Dushnik et Miller prouvent que seuls les ordres 2-dimensionnels se caractérisent
par un nombre d’intervalles unitaire (Proposition 1.1.1). Leur preuve est illustrée
par la Figure 1.14, qui propose un codage d'un ordre 2-dimensionnel P vérifiant
i(P) = 1. Ainsi, il n’existe pas de codage intervallaire pour lequel i(P) = 1 pour
tout ordre P.

de -4 be 4
b d cl -3 al 3 [-2,4] b d 4,2
—> N —>
be -2 de 2 [-1,3] [-3,1]
a C a C
Un ordre P ae -1 ce 1

dim(P) <2< i(P) =1

F1GURE 1.14: Codage d’un ordre 2-dimensionnel par intervalle unique

Description du codage Soit P un ordre et soient E, ..., Ej des extensions
linéaires de P dont l'intersection est P, avec k = dim(P). Comme P = Nt_ | F; =
(Ey ﬂEngl)ﬂ (Egﬂlngz) <N (E%W NEy), Vordre P constitue I'intersection d'un
ensemble d’ordres 2-dimensionnel. Ainsi, en codant chacun des ordres F; N E By

dim(P)
2

de P par I'union d’au plus intervalles, tel que pour tous z et y de P,
x <p y si et seulement si I'union des intervalles codant z est incluse dans celle
codant y. C’est ainsi que Dushnik et Miller prouvent que i(P) < (dzmT(P)] Le

par intervalle unique, avec i entre 1 et | 1, il est possible d’obtenir un codage

dim(P
4

codage de l'ordre e par intersection d’ordres 2-dimensionnels utilise au plus 2
intervalles pour coder chacun de ses éléments.
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1.4 Représentation vectorielle

Cette sous-section expose la représentation vectorielle des ordres. Nous mon-
trons d’abord comment 'amélioration du codage par intersection d’extensions li-
néaires, décrit dans 1.3.6, permet d’aboutir a une telle représentation puis nous
citons quelques méthodes de codage assurant cette représentation pour tout ordre.

1.4.1 Définition

Une représentation vectorielle d’un ordre indique que chacun de ses éléments
doit étre représenté par des vecteurs de R". Le codage permettant d’assurer une
telle représentation pour un ordre P consiste a associer a chacun des éléments x et
y de P un ou plusieurs intervalle(s) de R", tel(s) qu’il existe une relation d’ordre
entre les vecteurs associés a x et ceux associés a y, qui préserve la relation d’ordre
entre x et y dans P.

1.4.2 Origine de la représentation vectorielle

D’apres le Théoreme 1.1.7, le codage par intervalle unique offre un codage
efficace pour les chaines (ordres linéaires). Néanmoins, il est possible de coder
ces ordres plus efficacement d’'un point de vue pratique. Soit une représentation
intervallaire d’'une chaine a n éléments telle que son i®™¢ élément x est codé par
I'intervalle [i,4] (ou bien [i,n] via le codage MPTT). En compactant cet intervalle
en I'unique entier 7, et en faisant de méme pour les autres éléments, nous obtenons
un nouveau codage de la chaine tel que la relation d’ordre entre ses éléments
est reflétée par I'ordre usuel sur N de leurs nouveaux codes. De taille [log,(n)],
ce codage améliore celui basé sur la représentation intervallaire, puisque sa taille
est 2[log,(n)]. Nous faisons appel a ce codage pour améliorer le codage intervallaire
des d extensions linéaires E1, ..., Fy intervenant dans le codage d'un ordre P par
intersection d’extensions linéaires. Nous en déduisons un codage de P affectant a
chacun de ses éléments x un vecteur de d entiers, < w1,...,x4 >, tel que [z;, 7]
pour ¢ entre 1 et d, correspond au code attribué a x lors d'un codage de 'extension
linéaire E; par intervalle unique. Nous obtenons alors une représentation vectorielle
de P que nous illustrons par la Figure 1.15.

1.4.3 Codage par vecteur d’entiers lié au calcul de la dimension

Nous avons montré dans 1.4.2 que tout ordre P admet une représentation vecto-
rielle qui repose sur une amélioration du codage intervallaire de P par intersection
d’extensions linéaires. Nous introduisons ici une méthode de codage par vecteur
d’entiers lié au calcul de la dimension permettant d’assurer une représentation
vectorielle plus compacte pour tout ordre.
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Codage par intersection d’extensions linéaires

(0:6] g o [212lg & [1818]¢ Représentation intervallaire de P
5.5 4 111y 17,17
far | ooy | e [5,5]U[11,11]U[15,15] [6,6]U[9,9]U[17,17] [3,3]U[12,12]U[18,18]
3,3] ¢ 0.9 o | (151514 g I><:><I
[2,2] b (8,8] c [M,M]a [4,4]U[7,7]U[14,14] [2,2]U[10,10]U[13,13] [1,1]U[8,8]U[16,16]
1 A I ERE N
d e f
m Codage amélioré des chaines
a b ¢ s 12 18 : ;
e f f Représentation vectorielle de P
Un ordre P B . .
©d d ‘e
4 a l(Yb l(EC < 5,11,15 > <6,9,17 > < 3,12,18 >
3¢ 9 o 154 -
< 4,7,14 > < 2,10,13 > <1,8,16 >
2 8 14
b c a
1 c 7 a l.‘ib

FI1GURE 1.15: D’une représentation intervallaire a une représentation vectorielle

Définition 1.1.1 (Dimension). La dimension d’un ordre P, notée dim(P), est le
plus petit entier d tel que P ~~ Ey x -+ x Eg, ou encore P = N, E;, avec E; une
extension linéaire de P pour i de 1 a d.

Soit P = (X, R) un ordre de taille n et soient F, ..., F4 des extensions linéaires
de P avec d = dim(P) et P =N, F;. Soit le codage associant au j*™° élément de
chaque extension linéaire F; ’entier j — 1. La relation d’ordre entre deux éléments
de F; est alors vérifiée par la comparaison sur N de leurs codes. L’application
de ce codage aux dim(P) extensions linéaires de I'ordre P, permet d’obtenir un
codage de P qui, a son élément x, associe le vecteur < x1,...,x4 >, z; étant
I’entier attribué a z lors du codage de E;. Ainsi, tester si x R y, = et y étant deux
éléments de P, revient a tester si x; < y;, pour ¢ de 1 a d. La taille de ce codage,
illustré par la Figure 1.16, est dim(P)[logy(n)].

-
5 ¢ 5y 5f
14 44 4e
3 3 3 < 4,4,2><5,2,4><2,5,5>
RO S
2 2 e 24
<3,0,1 ><1,3,0><0,1,3 >
Un ordre P 1b 1 1
C a
0c Oa 0b
Ey Es E3

F1GURE 1.16: Codage par vecteur d’entiers li€é au calcul de la dimension
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Le codage de P par vecteur d’entiers [ié au calcul de la dimension décrit un
plongement de P dans un espace euclidien d-dimensionnel — R? — ainsi que dans
le produit cartésien de dim(P) chaines de taille n (voir Figure 1.17).

<4,4,2><5,2,4><2,55>
d e
plongement X

a b c - S~
<3,0,1><1,3,0><0,1,3 >

Un ordre P o4

i Produit cartésien de dim(P)

chaines de taille |P|

Espace Buclidien R%™(F)

FIGURE 1.17: Interprétations de codage vectoriel lié au calcul de la dimension

1.4.4 Codage par vecteur de bits lié au calcul de la 2-dimension

La notion de dimension d’ordres est généralisée par Novak en notion de k-
dimension, notée dimy, définissant le nombre minimum de chaines de taille £ dans
le produit desquelles un ordre est plongeable [Novak, 1963]. Notons que la dimen-
sion d’un ordre P de taille n correspond a sa n-dimension. Ainsi, dim,,(P) < dimy(P)
pour tout entier £ < n. Nous pouvons alors généraliser le codage présenté dans la
sous-section 1.4.3 en un codage par vecteur d’entiers lié au calcul de la k-dimension.

Soit P un ordre et 'y, . .., Cy des chaines de taille & telles que P ~~ Cy x - -+ x Yy
et d = dimg(P). Un codage de P par vecteur d’entiers lié au calcul de la k-
dimension consiste a associer a chacun de ses éléments x un vecteur de dimy(P)
entiers, noté < x1,...,xyg >, tel que, pour ¢ entre 1 et d, < x; > correspond au code
attribué a x suite au codage de la chaine C; par vecteur d’entiers lié au calcul de
la dimension. Notons que dim(C;) = 1 et x; appartient a [0,k — 1]. La taille de ce
codage est dimy(P)[log,(k)]. Dans cette thése, nous nous intéressons au cas k = 2.
Le vecteur codant chaque élément de P est alors un vecteur de bits. Ainsi, nous
parlons également de codage des ordres par vecteur de bits. La Figure 1.18 pré-
sente le codage par vecteur de bits de 'ordre 4. La taille de ce codage vaut 3 et
il constitue la plus petite taille d’'un codage de cet ordre. En effet, comme la taille
de 'ordre vaut 6, il faut au moins [log,(6)] = 3 bits pour coder ses éléments.

c e
d e f <1,1,0> <1,0,1> <0,1,1 >
D<:><I plongement I x I x I/\/. fe a
/\_/9
a b ¢ b <1,0,0> <0,1,0> <0,0,1>
R3'd

Fi1GURE 1.18: Codage par vecteur d’entiers lié au calcul de la 2-dimension
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Dans les sections qui suivent, nous présentons un état de I'art autour du codage
par vecteur de bits lié¢ au calcul de la 2-dimension.

Notons que d’autres méthodes de codage des ordres se présentent dans la lit-
térature comme le PQ-Encoding [Zibin et Gil, 2001], la décomposition en chaines
[Bouchet, 1971] et la décomposition en antichaines [Fall, 1998], le plongement d'un
ordre vers d’autres structures ou sa description en fonction de certains ordres parti-
culiers [Ceroi, 2000], [Ait-Kaci et al., 1989]. Cependant, les diverses interprétations
de la dimension des ordres garantissent des pistes de recherches intéressantes au-
tour des codages liés au calcul de ce parametre.

2 Codage par vecteur de bits et la 2-dimension

Dans cette section, nous reprenons la définition du codage des ordres par vec-
teur de bits ainsi que la notion de la 2-dimension d’ordres. Nous donnons également
quelques propriétés du parametre dims ainsi que des éléments de preuve justifiant
la complexité de calcul de la 2-dimension des ordres.

2.1 Définitions

En 1963, V. Novak introduit la notion de la 2-dimension d'un ordre définie
comme le nombre minimum de chaines de taille 2 tel qu’il existe un plongement de
l'ordre dans leur produit [Novak, 1963]. Trotter I'introduit différemment : il s’agit
de la dimension du plus petit treillis booléen dans lequel il est possible de plonger
lordre [Trotter, 1975]. La 2-dimension d’un ordre P, aussi appelée sa dimension
booléenne, est notée dims(P).

Définition 1.2.2 (2-dimension [Trotter, 1975]). Pour tout ordre P, nous avons
dimy(P) =mn si P~ B, et P+ B, 1.

Treillis booléen Soit B, = (2{1"“’”}, C) un treillis booléen de dimension n. Ce
treillis est également défini par ({0, 1}, <). En effet, il suffit de faire correspondre
tout élément x de 211" § un vecteur de bits V, de taille n dont le i®m° bit est 1 si
I’élément ¢ appartient a x, et 0 sinon (Figure 1.19). Trivialement, z et y étant deux
éléments de 21" ¢ C y si et seulement si V, < V. La relation d’ordre entre V,
et V, est également obtenue par 'opération OR(V,,V,) = V,, avec OR l'opérateur
booléen « OU logique ».
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{1,2,3} 111

{1,2} {2,3} 110 011

Plongement 0
{1} {3} 100 001

0 000

FIGURE 1.19: A gauche B = (21123} C) et & droite B; = ({0,1}?, <)

Codage par vecteur de bits Soit P un ordre et n un entier. Le plongement
de P dans le treillis booléen ({0,1}", <) définit un codage par vecteur de bits de P
de taille n ou a chaque élément de P est attribué un vecteur de n bits constituant
son code. La taille minimale d’'un tel codage vaut exactement dims(P).

Le codage par vecteur de bits d'un ordre permet de déterminer ’espace mémoire
nécessaire pour son stockage et d’accélérer la recherche de la relation d’ordre entre
chaque paire de ses éléments. Ainsi, si P admet un codage par vecteur de bits
de taille e, alors il faut au moins e.|P| bits pour le stocker en mémoire. De plus,
tester si x <p y, x et y étant une paire d’éléments de P, revient a tester si
Vi, <V, en temps O(e). Notons que dans un modele Word-RAM, o la taille d’'un
mot machine vaut w, ce test de comparabilité s’effectue plus précisément en O(%).
Rappelons qu’il s’agit d’un modele de machine dans lequel la mémoire peut stocker
une séquence de bits — un mot — dans une seule case et effectuer les opérations
arithmétiques et logiques sur ces mots en une unité de temps.

Codage par vecteur de bits (version ensembliste) Soit P un ordre ad-
mettant un plongement dans le treillis booléen (2["1, C), avec n un entier. Ce
plongement permet de définir un codage de P qui a chacun de ses éléments associe
un sous-ensemble de S = {1,...,n} tel que la relation d’ordre entre deux éléments
coincide avec l'inclusion de leurs sous-ensembles. Les éléments de S sont appelés
couleurs et I’ensemble des couleurs associé a un élément de P constitue son code.
Nous pouvons en déduire un codage par vecteur de bits de P par la transformation
de chaque sous-ensemble codant un élément de P en un vecteur de bits de taille n
dont le ™€ bit vaut 1 si ’élément ¢ appartient a x, et 0 sinon. Nous admettons
alors que ce codage décrit également (et implicitement) un codage par vecteur de
bits de P. Nous utilisons dans la suite cette représentation ensembliste du codage
par vecteur de bits dans la mesure ou elle est plus simple a manipuler.
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Codage réduit d’un ordre Soit P = (X, <) un ordre et n un entier. Soit ¢
un plongement de P dans (2[", C). Un codage réduit de P est le codage associant
a chacun de ses éléments x I'ensemble ¢(z)\ Uy,<q @(u). Cet ensemble constitue le
code propre de z; c’est également 'ensemble de ses couleurs propres. Il est
possible de déduire, d’un codage réduit de P, un codage de P grace a un processus
d’héritage de couleurs : chaque élément de l'ordre recoit I'union de ses couleurs
propres et des couleurs propres de tous ses prédécesseurs (il s’agit des couleurs
héritées). Notons que, dans un codage réduit optimal de P, seuls ses éléments
sup-irréductibles ont un ensemble de couleurs propres non vide.

Codage ensembliste Codage réduit Codage booléen

F1GURE 1.20: Des descriptions du codage par vecteur de bits

Calcul d’un codage par vecteur de bits Soit P un ordre et n un entier.
Le calcul d'un codage de P par vecteur de bits de taille n implique de vérifier si
P ~~ B, ce qui revient a décider si dimy(P) < n. Ainsi, le calcul d'un codage par
vecteur de bits d’un ordre est lié au calcul de sa 2-dimension. Toutefois, calculer
dimsy(P), et méme simplement décider si dimy(P) < k, quelle que soit la valeur de
I’entier k, sont des problemes difficiles a résoudre. Nous donnons dans la suite des
éléments de preuve de la complexité de ces problemes ainsi que des heuristiques
envisagées pour les résoudre.

2.2 Propriétés de la 2-dimension

Nous citons dans cette partie des propriétés élémentaires du parametre dims.

Proposition 1.2.2 (Folklore). Soit P un ordre.
— Pour P? le dual de P, dimy(P) = dimy(P?) (Dualité).
— Pour @ un sous-ordre de P, dims(Q) < dims(P) (Monotonie).
~ Si Q ~ P alors dimy(Q) < dimy(P) (Monotonie).
— Pour x un élément de P, dimy(P) < dimy(P\{x}) + 2 (Continuité).

Nous donnons dans la Proposition 1.2.3 des bornes triviales de la 2-dimension
des ordres.
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Proposition 1.2.3 (Folklore). Pour tout ordre P, nous avons
[log,(IP|)] < dima(P) < |P|.

Démonstration. Notons n la 2-dimension de P. Soit ¢ un plongement de P dans le
treillis booléen B,,. Comme |P| < |B,]| et |B,| = 2", [logy(|P|)] < n. On en déduit
que la borne inférieure est vérifiée : [log,(|P|)| < dims(P).

Soit {xy,..., 2y} 'ensemble des éléments de P. Pour déterminer la borne su-
périeure, on considere la fonction qui a chaque élément x; de P associe ’ensemble
{jlz; < a;}. Il est facile de vérifier que cette fonction définit un codage par vecteur
de bits de P de taille |P|. Par conséquent, dims(P) < |P|. O

Remarquons que la taille de la plus longue chaine du treillis booléen B, est
n + 1 ainsi que la taille de sa plus large antichaine est (LZ J)' Nous pouvons en
2

déduire la 2-dimension des chaines et des antichaines (Proposition 1.2.4).

Proposition 1.2.4. Soit P un ordre a n éléments.
— Pour P une chaine, on a dimy(P) =n — 1 (Folklore).
— Pour P une antichaine, on a dims(P) = sp(n) avec sp(n) est égale a
min{k|<LgJ> > n} [Sperner, 1928].

La fonction sp(n) (cf. Appendice B), introduite dans la Proposition 1.2.4,
est a l'origine des travaux de Sperner et permet de déterminer un codage opti-
mal par vecteur de bits des antichaines. Ce codage consiste a associer a chaque
élément d’'une antichaine de taille n un sous-ensemble de taille L@j de T'en-
semble {1,...,sp(n)} (Figure 1.21). Habib et al. bornent la valeur de sp(n) par
|log,(n) + w + 1] et [logy(n) + w + 2] [Habib et al., 2004].

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}
[ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ]

FicUre 1.21: Codage optimal par vecteur de bits d’une antichaine

Soit P un ordre. Suite a la monotonie de la 2-dimension des ordres et d’apres
la Proposition 1.2.4, il est clair que max(h(P), sp(w(P))) < dimy(P). En effet, la
hauteur de P (h(P)) correspond a la taille d’'une chaine maximale induite de P
moins un, et sa largeur (w(p)) correspond a la taille d’une antichaine maximale
induite de P. La Proposition 1.2.5 donne quelques expressions de la 2-dimension
d’un ordre en fonction de la 2-dimension de ses sous-ordres.
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Proposition 1.2.5. Soit P et ) deux ordres. Alors,
— Si P ne posséde pas d’élément mazximum ou () ne posséde pas d’élément
minimum, alors

Sinon
dimy(P.Q) = dims(P) + dime(Q) + 1 [Trotter, 1975].

— Si P possede un maximum et () un minimum ou vice versa, donc
dima(P x Q) = dimg(P) + dimy(Q).

Sinon
dima(P x Q) < dimy(P) + dima(Q) [Trotter, 1975].

— Soit M une partition modulaire de P, alors

dimo(P) < dims(Pjaqg) + Y dims(P[M]) [Thierry, 2001].
MeM

2.3 Complexité de la 2-dimension

Stahl et Wille, [Stahl et Wille, 1986] puis Habib et al. [Habib et al., 2004],
montrent que pour tout ordre P, décider si dimo(P) < k est un probléme NP-
complet. Nous présentons dans le Théoreme 1.2.8 les éléments clés de ce résultat.

Théoreme 1.2.8 (Habib et al., 2004). Soit P = (X, <) un ordre et k un entier.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un plongement de P dans B.
2. 1l existe un recouvrement de B(P) = (X, X, £) par k bipartis complets.

3. Le graphe G(P) = (V,E) avec V. = {zy|(x,y) dans X? tel que v % y} et
E ={(zy,st)|x <t ous <y} est k-colorable.

Démonstration. La preuve complete peut étre retrouvée dans [Thierry, 2001].
Néanmoins, nous en présentons la partie qui rejoint le contexte de ce manuscrit.

(1) = (2) : soit ¢ un plongement de P dans By. Nous affectons chaque aréte
xy de B(P) au biparti B; tel que i € ¢(x)\¢(y). Notons que x £ y implique y < x
ou y £ x, et dans les deux cas, on a bien ¢(z)\¢(y) # 0. Supposons qu’il existe
un biparti B; qui n’est pas complet. Il existe alors deux éléments a et b de B; tel
que ab n’est pas une aréte de B;, ce qui signifie a < b. Cela implique ¢(a) C ¢(b).
Soient x et y deux éléments de B; tels que ax et yb sont des arctes de B;.
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Comme ¢(a)\¢(x) C ¢(b) et ¢p(y)\d(b) N p(b) = 0, ax et yb ne peuvent pas
étre dans le méme biparti. Cela contredit le fait que ces deux arétes sont dans B;.

J
Dong, les k bipartis sont complets et forment un recouvrement de B(P).

(2) = (1) : la preuve fait intervenir une implication intermédiaire détaillée
dans [Thierry, 2001].

(2) = (3) : soient By,..., By des bipartis complets recouvrant B(P). Nous
colorons chaque sommet xy de G(P) avec la couleur ¢ tel que xy est une aréte
dans B;. Soient xy et st deux sommets adjacents dans G(P). Cela signifie que
r < tous < y. Ainsi, les arétes xy et st ne peuvent pas appartenir au meéme
biparti B; puisqu’il est complet. Comme zy et st sont dans deux bipartis différents,
des couleurs différentes sont attribuées aux sommets xy et st, permettant de définir
une coloration du graphe de conflit G(P) par k couleurs.

(3) = (2) : soit une coloration des sommets de G(P) par k couleurs. Nous
construisons le biparti B; a partir de toutes les arétes xy telles que le sommet xy
soit coloré par ¢ dans G(P). Montrons que le biparti B; est complet. Soient xy et
st deux arétes de B;. Supposons que xt n’est pas une aréte de B;. Alors x < t. Par
conséquent, les sommets zy et st sont adjacents dans G(P). Ils sont donc colorés
différemment, ce qui contredit le fait que xy et st sont dans le méme biparti.
Finalement, nous obtenons un recouvrement de B(P) par k bipartis complets. [

Le graphe G(P) considéré dans le Théoreme 1.2.8 comprend le graphe de conflit
critique de l'ordre P, noté G,.(P) et défini sur les sommets zy de G(P) tels que
x ] y (voir définition des relations fleches a la page 11). Skorsky formalise le
probleme de décision associé au probleme du calcul de la 2-dimension des ordres
en terme de probleme de coloration du graphe de conflit.

Théoreme 1.2.9 (Skorsky, 1992). Pour tout ordre P, dims(P) = x(Ger(P)).

Le Théoreme 1.2.9 ainsi que les équivalences prouvées dans le Théoréeme 1.2.8
permettent de conclure que le probleme de calcul de la 2-dimension d'un ordre
est équivalent d’une part au probléme de calcul d'un recouvrement minimal d'un
biparti par des bicliques (bipartis complets), d’autre part au probléme de calcul
du nombre chromatique d’un graphe. Ces deux problémes, auxquels se rattache
le calcul de la 2-dimension sont NP-complets et non-approximables. Il en résulte
que le calcul de la 2-dimension est aussi non-approximable.

Théoreme 1.2.10 (Habib et al., 2004). Pour tout € > 0, il n’existe pas d’algo-
rithme polynomial approchant la 2-dimension d’un ordre de taille n en O(n%_e)

sauf si P est égal a N'P.
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3 Calcul de la 2-dimension

Face a la difficulté intrinseque du probleme de calcul de la 2-dimension des
ordres, les travaux de recherche menés pour le résoudre s’orientent vers la concep-
tion des heuristiques de calcul des codages des ordres par vecteur de bits. Rap-
pelons que le calcul d’un codage par vecteur de bits d’un ordre permet de borner
supérieurement sa 2-dimension, c’est-a-dire de se rapprocher de sa valeur exacte.
Nous présentons dans cette section les principales heuristiques calculant un codage
par vecteur de bits des ordres, et en particulier des arbres.

3.1 Cas des ordres partiels généraux : Heuristiques

Nous avons montré dans 2.3 que le probleme de calcul de la 2-dimension des
ordres est lié a un probleme central de 'optimisation combinatoire : la coloration de
graphes [Skorsky, 1992]. Tl n’est donc pas surprenant que I’heuristique principale de
calcul d'un codage des ordres par vecteur de bits soit une heuristique de coloration
de graphes. Nous décrivons dans cette sous-section le principe de cette heuristique.
Apres en avoir expliqué le désavantage, nous en proposons une amélioration. Nous
présentons enfin la meilleure solution existante pour calculer un codage des ordres
par vecteur de bits.

3.1.1 La Simple Coloration

En 1993, Caseau introduisit 1'heuristique de Simple Coloration permettant de
calculer un codage des ordres par vecteur de bits [Caseau, 1993] a travers une
coloration de graphe. Le principe de cette heuristique est d’assurer un codage
réduit d'un ordre dans lequel a chaque élément est attribuée une couleur simple,
a savoir l’ensemble vide ou un singleton. Nous constatons quun codage réduit
optimal d’une chaine décrit bien le principe de cette heuristique (Figure 1.22).

Chaine C Codage réduit optimal de C

F1GURE 1.22: Codage réduit optimal d’une chaine
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Le graphe considéré par ’heuristique de Simple Coloration a été discuté a plu-
sieurs reprises et correspond actuellement au graphe de conflit défini par Caseau
et al. [Caseau et al., 1999] (Définition 1.3.3). Ce graphe a pour sommets les élé-
ments d'un ordre devant avoir un code propre non vide dans un codage réduit
optimal de l'ordre. Ces éléments coincident avec les sup-irréductibles de 'ordre.
Ainsi, une aréte reliant deux sommets du graphe de conflit exprime que les élé-
ments sup-irréductibles qui représentent ces deux sommets n’admettent pas une
couleur simple identique. Le calcul d'un codage d'un ordre P par I’heuristique de
Simple Coloration se résume dans la coloration de G.(P) (Figure 1.23) : la couleur
d’un élément de P dans G.(P) définit sa couleur propre dans un codage réduit de P
(cf. Algorithme 16 en Appendice A). Nous illustrons ce codage par la Figure 1.23.
Caseau et al. montrent que le calcul d'un codage par la Simple Coloration de taille
optimale — x(G.(P)) — est un probleme N'P-complet [Caseau et al., 1999].

Définition 1.3.3 (Caseau et al., 1999). Le graphe de conflit d’un ordre P est
G.(P) = (J(P),E) avec E l’ensemble des paires (j,7') de J(P)? tel qu’il existe un
élément m de M(P) vérifiant l'une des conditions suivantes :

— (j,m) est une paire critique et j' < m.

— (j',m) est une paire critique et j < m.

{3

T C
c% d b {3)e O 3
a\ /b d {1}\ /{2}
\I/ \/

a
0

FIGURE 1.23: A gauche, un ordre dont les éléments sup-irréductibles sont en gris.
Au centre, son graphe de conflit coloré et a droite un codage réduit de I'ordre par
la Simple Coloration.

3.1.2 Problématique

L’heuristique de Simple Coloration permet de calculer un codage par vecteur
de bits, d'un ordre P, de taille au moins x(G.(P)). Néanmoins, rappelons que le
codage des antichaines par cette heuristique est loin d’étre efficace (Figure 1.24).
En effet, étant donnée une antichaine A de taille n, nous avons dims(A) vaut sp(n)
et s’exprime en O(log,(n)) (page 105), ce qui est négligeable par rapport a la taille
du codage de A par une Simple Coloration qui vaut n (coloration d'une clique).
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FI1GURE 1.24: Une Simple Coloration d’une antichaine

Rappelons que le codage réduit optimal d’une antichaine consiste a affecter a
chacun de ses éléments un code propre qui n’est pas nécessairement un singleton
ni un ensemble vide. Ce codage, obéissant au principe d'une Coloration Multiple,
permet de minimiser la taille du codage des ordres.

3.1.3 La Coloration multiple : SBSC

L’heuristique de Coloration Multiple, la Split and Balancing Simple Coloring,
permet également d’assurer un codage des ordres par vecteur de bits. Le principe
de cette heuristique est d’attribuer a chacun des éléments d'un ordre un code
propre constitué de multiples couleurs. Cet ensemble de couleurs propres n’est pas
nécessairement vide ni réduit a une unique couleur. Le calcul d'un tel codage fait
appel a une phase du pré-traitement de 1'ordre initial, appelée Split and Balancing,
suivie du calcul d'une Simple Coloration de I'ordre apres son pré-traitement. Ces
deux étapes de 'heuristique de calcul d'une Coloration Multiple des ordres sont
décrites dans la suite. L’acronyme SBSC' est utilisé pour désigner cette heuristique.

Phase du Split and Balancing Krall et al. proposent une phase du pré-
traitement Split and Balancing d’'un ordre, qui consiste a subdiviser récursivement
les successeurs immédiats d'un élément de I'ordre en des groupes, si le degré sortant
de cet élément est important, et a créer un nouveau parent pour chaque groupe
d’au moins deux éléments. Plusieurs criteres entrent en jeu pour générer cette sub-
division en maintenant la hauteur de la hiérarchie équilibrée. A titre d’exemple,
les éléments ayant quelques descendants en commun doivent appartenir au méme
groupe. Le lecteur pourra se référer a 'article [Krall et al., 1997] pour plus de
détails autour de ce pré-traitement (voir la Figure 1.25 pour une illustration).

Un ordre P Un split de P Un Split and Balancing de P

F1GURE 1.25: Le Split and Balancing d’un ordre
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L’importance de la phase de pré-traitement est justifiée a travers des expéri-
mentations effectuées sur des hiérarchies naturelles. Nous constatons que la taille
du codage d’un ordre par une Simple Coloration diminue considérablement si
I'ordre a subi un pré-traitement au préalable. Ce constat est illustré par la Fi-
gure 1.26. Nous cherchons a déterminer si la phase du Split and Balancing amé-
liore I'heuristique de Simple Coloration pour tout ordre. Cette problématique est
traitée dans le chapitre suivant.

{1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6,7}

FIGURE 1.26: A gauche, une Simple Coloration de I'ordre. Au centre une Simple
Coloration apres un Split and Balancing. A droite, une Simple Coloration apres
un Split sans Balancing.

Phase d’une Simple Coloration Apres la phase du pré-traitement, 1'heuris-
tique de Coloration Multiple calcule une Simple Coloration de 1'ordre résultant du
Split and Balancing de l'ordre initial. Enfin, elle associe a chaque élément = de
Iordre initial I'union de sa couleur simple et des couleurs simples des éléments
introduits lors de la phase de pré-traitement : il s’agit des éléments qui sont a la
fois des prédécesseurs de x et des successeurs de ses parents (dans 'ordre initial)
dans lordre résultant (Figure 1.27).

{3} {1:2,3}
o - {1,4}

FIGURE 1.27: A gauche, une Simple Coloration de I'ordre pré-traité. A droite, une
Coloration Multiple de 'ordre initial.

23



La Simple Coloration est calculée par I'heuristique présentée dans 3.1.1. En
effet, I’heuristique de Simple Coloration d'un ordre apres pré-traitement, proposée
par Krall et al., fait appel a un graphe de conflit qui n’est pas optimal, dans le sens
ou il détecte de faux conflits entre les éléments de 'ordre [Krall et al., 1997]. Le
graphe de conflit introduit par Caseau et al. (Définition 1.3.3) corrige ce probleme.
Rappelons que deux éléments d'un ordre sont en conflit lorsqu’ils ne doivent pas
avoir la méme couleur simple dans un codage réduit de l'ordre, ce qui s’exprime
par une relation d’adjacence entre ces deux éléments dans le graphe de conflit. Un
faux conflit est alors détecté par une aréte entre deux éléments pouvant avoir une
méme couleur simple.

Heuristique SBSC : Nous admettons que la meilleure solution de codage des
ordres par vecteur de bits repose sur une phase de pré-traitement Split and Balan-
cing d’un ordre initial [Krall et al., 1997] suivie d'une Simple Coloration de I'ordre
pré-traité [Caseau et al., 1999]. Cette combinaison n’a jamais été testée préalable-
ment. Cependant, elle sera considérée comme I’heuristique de référence qui calcule
un codage des ordres par vecteur de bits. Notons que le pré-traitement d’un ordre
[Krall et al., 1997], de méme que la construction de son graphe de conflit par paires
critiques [Caseau et al., 1999], sont réalisables en temps et en espace polynomiaux.
Par conséquent, I'heuristique SBSC' calcule un codage des ordres par vecteur de
bits en temps et en espace polynomiaux (cf. Algorithme 17 en Appendice A). Le
processus de cette heuristique est illustré par la Figure 1.28.

Algorithme de coloration de graphes Toutes les heuristiques principales de
codage des ordres par vecteur de bits font appel a un algorithme de coloration de
graphe. La majorité de ces algorithmes se basent sur un parcours séquentiel des
sommets du graphe en attribuant a chaque sommet visité la plus petite couleur
possible. La qualité de la solution dépend de I'ordre dans lequel les sommets sont
traités. Les algorithmes de coloration les plus répandus sont ceux qui considerent
un ordre des sommets par degré décroissant, largest degree first ordering, ou par
degré partiel décroissant, smallest degree last ordering. L’ordre par degré partiel
décroissant est obtenu en supprimant récursivement le sommet de plus petit degré
avec toutes ses arétes, puis en considérant 'ordre inverse de suppression de l'en-
semble des sommets. Nous constatons que la coloration du graphe de conflit par
I’algorithme smallest degree last ordering donne les meilleurs résultats. Nous op-
tons donc pour cet algorithme afin de calculer une coloration du graphe de conflit
par paires critiques lors d’un codage des ordres a ’aide de I'heuristique SBSC.
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Un ordre P Split and Balancing

{} {}
0

Coloration Multiple de P par SBSC

i

Simple Coloration

F1GURE 1.28: Le codage d’un ordre par la SBSC

3.2 Cas des arbres : Heuristiques

Nous avons évoqué dans la sous-section précédente deux heuristiques de calcul
d'un codage des ordres par vecteur de bits. La premiere heuristique est basée
sur une Simple Coloration d’un ordre et la seconde sur sa Coloration Multiple.
Dans cette sous-section, qui traite la classe des arbres, nous présentons d’abord
un algorithme calculant un codage des arbres suivant le principe d’une Simple

Coloration, puis nous exposons d’autres algorithmes qui suivent le principe d'une
Coloration Multiple pour les coder.
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3.2.1 Algorithme de codage basé sur une Simple Coloration

Introduite par Caseau en 1993, 'heuristique de la Simple Coloration constitue
la premiere méthode de codage des arbres par vecteur de bits. Elle fut ensuite
généralisée pour le codage de tout ordre. Dans le cas des arbres, cette méthode est
assurée par un algorithme nommé Cmaz [Caseau, 1993]. Cet algorithme effectue
un parcours en largeur d’un arbre, et récupere, a chaque élément x visité, la couleur
maximale ¢,,,, (par ordre lexicographique) attribuée au fils de son prédécesseur
immédiat. Ensuite, il associe a chacun des fils de I’élément x une couleur simple
(non vide) de 'ensemble {¢paz + 1, ..., Cnaz + dowe(7)}, telle qu’il n’existe pas
deux fils de méme couleur simple. Pour le cas de la racine, ¢,,,, = 0. Ce codage,
illustré par la Figure 1.29, est calculable en temps et en espace polynomiaux, et sa
taille coincide avec le maximum degré d’une chaine de larbre : maxz{}" cc dou () |
C' une chaine de l'arbre}.

{6} {7r{8r{6} {6y {7

}
w - X {2} . " “
0

F1GURE 1.29: Codage des arbres par 'algorithme Cmax

Caseau montre que son algorithme Cmax calcule une Simple Coloration opti-
male d'un arbre, dans le sens ou il fournit la plus petite taille d’'un codage calculé
suivant le principe d'une Simple Coloration. Rappelons que la Simple Coloration
d’un arbre en assure un codage réduit et que le codage par vecteur de bits d'un
arbre se déduit directement de son codage réduit.

3.2.2 Algorithmes de codage basé sur une Coloration Multiple

Nous remarquons que l'algorithme Cmaz, introduit pour un codage des arbres
basé sur une Simple Coloration, code les successeurs immédiats d’un élément x
d’un arbre par d,,(x) couleurs alors qu'’il est possible de les coder seulement
par sp(dyu(z)) couleurs (voir le codage optimal des antichaines dans la Propo-
sition 1.2.4). Ainsi, la problématique soulevée dans 3.1.2 concernant 'heuristique
de Simple Coloration est également posée par l'algorithme Cmaz. Nous présen-
tons ici des améliorations apportées a cet 'algorithme, basées sur le principe de
I’heuristique de Coloration Multiple défini dans 3.1.3.
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Algorithme CHNR [Caseau et al., 1999] Caseau et al. proposent 1'algo-
rithme CHNR qui calcule un codage des arbres basé sur une Coloration Multiple.
Cet algorithme differe de I'algorithme Cmaz par lattribution a chacun des fils
d'un élément z d'un arbre un sous-ensemble de 2%ext®) coyleurs de ensemble
{Cmaz + 1, -, Cnaz + $P(dowe())}. L’algorithme CHNR est calculable en temps
polynomial et offre un codage d'un arbre de taille maz{> ,cc sp(dout(x)) | C une
chaine de l'arbre}. Nous illustrons ce codage sur la Figure 1.30.

{8} J6} 47} {5} {5} f6}

{2,3} {2,4}

FicUre 1.30: Codage des arbres par 'algorithme CHNR

Algorithme Dicho [Habib et al., 2004] Habib et al. proposent une heu-
ristique appelée Dichotomique, qui calcule aussi un codage des arbres basé sur
une Coloration Multiple. lls caractérisent ce codage par « codage Dichotomique ».
Leur heuristique se déroule en deux étapes : (1) générer un arbre binaire a travers
une phase du pré-traitement Split and Balancing d’un arbre initial, en divisant
cet arbre en deux parties susceptibles d’étre codées indépendamment, et en répé-
tant récursivement cette opération sur chaque partie; (2) appliquer I'algorithme
CHNR (ou encore Cmazx) a 'arbre binaire généré. L’heuristique est certes décrite
différemment dans [Habib et al., 2004], mais nous voulions donner une description
dans le méme contexte de I’heuristique de Coloration Multiple (SBSC). Le codage
Dichotomique est calculable en temps polynomial et sa taille correspond au maxi-
mum degré d'une chaine de I'arbre binaire produit. Habib et al. proposent alors
un algorithme Dicho calculant un codage Dichotomique d’un arbre de plus petite
taille [Habib et al., 2004].

Théoreme 1.3.11 (Habib et al., 2004). L’algorithme Dicho calcule un codage
Dichotomique de plus petite taille en temps O(n.e), n étant la taille de l'arbre et
e celle du codage, avec e < n.

Le but de l'algorithme Dicho est de plonger un arbre initial dans un arbre
binaire ayant le plus petit maximum degré d’une chaine. Le calcul d'un tel plon-
gement repose sur 'affectation des poids aux éléments de I'arbre suivant un ordre
topologique inverse de ces éléments. Soit 7" un arbre et x un élément de 7. 1l existe
quatre cas de figure pour calculer le poids w(z) de 1'élément x :
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Si I'élément z est une feuille, alors w(x) = 0.
Si Pélément 2 posséde un unique fils y, alors w(x) = w(y) + 1.

Si I'élément z possede deux fils y et z, alors w(z) = max(w(y), w(z)) + 2.

s

Si I'élément x possede au moins trois fils, alors un nouvel élément a est
introduit dans T' comme fils de = et parent de y et z, y et z étant les deux
fils de = de plus petits poids. Dans ce cas, on ne peut calculer le poids de x
qu’apres avoir calculer celui de a.

La taille d'un codage Dichotomique de T', calculé par 1'algorithme Dicho, cor-
respond au poids attribué a sa racine. Dans ce manuscrit, nous le notons Dicho(T).
Nous tenons a préciser que la phase du Split and Balancing est traduite, dans ’al-
gorithme Dicho, par I'introduction de nouveaux éléments dans I'arbre (Split), et
par le choix des éléments du plus petit poids pour envisager cette introduction
(Balancing). La Figure 1.31 illustre un codage Dichotomique d’'un arbre calculé
par 'algorithme Dicho.

Théoreme 1.3.12 (Habib et al., 2004). La 2-dimension des arbres est 4-approximable
par ['algorithme Dicho.

Autres algorithmes FEn 2002, Filman améliore le codage Dichotomique en co-
dage Polychotomique [Filman, 2002]. Ce dernier fut encore amélioré par Colomb
et al. en codage Polychotomique généralisé [Colomb et al., 2008]. Nous définissons
et analysons ces deux dernieres heuristiques dans le chapitre suivant. Toutefois,
nous pouvons d’ores et déja affirmer que ces heuristiques diminuent faiblement
la taille du codage Dichotomique calculé par 'algorithme Dicho. Cette taille est
probablement proche de la 2-dimension des arbres, d’autant que le calcul de leur
2-dimension en temps polynomial constitue une question ouverte. Néanmoins, la
2-dimension des arbres est approximable (Théoreme 1.3.12) et polynomialement
calculable pour quelques arbres particuliers (Proposition 1.3.6).

Proposition 1.3.6.
— La 2-dimension d’une peigne de hauteur h est h + 1 [Habib et al., 2004].
— La 2-dimension d’une chenille de hauteur h et dont chaque élément posséde
d fils est h + sp(d) — 1 [Thierry, 2001].
— Pour C,, une chaine de taille n, dimy(C,, + Cy) =n+ 1 [Trotter, 1975].

Plusieurs autres questions sont ouvertes a propos de la 2-dimension des arbres
et certains ordres particuliers. Nous en citons quelques-unes a la fin de ce chapitre.
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Un arbre T'
00 0 00 0 00 0 00 0

{4.61{4,5K3} {7} {8} {7}

0
Codage réduit de T'

Ficure 1.31: Etapes d’un codage Dichotomique calculé par 'algorithme Dicho

4 Probléemes ouverts

En 2004, Habib et al. conjecturent que la 2-dimension des arbres est 2-approximable
par 'algorithme Dicho et qu’il existe un algorithme calculant la 2-dimension exacte
de tout arbre en temps polynomial [Habib et al., 2004]. Dans le méme article, les
auteurs donnent une troisieme conjecture a propos d’'une borne inférieure de la
2-dimension des arbres. En 2001, Thierry formule une conjecture [Thierry, 2001] a
propos de la 2-dimension exacte des arbres n-complets. L’étude de ces conjectures,
encore ouvertes, fait I’'objet du troisieme chapitre de ce manuscrit.
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D’autres conjectures sont encore ouvertes au sujet de la 2-dimension, comme celle
de Caseau sur les treillis.

Conjecture 1.4.1 (Caseau). Soit L un treillis. Alors,
dims(L) < max{»  dou(z) | C' une chaine dans L}.

zeC
La Conjecture 1.4.1 indique qu’il est possible de calculer un codage par vecteur
de bits d'un treillis L (probablement via la Simple Coloration) de taille égale au
maximum degré d’une chaine de L, noté Ay. Nous déduisons de la Proposition 1.4.7
que, si max(|J(L)|,|M(L)|) < Ap, alors la conclusion de la conjecture est vérifiée
pour L. Un autre cas particulier est étudié dans [Habib et al., 1995] — les treillis
coatomiques — mais le cas général est toujours ouvert.

Proposition 1.4.7 (Folklore). Soit L un treillis. Alors,
dimsy (L) < max([J(L)], [M(L)|).

Soit L un treillis distributif. Comme h(L) < Ay, et dims(L) = |J(L)| =
IM(L)| = h(L) (propriété des treillis distributifs), la conclusion de la Conjec-
ture 1.4.1 est alors vérifiée dans le cas des treillis distributifs. Nous déduisons aussi
que la 2-dimension de cette classe d’ordres est calculable en temps polynomial.

Les classes d’ordres dont la 2-dimension est calculable en temps polynomial
ne sont pas nombreuses. On se demande de quelles autres classes d’ordres il est
possible de déterminer la 2-dimension exacte, ou simplement de mieux cerner sa
valeur. Quel serait 'algorithme qui déterminerait les valeurs potentielles de la 2-
dimension de ces classes d’ordres, et comment 1'étendre pour le codage de tout
ordre 7 Existe-t-il des méthodes de codage par vecteur de bits non nécessairement
liées au calcul de la 2-dimension ? et que peut on dire de leur performance ?

Cette these s’articule autour de ces questionnements que nous structurons en
trois parties. La premiére partie (Chapitre 2) porte sur des heuristiques qui bornent
au mieux la 2-dimension des ordres, et en particulier des arbres. La deuxieme partie
(Chapitre 3) abordent quelques conjectures autour de la 2-dimension des ordres.
Enfin, la troisiéme partie (Chapitre 4) expose un codage des arbres par vecteur de
bits plus intéressant.

« Ayant traversé le paradis infiniste ou se trouvent a la fois des sommets in-
accessibles (i.g. tous les problémes se ramenant a la consistance) et des vallées
fécondes (les grandes structures : treillis, algébre de Boole,...) » [Pouzet et Ri-
chard, 1984], nous décrivons dans la suite ce que nous avons découvert dans cet
univers.
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Chapitre 2

La 2-dimension des ordres
partiels : Heuristiques
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No problem can be solved until
it is reduced to some simple
form. The changing of a vague
difficulty into a specific,
concrete form is a very essential
element in thinking.

J.P. Morgan



Introduction

« Si les probléemes d’organisation industrielle sont la plupart du temps relati-
vement simples a énoncer, il ne faut en aucun cas sous-estimer [’effort nécessaire
pour leur trouver une solution » [Widmer, 1998], surtout lorsqu’il s’agit des pro-
blemes d’optimisation combinatoire N'P-complets, ou encore N'P-difficiles, pour
lesquels il faut compter un temps exponentiel (sauf si P = N'P) pour leur trouver
une solution optimum. Ces probléemes admettent pourtant des schémas de réso-
lution permettant de fournir de bonnes solutions (proches de I'optimum) en un
temps — quasi — polynomial. Ces schémas caractérisent les méthodes heuristiques.

Le probleme de calcul de la 2-dimension des ordres, aussi connu par le probléeme
de calcul d’un codage des ordres par vecteur de bits de taille minimale, fait partie
des problémes d’optimisation N'P-complets. Cela justifie la nature heuristique des
méthodes existantes pour le résoudre (voir le premier chapitre d’état de 'art).
Suivant ce schéma de résolution, nous traitons dans ce chapitre, de notre coté, le
probleme de calcul de la 2-dimension des ordres.

Dans la premiére section, nous proposons une heuristique calculant un co-
dage par vecteur de bits des ordres séries-paralleles, a travers la technique de
décomposition modulaire. En deuxiéme section, nous proposons une extension
de cette heuristique permettant de calculer un codage par vecteur de bits de tout
ordre. Enfin, dans la troisieme section, nous dressons la stratégie commune des
trois dernieres heuristiques de codage des arbres, proposées dans la littérature,
puis, suivant cette stratégie, nous concevons une nouvelle heuristique minimisant
la taille du codage par vecteur de bits de cette classe d’ordres. Dans chaque sec-
tion, nous donnons des résultats théoriques et expérimentaux propre a I’heuristique
proposée. Nous précisons que les résultats théoriques sont majoritairement prouvés
par induction mathématique et que les évaluations expérimentales sont assurées
par des algorithmes, implémentés en langage C/C++, appliqués aux données de
référence ou générées aléatoirement.

Notons que la conception des heuristiques développées dans ce chapitre fait

appel a des outils mathématiques dont quelques-uns sont rappelés dans Définitions
et préliminaires (pages 7-19) et d’autres sont définis dans ce chapitre.
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1 Cas des ordres séries-paralleles

La notion d’ordre série-paralléle fut introduite en 1978 par Lawler [Lawler,
1978] lors de son étude d'un probléme d’ordonnancement des taches dans une
machine. L’objectif de cette étude était de minimiser le temps total d’exécution
de I'ensemble des tAches. Lawler montre que ce probleme N P-complet est quasi
linéaire, si les contraintes de précédence entre les taches sont modélisables par
un ordre série-parallele. Rappelons qu'un ordre est série-parallele s’il ne contient
pas de sous-ordre isomorphe a l'ordre N. Dés lors, étudier la restriction des pro-
blémes combinatoires NP-complets, et méme N P-difficiles, aux ordres « séries-
paralleles », a fait 'objet de plusieurs travaux de recherche. Il en résulte un nombre
important de problemes combinatoires polynomialement résolubles sur cette classe
d’ordres. Citons ici le probleme du nombre de sauts [Mohring, 1985] — le nombre
minimum de comparabilités a rajouter a un ordre pour le rendre total —, et le pro-
bleme de calcul de la dimension d’ordres [Garg, 2015] — les ordres séries-paralleles
sont 2-dimensionnels.

La considération de la structure série-parallele fut également le centre d’intérét
de plusieurs chercheurs en théorie des graphes. Nous référons le lecteur au [Taka-
mizawa et al., 1981] pour une liste des problemes N'P-complets, qui sont résolubles
en temps polynomial sur la classe des graphes séries-paralleles. Il est a noter que
cette structure permet de modéliser des données (ordonnées) provenant de nom-
breux domaines comme l'ordonnancement, les systémes concurrents, la fouille de
données, les réseaux, etc. [Mohring, 1989)].

Dans ce mémoire, nous étudions le probleme de calcul de la 2-dimension des
ordres qui est NP-complet. Avant de traiter ce probléme pour le cas général,
étudions d’abord sa restriction aux ordres séries-paralleles.

1.1 Motivation

Nous avons évoqué dans le premier chapitre quelques classes d’ordres dont la
2-dimension est connue, a savoir les chaines et les antichaines. Remarquons qu’une
chaine correspond & une composition série d’un ensemble d’ordres triviaux (ordres
réduits en un unique élément), alors qu'une antichaine correspond a leur composi-
tion parallele. En appliquant ces deux opérations de composition, un nombre fini
de fois, a un ensemble d’éléments donné, nous obtenons un ordre « série-parallele »
défini sur cet ensemble. La Figure 2.1 illustre un exemple d’un ordre série-parallele
ainsi obtenu.
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d Ordre série-parallele

e g
f
¢ a b abec S
.
e o
g ® ocC
.
& ed

Ensemble d’éléments

S : Composition série
P : Composition parallele

S
P
g
F1GURE 2.1: Construction progressive d'un ordre série-parallele

La reconnaissance d'un ordre série-parallele se fait grace a son arbre de décom-
position modulaire (définition a la page 15). Rappelons que I'arbre de décomposi-
tion modulaire d’un ordre est un arbre dont chaque nceud interne correspond a une
opération sur ses sous-ordres. Ainsi, lorsqu’il s’agit d'un ordre série-parallele, ces
opérations sont limitées aux compositions série et parallele. Observez que 'arbre
de décomposition modulaire d’un ordre série-parallele indique les étapes permet-
tant de le générer (Figure 2.2). Il est a noter que l'ordre quotient (définition & la
page 16) d’un ordre série-paralléle est soit une chaine soit une antichaine.

Définition 2.1.4 (Ordre série-parallele). Un ordre est série-paralléle si son arbre
de décomposition modulaire ne contient que des neceuds séries ou paralleles.

Composition progressive

N ; /\
/>/\ Décomposition modulaire
",.' S
{a,b,c,def,g}
b !

a c

S : Composition série
P : Composition parallele

FIGURE 2.2: A gauche, un ordre série-parallele. Au centre son ordre quotient et a
droite son arbre de décomposition modulaire.

Nous dérivons de la Définition 2.1.4, une définition récursive des ordres séries-
paralleles.
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Définition 2.1.5 (Ordre série-parallele). Un ordre est série-paralléle si :
— 1l est réduit a un unique élément.
— 1l est une composition série d’ordres séries-paralléles.
— 1l est une composition paralleéle d’ordres séries-paralléles.

La définition récursive des ordres séries-paralleles facilite la procédure de leur
codage par vecteur de bits. Il suffit de trouver un codage par vecteur de bits de la
composition série, et aussi parallele, d'un ensemble d’ordres déja codés. Connais-
sant la 2-dimension de la composition série (resp. parallele) d’ordres triviaux — cas
d’une chaine (resp. d’une antichaine) —, nous nous demandons dans quelle mesure
il est possible de calculer la 2-dimension de la composition série (resp. parallele)
d’ordres quelconques.

1.2 Stratégie

Soit S P un ordre série-paralléle et soit M = {My, ..., M,} une partition modu-
laire de SP. Nous rappelons qu’il s’agit de sa partition modulaire maximale. Par
Définition 2.1.5, deux cas se présentent : (1) 'ordre SP correspond a une compo-
sition série des ordres P[M,], ..., P[M,] (IT_, P[M;]); (2) I'ordre SP correspond
a une composition parallele de ces ordres (3-¢_, P[M;]). Nous supposons que les
ordres P[M],. .., P[M,] sont déja codés. Nous détaillons dans la suite la démarche
que nous proposons pour le codage de I'ordre SP dans chacun des deux cas.

1.2.1 Cas d’une composition série d’ordres

Supposons que SP = [[_, P[M;]. La Proposition 2.1.8, illustrée par la Fi-
gure 2.3, donne la 2-dimension de SP en fonction de la 2-dimension des sous-
ordres P[M;], pour 1 entre 1 et (.

Proposition 2.1.8 (Composition série d’ordres [Trotter, 1975]). Soit P un ordre
avec {My, ..., My} sa partition modulaire et la chaine {M; < --- < M} son ordre
quotient. Donc,

dimy(P) = Y dimy(PIM]) + |{i € [2,0] ¢ | M| = |M;_y| = 1}|

1<4<8

Démonstration. Cette preuve suit le schéma classique d’une induction sur la taille
de l'ordre quotient.

Pour ¢ = 1, nous avons dims(P) = dimsy(P[M,]). Alors, la conclusion de la propo-
sition est valide dans ce cas.

Pour un entier ¢ plus grand que 1, nous supposons que la propriété est vraie pour
les valeurs inférieures a [. Soit P un ordre dont l'ordre quotient est la chaine
{M, <--- < M,y < My}. Notons P’ le sous-ordre P\ P[M,].
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Soit ¢ un codage par vecteur de bits de taille minimale de M,. Soit z un élément
de M, et soit y un élément de P’. Alors, y <p x. Par conséquent, un codage par
vecteur de bits de P, de taille minimale, assignera a x la concaténation des vecteurs
de bits [1]%m2(F) et ¢(z). En effet, ensemble des couleurs codant les éléments de
P’ est hérité par les éléments de M, et par conséquent ne peut pas étre utilisé pour
les distinguer. La taille minimale d’un codage par vecteur de bits de P vaut alors
au moins dims(P’) + | U {¢p(x) : @ € M,}|. Nous en déduisons que dims(P) vaut
exactement :

— dima(P") 4+ dimgy(P[My]), si dimq(P[M;,]) > 0.

— dimgy(P'), si dima(P[M,]) = 0 et dima(P[M,-1]) > 0. En effet, le singleton
My est codé par [1]%m=(F),

— dima(P’) + 1, si dimg(P[M,]) = dimo(P[M,_;]) = 0. En effet, le singleton
M,_, étant codé par [1]dim2(P "), il faut rajouter un bit supplémentaire pour
coder I’élément de M,.

Tous les cas étant traités, nous concluons que la Proposition 2.1.8 est valide. [

P[Mg]

PMj) {5}.< 0
PMy] (4}

PMj) {

PIMy] ({1} {2}+ (sl

P[M;]

=

FIGURE 2.3: La 2-dimension de la composition série des ordres P[M;], pour i entre
1 et 6, est 6. La 2-dimension de P[M;] est 3, celle de P[Mj5] est 2 et elle est nulle
pour les autres.

La Proposition 2.1.8 donne la taille d'un codage par vecteur de bits d’une

composition série d’ordres déja codés. L’Algorithme 1 calcule ce codage que nous
illustrons par la Figure 2.4.
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Données : Des ordres P, ..., P, déja codés par I'ensemble [1, s;] si
|P;| > 1, et par () sinon, pour i de 1 & ¢
Résultat : Un codage de [['_; P,

1 E < ensemble de couleurs codant P,
2 pour tout i allant de 2 a ¢ faire
3 pour tout x dans P; faire
4 S« 10
/* Recoder x par un ensemble de couleurs n’appartenant
pas a F */
5 pour tout s dans code(z) faire
6 | S+ Su{s+]|E|}
7 fin
8 code(x) < SUE
/¥ ;=0 si |P|=1 */
9 si s; # 0 alors
/* Union disjointe des couleurs codant les ordres
Pl, ey R */
10 E«+ EU{1+|E|,...,si+|E|}
11 fin
12 sinon si s;_; = 0 alors
13 code(s;) < code(s;) U{|E|+ 1}
14 E <+ EU{|E|+ 1}
15 fin
16 fin
17 fin

Algorithme 1 : Codage d'une composition série d’ordres

1.2.2 Cas d’une composition parallele d’ordres

Supposons que SP = Y°¢_, P[M;]. Lorsque les ordres P[M;] sont des chaines, le
codage de S P se rameéne au codage de I'arbre construit a partir d’'une composition
série d’'un élément r (racine de 'arbre) et l'ordre SP (Figure 2.5). Notons que
le calcul d’un codage des arbres par vecteur de bits de taille minimale est un
probleme ouvert, méme pour cette classe d’arbres particuliere : racine reliée a
une composition parallele de chaines. Nous utilisons alors la meilleure heuristique
existante de codage des arbres par vecteur de bits, Polychotomique Généralisé
[Colomb et al., 2008], afin de calculer un codage de SP. Le principe de cette
heuristique est expliqué en détail dans la derniere section de ce chapitre, mais
nous le synthétisons comme suit :

Soit s1,..., s, des entiers. L’heuristique Polychotomique Généralisé peut don-
ner la taille d'un codage par vecteur de bits d'un arbre dont les sous-arbres tels
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{1,2,3,4,5,6,7,8}
P {1,2,3,4,5,6,7} 8}
. {3
{1,2,3,4,7}
{1,2,3,5,6
) {1,2,3@/ I
{1, 2,3,4§1’2'3’ y
+{}
0

FIGURE 2.4: A gauche, une composition série d’ordres déja codés. Au centre, le
codage par vecteur de bits de cette composition et a droite son codage réduit.

—

que chacun est enraciné par un successeur immédiat de sa racine, sont codés res-
pectivement par sq, ..., s, bits. La taille de ce codage est calculée par une fonction
GP qui prend en parametre la séquence sq,...,sy. La fonction GP calcule alors
la taille d’'un codage d’une composition parallele d’arbres déja codés sans tenir
compte de leur structure.

Nous considérons maintenant que les ordres P[M], ..., P[M,] sont quelconques
et sont déja codés respectivement par si,...,s, bits. Ainsi, la fonction GP peut
calculer la taille d'un codage par vecteur de bits de leur composition parallele et

donc de Vordre SP.

[ ..

SP T

FIGURE 2.5: A gauche, une composition parallele de chaines SP. A droite, un arbre
T avec dimy(SP) = dims(T).
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Proposition 2.1.9 (Composition parallele d’ordres). Soit P un ordre avec { M, . ..
sa partition modulaire et l'antichaine {My,--- , M;} son ordre quotient. Soit s; la
taille d’un codage par vecteur de bits de P[M;], pour i entre 1 et £. Alors,

La

dimy(P) < GP([s1,- -, se])-

Proposition 2.1.9 donne la taille d'un codage par vecteur de bits d'une

composition parallele d’ordres déja codés. L’Algorithme 2 calcule ce codage que
nous illustrons par la Figure 2.6.

N =

6

7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Données : Des ordres P, ..., P, déja codés par I'ensemble [1, s;] si

|P;| > 1, et par () sinon, pour i de 1 a ¢

Résultat : Un codage de Zle P
E+0
pour tout i allant de 1 a ¢ faire

fin

/* Construction d’ordre linéaire de taille s; + 1 réduit par
transitivité, s; =0 si |P| =1 */

X+ {1+|E|,...,s; +1+|E|}

R« U{(k,k+1):ke[l+|E],s+|E|]}}

C; + (X, R)

/* 1,...|E| les éléments des ordres C,...,C; */

FE+— F “+8; + 1

Codage Polycotomique Généralisé de Parbre T = {r}.(X_, C)
pour tout i allant de 1 a ¢ faire

fin

Min < code du minimum de C;

Max < code du maximum de C;

S < Max\Min

pour tout x dans P; faire

code < ()

pour tout ¢ dans code(z) faire
| code « code U S|c]

fin

code(x) < code U Min

fin

Algorithme 2 : Codage d'une composition parallele d’ordres
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{1,2K2,3} {1} {2} {1} {0 {7} {5} {6} {5}

L NARST

{1} {2} 0 {5,4} {6,4} {3} {2} {1,5} {1.6}
{7}
{6}] {6}

{5}] {5}

{4}] {33 {2}] {1,5} {1,6}

T
Codage réduit de T par
Polycotomique Généralisé

FIGURE 2.6: A gauche, des ordres déja codés. A droite, le codage réduit par vecteur
de bits de leur composition parallele déduit du codage de I’arbre T'.

1.3 Description de ’heuristique

Comme la complexité de calcul de la 2-dimension des ordres séries-paralleles est
ouverte, nous proposons alors une heuristique qui calcule leur codage par vecteur
de bits en se basant sur la technique de décomposition modulaire. Notons que la
taille de ce codage constitue une borne supérieure de la 2-dimension de ces ordres.

Soit S P un ordre série-paralléle et soit T" son arbre de décomposition modulaire.
Pour tout élément = de T, notons F'(x) l'’ensemble des feuilles appartenant a la
liste des successeurs de x dans T'. Nous pouvons alors associer a x le sous-ordre
de SP défini sur F(z). La partition modulaire maximale de ce sous-ordre est
{F(y1),...,F(yx)}, les éléments yy, ..., y, étant les fils de = dans T' (Figure 2.7).

Sous-ordre associé au noeud courant

;

Q Partition modulaire du sous-ordre @

FIGURE 2.7: Le sous-ordre @) associé au noeud z et F(x) = {a,b,c,d, e}
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L’heuristique que nous proposons pour calculer un codage par vecteur de bits
de SP, génere d’abord I'arbre T, puis, suivant un ordre topologique inverse de ses
¢éléments, elle calcule, pour tout élément x de T, un codage par vecteur de bits
du sous-ordre associé a x. Ce codage est calculé par I’Algorithme 1 si le nceud z
correspond a une composition série. Il est calculé par I’Algorithme 2, lorsque le
noeud z correspond a une composition parallele. Les feuilles sont initialement co-
dées par l'ensemble vide. Au final, nous obtenons un codage de SP. Dans les
sous-sections qui suivent, nous prouvons qu’il s’agit d’'un codage par vecteur de
bits. Nous donnons également les algorithmes nécessaires pour calculer ce codage
et leur complexité. La Figure 2.8 synthétise le processus de I'heuristique proposée.

Codage par SBSC Codage par

Décomposition Modulaire

| |

Pré-traitement

Split & Balancing Décomposition Modulaire
~ Traitement Pour tout élément m
Simple Coloration de Parbre de DM
Génération du graphe de conflit G, Si m une feuille : code(m) =0
Coloration de G. par Smallest degree last Si m un noeud Série : Appel Algo.1
Coder l'ordre a partir de son codage réduit Si m un noeud Parallele : Appel Algo.2

FIGURE 2.8: A gauche, le processus de I'heuristique de référence SBSC. A droite,
le processus de la nouvelle heuristique basée sur la décomposition modulaire.

1.4 Algorithmes et complexités

Dans cette sous-section, nous donnons les instructions de calcul d'un codage
des ordres séries-paralleles suivant le processus de I’heuristique proposée dans la
sous-section précédente. Nous divisons ’ensemble de ces instructions en plusieurs
algorithmes : algorithme de construction du graphe de comparabilité d’un ordre,
algorithme de génération de son arbre de décomposition modulaire ainsi qu'un
algorithme de codage de I'ordre. Nous évaluons également la complexité de chacun
de ces algorithmes.
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1.4.1 Construction du graphe de comparabilité

L’heuristique de codage des ordres séries-paralleles, proposée dans cette section,
repose sur la technique de décomposition modulaire. Cette technique est générale-
ment connue pour les graphes non orientés. Cependant, elle s’étend naturellement
aux ordres — graphes orientés — grace a leur graphe de comparabilité.

Un graphe de comparabilité est un graphe non orienté admettant une orien-
tation transitive, ce qui peut induire un ordre sur les éléments du graphe. Réci-
proquement, tout ordre (X, R) est représentable par un graphe de comparabilité
unique (X, R'U R'™1), R étant la fermeture transitive de R et R'~! la fermeture
symétrique de R'. Ainsi, la décomposition modulaire d'un ordre n’est autre que la
décomposition modulaire de son graphe de comparabilité.

Données : Un ordre P = (X, R)
Résultat : Le graphe de comparabilité de P
/* Algorithme trivial de fermeture transitive */
R+ R
pour tout k dans X faire
pour tout i dans X faire
pour tout j dans X faire
si (i,k) dans R et (k,j) dans R alors
| R« R'U(i,))
fin
fin

© 0w N o ok W N

fin

fin
/* Calcul de fermeture symétrique */
11 R+ 0
12 pour tout (z,y) dans R faire
13 | R« R U{(y,2)}
14 fin
/* Le graphe de comparabilité x/
15 retourner (X, R'U R'™1)
Algorithme 3 : Graphe de comparabilité d'un ordre

=
(=}

L’Algorithme 3 construit le graphe de comparabilité d’un ordre, présenté par
une matrice d’adjacence, en temps polynomial. En effet, il calcule la fermeture
transitive (lignes 1 — 10) d’un ordre de taille n en temps O(n?), ainsi que sa
fermeture symétrique (lignes 11 —14) en temps O(n?) (réellement en temps O(|R’|)
avec |R/| < n?). Nous présentons dans la suite un algorithme plus efficace de
fermeture transitive d’ordres.
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Algorithme efficace de fermeture transitive Pour calculer la fermeture
transitive d’un graphe orienté acyclique de taille n, nous disposons de I'algorithme
de Goralcikova et Koubek [Goralcikova et Koubek, 1979]. En notant my,. le nombre
d’arcs de la fermeture transitive du graphe, ’algorithme en question a une com-

3
plexité arithmétique O(mz log,(n)) [Borassi et al., 2016], et son pseudo code est
incorporé dans I’Algorithme 4 (les lignes : 1,3,4,8,9 et 12).

Données : Un graphe orienté acyclique D = (V, N), représenté par liste des
successeurs immédiats N (v) pour tout v dans V

Résultat : La fermeture transitive D' = (V, N’) de D, représentée par liste
des successeurs N'(v) pour tout v dans V.

1 Calculer un ordre topologique (vy,...,v,) des sommets de V'
2 Ctrl« [0]"

3 pour ¢ allant de n a 1 faire

4 | N'(v;) « N(v)

5 pour tout x dans N'(v;) faire

6 | Ctrlfz] «+ 1

7 fin

8 pour tout w dans N(v;) faire

9 pour tout x dans N'(w) faire
10 si Ctrilz] =0 alors

11 Ctrljz] 1

12 N'(v;) = N'(v;) U {x}
13 fin

14 fin

15 fin

16 pour tout x dans N'(v;) faire

17 | Ctrlfz] + 0

18 fin

19 fin

Algorithme 4 : Algorithme efficace de fermeture transitive

L’algorithme de Goralc¢ikova et Koubek calcule la fermeture transitive d'un
graphe en récupérant, pour chacun de ses éléments, la liste de ses successeurs. Il
s’agit de la liste de ses successeurs immédiats (instruction en ligne 4) a laquelle
s’ajoute tout successeur déduit par transitivité (instruction en ligne 12). Afin d’évi-
ter la duplication d’éléments dans la liste, Borassi et al. supposent une implémen-
tation de cette derniere par un arbre binaire de recherche équilibré. Ainsi, il est
possible, en temps O(log,(n)), n étant la taille du graphe, de vérifier 'existence
d’'un élément y dans la liste des successeurs d'un élément x, avant de 'y ajouter.
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En supposant que les éléments du graphe en entrée sont des entiers de 1 a n (sinon
les numéroter de 1 a n en un seul parcours du graphe), nous proposons de contrdler
la duplication d’éléments par un vecteur Ctrl[] de n bits (voir les instructions
en lignes : 2,5,6,10,11,16 et 17). Nous vérifions alors, en temps constant, si y ap-
partient a la liste des successeurs de x a travers un accés direct au y®™¢ bit du
vecteur Ctrl[]. Nous diminuons ainsi la complexité en temps de I'algorithme de
fermeture transitive proposé par Goralcikova et Koubek [Goralcikova et Koubek,
1979]. Le Théoreme 2.1.13 affirme que I’Algorithme 4 améliore effectivement cette
complexité.

Théoreme 2.1.13. L’Algorithme /4 calcule une fermeture transitive d’un graphe

3
orienté acyclique de taille n en temps O(mg +n), my. étant le nombre d’arc dans
la fermeture transitive.

Démonstration. La correction de I'algorithme est due a l'ordre de traitement des
éléments du graphe [Borassi et al., 2016]. Nous calculons maintenant sa complexité.

Les instructions élémentaires 6 et 17 sont répétées my. + n fois : le nombre
des successeurs d'un élément (les boucles en lignes 5 et 16), pour tout élément du
graphe (la boucle en ligne 3).

L’analyse de la complexité des instructions restantes est déja donnée dans [Bo-
rassi et al., 2016]. Cette analyse considere une implémentation des listes des succes-
seurs par des arbres binaires de recherche équilibrés. Nous reprenons cette analyse
en considérant une implémentation par des listes simplement chainées.

En notant m le nombre d’arcs du graphe en entrée, la complexité du calcul du
tri topologique est O(n + m) (ligne 1).

L’initialisation du vecteur de controle Ctrl[] se fait en O(n) (ligne 2)
L’instruction en ligne 4 correspond a un parcours de la liste des successeurs immé-
diats de chaque élément. Sa complexité vaut alors O(n + m).

Notons ngy:(w) (resp. ni,(w)) le degré sortant (resp. le degré entrant) de 1’élé-
ment w dans la fermeture transitive du graphe. Ainsi, les instructions élémentaires
10, 11 et 12 sont exécutées Y-, ey Nin (W) Ny (w) fois. En effet, puisque w est un suc-
cesseur de ny,(w) éléments, la boucle 9 sera alors appelée n,,,(w) fois. A chaque
fois, les instructions de cette boucle sont exécutées n;,(w) fois. Notons que la
somme >, cy Nin (W) ey (w) correspond au nombre de triangles dans la fermeture

3
transitive du graphe. Ce nombre vaut O(m/.) [Itai et Rodeh, 1978].

3
La complexité en temps totale de I’Algorithme 4 est O(mz + n). O
3
Remarque Nous précisons que la complexité de I’Algorithme 4 est O(mz),

si le graphe en entrée est connexe (n < my.). Nous précisons qu’il s’agit d’une
complexité arithmétique.
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1.4.2 Génération de arbre de décomposition modulaire

Nous calculons I'arbre de décomposition modulaire d'un graphe par un algo-
rithme linéaire, di a Capelle et al. [Capelle et al., 2002]. Cet algorithme utilise
la notion de permutation factorisante. Une permutation factorisante d’un graphe
est un ordre total O sur ses sommets, vérifiant pour toute paire d’éléments x et y,
appartenant respectivement aux modules forts maximaux M; et M;, v <o y si et
seulement si ¢ = j, ou pour tout élément z <p z (resp. y <o z), z n’appartient pas
a M; (resp. M;). Nous référons le lecteur a la these de De Montgolfier [Montgolfier,
2003] pour plus de détails sur cette approche.

1.4.3 Codage des ordres séries-paralleles par vecteur de bits

Nous donnons ci-dessous un algorithme de codage des ordres séries-paralleles
par vecteur de bits puis nous calculons sa complexité. La correction de I'algorithme
est prouvée dans la sous-section suivante.

Données : Un ordre série-parallele P

Résultat : Un codage de P via la décomposition modulaire
1 G, < graphe de comparabilité de P
2 T «larbre de décomposition modulaire de P

3 M < ordre topologique inverse des éléments de T’
4 pour tout m de M faire
5 si type du neud m est feuille alors
6 | code(m) =0 // code de m
7 fin
8 sinon si type du neud m est Série alors
9 Appel de I'algorithme 1 sur les sous-ordres associés a chaque
successeur immédiat de m
10 sinon
/* type du neud m est Paralléle */
11 Appel de I'algorithme 2 sur les sous-ordres associés a chaque
successeur immédiat de m
12 fin
13 fin
14 fin

Algorithme 5 : Algorithme de codage des ordres séries-paralleles par vecteur
de bits via la décomposition modulaire

Le Théoréme 2.1.14 prouve que I’Algorithme 5 calcule un codage des ordres
séries-paralleles en temps polynomial.
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Théoreme 2.1.14. L’Algorithme 5 calcule un codage par vecteur de bits d’un
ordre série-paralléle de taille n en temps O(n?) et en espace O(n?).

Démonstration. La correction de ’algorithme est prouvée dans la sous-section sui-
vante (voir la preuve de la Proposition 2.1.10). Nous dédions cette preuve a I’ana-
lyse de complexité.
La construction du graphe de comparabilité (ligne 1) fait appel a1’ Algorithme 3.
3

La complexité en temps de cet algorithme est O(mé + n). En effet, il s’agit de la
complexité en temps de la fermeture transitive (Théoreme 2.1.13) vu que la fer-
meture symétrique s’exécute en O(m,). La complexité en espace de I'algorithme
est O(m.+ n). Pour construire I’arbre de décomposition modulaire (ligne 2), nous
faisons appel a lalgorithme implémenté par De Montgolfier !, qui construit cet
arbre sous forme d’une matrice d’adjacence. Les complexités en temps et en es-
pace de cet algorithme sont données par I'auteur et correspondent respectivement
a O(melogy(n)) et O(m.). Un tri topologique inverse des éléments d'un arbre
(ligne 3) est obtenu en inversant l'ordre de visite de ses éléments lors d'un par-
cours en largeur de I'arbre. Ce tri s’effectue en temps linéaire en la taille de ’arbre
de décomposition modulaire qui vaut au plus 2n, n étant la taille de I'ordre et éga-
lement le nombre de feuilles de I'arbre. Notons que le nombre de nceuds internes
d’un arbre de décomposition modulaire ne peut pas dépasser le nombre de ses
feuilles. Ainsi, les instructions en lignes 6, 9, 11 s’exécutent O(n) fois. L’instruc-
tion en ligne 6 étant élémentaire, sa complexité en temps est O(1). L’Algorithme 1
(ligne 9) met a jour l’ensemble des couleurs de chaque élément de l'ordre en en-
trée. Comme la taille de 'ordre ainsi que ’ensemble des couleurs est au plus n, la
complexité en temps et en espace de cet algorithme est en O(n?) . L’Algorithme 2
(ligne 11) construit, en temps linéaire, un arbre a au plus n éléments puis le code
par lalgorithme Polychotomique Généralisé en temps et en espace O(n?) dans le
pire des cas [Colomb et al., 2008] — cet espace est libéré a chaque itération (ligne 4).
Enfin, il met a jours ’ensemble des couleurs associé a chaque élément de 1’ordre en
entrée. Comme la taille de I'ordre ainsi que I’ensemble des couleurs est au plus n,
la complexité en temps et en espace de cet algorithme est O(n?) . Nous précisons
que les Algorithmes 1 et 2 réutilisent le méme espace mémoire a chaque itération
(ligne 4). Il s’agit de ’espace mémoire dédié au stockage du code de chaque élément
de T'ordre, et mis a jour a chaque appel de ces algorithmes.

Comme m,. < n? la complexité en temps de I’Algorithme 5 est alors en O(n?)

ainsi que sa complexité en espace est en O(n?).
]

1. https://searchcode.com/file/47014363/sage/graphs/modular_decomposition/
src/dm. c. Consulté en 2017
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1.5 Résultats théoriques

Nous montrons dans cette sous-section que I’Algorithme 5 calcule un codage
par vecteur de bits des ordres séries-paralleles (Proposition 2.1.10). Comme le
processus de cet algorithme peut se ramener a celui de I'heuristique Polychoto-
mic Généralisé, ils donnent naturellement les mémes résultats pour la classe des
arbres (sous-classe des ordres séries-paralleles). Nous en proposons tout de méme
une preuve (Proposition 2.1.11), pour déduire enfin que I’Algorithme 5 est une
4-approximation de la 2-dimension des arbres (Proposition 2.1.12).

Proposition 2.1.10. Soit P un ordre série-paralléle. L’Algorithme 5 calcule un
codage par vecteur de bits de P. En notant dm(P) sa taille, nous avons dimsy(P)
vaut au plus dm(P).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de I'ordre.

Pour P un ordre réduit en un unique élément, I’Algorithme 5 le code par I'en-
semble vide. La taille de ce codage est nulle et nous avons également dims(P) = 0.
La conclusion de la proposition est alors vérifiée dans ce cas.

Pour P un ordre a n éléments, nous supposons que la propriété a démontrer
est vraie pour tout sous-ordre de P. Afin de la prouver pour P, nous considérons ¢
une fonction définie sur les éléments de P telle que pour tout élément =, ¢(z) est
I’ensemble de couleurs codant x lors du codage de P par 1’Algorithme 5. Nous
devons alors montrer que x <p y si et seulement si ¢p(x) C ¢(y), = et y étant deux
éléments de P.

Soit T l'arbre de décomposition modulaire de P. Les feuilles de T sont alors
les éléments de P. Soit z le plus petit prédécesseur commun a = et a y dans 7.
Notons P, le sous-ordre de P associ¢ a z (Figure 2.7). Soit ¢.(x) et ¢.(y) les
couleurs associées a x et a y respectivement, lors du codage de P,.

Notons que le codage d'une composition parallele de P, et d’autres sous-
ordres de P, qui sont tous déja codés, consiste a ajouter aux codes des élé-
ments de chaque sous-ordre (composante connexe) un ensemble de couleurs iden-
tique (Algorithme 2). Il en est de méme pour une composition série de P, et
d’autres sous-ordres de P (Algorithme 1). Rappelons que = et y, étant dans un
méme module, ont les mémes prédécesseurs dans P\P,. Nous en déduisons que
6(2)\-(2) = 6(y)\6(y).

Si z n’est par la racine de 7, alors x <p y < ¢.(z) C ¢.(y) (par induction).
Cela est équivalent a ¢(z) C ¢(y).

Sinon, nous avons deux cas : (1) le nceud z est parallele, alors x et y sont codés
par le Polychotomique Généralisé qui assure un codage par vecteur de bits; (2)
le nceud z est série donc = et y forment une chaine. Il est facile de constater que
I’Algorithme 1 assure un codage par vecteur de bits des chaines (lignes 13 et 14).
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Nous concluons que I’Algorithme 5 calcule un codage par vecteur de bits de P
de taille dm(P). Comme dimsy(P) est la taille minimale d'un codage par vecteur
de bits de P, alors dimsy(P) < dm(P). O

Nous venons de prouver la correction de I’Algorithme 5. La sous-section sui-
vante présente des résultats expérimentaux montrant que cet algorithme améliore
la taille du codage des ordres séries-paralleles par vecteur de bits. Cependant,
pour le cas particulier des arbres, nous constatons que les résultats obtenus sont
les mémes que ceux calculés par I’heuristique Polychotomique Généralisé. Nous
prouvons théoriquement ce constat.

Proposition 2.1.11. L’Algorithme 5 calcule un codage des arbres de méme taille
que celle de leur codage par le Polychotomique Généralisé.

Démonstration. Pour cette preuve, nous notons DM (resp. Agp) la fonction qui
prend en parametre un arbre et calcule la taille de son codage par 1’Algorithme 5
(resp. par le Polychotomique Généralisé). Soit T un arbre de racine r et soit
Ty, ..., T ses sous-arbres dont chacun est enraciné par un successeur immédiat
de r.

Remarquons que Agp(T) = GP([Agp(Th), ..., Acp(T)]) (voir la breve descrip-
tion de I'heuristique Polychotomique Généralisé donnée a la page 68).

Pour démontrer la proposition, nous suggérons une preuve par induction sur la
taille de T'.
Pour T réduit a un singleton, nous avons DM(T') = Agp(T) = 0 ('élément r est
codé par I’ensemble vide).
Supposons que la conclusion de la proposition est vraie pour tout sous-arbre de 7.
Nous distinguons deux cas :
Cas.l k>1
Nous avons d’un coté .AGP(T> = QP([AGP(TI), e ,AGP(Tk)]).
D’un autre co6té, nous avons 7' une composition série de r et ZleTi. Par
conséquent, le codage de T par I’Algorithme 5 code r par ’ensemble vide et
chaque élément de T'\{r} par le code qui lui a été attribué lors du codage
de la composition parallele de 71, ..., T} par I’Algorithme 2. Par conséquent,
DM(T)=GP([DM(T}),..., DM(T})]).
Par hypothese d’induction, nous avons Agp(1;) = DM (T;), pour tout i entre
1 et k. Nous concluons que DM(T') = Agp(T).
Cas2 k=1

nous avons d’une part Agp(T) = Agp(T1)+ 1. En effet, le poids attribué a r
est le poids de son fils plus un. Nous mentionnons au lecteur que I'heuristique
Polychotomique Généralisé se comporte comme l'algorithme Dicho, détaillé
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dans le premier chapitre a la page 57, lorsqu’un nceud a au plus deux fils. Nous
donnons ultérieurement (troisieme section de ce chapitre) une description
détaillée de I’heuristique Polychotomique Généralisé.

D’autre part, nous avons 71" une composition série d’'une chaine a deux élé-
ments (r et son fils) et 'arbre T} privé de sa racine. Comme DM(T}) est la
taille du codage de T, DM(T) = DM(T}) + 1 selon la Proposition 2.1.8 et
I’Algorithme 1.

Par hypothese d’induction, nous avons Agp(17) = DM(T7). Nous concluons
que DM(T') = Acp(T).
Pour k£ = 0, nous nous ramenons au cas du singleton (le cas de base de 'in-

duction). Ayant étudié tous les cas possibles, ceci conclut la preuve de la Proposi-
tion 2.1.11. O

Nous donnons maintenant un facteur d’approximation de I’Algorithme 5 pour
le probleme de calcul de la 2-dimension des arbres.

Proposition 2.1.12. L’Algorithme 5 est une 4-approximation de la 2-dimension
des arbres.

Démonstration. Soit T un arbre et soit Dicho(T') la taille du codage de T par
l'algorithme Dicho. Selon le Théoreme 1.3.12, nous avons Dicho(T') < 4dims(T).

Puisque I'heuristique Polychotomique Généralisé améliore le codage des arbres
par 'algorithme Dicho la taille du codage calculé par cette heuristique vaut au plus
Dicho(T). Cette taille correspond a la taille du codage calculé par 1’Algorithme
5 (Proposition 2.1.11). Ainsi, cet algorithme calcule un codage de T' de taille au
plus 4dimy(T'), et donc il est une 4-aproximation de la 2-dimension des arbres. [

1.6 Reésultats numériques

Nous présentons ici les résultats des tests effectués pour mesurer la performance
de I'heuristique de codage des ordres séries-paralleles que nous avons introduit dans
cette section. Nous parlons également des données de test considérées.

1.6.1 Données de test

Les données de test considérées pour évaluer la performance de notre heuris-
tique sont des ordres séries-paralleles aléatoires. Le générateur de ces ordres est
développé par Kahn [Kahn, 2015] et consiste a construire un ordre série-paralléle
a partir de son arbre de décomposition modulaire qui est généré aléatoirement.
Cette construction est illustrée par les Figures 2.1 et 2.2. Afin de générer un arbre
de décomposition modulaire aléatoire, il suffit de produire un arbre quelconque
puis d’étiqueter ses nceuds internes soit par « Série » soit par « Parallele ».
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Le jeux de données que nous avons considérés comporte trois paquets d’ins-
tances d’ordres séries-paralléles. Un premier de 500 instances de taille petite (in-
férieure a 100), un second de 500 instances de taille moyenne (entre 100 et 10000)
et un dernier de 150 instances de grande taille (entre 1000 et 10000).

1.6.2 Expérimentations

Les expérimentations réalisées portent sur un jeu de données de tailles variées,
permettant de visualiser 1’écart entre la taille du codage calculé par ’heuristique
de référence SBSC et celle du codage calculé par notre heuristique. Nous inscrivons
dans la Table 2.1 la moyenne des valeurs expérimentales des tests effectués. Nous
utilisons 1’acronyme DM pour faire référence a notre heuristique de codage via la
décomposition modulaire.

Taille des instances SBSC DM
< 100 13.43 10.91

1100, 1000] 21.2 16.13
11000, 10000] 26 18.77

TABLE 2.1: SBSC' vs DM sur des ordres séries-paralleles aléatoires de tailles va-

riées (moyenne des résultats de 500 instances de taille au plus 1000 et 150 instances
de taille plus que 1000).

Nous avons observé, a partir des tests effectués, que notre heuristique diminue
significativement la taille du codage des ordres séries-paralleles ayant une largeur
plus importante que la hauteur. Nous illustrons ces observations par un échantillon
tiré de nos expérimentations (cf. la Table 2.2). Nous pouvons expliquer cela par
le fait que notre heuristique améliore le codage des ordres paralleles, surtout les
antichaines, par rapport a ’heuristique de référence SBSC.

1.7 Synthese

L’heuristique que nous proposons permet de calculer un codage des ordres
séries-paralleles par vecteur de bits, en se basant sur la technique de décomposition
modulaire. Son processus integre 'heuristique de codage des arbres Polychotomique
Généralisé, pour traiter la composition parallele des ordres. C’est la raison pour
laquelle notre heuristique appliquée aux arbres donne les mémes résultats que s’ils
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Taille Hauteur | Degré entrant Max | SBSC DM
200 13 64 49 34
200 29 4 49 47
400 11 133 56 33
400 43 7 64 62
600 19 83 79 49
600 14 6 30 26
1000 22 140 90 56
1000 19 32 53 39

10000 6 6222 32 19

10000 27 11 41 32

TABLE 2.2: SBSC' vs DM sur des ordres séries-paralleles de différentes caractéris-
tiques.

sont codés par I'heuristique Polychotomique Généralisé. Ces résultats restent tout
de méme plus intéressants que ceux obtenus en codant les arbres par 1’heuristique
de référence SBSC.

Les tests montrent que notre heuristique améliore la taille du codage des ordres
séries-paralléles et nous pensons que le point fort réside dans le fait qu’'un codage
d’une composition parallele des ordres par une heuristique efficace de codage des
arbres est plus intéressant que son codage par une Simple Coloration apres un
pré-traitement.

2 Cas général des ordres partiels

Nous traitons dans cette section le probleme de calcul de la 2-dimension pour
le cas général des ordres. Comme indiqué préalablement, ce probleme admet un
schéma de résolution qui repose sur la conception des heuristiques de codage par
vecteur de bits.

Nous proposons dans cette section une heuristique qui calcule un codage des
ordres par vecteur de bits en utilisant la technique de décomposition modulaire.
Cette heuristique est une extension de celle proposée dans la section précédente
pour le codage des ordres séries-paralleles. Nous décrivons cette heuristique et
ses différentes variantes, puis nous donnons l’algorithme qui I'implémente et sa
complexité. Nous justifions la correction de cet algorithme et enfin nous exposons
les résultats de 1’évaluation expérimentale de I'heuristique proposée.
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2.1 Motivation

L’efficacité de I'heuristique de codage des ordres séries-paralleles wvia la tech-
nique de décomposition modulaire, observée dans la section précédente, nous mo-
tive a utiliser encore cette technique pour le codage des ordres dans le cas général.
Notons que I'arbre de décomposition modulaire d’un ordre non série-parallele pos-
sede au moins un neeud ni série ni parallele. Par conséquent, le sous-ordre associé
a ce noeud (Figure 2.7) ne peut étre codé par aucun des deux algorithmes proposés
pour le codage d’une composition série et parallele d’ordres (Algorithmes 1 et 2
respectivement). Néanmoins, nous pouvons assurer son codage a ’aide de 1'heuris-
tique SBSC — Split and Balancing, Simple Coloring — présentée dans le premier
chapitre (page 52). Nous en déduisons qu'un codage via la technique de décom-
position modulaire peut étre défini pour tout ordre. Nous détaillons juste apres la
démarche suivie pour calculer ce codage.

2.2 Stratégie

Soit P un ordre et soit 7 son arbre de décomposition modulaire. Nous suppo-
sons que la racine de T est étiquetée par « Premier » (ni « Série » ni « Parallele »,
cf. page 16). Soit M = {M,..., M,} la partition modulaire de P. La Proposi-
tion 1.2.5 affirme que dimy(P) < dimay(Pa) + S5_; dima(P[M;]).

Ainsi, il existe un codage de P de taille dima(Pja) + S5_; dimso(P[M;)). Par
exemple celui qui code les ordres P/ et P[M;], pour i de 1 a ¢, par des ensembles
de couleurs disjoints. Ce codage, illustré par la Figure 2.9, assigne a tout élément x
de P, appartenant au module M;, un code propre ¢(M;) W ¢;(x) avec ¢ et ¢; des
fonctions calculant un codage par vecteur de bits de taille optimale de P, et P[M;]
(pour i de 1 a ¢) respectivement. Nous proposons dans la suite des améliorations
portant sur la taille de ce codage.

{9}

{ {13} {1} {2} {3}

{10}
113912}

FIGURE 2.9: A gauche, un ordre P avec {M,... Mg} sa partition modulaire, et
dont chaque sous-ordre P[M;], pour i entre 1 et 6, est doté d’'un codage réduit. Au
centre, le codage réduit de son ordre quotient, et a droite un codage réduit de P
(Proposition 1.2.5).
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2.2.1 Composition ni série ni paralléle d’ordres (noeud premier)

Soit M; et M; deux modules incomparables dans P. Soit  un élément de M;
et y un élément de M;. Nous considérons le codage proposé au premier paragraphe
de cette sous-section, qui code x par ¢(M;) W ¢;(x) et y par ¢(M;) W ¢;(y). Comme
les ensembles ¢(M;) et ¢(M;) sont incomparables par inclusion, du fait que ¢
est un codage par vecteur de bits de P/, nous en déduisons que ¢(M;) & ¢;(x)
et ¢(M;) W ¢;(y) le sont également quelle que soit la valeur de ¢;(x) et ¢;(y).
Par conséquent, nous pouvons coder les sous-ordres P[M;] et P[M;] par le méme
ensemble de couleurs ce qui peut réduire la taille du codage considéré. Nous dé-
finissons alors un nouveau codage de P ou seuls ses sous-ordres définis sur des
modules comparables sont codés par des ensembles de couleurs disjoints. La taille
de ce codage, illustré par la Figure 2.10, est donnée dans la Proposition 2.2.13.
Remarquez que ce codage améliore celui proposé dans la Figure 2.9.

{2}

{1} {2} {3}

FIGURE 2.10: A gauche, un ordre P avec {M;, ... Mg} sa partition modulaire, et
dont chaque sous-ordre P[M;], pour ¢ de 1 a 6, est doté d'un codage réduit. Au
centre, le codage réduit de son ordre quotient, et a droite un codage réduit de P
(Proposition 2.2.13).

Proposition 2.2.13. Pour P un ordre et M sa partition modulaire, nous avons

dims(P) < dimo(Pjpq) + max > dims(P[M]).
C' chaine MeC
de P/M

Démonstration. Notons m la valeur max ¢ gaine Yonrec dima(P[M]).

de Pjpq
Afin de prouver la proposition, nous considéro/ns R le minimum de Py, (le rajouter
s'il n’existe pas), et w une fonction de M vers N telle que w(R) est nul et w(M)
est égal a dimy(P[M]) + max{w(N)|N <p,,, M} pour tout M dans M.
Prouvons par induction que max{w(M)|M € M} est égal a m. Pour cela, il suffit
de prouver que, pour tout M dans M, w(M) est égal a

max{ Y _ dims(P[N])|C une chaine dans P/ de R vers M} (1).
NeC
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La propriété (1) est vraie si M n’a aucun prédécesseur, i.e. si M = R car w(R) = 0.
Pour M différent de R, nous supposons que la propriété est vraie pour tous ses
prédécesseurs. Prouvons qu’elle est vraie méme pour M.

Nous avons w(M) = dimy(P[M]) + max{w(N)|N <p,,, M}. Par hypothese d'in-
duction, nous obtenons

w(M) = dims(P[M]) + max{max{ Y dims(P[K])|C une chaine dans
KeC

Py de R vers NN <p,, M}. Alors,

w(M) = max{> gec dimy(P[K])|C une chaine dans Py de R vers M}. La
propriété (1) étant vérifiée, nous en déduisons que max{w(M)|M € M} vaut
max{max{)_yec dims(P[K])|C une chaine dans P,y de R vers M}|M € M}, qui

vaut m.

Maintenant, prouvons que dims(P) < dima(P/pm) + m. Soit ¢y et ¢y des
codages par vecteur de bits de taille minimale de P/ et P[M] respectivement, M
étant un élément de M. Soit ¢ une fonction qui associe a tout élément x de M la
concaténation des vecteurs de bits ¢o(M), [0/ ¢y (x) et [1]wM)=dima(PIM]),
Prouvons que pour toute paire d’éléments x et y de P, x <p y si et seulement si
o(x) < ¢(y). Soit M, et M, deux éléments de M contenant x et y respectivement.

Supposons que x <p y. Si M, = M,, alors ¢o(M,) = ¢o(M,) et dr, (r) < P, (y)
ce qui implique ¢(x) < ¢(y). Sinon, nous avons M, <p,,, M, puisque M, et M,
sont des modules contenant x et y respectivement avec x <p y. Cela implique
¢o(M,) < ¢o(M,) et il existe des éléments de M tels que M, <P M1 =2p,,
MQ"' jP/M My. AIOI'S, w(MI) S U}(Ml) — dlmQ(P[M1]> S w(Ml) S S
w(M,) —dims(P[M,]). Comme w(M,) < w(M,)—dims(P[M,]), on en déduit que
6(2) < 0(y). En cffet,

o (x) = po(M,).[0]""*M=) X avec X un vecteur de w(M,) bits,

e ¢(y) = po(M,).[0]" M) Y [1]wM)=dim2(PIMD) - avec V' un vecteur de bits

de taille dimq(P[M,]),
o [0(z)| = |p(y)| et do(M) < ¢o(M,).

Réciproquement, supposons que ¢(x) < ¢(y). Si nous avons ¢g(M,) < ¢o(M,)
alors M, <p,,, M, implique x <p y. Sinon, nous avons ¢o(M,) = ¢o(M,) implique
M, = M,. Donc, ¢(z) < ¢(y) implique ¢ur, () < ¢ar, (y). Par la définition du
plongement ¢,;,, nous obtenons = <p y.

Nous concluons que ¢ est un codage de P par vecteur de bits dont la taille
vaut dima(Pya) +m. Ainsi, dimo(T) < dime(Praq) +m, ce qui valide La Propo-
sition 2.2.13.

O
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2.2.2 Blow up

Nous améliorons le codage que nous venons de décrire dans le cas ou P est une
composition ni série ni parallele d’ordres (page 83).

Supposons que M; est 'unique module non trivial de P (non réduit a un seul
élément). D’apres les deux Propositions 1.2.5 et 2.2.13, nous avons dimsy(P) est
au plus dimg(P/p) + dimo(P[M,]). Ainsi, il existe un codage de P par vecteur de
bits de taille dimy(Paq) + dime(P[M;]) qui, a chaque élément x de M;, associe
le code propre ¢(M;) W ¢;(x), avec ¢ et ¢; des fonctions calculant un codage par
vecteur de bits de taille optimale de P/ et P[M;] (pour i de 1 a ¢) respectivement
(Figure 2.11). Notons que ¢;(z) = () pour ¢ > 1.

{1} {2} {3}

{6}

0
Codage réduit de P de taille dima(P)pq) + dima(P[M]) =7

F1GURE 2.11: Un codage d'un ordre P, ayant un unique module non trivial, via la
décomposition modulaire (Propositions 1.2.5 et 2.2.13)

Remarquons que ce codage utilise des ensembles de couleurs disjoints pour
coder les ordres P et P[M,]. Nous proposons alors de réutiliser quelques couleurs
intervenant dans le codage de P[M;] pour coder P Afin de garantir cela, nous
introduisons la notion du Blow up d’un ordre (Définition 2.2.6) que nous illustrons
par la Figure 2.12. Cette solution s’applique méme aux ordres ayant plusieurs
modules non triviaux. Elle permet ainsi d’utiliser certaines couleurs pour coder a
la fois I'ordre quotient P/xq et les sous-ordres P[M;], pour M; non trivial avec i
entre 1 et /.

85



Définition 2.2.6 (Blow up). Soit P un ordre et soit M sa partition modulaire et
Pia son ordre quotient. Le Blow up de P, noté B(P), est l'ordre obtenu a partir
de Py en substituant chaque module M de M par une chaine de dimo(P[M])+1
éléments.

abcde fgh i j k

P P/M

FIGURE 2.12: A gauche, un ordre P dont la partition modulaire (maximale) est

M = {{o,a,b,c,de, f,g,h}, {z}, {i}, {4}, {k}, {1}, {m}, {n}}. Au centre P,y
et a droite B(P).

Nous montrons comment définir un codage par vecteur de bits de P a partir du
codage de son Blow up. Il s’agit désormais du codage de P wvia la décomposition
modulaire de plus petite taille (Proposition 2.2.14). Ce codage, illustré par la
Figure 2.13, est décrit par 1’Algorithme 6.

Proposition 2.2.14 (Bornes du Blow up). Soit P un ordre et soit M sa partition
modulaire et B(P) son Blow up. Alors

dimy(P) < dimo(B(P)) < dima(Pia) + Jmax > dimy(P[M))
chaine MGC
de P/M

Démonstration. Pour cette preuve, nous notons (', la chaine par laquelle un élé-
ment M de Py, était substitué lors de la construction du Blow up de P. Rappelons
que |Cyy| = dimo(P[M]) + 1. Soit infy et supys les éléments minimum et maxi-
mum de C; respectivement.

Prouvons d’abord la borne inférieure.

Soit S un ensemble de dimy(B(P)) éléments et soit ¢ un plongement de B(P)
dans 2°. Pour M un élément de M, notons Sy; Uensemble ¢(supys) privé des
éléments ¢(infyr). Nous considérons ¢y, un plongement de P[M] dans 25V qui
existe puisque dimg(P[M]) < |Sp|. En effet, Cjs étant une chaine codée par Sy,
couleurs, il est évident que dimo(Chr) = |Cyr| — 1 < |Su].

Nous considérons ¢', le plongement qui, a tout élément = de P appartenant a un
module M, associe I'union de ¢(infy) et ¢p(x). Remarquons que ¢'(x) est inclus
dans ¢(supny).
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Montrons que pour toute paire d’éléments x et y appartenant respectivement aux
modules M et N de M, x <p y si et seulement si ¢'(z) C ¢'(y).

Supposons que z <p y. Nous avons

o ¢'(z) = d(infu) W ou (),

o ¢'(y) = ¢(infn) W on(w).
Si M = N, alors ¢(infr) = ¢(infy) et dar(z) € dar(y) (par définition du plonge-
ment ¢,r). Cela implique ¢'(z) C ¢'(y).
Sinon, nous avons M <p,pq N, car M et N sont des modules contenant respec-
tivement x et y avec x <p y. Cela implique supy; <pp) infy ce qui implique
d(supar) est inclus dans ¢(in fx). Comme ¢'(z) C d(supr) ot d(infx) C ¢'(1),
nous en déduisons que ¢'(x) C ¢'(y).

Réciproquement, supposons que ¢'(z) C ¢'(y).

Comme ¢(infu) C ¢/(x) C ¢'(y) C d(supy), nous avons @(infar) C d(supy).
Cela implique in fy; <p(py supy. En associant in fy; et supy a un élément de M
et IV respectivement, nous obtenons M <p/r¢ N. Par conséquent, x <p y.

On conclut que ¢’ est un plongement de P dans 2°. Ainsi, dimy(P) < |S|. Comme
|S| = dimo(B(P)), la borne inférieure est alors prouvée.

Passons maintenant a la borne supérieure.

Soit S un ensemble de dimsy(P)r) éléments et ¢ un plongement de Py, dans 25,
Pour tout module M de M, notons Sy, I'ensemble {1,..., dims(P[M])}.

Comme |Sy| = dimg(P[M]), nous avons |Sy| = |Cy| — 1. Nous considérons
alors ¢¢,, le plongement de la chaine C; dans 2™,

Soit S un ensemble d’éléments de taille max ¢ game 2onrec | S
de P/./\/l

Nous considérons ¢' le plongement de B(P) dans 255 qui, & chaque élément m
de B(P) appartenant a C);, associe

dey (m) & (M) 8 {¢' (k) : k <pp) m}.

Il est facile de vérifier que ¢ est un codage par vecteur de bits de B(P). Cela
signifie que dimy(B(P)) < |SWS| = |S| + |S|, ce qui justifie la borne supérieure.

La Proposition 2.2.14 est maintenant prouvée.
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L’Algorithme 6 permet de calculer un codage d’un ordre a partir du codage de
son Blow up.

Données : Un ordre P et sa partition modulaire M, avec P[M] déja codé
par 'ensemble des entiers [1, sp/], pour tout M de M.
L’ordre B(P) déja codé avec infys (resp. supys) correspond a
I'élément minimum (resp. maximum) de la chaine de B(P)
remplagant le module M

Résultat : Codage de P

pour tout M de M faire

pour tout x dans P[M] faire

S code(supyr)\code(in fur)

Old < code(x)

pour tout k dans Old faire

| code(x) < Sa[k]
fin
code(x) < code(infyr) W code(x)

© ® N o oA W N -

fin

10 fin
Algorithme 6 : Codage d’'un ordre a partir du codage de son Blow up

Nous appliquons I’Algorithme 6 a 'ordre déja codé dans la Figure 2.11 afin
d’illustrer I'intérét du Blow up. Le codage obtenu est présenté par la Figure 2.13.
Remarquez que la taille de ce codage est effectivement plus petite que celle du
précédent.

{2} {3} {4}
{5} {6} {6}

[ 0
Codage réduit du Blow up B(P)  Codage réduit de P de taille dimq(B(P)) =6

FiGURE 2.13: Une amélioration du codage présenté par la Figure 2.11 grace a la
notion du Blow up
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Le Blow up d’un ordre étant d’une structure quelconque, nous proposons de le
coder par I'heuristique de référence SBSC — Split and Balancing, Simple Coloring.

2.2.3 Quelques notes sur ’heuristique SBSC

Les expérimentations réalisées par Krall et al. [Vitek et al., 1997] sur des hié-
rarchies connues, montrent que la phase du Split and Balancing réduit considé-
rablement la taille du codage de ces hiérarchies par une Simple Coloration. Or,
nous pouvons construire des instances ad hoc pour lesquelles la phase du Split
and Balancing dégrade la taille du codage (Figure 2.15). Toutefois, cette phase
de pré-traitement reste primordiale lorsqu’il s’agit de coder des instances de taille
importante.

{11} { a4 O 4 4O O O O {11}

3

{1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9} {10}

FIGURE 2.14: Un ordre dont le codage par une Simple Coloration sans le Split and
Balancing nécessite 11 bits, tandis que son codage par SBSC nécessite 12 bits.

2.3 Description de I’heuristique

Le codage des ordres a travers la décomposition modulaire était d’abord congu
pour la classe des ordres séries-paralléles (voir la premiere section de ce chapitre).
Nous I'étendons ici pour le codage de tout ordre. Rappelons que ce codage gé-
nere, en premier temps, I’arbre de décomposition modulaire d’'un ordre. Ensuite,
il calcule un codage du sous-ordre associé a chaque noeud de I'arbre (Figure 2.7),
visité par ordre topologique inverse, soit par I’Algorithme 1, si le noeud visité est
« Série », soit par 1’Algorithme 2 s’il est « Parallele ». Lorsqu’il s’agit d’un ordre
non forcément série-parallele, il est possible de visiter un nceud « Premier » (ni
« Série » ni « Parallele »). Dans ce cas, nous proposons de coder le Blow up du
sous-ordre associé a ce noeud par I'heuristique de référence SBSC' — Split and Ba-
lancing, Stmple Coloring — puis d’appeler 1’Algorithme 6 pour déduire un codage
de ce sous-ordre.

Nous constatons que cette heuristique augmente la taille du codage des ordres
ayant un sous-ordre, associé a un nceud « Premier », de taille importante. Nous
supposons que cela est 1ié a la phase du Split and Balancing. En effet, nous obser-
vons que cette phase est plus significative si elle est appliquée a un ordre plutot
qu’a ses sous-ordres. Nous illustrons cette observation dans la Figure 2.15, ou la
phase du Split and Balancing du sous-ordre P’ de P est sans effet.
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Split and Balancing de P

kgt L

pcp Split and Balancing de P’
FiGURE 2.15: Le Split and Balancing d'un ordre et son sous-ordre

Nous proposons alors deux options de notre heuristique de codage des ordres
via la décomposition modulaire. Une premiere, appelée Global Split and Balancing
ou GSP, qui applique la phase du pré-traitement une seule fois a 'ordre initial.
Puis une seconde, appelée Local Split and Balancing ou LSP, qui applique le pré-
traitement localement a chaque sous-ordre associé a un noeud « Premier ». La
Figure 2.16 synthétise le processus des deux options de I’heuristique de codage des
ordres a travers la décomposition modulaire.

Global Split and Balancing Local Split and Balancing
\

Split and Balancing ‘

l Décomposition modulaire‘

‘ Pour tout m de ’arbre de DM ‘

m Feuille ? 2 _ _ | code(m) = 0
|
m Série ? _ _ | Appel Algo. 1
E—
m Parallele 22 _— _ | Appel Algo. 2
L
m Premier ? >~ — 7 SBSC du Blow up

‘ \
[

Simple Coloration du Blow up I
[

!

Appel Algorithme 6

FIGURE 2.16: Processus de I'heuristique de codage des ordres via la décomposition
modulaire
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2.4 Algorithmes et complexités

Nous donnons un algorithme qui calcule un codage des ordres par vecteur de
bits suivant le processus de I'heuristique tout juste décrite. Nous montrons que cet
algorithme s’exécute en temps polynomial mais nous justifions sa correction dans
la sous-section qui suit. Comme ’heuristique fait intervenir la notion du Blow up
d’un ordre, nous donnons d’abord 'algorithme permettant de le construire.

2.4.1 Construction du Blow up

Nous présentons 'algorithme qui permet de construire le Blow up d’un ordre P.
Nous supposons connaitre déja la partition modulaire { M7, ..., M,} de I'ordre ainsi
qu'un codage de ses sous-ordres P[M], ..., P[M,].

Données : Les ordres P et Py, la partition M = {M;,..., M} et les
ordres P[M],... P[M,] déja codés par sq, ..., s, bits
Résultat : B(P)
1 pour tout i dans [1,/] faire
2 Remplacer le module M; dans P par une chaine de s; + 1 éléments
3 Sauvegarder les éléments minimum et maximum de cette chaine dans les

variables in f; et sup; respectivement
4 fin
Algorithme 7 : Construction du Blow up d’un ordre

2.4.2 Codage des ordres par vecteur de bits

Nous présentons 'algorithme de codage des ordres par vecteur de bits via la
décomposition modulaire puis nous calculons sa complexité. Nous vérifions la cor-
rection de cet algorithme dans la sous-section suivante.
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Données : Un ordre P
Résultat : Un codage de P par la décomposition modulaire
1 si il s’agit de l'option GSB alors
2 | P <« Pré-traitement Split and Balancing [Krall et al., 1997] de P
3 fin
4 (. < graphe de comparabilité de P
5 T <larbre de décomposition modulaire de P
6 M < ordre topologique inverse des éléments de T
7 pour tout m de M faire

8 si type du neud m est feuille alors
9 | code(m) =0 // code de m
10 fin
11 sinon si type du neud m est Série alors
12 Appel de I'algorithme 1 sur les sous-ordres associés a chaque
successeur immédiat de m
13 sinon si type du neud m est Parallele alors
14 Appel de I'algorithme 2 sur les sous-ordres associés a chaque
successeur immédiat de m
15 sinon
/* type du neud est Premier x/
16 () < le sous-ordre associé a m
17 B < Blow up du @ (Appel de I’Algorithme 7)
18 si il s’agit de l'option LSB alors
19 ‘ B < Pré-traitement Split and Balancing de B
20 fin
21 Codage de B par Simple Coloration (Appel de
"’ Algorithme 16)
22 Appel de I’Algorithme 6 pour coder ()
23 fin
24 fin
25 fin
26 fin

Algorithme 8 : Algorithme de codage des ordres par vecteur de bits wvia la
décomposition modulaire

Nous affirmons, selon le Théoreme 2.2.15, que I’Algorithme 8 calcule un codage
des ordres par vecteur de bits en temps et en espace polynomiaux.

Théoreme 2.2.15. L’Algorithme § calcule un codage par vecteur de bits d’un
ordre de taille n en temps O(n°) et en espace O(n?).
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Démonstration. La correction de ’algorithme est prouvée dans la sous-section sui-
vante. Nous dédions cette preuve a 'analyse de complexité.

D’abord, on a le pré-traitement de Krall et al. [Krall et al., 1997] qui s’effectue
en temps et en espace O(n?) (ligne 2), puis, de la ligne 4 a la ligne 14, on a les
instructions du codage des ordres séries-paralleles de complexité en temps O(n?)
et en espace O(n?) (Théoreme 2.1.14). Enfin, afin de traiter les nceuds premiers,
on effectue les instructions restantes au plus O(n) fois. En fait, elles sont effectuées
au plus O(|T]) avec |T| < 2n car T est un arbre a n feuilles dont chaque nceud
interne est de degré au moins 2. Ces instructions sont :

— La récupération de l'ordre @ en temps et en espace O(n?) (ligne 16). Nous

considérons une représentation par matrice d’adjacence des ordres.

— La construction du Blow up de Q en temps et en espace O(n?)(ligne 17). Pour
cela, il faut récupérer la taille du codage s; de chaque sous-ordre P[M;] associé
a un fils du nceud courant m. On suppose que la structure de données utilisée
pour stocker 'arbre de décomposition modulaire mémorise la taille du codage
du sous-ordre associé a chaque nceud de 'arbre. Ainsi, on considére une
représentation du Blow up par matrice d’adjacence de taille au plus n?, telle
que ses s1-+1 premieres lignes et colonnes correspondent au module M; qu’on
désigne par le bloc M. Les so 4+ 1 lignes et colonnes suivantes correspondent
au module My qu'on désigne par le bloc M,, et ainsi de suite. Tout bloc
M; correspond a une sous-matrice dont les éléments vérifient ay >, = 1. 1l
s’agit de la matrice d’adjacence d’une chaine (celle qui substitue M;). Ainsi,
pour tout j # 4, si M; est inférieur a M; dans 'ordre quotient, alors le bloc
(M;, M;) est une sous-matrice dont tous les éléments sont a 1, sinon, les
éléments du bloc sont a 0. Une telle construction du Blow up est calculée en
temps et en espace O(n?). On peut envisager une réduction transitive de la
relation d’ordre représentée par la matrice en temps O(n?).

— Le pré-traitement de Krall en temps et en espace O(n?) (ligne 19).

— La Simple coloration de B en temps O(n*) [Caseau et al., 1999] et en espace
O(n?) (ligne 21). Notons que la taille du Blow up est au plus n.

— Appel a I’Algorithme 6 qui met a jour le code de chaque élément de I'ordre.
Ce code étant de taille au plus n, cet algorithme s’exécute alors en temps et
en espace O(n?) (ligne 22). Nous utilisons ce méme espace mémoire, dont la
taille reste limitée & n?, pour traiter les autres noeuds de 1'arbre.

Enfin, la complexité en temps de 1’Algorithme 8 est en O(n®). Nous précisons
que 'espace mémoire utilisé pour récupérer I'ordre (), construire son Blow up ainsi
que calculer la Simple coloration, peut étre libéré a la fin du traitement de chaque
noeud. Ainsi, la complexité en espace de I'algorithme est en O(n?).

m
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2.5 Résultat théorique

Nous montrons ici que les deux options de notre heuristique calculent un co-
dage par vecteur de bits de tout ordre. Cela permet de prouver la correction de
I’Algorithme 8.

Proposition 2.2.15. Pour tout ordre P, [’Algorithme 8 calcule un codage par
vecteur de bits de P. En notant GSB(P) (resp. LSB(P)) la taille de ce codage
avec l'option GSB (resp. LSB), nous avons dims(P) < min(GSB(P), LSB(P)).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de P.

Pour P un ordre réduit a un unique élément, I’Algorithme 8 le code par 'en-
semble vide. La taille de ce codage est nulle et nous avons aussi dimq(P) = 0. La
conclusion de la proposition est alors vérifiée dans ce cas.

Pour P un ordre a n éléments, nous supposons que la propriété a démontrer
est vraie pour tout sous-ordre de P. Soit T l'arbre de décomposition modulaire
de P. Nous distinguons deux cas :

Cas.1 La racine de 7 est un nceud série ou parallele. Dans ce cas, comme les
sous-ordres associés aux successeurs immédiats de la racine sont codés par
vecteur de bits (selon I’hypothese d’induction), le codage de leur composition
par I’Algorithme 1 ou 2 est un codage par vecteur de bits (d’apres la preuve
de la Proposition 2.1.10).

Cas.2 Laracine de 7 est un nceud premier. Dans ce cas, le codage de P est calculé a
partir d'un codage par vecteur de bits de son Blow up via 'heuristique SBSC
(Algorithme 6). La preuve de la Proposition 2.2.14 montre que le calcul de
ce codage, comme décrit par I’Algorithme 6, est un codage par vecteur de
bits.

Nous concluons que I’Algorithme 8 calcule un codage par vecteur de bits de P.
Comme GSB(P) (resp. LSB(P)) est la taille de ce codage avec l'option GSB
(resp. LSB), nous avons dimy(P) < GSB(P) (resp. dims(P) < LSB(P)). Nous
en déduisons dimy(P) < min(GSB(P), LSB(P)). O

2.6 Résultats numériques

Nous mesurons la performance de I’heuristique de codage des ordres wia la
décomposition modulaire, proposée dans cette section, a travers des tests effec-
tués sur des données connues. Nous décrivons ces données puis nous donnons les
résultats des tests obtenus.
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2.6.1 Données de test

Nous évaluons la performance de notre heuristique sur des hiérarchies issues
des langages de programmation orientés objets. Ces hiérarchies sont accessibles
en ligne? et constituent les données de test de I'heuristique de codage des ordres
développée par Krall et al. [Krall et al., 1997]. Il s’agit des hiérarchies des classes
des langages de programmation orientés objets Self, LOV (similaire au langage
Eiffel), Laure, Java, ainsi que Unidraw (framework C++) et Geode (librairie
pour C++ et Python). Nous ajoutons a cette collection, la hiérarchie des classes
du langage Java8 générée par Loiseau (cf. Figure 2.17). La Table 2.3 présente
quelques caractéristiques de 'ensemble de ces hiérarchies.

Hiérarchie | Taille Hauteur max(d;,) max(d,,) Taille maximale
d’un SONP 3
Unidraw 613 10 2 147 21
Self 1801 18 9 232 426
LOV 436 10 10 78 298
Laure 295 12 3 8 ol
Geode 1318 14 16 323 1027
Ed 434 11 7 78 307
Java 225 7 3 112 16
Java8 17086 11 17 4621 7258

TABLE 2.3: Caractéristiques de quelques hiérarchies connues

2.6.2 Expérimentations

Nous testons ici les deux options « GSB » et « LSB » de I'heuristique que nous
proposons pour le codage des ordres par vecteur de bits via la décomposition mo-
dulaire. La Table 2.4 présente les résultats obtenus en moyenne pour 20 exécutions
de notre heuristique et 'heuristique de référence SBSC. Nous y ajoutons également
les résultats de la derniere heuristique existante testée sur notre jeu de données,
celle de Krall et al. que nous désignons par KVH [Krall et al., 1997].

2. http://www.complang.tuwien.ac.at/andi/typecheck/. Consulté en 2017
3. Sous-ordre associé a un nceud « Premier »
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Les résultats montrent que, sur nos données, il existe toujours une option calcu-
lant un codage de taille petite. Comme nous ’avions mentionné auparavant, notre
heuristique, avec 'option Local Split and Balancing, se montre inefficace face aux
hiérarchies ayant un sous-ordre associé a un noeud « Premier » de taille importante
(plus que le % de la taille de la hiérarchie). Au moyen de l'option Global Split and
Balancing, nous retrouvons au moins la taille du codage connue pour de telles
hiérarchies.

Hiérarchie KVH SBSC GSB LSB
Unidraw 30 30 30 24
Self 53 53 53 52
Love-ed 57 54 54 58
Laure 23 23 23 23
Geode 95 89 89 97
Ed 54 50 50 53
Java 19 19 19 16
Java8 94 84 81 78

TABLE 2.4: Taille de codage des ordres par KVH et SBSC wvs les deux options de
codage via la décomposition modulaire (résultats pour 20 exécutions)

2.7 Synthese

Rappelons que I'heuristique de codage des ordres wia la décomposition mo-
dulaire, proposée dans cette section, est une extension de celle introduite précé-
demment pour le codage des ordres séries-paralleles. Nous observons, dans le cas
général, que cette heuristique améliore sensiblement la taille du codage des hié-
rarchies. En particulier, 'option LSB diminue la taille du codage des hiérarchies
Self, Java8, Java et Unidraw de 1.8% a 20%, cependant, elle augmente la taille du
codage des autres hiérarchies d’environ 6%. Associée a 'option GSP, les deux op-
tions de notre heuristique permettent d’offrir un codage plus compact pour toutes
les hiérarchies considérées.
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F1GURE 2.17: Diagramme de Hasse de la hiérarchie des classes du Java8
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3 Cas des arbres

Nous traitons dans cette section le probleme de calcul de la 2-dimension pour
le cas particulier des arbres. Nous proposons ainsi une heuristique de codage des
arbres par vecteur de bits basée sur la méme stratégie que celle des trois dernieres
heuristiques existantes, a savoir : Dichotomique, Polychotomique et Polychoto-
mique Généralisé. Nous définissons, dans un premier temps, cette stratégie, puis
nous décrivons notre solution ainsi qu’'un algorithme polynomial qui I'implémente.
Nous prouvons enfin que notre heuristique améliore la taille du codage des arbres
par vecteur de bits puis nous illustrons ce résultat par des tests réalisés sur des
données connues.

3.1 Motivation

Si le probléme de calcul de la 2-dimension des ordres est NP-complet et non-
approximable, il devient par contre approximable dans le cas des arbres. Néan-
moins, la classe de complexité de ce probleme dans ce méme cas reste encore
ouverte. Nous admettons alors qu’il est possible de concevoir des heuristiques inté-
ressantes de codage des arbres par vecteur de bits dont nous pouvons nous inspirer
pour améliorer le codage des ordres, comme cela a été le cas pour des techniques
déja citées au premier chapitre : la méthode de codage par compression de ferme-
ture transitive qui se base sur un codage par intervalle unique des arbres; I’heu-
ristique de codage des ordres par une Simple Coloration qui généralise la Simple
Coloration des arbres; la représentation intervallaire introduite suite aux codages
classiques des arbres; et aussi la représentation vectorielle définie a partir d’'un
codage efficace des chailnes. Nous citons également le cas de notre heuristique de
codage des ordres via la décomposition modulaire, qui délegue le traitement d’une
composition parallele d’ordres a une heuristique de codage des arbres. Sans négli-
ger ces contextes d’études pour lesquels les données sont modélisables par cette
structure (arbre ou arborescence), nous sommes totalement convaincus de U'intérét
de dédier cette section a 1’étude du probleme de calcul de la 2-dimension pour la
classe des arbres.

3.2 Analyse des travaux précédents

Le codage des arbres par vecteur de bits était d’abord étudié par Caseau qui
développe I’heuristique Cmaz [Caseau, 1993] puis 'améliore avec Habib et al. par
le codage CHNR [Caseau et al., 1999]. En 2001, Raynaud et Thierry proposent le
codage Dichotomique améliorant les heuristiques précédentes [Raynaud et Thierry,
2001]. Le principe de ces heuristiques est détaillé au premier chapitre (page 56, voir
aussi leurs algorithmes en Appendice A). Nous reprenons celui du codage Dichoto-
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mique, comme décrit dans [Habib et al., 2004], puis nous décrivons les heuristiques
proposées pour 'améliorer. Nous analysons le comportement des heuristiques dé-
crites ici pour en tirer des propriétés puis une stratégie de codage développée dans
la sous-section qui suit.

3.2.1 Codage Dichotomique

Un codage Dichotomique d’un arbre consiste a le diviser en deux parties, su-
ceptibles d’étre codées indépendamment, puis a répéter ce processus sur chaque
partie (cf. Définition 2.3.7).

Définition 2.3.7 (Codage Dichotomique [Habib et al., 2004]). Un codage par
vecteur de bits d’un arbre T est dit Dichotomique s’il existe deux couleurs distinctes
1 et j telles que :
e Toutl code non vide d’un élément de T' contient soit la couleur i soit la cou-
leur 7.
e Pour T;, l'arbre composé des éléments de T tels que leurs codes contient 1,
la suppression de i de ces codes engendre un codage Dichotomique de Ti;.
o Pour Tj, l'arbre composé des éléments de T tels que leurs codes contient j,
la suppression de j de ces codes engendre un codage Dichotomique de Tj.
o SiT est un singleton, son codage par ’ensemble vide est un codage Dichoto-
mique.

En 2001, Raynaud et Thierry congoivent l'algorithme Dicho permettant de
calculer un codage Dichotomique pour tout arbre. Nous décrivons en détail les
étapes de leur algorithme [Raynaud et Thierry, 2001].

Soit 7" un arbre. Afin de coder les éléments de T, I'algorithme Dicho procede
par 'attribution, a chacun de ses éléments x suivant leur ordre topologique inverse,
d’un poids w(z) calculé a partir des poids de ses fils. Le calcul de ce poids permet
de coder simultanément les fils de z. Nous distinguons quatre cas de figures :

1. L’élément z n’a aucun fils : w(z) = 0.

2. L’élément x a un seul fils y : w(x) = w(y) + 1 et code(y) + {w(z)}.

3. L’élément x a deux fils y et z : w(x) = max(w(y) + w(z)) + 2 et
code(y) « {w(z) — 1}, code(z) < {w(x)}.

4. L’élément x a au moins trois fils, avec a et b ses deux fils de plus petits poids.
Dans ce cas, un nouveau fils ¢ de z est introduit dans ’arbre 7" comme parent
de a et b. Ainsi, w(c) = max(w(a) + w(b)) + 2 et
code(a) < {w(c) — 1}, code(b) < {w(c)}. Le poids de x sera calculé par la
suite a partir du poids de ¢ et les poids de ses autres fils (a et b ne sont plus
des fils de z).
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L’algorithme Dicho, ainsi congu, permet de générer un arbre binaire BT, dans
lequel se plonge I'arbre T', et de calculer son codage réduit. Nous en déduisons un
codage de T' qui, a chacun de ses éléments x, associe le code U, <,,,.. code(u). Nous
illustrons ce codage par la Figure 2.18.

0) (0) (0) (0) 0) (0) (0) {1}
(1)
1) 2)
{1y {2}y (0) {1} {1y {2} {4} {1}
(2) {3}
) W )
3) 4)
1y {2} {4 {1} {1,3,5}{2,3,5}{4, 5} {1, 6}
{3
{5} {6} {5} {6}
(6)
5) Codage réduit de BT 6) Codage de T

F1GURE 2.18: Codage Dichotomique par ’algorithme Dicho

Théoreme 2.3.16. [Habib et al., 200/ L’algorithme Dicho calcule un codage
Dichotomique de plus petite taille en temps O(n.e), n étant la taille de l'arbre et
e la taille du codage, avec e < n.

La taille du codage de T, calculé par I'algorithme Dicho, correspond au poids
attribué a sa racine. Elle correspond aussi au maximum degré d’une chaine de
BT [Habib et al., 2004]. Notons qu'’il s’agit de la plus petite taille d'un codage
Dichotomique de T (Théoreme 2.3.16) puisque l'algorithme Dicho génére 'arbre
binaire ayant le plus petit maximum degré d’une chaine. Afin d’améliorer la taille
de ce codage, il suffit de diminuer les poids attribués aux éléments de T' et surtout
le poids de sa racine. Notons que le poids d’un élément de T" détermine la taille du
codage du sous-arbre enraciné en cet élément. Nous nous concentrons sur le calcul
du poids des éléments de 'arbre.
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3.2.2 Codage Dichotomique : nouvelle formulation

En 2002, Filman propose une re-formulation du processus de calcul du poids
d'un élément d'un arbre, par I'algorithme Dicho, par 'introduction de la fonction
de poids D (Equation 2.1). Cette fonction calcule le poids d'un élément a partir
des poids de ses fils, passés en parametre a la fonction sous forme d’'une séquence

croissante S d’entiers. Nous dénotons une séquence S de n entiers par [sq, ..., Sy,
avec s1 < --- < s,. ’élément s, correspond au plus grand élément de S, i.e. au
max(S).
0 si |[S|=0,
o S+ 1 si |S’ = 1,
DS =1 4, 42 §i|S| = 2, (2.1)
D([s3,...,82+2,...,8,])  sinon.

Nous justifions a travers la Proposition 2.3.16 que 'algorithme Dicho attribue
les poids minimums aux éléments ayant au plus un fils. Nous étudions dans ce qui
suit le cas des éléments ayant au moins deux fils.

Proposition 2.3.16. Soit T un arbre enraciné en r.
— Si T est réduit a r, alors dimo(T) est nulle.
— Sir posséde un fils unique, alors dims(T) est égale a dimo(T\{r}) + 1.

Démonstration. Pour le premier cas, nous avons 7' correspond a une chaine de
taille 1. Selon la Proposition 1.2.4, dims(T") = 0.
Pour le second cas, nous avons 7" une composition série de r, la racine de T\{r},
et T\{r} privé de sa racine. Comme la 2-dimension de T\{r} reste la méme si
on le prive de sa racine, nous obtenons dims(T) = dimo(T\{r}) + 1 (cf. Proposi-
tion 2.1.8).

U

D’une maniere générale, nous pouvons définir un codage Dichotomique d’un
arbre qui consiste a calculer un poids pour chacun de ses éléments, a partir des
poids de ses fils s1, ..., s,, passés en parametre a la fonction de poids W que nous
définissons comme suit :

0 si|S] =0,

) sitaaveca>1 si|S| =1,

W(S) = so + [ avec > 2 si|S] =2,
W([s; +~]US\{si,s;}) avecl <i<j<|S|ety>2 sinon.

(2.2)
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3.2.3 Codage Polychotomique

Nous venons de montrer que la taille d’'un codage Dichotomique des arbres est
calculée progressivement par une fonction de poids et correspond au poids attribué
a la racine. Nous avons de plus indiqué que I'algorithme Dicho attribue les poids
minimums aux éléments ayant au plus un fils. Nous introduisons ici le codage
Polychotomique permettant de minimiser le poids des éléments ayant au moins
deux fils.

Nous précisons que 'algorithme Dicho, présenté auparavant, calcule un codage
des arbres suivant le principe d'une Simple Coloration. En effet, il suffit de re-
marquer que le code associé a chaque élément contient au plus une couleur propre
(page 99). Comme discuté au premier chapitre, il est possible de minimiser la taille
de ce codage grace a une Coloration Multiple.

Le codage Polychotomique, proposé par Filman [Filman, 2002] (Equation 2.3),
introduit le principe de Coloration Multiple dans le calcul du poids d’un élément x
dont les poids de ses fils, sq,. .., s,, vérifient s,, — so < 2 (premier cas de 'Equa-
tion 2.3). Nous expliquons cela juste apres.

. > -
P(S):{ Sn+3p(n) S1 |S|_26t8n 82<2,

P([s3y--y824+2,...,84]) si|S|>2ets,—sy>2. (2.3)

Soit T" un arbre dont les sous-arbres 77, ...T,,, enracinés en un fils de sa racine,
sont déja codés avec un ensemble de s, ou s, — 1 couleurs, sauf T} avec s; < s,
couleurs (selon la condition s, — s < 2). Afin d’assurer le codage de T', I'idée de
Filman est de générer, a partir d'un ensemble de sp(n) couleurs additionnelles, n
sous-ensembles incomparables, eq, ..., e,, de [@W couleurs. Puis, de coder chaque
élément de Tj, par I'union de son code dans T; et le sous-ensemble ¢e;. Ceci donne
lieu a un codage de T" par vecteur de bits, ou encore de la composition paralléle de
Ty, ..., T,, suivant le principe d'une Coloration Multiple. La taille de ce codage,
illustré par la Figure 2.19, constitue le poids attribué a la racine de T' et vaut

Sp + sp(n).

{1} {1}y {2} {3} {1} {1} {2} {3}

(Poids)
{Couleurs propres}

P([1,2,3,3]) =3 +sp(4) =7 7

F1cURE 2.19: Codage Polychotomique d’un arbre
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3.2.4 Notion de flat-séquence et propriétés adjointes

La notion de flat-séquence est introduite par Filman [Filman, 2002] dans le
cadre d'un codage Polychotomique des arbres. Il s’agit d’une séquence d’entiers
[$1,..., 5, dans laquelle s,, — so < 2. Nous étendons cette définition comme suit.

Définition 2.3.8 (k-flat-séquence). Une séquence [sy, ..., s,| est une k-flat-séquence
— ou simplement une flat-séquence — si ['un de ces cas se présente :

® 5, — Sy <2ets,=%k.

e 5, =5y=Fk—1.

en=1¢ets <k.

Nous dérivons de cette définition, celle d'un k-flat-partitionnement d’une séquence.

Définition 2.3.9 (k-flat-partitionnement). Soit W une fonction de poids qui, a
une séquence d’entiers S, associe un entier positif.

Un k-flat-partitionnement de S par W, est un partitionnement de S en X1, .., X,p,
tel que [W(X;)|X; # {k} et i de 1 a m] est une k-flat-séquence.

Nous discutons maintenant le poids des éléments dont le poids des fils forment
une flat-séquence. Soit S une séquence d’entiers [sq, ..., s,]. Nous supposons que S
est une s,-flat-séquence et correspond aux poids des fils d'un élément x. Le co-
dage Polychotomique associe & x le poids s, + sp(n) (Equation 2.3), alors que
I'algorithme Dicho lui associe le poids D(S) tel que

$n + 2[logy(n)] — 1 < D(S) < s, + 2[logy(n)] [Filman, 2002, (2.4)

Nous donnons, dans la Proposition 2.3.17, la valeur exacte de D(.S) lorsque s est
égal a s,,.

Proposition 2.3.17. Pour toute séquence d’entiers S = [s1,...,S,], avec n > 1
et so = S, D(S) = s, + 2[log,(n)].

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de S.
Pour |S| = 2, nous avons D(S) = s, + 2 (Equation 2.1). La conclusion de la pro-
position est satisfaite dans ce cas.

Pour |S| > 2, nous supposons que la propriété est vraie pour les séquences de
taille |.S| — 1. Remarquons que, apres | 3] itérations de I'algorithme Dicho (ap-
pels récursifs), S sera substituée par R = [s, + t,s0 + 2,84 + 2,...] telle que
t =2(1 —n mod 2). Comme tout élément de R (sauf possiblement le premier élé-
ment) est égal a s,4-2, alors, par hypothese d'induction, D(R) = s,4+242[log,(5) ]|
qui est égal & s, + 2 + 2[log,(n)] — 2. Sachant que D(S) = D(R), nous concluons
que D(S) = s, + 2[logy(n)]. La conclusion de la proposition est satisfaite dans ce
cas aussl.

Nous concluons que la Proposition 2.3.17 est valide. O]
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Nous montrons dans la suite que, étant donnée une séquence d’entiers S quel-
conque, 'algorithme Dicho génére toujours une flat-séquence a partir de .S lors du
calcul de D(S). Nous exprimons par la suite le poids D(S), calculé par I'algorithme
Dicho, en fonction de la taille de la flat-séquence générée. Nous faisons la méme
étude pour le codage Polychotomique, pour en déduire que ce dernier améliore la
taille du codage Dichotomique.

Soit S une séquence d’entiers [sy,...,s,|. Montrons que 'algorithme Dicho
génere une s,-flat-séquence lors du calcul de D(S). Cela signifie qu’il existe toujours
une s,-flat-séquence @ telle que D(S) = D(Q). Pour cela, nous montrons par

induction que, pour tout entier i entre 1 et n, D(S) = D(X; U [Sit1, .-, 5n)),
avec X; une s;-flat-séquence.
Nous avons déja S = [s1] U [s2, ..., 8] = [s1,82] U [s3, ..., 8], avec [s1] une s1-

flat-séquence et [s1, so] une sp-flat-séquence, par Définition 2.3.8. Supposons que
D(S) = D(X; U [Sit1,---,5n]), avec X; une s;-flat-séquence.

Si la sous-séquence X; U [s;11] est une s;,i-flat-séquence, dans ce cas nous avons
D(S) = D(Xit1 U [Sivay .-, Snl)-

Dans le cas contraire, nous exécutons quelques itérations de l'algorithme Di-
cho : remplacer les deux plus petits entiers de la séquence S par leur maximum
plus 2, et recommencer le méme traitement sur la séquence résultante et ainsi
de suite (Equation 2.1). Au moment ou les deux plus petits entiers a et b de la
séquence courante satisfont a < s;47 et 5,01 —1 < b < s;44, cette séquence est

alors de la forme [a,b,a’,b',... a% b sii1,..., 8, telle que s;4; — b < 2. Dans
ce cas, nous avons D(S) = D(X;11 U [sita,...,5,]), avec X;41 la flat-séquence
la,b,a’, V..., a" b% s;1]. Nous vérifions ainsi la propriété a démontrer.

Nous déduisons de cette propriété qu’il existe une s,-flat-séquence X,, telle que
D(S) = D(X,) (prendre ¢ = n). La génération de cette flat-séquence donne lieu a
un s,-flat-partitionnement de S par D (Figure 2.20). En général, pour tout entier
k > s,, 'algorithme Dicho produit une k-flat-séquence a partir de S, lors du calcul
de D(S).

sn-flat-partitionnement

|81 S92 $k||3k+1 Sg| |S€T|—1 St| ......

) “., ,., .., . .
sn-ﬂat-sequence[sk +a , Sy 4+ , St Y 4 eeeen ySn—1 sn]

FIGURE 2.20: Génération d’un flat-partitionnement par ’algorithme Dicho
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Nous utilisons les notations suivantes dans la suite de ce chapitre :

F7 : s,-flat-séquence générée par l'algorithme Dicho en calculant D(S)
f4(9) : 1a taille de FY

P3¢ s,-flat-Partitionnement de S par D

Ff’“ . k-flat-séquence générée par l'algorithme Dicho a partir de S, avec
k> s,

o f5(S) : la taille de FJ*

Nous reformulons le comportement de 1’algorithme Dicho (Equation 2.1) de la
facon suivante :

1

D(S) = D(F; " U lsisr, ..., 50]) = D(FY) = D(F;*) - Lpsk‘
d

J . (25)

L’Inéquation 2.4 et 'Equation 2.5 impliquent

max(S) + 2[logy(fa(S))] — 1 < D(S) < max(S) + 2[log,y(fa(S))]- (2.6)

Nous traitons maintenant le codage Polychotomique. Soit S une séquence d’en-
tiers. D’apreés I'Equation 2.3, le codage Polychotomique effectue les mémes itéra-
tions que l'algorithme Dicho, jusqu’a ce que la séquence courante soit une max(.5)-
flat-séquence. Il retourne ensuite

P(S) = max(S) + sp(fa(9)). (2.7)

Filman prouve que P(S) < D(S) pour toute séquence d’entiers S [Filman,
2002]. 11 est également possible, d’apres I'Inéquation 2.6 et ’'Equation 2.7, de vé-
rifier ce résultat en prouvant que

1. Pour n <4, P(S) < D(S). La preuve est immédiate.

2. Pour n > 4, sp(n) < 2[logy(n)] — 1. Cela est facilement vérifiable grace a
I'inéquation proposée par Habib et al. [Habib et al., 2004]

log, (logy(n))
2

log, (logy(n))

[logy(n) + 9

+ 1] < sp(n) < [logy(n)+ +2| (2.8)

Nous avons défini, dans ce qui précede, la fonction f¥ qui retourne la taille de
la k-flat-séquence générée par ’algorithme Dicho, a partir de la séquence d’entiers
qui lui est passée en parametre. Nous montrons qu’il s’agit de la taille minimale
d’'une k-flat-séquence générée par un codage Dichotomique. Nous parlons ici des
codages dont le processus fait appel a une certaine fonction de poids W (cf. Equa-
tion 2.2). Par abus de langage, nous désignons par un codage Dichotomique d’une

séquence S, le processus du calcul de W(S) (la taille de ce codage).
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Théoreme 2.3.17. Pour toute séquence d’entiers S et tout entier k > max(95),
I5(S) est la plus petite taille d’une k-flat-séquence générée, a partir de S, par un
codage Dichotomique.

Démonstration. Pour cette preuve, nous supposons le cas ou S n’est pas une k-
flat-séquence puisque la conclusion du théoreme demeure évidente le cas échéant.

Soit A 'ensemble des algorithmes de codage Dichotomique, générant un k-flat-
partitionnement de .S lors du calcul de son codage. Soit dj une fonction qui prend
en parametre une séquence d’entiers X, et retourne k si X est la séquence [k] et
D(X) sinon. Soit B les algorithmes de A qui produisent un k-flat-partitionnement
de S, {X1,..., X}, tel que [dip(X1),...,dr(X,,)] est une k-flat-séquence. Nous
supposons que di(X;) < -+ < dp(X,,) conformément a notre définition d'une
séquence d’entiers.

Soit O un algorithme de A\B et P = {X1,..., X,,} un k-flat-partitionnement
de S par O. Alors O(X;) < k pour tout 1 < i < m, ainsi que D(X;) < O(Xj;)
(Théoreme 2.3.16). L’algorithme O n’étant pas dans B, il existe alors au moins deux
entiers 7 et j, soit les entiers 1 et 2 sans perte de généralité, tels que D(X;) < k—2 et
D(X,) < k—2. Nous définissons par la suite, un algorithme O’ qui génere un k-flat-
partitionnement de S a partir de la séquence [dg(X1), di(X2), di(X3), ..., di(Xm)],
en remplagant ses deux éléments minimaux di(X;) et di(X2) par D(X; U X3) puis
en itérant ainsi. Notons que D(X; U X5) < max(D(X;),D(X2)) + 2 < k (Théo-
reme 2.3.16) : il suffit de considérer le codage Dichotomique qui code X; U X, par
max(D(X,), D(X3))+ 2. L’algorithme O’ générera donc un k-flat-partitionnement
de S de taille inférieure a m. Comme cet algorithme appartient a la classe B, nous
nous focalisons sur des algorithmes de cette classe pour prouver le théoreme.

Nous proposons une preuve par induction sur la taille de S.

Pour |S| < 2, nous avons S une k-flat-séquence. La conclusion du théoreme est
évidente dans ce cas.

Soit S une séquence d’entiers [sq,. .., s,]. Nous supposons que la propriété du théo-
reme est satisfaite pour toute séquence de taille au plus n — 1. Nous la prouvons
pour S en traitant ces trois cas :

Cas.1 f¥(S)=1
Dans ce cas, f¥(S) est minimale.

Cas.2 f¥(S)=2
Dans ce cas, nous avons D(S) > k. S'il existe un codage Dichotomique géné-
rant une k-flat-séquence de taille 1, il fournira alors un codage Dichotomique
de S de taille inférieure a k. Cela contredit la minimalité de la taille d’un

codage Dichotomique de S déterminée par la fonction D (Théoreme 2.3.16).
Par conséquent, f¥(S) est minimale.
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Cas.3 f5(S) > 2

Nous prouvons ce cas par contradiction. Soit O un codage Dichotomique (de
la classe B) générant un k-flat-partitionnement de S de taille minimale. Soit
P={X,...,X,,} ce partitionnement avec m < f¥(S). Ici m > 2. En effet,
f%(S) > 2 implique D(S) > k + 2. Par conséquent, si m < 2, alors la taille
de codage de S peut etre k + 2. Contradiction selon le Théoreme 2.3.16.
Rappelons que, pour tout élément X; de P, sauf au plus un élément, D(X;)
est dans {k — 1, k}. Deux sous-cas se présentent :

(a) Il existe une sous-séquence X; contenant s; et so. Alors, P\{X;} U
{Xi\{s1,52} U {s2 + 2}} est un k-flat-partitionnement de la séquence

[$3,...,82 + 2,...,8,] de taille m, générée par un algorithme de B.
Notons que D(X;\{s1, s2} U {s2 + 2}) = D(X;) (Equation 2.1).
Par hypothese d’induction, on a f%([s3,...,s9+2,...,8,]) < m. Comme

IR(S) = f¥([s3,...,82+2,...,8,]), nous concluons que f#(S) < m. Ceci
contredit la minimalité de m.

(b) Il existe une sous-séquence X; et une autre X; contenant s, et s, respec-
tivement. Soit X;; 'union de X; et X et soit () un k-flat-partitionnement
de X;; par I'algorithme Dicho. Par hypothese d’induction, nous avons
|Q| < 2 puisque {X;, X;} est un k-flat-partitionnement de X;; de taille 2.
Nous avons alors P’ = P\{X;, X,;} U@ un k-flat-partitionnement de S
par un codage Dichotomique.

Si |Q] = 1, alors |P'| < m, ce qui contredit la minimalité de m.

Sinon, () est composé de deux parties dont I'une contient s; et so. En
effet, il s’agit des plus petits éléments de X;;, qui n’est pas une k-flat-
séquence, et dont le partitionnement était réalisé par 'algorithme Dicho
(Equation 2.1). Dans ce cas, nous nous référons au premier sous-cas (a).

Les deux sous-cas contredisent notre hypothese qu’il existe un codage Di-
chotomique O produisant un k-partitionnement de S de taille plus petite
que f%(S). Nous concluons que f¥(S) est la plus petite taille d’'une k-flat-
séquence (aussi un k-flat-partitionnement) produite par un codage Dichoto-
mique a partir de S.

Les trois cas traités prouvent le Théoreme 2.3.17. O
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Nous montrons maintenant que la fonction f4 est monotone. Nous définissons
d’abord les conditions de monotonie de cette fonction.

Définition 2.3.10 (Monotonie). SoitS l’ensemble de toutes les séquences d’entiers
et soit f une fonction de S vers N.
La fonction f est monotone si pour toute paire d’éléments QQ et S de S :

1..1Q| = 15| et Q <iewico S tmplique f(Q) < f(5).
2. Q C S implique f(Q) < f(5)

La Proposition 2.3.18 affirme que la fonction f¥ vérifie la premiére condition
de monotonie (cf. Définition 2.3.10).

Proposition 2.3.18. Soit Q et S deux séquences de n entiers avec Q <jepico S.
Pour tout entier k > max(S), f5(Q) < f¥(S).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de S.

Pour |S| = 1, nous avons f¥(Q) = f5(S) = 1. Cela satisfait la conclusion de la
proposition.
Soit S la séquence d’entiers [sq,...,s,] et @ la séquence [qi, ..., q,]. Notons S]i]

(resp. Q[i]) le i élément de S (resp. Q).

Supposons que la conclusion de la proposition est vérifiée pour toute paire de sé-
quences d’au plus n — 1 éléments. Nous la prouvons pour S et Q).

Notons R et R’ les séquences générées apres 1'exécution d’une itération de I'algo-
rithme Dicho sur @) et S respectivement. Nous avons alors R = [q3, ..., 242, ... ]
et R =1s3,...,8 +2,...8,]. Prouvons que R <jcpico R

Nous avons gy + 2 < 59+ 2. Soit @ (resp. j) le rang de gy + 2 (resp. sy + 2) dans R
(resp. R'). Nous distinguons deux cas :

— Lorsque j < 1, alors, pour tout entier k tel que £ < j ou i« < k, nous avons
R[k] <iewico R'[K]. En effet, nous avons R[k] = Q[k] et R'[k] = S[k]. Ainsi
que pour k dans [j, ], nous avons R[k] <jezico R[1] <iewico R'[7] <texico R'[K].
Par conséquent, R <jezico R’

— Maintenant, lorsque 7 < 7, alors, pour tout entier k tel que k < i ou j < k,
nous avons R[k] <iesico R'[k]. En effet, on a R[k| = Q[k| et R'[k] = S[k]. De
plus, pour k dans [i,j — 1], nous avons R[k] <jepico Rk + 1] <ierico R'[K] et
R[j] <iexico R'[J — 1] <iezico R'[j]. Par conséquent, R <jezico R

Par hypothese d’induction, nous avons R <., R implique f¥(R) < flf (R).
Comme, fH(Q) = fE(R) et f5(S) = f(R"), nous obtenons f4(@) < f4(S).
La Proposition 2.3.18 est maintenant prouvée. O
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La Proposition 2.3.19 affirme que la fonction f¥ vérifie la deuxiéme condi-
tion de monotonie (cf. Définition 2.3.10). Rappelons que pour S une séquence
d’entiers quelconque, f¥(S) est définie pour & > max(S). Cependant, dans les
Propositions 2.3.19 et 2.3.20, nous étendons cette définition pour tout entier k et
considérons f¥(9) la taille de la k-flat-séquence générée par I'algorithme Dicho &
partir de la plus longue sous-séquence de S dont les éléments sont inférieurs ou
égaux a k.

Proposition 2.3.19. Pour toute paire de séquences ) et S et pour tout entier k,

Q C S implique f}(Q) < f5(S).

Démonstration. Dans la preuve, nous notons S* la k-flat-séquence générée par
Ialgorithme Dicho a partir de la plus longue sous-séquence de S dont les éléments
sont inférieurs ou égaux a k. Notons a” le nombre des éléments inférieurs ou égaux a
k—1 dans S* et b¥ le nombre des éléments égaux a k dans S*. Alors, f¥(S) = aF+0".
Notons X* le nombre des éléments égaux a k dans S. Nous utilisons les mémes
notations lorsqu’il s’agit de la séquence ). D’apres le principe de 'algorithme
Dicho, nous avons

(a3, bY) = (0,X7)

CRENEC

k41 pk+1y  _  (pk 4 ok k+1 af
(as 7bs ) — (bs + ag mod 27 Xs + L?J)
Dans la suite, nous considérons les notations suivantes :
k_ k k k 1k gk
da” =ag —a,, ob° =0 —1b,, et

oXF = XF - X(f > 0. Notons que X(f < X* puisque Q C S.

Nous exprimons alors f¥(Q) < f¥(S) par da* + 6b* > 0.
Prouvons par induction sur la valeur de k que da* + 6b%F > 0.
Pour k& = 0, nous avons da’ + db° = 6X° > 0.
Pour £ > 0, nous supposons que la propriété est vraie pour les entiers inférieurs
ou égaux a k. Prouvons que da**+! + §pF+t > 0.
Nous avons,
SaFtl = ghtl _ gkt

s q
= W+a mod2—b’;—a’; mod 2

= 0V +af mod2—al mod2

¥ ont la méme parité, alors da**t' = 6bF.

et a’; n’ont pas la meéme parité. Deux cas se présentent :

Si da* est pair, i.e. a* et a
Sinon, da” est impair, i.e. a

™~

S

1. La valeur a’; est paire, implique da**! = §b% + 1
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2. La valeur a’q“ est impaire, implique da**' = 6bF — 1

D’un autre coté, nous avons
SHEFL = PRl — b’;“
k+1 ak k+1 a
—a; mod 2

6Xk+1 + ak—a® mod 2 _a

— 5Xk+1 _I_

2
dak—(af mod 2—af§ mod 2)
2

. . k
Si da¥ est pair, alors §b"+! = X R 4 0
Sinon, nous avons deux cas :
. . . k_
1. La valeur a! est paire, implique §b*+! = X ! 4 2o =1

q
k Sak+1
q 2

2. La valeur a” est impaire, implique §b**! = §X*+1 +

En conclusion, nous avons
. . k
— Si dak est pair, alors da"*! + §bFH = §bF 4+ SXFTL 4 2 (1)
— Si da* est impair et a’; est pair, alors

k41 k+1 k k+1 oa" —1
da"" 4+ b =0b"+1+4+06X +T (2)

— Si da* est impair et a’; est impair, alors

dak +1
Sar T 4 obF = 5bF — 1 4 o X R 4 “; (3)
Prouvons maintenant que da**! 4+ 6b¥*! > 0. Nous avons quatre cas :

1. §a* > 0 et b8 >0

Dans ce cas, (1) et (2) sont positifs. Pour (3), il suffit de remarquer que
da¥ > 1 car da* est impair, pour en déduire que (3) est aussi positif.

2. da¥ < 0et 6" >0

Par induction, nous avons da* + §bF > 0, alors (1) et (2) sont positifs. Pour
(3), nous avons da* + 6b* > 0 et da* < 0 impliquent 6bF > 1. Alors, (3) est
aussi positif.

3. da* > 0et 6bF <0
Pour ce cas, nous devons prouver que da* 4+ 26bF > 0.
D’apres ce qui précede, nous avons trois cas :

(a) Du cas (1), nous avons da* + 266" = 60"~ + 26 X* 4 da*~!
(b) Du cas (2), nous avons da* + 260F = §b*~! + 1 + 20 X* + da~! — 1
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(c) Du cas (3), nous avons da* + 200% = 6b"1 — 1+ 26 X% + §a~1 + 1

Comme da*~! + b~ > 0 (par hypothese d’induction) et 6.X* > 0, alors
dak + 260% > 0 dans les trois cas.

Comme da”® + 26b* > 0, nous avons (1) et (2) positifs. Pour (3), nous avons
da* impair implique da* + 20b* impair, donc da* + 200% > 1. 1l en résulte (3)
est positif.

4. 6aF < 0et b <0
Ce cas n’est pas possible puisque da* 4+ 6bF > 0.

Nous concluons que da**! 4 §b¥T! > 0. Ainsi, pour tout entier k, da* 4+ 6bF > 0
implique f}(Q) < f§(5)- O

Les deux Propositions 2.3.18 et 2.3.19 impliquent la monotonie de f¥. Nous
déduisons de cette monotonie, la Proposition 2.3.20 suivante.

Proposition 2.3.20. Pour toute séquence d’entiers S,

fi(8) =1 < f3(S\{min(S)}) < f(S).

Démonstration. Dans cette preuve, nous appliquons le méme raisonnement prou-
vant la Proposition 2.3.19. Prenons k = min(S) et Q = S\{min(9)}, alors 6 X* = 1.
Notons que §X*¥T* = 0, pour tout a > 0. Nous avons ces différents cas de figures :
— 6abt =0, 00"t =0 (1) implique
— dab =0et b =1 (2), ce qui implique
— da"t =1 et b8 =0 (3), qui implique
— daft?=1et bF2 =0 (3)ou
daft? = —1 et OV**2 =1 (4), ce cas implique
— a3 =0et b*3 =0 (1)ou
dakt3 =2 et b3 = -1 (5
—da"tt = —let =1 (4
Au dela de k + 4, aucun cas n’est rajouté. Nous avons alors que 5 cas de figures
pour les valeurs de da”* et §b* pour tout k > min(S). Dans chacun de ces 5 cas,
nous avons 0 < da* + §b* < 1. Nous concluons que 0 < f¥(S) — f¥(Q) < 1. Ainsi,
Q) < fX(S) et f5(S) —1 < f&(Q). La Proposition 2.3.20 est alors prouvée.

ce cas implique

),
)

]
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3.2.5 Codage Polychotomique Généralisé

Nous avons discuté le codage Dichotomique des arbres puis leur codage Po-
lychotomique qui fait introduire la notion de flat-séquence. Nous analysons ici le
codage Polychotomique Généralisé [Colomb et al., 2008], décrit par I’Equation 2.9,
qui améliore toutes ces heuristiques de codage des arbres par vecteur de bits précé-
demment discutées. Notons que I'Equation 2.9 correspond & une fonction de poids,
qui calcule le poids d’un élément x a partir d’'une séquence d’entiers S référant
aux poids de ses fils. Ainsi, le codage Polychotomique Généralisé améliore le poids
de x, calculé par le codage Polychotomique (resp. Dichotomique). Ce poids, par
abus de langage, désigne la taille du codage de la séquence S.

Sn + sp(n) si S une s,-flat-séquence,
G([sk + sp(k), Sks1,---,8n]) st Fk <n—1avec

Sk — S3 < 2 et s+ sp(k) < sy,
G([83,---,82+2,...,8]) sinon.

Gg(s) =

(2.9)
Le codage Polychotomique Généralisé differe du codage Polychotomique par
le fait qu’il puisse substituer les k plus petits éléments d’une séquence en en-
trée S (les k premiers éléments) par un seul élément, mais a condition que la
sous-séquence composée de ces k éléments soit une flat-séquence dont la taille de
son codage Polychotomique ne dépasse pas la valeur du (k + 1)®™¢ élément de la
séquence S (deuxieme cas de ’'Equation 2.9). Si cette condition n’est pas vérifiée,
il substitue, pareillement au codage Polychotomique, les deux plus petits éléments
de la séquence par leur maximum plus deux. Il répete le méme traitement sur la
séquence résultante et ainsi de suite jusqu’a ce que la séquence courante soit une
max(S)-flat-séquence, notons f,(S) sa taille. Il retourne ensuite

G(S) = max(S) + sp(f,(S))- (2.10)

Soit k le plus grand entier tel que G(S) = G([s], ..., S}, Skt1,- .-, Sn)) et [s1, ..., sl
est une flat-séquence avec G([s],...,s;]) = s} + sp(t) < sgy1. 1l est & noter que
G([s1,...,sk)) = G([s), .., s;]). Nous reformulons ainsi le codage Polychotomique
Généralisé comme suit :

PG([s15---5k])s Skat1y---,8a])  sik > 1 est le plus grand entier t.q.
Gg(s) = G([s15- -+, 8%]) < Sky1,
P(S) sinon.
(2.11)
Colomb et al. [Colomb et al., 2008] prouve que G(S) < P(S) pour toute sé-
quence d’entiers S. Nous expliquons ce résultat par le fait que le codage Polycho-
tomique Généralisé génere une max(.S)-flat-séquence de taille plus petite que celle
générée par le codage Polychotomique lors du codage de S (Théoreme 2.3.18).
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Ainsi, f,(S) < fa(S) implique max(S) + sp(f,(S)) < max(S) + sp(fa(5)).
Notons que sp (fonction sperner) est une fonction croissante. Depuis les Equa—
tions 2.10 et 2.7, nous retrouvons le résultat G(S) < P(S). Le Théoréme 2.3.18
évalue D'écart entre f,(5) et fa4(95).

Théoreme 2.3.18. Pour toute séquence d’entiers S, f4(S) —1 < f,(S) < fa(S).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de S.
Pour |S| < 2, nous avons fy(S) = f,(5). La conclusion de la proposition est
satisfaite dans ce cas.

Pour |S| > 2, nous supposons que la conclusion de la proposition est satisfaite
pour les séquences de taille au plus |S] — 1.

Soit S = [s1,...,s,]. Nous supposons que S n’est pas une max(S)-flat-séquence
vu que f,(S) = fa(S) le cas échéant.

Nous traitons les deux cas :

1. Lorsque la premiere condition de I’Equation 2.11 n’est pas vérifiée, le codage
Polychotomique Généralisé se comporte comme le codage Polychotomique.
Dans ce cas, il est évident que f;(S) = f,(5).

2. Lorsqu'il existe un entier k, soit le plus grand, tel que G([s1,...,s]) < Sgi1,
le codage Polychotomique Généralisé substituera S par [a, Ski1, ..., Sy, la
valeur a étant G([sy, ..., Sk).

Puisque G([s1,...,8k]) < Sgi1, le codage Polychotomique Généralisé génere
une sy 1-flat-séquence a partir de [sq, ..., sx] de taille 1. Par hypothese d’in-
duction, le codage Polychotomique génere alors, a partir de la méme sous-
séquence, une s, 1-flat-séquence de taille 1 ou 2.

Comme le codage Polychotomique se comporte comme l'algorithme Dicho
lorsque S n’est pas une flat-séquence (Equation 2.3), il substituera alors S

par Fésl"“’s’““] U [Ska2, - - -+ 8] (Equation 2.5), avec Ffl’“"s“ﬂ une sy 1-flat-
séquence de taille 2 ou 3. Nous considérons la plus longue et nous la notons
b, ¢, sg+1]. Par conséquent, calculer P(.S) revient a calculer P([b, ¢, Sk11, - - -, Sn)),

ce qui implique f4(S) = fa([b, ¢, Skt1,- -+, Sn))-
Selon I'Equation 2.11 et d’apres la maximalité de Uentier &, le calcul de G (9)
se ramene au calcul de P([a, Sk41, - .., Spn)), ou encore de P([c, Ski1, - - -, Sn))-

Alors, f,(S) = fa(le, Sk+1s -+, Snl)-
Selon la Proposition 2.3.20, nous avons

fd([b7 Cy Sk+15 - - -,Sn]) —1 S fd([ca Sk+1, - - '7371]) S fd([b> C, Sk+1, - - '78n])-

Nous concluons que
fa(8) =1 < f4(S) < fa(5).

Les deux cas traités prouvent la Proposition 2.3.18. O]
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3.2.6 Conclusion

Nous rappelons que nous nous sommes focalisés sur les fonctions de poids afin
de discuter les éventuelles améliorations du codage Dichotomique. Comme nous
I’avions détaillé pour ce codage, une fonction de poids décrit implicitement un
plongement d’un arbre initial dans un arbre de structure différente (arbre binaire
dans le cas d'un codage Dichotomique). Pour expliciter cela, nous supposons un
appel d’une fonction de poids sur une séquence d’entiers S = [s1, ..., s,|, permet-
tant de calculer le poids d’un élément z, d’un arbre 7', dont les fils ont les poids
S1,...,5,. Cet appel peut engendrer une substitution des entiers sy, ..., sy par un
entier ¢ qui s’interprete par le rajout d’un nouvel élément de poids ¢ comme fils
de x et parent des k éléments de poids respectifs sq, ..., sp. Par conséquent, en cal-
culant le poids de chaque élément de 7', nous obtenons a la fin un nouvel arbre 7"
dans lequel se plonge T'. Notons que le codage de T par I'heuristique CHNR induit
un codage par vecteur de bits de T" dont la taille correspond au poids attribué a
sa racine. Cela est justifié par le fait que I’heuristique CHNR code les sous-arbres
de T" dont chacun est enraciné en un fils de x dans 7" avec un ensemble d’au
plus s, couleurs (en raisonnant par récurrence) et code les m fils de x dans 7" avec
sp(m) couleurs supplémentaires. Ce codage est de taille s, + sp(m) et correspond
effectivement au poids attribué a = par le codage Polychotomique et le codage
Polychotomique Généralisé. 11 s’agit de la taille du codage d'une s,-flat-séquence :
le cas d’arrét de leur fonctions de poids récursives.

3.3 Stratégie

Suite a 'analyse établie sur le comportement des trois dernieres heuristiques
de codage des arbres par vecteur de bits, nous constatons que ces heuristiques
reposent sur I'attribution d’un poids a chaque élément d’un arbre suivant un ordre
topologique inverse de ses éléments. De plus, elles déterminent le poids de chaque
élément x, dont les n fils ont les poids respectifs s; < --- < s,,, a partir du codage
d’une s,-flat-séquence qu’elles tentent de générer depuis la séquence [sy,. .., s,].
La stratégie commune de ces heuristiques, ainsi constatée, permet de définir une
classe d’algorithmes de codage des arbres par vecteur de bits. L’efficacité de ces
algorithmes peut dépendre de la taille de la flat-séquence générée et de son codage.
Leurs instructions principales sont :

S < les poids des fils d’un élément x
F < max(S)-flat-séquence générée a partir de S
poids(x) < taille du codage de F
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A présent, le meilleur codage d’une k-flat-séquence de taille n sollicite k+sp(n)
bits. Il s’agit du nombre de bits minimum codant des 0-flat-séquences, car cela se
ramene au codage des antichalnes. Cependant, nous ne pouvons pas généraliser
ce résultat d’optimalité vu qu’il existe des k-flat-séquences a n éléments admet-
tant un codage par k + sp(n) — 1 bits (voir la Figure 2.21 pour une illustration).
Tout de méme, nous utilisons dans la suite, ce meilleur codage pour coder les
flat-séquences et nous cherchons des algorithmes réduisant plutot leur taille. Nous
proposons, comme solution, le Partitionnement Contigu Généralisé. Nous décri-
vons juste apres cette solution.

S:[Ox:vxmxxmwxx—i—l]
Codage de S par (z + 1) + sp(11) = = + 7 bits

Amélioration du codage de S, la (z + 1)-flat-squence

S—Q/x T T r T x T T T x—i—l]

AV VA VR Ve \
r+2 z2+2 z+2 z+2 z+2 z+1

Codage de S par (z + 2) + sp(6) = = + 6 bits

F1GURE 2.21: Codage plus efficace des flats-séquences

3.4 Description de I’heuristique

Nous proposons dans cette sous-section une heuristique de codage des arbres
par vecteur de bits, suivant la méme stratégie heuristique des codages Dichoto-
mique, Polychotomique et Polychotomique Généralisé. Nous rappelons que cette
stratégie consiste a attribuer un poids a chaque élément d’un arbre, calculé a partir
des poids de ses fils sq, ..., s,, en s’appuyant sur le codage d'une s,-flat-séquence
générée depuis la séquence [s1, ..., s,].

Définition 2.3.11 (Partitionnement contigu). Soit S une séquence d’entiers et
soit P = {Xy,..., Xy} un partitionnement de S. Ce partitionnement est contigu
si pour tous i et j tels que 1 <1i < j <k, max(X;) < min(Xj).

Soit S = [s1,..., S, une séquence d’entiers correspondant aux poids des fils
d’un élément x. Afin de calculer le poids de x, nous proposons la fonction de
poids C, définie par 'Equation 2.12, qui génére une s,-flat-séquence & travers un
partitionnement contigu de S. Rappelons que le codage de cette flat-séquence,
notons f.(5) sa taille, nécessite s,, + sp(f.(S)) bits, comme nous 'avions fixé préa-
lablement.

115



$p + sp(n) si S est une s,-flat-séquence,
C([skr1, -, max{C([s1, -, Sk]), Sn}, -, Sn]) i Tk tel que k <n —1

C(S) = et C([s1,...,51]) < sn
et C([s1,.-., 8k, Skr1]) > Sn,

Sp + 2 sinon, i.e. C([s1,...,8n-1]) < $n
(2.12)

La fonction de poids C (Equation 2.12), calcule un flat-partitionnement de S qui
est a la fois contigu et de taille minimale. En effet, toute sous-séquence [s;, .., Si+al,
détectée a chaque itération, regroupe le maximum d’éléments successifs de S, telle
qu’elle peut étre codée par au plus s, bits. Malheureusement, cette fonction est
parfois moins efficace que la fonction du poids G (Equation 2.9) associée au codage
Polychotomique Généralisé. Par exemple, en prenant S = [1]3°U([2, 3, 9], nous avons
d’une part C(S) = 12 et d’autre part G(S) = 11. Nous détaillons ce calcul dans la
Figure 2.22.

Appliquer la fonction C : Appliquer la fonction G

|
§=11..1 239 | §=11..1, 239
36 fois 1 36 fois
{} | NN

! 2 - 2,2 39
‘ 18 fois

g 1. 102309 1

36 fois [

|

24 sp(37) = 10 > 9 | s
|

% / | 3+ sp(20) =9

|

g 1. 123 |

36 fois |

|
|
|
|
|

C(S)=9+sp(3) =12 G(S)=9+sp(2) =11

F1GURE 2.22: Codage d'une séquence par la fonction de poids C vs G

Nous rectifions alors la fonction C, et nous proposons a sa place la fonction de
poids GC définie comme suit :
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C([0, Sks1s---5Sn]) si k> 1 est le plus grand entier tel que
GC(S) = G([s1,- -, s]) < Skt1s
C([s1y---,5n)) sinon.
(2.13)
La fonction de poids GC génére une max(.S)-flat-séquence, grace a un max(S)-
flat-partitionnement contigu de S. En notant f,.(.5) la taille de cette flat-séquence
(aussi ce flat-partitionnement), nous obtenons

GC(S) = max(S) + sp(fye(9)). (2.14)

Nous proposons maintenant une heuristique de calcul d'un codage par vecteur
de bits des arbres, nommée Partitionnement Contigu Généralisé. Le principe de
cette heuristique est le suivant : étant donné un arbre 7', nous calculons le poids
de chacun de ses éléments, suivant leur ordre topologique inverse, au moyen de
la fonction de poids GC (Equation 2.13). Le calcul du poids des éléments de T’
permet de plonger cet arbre dans un arbre 7. En effet, une substitution d’une
sous-séquence [sq,. .., Sg] par un entier ¢, lors du calcul du poids d’un élément z,
entraine 'introduction d’un nouvel élément de poids ¢ comme fils de x et parent
de ses k successeurs immédiats de poids respectifs sy, . .., ;. Ainsi, le codage de T”
par 'algorithme CHNR implique un codage par vecteur de bits de T' via le Par-
titionnement Contigu Généralisé. Nous donnons dans ce qui suit un algorithme
polynomial calculant ce codage puis nous montrons qu’il améliore le codage Poly-
chotomique Généralisé.

3.5 Algorithme et Complexité

Nous présentons ici un algorithme polynomial de codage des arbres par vec-
teur de bits via le Partitionnement Contigu Généralisé. Nous discutons d’abord
I'implémentation de la fonction de poids GC.

Soit S = [s1,...,S,] une séquence d’entiers. Nous supposons que la valeur du
plus grand entier k, telle que G([s1,...,sk]) < Ski1, est déja calculée en temps

linéaire par le codage Polychotomique Généralisé. Une implémentation naive de
la fonction de poids associée a notre heuristique — GC — est alors basée sur la
définition formelle de la fonction C (Equation 2.12). Nous expliquons pourquoi
une telle implémentation n’est pas recommandée.

Afin de résoudre C(S), Ialgorithme naif procede a la recherche de la plus longue
sous-séquence contigué de S codée par au plus s, bits. Ainsi, il commence par calcu-
ler C([s1, $2]), puis C([s1, 2, $3]), etc., jusqu’a trouver S’ = [sq,..., x|, avec k < n,
telle que C(S’) > s,. Il reprend ensuite ce traitement sur la séquence [sg, ..., S,].
Notons que résoudre le sous-probleme C(S’) nécessite le re-calcul de C([sy, s2]),
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puis C([s1, s2, s3]), etc., qui étaient déja calculés mais ignorés par I’algorithme naif.
Pour accélérer ce processus, il faut éviter de résoudre les sous-problemes plusieurs
fois en mémorisant leurs résultats. Cette technique caractérise la programmation
dynamique.

Nous considérons alors une implémentation de la fonction de poids GC par
un algorithme de programmation dynamique. Pour cela, nous utilisons une ma-
trice M, ,, pour mémoriser les calculs déja effectués : I'élément a; ; de la matrice
correspond a C([s;,...,s;]), sii < j, a s; si i = j et a I’élément nul 0 sinon, ainsi
que I’élément ay ,, correspond a C(.S). Le calcul des éléments de la matrice s’effectue
progressivement par le calcul de ceux de M ; puis My et ainsi de suite.

Afin de calculer C([s;, . .., s;]), pour i < j, nous cherchons, a la i*™¢ ligne de la
matrice, le premier indice k tel que a;;, > s; et k < j. Rappelons que les éléments
de la matrice M;_; j_; sont dé¢ja calculés. Puis, nous reprenons cette recherche a la
k#me Jigne. Nous continuons ainsi jusqu’a ce qu’aucune nouvelle ligne ne puisse étre
visitée. Ainsi, C([s;, ..., s;]) = s; + sp(r + 1), r étant le nombre de lignes visitées.
Ce résultat est sauvegardé par I'élément a; ; et il est calculé en temps O(n).

L’Algorithme 22 détaille les instructions de calcul d’'un codage des arbres via
le Partitionnement Contigu Généralisé.
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Données : Un arbre T'
Résultat : Un codage de T via un Partitionnement Contigu Généralisé
/* initialisation des poids des éléments de T */

1 pour tout x dans T faire
2 si x est une feuille alors
3 ‘ w(z) 0
4 fin
5 sinon
6 | w(z) + —1
7 fin
8 fin
/* Plongement de 7' dans un arbre 7’ */
9 tant que il existe un élément x de poids inférieur a zéro et dont tous les
fils ont des poids positifs faire
10 S < une séquence croissante des poids des fils de x
11 si S est une flat-séquence alors
12 ‘ w(z) < max(S) + sp(|S])
13 fin
14 sinon
/* Appel du codage Polychotomique Généralisé */
15 k < le plus grand entier tel que G([s1, ..., sk]) < Ski1
16 si kK > 1 alors
17 Introduire un nouvel élément s comme fils de = et pere des
éléments de poids sq, ..., Sk
18 w(s) =0
19 sinon
/* Calcul par programmation dynamique */
20 Calculer la matrice des poids M,, ,,
21 k < le plus grand entier tel que C([sy, ..., s;]) < max(S)
22 si £k <n—1 alors
23 Introduire un nouvel élément s comme fils de x et pere
des éléments de poids sq, ..., Sk
24 poids(s) = max(C([s1, .., Sk]), max(S5))
25 fin
26 si k=n—1 alors
27 Introduire un nouvel élément s comme fils de x et pere
des éléments de poids sq,...,S,_1
28 w(s) = C([s1, -+, Sn-1])
29 w(z) =8, + 2
30 fin
31 fin
32 fin 119
33 fin
34 fin
/* Les éléments de T sont codés lors du codage de T */

35 Coder 'arbre T" par 'algorithme CHNR
Algorithme 9 : Codage des arbres par 'algorithme de Partitionnement Contigu
Généralisé



Théoreme 2.3.19. L’Algorithme 9 calcule un codage des arbres par vecteur de
bits en temps O(n®) et en espace O(n?-¢e), n et e étant respectivement la taille de
larbre et la taille du codage.

Démonstration. Comme I’Algorithme 22 récupere le codage de T a partir d’un
codage par vecteur de bits de 7" (codage par l'algorithme CHNR) car T ~» T", il
est normal que cet algorithme fournisse un codage par vecteur de bits de T'. C’est
ainsi que nous justifions la correction de l'algorithme. Nous calculons maintenant
sa complexité.

Le premier bloc d’instructions, de la ligne 1 a la ligne 8, concerne l'initialisation
des poids des éléments de T'. Cela se fait en temps et en espace O(n).

Le deuxieme bloc d’instructions, de la ligne 9 a la ligne 34, permet de créer le

plongement de 7" dans 7”. Ce plongement consiste a générer, pour tout élément x,
une partition de ses fils en groupe puis a ajouter un nouveau parent pour chaque
groupe. Cela est décrit implicitement par les Equations 2.12 et 2.13. Comme le
nombre des fils d’un élément de 7" est au plus n — 1, nous en déduisons que la taille
de T" est en O(n?). De plus, nous pouvons libérer 'espace mémoire occupé par la
matrice de poids M,, ,, qui est de taille n?, a chaque itération. Par conséquent, la
complexité en espace de ce bloc d’instructions est O(n?). Nous calculons mainte-
nant sa complexité en temps. Nous supposons que les opérations arithmétiques de
base (addition, multiplication, division, comparaison, etc.) s’exécutent en temps
constant.
La boucle a la ligne 9 indique que les instructions du bloc s’effectuent au plus
O(n?) fois. En effet, pour un élément = de T, il est possible de ré-exécuter le corps
de la boucle a chaque fois qu'un nouvel élément est introduit dans 7' comme fils
de z. Ainsi, le nombre total d’exécutions de la boucle est |T”| < n?. Nous évaluons
la complexité en temps des autres instructions du bloc.

— L’instruction a la ligne 10 permet de récupérer en temps O(n?) les poids des

fils d’un élément de 'arbre triés par ordre croissant.

— L’instruction a la ligne 12 calcule le poids d’un élément en temps O(log,(n)).

En effet, afin de trouver la valeur de sp(n), il faut calculer (Lé J) pour tout

1 <t < sp(n). Rappelons que sp(n) = min{t\(té) > n}. Nous supposons
que ce calcul s’effectue en temps constant si nous considérons que le calcul de
((ﬁ%) consiste & multiplier la valeur de (é]), déja calculée, par (t+ 1)@
Ainsi, nous comptons sp(n) calculs a effectuer, soit O(log,(n)) calculs selon
I'Inéquation 2.8.

— L’instruction a la ligne 15 calcule un codage Polychotomique Généralisé de
la séquence S en temps O(n) afin de récupérer la valeur de l'entier k.
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— Les instructions aux lignes 17, 23 et 27 permettent d’introduire un nouvel
élément dans 'arbre en temps O(n). Nous supposons une représentation de
I’arbre par une liste de successeurs immédiats.

— Les instructions élémentaires aux lignes 18, 24, 28 et 29 s’effectuent en temps
constant.

— L’instruction a la ligne 20 calcule la matrice de poids en temps O(n?). En
effet, comme nous 'avons suggéré au début de cette sous-section, cette ma-
trice permet de calculer efficacement le poids d'un élément de ’arbre par la
fonction C (Equation 2.12). Nous avons aussi mentionné que chaque élément
de cette matrice est calculé en temps O(n).

— L’instruction a la ligne 21 s’effectue en temps O(n) car il s’agit de parcourir n
¢léments de la matrice M,, ,,, comme décrit auparavant.

Enfin, la complexité en temps du second bloc d’instructions est O(n?).

Concernant la derniere instruction (ligne 35), elle permet de calculer un codage
de T" par 'algorithme CHNR. Selon la description de cet algorithme, donnée a la
page 57, nous avons besoin de générer n sous-ensembles de taille & d’un ensemble X
de sp(n) éléments, n étant ici le nombre maximum de fils d'un élément de 7" (la
valeur de sp(n) est déduite de l'instruction a la ligne 12). Une fagon simple de le
faire est d’énumérer tous les vecteurs de bits de taille sp(n) et de ne garder que
ceux ayant k bits a un. Nous pouvons utiliser le codage de Gray [Gray, 1953] pour
énumérer ces vecteurs de bits en temps et en espace O(nlogy(n)) (exponentiel
par rapport a sp(n) dont la valeur est en O(log,(n)) d’apres 'Inéquation 2.8). La
transformation d’un vecteur de bits V' en un sous-ensemble {ay, ..., a;} de X est
immédiate : ’élément a;, pour ¢ de 1 & k, est le jo™¢ élément de X tel que le jome
bit de V' correspond & son ™€ bit & un. Cette transformation se fait en O(log,(n))
(linéaire par rapport a sp(n) : la taille de V" et de X'). Ainsi, nous pouvons récupérer
tous les sous-ensembles de X de taille k en temps et en espace O(nlogy(n)).

Le codage CHNR consiste alors a générer, pour tout élément x de 1" de degré
sortant d < n, tous les sous-ensembles de taille (%ﬂ d'un ensemble de d éléments,
puis a coder chaque fils de z par I'union disjointe de code(x) et I'un des sous-
ensembles générés. Cette union est calculable en temps et en espace O(e), e étant
la taille du codage avec e < n. Notons que I'espace mémoire dédié pour générer les
sous-ensembles de taille f%} peut étre libéré a la fin du traitement de 1'élément x.
Nous précisons que la racine de 1" est initialement codée par ().

Nous en déduisons que la derniere instruction de ’algorithme s’effectue en temps
O(n?®logy(n)) et en espace O(n? - ). Rappelons que |T"| < n?.

Nous concluons que la complexité en temps de 1’Algorithme 22 est O(n®) ainsi
que sa complexité en espace est O(n? - e).
O
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3.6 Résultats théoriques

Nous avons proposé dans cette section une nouvelle heuristique de codage des
arbres par vecteur de bits, le Partitionnement Contigu Généralisé. Nous montrons
ici que notre heuristique améliore la taille du codage des arbres via le Polychoto-
mique Généralisé. Notre preuve s’appuie sur le Lemme 2.3.1.

Lemme 2.3.1. Soit S = [s1,...,$,] une séquence d’entiers.
1. Pour tout entier k, f.(S) < fo([s1,---, 5k, Sn)) — 1+ fe([Skt1,- -+, Sn))-
2. Pour k tel que D([Sla o5 Sk 5k+1]) > Sn, I+ fd([sk‘+17 s 7Sn]) < fd(S)

Démonstration. La premiere propriété est évidente puisque le partitionnement
de S est contigu.

Pour prouver la seconde propriété, nous supposons qu’il existe un entier k tel
que D([s1, ..., Sk, Sk+1]) > sn. Notons A la sous-séquence [s1, ..., sx] et B la sous-
séquence [Sgi1, ..., Sp|. Nous devons prouver que 1+ f4(B) < f4(S) qui s’exprime
également par 1+ f7"(B) < fi"(9).

Pour tout entier z, notons S* la plus longue sous-séquence de S (potentiellement
vide) telle que max(S*) < z. Nous appelons une partition de S* good, s’il s’agit
d’un z-flat-partitionnement (Définition 2.3.9) de S*, par un algorithme Dichoto-
mique quelconque, de taille f7(S*) — la taille d'un z-flat-partitionnement généré
par 'algorithme Dicho. Une telle good partition existe pour tout entier x puisque
I’algorithme Dicho en produit une. En effet, il peut toujours générer une z-flat-
séquence (donc un z-flat-partitionnement) a partir de S* (cf. la Sous-section 3.2).
Pour toute partition P de S*, notons M (P) le nombre d’éléments de P ayant une
intersection non vide avec A et B.

Focalisons-nous sur les entiers x tels que s, — x est pair ou x > s, et tels
qu’il existe une good partition P de S* avec M(P) = 0, i.e. une partition dont
les éléments sont inclus soit dans A soit dans B. De tels entiers sont bien défi-
nis puisque s ou si + 1 satisfait ces conditions. En effet, d’apres le paragraphe
précédent, pour z dans {sg, sy + 1}, S* admet au moins une good partition P.
Nous considérons celle générée par 'algorithme Dicho. Pour une contradiction,
supposons que M(P) > 1 et soit X un élément de P ayant une intersection non
vide avec A et B. Alors, il existe une sous-sequence [y, z] de X telle que y dans
A et z dans B, ce qui signifie y < s, < z. Selon la Proposition 2.3.19, nous
avons f7(ly,z]) < f7(X) car [y, 2] € X. Comme D([y,z2]) = 2+2 > s+ 1 > z,
fi(ly, z]) > 1. Alors, f7(X) > 1 implique D(X) > x et il s’agit de la plus petite
valeur d'un codage Dichotomique de X (Théoreme 2.3.16). Cela contredit le fait
que P soit un z-flat-partitionnement de S* par D.

Nous considérons maintenant le plus grand entier x tel que S* possede une good
partition P avec M(P) =0 et s, — x pair ou x > s,. Nous distinguons deux cas :
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Cas.1

Cas.2

T > Sy

Soit L un élément de P tel que L C A. Nous avons P\{L} un z-flat-
partitionnement de S\ L, par un algorithme Dichotomique. Cet algorithme
génere alors une z-flat-séquence de taille |P\{L}| & partir de S\ L. Selon le
Théoreme 2.3.17, nous avons f7(S\L) < |P\{L}|. Alors 1+ f7(S\L) vaut
au plus |P|. Comme P est une good partition, |P| = f7(S). Nous en dérivons
L+ f(S\L) < f7(S5).

Comme B C S\L, fi(B) < fi(S\L) (Proposition 2.3.19). Par conséquent,
1+ f7(B) < f7(S), ce qui est vrai pour = s,,. La conclusion du lemme est
satisfaite dans ce cas.

r < s, et s, —x pair

Prouvons d’abord que pour tout entier ¢, avec 1 < ¢ < 2% il existe une
good partition Q de S*2 telle que M(Q) = 1, i.e.  posseéde exactement une

sous-séquence ayant une intersection non vide avec A et B. Nous proposons
une preuve par induction :

— Casdebase :t =1

Nous essayons de construire une good partition @ de S*™2 avec M(Q) = 1.
Nous avons P une good partition de S* avec M (P) = 0 (définie juste avant
Cas.1). Nous considérons les notations Py et Pg, avec Py U Pg = P, et

Pi={Ui,....UYU{Vi,.... Vi) UT
avchZ-UVigApourtout1§i§heth:LP—QAJ

Py={W. ... W)U{Z,...,Z}UJ
avecVViUZingourtout1§i§letl:LPTBJ.

Soit Q' = {{U;UV;}1 < i < h}U{{W;UZ;}1 <@ < 1}U{IUJ}. Il est clair
que |Q'| = (@} Ainsi, pour tout élément de @' (sauf au plus un), prenons
Wi U Z; sans perte de généralité, nous avons x < D(Wj U Z;) <z + 2.
Pour prouver cette inégalité, nous avons d'une part {Wy, Z;} un z-flat-
partitionnement de W; U Z; de taille 2, implique, d’apres le Théoreme
2.3.17, f7(Wy U Z1) < 2. Par conséquent, D(W, U Z;) < x + 2. D’autre
part, si D(W; U Z;) < z, alors, en substituant W; et Z; par W; U Z; dans
P, nous obtenons un x-flat-partitionnement de S* de taille strictement in-
férieure a f7(5%). Comme cela contredit le Théoréme 2.3.17, nous avons
bien x < D(W, U Z,).
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Soit R la plus longue sous-séquence de S dont les éléments sont égaux
ax+1ouax+2 Alors, S*2 = $* U R ce qui implique f72(5%+2)
vaut fit2(S%) + |R| (R étant déja une (v + 2)-flat-sequence). Ainsi, nous
avons fiT?(STH2) = [@1 + | R|. En effet, & partir d’'une z-flat-séquence
[a1,...,a,)], algorithme Dicho génére une (x + 2)-flat-séquence en sub-
stitution a; et as par as + 2, puis as et a4 par as + 2 et ainsi de suite. La
taille de la flat-séquence ainsi générée est [%].

Finalement, nous considérons @) = Q" U {{r}|r € R}. D’apres les deux
paragraphes précédents, nous avons @ un (z + 2)-flat-partitionnement de
S¥2 La taille de ce partitionnement est [%1 +|R| qui coincide, d’apres le
paragraphe précédent, avec f772(S"+2). Nous en déduisons que @ est une
good partition de S*™2. Si M(Q) = 0, cela contredit le fait que z est le plus
grand entier tel que S* admet une good partition P avec M (P) = 0 (voir
la condition énoncée juste avant Cas.1). Alors M (@) > 1. Nous avons les
éléments de ) sont soit des singletons soit des éléments de )’ dont seul
I'UJ pouvant avoir une intersection non vide avec A et B. Par conséquent,
M(Q) vaut exactement 1.

Nous concluons que la propriété d’inclusion est vérifiée pour le cas de base.

— Cas récursif

Supposons que la propriété d’induction est vraie pour x + 2t. Soit P’ une
good partition de S*? avec M(P’) = 1 et soit C I'élément de P’ ayant
une intersection non vide avec A et B. Nous construisons une partition
Q' a partir de P’\C, de la méme maniére que nous avons construit @' a
partir de P dans le cas de base. Nous remplagons ensuite I U J par les
deux éléments C' U [ et J. Ainsi, nous obtenons M(Q') = 1.

Soit R la plus longue sous-séquence de S dont les éléments sont égaux a
r+2t+ 1 ou x4+ 2t + 2. En suivant le méme raisonnement que le cas de
base, nous concluons que @ = Q" U {{r}|r € R} est une good partition
de S*T2+2 avec M(Q) = 1. La propriété d’inclusion est alors vérifiée pour
tout entier ¢ entre 1 et 2%,

La propriété que nous venons de prouver par induction implique 'existence
d’une good partition () de S** contenant un unique élément X ayant une
intersection non vide avec A et B (prendre ¢ = *=-%).
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Supposons que A C X. Alors, pour s; un élément de X N B, nous avons
(1, -y Sk Skrt] <tewico |S1s-- - Sk, St] €t [s1,. .., Sk, 8] C X.
Selon les Propositions 2.3.18 et 2.3.19, nous avons
a"([s1, - swosen]) < 3 ([s1, sk, se]) < f3m (X))

Comme D([s1, ..., Skt1]) > sp (énoncé du lemme), fi"([s1,. .., Skr1]) > 2.
Alors f7"(X) > 2 implique D(X) > s,. Comme X est un élément de @,
cela contredit le fait que ) est une good partition de S*». Notre hypothese,
A C X, nest pas correcte. Par conséquent, il existe un élément L de @) tel
que L C A. Suivant le méme raisonnement de Cas.1, nous obtenons

L+ fi(B) <14 fi(S\L) < 1+ |Q\{L}| = fi"(5).
La conclusion du lemme est aussi satisfaite dans ce second cas.

Les deux cas traités permettent de valider le Lemme 2.3.1. O

Le Théoreme suivant affirme que notre heuristique améliore la taille du codage
des arbres par vecteur de bits. Rappelons que son principe ainsi que celui de la
meilleure heuristique existante — Polychotomique Généralisé — repose sur I'affecta-
tion d'un poids, a chaque élément d'un arbre donné, désignant la taille du codage
du sous-arbre enraciné en cet élément. Ainsi, il suffit de prouver que notre heu-
ristique minimise le poids attribué aux éléments de I'arbre. Comme nous 'avions
introduit dans cette section, la fonction GC (resp. G) correspond a la fonction de
poids associée a notre heuristique (resp. ’heuristique Polychotomique Généralisé).
Montrons alors, pour toute séquence d’entiers S, GC(S) < G(95).

Théoreme 2.3.20. Pour toute séquence d’entiers S,
foc(S) < f4(S)  implique GC(S) < G(9).

Démonstration. Nous supposons que la séquence S n’est pas une max(S)-flat-
séquence, car la conclusion du théoreme demeure évidente dans ce cas. En ef-

fet, foo(S) = fo(S) implique GC(S) = G(S) = max(S) + sp(fee(S)) (Equa-
tions 2.14 et 2.10). Prouvons le théoreme par induction sur la taille de S.

Pour |S| = 1, nous avons fu..(S) = f,(S) = 1 et GC(S) = G(S) = s1. La
conclusion du théoreme est vérifiée dans ce cas.

Pour |S| = 2, nous avons f,.(S) = f,(S) et GC(S) = G(S) = s2 + 2. La

conclusion du théoreme est vérifiée dans ce cas aussi.
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Pour |S| > 2, nous supposons que la propriété est vraie pour les séquences de
taille au plus |S| — 1.
Soit S une séquence d’entiers [sq,...,s,]. Nous traitons le codage de S par le
Polychotomique Généralisé. Selon I’Equation 2.11, deux cas se présentent :

Cas.1 Il existe un entier k > 1 tel que G([s1, ..., sx]) < sgy1. Dans ce cas, le codage
Polychotomique Généralisé substitue S par [G([s1, ..., Sk]), Skt1s - - -5 Snl, que
I'on note S'. Alors, G(S) = G(5") et f,(S) = f,(S").
Selon le principe du codage Polychotomique Généralisé, détaillé dans la sous-
section 3.2, la valeur du premier élément d’'une séquence (son élément mi-
nimum) n’est jamais utilisée lors de son codage. Ainsi, f,(5") est égal a
fg([O, Sk4+1y-- - Sn]).
Comme G([s1,...,8k]) < sk+1, le codage Partitionnement Contigu Géné-
ralisé substitue S par [0, Ski1,- .-, S (Equation 2.13). Nous avons alors
fgC<S> - fgc([o, Sk+1y- -+ Sn])'

Puisque £ > 1, nous obtenons, par hypothese d’induction,

fgc([07 Sk41y -+ Sn]) < fg([O, Skl Sn])

Nous en déduisons que f,.(S) < f,(S). Comme la fonction sp est croissante,
max(S) + sp(foe(S)) < max(S)+sp(f,(S)). Cela implique, d’apres les Equa-
tions 2.10 et 2.14, GC(S) < G(S5). Nous admettons que la conclusion du
théoreme est valide dans ce premier cas.

Cas.2 Le codage Polychotomique Généralisé se comporte comme le codage Poly-
chotomique (voir le deuxiéme cas de I’Equation 2.11). Dans ce cas, il est
évident que f,(S) = fa(S) et G(S) = P(9).

Comme le premier cas de I’Equation 2.13 n’est pas satisfait, le codage de S
par le Partitionnement Contigu Généralisé vérifie f,.(S) = f.(S), ce qui im-

plique GC(S) = C(S).

Soit k lentier tel que C([s1,...,sk]) < S et C([s1,...,Skr1]) > Sp. Alnsi,
fe(S) = 1+ fe([Sks1s---,8n]). Pour & < n — 1, nous avons, par hypothese
d’'induction, fo([s1,...,skr1]) < fa([s1,- -, Sky1]) implique

max(S) + sp(fe([s1,- ., Sk+1])) < max(S) + sp(fa([s1,- .., Sk+1]))

alors, C([s1,...,8k41]) < P([s1,- -, Sks1]) < D([s1, .-, Skr1]),

selon les Equations 2.14 et 2.7. Rappelons que le codage Polychotomique Gé-
néralisé minimise la taille du codage Dichotomique ainsi que la fonction de
poids G (resp. GC) se comporte comme la fonction P (resp. C) dans ce Cas.2. .

Comme s, < C([s1, ..., Skt1)), alors s, < D([s1,. .., Sk+1]). Selon le Lemme 2.3.1,
nous obtenons 1 + fa([Skt1,- .-, Sn]) < fa(S).
Par hypothese d’induction, nous avons fo([ski1, .- Sn)) < fa([Sk41s -+, Sn)). Alnsi,
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L+ fe([Skt1s---s8n]) < 14 fal[Sk+1s-- -, ) implique f.(S) < fa(S), donc
max(S) + sp(fc( )) < max(S) + sp(f4(S)) implique C(S) < G(S). Nous en
déduisons que, f,.(S) < f,(S) implique GC(S) < G(5). Cela est vrai méme
pour k = n — 1. En effet, on a d'une part f.(S) = 2 et C(S) = s, + 2.
D’autre part, si G([s1,...,S,—1]) < Sy, alors, nous avons aussi f,(5) = 2 et
G(S) = s, + 2. Sinon, f([s1,...,5,-1]) = 2 implique fy(S) > 3, ce qui
implique G(S) > s, + 3. La conclusion du théoréme est alors valide dans ce
second cas.

Les deux cas traités permettent de prouver le Théoreme 2.3.20.

3.7 Résultats numériques

Nous venons de prouver théoriquement que I’heuristique proposée dans cette
section, le Partitionnement Contigu Généralisé, améliore la taille du codage des
arbres par vecteur de bits. Afin de mesurer sa performance d’un point de vue
pratique, nous testons ’heuristique sur des hiérarchies connues. Nous décrivons le
jeu de données considéré puis nous présentons les résultats des tests réalisés.

3.7.1 Données de test

Nous évaluons la performance de notre heuristique de codage des arbres par
vecteur de bits sur les hiérarchies, de type arborescence, publiées sur internet
par Krall“. Il s’agit des hiérarchies Visualworks2 et Digitalk3 du langage de
programmation orienté objet Smalltalk, de la hiérarchie NeXTStep du langage
Objective-C'" ainsi que ET++ du langage C++. Des caractéristiques de ces hié-
rarchies sont données par la Table 2.5.

Hiérarchie Taille Hauteur max (dyy)
Visualworks2 1957 15 181
Digitalk3 1357 14 141
NeXTStep 311 8 142
ET++ 371 9 87

TABLE 2.5: Caractéristiques de quelques arborescences connues

4. http://wuw.complang.tuwien.ac.at/andi/typecheck/. Consulté en 2017
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3.7.2 Expérimentations

Nous présentons dans la Table 2.6, la taille du codage des données de test
par les heuristiques étudiées dans cette section, a savoir Dichotomique, Polychoto-
mique, Polychotomique Généralisé et Partitionnement Contigu Généralisé. Chaque
heuristique est repérée dans la table par sa fonction de poids.

Hiérarchie D P g agc
VisualWorks2 32 30 29 27
Digitalk3 29 28 28 27
NeXTStep 20 19 19 17
ET++ 20 20 19 18

TABLE 2.6: Taille de codage des arbres par vecteur de bits calculé par différentes
heuristiques

Les résultats montrent que chaque heuristique rapporte de légeres améliorations
au niveau de la taille du codage des hiérarchies. Il est possible que ces heuristiques
calculent un codage des arbres par vecteur de bits de taille proche de I'optimum
(la 2-dimension).

3.8 Synthese

Les heuristiques de codage des arbres par vecteur de bits, étudiées dans ce cha-
pitre, sont une 4-approximation de la 2-dimension des arbres. Ce facteur d’approxi-
mation est prouvé par Habib et al. pour I'algorithme Dicho (Théoreme 1.3.12),
mais reste valable pour toutes les heuristiques qui 'améliorent.

Nous avons montré que le calcul de la taille d’un codage des arbres par vecteur
de bits peut s’effectuer progressivement a ’aide d’une fonction de poids, qui prend
en entrée une séquence d’entiers a partir de laquelle elle génere une flat-séquence
et retourne la taille du codage de la flat-séquence générée. L’heuristique que nous
proposons fait appel a une telle fonction de poids en minimisant la taille de la flat-
séquence produite. Elle permet ainsi de minimiser la taille du codage des hiérarchies
considérées d’environ 6%.

Les prochaines investigations au sujet de la 2-dimension des arbres peuvent por-
ter sur I’étude d’un codage efficace des flat-séquences. Nous favorisons la recherche
d’heuristiques efficaces de codage des arbres par vecteur de bits dans ’amélioration
du codage des ordres en général. Dans le cas présent, notre heuristique spécifique
peut étre incorporée dans celle que nous proposons pour le codage des ordres via
la décomposition modulaire. Rappelons que cette derniere délegue le traitement
d’une composition parallele d’ordres a une heuristique de codage des arbres par
vecteur de bits.
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Chapitre 3

La 2-dimension des ordres
partiels : Conjectures

Your heart knows things that
your mind can’t explain.

Unknown
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Introduction

Le probleme de calcul de la 2-dimension des ordres n’est pas facile. Il a été
démontré qu’il s’agit d’'un probleme NP-complet [Stahl et Wille, 1986] et non-
approximable [Habib et al., 2004]. Nous avons aussi identifié peu d’instances dont
la valeur exacte de leur 2-dimension est facilement calculable. Pour le cas des
arbres, il existe un algorithme d’approximation de leur 2-dimension mais 'algo-
rithme polynomial exact nous échappe. Face a la difficulté intrinseque du probleme,
plusieurs conjectures ont vu le jour, notamment celle de Habib et al. (cf. Conjec-
ture 3.0.2) qui affirme que la complexité du probleme est polynomiale pour la classe
des arbres. Une autre conjecture plus spécifique, des mémes auteurs, affirme que
I’algorithme Dicho est une 2-approximation de la 2-dimension des arbres. Rappe-
lons que le facteur d’approximation 4 est déja démontré. Deux autres conjectures
sont proposées dans le cas des arbres, une premiere suggere une borne inférieure
sur leur 2-dimension et une seconde donne la 2-dimension exacte des arbres n-
complets.

Conjecture 3.0.2 (Habib et al., 2004). La 2-dimension des arbres est calculable
en temps polynomial.

Dans ce chapitre, nous étudions et apportons un regard critique sur ces conjec-
tures. Nous introduisons immédiatement un outil fondamental dans notre étude,
traitant la 2-dimension de la composition parallele de deux ordres.

Proposition 3.0.21. Soit P et QQ deux ordres avec dims(Q) < dimay(P).

(A) Si dimy(Q) = dimo(P), alors dima(P + Q) est bornée inférieurement par
dimy(P). Cette borne n’est pas stricte.

(B) Sidims(P)—1 < dims(Q) et P et Q possédent chacun un élément minimum
(dualement un élément mazimum), alors dimq(P + Q) = dims(P) + 2.

(C) St dimy(Q) = dime(P) — 1 et P ou Q posséde un élément minimum (dua-
lement un élément mazimum), alors dimo(P + Q) est bornée inférieurement
par dims(P) 4 1. Cette borne n'est pas stricte.

Démonstration. Pour (A), nous avons P C P+Q implique dims(P) < dimy(P+Q)

(par monotonie). L’exemple de la Figure 3.1 montre que la borne peut étre atteinte.

Pour (B) et (C), nous notons n la 2-dimension de P + () ainsi que m,, (resp. m,)
I'élément minimum de P (resp. Q) s'il existe. Soit ¢ un plongement de P + Q)
dans B, et soit S la fonction qui prend en parametre un ensemble d’éléments et
retourne 1 s’il est singleton et 0 sinon. Montrons d’abord que

n = max{dimy(P) +[p(myp)| + S(¢(my)), dimy(Q) + [#(my)| + S(¢(mp))}. (3.1)
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{1,2} {1,3} {2,3} {4,5} {4,6} {5,6}
P Q

FIGURE 3.1: dimy(P + Q) = dimy(P)

Pour tout élément = de P, nous avons ¢(m,) C ¢(x) car m, <p x et ¢ est un
plongement de P dans B,,. Donc, |U,cp ¢(x)\d(my,)| > dima(P). Si |p(m,)| = 1,
alors ¢(z) N ¢(m,) est vide, car dans le cas contraire, nous avons ¢(m,) C ¢(x)
implique my, <pyq . Ceci contredit la structure de P+ (@) : = appartient a P et m,
a Q. Comme n = |U,epyo @(x)|, nous concluons que

n 2 | Urep 0()] + S(d(myg)) = dima(P) + [p(my)| + S(d(my)).

De la méme facon, nous prouvons que n > dimsy(Q) + |¢(my)| + S(¢(my,)). Ainsi,
I'Inéquation 3.1 est démontrée.

Pour (B), il est facile de vérifier que n < dimy(P) + 2. 1l suffit de coder P et Q
par dimsy(P) couleurs et rajouter deux couleurs, une pour coder m, et une autre
pour coder m,. Prouvons maintenant que dims(P)+2 < n. D’apres I'Inégalité 3.1,
nous avons

e [p(m,)| =1 et |¢p(m,)| = 1 implique dimy(P) +2 < n.

e [p(my)| =1 et |p(my)| > 2 implique dimy(P) + 2 < dims(Q) + 3 < n.

e |o(m,)| > 2 implique dimy(P) + 2 < n.

Nous en déduisons que n = dims(P) + 2.

Pour (C), en supposant que P possede un élément minimum, nous obtenons
1 <|¢(m,)| implique dimy(P) 4+ 1 < n (selon I'Inégalité 3.1). Supposons mainte-
nant que () possede un élément minimum. Selon I'Inégalité 3.1, on a :

e |p(my,)| = 1 implique dimy(P) + 1 < n.

o 2 < [p(my,)| implique dimy(P) +1 < dims(Q)+2<n
On en déduit que dims(P)+1 < n. Il est possible d’avoir I’égalité (cf. Figure 3.2).

{1,2}1,3}H1,4}
{2,312, 413, 113}

P Q

{1}

FIGURE 3.2: dimy(P + Q) = dimg(P) + 1 = dims(Q) + 2
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1 2-dimension des arbres n-complets

Soit T" un arbre n-complet de hauteur A. Nous montrons que le codage de T" par
I’heuristique de Partitionnement Contigus Généralisé, proposée dans le deuxieme
chapitre, géneére un codage par vecteur de bits de T de taille h.sp(n)'. Thierry
conjecture que la 2-dimension de 7' vaut exactement h.sp(n).

Proposition 3.1.22. L’heuristique de Partitionnement Contigus Généralisé code
un arbre n-complet de hauteur h par h.sp(n) bits.

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la hauteur de I'arbre.
Soit T' un arbre n-complet de hauteur h.

Pour h = 0, 'arbre T" est un singleton codé par I’ensemble vide. Ainsi, la taille de
son codage est nulle. La proposition est alors vérifiée dans ce cas.

Pour h > 0, nous supposons que la propriété d’induction est vraie pour tout arbre
de hauteur au plus h — 1.

Afin de coder T, I'heuristique de Partitionnement Contigus Généralisé traite en
premier temps les sous-arbres de 1" dont chacun est enraciné en un fils de sa racine,
qui sont tous n-complets de hauteur h — 1. Comme la taille du codage de ces sous-
arbres est (h—1)sp(n), par hypothese d’induction, I'heuristique attribue a la racine
de chacun d’eux le poids (h — 1)sp(n). Elle calcule ensuite le poids de la racine
de T', en fonction des poids de ses fils, via la fonction GC (Equation 2.13). Ce poids
correspond a GC([(h — 1)sp(n), ..., (h — 1)sp(n)]) et vaut (h—1)sp(n)+sp(n) (cas

nfois
d’une flat-séquence). Par conséquent, la taille du codage de T" est h.sp(n).
La Proposition 3.1.22 est maintenant prouvée. ]

La conjecture de Thierry s’énonce comme suit :

Conjecture 3.1.3 (Thierry, 2001). La 2-dimension des arbres n-complets de hau-
teur h est h.sp(n).

Nous proposons d’étudier la conjecture pour la classe des arbres 2-complets,
3-complets et 4-complets.

1.1 Les arbres 2-complets

La 2-dimension exacte des arbres binaires complets est donnée par Kahn [Kahn,
2015] et correspond a la 2-dimension des arbres 2-complets suggérée par la Conjec-
ture 3.1.3. Nous proposons une preuve alternative de ce résultat, permettant de
valider la conclusion de la Conjecture 3.1.3 pour le cas des arbres 2-complets.

1. sp(n) = min{k|(L§J) >n}
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Proposition 3.1.23 (Kahn, 2015). La 2-dimension des arbres binaires complets
de hauteur h est 2h.

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la hauteur de 'arbre.
Soit T un arbre binaire complet de hauteur h et de racine r.

Pour h = 0, 'arbre T" est une chaine a un seul élément dont la 2-dimension est
nulle. Ainsi, la proposition est vérifiée dans ce cas.

Pour A > 0, nous supposons que la propriété d’induction est vraie pour tout arbre
de hauteur au plus h — 1.

Notons a et b les successeurs immédiats de r ainsi que T, et T, les sous-arbres
de T enracinés respectivement en a et b. Il est clair que T\{r} est 'arbre T}, + T},
ainsi que dimq(T\{r}) = dims(T'). Comme T, et T, sont des arbres binaires com-
plets de hauteur h — 1, nous avons dimsy(T,) = dimy(T,) = 2(h — 1) (par hy-
pothese d’induction). Alors, d’apres la Proposition 3.0.21 (cas (B)), nous avons
dimo(T\{r}) = dims(T,) +2 = 2(h — 1) + 2 = 2h. Nous en déduisons que
dimso(T) = 2h. La conclusion de la proposition est alors satisfaite dans ce cas.
Finalement, la Proposition 3.1.23 est prouvée. [

1.2 Les arbres 3-complets

Nous venons de montrer que tous les arbres 2-complets valident la conclusion
de la Conjecture 3.1.3. Nous montrons ici que ce n’est pas le cas pour les arbres
3-complets, ce qui nous permet de conclure que la conjecture en question est fausse.

Proposition 3.1.24. La 2-dimension des arbres 3-complets de hauteur h vaut
exactement h.sp(3), si h < 2, et vaut au plus h.sp(3) — 1 sinon.

Démonstration. Soit T un arbre 3-complet de hauteur h. Nous traitons la preuve
pour les différentes valeurs de h.
Pour h = 0, nous avons dims(T) = 0.

Pour h = 1, la 2-dimension de T est égale a la 2-dimension d’une antichaine de
taille 3. Ainsi, dims(T) = sp(3) (Proposition 1.2.4). Rappelons que la 2-dimension
d’un arbre ne change pas si I’on prive de sa racine.

Pour h = 2, nous avons déja dimo(T) < 2sp(3) (Proposition 3.1.22). Montrons
que 2sp(3) < dimo(T) (i.e. 6 < dimo(T)).

Soit r la racine de T'. Notons a, b et ¢ les successeurs immédiats de r, ainsi que
T,, T, et T, les sous-arbres de T' enracinés respectivement en a, b et ¢. Comme
ces sous-arbres sont de hauteur 1, leur 2-dimension vaut 3. Soit ¢ un plongement
de T dans B, avec d la 2-dimension de 7. Nous avons quatre cas de figures :
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1. Si|o(a)| = |o(b)| = |p(c)| = 1, alors dims(T,) + 3 < dimy(T). En effet, s'il
existe un élément x de T, tel que ¢(b) C ¢(x), alors b < z par la définition
du plongement ¢. Ceci contredit la structure de T'. Idem pour ¢(c). Comme
le code de tout élément de T, contient ¢(a) par héritage, le codage de T’
nécessite au moins les dims(7T,) couleurs codant T, auxquelles s’ajoute ¢(a),
¢(b) et ¢(c).

2. Sans perte de généralité, si |p(a)| = 2 et |¢(b)| = 1, alors I'ensemble codant T
doit comprendre au moins les dimsy(7T,) couleurs qui codent 7T, auxquelles
s’ajoute ¢(a) (cause d’héritage) et ¢(b) (méme raison discutée dans le cas
précédent). Donce, dims(T,) + 3 < dimo(T).

3. Si|o(a)| = |o(b)| = |¢(c)| = 2. Nous distinguons deux cas de figures :

(i) Les ensembles ¢(a), ¢(b) et ¢(c) sont disjoints, donc 1’ensemble qui
code T contient au moins les 6 couleurs codant les éléments a, b et c.
Par conséquent, 6 < dimy(T).

(i) Tl existe au moins deux éléments, soit a et b sans perte de généralité, tels
que ¢(a) N ¢(b) est non vide. Soit s I'élément appartenant a ¢(a) N ¢(b)
et soit ¢(b) = {s,t}. Sl existe un élément = de T, contenant ¢, alors
o(b) C ¢(z). En effet, comme ¢(a) C ¢(x) (par héritage), 'élément s est
déja dans ¢(x). Cela implique b < x, ce qui contredit la structure de 7.
Par conséquent, ’ensemble codant 7, ne doit pas contenir . Nous en
déduisons que le codage de T' nécessite au moins les couleurs codant T,
auxquelles s’ajoute les éléments de ¢(a) (par héritage) et la couleur ¢.
Par conséquent, dims(T,) + 3 < dims(T).

4. Sans perte de généralité, si |¢(a)| > 3, alors I'ensemble qui code 7' doit
comprendre au moins les dimsy(7T,) couleurs codant T, auxquelles s’ajoute
¢(a) a cause de I'héritage. Cela implique dims(T,) + 3 < dimo(T).

Toutes les possibilités du codage de T par ¢ vérifient 6 < dimsy(T).
Nous en déduisons que dims(T") = 2sp(3) = 6.

Pour h > 2, nous considérons le codage présenté par la Figure 3.3 pour les trois
premiers niveaux de 7. Nous définissons le :*™¢ niveau d’un arbre par 1’ensemble
de ses éléments reliés a la racine par ¢ arcs dans le diagramme de Hasse de 'arbre,
avec ¢ > 0. Nous codons ensuite, les sous-arbres de T dont chacun est enraciné en
un élément du troisieme niveau, par notre heuristique de Partitionnement Contigus
Généralisé en utilisant le méme ensemble de couleurs. Rappelons que la taille de
ce codage vaut (h — 3)sp(n) puisque les arbres codés sont 3-complets de hauteur
h — 3 (Proposition 3.1.22). 1l est facile de vérifier que le codage de T, ainsi décrit,
est un codage par vecteur de bits de taille (h — 3)sp(3) + 8 = h.sp(3) — 1. Par
conséquent, dimsq(T) < h.sp(3).

La Proposition 3.1.24 est maintenant prouvée.

134



F1GURE 3.3: Codage réduit d’un arbre 3-complet

m

Nous déduisons de la Proposition 3.1.24, que la formule proposée par Thierry

pour le calcul de la 2-dimension des arbres n-complets n’est pas valable pour

des arbres 3-complets d’une hauteur quelconque. Il ne s’avere pas aussi évident

d’exprimer la 2-dimension des arbres en fonction de leurs parametres (hauteur,

taille, etc.), ce qui peut mettre en cause la polynomialité du calcul de la 2-dimension
des arbres.

Notons que la conclusion de la Conjecture 3.1.3 est trivialement vérifiée dans le
cas des arbres de hauteur 1 (cela correspond au codage des antichaines). Nous nous
posons la question si cela est vrai dans le cas des arbres n-complets de hauteur 2.
Pour n < 3, nous avons déja une réponse positive. Nous traitons le cas de n = 4
juste apres.

1.3 Les arbres 4-complets

Nous prouvons ici que les arbres 4-complets de hauteur au moins 2 infirment
la Conjecture 3.1.3.

Proposition 3.1.25. La 2-dimension des arbres 4-complets de hauteur h > 1 est
au plus h.sp(4) — 1.

Démonstration. Soit T un arbre 4-complet de hauteur h. Nous appelons le *™e
niveau de 7', et nous le notons [;, pour ¢ entre 1 et h, ’ensemble des éléments de T’
distant de i de la racine de 7" (dans le diagramme de Hasse de T'). La distance entre
deux éléments de T' se mesure par la taille de la chaine reliant ces deux éléments
moins un (cette chaine est unique dans le cas d’'un arbre).

Soit ¢4, la fonction qui associe a chaque élément de [; U ls un sous-ensemble de
I'ensemble {1,...,7}, exactement comme décrit dans la Figure 3.4. Remarquons
que ¢, est un codage réduit par vecteur de bits du sous-arbre de 7' défini sur
[ Uls. Soit ¢, pour i entre 3 et h, la fonction qui associe a chaque élément de [; un
singleton de l'ensemble {4(i — 1),...,4(i — 1) + 3}, telle que deux éléments avec
le méme parent aient des singletons différents (Figure 3.4).
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I, _ Q2 sy ) g9

{1} 2y {5} {6} 1y (2} 8y {4}

Fi1GuRE 3.4: Codage réduit d’un arbre 4-complet

Nous considérons maintenant la fonction ¢ qui associe a chaque élément x de
li € T le code Us<j<; Uy< 0 @5(y). Notons que |Uyer ¢(7)| = 4(h—2)+7 = 4h —1.
Nous prouvons que ¢ est un plongement de 1" dans Byy,_1.
Soit x et y deux éléments de T tels que x <7 y. Alors = et y appartiennent res-
pectivement aux niveaux i et j avec i < j. Par définition de ¢, on a ¢(x) C ¢(y).
Réciproquement, nous supposons que ¢(x) C ¢(y). Soit z le plus grand prédéces-
seur commun de z et y dans 7. Nous avons trois cas :

1. Siz=ux, alors x <7 y.

2. Si z =y, alors y <p z implique ¢(y) C ¢(x) (d’apres ce qui précede). Ceci
contredit 'hypothese ¢(z) C o(y).

3. Sinon, notons z; et zy les deux éléments de T tels que z < z; < x et
2z < 2z <y. Comme z; et zo ont le méme parent z, ils appartiennent tous
les deux a un certain niveau /;. Nous distinguons entre deux cas :

(a)

Pour i > 1, nous avons ¢/(t) un singleton pour tout ¢ de [; avec j > i.
De plus, I'élément z (resp. y) possede au plus un seul prédécesseur p
dans lj>; avec ¢%(p) C ¢(x) (resp. ¢5(p) C ¢(y)) et ¢)(p) différent de
@l (22) (resp. ¢li(z1)) (par la définition de la fonction ¢). Nous concluons
que ¢(z) et ¢(y) ne sont pas comparables par inclusion.

Pour ¢ = 1, nous notons u (resp. v) le fils de z1 (resp. z3) qui est prédéces-
seur de z (resp. ). On a ¢, (u) U (2z;) est incomparable & ¢ (v)U@h(22)
par la définition du plongement ¢,. On a également, par la défini-
tion de la fonction ¢, ¢h(u) U @h(21) C ¢(z) et ¢h(v) U ¢h(22) € o(y).
Puisque x (resp. y) possede au plus un seul prédécesseur p dans I~

avec ¢(p) € ¢(x) (resp. ¢}(p) € ¢(y)) un singleton n’appartenant pas
a{l,...,7}, donc ¢(x) et ¢(y) sont incomparables par inclusion.

Dans les deux cas, nous contredisons I’hypothese ¢(z) C ¢(y).

Nous concluons que x <r y. Ainsi, la fonction ¢ est un plongement de 7" dans
Byy—1 implique dims(T') < 4h. La Proposition 3.1.25 est maintenant prouvée.

O
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Nous nous sommes demandés si la conclusion de la Conjecture 3.1.3 est vraie
pour les arbres n-complets de hauteur 2. La réponse est non, d’apres la Proposi-
tion 3.1.25. Nous laissons le calcul de la 2-dimension de ces arbres ouvert.

2 Borne inférieure sur la 2-dimension des arbres

Soit T"un arbre de dimension d. Comme il est possible de définir un plongement
de T dans By, il est clair que la taille de T ne dépasse pas 2%, la taille du treillis
booléen B,. Notons 17, ..., T} les sous-arbres de T' dont chacun est enraciné en un
successeur immeédiat de sa racine. Notons d; la 2-dimension de T;, pour 7 entre 1
et k. Ainsi, nous avons |T;| < 2%. Nous avons également |T'| = >F | |T;| + 1. Nous
en déduisons les deux inégalités suivantes :

’T1|—|—~--—|—|Tk’§2d1+~--+2dk,

T+ -+ T3] < 27

La conjecture de Habib et al. met en relation les deux bornes supérieures sur
11| + - - - + |Tk|. Elle s’énonce comme suit :

Conjecture 3.2.4 (Habib et al., 2004). Pour T un arbre et Ty, ... T} ses sous-
arbres dont chacun est enraciné en un successeur immeédiat de sa racine, nous

avons
QdimQ(Tl) N 2di’m2(Tk) S 2d’im2(T)‘

La Conjecture 3.2.4 permet de fournir une borne inférieure sur la 2-dimension
de ’arbre T'. Notons que si les sous-arbres 17, ..., T, ont la méme 2-dimension d;,
cette borne exprimerait qu’'un codage optimal par vecteur de bits de leur compo-
sition parallele (de 3% | T;) nécessite au moins d; + [log, (k)] bits.

Dans cette section, nous validons d’abord la conclusion de la Conjecture 3.2.4
pour la classe des arbres 4-aires, puis nous la réfutons a ’aide d’un contre-exemple.
Nous traitons a la fin le cas ou les sous-arbres T}, pour ¢ de 1 a k, sont des chaines
de méme taille.

2.1 Les arbres 4-aires

Nous montrons ici que les arbres 4-aires valident la conclusion de la Conjec-
ture 3.2.4.

Proposition 3.2.26. Pour T un arbre 4-aire et 11, ..., T, avec k > 1, ses sous-
arbres dont chacun est enraciné en un successeur immeédiat de sa racine, nous

avons
2dim2(T1) N 2dim2(Tk) S 2d’im2(T).
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Démonstration. Nous traitons toutes les valeurs possibles de k.

Pour k£ = 1, nous avons 1" une composition série de la racine de 7', celle de T} ainsi
que T privé de sa racine. Selon la Proposition 2.1.8, on a dims (1) = dimy(T}) + 1.
AiIlSi, 2dim2(T1) < 2dim2(T).

Pour 1 < k£ < 4, nous considérons ¢ un plongement de T dans le treillis boo-
léen de dimension dims(T"). Nous notons d; la 2-dimension de T;, pour i entre 1
et k, et r; sa racine. Sans perte de généralité, nous supposons que d; < --- < dp.

Pour k = 2, nous avons 2% + 2% < 2%t1 Comme dy + |¢(ra)] < dimo(T) et
1 < |é(r)], nous avons dy + 1 < dims(T) implique 2921 < 2dim2(T),
Nous en déduisons que 2% + 272 < 9dima(T),

Pour k£ = 3, nous avons deux cas :

()

(i)

21 4 9d2 < 2da

D’apres le raisonnement juste précédent, nous avons 2%+ < 24m2(T) - Alors,
2d1 + 2d2 + 2d3 S 2d3 + 2d3 S 2d3+1 S 2dim2(T)'

205 < 9di 4 oo

Comme 2% + 2% 4 293 < 3 x 2% montrons que ds + 2 < dimso(T).

On a d3 + |¢(r3)| < dima(T). Si 2 < |p(rs)], alors ds + 2 < dimy(T). Sinon,
nous avons |¢(rs)| = 1 implique dimq(T1+15)+1 < dimy(T'). En effet, la cou-
leur codant la racine de T3 n’intervient pas dans le codage de T} + T5. D’apres
ce qui précede, 24 + 2% < 2dm2(Ti+T2)  Par conséquent, 2% < 2d¢m2(Ti+12)
implique d3 + 1 < dims (T} + T3). Nous déduisons que d3 + 2 < dims(T).
Comme ds + 2 < dimy(T), on a 2% + 292 4 28 < 3 x 23 < 2ds+2 < odima(T),

Pour k = 4, nous traitons également deux cas :

(i)

201 4 2d2 4 9ds < 9d

Comme pour le cas précédent, k = 3, nous avons 2%+ < 24m2(T) implique
9d1 4 9d2 | 9ds | 9ds < 9da | 9da < 9datl < gdima(T)

2% < 241 4 202 4 2ds

En prenant le sous-arbre T\ T}, on a 2%4+2 < 24m2(T\T1) (voir (i7) pour k = 3).
Comme dimy(T\Ty) < dimo(T) et 2% + 2% 4 245 4 244 < 4 x 294 nous en
déduisons 2% + 242 4 2ds | 9da < 9da+2 < odima(T),

Nous concluons enfin que la Proposition 3.2.26 est correcte. O
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2.2 Les arbres 5-aires

Nous réfutons dans cette sous-section la Conjecture 3.2.4 a I'aide d’un exemple
d’un arbre 5-aire. Soit 7" un arbre dont la racine possede 5 fils, et tel que ses sous-
arbres, 11, ..., Ty, dont chacun est enraciné en un fils de sa racine, sont des arbres
binaires complets de hauteur 4. Selon la Proposition 3.1.23, la 2-dimension de cha-
cun de ces sous-arbres vaut 8. La Conjecture 3.2.4 affirme que 5 x 28 < 24m2(T)
i.e. 1280 < 2%m2(T) Nous proposons un codage de T de taille 10 (Figure 3.5) im-
pliquant que dimy(T) < 10 et par conséquent 2%™2(T) < 1024. L’arbre T' constitue
alors un contre exemple de la Conjecture 3.2.4.

{10} {13 {2} {3} 4y {5} {6} {7} 8y
18},

F1GURE 3.5: Codage réduit d’un arbre contredisant la Conjecture 3.2.4

Notons que la conjecture est par contre vérifiée si les sous-arbres binaires T; de
T, pour 7 entre 1 et 5, ont plutdt une hauteur de 3 (Figure 3.6). Nous admettons
alors la difficulté de formuler méme une borne inférieure intéressante sur la 2-
dimension des arbres.

{7} {8 {13 {2y {3 {4 {5} {6r {5} {6}
{5 fer {7 {8y {1 {2+ £ {44 @3 {4}
{3 a4 5 fer {7 8y {1 {2+ {1 {2}
{1,2 {3,4 {5,6 {7.8 {9

F1GURE 3.6: Codage réduit d’'un arbre 5-aire validant la Conjecture 3.2.4

L’arbre T n’est pas I'unique contre exemple de la Conjecture 3.2.4. Nous propo-
sons ici une classe d’arbres dont les instances, y compris 7', réfutent la conjecture
en question. Il s’agit des arbres composés d’une racine reliée a k+ 1 arbres binaires
complets de hauteur £, avec k > 3. Rappelons que pour k£ < 3, la conclusion de la
conjecture est vérifiée (Proposition 3.2.26).
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Proposition 3.2.27. Pour T un arbre dont la racine a k+1 fils, avec k > 3, et tel
que ses sous-arbres T, ..., Tyy1, dont chacun est enraciné en un fils de la racine,

sont des arbres 2-complets de hauteur k, nous avons dimo(T) < 2k + 2 implique
2dim2(T) < ijll 2dim2(Ti).

Démonstration. Pour ¢ de 1 a k + 1, nous proposons d’attribuer a chaque paire
d’éléments x et y de T;, de hauteur h pour 1 < h < k + 1, les sous-ensembles
{2(i+h—1)—1 mod 2(k+1)} et {2(i+h—1) mod 2(k+ 1)} respectivement, et
a la racine de T;, qui est de hauteur 1, le sous-ensemble {2i —1,2i}, comme illustré
par la Figure 3.5. En codant chaque élément de 7" par 'union du sous-ensemble
qui lui est attribué et ceux attribués a ses prédécesseurs, il est facile de vérifier
qu’il s’agit d'un codage par vecteur de bits de T'. En d’autres termes, nous pouvons
facilement vérifier que = <7 y si et seulement si le code de x est inclus dans celui
de y. La taille de ce codage est 2k + 2. Ainsi, dims(T) < 2k + 2.

Nous avons dimsy(T) < 2k + 2 implique 2972(T) < 4 x 22 Comme 3 < k, on a
4 < k+1 implique 4 x 2% < (k+1)2%*. Selon la Proposition 3.1.23, la 2-dimension
des arbres T} est 2k. Ainsi, 22F = 24m2(T3) pour tout i entre 1 et k + 1, implique
2dim2(T) < Skt1 odima(Ti) 1,3 Proposition 3.2.27 est alors valide. O

2.3 Composition paralleles de chaines

Nous validons ici la conclusion de la Conjecture 3.2.4 pour la classe des arbres
définis par une composition série d’'une racine et une composition parallele de
chaines de taille identique. La Figure 3.7 illustre cette classe d’arbres.

Chaines paralleles

3

racine

F1GURE 3.7: Composition série d'une racine et une composition parallele de chaines
de taille identique

Nous proposons d’abord des bornes sur la 2-dimension de la composition pa-
rallele de chaines de méme taille.

Proposition 3.2.28. La 2-dimension de la composition parallele de k chaines de
taille n + 1 est entre n + [log,(k)] et n+ sp(k).
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Démonstration. Pour ¢ entre 1 et k, nous considérons C; une chaine de taille n + 1
et B; le treillis booléen B,,. Prouvons d’abord que la composition parallele des
chaines C; (XF_, C;) a la méme 2-dimension que l'ordre 3% | B;.

Notons m{ I'élément minimum de C; et M son élément maximum. Idem, nous
notons m? I'élément minimum de B; et M? son élément maximum.

Comme C; est un sous-ordre de B;, on a dimy (X5, C;) < dimyo(XF_ | By).

Prouvons maintenant que dimy (X5, B;) < dimo (35, Cy).
Soit ¢, un plongement de % | C; dans le treillis booléen de dimension dimsy (35, Cy).
Comme C; est une chaine a n + 1 éléments, nous avons dims(C;) = n (Proposi-
tion 1.2.4) implique n < | (M) \@e(ms)|. 11 est alors possible de coder B; par
|pe( M)\ pe(m§)| couleurs puisque dims(B;) = n.
Soit ¢ une fonction qui utilise 'ensemble de couleurs ¢.(Mg)\d.(m¢) pour coder
les éléments de Bj;, en associant 'ensemble vide & m?, 'ensemble ¢.(MF)\gy(ms)
a M?, et en vérifiant, pour toute paire d’éléments x et y de B; avec x <p, v,
#(z) C &)
Soit ¢’ un plongement qui associe a chaque élément x de Zle B, appartenant au
sous-ordre B, le sous-ensemble ¢.(m$) U ¢?(z). Prouvons que pour tout = et y de
Pordre S-F | B;, = est un prédécesseur de y si et seulement si ¢/(z) C ¢'(y).

Soit et y deux éléments de S-F | B;. Si x est un prédécesseur de y, alors x et y
appartiennent & un certain sous-ordre B;. Par définition de la fonction ¢?, nous
avons x <p, y implique ¢?(x) C ¢?(y). Ceci implique ¢'(x) C ¢'(y).
Réciproquement, supposons que ¢'(x) C ¢'(y), tel que x appartient & B; et y a B;.
D’aprés la définition de ¢}, nous avons y <p, M! implique ¢5(y) C ¢5(M?). Cela
implique  ¢,(mS) U ¢l(y) C ¢c(ms) U ¢h(M?). Donc, ¢(y) C 6.(M). Par défini-
tion du plongement ¢/, nous avons aussi ¢.(m¢) C ¢/(x). A partir de ¢'(z) C ¢/(y),
nous concluons que ¢.(m;) C ¢.(M5). Comme ¢, est un codage par vecteur de bits
de K C;, ¢.(m§) C ¢e(M) implique mg est un prédécesseur de M. Par consé-
quent, nous avons i = j pour ne pas contredire la structure de l'ordre Y°F , C;.
Nous en déduisons que z et y appartiennent au méme sous-ordre B;. Nous avons
#(x) € ¢'(y) implique ¢/(2)\6.(m?) € ¢/(4)\6(m). Cela implique ¢b(z) € 64(y).
Par définition de la fonction ¢?, nous avons ¢?(z) C ¢?(y) implique x <g, y.
Nous concluons que ¢ est un plongement de % | B; dans le treillis booléen
de dimension |U¢.(Mf)|. Puisque |Upe(Mf)| < dima(3F_, C;), nous obtenons
dimo(SF_ | By) < dimy(XF, C)).

Par conséquent dimy (3| B,) = dimy(X%_, C). Comme le treillis booléen B,
possedent 2" éléments, la taille de Zle B; vaut k2™, 1l faut alors un vecteur de
bits (ou ensemble de couleurs) de taille au moins [log,(k2")] pour coder l'ordre
Y Bi

Nous concluons enfin que n + [logy(k)] < dimo(XF, By) = dimo(XF, Cy).
Cela démontre la borne inférieure.
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Afin de démontrer la borne supérieure, nous proposons de coder ’arbre T ob-
tenu a partir d’'une composition série d'une racine r et 'ordre Zle C; par notre
heuristique de codage des arbres : Partitionnement Contigus Généralisé. Rappe-
lons que la taille de ce codage correspond au poids attribué a r, qui se calcule a
partir des poids de ses fils. Notons que le poids de son 7®™¢ fils correspond 2 la taille
du codage de la chaine C; par 'heuristique et il est facile de vérifier qu’elle vaut n.
Ainsi, le poids de r est GC([n, ..., n]) qui vaut n+ sp(k) (cas d'une flat-séquence).

NSRRI

kfois

Comme la 2-dimension de T est égale a dimy (35, C;), dima (S8, C;) < n+sp(n).
Cela démontre la borne supérieure.

La Proposition 3.2.28 est maintenant prouvée. ]

Soit C',...,C% des chaines de taille n 4+ 1. Selon la Proposition 3.2.28, on
a n + [logy(k)] < dimo(XF_, C;) implique k2" < 9dim2(Y11 € Comme la 2-
dimension de Cj, pour i entre 1 et k, vaut n (Proposition 1.2.4), nous obtenons
Sk 2dima(C) < 9dima2(327, C1) Pay conséquent, nous validons la conclusion de la
Conjecture 3.2.4 pour les arbres dont la racine est reliée a des chaines de taille
identique. Une généralisation de ce résultat est déja prouvée par Thierry (cf.
Proposition 3.2.29). Cependant, nous dérivons de notre preuve, que la compo-
sition parallele d’ordres )y, ..., Qk, de méme hauteur n + 1, vérifie la propriété
Sk 2dima(Qi) < 9dim2(Y11 @) 1] suffit de remarquer que

odim2 (37, Ci) < odim2 (37| Qi) < odim2(37 | Bi)

Proposition 3.2.29 (Thierry, 2001). La conclusion de la Conjecture 3.2.4 est
vraie pour toute forét composée de chaines paralleles.

Nous conjecturons que la 2-dimension d’une composition parallele de chaines
de taille identique est calculable en temps polynomial, et il s’agit de la borne supé-
rieure donnée par la Proposition 3.2.28. Si notre conjecture est vraie, nous pouvons
alors calculer un codage de cet ordre par vecteur de bits de taille minimale a ’aide
de notre heuristique de codage des arbres (voir la preuve de la Proposition 3.2.28).

Conjecture 3.2.5. La 2-dimension d’une composition paralléle de k > 1 chaines
de méme taille n + 1 est n + sp(k).
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3 2-approximation de la 2-dimension des arbres

Soit T" un arbre de hauteur h et a [ feuilles. Alors, T' contient une chaine de
taille h + 1 et une antichaine de taille [. Comme la 2-dimension de ces deux sous-
ordres de T est h et sp(l) respectivement (Proposition 1.2.4), la 2-dimension de T
est au plus max(h, sp(l)).

Habib et al. prouvent que le codage de I'arbre T" par ’algorithme Dicho est de
taille au plus 2(h + [log,(1)]) [Habib et al., 2004]. Sachant que [log,(1)] < sp(1),
nous avons h + [log,(1)] < 2max(h,sp(l)). Nous en déduisons que 'algorithme
Dicho calcule un codage de T' de taille au plus 4dimsy (7).

Proposition 3.3.30 (Habib et al., 2004). L’algorithme Dicho est une 4-approximation
de la 2-dimension des arbres.

Habib et al. conjecturent que I'algorithme Dicho est une 2-approximation de
la 2-dimension des arbres. Leur conjecture se formule comme suit :

Conjecture 3.3.6 (Habib et al., 2004). Pour tout arbre T', Dicho(T) < 2dimsy(T).

Dans cette section, nous donnons d’abord quelques classes d’arbres validant
la conclusion de la Conjecture 3.3.6. Nous proposons ensuite quelques pistes pour
étudier la conjecture en question que nous reformulons a la fin de la section.

3.1 Classes de validité

La conclusion de la Conjecture 3.3.6 est validée par Habib et al. pour la classe
des arbres 4-aires [Habib et al., 2004]. Nous validons ici la conclusion de cette
conjecture pour deux autres classes d’arbres.

Proposition 3.3.31 (Habib et al., 2004). Pour T un arbre 4-aire, nous avons
Dicho(T) < 2dimy(T).

Nous montrons que les chenilles et les arbres 2*-complets valident la conclusion
de la Conjecture 3.3.6.
Proposition 3.3.32. Soit T un arbre de hauteur h.
(i) Pour T une chenille, nous avons Dicho(T) < 2dimy(T).
(ii) Pour T un arbre 2%-complet, nous avons Dicho(T) < 2dimy(T).
Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la hauteur de I’arbre.

Les notations et les propriétés utilisées dans cette preuve sont prédéfinies dans le
chapitre précédent 3.2.
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Pour h = 0, nous avons Dicho(T) = dimy(T) = 0. La conclusion de la propo-
sition est satisfaite dans ce cas.

Pour h > 0, nous supposons que les deux propriétés (i) et (ii) sont vraies pour
tout arbre de hauteur au plus h — 1.
Notons r la racine de T et ry,...,7, les fils de r, n étant le degré sortant de r.
Notons 7; le sous-arbre de T enraciné en r;, pour ¢ entre 1 et n. Nous traitons
séparément les deux cas de la proposition :

(i) L’arbre T" est une chenille
Nous posons T;, le sous-arbre non-trivial de 7" (différent du singleton). Nous
supposons que n > 0, car pour n = 0, nous revenons au cas de base h = 0.
Pour n = 1, nous avons Dicho(T) = Dicho(T,) + 1.
Pour n = 2, nous avons Dicho(T') = Dicho(T,,) + 2.
Pour n > 2, nous avons Dicho(T) = D(|0,...,0, Dicho(T},)]).
S
Rappelons que Dicho(T) est la taille du codage de T par I'algorithme Di-
cho, qui est aussi le poids attribué a la racine de T, calculé par la fonction
de poids D. Etant donnée une séquence d’entiers [sq,...,s,], le calcul de
D([s1,...,S,]) consiste a substituer a chaque fois les deux plus petits élé-
ments de la séquence par leur maximum plus deux (Equation 2.1). Nous
proposons une autre fonction alternative, qui ne substitue le dernier élé-
ment s, qu'a la derniere itération (Figure 3.9). Elle permet ainsi d’attribuer
le poids max(Dicho(T,) + 2,D([0,...,0]) + 2) a I’élément r. Notons que
n—1

D([0,...,0]) = 2[logy(n — 1)] (Proposition 2.3.17).

n—1

Codage par algorithme Dicho

© (© (0 <0)icho(Tn))
— Tn
Chenille

Codage Dichotomique

une alternative de ’algorithme Dicho

F1GURE 3.8: Codage Dichotomique d’une chenille

Selon la Proposition 2.3.16 et d’apres ce qui précede, nous déduisons que

Dicho(T) < max(Dicho(T,) + 2,2[logy(n — 1)] +2) pour n > 2
Dicho(T) < Dicho(T,) +2 pourn <2 (3.2)
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Nous bornons maintenant la 2-dimension de 7.

Notons 7" le sous-arbre de T, défini par une composition série de r, r,, et 1),
privé de sa racine. Ainsi, dims(1") = dimo(T,,) + 1 (Proposition 2.1.8). Par
conséquent, dimso(T,,) + 1 < dimo(T).

On a également dimy(T\T,,) < dimso(T). Comme T\T,, est un arbre de hau-
teur 1 et a n—1 feuilles, dimy(T'\T},) = sp(n—1). Ainsi, sp(n—1) < dims(T).
On prouve juste apres (Proposition 3.3.33) que [logy(n—1)]+1 < sp(n—1),
pour n — 1 > 1. Par conséquent, nous avons [logy(n — 1)] + 1 < dimeo(T),
pour n > 2. Nous en déduisons

max(dimy(T,,) 4+ 1, [logg(n — 1)] +1) < dimo(T) pour n > 2
dims(T,) + 1 < dimy(T) pourn <2 (3.3)

Par hypothese d’induction, nous avons Dicho(T),) < 2dims(T,,). Depuis les
Inégalités 3.2 et 3.3, nous obtenons Dicho(T') < 2dimy(T) pour tout n.
(i) L’arbre T est 2F-complet

Prouvons d’abord, par induction sur h, que Dicho(T) = 2hk.
Pour h = 0, nous avons Dicho(T) = 0. La propriété est ainsi vérifiée pour le
cas de base.
Pour h > 0, nous supposons que la propriété est vraie pour les arbres de
hauteur au plus A — 1.
Nous avons T un arbre de hauteur h. La taille du codage de T par I’algorithme
Dicho vaut D([Dicho(1}), ..., Dihco(T,)]) (Figure 3.9). Ainsi, Dicho(T') vaut
Dicho(T,,) + 2[log,(n)] (Proposition 3.3.33), avec n = 2*. Comme les sous-
arbres T} sont 2¥-complet de hauteur h — 1, nous avons, par hypothese d’in-
duction, Dicho(T;) = 2(h — 1)k, pour i entre 1 et n. Nous en déduisons
que Dicho(T) = 2(h — 1)k + 2k = 2hk. La propriété d’induction est ainsi
démontrée.
Nous discutons maintenant la 2-dimension de 7.
Comme T est un arbre 2¥-complet de hauteur A, il possede 2"* feuilles qui
forment une antichaine de T'. Ainsi, sp(2"*) < dims(T).
Nous avons [log,(2"%)] < sp(2"F) implique hk < dimy(T).
Comme Dicho(T') = 2hk, Dicho(T) < 2dims(T).

Les deux cas récursifs que nous venons de prouver permettent de valider la

Proposition 3.3.32.
O
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Dicho(T7)

Dicho(To Dicho(Tg

Arbre 22-complet

FIGURE 3.9: Codage Dichotomique d'un arbre 22-complet

Dans la preuve de la Proposition 3.3.32, nous avons utilis¢ cette propriété
[logy(n)] + 1 < sp(n), pour n un entier plus grand que 2. Nous la justifions ici.

Proposition 3.3.33. Pour tout entier n > 2, nous avons [logy(n)] +1 < sp(n).

Démonstration. Posons k = sp(n). Par définition, nous avons n < (Lﬁ J)' Comme
2

n > 2, la valeur de k vaut aussi au plus 2.

Nous avons (LET%) + (L%TH) = (% +

2 5
[31+1
Cela implique 2( £ ) < (1x1-,) + (1s]20) + (1£)-

2

Selon la formule du bindéme de Newton, on a (Lﬁil) + (LETH) + (L£J> < 2k,
2 2 2

Nous concluons que 2n < 2% ce qui implique [logy(2n)] < [log,(2¥)]. Ainsi,

[logy(n)] +1 < k = sp(n). La Proposition 3.3.33 est maintenant démontrée. [

Comme 2 < k, nous avons 1 < (

3.2 Quelques pistes de preuve

Habib et al. [Habib et al., 2004] montrent que la Conjecture 3.2.4 implique que
I’algorithme Dicho est une 2-approximation de la 2-dimension des arbres, ce qui
permet de confirmer la Conjecture 3.3.6.

Dans la section juste précédente, nous avons infirmé la Conjecture 3.2.4. Nous
proposons ici quelques pistes pour étudier la Conjecture 3.3.6. Nous nous inté-
ressons en particulier aux raisonnements par induction puis par monotonie. Nous
discutons également des pistes déja abordées.

3.2.1 Raisonnement par induction

Soit T" un arbre. Afin de prouver par induction que l'algorithme Dicho calcule
un codage de 7" de taille au plus 2dims(T") (Conjecture 3.3.6), nous devons d’abord
le vérifier pour le cas de base : T est un singleton. Dans ce cas, on a bien Dicho(T)
est au plus 2dims(T), puisque Dicho(T) et dims(T) sont nuls.
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Nous considérons maintenant que la propriété d’induction est vraie pour tout sous-
arbre strict 7" de T. Ainsi, nous avons Dicho(T") < 2dims(T"), par hypothese
d’induction. De plus, nous avons dims(T") < dims(T'), d’apres la monotonie de la
2-dimension. Alors, si nous avons Dicho(T) < Dicho(T"), nous pouvons immédia-
tement déduire que Dicho(T) < 2dims(T).

Pour T quelconque, nous ne pouvons pas admettre qu’il existe toujours un
sous-arbre 7" de T vérifiant la condition Dicho(T") < Dicho(T"). La Figure 3.10
donne un exemple d’un arbre T' tel qu’aucun de ses sous-arbres ne vérifie cette

condition.

T

FIGURE 3.10: Pour tout 77 C T', Dicho(T") < Dicho(T)

Nous prouvons maintenant que pour tout sous-arbre 7" de T, nous avons
Dicho(T") < Dicho(T).

Proposition 3.3.34. Pour T un arbre et T un sous-arbre de T, nous avons

Dicho(T") < Dicho(T).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de 7'.
Pour T un arbre réduit & un unique élément, nous avons Dicho(T") et Dicho(T")
sont nuls. La propriété d’induction est satisfaite dans ce cas.

Nous supposons qu’elle est satisfaite pour tout sous-arbre strict 7" de T'.

Notons T3, ...,T, les sous-arbres de T" dont chacun est enraciné en un fils de sa
racine. Idem, nous notons 77, ..., 7 les sous-arbres de 7" dont chacun est enraciné
en un fils de sa racine. Comme 7" C T, nous supposons, sans perte de généralité,
les deux cas suivant : 7" C T,, ou I} C T;, pour ¢ entre 1 et m.

Nous avons Dicho(T') = D([Dicho(Ty), ..., Dicho(T,)]) > Dicho(T,).

< Pour le premier cas, nous avons Dicho(T") < Dicho(T,) (par hypothese d’in-
duction) implique Dicho(T") < Dicho(T).

— Pour le second cas, nous avons Dicho(T") = D(|Dicho(T7), ..., Dicho(T},)]).
Par hypothese d’induction, nous avons Dicho(T;) < Dicho(T;), pour i entre 1
et m, implique [Dicho(T}), ..., Dicho(T),)] <iezico [Dicho(T}), ..., Dicho(T,,)].
Selon la Proposition 3.3.35, que nous prouverons juste apres, nous avons

D([Dicho(T)), ..., Dicho(T))]) < D([Dicho(Ty),. .., Dicho(T,)]).

Par conséquent, Dicho(T") < Dicho(T), ce qui vérifie la propriété d’induction dans
ce cas. La Proposition 3.3.34 est ainsi prouvée. 0
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Nous prouvons maintenant le résultat énoncé par la Proposition 3.3.35 qui nous
a permis de prouver que la taille du codage d'un arbre, par 'algorithme Dicho,
est plus grande que la taille du codage de ses sous-arbres, par le méme algorithme
(Proposition 3.3.34).

Proposition 3.3.35. Pour S et ) deux séquences d’entiers telles qu’il existe S’
de S de méme taille que Q avec Q <jerico S, nous avons D(Q) < D(S).

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de S.
Pour |S| = 0, nous avons D(Q) et D(S) sont nuls. Ainsi, la propriété d’induction
est vérifiée dans ce cas.

Pour |S| > 0, nous supposons que la propriété est vraie pour toute séquence d’au
plus |S| — 1 entiers.

Posons S = [s1,...,8,], 8" = [s},...,8..] et Q = [q1,--.,Gm], avec m < n. Nous
distinguons deux cas :

1. SIQ = S9
Dans ce cas, nous avons bien [s},...,sh + 2,...,/ ] une sous-séquence de
[S3,..., 82+ 2,...,8] A partir de Q <jewieo S', nOUS pouvons vérifier que
(933 G2 + 2,0, qm] <tewico [S1,---, S5 + 2,...,8,] (voir la preuve de la

Proposition 2.3.18). Par hypothese d’induction, nous pouvons déduire que
D([qzy---yq2+ 2, qm)) < D([s3,...,82+2,...,8,]). Comme nous avons
D(Q)=D([gs,---sq2+2,...,qn) et D(S) =D([s3,...,52+2,...,8,]), nous
concluons que D(Q) < D(S).
2. sy =s;, avec i > 2

Dans ce cas, il est facile de trouver S” de [s3,..., 82 +2,...,8,], de taille m,
telle que S” <jerico S” (S” peut étre la sous-séquence [sh,...,s2+2,...,5]).
Ce qui implique @ <jezico S”. Par hypothese d’induction, nous obtenons
D(Q) < D([s3, .., 82 + 2, .., 8,]). Comme D(S) = D([s3,...,5 + 2,...,5]),
nous en déduisons que D(Q) < D(S5).

La propriété d’induction est alors vérifiée dans les deux cas. La Proposition 3.3.35
est maintenant démontrée. ]

Nous venons de montrer que pour tout sous-arbre 7" de T', Dicho(T") < Dicho(T).
En supposant, par hypothése d’induction, que Dicho(T") < 2dimsy(T"), nous cher-
chons comment en déduire que Dicho(T') est au plus 2dims(T).

D’apres la Définition 2.3.7, un codage Dichotomique de T consiste a le parti-
tionner en deux foréts, susceptibles d’étre codées par le méme ensemble de couleurs,
puis de répéter ce processus sur chacune d’elles. En considérant le codage par 1’al-
gorithme Dicho, il est certain qu’il subdivise T" en deux foréts dont I'une admet un
codage de taille Dicho(T') —2 (Figure 3.11). Ainsi, si la 2-dimension de cette forét
est au plus dimo(T) — 1, on conclut immédiatement que Dicho(T) < 2dims(T).
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Par abus de langage, nous désignons par un codage Dichotomique d’une forét F,
le codage de I'arbre obtenu par la composition série d'une racine et cette forét.
Nous notons Dicho(F') la taille de ce codage.

Dicho(T) — 4

Algorithme
Dicho

Dicho(T)

FIGURE 3.11: Partitionnement d’un arbre en foréts par ’algorithme Dicho

Thierry conjecture qu’il existe toujours un partitionnement de 7" en deux
foréts dont chacune est de 2-dimension au plus dimo(T) — 1 [Thierry, 2001]. 11
montre aussi que cette conjecture implique Dicho(T) < 2dimo(T). Toutefois, il
infirme sa conjecture a 'aide d’'un exemple d'un arbre (cf. Figure 3.12) admet-
tant un partitionnement par l'algorithme Dicho en deux foréts F; et Fy avec
dimy(Fy) = dimo(T) et dims(Fy) < dimo(T) — 2. La Proposition 3.3.36 affirme
que ce partitionnement permet de valider la conclusion de la Conjecture 3.3.6 pour

le cas récursif.
I3 7

T Partitionnement de T'
par l'algorithme Dicho

FIGURE 3.12: dimy(T') = dimo(T" +T") = dimo(T") + 2

Proposition 3.3.36. Soit T' un arbre admettant un partitionnement par [’algo-
rithme Dicho en deux foréts Fy et Fy de tel sorte que dims(Fy) = dimo(T) et
dimy(Fy) < dimo(T) — 1. En supposant que la taille du codage de Fy (resp. Fy),
par l'algorithme Dicho, est au plus deux fois sa 2-dimension, nous pouvons dire
que Dicho(T) < 2dimy(T).
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Démonstration. Comme 'arbre T est partitionné par I’algorithme Dicho en deux
foréts Fy et Fy, nous distinguons alors deux cas pour calculer Dicho(T).

1. Dicho(T) = Dicho(Fy) + 2
Supposons que Fj correspond a un sous-arbre de T'. Ainsi, la composition
série de la racine de T', celle de F; et F) privé de sa racine est aussi un sous-
arbre de T' de 2-dimension dimy(F;)+ 1 (Proposition 2.1.8). Par conséquent,
dima(F1) + 1 < dimy(T). Comme dimso(Fy) = dims(T), notre hypothese de
départ est fausse. Alors Fj est une forét aussi partitionnée en deux sous-
foréts Fi; et Fip. Sans perte de généralité, nous supposons que Dicho(Fi;)
vaut Dicho(Fy) — 2. Ainsi, Dicho(Fi;) vaut Dicho(T) — 4 ce qui implique
Dicho(T) — 4 < Dicho(F), car le codage est calculé par I'algorithme Dicho
qui substitue les plus petits poids en premier (Dicho(Fi;) et Dicho(Fi2) déja
substitués par Dicho(F})).
Nous avons dimsy(Fs) < dimy(T") —2 (selon 'énoncé de la proposition). Nous
supposons que Dicho(Fy) < 2dimy(Fy). Comme Dicho(T) —4 < Dicho(F5),
nous en déduisons que Dicho(T) < dims(T).

2. Dicho(T) = Dicho(Fy) + 2
Supposons que Dicho(Fy) < 2dims(Fy). Comme dimay(Fy) < dimo(T) —2 et
Dicho(T) —2 = Dicho(F3), nous obtenons Dicho(T') < 2dims(T) — 2, ce qui
implique Dicho(T) < 2dims(T).

Les deux cas traités permettent de valider la Proposition 3.3.36.
O

Il est a noter que si le partitionnement de 7" est limité aux cas précédemment
discutés, nous aurons ainsi tous les éléments pour rédiger une preuve par induction
de la Conjecture 3.3.6. Il reste maintenant a vérifier s’il existe un partitionnement
de T en deux foréts dont la 2-dimension de 1'une est dims(T') et de 'autre est au
moins dimg(T) — 1. En effet, arbre présenté dans la Figure 3.13 admet un tel
partitionnement (cf. Figure 3.1 de la Proposition 3.0.21, cas (A)).

dims(T) dima(T)

VN NN N

dima(T) — 1 dima(T)

1
J

FI1GURE 3.13: Différents partitionnements possibles d’un arbre
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Dans la suite de notre étude du raisonnement par induction, nous nous sommes
posés la question suivante :

Question : Est ce que tout arbre 1" contient un sous-arbre strict 7" tel que ’écart
entre la taille du codage de T et T" par 'algorithme Dicho est au plus deux fois
I’écart entre leur 2-dimension ?

Notons que si un tel sous-arbre T” existe, et en supposant par hypothese d’in-
duction que Dicho(T") < 2dims(T"), nous pouvons immédiatement en déduire que
Dicho(T) < 2dimsy(T).

Pour répondre a cette question posée, nous avons examiné plusieurs cas parti-
culiers de sous-arbre de 7', mais n’avons pas eu de résultats probants. A présent,
la question est ouverte et nous la laissons comme perspective.

3.2.2 Raisonnement par monotonie

Soit 7" un arbre non trivial (différent du singleton). Nous donnons ici quelques
idées permettant de justifier que Dicho(T) < 2dimy(T') suivant un raisonnement
par monotonie.

Soit h la hauteur d'un arbre binaire généré suite au codage de T par 'algo-
rithme Dicho. En notant By 'arbre binaire complet de hauteur h, nous avons
T se plonge dans Bp. Puisque T est non trivial, il admet alors une chaine a 2
éléments comme sous-arbre. Ainsi nous avons ! C 7' C Bp. Comme nous ’avons
démontré précédemment, la taille du codage des arbres par l'algorithme Dicho
est monotone par sous-arbres : pour tout sous-arbre strict 7" de T', nous avons
Dicho(T") < Dicho(T') (Proposition 3.3.34). Il en résulte de cette propriété de
monotonie et aussi celle de la 2-dimension, les deux inéquations suivantes, illus-
trées par la Figure 3.14.

Dicho(!) < Dicho(T) < Dicho(Br),

Entier
2dims(A)

Dicho(A)

L S =

Y Y Y Y

Arbre A To 1

«h.cT"c T c T"C Br

FIGURE 3.14: La 2-dimension vs la taille du codage via Dicho
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Il est normal que la taille du codage d'un arbre binaire par l'algorithme Di-
cho corresponde au maximum degré d’une chaine de cet arbre. Ainsi, nous avons
Dicho(!) =1 et Dicho(Br) = 2h. Sachant que dims(!) vaut 1 (Proposition 3.1.23)
et dims(Br) vaut 2h (Proposition 1.2.4), nous obtenons

Dicho() < 2dims (%) et Dicho(Br) < 2dims(Br). (3.5)

Nous nous proposons de voir dans quelle mesure ’arbre T" admet un codage
par l'algorithme Dicho de taille 2dimy (7).

Dans leur étude de la méme Conjecture 3.3.6, Habib et al. proposent une va-
riante de l'algorithme Dicho, appelée DichoFEven, permettant de calculer un codage
par vecteur de bits de taille paire pour tout arbre [Habib et al., 2004]. Elle se dis-
tingue de l'algorithme Dicho par le fait qu’elle attribue aux éléments ayant un
fils unique, le poids de leurs fils plus deux (au lieu du poids de leurs fils plus un,
comme le propose 'algorithme Dicho). Elle permet ainsi de calculer un codage
de T'arbre T' de taille paire, notée DichoFven(T). La taille de ce codage vaut
Dicho(T) si Dicho(T) est paire. Par conséquent, Dicho(T) = 2dimy(T') implique

%”e”m = dims(T"). Nous nous demandons dans quels cas %mm vaut la
2-dimension de 7.
Conjecture 3.3.7. Soit T un arbre. Nous avons w = dimo(T) si et

seulement si T est une chaine.

Nous montrons maintenant que la Conjecture 3.3.7 implique une preuve par
monotonie de la Conjecture 3.3.6.

Proposition 3.3.37. Si la Conjecture 3.53.7 est vraie, alors l’algorithme Dicho est
une 2-approximation de la 2-dimension des arbres.

Démonstration. Nous supposons que la Conjecture 3.3.7 est vraie. Etant donné un
arbre T" de hauteur h, montrons par monotonie que Dicho(T') est au plus 2dims(T).
Il est a noter que Dicho(T) < DichoFven(T) et que la propriété de monotonie de
Dicho s’étend naturellement au DichoEven.

Pour T une chaine, on a %Umm = dimy(T) implique Dicho(T) < 2dims(T).

Nous traitons maintenant le cas ou 'arbre T" est différent d’une chaine.
Soit C' une chaine maximale de T". Remarquons que pour tout sous-arbre C’ de C,
DichoEven(C’ : . .
nous avons %ﬁm() = dims(C") car C' est aussi une chaine.

Soit C? le plus petit sous-arbre de T, différent d’'une chaine et contenant C, i.e.
C C C* CT. L’arbre C? est alors une peigne de hauteur h et a 2 feuilles.
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Nous avons dimy(C?) = h + 1, DichoEven(C?) < 2h + 2 [Habib et al., 2004] et
DichoEven(C?) # dimy(C?) (car C* n’est pas une chaine) implique

DichoEven(C?)
2

Nous avons également DichoEven(Br) = 2h = Dicho(By) [Habib et al., 2004],
dimy(Br) = 2h (Proposition 3.1.23) implique

< dims(C?). (3.6)

DichoEven(Br)
2

De plus, comme tout sous-arbre 7" tel que C? C T" C By est différent d’une chaine,

nous avons
DichoEven(T")

2

Déduire de la propriété de monotonie des fonctions DichoEven et dimo et
des Inéquations 3.6, 3.7 et 3.8, que %”e"m < dimo(T), n’est pas suffisant.
Nous devons aussi vérifier si les courbes des deux fonctions se croisent en une
structure qui n’est pas forcément un arbre. Pour cela, nous prenons 7T et T, deux

arbres tels que |T5| = |71 + 1. Nous supposons que %”e"m) < dims(T7) et

dims(T3) < DichoBven(a) ot nous avons aussi dimo(Th) < dims(Ty) car Ty C Ts.

2
DichoEven(T DichoEven(T: .
Dans ce cas, nous obtenons %ﬁm(l) +a = %’M avec a > 2. Ceci

implique que I"écart entre DichoEven(Ty) et DichoEven(T;) vaut au moins 4.
Or, cela n’est pas possible car la taille du codage d'un arbre par l'algorithme
DichoFEven peut augmenter d’au plus 2 bits si on augmente la taille de I'arbre
d’un élément. Maintenant, nous pouvons conclure que %”enm < dimy(T), ce
qui implique Dicho(T') < 2dimy(T') (cf. Figure 3.15 pour une illustration).

£ dima(T"). (3.8)

Entier

dima(A)

DichoEven(A)/2
Arbre A . I } v/ \>/ b/ \<>/
o C' C C? T T Br

FIGURE 3.15: La 2-dimension vs la taille du codage via DichoFEven

=N W e Ot

TocC' cC c C*?c T c T C Br

Nous avons ainsi rédigé une preuve par monotonie de la Conjecture 3.3.6 qui
repose sur la validité de la Conjecture 3.3.7. Notre Proposition 3.3.37 est alors
démontrée. O
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3.3 Reformulation

Nous proposons ici une reformulation de la Conjecture 3.3.6 que nous avons
étudié dans cette section. Nous expliquons l'intérét de cette reformulation dans le
dernier chapitre de ce manuscrit.

Soit T" un arbre. Par Définition 2.3.7, un codage Dichotomique de T est clai-
rement basé sur son plongement dans un arbre binaire. Soit B un arbre binaire
généré par l'algorithme Dicho lors du codage de T, et dans lequel se plonge T
Rappelons que la taille de ce codage correspond au maximum degré d’une chaine
de B. Puisque 'algorithme Dicho calcule un codage Dichotomique de taille mini-
male [Habib et al., 2004], il géneére alors un plongement de 7" dans un arbre binaire
ayant le plus petit maximum degré d’'une chaine.

Nous proposons ici une variante de I'algorithme Dicho, appelée Unicho, permet-
tant de plonger 7" dans un arbre binaire de plus petite hauteur, notée Unicho(T).
Nous détaillons les instructions de cette variante dans I’Algorithme 10.

Données : Un arbre T'
Résultat : Plongement de T" dans un arbre binaire
O <« ordre topologique inverse des éléments de T’

=

/* Initialisation des poids */
2 pour tout x dans O faire
s | w(w) <+ -1
4 fin
5 pour tout x dans O de poids négatif faire
6 si x est une feuille alors
7 | w(z) 0
8 fin
9 si x posséde un seul fils u alors
10 | w(z) « wu) +1
11 fin
12 si x posséde exactement deux fils u et v alors
13 | w(z) + max(w(u), w(v)) + 1
14 fin
15 si x posséde au moins trois fils alors
16 Choisir les deux fils v et v de plus petits poids
17 Ajouter un nouvel élément z a T comme fils de = et parent de u et v
18 w(z) + max(w(u), w(v)) + 1
19 fin
20 fin
/* retourner Unicho(T), la hauteur de 1’arbre binaire */

21 retourner w(x)
Algorithme 10 : Algorithme Unicho
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Notons que les deux algorithmes Unicho et Dicho se distinguent au niveau
des instructions en lignes 13 et 18. En effet, I'algorithme Dicho attribue le poids
max(w(u), w(v)) + 2 a chacun des éléments z (ligne 13) et z (ligne 18). Ainsi,
I’Algorithme 10 s’exécute en temps polynomial.

Nous prouvons maintenant que, effectivement, ’algorithme Unicho plonge T
dans un arbre binaire de hauteur minimale.

Théoreme 3.3.21. L’Algorithme 10 calcule un plongement d’un arbre T' dans un
arbre binaire de hauteur minimale.

Démonstration. Nous proposons une preuve par induction sur la taille de T'. No-
tons r la racine de T" et T7,...,T, les sous-arbres de T dont chacun est enraciné
en un fils de sa racine.

Pour T réduit a r, nous avons Unicho(T) = 0 et il est minimal.

Nous supposons que la propriété d’induction est satisfaite pour tout sous-
arbre T;, pour ¢ entre 1 et n, avec n > 0. Afin de prouver la conclusion du théoreme
pour le cas récursif, il suffit de montrer que I’Algorithme 10 attribue le poids mi-
nimum a r. Pour montrer cela, nous définissons la fonction de poids U qui calcule
le poids de r a partir des poids de ses fils (Unicho(T;), pour ¢ entre 1 et n), pas-
sés a la fonction sous forme d’une séquence d’entiers S. Cette fonction retourne
Unicho(T). Notons Unicho(T;) par s;, pour i entre 1 et n. Sans perte de généralité,
nous considérons s; < --- < s,,.

51+ 1 si S| =1,
US) =S sa+1 si |S] = 2, (3.9)
U([s3,- -y 82+1,...,81]) sinon

Prouvons par induction sur la taille de S que U(S) est minimal. Nous vérifions
d’abord les cas de bases.

Pour |S| = 1, nous avons r a un seul fils. La hauteur minimale d’un arbre binaire
dans lequel se plonge T est s; + 1, et nous avons U(S) = s; + 1.

Pour |S| = 2, nous avons r a deux fils. La hauteur minimale d'un arbre binaire
dans lequel se plonge T" est s + 1, car s; < s9, et nous avons U(S) = sy + 1.

Pour |S| = 3, nous avons r a trois fils. Nous énumérons, dans la Figure 3.16,
toutes les possibilités du plongement de T" dans un arbre binaire. Selon la figure, la
hauteur minimale d’un arbre binaire ou se plonge 'arbre 7" est max(sg + 1, s3) + 1
qui correspond a U([sy, Sz, S3]).

Pour |S| > 3, nous supposons que la propriété d’induction est vraie pour toute
séquence de taille au plus |S| — 1.
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s1 82 83 s1 82 83 s1 82 83

PR AW

max(s2 +1,s3)+1 max(s3s+1,s1)+1 max(sz3+1,s2)+1

FIGURE 3.16: Plongements d’un arbre, dont la racine a trois fils, dans un arbre
binaire

Dans ce cas, nous avons U(S) = U([s3,...,s2+1,...,5,]). Par hypothese d'induc-
tion, nous avons U([ss,...,s2 + 1,...,8,]) minimal ce qui implique la minimalité

de U(9).

Par conséquent, I’Algorithme 10 attribue le poids minimum a r, qui corres-
pond a la hauteur de l'arbre binaire dans lequel se plonge 7. Nous concluons
que 'algorithme Unicho plonge T' dans un arbre binaire de hauteur minimale. Le
Théoreme 3.3.21 est ainsi prouvé.

O]

Nous venons de prouver que ’algorithme Unicho plonge 'arbre T" dans un arbre
binaire de hauteur minimale. Nous conjecturons qu’il existe un plongement de T
dans un arbre binaire de hauteur dims (7). Notre conjecture s’énonce comme suit :

Conjecture 3.3.8. Pour tout arbre T différent d’une chaine, Unicho(T) < dimo(T),
et plus précisément, Unicho(T) + 1 < dimy(T).

Nous montrons maintenant que notre Conjecture 3.3.8 implique la Conjec-
ture 3.3.6 : la 2-approximation de I'algorithme Dicho.

Proposition 3.3.38. Pour tout arbre T, si Unicho(T) + 1 < dimy(T) alors
Dicho(T) < 2dimy(T).

Démonstration. Nous montrons d’abord que Dicho(T) < 2Unicho(T).

Soit By et B, des arbres binaires générés par les algorithmes Dicho et Unicho
respectivement, a partir de la donnée de I'arbre T'. En notant mg (resp. m,) le
maximum degré d’une chaine de By (resp. B,), nous avons mg < m,,. Nous rappe-
lons que 'algorithme Dicho plonge T dans un arbre binaire de plus petit maximum
degré d’une chaine.

Notons h la hauteur de l'arbre binaire B,. Ainsi, m, < 2h ce qui implique
mqg < 2h. Comme Dicho(T) = my et Unicho(T) = h, nous en déduisons que
Dicho(T) < 2Unicho(T).

En supposant que Unicho(T) < Unicho(T) 4+ 1 < dimy(T"), nous concluons que
Dicho(T) < 2dims(T). O
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La Conjecture 3.3.8 exprime également que tout arbre admettant un plonge-
ment dans un treillis booléen de dimension n, est plongeable dans un arbre binaire
complet de hauteur n (et méme n — 1) (Figure 3.17).

T B,

FIGURE 3.17: L’arbre T se plonge dans B, et aussi dans un arbre binaire complet
de hauteur 4 et meéme celui de hauteur 3

Dans le chapitre suivant, nous montrons qu’il existe un codage de T" par vecteur
de Unicho(T)+1 bits. Nous verrons comment récupérer la relation d’ordre entre les
éléments de T dans un tel codage. Nous discutons aussi les éventuels avantages de
ce codage par rapport au codage par vecteur de bits lié au calcul de la 2-dimension,
qui code les éléments de T' par vecteur de dimo(T") bits.
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Chapitre 4

Autres codages par vecteur de

bits

159

You see things; you say, "'Why 7’
But I dream things that never
were ; and I say "Why not 7’

George Bernard Shaw



Introduction

La notion classique de codage des ordres par vecteur de bits consiste a plonger
un ordre dans un treillis booléen — ({0, 1}", <). Il est possible de généraliser cette
notion en plongeant 'ordre dans I'ensemble {0, 1}" muni d’une relation d’ordre
autre que celle usuellement définie sur cet ensemble. Par exemple, on peut consi-
dérer qu'un vecteur U est inférieur a un vecteur V si U XOR V = V. En choisissant
la relation d’ordre adéquate, on peut ainsi obtenir des compressions efficaces de
I’ordre initial.

Le sujet de cette these est centré autour de la 2-dimension des ordres qui
correspond a la taille minimale de leur codage par vecteur de bits. En généralisant
la notion de ce type de codage, on se demande s’il existe un codage efficace des
ordres par vecteur de bits de taille inférieure a la 2-dimension.

Dans ce chapitre, nous répondons positivement a cette question pour le cas des
arbres binaires puis nous discutons le cas général des arbres.

1 Rappels

Nous rappelons ici les criteres permettant d’évaluer l'efficacité d’un codage et
aussi les caractéristiques d’un codage efficace.

Soit P = (X, <) un ordre a n éléments. Nous évaluons Uefficacité d'un codage
de P a partir (1) de sa taille, qui correspond au nombre de bits codant chaque
élément de P; (2) du temps nécessaire pour récupérer la relation d’ordre entre
deux éléments de P; (3) de la complexité (arithmétique) en temps et en espace du
calcul de ce codage.

Etant donné un codage de P, nous dirons qu’il est efficace si sa taille est en
O(logy(n)), s'il vérifie la relation d’ordre entre deux éléments en temps linéaire par
rapport a la taille du codage, et s’il code les éléments de P en temps et en espace
polynomiaux par rapport a n.

2 Codages par vecteur de bits des arbres binaires
complets

Cette section expose trois codages par vecteur de bits différents pour le cas
des arbres binaires complets. Nous décrivons ces codages puis nous mesurons leurs

criteres d’évaluation. Nous en déduisons par la suite le codage par vecteur de bits
le plus efficace pour les arbres binaires complets.
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2.1 Codage via un plongement dans un treillis booléen

Soit T' = (X, <7) un arbre binaire complet de hauteur h. Nous calculons un
codage de T par vecteur de bits a travers le plongement de 7" dans un treillis
booléen de dimension 2h. Rappelons que la 2-dimension de 7" vaut exactement 2h
(Proposition 3.1.23).

¢ Description du codage

Soit ¢ une fonction de X vers {1,...,2h} qui associe a chaque élément x de X,
distant de ¢ de la racine de T', la valeur 2 — 1 ou 2¢ de telle sorte que deux éléments
avec le méme parent n’aient pas la méme valeur.

Nous définissons ensuite le codage ¢ qui associe a chaque élément x de T le
vecteur de bits V, = [xq,..., 9] tel que x; est & 1 §'il existe un élément a de T
vérifiant a <7 z et ¥(a) =1, et il est a 0 sinon, pour i de 1 a 2h.

Montrons que ¢ est un plongement de 7' dans le treillis booléen ({0, 1}, <).
Pour cela, nous devons prouver que pour toute paire d’éléments x et y de X,
x <py siet seulement si V,, <V,.

Soit x et y deux éléments de T'.

1. Supposons que x <r y. Pour i de 1 a 2h, si x; = 1 cela signifie qu’il existe
un élément a de X tel que a <7 x et ¢(a) = i. Comme = <7 y, nous avons
a <r y implique y; = 1. Sinon, nous avons x; = 0 et y; est dans {0,1}
implique x; < y;. Nous en déduisons que V, < V.

2. Réciproquement, nous supposons que V,, < V. Montrons alors que x < y.
En raisonnant par absurde, nous avons deux cas. Le premier cas y <p x
implique, d’apres (1) de cette preuve, V,, < V, ce qui contredit I'hypothese
de départ. Le deuxieme cas correspond a x et y incomparables. Notons z le
plus grand prédécesseur commun de x et y, et notons a et b ses successeurs
immédiats qui sont respectivement des successeurs de x et y. Alors, nous
avons Ty = 1 et yypp) = 1. Nous avons également ¢(a) # 1(b) car a et b
ont le méme parent z. Soit v un élément de T tel que ¥(v) = ¥(a). Les
éléments a et v, et également b, sont alors a la méme distance de la racine
de T. Comme b est déja un prédécesseur de y, I’élément v ne peut jamais
I'étre par conséquent. Ainsi, yy,) = 0. Nous en déduisons que V, et V
sont incomparables. Cela contredit également I'hypothese de départ. Nous
concluons que z <r y.

Le plongement ¢ définit alors un codage par vecteur de bits de T, que nous
illustrons par la Figure 4.1 (les valeurs en rouge sont calculées par la fonction 1)).
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[1,0,1,0,1,0] [1,0,1,0,0,1] [1,0,0,1,1,0] [1,0,0,1,0,1] [0,1,1,0,1,0] [0,1,1,0,0,1] [0,1,0,1,1,0] [0,1,0,1,0,1]
= N n n
o <

@,

[0,0,0,0,0,0]

FI1GURE 4.1: Codage d’'un arbre binaire complet via un plongement dans un treillis
booléen

¢ Evaluation du codage

Le codage que nous venons de définir est de taille 2k vu qu’il correspond au
plongement de T dans le treillis booléen ({0,1}?" <). De plus, tester si z <7y
revient a tester si V, <V,,. Ce test est effectué en temps O(h), qui est linéaire par
rapport a la taille du codage. Finalement, le calcul du codage est de complexité
en temps et en espace polynomiaux par rapport a la taille de 'arbre. En effet, il
est possible de calculer I'affectation 1 ainsi que le plongement ¢ simultanément en
un seul parcours de 'arbre : suivant un parcours en largeur, il suffit d’initialiser le
vecteur de bits de I’élément z par celui de son parent puis mettre a 1 le ¢(x)*me
bit du vecteur. La racine regoit le vecteur nul (vecteur dont tous les bits valent 0).
Notons que la taille de ce codage est en O(log,(|X])).

2.2 Codage via un étiquetage suivant un parcours infixe

Soit T = (X, <r) un arbre binaire complet de hauteur h. Nous proposons dans
cette sous-section un codage de T inspiré de l'algorithme de Harel et Tarjan. Cet
algorithme permet de trouver le plus grand ancétre commun de deux éléments
d'un arbre en temps logarithmique et se base sur un étiquetage des éléments de
I'arbre suivant un parcours infixe [Harel et Tarjan, 1984].

¢ Description du codage

Nous considérons I'application ¢ de X vers {1,...,2"*1 —1} qui associe au i®™°
élément visité de T', suivant un parcours infixe, la valeur 7. Nous rappelons quun
parcours infixe d’'un arbre binaire consiste a visiter récursivement les éléments de
son sous-arbre de gauche, puis sa racine et enfin les éléments de son sous-arbre de
droite.

Nous définissons ensuite le codage ¢ qui associe a chaque élément x de T la
représentation binaire de l'entier ¢(x). Il s’agit d’une représentation sous forme
d’un vecteur de bits de taille au plus h+ 1, i.e. [log,(]X])]. Cela vient du fait que
tout entier p est représenté par [log,(p)] bits.
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Harel et Tarjan affirment que le plus grand ancétre commun de deux éléments x
et y de T se trouve a une distance de d = |log,(r)| des feuilles de T', avec r I'entier
dont la représentation binaire est ¢(x) XOR ¢(y). Ils montrent ainsi qu’il s’agit de
Pélément = tel que (2) vaut 247 [ 24 | 4 2¢ qui vaut également 201 2 | 4 24,
Gréace a ces résultats, ils introduisent la fonction nca qui prend en parametre
deux ¢éléments de 'arbre et retourne leur plus grand ancétre commun en temps
logarithmique.

Nous considérons la relation d’ordre =<, s définie par o <, y si et seulement si
nca(z,y) = x. Montrons alors que ¢ est un plongement de 7" dans ({0, 1}, <, ).
Pour cela, nous devons prouver que pour toute paire d’éléments x et y de X, z <p y
si et seulement si <, ¢ v.

Par définition, nous avons = < y implique nca(z,y) = x, i.e. * <;r y, et la
réciproque est aussi vraie. Par conséquent, le plongement ¢ définit un codage par
vecteur de bits de T', que nous illustrons par la Figure 4.2 (les valeurs en rouge
sont calculées par 'application ).

[0,0,0,1] [0,0,1,1] [0,1,0,1] [0,1,1,1] [1,0,0,1] [1,0,1,1] [1,1,0,1] [1,1,1,1]

[0,1,0,0] [1,1,0,0]

Fi1GURE 4.2: Codage d'un arbre binaire complet via un étiquetage suivant un par-
cours infixe

¢ Evaluation du codage

Nous avons calculé un codage par vecteur de bits de T' grace au plongement
de T dans ({0,1}"*1 <,,,). La taille de ce codage est h + 1, et elle est minimale
puisque Iarbre T est de taille 2"+,

Pour répondre a la requéte « x < y 7 », pour = et y deux éléments de T, il suffit
de calculer nca(z,y) : trouver la valeur de d puis de ¢ (z). Ce calcul fait appel
aux opérations : |log, | ; division entiére sur une puissance de 2 ; multiplication par
une puissance de 2; addition; opération logique XOR. Nous traduisons quelques
opérations arithmétiques en des opérations logiques :

— L’opération [log,(n)| retourne Iindice du bit le plus a gauche de la repré-

sentation binaire de 'entier n.
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— Un division entiére de A sur 28 exprime un décalage a droite de A de B bits.

— Une multiplication de A par 2P signifie que la valeur de A est décalée a

gauche B fois.

Remarquons que toutes les opérations arithmétiques et logiques qui inter-
viennent dans le calcul de nca(z,y) s’exécutent en temps linéaire par rapport
a la taille des entiers ou des vecteurs de bits en entrée, et donc en O(h). Enfin,
ce codage est calculable en temps polynomial car il nécessite un seul parcours de
I’arbre pour coder ses éléments. La complexité en espace de ce codage est en O(n?).

2.3 Codage via un étiquetage suivant un parcours en lar-
geur

Soit T" = (X, <r) un arbre binaire complet de hauteur h. Suivant la méme
stratégie du codage précédent, inspiré de l'algorithme de Harel et Tarjan, nous
proposons un codage de T" a partir de son étiquetage suivant un parcours en largeur.

¢ Description du codage

Etant donné un parcours en largeur de 7', notons ¢ Papplication de X vers
I'ensemble {1,...,2"*! — 1} qui associe au i®"® élément visité de T la valeur 4. Un
parcours en largeur d’un arbre consiste a visiter la racine de ’arbre en premier,
puis ses fils de gauche a droite, puis les fils de ses fils de gauche a droite et ainsi
de suite.

Nous définissons ensuite le codage ¢ qui associe a chaque élément x de T
un vecteur de bits de taille h 4+ 1 correspondant a la représentation binaire de
I'entier ¢(x).

Nous devons maintenant trouver la relation d’ordre R pour que ¢ soit un plon-
gement de T dans ({0, 1}" R). Soit x et y deux éléments de X tels que z <r y.
Cherchons la relation entre les vecteurs de bits ¢(x) et ¢(y) ou tout simplement
entre les entiers ¢(x) et ¥(y).

Comme l'étiquetage de T' s’est fait suivant un parcours en largeur, nous obte-
nons les propriétés suivantes (voir Figure 4.3 pour une illustration) :

1. Pour tout élément x de T, distant de h, de la racine de T, ¥(z) est dans
[2he 2hatl 1],

2. Soit x un élément de T distant de h, de la racine de T'. Pour tout successeur y
de z, distant de h,, de la racine, la valeur ¢ (y) est comprise entre 2"v~"=1)(z)
et 2Mv=haqy)(z) 4 2hw=he — 1
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2hy—ha gl¢gments

th‘_A_‘t U v w Yy oz 2hy+l _
] X  JREREE S o .

Hauteur hy

P(z) =2" + o <
o 2ha gléments

P(t) = 2hy 4 2hy—ha 1 S

Sohatl _
() = 2hv + 2hy—ha 2 !
Y(v) =2 2 x 2hy—he — 1
Hauteur h
P(w) = 2"y 4 o x 2hy—he e

P(z) = 2" + (a+1) x 2hv—ha 1

racine

F1GURE 4.3: Propriétés du codage via un étiquetage suivant un parcours en largeur

La premiére propriété implique que tout élément z de T est distant de [log, (¢ (z)) |
de la racine de T 1l s’ensuit que x <7 y si et seulement si ¢)(y) appartient a I'inter-

valle d’entiers [ (z)2"=v, o) (x)2"=v+2h=v —1] avec h,,, = [logy (¢ (y))]—|logy(¥(x))].
Nous en déduisons les équivalences suivantes :

P(@)2" < P(y) < ()2t + 2" — 1 &

U(y) 1
U(y)
Enfin, nous pouvons exprimer la relation d’ordre suivante :
U(y) _
T <Y g mon- mmwe ] = V@)

Comme cette relation d’ordre calcule une division de ¢ (y) sur une puissance de 2,
nous pouvons alors l'exprimer par un décalage logique a droite de ¢(y). Nous
rappelons que ¢(y) correspond a la représentation binaire de 1 (y). Pour redéfinir
cette relation d’ordre, nous utilisons le symbole >> du langage bas niveau AVR
Assembler. Ce symbole indique un décalage logique de l'opérande de gauche vers
la droite du nombre de bits donné par 'opérande de droite. Nous notons EPL la
relation d’ordre suivante :

z EPL y < ¢(y) >> [logy(v(y))] — [loga(¢(x))] = ().
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Il est clair que x <7 y si et seulement si x EPL y. Par conséquent, le codage ¢
définit un plongement de 7' dans ({0,1}"*! EPL ). Par définition, il s’agit d'un
codage par vecteur de bits de T'. Ce codage est illustré dans la Figure 4.4 (notons
que les valeurs en rouge sont calculée par application ).

[1,0,0,0] [1,0,0,1] [1,0,1,0] [1,0,1,1] [1,1,0,0] [1,1,0,1] [1,1,1,0] [1,1,1,1]

8 9 10 11 12 13 14 15

[0,0,1,0]

FI1GURE 4.4: Codage d'un arbre binaire complet via un étiquetage suivant un par-
cours en largeur

¢ Evaluation du codage

Le codage par vecteur de bits de T est défini par le plongement de T dans
({0,1}*1 EPL). La taille de ce codage vaut alors h + 1 et elle est minimale du
fait que I'arbre T possede 2"*! éléments. Le test « x <p y? », pour z et y deux
éléments de T', est calculé par z EPL y. Ce calcul s’effectue en temps O(h), linéaire
par rapport a la taille du codage. En effet, il suffit de remarquer que ce calcul fait
appel a des opérations logiques qui s’exécutent en temps linéaire par rapport a la
taille de 'entrée : des vecteurs de bits de taille h+1. Notons que le logarithme d'un
nombre correspond a l'indice du bit le plus a gauche de sa représentation binaire.
Comme le codage est calculé en un seul parcours de T', sa complexité en temps
est polynomiale par rapport a la taille de I'arbre. Sa complexité en espace est

en O(n?).

2.4 Synthese

Nous avons exposé trois codages par vecteur de bits différents pour les arbres
binaires complets. Nous synthétisons dans la Table 4.1 leurs mesures d’efficacité.

Nous constatons que les trois codages sont efficaces d’apres les criteres rappelés
précédemment. Néanmoins, les deux derniers se montrent plus efficaces en pratique
vu qu’ils offrent un codage de taille minimale. Il en résulte que I’'on peut calculer un
codage par vecteur de bits pour le cas des arbres binaires complets plus intéressant
que celui basé sur le plongement dans un treillis booléen.
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Codage par vecteur Taille du codage Cout de Complexités de
de bits «x <py?» calcul du codage

Plongement dans un
treillis booléen dims(T) = 2h O(h) polynomiaux

Etiquetage suivant un
parcours infixe [log,(|T])] = h+1 O(h) polynomiaux

Etiquetage suivant un
parcours en largeur  [log,(|T|)] = h+1 O(h) polynomiaux

TABLE 4.1: Caractéristiques des codages par vecteur de bits d'un arbre binaire
complet T" de hauteur h

Nous traitons dans la suite le cas des arbres binaires en nous servant des codages
proposés dans cette section.

3 Codages par vecteur de bits des arbres binaires

Nous rappelons dans cette section le codage par vecteur de bits des arbres
binaires via un plongement dans un treillis booléen, puis nous donnons un autre
codage par vecteur de bits plus efficace pour cette classe d’arbres.

Soit T = (X, <r) un arbre binaire de hauteur h et différent d’une chaine.
Comme la complexité de calcul de dims(T) est encore ouverte (Conjecture 3.0.2),
on ne sait pas s’il existe un algorithme temps polynomial calculant un plongement
de T'" dans le treillis booléen de dimension minimale. Nous rappelons que ce plon-
gement décrit un codage par vecteur de bits de T'. Pour assurer un tel codage en
temps polynomial, nous relachons la contrainte de la minimalité de la dimension
du treillis. Ainsi, il est possible de calculer un codage par vecteur de bits de T" via
un plongement dans un treillis booléen de dimension au plus 2h, en appliquant
I'une des heuristiques de codage des arbres étudiées dans le second chapitre. No-
tons que le codage calculé teste la relation d’ordre entre deux éléments de T en
temps linéaire par rapport a la taille du codage.
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Pour améliorer ce codage par vecteur de bits, nous nous inspirons de celui
proposé pour le cas des arbres binaires complets basé sur un étiquetage suivant un
parcours en largeur. Soit 1 une fonction de X vers {1,...,2"*1 — 1} qui associe a
I'élément x la valeur ¢ (x) telle que :

— (z) =1 si x est la racine de T

— () = 2¢(u) si x est le fils de gauche de u

— (x) = 2¢(u) + 1 si x est le fils de droite de u

[1,0,0,0] [1,0,0,1] [1,0,1,0] [1,0,1,1] [1,1,0,0] [1,1,0,1] [1,1,1,0] [1,1,1,1]

10 11 12 13 14 15

6

[0,1,0,0]

[0,1,0,1] [0,1,1,0] [0,1,1,1]

2

[0,0,1,0] [0,0,1,1]

FI1GURE 4.5: Codage d'un arbre binaire via un étiquetage suivant un parcours en
largeur de ’arbre binaire complet le contenant

La fonction ¢ calcule un étiquetage de T' suivant un parcours en largeur de
I'arbre binaire complet contenant 7. D’apres ce qui précede (voir la section pré-
cédente), cet étiquetage offre un plongement de 'arbre dans ({0,1}"*! EPL). Par
conséquent, il s’agit d'un codage de T' par vecteur de bits de taille h+1. Ce codage,
illustré par la Figure 4.5, améliore effectivement celui basé sur le calcul de dims (7))
puisqu’il est calculable en temps polynomial et il assure le test de comparabilité en
temps O(h), mais surtout parce que sa taille est plus petite que dimy(T"). En effet,
comme l'arbre 7" n’est pas une chaine, il contient une chenille de hauteur A et a 2
feuilles, dont la 2-dimension vaut h 4+ 1 (Proposition 1.3.6). D’apres la monotonie
du parametre dimsy, nous déduisons que h + 1 < dimy(T).

4 Codages par vecteur de bits des arbres

A présent, le seul codage par vecteur de bits connu pour tout arbre est celui
basé sur un plongement dans un treillis booléen. Nous proposons ici un nouveau
codage par vecteur de bits des arbres, inspiré de celui proposé dans la section
précédente pour le cas des arbres binaires et aussi de I'algorithme Unicho (Algo-
rithme 10), décrit dans le troisieme chapitre. Rappelons que cet algorithme calcule
un plongement d’un arbre dans un arbre binaire de hauteur minimale.
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Soit T un arbre quelconque. En appliquant 1'algorithme Unicho sur T, nous
générons un arbre binaire B de hauteur Unicho(T) tel que T se plonge dans B
(T" ~» B). Nous en déduisons que tout codage par vecteur de bits de B peut
induire un codage par vecteur de bits de T puisque B ~» ({0,1}", R) implique
T ~» ({0,1}", R). Nous pouvons ainsi définir un nouveau codage par vecteur de
bits de T" calculé en deux étapes :

1. Pré-traitement : appliquer I’algorithme Unicho sur T afin de générer un arbre
binaire B.

2. Codage : calculer un codage par vecteur de bits de B a partir du plongement
de B dans ({0, 1}Yniche(T)+1 EpL,).

Ce codage a une complexité en temps polynomial du fait que les deux étapes
permettant de le calculer sont réalisables en temps polynomial. De plus, il permet
de tester la relation d’ordre entre deux éléments z et y de T en temps linéaire
par rapport a la taille du codage, puisque cela revient a tester si # EPL y. Si notre
Conjecture 3.3.8 est vraie, notre codage est alors plus intéressant que le codage des
arbres via un plongement dans un treillis booléen, puisque sa taille Unicho(T') 41
est plus petite que dims(T).

5 Ouverture

Dans ce manuscrit, nous traitons le probleme de codage des ordres et nous
nous focalisons sur le codage par vecteur de bits. A l'instar des autres méthodes
de codages existantes, nous nous intéressons a I’étude de la classe des arbres pour
concevoir de meilleures heuristiques de codage des ordres par vecteur de bits ou
encore pour améliorer cette méthode de codage.

Dans ce chapitre, nous avons généralisé la notion de codage par vecteur de
bits, dont la notion usuelle est liée au calcul de la 2-dimension. Ainsi, nous avons
montré qu’il existe des codages par vecteur de bits plus intéressants que le calcul
de la 2-dimension pour certains arbres particuliers. Nous conjecturons que c’est
le cas pour tout arbre différent d’une chaine. Cette conjecture peut donner des
indices pour répondre a la question principale qui se pose :

Existe-t-il des codages par vecteur de bits plus efficaces que le calcul de la
2-dimension pour tout ordre ?
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux de cette these s’articulent autour de la 2-dimension des ordres.
Nous récapitulons dans cette conclusion certains des travaux réalisés et donnons
quelques perspectives.

Au premier chapitre, nous avons dressé un état de I'art autour de la 2-dimension
des ordres partiels. Nous avons commencé par une revue de la littérature sur les
méthodes de codage des ordres existantes pour introduire par la suite le codage par
vecteur de bits dont la taille minimale correspond a la 2-dimension. Nous avons
ensuite cité quelques propriétés de ce parametre (dimsy) puis expliqué le principe
des heuristiques proposées pour approcher sa valeur. Ces heuristiques calculent
un codage des ordres par vecteur de bits permettant ainsi de déterminer I'espace
mémoire dédié pour leur stockage et de calculer le temps nécessaire pour récupérer
la relation d’ordre entre chaque paire de leurs éléments.

Dans le second chapitre, nous avons proposé de nouvelles heuristiques de codage
des ordres par vecteur de bits. Nous nous sommes d’abord intéressés au codage des
ordres séries-paralleles a travers la technique de décomposition modulaire. Nous
avons ainsi proposé une heuristique qui calcule, en temps polynomial, un codage
par vecteur de bits de ces ordres de taille plus petite que celle de leur codage par
I’heuristique de référence SBSC. Nous avons ensuite généralisé cette heuristique
pour coder tout ordre en introduisant 'opérateur du « Blow up », permettant de
traiter les nceuds premiers. Deux options ont été proposées : une premiere, GSB
qui fait le pré-traitement Split and Balancing avant de calculer la décomposition
modulaire de I'ordre puis son codage, et une seconde, LSB qui fait d’abord une
décomposition modulaire de ’ordre initial puis code ses sous-ordres récursivement,
en appliquant la phase du pré-traitement lors du codage des sous-ordres associés a
un neeud premier. Les tests effectués sur des benchmarks connues ont montré que
la meilleure taille de leur codage est retournée par I'une des deux options. Il serait
intéressant de concevoir un processus unique combinant efficacement le GSB et le
LSB. Nous avons enfin consacré la derniere section de ce chapitre au cas des arbres.
Suite a une analyse du comportement des trois derniéres heuristiques introduites
pour le codage des arbres par vecteur de bits, nous nous sommes rendu compte
que leur stratégie commune consiste a calculer un poids pour chaque élément d'un
arbre en deux étapes : la génération d'une flat-séquence puis son codage. La taille
du codage correspond au poids de la racine. L’heuristique que nous proposons suit
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cette stratégie. Son efficacité s’appuie sur le fait qu’elle minimise la taille de la flat-
séquence générée, ce qui minimise par conséquent les poids attribués aux éléments
d’un arbre et donc la taille de son codage. Nous ouvrons des pistes de réflexion sur
le calcul d’une flat-séquence de taille minimale et sur son codage optimal.

Au troisieme chapitre, nous avons abordé trois conjectures autour de la 2-
dimension des arbres. La premiere affirme que la 2-dimension exacte des arbres
n-complets de hauteur h vaut exactement h.sp(n). Nous avons vérifié la conclu-
sion de la conjecture pour les arbres 2-complets et les arbres 3-complets de hauteur
au plus 2. Nous 'avons par contre réfutée a 1’aide des arbres 3-complets de hau-
teur au moins 3 ainsi que les arbres 4-complets. Nous nous demandons s’il existe
une autre expression de la 2-dimension de ces arbres, méme pour h = 2. Dans la
deuxieme section, nous nous sommes intéressés a une deuxieme conjecture a propos
d’une borne inférieure de la 2-dimension des arbres. Etant donné un arbre 7" avec
Ti,. .., Ty ses sous-arbres dont chacun est enraciné en un fils de sa racine,la conjec-
ture affirme que 242(7) est au moins Y- | 242(72) Nous avons validé la conclusion
de la conjecture pour les arbres 4-aires puis nous avons trouvé un contre exemple
dans la classe des arbres 5-aires. La derniere conjecture étudiée dans ce chapitre af-
firme que I'algorithme Dicho est une 2-approximation de la 2-dimension des arbres.
Dans notre étude, nous avons validé la conclusion de la conjecture dans le cas des
chenilles et des arbres 2*-complets. Nous avons également abordé quelques pistes
pour la prouver dans le cas général qui restent encore ouvertes. Nous avons clo-
turé cette étude par une reformulation de la conjecture. Nous conjecturons que la
hauteur minimale d’'un arbre binaire dans lequel un arbre 7' peut étre plongé est
plus petite que la 2-dimension de T". Nous avons ainsi montré que notre conjecture
implique que l'algorithme Dicho est une 2-approximation de la 2-dimension des
arbres. Les deux conjectures font partie des perspectives.

Dans le quatrieme chapitre, nous avons généralisé la notion de codage des
ordres par vecteur de bits. Nous avons par la suite montré qu’il existe des codages
efficaces par vecteur de bits, pour le cas des arbres binaires, de taille plus petite
que leur 2-dimension. Nous pensons que ce résultat est valide pour tout arbre, et
pourquoi pas pour tout ordre ?
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Appendice

A. Algorithmes

SO O PO O

N

Données : Un ordre (X, R) de taille n
Résultat : Un codage de 'ordre par une matrice d’adjacence
Initialisation d’une matrice binaire M de taille n x n a zéro
pour tout (x,y) dans R faire
| Maly] 1
fin
Algorithme 11 : Codage des ordres par matrice d’adjacence

Données : Un ordre (X, R) de taille n
Résultat : Un codage de l'ordre par liste d’adjacence
Construire un tableau L de n listes vides
pour tout (x,y) dans R faire
| Lis] ¢ Liz) U {y}
fin
Algorithme 12 : Codage des ordres par liste d’adjacence

Données : Un ordre (X, R) de taille n réduit par transitivité
Résultat : Un codage de 'ordre par liste des successeurs immédiats
Construire un tableau L de n listes
pour tout (x,y) dans R faire
| L] + L] U {y}
fin
Algorithme 13 : Codage des ordres par liste des successeurs immédiats
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Données : Un ordre (X, R) de taille n
Reésultat : Un codage de I'ordre par un ensemble d’intervalles

T <« arbre couvrant optimum de P [Agrawal et al., 1989]
Calculer un codage de T' par intervalle unique
O < ordre topologique inverse des éléments de P
pour tout x dans O faire

S, I, U

pour tout y dans ImmSuccp(z) faire

‘ Sy = Sz US,

fin

fin

lgorithme 14 : Codage des ordres par compression de fermeture transitive

Données : Un ordre P = (X, R) de taille n

Résultat : Un codage de P par un ensemble d’intervalles

S+ R

141

tant que S # () faire

P+ (X,9)

Enlever des comparabilités de S jusqu’a ce que P; = (X, R;) soit un
ordre d’intervalle (vérification en temps linéaire par 1’algorithme [Baldy
et Morvan, 1993))

Calculer un codage de P; par intervalle unique

pour tout x dans X faire
| code(x) < code(x) U (i,a,b) avec [a,b] code de  dans P,

fin

1 1+1

fin
Algorithme 15 : Codage des ordres par union d’intervalle
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Données : Un ordre P
Résultat : Codage réduit de P
Geongiit < graphe de conflit de P
Colorer les sommets de G op fiit
pour touti dans P faire

code(i) < {}

si i est dans Geongiir alors

| code(i) < {couleur(i)}

fin

fin
Algorithme 16 : Simple Coloration d’un ordre

Données : Un ordre P
Résultat : Codage de P par SBSC
P’ < Pré-traitement Split and Balancing [Krall et al., 1997] de P
Simple Coloration de P’
pour tout x de P faire

| code(x) < code(x) U {code(y)|ly € P' and y <p: x}
fin

Algorithme 17 : Codage SBSC' d’un ordre



N

© 0 N & W

10
11

N

9]

10
11

Données : Un arbre T'

Résultat : Un codage de T par Cmax

O <« les éléments de T suivant un parcours en largeur

x <+ 1 //laracine de T

code(z) < () // code de I'élément x

Tmaz < 0 // nombre maximal de codes utilisés et ne pouvant coder les

successeurs de x

pour = dans O faire

S <+ {14 Zmaz, - - -, [ ImmSucer(x)| + Tpmas b

pour ¢ dans S ety dans ImmSuccr(x) faire
code(y) < code(x) U ¢
Ymaz < [ImmSucer(z)| + Timas

fin

fin
Algorithme 18 : Codage des arbres par C'max

Données : Un arbre T'
Résultat : Un codage de T par CHNR
O < les éléments de T' suivant un parcours en largeur
x <1 //laracine de T
code(z) < 0 // code de I'élément x
Tmaz < 0 // nombre maximal de codes utilisés et ne pouvant coder les
successeurs de x
pour z dans O faire
S <+ toutes les combinaisons de
{1+ Tmaz, - - -, sp([ImmSucer(x)|) + Tmaz }
pour c¢ dans S ety dans ImmSucer(x) faire
code(y) < code(x) U ¢
Ymaz < Sp(|ImmSucer()]) + Tmas
fin

| pUImmSucer@D) | gléments de I’ensemble

fin
Algorithme 19 : Codage des arbres par CHNR
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12

13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24

Données : Un arbre T'
Reésultat : Un codage de T par Dicho
// initialisation des poids des éléments de T’
pour tout x dans T faire
si x est une feuille alors
| w(z) « 0
fin
sinon
| w(z) « —1
fin

fin
// Plongement de T' dans un arbre binaire B
tant que il existe un élément x de poids inférieur a zéro et dont tous les
fils ont des poids positifs faire
S <+ une séquence croissante [sy, ..., s,| des poids des éléments de
ImmSucer(z)
si |[ImmSucer(z)| = 1 alors
| w(x) < s+ 1
fin
sinon si [ImmSucer(x)| = 2 alors
| w(z) < sy +2
fin
sinon
Introduire un nouvel élément s comme fils de = et pere des éléments
de poids s1 et s9
w(s) « sg + 2
fin

fin
Coder I'arbre B par 'algorithme CHNR
Algorithme 20 : Codage des arbres par l'algorithme Dicho



Données : Un arbre T'
Résultat : Un codage de T par Polychotomique
// initialisation des poids des éléments de T’
pour tout x dans T faire
si x est une feuille alors
| w(z) « 0
fin
sinon
| w(z) « —1
fin

© 0 N o ok WwN -

fin

10 // Plongement de 7" dans un arbre 7"

11 tant que il existe un élément x de poids inférieur a zéro et dont tous les
fils ont des poids positifs faire

o

12 S <+ une séquence croissante [sy, ..., s,| des poids des éléments de
ImmSucer(z)

13 si |S| =1 alors

14 | w(x) < s+ 1

15 fin

16 sinon si S est une flat-séquence alors

17 | w(z) < s, + sp(n)

18 fin

19 sinon

20 Introduire un nouvel élément s comme fils de = et pere des éléments

de poids s1 et s9

21 w(s) < s2+ 2

22 fin

23 fin

24 Coder l'arbre T" par l'algorithme CHNR
Algorithme 21 : Codage des arbres par l'algorithme Polychotomique



Données : Un arbre T'
Reésultat : Un codage de T par Polychotomique Généralisé
// initialisation des poids des éléments de T’
pour tout x dans T faire
si x est une feuille alors
| w(z) « 0
fin
sinon
| w(z) « —1
fin

© 0 N o ok WwN -

fin

// Plongement de T" dans un arbre 7"

11 tant que il existe un élément x de poids inférieur a zéro et dont tous les
fils ont des poids positifs faire

1

o

12 S <+ une séquence croissante [sy, ..., s,| des poids des éléments de
ImmSucer(z)

13 si |S| =1 alors

14 | w(x) < s+ 1

15 fin

16 sinon si S est une flat-séquence alors

17 | w(z) < s, + sp(n)

18 fin

19 sinon si 3k avec [s1, ..., s une flat-séquence et s + sp(k) < s+, alors

20 Introduire un nouvel élément s comme fils de = et pere des éléments
de poids sq,..., s

21 w(s) = s + sp(k)

22 fin

23 sinon

24 Introduire un nouvel élément s comme fils de = et pere des éléments
de poids s1 et s9

25 w(s) < s2+ 2

26 fin

27 fin

28 Coder 'arbre T" par l'algorithme CHNR
Algorithme 22 : Codage des arbres par I'algorithme Polychotomique Généralisé



B. Triangle de Pascal vs Fonction Sperner
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Le sperner de quelques entiers récupéré a partir du triangle de pascal






