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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a I’analyse mathématique et au controle optimal pour
des problémes de diffusion relevant de certains domaines comme 1’écologie ou 'environ-
nement et comportant des termes de pollution inconnus en général. De plus, on souhaite
agir sur le systéme en un seul point du domaine considéré pour des raisons de coit. La
modélisation de ces problémes se traduit généralement par un systéme de type parabo-
lique avec donnée manquante (initiale ou aux limites) représentant la pollution, et ou
I’on introduit une fonction de controle de ce systéme. La méthode suivie pour résoudre
ces problémes est celle du controle a moindres regrets developpée par J.-L. Lions et bien

adaptée aux problémes & données manquantes.

Plus précisément, on est concerné par des problémes de type parabolique qui décrivent
la diffusion d’un fluide (eau) contaminé dans un domaine (une lagune ou un estuaire) par
une pollution ayant son origine sur une partie du bord. De plus, on considére que la
fonction source (le controle) est localisée en un point, c¢’est ce qu’on appelle le controle
ponctuel. On cherche alors le (ou les) controle(s) qui peuvent améliorer la situation au

lieu de la laisser a 'abandon (sans controle).

Les solutions ne sont pas des fonctions réguliéres et ne peuvent étre considérées qu’au
sens faible. Deux méthodes sont utilisées : la premiére est la méthode de transposition
de Lions-Magenes, détaillée au chapitre 3 de la thése, et la deuxiéme méthode consiste a
régulariser la masse de Dirac (le support du controle est un point) présentée au chapitre
4. Pour les deux méthodes, on montre I'existence d'une solution faible et on établit un

systéme d’optimalité singulier (SOS) du controle ponctuel & moindres regrets.

Un dernier chapitre est consacré aux schémas numeériques associés au probléme de
controle ponctuel & moindres regrets, ott I'on obtient des estimations d’erreur par la mé-

thode des éléments finis.



Mots clés :
Problémes paraboliques, probléme adjoint, controle & moindres regrets, controle ponctuel,

donnée manquante, systéme d’optimalité singulier, éléments finis.



Abstract

In this thesis, we are interested in mathematical analysis and optimal control of diffu-
sion problems where there are pollution terms. In addition, we want to act on the system
in a single point of the domain for cost reasons. The systems being studied are parabo-
lic with missing (initial or boundary) data representing pollution, where we introduce a
control function. The method of low-regret control of J.-L. Lions, used here for the first
time to the pointwise control, seems to be well suited. We then look for the control which

can improve the situation instead of doing nothing (no control).

Solutions are not regular functions and can only be considered in the weak sense. Two
methods are used here : the first one is the method of transposition of Lions-Magenes,
detailed in Chapter 3 of the thesis, and the second method consists in regularizing the
Dirac mass, presented in chapter 4. Each one of the two methods offers a new point of
view. In particular, the functional spaces where the existence of a solution is obtained are
different. For both methods, however, a singular optimality system is established for the

low-regret pointwise control.

A final chapter is devoted to the numerical schemes associated to the low-regret pointwise

optimal control, where we obtain error estimates using finite elements method (FEM).

Keywords :
Parabolic problems, adjoint problem,low-regret control, pointwise control, missing data,

singular optimality system, finite elements.
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Notations

e R? : L’espace Euclidien de dimension d = 2, 3.

e Si z,y € R? alors z.y est le produit scalaire dans R?, c-a-d :
d

x=(r1,...,2q) et y = (y1, ..., yq) alors .y = szy,

J 1/2 =
e SizeR: |z| = (fo) :
i=1
e o= (ay,...,aq) € N est un multi-indice.
N olal
o D% = ooy
xy -+-Uzxy
L . 0
e 0, dérivée partielle e
x
o Vu = (0,1, ...,0,u)" est le gradient de la fonction u : R — R.
d
82
o Au= 5 - div(Vu) est le laplacien de la fonction u : R — R.
2
i=1 %

e 0, la masse de Dirac au point a.

e X' dual topologique de I'espace de Banach X.

e X — Y injection continue de I'espace de Banach X dans I'espace de Banach Y.

e X CC Y injection compacte de I'espace de Banach X dans I'espace de Banach Y.
e () un ouvert borné de R%.

e Q) la fermeture de €.

e 0L) le bord de Q.

e v = (v1,...,/4) normale extérieure et unitaire au bord d'un ouvert de R

e do mesure superficielle sur le bord d’un ouvert de R

e < ... >x : produit scalaire dans X.

e (.,.)x’ x : crochet de dualité entre X et X'

e Ck () est I'espace des fonctions f: Q — R, k fois continiiment différentiables.

o C.(Q) est I'espace des fonctions continues sur {2 & support, compact.

e D(Q) est I'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans (.
e D'(Q) est I'espace des distributions sur €.

e D.p : presque partout.
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e [7(Q) est espace de Lebesgue.
.1,
® ||.|[r(q) designe la norme dans LP(£2).

o WP(Q)), H™(Q) est espaces de Sobolev.

o W"P(Q), HY'(2) est 'adhérence de D(2) dans W™P(Q) respectivement dans H™((Q).

e L(X,Y) est Pespace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

est l'espaces des fonctions localement L? dans RY.
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Introduction

Des problémes relatifs a I’écologie, 'environnement et au climat préoccupent de treés
nombreux secteurs dans la société en général et les scientifiques en particulier. Un de ces
problémes majeurs est celui de la pollution. De nombreuses recherches scientifiques, dans
plusieurs domaines sont menées pour lutter contre ce fléau pour au moins diminuer ses

effets sinon I'éradiquer.

Les scientifiques s’activent a déterminer les meilleures solutions & ce probléme. Cepen-
dant ils ne sauraient réussir leur pari sans une coopération interdisciplinaire qui permet
a la fois d’analyser des données observées par les écologistes, de considérer les expertises
faites par des ingénieurs, de formuler des modéles mathématiques et établir des méthodes

de résolution analytiques et numériques.

En général dans la nature il y a plusieurs types de pollution dont chacun nécessite un
traitement particulier, ce qui rend la lutte trés couteuse pour la sauvegarde de la planéte

contre ces divers fléaux.

La pollution de la source de vie, a savoir I'eau, est de loin la plus importante et peut

avoir diverses origines, parmi lesquelles on peut citer :

-L’industrie, dont les sous-produits sont une source de pollution de 'eau parmi les plus
importantes. 1l s’agit essentiellement des produits chimiques de toute sorte, notamment
ceux provenant des hydrocarbures et des phénomeénes de dégazage.

-L’agriculture, dont I'utilisation excessive de produits chimiques conduit a la pollution
soit des nappes phréatiques, soit des cours d’eau par ruissellement.

-I’automobile, dont les rejets d’hydrocarbures (carburant imbrilés, huile, etc...) finissent
dans les cours d’eau s’ils ne sont pas captés et recyclés correctement.

-Les eaux usées si elles ne sont pas traitées correctement.

13



La modélisation de ces problémes conduit généralement a des systéemes d’équations
différentielles avec une donnée manquante qui est justement la pollution elle-méme et qui

demeure inconnue dont la mesure ou elle provient de sources disparates et indéterminées.

On cherche alors a controler la concentration de la pollution dans 1’eau, & moindres
cotits. Cela conduit généralement a une famille de problémes de controle optimal avec

donnée manquante.

En fait, les problémes & donnée manquante ne concernent pas uniquement la pollution.
Celle-ci n’est qu’un cas parmi tant d’autres, comme on peut le voir a titre d’exemple dans
le travail [19] qui traite un probléme de dynamique de population ou la donnée manquante

considérée est celle des nouveau-nés.

Dans ce cadre, plusieurs méthodes ont été développées. Parmi celles-ci on peut citer
plus particuliérement la méthode du "contréle & moindres regrets" introduite par J. L.
Lions [24]. Elle consiste a diminuer les effets néfastes de la pollution, a ’aide d’un controle,
dans des situations données plutot que de laisser ces derniéres a ’abondan. Autrement
dit : on adopte une démarche avec le moins de regrets possible ; d’ot le nom de la méthode

mentionnée ci-dessus.

Plusieurs auteurs ont depuis lors contribué a I'étude de ce genre de problémes en uti-

lisant la méthode en question (par exemple : [10] et [33]).

D’autre part les configurations géométriques des eaux polluées sont de plusieurs formes

comme celles des lagunes, des estuaires et des étangs.

Dans ce travail, on considére une configuration géométrique qui est celle d'un étang

avec un ilot a 'intérieur.

La diffusion de la pollution est modélisée par I’équation de la diffusion (I’équation de

la chaleur).

Plus précisément, I'environnement pollué est représenté par un domaine Q de R? (d=2

ou 3) borné, avec deux frontiéres I'g et I'y de classe C! avec 0N := 'y UTy et vérifiant
fo N fl - (Z)
La pollution est representée par une fonction g := g(t,x) on t €]0,7[ et z € Q. On

14



note par @ :=]0,T[xQ, Xg :=]0,T[xTy et X1 :=|0,T[xI;. On note également par A =
0/0t — A Topérateur de diffusion et par A* = —9/0t — A son opérateur adjoint. Alors

Pétat z := z(t,x; g), qui représente la concentration du fluide pollué est donné par :
Az =f dans @ (0.0.1)

ot f:= f(t,x) est une fonction dans L?*(Q).

On a deux conditions aux limites. La premiére est celle qui représente le flux de la pollution

dans I'eau, donnée par la condition de Neumann suivante :
Oyz=h sur X, (0.0.2)

ol h est donnée dans L?(X).
La seconde condition aux limites explique que la pollution ne sort pas du domaine sur

lequel on fait notre étude qui est aussi une condition de Neumann :

O,z=0 sur X;. (0.0.3)

On considére que I'environnement est propre tout au début de son observation, ceci se

traduit par la donnée initiale :
2(0,z) =0 dans Q. (0.0.4)

On désigne par v la fonction controle destinée a controler I'état du systéme z :=
z(t,x;v,g), ot v := v(t,x) (dépendance par rapport au temps et a ’espace), ou bien

v :=(t) (dépendance uniquement par rapport au temps).

Avec ces notations, les problémes suivants sont considérés :

1. Controle frontiére :

f=gh:=v(t ). (0.0.5)

2. Controle a I'intérieur du domaine :
f=v(tz),h:=g. (0.0.6)
3. Controle ponctuel :
f=wv(t)0p, h := g, ou J est la masse de Dirac au point b € Q. (0.0.7)

15



Dans ces différents problémes on examine I'existence et I'unicité des solutions, et notam-
ment le controle optimal associé.
Ceci nous conduit dans chacun de ces cas a la caractérisation des controles par un systéme

d’optimalité.

Pour 'existence et I'unicité des deux premiers cas ci-dessus on utilise la méthode de
résolution standard des problémes d’évolution. Par contre pour le dernier cas on utilise
deux méthodes : celle de la transposition telle qu’elle est définie par Lions et Magenes, et
celle de la régularisation de la masse de Dirac.

Pour le controle v, la méthode utilisée est celle du controle a moindres regrets qui
est bien adaptée a ’étude des problémes a donné manquante. Le controle est finalement
caractérisé par I'exhibition d’un systéme d’optimalité.

En dernier lieu, on fait une étude numérique du probléme de contréle ponctuel, et a

I’aide d’un schéma numérique approprié on établit des estimations d’erreur sur I’approxi-

mation de I'état du systéme (z := z(¢, x; v, g)) et du controle v.

Organisation de la thése

Le manuscrit est divisé en cing chapitres :

Chapitre 1 : "Préliminaires"

Ce chapitre est consacré a des préliminaires et des rappels.
Chapitre 2 : "Introduction au contréle & moindres regrets"

Le but de ce chapitre est d’expliquer en détails la méthode du controle a moindres

regrets. Pour cela on considére a titre d’exemple le probléme avec controle frontiére (0.0.5).

On rappelle d’abord que ce probléme admet une solution grace au théoréme de Lions

pour les problémes d’évolution.

Ensuite on aborde la question du controle optimal avec donnée manquante en intro-

16



duisant une fonction cotit & minimiser. Pour la résolution, on applique la méthode du
controle a moindres regrets et on montre comment cette derniére permet de passer a
I’étude d’un probléme de controle optimal classique (i.e la fonction coit ne dépend pas
de la donnée manquante). On montre ensuite 'existence du controle par la technique des

suites minimisantes et on donne une caractérisation.

En dernier lieu, on examine la résolution du probléme (0.0.6) en suivant les mémes

étapes précédentes.

Chapitre 3 : "Controle ponctuel par la méthode de transposition"

Dans ce chapitre on suppose qu’on peut agir sur le systéme en un seul point du do-
maine {2, c’est ce qu’on appelle : "le controle ponctuel". On est donc amené a résoudre le
probléme (0.0.7).

Plusieurs auteurs ont étudié divers problémes de type parabolique avec controle ponc-
tuel, comme ceux en premier de Lions [27] et Simon [45], ensuite ceux de White [47] pour
des problémes pseudo paraboliques, de Droniou et Raymond [11| pour les cas non linéaires

en particulier et le travail d’Anita ou il considére différentes fonctions cotit.

On montre d’abord que le probléme (0.0.7) admet une solution unique z € L?(Q) par
la méthode de transposition. Cette méthode est basée sur la prise en compte du probléme
adjoint. En effet, I'analyse mathématique est difficile a cause de la singularité du probléme

direct (masse de Dirac), mais I’étude du probléme adjoint offre plus de régularité.

Pour I'étude du contréle optimal, on introduit une fonction cotit & minimiser de telle
sorte que I'état z soit proche de certaines mesures expérimentales données au cours du

temps t et dans un espace de controle défini de maniére adéquate.

Finalement, on donne la caractérisation de I'unique contrdle ponctuel a moindres re-

grets par un systéme d’optimalité singulier (S.O.S).

Chapitre 4 : "Controle ponctuel par la méthode de régularisation"

On considére dans ce chapitre le méme probléme introduit dans le chapitre 3 et on

utilise une autre méthode pour montrer 'existence et 'unicité de la solution, il s’agit de :

17



"la méthode de régularisation".
Cette derniére est basée sur 'approximation de la masse de Dirac par une suite régulari-
sante dans L?(2). Ceci nous permet d’avoir un probléme approché avec second membre

régulier, qui admet une solution approchée réguliére.

Ensuite, pour trouver le controle optimal ponctuel, on introduit une suite de fonc-
tions cott approchées, que ’on minimise de telle sorte que I’état associé soit proche d’une
donnée expérimentale durant tout le temps ¢t. La résolution de ce probléme nous permet
d’obtenir une caractérisation du controle ponctuel approché par un systéme d’optimalité
et par passage a la limite, on obtient une caractérisation du controle optimal exact, aprés

avoir établi des estimations a priori.
Chapitre 5 :"Schémas numériques"

L’étude numérique des problémes paraboliques avec controle ponctuel est décrite dans
plusieurs articles. Dans ce cadre Gong et al. dans [15] ont obtenu des estimations d’erreur
L? en temps et en espace et en deux ou trois dimensions d’espace. En utilisant une tech-
nique différente, des estimations L? en temps, L' en espace pour I’état, et des estimations
L? en temps, L™ en espace pour I’état adjoint ont été obtenu par Leykhman et Vexler
[21]. les résultats de ces derniers ne sont valables qu’en dimension deux de 'espace. Dans

tous ces travaux, le probléme de la donnée manquante n’a pas été considéré.

Pour discrétiser le probléme de controle optimal avec donnée manquante, on suit la
démarche de Gong et al. dans [15] en utilisant une discrétisation variationnelle avec des
éléments finis affines par morceaux pour la discrétisation en espace de I'état du systéeme

et on utilise le schéma d’Euler rétrograde pour la discrétisation en temps.
On établit ensuite une estimation d’erreur entre les solutions discrétisées et les solu-
tions théoriques du probléme de controle ponctuel avec donnée manquante examiné aux

chapitres 3 et 4.

Enfin, on achéve ce travail par une conclusion, des perspectives et une bibliographie.

18



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle briévement quelques définitions et outils d’analyse dont

on fera usage fréquemment dans les chapitres qui suivent.

1.1 Espaces de Sobolev
Soit © un ouvert de R

Définition 1.1.1. [4] Soit p € R avec 1 < p < oo. L’espace de Sobolev W est défini
par
WP = {u € LP(Q) tels que d,,u € LP(Y), Vi =1,....d}

ou les dérivées sont considérées au sens des distributions.
On pose H'(Q2) = Wh2(Q).

Théoréme 1.1. [/ L’espace de Sobolev WP(Q), muni de la norme

[ullwir@) = (HUH Q>+ZH%U Lp<9>

est un espace de Banach pour 1 < p < oo. Il est de plus séparable pour 1 < p < oo et

réflexif pour 1 < p < 0.

Lemme 1.2. [}/ Soit f € L}, (Q) tel que :

/fu =0 VYuel(N).
Alors f =0 p.p sur Q.
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Inégalités de Sobolev

Pour 1 < p < oo, on note par p’ le conjugué de Holder donné par
1 1
—+—=1
p P

et par p* le conjugué de Sobolev de p donné par

Y

. dp
p - d o p7
d étant la dimension de I'espace.

Pour la suite on considére € un ouvert borné de R? de classe C' et de bord T.

Théoréme 1.3 (Injections de Sobolev). [/[-[12] On a les injections continues sui-

vantes :
S 1<p<d, alors — WYP(Q) < L' (Q), (inégalité de Gagliardo-Nirenberg).
Si p=d, alors — WY (Q) — LYQ), Vq € [p,+oal.
Si p>d, alors — WM(Q) — L®(Q).
(1.1.1)
De plus on a les injections compactes suivantes
1 1 1
Si p <d, alors —~ WHP(Q) cc LYQ), Vge[l,p ot — == — 7
p p
Si p=d, alors —~ WhP(Q) cC LYQ), Vg€ [p,+oo|.
Si p>d, alors — W' (Q) cc C(Q).

d
En particulier si m — — > 0 n’est pas entier, alors

— d
WmP(Q) cc C*Q)  on k=m——.
p
Théoréme 1.4 (Inégalité de Poincaré). [//-[6] Pour 1 < p < oo, il existe une constante
C(92,p) telle que

[ull oy < C(Q, )|Vl o), Yu € WyP(Q).

1 1
Théoréme 1.5 (Inégalité de Young). [12] Soit 1 < p,q < oo, —+ — = 1. Alors :
p

q
P
ab < a——l——, (a,b>0). (1.1.2)
p q
On a aussi :
ab < ea? + C(e)b?, (a,b>0,e > 0), (1.1.3)

pour C(e) = (ep) 7",
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1 1 1
Théoréme 1.6. [}]-[12]-]20] Soit 1 < p,q,r < 0o tels que — = — + —. Pour f € LP(2)
r P g

et g€ LYQ), on a fg € L"(Q) et on a l’inégalité de Hélder :
1f9llr@) < [[fle@llgll aco)-
Sip=q =2, on obtient I’itnégalité de Cauchy-Schwarz.

On a aussi l'imégalité de Cauchy-Bunjakovskii-Schwarz, donnée par :

(/Qiijfigidx\ < (/in:ffda:>é.</gzi:gfdx>%.

1.2 Théoréme de traces

Théoréme 1.7. [30] Soit Q un ouvert borné de R?, de frontiere T assez requliére (de
classe C"(2)). Alors, Uapplication :
71 D(Q) — (D)™
Mu

UHVJUZ%

r
. du . . -
(0w j=0,1,...m—1 et 907 est la dérivée normale d’ordre j), se prolonge par continuité
v

en une application linéaire et continue de :
m—1
.1
H™Q) — [[H" 72 (D).
§=0

Cette application est surjective et il existe un relévement linéaire continu

m—1
g=1{9;} = RG de [[H"7 =)~ H"(Q),
j=0
tel que
o .
ng:gj, 0<j<m-—1. (1.2.1)

Remarque 1.2.1. En particulier, pour m = 1, Uapplication :
Y : HY(Q) — L*(T)
Yy—"Y =Y -
est linéaire et continue, et on a : ||vyll 2y < Cllylla@)-

Définition 1.2.1 (Formule de Green). Soit {2 un ouvert borné de R? de classe C!,
de frontiére T, et v(x) la normale extérieure. Si u et v sont des fonctions de H*(Q) elles

vérifient :

/Q(Au)vdzc:—/QVqu—i-/F((?,,u)vdy. (1.2.2)

21



1.3 Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 1.8. [/] Soit 1 < p < oo et soit p € (LP)'.

. . / .
Alors il existe uw € LP unique tel que :

(. f) = /Uf VfeL" (1.3.1)

De plus on a :

[ull o = [l zry- (1.3.2)

1.4 Problémes de controéle optimal en dimension infinie

Dans cette section on rappel certains résultats relatives aux problémes de controle op-
timal des EDP, qu’on appelle aussi systémes de controle optimal en dimension infinie. On
va présenter les concepts de base ainsi que les conditions nécessaires d’optimalité données

par un systeme d’équations aux dérivées partielles.

Soit Y et F' deux espaces de Hilbert, et soit A un opérateur différentiel partiel linéaire

continu de Y dans F. De plus on suppose que l'opérateur A est un isomorphisme de Y
dans F'.
Soit U un espace de Hilbert qui est I'espace de controles, et soit U,y un sous espace convexe
fermé non vide de U qui est 'espace des controles admissibles. Soit B € L(U, F) et pour
tout v € U, on considére le probléme aux limites donné sous la forme abstraite comme
suit :

Az(v) = f + Bu. (1.4.1)

Soit Z un espace de Hilbert qui est I'espace des observations, et soit C' € L(Y, Z) I'opé-

rateur des observations. On considére la fonction cott :
J(v) = [|Cz(v) = z4ll% + (Nv, v}y, (1.4.2)

ou zg est donné dans Z, et N € L(U,U) est un opérateur symétrique défini positif. Le

probléme de controle optimal consiste a déterminer u qui minimise J sur Uy, i.e.,
J(u) = inf J(v), Yv € Una (1.4.3)

Théoréme 1.9. [23] Si J est différentiable, alors le contréle optimal u est caractérisé
par :
(Cz(u) — 24, C(2(v) — 2(w))) z + (Nu,v —u)yy >0, Vv € Upq (1.4.4)
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Conditions nécessaires d’optimalité
Soit C* € L(Z;Y) I'opérateur adjoint de C' et soit I'état adjoint p = p(u), défini par
A'p = C*"(Cz(u) — za), (1.4.5)

ot A* est opérateur adjoint de A.
Alors

(CH(C2(u) = 2a), 2(v) = 2(u)) z =

{
- A* ) - )
(Ap,2(0) — ()2 i
= <p7 AZ(U> - AZ(“) Z
= <p,B('U U’)>Z/{ = <B*p,v—u>u
Donc I'inéquation (1.4.4) est équivalente a :
(B'p+ Nu,v —u)y, >0, Yv € Uy (1.4.7)

Par conséquent, le controle u est donné par la résolution des conditions d’optimalité

suivantes :
Az = f + Bu,
A'p=C"(Cz — zy),
p=C 2 (1.4.8)
u & L{ad,

(B*p+ Nu,v —u)y; >0, Yv € Uyq.

Dans la suite, afin de compléter des résultats relatifs au controle optimal, on rappelle

quelques résultats d’existence et d’unicité d’extrema de fonctionnelles linéaires.

Minimisation de fonctionnelles linéaires
Considérons un espace de Hilbert réel & muni du produit scalaire (.,.), et la norme

induite sur U par le produit scalaire est notée par ||u|| = \/(u, u).

On rappelle d’abord la définition suivante.

Définition 1.4.1. [4] On dit qu’une forme bilinéaire 7 : U x U — R est :

i) continue s’il existe une constante c tel que :
|7 (u,v)| < clul|v], Yu,vel, (1.4.9)
ii) coercive s’in existe une constante « telle que :

m(v,v) > alv|]?, Yvelu. (1.4.10)
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Considérons maintenant :
i) Une forme bilinéaire 7 sur U continue, symétrique et coercive.
ii) Une forme linéaire continue sur U : u — G(u).
iii) Un sous-ensemble convexe fermé U,q de U,

et considérons le probléme suivant :
min J(u) = m(u,u) —2G(u), u € Uyq. (1.4.11)

Théoréme 1.10. [22] Soit ™ une forme bilinéaire coercive symétrique sur U. Alors il

existe un élément u € Uyq tel que :
J(u) =inf J(v), Vv € Uya, (1.4.12)

de plus,

i) la fonction u € Uyq satisfait l'inégalité variationnelle

m(u,v —u) > Gv—u), Yv € Ug. (1.4.13)
ii) Si Uyqg = U, u satisfait ’équation d’Euler associé au probléme (1.4.12)

m(u,v —u) =Gv—u), Yvel. (1.4.14)
iii) Si Uyq est un convexe fermé de sommet 0, alors u satisfait :

m(u,v) > G(v), Yo € Uyq et m(u,u) = G(u). (1.4.15)
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Chapitre 2

Introduction au contrdle optimal a

moindres regrets

Dans ce chapitre, on présente sur un exemple de probléme de diffusion, la méthode de
résolution adoptée dans la présente étude, c¢’est-a-dire la méthode du controle & moindres
regrets.

Plus précisément, on examine le probléme de controle frontiére associé a 1’état d’un sys-
teme de diffusion avec conditions de Neumann et avec donnée manquante.

Bien que cet exemple est classique, il différe de ceux traités auparavant comme dans [24]
ot la condition aux limites considérée est de type Dirichlet et dans [19] on la donnée
manquante est celle de la condition initiale.

L’approche développée ci-aprés résume en grande partie la méthode utilisée dans 1'étude

principale de notre travail et qui sera présentée dans les chapitres suivants.

2.1 Position du probléme

On considére un modéle linéaire qui décrit un phénoméne de diffusion durant un temps
t dans un milien pollué Q, qui est un ouvert borné de R(d = 2, 3) de frontiére réguliére
00 =TouUT; ou IyNT; = 0. Par exemple : Q = Br \ B, avec 0 < r < R, et ou
B, = B(0, s) est la boule de centre 0 et de rayon s, s > 0; ou encore un étang occupé au
centre par un ilot.
On note par :

Q =0,T[xQ , ¥o:=]0,T[xIy , ¥;:=]0,T[xIYy,

ou |0, T[ est l'intervalle de temps. Egalement on note par A = 9/0t — A, I'opérateur de
diffusion qu’on considére, et par A* = —9/0t — A P'opérateur adjoint.

Alors z := z(t,x) qui représente la concentration de 'eau polluée au temps t, localisée en
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x € , est décrite par I'équation aux dérivées partielles de type chaleur suivante :

Az = g dans Q,

2(0,z) = 0 dans £, (2.1.1)
0,z = v sur X,
O,z = 0 sur X,

ou g := g(t,z) parcourt 'ensemble G et représente la pollution qui est inconnue (donnée

manquante), avec

(2.1.2)

G un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q)
muni de la norme L*(Q).

La fonction v := v(t, x) représente le controle, que I'on veut choisir de telle sorte que la
fonction d’état z du probléme (2.1.1) soit proche d’une mesure expérimentale z; donnée
par observation.

L’objectif consiste alors a minimiser par rapport a v, la fonction cotiit quadratique sui-

vante :
J(0,9) = ||2(v,9) = zall 210 + N[0l 2, (2.1.3)
avec N > 0 un nombre fixé,

2(v,g9) = z(t,z;v, g), (2.1.4)

et v choisi dans I’espace des controles admissibles suivant :
Uy = L* (%) = U. (2.1.5)

On commence tout d’abord par I'étude de 'existence et I'unicité du probléme (2.1.1).

2.2 Existence d’une solution faible

On introduit la définition de solution faible suivante.

Définition 2.2.1. Soit g € L*(Q) et v € L*(%y) données. Une solution faible z de (2.1.1)
est une fonction z € L2(]0,T[; H'(Q)) NC([0,T], L*(2)) vérifiant :

d
G [zodrate) = L) pp tedT[ voe M),
Q

dt (2.2.1)
2(0, z) = 0,

ou,

a(z,p) :/QVngo dr etou  L(p) :/Qgcp dx—l—/F v dly.
0
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Remarque 2.2.1. On vérifie qu’une solution classique de (2.1.1) est solution faible.

En effet, soit z une solution classique (i.e z ainsi que ses dérivées d’ordre un en t et

d’ordre inférieur ou égal a deux en z sont dans L?(Q)). On multiplie la premiére équation

du probléme (2.1.1) par une fonction ¢ € D(Q2) et on intégre par parties :

[)(%—Az)@dx:/gggodw.

i/zgp dx—{—/Vngp dx—/ Oy d(FoUF1)=/gSO dzx,
dt Jq Q FoUTy Q

d
— zgpdx+/Vng0dx:/gg0dx+/vgodFo.
dt Jo Q 0 To

et donc :

Ce qui veut dire que z est solution de (2.2.1).
Théoréme 2.1. Le probleme (2.2.1) admet une solution faible unique.

Voici une bréve démonstration de ce théoréme (pour les détails voir Lions-Magenes
|30] ou Brezis [4])

Preuve . On vérifie que les hypothéses du théoréeme de Lions [30]-[4] sont satisfaites.
1) Continuité de la forme bilinéaire a :

A Vaide de linégalité de Cauchy-Schwarz on a :

la(z;0)| < V2|20l Vellze) < l2llm@llella @, (2.2.2)
ce qui donne la continuité de la forme bilinéaire a dans H'(Q).
11) Coercivité de la forme bilinéaire a :
z(t,x) étant nulle sur {0} x Q C Q, on peut établir (I'inégalité de Poincaré par rapport a

x [6]) que : ||z]|r2) £ C(Q)||V2| 120 ou C(Q) est la constante de Poincare.

Ainsi, on a :
HVZH%%Q) < ||ZH12L11(Q) = ||z|]%2(9) + ||VZH%2(Q) <(1+ C<Q))“VZH%2(Q)

Donce :
a(z,z) = V2|12 = 1215 V2 € H(Q). (2.2.3)

111) Continuité de la forme linéaire L : On a,
IL(p)] < / 99 dfr+/ lvgl dlo,
Q I'o
< lgllzz@llellizz@) + [[vllz2@o el 2oy,
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ainsi, on a d’aprés le théoréeme de trace (voir chapitre 1, théoréme 1.7) qu’il existe [ =

B(Q) > 0 tel que :
ol 2oy < Bllella @)
On obtient donc :
1250 < (lgll ez + Bllollzacn) Il oy. (2.2.4)

Alors L(t; @) est continue sur H'(Q).
Par suite, les hypothéses du théoréeme de Lions étant bien vérifiées, il existe une unique
solution faible z € L*(]0, T[; H'(Q)) NC([0,T]; L*(Q)) du systeme (2.1.1).

2.3 Controle optimal

On est concerné par le probléme de controle optimal du systéme (2.1.1) muni de
la fonction cott définie dans (2.1.3), c’est a dire résoudre le probléme de minimisation
suivant :

ian{ J(v,g) Vg€ G, ou G est défini par (2.1.2).
ve

Puisque ¢ parcourt le sous-espace vectoriel G (infini), le probléme de minimisation ci-
dessus n’a pas de sens.

Pour cela, on est naturellement tenté de résoudre le probléme inf.sup (ou minmax) suivant :

inf (sup J(v,g)). 2.3.1
inf (sup J(0.9) (231)

Autrement dit, on cherche a controler la pollution la plus catastrophique, c¢’est-a-dire la

pire des situations. Mais ceci n’est pas réaliste car en général :

sup J(v, g) = +00.
geG

Il est alors nécessaire d’envisager une autre méthode, comme celle qui a été développée

par J.-L. Lions : "la méthode du contrdle sans regret'.

Pour cela, soit z(0, g) I'état du systéme avec un controle nul, ¢’est-a-dire un état laissé
a I'abandon.

On cherche alors v tel que :
J(v,9) < J(0,9), VgeG.

Ce qui veut dire que I’on cherche a controler le systéme (2.1.1) d’une fagon ou d’une autre,

mieux que de le laisser a I’état d’abandon. C’est un procédé "sans regret".
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On est amené alors a remplacer (2.3.1) par la condition suivante :

inf <sup (J(v,g) — J(O,g))).

Autrement dit, on cherche a trouver les controles, s’ils existent, qui peuvent améliorer la

situation. On donne alors la définition suivante du controle sans regret.

Définition 2.3.1. On dit que u € U est un controle sans regret de (2.1.1)-(2.1.3) s'il est

solution du probléme suivant :

zl;relbf/ <jgg (J(v,g) — J(O,g))). (2.3.2)

Grace a la linéarité, il est facile de voir que :
2(v,g) = 2z(v,0) + 2(0, g). (2.3.3)
Remarque 2.3.1. z(0,0) = 0 est la solution triviale grice au théoréeme 3.1.

Lemme 2.2. On a :
Preuve . On a :

J(v,9) = J(0,9) = ||2(v, 9) — zall2(q) + Nlvllizisy) — 1200, 9) — zall12q)
Grdce a (2.3.3), on obtient :

J(v,9) = J(0,9) = [|2(v,0) + 2(0,9) = Zallz2(q) + NllvlIZ2(sy) — 1200, 9) = zallZ2(q)
= [|2(v,0)[Iz2(q) + II2(0, 9) — Zd||L2<Q) +2(2(v,0),2(0,9) — 2a) 12()
+ N|[oll32m) — 1200, 9) — zall72(0)
= [2(v,0) = zallZ2q) + l12allZ2() + 2( (v,0) = za, za) r2(@) + NvllZ2(sy)
+ 2(2(v,0), 2(0, g) — 2a)12(Q)
= J(v,0) — J(0,0)
[+2J(0, 0) + 2(2(v,0) = 24, za) 12(Q) + 2(2(v,0),2(0, g) — Zd)L?(Q)} ,

or, le dernier crochet s’écrit :

2J(0,0) + 2(2(v,0) = 24, za) r2(q) + 2(2(v,0), 2(0, 9) — 24) L2(0)
(2a, zd) 12(Q) + 2(2(v,0) = 24, za) r2(q) + 2(2(v,0), 2(0, 9) — 2a) 12(Q)
(2(v,0), Zd>L2(Q) +2(2(v,0),2(0,9) — za) 12()

(2(0,0),2(0,9)) 2(@)-
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On obtient donc :

J(v,9) — J(0,9) = J(v,0) — J(0,0) + 2(z(v,0), z(O,g)>L2(Q).

Ceci acheéve la preuve.

Remarque 2.3.2. J(0,0) étant une constante fizée, on peut sans restreindre la géneralité,

supposer que : J(0,0) = 0. Ce qui donne la formule suivante :
J(v,g9) — J(0,9) = J(v,0) + 2<z(v, 0), z(O,g))LQ(Q). (2.3.5)

Cependant, dans le terme de droite de (2.3.5) la donnée manquante g apparait impli-
citement dans I'état du systéme, i.e : z(0, g).

Pour avoir une expression explicite, on introduit le :

Probléme adjoint :

Soit &£(v,0) :=£(t, x,v,0) la solution du probléme adjoint suivant :

A*¢(v,0) = 2(v,0) dans Q,
&T,x) = 0 dans Q, (2.3.6)
ay£ = 0 sur EO U 21.

avec & € L*(0,T; H*(Q2)) N H*(0,T; L*(Q)) (la preuve est similaire a celle du théoréme
2.1, basée sur le théoréme de Lions, voir [30]-[4]).

On a alors :
(z(v,0), z(O,g)>L2(Q) = /QA*f(v,O)z(O,g)dtdx
= / ¢(v,0).Az(0, g)dtdx — / 2t =T)(t =T) — z(t = 0)¢(t = 0)]da
Q Q

- [ E0000,2(0.9) — 20.9)0,6(0.0) dv
YoUX
— [ ¢t 0,000t )it
Q

- <£(Ua 0)7 g>L2(Q)
Finalement, on obtient :

J(v,9) = J(v,0) = J(v,0) + 2({(v, 0), ) 12(q)- (2.3.7)
En conséquence on a la :
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Remarque 2.3.3. En utilisant (2.3.7) Uexpression (2.3.2) qui définit le controle sans

regret devient :
inf (J(v, 0) + 2sup(&(v, 0), g>L2(Q)>. (2.3.8)

veld geG

On a alors les deux cas suivants :

- ou bien g est orthogonal & £(v,0) auquel cas on a :

sup(§(v,0), g)L2(q) = 0. (2.3.9)
geG

- ou bien g est quelconque dans G et non orthogonal & (v, 0), dans ce cas on peut avoir :

sup(§(v,0), 9)r2(@) = +o0. (2.3.10)
geG

Par conséquent pour éviter d’étre dans la situation (2.3.10) on peut envisager dans un
premier temps de se limiter au cas (2.3.9), c’est-a-dire on pourrait considérer 1'espace des

controles admissibles suivant :
U= {vel, telle que £(v,0) est orthogonal & G}.

Or, dans ce cas de figure le controle sans regret est difficile a caractériser. C’est alors que

I’on définit le controle & moindres regrets de la maniére suivante.

2.4 Définition et construction du contréle & moindres

regrets

Définition 2.4.1. Soit v > 0 suffisamment petit. Le controle a moindres regrets u, € U
du probléme (2.1.1)-(2.1.3) est défini par la solution de :

inf (sup (J(v,9) = J(0,9) ~ 1glEa(q) ). (2.4.1)

veU geG

Remarque 2.4.1. Avec le contréle a moindres regrets nous admettons la possibilité de
faire un choiz de contréles v légérement moins catastrophique que l’état d’abandon (v =10),

avec une marge d’erreur ne dépassant pas 7”9”%2(Q)-

En utilisant (2.3.7) le probléme (2.6.3) s’écrit comme suit :

inf [J(v,0) + sup (2(&(v, 0), 9)r2@) — Vll9lli20))]

veld geG
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or,on a :

1 2 1 2
Slele (2<£(U? 0)7g>L2(Q) - 7”9”%2(@)) = 7228 ( - ||g - ;5(1}7 O>HL2(Q) + ||;£(U7 O)HLQ(Q))

1 2
= ; H€(7}7 O)HLQ(Q)
(2.4.2)

Donc finalement on est amené a résoudre la suite de problémes de controle classiques

suivants :
: gl
Helzﬁj (v), v>0 (2.4.3)
otl,
2
T (v) = J(v,0) + —Hg v,0) ||L2(Q). (2.4.4)

2.5 Existence et caractérisation du contrdle & moindres

regrets

Proposition 2.3. Pour v > 0 fizé, il existe un unique controle a moindres regrets noté
u, € U = L*(3) solution du probleme de minimisation (2.4.3).

Preuve . On a J7(v) > 0, Yv € U. Donc inf j”(v) existe.

Soit (v1}) une suite minimisante telle que : d = lim J7(v]).
n—-+00

On a, a partir d’un certain rang entier ng, pour tout n > ng :
Y (o n 1 n 2
0. T(wg) = J(u3,0) + 6], 0)lagq) < dy + 1.
En remplagant J(vl,0) par sa valeur (2.1.3) on obtient :
n n 1 n 2
[2(v],0) — ZdHL2 + Nljvf 17 (o) 5”5(%,0)‘&2(@) <d,+1,

On en déduit les estimations suivantes :

I2(vy, 0)ll2@) = ¢

IN

07122 (20) Cy, (2.5.1)

—||€( Ol < e

(V7
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ol ¢y = max{\/d7 +1, \/%, \/Q(dﬂ, +1-— ||zd||%2(Q))}, qui est une constante positive

indépendante de n.

n

%, on a les convergences faibles suivantes :

Par suite, a une sous-suite prés notée encore v
vl = u, dans L* (%),

2(v7,0) = n dans L*(Q), (2.5.2)
£(u7,0) = p dans L*(Q).

D’autre part, en multipliant la premiére équation du probléeme (2.1.1) par ¢ € D(Q) telle

que 0,0 = 0 sur Yo U Xy, et en intégrant par parties sur (), on obtient :

Oz/Az(U,’;‘,O)go dtdx:/z(v:,O).A*go dtda:—/ U, (2.5.3)
Q Q 2o

Grace o (2.5.2) et par passage a la limite sur n dans (2.5.83), on a :

/ nA*p dtdr = / DU . (2.5.4)
Q o
En particulier :

(n, A"p) = (An,0) =0 Vyp € D(Q), (2.5.5)
ou {.,.) désigne ici le crochet de dualité entre D'(Q) et D(Q).

Ce qui donne :
An=0 dans D'(Q). (2.5.6)

D’autre part z := z(u,,0) étant une solution faible de (2.1.1) et réguliére (voir théoréme

4.8 de [30], page 30), vérifie :
Az(u,,0) =0 dans D'(Q), (2.5.7)
on peut alors montrer que

n = z(u,,0) dans D'(Q) et dans L*(Q).

En effet,
(A2(uy,0), ) = <Z(u7,0),u4*90>—/ uyp, Vo €D(Q) tel que dyp =0 sur YU,
o
(2.5.8)
par suite :
(Az(uy,0), ) = (2(uy,0), A%p) Voo € D(Q). (2.5.9)
On déduit de (2.5.5) et (2.5.9) :
((uy,0) = 1, A%) =0 Vi € D(Q). (25.10)
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De plus, pour tout ¥ € D(Q), le probleme :
A =1 (2.5.11)

admet une solution unique ¢ dans D(Q).
Alors on déduit de (2.5.10), (2.5.11) et en vertu d’un résultat classique d’analyse fonc-
tionnelle (voir [4], lemme IV.2, page 61) que :

2(uy,0)=n pp  dans Q. (2.5.12)

Or z(u,,0), la solution du probleme (2.1.1), est suffisamment réguliére (voir [30], théoréme

4.3, page 30).
Par suite, grace  (2.5.6), (2.5.12) et par intégration par parties on a pour tout p € D(Q)
tel que O, =0 sur Xy :

0—/Amo—/n«4*90—/ oy
Q Q U,

(2.5.13)
= / 2(uy, 0) A —/ dunep.
Q YoUX
Par comparaison de (2.5.4) et (2.5.13) on a :
/ 2(uy, 0)A™Y = Oy
@ S0t (2.5.14)

:/ uyp,  (grdce a (2.5.8)),
Yo

/&,ngoJr/ (9,,7)g0:/ Uy . (2.5.15)
o 1 o

- Premier cas : pour ¢ = 0 sur un voisinage de g, on a 0,n = 0 sur ;.

ce qui donne :

- Deuziéme cas : pour ¢ = 0 sur un voisinage de X1, on déduit 0,m = u, sur Y.

Par suite, griace a l'unicité de la solution du probléeme (2.1.1) on a :
n = n(uy,0) = z(u,,0). (2.5.16)

D’ou,
2(v7,0) = z(uy,0) dans L*(Q). (2.5.17)

De méme, en multipliant la premiére équation du probléme adjoint (2.3.6) par ¢ €

D(Q), et en intégrant par parties sur @), on obtient :

/f(v;‘,O)Agp dtdx = / z(v7,0)¢ dtdz. (2.5.18)
Q Q
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Grice 6 (2.5.2), (2.5.17) et par passage a la limite sur n dans (2.5.18), on a :

/,u.Acp dtdr = / 2(u, 0)g dtdx. (2.5.19)
Q Q

En particulier,
{1 Ap) = (A, 0) = (2(ur, 0), 0) Vo € D(Q),
ou {.,.) désigne ici le crochet de dualité entre D(Q) et D'(Q).
D’ou,
A= z(u,,0) dans D'(Q). (2.5.20)

D’autre part £ := &(u,,0) étant une solution faible de (2.3.6) et réguliére (voir théoréme
4.8 de Lions et Magenes [30], page 30), vérifie :

A*E(uy,0) = z(uy,0)  dans D'(Q). (2.5.21)

Grace a (2.5.20), (2.5.21) et en procédant de la méme maniére que la prewve de (2.5.16),

on obtient :
n= M(u’}’a 0) := f(uw 0).
D o1,
§(v7,0) = &(uy,0) dans dans L*(Q). (2.5.22)

On a donce :

. . 1
lim J7(v}) = J"(uy) = J(u,,0) + ;HS(UWO)Hiz(Q)

n—-+o0o

. n 1 n 2
< inf [J05,0) + 117, O)lizg)] = do

Alors J7(u.) = %rellg T (V).

On conclut alors que u, est une solution du probléeme de minimisation inf J7(v]). De
neN

plus grdace a la stricte convexité de J7 cette solution est unique.

2.5.1 Caractérisation du contréle & moindres regrets

On donne maintenant la caractérisation suivante du controle a moindres regrets du
probléme (2.1.1)-(2.1.3).

Proposition 2.4. Le contréle a moindre regrets u., € L*(Xo) défini dans la proposition

2.3 est caractérisé par le quadruplet (z,,&,,0.,7,) € (L*(Q))*, solution unique du systéme
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d’optimalité suivant :

Az, = 0 A, = 2y
1
Ao, = ;57 A'm, = z,—z25+0, dans Q,
S0) = 0 &T) = 0
< 0'7(0) = 0 7T,Y(T) 0 dans Q, (2523)
Ovzy = Uy 0.6, = 0
oo, = oy, = 0 sur Yo,
Ovzy = 0.8, = 0
| 0o, = 0 oy, = 0 sur X,
avec I’équation de [’état adjoint :
T+ Nu, =0 sur X, (2.5.24)

ol zy = z(t,x;u,,0); & = E&(t, Ty u,,0); et ol 0., et T, sont respectivement des fonctions

o et 7 telles que : 0 = o(t,z;u,,0); 7 = m(t,2;u,,0).

Preuve . On pose w =v —u,, v € L*(3y) arbitraire.

La condition nécessaire d’Euler-Lagrange satisfaite par . :

lim (‘77(“” +w) - m(“’7>) >0 Vw e U,
A—0 )\

donne :

1
(zy — 24, 2(w, O)>L2(Q) + N (uy, w) r2(s0) + §<§7,§(w, 0)>L2(Q) >0, VNwel, (2.5.25)
ot 2y = 2(t, z;u,,0), & = &(t, x;u,, 0).

Avant de continuer la démonstration de la proposition 2.4, on montre d’abord comment
on a obtenu [’équation (2.5.25). On a :

1
J'(v) = J(v,0) + §||€(v, 0)[172().

et
J(v,9) = |2(v, 9) = zall72(q) + Nlvll72(s0)-
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Donce :

1
j’Y(u’y + )\’lU) - j’Y(u’y) = J(u'y + )\'LU, 0) + ;Hf(u’y + )\wa O)H%Q(Q)

— 0 = 6 o

= [|2(uy + Aw, 0) = zall72(g) + Nlluy + Aw|[ 72,
— |z — zd”%?(Q) - N||Uv||%2(20)
+ 2 (1€ + A, 0l ) = 60, Ol o)

= [lz5 + Az(w, 0) = zall72) — 12y — zall72(0)
+ NlJuy + /\WH%Q(EO) - ||“w||%2(20)]

1
+ 5 [ll&, + )‘§<w70)|’%2(Q) - H%H%%Q)]
1
= N[[|2(w, 0)[[72(q) + NlwlZaesy) + §||§(w, 0)l1Z2q)]

+ 2)\[<z7 — 24, 2(w, 0)) 120y + N (uy, w) 12(s)

1
+ ;<€'y? f(w, O)>L2(Q)] .
Donce :
gl w) — T
iiir(l) (j (uy + Z;)\) J (%)) =2[(zy — 24, 2(w, 0)) 12(Q) + N{Uy, W) r2(5y)

1
26 €, 0))L2(] > 0.

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 2.4.

Soit 0, 1= o(t,x;u,0) la solution du probléme suivant :

1
Ao, = ;57 dans @,
o,(0,z) = 0 dans 2,
ooy, = 0 sur¥yUX.

On multiplie la premiére équation du probléeme (2.3.6) par o. et on intégre par parties :
/UW.A*f(w,O) dtdz = / o,2z(w,0) dtdz.
Q Q
Alors,

/Aavf(w, 0) dtdw — / [t =T)o,(t =T) — &(t = 0)o,(t =0)]dx
Q Q

- / (0,0,€ — 0,0, dv = / o,z(w, 0)dtdz.
YoUXq Q
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Puis, compte tenu des conditions auz limites, on obtient :

/Aavﬁ(w,O)dtda::/Uwz(w,(])dtdx,
Q Q

Par suite, on a :

<%fv>§(w,0)> - <‘777Z(w’0>>L2(Q)'

L2(Q)
Done, Uéquation (2.5.25) devient :

<z7 — 24 + 04, 2(w, 0)>L2(Q) + N(uy, w) 2(s,) > 0. (2.5.26)

Finalement, pour trouver l’état adjoint, on introduit 7., := 7(t,x;u,,0) la solution du

probléme adjoint suivant :

A, = z,—z4+0, dans Q,
(T, x) = 0 dans €2,
oy = 0 sur Yo U 2.

On multiplie la premiére équation du probléeme (2.1.1) par ., et on intégre par parties, ce

qui domne :

z(w,0) A . dtdx — 2(T)my(T') — 2(0)7(0) |do — 20,my — Oyzmy ] dv = 0,
| 0w dtds — [ [y ) - 0w o] - [ |

SoUS:
et donc,
<A*7T7, z(w,0)>L2(Q) = (T, W) 12(5)-
Alors,
(zy = 2a + 04, 2(w, 0)>L2(Q) = (T, W) £2(539)- (2.5.27)

Donc, d’aprés (2.5.27), Uéquation (2.5.26) devient :

(M) + Ny, wh ey >0, Yw €U = L*(5),
et comme U est un espace de Hilbert, on a aussi :

(M) + Ny, wh ey <0, Yw €U = L ().

Donc on a immédiatement [’égalité variationnelle : m, + Nu, = 0 sur Xy. Ceci achéve

la preuve.
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2.6 Cas ou les données aux limites sont manquantes

On considére ici un probléme de diffusion avec controle distribué a I'intérieur du do-
maine €2 et une donnée aux limites manquante. Ce probléme se modélise par 'EDP de

type chaleur suivante :

Az = v dans Q,

2(0,z) = 0 dans €, (2.6.1)
O,z = g sur X,
O,z = 0 sur X,

ot v := v(t, x) est la fonction controle qui est dans L?(Q), et ot g := g(t, z) représente la
donnée manquante qui est dans G tel que :

G est un sous espace vectoriel fermé de L*(%).

On veut trouver le controle optimal u associé au probléme (2.6.1), i.e. minimiser la
fonction cott suivante :

inf J(v,g) = inf <H2(v,g) — Zdl[ 12 + NH“HZI) Vg € G, (2.6.2)

avec Uy := L*(Q) est 'espace des controles admissibles.

Le probléme (2.6.1)-(2.6.2) se résoud par la méthode du controle & moindres regrets
vue précédemment car il contient une donnée manquante.
On rappel d’abord la définition du controle & moindres regrets associée au probléme
(2.6.1)-(2.6.2).

Définition 2.6.1. Soit v > 0 suffisamment petit. Le controle & moindres regrets ., € U,
du probléme (2.6.1)-(2.6.2) est défini par la solution de :

il ((sup (J(v,9) = J(0,9) = lglls) ) 2.6.3
Inf 2’28( (v,9) = J(0,9) =gl Z2ny) (2.6.3)
On introduit maintenant & := £(¢,z,v,0), o £ est la solution du probléme adjoint

suivant :
A*€¢(v,0) = 2z(v,0) dans @,
&T,x) = 0 dans €, (2.6.4)
0,€ = 0 sur Y,

alors, en appliquant la définition 2.6.1, le probléme (2.6.2) s’écrit comme suit :

inf [J(0,0) + sup (2(6(0,0), 9)z20s0) — 19l32(5,) |

veEU geG
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Or,

1
sup (2<5(U70)>9>L2(20) - ’YHQH%?(EO)) = —Hf(U,O)H%%zO)-
9€G Y

On obtient donc le probléme classique de controle optimal suivant :

veEUL

1
inf 77(v) ot J7(v) = J(v,0) + ;\I&(U,O)\I%m)-

Proposition 2.5. Le controle a moindres regrets u, € Uy associé au probléme (2.6.1)-
(2.6.2) est caractérisé par le quadruplet (z,,&,,0,,7,) € (L*(Q))*, solution unique du

systeme d’optimalité suivant :

Az, = u, A, = Zy

Ao, = 0 A, = zy—za+o0, dans Q,
%(0) = 0 &) = 0

o,(0) = 0 7, (T') 0 dans £,
avz'y - 0 auéw - 0

1

00, = =& oy, = 0 sur o,
Oyzy = 0 08¢ = 0
\ oo, = 0 o, = 0 sur i,

avec ’égalité d’état adjoint :
T+ Nu, =0 sur Q,

ol zy = z(t,x;u,,0); & = E&(t 3 u,,0); et o 0., et T, sont respectivement des fonctions

o et m telles que : 0, = o(t,x;u,,0); 7 = 7(t,x;u,,0).
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Chapitre 3

Controle ponctuel par la méthode de

transposition

3.1 Position du probléme

On étudie ici un probléme de controle optimal avec une fonction controle qui dépend
uniquement du temps, et on se concentre sur un point b du domaine 2, c’est : le controle
ponctuel.

Ce dernier n’a jamais été appliqué a des problémes avec données manquantes.

Considérons un point b dans © (2 ouvert borné de RY, d = 2,3, de classe C™) et
v := ov(t) la fonction controle définie sur [0,7]. Egalement on note par A = 0/0t — A
lopérateur de diffusion, et par A* = —0/0t — A son adjoint. L’état z := z(t,z,v, g) est

une solution du systéme suivant :

Az = v(t)d(x —b) dans Q,

2(0,x) = 0 dans ), (3.1.1)
0,z = g sur X,
0,z = 0 sur 2.

ou 6(x — b) est la masse de Dirac de support b, ¢’est-a-dire :

(6(z = b),0)pp = p(b) Ve € D(9).
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3.2 Existence d’une solution par la méthode de trans-
position

On montre lexistence et l'unicité de la solution du probléme (3.1.1), en utilisant la
méthode de transposition |30|. Cette derniére repose sur le passage au probléme adjoint

et sur I'utilisation du théoréme de Riesz [4].

D’abord on donne la définition de la solution faible du probléme (3.1.1) par transpo-

sition.

Définition 3.2.1. Soit v € L*(0,T) et g € L*(Xy).Une solution faible 2z du probléme

(3.1.1), définie par la méthode de transposition, est une fonction z € L*(Q) vérifiant

/ St )b (t, 2)dbd — / o(E)p(t, b)dt + / ot 0)g(t o)dtdo, Vi € LX(Q), (3.2.1)
Q 0 o

ou ¢ := p(t,z) est la solution du probléme rétrograde suivant :

A*p = 1 dans Q,
o(T,z) = 0 dans Q, (3.2.2)
d,p = 0 sur XgUZX;.

Remarque 3.2.1. On vérifie qu’une solution réguliére de (3.1.1) est solution faible au
sens de la méthode de transposition précédente.
En effet, en notant par (.,.) le crochet de dualité entre D'(Q) et D(Q) et en multipliant

par ¢ € D(Q) les deur membres de la premiére équation du probleme (3.1.1), on a :

T
/ Azp dtde = (Az, @) = (v(t)o(x —b), ¢(t,x)) = / v(t)p(t,b)dt. (3.2.3)
Q 0
Soit maintenant ¢ la solution du probleme (3.2.2). Alors :

o€ HY0,T; L*(2)) N L*(0,T; H*(QQ)) :== H
et (3.2.4)
lellz2o.mm20)) < CllYlr2q),
cela d’apres des résultats de régularité standards en analyse fonctionnelle (cf. [30], chapitre
4, théoréeme 4.3, p. 30).
Par densité de D(Q) dans H := H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) et grice a (3.2.3), on

/ Azp dtdr = / 2 A dtdx —I—/ (20,0 — O, z¢p)do. (3.2.5)
Q Q

YoUX
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Soient ¢ et @ les fonctions considérées dans le probleme (3.2.2). On déduit de (3.2.3) et
(3.2.5) :
T
/ z(t, ) (t, x)dtde = / v(t)go(t,b)dt+/ o(t,x)g(t, z)dtdo,
Q 0 Yo
Vi € L*(Q) et o solution de (3.2.2).

Par suite la définition 3.2.1 est bien justifiée.

Dans la suite, on désignera par z := z(t,z;v,g) la solution de (3.1.1) au sens de la
méthode de transposition (Définition 3.2.1).
On peut obtenir 'existence et I'unicité de la solution z du probléme (3.1.1), grace au

théoréme de Riesz, comme suit :

Théoréme 3.1. Etant donné ¢ € L*(Q), on note par ¢ := ¢(t,x) la solution de (3.2.2)
avec second membre 1. Soit v € L*(0,T) et g € L*(Xg) données. L application :

 L*(Q) — R

) »—>T(w)—/0 v(t)gp(t,b)dt+/2 o(t,0)g(t,o)dtdo

est linéaire continue.
De plus, il existe un unique z € L*(Q) tel que Vi € L*(Q) :

() = (2, 1/)>L2(Q).

Preuve . Puisque ¢ est le second membre de la premiére équation du probléme (5.2.2)
et grace a lunicité de ¢ solution de (3.2.2), Uapplication 1 —— (t,b) est bien définie,
ainsi application 1 — 7(1) est bien définie.

i) Linéarité de l'application T

L’application 1 — @(t,b) est linéaire grace a l'unicité de @, solution du probléme adjoint
(5.2.2), ainsi Uapplication ¢ — 7(1)) est linéaire.

i1) Continuité de Uapplication T

Pour montrer la continuité de Uapplication 1 — 7(¢), il faut montrer que :

‘/OTU(t)go(t,b)dt—i-/z ©(t,0)g(t,o)dtdo

< C|Y|l2g) ou C est une constante.
On a :

‘/OTU(t)go(t, b)dt—i—/Z go(t,a)g(t,a)dtda’ < ’/OTU(t)QO(t,b)dt‘ + ’/2 o(t,x)g(t, z)dtdx|.
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On montre d’abord que

On

T
/ ’U(t)@(t, b)dt S CleHLQ(O,T;LQ(Q)); ol Cl € R.
0

a:
T
|| o0ett.t] < lollaqom et Blzsgomy < ol lelloram).
Or, d’apres Uinjection de Sobolev (voir chapitre 1, théoréme 1.3), on a :

L*(0,T; H*(2)) — L*(0,T;C°(Q)), QCR xR", n <3

(3.2.6)
et [l¢llrzo.r=@) < all@llizoruz @), @ € R.
On a alors grice a (3.2.4) et (3.2.6) :
T
‘/ v(t)go(t,b)dt‘ < Ol eorzey ot Ci = aChllv]leor- (3.2.7)
0

/ o(t, 0)g(t, 0)dtdo| < Coll]| 12y, 0t Cs € R.
>

On a en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Maintenant on montre que

| [ ettogtt.ordao] < [ fett.o)latt o)ldtde < gl lall s
0 0
Or, a l'aide du théoréme de traces (voir chapitre 1, théoréme 1.7) on a :
lellzeo) < Culloll 20,1 (@) avee Cy € RY.
D’ou :

‘/ @(taa)g(fyff)dtda’ < Cullgllrzsollellz20m @) < Cullgllzzso 0l L20,m5m20)
o

(3.2.8)
et d’apres (3.2.4), on obtient :

) / w(t,a)g(t,a)dtda‘ < Cyll¥ll 2o soy. avee Cs = CoCillglliogsy.  (3.2.9)
o

Finalement, de (3.2.7) et (3.2.9) on déduit que ’application T est continue de L*(Q) dans
R.

Alors d’apres le théoréeme de Riesz (voir chapitre 1, théoréme 3.1) :

3l z € L*(Q) tel que Vi € L*(Q), T(¥) = (2,¢)12(Q)-

Ce qui achéve la preuve du théoréme.
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3.3 Probléme de contréle ponctuel sans donnée man-

quante

Dans cette partie on caractérise le controle optimal ponctuel wu,, associé au probléme
(3.1.1), par la solution d’un systéme d’optimalité (S.O), et cela en considérant que g n’est
pas une donnée manquante, c¢’est-a-dire g = 0. On examinera dans le paragraphe suivant
la méme question avec une donnée manquante.

Soit U un convexe fermé non vide de L?*(0,T'), I'espace des controles admissibles, i.e) :

U :=U (3.3.1)
et
J(v) = ||z(v) — ZdH;(Q) + NHUHiﬂ([O,T])' (3.3.2)
ou
z2(v) == z(t,z;v), Yv e U. (3.3.3)
On cherche a trouver :
52% J(v). (3.3.4)

On montre que le probléme (3.3.4) admet un unique controle optimal u, € U en procédent

de fagon similaire a la preuve de la proposition 3.3 (chapitre 3).

Proposition 3.2. Le contréle optimal u, = in{I J(v) est caractérisé par le couplet (z,7) €
ve

(L*(Q))? solution du systeme d’optimalité suivant :

([ Az = w(t)o(x—b) A = z(w) — 24 dans Q,

2(0) = 0 n(T) = 0 dans Q, (3.3.5)
[ Oz = 0 o,m = 0 sur Yo U Xy,
avec :
£(.,b) + Nup > 0 sur [0,T7, (3.3.6)

ot z est la solution du probléme (3.1.1).

Preuve . Une condition nécessaire d’Fuler-Lagrange satisfaite par w, est la suivante :

lim (‘](“" - Aw) - J(“b)) >0 Yw € U.
A—0 A
On en déduit :
(2(up) — 24, z(w)>L2(Q) + N{up, w) 2oy =20 Vw € U, (3.3.7)
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ouw=1v—1u, veU.

En effet, on a :
J(uy + Mw) — J(uy) = Hz(ub + Aw) — ZdHLz + N”ub + /\me ([0,T))

- ”Z(“b) - Zd||L2(Q) - NHubHL2([O,T])
= Hz (up) + Az(w) H; — 2<z (up) + Az(w) ’Zd>L2(Q)

+N)\2HU)HL2 +2/\N<ub,w>L2

(10,77) ([0,77)
- || Ub HL2 + 2<Z Zd>L2(Q
= [|=(w)ll}2q *‘AQH M52y T+ 2ME(w).

2)\<z w)

>LQ(Q)

~ 2(z (), + Nvuwum

2d>L2(Q) 124) 12(0) (10,77)
_ || ub HL2 +2<Z ub Zd>L2(Q

+2N/\<ub,w> +N)\2Hz w

L2([0,T7) HL2 (@)

= N{la(w)|[7a(gy + NN [l 2 g0y + 222 (), 2(w)) 12,
+ 2)\N<Ub, w)LQ([O,T}) — 2)\<Z(U}), Zd>L2(Q)

Donc :

(J(ub+)\w) — J(ub)>

li
1m \

lim =2(z(up), 2(w)

+ 2N {uy,

>L2(Q) w>L2( 0,7))

—2(z(w) >0,

#) 12(g)
ce qui donne (3.3.7).
Revenons maintenant a la démonstration de la proposition 3.2.
Soit m:= 7(t,x,up) la solution du probléeme adjoint suivant :
A'm = z(wp) —zq4  dans @,
n(T) = 0 dans §2, (3.3.8)
o = 0 sur g U 2.
Soit z(w) := z(t,x;w,0) Uétat du systéme (3.1.1). Ainsi on désigne par (.,.) le crochet de
dualité entre D'(Q) et D(Q).
En effet, en multipliant la premiére équation du probleme (3.1.1) par m € D(Q), on a :

T
/ Az(w)rdtde = (Az,m) = (w(t)o(z — b),7(t,x)) = / w(t)m(t,b)dt. (3.3.9)
Q 0
Soit maintenant m la solution du probléme (3.5.8). Alors

7€ HY0,T; L*(Q)) N L*0,T; H*(Q)) := H
et (3.3.10)

171l 20,7120 < Cllzy = Zall 220
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cela d’apres des résultats de régularité standards en analyse fonctionnelle (cf. [30], chapitre
4, théoréme 4.3, p. 30).
Par densité de D(Q) dans H := H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) et grice a (3.3.9), on

a !

Az m dtde = | 2 A*wdtdx 2t =Tt =T)— 2(t =0)x(t = T
/Q dtd /Q dtdz + / (2(t = T)m(t = T) — 2(t = 0)(t = 0)]d

Q

— / (z0,m — 0, zdo) — / (z0,m — 70, z) do
Yo

— /Q (z(ub) —zd)z(w)dtdx.

Donc :
<Z(Ub) - Zd7z<w)>L2(Q) = <7T<-v b)’w>L2([O,T])'

Alors, Uéquation (3.3.7) devient :

<7T(.,b) + Nub,w>L2([07T]) >0, YwelU.

Ainsi, on obtient linégalité de I’état adjoint w(.,b) + Nuy > 0 sur [0, 7.

3.4 Probléme de contrdole ponctuel avec donnée man-

quante

On suppose ici que la pollution g est manquante. On aura donc un probléme de contréle
ponctuel avec donnée manquante a résoudre. Pour cela on utilise la méthode du controle
a moindres regrets vue au chapitre 2.

On introduit la fonction cotit suivante :
(v, 9) = |[z(v. 9) - ZdH2L2(Q) T NHUHiQ([O,T])’ (3.4.1)

et on cherche a trouver :

52{% J(v,g) Vge G, (3.4.2)
ou
G est un sous espace vectoriel fermé de L*(X), (3.4.3)
et ou
U un convexe fermé de L*(0,7), (3.4.4)

est 'espace des controles admissibles.
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Remarque 3.4.1. Pour obtenir des résultats plus optimales, on peut choisir une fonction

cott définie avec un état z pris au temps final T, i.e)
J(v,g) = |[2(T; ; Nlol|?
(U7g) T HZ( 7U7g)_ZdHL2(Q)+ HUHLQ([O,T])’
et on considere l’espace des controles admissibles suivant :
U= {veL*0,T)/2(T, x;v,9) € L*(Q)}, (3.4.5)
que l'on muni de la norme L*(0,T).
Lemme 3.3. L’espace U défini par (3.4.5) est un conveze fermé de L*(0,T).

Preuve . i)Convezité de U :

Pour chaque vy associé a une solution z, (T, x;v,g) € L*() et vy associé a zo(T, x;v,g) €
L3(Q), on a pour a €]0,1] :

az (T, z;v,9) + (1 — a)z(T,z;v,9) € L*(9),
d’ou U est conveze.
ii) U fermé :

Soit (v,) € U qui converge vers v dans L*(0,T).
Soit z, la solution associée a v,, et z la solution associée a v.
Pour que U soit fermé, il faut que z,(T, z;v, g) converge vers z(T,x;v,g) dans L*(S).
En effet, pour tout n, il existe z, € L*(Q) telle que :

T
/znzbdtdx:/ vn () (8, b)dt—/ wgdv Yy € L*(Q), (3.4.6)
Q 0 o

ou @ est la solution du probléeme adjoint (3.2.2).

Par passage a la limite, lorsque n tend vers l'infini, dans (3.4.6), on a :

/sz—ml :/OTU(W(LL, b)dt—/EO ogd.

Soit maintenant z la solution (définie par transposition) associée a p, i.e)

T
/ zipdtdx :/ v(t)p(t,b)dt —/ wgdv Y € L*(Q) et ¢ solution de (3.2.2).
Q 0 o
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On a donc par unicité de la limite : / Zphdtdr — / 2pdtde, i.e)
Q Q

Zn — 2z dans L*(Q). (3.4.7)

On pose maintenant 1V = z, et @, la solution du probléeme adjoint associé.

On a grice aux résultats standards de régularité :
el < Cllzllr2@),
or, d’apres (3.4.7) ||znl|l2(Q) est bornée, donc :
lellmre < C,
il existe alors une sous-suite notée encore p, telle que :
on — ¢ dans H?,
et par injection compacte, on a aussi :

on — ¢ dans L*(Q). (3.4.8)

En remplagant alors ¢ par z, dans (3.4.6), on a :

T
/zﬁdtdx:/ vn(t)gon(t,b)dt—/ ongdv vz, € L*(Q), (3.4.9)
Q 0 o

et par passage a la limite et grace a (3.4.7) et (3.4.8) on a :
/ 2dtdr — / Zdtdr,
Q Q

2y — 2z dans L*(Q),

d’o,

et par suite :

Zn(Tvx;Uag) - Z(T,l‘;v,g) b-p dans LQ(Q)

Ce qui achéve la démonstration.

3.4.1 Caractérisation du contréle ponctuel & moindres regrets

Comme la fonction coiit dépend de la donnée manquante g € G, on applique la mé-

thode du controle a moindres regrets au probléme (3.1.1)-(3.4.2) pour trouver le controle
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optimal associé. Cela nous conduit a considérer la suite de problémes de controle classiques
suivants : .
Uiglfj J(w) ou J'(v) = J(v,0) + ;||§(v, 07220 (3.4.10)

avec £(v,0) := £(t, z,v,0) la solution du probléme adjoint suivant :

A*¢(v,0) = 2(v,0) dans Q,
&T)y =0 dans Q, (3.4.11)
0,£ = 0 sur Yo U Xy,

et ot z(v,0) est la solution de (3.1.1).

Caractérisation du contréle a moindres regrets (S.0.S)

On a la caractérisation suivante du controle a moindres regrets pour le probléme

(3.1.1)-(3.4.2).

Proposition 3.4. Le controle ponctuel a moindres regrets w,, € U solution du probleme
de minimisation (3.4.10) est caractérisé par le quadruplet (&, z,,0,,7,) € (L*(Q))*, so-

lution unique du systéeme d’optimalité singulier (S.0.S) suivant :

Az, = w0z —0b) AE = =z,
Ao, = 0 A'my = 2z, —24+0, dans Q,
2,(0) = 0 &(T) 0
0,00 = 0 7, (1) 0 dans €,
Opzy = 0 28 = 0 (3.4.12)
1
0o, = =& omy, = 0 sur Yo,
Y
Ovzy = 0 06 =0
. 0o, = 0 oy, = 0 sur i,
avec linéquation de l’état adjoint :
Ty (., 0) + Nuy, > 0 dans [0, T], (3.4.13)

ot 2y = z(t, w3up,,0); & = E&(t, xup,,0) ; et ot o, et m, sont respectivement des fonc-

tions o et T telles que : 0 = o(t,x;up ,0); 7y 1= 7w(t, z;u,,0).

Preuve . La condition nécessaire d’Euler-Lagrange satisfaite par uy, est :
Tup, + Aw) — T (u
(‘7(’” A> j("”)>zo Vw € U.

lim
A—0
Ceci donne :

1
<z7 — zg, 2(w, O)>L2(Q) + N(w, up. ) r2(o,1) + ;<§7,§(w, O)>L2(20) >0, Ywe U, (3.4.14)
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ot 2y = z(t, 3w, 0), & = &(t, w5up.,0) et od w=v—u, Vv e U.
On considére maintenant o., := o(t, x; Up., 0) la solution du probléeme suivant :

;

Ao, = 0 dans Q,
0,(0) = 0 dans Q,
1
0o, = =&, sur X,
\ 0oy, = 0  suri.

On a, en multipliant la premiére équation du probleme (3.4.11) par o., :
/ o, A% (w, 0)dtdr = 0,
Q
et en utilisant la formule de Green, on obtient :

/JVA*f(w,O)dtdx = / Ao, &(w, 0)dtdx —/ [€(T)o.(T) — £(0)0,(0)] da
Q Q Q

_ / 7,0, — €0, dv
YoUX
1
= ., £<U});€7dy
Dot : .
<;§7,§(w,0)>m20) = (73, 2(,0)) 12 (3.4.15)

Donc d’aprés (3.4.15), Uéquation (3.4.14) devient :
<Z'Y —2q+ O~, z(w, O)>L2(Q) + N(ubv, w>L2([07T]) > O, Yw € LQ(O, T) (3416)

Finalement pour trouver [’état adjoint, on introduit m., := W(t,x;ubv,O) la solution du

probléme adjoint suivant :

Any, = z,—z4+ 0, dans @),
m(T) = 0 dans €, (3.4.17)
oy = 0 sur Yo U 2.

On multiplie la premiére équation du probléme (3.1.1) par m., € D(Q), il vient :

/Q.AZ(U), 0)m dtde = (Az(w,0), 7)) prxp = (wW(t)d(z —b), 7)) prxp = /0 w(t)m,(t, b)dt.
(3.4.18)

Soit maintenant 7., la solution du probléeme (3.4.17). Alors

m, € H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) := H
et (3.4.19)

7y [l 20,1312 (0)) < Cllzy — 2a + 04 22(q),
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cela d’apres des résultats standards de régularité en analyse fonctionnelle (cf. [30], chapitre
4, théoréme 4.3, p. 30).
Par densité de D(Q) dans H := H*(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H*(QQ)) et grice a (3.4.18), on

a !

/Q A(w, 0)m dtda /Q +(w, 0) A", dtda
+ /Q [2(T), (T) — 2(0), (0)]dz — /E

= / z(w, 0)A* . dtdx.
Q

[Z&,WW - &,ZWW] dv

oUXy

(3.4.20)
Ici on a tenu compte du fait que dans (3.4.10) on a g = 0.
D’ou alors de (3.4.18) et (3.4.20) on obtient :
<A*7T’ya z(w, O)>L2(Q) = <7T’Y('7 b)7 w>L2([O,T})~
(zy = za + 04, 2(w, 0)>L2(Q) = (my(-, 0),w) 2(0,17)- (3.4.21)
Donc, d’aprés (3.4.21), (3.4.16) devient :
<7T,y(., b) + Nubv,whz([oj]) > 0, Yw € U. (3422)

On a alors immédiatement l'inégalité variationnelle : 7,(.,b) + Nuy, > 0 dans [0,T].
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Chapitre 4

Controle ponctuel par la méthode de

régularisation

Dans ce chapitre on examine de nouveau le probléme de diffusion de pollution avec
controle ponctuel (3.1.1) considéré dans le chapitre précédent, mais cette fois en utilisant
une approche différente a celle utilisée dans le chapitre 3. Il s’agit d’appliquer la méthode

de régularisation, en approchant la masse de Dirac par une suite régularisante dans L?((2).

On obtient alors une suite de problémes sans donnée mesure et qui sont déja examinés

au chapitre 2.

Ensuite, toute I'étude est concentrée sur celle du passage a la limite pour obtenir fi-

nalement une caractérisation par un systéme d’optimalité singulier, du controle ponctuel.
Soit x une fonction C* telle que :
supp x = [—1,1] et / x(x)dx = 1.
Q

Soit (Xe)e>o une suite régularisante qui approche 0,(x) = do(z — b) dans D'(£2), avec :

xe)=2x (%),

9 €

ou € > 0 destinée a tendre vers 0. En particulier, y. est choisie a support dans la boule

de centre b et de rayon ¢.
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On considére alors le probléme suivant :

( % — Az = f. dans Q,
2(0,z) = 0 dans £, (4.0.1)

0,z = g sur X,

0,z = 0 sur X,

ot £.(t,2) = v(t)xelz) € I2(Q) et on g € L2(Sy).
Le systéme (4.0.1) admet une solution faible 2. € L2(]0, T'[; H'(Q))NC([0, T]; L*(2)), (voir

chapitre 2, section 2.2, théoréme 2.1).

4.1 Probléme de contrdle ponctuel avec donnée man-

quante

On suppose ici que la pollution g est manquante et que la fonction cott dépend de
cette derniére. On est donc devant un probléme de controle optimal ponctuel avec donnée
manquante, auquel on applique la méthode du controle a moindres regrets, vue au cha-

pitre 2.

On définit la fonction coiit comme suit :

Ju(v,9) = lee(t,2:0,9) — 2all3a( + Nlolaom) (41.1)
et on cherche a résoudre le probléme :

inf J.(v), (4.1.2)

velU

ott U := L*([0,T]) est 'espace des controles admissibles.

On rappelle d’abord la définition du controle a moindres regrets associée au probléme
(4.1.2) :

Définition 4.1.1. Soit v > 0 suffisamment petit. Le controle & moindres regrets du

probléme & données manquantes (4.0.1)-(4.1.2) est défini par la solution de :

inf (sup (J-(0,9) = 1200, 9) = Vgl 2qs) ). (4.1.3)

veL?([0,T]) \ geG

Alors en utilisant (4.1.3) et en adoptant le méme procédé developpé dans le chapitre

2, on se raméne au probléme de controle optimal classique suivant :

inf g7 >0 414
veLé?[o,T]>Jf(“>’ v >0, (4.1.4)
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avec

1
T2 ) = J(0,0) + Z[1& 0 0|5,

ou &(v,0) := &(t, z;v,0) est la solution du probléme adjoint suivant :

A*ge(u 0) = % (U7 0) dans Q,
&(T) = 0 dans Q, (4.1.5)
auga = O sur EO U El;

et ou 2z.(v,0) := z.(t,z;v,0) est la solution de (4.0.1).
Le controle optimal & moindres regrets approché, noté par ul, existe et il est unique

(voir chapitre 2, proposition 2.3).

4.1.1 Caractérisation du controle & moindres regrets (S.0.S) :

Proposition 4.1. Le probléeme de contréle optimal (4.0.1)-(4.1.2) admet un unique controle

a moindres regrets approché u) € L*([0,T)), qui est caractérisé par le systéeme d’optimalité

suivant :
(A = uxe AQ = 2
Ac? = 0 Al = 20 —zg+0) dans Q,
20) =0 (T =0
02(0) = 0 (T) = 0 dans €,
9,20 = 0 9,8 =0 (4.1.6)
1
ool = =& onl =0 sur Yo,
gl
0,22 =0 98 =0
| 0,0l = 0 ol =0 sur Xy,
avec l’équation de [’état adjoint
/ Xe(z)m) (., x)dx + Nul = 0 sur [0,T],
Q
ou zY = z(t,x;ul,0); & = &(t,x;ul,0); et ou o) et w) sont respectivement des

fonctions o. et w. telles que : o) = o.(t,z;u?,0); 72 := 7w (t,z;ul,0).

Preuve . La preuve est similaire a celle de la proposition 3.4, chapitre 3.

4.1.2 Estimations a priori et passage a la limite

Dans la section précédente, on a construit une suite u} de controles associés au pro-

bléme (4.0.1). On établit dans cette partie la limite quand € — 0 de la suite des solutions
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des problémes approchés (4.0.1) et on caractérise le controle obtenu a la limite.

On établit d’abord les estimations suivantes.

Proposition 4.2. [l existe une constante positive C indépendante de €, telle que :
1
lu2llz2qoy < O, N2z <€ —=l1€ 12y < €, N2 ll120,75010)) < C

val

|72 20,7501 0)) < C.
Preuve . Etape 1 :
On a :
T 0) = J(0.0) + 1600, 0,
et
JI(u)l)= inf T (v).

veL2([0,T7))

Comme J2(u)) < J2(v), Vv € L*([0,T]), on obtient pour le cas particulier v=0,
J2(0) = J.(0,0) = ||zall 72 (g
et donc,
v 1 712 2 2
Je(ul,0) + ;ng ||L2(20) < ||Zd||L2(Q) =C7,

car &(t,x,0,0) = z(t,2,0,0) = 0 dans Q.
Par suite :
17 = 2l + NI oy + = 167 B < €
et on a :
1221 z2@) < 122 = zall o) + llzall 2@

On en déduit que :
1202 < G
w20y < G (4.1.7)

1
— €21 2(s0)

IN
Q

\

avec : C = C{N, ||zl 12(0)}-
FEtape 2 :

Il reste a trouver les estimations pour o) et .

Pour cela on a :

1

t t v t
5 (@270~ @220.0) = 5 [ So2s= [ 1%2ds= [[o1a0n veelT)
0 i 0




en utilisant la formule de Green, ceci donne :

1 ! I
—/(ag)Z(t,x)dx—F/ /|VU§|2dsda:: —/ / ol¢)dsdz.
2 Ja 0 Ja 7 Jo Jro

2
/Q(Ug)z(t,x)dfc < ;||03||L2(zo)||§2||L2(zo) viel0,T],

Done :

ce qui donne :
2T
/ @2t ydeds < 2 1€ s

Et on a aussi :
| [verpasis < 2ol 2 s, Ve 0.7
0 JQ v
d’ot,
1
IVolllZ20) < ;HUQHLZ’(EO)HQHH(ZO)-

Alors, on obtient :

1+2T 1+42T

0212207500y < () o2z €0 2ty < € (== ) o2

On a utilisé dans la derniére inégalité ci-dessus (4.1.7).

D’apres le théoréme de traces (voir chapitre 1, théoréme 1.7), on a :
o2l 2m0) < Cllo || 20,71 )

C n’étant pas la méme constante a chaque fois. On obtient :

o) € L*(0,T; H(Q))
et (4.1.8)

o2 |2 0,11 () < C-

Maintenant pour estimer m, on multiplie la premiére équation du probléme en w) dans
le systéeme d’optimalité (4.1.6) par 72, et on intégre par parties sur Q= [t,T]xQ, ¥ 0 <
t<T.

Ce qui donne :

1
5 / (72)*(t,x)dx + [ |V7l[’dsdx :/ (20 — 24+ 0))m)dsdx
Q Q1

t

<[22 = za+ alll2@ollmlll 2 @)
< Ol \le2qs  (grace a (4.1.7) et (4.1.8)).
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On en déduit :

1
3 | 2P < iy, Vi e 0.7

on intégre par rapport a t on obtient :
1 7112 v
SIm2lIz2) = TCIm 2@

et donce :

|72 2@ < 2TC = C.

De méme, on a :

’Vﬂ'g’Qdel' < CHW;YHLQ(Q,:) Vite [O,T]
Qt

D’ou :
Va2 I72(q) < Cllnlll o) < 2TC* = C.
Finalement on obtient :
7 € L*(0,T; H'(Q))
et (4.1.9)
172 rr1q) < C-

On a également des estimations pour £ dans L*(0,T; H'(Q)). En effet, en multipliant

I’équation du probleme en &) et en intégrant par parties sur QQy, on obtient :

1
5 [©@Pa) dos [ [VePasdo = | 2€dsds < 1€ e vie o]
Q

Qt Q¢

En procédent de la méme fagon que pour ), on obtient :

€211 z2(@) < ©

et
IVE |22y < C.
Finalement, on trouve :
& e L*(0,T; H ()
et (4.1.10)
1621 20,7511 (0)) < C.

Etape 3 :

Grace aux estimations precédentes on peut établir le résultat suivant.
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Théoréme 4.3. Le controle a moindres regrets u” du probléme (3.1.1) est caractérisé
par Uunique solution {u?,27,&7,07, 77} € L*([0,T]) x (L*(0,T; HY(Q)))* du systéeme
d’optimalité singulier (S.0.S) :

(A2 = Wz —b) A =
Ac? = 0 A7 = 2V —zg+ 07 dans Q,
2(0) = 0 &r) =0
o’(0) = 0 7 (T) 0 dans €,
827 — 0 .6 = 0 (4.1.11)
0,07 = %57 o, = 0 sur Yo,
0,27 = 0 2,7 =0
(| 0,07 = 0 o, =0 sur i,

avec ’égalité de l’état adjoint :
(., b) + Nu' =0 sur [0,T].

Preuve . De (4.1.7) on en déduit qu’il existe u”, 27 et n? et des sous-suites encore notées

(ud), (22) et (&2) telles qu’on ait les convergences faibles suivantes :

ul — u” faiblement dans L*([0,T)),

27 — 27 faiblement dans L*(Q), (4.1.12)
1

vl

De méme, de (4.1.8)-(4.1.9) et (4.1.10) on en déduit qu’il existe o7, 77 et & et des sous-

suites encore notées (), (m2) et (§2) telles qu’on ait les convergences faibles suivantes :

1
& — —n" faiblement dans L2(Eo)-
Nal

ol — o7 faiblement dans L*(Q)
77 — 77 faiblement dans L*(Q)

£ — &7 faiblement dans L*(Q).

Y
Y

(4.1.13)

Remarque 4.1.1. On a aussi de (4.1.7), (4.1.8)-(4.1.9) et (4.1.10) et grace auz résultats
standards de régularité de la solution de I’équation de la chaleur (cf. : [12], théoréme 5,

chapitre 7, p. 360) il existe une constante C' indépendante de € telle que :

€210 < ©
o2l < €
172l rr (@) < C-
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On en déduit l’ezistence de sous-suites notées encore £, 0] et m) qui convergent faiblement
dans H'(Q) vers respectivement £7,07 et 77.

Par suite, grace auz résultats de compacité on a :

ol — o fortement dans L*(Q)
77 — 77 fortement dans L*(Q)

& — &7 fortement dans LQ(Q).

I
Y

(4.1.14)

Remarque 4.1.2. Soit H := H"?(Q) = L*(0,T; H*()) N H*(0,T; L*(Q2)) l’espace de
Sobolev anisotrope. Les résultats de régularité de la solution de ’équation de la chaleur,
signalés dans la remarque précédente, montrent en fait qu’on a les estimations suivantes :

il existe C' indépendantes de € telle que :

1&2ln < C
lo2|m < C
72 < C.

Commengons d’abord par examiner le :

1- Passage a la limite dans le probléme en 2] :
i) Passage a la limite pour l’équation Az) = u)(t)x. :
Soit ¢ € D(Q). On note pour simplifier D = D(Q) et D' =D'(Q). On a :
D’apreés (4.1.7), il existe 27 € L*(Q) telle que :

27— 27 dans L*(Q) et donc aussi dans D'

Par suite :
(AL, 0)prwp = (22, A'p)prxp — (27, A"¢)prxp = (A2, 0)prup. (4.1.15)

Pour le second membre de notre équation, on considere ¢ € D(]0,T]) et v € D(Q). Ce

qui donne :
(Uz(t) ® Xe(7), @(t)w(‘”))D/(]O,T[)@D'(Q),D(]O,T[)xD(Q)
= (2(0): () go,2,000.71) X 060, 9(2)) ) picy
et en faisant tendre € vers 0, on obtient :
(ul (1), w(t))p/(}o,T[),D(]o,T[) x (xe(2), w@))i)’(ﬂ)ﬂ(ﬂ)
— (u’y(t)vSp(t))D'(]O,T[),D(]O,T[) x (0(z — b>’w<x>)9’(ﬂ)79(ﬂ)'
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(" (1), SO(t))pf(]o,T[),D(]o,T[) x (0(z =), MI))D’(Q),D(Q)
= (W (t) ® 6(z = ), 2OV (¥)) 0110 (@) D10 TD D)’

d’o,

(uz<t) ® Xe (‘/E)’ w(t)¢<x))'D’(]O,T[)(X)D’(Q),D(}O,T[)><D(Q)
— (“7 ® 0(z —b), ‘P(tw(x»Df(]g,T[)@D/(Q),D(]o,T[)xD(Q)'

Alors, par densité de D(]0,T[) @ D(2) dans D(Q), on obtient :
ulxe = uo(x —b) dan D'(Q). (4.1.16)
Finalement, de (4.1.15) et (4.1.16) on obtient :
Az7 =uo(x —b) dans D'(Q).

2-Passage a la limite dans le probléme en £ :
1) Passage a la limite pour l’équation A*EY) =20 :
Soit ¢ € D(Q), on a en notant D = D(Q) et D' =D'(Q) :

("4* 37 SO)D’,'D = (Z;Y7 @)D/,D'
D’apres (4.1.10), il existe £ € L*(Q) telle que :
& — ¢ dans L*(Q) et aussi dans D'(Q).
On a alors :
(A, o)pp = (&, Ap)pp — (§7, Ap)p p = (A7, 0)p D
et
(22, @)oo = (27, 9)p .
Par suite, on a par passage a la limite :

AT =27 dans D'(Q).

3-Passage a la limite dans le probléme en o) :
t) Passage a la limite pour l’équation Ac) =0 :
Soit ¢ € D(Q). On note pour simplifier D = D(Q) et D' =D'(Q). On a :

(.Aag, 90)D',D =0.
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D’apres (4.1.8), il existe 07 € L*(Q) telle que :
o) =07 dans L*(Q) et donc aussi dans D'
Par suite :
(Ao, 0)prxp = (02, A"0)pip — (07, A"0)pip = (Ao, @)prxp.

Finalement, on obtient :
Ao? =0 dans D'(Q).

11) Passage a la limite pour la condition au bord 0,07 sur 3oU¥; :

D’apres la remarque 4.1.2, il existe une sous-suite notée encore o telle que :

ol =07 dans H := H"*(Q).
Grace a la continuité de la trace, on a :
9,00 — 0,07 dans L*(X).

De la méme facon on montre grice a la remarque 4.1.2 :

& — & dans L*(X%).
Par unicité de la limite, on obtient :

0,07 = 157 sur Y.
De la méme facon, on a également :

0,07 =0 sur Y.

4-Passage a la limite dans le probléme en 7] :
1) Passage a la limite pour l’équation A*n) =20 — 24+ 00 :
Soit ¢ € D(Q), on a en notant D = D(Q) et D' =D'(Q) :

(A*Wga gp)’D’,D = (Zg — Za+ 037 QD)D’,D'
D’apres (4.1.9), il existe 77 € L*(Q) telle que :
7l =77 dans L*(Q) et aussi dans D'(Q).

On a alors :

(.A*ﬂ'g, (,0)@/71) = (71'3, ASO)D/,D — (WW,A(P)DQD = (A*W’y, @)’D’,D-
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Pour le second membre de notre équation, on sait que 2] converge faiblement vers 27 dans

L*(Q) C D'(Q), ainsi que o) (d’apres (4.1.12) et (4.1.14)).

Finalement, on obtient :
AT =27 — 25+ 07 dans D'(Q).

D’autre part, grice auz résultats de régularité et le théoréme de traces, on montre de

maniére similaire & la preuve de (4.1.21), que :

0,20 — 0,27 dans L*(XoUY,),
0,60 = 8,87 dans L*(3)UX),
0,77 — 9,7 dans L*(3oUX),

et puisque :
0y2] =0, =0, =0 sur XyUZXy,

on a :
0,27 =0, =0, =0 sur XyU ;.

De méme pour la convergence des conditions initiales (22(0),&2(T),02(0),72(T)),
comme elles sont toutes nulles, alors on peut montrer aussi comme précedement qu’elles
convergent vers (27(0),£7(T),07(0),7(T)) qui sont nulles aussi.

Ceci acheve la démonstration.
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Chapitre 5

Schémas numeériques pour le controéle

ponctuel a moindres regrets

On commence dans ce chapitre par rappeler le probléme du controle optimal ponctuel
vu dans les chapitres 3 et 4, et on rappelle aussi les résultats d’existence et de caractéri-
sation du controle optimal associé. Ensuite on présente une approximation par éléments
finis de I’état du systéme et du controle optimal correspondant, on établit également une
estimation de stabilité pour le schéma discret. La derniére partie est consacrée aux estima-
tions d’erreur pour I’'équation d’état et une analyse d’erreur pour le probléme de contréle

optimal.

5.1 Position du probléme

Soit © un ouvert borné convexe polygonal de R? d—(2,3) avec une frontiére assez
réguliére o) = FO U Fl; fo N I_Tl = @

Le probléme parabolique du controle ponctuel, étudié dans le chapitre 3, est le suivant :

Az = v(t)d(x —b) dans Q,

2(0,z) = 0 dans €, (5.1.1)
0,z = g sur X,
0,z = 0 sur  Xq,

et on garde les mémes définitions des notations que dans le chapitre 3.

On introduit la forme bilinéaire associée a I'opérateur A sur Q et () suivante :

a(p,w) = /QVQOdex Vo,w € HY(Q),

a(p,w)g = /QVQDdetd:E Yo, w € L*(0,T, H(Q)).
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La solution faible du probléme (5.1.1) peut étre définie par la méthode de transposition

comme dans le chapitre 3. En effet, pour g € L*(3y) et v € L*([0,T]) données, on a :

/Z.A*gpdtdx = /Tv(t)gp(t, b)dt—/ o(t,x)g(t, z)dtde Yo € W(Q), (5.1.2)
Q 0 %o
W(Q)={pe X(0,T): A¢ € L*(Q) et 0,0 € L*(ZgUX1);0(.,T) =0},

et ou :
X(0,T) = L*(0,T; H*(Q)) n H'(0,T, L*(Q)) — C([0,T), H'(£2)), (voir chapitre 1, théo-
réme 1.3).

On munit le probléme (5.1.1) de la fonction cout suivante :
J(v,9) = ll2(v,9) = Zdll72(q) + N2y V9 € G, (5.1.3)

ou G est défini par (3.4.3), N > 0 est une constante, et ou U,y est 'espace des controles
admissibles, défini par :
Upa={v € L*(0,T):a <v(t) <¢ p.pdans ]0,T[}

(5.1.4)
avec a,c des constantes telles que a < c.

On est devant un probléme de contréle optimal ponctuel avec donnée manquante, qui
se résout par la méthode du controle & moindres regrets de J-.L. Lions. Il s’agit selon
cette méthode de passer par le biais de ertaines techniques, de la minimisation de la

fonctionnelle (5.1.3), a I'étude du probléme de controle classique suivant :

inf 77(0), avec J7(v) = J(v,0) + %Hf(v,O)HiQ(EO) (5.1.5)

v€EU 44

ou & := &(v,0) est I'unique solution du probléme adjoint suivant :

A*¢(v,0) = 2(v,0) dans Q,
gr)y = 0 dans Q, (5.1.6)
azxg = 0 sur EO U 21.

Le controle optimal ponctuel & moindres regrets est alors caractérisé par le systéme d’op-

timalité singulier suivant :

Proposition 5.1. Le contréle a moindres regrets u du probléeme (5.1.1)-(5.1.5) est ca-
ractérisé par unique solution {u, z,& 0,7} € L*([0,T]) x L*(Q) x (L*(0,T; H*(Q)))® du
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systeme d’optimalité singulier (S.0.S) :

(

Az = ud(x—0) A = =z
Ao = 0 At = z—z254+0 dans Q,
z2(0) = 0 &T) =0
a(0) 0 ©(T) = 0 dans €,
de — 0 e = 0 (5.1.7)
0,0 = %f om = 0 sur o,
0,z = 0 0, =0
| .0 = 0 onm = 0 sur i,
avec l’inégalité de [’état adjoint :
/ U INu(t) + (. Bo(E) — w(t)] >0 Vo € Us (5.1.8)
0

Preuve . La preuve est similaire a celle des propositions 3.3 et 4.1.

5.2 Approximation par éléments finis du probléme de

contrdle optimal avec donnée manquante

Le but de cette section est de discrétiser le probléme (5.1.5). Pour cela on considére

une famille de triangularisations réguliére {Z"} de Q, telle que :

Q — UTEZh%'

On note par :
h, := diam 7,

le diamétre de I’'élément 7, et

h = max h,,
TETh

le pas du maillage.
Comme la solution du probléme (5.1.1) existe dans L?(Q) et est unique, on peut utiliser la
méthode des éléments finis triangulaire de Lagrange d’ordre 0, associée a notre maillage.

Cela nous conduit a considérer I'espace discret :

Vi = {on € C(Q) tel que | _ € Py pour tout 7 € 7, }, (5.2.1)

qui est un sous-espace de L*() de dimension finie, ot Py est 'ensemble des polynomes
affines par morceaux.

On a les éstimations inverses suivantes (cf. : Ciarlet [8], théoréme 3.2.6, p. 140) :

Hgoh‘ Hs(Q) S ChliSHQOhHHl(Q), 0 S [ S S S 1, (522)
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_d
lonllze@) < Ch™2|lpnll 2@, (5.2.3)
lenllze@) < Cp(d, h)llenll @), (5.2.4)

pour tout ¢, € Vj, ol :

V|logh|, d=2,
p(d,h)y =V (5.2.5)
T2, d=3.
Soit Ly : L*(2) — Vj, Vopérateur de la projection L?, défini par :
/Ehgowhdx = / owpdr  Ywy, € Vi, @ € HY(Q), (5.2.6)
Q Q
et Ry, : HY(Q) — V" 'opérateur de projection de Ritz, donné par :
a(Rup,wy) = alp,wy) Yw, € Vi, o € HY(Q). (5.2.7)

On a alors les estimations d’erreurs suivantes :

Lemme 5.2. [8] Soit Ly et Ry, lopérateur de projection L? et lopérateur de la projec-

tion de Ritz respectivement, définies précédemment. Alors les estimations suivantes sont

satisfaites :
lp = Lol + Plle = Laell2@ < Ch*|l@llar @), (5.2.8)
I = Rugllr2) + bl = Ruellar) < CR2|l@l a2)- (5.2.9)
De plus :
le = Rapllmi@) < CH*"%|[¢ll ). (5.2.10)

On introduit une partition de I'intervalle [0,7] en sous-intervalles I,,, = (t;—1,tm], de
longueur k,, = mk, m=1,... M,ou 0 =1, <ty < ..<ty_1<tyetk= % Dans ce
qui suit, pour 'analyse d’erreur on suppose que k = (’)(hd).

On consideére le schéma d’Euler rétrograde (ce qui se traduit par la méthode de Galerkin

discontinue avec des fonctions constantes par morceaux) pour la discrétisation en temps.
On définit :

Vie :={6: Q% [0,T] = R, ¢(.,t)|5 € Va, ¢(x,.)|, € Po; pour m=1,..., M},

1

c’est-a-dire que ¢ € Vj est une fonction plynémiale, constante par morceaux par rapport
au temps.

Pour z, ¢ € Vjy, on définit :

M
Az, 0) = (™= 2" ™) pa) + ka(2™, ¢™).

m=1
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Le schéma totalement discret du probléme (5.1.2), basé sur le schéma d’Euler rétrograde
pour la discrétisation en temps, et la méthode des éléments finis linéaires, continues par

morceaux pour la discrétisation spatiale, se lit maintenant comme suit :

Trouver zp,, € Vi tel que :

T (5.2.11)
Az, 8) = /0 (BBt b)dt Vo € Vg, v € Un.

Notons que pour chaque intervalle I,,,, la solution z;} € V}, satisfait :

m—1 t
A 1 m
<%, 90h> + a2y, on) = E/ v(t)pn(b)dt; Yo € Vi, v € Uy,
12(Q) T

0 _
Z2p = 0.

(5.2.12)
Il est facile de montrer que (5.2.11) admet une solution unique zp; € Vi, (pour plus de
details voir |46/, page 7).

De plus on a ’estimation de stabilité suivante :

Lemme 5.3. Soit 2z, € Vi la solution du schéma (5.2.11) et v € L*(0,T). Alors il existe

une constante C' telle que :

M
Z |2k — ZZJLCAH%%Q) + ka(zf%a Z%) < CHU”%P([O,T])‘ (5.2.13)
m=1

Preuve . En prenant ¢j, = k(2% — 2" dans (5.2.12) on obtient :

tm
2 — 2hi 72y + kalzm, — 2 ' 2i) = / v(t)[hi(b) — 2y t(B)ldE,  (5.2.14)
tm—1
et en utilisant 'inégalité de Young, on a :
1
k/VzﬂVzﬁdm—k/VzﬁVzﬁ_ldx > k:/ |Vz,7z}€|2da7—§kz/ (V2 |?dx
Q Q Q Q
1
——k:/ V2P da
2 Jo
1 m m m— m—
> ék[a(zhkvzhk) —a(zy 2 1)]

Donc (5.2.14) devient :

m m— 1 m . m m— m— m m m—
|2hk — 2k 1”%2(9) + ik[a(zhmzhk) —a(zpy 1’th 1)] < / v(t)[2h — Zhn 1]‘175
tim—1

tm
g e P 5:2.15)

tm—1
— 1
< llzhk = 2z llzee @) (tm = tm-1) 21Vl 220001 )

1 _
< k2|2, — 2 e @) 10l 22ty )
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Or, d’apres estimation (5.2.3), on a :

1 _ 1 _d _
k2|2 — 2 o) < k2ChT2 |2 — 20 2

(5.2.16)
< Oz — 2 M z2)s car on a Uhypothése k = O(h?).

Donc (5.2.15) devient comme suit :
122 = 2 2oy + 5 k[ (zhks zhe) — alzpy e )] < Cllai — 23 ez 10l 2 )
< sllztk = 2 e + Cllvlzeg i)

ou C est une constante, notée comme les précédentes.

En faisant la somme pour m allant de 1 a M, on obtient :
M
5D 128 = 21 ey + Klaeis 210) — aleii™ i) |

m=1
M
< Z CHU”%Q(tm_l,tm)’
m=1
Par suite :
Z i = 2hi 1720 + kalzhes zn) < Cllvllzzom-

Ce qui donne (5.2.13).

5.2.1 Discrétisation du probléme de controéle optimal

Pour discrétiser le probléme de controle optimal ponctuel & moindres regrets, on utilise
I'approche de discrétisation variationnelle développée dans [17] et [18].

La forme variationnelle discréte consiste a résoudre le probléme de minimisation suivant :

Trouver (zpk, u) € Vi X Uyg qui satisfait :
J(u) = inf J7(), (5.2.17)
o J(v) = J(v,0) _Hfhk v,0) HLQ(E )’

avec,
M
J(0,0) =k Y NIk = 20 7200y + NlvllZ2 o et

M
J(0,0) =k Z 1250172 q)
m=1
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et ol zp, est la solution de :

T
A(th, ¢) = /(; U(t)¢(t, b)dt, Vo € Vig, v € Ugq, (5218)

t zZ' = Z ! dt
et Z24 _zdhm _E ImZd .
Le probléme (5.2.17) admet une unique solution up; € U,y (voir chapitre 2, proposition

2.3).

Pour la suite, il est convenable d’introduire les quatre problémes auxiliaires suivants :

Pour upy, € Uyg, trouvez z(up,) € L*(Q) qui satisfait :

Az(uhk) = uhk(t)éb dans Q,
2(upk)(0,2) = 0 dans Q, (5.2.19)
Opz(upy) = 0 sur Yo U X,

Pour upy, € Uyg, trouvez &(up,) € L*(Q) qui satisfait :

A€ (unk) = 2np  dans @,
E(up)(0,2) = 0 dans Q, (5.2.20)
O&(upg) =0 sur Yo U X;.

Trouver o(up;) € L*(Q) qui satisfait :

;

Ao(up) = 0 dans @,
o(upk)(0,2) = 0 dans  Q,
1 5.2.21
Oyo(unk) = —Enk sur Yo, ( )
Oyo(up,) = 0 sur Y.

Pour o1, € Vi, trouvez m(zp:) € L*(Q) qui satisfait :

A*mt(2pe) = Znk — Za+on,  dans Q,
w(zpe)(Tyz) = 0 dans Q, (5.2.22)
Oyrm(zn) = 0 sur Yo UX;.

Comme up, € Ugq, on conclut que le probléme (5.2.19) admet une solution unique
2(up) € L*(Q) (voir théoréme 3.1, chapitre 3, section 3.2).

De méme, les problémes (5.2.20), (5.2.21) et (5.2.22) admettent une unique solution &(upy),
o (unk) et m(zny) respectivement dans L2 (0, T; H*(Q)) N H (0, T; L*(2)) (cf. [30], chapitre
4, théoréme 4.3, p. 30).
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On a le systéme d’optimalité discrétisé du systéme continu (5.1.7) et qui caractérise

Upg Suivant :

Proposition 5.4. Le contréle ponctuel a moindres regrets discret upy est caractérisé par
le quadruplet (znk, Enky Onks Th) € (Vi) qui sont respectivement les approzimations en-
tierement discrétes en éléments finis de u, z(upg), E(unk), 0 (upk), ™(upg) et solutions des

probléemes suivants :

( M
A = 3 [ utt) A6, ) :Z / (e ) 0oy
T "
A, mm) = /1 o — za o, O ppydt, Ao, ¢) = 0, Vo € Vi,
2 = 7%,1 &M =0,
\ oy = 0, e = 0 dans €,
(5.2.23)
Awvec linégalité de ’état adjoint discret suivante :
T
/0 [Nupg(t) 4+ mpe(t, 0)][v(t) — upe(D)]dt >0 Yo € Uyy. (5.2.24)

5.3 Analyse d’erreur pour le controle optimal ponctuel

a moindres regrets

Lemme 5.5. Soit 2(up) € L*(0,T; L*(Q)) et zp1, € Vi les solutions du probleme (5.2.19)

et (5.2.18) respectivement. Alors on a l’estimation a priori suivante :
_d 1
12(unk) = 2nkl| 20,200y < C(RP72 + k7). (5.3.1)

Preuve . On suit l'idée de [13] et [14] (voir aussi [5] pour une équation elliptique avec une
mesure de Dirac). Cela consiste a utiliser, pour Uestimation de ||z(unk) — 2nk | L2(0,7:22(0)
la notion de ’argument de dualité.

On considére le probléeme dual :

A = f  dans Q,
»(T) = 0  dans Q, (5.3.2)
oY = 0 sur Yo UX;.

Alors, selon [30] pour f € L*(0,T; L*(R)) on avp € L*(0,T; H*(Q))NH'(0,T; L*(2)) et
100l 220y + 1] 220,082 (02)) < Cllfl22(0), (5.3.3)
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et
19(0)||2¢) < C|l fll2(0)- (5.3.4)

Comme ¢ € C([0,T); L*()), ¥(tm,.) est bien définie pour m = 1,.... M. On notera dans

la suite Y(ty,,.) == ™.
En multipliant ’équation du probléme (5.3.2) par z(un,) — zpi et en intégrant par parties

sur @, on a :

/OT/Q (2(unk) — zpi) fdtde = /OT/Q (2(unk) — 2ni) A*pdtdz,
_ /0 ' /Q (=) A" dtda: — /0 : /Q e Ardtde,
= /0 : /Q Az (upg ) bdtda + /Q [2(T)e(T) — 2(0)h(0)) da:
- /E ~ [ayw—zam — / : / e Adtde,
/ /Az Uhk wdtdm—/ /zhkA WYdtdr,
- /0 wne () (¢, b)dt — / / e AT vdtda.

/OT/QthA*zbdtdx: /OT/QAthwdtd:E: /OTu(t)¢(t,b) = A(zpi, V).

Or

Donc :

M
/ / 2(Unk) — Znk fdtdx—/ unk () (t, b)dt Z(zhk A Z/[ a(zpy., ¥)dt.
m=1 m

- (5.3.5)

S

De (5.2.18), on a :

M M

M
1
E (z — 2=t o >L2(Q)+E /Ia(z,’l’}g,gpm)dt:kzg /Iuhk(t)gpm(t,b)dt (5.3.6)

m=1

pour tout ¢ € Vi,
—m 1
et en prenant " = Rpp = E/ Rpdt, on obtient :
Im

M M
Z(ZZZ zhk -1 Rhw +Z/ th,RhQ/J Z/] uhk Rh’l/) (t,b)dt. (537)
m=1 m

m=1

73



En remplagant par (5.3.7) dans (5.3.5) on obtient :

/OT/Q (2 (unk) — znk) fdtda = [/OT uhk(t)w(t,b)dt—g\;/ e ()R (¢, b)dt

Im

M
= [ DG - e =R )
m=1

M
+ mZ:l /Im a(zpy, v — R—h@bm)dt}

- Tl + TQ.
(5.3.8)
On a
T M
0 —1/1Im
M M
m=1"1Im m=1"1m
M
_ Z/ Uk b) — R (t, )] dt.
m=1 I
Or,
M M
Z Rh,lvz) <t7b) = Z Rh¢(ta b): car Rh¢(ta b) € th'
m=1 Im m=1 Im
D o1,

Tl Z/] uhk Rhw(t b):|

< Junl| 2oy 1 — Rt 2o s o) (5.3.9)
_a

< Ch* 2 Huthm([o,T])|WHL2(0,T;H2(Q))
_d

< CR* 2 [Jupk || 2o, | f 1 200,m:22(02))-

D’autre part, on a :

M M
T = | o tefi = a0 = Rt ey + 3 [ et - R
m=1 m=1"Im
M
S ’ Z<Z’T]L€ th wm ! Rhw >L2(Q ‘

—_

IA
M= s

[ 2hk — thlnm(g)”wml R—’ﬂ/’mHm(Q)

3
Il
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L’estimation d’erreur standard donne (voir exemple dans [13]-[46] et lemme 5.2) :

[ =Rt ™| ey < 077 =0 oy + 197 = Rt || 20 5.3.10)
< CR2 0l 2 (0 22(0)) + CH 0" 1200

1l est facile de montrer que :

1™ 20y < B2 11| L2t r w225 (5.3.11)

car P = / Wwdt.
Alors, en utzlz?ant (5.3.10), (5.3.11), Lemme 5.3 et Uestimation de stabilité pour 1, on

obtient :

3
1§

1
2

1 —m
Chlunilzzqom) ) (C2RIOW e, oz + CHIE" o)
1
2

(2O, rszzcay + O 2y iz )

)
) [0+ entnoy 3 OTL2<Q>)}2
)

=

;
2||uthL2(0T

lunill 2oy ) (C2k + Ch=)? 112 0.:220)

(
(

< (€3 llunsll z20m)
(c )
(
(¢

¢ llunsll 2oy ) (CHS + C3p28
< C(kz +h*2)

Ml 20 720

H“thm ([0.1)) HfHL2(O,T;L2(Q))'
(5.3.12)

En inserant les estimations pour Ty et Ty dans (5.3.8), on obtient :

1 o_4d
/0 /Q(Z<“hk) — zp) fdtdx < C(k2 +h 2) H“thL2([o,T])HfHLZ(o,T;m(Q))' (5.3.13)
Finalement, en posant f := z(upg) — 2nk, on a bien (5.5.1).

Lemme 5.6. Soit &(up,) € L2(0,T; H*(Q)) N HY0,T; L*(Q)) et & € Vi les solutions
des problemes (5.2.20) et (5.2.23) respectivement, et soit
7(zne) € L2(0,T; H*(Q))NH (0, T; L*(Q)) et mhp € Vi les solutions du probleme (5.2.22)
et (5.2.23) respectivement.
Alors on a :

1€ (unk) = &nell 207220 < C(R* + ). (5.3.14)
et

17 (zhi) — Thell 22012200y < C(R* + k). (5.3.15)
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Preuve . Notons que & est Uapproximation entierement discréte en éléments finis de

E(upg). On peut donc prouver par ’argument standard que (voir [13] et Raviart[/42] Théo-
réeme 5.1-5, page 111) :
1€ (unk) — fhk“L2(o,T;L2(Q)) < C(h2 + k) (Hf(uhk)HLQ(O,T;HQ(Q))
+ !|§(Uhk)||Hl(0,T;L2(Q)))
< C(R* + k)|l 2nrl| 20,2 ()
< C(B* + k) |unk || 2 0.7)-
D’autre part mpy est aussi Uapprorimation totalement discréte de m(zp). En utilisant
également l’argument standard, on obtient :
17 (i) =Tkl 200 m22(0)) < C (R + k) (I\W(th)Hm(o,T;H?(Q)) + HW(th)HHI(o,T;LZ(Q))>
< C(h* + k)||zht — 20 + Thie|lL2(0,1:02(9))
< C(B? + k)| znkll 20,7 020)) + | 2all 2200, 75020)) + okl 22007020
< C(h2 + k)[||uhk||L2(o,T) + ||Zd||L2(0,T;L2(Q)) + ||Uhk||L2(O,T;L2(Q))]-

Finalement, on peut énoncer les estimations d’erreur pour le controle optimal ponctuel

a moindres regrets. On a en effet le :

Théoréme 5.7. Soit z € L*(0,T;L*()), & € L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T;L*()), o €
L2(0,T; HY()) N C(0,T; L*(Q)), m € L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)) et u € Uy qui
représente les solutions du systeme (5.1.7). Soit aussi (Zuk, Enks Thies Thie, Unk) € (Vi) X Usg

les solutions du probléme (5.2.17)-(5.2.23). Alors il existe une constante positive C' telle

que :

VN |l = wnel| z20,m) + 12 = 2nrllr2@) + 1€ = Enell 20

o (5.3.16)
+ ||0' — Uhk||L2(Q) + ||7T — ﬂthLz(Q) < C(h2_§ + ki)

Preuve . [l résulte des inéquations de ['état adjoint continu (5.1.8) et discret (5.2.24)

que :
/ (Nu(t) + 7 (6, 0)][o(t) — u(]dt >0 Vo € Uy, (5.3.17)
et r
/O [Nuhk(t) + th(t, b)][v(t) - Uhk(t)]dt Z 0 Yv € Uad- (5318)

En choisissant v(t) = upk(t) dans (5.3.17) et v(t) = u(t) dans (5.5.18), et en faisant la

somme des deux inégalités, on obtient :
T
/ [u(t) — upk(t)][=Nu(t) — w(t,b) + Nupg(t) + mpi(t, b)]dt > 0,
0
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/0 (=N (u(t) = une(t))* + (u(t) — wne) (man(t,b) — 7 (t,0))]dt > 0,

on en déduit :

Nm—uMﬁmfg;A<mw—uM@xﬂuuw—w@wMu

ce qui donne :

Nllu = wnk | 7200y < /0 (T (2, 0) — 7 (2hr) (L, 0)) (u(t) — uni(t))dt

T
5.3.19
+ [ @) - D)) - unepae O3
0
<A+ B.
En appliquant linégalité de Young pour A, on obtient :
N

A< EHU — unk| 7200y + CON) |mne — 7 (2ni) 1720 7,100 (02))- (5.3.20)

Pour B, on a :
= [ Az — z(upp))(m(2p) — ) dtdx
B= | A (m)(r(en) )
= /Q [(Z — z(uhk)) (th — 2+ Opk — O')] dtdl',

= / (zhe — 2)(2 — 2pk + 2nx) dtdz — / (zhk — z)z(uhk) dtdx
Q Q

— / (O'hk — a) (z(uhk) — z) dtdzx,
Q
= lon — 220y + / (e — 2) (o — () dtde
Q

+ /Q (ahk — (7) (Z — Z(Uhk)) dtdz,

et grice a linégalité de Young, on obtient :

1 1
B < —|lznk — 2l|72g) + §H2’hk — 2||Z2) + QHth — 2(un) 720

1 1
+ §||<7hk - U|I%2(Q) + 5”2 - Z(Uhk)||%2(Q)
1 1
< =5 llzne — 2|72 + 5 llznk = 2(un) 1720
1 1
+ §||<7hk - 0”%2(Q) + §||Z - Z(Uhk)H%?(Q)-
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On a donce :

1 1
B < iz — #lliag) + 5llom — ol

1 1
+ S llem = un) gy + 5112 = 2(ume) g

1 2 | 2 (5.3.21)
< —§’|th — 2[l72¢0) + §||Uhk — iz
1 2
+ §||th; - Z(Uhk)”m(Q)-
Par suite, grace a (5.8.21), (5.3.20) et (5.3.19), on obtient :
Nlu—unl|320m + 206 — 2|72 o)t llonk — a7 Q
1) @ @ (5.3.22)

< O |lmne = 7(zr) 720,700 () + 12(unk) = 20 720y | -

Maintenant, pour estimer ||mpx — W(zhk)H%Q(OTLOO(Q)), on utilise les inégalités inverses et

les estimations pour la projection de Ritz (voir lemme 5.2) :

17— (2h1) ||L2(0,T,LOO(Q)) < |l7(2hp) = Ru7 (20k) ||L2(0,T;LOO(Q))+||7Thk—Rh7T(th) ||L2(0,T;L°°(Q))a
et en utilisant (5.2.3) et (5.2.10), on obtient :
17 — 7 (2hi) | L2 (0,100 () < Ch*>5 |7 (2he) || 200,75 12 (02)) + Ch® |17 — Ram (20 )| £2(0,7522(02))
< Ch* 5 || (zm) | z2 0,712 ()
+ Ch% [||7Thk - 7T<th)||L2(O,T;L2(Q)) + H7T(th) - Rhﬂ(zhk)HL?(o,T;L?(Q))
< Ch* s |7 (zne )l 220,712 (0)) + Ch? || mps — T(zn) | 220,752 ()

ceci avec (5.8.15), implique :
17nk — 7(zme) | 20 noe () < (2% + k3). (5.3.23)
En combinant (5.3.22), (5.8.23) et (5.5.1), on obtient :
Nl = sl + lzne — 2y + llows — ollfagy < O 4 k).  (5.3.29

Il nous reste enfin a estimer les expressions : ||The — 7| 22(0) €t ||Enr — &l L2(Q)-
Pour cela on utilise les problemes (5.1.7) et (5.2.22). On a :

/ A (1 — 7 (zn))p dtde = / (z — zpk + 0 — o) ditdz.
Q Q

En posant o =1 — m(zpk), on obtient :

I = 7 (zri) 1 72iq) < Cll(z = 2ne) + (0 = oni) 2@l — 7 (2l £2(@) (5.3.25)
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ce qui donne :
I = ()l 22@) < Cllz = 2nillz2@) + llo — onill2@)-
On en déduit que :

|7 — Thill22@) < |7 — 7(2n) l22(@) + |7 (2hk) — Thel L2

< Olllz = znellz2@) + o = onellz2@)] + |7 (2hk) — Thill 22(0)-

D’ou grice a (5.3.15) et (5.3.24), on conclut :

[NIES

I — 7 (zme) |2 ) < C(h2% + k2). (5.3.26)

De méme, pour || — &l 12(q), en utilisant les problemes en & dans (5.1.7) et (5.2.20),

on obtient :

1€ = &(zne) | L2(q) < C(h*% + k3). (5.3.27)
Finalement, de (5.3.24), (5.5.26) et (5.5.27), on obtient (5.3.16).
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Conclusion et perspectives

Notre planéte se contamine de plus en plus par la pollution et la lutte contre ce phé-
nomeéne est devenue un enjeu majeur pour la préservation de 'environnement. Ce travail
de thése s’est inscrit dans cette dynamique, en essayant d’apporter une contribution du

point de vue de la modélisation par les EDP et le controle optimal.

[’analyse mathématique et le controle du phénoméne de diffusion de pollution, gouverné
par I'équation de la chaleur, ont été abordé en utilisant deux types de controle : frontiére
et ponctuel. Une étude numérique avec calcul d’erreurs de convergence a été également ef-
fectuée. De plus, nous avons généralisé la notion de contrdle & moindres regrets au controle

ponctuel avec donnée manquante, tant du point de vue théorique que numérique.

Nous avons établi que le probléme de controle admet une solution optimale caractéri-

sée par un systéme d’optimalité singulier (S.0.S).

Notre ambition dans ce travail a été double : tout d’abord, nous voulions appliquer
la notion du controle a moindres regrets a des problémes intéressants définis par Lions
et Simon dans les années 80-90. En effet, ces problémes correspondent & des cas concrets
en écologie (comme expliqué par Lions dans ses travaux). De plus, notre méthode comme
nous ’avons vu le long de la thése, est bien adaptée aux questions de perturbations, et
peut donc étre appliquée aux problémes de perturbations liées a la pollution en écologie.
Le second intérét que nous avions est celui de généraliser nos techniques aux cas de don-
nées poctuelles et aux schémas numériques jusqu’a I’obtention d’un systéme d’optimalité

singulier caractérisant le controle optimal dans tous les cas.

En perspective, on envisage un prolongement de ce travail par le passage du controle a
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moindres regrets au controle sans regret en faisant tendre v vers zéro, ainsi par les simu-
lations numériques pour le probléme de controle ponctuel a moindres regrets a partir du
systéme d’optimalité obtenu et en se basant sur les schémas numeériques et les estimations
d’erreurs obtenues au chapitre 5. Le but est de pouvoir confronter par la suite les résultats
avec les données mesures obtenues par les écologistes, ingénieurs et techniciens chargés de
dépolluer I’environnement a moindre coiit.

On envisage aussi de généraliser la technique du "controle virtuel" et celle de "la décom-
position du domaine" aux problémes de type parabolique avec source ponctuelle, qui n’ont
pas été abordés jusqu’a présent a notre connaissance.

En effet, les domaines d’étude des problémes complexes d’ordre écologique notamment
sont en général assez difficiles a caractériser. L’avantage de ces méthodes consiste a choi-
sir un domaine Q virtuel plus simple que le domaine originel.

On se raméne alors a une méthode de type "décomposition du domaine" appliquée a la
résolution d'une classe de problémes de controle & moindres regrets.

Nous avons bien entamé une étude utilisant cette méthode - celle du controle virtuel -,

elle est achevée et nous espérons la mener a terme.

82



Bibliographie

1]

2]

El

4]
5]

(6]
17l

8]
9]

[10]

[11]

[12]

S. Anita, Optimal control of parameter distributed systems with impulses, App.
Math. Optim., Vol. 29, pp 93-107, (1994).

M. Ashyraliyev, J. G. Blom and J. G. Verwer, On the numerical solution
of diffusion-reaction equations with singular source terms, J. of Comp. and Applied
Math, Vol. 216, pp 20-38, (2008).

J. D. Benamou, Décomposition du domaine pour le contréole de systémes gouvernés
par des équations d’évolution, C. R. Acad. Sci. Paris, pp 1065-1070, (1997).

H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Masson, (1983).

E. Casas, L? estimates for the finite element method for the Dirichlet problem with
singular data, Numer. Math., Vol. 47, pp 627-632, (1985).

M. Chipot, [ goes to plus infinity, Basel, Berlin, (2002).

I. Chryssoverghi, Approximate methods for optimal pointwise control of parabolic
systems, Systems & Control Letters, Vol. 1, No 3, pp 216-219, (1981).

P. G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, STAM, (1978).

B. Crespo, B. Ivora and A. M. Ramos, Fzistence and uniqueness of solution of
a continuous flow bioreactor model with two species, Revista de la Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. Serie A. Matematicas, Vol. 110, pp 357-377,
(2016).

R. Dorville, O. Nakoulima and A. Omrane, Low-Regret Control of Singular
Distributed Systems : The Ill-Posed Backwards Heat Problem, Applied Mathematics
Letters 17, pp 549-552, (2004).

J. Droniou and J. P. Raymond, Optimal pointwise control of semilinear parabolic
equations, J. Nonlinear. Analysis, Vol. 39, pp 135-156, (2000).

L. C. Evans, Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, Ame-
rican Mathematical Society, (2010).

83



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

A. French and J. T. King, Analysis of a robust finite element approzimation for
a parabolic equation with rough boundary data, Math. Comput., Vol. 60, pp 79-104,
(1993).

W. Gong, Error estimates for finite element approzimations of parabolic equations
with measure data, Math. Comput., Vol. 82, pp 69-98, (2013).

W. Gong, M. Hinze and Z. Zhou, A priori error analysis for finite element
approximation of parabolic optimal control problems with pointwise control, STAM J.
Control Optim, Vol. 52, No. 1, pp 97-119, (2014).

M. Hintermuler and T. Surowiec, A PDE-constrained generalized Nash equili-

brium problem with pointwise control and state constraints, J. Optim, pp 251-273,
(2013).

M. Hinze, A variational discretization concept in control constrained optimization :
The linear-quadratic case, Comput. Optim. Appl., Vol. 56, pp 45-63, (2013).

M. Hinze, R. Pinnau and M. Ulbrich, Optimization with PDE Constraints,
Math. Model. Theory Appl, Vol. 23, Springer, New York, (2009).

B. Jacob and A. Omrane, Optimal control for age-structured population dynamics
with incomplete data, JMAA, 370, pp 42-48, (2008).

O. A. LadyZenskaja V. A Solonnikov and N. N. Ural’ceva, Linear and quasi-

linear equations of parabolic type, American Mathematical Society., (1968).

D. Leykekhman and B. Vexler, Optimal a priori error estimates of parabolic
optimal control problems with pointwise control, STAM J. Numer. Anal., Vol. 51, pp
2797-2821, (2013).

J. L. Lions, Controle optimal de systéemes gouvernés par des équations aux dérivées
partielles, Dunod, Gauthier-Villars, Paris, (1968).

J. L. Lions, Some aspects of the optimal control of distributed parameter system,
STAM, Philadelphia, (1972).

J. L. Lions, Controle a moindres regrets des systémes distribués a données man-
quantes, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math., 315, pp 1253-1257, (1992).

J. L. Lions, No-regret and Low-regret control, Environement, Economics and Theuir
Mathematical Models, Masson, Paris, (1994).

J. L. Lions, Pointwise control for distributed systems, In Control and Estimation in
Distributed Parameter Systems, Edited by H.T.Banks, STAM Philadelphia, pp 1-39,
(1992).

84



27]

28

[29]

[30]

[31]

32|

[33]

[34]

[35]

[36]

1371

38

[39]

J. L. Lions, Sur le contrile ponctuel de systémes hyperboliques ou du type Petrowsksi,
Séminaire équations aux dérivées partielles(polytechniques), exp.n 20, pp 1-20, (1983-
1984).

J. L. Lions, Least regret control, virtual control and decomposition methods, Mathe-
matical Modelling and Numerical Analysis, Vol. 34, pp 409-418, (2000).

J. L. Lions, Virtual and effective control for distributed systems and decomposition

oof everything, Journal d’analyse mathématique, Vol. 80, (2000).

J.L Lions and E. Magenes, Problemes auz limites non homogénes et applications
Vol.1 et 2, Dunod, Paris, (1970).

J. L. Lions and O. Pironneau, Sur le contréle paralléle des systémes distribués,
C. R. Acad. Sci. Paris, pp 993-998, (1998).

J. L. Lions and J. Simon, Sur un espace intervenant en controle ponctuel, C. R.
A. S. de Paris, Vol. 290, pp 693-696, (1980).

L. Louison, A. Omrane, H. Ozier-Lafontaine and D. Picard, Modeling plant
nutrient uptake : Mathematical analysis and optimal control, Evolution Equation and
Control Theory, pp 193-203, (2015).

S. Mahoui, M. S. Moulay and A. Omrane, Pointwise optimal control for diffu-
sion problems of missing data, MJOM, (2017).

A. Martinez, C. Rodriguez and M. E. Vazquez-Mendz, Theorical and nume-
rical analysis of an optimal control problem related to wastewarter treatement, SIAM
J. Control Optim., Vol. 38, pp 1534-1553, (2000).

D. Meidner and B. Vexler, A priori error estimates for space-time finite element
discretization of parabolic optimal control problems part 2 : Problems with control
constraints, STAM J. Control Optim., Vol. 47, pp 1301-1329, (2008).

O. Nakoulima, A. Omrane and J. Velin, No-regret control for nonlinear dis-
tributed systems with incomplete data, J. Math. Pures Appl. Vol. 81, pp 1161-1189,
(2002).

O. Nakoulima, A. Omrane and J. Velin, On the pareto control and no-regret
control for distributed systems with incomplete data, STAM J. Control Optim., Vol.
42, pp 1167-1184, (2003).

O. Nakolima, A. Omrane and J. Velin, perturbations a moindres regrets dans
les systéemes distribués a données manqguantes, C.R Acad. Sci. Paris Sér. 1330, pp
801-806, (2000).

85



|40]

[41]

[42]

|43]

[44]

|45]

[46]

|47]

D. Picart and B. E. Ainseba, Parameter identification in multistage population
dynamics model, Nonlinear Analysis : Real world Applications, 12, pp 3315-3328,
(2011).

A. M. Ramos, R. Glowinski and J. Periaux, Pointwise control of the burgers
equation and related nash equilibrium problems : Computational approach, Journal of
Optimization Theory and Applications., Vol. 112, pp 499-516, (2002).

P. A. Raviart and J. M. Thomas, Introduction a [’analyse numérique des équa-

tions aur dérivées partielles, Masson, Paris, (1983).

S. C. Shih and J. Simon, Sur un espace intervenant en contréle ponctuel, C. R.
Acad. Sci. Paris, pp 693-696, (1980).

J. Simon, Caractérisation d’un espace fonctionel intervenant en contrdle optimal,
Anales faculté des Sciences, Toulouse, pp 149-169, (1983).

J. Simon, Contréle de la solution d’une équation parabolique avec donnée ponctuelle,
J. Sys. Sci. et Maths. Scis., pp 1-27, (1983).

V. Thomée, Galerkin finite element methods for parabolic problems, Springer-Verlag,
Berlin, (2006).

L. W. White, Point control of pseudoparabolic problems, Journal of Diff. Equations,
Vol. 42, pp 366-374, (1981).

86



