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Abstract

The classical L-theory of a commutative ring is built from the quadratic forms
over this ring modulo a lagrangian equivalence relation ([23]). We build the derived
L-theory from the n-shifted quadratic forms on a derived commutative ring ([32]).
We show that forms which admit a lagrangian have a standard form. We prove
surgery results for this derived L-theory, which allows to reduce shifted quadratic
forms to equivalent simpler forms. We compare classical and derived L-theory.

We define a derived stack of shifted quadratic forms and a derived stack of la-
grangians in a form, which are locally algebraic of finite presentation. We compute
tangent complexes and find smooth points. We prove a rigidity result for L-theory :
the L-theory of a commutative ring is isomorphic to that of any henselian neigh-
bourhood of this ring.

Finally, we define the Clifford algebra of a n-shifted quadratic form, which is
a deformation as Ek-algebra of a symmetric algebra. We prove a weakening of
the Azumaya property for these algebras, in the case n = 0, which we call semi-
Azumaya. This property expresses the triviality of the Hochschild homology of the
Serre bimodule.

Résumé

La L-théorie classique d’un anneau commutatif est construite à partir des
formes quadratiques sur cet anneau modulo une relation d’équivalence lagran-
gienne ([23]). Nous construisons la L-théorie dérivée, à partir des formes qua-
dratiques n-décalées sur un anneau commutatif dérivé ([32]). Nous montrons que
les formes n-décalées qui admettent un lagrangien possèdent une forme standard.
Nous montrons des résultats de chirurgie pour la L-théorie dérivée, qui permettent
de réduire une forme quadratique décalée en une forme plus simple équivalente.
On compare la L-théorie dérivée avec la L-théorie classique.

On définit un champ dérivé des formes quadratiques dérivées, et un champ
dérivé des lagrangiens dans une forme, qui sont localement algébriques de pré-
sentation finie. On calcule les complexes tangents, et on trouve des points lisses.
On montre un résultat de rigidité pour la L-théorie : la L-théorie d’un anneau
commutatif est isomorphe à celle d’un voisinage hensélien de cet anneau.

Enfin, on définit l’algèbre de Clifford d’une forme quadratique n-décalée, qui est
une déformation d’une algèbre symétrique en tant qu’ Ek-algèbre. On montre un
affaiblissement de la propriété d’Azumaya pour ces algèbres, dans le cas d’un déca-
lage nul n = 0, qu’on appelle semi-Azumaya. Cette propriété exprime la trivialité
de l’homologie de Hochschild du bimodule de Serre.
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Introduction

La notion de dualité est omniprésente en mathématiques, que ce soit la dualité
de Poincaré, la dualité de Koszul, l’adjonction des foncteurs ou même la trans-
formée de Fourier. Une situation de dualité consiste en général en la donnée de
pairs d’objets « duaux »et d’une structure qui les relie. Les formes bilinéaires symé-
triques (ou antisymétriques) sur un module M au-dessus d’un anneau commutatif
A donnent un des contextes les plus simples de dualité : elles consistent en la donnée
d’un morphisme de M vers son dual M∗ = HomA(M, A), vérifiant une propriété
de symétrie. De façon équivalente, elles consistent en la donnée d’un morphisme
symétrique de M ⊗A M vers A, encore appelé appariement ou accouplement.

De manière parfois surprenante, cette simple notion de forme bilinéaire sy-
métrique apparaît dans de nombreux domaines mathématiques, en théorie des
nombres bien sûr ([24]), mais aussi pour la classification des variétés topologiques
avec la théorie de la chirurgie et la L-théorie ([22]), dans les procédés de quantifi-
cation par déformation ([4]), ou pour calculer les groupes d’homotopie motiviques
du spectre en sphère ([19]).

Dans cette thèse, nous nous intéresserons aux formes bilinéaires symétriques,
que nous appellerons plus volontiers formes quadratiques (sous l’hypothèse de ca-
ractéristique différente de 2), dans le cadre de la géométrie algébrique dérivée ([28],
[29], [14]). Une des idées fondamentales du point de vue dérivé est qu’une égalité
entre deux objets doit être vue comme une homotopie qui relie ces objets plutôt
que comme une simple propriété. C’est la philosophie développée notamment dans
la théorie homotopique des types ([31]). Ainsi, on ne s’intéresse pas uniquement
au fait que deux objets soient égaux, mais aussi à la manière dont ils le sont,
si bien que les structures étudiées conservent en mémoire les différentes preuves
d’égalité entre deux objets. Ce point de vue est récursif, car différentes preuves
d’égalité peuvent être elles-mêmes équivalentes, et ainsi de suite. Les objets consi-
dérés dans le monde dérivé sont donc la plupart du temps des objets simpliciaux,
ou des complexes, qui encodent au niveau 0 les objets de base étudiés, au niveau
1 les identifications entre objets du niveau 0, au niveau 2 les équivalences entre
identifications et ainsi de suite.

Un des intérêts majeurs de cette approche est de permettre de s’affranchir des
problèmes de singularité, qui sont liés à la présence d’« auto-identifications » d’un
élément. Typiquement, considérons un objet X dont les éléments satisfont un en-
semble d’équations E. Dans la construction classique d’un quotient, on rajoute
des équations supplémentaires E ′ à satisfaire. Le nombre d’équations satisfaites
par un élément peut alors varier lorsque E ∩ E ′ est non vide ; les éléments satis-
faisant moins d’équations seront alors des points singuliers. On peut rattraper ces
singularités en comptant les équations de E ∩ E ′ comme des auto-identifications
des éléments de X. Le nombre d’équations satisfaites par un élément, en tenant
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compte des auto-équations, est alors constant.
Pour construire un quotient dérivé, on se contente de relier les éléments à

identifier par des arêtes. Les points singuliers dans la construction classique cor-
respondent aux points munis d’arêtes circulaires. Les constructions dérivées (ha-
bituellement notées avec le symbole h) sont plus lourdes que leurs analogues clas-
siques car elles conservent plus d’informations, mais elles permettent de mener
des calculs en l’absence d’hypothèses de régularité (morphisme lisse, intersection
transverse, module plat, etc.).

L’analogue dérivé de la notion de forme quadratique est celle de forme quadra-
tique n-décalée pour n ∈ Z qui consiste en la donnée d’un morphisme symétrique
de M ⊗h

A M vers A[n], pour M un module dérivé sur une algèbre commutative dé-
rivée A. On obtient l’analogue dérivé des formes antisymétriques en considérant des
morphismes antisymétriques de M ⊗h

A M vers A[n] ou, de manière équivalente en
considérant des formes quadratiques sur M [1]. Dans l’article ([27]), les auteurs défi-
nissent la notion de forme symplectique n-décalée sur un champ algébrique dérivé,
analogue à la notion classique de variété symplectique. Dans une série d’articles
([3]), Joyce et ses collaborateurs ont construit un faisceau pervers associé à une
champ −1-symplectique. En utilisant la structure −1-symplectique de l’espace de
modules des complexes parfaits sur une variété Calabi-Yau de dimension 3 définie
dans ([27]), ils définissent ainsi une catégorification des invariants de Donaldson-
Thomas d’une variété Calabi-Yau de dimension 3, ces invariants étant obtenus en
prenant la caractéristique d’Euler du faisceau pervers en question. Notre but à
plus long terme est de généraliser cette construction, afin notamment de l’étendre
à des variétés de dimension supérieures.

Un des ingrédients essentiels de cette construction consiste à donner localement
des coordonnées standard pour un champ symplectique, à la manière du lemme de
Darboux en géométrie symplectique usuelle. La forme standard pour un complexe
symplectique (M, w) est particulièrement simple si la forme symplectique possède
un lagrangien, c’est-à-dire s’il existe un sous-complexe N → M tel que M soit
essentiellement N ⊕ N∗[n] et w soit induite par l’évaluation N ⊗ N∗[n] → A[n].
Nous nous intéressons donc à l’existence de lagrangiens pour une forme donnée. En
particulier, étant donné un lagrangien défini en un point, on cherche à étendre ce
lagrangien sur un voisinage hensélien de ce point. Le formalisme dérivé nous permet
d’utiliser un argument de théorie des déformations. Pour ce faire, on construit
l’espace des modules dérivé des lagrangiens dans une forme quadratique donnée.
Le formalisme dérivé nous permet de calculer son complexe tangent, pour trouver
des points lisses. En ces points lisses, un argument de théorie des déformations
nous permet d’étendre le lagrangien sur un voisinage hensélien.

L’obstruction à l’existence de lagrangiens est calculée par la classe en L-théorie
de la forme considérée. Dans le cadre classique, la L-théorie d’un anneau est un
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analogue de la K-théorie pour les formes quadratiques. Elle intervient dans le
calcul de l’obstruction à ce qu’un CW-complexe soit homotope à une variété dif-
férentielle ([22], [23]). Ainsi le premier groupe de L-théorie d’un anneau A est son
groupe de Witt l0(A) := W (A), défini en quotientant l’ensemble des classes d’iso-
morphismes des formes quadratiques non dégénérées sur des modules projectifs de
type fini, muni de la somme directe, par une relation d’équivalence lagrangienne.
Concrètement, ce quotient permet de faire en sorte que l’opposé d’un module
quadratique (L, q) soit simplement (L, −q). On peut définir aussi des groupes de
L-théorie supérieurs, qui permettent de former des suites exactes longues comme
en K-théorie.

La définition dérivée de la L-théorie apporte des simplifications substantielles.
En effet, les groupes de L-théorie supérieurs ln(A) sont définis directement comme
les groupes de Witt des formes n-décalées. Par ailleurs, la notion dérivée de lagran-
gien étant plus large que la notion classique, la relation d’équivalence lagrangienne
devient plus large et jouit de meilleures propriétés calculatoires. Enfin, notre théo-
rème d’extension des lagrangiens permet de dire que si la classe en L-théorie d’une
forme quadratique est nulle en un point, elle est nulle sur un voisinage hensélien
de ce point, ce qui se traduit par un théorème de rigidité pour la L-théorie.

Une forme −1-symplectique sur un champ dérivé permet d’écrire localement ce
champ dérivé comme le lieu critique d’un potentiel. Les faisceaux pervers construits
dans l’article ([3]) sont les faisceaux pervers de cycles évanescents de ces potentiels,
qui viennent mesurer la singularité de ce potentiel. Un théorème d’Orlov ([20]),
récemment étendu ([2]), indique une autre manière de mesurer cette singularité en
considérant sa dg-catégorie de factorisations matricielles, dont les objets sont des
dg-modules Z/2Z-gradués « tordus », c’est-à-dire dont le carré de la différentielle
est le potentiel. Une piste pour étendre la construction de Joyce serait de considé-
rer ces dg-catégories plutôt que des faisceaux pervers, comme catégorification des
invariants de Donaldson-Thomas. On souhaite notamment les définir en présence
de formes k-symplectiques pour k Ó= −1, ce qui nécessite de clarifier la notion de
factorisation matricielle d’un potentiel dérivé.

D’après une construction de Preygel ([21]), la catégorie des factorisations matri-
cielles d’un potentiel quadratique q sur un module M est équivalente à la catégorie
dérivée de son algèbre de Clifford Cliff(M), qui est une algèbre associative obtenue
par déformation de l’algèbre symétrique sur M [−1]. Plus précisément, au-dessus
d’un anneau de caractéristique nulle k, on note β une variable de degré 2, alors
Cliff(M) est obtenue en quotientant l’algèbre tensorielle graduée sur M [−1] au-
dessus de k[β, β−1] par la relation [x, y] = βq(x, y) où [x, y] est le crochet de Lie de
l’algèbre graduée. Si au lieu d’inverser β, on l’annule, on retrouve bien l’algèbre sy-
métrique, donc Cliff(M) est bel et bien une déformation de Symk[β±](M [−1])[−1]
en tant qu’algèbre associative. On souhaite généraliser cette construction pour dé-
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finir l’algèbre de Clifford d’une forme n-décalée, dans l’espoir de comprendre les
caractéristiques d’une hypothétique catégorie des factorisations matricielles d’un
potentiel quadratique n-décalé, à travers la catégorie dérivée de cette algèbre de
Clifford.

La construction classique de l’algèbre de Clifford peut être présentée d’une
autre manière. En effet, le décalage de −1 munit le module gradué M [−1] d’une
forme −2-symplectique. On lui associe son algèbre de Lie de Heisenberg, qui est la
plus petite algèbre de Lie graduée contenant M [−1] et l’anneau de base tel que le
crochet soit donné par la forme symplectique. L’algèbre de Clifford est l’algèbre
enveloppante de cette algèbre de Lie. C’est en effet l’algèbre associative universelle
de commutateur donné par la forme.

Cette construction garde un sens pour des dg-modules quadratiques, mais aussi
pour des décalages n < 0. Si (M, q) est un complexe quadratique n-décalé, on ob-
tient alors une −n+1-algèbre de Lie de Heisenberg, qui possède une E−n+1-algèbre
enveloppante, qu’on définit comme étant la E−n+1-algèbre de Clifford du complexe
quadratique (M, q). Cette algèbre est une déformation de l’algèbre symétrique sur
M [−n − 1] en tant que E−n+1-algèbres.

Si on considère des complexes antisymétriques au lieu de complexes quadra-
tiques, on peut faire la même construction, sans le décalage de −1, ce qui permet
de définir des E−n-algèbres de Weyl, qui sont aussi des déformations d’une algèbre
symétrique. On voit ainsi que la différence entre algèbre de Weyl et algèbre de Clif-
ford est une simple affaire de décalage de −1, qui entraîne dans le cas des algèbres
de Clifford une Z/2Z graduation.

Une algèbre de Clifford classique est toujours une algèbre d’Azumaya. Cette
notion est similaire à l’inversibilité d’un dg-module, dans le contexte des algèbres
associatives. Ce n’est plus le cas pour une algèbre de Clifford dérivée, même pour
une forme non décalée, si le complexe quadratique n’est pas concentré en degrés
pairs. Néanmoins, on conserve une propriété de « semi-inversibilité ».

Plan de la thèse

La première partie de cette thèse est consacrée à la définition des formes qua-
dratiques n-décalées et leurs lagrangiens (voir aussi [32], [15], [1]), ainsi qu’à l’ex-
position de ce qu’est la L-théorie d’un anneau dérivé.

Nous montrons notamment que si un complexe quadratique (E, q) admet un
lagrangien L, le complexe (E, q) est isométrique à une forme standard.

Proposition (forme standard associée à un lagrangien). Soit (E, q) un complexe

quadratique cofibrant, L
i

−→ E un morphisme de complexes avec L parfait, une
homotopie à zéro h pour la restriction de q à L donnant une structure lagrangienne,

5



alors il existe f : L∗[n − 1] → L une forme quadratique n − 1-décalée sur L∗[n − 1]
telle que (E, q) soit isométrique au complexe quadratique standard associé à f .

Nous utilisons ce résultat pour trouver des lagrangiens bornés inférieurement
dans le cas d’un anneau classique.

Proposition. Pour n = 2k ou n = 2k + 1, tout complexe quadratique n-décalé
(E, q) qui admet un lagrangien en admet un concentré en degrés supérieurs ou
égaux à −k.

Ces lagrangiens nous seront utiles pour démontrer notre théorème de rigidité.
Nous définissons ensuite la L-théorie d’un anneau dérivé, dont le n-ème groupe

est le groupe de Witt des formes quadratique n-décalées. La L-théorie d’une caté-
gorie triangulée avec dualité a été définie par Balmer ([1]). Nos constructions sont
similaires, mais nous utilisons la structure d’infini-catégorie stable de la catégorie
dérivée d’un anneau dérivé, et non uniquement la structure triangulée de sa caté-
gorie homotopique, ce qui a pour effet de permettre des preuves substantiellement
plus courtes. Voir aussi Lurie ([15]) pour des notes de cours sur la L-théorie d’une
infini-catégorie stable munie d’un foncteur quadratique.

Nous montrons des résultats de chirurgie pour cette L-théorie.

Proposition. Sur un anneau non dérivé, tout complexe quadratique n-décalé non
dégénéré est cobordant à un complexe quadratique non dégénéré concentré en degré
−l si n = 2l ou en degrés −l et −l − 1 si n = 2l + 1.

Enfin nous utilisons ce résultat de chirurgie pour identifier la L-théorie classique
d’un anneau commutatif non dérivé avec sa L-théorie dérivée. On peut donc utiliser
les constructions dérivées pour étudier la L-théorie classique.

Proposition. Les groupes pairs de L-théorie dérivée d’un anneau classique avec
ses groupes pairs de L-théorie classique.

La deuxième partie de cette thèse est consacrée à la construction du champ
dérivé des lagrangiens dans une forme donnée, sa Grassmannienne lagrangienne
dérivée, puis au calcul de son complexe tangent.

Théorème. L’espace des modules des lagrangiens d’une forme quadratique n-
décalée est un champ algébrique dérivé localement de présentation finie. Son com-
plexe tangent en un lagrangien est le complexe des formes antisymétriques n-
décalées définies sur ce lagrangien.

On utilise ce calcul ainsi qu’un résultat de théorie des déformations pour mon-
trer notre théorème de rigidité.
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Théorème. Soit A un anneau excellent, (A, I) une paire hensélienne, alors pour
tout n ∈ Z, le morphisme de réduction ln(A) → ln(A/I) est injectif. Il est par
ailleurs bijectif si n est pair.

Jardine montre un théorème de rigidité semblable mais pour la L-théorie à
coefficients finis ([13]).

Nous définissons dans la troisième partie la E−n+1-algèbre de Clifford d’un
complexe quadratique n-décalé E, q pour n ≤ 0, en considérant la E−n+1-algèbre
enveloppante de la −n + 1-dg-Lie algèbre de Heisenberg du complexe antisymé-
trique (E[−1], q[−2]). Les algèbres de Clifford sont Z/2Z-graduées, donc on les
considère comme k[β±]-algèbres, où β est de degré 2.

Définition. Soit n ≤ 0, (E, q) un complexe quadratique n-décalé, on définit le
foncteur E−n+1-algèbre de Clifford de (E, q) comme :

Cliff(E) = UE−n+1(H−n+1(E[−1])) ⊗
k[β]

k[β, β−1]

On montre que cette algèbre possède une propriété qu’on appelle « semi-
Azumaya ».

Définition. Soit A une dg-algèbre sur k. Son bimodule de Serre est le A-bimodule
A! := A∗ = Hom(A, k). On dit que A est semi-Azumaya si le complexe d’homologie
de Hochschild de A! est trivial : A! ⊗h

A⊗kAop A ≃ k.

Théorème. Soit (E, q) un complexe quadratique 0-décalé non dégénéré. Alors son
algèbre de Clifford Cliff(E) est semi-Azumaya au-dessus de k[β±].
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Conventions

On travaille sur un anneau simplicial commutatif A contenant un inverse de
2. Un complexe désigne un complexe de cochaînes. Tous les termes utilisés sont à
prendre dans leur sens dérivé sauf mention explicite du contraire :

— un module désigne un dg-module
— les limites et colimites sont des limites et colimites homotopiques
— un carré cartésien est un carré cartésien homotopique
— un produit tensoriel est dérivé.
— fib (respectivement cofib) désigne la fibre (respectivement la cofibre) ho-

motopique d’un morphisme
— si on a un morphisme de module N → M , on note aussi M/N la cofibre

homotopique de ce morphisme
On utilisera les adjectifs « classique », « usuel »ou « strict »pour désigner la notion
non dérivée correspondante. En pratique, on considérera des complexes cofibrants
donc il n’y aura pas lieu de distinguer produit tensoriel classique et produit ten-
soriel dérivé. On utilisera aussi le terme « complexe »pour un dg-module, si on
veut insister sur l’existence d’une structure de complexe, c’est-à-dire un module
gradué usuel, muni d’une différentielle de degré 1. Contrairement à l’usage, on
appelle sous-complexe d’un complexe M la donnée d’un morphisme de complexes
N → M , sans hypothèse d’injectivité.

Soit X un objet simplicial abélien, N(X) désigne le complexe normalisé de X.
L’anneau A étant simplicial, un A-module désigne à proprement parler un N(A)-
module. Si on considère A comme un A-module, on parle en réalité de N(A). Ainsi,
on considérera des formes à valeurs dans A[n], ce qui est un abus de langage pour
désigner le dg-module N(A)[n].

10



Si M est un module (donc un dg-module dans notre terminologie), pour m ∈ M ,
la notation |m| sous-entend que m est un élément homogène et désigne son degré.

On considère la catégorie de modèle des A-dg-modules munie de la structure
projective standard. Les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes de com-
plexes et les fibrations sont les épimorphismes niveau par niveau. Dans ce texte,
équivalence, équivalence faible et quasi-isomorphisme sont des synonymes.

Soit Q un foncteur de remplacement cofibrant dans la catégorie de modèles des
A-modules. Le produit tensoriel de complexes est un bifoncteur

A − mod × A − mod
⊗
−→ A − mod

(M, N) Ô−→ M ⊗A N
.

Le produit tensoriel avec un objet cofibrant préserve les cofibrations et les cofibra-
tions acycliques, on peut donc le dériver. On définit le produit tensoriel dérivé par
M ⊗L

A N := Q(M) ⊗A Q(N). Il est bien défini à homotopie près.
Si M et N sont deux A-modules, et M est cofibrant, Hom(M, N) désigne le

π0(A)-module classique des morphismes de complexes de M dans N , Hom(M, N)
désigne le A-module des morphismes de M dans N . On a par définition

Hom(M, N)n = Hom(M, N [−n])

en tant que module gradué et si h ∈ Hom((, M), N)n, df = dN ◦ h − (−1)nh ◦ dM .
En particulier, Hom(M, N) est le module des 0-cycles de Hom(M, N), et si f ∈
Hom(M, N), une homotopie à zéro pour f est la donnée de h ∈ Hom(M, N)−1 tel
que f = dN ◦ h + h ◦ dM = dh. En général, si M n’est pas cofibrant, on applique
les constructions précédentes à Q(M). Elles sont bien définies à homotopie près.

L’association

A − mod × A − mod
Hom(·,·)
−−−−→ A − mod

(M, N) Ô−→ Hom((, M), N)

est fonctorielle.

1 Formes quadratiques décalées

1.1 Complexes quadratiques

Une forme quadratique classique est une forme bilinéaire symétrique définie
sur un module classique et à valeurs dans l’anneau de base. Un aspect crucial de
cette définition est le fait que le codomaine est inversible en tant que module.
On peut généraliser directement cette notion en considérant des formes bilinéaires
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symétriques sur un dg-module, à valeurs dans l’anneau de base A vu comme A-
dg-module . On considérera plus généralement des formes quadratiques n-décalées,
qui sont des formes bilinéaires symétriques à valeurs dans A[n]. C’est encore un
dg-module inversible, d’inverse A[−n]. On pourrait considérer des formes à valeurs
dans des dg-modules inversibles, ce qui nous ne feront pas par souci de simplicité.

Pour « dériver »des notions classiques, on reprend la définition classique en
l’appliquant à des objets dérivés. La subtilité vient du fait qu’un objet dérivé est
toujours considéré « à homotopie près », il faut donc que nos constructions ne
dépendent pas du modèle choisi pour représenter l’objet. Il faut donc prendre des
définitions invariantes par homotopie.

Les structures de catégories de modèles considérées nous permettent de don-
ner de telles définitions, en appliquant les constructions classiques à des modèles
cofibrants de nos objets. On verra en effet que le résultat obtenu est invariant par
homotopie, du moins pour les constructions que nous considérons.

Le foncteur diagonal A − mod
∆
−→ A − mod × A − mod

M Ô−→ (M, M)
préserve les cofi-

brations et les cofibrations acycliques, donc le foncteur composé

A − mod
T 2

A−→ A − mod
M Ô→ M ⊗L

A M

est un foncteur de Quillen.
On a une involution σ du produit tensoriel :

σM,N : M ⊗A N −→ N ⊗A M
m ⊗ n Ô−→ (−1)|m||n|n ⊗ m

.

Elle induit une involution naturelle du foncteur T 2
A par σM := σM,M : M ⊗L

A M Ô→
M ⊗L

A M .

1.1.1 Le foncteur Sym2
A

Définition 1.1 (morphismes bilinéaires non-symétrique). Le complexe des formes
bilinéaires (non-symétriques) sur un complexe E à valeurs dans un complexe F
est Bil(E, F ) := Hom(E ⊗L

A E, F ).

L’ensemble des morphismes bilinéaires (non-symétriques) sur E à valeurs dans
F est Bil(E, F ) := Hom(E ⊗L

A E, F ).

Remarque 1.2. L’association (M, N) Ô−→ Bil(M, N) est fonctorielle par composi-

tion du foncteur (M, N)
T 2

A×id
−−−→ (M ⊗L

A M, N) et du foncteur Hom(, .) De même,
Bil est fonctoriel en ses deux arguments par composition avec H0.
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Rappelons qu’on a une adjonction Hom(E ⊗L
A F, G) ≃ Hom(E, Hom(F, G))

pour tous complexes E, F et G. En considérant F = E, cette adjonction permet
de voir un morphisme bilinéaire m : E ⊗L

A E → F comme un morphisme E
m
−→

Hom(E, F ). 1 On peut aussi appliquer cette adjonction au morphisme m ◦ σE, ce
qui donne un deuxième morphisme noté σ(q) : E → Hom(E, F ). On obtient alors
une transformation naturelle Bil

σ
−→ Bil, et une transformation naturelle sur les

ensembles sous-jacents Bil
σ
−→ Bil.

Une morphisme bilinéaire m est symétrique si m = σ(m) On dira aussi qu’un
morphisme E

m
−→ Hom(E, F ) est symétrique lorsque son adjoint est un morphisme

bilinéaire symétrique.

Définition 1.3 (morphismes bilinéaires symétriques). L’ensemble des morphismes
bilinéaires symétriques sur un complexe E à valeurs dans un complexe F est
SBil(E, F ) ⊂ Bil(E, F ) le sous-ensemble des morphismes m bilinéaires tels que
m = σ(m). On définit le complexe des morphismes bilinéaires symétriques sur
E à valeurs dans F comme étant le sous-complexe de Bil(E, F ) des morphismes
symétriques niveau par niveau.

Remarque 1.4. La définition de SBil est fonctorielle car c’est la limite classique du
diagramme Bil ⇒id

σ Bil. De même, SBil est fonctoriel.

On remarque que l’inclusion SBil(E, F ) ⊂ Bil(E, F ) permet en particulier de
considérer l’adjoint d’un morphisme symétrique.

Jusqu’à la fin de ce paragraphe, les limites et colimites considérées sont usuelles
et non homotopiques.

Proposition 1.5 (Définition de Sym2
A). Soit E ∈ A − mod un complexe, alors le

foncteur F Ô→ SBil(E, F ) est représentable par un complexe Sym2
AE.

Démonstration. On a SBil(E, F ) = lim Bil(E, F ) ⇒ Bil(E, F ) = lim Hom(E ⊗L
A

E, F ) ⇒ Hom(E ⊗L
A E, F ) = Hom(colim (E ⊗L

A E ⇒ E ⊗L
A E), F ) donc le foncteur

est représentable par le complexe Sym2
AE = colim (E ⊗L

A E ⇒ E ⊗L
A E).

Ainsi il est équivalent de donner un morphisme bilinéaire symétrique sur E ou
de donner un morphisme de domaine Sym2

AE.
On a par définition un morphisme de projection π : M ⊗L

A M −→ Sym2
AM . Il

admet une section s : Sym2
AM −→ M ⊗L

A M induite par le morphisme symétrique

s′ : M ⊗L
A M −→ M ⊗L

A M

m ⊗ n Ô−→ m⊗n+(−1)|m||n|n⊗m
2

1. On garde le même nom pour les deux morphismes adjoints, le contexte permettant de les

distinguer.
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Définition 1.6 (Morphismes antisymétriques). Soit E ∈ A − mod, on définit
Λ2

AE := colim (E ⊗L
A E ⇒

id
−σ E ⊗L

A E). Un morphisme bilinéaire antisymétrique
sur E est par définition un morphisme de domaine Λ2

AE .

On a une suite exacte scindée Sym2
AE

s
−→ E ⊗L

A E → Λ2
AE. Les foncteurs

Sym2
A et Λ2

A sont des rétracts du foncteur T 2
A, qui préserve les équivalences faibles,

donc ces deux foncteurs préservent aussi les équivalences faibles. Ils prennent leurs
valeurs dans des complexes cofibrants.

Remarque 1.7. On a des isomorphismes Sym2
A(E[1]) ≃ Λ2

A(E)[2] et Sym2
A(E[2]) ≃

(Sym2
AE)[4].

En effet, on a les isomorphismes E[k] ≃ E ⊗L
A A[k], σA[1]E : A[1] ⊗L

A E ≃
E ⊗L

A A[1] et A[1] ⊗L
A A[1] ≃ A[2]. Ils induisent l’isomorphisme

E[1] ⊗L
A E[1] −→ (E ⊗L

A E)[2]
m ⊗ n Ô−→ (−1)|n|−1m ⊗ n

où |n| est le degré dans E (et non E[1]) d’un élément homogène.
On vérifie alors que σE[1] est conjugué à −σE[2] par cet isomorphisme, ce qui

induit les isomorphismes ci-dessus.

1.1.2 Formes quadratiques décalées

Une forme quadratique n-décalée est simplement un morphisme bilinéaire sy-
métrique à valeurs dans A[n].

Définition 1.8 (formes quadratiques décalées). L’ensemble des formes quadra-
tiques n-décalées sur un complexe M est Quadn(M) := Sbil(M, A[n]).

Le complexe des formes quadratiques n-décalées sur M est

Quad
n
(M) := Sbil(M, A[n]) = Hom(Sym2

AM, A[n])

Par la suite, sans mention explicite d’un entier de décalage, une forme quadra-
tique désignera toujours une forme quadratique n-décalée.

On appelle complexe quadratique un couple (M, q) où M est un A-dg-module
et q ∈ Quad

n
(M) une forme quadratique sur M .

Remarque 1.9 (4-périodicité). En utilisant la remarque 1.7, on a la périodicité
suivante : Quad

n
(M [2]) = Hom(Sym2

A(M [2]), A[n]) = Hom(Sym2
AM [4], A[n]) =

Hom(Sym2
AM, A[n − 4]) = Quad

n−4
(M).

Définition 1.10 (formes non dégénérées). Une forme quadratique q ∈ Quad
n
(M)

est non dégénérée si son adjoint M
q
−→ M∗[n] est une équivalence.
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On dira qu’une forme est strictement non dégénérée si son adjoint est un iso-
morphisme. Cette propriété dépend d’un représentant donné du complexe quadra-
tique.

Exemple 1.11. On a un morphisme canonique d’évaluation M ⊗L
A M∗ ev

−→ A qui

donne un morphisme d’évaluation des formes décalées M ⊗L
A M∗[n]

ev[n]
−−→ A[n].

Le morphisme adjoint correspondant est le morphisme usuel M
ev
−→ M∗∗, avec

l’identification (M∗[n])∗[n] = M∗∗.
Si M est un complexe, le complexe M ⊕ M∗[n] possède une forme quadratique

n-décalée canonique, définie par q(m⊗m′) = q(l⊗l′) = 0, q(m⊗l) = (−1)|m||l|q(l⊗
m) = l(m) où m, m′ ∈ M , l, l′ ∈ M∗[n] et l(m) est l’évaluation de la forme linéaire
décalée l en m.

Le dual décalé de ce complexe est M∗[n] ⊕ M∗∗, le morphisme adjoint s’écrit
matriciellement ( )

0 idM∗[n]

ev 0

où ev : M → M∗∗ est le morphisme canonique
Si M est un complexe parfait, alors le morphisme d’évaluation est une équiva-

lence, et la forme q est non dégénérée.

Soit M et M ′ deux complexes. On a (M ⊕M ′)⊗L
A (M ⊕M ′) ≃ M ⊗L

A M ⊕M ⊗L
A

M ′ ⊕ M ′ ⊗L
A M ⊕ M ′ ⊗L

A M ′, et σM⊕M ′ se restreint en σM (respectivement σM ′ ,
σM,M ′ et σM ′,M ) sur M ⊗L

A M (respectivement M ′ ⊗L
A M ′, M ⊗L

A M ′ et M ′ ⊗L
A M).

On en déduit Sym2
A(M ⊕ M ′) ≃ Sym2

AM ⊕ Sym2
AM ′ ⊕ M ⊗A M ′, donc il existe un

morphisme de projection Sym2
A(M ⊕ M ′)

π⊥−→ Sym2
AM ⊕ Sym2

AM ′.

Définition 1.12 (somme directe orthogonale de deux formes). Soient (M, q)
et (M ′, q′) deux complexes quadratiques. On a un complexe quadratique (M ⊕

M ′, q⊥q′) défini par la composition Sym2
A(M ⊕ M ′)

π⊥−→ Sym2
AM ⊕ Sym2

AM ′ q⊕q′

−−→

A[n] ⊕ A[n]
+
−→ A[n].

Définition 1.13 (sous-complexe quadratique). Soit (M, q) un complexe quadra-

tique, N
f
−→ M un morphisme de complexes, alors on définit la restriction q|N (ou

f ∗q) de la forme q à N par la composition Sym2
AN

Sym2
Af

−−−−→ Sym2
AM

q
−→ A[n].

On appellera (N, q|N) par abus de langage un sous-complexe quadratique de
(M, q), sans aucune hypothèse d’injectivité sur le morphisme f .

Définition 1.14 (orthogonal d’un sous-complexe). Soit (M, q) un complexe qua-

dratique, pour un sous-complexe quadratique N
f
−→ M , on définit son orthogonal

N⊥ := fib(M
f∗[n]◦q
−−−−→ N∗[n]),
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qui est aussi un sous-complexe de M par le morphisme canonique fib(f ∗[n] ◦ q)
i

−→
M . On notera hN⊥ l’homotopie canonique de cette fibration homotopique.

1.2 Lagrangiens

On a vu précédemment qu’à tout complexe M on peut associer une forme
quadratique standard q définie sur M ⊕ M∗[n] grâce au morphisme d’évaluation.
Dans ce cas, on a une suite exacte scindée M → M ⊕ M∗[n] → M∗[n] telle que la
restriction de la forme à M est nulle. Par ailleurs, la forme q est dans un certain
sens complètement déterminée par M . On dira que M est un lagrangien pour le
complexe quadratique (M ⊕ M∗[n], q).

La définition générale de lagrangien pour une forme quadratique généralise
cette situation. On montrera notamment qu’une forme quadratique munie d’un
lagrangien est isométrique à une forme quadratique standard, déterminée par le
lagrangien.

1.2.1 Définitions

Comme dans le cas non dérivé, un sous-complexe isotrope d’un complexe qua-
dratique correspond à un sous-complexe sur lequel la forme est nulle.

Définition 1.15 (Sous-complexes isotropes). Un sous-complexe isotrope d’un

complexe quadratique (M, q) est la donnée d’un sous-complexe N
f
−→ M et de

h ∈ Hom(N, n)−1 une homotopie à 0 pour q|N la restriction de la forme à N , i.e
dh = q.

Par analogie avec le cas non dérivé, on parlera du sous-complexe isotrope N en
omettant parfois de mentionner le morphisme f et l’homotopie à zéro h.

Exemple 1.16. Un sous-complexe isotrope (N, f, h) pour le complexe quadratique
nul correspond à la donnée d’un complexe quadratique n − 1-décalé(N, h).

En effet dans ce cas, f est l’unique morphisme nul, et l’équation dh = 0 indique
que h est un cocycle de degré −1 dans le complexe Hom(N, n), donc un cocycle de
degré 0 dans le complexe Hom(N, n)[−1] = Hom(N, n − 1), c’est-à-dire une forme
quadratique n − 1 décalée sur N .

Remarquons que la restriction de la forme quadratique q|N à N est la compo-

sition de la suite de morphismes N
f
−→ M

q
−→ M∗[n]

f∗[n]
−−−→ N∗[n]. L’homotopie h

indique que cette composition est homotopiquement nulle, donc elle se factorise

par le noyau homotopique de M∗[n]
f∗[n]
−−−→ N∗[n].

Considérons la cofibration homotopique N
f
−→ M → M/N . En dualisant cette

cofibration, on obtient une fibration homotopique (M/N)∗[n] → M∗[n]
f∗[n]
−−−→
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N∗[n], qui nous permet donc d’identifier le noyau homotopique de f ∗[n], ce qui
nous permet de déduire la remarque suivante.

Remarque 1.17. La donnée d’un sous-complexe isotrope (N, f, h) d’un complexe
quadratique (M, q) induit un morphisme θ : N → (M/N)∗[n].

En factorisant plutôt q|N par la cofibre homotopique de N
f
−→ M , on obtient le

morphisme dual θ∗[n] : M/N → N∗[n].

Ce morphisme θ associe simplement à chaque élément n ∈ N le forme « produit
scalaire avec n », bien définie modulo N puisque le « produit scalaire »de deux
éléments de N est nul.

Remarque 1.18. Étant donnés un sous-complexe isotrope (N, f, h) d’un complexe

quadratique (M, q), et une fibration homotopique K
i

−→ N
f
−→ M d’homotopie

h′ (homotopie à zéro pour f ◦ i), on peut donner une autre présentation de ce
morphisme induit par la condition d’isotropie, qui sera utilisée dans le calcul du
complexe tangent relatif du champ des lagrangiens. Considérons la suite de mor-
phismes

N ⊗
A

K
id⊗i
−−→ N ⊗

A
N

f⊗f
−−→ M ⊗

A
M

q
−→ A[n]

Le morphisme composé est homotope à zéro de deux manières différentes : la
composition des deux premiers morphismes est homotope à zéro par l’homotopie
h′, la composition des deux derniers par l’homotopie h. Leur différence est donc un
morphisme γ : N ⊗A K → A[n − 1]. Explicitement, γ = q ◦ (f ⊗ h′) − h ◦ (idN ⊗ i).

Remarque 1.19. Si N est un sous-complexe isotrope, la composition N → M →
N∗[n] est homotope à zéro et se factorise donc par N⊥ = fib(M → N∗[n]) en
N

ih−→ N⊥ → M → N∗[n].

Définition 1.20 (Lagrangiens). Un lagrangien pour un complexe quadratique
(M, q) est un sous-complexe isotrope (N, f, h) tel que le morphisme induit θ :
N → (M/N)∗[n] soit une équivalence.

Exemple 1.21. Un lagrangien (N, f, h) pour le complexe quadratique nul corres-
pond à la donnée d’un complexe quadratique n − 1-décalé non-dégénéré (N, h).
En effet dans ce cas M/N = 0/N = N [1] et le morphisme θ est égal à h : N →
N∗[n − 1].

On voit ainsi que dans le contexte dérivé, la notion de lagrangien est beaucoup
plus souple que dans le contexte classique, puisque même l’espace quadratique nul
en possède une infinité.

Remarque 1.22. On a pour un sous-complexe isotrope la factorisation N
f
−→ M →

M/N
θ∗[n]
−−→ N∗[n] de la restriction q|N . La condition d’être lagrangien indique que

17



θ∗[n] soit une équivalence, donc être un sous-complexe lagrangien est équivalent à

ce que la suite N
f
−→ M

f∗[n]◦q
−−−−→ N∗[n] soit une cofibration homotopique.

Ainsi, la donnée d’un lagrangien N
f
−→ M décrit M comme une extension de

N∗[n] par N , et on va voir que la forme quadratique sur M est déterminée par
cette extension : elle provient du morphisme d’évaluation N ⊗L

A N∗[n] → A[n].

1.2.2 Formes standards

Si L est un complexe parfait, on a une équivalence L ≃ L∗[n]∗[n], et une forme
quadratique sur L∗[n] s’identifie à un morphisme L∗[n] → L[n] symétrique, c’est-
à-dire égal à son dual décalé.

Proposition 1.23 (Forme standard associée à une n − 1-forme). Soit L un com-

plexe parfait, L∗[n − 1]
f
−→ L une forme n − 1-décalée, alors on peut munir E

la cofibre de f d’une forme quadratique n-décalée non dégénérée notée qf , appe-
lée forme standard associée à f . De plus, la cofibration homotopique canonique
L → E → L∗[n] obtenue par décalage de 1 présente L comme un lagrangien pour
la forme qf .

Démonstration. On a une cofibration homotopique

L∗[n − 1]
f
−→ L

i
−→ E

j
−→ L∗[n]

f [1]
−−→ L[1]

En dualisant et en décalant de n cette cofibration homotopique, on obtient la
fibration homotopique

L∗[n − 1]
f∗[n−1]
−−−−→ L

j∗[n]
−−→ E∗[n]

i∗[n]
−−→ L∗[n]

f∗[n]
−−−→ L[1].

Puisque f ∗[n − 1] = f , les deux suites sont des cofibrations homotopiques équi-
valentes, d’où l’existence d’une équivalence qf , unique à homotopie près, faisant
commuter le diagramme

L∗[n − 1] −−−→
f

L −−−→
i

E −−−→
j

L∗[n] −−−→
f [1]

L[1]
∥∥∥∥

∥∥∥∥
ùqf

∥∥∥∥
∥∥∥∥

L∗[n − 1] −−−→
f

L −−−→
j∗[n]

E∗[n] −−−→
i∗[n]

L∗[n] −−−→
f [1]

L[1]

.

Le dual décalé de qf est obtenu en dualisant et décalant ce diagramme, ce qui
donne le même diagramme, donc qf est homotope à q∗

f [n] donc symétrique. On a
donc défini une forme quadratique n-décalée non dégénérée qf sur E. Par ailleurs,

puisque qf est une équivalence, la suite L
i

−→ E
i∗[n]◦qf
−−−−→ L∗[n] est équivalente à la

cofibration homotopique L
i

−→ E
j
−→ L∗[n], donc elle présente bien L comme un

lagrangien dans (E, qf ).
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Remarque 1.24 (description explicite de la forme standard). En considérant la
construction de la cofibre d’un morphisme donnée par le cône du morphisme, on
peut donner une représentation explicite du complexe quadratique associé à un
morphisme symétrique L∗[n − 1]

f
−→ L. En tant que module gradué, le cône E du

morphisme f est L ⊕ L∗[n], sa différentielle est

(
d f [1]
0 d∗[n]

)
où d est la différentielle

de L et d∗[n] celle de L∗[n].
Le dual décalé E∗[n] est L∗[n] ⊕ L∗∗ en tant que module gradué, avec différen-

tielle

(
d∗[n] 0

f ∗[n − 1] d∗∗

)
. En utilisant l’équivalence L∗∗ ≃ L et la symétrie de f , on

obtient une équivalence entre E et E∗[n] qui correspond à qf .
Par exemple si f est nulle, qf est simplement l’équivalence entre L ⊕ L∗[n] et

son dual décalé L∗[n] ⊕ L∗∗ obtenue en intervertissant les facteurs directs et en
identifiant L avec L∗∗.

Remarque 1.25. La remarque précédente montre en particulier qu’une forme stan-
dard est strictement non dégénérée.

Nous allons montrer que tout complexe quadratique qui admet un lagrangien
est isométrique à un complexe quadratique standard.

Proposition 1.26 (Forme standard associée à un lagrangien). Soit (E, q) un com-

plexe quadratique cofibrant, L
i

−→ E un morphisme de complexes avec L parfait,
une homotopie à zéro h pour la restriction de q à L donnant une structure la-
grangienne, alors il existe f : L∗[n − 1] → L une forme quadratique n − 1-décalée
sur L∗[n − 1] telle que (E, q) soit isométrique au complexe quadratique standard
associé à f .

Démonstration. Puisque L est un lagrangien, la suite L
i

−→ E
i∗[n]◦q
−−−−→ L∗[n], munie

de h l’homotopie à 0, est une cofibration homotopique. On pose j := i∗[n] ◦ q. En
faisant tourner cette cofibration homotopique, on obtient un cofibration homoto-
pique L∗[n − 1]

f
−→ L

i
−→ E. Par symétrie de q, on a j∗[n] = q ◦ i, et on en déduit

la commutativité du diagramme

L∗[n − 1] −−−→
f

L −−−→
i

E −−−→
j

L∗[n] −−−→
f [1]

L[1]
∥∥∥∥

∥∥∥∥
ùq

∥∥∥∥
∥∥∥∥

L∗[n − 1] −−−−→
f∗[n−1]

L −−−→
j∗[n]

E∗[n] −−−→
i∗[n]

L∗[n] −−−→
f∗[n]

L[1]

où la seconde ligne est le dual décalé de la première ligne.
On en déduit en particulier f ∗[n − 1] = f , donc f est une forme quadratique

n − 1-décalée sur L∗[n − 1].
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On considère alors la forme quadratique standard associée à f , définie sur E.
Remarquons que q et qf induisent toutes deux une équivalence entre la cofibration

homotopique L
i

−→ E
j
−→ L∗[n] et son dual décalé L

i
−→ E∗[n]

j
−→ L∗[n] , qui vaut

l’identité sur L et sur L∗[n]. En choisissant un inverse pour qf , on a ainsi une

autoéquivalence (qf )−1 ◦ q de E qui induit une autoéquivalence de L
i

−→ E∗[n]
j
−→

L∗[n] valant l’identité sur L et L∗[n].
En posant s := (qf )−1 ◦ q − idE, puisque qf ◦ i = q ◦ i on a s ◦ i = 0 d’où

l’existence d’un morphisme s′ : L∗[n] → E tel que s′ ◦ j = s, car L∗[n] est un
conoyau homotopique. Par ailleurs, on a également j◦s = 0, d’où s2 = s′ ◦j◦s = 0.

Par symétrie de q et qf , on obtient la symétrie de qf ◦ s = q − qf donc qf ◦ s =
s∗[n] ◦ qf . Ainsi (id + s

2
)∗[n]qf (id + s

2
) = qf (id + s

2
)2 = qf (id + s) = q, donc q and

qf sont isométriques par l’autoéquivalence idE + s
2

(d’inverse idE − s
2
)

Remarque 1.27. La proposition précédente montre en particulier qu’un complexe
quadratique qui admet un lagrangien parfait est non-dégénéré, et même isomé-
trique à un complexe quadratique strictement non dégénéré.

1.2.3 Lagrangiens bornés inférieurement

Dans cette section nous supposons que l’anneau de base est non dérivé (concen-
tré en degré zéro). Nous montrons l’existence de lagrangiens concentrés en degrés
supérieurs à la moitié du décalage de la forme.

Lemme 1.28. Soit (E, q) un complexe quadratique strictement non dégénéré 2k +
1-décalé. Il admet un lagrangien concentré en degrés supérieurs à −k.

Démonstration. On considère la troncation de E à gauche à partir du degré −k,

L := · · · → 0 → E−k → E−k+1 → . . .

munie du morphisme canonique d’inclusion L
i

−→ E.
Son dual décalé est

L∗[2k + 1] = · · · → E∗
−k+1 → E∗

−k → 0 → . . .

dont le dernier terme non nul est en degré −k −1. C’est une troncation à droîte de

E∗[2k +1], et le dual de l’inclusion i est la projection canonique E∗[2k +1]
i∗[2k+1]
−−−−→

L∗[2k + 1].
Par définition q provient d’un morphisme en chaque degré El → E∗

−l−2k−1 et

la composition des morphismes L
i

−→ E
q
−→ E∗[2k + 1]

i∗[2k+1]
−−−−→ L∗[2k + 1] est donc

nulle.
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Par ailleurs, la cofibre du morphisme i peut se calculer degré par degré et on
obtient

E/L = · · · → E−k−2 → E−k−1 → 0 → . . . .

La postcomposition avec (i∗[2k + 1]) ◦ q est simplement le morphisme de com-
plexes

. . . −−−→ E−k−2 −−−→ E−k−1 −−−→ 0 −−−→ . . .ù
ùq−k−2

ùq−k−1

ù0

ù
. . . −−−→ E∗

−k+1 −−−→ E∗
−k −−−→ 0 −−−→ . . .

Puisque q est strictement non dégénérée et établit un isomorphisme entre El et
E∗

−l−2k−1 en tout degré l , on a bien une équivalence induite entre E/L et L∗[2k+1],

donc L
i

−→ E, muni de l’homotopie nulle pour q|L, est un lagrangien.

Remarque 1.29. En particulier, si une forme quadratique non dégénérée de déca-
lage impair admet un représentant strictement non dégénéré, alors elle admet un
lagrangien.

Lemme 1.30. Soit (E, q) le complexe quadratique standard 2k-décalé associé à un

morphisme de complexes parfaits L∗[2k−1]
f
−→ L. Il admet un lagrangien concentré

en degrés supérieurs à −k.

Démonstration. On considère le sous-complexe de E donné par

L′ = · · · → 0 → L−k → E−k+1 → E−k+2 → . . .

dont le premier terme non nul est en degré −k, muni de l’inclusion canonique
L′ i

−→ E. Son dual décalé est

L′∗[2k] = · · · → E∗
−k+1 → L∗

−k → 0 → . . . ,

dont le dernier terme non nul est en degré −k.
Puisque la forme standard q est définie degré par degré, on voit que la compo-

sition L′ i
−→ E

q
−→ E∗[2k]

i∗[2k]
−−−→ L′∗[2k] est nulle en degrés différent de −k puisque

L′ est concentré en degrés supérieurs ou égaux à −k et L′∗[2k] en degrés inférieurs
ou égaux à −k. En degré −k, q envoie L′

−k sur la composante L′∗
−k dans E∗[2k],

qui est envoyée sur zéro par i∗[2k].
Par ailleurs, la cofibre du morphisme i peut se calculer degré par degré et on

obtient
E/L′ = · · · → E−k−1 → L∗

−k → 0 → . . . .
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La postcomposition avec (i∗[2k])◦q est simplement le morphisme de complexes

. . . −−−→ E−k−1 −−−→ L∗
−k −−−→ 0 −−−→ . . .ù

ùq−k−1

ùidL∗
−k

ù0

ù
. . . −−−→ E∗

−k+1 −−−→ L∗
−k −−−→ 0 −−−→ . . .

Puisque q est strictement non dégénérée et établit un isomorphisme entre El

et E∗
−l−2k en tout degré l , on a bien une équivalence induite entre E/L′ et L′∗[2k],

donc L′ i
−→ E, muni de l’homotopie nulle pour q|L, est un lagrangien.

Proposition 1.31. Pour n = 2k ou n = 2k + 1, tout complexe quadratique n-
décalé (E, q) qui admet un lagrangien en admet un concentré en degrés supérieurs
ou égaux à −k.

Démonstration. La proposition 1.26 nous permet de supposer que le complexe
quadratique est le complexe standard associé à un lagrangien. Dans le cas pair, le
lemme 1.30 nous permet de conclure.

Dans le cas impair, la remarque 1.25 nous rappelle que la forme standard
associée à un lagrangien est strictement non dégénérée, donc on peut appliquer le
lemme 1.28.

1.2.4 Existence de lagrangiens lisses

Nous montrons un lemme qui nous sera utile pour trouver des points lisses dans
l’espace de modules des lagrangiens d’une forme.

Lemme 1.32 (Existence de lagrangiens lisses). Soit (M, q) un complexe qua-
dratique possédant un lagrangien, alors il existe un lagrangien L → M tel que
Hom(Λ2

AL, A[n]) est concentré en degrés négatifs.

Démonstration. D’après la proposition 1.31, M admet un lagrangien L d’ampli-
tude [−k, +∞[, où n = 2k ou n = 2k+1. On obtient ainsi que Λ2

AL est d’amplitude
[−2k, +∞[ et Hom(Λ2

AL, A[n]) d’amplitude ] − ∞, 2k − n]. En particulier, ce com-
plexe est concentré en degrés négatifs si n est pair, strictement négatifs si n est
impair.

2 L-théorie dérivée

De même que la K-théorie d’un anneau est construite à partir des complexes sur
cet anneau en quotientant par une relation d’équivalence, la L-théorie d’un anneau
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est construite à partir des complexes quadratiques sur cet anneau, en quotientant
par une relation de cobordisme lagrangien.

Les groupes de L-théorie possèdent une définition classique quelque peu plus
compliquée pour les groupes de degré non nul que la définition dérivée que nous
utilisons. En effet, dans le cadre dérivé, on obtient les groupes de degré n en consi-
dérant simplement les complexes quadratiques n-décalés. On montre l’équivalence
des définitions pour un anneau classique.

2.1 La relation de cobordisme lagrangien

Pour définir une loi de groupe sur l’ensemble des complexes quadratiques, on a
besoin de l’existence d’opposés. L’opposé de (M, q) sera tout simplement (M, −q),
ce qui signifie qu’il faut identifier (M⊕M, q⊥−q) avec le complexe quadratique nul.
Le complexe quadratique précédent a pour particularité de posséder un lagrangien
naturel, par le morphisme diagonal M

∆
−→ M ⊕ M .

Définition 2.1. Soit (M, q) et (M ′, q′) deux complexes quadratiques, un cobor-
disme entre ces deux complexes est un lagrangien dans (M ⊕M ′, q⊥− q′). On dira
alors que (M, q) est cobordant à (M ′, q′).

De façon plus explicite, un cobordisme correspond à la donnée d’un com-

plexe N , ainsi que de deux morphismes M
f

←− N
f ′

−→ M ′, et une homotopie
h ∈ Hom(Sym2

AN, A[n]) entre q|N et q′
|N , tels qu’une condition de non dégénéres-

cence soit satisfaite.
On peut résumer cette donnée en un diagramme commutatif à homotopie près

N
f

−−−→ M

f ′

ù
ùf∗[n]◦q

M ′ f ′∗[n]◦q′

−−−−−→ N∗[n]

et la condition de non dégénérescence correspond à demander que ce diagramme
soit homotopiquement cartésien.

Remarque 2.2. On déduit de la remarque 1.22 qu’un lagrangien dans un complexe
quadratique est la donnée d’un cobordisme entre ce complexe quadratique et le
complexe quadratique nul.

Proposition 2.3. La relation de cobordisme est une relation d’équivalence sur les
complexes quadratiques. Elle est compatible avec la somme directe.
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Démonstration. La réflexivité se lit sur le diagramme homotopiquement cartésien

M M∥∥∥∥
ùq

M
q

−−−→ M∗[n]

La symétrie est immédiate, puisqu’un diagramme cartésien est symétrique par
rapport à sa diagonale.

Pour la transitivité, supposons donnés des diagrammes homotopiquement car-

tésiens

N −−−→ Mù
ù

M ′ −−−→ N∗[n]

et

P −−−→ M ′

ù
ù

M ′′ −−−→ P ∗[n]

alors on peut les compléter par des

carrés homotopiquement cartésiens (ou cocartésiens ce qui est équivalent) pour
former le diagramme

N ×M ′ P −−−→ N −−−→ Mù
ù

ù
P −−−→ M ′ −−−→ N∗[n]ù

ù
ù

M ′′ −−−→ P ∗[n] −−−→ (N ×M ′ P )∗[n]

où chaque petit carré est homotopiquement cartésien. On en déduit que la
grand carré l’est aussi, ce qui donne un cobordisme entre M et M ′′.

La compatibilité avec la somme directe s’obtient immédiatement en faisant la
somme directe de carrés homotopiquement cartésiens.

2.2 Groupes de L-théorie

Définition 2.4. Soit n ∈ Z, on définit l−n(A) le −n-ème groupe de L-théorie de
l’anneau dérivé A comme étant l’ensemble des classes de cobordisme de complexes
quadratiques n-décalés parfaits non dégénérés, muni de la somme directe.

C’est clairement un monoïde commutatif, et c’est bel et bien un groupe car le
fait que (M, q) soit cobordant à lui-même indique que (M, q) ⊕ (M, −q) possède
un lagrangien (la diagonale), et donc est cobordant au complexe quadratique nul.

La remarque 1.9 entraîne la 4-périodicité des groupes de L-théorie.

Proposition 2.5 (4-périodicité des groupes de L-théorie). ∀i ∈ Z, li(A) ≃ li+4(A).
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Remarque 2.6. Pour A → B un morphisme d’anneaux dérivés, le foncteur de chan-
gement de base des complexes quadratiques induit pour tout i ∈ Z un morphisme
de groupe li(A) → li(B).

2.3 Chirurgie

2.3.1 Définition

Étant donné un complexe quadratique, le procédé de chirurgie permet de trou-
ver un complexe quadratique plus petit dans un certain sens, mais dans la même
classe de cobordisme. Cela est utile pour trouver des représentants simples d’une
classe de cobordisme.

Concrètement, soit (M, q) un complexe quadratique et N
f
−→ M un sous-

complexe isotrope. Puisque la forme quadratique est nulle en restriction à N , nous
voudrions effectuer un quotient par N .

Il n’y a pas de forme quadratique naturelle sur M/N car le produit scalaire
d’un élément de M avec un élément de N n’est pas nécessairement nul. C’est en
revanche le cas si on ne considère uniquement des éléments de l’orthogonal de N .

Rappelons que d’après la remarque 1.19, si N est un sous-complexe isotrope,
il existe un morphisme canonique N

ih−→ N⊥.

Proposition 2.7. Soit (N
f
−→ M, h) un sous-complexe isotrope d’un complexe

quadratique (M, q).On peut munir le complexe

Mf := cofib(N
ih−→ N⊥)

d’une forme quadratique non dégénérée naturelle qf . De plus si N est parfait et q
non dégénérée alors qf est non dégénérée. On dit que (Mf , qf ) est la chirurgie de
M le long de f .

Démonstration. Remarquons que puisque N⊥ est la fibre du morphisme M
f∗[n]◦q
−−−−→

N∗[n], Mf est en réalité « l’homologie »(la cofibre d’une fibre) du triangle N
f
−→

M
f∗[n]◦q
−−−−→ N∗[n] muni de l’homotopie h.

Le dual décalé de Mf est donc l’homologie du triangle dual décalé N∗∗ q∗[n]◦f∗∗

−−−−−→

M∗[n]
f∗[n]
−−−→ N∗[n] muni de l’homotopie h∗[n].

On considère le morphisme de triangles

N −−−→
f

M −−−−→
f∗[n]◦q

N∗[n]
ùcan

ùq

ùid

N∗∗ −−−−−→
q∗[n]◦f∗∗

M∗[n] −−−→
f∗[n]

N∗[n]
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où can : N → N∗∗ est le morphisme canonique d’un complexe vers son bidual.
Le fait que q et h soit strictement symétriques entraîne la stricte commutativité

de ce diagramme. En effet, on a

can : N −→ N∗∗

n Ô−→ l Ô→ l(n)

et
q∗[n] ◦ f ∗∗ : N∗∗ −→ M∗[n]

φ Ô−→ m Ô→ φ(q(m, f(·)))

d’où
q∗[n] ◦ f ∗∗ ◦ can : N −→ M∗[n]

n Ô−→ m Ô→ q(m, f(n))
.

D’autre part on a q ◦ f(n) = m Ô→ q(f(n), m) or q(m, f(n)) = q(f(n), m) donc le
carré de gauche du diagramme commute strictement. Le carré de droite aussi par
définition. Enfin les deux homotopies pour le morphisme N → N∗[n] induites par
les homotopies de chacun des deux triangles sont égales car la première est h, la
seconde est h∗[n] ◦ can, et elles sont égales par symétrie de h.

On définit alors qf comme étant l’homologie de ce morphisme de triangles. Si
N est parfait, can est une équivalence, et si de plus q est non dégénérée on voit
que le morphisme de triangles est une équivalence donc qf aussi et le complexe
quadratique (Mf , qf ) est non dégénéré.

Remarque 2.8. Puisqu’on a une cofibration homotopique N
ih−→ N⊥ π

−→ Mf , on

a aussi une fibration homotopique M∗[n]f
π∗[n]
−−−→ N∗[n]⊥ → N∗[n], et on peut

utiliser la propriété universelle des fibrations et des cofibrations pour caractériser
alternativement qf comme induit par les équations π∗[n] ◦ qf ◦ pi = q|N⊥ : N⊥ →
N∗[n]⊥, h∗

Mf
[n] ◦ qf ◦ π = hN⊥ : N⊥ → N∗[n − 1], π∗[n] ◦ qf ◦ hMf

= h∗
N⊥ [n] :

N → N⊥∗
[n − 1], ces équations étant compatibles car elles induisent bien la même

homotopie à zéro h pour le morphisme composé N → N∗[n], par symétrie de h.

Proposition 2.9. Soit (N
f
−→ M, h) un sous-complexe parfait isotrope d’un com-

plexe quadratique non dégénéré (M, q). Alors la correspondance Mf
π

←− N⊥ i
−→ M ,

munie de l’homotopie nulle, est lagrangienne . En particulier, (M, q) et (Mf , qf )
sont dans la même classe de L-théorie.

Démonstration. On considère le diagramme suivant :

N⊥ π
−−−→ Mf

qf
−−−→ M∗

f [n] −−−→ 0

i

ù
ùπ∗[n]◦qf

ùπ∗[n]

ù
M −−−−→

i∗[n]◦q
N⊥∗[n] −−−−−→

id
N⊥∗[n]

N⊥∗[n] −−−→
i∗
h

[n]
N∗[n]
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D’après la remarque 2.8 on a qf |N⊥ = q|N⊥ donc le carré de gauche est stricte-
ment commutatif. On souhaite montrer qu’il est homotopiquement cartésien.

On reconnaît dans le carré de droite le diagramme dual décalé de la définition
de Mf comme cofibre homotopique de ih, donc ce carré, muni du dual décalé de
l’homotopie canonique hMf

pour cof(ih), est homotopiquement cartésien.
Le carré central est par définition strictement commutatif, et puisque qf est

une équivalence, il est aussi homotopiquement cartésien. On en déduit que ce
diagramme est homotopiquement commutatif.

On rappelle que par définition on a une suite de morphismes N
ih−→ N⊥ i

−→

M
f∗[n]◦q
−−−−→ N∗[n] factorisant le triangle N

f
−→ M

f∗[n]◦q
−−−−→ N∗[n]. Cela signifie en

particulier que i ◦ ih = f . Ceci nous permet de voir que le rectangle extérieur
obtenu par composition de ces trois carrés s’écrit :

N⊥ −−−→ 0

i

ù
ù

M −−−−→
f∗[n]◦q

N∗[n]

On souhaite montrer que l’homotopie pour ce carré est hN⊥ , ce qui nous per-
mettra de l’identifier avec le carré homotopiquement cartésien qui définit N⊥.
Cette homotopie est par définition h∗

Mf
[n] ◦ qf ◦ π, qui vaut bien hN⊥ d’après la

remarque 2.8.
On déduit alors des propriétés de composition des diagrammes homotopique-

ment cartésiens que le diagramme

N⊥ π
−−−→ Mf

i

ù
ùπ∗[n]◦qf

M −−−−→
i∗[n]◦q

N⊥∗[n]

est homotopiquement cartésien, ce qui conclut.

2.4 Chirurgie sous le degré moitié

On rappelle que A vu comme A-module représente en réalité le complexe nor-
malisé N(A), qui est concentré en degrés négatifs.

On pose l = [n
2
], de façon à avoir n = 2l ou n = 2l + 1.

Soit C un complexe de cochaînes, on adopte la notation πi(C) = H−i(C).

Lemme 2.10. Soit (M, q) un complexe quadratique non dégénéré, m < l et
η ∈ πm(M). Alors (M, q) est cobordant à un complexe quadratique non dégénéré
(M ′, q′) tel que ∀i < m, πi(M

′) = πi(M) et πm(M ′) = πm(M)/ < η >.
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Démonstration. On choisit un cocycle A[m]
η
−→ M représentant la classe de coho-

mologie (ou d’homotopie) de η. La forme q se restreint sur A[m] en un morphisme
A[m] → A[n − m], représentant un 0-cocycle dans A[n − 2m], qui est donc nul en
cohomologie car n − 2m > 0 et A est concentré en degrés négatifs. Ainsi la donnée
de η et d’une homotopie à 0 pour ce cocycle déterminent un sous-module isotrope
de M , ce qui permet de pratiquer une chirurgie selon η pour obtenir un nouveau
complexe quadratique non dégénéré (Mη, qη) cobordant à (M, q).

Soit β : M → A[n − m] la composition M → M∗[n] → A[n − m], alors la suite
exacte longue en cohomologie donne pour tout i une suite exacte πi+1(A[n−m]) →
πi(fib(β)) → πi(M) → πi(A[n − m]), et puisque πi(A[n − m]) = πi+m−n(A),
ces groupes sont triviaux pour i < n − m, donc πi(fib(β)) ≃ πi(M) tant que
i + 1 < n − m, donc en particulier pour i ≤ m (car m < l et n ≥ 2l). Par
définition, Mη est la cofibre d’un morphisme A[m] → fib(β), donc on a une suite
exacte πi(A[m]) → πi(fib(β)) → πi(Mη) → πi−1(A[m]). Pour i < m, πi(A[m]) = 0
donc i < m, πi(M) ≃ πi(fib(β)) ≃ πi(Mη), et pour i = m, πm(Mη) est le quotient
de πm(fib(β)) ≃ πm(M) par le sous-module engendré par η.

Lemme 2.11. Soit (M, q) un module (parfait) quadratique non dégénéré, alors
il est cobordant à un module quadratique non dégénéré (M ′, q′) tel que ∀i < l,
πi(M

′) = 0.

Démonstration. Puisque M est parfait, sa cohomologie est finiment engendrée et
on peut appliquer récursivement le lemme 2.10 avec les générateurs de la cohomo-
logie, en commençant par le plus petit i tel que πi(M) Ó= 0 jusqu’à i = l − 1.

On dit qu’un A-module est projectif s’il est concentré en degrés négatifs ainsi
que son dual. C’est une généralisation dérivée de la notion usuelle de module
projectif, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.12. Soit M un A-module projectif, alors c’est un facteur direct de Am

pour un entier m ∈ N.

Démonstration. Puisque M est parfait et concentré en degrés négatifs, π0(M) est
un A-module finiment engendré. et il existe un entier m et un morphisme Am →
M surjectif sur π0(M). Soit M ′ la fibre homotopique de ce morphisme, puisque
A et M sont concentrés en degrés négatifs, on déduit de la suite exacte longue
d’homotopie et de la surjectivité sur π0(M) le fait que M ′ est aussi concentré
en degrés négatifs. En dualisant cette fibre homotopique, on obtient une cofibre
homotopique, or (Am)∗ ≃ Am est encore concentré en degrés négatifs ainsi que
M∗, donc M ′∗ aussi, d’où M ′ est projectif.

On a donc une fibration homotopique HomA(M, M ′) → HomA(M, Am) →
HomA(M, M), or M ′, M∗ et A sont concentrés en degrés négatifs, donc HomA(M, M ′) ≃
M∗ ⊗A M ′ aussi. La suite exacte longue en homotopie donne alors la surjectivité de
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π0(HomA(M, Am)) → π0(HomA(M, M)). En particulier, le morphisme Am → M
admet une section M → Am, d’où M est un facteur direct de Am.

Lemme 2.13. Pour n pair et A, si un complexe quadratique non dégénéré (M ′, q′)
vérifie ∀i < l, πi(M

′) = 0, alors M ′ est quasi-isomorphe à un module projectif placé
en degré −l.

Démonstration. On peut reformuler la condition en disant que M ′[−l] est concen-
tré en degrés négatifs. La condition de non dégénérescence entraîne une équivalence
entre M ′ et M ′∗[2l], d’où une équivalence M ′[−l] ≃ M ′∗[l]. Ainsi, M ′[−l] et son
dual sont concentrés en degrés négatifs, donc on peut conclure grâce au lemme
2.12.

On peut reformuler la condition en disant que M ′[−l] est concentré en degrés
négatifs. Puisque A est concentré en degré 0, le dual de M ′[−l] est concentré en
degrés positifs. La condition de non dégénérescence entraîne que M ′ et M ′∗[2l]
soient équivalents, d’où M ′[−l] ≃ M ′∗[l], donc M ′[−l] est concentré en degrés
positifs et négatifs donc concentré en degré 0, et ainsi M ′ est concentré en degré
−l.

Le cas impair est moins simple, car au lieu d’obtenir un module projectif concen-
tré en un seul degré, on obtiendra un module concentré en deux degrés. Par souci
de simplicité, on formule l’analogue impair dans le cas d’un anneau de base non
dérivé. En effet dans ce cas, un complexe parfait concentré en degré 0 est équi-
valent à un module projectif classique, alors que si A est dérivé, A lui-même n’est
pas concentré en degré 0. On a notamment la notion de Tor-amplitude, qui nous
permet de prouver facilement cette propriété de concentration en deux degrés.

On rappelle qu’un complexe est de Tor-amplitude dans [a, b] si et seulement s’il
est quasi-isomorphe à un complexe de modules plats dont tous les termes non nuls
sont en degrés dans l’intervalle [a, b]. Par ailleurs, un complexe de Tor-amplitude
dans [a, b] et dans [c, d] est de Tor-amplitude dans [a, b] ∩ [c, d]. Enfin, pour un
complexe parfait, on peut remplacer « modules plats »par « modules projectifs de
type fini », et s’il est concentré en degrés négatifs, alors il est de Tor-amplitude
dans [−∞, 0].

Lemme 2.14. Pour n impair et A non dérivé (i.e. concentré en degré 0), soit
(M ′, q′) un complexe quadratique non dégénéré telle que ∀i < l, πi(M

′) = 0, alors
M ′ est de Tor-amplitude dans [−l − 1, −l].

Démonstration. Puisque M ′[−l] est concentré en degrés négatifs, quitte à prendre
une résolution, on peut supposer que les termes strictement positifs de M ′[−l]
sont nuls. En dualisant, M ′∗[l] est nul en degrés strictement négatifs donc de Tor-
amplitude dans [0, +∞], or on a M ′[−l] ≃ M ′∗[l + 1] donc M ′[−l] est de Tor-
amplitude dans [−∞, 0] et dans [−1, +∞], donc M ′ est de Tor-amplitude dans
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[−l − 1, −l]. En particulier il est équivalent à un complexe constitué de deux
modules projectifs de type fini en degré −l − 1 et en degré l.

On déduit des lemmes précédents le résultat de chirurgie suivant.

Proposition 2.15. Sur un anneau non dérivé, tout module quadratique n-décalé
non dégénéré est cobordant à un module quadratique non dégénéré concentré en
degré −l si n = 2l ou en degrés −l et −l − 1 si n = 2l + 1.

2.5 Comparaison avec la L-théorie classique

On montre l’équivalence de la définition classique et de la définition usuelle du
premier groupe de L-théorie d’un anneau commutatif A. Ce groupe est également
appelé groupe de Witt de l’anneau A.

Dans le cadre classique, un A-module quadratique non dégénéré est la don-
née d’un A-module classique M et d’une forme bilinéaire symétrique q induisant
un isomorphisme M ≃ M∗. Un lagrangien classique pour un module quadratique
classique (M, q) est un sous-module L ⊂ M tel que q|L = 0 et q induit un iso-
morphisme L ≃ (M/L)∗ (où M/L est bien le quotient classique de modules). Un
module quadratique qui admet un lagrangien classique est dit « métabolique ».
Les modules quadratiques non dégénérés (respectivement métaboliques) forment
un monoïde abélien pour la somme directe orthogonale.

Le contexte dérivé diffère essentiellement en ce qu’il considère des complexes
et non seulement des modules concentrés en degré 0, et la notion de lagrangien est
plus vaste car il n’y a pas de condition d’injectivité sur le morphisme L → M .

Définition 2.16. Soit A un anneau commutatif, son premier groupe de L-théorie
classique lcl

0 (A) est le quotient du monoïde abélien des classes d’isomorphismes de
modules quadratiques non dégénérés projectifs de type fini par le sous-monoïde
engendré par les espaces métaboliques.

Puisqu’un module projectif de type fini est parfait, et un lagrangien classique
est également un lagrangien dérivé, on a un morphisme de comparaison canonique
lcl
0 (A)

c
−→ l0(A).

Proposition 2.17. Le morphisme de comparaison lcl
0 (A)

c
−→ l0(A) est un isomor-

phisme.

Démonstration. La surjectivité est une conséquence directe du lemme [?], où on
a montré que la chirurgie permettait de réduire un complexe quadratique en un
module quadratique projectif de type fini dans la même classe de cobordisme.

Pour l’injectivité, soit (M, q) un module quadratique non dégénéré projectif de
type fini, tel qu’il existe un lagrangien (dérivé) L → M . D’après le lemme 1.26, il
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existe un morphisme symétrique L∗[−1]
f
−→ L tel que (M, q) soit isométrique à la

forme standard (Mf , qf ) associée à f .
On remarque que si on note Ei = L∗

−i ⊕ Li le i-ème terme de Mf et di :
Ei → Ei+1 sa différentielle, alors par symétrie de f , d∗

−i = di+1. Autrement dit,
les termes de degrés opposés sont duaux, et les différentielles aussi. La forme qf

est induite par cette identité E∗
i ≃ E−i. On note q0 la forme standard sur E0,

correspondant à l’identification canonique E0 ≃ E∗
0 . Alors E−1

d−1
−−→ E0 est isotrope

pour la forme q0 car la restriction de q0 à E−1 donne le morphisme E−1

d∗
−1◦d−1

−−−−−→
E∗

−1, or d∗
−1 = d0 donc c’est le morphisme d0 ◦ d−1 = 0. Ainsi, Im(d−1) ⊂ E0

est un sous-module isotrope de E0 au sens classique. On peut alors appliquer
une chirurgie classique le long de ce sous-module isotrope (similaire à la chirurgie
dérivée) pour obtenir un module quadratique (Mc, qc) classiquement cobordant à
(E0, q0). Ce module n’est autre que l’homologie de E−1 → E0 → E1, c’est-à-dire
H0(Mf ) ≃ M . L’isométrie dérivée (Mf , qf ) → (M, q) induit en homologie une
isométrie classique (Mc, qc) → (M, q) ? Puisque (E0, q0) est trivial dans lcl

0 (A) et
classiquement cobordant à (Mc, qc), on en déduit que (M, q) est trivial dans lcl

0 (A),
ce qui conclut.

3 Champs quadratiques et lagrangiens

Jusqu’à présent, on a travaillé sur des anneaux dérivés. Les constructions pré-
cédentes satisfont la descente étale et forment donc des champs. Nous définissons
le champ des complexes quadratiques, puis le champ des lagrangiens dans un com-
plexe quadratique donné. Après chaque définition, on explique en quoi elle corres-
pond bien à l’espace des modules de la notion considérée, en vérifiant que sur des
affines, on retrouve les définitions données précédemment.

On calcule ensuite le complexe tangent, afin notamment de déterminer les
points lisses.

Par la suite, A désignera toujours une algèbre simpliciale commutative, et on
fixe un entier n ∈ Z correspondant au décalage des formes. On utilisera la même
notation pour un morphisme de Spec(A) vers un champ X, et pour un élément de
X(A) (un 0-simplexe) correspondant à ce morphisme via le lemme de Yoneda.
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3.1 Le champ des complexes parfaits

3.1.1 Définition

Pour tout morphisme d’algèbres simpliciales A −→ B , on a un foncteur de
changement de base

· ⊗A B : Perf(A) −→ Perf(B)
M Ô−→ M ⊗A N(B)

. Ces foncteurs de changement de base induisent un foncteur lax de la catégorie
des algèbres simpliciales commutatives vers la catégorie des catégories, qui peut
être rectifié en un foncteur strict.

En composant ce foncteur avec le foncteur nerf, on obtient Perf ([12]), le champ
dérivé des complexes parfaits. On a une transformation naturelle Sym2 : Perf −→
Perf induite par Sym2

A sur chaque algèbre simpliciale commutative A, grâce à
l’isomorphisme naturel Sym2

AM ⊗A B ≃ Sym2
B(M ⊗A B).

Il y a un morphisme de champs constant A[n] : Perf −→ Perf défini sur chaque
algèbre simpliciale A comme étant le morphisme constant d’ensembles simpliciaux
de Perf(A) vers le point N(A)[n].

3.2 Le champ des morphismes de complexes parfaits

3.2.1 Définition

Soit Perf∆1(A) la catégorie dont les objets sont les morphismes entre com-
plexes parfaits cofibrants sur A, et les morphismes entre deux objets M −→ N et

M ′ −→ N ′ sont les carrés commutatifs

M
m

−−−→ M ′

ù
ù

N
n

−−−→ N ′

où m et n sont des quasi-

isomorphismes.
On a des foncteurs source et but (s, t) : Perf∆1(A) −→ Perf(A) × P (A). Ce

morphisme admet une section 0 : Perf(A) × Perf(A) −→ Perf∆1(A) donnée par le
morphisme nul entre la source et le but.

La composition des morphismes donne un foncteur

◦ : Perf(A)∆1 ×h
Perf(A) Perf(A)∆1 −→ Perf(A)∆1

, la catégorie de départ étant le produit fibré homotopique des foncteurs t et
s.Si u et v sont deux objets de P (A) (donc des morphismes de complexes) tels
que s(u) = t(v) alors la source et le but de leur composition est simplement
s(u ◦ v) = s(v), t(u ◦ v) = t(u).
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On a un morphisme Sym2 : Perf(A)∆1 −→ Perf(A)∆1 qui commute avec les
foncteurs source et but.

De même que précédemment, pour tout morphisme d’algèbres simpliciales
A −→ B , on a un foncteur de changement de base

· ⊗A B : Perf∆1(A) −→ Perf∆1(B)

M
f
−→ N Ô−→ M ⊗A N(B)

f⊗idN(B)
−−−−−→ N ⊗A N(B)

, ce qui nous donne un foncteur lax, qui peut être rectifié pour donner un fonc-
teur de la catégorie des algèbres simpliciales commutatives vers la catégorie des
catégories.

En composant avec le foncteur nerf, on obtient le champ des morphismes de
complexes parfaits Perf∆1 . On a par ailleurs des morphismes de champs (s, t) :
Perf∆1 −→ Perf ×Perf, et une section 0 : Perf ×Perf −→ Perf∆1 . On a également
des morphismes ◦ : Perf∆1 ×h

Perf Perf∆1 −→ Perf∆1 et Sym2 : Perf∆1 −→ Perf∆1 .

La fibre homotopique du morphisme Perf∆1(A)
(s,t)
−−→ Perf(A) × Perf(A) en un

point (M, N) : Spec A → Perf × Perf est équivalente à Map(M, N).

3.2.2 Complexes et morphismes tangents

Pour M : Spec A −→ Perf un A-point de Perf représentant un complexe parfait
M , le complexe tangent à Perf en M est End(E)[1] ([30]).

Soit f : Spec A −→ Perf∆1 un A-point de Perf∆1 représentant un morphisme
de complexes parfaits E −→ F , alors le complexe tangent à Perf∆1 en f est
End(E) ×Hom(E,F ) End(F )[1].

Le morphisme tangent TE→F Perf∆1
T (s,t)
−−−→ TEPerf × TF Perf est le morphisme

naturel End(E) ×h
Hom(E,F ) End(F )[1] −→ End(E) × End(F )[1].

Le morphisme tangent à Perf ×Perf
0
−→ Perf∆1 est obtenu en composant l’équi-

valence End(E) × End(F ) ≃ End(E) ×Hom(E,F ) End(F ), où les deux morphismes
structurels du produit fibré sont nuls, avec le morphisme canonique

End(E) ×Hom(E,F ) End(F ) −→ End(E) ×h
Hom(E,F ) End(F ).

Le morphisme tangent à la composition ◦ est le morphisme naturel

(End(E) ×h
Hom(E,F ) End(F )) ×h

End(F ) (End(F ) ×h
Hom(F,G) End(G)) → End(E) ×h

Hom(E,G) End(G).

Remarque 3.1. On peut écrire explicitement ce morphisme de la façon suivante :
étant donnés les morphismes de complexes E

u
−→ F et F

v
−→ G, le morphisme

tangent à la composition prend pour argument la donnée de e ∈ End(E), f ∈
End(F ), f ′ ∈ End(F ), g ∈ End(G), h une homotopie entre u ◦ e et f ◦ u, h′
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une homotopie entre f et f ′, h′′ une homotopie entre v ◦ f ′ et g ◦ v. L’image de
cette donnée est induite dans End(E) ×h

Hom(E,G) End(G) par e, g et l’homotopie
v ◦ h + v ◦ h′ ◦ u + h′′ ◦ u entre les morphismes v ◦ u ◦ e et g ◦ v ◦ u.

Proposition 3.2. Soit (N
f
−→ M) : Spec A → Perf∆1 un A-point de Perf∆1, soit

K
i

−→ N
f
−→ M une fibration homotopique, alors le complexe tangent relatif du

morphisme Perf∆1 t
−→ Perf au point f est équivalent à Hom(N, K)[1].

Démonstration. Par définition, ce complexe tangent relatif est la fibre homoto-
pique du morphisme de projection (End(N) ×h

Hom(N,M) End(M) → EndM)[1], qui

est équivalente à la fibre homotopique du morphisme EndN
f◦
−→ Hom(N, M)[1] par

composition des produits fibrés homotopiques. Cette fibre homotopique est équi-
valente à Hom(N, K)[1] par la propriété universelle de la fibration homotopique

K
i

−→ N
f
−→ M .

3.3 Le champ des complexes quadratiques n-décalés

Définition 3.3. On définit le champ Quad(n) des complexes quadratiques n-
décalés comme étant le produit fibré homotopique

Quad(n) −−−→ Perf∆1

ù
ù(s,t)

Perf
(Sym2,A[n])

−−−−−−−→ Perf × Perf

Par la suite, on notera simplement Quad, le décalage étant sous-entendu.
Vérifions que ce champ paramètre bien les complexes quadratiques. Soit M :

Spec A → Perf un complexe parfait au-dessus de A, alors par composition des
produits fibrés homotopiques, on sait que la fibre homotopique du morphisme
Quad(A) → Perf(A) au point M est équivalente à la fibre homtopique de (s, t) au
point (Sym2

AM, A[n]), c’est-à-dire Map(Sym2
AM, A[n]).

De cette façon, on décrit Quad(A) comme étant fibré au-dessus de Perf(A),
la fibre étant l’espace des formes quadratiques décalées sur le complexe fixé M .
Ainsi chaque complexe quadratique correspond à un point d’une telle fibre, donc
à un point de Quad(A), et réciproquement tout point de Quad(A) correspond à
un point de Perf(A) et un élément de la fibre au-dessus de ce point, donc à un
complexe quadratique.

Proposition 3.4. Le champ Quad est localement algébrique de présentation finie.
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Démonstration. En effet, c’est un produit fibré homotopique de champs localement
algébriques de présentation finie.

En particulier il admet un complexe tangent.

3.3.1 Complexe tangent

On considère un A-point (M, q) : Spec A → Quad.

Proposition 3.5.

TM,qQuad ≃ fib(EndM
q◦TM Sym2

−−−−−−→ Hom(Sym2
AM, A[n]))[1]

Démonstration. Par définition du champ Quad on a un carré cartésien homoto-
pique

TM,qQuad −−−→ TqPerf∆1

ù
ùT (s,t)

TMPerf
TM Sym2×0

−−−−−−→ TSym2MPerf × TA[n]Perf

d’où TM,qQuad ≃ EndM ×h
EndSym2

AM×A
(EndSym2

AM ×h
Hom(Sym2

AM,A[n])
A)[1]. On a

utilisé ici l’équivalence de A-complexes End(A[n]) ≃ End(A) ≃ A.
On applique ensuite le lemme 3.6 avec W = EndM , X = EndSym2

AM , Y = A,
et Z = Hom(Sym2

AM, A[n]) pour obtenir l’équivalence

TM,qQuad ≃ fib(EndM
q◦TM Sym2

−−−−−−→ Hom(Sym2
AM, A[n])[1].

Lemme 3.6. On considère des complexes W, X, Y, Z munis de morphismes X
x
−→

Z, Y
y
−→ Z, W

w
−→ X × Y . Alors W ×h

X×Y (X ×h
Z Y ) ≃ fib(W

(x−y)◦w
−−−−−→ Z).

Démonstration. On a X ×h
Z Y ≃ (X ×Y )×h

Z 0 où le morphisme structurel X ×Y →
Z est x − y, d’où W ×h

X×Y (X ×h
Z Y ) ≃ W ×h

X×Y ((X × Y ) ×h
Z 0) ≃ W ×h

Z 0 par
composition de carrés cartésiens homotopiques, ce qui conclut.

Ainsi un morphisme vers TM,qQuad correspond à la donnée d’un morphisme
vers EndM ainsi qu’une homotopie à 0 pour la composée de ce morphisme avec
q ◦ TMSym2.
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3.4 Le champ des sous-complexes

On considère un anneau simplicial commutatif A fixé ainsi que M un complexe
parfait sur A.

Définition 3.7. On définit le champ Perf/M des sous-complexes M comme étant
le produit fibré homotopique

Perf/M −−−→ Perf∆1

ù
ùt

Spec A −−−→
M

Perf

3.4.1 Complexe tangent relatif

Soit A → B une B-algèbre simpliciale commutative, on notera MB le complexe
obtenu par changement de base M ⊗A N(B).

On considère un B-point (N
f
−→ MB) : Spec B → Perf/M , et une fibration

homotopique K
i

−→ N
f
−→ MB d’homotopie h. On s’intéresse au complexe tangent

relatif du morphisme structurel Perf/M → Spec A.

Proposition 3.8. Le complexe tangent relatif du champ des sous-complexes de M
au point f est

TfPerf/M/Spec A
≃ Hom(N, K)[1]

Démonstration. On a un carré cartésien homotopique

Perf/M −−−→ Perf∆1

ù
ùt

Spec A −−−→
M

Perf

, donc

le complexe tangent relatif du morphisme Perf/M → Spec A au point f est équi-

valent au complexe tangent relatif du morphisme but Perf∆1 t
−→ Perf au point f ,

qui est équivalent à Hom(N, K)[1] d’après la proposition 3.2.2.

Remarque 3.9. La restriction du morphime tangent de la projection canonique
Perf/M → Perf∆1 au complexe tangent relatif s’identifie avec le morphisme cano-
nique

Hom(N, K)[1] −→ End(N) ×h
Hom(N,M) End(M)[1]

induit par les morphismes Hom(N, K)
i◦
−→ End(N), Hom(N, K)

0
−→ End(M) et

l’homotopie h◦.
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We now compute the tangent morphism to Sym2 at a morphism M : Spec A −→
Perf. Recall the projection π : M ⊗A M → Sym2

AM and its section s : Sym2
AM →

M ⊗A M . Any morphism f : M ⊗A M −→ N can be symmetrized into a morphism
S(f) : Sym2

A −→ N where S(f) = f ◦ s. In particular there is a morphism
SM : End(M ⊗AM) −→ EndSym2

AM obtained by postcomposition with π followed
by symmetrization.

Proposition 3.10. The tangent morphism TMSym2 : End(M)[1] −→ End(Sym2
AM)[1]

is the composition of End(M)
idM ⊗A·
−−−−→ End(M ⊗A M) followed by SM , with a shift

of 1.

Démonstration. To add in a later version.

3.5 Le champ des sous-complexes isotropes

On considère un anneau simplicial commutatif A fixé ainsi que (M, q) un
complexe quadratique sur A, correspondant à un morphisme de champs (M, q) :
Spec A −→ Quad. On notera aussi M et q les morphismes induits M : Spec A −→

Perf et q : Spec A −→ Perf∆1 .

3.5.1 Le morphisme de restriction de la forme à un sous-complexe

On souhaite définir le morphisme de champs qui à un sous-complexe N
f
−→

M associe le complexe quadratique (N, q|N) obtenu par restriction de la forme
quadratique à N .

On a un diagramme commutatif à homotopie près

Perf/M −−−→ Perf∆1 −−−→
Sym2

Perf∆1

ù
ùt

ùt

Spec A −−−→
M

Perf −−−→
Sym2

Perf
ùq

ù(Sym2,A[n])

∥∥∥∥

Perf∆1 −−−→
(s,t)

Perf × Perf −−−→
π1

Perf

où π1 est la projection sur la première composante.
Chaque petit carré étant commutatif à homotopie près, ce diagramme nous

permet de construire le carré extérieur, qui est donc commutatif à homotopie près,
et nous permet d’affirmer l’existence d’un morphisme Perf/M

f1−→ Perf∆1 ×h
Perf

37



Perf∆1 . En termes concrets, ce morphisme associe à un sous-complexe N
f
−→ M le

couple (Sym2
Af, q).

On considère ensuite f2 = ◦(f1) le morphisme composé Perf/M −→ Perf∆1 ×h
Perf

Perf∆1 ◦
−→ Perf∆1 . Ce morphisme associe à un sous-complexe N

f
−→ M la restriction

de la forme au sous-complexe q|N ∈ Perf∆1(A).

On définit f3 le morphisme composé Perf/M → Perf∆1 s
−→ Perf, où le premier

morphisme est la projection canonique. C’est un morphisme d’oubli, qui à un sous-
complexe N → M associe sa source N .

Grâce aux diverses propriétés de commutativité de Sym2, ◦ ainsi que des mor-
phismes source et but, on obtient sans difficulté la commutativité à homotopie
près du diagramme

Perf/M −−−→
f2

Perf∆1

f3

ù
ù(s,t)

Perf −−−−−−−→
(Sym2,A[n])

Perf × Perf

qui induit donc un morphisme

q| : Perf/M −→ Quad

3.5.2 Le morphisme tangent au morphisme de restriction

Comme précédemment, on considère un B-point (N
f
−→ MB) : Spec B →

Perf/M , et une fibration homotopique K
i

−→ N
f
−→ MB d’homotopie h.

On souhaite calculer la restriction du morphisme tangent de q| : Perf/M →
Quad au complexe tangent relatif TfPerf/M/Spec A

.
On appellera « morphisme tangent relatif »la restriction d’un morphisme tan-

gent au complexe tangent relatif TfPerf/M/Spec A
.

Lemme 3.11. Le morphisme tangent relatif de f1 : Perf/M → Perf∆1 ×h
Perf Perf∆1

est induit par un diagramme strictement commutatif

Hom(N, K)[1] −−−→
m1

TSym2
BfPerf∆1

0

ù
ùT t

TqB
Perf∆1 −−−→

T s
TSym2

BMB
Perf

Démonstration. En effet le morphisme f1 est induit par un diagramme commu-
tatif à homotopie près, donc son morphisme tangent est induit par le diagramme
tangent.
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Le morphisme m1 est donc la composition de TSym2 avec le morphisme

Hom(N, K)[1] −→ End(N) ×Hom(N,M) End(M)[1]

décrit dans la remarque 3.9. Sa composée avec Tt est nulle car c’est la projection
sur le second facteur. Le morphisme de Hom(N, K)[1] vers TqB

Perf∆1 se factorise
par le morphisme tangent de Perf/M → Spec A, donc est homotope au morphisme
nul puisque Hom(N, K)[1] est la fibre de ce morphisme tangent.

La commutation du diagramme est bien stricte puisque les deux morphismes
sont nuls.

Pour calculer le morphisme tangent relatif de Perf/M
f2−→ Perf∆1 , on doit com-

poser le morphisme tangent relatif de f1 avec le morphisme tangent de ◦, la com-
position des morphismes de complexes.

Nous commençons par décrire plus explicitement le morphisme m1.

Remarque 3.12. Le morphisme m1[−1] est induit par

Hom(N, K)
SN ◦(i◦·)
−−−−−→ End(Sym2

BN),

Hom(N, K)
0
−→ End(Sym2

BMB),

ainsi qu’une homotopie entre ces deux morphismes qui provient de l’homotopie h.
Plus précisément,pour construire ce morphisme, on commence par appliquer

Hom(N, ·) à la fibration homotopique K
i

−→ N
f
−→ M munie de l’homotopie h,

on obtient une fibration homotopique Hom(N, K)
i◦·
−→ End(N)

f◦·
−→ Hom(N, M)

munie de l’homotopie h ◦ ·, ce qui correspond à la description de la remarque
3.9. On compose ensuite avec TSym, donc l’homotopie à 0 pour le morphisme

Hom(N, K)
Sf ◦SN (i◦·)
−−−−−−→ Hom(Sym2

BN, Sym2
BMB) est S(h ◦ ·).

Lemme 3.13. Le morphisme tangent relatif de Perf/M
f2−→ Perf∆1 est induit par

un diagramme commutatif à homotopie près

Hom(N, K)[1] −−−→
m2

End(Sym2
BN)[1]

0

ù
ùq|N ◦·

B[1] −−−→
·◦q|N

Hom(Sym2
BN, B[n])[1]

où m2[−1] est le morphisme Hom(N, K)
SN ◦(i◦·)
−−−−−→ End(Sym2

BN) et l’homotopie
h1 := q ◦ S(h ◦ ·).
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Démonstration. La description du morphisme m1 donnée dans la remarque 3.12
nous donne une description explicite du morphisme tangent relatif de f1. En utili-
sant la description explicite du morphisme tangent de ◦ donnée dans la remarque
3.1, on obtient la description du morphisme tangent relatif de f2 voulue.

Remarque 3.14. Le morphisme tangent relatif de f3 est simplement le morphisme
Hom(N, K)

i◦·
−→ EndN décalé de 1.

On a maintenant tous les éléments pour calculer le morphisme tangent relatif
de q|.

Lemme 3.15. Le morphisme tangent relatif de q|

Hom(N, K)[1]
Tq|
−→ fib(EndN

q|N ◦TN Sym2

−−−−−−−→ Hom(Sym2
BN, B[n]))[1]

est induit par le morphisme Hom(N, K)
i◦·
−→ EndN et l’homotopie h1 = q ◦S(h◦ ·).

Démonstration. En effet q| étant induit par un diagramme commutatif à homotopie
près, son morphisme tangent est induit par le tangent de ce diagramme, c’est-à-dire
le diagramme strictement commutatif

Hom(N, K) −−−→
Tf2

EndSym2
BN ×h

Hom(Sym2
BN,B[n])

B
ùTf3

ù(π1,π2)

EndN −−−−−−→
(T Sym2,0)

EndSym2
BN × B

décalé de 1.
La remarque 3.14 et le lemme 3.13 nous donnent explicitement Tf2 ainsi que

Tf3 . Remarquons que les composantes selon B sont partout nulles.
En faisant appel au lemme 3.6 avec W = EndN , X = EndSym2

BN , Y = B, Z =
Hom(Sym2

BN, B[n]), on constate que ce diagramme est équivalent à un morphisme

de Hom(N, K) vers fib(W → Z), induit par Hom(N, K)
Tf3−−→ W , c’est-à-dire i ◦ ·,

et l’homotopie à 0 pour le morphisme Hom(N, K)
q|N ◦Tf2−−−−→ Z, qui est h1.

3.5.3 Définition du champ des sous-complexes isotropes

On a également un morphisme nul Perf
0
−→ Quad qui munit un complexe parfait

M de la forme nulle, défini par la commutativité à homotopie près du diagramme
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Perf −−−−−−−−→
0 ◦ (Sym2,A[n])

Perf∆1

id

ù
ù(s,t)

Perf −−−−−−−→
(Sym2,A[n])

Perf × Perf

Définition 3.16. On définit le champ IsotM des sous-complexes isotropes du com-
plexe quadratique (M, q) comme étant le produit fibré homotopique

IsotM −−−→ Perf/Mù
ùq|

Perf −−−→
0

Quad

Vérifions que ce champ paramètre bel et bien les sous-complexes isotropes de
(M, q). On le considère cette fois-ci comme un champ fibré au-dessus de Perf/M .
Soit N → MB un B-point de Perf/M , on veut décrire la fibre homotopique du
morphisme IsotM(B) → Perf/M(B) au point N → MB. Elle est équivalente à la

fibre homotopique du morphisme Perf(B)
0
−→ Quad(B) au point (N, q|N).

Considérons le diagramme suivant, composé uniquement de carrés cartésiens à
homotopie près :

X −−−→ Y −−−→
z

Perf(B)
ù

ùz′

ù0

· −−−→
q|N

Map(Sym2
BN, B[n]) −−−→ Quad(B) −−−→ Perf∆1(B)

ù
ù

ù(s,t)

· −−−→
N

PerfB −−−−−−−→
(Sym2

B ,B[n])
Perf(B) × Perf(B)

Nous souhaitons déterminer X, car par composition des carrés cartésiens, c’est
la fibre homotopique du morphisme Perf(B)

0
−→ Quad(B) au point (N, q|N).

Par définition, le morphisme Perf
0
−→ stQuad → Perf vaut l’identité, donc le

morphisme z est le tiré en arrière du morphisme N le long de l’identité de Perf(B),
c’est donc le morphisme N , et Y = ·.

Le morphisme de Y vers Perf∆1(B) envoie le point sur le morphisme Sym2
BN

0
−→

B[n], par définition du morphisme Perf(B)
0
−→ Quad(B), donc par l’identification

de Map(Sym2
BN, B[n]) comme fibre homotopique du morphisme (s, t) au point

(Sym2
BN, B[n]), on obtient que le morphisme z′ envoie le point sur la forme qua-

dratique nulle dans Map(Sym2
BN, B[n]).
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Ainsi, on a le produit fibré homotopique

X −−−→ ·ù
ù0

· −−−→
q|N

Map(Sym2
BN, B[n])

donc

X est équivalent à Path(0, q|N), qui est donc la fibre homotopique de IsotM(B) →
Perf/M(B) au point N → MB.

Ainsi, la donnée d’un B-point de IsotM correspond à la donnée d’un sous-
complexe N → MB ainsi que d’une homotopie de q|N à 0, ce qui correspond à la
donnée d’un sous-complexe isotrope de (MB, qB).

Proposition 3.17. Le champ IsotM est localement algébrique de présentation fi-
nie. En particulier il admet un complexe tangent.

Démonstration. C’est un produit cartésien homotopique de champs localement
algébriques de présentation finie.

3.5.4 Complexe tangent relatif

On considère un B-point (N
f
−→ MB, h) : Spec B → Isot du champ des sous-

complexes isotropes du complexe quadratique (M, q), h étant une homotopie à

zéro pour q|N , ainsi qu’une fibration homotopique K
i

−→ N
f
−→ MB d’homotopie h′.

Le complexe tangent relatif de Isot en ce point est un produit fibré homotopique
de Tq|N et T0. En effet on a le diagramme suivant, donc chaque carré est cartésien
homotopique :

TN/Spec AIsotM −−−→ Hom(N, K)[1] −−−→ 0ù
ù

ù
TN IsotM −−−→ TNPerf/M −−−→ TNSpec A

ù
ùT q|

TNPerf −−−→
T 0

TNQuad

donc par composition des carrés cartésiens, on a le carré cartésien homotopique

TN/Spec AIsotM −−−→ Hom(N, K)[1]ù
ùT q|

TNPerf −−−→
T 0

TNQuad

Remarque 3.18. Le morphisme tangent de Perf
0
−→ Quad en un point N : Spec B →

Perf est le morphisme EndN [1] −→ fib(EndN
0
−→ Hom(Sym2

BN, B[n]))[1] induit
par l’identité de EndN et l’homotopie nulle.
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Les modèles explicites de T0 et Tq|N (lemme 3.15) donnés plus haut ont pour

but respectivement fib(EndN
0
−→ Hom(Sym2

BN, B[n]))[1] et fib(EndN
q|N ◦TN Sym2

−−−−−−−→
Hom(Sym2

BN, B[n]))[1]. C’est l’homotopie h (la condition d’isotropie) qui donne
l’équivalence de ces deux complexes, et qui permet bel et bien de considérer le
produit fibré homotopique de T0 et Tq|N .

On va calculer ce produit fibré homotopique en prenant fib(EndN
q|N ◦TN Sym2

−−−−−−−→
Hom(Sym2

BN, B[n]))[1] pour modèle des buts de T0 et Tq|N .

Remarque 3.19. Le morphisme

EndN [1]
T 0
−→ fib(EndN

q|N ◦TN Sym2

−−−−−−−→ Hom(Sym2
BN, B[n]))[1]

est induit par l’identité de EndN et l’homotopie h2 := h ◦ TNSym2.

Le lemme 3.15 et la remarque 3.19 nous permettent alors de calculer explicite-
ment le complexe tangent relatif de Isot. Le but de ces morphismes étant lui-même
une fibre homotopique, on peut en réalité simplifier un tant soit peu le calcul.

Lemme 3.20. Soit F
f
−→ G

g
−→ H une fibration homotopique de complexes, I

a
−→ G

et J
b

−→ G deux morphismes de complexes. Alors I ×h
G J ≃ fib(I ×h

H J
m
−→ F ).

Démonstration. On rappelle l’équivalence I ×h
G J ≃ (I × J) ×h

G 0 où le morphisme
I × J → G est a − b. On a alors la suite d’équivalences I ×h

G J ≃ (I × J) ×h
G 0 ≃

((I × J) ×h
G F ) ×h

F 0 ≃ ((I × J) ×h
G (G ×h

H 0)) ×h
F 0 ≃ ((I × J) ×h

H 0) ×h
F 0 ≃

(I ×h
H J) ×h

F 0 ≃ fib(I ×h
H J → F ).

Le morphisme m est induit par propriété universelle de la fibre homotopique
F par le morphisme I ×h

H J
a◦π1−b◦π2−−−−−−→ G et l’homotopie à zéro canonique pour le

morphisme I ×h
H J

g◦a◦π1−g◦b◦π2−−−−−−−−→ H.

Proposition 3.21. Le complexe tangent relatif de Isot en un sous-complexe iso-

trope (N
f
−→ MB, h) de fibre K est équivalent à

fib(Hom(N, K)
S◦α
−−→ Hom(Sym2

BN, B[n − 1]))[1]

où S : Hom(N ⊗B N, B[n − 1])
S(−)
−−−→ Hom(Sym2

BN, B[n − 1]) est l’application de
symétrisation et α est

α : Hom(N, K) −→ Hom(N tensBN, B[n − 1])
l Ô−→ n1 ⊗ n2 Ô→ γ(n1 ⊗ l(n2))

pour γ : N ⊗B K Ô→ B[n − 1] le morphisme naturel induit par la condition d’iso-
tropie.

43



Ce résultat s’interprète aisément. En effet Hom(N, K)[1] correspond aux défor-
mations infinitésimales de N en tant que sous-complexe de MB, donc en respectant
le morphisme d’« inclusion ». Le morphisme S ◦ α indique la déformation de la
condition d’isotropie induite par la déformation de N , donc on doit considérer la
fibre de S ◦ α si on veut respecter cette condition d’isotropie.

Démonstration. On pose F := Hom(Sym2
BN, B[n]), G := fib(EndN

q|N ◦TN Sym2

−−−−−−−→

Hom(Sym2
BN, B[n]))[1], H := EndN [1], I := Hom(N, K)[1], J := H, a := I

Tq|
−→

G, b := J
T 0
−→ G.

Ainsi, le complexe tangent relatif de Isot est I ×h
G J . On a une fibration homo-

topique F → G → H obtenue en faisant tourner la fibration G → H → F [1], donc
on déduit du lemme 3.20 l’équivalence I ×h

G J ≃ fib(I ×h
H J

m
−→ F ) ≃ fib(I

m
−→ F ).

Précisons le morphisme m, en utilisant la description donnée dans la preuve
due lemme 3.20. On sait (lemme 3.15) que le morphisme a : I → G est induit
par Hom(N, K)[1]

i◦·
−→ EndN [1] et l’homotopie h1 = q ◦ S(h′ ◦ ·). Le morphisme

composé c := I → G → H est donc simplement Hom(N, K)[1]
i◦·
−→ EndN [1].

Le morphisme b : J → G est lui induit par l’identité de EndN [1] et l’homotopie
h2 := h ◦ TNSym2 (remarque 3.19). Remarquons que I

a−b◦c
−−−→ G est alors induit

par le morphisme nul Hom(N, K)[1]
0
−→ EndN [1] et l’homotopie h1 − h2 ◦ c, qui en

tant qu’homotopie de 0 à 0 est en réalité un morphisme de I dans F .
Sous l’identification I ×h

H J ≃ I, le morphisme I ×h
H J

a◦π1−b◦π2−−−−−−→ G devient

I
a−b◦c
−−−→ G, et l’homotopie à zéro canonique pour le morphisme I×h

H J
g◦a◦π1−g◦b◦π2−−−−−−−−→

H devient l’homotopie nulle. Dans ces conditions, le morphisme induit I
m
−→ F est

simplement h1 − h2 ◦ c = q ◦ S ◦ (h′ ◦ ·) − h ◦ TNSym2(i ◦ ·), et le complexe tangent
relatif de Isot est la fibre de ce morphisme.

Explicitement, h1 envoie l ∈ Hom(N, K) sur n1 ⊗ n2 Ô→ q(h′(l(n1)) ⊗ h′(l(n2)))

La remarque 1.18 définit le morphisme γ : N ⊗B K → B[n − 1] par la formule
γ = q ◦ (f ⊗ h′) − h ◦ (idN ⊗ i). Considérons la composition

Hom(N, K)
idN ⊗−
−−−−→ Hom(N ⊗

B
N, N ⊗

B
K)

γ◦−
−−→ Hom(N ⊗

B
N, B[n − 1])

que nous nommons α.
En termes plus concrets, ce morphisme α envoie l ∈ Hom(N, K) sur α(l) :

n1 ⊗ n2 Ô→ γ(n1 ⊗ l(n2)) ∈ Hom(N ⊗B N, B[n − 1]). Le morphisme S ◦ α envoie
donc l ∈ Hom(N, K) sur S ◦ α(l) = n1 ⊗ n2 Ô→ γ(n1⊗l(n2))+γ(n2⊗l(n1))

2
.

On constate que h1 − h2 ◦ c = q ◦ S ◦ (h′ ◦ ·) − h ◦ TNSym2(i ◦ ·) coïncide avec
S ◦ α, ce qui conclut.
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3.6 Le champ des sous-complexes lagrangiens

Définition 3.22. On définit le champ Lag
M

des sous-complexes lagrangiens de
(M, q) comme le sous-champ de IsotM tel que le sous-complexe isotrope représenté
soit lagrangien.

On le définit en prenant les composantes connexes de :

Lag
M 0

(B) := {y ∈ IsotM 0(B) telque (N → MB, h) est lagrangien}

où pour y ∈ IsotM(B), (N → MB, h) est le sous-module isotrope représenté par
y. ICela définit bien un sous-champ car la condition d’être lagrangien est locale,
puisque qu’elle teste si un morphisme est un quasi-isomorphisme.

Proposition 3.23. Le champ Lag
M

est un sous-champ ouvert de IsotM . En par-
ticulier il est localement algébrique de présentation finie.

Démonstration. Le champ Lag
M

est le lieu où le morphisme θ : K → N∗[n − 1]
est une équivalence, c’est donc le lieu où cofib(θ) est quasi-isomorphe à 0. C’est
un ouvert de Zariski par la semi-continuité de Grothendieck.

3.6.1 Le complexe tangent relatif du champ des lagrangiens

Puisque le champ des lagrangiens est un ouvert du champ des sous-complexes
isotropes, le complexe tangent relatif du champ des lagrangiens en un point est le
complexe tangent relatif du champ des sous-complexes isotropes en ce point. La
condition de non-dégénérescence supplémentaire permet de donner un modèle plus
simple pour ce complexe.

On garde les notations précédentes, avec un B-point (N
f
−→ MB, h) : Spec B →

Lag du champ des lagrangiens du complexe quadratique (M, q), h étant une ho-

motopie à zéro pour q|N , ainsi qu’une fibration homotopique K
i

−→ N
f
−→ MB

d’homotopie h′.

Théorème 3.24. Le complexe tangent relatif de Lag
M

en un lagrangien L → M
est équivalent au complexe des formes antisymétriques n-décalées sur L.

Ce théorème est un analogue dérivé d’un résultat classique connu.

Démonstration. Le proposition 3.21 nous permet de décrire ce complexe tangent
relatif comme la fibre du morphisme S ◦ α, décalée de 1.

On peut décrire α alternativement comme la composition du morphisme

Hom(N, K)
θ◦−
−−→ Hom(N, N∗[n − 1])
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et de l’adjonction

Hom(N, N∗[n − 1]) ≃ Hom(N ⊗
A

N, A[n − 1])

puisque le premier morphisme envoie l ∈ Hom(N, K) sur n1 Ô→ (n2 Ô→ γ(n1, l(n2))),
qui est ensuite envoyé par l’adjonction sur n1 ⊗ n2 Ô→ γ(n1 ⊗ l(n2)).

Cette adjonction peut se lire dans l’autre sens Hom(N ⊗A N, A[n − 1]) ≃
Hom(N, N∗[n − 1]). Si N est lagrangien, le morphisme θ possède un quasi-inverse
ι : N∗[n − 1] → K tel que θ ◦ ι soit homotope à idN∗[n−1]. La post-composition
par ι induit donc une équivalence Hom(N ⊗A N, A[n − 1]) ≃β Hom(N, K). Par
construction, α et β sont quasi-inverses.

Ainsi, puisque β est une équivalence, la fibre homotopique du morphisme S ◦ α
est équivalente à la fibre homotopique du morphisme S ◦ α ◦ β = S, qui est bien
le complexe des formes antisymétriques n − 1-décalées Hom(Λ2N, A[n − 1]). On
conclut en ajoutant le décalage de 1.

3.7 Application à la rigidité

Théorème 3.25. Soit A un anneau excellent, (A, I) une paire hensélienne, pour
tout n ∈ Z, le morphisme de réduction ln(A) → ln(A/I) est injectif. De plus, si n
est pair, il est bijectif.

Démonstration. On considère la classe de cobordisme d’un complexe quadratique
non dégénéré (M, q) sur A. On souhaite montrer que si sa réduction (M̄, q̄) sur
A/I admet un lagrangien, alors elle admet un lagrangien qui peut être relevé sur
A.

La proposition 1.32 nous assure que (M̄, q̄) admet un lagrangien L̄ → M̄ tel
que Hom(Λ2

A/IL̄, A/I[n]) soit concentré en degrés négatifs.
D’après la proposition 3.24, on sait que Hom(Λ2

A/IL̄, A/I[n]) est le complexe
tangent relatif de Lag

M
en L̄ : Spec A/I → Lag

M
, donc le morphisme de champs

Lag
M

→ Spec A est lisse en L̄.
Par le lemme 3.26, on trouve une section L : Spec A → Lag

M
qui relève L̄, et

donc un lagrangien de M sur A, donc la classe de cobordisme de (M, q) est triviale,
ce qui conclut pour l’injectivité.

Pour la surjectivité dans le cas où n iest pair, on considère un complexe quadra-
tique non dégénéré (M̄, q̄) sur A/I. Par chirurgie (lemme 2.13), on peut supposer
que M̄ est concentré en degré −n

2
donc par la proposition 3.5, on voit que le com-

plexe tangent du champ des formes quadratiques sur A est concentré en degré 0
au point (M̄, q̄). Il est donc lisse en ce point, et on utilise de nouveau le lemme
3.26 pour relever ce complexe quadratique en un complexe quadratique (M, q) sur
A, ce qui prouve la surjectivité.
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Lemme 3.26. Soit X un champ localement algébrique de présentation finie, A
un anneau excellent, (A, I) une paire hensélienne, f : X → S un morphisme de
champs (où S = Spec A) et x ∈ X(A/I) un point où f est lisse. Il existe une
section x̂ : S → X qui relève x : Spec A/I → X.

Démonstration. Soit Ai := A/I i, Si := Spec Ai, Ã := lim
←−

Ai la complétion de A

selon I, S̃ := Spec Ã muni du morphisme canonique S̃ → S, X̃ := X ×h
S S̃ et

f̃ : X̃ → S̃ le changement de base de f .On a un morphisme canonique A1 =
Spec (A/I) → S̃ qui relève Spec (A/I) → S, d’où un point x1 : Spec (A/I) → X̃
où f̃ est lisse. Par lissité formelle et puisque les Si sont des sous-schémas fermés de
Sj, j > i définis par des idéaux nilpotents, ce point se relève en x2 : S2 → X̃, qui
se relève en x3 : S3 → X̃ et ainsi de suite. Puisque X(Ã) = lim

←−
X(Ai), on obtient

un morphisme x̃ : S̃ → X̃ sur S, qui donne par projection sur X un morphisme
S̃ → X, qu’on note encore x̃.

Par ailleurs, par le théorème de Popescu, Ã = lim
−→

Aα est une limite directe de
A-algèbres lisses Aα puisque le morphisme A → Ã est régulier ([26]). Puisque X
est localement de présentation finie, X(Ã) = colimX(Aα) et x̃ se factorise par un
morphisme sur S xα : Sα = Spec Aα → X pour un certain α. Puisque le morphisme
structurel Sα → S est lisse et S est local hensélien, il existe une section S → Sα,
et par composition avec xα on obtient le morphisme recherché x̂ : S → X.

4 Algèbres de Clifford décalées

On travaille sur un anneau k de caractéristique nulle.

4.1 Rappels sur les En-algèbres et les n-Lie algèbres

4.1.1 Opérades et formalité

Cette section rappelle des résultats utiles. Nous donnons des références pour
les preuves.

On considère des opérades dans les complexes sur k. Un morphisme d’opérade
est une équivalence faible si c’est une équivalence faible sur les complexes sous-
jacents. La catégorie des algèbres sur une opérade est munie d’une structure de
modèles en prenant pour équivalences faibles (respectivement fibrations) les mor-
phismes d’algèbres qui sont des équivalences faibles (respectivement fibrations)
en tant que complexes, pour la structure de modèles projective (Théorème 4.1.1
([11])).

Étant donnée C une catégorie avec équivalences, on appelle morphisme homo-
topique un morphisme de la catégorie homotopique Ho C de C.
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Définition 4.1. Pour n ≥ 1, soit ET op
n l’opérade topologique des petits disques, on

considère son analogue dans les complexes En = C−∗(E
T op
n ), où C∗ est le complexe

des chaînes singulières à coefficients dans k.

Le signe introduit dans la graduation est nécessaire pour obtenir un complexe
de cochaînes. On rappelle que l’espace des opérations d’arité m de ET op

n est ho-
motope à l’espace Confm(Rn) des configurations de m points dans Rn (Lemme
6.4 dans ([25])), et en particulier l’espace des opérations binaires de ET op

n est une
sphère de dimension n − 1 : ET op

n (2) ≃ Sn−1 (Proposition 2.2 dans ([25])). En
particulier pour n ≥ 2, son homologie est concentrée en degrés 0 et n−1, et vaut k
en chacun de ces degrés. Notons que la classe d’un point de Sn−1 est un générateur
canonique de H0(S

n−1), tandis qu’il faut choisir une classe fondamentale [Sn−1]
pour expliciter un isomorphisme Hn−1(S

n−1) ≃ k.
Pour n = 1, l’espace des configurations de m points dans R se rétracte sur

l’espace discret des relations d’ordre totales sur m points (au nombre de m!). On
en déduit l’existence d’un morphisme Ass → E1, section de cette rétraction, qui
est une équivalence faible d’opérades (Exemple 1.1.7 ([16])).

Définition 4.2. Une dg-algèbre de Lie est un complexe muni d’une opération
binaire de degré 0, le crochet, satisfaisant :

— (Antisymétrie) [x, y] = −(−1)|x||y|[y, x]
— (Jacobi)[x, [y, z]] + (−1)|x|(|y|+|z|)[y, [z, x]] + (−1)|z|(|x|+|y|)[z, [x, y]] = 0.

On note Lie l’opérade définissant ces algèbres.

Remarque 4.3. Si on a un complexe E muni d’une application E ⊗ E
m
−→ E[n],

alors le complexe F := E[−n] est muni d’une application F ⊗ F
m[−2n]
−−−−→ F .

Définition 4.4. Soit n ∈ Z, une n-dg-Lie algèbre est la donnée d’un complexe E
ainsi que d’un crochet de degré 1−n [−, −] : E⊗E → E[n−1] tels que le complexe
E[1 − n] muni du crochet décalé [−, −][2 − 2n] : E[1 − n] ⊗ E[1 − n] → E[1 − n]
soit une dg-algèbre de Lie.

On note Lien l’opérade définissant ces algèbres.

En particulier, si (E, [−, −]) est une dg-algèbre de Lie, alors E[n] muni du
crochet décalé est une n + 1-dg-Lie algèbre.

Définition 4.5. Une n-dg-algèbre de Poisson est une n-dg-Lie algèbre munie d’un
produit produit associatif et commutatif, satisfaisant la relation de distributivité
(relation de Poisson) [a, bc] = [a, b]c + (−1)(|a|+1−n)|b|b[a, c].

L’opérade de n-Poisson définissant ces algèbres est notée Pn.

Remarque 4.6. Par définition, on a des inclusions Lien ⊂ Pn et Comm ⊂ Pn. On
remarque aussi que ces opérades sont formelles, c’est-à-dire équivalentes à leur
homologie, puisque les complexes qui les définissent ont une différentielle nulle.
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On note Ass l’opérade associative, et Comm l’opérade commutative.

Proposition 4.7. L’opérade Comm est un objet terminal dans la catégorie des
opérades unitaires. En particulier il existe des morphismes unitaires canoniques
Pn → Comm et En → Comm.

Démonstration. Voir Proposition 2.2.21 dans ([5]).

Les opérades de Poisson sont obtenues en considérant l’homologie des opérades
des petits disques.

Théorème 4.8. Pour n ≥ 2, il existe un isomorphisme entre l’opérade de n-
Poisson et l’homologie de l’opérade des petits disques Pn ≃ H−∗(En), qui envoie la
multiplication sur l’unité (la classe d’un point) de H0(En(2) = k et le crochet sur
un générateur de Hn−1(En(2)) ≃ k (une classe fondamentale de la sphère Sn−1).

Démonstration. Voir le théorème 6.3 dans ([25]) ou le théorème 4.2.15 dans ([5]).

On fixe pour la suite une classe fondamentale de Sn−1, et donc une identification
canonique Pn ≃ H∗(En).

Proposition 4.9. On a un morphisme d’opérade Lie1 → E1. Pour n ≥ 2, on
a un morphisme homotopique d’opérades Lien → En qui vaut l’inclusion cano-
nique Lien ⊂ Pn en homologie. Par ailleurs, un tel morphisme est unique (dans la
catégorie homotopique).

Démonstration. Pour n = 1, on a le morphisme classique Lie1 = Lie → Ass
de l’opérade de Lie vers l’opérade associative, envoyant le crochet sur l’opération
xy − yx. On compose avec l’équivalence faible Ass → E1. Pour n ≥ 2, on obtient
ce morphisme homotopique en appliquant la dualité bar-cobar au morphisme ca-
nonique d’opérades En ⊂ Comm où Comm est l’opérade commutative, grâce au
fait que l’opérade Lie est duale de Koszul de l’opérade Comm et En est auto-duale
(avec des décalages).

Voir la section 3 de ([7]) pour une construction précise, et les théorèmes B et
C de ([8]) pour l’unicité.

Kontsevich a démontré la formalité de l’opérade des petits disques sur R :
l’opérade En est homotopiquement équivalente à son homologie sur R si n ≥ 2.
Fresse et Willwacher ont étendu ce résultat sur Q, donc sur notre anneau k, qui
est une Q-algèbre.

Théorème 4.10 (Formalité des petits disques). Pour n ≥ 2, tout isomorphisme
Pn ≃ H∗(En) est l’homologie d’un isomorphisme de l’opérade Pn dans l’opérade En

dans la catégorie homotopique des opérades.
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Démonstration. Voir le théorème B’ dans ([9]). Notons que s’il existe une équi-
valence homotopique d’opérades Pn ≃ En, alors quitte à précomposer par un
automorphisme de Pn, tout isomorphisme Pn ≃ H∗(En) est l’homologie d’une
équivalence Pn ≃ En .

Cette formalité est compatible avec les morphismes de Lien dans Pn et dans
En, ainsi qu’avec les morphismes de Pn et En dans Comm.

Proposition 4.11. Si n ≥ 2, étant donné une équivalence d’opérades Pn
≃
−→ En

induisant l’identité de Pn en homologie, la composition Lien ⊂ Pn
≃
−→ En est égale

au morphisme homotopique Lien → En de la proposition 4.9 (dans la catégorie
homotopique).

La composition Pn
≃
−→ En → Comm est égale au morphisme canonique Pn →

Comm.

Démonstration. Le premier résultat est conséquence de l’unicité décrite dans la
proposition 4.9. En effet, le morphisme composé Lien ⊂ Pn

≃
−→ En vaut l’inclusion

canonique Lien ⊂ Pn en homologie, donc est égal à tout morphisme Lien → En

valant l’inclusion canonique en homologie.
Le second résultat est conséquence de la proposition 4.7, car si le morphisme

Pn
≃
−→ En induit l’identité de Pn en homologie, alors c’est un morphisme unitaire,

donc la composée avec En → Comm aussi, et on conclut puisque Comm est
terminale dans les opérades unitaires.

En combinant le théorème 4.10 et la proposition 4.11, on en déduit le

Corollaire 4.12. Si n ≥ 2 il existe une suite de morphismes homotopiques d’opé-
rades Lien ⊂ Pn

≃
−→ En → Comm où chaque composition de morphismes corres-

pond à un morphisme canonique défini précédemment.

4.1.2 Algèbres enveloppantes

Si on a P
φ
−→ Q un morphisme d’opérades, on a un foncteur de restriction

naturel φ∗ de la catégorie des Q-algèbres vers la catégorie des P-algèbres, que l’on
peut voir comme un foncteur d’oubli. Ce foncteur admet un adjoint à gauche φ!.

Proposition 4.13. Soit P
φ
−→ Q un morphisme d’opérades, alors il existe une

adjonction de Quillen
φ! : P − Alg ⇋ Q − Alg : φ∗.

Démonstration. La construction est semblable à celle d’une algèbre enveloppante :
étant donnée une P-algèbre A, on considère la Q-algèbre libre engendrée par A, puis
on identifie les éléments abstraits de cette algèbre libre provenant d’une opération
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de P avec le résultat de cette opération dans A (de même que dans le cas de l’algèbre
enveloppante d’une algèbre de Lie, on identifie le crochet abstrait [|x, y|] := x ⊗
y − y ⊗ x avec le crochet de l’algèbre de Lie [x, y]).

Voir la proposition 1.3.8 de ([5]) pour une définition précise. Voir la proposition
1.4.6 de ([6]) pour l’adjonction de Quillen.

Si A est une P -algèbre, on appellera φ! la Q-algèbre enveloppante de A. Grâce
à l’inclusion canonique Lien ⊂ Pn, on peut parler de la Pn-algèbre enveloppante
d’une n-dg-algèbre de Lie.
Exemple 4.14. — Si on note 1 l’opérade triviale, dont les algèbres sont sim-

plement les complexes, on a un morphisme d’opérades 1 ⊂ Comm, qui
induit le foncteur d’oubli associant à une dg-algèbre commutative son com-
plexe sous-jacent. L’algèbre commutative enveloppante d’un complexe est
l’adjoint à gauche de ce foncteur, c’est-à-dire le foncteur Sym.

— La Pn-algèbre enveloppante d’une n-dg-algèbre de Lie L vaut SymL en
tant que dg-algèbre commutative, et son crochet coïncide avec le crochet
de L sur la partie de poids 1. La relation de Poisson permet de définir
uniquement le crochet en tout poids à partir du crochet en poids 1. Pour voir
que cette n-algèbre de Poisson est bien l’algèbre enveloppante, considérons
P est une Pn-algèbre. C’est en particulier une algèbre commutative donc
la donnée d’un morphisme L → P de Lien-algèbres est équivalente à la
donnée d’un morphisme d’algèbres commutatives SymL → P tel que le
morphisme composé L ⊂ SymL → P soit un morphisme de Lien-algèbres,
ce qui conclut.

Si le morphisme d’opérades est une équivalence, alors l’adjonction est une équi-
valence de Quillen entre la catégorie de modèles des P-algèbre et celle des QAlg-
algèbres (Théorème 4.7.4 dans ([11])). Un morphisme dans la catégorie homoto-
pique des opérades induit donc une adjonction au niveau des catégories homoto-
piques des algèbres sur ces opérades.

Ainsi le morphisme homotopique Lien → En induit un foncteur On de la ca-
tégorie homotopique des En-algèbres dans celle des Lien-algèbres, appelé foncteur
d’oubli. On notera Ho C la catégorie homotopique d’une catégorie avec équiva-
lences C.

Définition 4.15. Le foncteur UEn donnant la En-algèbre enveloppante d’une Lien-
algèbre de Lie est le foncteur adjoint à gauche du foncteur d’oubli. Il est bien défini
à homotopie près.

UEn : Ho Lien − Alg ⇋ HoEn − Alg : On.

Pour n = 1, on rappelle la construction classique explicite de la dg-algèbre
enveloppante d’une dg-algèbre de Lie, qui est induite par le morphisme d’opérades
Lie → E1 (vrai morphisme et pas seulement morphisme homotopique).
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Proposition 4.16. Soit (L, [−, −]) une dg-algèbre de Lie, sa dg-algèbre envelop-
pante U(L) est obtenue en quotientant la dg-algèbre tensorielle T (L) =

⊕
n≥0 L⊗n

par l’idéal bilatère engendré par les éléments x ⊗ y − (−1)|x||y|y ⊗ x − [x, y] où
x, y ∈ L sont des éléments homogènes.

Démonstration. Voir la remarque 2.1.7 dans ([17]).

A priori le foncteur d’algèbre enveloppante U ne calcule pas forcément direc-
tement le foncteur UE1 , puisqu’il faut d’abord le « dériver ».

Théorème 4.17 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Soit (L, [−, −]) une dg-algèbre de Lie.
On a un isomorphisme de complexes

SymL → U(L)
l1 . . . ln Ô→ 1

n!

∑
σ∈Σn

ǫl̄(σ)lσ1 . . . lσn

où ǫl̄(σ) est le signe défini par l’équation l1 . . . ln = ǫl̄(σ)lσ1 . . . lσn dans SymL.

Démonstration. Voir le théorème 4.1.2.1 dans ([10]). Voir aussi la remarque 2.1.8
dans ([17]).

Si on considère la sous-catégorie pleine des dg-algèbres de Lie cofibrantes en tant
que complexes, comme on travaille en caractéristique nulle, le foncteur Sym pré-
serve les cofibrations acycliques, donc on déduit du théorème de Poincaré-Birkhoff-
Witt que U envoie une cofibration acyclique sur une équivalence. Par le lemme de
Ken Brown, c’est donc un foncteur homotopique, donc la construction de la pro-
position 4.16 coïncide avec la définition 4.15 sur des dg-algèbres de Lie cofibrantes
en tant que complexes.

4.2 La dg-algèbre de Lie de Heisenberg d’une forme anti-

symétrique

Définition 4.18. Soit (E, w) un complexe antisymétrique n-décalé. Sa dg-algèbre
de Lie de Heisenberg est l’extension centrale de dg-algèbres de Lie tordue par la
forme w :

k[n]
i

−→ H(E)
π
−→ E.

En tant que complexe, H(E) = E ⊕ k[n]. Le crochet de H(E) est induit par
ω : E ⊗ E → k[n] par la composition

[·, ·] : H(E) ⊗ H(E)
π⊗π
−−→ E ⊗ E

ω
−→ k[n]

i
−→ H(E)

Remarque 4.19. La notation H(E) est abusive puisque la structure d’algèbre de
Lie dépend de la forme antisymétrique sur E, mais nous l’utiliserons s’il n’y a pas
d’ambigüité possible sur la forme utilisée, sinon nous noterons H(E, ω).
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Définition 4.20. Un morphisme strict de complexes quadratiques (ou antisymé-
triques) est la donnée de deux complexes quadratiques (ou antisymétriques) (E, q),

(F, q′), et d’un morphisme de complexes E
f
−→ F tel que q = f ∗(q′).

En particulier si L → E est un sous-complexe d’un complexe quadratique
(E, q), on a un morphisme strict de complexes quadratiques de (L, q|L) vers (E, q).

Remarque 4.21. Un morphisme strict de complexes antisymétriques (E, ω)
f
−→

(F, ω′) induit un morphisme de dg-algèbres de Lie H(E)
H(f)
−−→ H(F ), où H(f) :=

f ⊕ idk[n]. En effet, on a un diagramme strictement commutatif :

H(E) ⊗ H(E) −−−→
π⊗π

E ⊗ E −−−→
ω

k[n] −−−→
i

H(E)

H(f)⊗H(f)

ù f⊗f

ù
∥∥∥∥

ùH(f)

H(F ) ⊗ H(F ) −−−→
π⊗π

F ⊗ F −−−→
ω′

k[n] −−−→
i′

H(F )

.

Par ailleurs, si le morphisme f est un quasi-isomorphisme de complexes, il
induit un quasi-isomorphisme sur les complexes sous-jacents de H(E) et H(F )
donc un quasi-isomorphisme de dg-algèbres de Lie.

Définition 4.22. Soit Symp la catégorie dont les objets sont les complexes antisy-
métriques n-décalés, et les morphismes sont les morphismes stricts entre complexes
antisymétriques. Alors on a un foncteur

H : Symp −→ dg − Lie
(E, w) Ô−→ H(E)

f Ô−→ H(f)
.

On souhaite vérifier que l’algèbre de Lie de Heisenberg d’un complexe antisy-
métrique est bien définie à quasi-isomorphisme près.

Lemme 4.23. Soit E un complexe, ω et ω′ deux formes antisymétriques sur
E et h une homotopie antisymétrique entre ω et ω′. Alors il existe un com-

plexe antisymétrique (Ē, ω̄) ainsi que deux morphismes stricts (E, ω)
f
−→ (Ē, ω̄)

et (E, ω′)
g
−→ (Ē, ω̄) tels que f et g soient des quasi-isomorphismes de complexes.

Démonstration. Soit I l’objet intervalle dans les complexes. Rappelons qu’on a
deux inclusions canoniques i1 : E → E ⊗ I et i2 : E → E ⊗ I qui sont des quasi-
isomorphismes, sections d’un morphisme σ : E⊗I → E. On a donc σ◦i1 = σ◦i2 =
idE. On définit Ē := E ⊗k I, f := i1 et g := i2 étant les deux inclusions canoniques
de E dans Ē. On veut définir la forme antisymétrique ω̄ sur Ē.

Rappelons que la donnée d’un morphisme de Ē vers F est équivalente à la
donnée de deux morphismes de E vers F ainsi qu’une homotopie entre ces deux
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morphismes. Les morphismes ω et ω′ définissent deux morphismes de E vers E∗[n],
et h est une homotopie entre ces morphismes, d’où l’existence d’un morphisme
Ē

a
−→ E∗[n], tel que a ◦ f = ω et a ◦ g = ω′. En composant avec le morphisme

σ∗[n] : E∗[n] → Ē∗[n], on obtient un morphisme ω̄ := σ∗[n] ◦ a de Ē dans Ē∗[n].
Ce morphisme est antisymétrique car les deux formes et l’homotopie le sont.

La composition E
f
−→ Ē

ω̄
−→ Ē∗[n]

f∗[n]
−−−→ E∗[n] vaut (f ∗[n] ◦ σ∗[n]) ◦ (a ◦ f) =

(∗[n]σ ◦ f) ◦ ω = idE∗[n] ◦ ω = ω, donc le morphisme (E, ω)
f
−→ (Ē, ω̄) est bien

un morphisme strict de complexes antisymétriques, et de même pour (E, ω′)
g
−→

(Ē, ω̄).

Proposition 4.24. Soit (E, ω), (F, ω′) deux complexes antisymétriques, E
f
−→ F

un quasi-isomorphisme de complexes tel que ω et f ∗(ω′) soit homotopes. Alors
H(E) et H(F ) sont isomorphes dans la catégorie homotopiques des dg-algèbres de
Lie.

Démonstration. D’après le lemme 4.23, on a un complexe antisymétrique (Ē, ω̄)

ainsi que deux morphismes stricts (E, ω)
f
−→ (Ē, ω̄) et (E, f ∗(ω′))

g
−→ (Ē, ω̄) tels

que f et g soient des quasi-isomorphismes de complexes.
Par la remarque 4.21, on a donc des quasi-isomorphismes de dg-algèbres de Lie

H(E, ω)
∼
−→ H(Ē) et H(E, f ∗(ω′))

∼
−→ H(Ē). Par ailleurs, le morphisme (E, f ∗(ω′))

f
−→

(F, ω′) est strict, et c’est un quasi-isomorphisme de complexes, donc on a aussi un
quasi-isomorphisme de dg-algèbres de Lie H(E, f ∗(ω′))

∼
−→ H(F ). On obtient donc

effectivement un isomorphisme dans la catégorie homotopiques des dg-algèbres de
Lie entre H(E, ω) = H(E) et H(F ).

4.3 La E−n+1-algèbre de Clifford d’une forme quadratique

n-décalée

On considère (E, w) un complexe antisymétrique n-décalé, et son algèbre de Lie
de Heisenberg H(E), extension centrale de dg-algèbres de Lie k[n]

i
−→ H(E)

π
−→ E.

D’après la remarque 4.3, en décalant la dg-algèbre de Lie H(E) de −n − 2, on
obtient une −n−1-dg-Lie algèbre H−n−1(E) = H(E)[−n−2], qui est une extension
centrale de −n − 1-dg-Lie algèbres

k[−2]
i[−n−2]
−−−−→ H−n−1(E)

π[−n−2]
−−−−−→ E[−n − 2].

Si n ≤ −2, on peut appliquer ensuite le foncteur UE−n−1 , pour obtenir des
morphismes de E−n−1-algèbres

UE−n−1(k[−2]) → UE−n−1(H−n−1(E)) → UE−n−1(E[−n − 2]).
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Lemme 4.25. Soit n > 0, la En-algèbre enveloppante de la n-dg-algèbre de Lie
commutative E est l’algèbre polynomiale SymE vue comme En-algèbre.

Démonstration. Dans le cas n = 1, cela résulte immédiatement de la construction
donnée dans la proposition 4.16.

En général, on considère la suite de morphismes homotopiques d’opérades
Lien ⊂ Pn

≃
−→ En → Comm du corollaire 4.12. Pour déterminer la En-algèbre

enveloppante de E, il suffit de déterminer sa Pn-algèbre enveloppante grâce à
l’équivalence Pn

≃
−→ En. Or E étant abélienne, sa Pn-algèbre enveloppante est sim-

plement SymE munie du n-crochet de Poisson nul. Cette Pn-algèbre est obtenue
en appliquant le foncteur d’oubli à l’algèbre commutative SymE. La En-algèbre
enveloppante de E est donc la En-algèbre obtenue en appliquant le foncteur d’oubli
à l’algèbre commutative SymE.

En particulier, on a une équivalence de E−n−1-algèbres UE−n−1(k[−2]) ≃ k[β] où
β est une variable de degré 2. Ainsi UE−n−1(H−n−1(E)) est une k[β]-E−n−1-algèbre.

Si (E, q) un complexe quadratique n-décalé. Pour construire une algèbre à
partir de ce complexe quadratique, on applique les constructions précédentes au
complexe antisymétrique n − 2-décalé (E[−1], q[−2]). On note ω = q[−2].

Définition 4.26. Soit n ≤ 0, (E, q) un complexe quadratique n-décalé, on définit
le foncteur E−n+1-algèbre de Clifford de (E, q) comme :

Cliff(E) = UE−n+1(H−n+1(E[−1])) ⊗
k[β]

k[β, β−1]

D’après la proposition 4.24, et puisque le foncteur U préserve les équivalences,
le foncteur Cliff est invariant par quasi-isométrie, c’est-à-dire que si on a un
morphisme de complexes quadratiques (E, q)

f
−→ (E ′, q′) tel que f soit un quasi-

isomorphisme de complexes, alors Cliff(E) et Cliff(E ′) sont équivalentes en tant
que E−n+1-dg-algèbres.

Exemple 4.27. En particulier, pour la forme n-décalée nulle sur le complexe nul,
Cliff(0) = k[β, β−1] en tant que E−n+1-algèbre, d’après le lemme 4.25.

Dans le cas d’un complexe quadratique (E, q) concentré en degré 0, pour un
décalage nul n = 0, la proposition 4.16 montre que UE1(H(E[−1])) est le quotient
de la dg-algèbre tensorielle T (E[−1]) par l’idéal bilatère engendré par x ⊗ y + y ⊗
x − βq(x, y) pour x, y ∈ L. En inversant β on obtient Cliff(E). Si on considère
alors Cliff(E) comme une algèbre Z/2Z-graduée, en prenant β = 1 on retrouve
l’algèbre de Clifford classique associée à la forme quadratique q.

En prenant β = 0 dans UE−n+1(H−n+1(E[−1])) on obtient UE−n+1(E[−n − 2])
donc une algèbre symétrique d’après le lemme 4.25. C’est en ce sens que Cliff(E)
est une déformation d’une algèbre symétrique.
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4.4 Propriétés de semi-inversibilité

On notera k[β±] := k[β, β−1].
Soit une dg-algèbre A sur k, on dit que c’est une algèbre d’Azumaya (dérivée)

si c’est un complexe parfait et si le morphisme naturel A ⊗h
k Aop → EndkA est

une équivalence. Du point de vue de la théorie de Morita dérivée, où on considère
les catégories dérivées des algèbres, Aop représente un inverse putatif pour A, et
puisque EndkA est Morita-équivalente à k, unité du produit tensoriel, la condition
Azumaya signifie que A est inversible pour le produit tensoriel d’algèbres au sens
Morita. C’est un analogue pour les algèbres de la notion de dg-module inversible.

Lorsqu’une forme quadratique classique est non dégénérée, son algèbre de Clif-
ford est une algèbre d’Azumaya dérivée. Ici l’aspect dérivé se résume à la présence
d’une Z/2Z-graduation. On peut le démontrer en considérant d’abord le cas d’une
forme possédant un lagrangien. On définit un A − k[β±]−bimodule, appelé mo-
dule des spineurs, qui établit une équivalence entre la catégorie dérivée de l’algèbre
de Clifford et celle de k[β±], autrement dit l’algèbre de Clifford est alors Morita-
triviale. Ensuite étant donnée un module quadratique non dégénéré (E, q), on peut
considérer la somme de ce module quadratique avec son opposé (E ⊕ E, q⊥ − q).
Cette somme possède un lagrangien via le morphisme diagonal E

∆
−→ E ⊕ E, donc

l’algèbre de Clifford de cette somme est Morita-triviale, et on constate que cette
algèbre de Clifford est bien Cliff(E) ⊗k[β±] Cliff(E)op, ce qui prouve l’inversibilité
de Cliff(E).

Pour une forme quadratique définie sur un complexe non nécessairement concen-
tré en degré 0, ce n’est plus nécessairement le cas. En effet, pour le complexe
E = k[1]⊕k[−1] muni de la forme canonique identifiant E et E∗, l’algèbre de Clif-
ford obtenue est (en oubliant les degrés et en prenant β = 1) k{x, y}/{xy−yx = 1},
qui est l’algèbre de Weyl. En particulier, cette algèbre n’est pas de dimension finie
donc pas Azumaya. On va s’attacher dans la suite de cette section à montrer que
ces algèbres de Clifford vérifient néanmoins une propriété similaire : on les appelera
semi-Azumaya.

Définition 4.28. Soit A une dg-algèbre sur k. Son bimodule de Serre est le A-
bimodule A! := A∗ = Hom(A, k). On dit que A est semi-Azumaya si le complexe
d’homologie de Hochschild de A! est trivial : A! ⊗h

A⊗kAop A ≃ k.

On voit l’analogie avec la propriété Azumaya si on considère que le bimodule
de Serre joue le rôle de Aop, et k celui de l’algèbre Morita-triviale EndkA.

4.4.1 Le module des spineurs S

Soit (E, q) un complexe quadratique et L
i

−→ E un sous-complexe, alors on a un

morphisme de E−n+1-algèbres Cliff(L)
Cliff(i)
−−−−→ Cliff(E) où L est muni de la forme
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q|L. Si la forme q|L est nulle, on a par ailleurs un morphisme strict (L, q|L) → 0, d’où
un morphisme de E−n+1-algèbres Cliff(L, 0) → k[β±]. Si L est un sous-complexe
isotrope, la forme q|L est homotope à 0, donc Cliff(L) = Cliff(L, q|L) est équivalente
à Cliff(L, 0). On en déduit ainsi une structure de E−n+1-module sur k[β±].

Définition 4.29. Soit (E, q) un complexe quadratique, L
i

−→ E un lagrangien. Le
module des spineurs S associé à L est le Cliff(E) − k[β±] bimodule défini par

S := Cliff(E) ⊗h

Cliff(L)
k[β±].

On a une paire de foncteurs adjoints

· ⊗h

Cliff(E)
S : Mod − Cliff(E) ⇋ Mod − k[β±] : Homk[β±](S, ·).

Dans le cas d’une algèbre de Clifford classique, cette paire de foncteurs adjoints
est une équivalence de catégories, ce qui prouve la Morita-trivialité des algèbres
de Clifford des formes quadratiques qui possèdent un lagrangien.

Pour des complexes, S n’est pas nécessairement un complexe parfait en tant
que k[β±]-module à droite, par exemple dans le cas où E a des éléments en degré
impair et Cliff(E) est de dimension infinie (par exemple le cas des algèbres de Weyl
mentionné plus haut). Dans ce cas cette adjonction ne peut être une équivalence.

En revanche, (·⊗h
Cliff(E)S)◦Homk[β±](S, ·) : Mod−k[β±] → Mod−k[β±] reste

homotope à l’identité. Pour montrer cela, on applique ce foncteur au générateur
k[β±], ce qui nous donne le k[β±]-module S∗ ⊗h

Cliff(E) S. On va montrer que ce
k[β±]-module est quasi-isomorphe à k[β±].

4.4.2 Structure de l’algèbre de Clifford d’une forme quadratique stan-

dard 0-décalée

On considère le cas d’une forme standard associée à un lagrangien. On fixe pour
la suite L un complexe parfait cofibrant, f une forme quadratique −1-décalée sur
L∗, (E, qf ) le complexe quadratique standard associé à f . Notons dL la différentielle
du complexe L, dL∗ celle du complexe L. En tant que complexe, E est le cône du
morphisme L∗[−1]

f
−→ L donc se représente par le module gradué L ⊕ L∗ muni de

la différentielle dE = dL + dL∗ + f [1]. La forme quadratique qf est induite par le
morphisme canonique d’évaluation, et sa restriction à L est nulle. Sa restriction
au sous-module gradué L∗ est également nulle. D’après le lemme 4.25, puisque la
restriction de la forme qf à L est nulle, on a une équivalence de dg-algèbres

Cliff(L) ≃ Symk[β±](L[−1])

.
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On gardera la même notation pour la différentielle d’un complexe, de son al-
gèbre tensorielle ou symétrique, et de ses décalages.

Lemme 4.30. L’algèbre de Clifford de E admet un modèle où

Cliff(E) = Symk[β±](L
∗[−1]) ⊗

k[β±]
Symk[β±](L[−1])

en tant que module gradué sur k. Le produit vérifie ll∗ = (−1)|l||l∗|l + l∗(l)β. La
différentielle est l’unique dérivation dE qui coïncide avec dL sur L[−1], et dE(l∗) =
dL∗(l∗) + f(l∗) pour l∗ ∈ L∗[−1]

Pour calculer le produit de deux éléments de Cliff(E) dans le modèle ci-
dessus, on remet les termes de L[−1] et de L∗[−1] dans le bon ordre en utilisant
les règles de commutation données ci-dessus, de façon à obtenir un élément de
Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] Symk[β±](L[−1]). Ce modèle de Cliff(E) nous permet de
parler de poids selon L∗ et de poids selon L.

Démonstration. On considère la construction de l’algèbre enveloppante de la pro-
position 4.16. D’après le théorème 4.17 (Poincaré-Birkhoff-Witt), Cliff(E) est iso-
morphe en tant que complexe à Symk[β±](E[−1]). En tant que module gradué
E = L ⊕ L∗, or on a un isomorphisme gradué canonique Symk[β±]((L ⊕ L∗)[−1]) ≃
Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] Symk[β±](L[−1]), donc on a une identification Cliff(E) =
Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] Symk[β±](L[−1]) en tant que module gradué, qui vaut
l Ô→ 1 ⊗ l sur L et l∗ Ô→ l∗ ⊗ 1 sur L∗ . Puisque dE = dL + dL∗ + f (on rap-
pelle qu’on garde la même notation pour la différentielle du complexe décalé de
−1), on en déduit que la différentielle dE de Cliff(E) coïncide bien avec dL sur
L[−1], et dE(l∗) = dL∗(l∗) + f(l∗) pour l∗ ∈ L∗[−1]. Il existe une unique dérivation
de l’algèbre Cliff(E) définie sur les générateurs L[−1] et L∗[−1], donc ces condi-
tions définissent de manière unique une différentielle sur Cliff(E), qui est donc
dE.

Puisque la forme quadratique est nulle sur les sous-modules gradués L et L∗, la
structure d’algèbre sur les sous-modules gradués Symk[β±](L

∗[−1]) et Symk[β±](L[−1])
est bien la structure symétrique usuelle (ce sont donc des sous-algèbres graduées).
Pour finir d’expliciter la structure d’algèbre sur Cliff(E), il nous suffit de donner
la relation ll∗ = (−1)|l||l∗|l + l∗(l)β, qui provient directement de la proposition
4.16.

Pour e, e′ ∈ Cliff(E), la notation ee′ désigne le produit dans Cliff(E), et e ⊗
e′ désigne un élément de Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] Symk[β±](L[−1]). On appellera
vecteur un élément de L[−1], polyvecteur un élément de Symk[β±](L[−1]), forme
linéaire un élément de L∗[−1] et forme un élément de Symk[β±](L

∗[−1]).
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Remarque 4.31. En tant qu’algèbre associative, Cliff(E) est munie d’un crochet de
Poisson donné par le crochet de Lie usuel [x, y] = xy − (−1)|x||y|yx. Ce crochet de
Poisson est caractérisé par sa valeurs sur les générateurs L[−1] et L∗[−1]. Spécifi-
quement, [x, y] = 0 si x, y, ∈ L[−1] ou si x, y, ∈ L∗[−1], et [l, l∗] = l∗(l)β. En par-
ticulier, [x, ·] est une dérivation de Cliff(E), et si l ∈ L[−1], φ ∈ Symk[β±](L

∗[−1]),
on notera [l, φ] = φ(l)β. C’est la contraction de la forme φ le long du vecteur l.

Dans ce cas, puisque φl = φ⊗l, on en déduit la formule suivante pour le produit
d’un vecteur et d’une forme lφ = [l, φ] + (−1)|l||φ|φl = φ(l)β + (−1)|l||φ|φ ⊗ l. Cette
formule explicite la structure de Cliff(L)-module à gauche de Cliff(E) induite par
le morphisme Cliff(L) → Cliff(E).

Remarque 4.32. Puisque f est un morphisme de complexes, c’est un cocycle en de-
gré 0 dans Homk(Sym2

kL[1]∗, k[−1]), qui est l’adjoint d’un bivecteur X ∈ Sym2
kL[1],

cocyle en degré −1 de Sym2
kL[1]. L’application f : L∗[−1] → L peut donc aussi

être vue comme l’application (partielle) d’une forme linéaire en le bivecteur X :
φ ∈ L∗[−1] Ô→ φ(X) ∈ L. Ainsi on peut écrire dE(l∗) = dL∗(l∗) + l∗(X).

Remarque 4.33. Ce modèle de Cliff(E) est une algèbre symétrique en tant que
module gradué, mais sa différentielle diffère de la différentielle usuelle sur l’algèbre
symétrique par une application qui diminue le poids selon L∗ et l’augmente selon
L, par l’application de f : L∗[−1] → L. Notons d0 la différentielle de Cliff(E) dans
le cas f = 0, c’est-à-dire quand Cliff(E) est une dg-algèbre symétrique. En utilisant
les remarques 4.31 et 4.32, on observe que pour l̄∗ = l∗

1 . . . l∗
n ∈ Symk[β±](L

∗[−1]),
la différentielle de Cliff(E) vaut

dE(l̄∗) = d0(l̄
∗) + βl̄∗(X) +

n∑

i=1

±l∗
1 . . . l∗

i−1 l∗
i+1 . . . l∗

n ⊗ l∗
i (X)

avec les signes respectant la règle de Koszul.

4.4.3 Structure des modules S et S∗

Lemme 4.34. Le modèle de Cliff(E) donné par le lemme 4.30 est semi-libre
comme Symk[β±](L[−1]) = Cliff(L)-module à droite.

Démonstration. Cela signifie qu’il existe une filtration exhaustive de Cliff(L)-
modules 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . F = Cliff(E) telle que les dg-modules Fn+1/Fn

soient libres. On considère ici la décomposition selon les poids dans L∗ : Fn =
Sym≤n

k[β±](L
∗[−1]) ⊗k[β±] Symk[β±](L[−1]) en tant que module gradué, qu’on mu-

nit de la différentielle de Cliff(E). On note F ′
n le produit tensoriel de dg-modules

Sym≤n+1
k[β±] (L

∗[−1])⊗k[β±]Symk[β±](L[−1]). D’après la remarque 4.33, la différentielle
de Fn+1 diffère de celle de F ′

n+1 par une application qui diminue le poids selon L∗,
donc à valeurs dans Fn. On a donc Fn+1/Fn ≃ F ′

n+1/F ′
n ≃ Symn+1

k[β±](L
∗[−1]) ⊗k[β±]
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Symk[β±](L[−1]) , qui est bel et bien libre comme Symk[β±](L[−1])-module à droite.

En particulier, c’est un Cliff(L)-module à droite cofibrant. Cela nous permet
de calculer S par un produit tensoriel usuel :

S = Cliff(E) ⊗h

Cliff(L)
k[β±] = Cliff(E) ⊗

Cliff(L)
k[β±].

Lemme 4.35. En tant que k-module gradué, S = Symk[β±](L
∗[−1]). La différen-

tielle dS de S vaut dS = dL∗ + ev(X)β où ev(X) est l’évaluation des formes en
le bivecteur X, qui diminue donc le poids des formes de 2. L’action à gauche de
Cliff(L) est donnée pour l ∈ L[−1] et φ ∈ Symk[β±](L

∗[−1]) = S par la formule
l.φ = φ(l)β.

Démonstration. On a

S = Cliff(E) ⊗Cliff(L) k[β±]
= (Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] Cliff(L)) ⊗Cliff(L) k[β±]
= Symk[β±](L

∗[−1]) ⊗k[β±] k[β±]
= Symk[β±](L

∗[−1])

.

comme k-modules gradués. La formule pour la différentielle dS est une conséquence
directe de la formule pour la différentielle dE de la remarque 4.33. En effet, le der-
nier terme de cette formule disparaît car le produit tensoriel définissant S oblitère
les termes de poids au moins 1 par rapport à L.

De même, l’action à gauche de Cliff(L) sur S provient de l’action à gauche de
Cliff(L) sur Cliff(E) par multiplication à gauche décrite dans la remarque 4.31,
donc pour l ∈ L[−1] et φ ∈ Symk[β±](L

∗[−1]) = S, cette action est simplement
l.φ = φ(l)β, le deuxième terme étant annihilé dans le produit tensoriel.

Lemme 4.36. En tant que k-module gradué, S∗ = Ŝym(L[1]). Sa différentielle
dS∗ est

dS∗ = dL + βX ∧ ·

et sa structure de Cliff(L)-module à droite est donnée par l̂.l = l̂lβ où l̂ ∈ Ŝym(L[1]),
l ∈ L[−1].

Démonstration. En utilisant la structure de S décrite dans le lemme 4.35, on a
S∗ = Homk[β±](Symk[β±](L

∗[−1]), k[β±]) = Ŝym(L[1]) comme k-module gradué,
et la différentielle de S∗ est duale de dS, donc dS∗ = dL + βX ∧ ·. En effet, via
l’identification canonique de L avec son bidual, l’application duale de l’évaluation
des formes en X est bien la multiplication par X.

La structure de Cliff(L)-module à droite gradué de S∗ = Ŝym(L[1]) est obtenue
en dualisant le Cliff(L)-module à gauche gradué S. L’action duale de l.φ = φ(l)β

est simplement la multiplication l̂.l = l̂lβ où l̂ ∈ Ŝym(L[1]), l ∈ L[−1].
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4.4.4 Semi-equivalence Morita

Rappelons que nous cherchons à calculer S∗ ⊗h
Cliff(E) S et montrer que ce com-

plexe est équivalent à k[β±]. On a S∗ ⊗h
Cliff(E) S = S∗ ⊗h

Cliff(E)) (Cliff(E) ⊗h
Cliff(L)

k[β±]) = S∗ ⊗h
Cliff(L) k[β±]. Pour calculer ce produit tensoriel dérivé, on donne

maintenant une résolution cofibrante de k[β±] en tant que Cliff(L)-module à
gauche.

Rappelons que nous conservons la même notation pour la différentielle d’un
complexe et de ses décalages, au choix d’un signe près. Considérons Cn0 :=
hocof(idL[−1]) le cône de l’identité de L[−1]. Ce complexe est équivalent au com-
plexe nul, donc en appliquant le foncteur Sym, on obtient une dg-algèbre commu-
tative équivalente à k[β±] = Sym(0). Explicitement, Cn0 est L[−1] ⊕ L comme
k-module gradué. Notons dk[β±] sa différentielle. Soit did la différentielle définie
par did(l) = 0 si l ∈ L[−1], et did envoie le facteur L sur le facteur L[−1] par
l’identité (vue comme un morphisme de L vers L[−1][1]). Soit dLL la différentielle
du complexe L[−1] ⊕ L. On a dLL = dL sur L[−1] et dLL = −dL sur L. Alors
dk[β±] = dLL + did. Ces différentielles s’étendent naturellement comme dérivations
de la k-algèbre graduée Sym(Cn0) = Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL.

Lemme 4.37. La k-dg-algèbre Symk[β±](L[−1])⊗k[β±] SymL munie de la différen-
tielle dk[β±] = dLL + did est une résolution cofibrante du Symk[β±](L[−1])-module à
gauche k[β±].

Démonstration. En effet on a vu que c’est une résolution de k[β±]. Elle est cofi-
brante comme Symk[β±](L[−1])-module à gauche car semi-libre. Pour le voir, on
considère une filtration par les poids selon L. La démonstration est la même que
celle du lemme 4.34.

Lemme 4.38. En tant que k[β±]-module gradué,

S∗ ⊗h

Cliff(L)
k[β±] ≃ Ŝym(L[1]) ⊗

k[β±]
SymL.

Sa différentielle d vaut dL + βX ∧ · sur Ŝym(L[1]), et dk[β±] = −dL + βdid sur
SymL.

Démonstration. Grâce au lemme 4.37, on peut remplacer le produit tensoriel dérivé
par un produit tensoriel usuel, donc en tant que k[β±]-modules,

S∗ ⊗h
Cliff(L) k[β±] ≃ S∗ ⊗Symk[β±](L[−1]) (Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL)

= Ŝym(L[1]) ⊗k[β±] SymL

On obtient immédiatement l’expression de la différentielle à partir de celles de
S∗ donnée dans le lemme 4.36 et de Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL dans le lemme
4.37.
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Pour définir la contraction de S∗ ⊗h
Cliff(L) k[β±] sur k[β±], on souhaite donner

une contraction explicite du dg-module Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL sur k[β±],

puis l’étendre au complété « à gauche » ŜymL[−1] ⊗k[β±] SymL. Par définition,
Symk[β±](L[−1])⊗k[β±] SymL est une k[β±]-dg-algèbre commutative, donc on a un
morphisme de dg-algèbres

k[β±]
i

−→ Symk[β±](L[−1]) ⊗
k[β±]

SymL.

De même en appliquant le foncteur Sym au morphisme nul Cn0
0
−→ 0, on obtient

un morphisme de k[β±]-dg-algèbres

Symk[β±](L[−1]) ⊗
k[β±]

SymL
π0−→ k[β±].

Le morphisme composé k[β±]
π0◦i
−−→ k[β±] est l’identité de k[β±] puisque c’est un

morphisme de k[β±]-algèbres. Il nous suffit donc de trouver une homotopie de
i ◦ π0 à l’identité de Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL pour obtenir une rétraction de
Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL sur k[β±].

Lemme 4.39. Soit h : L[−1] → L le morphisme de modules gradués de degré −1
qui vaut l’identité en tant que morphisme non gradué. Il induit un endomorphisme
gradué de degré −1 de Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL qui est une homotopie entre
i ◦ π0 et l’identité de Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL . Cet endomorphisme respecte
le poids global.

Démonstration. Remarquons que did : L → L[−1] est l’inverse de h = L[−1] → L.
Par construction, si M est un dg-modules cofibrant, le module gradué Sym(M) ne
dépend pas de la différentielle de M . On peut donc construire notre extension de
h en oubliant toutes les différentielles. Si on a un endomorphisme h de degré −1
d’un module gradué M , il s’étend en un endomorphisme de degré −1, qui respecte
le poids, du module gradué SymM , par les formules

SymnM −→ SymnM
m1m2 . . . mn −→ 1

n

∑n
i=1(−1)|m1|+···+|mi−1|m1m2 . . . h(mi)mi+1 . . . mn

.

Si on note p l’automorphisme du module gradué SymM qui vaut idSymnM

n
en

degré n, et si on note h′ l’unique dérivation de SymM de degré −1 étendant h,
alors h = p ◦ h′.

En appliquant cette construction à h⊕0, endomorphisme gradué de degré −1 de
L[−1]⊕L, on obtient un endomorphisme gradué de degré −1 de Symk[β±](L[−1])⊗k[β±]

SymL qui respecte le poids, qu’on notera encore h.
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Notons simplement id l’identité de Symk[β±](L[−1])⊗k[β±] SymL, et c0 = i ◦ π0.
L’endomorphisme c0 associe à un polynôme en L[−1] et L son terme constant.
Autrement dit c0 est l’identité en poids 0, et nul pour les poids supérieurs.

On veut montrer dk[β±]◦h+h◦dk[β±] = id−c0. Remarquons que d commute avec
l’automorphisme p, puisque la différentielle préserve le poids. Ainsi dk[β±] ◦ h + h ◦
dk[β±] = p◦(dk[β±] ◦h′ +h′ ◦dk[β±]). Rappelons que l’ensemble des dérivations d’une
cdg-algèbre est une sous-dg-algèbre de Lie de la dg-algèbre des endomorphismes.
Ainsi, puisque dk[β±] et h′ sont des dérivations de degrés 1 et −1, dk[β±]◦h′+h′◦dk[β±]

est une dérivation de degré 0. En particulier, elle est entièrement déterminée par
son image sur les générateurs.

En poids 1, h′ = h. Si l ∈ L[−1], did ◦ h′(l) + h′ ◦ did(l) = did ◦ h(l) = l, et
dLL◦h′(l)+h′◦dLL(l) = −dL(h(l))+h(dL(l)) = 0 donc dk[β±]◦h′(l)+h′◦dk[β±](l) = l.
Si l ∈ L, did ◦ h′(l) + h′ ◦ did(l) = h ◦ did(l) = l et dLL ◦ h′(l) + h′ ◦ dLL(l) = 0
donc dk[β±] ◦ h′(l) + h′ ◦ dk[β±](l) = l. Puisque p vaut l’identité en poids 1, on
constate que dk[β±] ◦ h′ + h′ ◦ dk[β±] coïncide avec p−1 ◦ (id − c0) en poids 1. On
vérifie facilement que p−1 ◦ (id−c0) est également une dérivation de degré 0. On en
déduit dk[β±] ◦ h′ + h′ ◦ dk[β±] = p−1 ◦ (id − c0) par unicité d’une dérivation définie
sur des générateurs, donc on a effectivement dk[β±] ◦ h + h ◦ dk[β±] = id − c0, ce qui
conclut la preuve.

Lemme 4.40. On peut étendre h en une contraction sur k[β±] de ŜymL[−1]⊗k[β±]

SymL muni de la différentielle dk[β±]. Ainsi ŜymL[−1] ⊗k[β±] SymL ≃ k[β±].

Démonstration. Soit f ∈ ŜymL[−1], on note fn la composante de poids n de f ,
alors h(fn) ∈ Symn−1L[−1]⊗L, d’après la formule donnée dans la preuve du lemme
4.39. Puisque L est un complexe parfait cofibrant, c’est un k-module projectif de
type fini si on oublie la différentielle. Si (li)i=1,...,m est une famille génératrice, pour
tout n il existe hn,i ∈ Symn−1L[−1] tels que h(fn) =

∑
i=1,...,m hn,i ⊗ li, donc on

peut définir h(f) :=
∑+∞

n=0 h(fn) =
∑

i=1,...,m(
∑+∞

n=0 hn,i) ⊗ li ∈ ŜymL[−1] ⊗ L. Si on
considère M = L[−1] ⊕ L, l’automorphisme p du module gradué SymM qui vaut
idSymnM

n
en degré n s’étend en un automorphisme de ŜymL[−1] ⊗k[β±] SymL, et il

existe une unique extension de h à la cdg-algèbre ŜymL[−1] ⊗k[β±] SymL telle que
p−1 ◦ h soit une dérivation. Cette dérivation se restreint bien en la contraction h
du lemme 4.39 sur Symk[β±](L[−1]) ⊗k[β±] SymL. En particulier, on a bien dk[β±] ◦
h + h ◦ dk[β±] = id − c0 degré par degré, donc globalement aussi, d’où h est une
contraction, et ŜymL[−1] ⊗k[β±] SymL ≃ k[β±].

Notons d0 la différentielle de S∗ ⊗h
Cliff(L) k[β±] dans le cas X = 0. D’après le

lemme 4.38, elle vaut dL sur Ŝym(L[1]), et dk[β±] = −dL + βdid sur SymL.
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L’identité de L induit un morphisme de degré 2 de L[1] dans L[−1], donc

la multiplication par β−1 induit un isomorphisme de complexe L[1]
∗β−1

−−−→ L[−1],
et donc un isomorphisme de cdg-algèbres ŜymL[1] ≃ ŜymL[−1]. On en déduit un
isomorphisme de complexes Ŝym(L[1])⊗k[β±] SymL ≃ ŜymL[−1]⊗k[β±] SymL pour
la différentielle dLL, mais aussi pour les différentielles respectives βdid et did, d’où
un isomorphisme de complexes pour les différentielles respectives d0 et dk[β±].

Corollaire 4.41. Si X = 0, S∗ ⊗h
Cliff(E) S ≃ k[β±].

Démonstration. Puisque S∗ ⊗h
Cliff(E) S ≃ S∗ ⊗h

Cliff(L) k[β±] ≃ ŜymL[−1] ⊗k[β±]

SymL, il suffit d’appliquer le lemme 4.40.

Corollaire 4.42. Si (E, q) est la forme standard associée à une forme −1-décalée

nulle L∗[−1]
0
−→ L, alors le foncteur Homk[β±](S, ·) : Mod − k[β±] → Mod −

Cliff(E) est pleinement fidèle.

Démonstration. On a la paire de foncteurs adjoints

· ⊗h

Cliff(E)
S : Mod − Cliff(E) ⇋ Mod − k[β±] : Homk[β±](S, ·)

et d’après le corollaire 4.41, le foncteur composé (· ⊗h
Cliff(E) S) ◦ (Homk[β±](S, ·))

est homotope à l’identité, d’où le résultat.

4.4.5 Propriété semi-Azumaya des algèbres de Clifford dérivées

Théorème 4.43. Soit (E, q) un complexe quadratique 0-décalé non dégénéré. Alors
son algèbre de Clifford Cliff(E) est semi-Azumaya au-dessus de k[β±] (définition
4.28).

Démonstration. Considérons les morphisme de complexes quadratiques diagonaux
et antidiagonaux

∆± : (E, 0) −→ (E, q)
⊥
⊕ (E, −q)

x Ô−→ x ⊕ ±x

qui font apparaître E comme lagrangien dans E ⊕ Eop := (E ⊕ E, q⊥ − q)
pour l’homotopie nulle. Il résulte de la proposition 4.16 que l’algèbre de Clif-
ford de (E, −q) est isomorphe à Cliff(E)op, et celle de E ⊕ Eop est isomorphe à
Cliff(E)⊗k[β±]Cliff(E)op. Considérons le module des spineurs associé au lagrangien
antidiagonal S1 = Cliff(E ⊕ Eop) ⊗h

Cliff(E,0) k[β±].

Les morphismes ∆± sont injectifs, notons leurs images respectives encore ∆±,
alors E⊕E = ∆+⊕∆−, et peut donner un modèle de Cliff(E⊕Eop) similaire à celui
du lemme 4.30, en remplaçant L∗ par ∆+ et L par ∆−. On obtient ainsi comme
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dans le lemme 4.34 que le modèle choisi pour Cliff(E ⊕ Eop) est naturellement
cofibrant comme Cliff(E, 0)-module à droite, donc on peut calculer S1 en prenant
un produit tensoriel usuel.

Si on note e (respectivement e′) les éléments de E (respectivement l’élément cor-
respondant dans Eop) dans E⊕Eop, alors S1 est le quotient de l’algèbre Cliff(E)⊗k[β±]

Cliff(E)op par l’idéal à gauche I engendré par les éléments de la forme e−e′. Consi-
dérons le morphisme de Cliff(E)-bimodules

Cliff(E) ⊗k[β±] Cliff(E)op m
−→ Cliff(E)

e1 . . . en ⊗ e′
n+1 . . . e′

m Ô→ e1 . . . enemem−1 . . . en+1
.

Ce morphisme est bien défini c’est la composée de la multiplication de Cliff(E)
avec idCliff(E) ⊗ τ où τ : Cliff(E)op → Cliff(E) est la transposition (voir 2.6 [18]).
On voit que I est le noyau de ce morphisme m, donc on a un isomorphisme de
bimodules induit m : S1 ≃ Cliff(E). Ainsi S∗

1 est le bimodule de Serre Cliff(E)!, et
S∗

1 ⊗h
Cliff(E⊕Eop) S1 est équivalent à Cliff(E)! ⊗h

Cliff(E)⊗k[β±]Cliff(E)op Cliff(E). Il nous
reste à vérifier que ce produit tensoriel dérivé est équivalent à k[β±].

La forme standard associée au morphisme nul E∗[−1]
0
−→ E est simplement

E ⊕ E∗ muni de la forme quadratique q0 induite par le morphisme d’évaluation
E ⊗k E∗ → k. On rappelle qu’on utilise la même notation pour q comme forme
bilinéaire symétrique ou comme morphisme symétrique E

q
−→ E∗. On a une quasi-

isométrie
rot : (E ⊕ E, q⊥ − q) −→ (E ⊕ E∗, q0)

x ⊕ y Ô−→ x + y ⊕ q(x−y)
2

.

En effet

q0(rot(x ⊕ y), rot(x′ ⊕ y′)) = 1
2
q0((x + y ⊕ q(x − y)), (x′ + y′ ⊕ q(x′ − y′))

= 1
2
[q(x + y, x′ − y′) + q(x − y, x′ + y′)]

= q(x, x′) − q(y, y′)
= (q⊥ − q)(x ⊕ y, x′ ⊕ y′)

et par ailleurs puisque q induit une équivalence entre E et E∗, ce morphisme de
complexes est bien une équivalence. La quasi-isométrie rot envoie le lagrangien
antidiagonal E sur le lagrangien E∗ ⊂ (E ⊕ E∗, q0).

On considère le module des spineurs S2 associé à ce lagrangien. D’après le
corollaire 4.41, le complexe S∗

2 ⊗h
Cliff(E⊕E∗) S2 est quasi-isomorphe à k[β±]. Grâce

à la quasi-isométrie rot, on en déduit que S∗
1 ⊗h

Cliff(E⊕Eop) S1 est quasi-isomorphe
à k[β±], ce qui conclut.
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