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Préface

La théorie des équations d’évolution est une branche des Mathématiques
très importante. En effet, les équations d’évolution interviennent dans

la modélisation d’un très grand nombre de problèmes notamment en phy-
sique, mécanique, dynamique des populations et beaucoup d’autres phé-
nomènes qui évoluent dans le temps.

Par une "modélisation", on veut dire un ensemble d’équations (ou d’in-
équations) qui, avec des conditions aux limites (exprimées sur les bords du
domaine où le phénomène est étudié) et lorsque ce phénomène est évolutif
à partir des conditions initiales, permettent de définir l’état du système.
Naturellement, la description du modèle est une étape importante mais
non décisive. Autrement dit, une étude qualitative ou quantitative est exi-
gée afin de satisfaire certaines conditions préalablement démandées mais
aussi pour donner une information plus complète sur le système en ques-
tion.

L’une des théories qui sont en lien avec les équations d’évolution et
qui ont connu un progrès très important durant les dernières décennies
est celle de la presque-périodicité. Historiquement parlant, la notion de
la presque-périodicité remonte au mathématicien danois Harald BOHR 1

(le frère de Niels BOHR, le prix Nobel en 1922 pour ses travaux sur la
physique atomique).

La presque-périodicité, comme propriété structurelle, est une générali-
sation de la périodicité pure et les méthodes originales de H. BOHR pour
établir les résultats fondamentaux de cette théorie ont toujours été basées
sur la réduction du problème en un problème lié aux fonctions purement
périodiques. Mais quoique l’idée sous-jacente de la méthode de Bohr soit
claire et simple, les démonstrations des résultats principaux étaient diffi-
ciles et compliquées. Par ailleurs, d’autres méthodes ont été fournies par
Norbert WIENER 2 et Hermann WEYL 3, par qui les résultats étaient ob-
tenus d’une manière plus courte. Mais ces méthodes n’ont pas gardé les
propriétés élémentaires des méthodes de Bohr. Cependant, plus tard, le
mathématicien belge Charles-Jean DE LA VALLÉE POUSSIN 4 a réussi
à donner de nouvelles preuves (basées partiellement sur les idées de H.
Weyl) plus courtes tout en se basant entièrement sur les résultats clas-
siques relatifs aux fonctions périodiques.

Les fonctions presque-périodiques de Bohr sont restreintes à la classe

1. Né le 22 Avril 1887 à Copenhague, Danemark - mort le 22 Janvier 1951 à Copenhague
2. Né le 26 novembre 1894 à Columbia (Missouri), États-Unis, mort le 18 mars 1964 à

Stockholm, Suède
3. Né le 9 Novembre 1885 à Elmshorn - mort le 8 Décembre 1955 à Zurich
4. Né à Louvain, le 14 Août 1866- mort le 2 Mars 1962 à Bruxelles

1
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des fonctions uniformément continues. D’autres efforts ont visé, par la
suite, à généraliser cette théorie. On en retrouve notammement, les travaux
de Vyacheslav STEPANOV, Norbert WIENER, Hermann WEYL, Abram
Samoilovitch BESICOVITCH 5et d’autres généralisations ont été établies.

Dans le premier chapitre de cette thèse, on introduit les fonctions
presque-périodiques. On présentera quelques résultats liés aux fonctions
presque-périodiques au sens de Bohr ainsi qu’au sens de Besicovitch. On
introduira, en particulier, les opérateurs de superposition, ou aussi appelés
opérateurs de Nemystkii 6. Un nouvelle notion de dérivation, qui trouve
ses origines dans les travaux de Joël BLOT sera aussi mise en évidence.

Le deuxième chapitre de cette thèse a pour objectif d’établir l’existence
d’une solution presque-périodique de Besicovitch pour l’équation diffé-
rentielle de second ordre suivante :

u�(t) + D1V(u(t), t) = 0

sous certaines hypothèses, notamment, lorsque le potentiel V(·, t) possède
une bosse entourée par des cavités. L’idée principale de la démonstra-
tion repose sur l’utilisation d’un formalisme variationnel adapté au cas
presque-périodique et qui prend ses racines dans les travaux de J. BLOT.

Une autre approche pour étudier les équations d’évolution, notam-
ment les linéaires, se base sur la théorie des semi-groupes à un paramètre
réel. En effet, la théorie de semi-groupes d’opérateurs linéaires sur des es-
paces de Banach a débuté dans la première moitié du vingtième siècle et
c’est à partir de 1948 que cette théorie a obtenu des remarquables succès
particulièrement avec la génération du théorème de Hille-Yosida. Cette
théorie a atteint son premier apex avec l’édition de 1957 de Semigroups
and Functional Analysis par Carl Einar HILLE 7 et Ralph Saul PHILLIPS 8.
Dans les années 1970 et les années 1980, grâce aux efforts de plusieurs
écoles différentes, la théorie a été perfectionnée, ce qui est bien présenté
dans les monographies de Edward Brian DAVIES, Jerome (Jerry) Arthur
GOLDSTEIN 9 en 1985, Amnon PAZY 10 en 1983 et d’autres.

Des applications diversifiées de cette théorie, non seulement aux do-
maines traditionnels comme des équations aux dérivées partielles ou
des processus stochastiques, caractérisent son utilité. En effet, les semi-
groupes sont devenus des outils importants pour les équations différen-
tielles et les équations différentielles fonctionnelles, dans la mécanique
quantique ou dans la théorie du contrôle en dimension infinie. Les mé-
thodes de semi-groupe sont également appliquées avec un grand succès
au traitement d’équations concrètes, par exemple, dans la dynamique des
populations ou la théorie du transport. Il tout à fait naturel, cependant,

5. Né le 23 Janvier 1891 à Berdiansk - mort le 2 Novembre 1970 à Cambridge
6. Viktor Vladimirovich : né le 22 Novembre 1900 à Smolensk mort le 7 Août 1967 à

Moscow.
7. Né le 28 Juin 1894 à New York mort le 12 Février 1980 à Califonie
8. Né le 23 Juin 1913 à Californie mort le 23 Novembre 1998 à Californie
9. Né le 5 Août 1941 à Pittsburgh, Pennsylvania -.

10. Né en 1936-mort en 2006
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qu’à coté de la théorie des semi-groupes existent des approches alterna-
tives dans tous ces champs.

L’objectif du troisième chapitre de cette thèse est d’exposer quelques
résultats concernant la théorie de semi-groupes et de familles d’évolution.
De célèbres résultats existants seront mis en relief. Ce chapitre vise à intro-
duire au chapitre suivant qui sera basé sur les semi-groupes et les familles
d’évolution. La stabilité exponentielle sera en particulier l’une des pro-
priétes fondamentales étudiée. En effet, divers types de stabilité peuvent
être discutés pour les solutions d’équations différentielles décrivant les
systèmes dynamiques. Le type le plus important est celui concernant la
stabilité de solutions au voisinage d’un point d’équilibre. Ceci peut être
interpreté selon la théorie de Lyapunov. En termes simples, si toutes les
solutions du système dynamique qui partent près d’un point d’équilibre
restent proches de ce point, elles sont alors stables au sens de Lyapunov.
D’une manière plus forte, si xe est Lyapunov-stable et si toutes les solu-
tions qui partent d’un voisinage de la valeur initiale xe convergent vers xe,
alors xe est asymptotiquement stable. La notion de stabilité exponentielle
garantit un taux minimal de “décrépitude", c’est-à-dire une évaluation de
la vitesse de convergence des solutions. Dans la théorie du contrôle, un
système linéaire ne dépendant pas du temps est exponentiellement stable
si et seulement si les valeurs propres du système sont à partie réelle stric-
tement négative (i.e. dans le demi-plan gauche). Un système exponentiel-
lement stable est alors un système qui n’explose pas (i.e. ne donne pas
de sorties infinies au temps infini) lorsqu’on lui infère une entrée finie ou
une condition initiale non nulle. Quelques caractérisations de le stabilité
exponentielle de systèmes linéaires sont données dans ce chapitre.

Le quatrième chapitre de cette thèse se base sur la théorie des semi-
groupes et des familles d’évolution. Plus précisément, si l’on note par
uµ,x,s(·, 0) la solution du problème de Cauchy non homogène bien posé
défini sur un espace de Banach complexe X

�
u̇(t) = A(t)u(t) + eiµtx, t > s
u(s) = 0,

où x est un vecteur donné de X, µ est un nombre réel, q est un nombre réel
strictement positif et A(·) est une fonction q-périodique à valeurs opérato-
rielles, sous certaines hypothèses sur la famille d’évolution U = {U(t, s) :
t ≥ s} engendrée par la famille (A(t))t, on prouve que si pour tout réel µ,
pour tout s ≥ 0 et pour toute vecteur x, la solution uµ,x,s(·, 0) est bornée
sur R+ par une constante postive ne dépendant que de x, alors la famille
d’évolution U est uniformément exponentiellement stable. La technique
utilisée est basée essentiellement sur la théorie des semi-groupes d’évolu-
tion.

L’étude du comportement asymptotique des problèmes de Cauchy a
prouvé sa grande utilité, puisque, via cette étude, on peut avoir une infor-
mation assez complète sur le système dynamique en question. Autrement
dit, étant donnée une famille d’évolution (U(t, s))t≥s, une question assez
importante qui se pose est la suivante :

comment se comporte U(t, s) lorsque t − s > 0 devient assez grand ?
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Ou, en particulier,

la limite lim
t→∞

U(t, s) existe-t-elle dans un certain sens ?

Pour les semi-groupes fortement continus (T(t))t≥0, une approche pos-
sible pouvant répondre à̀ ces questions consiste à décomposer l’espace
sous-jacent X en deux sous-espaces de la manière suivante :

X = XR ⊕ XS

et le semi-groupe (T(t))t≥0 est découpé en deux parties comme suit :

(T(t))t≥0 = (TR(t))t≥0 + (TS(t))t≥0,

tels que (T(t))t≥0 sur XS (la partie stable) converge (dans un sens précis)
vers zéro lorsque t tend vers l’infini alors que (T(t))t≥0 sur XR (la partie
réversible) puisse être intérpreté et contrôlé.

L’exemple le plus simple (et sans doute le plus classique) d’une telle
décomposition a été fourni par Lyapunov 11 en 1899. Cet exemple consiste
à contrôler le semi-groupe de la façon suivante

�TS(t)� ≤ Me−εt, et �T−1
R (t)� ≤ Me−εt,

pour certaines constantes ε > 0 et M ≥ 1. De tels semi-groupes sont dits
hyperboliques 12 et peuvent être caractérisés dans de nombreux cas par
le fait que les valeurs propres du générateur A ne sont pas purement
imaginaires, i.e.

σ(A) ∩ iR = ∅.

La situation pour les problèmes de Cauchy non autonomes devient
beaucoup plus difficile puisque les spectres de A(t) ne peuvent pas à eux
seuls déterminer le comportement asymptotique des solutions de ces pro-
blèmes 13. Une approche possible pour surmonter cette difficulté est d’as-
socier un semi-groupe d’évolution TU à la famille d’évolution (U(t, s))t≥s

provenant du système. Ce semi-groupe d’évolution est généralement dé-
fini par (TU f )(·) = U(·, ·− t) f (·− t). Formellement, le générateur de ce
semi-groupe est G f := − f � + A(·) f , et par le théorème de l’Applica-
tion Spectrale (Spectral Map Theorem) 14 9.16, on obtient que la condition
σ(G) ∩ iR = ∅ est équivalente à l’hyperbolicité du semi-groupe d’évolu-
tion TU , qui est à son tour équivalente à la dichotomie exponentielle de la
famille d’évolution.

Le cinquième chapitre de cette thèse introduit brièvement la notion de
dichotomie exponentielle qui sera l’objectif du sixième chapitre.

11. Alexandre- : né le 6 Juin 1857 à Iaroslavl - mort le 3 Novembre 1918 à Odessa
12. On peut consulter les chapitres V.1 et VI.9 de “One-parameter Semigroups for Li-

near Evolution Equations", par K.-J. Engel et R. Nagel, édition Springer-Verlag, 2000

13. Voir par exemple Example 2.5 de “Semigroup methods for nonautonomous Cauchy
problems. Evolution Equations", R. Nagel, Lecture Notes in Pure and Applied Mathema-
tics, 168( p. 301-316), 1995

14. On peut regarder par exemple “One-parameter Semigroups for Linear Evolution
Equations [Chapter VI, Theorem 9.16]", K.-J. Engel et R. Nagel, édition Springer-Verlag,
2000
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Dans le sixième chapitre, on s’intéresse aux problèmes de Cauchy opé-
ratoriels suivants

Ẋ(t) = A(t)X(t) + eiµtP, X(t) ∈ L(Cn), t ∈ R

X(0) = 0

�
(1)

et
Ẏ(t) = −Y(t)A(t) + eiµtQ, Y(t) ∈ L(Cn), t ≥ s
Y(s) = 0,

�
(2)

où Q := I − P.
On se propose, en particulier, d’étudier la dichotomie exponentielle

de la famille d’évolution engendrée par le système homogène associé. On
prouve, en effet, que cette famille d’évolution admet une dichotomie ex-
ponentielle relativement à un projecteur P si et seulement si la solution du
premier problème est bornée, uniformément par rapport au paramètre réel
µ, et la solution Vµ(·) du deuxième problème admet une limite dans L(Cn)

lorsque s → −∞ ; autrement dit, l’intégrale impropre
� t
−∞

eiµτQU(τ, t)dτ
existe dans L(Cn), et que

sup
µ∈R

sup
t∈R

��
� t

−∞
eiµsQU(s, t)ds

�� := M2 < ∞,

où M2 > 0 est une constante réelle absolue.





1Quelques éléments sur les
fonctions
presque-périodiques

Ce chapitre est introductif. Il a pour objectif de présenter la notion de
fonction presque-périodique (p.p.), ses principales propriétés et de

donner certains résultats sur ce type de fonctions. On présente, en outre,
la notion de fonction presque-périodique à paramètre qui sera utile pour
assurer que les opérateurs de Nemytskii construits sur ces fonctions en-
voient l’espace des fonctions p.p. dans un espace de fonctions p.p..

Pour plus de détails concernant les résultats cités dans ce
chapitre, on peut se référer aux livres de (Besicovitch, 1954),
(Bohr, 1947),(Amerio, Prouse, 1971),(Corduneanu, 1989),(Pankov, 1990)
et à (Blot, 1996), ainsi qu’à leurs abondantes bibliographies. On renvoie
aussi à (Favard, 1933) qui constitue une réference historique pour l’étude
des solutions presque-périodiques des équations différentielles. On ap-
précie également (Corduneanu, 1989) mais aussi (Fink, 1974). Ces deux
ouvrages sont très importants dans l’étude de la presque-périodicité et les
équations différentielles et les équations aux dérivées partielles (EDP).

7





1.1. Définitions et premières propriétés des fonctions presque-périodiques 9

1.1 Définitions et premières propriétés des fonctions

presque-périodiques

On se donne un espace de Banach E muni de la norme | · |E et un
espace de Hilbert H pour le produit scalaire ·H dont la norme associée est
notée par | · |H.

1.1.1 Espace vectoriel de fonctions presque-périodiques

Définition 1.1 On dit qu’une fonction f : R −→ E est presque-périodique (au sens de Bohr)
si elle est continue et elle vérifie l’une des conditions équivalentes suivantes :

1. ∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a + �], ∀x ∈ R, | f (x + τ) −
f (x)|E < ε.
Ici, τ est dit presque-période attachée à ε, et � est dite longueur d’inclu-
sion attachée à ε.

2. f vérifie la propriété de normalité : de toute suite de translatées (τhn f )n,
on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur R.

3. f vérifie la propriété d’approximation : f est limite uniforme d’une suite
de polynômes trigonométriques, c’est-à-dire qu’il existe une suite double
(an,p)(n,p)∈N×Z où pour tout n, (an,p)p∈Z est presque-nulle, telle que :

lim
n→+∞

����� f − ∑
p∈Z

an,pep

�����
∞

= 0.

(où ep(t) := eipt, cf. Notations)

On note AP0(E) (ou AP0(R, E), ou AP(E) ou enfin AP(R, E)) l’ensemble des
fonctions presque-périodiques de R sur E.

Remarque 1.1 On écrira souvent an,p, qui est un vecteur, avant ep, qui est une fonction à valeurs
scalaires (cf. Notations) alors qu’il paraît plus naturel d’écrire la fonction en der-
nier tout en se rappelant que an,pep désigne en réalité la fonction t �→ ep(t)an,p.
Cet abus de notations sera désormais commis !

Remarque 1.2 Une famille presque nulle est une famille telle que la sous-famille de ses termes
non nuls est finie. En particulier, une suite presque nulle est une suite dont tous
les termes sont nuls à partir d’un certain rang.

Exemples

1. Toute fonction périodique est presque-périodique.

2. Soit la fonction définie sur R par

f (x) := sin(2πx) + sin(
√

2πx).

La fonction f ainsi introduite est presque-périodique au sens de
Bohr. En effet, on choisit τ un entier et τ

√
2 différent d’un autre

entier par moins de ε/2π. Alors, il est clair que

f (x + τ) = sin(2πx) + sin(2πx
√

2 + θε).
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En vertu du théorème des Accroissements Finis appliqué à la fonc-
tion sinus entre A := 2πx

√
2 et B := 2πx

√
2+ θε, il existe un certain

α ∈ ]0, 1[ tel que

f (B)− f (A) = f �(A + α(B − A)).(B − A),

ou encore,

sin(2πx
√

2 + θε)− sin(2πx
√

2) = cos(2πx
√

2 + αθε).θε = θ�ε,

où θ� = cos(2πx
√

2 + αθε).θ et donc |θ�| ≤ 1.
Ceci entraîne que sin(2πx

√
2 + θε) = sin(2πx

√
2) + θ�ε et donc en

revenant à la formule avec f on obtient que f (x + τ) = f (x) + θ�ε. Il
en résulte que la première assertion de la définition 1.1 est satisfaite.
Du point de vue géométrique, on observe l’existence de presque-
périodes à partir de l’allure de sa courbe reprśentative donné par la
figure 1.1.

Figure 1.1 – Représentation graphique de la fonction f .

Le point 3. de la définition précédente peut être exprimée de la façon
suivante :" AP0(E) est aussi la fermeture pour la norme de la conver-
gence uniforme de l’espace vectoriel engendré par l’ensemble des fonc-
tions continues périodiques." Par conséquent, muni de la norme � f �∞ :=
sup
t∈R

| f (t)|E, AP0(E) est en particulier un espace de Banach.

La proposition suivante expose certaines propriétés des fonctions
presque-périodiques. Pour les démonstrations (et plus de détails), on ren-
voie aux livres (Besicovitch, 1954) et (Corduneanu, 1989) :

Proposition 1.1 AP0(E) jouit des propriétés suivantes :

1. Tout élément de AP0(E) est borné, uniformément continu et à image rela-
tivement compacte.

2. Si Ei, i = 1, 2 sont deux espaces de Banach, et si f ∈ AP0(E1) et F :
E1 −→ E2 est uniformément continue sur f (R), alors F ◦ f ∈ AP0(E2).
En particulier, si f ∈ AP0(E), alors [t �→ | f (t)|E] ∈ AP0(R).
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3. Si f ∈ AP0(E) et ϕ ∈ AP0(K), alors : ϕ. f ∈ AP0(E).

4. Si pour i = 1, · · · , p, fi ∈ AP0(Ei), Ei étant un espace de Banach, alors

( fi)1≤i≤p ∈ AP0

�
∏

1≤i≤p
Ei

�
. En particulier, pour tout ε > 0, on peut

trouver un nombre de translation commun à toutes les fonctions f1, · · · , fp.

Dans le paragraphe suivant, on se propose d’étudier plus profondé-
ment l’espace AP0. On démontrera principalement que toute fonction
presque-périodique admet un unique développement en série de Fourier-
Bohr. Ce résultat qui peut être vu comme une extension des séries de
Fourier des fonctions périodiques de par les propriétés remarquables de
la série de Fourier-Bohr permettra de résoudre de nombreux problèmes.

1.1.2 Analyse de Fourier des fonctions presque-périodiques

Proposition 1.2 Soit f ∈ AP0(E). Alors, la limite suivante existe dans E et ne dépend pas de
a ∈ R :

lim
T→+∞

1
T

� a+T

a
f (t)dt.

Cette limite s’appelle moyenne de f et se note M{ f } ou M{ f (t)}t. Elle vérifie
de plus la propriété suivante :

∀A ∈ E
�, A ·E�×E M{ f } = M{A ·E�×E f } .

Plus généralement, la fonctionnelle M : f �→ M( f ) est une forme linéaire
continue de AP0(E) dans C et elle satisfait |M( f )| ≤ M(� f �E) ≤ � f �∞.

Remarques 1.1 Il est important de signaler les aspects suivants :

1. L’intégrale considérée est, comme souvent tout au long de cette thèse, l’inté-
grale d’une fonction à valeurs dans un espace de Banach. Nous supposerons
toujours qu’il s’agit d’intégrales au sens de Bochner-Lebesgue, ou intégrales
au sens fort (sur ces questions, par exemple, (Lang, 1993)).

2. Lorsque f est continue et T-périodique, on a :

M{ f } =
1
T

� T

0
f (t)dt.

3. On notera souvent Mt{ f (t)} pour signifier que la moyenne est calculée
par rapport à la variable t.

Définition 1.2 Pour f ∈ AP0(E) et λ ∈ R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr d’indice λ
de f par :

aλ( f ) = M{e−λ. f },

où e−λ est l’application t �→ e−iλt ( cf. Notations)

Remarque 1.3 Dans le cas où le corps des scalaires sous-jacent est R, il est facile à vérifier les
relations supplémentaires suivantes :

∀λ ∈ R, a−λ( f ) = aλ( f ).

On peut aussi remarquer que dans le cas où K = C l’analyse de Fourier est plus
simple que dans l’autre cas !
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Définition 1.3 Soit f ∈ AP0(E). On définit le spectre de la fonction f comme l’ensemble :

Λ( f ) := {λ ∈ R : aλ( f ) �= 0}

qui est au plus dénombrable.

Proposition 1.3 Soit f ∈ AP0(E). Alors f est développable en série de Fourier-Bohr :

f ∼ ∑
λ∈R

aλeλ

la convergence ayant lieu en moyenne quadratique (au sens des familles som-
mables) et ∼ est la notation introduite par Hurwitz. De plus, si E = H (un
espace de Hilbert), l’égalité de Parseval est valide :

M{| f |2H} = ∑
λ∈R

|aλ|
2
H.

Remarques 1.2 Cette proposition appelle les remarques suivantes.

1. On a l’unicité du développement en série de Fourier-Bohr, au sens où si

f ∼ ∑
λ∈R

αλeλ

alors aλ( f ) = αλ pour tout λ.

2. L’espace qui réalise la synthèse harmonique n’est pas AP0(H) (il sera in-
troduit plus tard).

Les polynômes de Bochner.
Suivant la méthode de Féjer sur la Césaro-sommabilité des séries de Fou-
rier, Bochner a construit explicitement une suite de polynômes trigonomé-
triques convergeant uniformément vers une fonction presque-périodique
donnée. L’exposé suivant reprend celui de (Amerio, Prouse, 1971) (pp.25–
29) ; on peut aussi consulter (Corduneanu, 1989), (Theorem 6.15 p.152).
Fixons f ∈ AP0(E). On définit, pour n ∈ N∗, le noyau de Féjer :

Kn(t) :=
n

∑
ν=−n

�
1 − |ν|

n

�
e−iνt =

1
n

�
sin nt

2

sin t
2

�2

.

On se donne également une famille B = (βk)k∈I (I intervalle de N com-
mençant à 1) Z-libre de sorte que tout élément de Λ( f ) soit combinaison
linéaire à coefficients rationnels d’éléments de B. On définit le polynôme
de Bochner par :

Qα1···αk
n1···nk( f )(t) := M

�
f (s + t)

k

∏
j=1

Knj(αjs)

�

s

.

Lorsque B est infinie, on pose :

fm := Q
β1
m! ···

βm
m!

(m!)2···(m!)2( f )

et si B est finie de cardinal q, on pose pour m ≥ q :

fm := Q
β1
m! ···

βq
m!

(m!)2···(m!)2( f ).

Alors on démontre que la suite ( fm)m converge uniformément vers f .
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Proposition 1.4 Soit (aλ)λ∈R une famille sommable d’éléments de E. Alors la somme suivante :

∑
λ∈R

aλeλ

a un sens et définit une fonction presque-périodique.

Démonstration. La sommabilité d’une famille est équivalente à son abso-
lue sommabilité. Comme |eλ| = 1, l’existence de la somme est acquise. On
note f la fonction définie par cette somme. Soit (An)n une suite croissante
de sous-ensembles finis de R, de réunion Λ( f ) (cette suite existe car Λ( f )
est au plus dénombrable). On note alors :

xn = ∑
λ∈An

aλeλ.

La suite (xn)n est une suite de polynômes trigonométriques convergeant
uniformément vers f , puisque :

� f − xn�∞ ≤ ∑
λ/∈An

|aλ|E −→ 0 quand n → +∞.

On en déduit que f est presque-périodique.

1.1.3 Dérivation et intégration des fonctions presque-périodiques

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est automa-
tiquement périodique. Pour des fonctions presque-périodiques, ceci n’est
pas vrai, puisque rien n’assure que la dérivée soit uniformément continue,
ce qui est nécessaire pour être presque-périodique. En fait, un résultat re-
marquable assure que cette condition est suffisante :

Proposition 1.5 Soit f ∈ AP0(E) dérivable. Alors la dérivée est presque-périodique si et seulement
si elle est uniformément continue.

On note, pour k ∈ N ∪ {+∞} :

APk(E) := { f ∈ Ck(R, E) : ∀j ≤ k, f (j) ∈ AP0(E)}.

On munit l’espace APk(E) de la norme définie par �u�k :=
j=k

∑
j=0

�u(j)�∞.

On peut vérifier que l’espace APk(E) muni de cette norme est un espace
de Banach.

Remarques 1.3 1. Il est facile de prouver que �.�k est bien une norme sur l’espace APk(E).

2. L’espace AP∞(E) se définit de la même manière. En particulier, il est plus
commode d’écrire, que AP∞(E) =

�
k∈N

APk(E). Lorsqu’on munit cet es-

pace de la famille de semi-normes {� · �k; k ∈ N}, on vérifie qu’il s’agit
d’un espace de Fréchet (Pankov, 1990).



14 Chapitre 1. Quelques éléments sur les fonctions presque-périodiques

Pour une fonction périodique continue, la condition d’être de moyenne
nulle assure que les primitives soient presque-périodiques. Pour les fonc-
tions presque-périodiques, cette condition ne suffit pas. Par exemple, si
l’on note f la fonction :

f := ∑
n≥1

e1/n

n11/10 ,

cette fonction est presque-périodique en vertu de la proposition 1.4, et de
moyenne nulle en vertu de l’unicité du développement. En revanche, si
ses primitives étaient presque-périodiques, leurs développements seraient
(à une constante près) :

∑
n≥1

e1/n

n1/10

qui n’est pas une fonction presque-périodique en raison de la relation de

Parseval et de la divergence de la série ∑
n≥1

1
n1/5 .

En effet, la condition de relative compacité de l’image des primitives
(qui est nécessaire) n’est pas automatiquement satisfaite. Cependant, la
proposition suivante prouve que cette condition est aussi une condition
suffisante :

Proposition 1.6 Soit f ∈ AP0(E) et F une primitive de f . L’une des conditions suivantes assure
que les primitives soient presque-périodiques.

1. L’image de F est relativement compacte.

2. F est bornée et E est uniformément convexe 1.

Le premier énoncé est dû à Bochner, le second à Amerio, cf.
(Amerio, Prouse, 1971), [Chapitre 4].

1.2 Fonctions presque-périodiques à paramètres

On rappelle, ici, la définition d’une fonction presque-périodique uni-
formément par rapport à un paramètre ainsi que ses principales proprié-
tés et on démontre l’isomorphisme avec un espace de fonctions presque-
périodiques à valeurs dans un espace de Banach. Ce type de fonctions joue
un rôle très important dans la construction des opérateurs de Nemyts-
kii (dits aussi opérateurs de superposition) dans les différents espaces de
fonctions presque-périodiques. Sous certaines hypothèses sur la fonction
presque-périodique à paramètres, on peut assurer que les opérateurs cor-
respondant envoient, en réalité, un espace des fonctions p.p. sur un autre
espace des fonctions p.p.

1.2.1 Introduction aux fonctions presque-périodiques à paramètres

Préliminaires et outils topologiques :
Soit X un espace de Banach et K une partie de X satisfaisant l’une des
deux conditions suivantes :

1. On pourrait regarder (Amerio, Prouse, 1971) p.49 et (Brezis, 1993) p.51. En effet, les
espaces uniformément convexes sont réflexifs, à titre d’exemple les espaces �p et Lp sous
la condition 1 < p < +∞, de même un espace Hilbert est toujours uniformément convexe.
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i. K est compacte.

ii. Il existe une suite exhaustive de compacts, i.e. une suite croissante
de compacts non vides (Kn)n≥1 telle que K =

�
n≥1

Kn et pour tout

n ≥ 1, on ait Kn ⊂ Int Kn+1.

Lorsque K remplit la deuxième condition, on dira que K est dénombrable
à l’infini. (Un espace topologique est dit dénombrable à l’infini s’il est
localement compact et s’il admet un recouvrement dénombrable compact)

Remarque 1.4 Tout ouvert non vide Ω de Rp est dénombrable à l’infini. On peut en effet prendre :

Kn := {x ∈ R
p : d(x, Ωc) ≥ 1/n et |x| ≤ n} .

On désignera toujours (cf. Notations) par YX l’ensemble des fonctions
définies sur X et à valeurs dans Y.
Soit P une partie (sous-entendu non vide) de X. On se donne une fonction
f ∈ C0(R, P, E) et on définit l’opérateur de Nemytskii construit sur f de
PR vers ER comme étant :

∀ϕ ∈ PR, N f (ϕ) := [t �→ f (t, ϕ(t))] ∈ E
R.

Même si pour tout α ∈ P, la fonction f (·, α) est presque-périodique,
l’opérateur de Nemytskii n’associe pas toujours une fonction presque-
périodique. Une certaine uniformité par rapport à α sur le choix du l
de la définition paraît nécessaire, (cf. (Blot, 1996), (Fink, 1974) mais aussi
(Yoshizawa, 1975)). En effet, à titre d’exemple, en dépit de la presque-
périodicité de la fonction t �→ sin(t) et celle de la fonction F(·, t) où
F(x, t) = sin(tx), pour tous (x, t) ∈ R × R (puisqu’elles sont 2π-
périodiques et donc p.p.), la fonction t �→ F(sin t, t) ne peut jamais être
p.p. par manque d’uniforme continuité (car toute fonction pp est forcé-
ment uniformément continue). On retient, pour ce faire et compte tenu de
ce qui précède, la définition suivante qui paraîtra plus naturelle du point
de vue des espaces fonctionnels.

Définition 1.4 Soit Q une partie non vide de X et f ∈ C0(R, Q, E). On dit que f est presque-
périodique en t, uniformément par rapport à α si :

∀ε > 0, ∀K ∈ K(Q), ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a + �[

sup
t∈R

sup
α∈K

| f (t + τ, α)− f (t, α)|E ≤ ε.

où K(Q) est l’ensemble des compacts de Q.
On notera APU(R, Q, E) la classe des telles fonctions.

Les principales propriétés de ces fonctions sont rassemblées dans
(Blot, 1996). Deux de ces propriétés seront données, ici, sans démonstra-
tion.
La première propriété indique que cette classe de fonction résout bien le
problème préalablement posé.

Proposition 1.7 Soit Q une partie non vide de X et f ∈ APU(R, Q, E), et ϕ ∈ AP0(X) telle que
ϕ(R) ⊂ Q. Alors :

[t �→ f (t, ϕ(t))] ∈ AP0(E).



16 Chapitre 1. Quelques éléments sur les fonctions presque-périodiques

La proposition suivante cite la deuxième propriété de ces fonctions.
Elle découle directement des propriétés des fonctions p.p.

Proposition 1.8 Tout élément de APU(R, K, E) est uniformément continu et borné, lorsque K est
compact.

1.2.2 Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de paramètres
compact

On suppose ici que K est un compact. Autrement dit, on se restreint à
un ensemble des paramètres compact.

On munit APU(R, K, E) de la norme :

� f �APU(R,K,E) := sup
(t,α)∈R×K

| f (t, α)|E

et on verra immédiatement que, avec cette norme, on obtient un espace de
Banach.

La propostion suivante permet de voir APU(R, K, E) comme un espace de
fonctions presque-périodiques à valeurs dans un espace de Banach (via un
isomorphisme isométrique).

Proposition 1.9 Soit K un compact de X. L’application

ΦK : APU(R, K, E) → AP0(C0(K, E))

définie par :
ΦK( f ) := [t �→ f (t, ·)]

est bien définie et est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach.

Démonstration. Existence de ΦK.
Soit f ∈ APU(R, K, E). Elle est uniformément continue, donc continue, et
donc f (t, ·) ∈ C0(K, E) pour tout t ∈ R. De plus, comme f est uniformé-
ment continue, étant donné ε > 0 :

∃η > 0,
�
max{|t − t�|; |α − α�|} ≤ η

�
=⇒ [| f (t, α)− f (t�, α�)|E ≤ ε]

et en prenant α� = α, puis en passant au sup sur α, il vient :

(|t − t�| ≤ η) =⇒ (� f (t, ·)− f (t�, ·)�C0(K,E) ≤ ε).

Ainsi, ΦK( f ) ∈ C0(R, C0(K, E)). Montrons maintenant qu’elle est presque-
périodique. Comme f ∈ APU(R, K, E), par définition, on a :

∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a + �[, sup
t∈R

sup
α∈K

| f (t + τ, α)− f (t, α)|E ≤ ε.

On en déduit :

∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a+ �[, sup
t∈R

� f (t+ τ, ·)− f (t, ·)�C0(K,E) ≤ ε.
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Finalement ΦK est bien définie.
ΦK est linéaire et isométrique (donc injective et continue). Ces deux
points sont évidents, le second résultant de :

�ΦK( f )�AP0(C0(K,E)) = sup
t∈R

� f (t, .)�C0(K,E) = sup
t∈R

sup
α∈K

| f (t, α)|E = � f �APU(R,K,E).

ΦK est surjective (donc bijective, et donc bicontinue puisque isomé-
trique). Soit φ ∈ AP0(C0(K, E)). Pour alléger, on note φt au lieu de
φ(t), et c’est alors un élément de C0(K, E). Le candidat naturel à véri-
fier ΦK( f ) = φ est f (t, α) := φt(α). Il y a juste à vérifier que l’on a
bien un élément de APU(R, K, E). Commençons par la continuité. Fixons
(t0, α0) ∈ R × K. On a :

| f (t, α)− f (t0, α0)|E ≤ | f (t, α)− f (t0, α)|E + | f (t0, α)− f (t0, α0)|E ≤

�φt − φt0�C0(K,E) + |φt0(α)− φt0(α0)|E.

Soit ε > 0. Comme φ est continue :

∃δ > 0, (|t − t0| ≤ δ) =⇒ (�φt − φt0�C0(K,E) ≤ ε/2)

et comme φt0 est continue :

∃δ� > 0, (|α − α0| ≤ δ�) =⇒ (|φt0(α)− φt0(α0)|E ≤ ε/2).

Finalement, pour (t, α) ∈ R × K suffisamment voisin de (t0, α0), on a
| f (t, α)− f (t0, α0)|E ≤ ε, d’où la continuité.
Comme φ est presque-périodique, on tire :

∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a + �[, �φt+τ − φt�C0(K,E) ≤ ε

d’où :

∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a, a + �[, sup
t∈R

sup
α∈K

| f (t + τ, α)− f (t, α)|E ≤ ε.

φK est donc bien surjective. Comme l’espace d’arrivée est un Banach et
que ΦK est bicontinue, APU(R, K, E) est bien un espace de Banach.
Ce qu’il fallait démontré.

Il découle, naturellement, de cette proposition que les propriétés géné-
rales sur les fonctions presque-périodiques s’étendent, sans problème, à
APU(R, K, E). En particulier, le résultat de la densité de polynômes trigo-
nométriques à coefficients continus reste valide et on a par suite :

Proposition 1.10 Soit f ∈ APU(R, K, E). Alors il existe une famille d’éléments de C0(K, E),

(a(n)λ )(n,λ)∈N×R, telle que :

– pour tout n, (a(n)λ )λ∈R est presque-nulle
– on ait :

lim
n→+∞

sup
(t,α)∈R×K

����� f (t, α)− ∑
λ∈R

a(n)λ (α)eλ(t)

�����
E

= 0.
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Démonstration.
ΦK( f ) est approchable par des polynômes trigonométriques à coeffi-

cients dans C0(K, E). Il existe donc une famille (a(n)λ )(n,λ)∈N×R d’éléments
de C0(K, E) telle que :

pour tout n ∈ N, (a(n)λ )λ∈R est presque − nulle

et :

lim
n→+∞

sup
t∈R

�����ΦK( f )(t, ·)− ∑
λ∈R

a(n)λ (·)eλ(t)

�����
C0(K,E)

= 0.

Comme ΦK est une isométrie, la seconde relation donne :

lim
n→+∞

sup
(t,α)∈R×K

����� f (t, α)− ∑
λ∈R

a(n)λ (α)eλ(t)

�����
E

= 0

Ce qui donne le résultat.

1.2.3 Fonctions presque-périodiques avec un ensemble de paramètres
dénombrable à l’infini

On se fixe une fois pour toutes une famille croissante de compacts non
vides (Kn)n≥1 telle que K =

�
n Kn et pour tout n, Kn ⊂ Int Kn+1. Ce qui

correspond à un ensemble des paramètres dénombrable à l’infini.
Lorsque l’ensemble de paramètres est dénombrable à l’infini, l’espace

de fonctions presque-périodiques à paramètres APU(R, P, E) est un es-
pace de Fréchet comme on le verra dans le lemme 1.2 et donc l’ismor-
phisme établi dans la proposition 1.9 devient un ismorphisme d’espaces
de Fréchet (cf. Proposition 1.11).

On commence par un lemme topologique qui sera important dans la
suite :

Lemme 1.1 Soit C un compact de K. Alors il existe n ∈ N∗ tel que C ⊂ IntKn.

Preuve. On a C ⊂ �
n≥1

Kn, donc en vertu de l’hypothèse sur la suite de

compacts :
C ⊂

�

n≥2

Int Kn.

Mais on a ainsi un recouvrement ouvert de C, donc par Borel-Lebesgue, il
existe un entier n ≥ 2 tel que :

C ⊂
�

2≤p≤n

Int Kp = Int Kn,

ce qu’il fallait démontrer.
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On munit APU(R, K, E) d’une structure d’e.v.t.l.c. (espace vectoriel topo-
logique localement convexe) à base dénombrable filtrante de semi-normes
(pn)n≥1, où :

pn( f ) := sup
(t,α)∈R×Kn

| f (t, α)|E =
��� f|R×Kn

���
APU(R,Kn,E)

.

On voit immédiatement que cette topologie est séparée.
Rappelons que cette topologie peut aussi être définie par la distance d, où :

d( f ; g) := ∑
n≥1

1
2n

pn( f − g)
1 + pn( f − g)

.

Lemme 1.2 APU(R, P, E) est un espace de Fréchet.

Preuve.
On utilise la structure métrique. Soit ( fp)p une suite de Cauchy dans

APU(R, P, E) muni de d.
Alors :

∀ε > 0, ∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q, d( fp+q; fp) < ε.

En particulier, ayant fixé un n ≥ 1 et choisi ε < 2−n, on a :

∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q,
pn( fp+q − fp)

1 + pn( fp+q − fp)
< ε

donc :

∃P0, ∀p ≥ P0, ∀q, pn( fp+q − fp) <
2nε

1 − 2nε
.

( fp |R×Kn
)p est donc de Cauchy dans le Banach APU(R, Kn, E) donc

converge vers un élément f (n) ∈ APU(R, Kn, E).
Par unicité de la limite, on a si m ≥ n, f (m)

|R×Kn
= f (n), donc il est légitime de

poser :
f (t, α) := f (n)(t, α) si α ∈ Kn

(il existe un tel Kn en raison de 1.1).
Soit (t0, α0) ∈ R × P et n tel que α0 ∈ IntKn. Alors R × IntKn est un
voisinage ouvert de (t0, α0) dans R × P, et sur ce voisinage, f est égale à
la fonction continue f (n). On en déduit que f est continue en (t0, α0), donc
partout.
Soit maintenant K un compact fixé. Par le lemme 1.1, il existe N tel que
K ⊂ KN . Comme f (N) est presque-périodique, on peut écrire :

∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a; a+ �[, sup
t∈R

sup
α∈KN

| f (t+ τ, α)− f (t, α)|E ≤ ε,

donc on a bien :




∀K ∈ K(P), ∀ε > 0, ∃� > 0, ∀a ∈ R, ∃τ ∈ [a; a + �[,

sup
t∈R

sup
α∈K

| f (t + τ, α)− f (t, α)|E ≤ ε.

Ainsi f ∈ APU(R, P, E).
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De même, on munit AP0(C0(P, E)) d’une structure d’e.v.t.l.c. à base
dénombrable filtrante de semi-normes (πn)n≥1, où :

πn( f ) := sup
t∈R

� f (t, ·)�C0(P,E).

On voit que cette topologie est séparée et qu’elle peut aussi être définie
par la distance D, où :

D( f ; g) := ∑
n≥1

1
2n

πn( f − g)
1 + πn( f − g)

.

On démontrerait d’une manière analogue :

Lemme 1.3 AP0(C0(P, E)) est un espace de Fréchet.

La proposition suivante expose la version pour les espaces de Fréchet
du resultat donné dans la proposition 1.9 :

Proposition 1.11 L’application ΦP : APU(R, P, E) → AP0(C0(P, E)) définie par :

ΦP( f ) := [t �−→ f (t, ·)]

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Fréchet.

Démonstration. Soit α ∈ P, et n un entier tel que α ∈ IntKn. On a alors :

ΦP( f )(t, α) = ΦKn(t)(t, α)

ce qui justifie l’existence de ΦP, montre son caractère linéaire et isomé-
trique. Il ne reste qu’à démontrer la surjectivité.
Etant donné φ ∈ AP0(C0(P, E)), on pose :

f (t, α) := Φ−1
Kn
(φ)(t, α)

où n est un entier quelconque tel que α ∈ IntKn (la définition de f ne
dépend pas du choix de n). Par construction même, pour tout n, f|R×Kn

∈
APU(R, Kn, E), et comme tout compact K s’injecte dans un Kn (cf. 1.1), on
peut conclure que f ∈ APU(R, P, E).
Enfin, le fait que ΦP( f ) = φ est immédiat par construction.

1.2.4 Opérateurs de Nemytskii

On considère, maintenant, un autre espace de Banach (Y, �.�Y), et une
fonction F : X × R → Y, qui à chaque couple de variables (x, t) ∈ X × R,
associe F(x, t).

Définition 1.5 L’opérateur de Nemytskii (dit aussi opérateur de superposition), construit
sur la fonction F, est défini comme suit :

[t �→ u(t)] �→ [NF(u(t), t) := F(u(t), t)]

pour toute fonction u : R → X.
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Une question naturelle se pose : “Sous quelles conditions sur F, peut-
on affirmer que les images de fonctions presque-périodiques par cet opé-
rateur NF sont aussi presque-périodiques ?".

Dans le but de répondre à cette question, on introduit l’espace de fonc-
tions presque-périodiques uniformément par rapport à un paramétre.

Pour des raisons de clarté, on rappelle, ici, la définition d’une fonction
f presque-périodique uniformément par rapport à un paramètre.

Définition 1.6 (Yoshizawa, 1975) Soit f : X × R → Y. On dit que f est presque-périodique
uniformément par rapport à un paramètre si f est déjà continue et si elle
satisfait la condition suivante : Pour tout ε > 0, pour toute partie compacte K
dans X, on peut trouver � = �(ε, K) tel que pour tout α ∈ R, il existe τ ∈
[α, α + �] vérifiant � f (x, t + τ)− f (x, t)�Y ≤ ε pour tout t ∈ R et tout x ∈ K

L’ensemble de fonctions presque-périodiques uniformément par rap-
port à un paramètre sera désigné par APU(X × R, Y).

Proposition 1.12 (Blot, Cieutat, N’Guérékata, Pennequin, 2009, Page 45)

1. Si l’on se donne une fonction F ∈ APU(X × R, Y), alors l’opérateur NF

de Nemytskii construit sur F, envoie continûment l’espace AP0(R, X) sur
l’espace AP0(R, Y), autrement dit, NF ∈ C0(AP0(R, X); AP0(R, Y)).

2. On suppose que F ∈ APU(X × R, Y) telle que la dérivée partielle par
rapport à la variable vectorielle x, à savoir DxF(x, t), existe pour tout
(x, t) ∈ X × R et que DxF ∈ APU(X × R,L(X, Y)). Alors, l’opé-
rateur de Nemytskii construit sur F, NF : AP0(R, X) → AP0(R, Y)
est continûment différentiable sur AP0(R, X). De plus, pour t ∈ R

et toutes fonctions u, h ∈ AP0(R, X), sa différentielle est donnée par
(DNF(u).h)(t) = DxF(u(t), t).h(t).

Démonstration. Pour démontrer ces deux assertions, on utilisera le
lemme suivant :

Lemme 1.4 Soit K une partie compacte de AP0(R, X). Alors, l’ensemble

S := {u(t) : t ∈ R, u ∈ K}

est relativement compact de X

Preuve. Par définition, une partie d’un espace de Banach est dite com-
pacte si et seulement si elle est complète et pour tout réel strictement po-
sitif ε, on peut trouver un recouvrement fini de cette partie par des boules
de rayon ε.

On considère une partie compacte K de l’espace de Banach AP0(R, X).
Soit ε > 0. D’après ce qui précède, il existe p fonctions de AP0(R, X),
qu’on notera u1, · · · , up telles que

K ⊂
p�

j=1

{v ∈ AP0(R, X) : �v − uj� ≤ ε/2}.

Comme uj sont presque-périodiques au sens de Bohr, les ensembles
uj(R) sont relativement compacts pour tout j = 1, · · · , p. Il en résulte
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que l’ensemble ∪p
j=1{uj(t) : t ∈ R} est relativement compact de X. Par

conséquent, on peut trouver q réels t1, ·, tq tels que

p�

j=1

{uj(t) : t ∈ R} ⊂
p�

j=1

q�

i=1

{x ∈ X : �x − uj(ti)� ≤ ε/2}. (1.1)

Soit x ∈ S. Il existe alors v ∈ K et t ∈ R tels que v(t) = x. Donc, p
fonctions u1, · · · , up de AP0(R, X) existent telles que �v − uj�∞ ≤ ε/2. Il
s’en suit que �v − uj(t)� ≤ ε/2.

En vertu de 1.1, on obtient que

∃k ∈ {1, · · · , p}, j ∈ {1, · · · , q} tels que �uj(t)− uk(ti)�ε,

ce qui entraîne que

S ⊂
p�

j=1

∪q
i=1{x ∈ X : �x − uj(ti)� ≤ ε}.

Ceci prouve que S est une partie compacte de X, et compte tenu du
fait que X est complet, on en déduit que S est relativement compact
(Dieudonné 1, 1969, Théorème 1.17.5, page 63)

1. Soit F ∈ APU(X×R, Y). Il est alors clair que lorsque u ∈ AP0(R, X),
NF(u) ∈ AP0(R, Y).
Soit K une partie compacte de AP0(R, X), u ∈ K et ε > 0 fixés. On
pose

S := {u(t) : t ∈ R, u ∈ K}.

D’après le Lemme précédent, S est relativement compact de X, et
donc, S̄ est compact de X. Comme F ∈ APU(X × R, Y), par défini-
tion, il existe un longueur l > 0 telle que tout intervalle de longueur
l contienne au moins un nombre τ vérifiant

sup{�F(x, s + τ)− F(x, s)�Y : s ∈ R, x ∈ S} ≤ ε/3.

Puisque S̄ × [0, l] est un compact, F est uniformément continue sur
cet ensemble, ce qui donne qu’il existe δ := δ(S̄ × [0, l]) > 0 tel que
pour tout s1, s2 de [0, l] et tous x1, x2 de S̄ on ait

(�x1 − x2�X ≤ δ, |s1 − s2|) ⇒ �F(x1, s1)− F(x2, s2)� ≤ ε/3.

D’où,

(�x1 − x2�X ≤ δ ⇒ �F(x1, s)− F(x2, s)� ≤ ε/3, ∀s ∈ [0, l].

Soit v ∈ K tel que �u − v�∞ ≤ δ. D’après les deux inégalités précé-
dentes, on obtient pour tout t ∈ R,

�F(u(t), t)− F(v(t), t)�Y ≤ �F(u(t), t)− F(u(t), t − τ)�Y

+�F(u(t), t − τ)− F(v(t), t − τ)�Y

+�F(v(t), t − τ)− F(v(t), t)�Y

≤ 3.
ε

3
.



1.2. Fonctions presque-périodiques à paramètres 23

Il en découle que

sup{�F(u(t), t)− F(v(t), t)�Y : t ∈ R} ≤ ε,

ou encore
�NF(u)−NF(v)�∞ ≤ ε.

Ainsi est démontré que la restriction de NF à tout compact K de
AP0(R, X) est continue tout en sachant que AP0(R, X) et AP0(R, Y)
sont des espaces de Banach, et par conséquent, NF est continu sur
AP0(R, X)

2. Soit F ∈ APU(X × R, Y) telle que la dérivée partielle par rap-
port à la variable vectorielle x, DxF(x, t), existe pour tout (x, t) ∈
X × R et que DxF ∈ APU(X × R,L(X, Y)). D’après la pre-
mière assertion, NF ∈ C0(AP0(R, X), AP0(R, Y)), et, NDx F ∈
C0(AP0(R, X), AP0(R,L(X, Y)), où

[NDx F(u)](t) := DxF(u(t), t), pour tout t ∈ R.

Si la fonction h ∈ AP0(R, X), alors la fonction t �→
DxF(u(t), h(t)) est dans AP0(R, Y) (cf. (Amerio, Prouse, 1971, Cha-
pitre VII page 6 et Chapitre IX page 10)).
On définit Lu l’opérateur linéaire suivant

Lu : AP0(R, X) → AP0(R, Y)

h �→ Lu.h,

avec (Lu.h)(t) := DxF(u(t), t).h(t) pour tout t ∈ R.
Soit h ∈ AP0(R, X) telle que �h�∞ ≤ 1. On a alors

�[Lu.h](t)�Y = �DxF(u(t), t).h(t)�Y

≤ �DxF(u(t), t)�L(Y,Y)�h(t)�Y

≤ �NDx F�L(X,Y)

≤ sup
t∈R

�DxF(u(t), t)�Y < ∞

puisque la fonction t �→ DxF(u(t), t) est dans AP0(R,L(Y, Y)) ce qui
sous-entend qu’elle est bornée sur R.
Il en découle alors que l’application linéaire Lu est continue sur
AP0(R, X).
En outre, pour h ∈ AP0(R, X) telle que �h�∞ ≤ 1, on a

�[DxF(u(t), t)− DxF(v(t), t)].h(t)�Y ≤ �NDx F(u)−NDx F(v)�Y.

Par conséquent, comme l’applications NDx F(v) est continue, on dé-
duit que

L : AP0(R, X) → L(AP0(R, X), AP0(R, AP0(R, Y)))

u �→ Lu

est continue.
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Soit u, h ∈ AP0(R, X) et θ ∈ [0, 1]. La fonction t �→ u(t) + θv(t) est
clairement dans AP0(R, X). D’après le théorème de la moyenne, on
peut écrire que pour tout t ∈ R,

�F(u(t) + h(t), t)− F(u(t), t)− DxF(u(t), t).h(t)�Y

≤
� 1

0 �[DxF(u(t) + θh(t), t)− DxF(u(t), t)].h(t)�Ydθ

≤
� 1

0 �DxF(u(t) + θh(t), t)− DxF(u(t), t)�Ydθ�h�∞

≤ ζ(h)�h�∞,

où ζ(h) = sup{DxF(u(t), t)− DxF(v(t), t)�Y; v ∈ AP0(R, X), �u −
v�∞ ≤ �h�∞}.
Ainsi est prouvée l’inégalité suivante

�NF(u + h)−NF(u)− Lu.h� ≤ �h�∞.ζ(h).

Par passage à la limite lorsque h → 0 dans AP0(R, X), et compte
tenu du fait que lim

h→0
ζ(h) = 0, on en conclut que NF est Fréchet-

différentiable et que pour tout u ∈ AP0(R, X), on a DNF(u).h = Lu.h
Comme, en outre cette dérivée est continue à la lumière de ce qui
précède, on obtient finalement que NF est de classe C1 sur AP0(R, X)

1.3 Fonctions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch et Espaces de type Sobolev

Il s’agit de construire des espaces jouant un rôle analogue dans le cas
presque-périodique à l’espace L2 et aux espaces de Sobolev.

1.3.1 Espaces de Besicovitch

Définition 1.7 Soit f une fonction mesurable définie sur R et à valeurs dans l’espace de Banach
X, et p un nombre réel de [1, ∞). On dit que la fonction f est localement p-
intégrable, ou plus précisément f ∈ Lp

loc(R, X) si pour tout a ∈ R la quantité

� a

−a
� f (t)�p

Xdt :=
�

R

χ[−a,a](t)� f (t)�p
Xdt

est finie.

L’espace Lp
loc(R, H) est appelé alors l’espace de fonctions localement

de puissance p Lebesgue-intégrables à valeurs dans un espace de Hilbert
H.

Dans le pragraphe suivant, on expose, globalement, certaines modali-
tés de construction de l’espace de fonctions presque-périodiques au sens
de Besicovitch.
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Construction de l’espace Bp(H)

On considère, à présent, la formule suivante, définie pour u ∈
Lp

loc(R, H), par

M{�u�p}1/p :=
�

lim sup
T→∞

1
2T

� T

T
�u(t)�pdt

�1/p
.

On peut vérifier aisément que cette formule définit, par manque d’in-
jectivité, une semi-norme au lieu d’une norme. En effet, on est capable de
trouver une fonction u non-nulle (même sur une partie de mesure infinie)
tandis que M{�u�pdt}1/p = 0.

En complétant l’espace AP0(H) dans l’espace de Lebesgue Lp
loc(R, H)

par rapport à cette semi-norme, on obtient l’espace Bp(H). Étant donnée
u ∈ Bp(H), il existe une suite (un)n ∈ (AP0(H))N telle que M{�un −
u�p}1/p converge vers zéro.

Par analogie avec les espaces de Lebesgue (de fonctions intégrables),
on définit, sur Bp(H), la relation ∼p par

u ∼p v ⇐⇒ M{�u − v�p} = 0.

Il est facile à vérifier que cette relation est une relation d’équivalence
sur Bp(H). Ce qui permet de définir l’espace quotient, Bp(H), comme
étant Bp(H) := Bp(H)/ ∼p, qui reste un espace vectoriel. Sur ce dernier
espace, la semi-norme, précédemment introduite, devient une norme et
d’où l’obtention d’une structure vectorielle normée (Bp(H),M{�.�p}1/p),

où M{�u�p}1/p :=
�

lim
T→∞

1
2T

� T

T
�u(t)�pdt

�1/p
.

Remarques 1.4 1. Sauf mention explicite du contraire, on ne distinguera pas la fonction de sa
classe pour la relation d’équivalence ∼p. En réalité, les éléments des espaces
quotients Bp(H) sont des classes de fonctions [ f ]p définies par l’équiva-
lence : u ∈ [ f ]p si et seulement si M{�u − f �p} = 0. Mais, pour alléger
l’écriture, on ne fera pas, dans la suite, la distinction entre un répresentant
u et sa classe d’équivalence [ f ]p. Les (classes de) fonctions de Bp sont dites
des fonctions presque-périodiques au sens de Besicovitch et sur Bp,
on peut remplacer lim sup par lim dans la définition de la semi-norme.

2. B2(H) est parfois noté B2 quand il n’y a pas de confusion.

Proposition 1.13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski) On a l’inclusion suivante :
B2(H) ⊂ B1(H). De même, l’inégalité �u�B1 ≤ �u�B2 est vérifiée pour
toute fonction u ∈ B2(H).

La démonstration de cette inégalité est donnée, par exemple, dans
(Besicovitch, 1932, page 69), dans le cas où H = C, et la démonstration
est similaire pour un espace de Hilbert général. En vertu de cette inéga-
lité, on remarque que l’inclusion en découle immédiatement.

Soit B2(E) la fermeture de AP0(E) dans L2
loc(E) pour la semi-norme

f �→ M{| f |2}1/2. On note f ∼2 g si M{| f − g|2} = 0. Le quotient de
B2(E) pour cette relation d’équivalence se note B2(E) et s’appelle l’espace
des fonctions presque-périodique au sens de Besicovitch.
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Ces espaces sont complets, et si de plus E = H (un espace de Hilbert), ce
sont des espaces de Hilbert lorsqu’ils sont munis de :

< u; v >B2= M{u ·H v}.

On peut bien entendu développer les éléments de ces espaces en série
de Fourier-Bohr, et si E = H, leur développement satisfait l’égalité de
Parseval.

Remarques 1.5 Il est à remarquer que :

1. La définition intiale des fonctions presque-périodique au sens de Besiocvitch
s’avère très difficile à utiliser compte tenu de son aspect abstrait, en effet,
cette défintion affirme que la fonction f , de classe Lp

loc, est Bp-presque pé-
riodique si à tout ε > 0, on peut faire correspondre un ensemble uniforme
d’une façon satisfaisante des nombres E={τi ; i ∈ Z}}tel que l’on ait :

∀i ∈ Z; Mx{| f (x + τi)− f (x)|p} < εp

et

∀c > 0; MxMi
1
c

� x+c

x
| f (x + τi)− f (x)|pdx < εp

où

Mx{U(x)} = lim sup
T→+∞

1
2T

� +T

−T
U(x)dx

et

Mi{U(x)} = lim sup
n→+∞

1
2n + 1

i=+n

∑
i=−n

U(x)

pour toute fonction U. L’ensemble des nombres réels E est dit uniforme
d’une façon satisfaisante si l’on peut trouver un nombre � > 0 tel que le
rapport entre le nombre maximal ν(�) des termes de E contenus dans un
intervalle de longueur � et le nombre minimal µ(�) soit inferieur à 2 i.e.
ν(�) < µ(�).

2. On relève une analogie formelle entre la construction de l’espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de Besicovitch et l’espace des fonctions de
carré Lebesgue-intégrable.

Proposition 1.14 Tout f ∈ B2(E) admet un développement en série de Fourier-Bohr :

f ∼2 ∑
λ∈R

a( f ; λ)eλ

et si E = H, f satisfait la relation de Parseval suivante :

M{| f |2H} = ∑
λ∈R

|a( f ; λ)|2H.

Encore mieux, le théorème de Riesz-Fisher-Besicovitch suivant montre
que ces espaces réalisent en fait la synthèse harmonique, et jouent donc
bien un rôle analogue à L2(0, T, H) pour les fonctions T-périodiques :
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Théorème 1.1 (Riesz-Fisher-Besicovitch) L’application suivante est un isomorphisme isomé-
trique d’espaces de Hilbert. Φ : B2(H) −→ �2(R, H) défini par :

Φ( f ) := (a( f ; λ))λ∈R.

Pour la démonstration de ce théorème, on renvoie à (Besicovitch, 1954),
Chapitre 2, où Besicovitch traite le cas H = C, mais la même preuve reste
valable pour un espace de Hilbert général.

La section suivante est consacrée à expliciter et décrire une nouvelle
notion de dérivation, introduite préalablement par Blot, dans ses diffé-
rents travaux. En s’inspirant de Vo-Khac, il a défini son propre espace
B1,2 analogue au classique W1,2. Cet espace est fréquemment utilisé dans
l’étude de différents types d’équations différentielles en utilisant un for-
malisme variationnel qui prend également son origine dans les travaux de
Blot et al. (voir par exemple (Blot1, 1991, Ayachi, Blot, 2009)). Ce forma-
lisme variationnel relatif au cas presque-périodique joue un rôle fonda-
mental dans l’étude des solutions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch de ces équations dans le sens qu’il généralise le cas de l’espace de
Sobolev classique et les méthodes variationnelles ordinaires.

1.3.2 Espaces de Sobolev-Besicovitch

Auparavant, on définit l’espace B1,2, inspiré de l’espace classique de
Sobolev W1,2 des problèmes aux limites, comme un espace des fonctions
presque-périodiques de Besicovitch qui admettent une dérivée générali-
sée. Cette dérivée généralisée, utilisée par Vo-Khac (Vo-Khac, 1966) pour
les fonctions moyennisables, est symbolisée par la lettre ∇.

On considère la famille d’opérateurs (τr)r∈R définie sur B2, par
τru(·) := u(· + r). Il est facile de prouver que cette famille constitue un
groupe fortement continu d’opérateurs linéaires continus sur B2, ou plus
brièvement, un C0-groupe d’opérateurs linéaires.

Le générateur infinitésimal de ce groupe sera noté par ∇ et défini selon
Vo-Khac par

∇u := lim
τ→0

1
τ
(u(·+ τ)− u(·)).

L’opérateur ∇ est linéaire non-borné de B2, en outre, il est de graphe fermé
dans B2 × B2.

On dit que u ∈ B2 est M2-dérivable si u appartient au domaine de ∇.
Dans ce cas, la M2-dérivée ou la dérivée généralisée est notée ∇u ∈ B2.

Notons alors par B1,2 l’ensemble de fonctions qui sont M2-dérivables.
Autrement dit, on a

B1,2(H) :=
�

u ∈ B2(H); lim
τ→0

1
τ
(u(·+ τ)− u(·)), existe dans B2(H)

�
.

Lorsqu’on dit que limτ→0
1
τ (u(· + τ) − u) existe dans B2(H), on veut

affirmer, bien entendu, qu’on peut trouver une fonction, qu’on notera

simplement ∇u, dans B2(H) telle que lim
τ→0

(Mt{�
1
τ
(u(· + τ) − u(·)) −

∇u�2})1/2 = 0. L’espace B1,2 ainsi introduit est appelé espace de Sobolev-
Besicovitch.
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Proposition 1.15 Les assertions suivantes sont satisfaites.

1. Muni du produit scalaire (u | v)B1,2 := (u | v)B2 + (∇u | ∇v)B2 , l’espace
B1,2(H) est un espace de Hilbert.(Blot 1, 1991), (Blot, 1994)

2. Soit k un entier naturel tel que 1 ≤ k ≤ ∞. Alors APk(H) est dense dans
B1,2(H).

3. Soit f ∈ B1,2(H) et g ∈ AP1(H). Alors f · g ∈ B1,2(R) et M{∇ f .g} =
−M{ f .g

�
}.

Remarque 1.5 Par itération, on définit d’une façon analogue l’espace Bj,2(H), lorsque j =
2, 3, · · · . Plus particulièrement, on aura besoin plus loin de l’espace B2,2(H) des
fonctions presque-périodiques de Besicovitch u qui admettent une dérivée généra-
lisée première et une dérivée généralisée seconde, qu’on notera respectivement ∇u
et ∇2u.

Les propriétés citées dans la proposition précédente ainsi que
d’autres propriétés se trouvent, avec leurs démonstrations détaillées
dans (Blot 1, 1991) ou (Blot, 1994). Les modifications nécessaires pour
généraliser à un espace de Hilbert ont été indiquées par P. Cieutat dans
sa thèse (cf. (Cieutat, 1996)).

Signalons sans démonstration les propriétés suivantes (cf. Blot

(Blot, 1994)) :

Proposition 1.16 Les propriétés suivantes sont vraies.

1. Si u ∈ B1,2(E) et r ∈ R, alors ∇(τru) ∼2 τr(∇u).

2. Si u ∈ AP1(E), alors u ∈ B1,2(E)et ∇u ∼2 u̇.

3. Si k ∈ N ∪ {+∞}, alors APk(E) est dense dans B1,2(E).

4. Si u ∈ B1,2(E), alors M{∇u} = 0.

5. Si u ∈ B1,2(E), alors ∀λ ∈ R, a(∇u; λ) = iλa(u; λ).

6. Si u ∈ AP0(E) ∩ H1
loc(E) et si u̇ ∈ B2(E), alors u ∈ B1,2(E).

7. Si u ∈ B1,2(E�) et v ∈ AP1(E), alors u ·E�×E v ∈ B1,2(R), et :

∇(u ·E�×E v) = ∇u ·E�×E v + u ·E�×E v̇.

Remarque 1.6 Le point 5. de la proposition indique que pour dériver une fonction de B1,2(E), il
suffit de dériver terme à terme la série de Fourier-Bohr.

On a la propriété essentielle suivante de Blot qui caractérise l’espace
B1,2 en termes des coefficients de Fourier-Bohr :

Proposition 1.17 Soit u ∈ B2(H). On a la caractérisation suivante :

�
u ∈ B1,2(H)

�
⇔
�

∑
λ∈R

�
1 + |λ|2

�
|aλ(u)|

2
H < +∞

�
.

La caractéristation donnée paraît un moyen très efficace et très pratique
pour démontrer l’appartenance d’une fonction donnée à l’espace B1,2, ou
encore la M2-différentiabilité.
On pourrait définir, en partant de cette définition de B1,2, canoniquement
les espaces Bj,2(E) par itération sur j un entier naturel.



1.4. Fonctions presque-périodiques et compactification de Bohr 29

1.4 Fonctions presque-périodiques et compactification

de Bohr

Définition 1.8 Soit G un groupe localement compact. On appelle compactifié de Bohr de G,
le couple (bG, ib) où bG est un groupe abélien compact et ib : G → bG est
un homomorphisme de groupe, tels que pour tout homomorphisme ψ : G → Γ

de G dans un groupe abélien compact Γ, il existe un unique homomorphisme
ψb : bG → Γ tel que ψ = ψb ◦ ib, C’est-à-dire que le digramme suivant est
commutatif :

G
ψ

��

ib

��

Γ

ψb

��

bG

De cette définition, on déduit directement les propriétés suivantes :

Proposition 1.18 1) Le noyau de l’isomorphisme ib est réduit au élément nul i.e ker(ib) = {0}
et l’image de G par ib, ib(G) est dense dans bG.

2) Le compactifié de Bohr est défini d’une manière unique via un isomorphisme
prés.

La compactification de Bohr permet de carctériser autrement les fonc-
tions presque-périodiques. Pour ce faire, on cite le théorème suivant dont
on trouvera une démonstration dans (Pankov, 1990) :

Théorème 1.2 f appartient à AP0(R, E) si et seulement si il existe une fonction f̄ ∈ C0(bR, E)
telle que

f = f̄ ◦ ib =: i∗b ◦ f̄

(i.e f possède une extension continue sur bR).

Remarque 1.7 L’extension f̄ est unique et satisfait

sup
t∈R

| f (t)|E = sup
s∈bR

| f̄ (s)|E.

La compactification de Bohr permet alors d’identifier l’espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de Bohr à l’espace de fonctions conti-
nues sur le compacitfié de Bohr bR via un ismoporphisme isométrique.
En outre, si µ désigne la mesure de Haar normalisée sur bR, on peut voir
l’espace de fonctions presque périodiques au sens de Besicovitch Bp(R, E),
comme l’espace de fonctions p-ième intégrables Lp(bR) par rapport à µ.
Ce qui sous-entend que pour tout 1 < p < +∞, on a

� f �p =





� �

bR

| f̄ (t)|p
E

dµ(t)
�1/p

si 1 ≤ p < +∞

sup ess| f̄ (t)|E si p = +∞
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Remarques 1.6 On en déduit immédiatement, par les propriétés des
espaces Lp, que :

1). Les espaces de Besicovitch Bp(R, E) sont des espaces de Banach pour les
normes � f �p définies précédemment.

2). l’espace AP0(R, E) s’injecte continûment dans Bp(R, E) et on a une in-
clusion dense AP0(R, E) ⊂ Bp(R, E).

3). L’espace particulier B2(R, E) est un espace de Hilbert pour le produit sca-
laire suivant :

(u, v)B2 := M(u, v) =
�

bR

(u(t), v(t))dt

où (., .) est la dualité entre E� et E.

Commentaire :

Une autre construction de l’espace de fonctions presque-périodiques
au sens de Besicovitch est possible à l’aide de la compactification de Bohr.
Plus exactement, on s’est aperçu que l’espace B2(H) peut également être
considéré comme l’espace de fonctions de carrés intégrables sur le com-
pactifié de Bohr par rapport à la mesure de Haar. Autrement dit, on a,
à un ismorphisme prés, B2(R, H) ∼= L2(bR, H, µ) où µ est la mesure de
haar normalisée sur le compactifié de Bohr bR. Pour plus de détails sur
ces notions, on se réfère à (Pankov, 1990, Rudin, 1962, Weil, 1940). De ce
fait, il est tout à fait logique que l’espace de Besicovitch possède des pro-
priétés similaires à celles de l’espace de Lebesgue, comme indiqué dans ce
qui précède.

La notion de la presque-périodicité s’étend aux distributions, ce qui
lui confère une importance encore plus grande. On s’intéresse au pa-
ragraphe suivant aux particularités de telles distributions. On renvoie à
(Schwartz, 1957) et (Schwartz, 1966) pour plus de détails.

1.5 Distributions presque-périodiques

Soit Ω un ouvert non vide de Rn.

Définition 1.9 Soit f une fonction définie sur Ω. On appelle le support de la fonction f , qu’on
notera supp( f ), l’adhérence de l’ensemble des points en lesquels la fonction ne
s’annule pas. Autrement dit,

supp( f ) := {x ∈ X : f (x) �= 0}.

On désigne par D(Ω) l’ensemble des fonctions φ : Ω −→ R indéfini-
ment dérivables à support compact. Il est facile de vérifier que D(Ω) est
un espace vectoriel. Lorsque Ω = Rn, on omet Ω.

Notation : Pour tout α ∈ Nn, α := (α1, · · · , αn), αj ∈ N pour tout
j ∈ N, on utilisera la notation suivante :

Dαφ := φ, si α = (0, · · · , 0)

Dαφ :=
∂|α|φ

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαn
n

, sinon.
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avec |α| := α1 + · · · αn désigne la longueur de α.

Définition 1.10 Soit (φp)p∈N une suite d’éléments de D(Ω) et φ ∈ D(Ω). On dit que (φp)
converge au sens de D(Ω) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un ensemble compact K fixe, indépendant de p, avec K ⊂ Ω tel
que supp(φ) ⊂ Ω, pour tout entier p et supp(φ) ⊂ K.

2. Pour tout multi-indice α ∈ Nn, la suite (Dαφp)p∈N converge uniformé-
ment vers Dαφ, c’est-à-dire que

sup
x∈K

���Dαφp(x)− Dαφ(x)
���→ 0, lorsque p → +∞.

Définition 1.11 On appelle distribution sur Ω toute application linéaire et continue de D(Ω)
dans R, c’est-à-dire une application T : D(Ω) → R est une distribution sur Ω

si elle satisfait les deux conditions suivantes :

1. T est linéaire de D(Ω) dans R.

2. Pour toute suite (φp)p∈N de D(Ω) qui converge vers zéro au sens de
D(Ω), on a T(φp) converge vers zéro dans R (continuité).

On appelle le dual topologique de D, noté par D� l’ensemble des dis-
tributions.

D’une manière analogue, on note par B l’ensemble des fonctions in-
définiment dérivables qui sont bornées et B� son dual qui rassemble les
distributions dites également bornées.

Définition 1.12 Une fonction φ ∈ B est dite presque-périodique si l’ensemble des translatées
de φ défini par {τa(φ) = φ(· + a); a ∈ R} est relativement compact dans B.
Ceci est équivalent à dire que φ et toutes ses dérivées sont des fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr.

On note Bpp l’ensemble de ces fonctions. Bpp est un sous-espace vec-
toriel fermé de B.

Définition 1.13 Soit T ∈ B�. On dit que T est une distribution presque-périodique si l’ensemble
de ses translatées τa(T) est relativement compact dans B�. On rappelle que τa(T)
est défini pour une fonction test u par τa(T) : u �→ Tu(·+ a).
En d’autres termes, une distribution T est presque-périodique dans B� si la fonc-
tion a �→ τa(T) est presque-périodique au sens de Bohr de R à valeurs dans
D�.

Ceci permet de remarquer que l’espace B�
pp des distributions presque-

périodiques est un sous-espace vectoriel fermé de B�.
La dérivée d’une fonction f ∈ AP0(R, R) ∩ C1(R, R) n’est pas forcé-

ment une fonction presque-périodique. Cependant, cette dérivée répre-
sente une distribution presque-périodique. Mieux encore, on a le resultat
suivant dont on trouvera une démonstration dans (Schwartz, 1957), Cha-
pitre VI, paragraphe 9 :

Théorème 1.3 Soit T une distribution de D�. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1). T ∈ B�
pp.

2). T est une somme finie de dérivées de fonctions presque-périodiques au sens
usuel de Bohr.
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Propriétés 1.1 1). L’opérateur de la moyenne M : AP0(R, R) → R se prolonge d’une
manière unique et continûment à l’espace B�

pp.

2). Toute distribution presque-périodique est développable en série de Fourier-
Bohr dont les coefficients de Fourier sont définies, comme pour les fonctions
pp, par

a(T, λ) := M{e−iλtT}.

3). Le module de fréquence, à savoir l’ensemble {λ ∈ R; a(T, λ) �= 0} est au
plus dénombrable.

4). (Unicité) L’unique distribution T dont tous les coefficients de Fourier-Bohr
sont nuls est la distribution nulle.

5). Si T ∈ B�
pp, alors M(DT) = 0 ou D est la dérivée au sens de distibutions.

6). Pour tout T ∈ B�
pp et φ ∈ AP∞(R, R), on a le resultat important suivant :

M{φ.DT} = −M{Dφ.T}.
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2Bosses et Oscillations
presque-périodiques

Dans ce chapitre, on considère un espace de Hilbert H et une fonc-
tion V : H × R → R différentiable par rapport à sa variable vecto-

rielle et presque-périodique par rapport à sa variable réelle. On se propose
alors d’étudier le problème d’existence de solutions presque-périodiques
de l’équation différentielle de second ordre suivante :

u��(t) + D1V(u(t), t) = 0,

où D1V désigne la différentielle partielle de V par rapport à la première
variable vectorielle de la fonction V.

Sous certaines hypothèses, on établira l’existence d’une solution
presque-périodique au sens de Besicovitch de ce problème lorsque le
graphe du potentiel V(·, t) peut être vu comme “des douves" qui en-
tourent “une montagne".

Pour ce faire, on utilisera un formalisme variationnel sur un espace
de fonctions presque-périodiques de Besicovitch par l’intermédiaire de la
fonctionnelle

J(u) := lim
T→∞

1
2T

� T

−T

�1
2
�∇u(t)�2 − V(u(t), t)

�
dt,

où ∇u est la dérivée généralisée de u (cf. Chapitre 1.).
En premier lieu, on explicitera les éléments nécessaires dans la section

2.1 de ce chapitre. Ensuite, on présentera les hypothèses utiles (cf. sec-
tion 2.2) au résultat principal dans la section 2.3. Des lemmes seront à la
base de la démonstration de ce résultat. On les prouvera dans la section
6.1. Finalement, on démontrera le théorème d’existence 2.5 à l’aide de ces
lemmes.
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Le pragraphe suivant a pour objectif d’expliciter quelques notations
qui seront, pour l’instant, exclusivement utilisées dans ce chapitre.

2.1 Notations

Dans ce court paragraphe, on introduit les notations realtives à ce cha-
pitre.
Lorsque E est un sous-ensemble non vide de l’espace H, on adoptera,
dans tout ce chapitre, les notations suivantes :

1. AP0(E) := {u ∈ AP0(H) : u(R) ⊂ E}, c’est-à-dire que AP0(E) est le
sous-espace des fonctions presque-périodiques au sens de Bohr qui
prennent leurs valeurs dans E.

2. APk(E) := APk(H) ∩ AP0(E). Autrement dit, les fonctions presque-
périodiques de Bohr à valeurs dans E qui sont k-fois continûment
différentiables et dont les k-dérivées sont également Bohr-presque-
périodiques constituent l’espace APk(E).

3. B2(E) désigne le fermeture de AP0(E) dans B2(H), i.e

B2(E) := AP0(E)
B2(H)

.

4. B1,2(E) est la fermeture de AP1(E) dans B1,2(H), i.e

B1,2(E) := AP1(E)
B1,2(H)

.

2.2 Présentation du problème

2.2.1 Introduction

On s’intéresse à l’étude d’un type particulier d’équations différentielles
définies sur un espace de Hilbert H. Il s’agit, principalement, d’établir
l’existence de solutions presque-périodiques de Besicovitch de l’équation
différentielle suivante

u��(t) + D1V(u(t), t) = 0 (2.1)

lorsque le potentiel V(·, t) admet une bosse entourée d’une cavité.
Ici, V : H × R → R est une fonction qui est différentiable par rapport à
sa première variable vectorielle et est presque-périodique par rapport à sa
deuxième variable réelle. La notation D1V désigne la différentielle de V
par rapport à sa première variable vectorielle.

Cette équation est une généralisation à la dimension infinie de l’équa-
tion du pendule.

Les éléments nécessaires pour la compréhension de ce chapitre étant
explicités, notre approche pour étudier l’équation 2.1 se base sur des mé-
thodes variationnelles relatives au cas presque-périodiques appliquées sur
l’espace de Hilbert de fonctions presque-périodiques de Besicovitch.

Remarque 2.1 Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre sont des résultats originiaux
initialement publiés dans l’article (Blot, Lassoued, 2011).
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On rappelle, ci-dessous, la définition d’une solution presque-
périodique de Besicovitch dite solution presque-périodique faible.

2.2.2 Définition

Une solution presque-périodique faible (ou de Besicovitch) de 2.1 est
une fonction u : R → H qui est presque-périodique au sens de Besicovitch
(Blot, 1994) et qui possède une dérivée généralisée première et une dérivée
généralisée seconde. De plus, l’égalité dans 2.1 signifie que la différence
entre les deux membres est de moyenne quadratique nulle.

2.2.3 Hypothèses

On rappelle, ici, les définitions suivantes :

Remarques 2.1 1. Une partie A ⊂ H est dite convexe si pour tout scalaire λ de (0, 1) et tous
vecteurs a, b de A, l’élement λa + (1 − λ)b reste également dans A.

2. Une fonction h est dite concave sur la partie convexe A si pour tout réel
λ ∈ (0, 1) et tous vecteurs x, y ∈ A, on a h(λx + (1 − λ)y) ≥ λh(x) +
(1 − λ)h(y).

3. On assimilera le dual topologique de l’espace de Hilbert H∗ := L(H, R),
à savoir l’ensemble de formes linéaires continues définies sur H, à l’espace
H lui-même, i.e. H∗ ∼= H.

L’objectif est alors de prouver l’existence de solutions presque-
périodiques sur l’espace de Hilbert H de l’équation différentielle de
second-ordre suivante

u��(t) + D1V(u(t), t) = 0.

On aura besoin, dans la suite, de quelques hypothèses qui portent es-
sentiellement sur l’espace H mais aussi sur le potentiel, ou la fonction,
V.

En premier lieu, on suppose que l’on peut trouver un sous-ensemble,
qu’on notera S, de H tel que

S est non vide convexe, fermé, et borné. (2.2)

Comme l’opérateur de Nemytskii sera utilisé, on aura aussi besoin de
l’hypothèse suivante qui porte, bien évidemment, sur la fonction V

V ∈ APU(H × R, R) (2.3)

Ce qui signifie que V est supposée presque-périodique en t ∈ R uniformé-
ment par rapport au paramètre x ∈ H dans le sens de Yoshizawa. On peut
se référer par exemple à (Blot, Cieutat, N’Guérékata, Pennequin, 2009,
page 45).

Pour tout (x, t) ∈ H × R, D1V(x, t) existe, et D1V ∈ APU(H × R, H
∗).
(2.4)

Pour tout t ∈ R, V(·, t) est concave sur S. (2.5)



2.3. Théorème d’existence 41

L’ensemble non vide S étant borné, on posera R0 := sup
x∈S

�x�, qui est,

bien sûr, un réel strictement positif. On suppose, alors, vraie l’hypothèse
suivante :

Il existe R ∈ (R0, ∞) tel que ∀t ∈ R,

∀x ∈ S, ∀y ∈ B(0, R) \ S, V(x, t) ≥ V(y, t)



 (2.6)

Cette dernière hypothèse se traduit géometriquement de la manière
suivante : Le graphe du potentiel V(·, t) peut être vu comme une mon-
tagne sur S et la partie de ce graphe sur la boule ouverte B(0, R) en déhors
de S peut être regardée comme les douves qui entourent cette montagne.

Cette hypothèse permet d’éviter une condition de coercivité sur la
fonctionnelle dont on cherchera les points critiques.

L’approche utilisée est fondée sur l’utilisation des méthodes variation-
nelles sur l’espace de fonctions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch par l’intermédiaire de la fonctionnelle J définie par

J(u) := lim
T→∞

1
2T

� T

−T

�1
2
�∇u(t)�2 − V(u(t), t)

�
dt (2.7)

= Mt

�1
2
�∇u(t)�2 − V(u(t), t)

�

Avant d’exposer le théorème principal, on aura besoin de supposer les
trois conditions suivantes :

Il existe c > 0 tel que ∀x, y ∈ H, ∀t ∈ R, |V(x, t)− V(y, t)| ≤ c.�x − y�.
(2.8)

Il existe c1 > 0 tel que ∀x, y ∈ H, ∀t ∈ R,

�D1V(x, t)− D1V(y, t)� ≤ c1.�x − y�.



 (2.9)

V est bornée sur S × R. (2.10)

Partant du principe variationnel, l’idée consiste à minimiser la fonc-
tionnelle J sur un sous-espace de fonctions à valeurs dans S. Grâce aux
“ douves " se trouvant autour de S, on vise à prouver que ce minimum
obtenu est aussi un point critique de J sur l’espace de toutes les fonc-
tions prenant leurs valeurs dans un ouvert contenant S, ce qui évitera la
présence de multiplicateurs dans l’équation d’Euler-Lagrange. Une fois ce
minimum determiné, on déduira qu’il s’agit , en réalité, d’une solution
presque-périodique de Besicovitch.

Les hypothèses necessaires étant introduites, on est en mesure d’expo-
ser le résultat principal de ce chapitre. C’est, en effet, un résultat d’exis-
tence d’une solution presque-périodique de Besicovitch du problème en
question.

2.3 Théorème d’existence

Maintenant, on énonce le résultat principal de ce chapitre.
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Théorème 2.1 Sous les hypothèses (2.2-2.6) et (3.1-2.10), l’équation (2.1) admet une solution
presque-périodique de Besicovitch, i.e. il existe u∗ ∈ B1,2(S) satisfaisant
∇2u∗(t) + D1V(u∗(t), t) = 0 (avec égalité dans B2(H)).

Puisque V dépend de t, on n’est pas assuré de l’existence d’une solu-
tion triviale constante.

Sachant que toute fonction concave de classe C1 est faiblement semi-
continue supérieurement, lorsqu’on se place dans le cas où les hypothèses
(2.5-2.6) et (2.10) sont bien réalisées pour n’importe quel réel t, on ob-
tient l’existence d’un certain vecteur de S qu’on notera x∗(t). Ce vec-
teur vérifie bien l’inégalité V(x∗(t), t) ≥ V(y, t) pour tout vecteur y de
la boule ouverte B(0, R). Il s’ensuit immédiatement que D1V(x∗(t), t) = 0.
Mais, puisque la fonction t �→ x∗(t) n’est pas obligée d’être constante,
on constate directement qu’on n’a pas forcément l’existence d’un vecteur
constant x de l’ensemble S qui soit une solution de l’équation de départ
(2.1).

P. Cieutat a établi dans le Théorème 1.1 de son papier (Cieutat, 2003)
un résultat d’existence d’une solution presque-périodique au sens de Bohr
d’une équation différentielle de second ordre sur un sous-ensemble com-
pact d’un espace de dimension finie. Ici, on n’a pas cette compacité car la
dimension de H est infinie.

Pour démontrer le théorème 2.1, on établit dans un premier temps des
lemmes qui seront utiles à cette démonstration. Ils donnent principale-
ment des résutats liés à la fonctionnelle J ainsi qu’à l’espace B1,2, le cadre
du résultat.

2.4 Lemmes

Dans la suite, on suppose que les hypothèses (2.2-2.6) et (3.1-2.10),
introduites dans ce qui précède, sont toutes bien vérifiées.

Lemme 2.1 Les assertions suivantes sont vraies.
1. J ∈ C1(B1,2(H), R) et DJ(u).h = (∇u | ∇h)B2 − (D1V(u(·), ·) | h)B2

pour toutes fonctions u, h ∈ B1,2(H).
2. B1,2(S) est un ensemble convexe, en outre il est fermé dans B1,2(H).

La fonctionnelle J est convexe sur B1,2(S).
3. La fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement sur B1,2(S).

Preuve.
1. Montrons que la fonction J est continûment différentiable sur

B1,2(H).

Puisque V ∈ APU(H × R, R) (2.3) et que D1V ∈ APU(H × R, H∗)
(2.4), la fonction t �→ V(u(t), t) appartient à AP0(R) et la fonction
t �→ D1V(u(t), t) appartient à AP0(H) lorsque u ∈ AP0(H), (cf. Chapitre
1). On peut aussi consulter (Blot, Cieutat, N’Guérékata, Pennequin, 2009)
(Lemma 3.4).

Soit u un élément de B2(H). L’espace B2(H) étant défini comme la
fermeture de l’espace AP0(H) pour la norme � · �B2 (cf. Notations), il
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existe une suite (um)m à valeurs dans AP0(H) telle que lim
m→∞

�u− um�B2 =

0.
Compte tenu de l’inégalité (3.1), on a, pour tout t ∈ R,

|V(u(t), t)− V(um(t), t)| ≤ c.�u(t)− um(t)�.

Ce qui entraîne par croissance de l’intégrale et de la limite supérieure,
que

lim sup
T→∞

1
2T

� T

−T
|V(u(t), t)− V(um(t), t)|2dt ≤ c2.�u − um�2

B2 .

Par passage à la limite lorsque m → ∞, on obtient, en vertu de deux
inégalités précédentes, que lim

m→∞
Mt{|V(u(t), t)− V(um(t), t)|2} = 0. Ceci

implique que la fonction t �→ V(u(t), t) ∈ B2(R). En effet, comme les
fonctions t �→ V(um(t), t) appartiennent à AP0(R) (d’après ce qui précède
et le fait que um ∈ AP0(H)), on a forcément t �→ V(u(t), t) ∈ B2(R)
puisque B2(R) est l’adhérence de AP0(R) pour �.�B2 .

Il en résulte que l’opérateur de Nemytskii

NV : B2(H) → B2(R)

u �→ NV(u)(t) := V(u(t), t), (2.11)

est bien défini.
De plus, les calculs précédents montrent que cet opérateur NF satisfait

l’inégalité suivante pour tous u, v ∈ B2(H).

�NV(u)−NV(v)�B2 ≤ c.�u − v�B2 . (2.12)

En raisonnant d’une manière analogue, on prouve que l’opérateur de
Nemytskii construit sur D1V

ND1V : B2(H) → B2(H)

u �→ ND1V(u)(t) := D1V(u(t), t) (2.13)

est également bien défini et il remplit l’inégalité suivante

�ND1V(u)−ND1V(v)�B2 ≤ c1.�u − v�B2 . (2.14)

pour tous u, v ∈ B2(H).

A ce stade, on peut définir la fonctionnelle Ψ suivante

Ψ : B2(H) → R

u �→ Ψ(u) := Mt{V(u(t), t)}. (2.15)

En utilisant l’inégalité (2.12), on obtient, pour toutes fonctions u, v ∈
B2(H), compte tenu du fait que la moyenne M : (B2(R), �.�B2) → (R, | · |)
est un opérateur 1-lipschitzien que

|Ψ(u)− Ψ(v)| ≤ Mt{|V(u(t), t)− V(v(t), t)|}

≤ �NV(u)−NV(v)�B2

≤ c.�u − v�B2 ,
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ce qui prouve que Ψ est une fonction c-lipschitzienne et par conséquent
qu’elle est continue.

D’autre part, en utilisant l’inégalité de la moyenne appliquée sur la
fonction à variable vectorielle x �→ V(·, t) et dont on trouvera une version
dans (Lang, 1993) (Corollary 4.4, p. 342), et en tenant compte de l’inégalité
(2.14), on obtient, pour u, h ∈ B2(H) que

|V(u(t) + h(t), t)− V(u(t), t)− D1V(u(t), t).h(t)|

≤ sup
z∈[u(t),u(t)+h(t)]

�D1V(z, t)− D1V(u(t), t)�.�h(t)�

≤ c1.
�

sup
z∈[u(t),u(t)+h(t)]

�z − u(t)�
�

.�h(t)� ≤ c1.�h(t)�2.

En prenant la moyenne par rapport à t, ces dernières inéquations donnent,
par linéarité et lipschitzianité de l’opérateur de moyenne, que

|Ψ(u + h)− Ψ(u)− ND1V(u).h|

≤ Mt{|V(u(t) + h(t), t)− V(u(t), t)− D1V(u(t), t).h(t)|}

≤ c1.Mt{�h(t)�2} = c1.�h�B2 .

Ainsi, en faisant tendre h vers zéro, on déduit que la fonction ψ est Fréchet-
différentiable en u et que sa différentielle est donnée, pour tous u, h ∈
B2(H), par

DΨ(u).h = Mt{D1V(u(t), t).h(t)}. (2.16)

On pose, maintenant, u, v deux fonctions de B2(H) et h une autre fonction
de B2(H) telle que �h�B2 ≤ 1.

Comme la valeur moyenne M est 1-lipschitzienne, on a

|(DΨ(u)− DΨ(v)).h| ≤ Mt{|(D1V(u(t), t)− D1V(v(t), t)).h(t)|}.

Mais, par définition de la norme d’un opérateur et la croissance de la
moyenne, on déduit que

Mt{|(D1V(u(t), t)− D1V(v(t), t)).h(t)|}

≤ Mt{�(D1V(u(t), t)− D1V(v(t), t))�.�h(t)�}
D’autre part, en vertu de la condition 2.3, on peut écrire que

Mt{�(D1V(u(t), t)−D1V(v(t), t))�.�h(t)�} ≤ Mt{c1.�u(t)− v(t)�.�h(t)�}

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski (Besicovitch, 1932,
page 69) (cf. Chapitre 1), on a

�(uv).h�B1 := Mt{�u(t)− v(t)�.�h(t)�} ≤ �u − v�B2 .�h�B2 .

Par conséquent, par les inégalités précédentes, on obtient que

|(DΨ(u)− DΨ(v)).h| ≤ c1.�u − v�B2 .�h�B2 .

Ceci étant vrai pour toute fonction h ∈ B2(H) telle que �h�B2 ≤ 1, il s’en
suit que �Dψ(u) − DΨ(v)�L ≤ c1.�u − v�B2 , où �.�L désigne la norme
d’un opérateur linéaire.
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On rappelle que la norme d’un opérateur linéaire A : (X, �.�X) →
(Y, �.�Y), défini entre deux espaces vectoriels normés, est donnée par

�A�L := sup
x∈X;�h�X≤1

�Ax�Y

�x�X
.

D’après l’inégalité précédente, la fonction u �→ DΨ(u) est c1-
lipschitzienne de (B2(H), �.�B2) dans (L(B2(H), R), �.�L), et donc forcé-
ment continue.

Il est résulte que Ψ est une fonction continûment différentiable sur
B2(H), i.e. de classe C1(B2(H), R).

On note l’injection canonique de B2(H) dans B1,2(H) par

in : B1,2(H) → B2(H)

u �→ in(u) := u.

Il est évident que l’application in est linéaire et que pour tout u ∈
B1,2(H), �in(u)�B2 ≤ �u�B1,2 .

Elle est donc une application linéaire continue et par suite de classe C1

sur B1,2(H), cf. (Cartan, 1967, Proposition 2.4.2 p.33).

Étant un produit scalaire et en vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, (· | ·)B2 est clairement un application bilinéaire continue. Elle
est donc de classe C1, cf. (Cartan, 1967, Théorème 2.4.3 p.33).

On définit la fonction d sur B2(H) et à valeurs dans B2(H)× B2(H),
par d(u) := (u, u). On constate immédiatement que cette fonction est li-
néaire continue.

L’opérateur de différentiation ∇ : B1,2 → B2(H), introduit précédem-
ment, est clairement linéaire et continu puisqu’il vérfie que �∇u�B2 ≤
�u�B1,2(H). Il est alors de classe C1.

Écrivant que

J =
1
2
(· | ·)B2 ◦ d ◦ ∇− Ψ ◦ in, (2.17)

on déduit du raisonnement précédent que la fonctionnelle J est de classe
C1 comme étant la différence de composées de fonctions de classe C1.

De plus, appliquant la formule de différentiation d’une composée de
fonctions différentiables sur 2.17 et connaissant la formule de la différen-
tielle d’une application linéaire continue ainsi que celle de la différentielle
d’une application bilinéaire continue on obtient que, pour toutes fonctions
u et h de B2(H) on a

DJ(u).h = (u | h)B2 −Mt{D1V(u(t), t).h(t)}. (2.18)

Ainsi est démontrée la première assertion du lemme.

2. • Montrons, tout d’abord, que l’ensemble B1,2(S) est convexe.
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Cela revient à prouver que pour tous u, v ∈ B1,2(S) et λ ∈ (0, 1), l’élé-
ment (1 − λ)u + λv reste dans B1,2(S).

Soit u, v ∈ B1,2(S) et λ ∈ (0, 1).
Par définition de B1,2(S) (cf. Notations), il existe deux suites (um)m∈N

et (vm)m∈N à valeurs dans AP1(S) telles que lim
m→∞

�u − um�B1,2 = 0 et

lim
m→∞

�v − vm�B1,2 = 0.

Puisque toutes les fonctions um et vm sont à valeurs dans S (i.e.
um(R) ⊂ S et vm(R) ⊂ S) et que S est, par hypothèse, un ensemble
convexe, on a, pour tout réel t et tout entier m, (1 − λ)um(t) + λvm(t) ∈ S,
ce qui entraîne que la suite de fonctions ((1 − λ)um + λvm)m est à valeurs
dans AP1(S).

En outre, on voit que

�(1 − λ)u + λv − ((1 − λ)um + λvm)�B1,2

= �(1 − λ)(u − um) + λ(v − vm)�B1,2

≤ (1 − λ)�u − um�B1,2 + λ�v − vm�B1,2 .

Alors, compte tenu de ce qui précède, par passage à la limite lorsque
m tends vers l’infini, il résulte que

lim
m→∞

�(1 − λ)u + λv − ((1 − λ)um + λvm)�B1,2 = 0.

Autrement dit, la suite ((1 − λ)um + λvm)m converge dans B1,2(S) vers
(1 − λ)u + λv. Du fait que B1,2(S) est exactement l’adhérence de AP1(S)
pour �.�B1,2 , il découle que (1 − λ)u + λv ∈ B1,2(S).

Ainsi a-t-on
B1,2(S) est convexe. (2.19)

Par ailleurs, B1,2(S) est fermé dans B1,2(H) puisqu’il est défini comme
la fermeture de AP1(S) dans B1,2(H) (cf. Notations).

• Montrons, à présent, que la fonctionnelle J est convexe sur B1,2(S).
Pour ce faire, on découpe la fonctionnelle J en deux parties. On définit

J1 et J2 sur B1,2(S) comme suit

J1 :=
1
2
�.�B2 ◦ ∇ et J2 := −Ψ ◦ in

de sorte que J = J1 + J2.
Prouvons, dans un premier lieu, que la fonction J2 est convexe sur

B1,2(S).
Puisque in est linéaire sur B1,2(H) et que l’opposé d’une fonction

convexe est concave, il suffit de vérifier que la fonction Ψ est concave.
Soit alors u, v ∈ B1,2(S) et λ ∈ (0, 1). On veut prouver que

Ψ((1 − λ)u + λv) ≥ (1 − λ)Ψ(u) + λΨ(v).
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La définition de B1,2(S) assure l’existence de deux suites (um)m∈N

et (vm)m∈N à valeurs dans AP1(S) telles que lim
m→∞

�u − um�B1,2 = 0 et

lim
m→∞

�v − vm�B1,2 = 0.

Puisque l’espace B1,2 s’injecte continûment dans B2, on en déduit que
lim

m→∞
�u − um�B2 = 0 ainsi que lim

m→∞
�v − vm�B2 = 0.

Le potentiel V(·, t) étant supposé concave sur S, d’après (2.5), on a,
pour tout réel t,

V((1 − λ)um(t) + λvm(t)) ≥ (1 − λ)V(um(t), t) + λV(vm(t), t).

Autrement dit, en termes d’opérateur de Nemytskii,

NV((1 − λ)um + λvm) ≥ (1 − λ)NV(um) + λNV(vm).

En faisant tendre m vers l’infini, par continuité de NV , résultat déjà
établi dans 1., il découle de cette inégalité que

NV((1 − λ)u + λv) ≥ (1 − λ)NV(u) + λNV(v).

Donc, par croissance et linéarité de la moyenne, on aboutit à Ψ((1 −
λ)u + λv) ≥ (1 − λ)Ψ(u) + λΨ(v). ce qui traduit la concavité de Ψ sur
B1,2(S).

Par conséquent, la fonction J2 = −Ψ ◦ in est convexe sur B1,2(S).

• Montrons maintenant que la fonction J1 est également convexe.
Étant une norme, il est clair que 1

2�.�B2 est convexe sur B2(H). De
même, compte tenu de la linéarité de ∇, J1 est convexe sur B1,2(S) comme
composée d’une fonctionnelle convexe et d’un opérateur linéaire.

• On conclut que la fonction J est convexe sur B1,2(S) comme une
somme de deux fonctions convexes, ce qui achève la preuve de la
deuxième assertion du lemme.

3. Montrons que la fonctionnelle J est faiblement semi-continue infé-
rieurement.

Comme la fonctionnelle J : B2(H) → R est convexe, il résulte de (i.),
que tous ses ensembles de niveau sont convexes. Puisque la fermeture
pour la topologie forte et la fermeture pour la topologie faible concident
pour les ensembles de niveaux (cf. (EKeland, Temam, 1972), Corollaire 1.4
et ses commentaires p. 5-6) et que l’image reciproque J−1((−∞, α]) est fer-
mée pour la topologie forte par continuité (et donc semi-continuité forte)
de J, on en déduit que J−1((−∞, α]) est aussi faiblement fermée et d’où
la semi-continuité faible de J. Ainsi, J est faiblement semi-continue sur
B2(H) par (iii.)

Remarque 2.2 (EKeland, Temam, 1972) On a utilisé les résultats élémentaires suivants
d’analyse fonctionnelle dans la démonstration de la dernière assertion du
lemme précédent.
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i. Soit f une fonction convexe de domaine M.
Alors l’ensemble de niveau α ∈ R de f est défini par

[ f ≤ α] := {x ∈ M; f (x) ≤ α}.

Pour tout réel α, [ f ≤ α] est un ensemble convexe.

ii. Soit K un ensemble convexe. Alors K est fermé pour la topologie forte si et
seulement si K est fermé pour la topologie faible.

iii. Toute fonction convexe f : M → (−∞, ∞] est fortement semi-continue
inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-continue inférieu-
rement.

iv. Soit F : X → R où X est un espace topologique quelconque. la fonctionnelle
F est semi-continue inférieurement si et seulement si l’image réciproque de
tout ensemble (−∞, r] est un fermé de X.

Le lemme suivant montre qu’on peut minimiser J sur l’ensemble
B1,2(S). Autrement dit, l’infimum de la fonctionnelle J sur B1,2 est atteint.

Lemme 2.2 Il existe une fonction u∗ ∈ B1,2(S) telle que

J(u∗) = inf J(B1,2(S)).

Preuve.
Par l’hypothèse (2.10), la fonction V est bornée sur S × R. Alors

γ := sup V(S × R)

est un nombre réel fini bien défini.
Puisque toute fonction u de AP1(S) est dans B1,2(S) et qu’en particu-

lier, ∇u = u�, on déduit pour toute fonction u ∈ AP1(S)

J(u) = Mt

�1
2
�∇u(t)�2 − V(u(t), t)

�

=
1
2
�∇u(t)�2

B2 −Mt

�
V(u(t), t)

�

≥ 1
2
�u�(t)�2

B2 − γ

Ce qui donne que pour tout u ∈ AP1(S), J(u) ≥ −γ > −∞. Par consé-
quent, la fonctionelle J est bornée inférieurement sur AP1(S). Par conti-
nuité de J sur B1,2(H) et par densité de AP1(S) dans B1,2(S), on obtient
J(u) ≥ −γ pour tout u ∈ B1,2(S), ainsi que inf J(B1,2(S)) = inf J(AP1(S)).

Soit (uk)k une suite minimisante de J sur AP1(S) telle que

J(uk) ≤ inf J(B1,2(S)) +
1
k

, pour tout k ∈ N∗.

Autrement dit, pour tout k ∈ N∗, on a

1
2
�u�(t)�2

B2 −Mt

�
V(u(t), t)

�
≤ inf J(B1,2(S)) +

1
k

.
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Il s’en suit que

1
2
�u�

k�2
B2 ≤ Mt{V(uk(t), t)}+ inf J(B1,2(S)) +

1
k
≤ γ + inf J(B1,2(S)) + 1.

La suite (u�
k)k est alors bornée dans B2(H).

En outre, puisque uk(R) ⊂ S ⊂ B(0, R), on a pour tout réel t, �uk(t)� ≤ R
et donc �uk�B2 ≤ R pour tout k ∈ N∗. La suite (uk)k est par conséquent
bornée dans B1,2(H).

L’espace B1,2(H) étant un espace de Hilbert, on peut extraire une sous-
suite (uqk)k de (uk)k qui converge faiblement vers un certain u∗ ∈ B1,2(H).
Étant prouvé au lemme 2.1 que B1,2(S) est fermé convexe, on a forcément
u∗ ∈ B1,2(S).

Comme J est semi-continue inférieurement (cf. Lemme 2.1) et que
(uqk)k est une suite minimisante, on déduit que J(u∗) = inf J(B1,2(S)),
ce qui achève la démonstration du lemme.

Le paragraphe suivant introduit un lemme technique qui traite le pro-
duit de convolution en moyenne de deux fonctions presque-périodiques
de Bohr.

Lemme 2.3 Soit a, b ∈ AP0(R). On pose µ(t) := Ms{a(s)b(s + t)} pour tout t ∈ R.
Alors, les assertions suivantes sont satisfaites.

(i) µ ∈ AP0(R), M{µ} = M{a}.M{b} et µ(t) = Ms{a(s − t)b(s)}
pour tout t ∈ R.

(ii) On suppose, en outre, que a ∈ AP1(R). Alors, µ ∈ AP1(R) et µ�(t) =
Ms{a�(s − t)b(s)} pour tout t ∈ R.

(iii) Si l’on suppose, de plus, que a ∈ AP1(R) et que b est localement absolu-
ment continue sur R, on a µ�(t) = −Ms{a(s − t)b�(s)} pour tout t ∈ R.

Preuve.
Il est à remarquer que pour tout réel t la fonction s �→ a(s)b(s + t) est

presque-périodique au sens de Bohr comme étant le produit de deux fonc-
tions presque-périodiques de Bohr. Elle admet alors une valeur moyenne.
La fonction µ est par conséquent bien définie. D’autre part, si a ou b est la
fonction nulle alors µ devient également identiquement nulle et dans ce
cas, toutes les assertions seront triviales.

Pour cela, on suppose, dans le reste de la preuve, que a �= 0 et b �= 0.

(i) Comme b ∈ AP0(R), b est uniformément continue (cf. Proposition
1, Chapitre 1)(dont on trouvera une démonstration, par exemple, dans
(Bohr, 1933, Theorem II p. 35)). Alors, par définition,

∀ε > 0, ∃δε > 0, ∀r, r1 ∈ R, |r − r1| ≤ δε =⇒ |b(r)− b(r1)| ≤
ε

�a�∞

.

Lorsque t, t1 ∈ R vérifient |t − t1| ≤ δε, on a |(t + s) − (t1 + s)| ≤ δε

d’où

|µ(t)− µ(t1)| ≤ Ms{|a(s)|.|b(t + s)− b(t1 + s)|} ≤ ε

�a�∞

Ms{|a(s)|} ≤ ε,
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ce qui prouve que µ est continue sur R.

Par ailleurs, puisque b ∈ AP0(R), on a par définition

∀ε > 0, ∃�ε > 0, ∀α ∈ R, ∃τ ∈ [α, α + �ε], ∀t ∈ R, |b(t + τ)− b(t)| ≤ ε

�a�∞

ce qui donne

|µ(t + τ)− µ(t)| ≤ Ms{|a(s)|.|b(t + τ + s)− b(t + s)|}

≤ Ms{|a(s)|}.
ε

�a�∞

≤ ε,

et la presque-periodicité de µ en découle.

Étant donnés S > 0 et T > 0, on définit pour tout t ∈ R,

φS(t) :=
1

2S

� S

−S
a(s)b(s + t)ds, dS,T :=

1
2T

1
2S

� T

−T
(
� S

−S
a(s)b(s + t)ds)dt.

(2.20)
On note que dS,T = 1

2T

� T
−T φS(t)dt.

En utilisant un résultat de (Bohr, 1933) p. 43 (un résultat qui permet
une certaine uniformité par rapport à t) on a

∀ε > 0, ∃S1
ε > 0, ∀S ≥ S1

ε , ∀t ∈ R, |φS(t)− µ(t)| ≤ ε

4
, (2.21)

Ce qui entraîne que pour tout T > 0, en passant à la moyenne

|dS,T − 1
2T

� T

−T
µ(t)dt| ≤ sup

t∈[−T,T]
|φS(t)− µ(t)| ≤ ε

4
.

De plus, par définition de la valeur moyenne, on a

∀ε > 0, ∃T1
ε > 0, ∀T ≥ T1

ε , |
1

2T

� T

−T
µ(t)dt −M{µ}| ≤ ε

4
.

En vertu de l’inégalité triangulaire et des deux inégalités précédentes,
on obtient que

∀ε > 0, ∃S1
ε > 0, ∃T1

ε > 0, ∀S ≥ S1
ε , ∀T ≥ T1

ε , |dS,T −M{µ}| ≤ ε

2
. (2.22)

À l’aide du même résultat de (Bohr, 1933) p. 43, on a

∀ε > 0, ∃T2
ε > 0, ∀T ≥ T2

ε , |
1

2T

� T

−T
b(t + s)dt −M{b}| ≤ ε

4�a�∞

, (2.23)

ce qui implique que dès que T ≥ T2
ε , on a pour tout S > 0,

|
1

2S

� S

−S
(

1
2T

� T

−T
a(s)b(t + s)dt)ds −M{b}.

1
2S

� S

−S
a(s)ds| ≤ ε

4
,

et donc, appliquant le théorème de Fubini,

|dS,T −M{b}.
1

2S

� S

−S
a(s)ds| ≤ ε

4
.
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En outre, la définition de la valeur moyenne donne que

∀ε > 0, ∃S2
ε > 0, ∀S ≥ S2

ε , |
1

2S

� S

−S
a(s)ds −M{a}| ≤ ε

4.�b�∞

.

En multipliant les deux membres de la dernière inégalité par |M{b}|
et grâce à l’inégalité |M{b}| ≤ �b�∞, il en résulte que

∀ε > 0, ∃S2
ε > 0, ∀S ≥ S2

ε , |
1

2S

� S

−S
a(s)ds.M{b}−M{a}.M{b}| ≤ ε

4
.

On en déduit, en utilisant l’inégalité triangulaire, que

∀ε > 0, ∃S2
ε > 0, ∃T2

ε > 0, ∀S ≥ S2
ε , ∀T ≥ T2

ε , |dS,T −M{a}.M{b}| ≤ ε

2
.

(2.24)
Pour tout ε > 0, en posant Tε := max{T1

ε , T2
ε } > 0, Sε := max{S1

ε , S2
ε} >

0, d’après (2.22) et (2.24) on a

|M{µ}−M{a}.M{b}| ≤ |M{µ}− dSε,Tε
|+ |dSε,Tε

−M{a}.M{b}| ≤ ε.

Le réel ε > 0 étant arbirairement choisi, on conclut que

M{µ} = M{a}.M{b}.

Par ailleurs la valeur moyenne étant invariante par translations, il est
clair que µ(t) = Ms{a(s − t).b(s + t − t)} = Ms{a(s − t).b(s)}, ce qui
achève la démonstration de la première assertion du lemme.

(ii) Puisque AP1(H) ⊂ B1,2(H) et que f � = ∇ f si f ∈ AP1(H), Pro-
position 10 dans (Blot, 1994), en posant at(s) := a(s − t), il est clair que
at ∈ AP1(H) et que ∇a = a�t(s) = a�(s − t).

D’autre part, du fait que M{∇ f } = 0 pour toute fonction f ∈ B1,2(H),
on a, par définition de ∇,

0 = lim
δ→0

Ms{|
1
δ
(at(s + δ)− at(s))− a�t(s)|

2}1/2

= lim
δ→0

Ms{|
1
δ
(a(s + δ − t)− a(s − t))− a�(s − t)|2}1/2.

On pose µ1(t) := Ms{a�(s − t).b(s)}. En vertu de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz-Buniakovski (cf. Chapitre 1), on a

|
1
δ
(µ(t + δ)− µ(t))− µ1(t)| = |Ms{[

1
δ
(a(s + δ − t)− a(s − t))− a�(s − t)].b(s)}|

≤ Ms{|
1
δ
(a(s + δ − t)− a(s − t))− a�(s − t)|2}1/2.�b�B2 .

Par passage à la limite quand δ → 0, on obtient, compte tenu de ce qui
précède, que µ�(t) = µ1(t).

(iii) La formule d’intégration par parties pour les fonctions absolument
continues (cf. (Riesz, Nagy, 1975, p. 54-55)) permet d’écrire pour tout S >

0, que

1
2S

� S

−S
a�(s − t)b(s)ds =

1
2S

(a(S − t)b(S)− a(−S − t)b(−S))

− 1
2S

� S

−S
a(s − t)b(s�)ds.
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Les fonctions a et b étant de AP0(R), elles sont bornées (cf. Proposition
1, Chapitre 1). Il en découle que

lim
S→∞

1
2S

(a(S − t)b(S)− a(−S − t)b(−S)) = 0

et puisque Ms{a�(s − t)b(s)} existe dans R, on en déduit l’existence de
Ms{a(s − t)b�(s)} et en particulier l’égalité

Ms{a�(s − t)b(s)} = −Ms{a(s − t)b�(s)},

ce qui achève la démonstration du lemme.

Le lemme suivant vise à prouver que le minimum de la fonctionnelle J
obtenu sur l’adhérence de l’ensemble des fonctions à valeurs dans la partie
fermée S de H est aussi un minimum de J sur l’ensemble de fonctions qui
prennent leurs valeurs dans la boule ouverte B(0, R) de H.

Lemme 2.4 Les assertions suivantes sont vraies.

(i) inf J(AP1(S)) = inf J(AP1(B(0, R))).

(ii) inf J(B1,2(S)) = inf J(B1,2(B(0, R))).

Preuve. (i) AP1(S) ⊂ B1,2(S) entraîne que inf J(AP1(S)) ≥
inf J(AP1(B(0, R)).

Afin de démontrer la première assertion, il suffit de prouver l’inégalité
inverse.

Soit alors u ∈ AP1(B(0, R)). On considère le projecteur de meilleure
approximation sur l’ensemble convexe S, P : H → S. On pose v(t) :=
P(u(t)) pour tout t ∈ R.

Comme P est 1-lipschitzien (Aubin, 1979, Proposition 1 p. 16),
P est (uniformément) continu et donc en vertu du Lemme 3.2 de
(Blot, Cieutat, N’Guérékata, Pennequin, 2009) on a v ∈ AP0(S).

D’autre part, u ∈ AP1(H) entraîne que u� ∈ AP0(H) et par suite
u� est bornée sur R (cf. Proposition 1, Chapitre 1). Il en résulte que la
fonction u est lipschitzienne sur R et par conséquent v est lipschitzienne
sur R comme étant la composée d’applications lipschitziennes. On en dé-
duit alors que la fonction v est localement absolument continue sur R. Ce
qui entraîne que v est Lebesgue-presque partout dérivable sur R d’après
(Bénilan, 1973) (Corollaire A.2 p.145).

Soit t ∈ R un point où v est dérivable.
Lorsque δ ∈ R \ {0}, on a en tenant compte de la lipschitzianité de P,

�1
δ
(v(t + δ)− v(t))� = �1

δ
(P(u(t + δ))− P(u(t)))�

=
1
|δ|

�P(u(t + δ))− P(u(t))�

≤ 1
|δ|

�u(t + δ)− u(t)�

= �1
δ
(u(t + δ)− u(t))�.
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En faisant tendre δ vers zéro, on obtient, compte tenu de la continuité
de la norme que

�v�(t)� ≤ �u�(t)� presque pour tout t ∈ R. (2.25)

On considère les fonctions de Bochner-Féjer

Km(t) :=
m

∑
ν=−m

(1 − |ν|

m
)e−iνt

et

ϕm(t) :=
m

∏
j=1

K(m!)2(
β jt
m

)

pour tout m ∈ N∗ et tout t ∈ R, où (β j)j est une Z-base de l’ensemble
d’exposants de Fourier-Bohr de v.

On sait que Km ≥ 0, M{Km} = 1, ϕm ≥ 0, et M{ϕm} = 1 pour
tout m ∈ N∗. Pour cela, notre référence est (Bohr, 1933) p. 86-88, ou,
(Corduneanu, 2009) p. 115.

On définit, pour tout m ∈ N∗ et tout t ∈ R,

σm(t) := Ms{ϕm(s).v(s + t)}. (2.26)

En suivant (Corduneanu, 2009) (p. 116) où l’on remplace R par H, on
obtient que σm ∈ AP1(H) et

lim
m→∞

�σm − v�B2 = 0. (2.27)

Puisque la fonctionnelle Ψ, définie dans la preuve du Lemme 2.1, est
continue sur B2(H) on a lim

m→∞
Ψ(σm) = Ψ(v). En vertu de la condition (2.6)

on a V(v(t)) ≥ V(u(t)) pour tout t ∈ R, ce qui entraîne que Ψ(v) ≥ Ψ(u)
et par conséquent on a

∀ε > 0, ∃mε ∈ N∗, ∀m ≥ mε, Ψ(σm) ≥ Ψ(u)− ε. (2.28)

En utlisant un théorème de Mazur ((Lang, 1993) p. 88,
(Aliprantis, Border, 1999) (Corollary 5.62 p. 194)), on peut écrire que

co(v(R)) =
�

(p,α)∈Π

[p ≥ α]

où
Π := {(p, α) ∈ H∗ × R : ∀y ∈ v(R), �p, y� ≥ α}

et
[p ≥ α] := p−1([α, ∞)).

Pour tout m ∈ N∗, tout t ∈ R et tout (p, α) ∈ Π, puisque ϕm ≥ 0, on
obtient

�p, σm(t)� = Ms{�p, ϕm(s).v(s + t)�}
= Ms{ϕm(s)�p, v(s + t)�}
≥ Ms{ϕm(s).α}

= Ms{ϕm(s)}.α = α.
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Il en découle que σm(t) ∈ co(v(R)) ⊂ S, et par conséquent on a prouvé
que la fonction σm est presque-périodique de Bohr à valeurs dans S, au-
trement dit

σm ∈ AP1(S) pour tout m ∈ N∗. (2.29)

D’autre part, d’après le Lemme 2.3, iii, on a, pour tout m ∈ N∗ et tout
t ∈ R,

�σ�
m(t)� = �Ms{ϕm(s).v�(t + s)}�

≤ Ms{ϕm(s).�v�(t + s)�}
= Ms{

�
ϕm(s).

�
ϕm(s).�v�(t + s)�},

ce qui entraîne, en vertu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakovski, que

�σ�
m(t)� ≤ Ms{ϕm(s)}1/2.Ms{ϕm(s).�v�(t + s)�2}1/2

= Ms{ϕm(s).�v�(t + s)�2}1/2.

Il s’en suit, compte tenu de (2.25), que

�σ�
m(t)�2 ≤ Ms{ϕm(s).�u�(t + s)�2}.

En faisant la moyenne par rapport à t, cette inégalité implique que

Mt{�σ�
m(t)�2} ≤ Mt{Ms{ϕm(s).�u�(t + s)�2}}.

Prenant a = ϕm, b = �u�(.)�2 et µ(t) = Ms{ϕm(s).�v�(t + s)�2}, l’as-
sertion i. du Lemme 2.3 donne que

Mt{Ms{ϕm(s).�u�(t + s)�2}} = M{ϕm}.M{�u��2}

= M{�u��2}.

On en déduit que pour tout m ∈ N∗,

Mt{�σ�
m(t)�2} ≤ M{�u��2}. (2.30)

On fixe, à présent, arbitrairement ε > 0 et on considère mε ∈ N∗ donné
par (2.28). D’après (2.28) et (2.30), on peut écrire que

J(σm) =
1
2
M{�σ�

m�2}− Ψ(σm)

≤ 1
2
M{�u��2}− Ψ(u) + ε

= J(u) + ε.

Il en résulte que inf J(AP1(S)) ≤ J(u) + ε.
Faisant tendre ε → 0, on conclut que inf J(AP1(S)) ≤ J(u). Ainsi est

prouvé que
inf J(AP1(S)) ≤ inf J(AP1(B(0, R))),

ce qui termine la démonstration de la première assertion du lemme.

(ii) Du fait que AP1(S) ⊂ B1,2(S), on a l’inégalité

inf J(B1,2(S)) ≤ inf J(AP1(S)).
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On veut prouver maintenant l’inégalité inverse.
Si u ∈ B1,2(S), par définition de B1,2(S), on peut trouver une suite

(um)m à valeurs dans AP1(S) telle que lim
m→∞

�u − um�B1,2 = 0. Comme J est

continue sur B1,2(H) (cf. Lemme 2.1), on obtient que

inf J(AP1(S)) ≤ lim
m→∞

J(um) = J(u).

Par conséquent, on a inf J(AP1(S)) ≤ inf J(B1,2(S)) et d’où

inf J(AP1(S)) = inf J(B1,2(S)).

Par un raisonnemment analogue, on montre que

inf J(AP1(B(0, R))) = inf J(B1,2(B(0, R))).

et l’assertion (ii) du lemme devient alors une conséquence de (i).

2.5 Démonstration du Théorème

Soit h ∈ AP1(H) telle que h �= 0. On pose λ := R−R0
�h|∞

∈ (0, ∞) où R
et R0 sont définis comme dans (2.6). Puisque la fonction u∗, celle obtenue
par le Lemme 2.2, appartient B1,2(S), par définition de B1,2(S), il existe
une suite (uj)j à valeurs dans AP1(S) telle que lim

j→∞
�u∗ − uj�B1,2 = 0. Pour

tout j ∈ N, tout t ∈ R, et tout θ ∈ (−λ, λ), on a

�uj(t) + θh(t)| ≤ �uj(t)�+ |θ|.�h(t)� ≤ R0 + λ.�h|∞ ≤ R0 + (R− R0) = R,

ce qui entraîne que uj + θ.h ∈ AP1(B(0, R)).
Comme, en outre, lim

j→∞
(uj + θ.h) = u∗ + θ.h appartient à B1,2(H), on

obtient que u∗ + θ.h ∈ B1,2(B(0, R)) pour tout réel θ ∈ (−λ, λ).
En utlisant le Lemme 2.2 et le Lemme 2.4 on déduit que J(u∗) ≤ J(u∗+

θ.h) pour tout réel θ ∈ (−λ, λ).
L’assertion i. du Lemme 2.1 prouve que J est de classe C1, et par consé-

quent θ �→ J(u∗ + θ.h) est différentiable et donc DJ(u∗).h = d
dθ |θ=0

J(u∗ +

θ.h) = 0.
Puisque Dj(u∗) est linéaire continue et AP1(H) est dense dans

B1,2(H), on a DJ(u∗).h = 0 pour tout h ∈ B1,2(H).
En outre, en vertu de la formule de l’assertion i, du Lemme 2.1, on

conclut que, pour tout h ∈ B1,2(H),

0 = DJ(u∗).h = (∇u∗ | ∇h)B2 +Mt{D1V(u∗(t), t).h(t)}.

Il en résulte que Mt�∇u∗ | ∇h�} = −Mt{�D1V(u∗(t), t) | h(t)�}.
Mais, grâce à la Proposition 10 de (Blot, 1994), on conclut que que
∇2u∗ = ∇(∇u∗) existe dans B2(H) et ∇2u∗ = D1V(u∗(.), .), i.e. ∇2u∗(t)+
D1V(u∗(t), t) = 0 (égalité dans B2(H). Le théorème 2.1 est ainsi totale-
ment démontré.
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3
Semi-groupes et familles
d’évolution

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réa-
lise l’isomorphisme fondamental algébrique et topologique entre le

groupe topologique additif des nombres réels et le groupe topologique
multiplicatif des nombres réels strictement positifs, on peut constater que
la fonction t �→ eat, a ∈ R, est une solution réelle continue de l’équation
fonctionnelle de Cauchy f (t + s) = f (t) f (s) avec la condition f (0) = 1.
Cette équation a été etudiée par de nombreux mathématiciens dont Cau-
chy 1. D’autre part, il est bien connu que la fonction exponentielle t �→ eat,
a ∈ R, est la solution unique sur R de l’équation différentielle x� = ax avec
la condition initiale x(0) = 1. L’importance des fonctions exponentielles a
connu une grande croissance après l’année 1888, quand Giuseppe Peano 2

a eu l’inspiration d’écrire la solution du Problème de Cauchy vectoriel
�

x�(t) = Ax(t)
x(0) = 1,

où A est une matrice carrée, sous la forme t �→ etA :=
+∞

∑
n=0

tn An

n!
.

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles
X� = AX, où A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach
X, qui a pour solution fondamentale la fonction exponentielle t �→ etA.

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modèle gé-
néral dans le cadre des algèbres de Banach abstraites. Plus précisément,
si B est une algèbre de Banach avec l’unité I et a ∈ B, alors la fonction

t ∈ R �→ eta ∈ B donnée par eta :=
+∞

∑
n=0

tnan

n!
est dérivable et est l’unique

solution du Problème de Cauchy
�

x�(t) = ax(t)
x(0) = I

En tenant compte de l’unicité de la solution du problème de Cauchy, il en
résulte que la fonction f (t) = eat satisfait sur R à l’équation fonctionnelle

1. Augustin Louis : né le 21 août 1789 à Paris - mort le 23 mai 1857 à Sceaux
2. Né le 27 août 1858 à Coni, Italie - mort le 20 avril 1932 à Cavoretto, près de Turin
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de Cauchy. Le problème reciproque de savoir si les solutions de l’équation
fonctionnelle de Cauchy sont des solutions pour les équations différen-
tielles linéaires de premier ordre x� = ax, s’est avéré plus difficile mais il a
été résolu par Nathan (Nathan, 1935) et Yosida (Yosida, 1936). Par suite, la
double caractérisation de la fonction exponentielle par l’équation fonction-
nelle de Cauchy et par l’équation différentielle linéaire de premier ordre a
été établie pour le cas général des algèbres de Banach abstraites.

Ces caractérisations importantes ont suggéré l’idée d’étudier les équa-
tions différentielles linéaires du premier ordre par des extensions adé-
quates de la fonction exponentielle. De cette manière, est apparue la né-
cessité de considérer les équations différentielles vectorielles de premier
ordre x� = Ax où A n’est pas un opérateur de l’algèbre de Banach des
opérateurs linéaires bornés L, mais un opérateur linéaire non-borné dans
un espace de Banach X. La définition d’une fonction exponentielle comme
une solution de cette équation a été realisée par l’introduction des semi-
groupes de classe C0. Mais, dans ce cas-là, l’équation fonctionnelle de Cau-
chy se réfère aux fonctions [0, ∞] → L(X), t �→ T(t), avec T(0) = I,
satisfaisant la relation T(t + s) = T(t)T(s) et qui sont fortement continues,
c’est-à-dire ayant la propriété lim

t→0
T(t)x = x pour tout x ∈ X. Les résul-

tats fondamentaux pour les semi-groupes de classe C0 dans les espaces de
Banach ont été obtenus par Hille (Hille, 1936), (Hille, 1948), (Hille, 1952),
Yosida (Yosida, 1948), (Yosida, 1957), Feller (Feller, 1952), (Feller, 1953),
Miyadera (Miyadera, 1952), (Miyadera, 1956) et Phillips (Phillips, 1952),
(Hille, Phillips, 1957) qui ont créé la théorie des C0-semi-groupes et de
leurs générateurs.

Le célèbre théorème de Hille-Yosida-Feller-Miyadera-Phillips rétablit
le lien entre l’équation fonctionnelle de Cauchy T(t + s) = T(t)T(s) et
l’équation différentielle x� = Ax, où A est un opérateur non-borné fermé
et densément défini dans un espace de Banach X. Dans ce cas, T(t) repré-
sente dans un certain sens la fonction exponentielle.

Dans ce chapitre, on se propose, en premier lieu, de rappeler quelques
propriétés liées aux semi-groupes. Ensuite, des résultats préliminaires por-
tant sur le comportement asymptotique de semi-groupes sont introduits.
Ces derniers résultats seront d’un grande importance pour la compréhen-
sion du chapitre suivant.

Par ailleurs, on définira la notion de la famille dévolution, qui possède
un lien fort avec la théorie de semi-groupes, ainsi que quelques proprié-
tés fondamentales donnant l’information sur son comportement asymp-
totique. Comme le cas périodique est le cas considéré dans le chapitre
suivant, on rappelle quelques résultats portant sur la stabilité des familles
d’évolution périodiques.
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3.1 Semi-groupes d’opérateurs

3.1.1 Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, X désigne un espace de Banach et L(X) désigne
l’algèbre de Banach de toutes les applications linéaires continues de X
dans lui-même. On notera les normes sur ces deux espaces par le même
symbole �.�.

Définition 3.1 1. Une famille à un paramètre T := (T(t))t≥0 ∈ L(X)R+
est dite semi-

groupe d’opérateurs si :
i. T(0) = I.
ii. T(t + s) = T(t) ◦ T(s), pour tous t, s ≥ 0.
I désigne l’opérateur identité sur X.

2. Le semi-groupe T est uniformément continu s’il est uniformément
continu en 0, c’est-à-dire si

lim
t→0+

�T(t)− T(0)� = 0.

3. Le semi-groupe T est fortement continu s’il est fortement continu en 0,
c’est-à-dire si, pour tout x ∈ X,

lim
t→0+

�T(t)x − x� = 0.

4. Le semi-groupe T est faiblement continu si pour tout x ∈ X et tout
x∗ ∈ X∗

lim
t→0+

|x∗(T(t)x)− x∗(T(0)x)| = 0.

X∗ désigne le dual topologique de X.

Remarques 3.1 1. Tout semi-groupe fortement continu est faiblement continu.

2. Tout semi-groupe uniformément continu est fortement continu. En re-
vanche, la réciproque n’est pas vraie.

3. Il est également clair que dans ce contexte, la continuité en 0 ou selon une
trajectoire implique la continuité du semi-groupe partout dans R+.

Proposition 3.1 Si T est un semi-groupe fortement continu, alors il existe ω ∈ R et M ≥ 1 tels
que, pour tout t ≥ 0, on ait

�T(t)� ≤ Meωt. (3.1)

Si l’inégalité (3.1) est vérifiée, on dit que le semi-groupe est de crois-
sance exponentielle et on notera le taux de croissance de T par

ω0(T) = inf
�

ω ∈ R| ∃M ≥ 1 : ∀t ≥ 0 �T(t)� ≤ Meωt
�

= inf
�

ω ∈ R| t �→ e−ωt�T(t)� est bornée sur R+

�





(3.2)

En général, l’infimum dans l’égalité 3.2 n’est pas un minimum 3. En
effet, si l’on se place, par exemple, dans l’espace X = C2 muni dans la

3. D’autres définitions équivalentes de ω0(T) sont données dans la littérature. On en

retrouve notamment ω0 := lim
t→∞

ln(�T(t)�)
t

ou ω0 := inf
t>0

ln(�T(t)�)
t

(cf. par exemple

(Pazy, 1983, Nagel, 1986))
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norme �.�1 et si l’on prend la matrice A =

�
0 1
0 0

�
, on a T(t) = etA =

�
1 t
0 1

�
, ce qui donne que, pour tout t ≥ 0, �T(t)�1 = 1 + t alors que

ω0(T) = 0.
D’ailleurs, ω0(T) peut même être égal à −∞. En effet, soit l’espace

X := C0([0, 1[) := { f : [0, 1[→ R; f est continue et lims→1 f (s) = 0}
muni de la norme “sup", qu’on notera � · �. Pour tout t > 0, on définit

(T(t) f )(s) :=
�

f (s + t) si s ∈ [0, 1[ et s + t < 1,
0 si s ∈ [0, 1[ et s + t ≥ 1.

Comme f (s + t) → 0 lorsque s + t → 1, on a T(t) f ∈ X. Il est clair que
T(t) est un opérateur linéaire et que �T(t)� ≤ 1, pour tout réel t > 0.
D’autre part, on remarque que, dès que t ≥ 1, T(t) = 0. Il en résulte alors
que ω0(T) = −∞. Dans ce cas particulier, on dit que {T(t) : t ≥ 0} est
nilpotent.

Définition 3.2 Soit T = {T(t); t ∈ R+} un semi-groupe d’opérateurs linéaires définis sur
l’espace de Banach X.

Le générateur infinitésimal du semi-groupe T est L’opérateur A : D(A) ⊂
X → X défini par

1. D(A) :=
�

u ∈ X : lim
t→0+

T(t)u − u
t

existe
�

.

2. Au := lim
t→0+

T(t)u − u
t

, pour tout u ∈ D(A).

La proposition suivante expose quelques propriétés du générateur in-
finitésimal d’un semi-groupe fortement continu. Pour la démonstration de
cette proposition, on se réfère à (Engel, Nagel, 2000, Lemma p.50)

Proposition 3.2 Soit T un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur un
espace de Banach X et (A, D(A)) son générateur infinitésimal. Les propriétés
suivantes sont satisfaites.

1. D(A) est un sous-espace vectoriel de A.
2. A est un opérateur linéaire.
3. Si x ∈ D(A), alors T(t)x ∈ D(A) et on a d

dt T(t)x = T(t)Ax = AT(t)x,
pour tout t ≥ 0.

4. Pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ D(A), on a
� t

0 T(s)xds ∈ D(A).
5. Pour tout t ≥ 0, on a

T(t)x − x = A
� t

0
T(s)xds, pour tout x ∈ X.

=
� t

0
T(s)Axds, pour tout x ∈ D(A).

On a la caractérisation importante suivante du générateur d’un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs linéaires définis sur l’espace de
Banach X :

Théorème 3.1 (Engel, Nagel, 2000, Theorem p. 51) Le générateur d’un semi-groupe fortement
continu est un opérateur fermé et densément défini qui détermine le semi-groupe
d’une manière unique.
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3.1.2 Éléments de Théorie Spectrale

Soit un opérateur linéaire fermé (c’est-à-dire de graphe fermé) A :
D(A) ⊂ X → X défini sur un sous-espace vectoriel de l’espace de Banach
X.

L’ensemble

ρ(A) :=
�

λ ∈ C | (λI − A) : D(A) → X est inversible dans L(X)
�

est appelé l’ensemble résolvant de A.
L’ensemble σ(A) := C \ ρ(A) est appelé le spectre de A.
Pour tout λ ∈ ρ(A), l’opérateur inverse R(λ, A) := (λI − A)−1 est

dit la résolvante de A en λ. Par le théorème de graphe fermé, pour tout
λ ∈ ρ(A), (λI − A) : D(A) → X est un opérateur fermé sur X.

Il résulte immédiatement de la définition que pour tout λ ∈ ρ(A),
AR(λ, A) = λR(λ, A)− I.

L’identité suivante donne naissance aux différentes propriétés de ρ(A)
ainsi que celles de l’application résolvante λ ∈ ρ(A) �→ R(λ, A) ∈ L(X) :
pour tout λ, µ ∈ ρ(A), R(λ, A)− R(µ, A) = (µ − λ)R(λ, A)R(µ, A).

Le théorème suivant établit le lien entre le semi-groupe et la résolvante
de son générateur infinitésimal. On peut trouver une démonstration de ce
théorème dans (Engel, Nagel, 2000, Theorem 1.10 p. 55)

Théorème 3.2 Soit T := {T(t); t ≥ 0} un semi-groupe fortement continu sur l’espace de
Banach X et on prend deux constantes ω ∈ R et M ≥ 1 (voir la Proposition
3.1) telles que T(t) ≤ Meωt pour tout t ≥ 0.

Pour le générateur infinitésimal de T, les assertions suivantes sont vé-
rifiées :

1. Si λ ∈ C est tel que R(λ) :=
� ∞

0 e−λsT(s)xds existe pour tout x ∈ X,
alors λ ∈ ρ(A) et R(λ, A) = R(λ).

2. Si Re(λ) > ω, alors λ ∈ ρ(A), et la résolvante est donnée par l’intégrale
dans 1..

3. Pour tout entier n ∈ N et tout λ ∈ C avec Re(λ) > ω, on a
�(R(λ, A))n� ≤ M

(Re(λ)−ω
)n pour tout Re(λ) > ω.

La formule de R(λ, A) dans 1. est dite la représentation intégrale de
la résolvante. L’intégrale est prise dans le sens impropre de Riemann, i.e.
R(λ)x := limt→∞

� t
0 e−λsT(s)xds pour tout x ∈ X.

La propriété 2. du théorème 3.2 montre que le spectre du généra-
teur d’un semi-groupe est toujours contenu dans un demi-plan gauche.
Le nombre déterminant le plus petit demi-plan donne une caractérisation
importante de tout opérateur linéaire. Ce nombre est défini comme suit :

Définition 3.3 À tout opérateur linéaire A, on fait correspondre sa borne spectrale définie comme

s(A) := sup
�

Re(λ); λ ∈ σ(A)
�

.

Il en résulte alors que pour tout semi-groupe fortement continu T de
générateur infinitésimal A, on a

−∞ ≤ s(A) ≤ ω0(T) < +∞.
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Pour tout opérateur linéaire borné A défini sur l’espace de Banach X
dont le spectre σ(A) est compact et non vide, on définit son rayon spectral
comme suit :

r(A) := sup
�
|λ| : λ ∈ σ(A)

�
= lim

n→∞
�An�1/n.

Il est clair que c’est un nombre réel fini qui satisfait, en outre, r(A) ≤
�A� (cf. (Taylor, 1985, Theorem 3.5, Chap V) ou (Yosida, 1965, Theorem 3

XIII.2).

3.1.3 Caractérisation de la Stabilité Exponentielle Uniforme

Définition 3.4 Un semi-groupe T := {T(t) : t ≥ 0} d’opérateurs linéaires bornés définis
sur l’espace de Banach X est dit uniformément exponentiellement stable s’il existe
deux constantes strictement positives N et ν telles que

�T(t)� ≤ Ne−νt, pour tout t ≥ 0.

De cette définition, on déduit que le semi-groupe T est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si le taux ω0(T) de croissance de
T (cf. (3.2)) est strictement négatif, i.e. ω0(T) < 0.

Ensuite, nous analysons le concept de stabilité selon deux points de
vue : l’extension analytique du générateur et de la résolvante et l’admissi-
bilité de type Perron.

Le théorème suivant donne une condition assurant la stabilité
exponentielle uniforme d’un semi-groupe fortement continu T (cf.
(Datko, 1970), (Pazy, 1972) et (Pazy, 1983, Chapitre 4, Théorème 4.1)).

Théorème 3.3 Soit A le générateur infinitesimal d’un semi-groupe fortement continu T :=
{T(t) : t ∈ R}. Si, pour un certain réel p vérifant 1 ≤ p < ∞, on a

� ∞

0
�T(t)x�pdt < ∞, pour tout x ∈ X,

alors T est uniformément exponentiellement stable.

Ce théorème, portant le nom de Datko-Pazy, est démontré dans
(Pazy, 1983, Theorem 4.1 p 116).

Autrement dit, les trajectoires du semi-groupe fortement continu T ap-
partiennent à l’espace Lp(R+, X) si et seulement si ce semi-groupe est uni-
formément exponentiellement stable.

Sur la base de ce théorème, on déduit que ω0(T) est l’abscisse de la
convergence absolue de la transformée de Laplace du semi-groupe T, ou
d’une manière plus précise

ω0(T) = inf
�

ω ∈ R : lim
t→∞

� t

0
e−ωs�T(s)x�ds existe pour tout x ∈ X

�
.

Si A est le générateur infitésimal du semi-groupe T fortement continu
défini sur l’espace de Banach X, on définit le taux de croissance (expo-
nentielle) 4 de la trajectoire T(·)x (lorsque x ∈ X) par

ω(x) := inf
�

ω ∈ R : ∃ M ≥ 1 : �T(t)x� ≤ Meωt pour tout t ≥ 0
�

4. Appelé aussi type du semi-groupe dans la littérature
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On appelle ω1(T) := sup
�

ω(x), x ∈ D(A)
�

le taux de croissance

(exponentielle) des solutions de problème de Cauchy u�(t) = Au(t).
ω1(T) joue un rôle important dans l’étude du comportement asymp-

totique des trajectoires du semi-groupe T ; il surveille la croissance des
solutions classiques, c’est-à-dire les solutions qui prennent naissance dans
D(A). Frank Neubrander a montré que ω1(T) est encore l’abscisse de la
convergence de la transformée inappropriée de Laplace du semi-groupe
T, autrement dit, il a prouvé que

ω1(T) = inf
�

ω ∈ R : ∀x ∈ X, lim
t→∞

� t

0
e−λsT(s)xds existe dans X,

∀λ ∈ C : Re(λ) > ω
�

.

Comme on le sait déjà, si les nombres λ appartiennent à ρ(A), l’inté-
grale définie ci-dessus est égale à R(λ, A)x.

En outre, Wrobel a démontré que si la résolvante est uniformément
bornée dans un demi-plan ouvert à droite du plan complexe, et l’espace
X est B-convexe, alors ω1(T) est négatif. Ici, on rappelle qu’un espace de
Banach X est B-convexe s’il existe un δ > 0 tel que min{�x − y�, �x +
y�} < 2(1 − δ) , pour tout x, y dans la boule unité.

D’autre part, on a, d’après (Nagel, 1986, A.IV, Corollary 1.5), s(A) ≤
ω1(T) ≤ ω0(T). Si le semi-groupe est uniformément continu, les trois
membres sont égaux.

Puisque l’utilisation du théorème 3.3 est conditionnée par la connais-
sance du semi-groupe T alors que dans les applications, les informations
qu’on possède sont souvent liées au générateur infinitesimal, il est né-
cessaire d’opter pour des caractérisations de la stabilité portant sur ce
générateur ou sur la résolvante de ce générateur.

La localisation du spectre du générateur d’un semi-groupe fortement
continu dans le demi-plan C− := {λ ∈ C : Re(λ) < 0} n’assure pas la
convergence vers 0 des trajectoires de semi-groupe contrairement à la si-
tuation similaire des semi-groupes engendrés par des opérateurs linéaires
bornés. L. Gearhart a montré que si σ(A) ⊂ C− et si l’opérateur R(·, A)
est uniformément borné sur iR, i.e.

sup
µ∈R

�R(iµ, A)� := M < ∞, (3.3)

alors le semi-groupe généré par A opérant sur un espace de Hilbert est
uniformément exponentiellement stable ((Gearhart, 1978), (Huang, 1985),
(Prüss, 1984), (Greiner 1985)).

Puisque la résolvante R(·, A) est la transformée de Laplace de T(·) sur
l’axe imaginaire iR, la relation (3.3) peut également s’écrire comme suit :

∀x ∈ X, sup
µ∈R

���
� ∞

0
e−iµtT(t)xdt

��� := M(x) < ∞, (3.4)

Maintenant, on définit l’indice de croissance uniforme de la résol-
vante par

s0(T) := inf
�

ω ∈ R : sup
Re(λ)>ω

���
� ∞

0
e−iλtT(t)xdt

���, pour tout x ∈ X
�

.
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On a, évidemment,

ω1(T) ≤ s0(T) ≤ ω0(T).

Du théorème de Gearhart, il résulte que pour un semi-groupe forte-
ment continu opérant sur un espace de Hilbert, s0(T) = ω0(T).

Sous les hypothèses du théorème de Gearhart mais dans des espaces
de Banach, Wreis et Wrobel ont prouvé que le semi-groupe T est exponen-
tiellement stable, i.e. ω1(T) < 0.

De l’hypothèse de la bornitude (3.4), les hypothèses du théorème de
van Neerven - Vu Phong n’est qu’une étape.

Théorème 3.4 Soit T := {T(t) : t ≥ 0} un semi-groupe fortement continu opérant sur un
espace vectoriel normé X dont on note son générateur infinitesimal par A.
On suppose que

sup
µ∈R

sup
t≥0

���
� t

0
e−iµsT(s)xds

��� := M(x) < ∞, (∀x ∈ X) (3.5)

• Si X est un espace de Banach, alors T est exponentiellement stable, c’est-à-
dire qu’il existe deux constantes strictement positives N et ν telles que

�T(t)x� ≤ Ne−νt(�x�+ �Ax�), (∀x ∈ D(A)).

• Si X est un espace de Hilbert, alors T uniformément exponentiellement
stable.

On présente dans ce qui suit les idées principales de la démonstration
proposée par van Neerven :

1. En se servant des théorèmes de l’analyse complexe appliqués sur des
fonctions à valeurs vectorielles (parmi les quelles on trouve le théorème
de Phragmen-Lindelöf et Vitali), Jan van Neerven a prouvé que si pour un
x0 ∈ X, on a

sup
µ∈R

sup
t≥0

���
� t

0
e−iµsT(s)xds

��� := M < ∞,

alors la fonction λ �→ R(λ, A)x0 admet une extension analystique bornée
sur C+ := {λ ∈ C : Re(λ) > 0}.

2. De plus, si la fonction λ �→ R(λ, A)x0 admet une extension analy-
tique bornée sur C+, alors pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > ω0(T), on
a

�T(t)R(λ, A)x0� ≤ M(1 + t), ∀t ≥ 0 (3.6)

Pour démontrer (3.6), ont été utilisées la première écriture de la transfor-
mée de Laplace du semi-groupe (3.4) et puis la formule d’inversion

T(t)R(λ, A)x0 =

α+i∞�

α−i∞

eztR(z, A)R(λ, A)x0dz, si Re(λ) > ω0(T).

D’après le théorème de Cauchy, l’intégrale sur le contour Γ = Γ1 ∪
Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 (orienté comme dans la figure 3.1) est nulle. En évaluant les
différentes intégrales, on obtient ce que l’on souhaitait.
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Figure 3.1 – Déformation du contour d’intégration.

3. Il a montré que si

∀x ∈ X, sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT(s)xds

������
:= M(x) < ∞,

alors la résolvante R(·, A), en fonction de valeurs avec les opérateurs, ad-
met un prolongement analytique borné sur C̄+. Un résultat connu assure
que si �R(λ, A)� ≤ L < ∞ pour tout λ ∈ C avec Re(λ) ≥ 0, alors la ré-
solvante est bornée par la constante L pour tout z ∈ C avec Re(z) > − 1

2L .
En choisissant δ = 1

4L > 0 et considérant le semi-groupe S(t) = eδtT(t)
engendré par B := δI − A dont la résolvante R(λ, B) = R(λ − δ, A) est
bornée, on obtient

∀t ≥ 0, ∀x ∈ X, �T(t)R(λ − δ, A)x� ≤ Mxe−δt(1 + t).

Finalement,

ω1(T) = lim sup
t→∞

ln �T(t)R(λ − δ, A)�
t

≤ −δ < 0.

Remarque 3.1 La condition (3.5), assurant une uniformité par rapport au paramètre µ, a été
initialement introduite par M.G. Krein 5.

Exemple (Buşe, 1998, Example 2) Soit X1 := C0(R+, C) l’espace vec-
toriel de toutes les fonctions continues x : R+ → C qui tendent vers 0 à
l’infini et X2 := L1(R+, C, esds) l’espace de toutes les fonctions mesurables

x : R+ → C vérifiant
∞�
0

et|x(t)|dt < ∞. On pose X := X1 ∩ X2. On définit

sur X la norme suivante

�x�X := |x|∞ +

∞�

0

et|x(t)|dt, x ∈ X.

Pour tout t ≥ 0, on définit l’opérateur S(t) : X → X par (S(t)x)(τ) =
x(t + τ), pour tout τ ≥ 0. Il est facile à vérifier que S:= {S(t)}t≥0 est
un semi-groupe fortement continu sur X de générateur infinitesimal AS :

5. Mark Grigorievich : né le 3 avril 1907 à Kiev (Ukraine) - mort le 17 octobre 1989 à
Odessa.
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D(AS) → X donné par AS = ẋ et D(AS) = {x ∈ C1(R+, X) : ẋ ∈ X}.
De plus, d’après (Nagel, 1986, p. 100) ω1(S) = s(AS) = −1 et ω0(S) = 0.
Maintenant, soit T(t) = e

t
2 S(t), t ≥ 0. Il est évident que, si AT est le

générateur infinitésimal de T := {T(t) : t ≥ 0}, ω1(T) = s(AT) = − 1
2

et ω0(T) = 1
2 . Montrons que T vérifie (3.5). Soit x ∈ X, t > 0 et µ ∈ R.

La fonction u : [0, t] → X, u(s) = eiµsT(s)x est continue et donc Bochner
intégrable, et la fonction v : [0, t] × R+ → C, v(s, τ) = eiµsx(s + τ) est
mesurable. Alors




t�

0

eiµsT(s)xds


 (τ) =

t�

0

eiµsx(s + τ)ds.

De plus,
������

t�

0

eiµsT(s)xds

������
∞

= sup
τ≥0

������

t�

0

eiµs+ 1
2 sx(s + τ)ds

������
≤

∞�

0

es|x(s)|ds = M < ∞

et

∞�
0

eτ

�����

�
t�

0
eiµsT(s)xds

�
(τ)

����� dτ =
∞�
0

eτ

�����
t�

0
eiµs+ 1

2 sx(s + τ)ds

����� dτ

≤
∞�
0

eτ

�
t�

0
e

1
2 s|x(s + τ)|ds

�
dτ

=
t�

0
e

1
2 s

�
∞�
0

eτ|x(s + τ)|dτ

�
ds

=
t�

0
e

1
2 s
�

∞�
s

er−s|x(r)|dr
�

ds

≤ M
t�

0
e−

1
2 sds ≤ 2M.

Il en résulte que

sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

eiµsT(s)xds

������
X

≤ 3M,

et donc, la condition (3.5) est remplie et ω0(T) = 1
2 .

Dans ce qui suit, on présente les idées de la démonstration du théo-
rème de Vu Phong, (Phong, 2001) : dans (Reghiş, Buşe, 1998), il a été mon-
tré que si

sup
t≥0

������

t�

0

T(s)xds

������
= M(x) < ∞, (∀x ∈ X),

alors 0 ∈ ρ(A), c’est-à-dire que A−1 = R(0, A) existe. Le résultat précédent
reste vrai si S(t) = eiµtT(t) avec µ ∈ R, au lieu de T(t), dans ce cas on
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conclut que iµ ∈ ρ(A). Vu Phong a complété ce résultat en montrant dans
ces conditions que, pour tout réel µ,

�R(iµ, A)� ≤ Mµ := sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT(s)ds

������
L(X)

.

De l’hypothèse (3.5), il existe une constante absolue M telle que

sup
µ∈R

�R(iµ, A)� ≤ M := sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT(s)ds

������
L(X)

.

Ainsi est obtenue l’assertion désirée via le Théorème de Gearhart.

En 1930, Oscar Perron a trouvé un lien entre la propriété de stabilité ex-
ponentielle uniforme d’un système différentiel et une certaine condition,
appelée depuis, condition de Perron. Plus de détails sur cette question se
trouve dans (Perron, 1930), pour le cas où l’espace est de dimension finie
et dans (Massera, Schäffer, 1966), pour le cas général. On présente briève-
ment l’idée de Perron pour les systèmes différentiels linéaires autonomes.
Soit a un nombre complexe. L’équation différentielle scalaire

ẋ(t) = ax(t), t ∈ R

est asmptotiquement stable, i.e. lim
t→∞

���e(t−t0)a
��� = 0 pour tout t0 ∈ R, si et

seulement si la partie réelle de a est négative ou si et seulement si pour tout
nombre réel µ et pour tout scalaire complexe b, la solution du Problème
de Cauchy �

ẏ(t) = ay(t) + eiµtb, t ∈ R+

y(0) = 0

est bornée.
Ce résultat peut être étendu au cas où a est une matrice quadratique à

valeurs complexes et b est un vecteur de Cn, ou même si a est un opérateur
linéaire et borné agissant sur un espace de Banach, et b est un vecteur dans
son domaine, (voir par exemple (Balint, 1983)). En outre, le résulat peut
être étendu au cas de semi-groupes fortement continus, comme indiqué
dans l’ouvrage et les articles (van Neerven, 1996, 2), et (Barbu, Buşe, 1997),
(Reghiş, Buşe, 1998), (Buşe, Prajea, 2008). Ces résultats de stabilité pour la
matrice étaient généralisés dans (Zada, 2008) pour le cas de la dichotomie
exponentielle.

3.2 Famille d’évolution périodique

Définition 3.5 Une sous-famille à deux paramètres U = (U(t, s))t≥s de L(X) est une famille
d’évolution sur un espace de Banach X si :

1. U(t, s)U(s, r) = U(t, r) pour touts t ≥ s ≥ r et

2. U(t, t) = I pour tout t, où I est l’opérateur identité sur L(X).
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La famille d’évolution U est dite fortement continue si pour tout x ∈
X, l’application

{(t, s) ∈ R
2 : t ≥ s} −→ X

(t, s) �−→ U(t, s)x

est continue. Si la famille d’évolution fortement continue U =
{U(t, s)}t≥s satisfait la condition de convolution U(t, s) = U(t− s, 0), pour
toutes les paires (t, s) avec t ≥ s, alors la famille (T(t))t≥0, définie par
T(t) := U(t, 0), est un semi-groupe fortement continu.

S’il existe deux constantes M ≥ 1 et ω ∈ R telles que

�U(t, s)� ≤ Meω(t−s), pour tous t ≥ s,

on dit que la famille U est à croissance exponentielle. En outre, si pour
un certain q > 0 fixé on a

U(t + q, s + q) = U(t, s), pour tous t ≥ s,

la famille U est dite périodique de période q. Il est évident que toute
famille d’évolution q-périodique vérifie

∀u ∈ [0, q], ∀p ∈ N, U(pq + q, pq + u) = U(q, u),

et

∀p ∈ N, r ∈ N, p ≥ r, U(pq, rq) = U((p − r)q, 0) = U(q, 0)p−r.

Toute famille d’évolution U = {U(t, s)}, périodique de période q, dé-
finie pour les couples (t, s), avec t ≥ s ≥ 0 peut être prolongée à une
famille d’évolution q-périodique définie pour tous les couples (t, s), avec
t ≥ s ∈ R, telle que U(t, s) = U(t + kq, s + kq), où k est le plus petit entier
pour lequel s + kq ≥ 0.

Il est connu que la famille d’évolution U fortement continue et pério-
dique de période q admet une croissance exponentielle (cf. par exemple,
(Buşe, Pogan, 2001, Lemma 4.1)). On dit que la famille dévolution U est
uniformément exponentiellement stable s’il existe deux constantes stric-
tement positives N et ν telles que

�U(t, s)� ≤ Ne−ν(t−s), pour tout t ≥ s ≥ 0.

Remarque 3.2 Une famille d’évolution U , fortement continue et périodique de période q, est
uniformément exponentiellement stable si et seulement s’il existe deux constantes
strictement positives N1 et ν1 telles que

�U(t, 0)� ≤ N1e−ν1t, pour tout t ≥ 0.

Démonstration. L’implication directe est évidente. Réciproquement, soit
k la partie entière de s

q . Alors, pour tous t ≥ s + q, on a

�U(t, s)� ≤ �U(t − (k + 1)q, 0)��U((k + 1)q, s�
≤ N1e−ν1(t−kq−q)Meωq

= N1Me(ω+ν1)qe−ν1(t−s).

Si t ∈ [s, s + q], on peut choisir N1 > 0, suffisamment grand, tel qu’il existe
ν1 > 0 vérifiant la propriété Meωq ≤ N1e−ν1(t−s).
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Dans (Buşe, Lemma 2), il a été montré qu’une famille d’évolution U ,
fortement continue et périodique de période q, est uniformément expo-
nentiellement stable si et seulement si le rayon specral de U(q, 0) est stric-
tement inférieur à un, i.e.

r(U(q, 0)) := sup
�
|λ|, λ ∈ σ(U(q, 0))

�
= lim

n→∞
�U(q, 0)n� 1

n < 1.

Une autre caractérisation de la stabilité exponentielle uniforme de fa-
milles évolution périodiques de période q utilisée dans les chapitres sui-
vants, est donnée par la proposition suivante. Cela est une conséquence
du théorème ergodique uniforme (Krengel, 1985, Theorem 2.1, Theorem
2.7)

Proposition 3.3 Soit U = (U(t, s))t≥s≥0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur un espace de Banach X. La famille U est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si pour tout µ ∈ R, on a

sup
ν≥1

�����
ν

∑
k=1

eiµkU(q, 0)k

����� := L(µ) < ∞.

Démonstration. La démonstration de cette proposition peut être trouvée
par exemple dans le Lemme 1 de (Buşe, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005)).
Pour la cohérence du texte, on présente cette démonstration. En utilisant
l’identité suivante
�

eiµU(q, 0)− I
� �

I + eiµU(q, 0) + eiµ2U(q, 0)2 + · · ·+ eiµνU(q, 0)ν
�

= eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1 − I,

on obtient, par passage à la norme,

∀ν ∈ N,
���eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1

��� ≤ 1 + L(µ) (1 + �U(q, 0)�) ,

autrement dit, r(U(q, 0)) ≤ 1, et donc σ(U(q, 0)) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.
On suppose, par l’absurde, que 1 ∈ σ(U(q, 0)). Étant donné que 1 ∈

∂σ(U(q, 0)) il s’ensuit que 1 ∈ σa(U(q, 0)), en effet, d’après (Buşe, 2003,
Proposition 2.6.3), la frontière du spectre d’un opérateur linéaire fermé
A, noté par ∂σ(A), est contenu dans le spectre approximatif de A, c’est-à-
dire que

∂σ(A) ⊂ σa(A) ⊂ σ(A).

[Ici, on rappelle que le scalaire complexe λ appartient à σa(A), le spectre ap-
proximatif de A s’il existe une suite (xn)n∈N, avec xn ∈ D(A) et �xn� = 1
pour tout n, telle que λxn − Axn → 0, quand n → ∞.]
Il existe, alors, (xn)n∈N, avec xn ∈ X et �xn� = 1 tels que

(I − U(q, 0)) xn → 0, lorsque n → ∞.

Il en découle que, U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn → 0, la convergence est uni-
forme par rapport à k ∈ N. Soit m ∈ N, m > 2L(0) et n ∈ N tels que

���U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn

��� ≤ 1
2m

, pour tout k = 0, 1, · · · , m.
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Alors

L(0) ≥
����

m
∑

k=0
U(q, 0)kxn

���� =
����xn +

m
∑

k=1
U(q, 0)kxn

����

=

�����xn +
m
∑

k=1

�
xn +

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

������

=

�����(m + 1)xn +
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

�����

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
�U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn�

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k
2m = 3(m+1)

4 ≥ m
2 > L(0),

D’où la contradiction. Ceci entraîne que 1 /∈ σ(U(q, 0)). Appliquant le
résultat précédent sur V(q, 0) = eiµU(q, 0), avec µ ∈ R, il en résulte que
e−iµ /∈ σ(U(q, 0)). Ainsi, r(U(q, 0)) < 1, et par conséquent la famille U est
uniformément exponentiellement stable.

Soit J ∈ {R, R+} et X un espace de Banach ou de Hilbert. Dans le
chapitre suivant, on utilisera les espaces suivants.

BUC(J, X) - Espace vactoriel de toutes les fonctions définies sur J et à valeurs
dans X qui sont uniformément continues et bornées sur J. Muni de
la norme définie par � f �∞ := supt∈J � f (t)�, BUC(J, X) devient un
espace de Banach.

AP(J, X) - Sous-espace vectoriel de BUC(J, X) engendré par toutes les fonc-
tions de la forme fµ(t) = eiµtx avec µ ∈ R et x ∈ X.

AP1(J, X) - Espace de toutes les fonctions f ∈ AP(J, X) avec la propriété que
la série de coefficients de Fourier associée à la fonction fonction f
est absolument convergente. Pour plus de détails sur AP(J, X) et
AP1(J, X) on se réfère à (Corduneanu, 2009).

Pq(J, X) - Espace de toutes les fonctions définies sur J et à valeurs dans X, qui
sont périodiques de période q, i.e. f (t + q) = f (t) pour tout t ∈ J.

P0
q (J, X) - Sous-espace de fonctions f ∈ Pq(J, X) telles que f (0) = 0.
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4.1 Description du Problème

Dans ce chapitre, on démontre que la famille d’évolution U , pério-
dique de période q, opérant sur un espace de Banach X, est uniformément
exponentiellement stable si elle vérifie la condition de bornitude

sup
µ∈R

sup
t≥τ≥0

������

t�

τ

eiµsU(t, s)xds

������
:= M(x) < ∞, (∀x ∈ X), (4.1)

et si, en outre, pour tout x de l’espace de Banach X, la trajectoire partant
de x, c’est-à-dire la fonction t �→ U(t, 0)x, satisfait une condition de Lip-
schitz sur ]0, q[. Dans le cas particulier du semi-groupe fortement continu
d’opérateurs, la condition (4.1) peut s’écrire sous la forme

sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

eiµsT(t − s)xds

������
:= M(x) < ∞, (∀x ∈ X). (4.2)

L’idée de base de la démonstration est de montrer que, sous l’hypo-
thèse (4.1), un semi-groupe d’évolution T associé à la famille U sur un
espace convenable de fonctions à valeurs dans X, satisfait à la condition
de bornitude

sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT(s) f ds

������
< ∞,

pour tout élément f d’un sous-espace dense de l’espace Banach de fonc-
tions considérées sur lequel opère le semi-groupe. La stabilité exponen-
tielle uniforme de T est équivalente à la même propriété pour U .

En outre, en s’appuyant sur un lemme bien connu, on prouve que si
le semi-groupe d’évolution T est uniformément exponentiellement stable
alors le générateur infinitésimal est inversbile.

La théorie spectrale pour les semi-groupes d’évolution est un sujet
qui a ses origines dans les travaux de J. Mather pour les systèmes dyna-
miques hyperboliques, (Mather, 1968), et J. Howland pour les problèmes
de Cauchy autonomes, (Howland, 1984). L’efficacité de cette méthode
dans l’étude du comportement asymptotique des solutions des équations
d’évolution est mise en évidence dans beaucoup d’articles et de monogra-
phies.

Pour plus de détails on peut se réfèrer à (Schnaubelt, 2002),
(Minh, Räbiger, Schnaubelt, 1998), (Chicone, Latushkin, 1999),
(Clark, Latushkin, Montgomery-Smith, Randolph, 2000)
et (Naito, Minh, 1999), mais aussi les références citées dans ces travaux.
Dans tous ces travaux, un théorème spectral pour le semi-groupe d’évo-
lution était fixé. Cela était possible parce que l’ensemble C∞

0 (]0, ∞[, X) de
toutes les fonctions à valeurs dans X, indéfiniment dérivables et à support
compact dans ]0, ∞[, est dense dans l’espace de Banach de fonctions

Ep(R+, X) =

�
Lp(R+, X), 1 ≤ p < ∞

C00(R+, X), p = ∞,

sur lequel le semi-groupe agit. Par Lp(R+, X), lorsque p ∈ [1, ∞[, on dé-
signe l’ensemble des fonctions mesurables définies sur R+ à valeurs dans
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X telles que
� +∞

0 � f (t)�dt soit fini et par C00(R+, X), on désigne l’en-
semble de fonctions continues qui sont nulles en zéro et qui tendent vers
zéro à l’infini. Dans le cadre de ce chapitre, cette dernière condition n’est
pas remplie, et par conséquent une autre méthode, différente, est dévelop-
pée afin de démontrer les résultats annoncés.

4.2 Semi-groupe d’évolution opérant sur E(R, X)

Dans cette section, on construit un espace de fonctions à valeurs dans
X sur lequel on définit un semi-groupe d’évolution dont on présente cer-
taines de ses propriétés. Pour une famille d’évolution périodique, d’opé-
rateurs linéaires et bornés agissant sur un espace de Banach X, on se pro-
pose de donner quelques caractérisations de la stabilité exponentielle en
termes de semi-groupe associé à l’évolution sur un espace nouvellement
construit.

Pour un t ≥ 0 arbitrairement choisi, on note par At l’ensemble de
toutes les fonctions définies sur R à valeurs dans l’espace de Banach
X, avec la propriété qu’il existe une fonction F de Pq(R, X) ∩ AP1(R, X)
telle que F(t) = 0, f = F|[t,∞)

et f (s) = 0, pour tout s < t. On note par
E(R, X) la fermeture pour la norme “sup” de la convergence uniforme de
l’espace engendré par {∪t≥0At}, c’est-à-dire E(R, X) = span {∪t≥0At} .
Muni de la norme “sup", E(R, X) est un sous-espace fermé de BUC(R, X).
Le semi-groupe d’évolution (T (t))t≥0 associé à la famille d’évolution
U = (U(t, s))t≥s fortement continue et périodique de période q, sur
E(R, X) est formellement défini par

(T (t) f )(s) :=
�

U(s, s − t) f (s − t), s ≥ t
0, s < t.

(4.3)

4.2.1 Propriétés du semi-groupe d’évolution

Proposition 4.1 Le semi-groupe d’évolution {T (t)}t≥0, défini dans (4.3), opère sur l’espace
E(R, X).

Démonstration. Soit f de ∪t≥0At et r ≥ 0 tel que f ∈ Ar. Alors, il existe
une fonction F de Pq(R, X) ∩ AP1(R, X) telle que F(r) = 0 et

f (s) =
�

F(s), s ≥ r
0, s < r.

Donc, pour tout t ≥ 0, fixant s ∈ R, on a

(T (t) f )(s) =

�
U(s, s − t)F(s − t), s ≥ t + r

0, s < r + t.

Il est facile de vérifier que la fonction s �→ G(s) := U(s, s − t)F(s − t) est
périodique de période q et appartient à l’espace AP1(R, X).

En outre, compte tenu du fait que U a une croissance exponentielle
(c’est-à-dire qu’il existe deux constantes M ≥ 1 et ω ∈ R vérifiant
�U(t, s)� ≤ Meω(t−s)), on a

�G(·)�1 ≤ �U(s, s − t)�
�����

k=∞

∑
k=−∞

eiµk(s−t)ck(F)

����� ≤ Meωt�F(·)�1 < ∞.
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Il s’en suit que T (t) f appartient à At+r.
Qu’il opère sur E(R, X) ou sur BUC(R, X), T (t) est linéaire. Soit f =

αg + βh ∈ span {∪t≥0At}, où g ∈ Ar et h ∈ Aρ avec ρ ≤ r et α, β deux
nombres complexes. Alors,

T (t) f = αT (t)(g) + βT (t)(h).

On remarque que T (t)(g) ∈ At+r et T (t)(h) ∈ At+ρ, dès que T (t) f ∈
span {∪t≥0At}.

Il reste à examiner le cas où f ∈ span{∪t≥0At}. On considère, pour ce
faire, une suite ( fn), à valeurs dans span{∪t≥0At}, telle que sup

t≥0
� fn(t)−

f (t)� → 0, lorsque n → ∞. Il en découle que

sup
s≥0

�(T (t) fn)(s)− (T (t) f )(s)�

= sup
s≥0

�U(s, s − t) fn(s − t)− U(s, s − t) f (s − t)�

≤ Meωt sup
s≥t

� fn(s − t)− f (s − t)� → 0, (n → ∞).

Il en résulte finalement que T (t) f ∈ E(R, X), ce qui achève la démonstra-
tion.

Proposition 4.2 Le semi-groupe d’évolution {T (t)}t≥0 est fortement continu.

Démonstration. Soit f ∈ Ar. On a successivement :

�T (t) f − f �E(R,X) = sup
s≥t

�U(s, s − t) f (s − t)− f (s)�

= sup
s≥t

�U(s, s − t) f (s − t)− U(s, s − t) f (s) + U(s, s − t) f (s)− f (s)�

≤ sup
s≥t

�U(s, s − t)�� f (s − t)− f (s)�+ sup
s≥t

�[U(s, s − t)− U(s, s)] f (s)�

≤ Meωt sup
s≥t

� f (s − t)− f (s)�+ sup
s≥t

�[U(s, s − t)− U(s, s)] f (s)�.

Le premier terme du côté droit de la dernière inégalité tend vers zéro
quand t → 0, puisque la fonction f est uniformément continue, tandis
que le second terme tend vers zéro parce que la famille d’évolution U est
fortement continue.

On considère à présent une fonction f de E(R, X). Il existe alors une
suite ( fn)n à valeurs dans span {∪t≥0At} qui converge vers f . Soit un
entier N tel que � f − fN�∞ soit assez petit que l’on veut. Ceci donne alors
que

�T (t) f − f �E(R,X) ≤ �T (t) f − T (t) fN�E(R,X) + �T (t) fN − fN�E(R,X)

+� fN − f �∞

≤ Meωt� f − fN�∞ + �T (t) fN − fN�+ � fN − f �∞.

Le terme �T (t) fN − fN� tendant vers zéro, lorsque t → 0+, on en déduit
finalement le résultat souhaité.
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4.2.2 Relation entre le comportement asymptotique de la famille d’évo-
lution et celui du semi-groupe associé à cette famille

Dans cette section, on met en évidence les liens entre le com-
portement des trajectoires d’une famille d’évolution périodique et
le comportement du semi-groupe d’évolution associé. Le résul-
tat principal de cette section est le théorème 4.1. Du point de
vue structurel, ce théorème est connu. Il suffit de consulter, par
exemple (Minh, Räbiger, Schnaubelt, 1998), (Chicone, Latushkin, 1999),
(Clark, Latushkin, Montgomery-Smith, Randolph, 2000), (Schnaubelt, 2002),
ainsi que leurs références.

Partout, dans ces références, le semi-groupe d’évolution défini sur l’es-
pace des fonctions correspondant a la propriété fondamentale de conte-
nir C∞

0 (]0, ∞[, X). En outre, dans ces domaines, l’espace C∞
0 (]0, ∞[, X) est

dense pour la norme de l’espace correspondant. Cette particularité princi-
pale permet de déduire la propriété fondamentale de la stabilité du semi-
groupe d’évolution, c’est-à-dire s(G) = ω0(T ).

En revanche, l’espace E(R, X), précédemment introduit, ne contient
pas C∞

0 (]0, ∞[, X). Dans ce contexte, on ne peut pas prouver l’implica-
tion (3)⇒(2). Dans le pragraphe 5.3 on démontre que (3) implique (2)
en utilisant un espace plus large que E(R, X). Toutefois, en supposant
de plus que la famille d’évolution est uniformément bornée et que la
fonction s �→ U(s, 0)x satisfait une condition de Lipschitz sur R+ pour
chaque x d’un sous-ensemble dense D de X, on montre que l’ensemble�

e
2jπ

q : j ∈ Z

�
est inclus dans l’ensemble résolvant de U(q, 0).

Les lemmes suivants sont utiles aux preuves des théorèmes 4.1 et 4.2.

Lemme 4.1 Soit U = {U(t, s)}t≥s≥0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur l’espace de Banach X. On suppose que la famille U
est uniformément bornée, c’est-à-dire qu’il existe une constant K > 0 telle que
supt≥s≥0 ||U(t, s)|| := K < ∞. Si pour le nombre réel µ et la fonction f ∈
E(R, X), on a

sup
t≥0

������

t�

0

eiµsU(t, s) f (s)ds

������
:= M(µ, f ) < ∞,

alors

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT (s) f ds

������
≤ K(µ, f ) < ∞.

Preuve. Soit τ ∈ R et J f ,t,µ(τ) =

�
t�

0
e−iµsT (s) f ds

�
(τ).

Évaluons la norme “sup" de J f ,t,µ(·).
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1. Pour τ > t, on a

�J f ,t,µ(τ)� =

�����
t�

0
e−iµsU(τ, τ − s) f (τ − s)ds

�����

=

�����
τ�

τ−t
e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ

�����

=

�����e−iµτ

�
τ�

0
eiµρU(τ, ρ) f (ρ)dρ −

τ−t�
0

eiµρU(τ, ρ) f (ρ)dρ

������

≤
�����

τ�
0

eiµρU(τ, ρ) f (ρ)dρ

�����+
�����

τ−t�
0

eiµρU(τ, ρ) f (ρ)dρ

�����

≤ M(µ, f ) + �U(τ, τ − t)�M(µ, f )

≤ (1 + K)M(µ, f ) < ∞.

2. Pour 0 ≤ τ ≤ t, on obtient que

�J f ,t,µ(τ)� =

�����
τ�

0
e−iµsU(τ, τ − s) f (τ − s)ds

�����

≤
�����

τ�
0

eiµρU(τ, ρ) f (ρ)dρ

�����

≤ M(µ, f ) < ∞.

3. Lorsque τ < 0, J f ,t,µ(τ) = 0.

La résultat se déduit finalement en prenant K(µ, f ) := (1 + K)M(µ, f ).

Lemme 4.2 Soit f , u ∈ E(R, X). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u ∈ D(G) et Gu = − f .

2. u(t) =
t�

0
U(t, s) f (s)ds, pour tout t ≥ 0.

Preuve. La démonstration de ce lemme est similaire à celle du Lemme 1.1
de (Minh, Räbiger, Schnaubelt, 1998). Cependant, pour la cohérence et la
clarté de ce paragraphe, on présentera la démonstration de ce lemme.

[1. ⇒ 2.] Pour chaque t ≥ 0 et u ∈ D(G) on a

T (t)u − u =
t�

0
T (τ)Gudτ.
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Par conséquent, étant donné que u(0) = 0, on obtient que :

u(t) = (T (t)u) (t) +

�
t�

0
T (τ) f dτ

�
(t)

= U(t, 0)u(0) +
t�

0
U(t, t − τ) f (t − τ)dτ

=
t�

0
U(t, ρ) f (ρ)dρ.

[2. ⇒ 1.] Soit s > 0 et 0 < t < s. Montrons que u ∈ D(G). En effet,

(−T (t)u + u) (s)
t

=
−U(s, s − t)u(s − t) + u(s)

t

=

−U(s, s − t)
s−t�
0

U(s − t, τ) f (τ)dτ +
s�

0
U(s, τ) f (τ)dτ

t

=

−
s−t�
0

U(s, τ) f (τ)dτ +
s�

0
U(s, τ) f (τ)dτ

t

=

−
s−t�
0

U(s, τ) f (τ)dτ +
s−t�
0

U(s, τ) f (τ)dτ +
s�

s−t
U(s, τ) f (τ)dτ

t

=

t�
0

U(s, s − ρ) f (s − ρ)dρ

t
=

�
t�

0
T (ρ) f dρ

�
(s)

t
.

Par passage à la limite, on obtient :

lim
t→0+

−T (t)u + u
t

= lim
t→0+

t�
0
T (ρ) f dρ

t
= f .

On considère le système différentiel dépendant du temps d’une ma-
nière périodique de période q :

ẋ(t) = A(t)x(t), t ∈ R, x(t) ∈ C
n, (A(t))

et le problème de Cauchy
�

ẏ(t) = A(t)y(t) + eiµt f (t), t ≥ 0
y(0) = 0,

(A(t), µ, f , 0)

où f une fonction continue définie sur R+ et à valeurs dans Cn.
L’espace FΦ(R+, Cn) désigne l’ensemble des fonctions f : R+ → Cn,

continues et périodiques de période q données sur l’intervalle [0, q] par
légalité f (s) = h(s)Φ(s)b, avec b un vecteur de Cn. Par Φ(·), on désigne
une matrice fondamentale associée à (A(t)). La fonction h(·) appartient
à l’ensemble {h1(·), h2(·)}, où h1(·) et h2(·) sont deux fonctions à valeurs
scalaires, définies sur l’intervalle [0, q] par :

h1(s) =
�

s, s ∈ [0, q
2 [;

q − s, s ∈ [ q
2 , q]

et h2(s) = s(q − s).
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Soit X un espace de Banach et L(X) désigne l’algébre de tous les opé-
rateurs linéaires bornés définis sur X. La norme sur X ainsi que sur L(X)
sont notées par le même symbole � · �. On considère le système différen-
tiel vectoriel (A(t)) dépendant du temps périodiquement de période q et
le problème de Cauchy suivant

(A(t), µ, b, 0)
�

ẏ(t) = A(t)y(t) + eiµtb, t ≥ 0, b ∈ Cn,
y(0) = 0.

On note par Φ(·) la matrice fondamentale associée à (A(t)). Autrement
dit, la matrice Φ(·) est l’unique solution de problème de Cauchy opérato-
riel suivant �

Ẋ(t) = A(t)X(t), t ∈ R

X(0) = I.
(A(t), I)

De même, on considère le problème non homogène opératoriel suivant
�

Ẋ(t) = A(t)X(t) + eiµt I, t ≥ 0
X(0) = 0.

(A(t), µ, I, 0)

Sa solution est donnée par

Φµ(t) =
t�

0

U(t, s)eiµsds.

On suppose, ensuite, que

t �→ A(t) : R → M(n, C)

est continue et périodique de période q. La matrice Φ(t) est inversible et
son inverse est l’unique solution du problème de Cauchy opératoriel

�
Ẋ(t) = −X(t)A(t), t ∈ R

X(0) = I.

Lemme 4.3 Soit les fonctions h1, h2 : [0, q] → C, définies par :

h1(s) =
�

s, s ∈ [0, q
2 [

q − s, s ∈ [ q
2 , q]

et h2(s) = s(q − s), s ∈ [0, q].

On désigne par H1(µ) :=
q�

0
eiµsh1(s)ds et par H2(µ) :=

q�
0

eiµsh2(s)ds. Alors,

H1(µ) = 0 si et seulement si µ ∈ A := { 4kπ
q : k ∈ Z\{0}}. De plus, H2(µ) =

− q3

8k2π2 �= 0 pour tout µ ∈ A.

Preuve. Pour µ �= 0, on a

q�

0

eiµsh1(s)ds =

q
2�

0

seiµsds +

q�

q
2

(q − s)eiµsds

=
seiµs

iµ

����

q
2

0
−

q
2�

0

eiµs

iµ
ds + q

eiµs

iµ

����
q

q
2

− seiµs

iµ

����
q

q
2

+

q�

q
2

eiµs

iµ
ds
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= − eiµs

(iµ)2

����

q
2

0
+

eiµs

(iµ)2

����
q

q
2

=
1

(iµ)2

�
1 − 2e

iµq
2 + eiµq

�
.

La première assertion est alors claire.
Soit µk := 4kπ

q . Alors

q�

0

eiµksh2(s)ds = q

q�

0

seiµksds −
q�

0

s2eiµksds

= q


 seiµks

iµk

����
q

0
−

q�

0

eiµks

iµk
ds


−


 s2eiµks

iµk

����
q

0
− 2

q�

0

seiµks

iµk
ds




= − qeiµks

(iµk)2

���
q

0
+ 2

�
seiµks

(iµk)2

���
q

0
−

q�
0

eiµks

(iµk)2 ds

�

= − qeiµkq

(iµk)2 +
q

(iµk)2 + 2
�

qeiµkq

(iµk)2 − eiµks

(iµk)3

���
q

0

�

= 2q
(iµk)2 = − q3

8k2π2 .

Par la suite, les extensions par périodicité des fonctions hj, pour j ∈
{1, 2}, seront désignées par le même symbole. Partout dans cette section,
j = 1 ou j = 2.

Lemme 4.4 Chaque fonction f de FΦ(R+, Cn) satisfait une condition de Lipschitz sur R+.

Preuve. Soit b ∈ Cn, j ∈ {1, 2} et f ∈ FΦ(R+, Cn). Les fonctions hj sont
bornées et

max
s∈[0,q]

hj(s) = h, où h := max
�

q
2

,
q2

4

�
.

En intégrant la quantité ∂
∂t Φ(t) = A(t)Φ(t) entre deux réels positifs t1 et

t2, avec t2 ≥ t1 et t1, t2 ∈ [0, q], et en posant sups∈[0,q] �Φ(s)� := M < ∞,
on obtient que :

�Φ(t2)−Φ(t1)� =

������

t2�

t1

A(s)Φ(s)ds

������
≤

t2�

t1

�A(s)Φ(s)�dt ≤ M�A(·)�∞|t2 − t1|.

En outre,

� f (t2)− f (t1)� = �Φ(t2)hj(t2)b − Φ(t1)hj(t1)b�
≤ �Φ(t2)hj(t2)b − Φ(t2)hj(t1)b�

+�Φ(t2)hj(t1)b − Φ(t1)hj(t1)b�
≤ �Φ(t2)�|hj(t2)− hj(t1)|�b�

+|hj(t1)|�Φ(t2)− Φ(t1)��b�
≤ M

�
�h + h�A(·)�∞

�
�b�|t2 − t1|.

Dans la dernière estimation, a été utilisée

|hj(t2)− hj(t1)| ≤ �h|t2 − t1|, �h := max{1, q},
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qui est une conséquence du théorème de Lagrange (théorème de la
moyenne).

Si t2 ∈ [(k − 1)q, kq] et t1 ∈ [kq, (k + 1)q], avec t2 < t1 et k ∈ Z, alors

� f (t2)− f (kq)� ≤ c · |t2 − kq|

et
� f (kq)− f (t1)� ≤ c · |kq − t1|

entraînent que

� f (t2)− f (t1)� ≤ c · [|t2 − kq|+ |kq − t1|] = c · |t2 − t1|.

Enfin, si t1, t2 ∈ [kq, (k + 1)q] ou |t2 − t1| ≥ q, on considère t1 = t∗1 + k1q et
t2 = t∗2 + k2q, avec t∗1 , t∗2 ∈ [0, q] et k1, k2 ∈ Z, on obtient que :

� f (t2)− f (t1)� = � f (t∗2)− f (t∗1)� ≤ c · |t2 − t1|.

Par conséquent, la fonction f satisfait une condition de Lipschitz sur R+.

Remarque 4.1 Une famille d’évolution U , fortement continue et périodique de période q, est
uniformément exponentiellement stable si et seulement si il existe deux constantes
strictement positives N1 et ν1, telles que

�U(t, 0)� ≤ N1e−ν1t, pour tout t ≥ 0.

Démonstration. L’implication directe est immédiate. Réciproquement,
soit k(s) la partie entière de s

q . Alors, pour tout t ≥ s + q, on a

�U(t, s)� ≤ �U(t − (k(s) + 1)q, 0)��U((k(s) + 1)q, s�
≤ N1e−ν1(t−k(s)q−q)Meωq

= N1Me(ω+ν1)qe−ν1(t−s).

Si t ∈ [s, s + q] alors on choisit N1 > 0, suffisamment grand, tel qu’il existe
un ν1 > 0 vérifiant Meωq ≤ N1e−ν1(t−s).

Le résultat principal de cette section peut être présenté comme suit :

Théorème 4.1 Soit U une famille d’évolution fortement continue et périodique de période q opé-
rant sur l’espace de Banach X et T le semi-groupe d’évolution asocié à U sur
E(R, X). G désigne son générateur infinitésimal. On considère les assertions sui-
vantes :

(1) U est uniformément exponentiellement stable.
(2) T est uniformément exponentiellement stable.
(3) G est inversible.
(4) Pour chaque f ∈ E(R, X), la fonction

t �→ g f (t) :=
t�

0

U(t, s) f (s)ds
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appartient à l’espace E(R, X).
(5) Pour chaque f ∈ E(R, X), la fonction g f appartient à l’espace

BUC(R+, X).
Alors

(1) ⇔ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5).

Si, en outre, la famille U est uniformément bornée, alors (5) ⇒ (3).

Démonstration. : (1) ⇒ (2). Comme la famille U est uniformément expo-
nentiellement stable, il existe deux constantes strictement positives N et ν
telles que �U(t, s)� ≤ Ne−ν(t−s), pour tous t ≥ s. Alors, pour tout t ≥ 0 et
toute fonctions f de E(R, X), on a

�T (t) f �E(R,X) = sup
s≥t

�U(s, s − t) f (s − t)�

≤ Ne−νt sup
s≥t

� f (s − t)� = Ne−νt� f �E(R,X),

ce qui prouve que le semi-groupe T est uniformément exponentiellement
stable.

(2) ⇒ (1). Soit g la fonction périodique de période q, définie sur [0, q],
par

g(s) :=
4
q2

�
s − q

2

�2
.

Il est évident que g appartient à l’espace AP1(R, C). Alors, pour tout x de
X, non nul, la fonction

s �→ fx(s) :=
�

g(s)x, s ≥ q
2

0, s < q
2 ,

appartient à l’espace E(R, X). De l’hypothèse, il existe deux constantes
strictement positives N et ν telles que pour tous s ≥ t ≥ 0, on ait :

Ne−νt� fx�E(R,X) ≥ �(T (t) fx)(s)� ≥ g(s − t)�U(s, s − t)x�.

Pour s = t + q, on a

Ne−νt�x� ≥ Ne−νt� fx�E(R,X) ≥ g(q)�U(t + q, q)x� = �U(t, 0)x�.

On conclut en vertu de la remarque 4.1.
(2) ⇒ (3). On sait que le semi-groupe T est uniformément exponen-

tiellement stable, ce qui entraîne que l’indice de croissance exponentielle,
ω0(T ), est strictement négatif. Puisque s(G) ≤ ω0(T ), on déduit que
0 ∈ ρ(G) et par conséquent G est inversible.

(3) ⇒ (4). Soit f ∈ E(R, X). Comme G est surjectif, on peut trouver
u dans D(G) ⊂ E(R, X), telle que Gu = − f . En vertu du lemme 4.2, le
résulat en découle.

(4) ⇒ (5). La fonction g f est bornée sur R+ puisqu’elle appartient à
E(R, X) qui est un sous-espace de BUC(R, X).

(5) ⇒ (3). Cette implication résulte de (5) en appliquant le lemme 4.1
pour µ = 0 et de la Proposition 3. de (Reghiş, Buşe, 1998).
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Proposition 4.3 On suppose que la famille d’évolution U est uniformément bornée et qu’il existe un
sous-ensemble dense D de X tel que pour tout x de D, la fonction s �→ U(s, 0)x :
R+ → X satisfasse une condition de Lipschitz sur (0, q). Si la condition (5) du

théorème précédent est satisfaite, alors l’ensemble {e
2jπ

q : j ∈ Z} est inclus dans
ρ(U(q, 0)).

Démonstration. On considère la fonction H : E(R, X) → BUC(R, X),
définie par

H( f ) :=
·�

0

U(·, s) f (s)ds.

Soit f , h, fn ∈ E(R, X) tels que fn → f , quand n tend vers l’infini, dans
E(R, X) et H( fn) → h dans BUC(R, X). Pour chaque t ≥ 0, fixé, on a :

(H( fn)− H( f )) (t) =
t�

0
(U(t, s) fn(s)− U(t, s) f (s)) ds → 0,

lorsque n → ∞. Il en découle que h = H( f ), et par conséquent l’opérateur
H est fermé. D’après le théorème du graphe fermé, il est borné, puisqu’il
est défini sur tout l’espace. Il exsite alors une constante positive L telle
que :

∀ f ∈ E(R, X), �H( f )�∞ ≤ L� f �∞.

On considère la fonction g de l’espace Pq(R, R), définie pour tout s ∈
[0, q], par

g(s) :=
16
q4 s2 (s − q)2 .

Pour un x ∈ D arbitrairement choisi, on considère la fonction gx de
Pq(R+, X), définie sur [0, q], par gx(s) := g(s)U(s, 0)x. En vertu du lemme
4.4, la fonction définie par

s �→ fx(s) :=
�

gx(s), s ≥ 0
0, s < 0,

satisfait une condition de Lipschitz sur R, et donc appartient à
span{∪t≥0At}. On a

H( fx)(t) =
t�

0
U(t, t − s) fx(t − s)ds

=
t�

0
U(t, ρ) fx(ρ)dρ.

Pour t = nq, avec n = 0, 1, 2, · · · , on obtient

nq�
0

U(nq, ρ) fx(ρ)dρ =
n−1
∑

k=0

(k+1)q�
kq

U(nq, ρ) fx(ρ)dρ

=
n−1
∑

k=0

q�
0

U((n − k)q, τ) fx(τ)dτ

=
n−1
∑

k=0

�
q�

0
g(τ)dτ

�
U(q, 0)n−kx

= 8q
15

n−1
∑

k=0
U(q, 0)n−kx.
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Par passage à la norme et compte tenu du fait que la famille U est
uniformément bornée par une constante K, pour chaque x ∈ D, on obtient

�����
n−1

∑
k=0

U(q, 0)n−kx

����� ≤
15L
8q

� fx�∞ ≤ 15L
8q

K�x�. (4.4)

Comme D est dense dans X, il s’en suit que la relation (4.4) est valide
pour tout x de X.

En appliquant la Proposition 4.4, pour µ = 0, on déduit que 1 ∈
ρ(U(q, 0)). On obtient, par suite, la résultat général pour un nombre entier

j arbitraire, en remplaçant les fonctions fx par e
2iπ·

q fx.

4.3 L’espace de Hilbert L2([0, q], H)

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et L(H) l’algèbre de
Banach de toutes les applications linéaires bornées de H dans H. Dans ce
paragraphe, Z+ désigne l’ensemble des entiers positifs (i.e. Z+ = N).

Rappelons que l’ensemble {uk}k∈Z+
, où uk ∈ H, est une base de H si le

sous-espace vectoriel engendré par {uk : k ∈ Z+} est dense dans H. Une
telle base est dite orthogonale si �uk, uj�=0, pour chaque pair (k, j) d’entiers
positifs distincts. Le système {uk}k∈Z+

est une base orthonormale de H si
et seulement si pour tout f ∈ H on a ∑k∈Z+

|� f , uk�|2 = � f �2. Dans ce cas,
chaque élément f ∈ H peut s’écrire sous la forme

f = ∑
k∈Z+

� f , uk�uk.

Comme souvent, par L2([0, q], C) on note l’espace de Hilbert consti-
tué de toutes les fonctions de carré intégrable à valeurs dans C, défi-
nies sur l’intervalle [0, q]. L’espace L2([0, q], C) est muni de la norme et

du produit scalaire usuels. L’ensemble de fonctions
�

e2iπ(n/q)·√
q

�
n∈Z

forme

une base orthonormale de L2([0, q], C). Par conséquent, chaque fonction
z ∈ L2([0, q], C), peut être réprésentée comme

z(t) =
1
q ∑

n∈Z




q�

0

z(s)e−2inπs/qds


 e2inπt/q, pour presque tout t ∈ [0, q].

(4.5)
On désigne par H := L2([0, q], H) l’ensemble des (classes de) fonctions
mesurables à valeurs dans H, définies sur [0, q] vérifiant :




q�

0

� f (t)�2dt




1
2

:= � f �L2([0,q],H) < ∞.

Dans H deux fonctions égales presque partout sont identifées. Muni du

produit scalaire donné par � f , g�H =
q�

0
� f (t), g(t)�dt, H devient un espace

de Hilbert.
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Dans ce qui suit, ϕ ⊗ uk note le produit tensoriel de la fonction à va-
leurs scalaires ϕ définie sur [0, q] et le vecteur uk ∈ H, c’est-à-dire la fonc-
tion définie par

(ϕ ⊗ uk)(t) = ϕ(t)uk, t ∈ [0, q].

L’ensemble des vecteurs

B :=
�

1√
q

e2iπ(n/q)· ⊗ uk : n ∈ Z, k ∈ Z+

�

forme une base orthonormale de H. Cela est probablement connu, mais
on le justifie dans ce qui suit car on n’a pas trouvé de référence appropriée.
Pour k, p ∈ Z+ et m, n ∈ Z, on a
�

1√
q e2inπ·/q ⊗ uk, 1√

q e2imπ·/q ⊗ up

�
H

= 1
q

q�
0
�e2inπt/quk, e2imπt/qup�dt

=
δkp

q

q�
0

e2i(n−m)πt/qdt

=

�
1, k = p et n = m
0, k �= p ou n �= m.

.

En outre,

� f �2
H =

q�
0

�
∑

k∈Z+

� f (t), uk�uk, ∑
p∈Z+

� f (t), up�up

�
dt

= ∑
k,p∈Z+

q�
0
� f (t), uk�� f (t), up��uk, up�dt

= ∑
k∈Z+

q�
0
� f (t), uk�� f (t), uk�dt.

Selon (4.5), pour z(t) = � f (t), uk�, on obtient :

� f �2
H = 1

q2 ∑
k∈Z+

�
∑

n,m∈Z

�
q�

0
� f (s), uk�e−2inπs/qds

�
·

�
q�

0
� f (s), uk�e−2imπs/qds

�
q�

0
e2i(n−m)πt/qdt

�

= 1
q ∑
(k,n)∈Z+×Z

q�
0
� f (s), e2inπs/quk�ds ·

q�
0
� f (s), e2inπs/quk�ds

= 1
q ∑
(k,n)∈Z+×Z

�����
q�

0
� f (t), e2inπt/quk�dt

�����

2

= ∑
(k,n)∈Z+×Z

���� f , 1√
q e2iπ(n/q)· ⊗ uk�H

���
2

.

Alors, pour chaque fonction f de H peut s’écrire de la forme :

f (·) =
1
q ∑

n∈Z

e2inπ·/qcn( f ),

où cn( f ) ∈ H est le coefficient de Fourier d’ordre n associé à la fonction f
et est défini par

cn( f ) = ∑
k∈Z+




q�

0

� f (s), e2inπs/quk�ds


 uk. (4.6)
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4.4 Stabilité exponentielle et bornitude uniforme par

rapport aux paramètres

On rappelle d’abord la proposition suivante

Proposition 4.4 Soit U = (U(t, s))t≥s≥0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q agissant sur un espace de Banach X. La famille U est uniformément
exponentiellement stable si et seulement si, pour tout µ ∈ R, on a

sup
ν≥1

�����
ν

∑
k=1

eiµkU(q, 0)k

����� := L(µ) < ∞.

Démonstration. En utilisant l’identité
�

eiµU(q, 0)− I
� �

I + eiµU(q, 0) + eiµ2U(q, 0)2 + · · ·+ eiµνU(q, 0)ν
�

= eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1 − I

on obtient en passant aux normes :
���eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1

��� ≤ 1 + L(µ) (1 + �U(q, 0)�) , (∀ν ∈ N),

c’est-à-dire que r(U(q, 0)) ≤ 1, et donc σ(U(q, 0)) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.
On suppose, par l’absurde, que 1 ∈ σ(U(q, 0)). Étant donné que 1 ∈

∂σ(U(q, 0)), il s’en suit que 1 ∈ σa(U(q, 0)) (d’après la Proposition 3.3 du
chapitre 3). Il existe, alors, une suite (xn)n∈Z+ , avec xn ∈ X et �xn� = 1
telle que

(I − U(q, 0)) xn → 0, lorsque n → ∞.

Par conséquent, U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn → 0, converge uniformément par
rapport à k ∈ Z+. Soit m ∈ Z+, m > 2L(0) et n ∈ Z+ tels que

���U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn

��� ≤ 1
2m

, pour tout k = 0, 1, · · · , m.

Alors,

L(0) ≥
����

m
∑

k=0
U(q, 0)kxn

���� =
����xn +

m
∑

k=1
U(q, 0)kxn

����

=

�����xn +
m
∑

k=1

�
xn +

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

������

=

�����(m + 1)xn +
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

�����

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
�U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn�

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k
2m = 3(m+1)

4 ≥ m
2 > L(0),
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d’où la contradiction. On en déduit que 1 /∈ σ(U(q, 0)). En appliquant
ce résultat pour V(q, 0) = eiµU(q, 0), où µ ∈ R, on conclut que e−iµ /∈
σ(U(q, 0)). Par conséquent, r(U(q, 0)) < 1, autrement dit, la famille U est
uniformément exponentiellement stable.

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la démonstration du théo-
rème qui suit.

Lemme 4.5 Soit x ∈ H tel que la fonction s �→ U(s, 0)x satisfasse une condition de Lipschitz
sur (0, q). Pour tout j ∈ {1, 2}, on considère la fonction f j : R → H, périodique
de période q, définie sur l’intervalle [0, q], par

f j(t) := hj(t)U(t, 0)x.

Les assertions suivantes sont valides :
(1) Chaque fonction f j satisfait une condition de Lipschitz sur R.
(2) La série de Fourier associée à f j est absolument et uniformément conver-

gente sur R.

Preuve. Soit x ∈ H, Mx := sups∈[0,q] �U(s, 0)x� et Lx > 0 tels que

∀t, s ∈]0, q[ �U(t, 0)x − U(s, 0)x� ≤ Lx|t − s|.

Alors,

� f j(t)− f j(s)� = �hj(t)U(t, 0)x − hj(s)U(s, 0)x�

≤ �hj(t)U(t, 0)x − hj(t)U(s, 0)x�
+�hj(t)U(s, 0)x − hj(s)U(s, 0)x�

≤ |hj(t)|�U(t, 0)x − U(s, 0)x�+ |hj(t)− hj(s)|�U(s, 0)x�

≤
�

Lx · max{
q
2

,
q2

4
}+ Mx · max{1, q}

�
|t − s|.

Grâce à la continuité de la fonction U(·, 0)x, l’inégalité ci-dessus peut être
prolongée, d’abord à t, s ∈ [0, q], puis en utilisant la périodicité de la fonc-
tion f j, sur tout l’axe réel.

La démonstration de l’affirmation (2), pour des fonctions à valeurs
scalaires, est contenue dans (Stein, 2003, Exercice 16, pp .92-93).

Pour chaque t ∈ R et chaque nombre réel positif ρ, qui sera choisi
ultérieurement, on note que

gj(t) := f j(t + ρ)− f j(t − ρ).
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En utilisant (4.6), on obtient que

cn(gj) = ∑
k∈Z+




q�

0

�gj(s), e2inπs/quk�ds


 uk

= ∑
k∈Z+




q�

0

� f j(s + ρ), e2iπns/quk�ds −
q�

0

� f j(s − ρ), e2iπns/quk�ds


 uk

= ∑
k∈Z+




q+ρ�

ρ

� f j(τ), e2iπn(τ−ρ)/quk�dτ −
q−ρ�

−ρ

� f j(τ), e2iπn(τ+ρ)/quk�dτ


 uk

= ∑
k∈Z+




q�

0

�
e2iπnρ/q − e−2iπnρ/q

�
� f j(τ), e2iπnτ/quk�dτ


 uk

= ∑
k∈Z+




q�

0

2i sin(2nπρ/q)� f j(τ), e2iπnτ/quk�dτ


 uk

= 2i sin(2nπρ/q)cn( f j).

Compte tenu de l’inégalité de Bessel et du fait que la fonction f j satis-
fait une condition de Lipschitz sur R avec une constante L(x), on a :

4qρ2L2(x) ≥
q�

0
�gj(t)�2dt ≥ ∑

n∈Z

�cn(gj)�2

= ∑
n∈Z

4�cn( f j)�2| sin(2nπρ/q)|2.

Soit p un entier strictement positif et ρ := q
2p+2 .

On considère Ap := {n ∈ Z : 2p−1
< |n| ≤ 2p}. Clairement, le

cardinal de Ap est |Ap| = 2p et
√

2
2 < | sin(2nπρ/q)| pour tout n ∈ Ap. De

plus, ∪p≥1Ap = Z \ {−1, 0, 1}. Par l’inégalité de Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz, on déduit que :
�

∑
n∈Ap

�cn( f j)�
�2

≤ 2p ∑
n∈Ap

�cn( f j)�2
< 2p+1 ∑

n∈Ap

�cn( f j)�2| sin(2nπρ/q)|2

≤ q3L2(x)
2p+3 ,

et

∑
n∈Z\{−1,0,1}

�cn( f j)� ≤ (
√

2 + 1)
q
√

qL(x)

23/2 := L1(x).

La restriction de la fonction f j à l’intervalle [0, q] appartient à l’espace
L2([0, q], H) et f j =

1
q ∑n∈Z e2inπ·/qcn( f j). On note

sN,j(t) :=
1
q

N

∑
n=−N

e2inπt/qcn( f j).

Il est clair que

�
q�

0
� f j(t)− sN,j(t)�2dt

� 1
2

tend vers 0, lorsque N → ∞.

Comme déjà indiqué, la série
�
∑n∈Z e2inπt/qcn( f j)

�
est uniformément



4.4. Stabilité exponentielle et bornitude uniforme par rapport aux paramètres 97

convergente sur R et, donc, il existe une fonction continue sj : R → H,
telle que

sup
t∈R

�sj(t)− sN,j(t)� → 0, quand N → ∞.

En revanche,

�sN,j − sj�L2([0,q],H) ≤
√

q�sN,j − sj�∞ → 0,

si sj = f j dans L2([0, q], H). Les fonctions sj et f j sont continues et égales
presque partout sur [0, q], si f j(t) = sj(t) pour tout t ∈ [0, q]. Ces deux
fonctions étant régulières et périodiques de période q, elles sont égales
sur R. Par conséquent, La série de Fourier associée à f j est absolument et
uniformément convergente sur R.

Théorème 4.2 Soit U = {U(t, s)}t≥s≥0 une famille d’évolution fortement continue et périodique
de période q, opérant sur un espace de Banach X. Si

∀x ∈ X, sup
µ∈R

sup
t≥τ≥0

������

t�

τ

eiµsU(t, s)xds

������
:= M(x) < ∞, (4.7)

alors,

∀ f ∈ span{∪t≥0At}, sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT (s) f ds

������
≤ L( f ) < ∞.

En outre, la famille U est uniformément exponentiellement stable si pour
chaque élément x de X, la fonction s �→ U(s, 0)x satisfait une condition de Lip-
schitz sur (0, q).

En utilisant le principe de bornitude uniforme 1 on peut trouver une
constante absolue M, telle que pour tout x de X, on ait M(x) ≤ M�x�, où
M(x) est la fonction dépendant de x donnée par le théorème (4.2).

Démonstration. On démontre ce théorème en deux étapes.
Étape I. Lorsque la famille d’évolution U est uniformément bornée,

c’est-à-dire
sup

t≥s≥0
�U(t, s)� := K < ∞.

Soit f de span{∪t≥0At}. Alors, il existe un nombre positif Tf et une fonc-
tion F de Pq(R, X) ∩ AP1(R, X) de sorte que pour tout s ≥ Tf , on ait
f (s) = F(s) (Voir figure 4.1). Dans ce qui suit, on utilise la représentation

F(s) =
k=∞

∑
k=−∞

eiµksck(F), où ck(F) ∈ X.

Soit τ ∈ R et J f ,t,µ(τ) comme dans la preuve du lemme 4.1. On évalue la
norme "sup" de J f ,t,µ(·). On envisage trois cas.

1. Lorsque τ ≤ 0, J f ,t,µ(τ) =
� t

0 e−iµs(T (s) f )(τ)ds = 0.

1. Aussi connu sous le nom : théorème de Banach Steinhaus
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Figure 4.1 – Représentation graphique des fonctions particulières de
span{∪t≥0At}.

2. Lorsque τ ≥ t, on a

J f ,t,µ(τ) =
t�

0
e−iµsU(τ, τ − s) f (τ − s)ds

=
τ�

τ−t
e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ.

On analyse trois sous-cas.
2.1. Quand Tf ≤ τ − t, prenant la norme, on obtient

sup
µ∈R

sup
t∈[0,τ]

�J f ,t,µ(τ)� ≤ sup
µ∈R

sup
t∈[0,τ]

�����
∞

∑
k=−∞

e−iµτ
τ�

τ−t
ei(µ+µk)ρU(τ, ρ)ck(F)dρ

�����

≤ M
∞

∑
k=−∞

�ck(F)� = M�F�1.

2.2. Quand τ − t ≤ Tf ≤ τ,

J f ,t,µ(τ) =
Tf�

τ−t
e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ

+
∞

∑
k=−∞

e−iµτ
τ�

Tf

ei(µ+µk)ρU(τ, ρ)ck(F)dρ.

Donc,

sup
µ∈R

sup
t∈[0,τ]

�J f ,t,µ(τ)� ≤ K sup
ρ∈[τ−t,Tf ]

� f (ρ)�(Tf − τ + t) + M�F�1

≤ KTf � f �∞ + M�F�1.

2.3. Quand Tf > τ,

�J f ,t,µ(τ)� ≤
�����

Tf�
0

e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ

�����

et
sup
µ∈R

sup
t∈[0,τ]

�J f ,t,µ(τ)� ≤ KTf � f �∞.

3. Lorsque τ ∈ [0, t],

J f ,t,µ(τ) =
τ�

0
e−iµsU(τ, τ − s) f (τ − s)ds

=
τ�

0
e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ.
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On analyse également deux sous-cas.
3.1. Quand Tf ∈ [0, τ], on a

J f ,t,µ(τ) =
Tf�
0

e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ +
τ�

Tf

e−iµ(τ−ρ)U(τ, ρ) f (ρ)dρ.

Comme dans le cas précédent, passant aux normes, on obtient

sup
µ∈R

sup
t≥0

�J f ,t,µ(τ)� ≤ KTf � f �∞ + M�F�1.

3.2. Quand Tf ≥ τ, on a

sup
µ∈R

sup
t≥0

�J f ,t,µ(τ)� ≤ KTf � f �∞.

On déduit ce que l’on souhaitait en choisissant L( f ) := KTf � f �∞ +
M�F�1.

Pour prouver la seconde assertion, on considère une fonction h de
Pq(R, R) ayant les propriétés suivantes : h satisfait une condition de Lip-
schitz sur R, h(0) = h(q) = 0 et pour tout réel µ, la fonction µ �→ γ(µ) :=
q�

0
eiµsh(s)ds ne s’annule pas. Pour chaque élément x de X, on prend la

fonction t �→ hx(t) de Pq(R, X), définie sur [0, q], par hx(s) := h(s)U(s, 0)x.
Maintenant, on définit la fonction fx, par

s �→ fx(s) :=
�

hx(s), s ≥ 0
0, s < 0.

D’après le lemme 4.5, fx appartient à l’espace AP1(R, X). Par conséquent,
fx appartient également à span{∪t≥0At}. Ensuite, on écrit :

sup
µ∈R

sup
t≥0

������

t�

0

e−iµsT (s) fxds

������
≤ L( fx).

Il en découle alors que
�

t�
0

e−iµsT (s) fxds

�
(t) =

t�
0

e−iµsU(t, t − s) fx(t − s)ds

=
t�

0
e−iµ(t−ρ)U(t, ρ) fx(ρ)dρ.

Soit t = nq, pour n = 0, 1, 2, · · · . Comme dans la preuve de la Proposition
4.3, on aura

nq�
0

eiµρU(nq, ρ) fx(ρ)dρ = γ(µ)
n−1
∑

k=0
eiµkqU(q, 0)n−kx.

Par passage à la norme, on trouve les inégalités :

∀x ∈ X,
����

n−1
∑

k=0
eiµkqU(q, 0)n−kx

���� ≤ L( fx)
|γ(µ)| .
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La conclusion est obtenue en appliquant le principe de bornitude uni-
forme d’abord, puis la Proposition 4.4.

Étape a II-a. Lorsque la famille U est à croissance exponentielle. Soit
ω0(U ) l’infimum de l’ensemble des ω ∈ R pour lesquels il existe Mω ≥ 1
tel que

∀t ≥ s ≥ 0, e−ω(t−s)�U(t, s)� ≤ Mω < ∞.

Pour ω > ω0(U ), on choisit ν = ω + ε, avec ε > 0 et on considère la fa-
mille d’évolution V := {V(t, s)}t≥s≥0, définie par V(t, s) := e−ν(t−s)U(t, s).
Évidemment, on a

�V(t, s)� ≤ e−ε(t−s)Mω ≤ Mω.

On prouvera dans ce qui suit que V(t, s) vérifie l’hypothèse.
En effet,

t�

τ

eiµsV(t, s)xds =

t�

τ

eiµse−ν(t−s)U(t, s)xds

= e−νt
t�

τ

eνs d
ds




s�

τ

eiµρU(t, ρ)xdρ


 ds

= e−νt


eνt

t�

τ

eiµρU(t, ρ)xdρ −
t�

ρ

νeνs




s�

τ

eiµρU(t, ρ)xdρ


 ds




=

t�

τ

eiµρU(t, ρ)xdρ − ν

t�

τ

e−ν(t−s)U(t, s)




s�

τ

eiµρU(s, ρ)xdρ


 ds.

Prenant la norme, on obtient :
������

t�

τ

eiµsV(t, s)xds

������
≤

������

t�

τ

eiµρU(t, ρ)xdρ

������

+ |ν|

t�

τ

e−ν(t−s)�U(t, s)�

������

s�

τ

eiµρU(s, ρ)xdρ

������
ds

≤ M�x�


1 + |ν|Mω

t�

τ

e−ν(t−s)eω(t−s)ds




= M�x�


1 + |ν|Mω

t�

τ

e−ε(t−s)ds




≤ M�x�
�

1 +
|ν|Mω

ε

�
.

En vertu de l’étape précédente, il existe deux constantes positives N et η
telles que �V(t, s)� ≤ Ne−η(t−s). Il en résulte que

∀t ≥ s ≥ 0, �U(t, s)� ≤ Ne(ν−η)(t−s).
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Lorsque ν → ω, on aura :

�U(t, s)� ≤ Ne(ω−η)(t−s).

On répète ce raisonnement jusque ce que l’on obtienne un exposant stric-
tement négatif.

Une première conséquence du théorème 4.2 est la version suivante du
théorème de E. A. Barbaşin.

Théorème 4.3 Soit U = {U(t, s)}t≥s≥0 une famille d’évolution fortement continue, périodique
de période q, définie sur un espace de Banach X ayant la propriété que pour tout
x ∈ X, la fonction U(·, 0)x satisfait une condition de Lipschitz sur (0, q). Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i. La famille U est uniformément exponentiellement stable.

ii. ∀x ∈ X, ∀x∗ ∈ X∗ sup
t≥0

t�
0
|�U(t, s)x, x∗�| ds := M(x) < ∞.

iii. ∀x ∈ X sup
t≥0

t�
0
�U(t, s)x� ds := M(x) < ∞.

Démonstration. Elle est similaire à celle du corollaire 4.3.1.
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4.5 Formulation du problème précédent en termes de

Problème de Cauchy abstrait bien posé

En liaison avec les Problèmes de Cauchy bien posés abstraits pério-
diques, le résultat précédent peut être reformulé comme suit :

Corollaire 4.1 Soit (A(t), D(A(t)))t≥0 une famille d’opérateurs linéaires opérant sur un espace
de Banach X. On suppose que la famille dévolution U = {U(t, s)}t≥s≥0, engen-
drée par {A(t)}t≥0, vérifie les conditions du théorème 4.2. Alors, la famille U est
uniformément exponentiellement stable si et seulement si pour tout réel µ, chaque
x de X et tout s ≥ 0, la solution du Problème de Cauchy abstrait

�
u̇(t) = A(t)u(t) + eiµtx, t > s
u(s) = 0,

est bornée sur [s, ∞), par une constante qui ne dépend que de x.

De toute évidence, le corollaire ci-dessus couvre le cas où les opéra-
teurs A(t) sont bornés sur X. Une autre situation est représentée sur la
remarque suivante.

Remarque 4.2 En particulier, le théorème 4.2 peut être appliqué sur une classe de semi-groupes
fortement continus bornés {T(t)}t≥0, engendrés par A, qui vérifie les conditions
suivantes :

1. Pour tout t > 0 et tout x de X, T(t)x appartient à D(A).

2. Pour tout x ∈ X, on a sup
t>0

�AT(t)x� := cx < ∞.

Sur la base des hypothèses 1. et 2. et de la remarque précédente,
on montre que, pour chaque x de X, la fonction t �→ T(t)x satisfait
une condition de Lipschitz sur (0, ∞). À cet effet, soit t ≥ s > 0, fixe

et 0 < ε < s. Comme on le sait, T(t)x = T(ε)x + A
t�

ε

T(ρ)xdρ et

T(s)x = T(ε)x + A
s�

ε

T(ρ)xdρ. Donc,

�T(t)x − T(s)x� =

������
A

t�

s

T(ρ)xdρ

������
=

������

t�

s

AT(ρ)xdρ

������
≤ cx(t − s).

La seconde égalité est une conséquence du théorème de la convergence
dominée de Lebesgue.

Soit T > 0 fixé. On considère une famille {A(t)}0≤t≤T d’opérateurs
linéaires et fermés définis sur X ce qui suppose que :

(A1) Pour tout t ∈ [0, T], le domaine D(A(t)) = D, de A(t), est
dense dans X et ne dépend pas de t.

(A2) Pour tout t ∈ [0, T], on a ρ(A(t)) ⊃ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}. En
outre, il existe une constante M ≥ 1, ne dépendant pas de t, telle que

���(λI − A(t))−1
��� ≤ M

|λ|+ 1
,
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pour tout t de [0, T] et tout λ ∈ C avec Re(λ) ≥ 0.
(A3) Il existe α ∈ (0, 1] et une constante L tels que :
���(A(t)− A(s)) A−1(τ)

��� ≤ L|t − s|α, pour tous t, s, τ ∈ [0, T].

Alors, le Problème de Cauchy
�

ẋ(t) = A(t)x(t), t > s
x(s) = x0

est bien posé, il existe donc une famille d’évolution {U(t, s)}t≥s≥0, telle
que

x(t) = U(t, s)x(s), pour tout t ≥ s. (4.8)

Ainsi, l’évolution en temps de la solution s’obtient lorsqu’on connaît la
solution à un moment antérieur et la matrice de transition U(t, s).

Les concepts de problème bien posés et des détails supplémen-
taires sur ce sujet peuvent être trouvés, par exemple, dans (Pazy, 1983,
Chapitre 5, Théorème 6.1), (Daners, Medina, 1992, Theorem 2.6),
(Baroun, Maniar, Schnaubelt, 2009), (Lan Thanh Nguyen 1, 1999),
(Lan Thanh Nguyen 2, 1999), et leurs références.

La condition (A3) a été introduit dans (Tanabe, 1960).
Soit {TB(t)}t≥0 un semi-groupe fortement continu et borné, opérant

sur X de générateur B ayant les propriétés suivantes :

(TB1) L’ensemble ρ(B) contient le demi-plan fermé à droite du plan
complexe. Il existe M ≥ 1, telle que

�R(λ, B)� ≤ M
|λ|+ 1

, pour tout λ ∈ C, avec Re(λ) ≥ 0.

(TB2) T(t)x ∈ D(A), pour tout t > 0 et tout x ∈ X.

(TB3) sup
t>0

�AT(t)x� := cx < ∞, pour tout x ∈ X.

On considère aussi la fonction a : R+ → (0, ∞), qui vérifie les condi-
tions suivantes :

(a1) a(·) est périodique de période q, pour un certain q > 0.

(a2) a(t) ≥ 1, pour tout t ≥ 0.

(a3) Il existe α ∈ (0, 1] et c > 0 tels que

|a(t)− a(s)| ≤ c|t − s|α, pour tous t, s ≥ 0.

On choisit B(t) = a(t)B, t ≥ 0.

Le problème de Cauchy associé à la famille {B(t)}t≥0 est bien
posé et la famille d’évolution associée est donnée (Daners, Medina, 1992,
Example 2.9b) par

∀x ∈ X, t ≥ s ≥ 0, U(t, s)x = TB




t�

s

a(r)dr


 x.
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Chapitre 4. Solutions exponentiellement stables et uniformément bornées des problèmes de
Cauchy non autonomes périodiques. Une approche basée sur un semi-groupe d’évolution

En effet, U(t, t) = I pour tout t ≥ 0. Pour tous t ≥ s ≥ 0, de la périodicité
de a, on obtient U(t + q, s + q) = U(t, s),. Soit t ≥ s ≥ r ≥ 0. Alors :

U(t, s)U(s, r) = TB

�
t�

s
a(τ)dτ

�
TB

� s�
r

a(τ)dτ

�

= TB

�
t�

s
a(τ)dτ +

s�
r

a(τ)dτ

�

= TB

�
t�

r
a(τ)dτ

�
= U(t, r).

Avec ces notations et précisions, on formule :

Corollaire 4.2 Si

∀x ∈ X, sup
µ∈R

sup
t≥s≥0

������

t�

s

eiµτTB




t�

τ

a(r)dr


 xdτ

������
< ∞, (4.9)

alors ω0(U ) < 0.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème 4.2 et de la remarque
4.2.

On termine ce paragraphe par un exemple qui apparaît dans la théorie
générale du transfert de chaleur et montre que l’hypothèse de bornitude
(4.9) est facile à vérifier. L’espace X considéré dans ce cas est L2([0, π], C).
La semi-groupe TB opérant sur X est défini par :

(TB(t)) x(ξ) =
2
π

∞

∑
n=1

e−tn2
sin(nξ)




π�

0

x(s) sin nsds


 , ξ ∈ [0, π], t ≥ 0.

La générateur infinitésimal de TB est l’opérateur linéaire B, donné par
Bx = ẍ. Le domaine maximal de l’opérateur B est l’espace D(B) de
toutes les fonctions x de X, pour lesquelles x et ẋ sont des fonctions
absolument continues, ẍ ∈ X et x(0) = x(π) = 0, cf. (Zabczyk, 1992,
Exemple 1.3, pp. 178, 198).

Chaque fonction f de X vérifie l’inégalité � f �L2([0,π],C) ≤ √
π� f �∞.

Par conséquent, il suffit de montrer que (4.9) est valide en utilisant
la norme "sup" au lieu de la norme L2. On considère, en outre, que

x̂n :=
π�
0

x(s) sin nsds vérifie l’estimation �x̂n� ≤ π�x�∞. Notant par F(·) la
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fonction primitive de a(·), on obtient
������

t�

s

eiµτTB




t�

τ

a(r)dr


 x(ξ)dτ

������
=

2
π

������

t�

s

eiµs




∞

∑
n=1

e
−n2

t�
τ

a(r)dr
sin(nξ)


 x̂ndτ

������

≤ 2�x�∞

∞

∑
n=1

t�

s

e
−n2

t�
τ

a(r)dr
dτ

≤ 2�x�∞

∞

∑
n=1

e−n2F(t)
t�

s

a(τ)en2F(τ)dτ

≤ 2�x�∞

∞

∑
n=1

1
n2

�
1 − en2(F(s)−F(t))

�

≤ 2�x�∞

∞

∑
n=1

1
n2 < ∞.
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5Introduction à la
dichotomie exponentielle

En se plaçant dans un espace de Banach X, on considère un semi-groupe
T := {T(t) : t ≥ 0} fortement continu d’opérateurs linéaires bornés

et on note par A son générateur infinitésimal.
La dichotomie exponentielle, qui trouve ses origines dans les travaux

d’Oscar Perron 1, notamment dans (Perron, 1930), généralise la notion
d’hyperbolicité du cas autonome au cas nonautonome pour les systèmes
linéaires.

Pour un semi-groupe fortement continu T, une approche pour étudier
sont comportement asymptotique est de chercher à décomposer l’espace
sous-jacent en deux sous-espaces de la manière suivante :

X = XR ⊕ XS

et le semi-groupe en

(T(t))t≥0 = (TR(t))t≥0 ⊕ (TS(t))t≥0,

tels que (T(t))t≥0 sur la partie "stable" XS converge (dans un sens précis)
vers zéro lorsque t tend vers l’infini, tandis que (T(t))t≥0 sur la partie
"réversible" ou "structurée" 2 XR puisse “être étudiée".

L’exemple le plus simple (et le classique) d’une telle décomposition
remonte à Lyapunov en 1899 qui est valide si

�TS(t)� ≤ Me−εt et �T−1
R (t)� ≤ Me−εt, pour t ≥ 0,

pour certains ε > 0, M ≥ 1. Des semi-groupes qui vérifient cette propriété
sont dits hyperboliques du fait que le spectre de générateur infinitésimal
n’intersecte pas la droite purement imaginaire iR. Pour plus de détails, on
se réfère à (Engel, Nagel, 2000, Chapitres V.1 et VI.9).

Des décompositions plus subtiles sont obtenues (conformément aux
suppositions appropriées) via les théorèmes de décomposition de Foias-

1. Né le 7 mai 1880 à Frankenthal (Palatinat) (Empire allemand) - mort le 22 février
1975 à Munich ( Allemagne de l’Ouest)

2. Ici, j’ai utilisé la terminologie de Terry Tao dans The dichotomy between structure and
randomness, arithmetic progressions, and the primes. Proceedings ICM 2006, pages 581-608, 2006
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Sz. Nagy-Foguel (FSzNF) ou le Jacobs-deLeeuw-Glicksberg (JdLG). Dans
ces décompositions, (TS(t))t≥0 converge vers zéro dans un certain sens
faible, alors que (TR(t))t≥0 devient un groupe unitaire (FSzNF) ou à
spectre discret (JdLG). Mais, toujours, σ(A) ∩ iR est décisive pour ces dé-
compositions.

La situation pour les familles d’évolution (et donc pour les systèmes
non autonomes) est plus difficile, puisque le spectre de l’opérateur en
question σ(A(t)) ne détermine pas le comportement asymptotique de
cette famille (cf. Section 5.3).

Une façon d’étudier le comportement asymtpotique d’une famille
d’évolution est la dichotomie exponentielle qui signifie, entre autre, la dé-
composition de l’espace adjacent en deux parties comme précédément, et
par conséquent la décomposition de la famille d’évolution comme somme
d’une famille stable et d’une autre "reversible" ou non-stable.

Dans ce court chapitre, on se propose de donner quelques résulats fan-
damentaux relatifs à la dichotomie exponentielle, qui sera en particulier
l’objet du chapitre suivant.

Notre référence principale dans ce chapitre est (Coppel, 1978).
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5.1 Définitions

Soit

A(·) : R −→ L(Cn)

t �−→ A(t)

une matrice carrée d’ordre n ∈ N, x(·) : R → Cn; t �→ x(t) une fonction
à valeurs vectorielles dans Cn et

f (·) : R −→ C
n

t �−→ f (t)

une fonction continûment dérivable sur R.
On considère alors l’équation différentielle linéaire homogène sui-

vante :
x�(t) = A(t)x(t), t ∈ R (5.1)

et l’équation non-homogène associée

x�(t) = A(t)x(t) + f (t), t ∈ R (5.2)

Il est connu que l’ensemble des solutions de (5.1) forme un espace vec-
toriel de dimesion n. Si x1(·), · · · , xn(·) désignent n solutions linéairement
indépendantes de (5.1), alors la matrice dont les colonnes sont les xj est
appelée matrice fondamentale de (5.1). Dans ce cas particulier, les xj sont
dites solutions fondamentales de l’équation (5.1). Un autre résulat connu
affirme que les solutions x1(·), · · · , xn(t) sont fondamentales si et seule-
ment si le déterminant de la matrice fondamentale ne s’annule jamais.

On pose X(t) := (x1(t), · · · , xn(t)) la matrice fondamentale de (5.1).

Proposition 5.1 La matrice fondamentale X(t) vérifie les propriétés suivantes :

1. dX(t)
dt = A(t)X(t), c’est-à-dire que la matrice X(t) est une solution de

l’équation différentielle opératorielle X�(t) = A(t)X(t).

2. X(t) est une matrice régulière et toute matrice Z(t) solution de l’équation
différentielle opératorielle dans 1 peut être exprimée comme Z(t) = X(t)C,
où C est une matrice constante.

Soit X(t) une matrice fondamentale du système (5.1). Elle est alors
évidemment inversible. Si les deux matrices X(t) et X−1 peuvent être dé-
composées comme suit :

X(t) = X1(t) + X2(t)

X−1(s) = Z1(s) + Z2(s)

X(t)Z−1(s) = X1(t)Z1(s) + X2(t)Z2(s)

et si elles satisfont les conditions suivantes :
Il existe des constantes strictement positives K, L, α, β telles que

�X1(t)Z1(s)� ≤ Ke−α(t−s), si t ≥ s

�X2(t)Z2(s)� ≤ Le−β(s−t), si s ≥ t,
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où

X1(t) = (X11(t), 0) , X2(t) = (0, X12(t)),

Z1(s) =
�

Z11(s)
0

�
, Z2(s) =

�
0

Z21(s)

�
,

on dit que le système (5.1) admet une dichotomie exponentielle. Ceci peut
aussi s’écrire comme dans la défintion 5.2 ci-dessous.

Définition 5.1 Une matrice P ∈ L(Cn) est dite un projecteur si P2 = P.

Définition 5.2 l’équation différentielle (5.1) admet une dichotomie exponentielle s’il existe un
projecteur P et des constantes positives K, L, α, β tels que

�X(t)PX−1(s)� ≤ Ke−α(t−s) pour tous t ≥ s ≥ 0 (5.3)

�X(t)(I − P)X−1(s)� ≤ Le−β(s−t) pour tous s ≥ t ≥ 0 (5.4)

5.2 Dichotomie exponentielle de systèmes différentiels

autonomes

On suppose, dans ce paragraphe que l’équation (5.1) est autonome, au-
trement dit, que pour tout réel t ∈ R, A(t) = A est une matrice constante
indépendante du temps t.

Dans ce cas, la matrice fondamentale de (5.1) est X(t) = etA.
On notera comme dans les chapitres précédents, par σ(A), le spectre

de la matrice A, à savoir l’ensemble de tous les nombres complexes λ tels
que la matrice (λI − A) ne soit pas inversible. On désignera également
par Re(σ(A)) l’ensemble défini par

Re(σ(A)) := {Re(λ); λ ∈ σ(A)}.

Définition 5.3 La matrice A est dite

1. stable si Re(σ(A)) est inclus dans ] − ∞, 0[, c’est-à-dire que toutes ses
valeurs propres sont à partie réelle négative ;

2. expansive si Re(σ(A)) est inclus dans ]0,+∞[ c’est-à-dire que toutes ses
valeurs propres sont à partie réelle positive ;

3. dichotomique si Re(σ(A))∩ (iR) = ∅, c’est-à-dire que toutes ses valeurs
propres sont purement imaginaires.

Dans le cas autonome, on peut prendre le projecteur P comme le pro-
jecteur spectral défini par

P :=
1

2iπ

�

γ
(zI − A)−1dz,

où γ est n’importe quelle courbe simple fermée rectifiable prise dans le
demi-plan ouvert contenant dans son intérieur toutes les valeurs propres
de A dont la partie réelle est négative.
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Remarque 5.1 Une courbe γ : I := [a, b] → E (avec E désigne un espace métrique muni d’une
distance d) est dite rectifiable si elle est continue et si sa longueur est finie. Pour
D une subdivision de [a, b] donnée par t0 = a < t1 < ... < tn = b, on note par

L(D) :=
j=n−1

∑
j=0

d(γ(ti), γ(ti+1)).

On appelle longueur de γ la borne supérieure de l’ensemble {L(D) :
D soit une subdivision de I = [a, b]} (qui est majoré lorsque γ est recti-
fiable).

La proposition suivante donne une caractérisation de la dichotomie
exponentielle d’un système différentiel autonome.

Proposition 5.2 Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est dichotomique ;

2. l’équation différentielle (5.1) n’admet aucune solution (non triviale) bornée
pour t ∈ R ;

3. pour toute fonction bornée f , l’équation différentielle (5.2) admet une solu-
tion unique x(·) qui est bornée, où

x(t) =
� +∞

−∞
K(t− s) f (s)ds =

� t

−∞
eA(t−s)P f (s)ds−

� +∞

t
eA(t−s)Q f (s)ds

(5.5)

Dans (5.5), on a posé K(t − s) =

�
eA(t−s)P si t ≥ s

−eA(t−s)Q si t < s
, et Q =

I − P et P sont deux projecteurs tels que Re(σ(AP)) ⊂ ] − ∞; 0[ et
Re(σ(AQ)) ⊂ ]0;+∞[.

Démonstration. • Il est clair que les deux assertions 1 et 2 sont équiva-
lentes.

• Montrons maintenant que les deux affirmations 2 et 3 sont équiva-
lentes.

En effet, si 2 est satisfaite, il s’en suit immédiatement que 1 est égale-
ment vérifiée. En outre, il est facile de vérifier, via une dérivation directe,
que (5.5) est une solution de (5.2).

Prouvons que x(·) est une solution bornée de (5.2). En effet, en dérivant
(5.5), on obtient que

x�(t) = P f (t) +
� t

−∞
AeA(t−s)P f (s)ds + Q f (t)−

� +∞

t
eA(t−s)Q f (s)ds,

c’est-à-dire que
x�(t) = f (t) + Ax(t).

Il en résulte en passant à la norme que

�x(t)� ≤
����
� t

−∞
Ke−α(t−s)ds

���+
���
� +∞

t
Ke−α(s−t)ds

���
�
� f � ≤ 2K

α
� f �,
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où � f � := supt∈R
� f (t)�, et comme Re(σ(AP)) ⊂]−∞; 0[ et Re(σ(AQ)) ⊂

]0;+∞[, on a respectivement

�eA(t−s)P� ≤ Ke−α(t−s), pour tous t ≥ s,

�eA(t−s)Q� ≤ Ke−α(s−t), pour tous s ≥ t,

avec α > 0 et Kα > 0.
L’unicité dans 3 découle de l’unicité dans 2.
Réciproquement, si 3 est satisfaite, grâce au principe de superposition

on obtient 2.

5.3 Dichotomie exponentielle de systèmes différentiels

dans le cas général

Dans le cas général (non autonome), la condition 1. de la Proposition
5.2 ne donne pas d’information sur la dichotomie exponentielle du sytème
en question.

D’ailleurs, σ(A(t) ne fournit même pas d’information sur la stabilité
du système 5.1. En effet, par exemple, si l’on prend

A(t) :=
� −2 cos2(t) −1 − 2 cos(t) sin(t)

1 − 2 cos(t) sin(t) −2 sin2(t)

�
,

on remarque que pour tout réel t la matrice A(t) admet la valeur propre
double (−1) tandis qu’il existe de solutions qui tendent vers l’infini.

Il est aussi à observer que l’équation (5.1) admet une dichotomie expo-
nentielle pour le projecteur P = I si et seulement si elle est uniformément
saymptotiquement stable.

Afin de pouvoir analyser ce que la dichotomie exponentielle signifie
dans le cas général, il sera plus commode d’écrire les deux conditions de
la définition 5.2 sous la forme équivalente suivante :

�X(t)Pξ� ≤ K�e−α(t−s)�X(s)Pξ�, pour tous t ≥ s, (5.6)

�X(t)(I − P)ξ� ≤ L�e−α(s−t)�X(s)(I − P)ξ�, pour tous s ≥ t, (5.7)

�X(t)PX−1(t)� ≤ M�, pour tout réel t. (5.8)

où K�, L�, M� sont trois constantes positives et ξ est un vecteur constant
quelconque de Cn.

On suppose que le projecteur P est de rang égal à k, autrement dit,
que la trace de P est exactement k. Alors la première condition de trois
dernières inégalités entraîne l’existence d’un sous-espace vectoriel de so-
lutions qui tendent vers zéro uniformément et exponentiellement lorsque
t tend vers l’infini. Ce sous-espace est de dimension k. D’autre part, la
deuxième condition de ces inégalités prouve l’existence d’un sous-espace
complémentaire de dimension (n − k), de solutions tendant vers l’in-
fini uniformément et exponentiellement lorsque t tend vers l’infini. Par
ailleurs, la dernière inégalité assure que “ l’angle " entre ces deux sous-
espaces restent borné loin de zéro puisque lorsque l’angle tend vers zéro
les normes de deux projecteurs tendent vers l’infini.
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Montrons à présent l’équivalence entre les conditions de la définition
5.2 et les trois conditions (5.6-5.8).

En premier lieu, on suppose que les conditions de la définition 5.2 sont
satisfaites. Comme P est une projection, on a P2 = P et (I − P)(I − P) =
I − P. Il en découle que

�X(t)Pξ� = �X(t)PX−1(s)X(s)Pξ�
≤ �X(t)PX−1(s)��X(s)Pξ�
≤ Ke−α(t−s)�X(s)Pξ�, t ≥ s,

�X(t)(I − P)ξ� = �X(t)(I − P)X−1(s)X(s)(I − P)ξ�
≤ �X(t)(I − P)X−1(s)��X(s)(I − P)ξ�
≤ Le−β(s−t)�X(s)(I − P)ξ�, s ≥ t,

et

�X(t)PX(t)� ≤ Ke0 = K.

Inversement, pour tout η, en posant ξ = X−1η, on obtient, en suppo-
sant les trois conditions (5.6-5.8) vraies,

�X(t)PX−1(s)η� ≤ K0e−α(t−s)�X(s)PX−1(s)η�
≤ K0e−α(t−s)�X(s)PX−1(s)��η�
≤ K0M0e−α(t−s)�η�, t ≥ s,

et

�X(t)(I − P)X−1(s)η� ≤ L0e−β(s−t)�X(s)(I − P)X−1(s)η�
≤ K0e−β(s−t)�X(s)(I − P)X−1(s)��η�
≤ L0(M0 + 1)e−β(s−t)�η�, s ≥ t,

ce qui achève la démonstration de l’équivalence.
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6Dichotomie exponentielle
des systèmes non autonomes
périodiques en termes de la
bornitude de certains
problèmes de Cauchy
périodiques

La dichotomie exponentielle est l’une des propriétés asymptotiques fon-
damentales des solutions des systèmes linéaires différentiels. Dans le

cas autonome, c’est-à-dire lorsque A(t) = A est une matrice constante
indépendante du temps, comme il est déjà prouvé dans le chapitre précé-
dent la dichotomie exponentielle est équivalente au fait que la matrice A
n’admet aucune valeur propre purement imaginaire. Néanmoins, lorsque
A dépend du temps, l’étude de la dichotomie exponentielle révèle beau-
coup plus de difficultés. Des caractérisations importantes ont été obtenues,
récemment, dans (Buşe, Zada, 2010) et (Zada, 2008).

Soit le système q-périodique suivant

x�(t) = A(t)x(t), x(t) ∈ C
n, t ∈ R. (6.1)

où, q > 0 nombre réel donné et t �→ A(·) est une fonction q-périodique
continue à valeurs matricielles i.e. pour tout t ∈ R, on a A(t + q) = A(t).

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la dichotomie exponentielle
de la famille d’évolution engendrée par le système (6.1). Plus particuliè-
rement, on prouve que cette famille d’évolution admet une dichotomie
exponentielle relativement à un projecteur P si et seulement si la solution
du problème de Cauchy opératoriel suivant

Ẋ(t) = A(t)X(t) + eiµtP, X(t) ∈ L(Cn), t ∈ R,
X(0) = 0,

�
(6.2)

est bornée, uniformément par rapport au paramètre réel µ, et la solution

123



124

Chapitre 6. Dichotomie exponentielle des systèmes non autonomes périodiques en termes
de la bornitude de certains problèmes de Cauchy périodiques

Vµ(·) du problème de Cauchy opératoriel suivant

Ẏ(t) = −Y(t)A(t) + eiµtQ, Y(t) ∈ L(Cn), t ≥ s,
Y(s) = 0,

�
(6.3)

admet une limite dans L(Cn) lorsque s → −∞ ; autrement dit, l’intégrale
impropre

� t
−∞

eiµτQU(τ, t)dτ existe dans L(Cn), et que

sup
µ∈R

sup
t∈R

��
� t

−∞
eiµsQU(s, t)ds

�� := M2 < ∞.

où l’on note par Q le projecteur défini par Q := I − P, et M2 est une
constante réelle absolue.
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6.1 Introduction

On désigne par Cn l’espace vectoriel de tous vecteurs à n composantes
complexes et par L(Cn) l’algèbre de Banach de toutes les applications
linéaires à valeurs dans Cn. Sauf mention explicite du contraire, les normes
sur Cn ainsi que sur L(Cn) seront notées par le même symbole, à savoir
� · �.

On s’intéresse au système q-périodique suivant

x�(t) = A(t)x(t), x(t) ∈ C
n, t ∈ R. (6.4)

où, q > 0 nombre réel donné et t �→ A(·) est une fonction q-périodique
continue à valeurs matricielles i.e., pour tout t ∈ R, on a A(t + q) = A(t).

6.2 Résultats préliminaires

Étant donnée une matrice A ∈ L(Cn), on note par σ(A) spectre de
A ; c’est-à-dire l’ensemble de tous les nombres complexes z ∈ C pour
lesquels la matrice zI − A n’est pas inversible. I désigne, bien évidemment,
la matrice identité sur Cn.

On considère, à présent, le problème de Cauchy opératoriel suivant :

Ẋ(t) = A(t)X(t), t ∈ R

X(0) = I.

�
(6.5)

Définition 6.1 La solution, qu’on notera P(·), du système (6.5) est dite la matrice fondamentale
associée à la famille d’opérateurs {A(t)}t∈R.

Proposition 6.1 Pour tout t ∈ R, P(t) est inversible et son inverse est l’unique solution du
Problème de Cauchy opératoriel suivant

�
Ẏ(t) = −Y(t)A(t), t ∈ R

Y(0) = I.

Démonstration.
Comme pour tout t ∈ R, P−1(t)P(t) = I, on obtient en dérivant les

deux membres, pour tout t ∈ R,

dP−1(t)
dt

P(t) + P−1(t)
dP(t)

dt
= 0.

Ce qui donne que, compte tenu du fait que P(t) est solution de (6.5)

dP−1(t)
dt

P(t) + P−1(t)A(t)P(t) = 0,

ou encore que,
�dP−1(t)

dt
+ P−1(t)A(t)

�
P(t) = 0.

En multipliant à droite par P−1(t), on obtient ce que l’on souhaitait.
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Proposition 6.2 La famille U := {U(t, s) := P(t)P−1(s), t, s ∈ R} est une famille d’évolution
qui satisfait :

1. Pour tout t ∈ R, U(t, t) = I.
2. Pour tous t, s, r ∈ R, U(t, s)U(s, r) = U(t, r).
3. L’application

(t, s) �→ U(t, s) : {(t, s) ∈ R
2 : t ≥ s} → L(Cn)

est continue.
4. Pour tous t, s ∈ R, U(t + q, s + q) = U(t, s).
5. Pour tous t, s ∈ R, ∂

∂t U(t, s) = A(t)U(t, s).
6. Pour tous t, s ∈ R, ∂

∂s U(t, s) = −U(t, s)A(s).
7. Il existe deux constantes ω ∈ R et M ≥ 1 telles que

�U(t, s)� ≤ Meω|t−s| pour tous t, s ∈ R.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est immédiate.

Définition 6.2 La famille d’évolution U admet une dichotomie exponentielle uniforme
relativement au projecteur P (i.e. P ∈ L(Cn) et P2 = P) s’il existe des
constantes stictement positives N1, N2, ν1 et ν2 telles que

1. U(t, s)P = PU(t, s), pour tous t, s ∈ R

2. �U(t, s)P� ≤ N1e−ν1(t−s), pour tous t ≥ s ∈ R

3. �QU(s, t)� ≤ N2e−ν2(t−s), pour tous t ≥ s ∈ R.
Ici, par définition, Q := I − P et U(s, t) désigne l’inverse de U(t, s).

Remarque 6.1 Il est clair que Q2 = (I − P)(I − P) = (I − P) = Q et que PQ = QP =
P(I − P) = (I − P)P = P − P = 0.

Remarque 6.2 Dans le cas particulier où P = I (ce qui sous-entend que Q = 0), on reconnaît la
stabilité exponentielle uniforme de la famille d’évolution U .

Exemple :
On considère deux fonctions 1-périodiques continues a(·) and b(·) ;

i.e., a(t + 1) = a(t) et b(t + 1) = b(t), pour tout réel t, et donc, la fonction
1-périodique continue à valeurs matricielle t �→ A(t) définie par

A(t) =
�

a(t) 0
0 b(t)

�
.

Le système associé X(t) = A(t)X(t) donne naissance à la famille d’évolu-
tion suivante : U := {P(t)P−1(s), s, t ∈ R}, où pour tout réel t, on a

P(t) =

�
e
� t

0 a(s)ds 0

0 e
� t

0 b(s)ds

�
.

On prend les projecteur P et Q, définis comme P =

�
1 0
0 0

�
. et Q = I − P.

Par un calcul assez simple, on peut vérifier aisément que pour tous t, s ∈
R, PU(t, s) = U(t, s)P.
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Désormais, on suppose que

Il existe un projecteur P tel que U(t, s)P = PU(t, s) pour tous s, t ∈ R.

A présent, on introduit la proposition suivante qui fournit des caracté-
risations de la stabilité exponentielle uniforme d’une famille d’évolution.
Ces caractérisations permettent par la suite d’établir le résutat fondamen-
tal de ce chapitre.

Proposition 6.3 [(Arshad, Buşe, Saierli, 2011, Buşe, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005)] On
considère U := {U(t, s) : s, t ∈ R} une famille d’évolution q-périodique for-
tement continue d’opérateurs linéaires bornés opérant sur un espace de Banach
X.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La famille U est uniformément exponentiellement stable.
2. Il existe deux constantes réelles N ≥ 1 et ν > 0 telles que pour tout t ≥ 0,

on ait �U(t, 0)� ≤ Ne−νt.
3. Le rayon spectral U(q, 0), à savoir

r(U(q, 0)) := sup{|λ|; λ ∈ σ(U(q, 0))} = lim
n→∞

�U(q, 0)n�1/n,

est strictement inférieur à un.
4. Pour chaque µ ∈ R, la quantité

sup
n∈N

��
n

∑
k=1

eiµkU(q, 0)k
��

est finie.

Démonstration. Il est immédiat que 1. implique 2.
Il en est de même pour les implications 2. ⇒ 3., et 3. ⇒ 4.
La démonstration du fait que 4. implique 1. est donnée dans le

chapitre 4. Mais pour raison de clarté on la refait dans ce qui suit,
(Buşe, Cerone, Dragomir, Sofo, 2005, Lemma 1). En utilisant l’identité
�

eiµU(q, 0)− I
� �

I + eiµU(q, 0) + eiµ2U(q, 0)2 + · · ·+ eiµνU(q, 0)ν
�

= eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1 − I

on obtient en passant aux normes :
���eiµ(ν+1)U(q, 0)ν+1

��� ≤ 1 + L(µ) (1 + �U(q, 0)�) , ∀ν ∈ N,

c’est-à-dire que r(U(q, 0)) ≤ 1, et donc σ(U(q, 0)) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.
On suppose, par l’absurde, que 1 ∈ σ(U(q, 0)). Étant donné que 1 ∈

∂σ(U(q, 0)), il s’en suit que 1 ∈ σa(U(q, 0)) (d’après la Proposition 3.3 du
chapitre 3). Il existe, alors, une suite (xn)n∈N, avec xn ∈ X et �xn� = 1 telle
que

(I − U(q, 0)) xn → 0, lorsque n → ∞.
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Par conséquent, U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn → 0, converge uniformément par
rapport à k ∈ N. Soit m ∈ N, m > 2L(0) et n ∈ N tels que

���U(q, 0)k (I − U(q, 0)) xn

��� ≤ 1
2m

, pour tout k = 0, 1, · · · , m.

Alors,

L(0) ≥
����

m
∑

k=0
U(q, 0)kxn

���� =
����xn +

m
∑

k=1
U(q, 0)kxn

����

=

�����xn +
m
∑

k=1

�
xn +

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

������

=

�����(m + 1)xn +
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

�����

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k−1
∑

j=0
U(q, 0)j (U(q, 0)− I) xn

≥ m + 1 −
m
∑

k=1

k
2m = 3(m+1)

4 ≥ m
2 > L(0),

d’où la contradiction. On en déduit que 1 /∈ σ(U(q, 0)). En appliquant
ce résultat pour V(q, 0) = eiµU(q, 0), où µ ∈ R, on conclut que e−iµ /∈
σ(U(q, 0)). Par conséquent, r(U(q, 0)) < 1, autrement dit, la famille U est
uniformément exponentiellement stable.

Le lemme suivant joue un rôle primoridial dans la démonstration du
résutat fondamental.

Lemme 6.1 (Arshad, Buşe, Saierli, 2011) Soit les deux fonction h1 et h2 définies de [0, q]
sur C, respectivement, par

h1(t) =

�
t, si t ∈ [0, q/2]

q − t, si t ∈ [q/2, q],

h2(t) = t(q − t) pour tout t ∈ [0, q].

S’il on pose les intégrales Hj(µ) :=
� q

0 hj(s)e−iµsds, pour j = 1, 2 et l’ensemble
A := { 4kπ

q : k ∈ Z \ {0}}, alors
1. L’intégrale H1(µ) = 0 si et seulement si µ ∈ A,
2. Pour tout µ ∈ A, H2(µ) �= 0.

Preuve. Pour tout µ �= 0, on a

q�

0

eiµsh1(s)ds =

q
2�

0

seiµsds +

q�

q
2

(q − s)eiµsds

=
seiµs

iµ

����

q
2

0
−

q
2�

0

eiµs

iµ
ds + q

eiµs

iµ

����
q

q
2

− seiµs

iµ

����
q

q
2

+

q�

q
2

eiµs

iµ
ds
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= − eiµs

(iµ)2

����

q
2

0
+

eiµs

(iµ)2

����
q

q
2

=
1

(iµ)2

�
1 − 2e

iµq
2 + eiµq

�
.

La première assertion est maintenant claire. Soit µk := 4kπ
q . Alors,

q�

0
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0
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����
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���
q
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�
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���
q
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−

q�
0

eiµks
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�
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q
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�

qeiµkq
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���
q
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�

= 2q
(iµk)2 = − q3

8k2π2 .

Figure 6.1 – Représentation graphique des fonctions h1 et h2.

6.3 Dichotomie exponentielle de la famille d’évolu-
tion U

Théorème 6.1 (Lassoued, 2013) Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. La famille d’évolution U admet une dichotomie exponentielle relativement

au projecteur P.
ii. Les deux assertions suivantes sont vérifiées :

1. sup
µ∈R

supt∈R

�� � t
0 eiµsU(t, s)Pds

�� := M1 < ∞.
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2. La solution de l’équation (6.3) admet une limite dans L(Cn) lorsque s
tend vers −∞ (i.e. l’intégrale impropre

� t
−∞

eiµsQU(s, t)ds existe) et

sup
µ∈R

sup
t∈R

��
� t

−∞
eiµsQU(s, t)ds

�� := M2 < ∞,

avec M1 et M2 deux constantes absolues positives.

Démonstration. Il n’est pas difficile de vérifier que la fonction t �→
Uµ(t) :=

� t
0 eiµsU(t, s)Pds est la solution de l’équation (6.2) et que la fonc-

tion t �→ Vµ(t) :=
� t

s eiµsQU(s, t)ds est celle de l’équation (6.3). En effet, en
dérivant la première fonction, on retrouve, en vertu de la proposition 6.2
que

U�
µ(t) = eiµtU(t, t)P +

� t

0
eiµs ∂

∂t
U(t, s)Pds = eiµtP +

� t

0
eiµs AU(t, s)Pds,

et donc
U�

µ(t) = eiµtP + AUµ(t).

De la même manière, on démontre que Vµ vérifie la deuxième équation.
• On se propose, en premier lieu, de prouver que (i) implique (ii).
On suppose, pour ce faire, que la famille d’évolution admet une di-

chotomie exponentielle relativement au projecteur P. Il s’en suit, par la
Definition 6.2, qu’on a, pour tous t ≥ s ∈ R, �U(t, s)P� ≤ N1e−ν1(t−s),
pour des certaines constantes N1 et ν1 > 0. Via une simple intégration, on
déduit que, pour tout µ, t ∈ R,

��
� t

0
eiµsU(t, s)Pds

�� ≤ N1

ν1
.

De la même manière, puisque, pour tous t ≥ s ∈ R, �QU(s, t)� ≤
N2e−ν2(t−s), on s’aperçoit que :

� t
−∞

eiµsQU(t, s)ds est bien définie, ce qui
entraîne que la solution de l’équation (6.3),Vµ(·), admet une limite dans
L(Cn) lorsque s tend vers −∞ dans L(Cn), en outre,

��
� t

−∞
eiµsQU(t, s)ds

�� ≤ N2

ν2
,

ce qui prouve que (i) implique (ii).
• Maintenant, on veut prouver le sens inverse, c’est-à-dire que (ii) im-

plique (i) ; cette démonstration paraît plus délicate.
Pour j = 1, 2, on pose les deux fonctions f j(t) := hj(t)U(t, 0)P défi-

nies sur [0, q] où hj sont les deux fonctions introduites au Lemme 6.1. On
prolonge les fonctions f j par périodicité sur toute la droite réelle.

En prenant t = (N + 1)q, avec N un nombre entier positif, pour j = 1, 2,
alors puisque

Lk( f j) :=
� q(k+1)

qk
U((N + 1)q, τ)e−iµτ f j(τ)dτ,

on obtient

sup
N∈N

��
N

∑
k=0

Lk( f j)
�� := M1(µ, f j) < ∞.
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Par ailleurs, comme U(t + q, s + q) = U(t, s) pour tous t, s ∈ R, il en
résulte que U(pq, kq) = U((p − k)q, 0) = U(q, 0)p−k pour tout p, k ∈ N

avec p ≥ k. Ainsi, du fait que P commute avec U(t, s), et donc, avec toute
puissance de U(t, s), on obtient que

Lk( f j) =
� q(k+1)

qk
U((N + 1)q, (k + 1)q)U((k + 1)q, τ)e−iµτ f j(τ)dτ

=
� q(k+1)

qk
U((N − k)q, 0)U((k + 1)q, τ)e−iµτ f j(τ)dτ

= U(q, 0)N−k
� q(k+1)

qk
U((k + 1)q, τ)e−iµτ f j(τ)dτ

= U(q, 0)N−k
� q(k+1)

qk
U((k + 1)q, qk + u)e−iµ(kq+u) f1(kq + u)du

= U(q, 0)N−ke−iµkq
� q

0
e−iµuU(q, u) f j(u)du

= U(q, 0)n−ke−iµkq
� q

0
Pe−iµuh1(u)U(q, u)U(u, 0)du

= U(q, 0)N−k+1Pe−iµkq
� q

0
e−iµuh1(u))du

= (U(q, 0)P)N−k+1eiµ(N−k+1)qe−iµ(N+1)Hj(µ).

En vertu du lemma 6.1, on aura

(U(q, 0)P))N−k+1eiµ(N−k+1)q =
eiµ(N+1)

H1(µ)
Lk( f1), pour tout µ /∈ A,

(U(q, 0)P))N−k+1eiµ(N−k+1)q =
eiµ(N+1)

H1(µ)
Lk( f2), pour tout µ ∈ A.

Par conséquent, on déduit que

��
N

∑
k=0

(U(q, 0)P))N−k+1eiµ(N−k+1)q
�� ≤ 1

|H1(µ)|
M1(µ, f1), si µ /∈ A

��
N

∑
k=0

(U(q, 0)P))N−k+1eiµ(N−k+1)q
�� ≤ 1

|H2(µ)|
M1(µ, f2), si µ ∈ A.

Ceci entraîne

sup
N∈N

��
N+1

∑
k=0

(U(q, 0)P))keiµkq
�� < ∞.

Utilisant la Proposition 6.3, on conclut que le rayon spectral de UP,
r(UP) < 1, où l’on a posé U := U(q, 0), ce qui entraîne qu’il existe deux
constantes réelles N1 ≥ 0 and ν1 > 0 telles que

∀t ≥ s ∈ R,
��U(t, s)P

�� ≤ N1e−ν1(t−s).

La deuxième hypothèse implique que, pour tout s ∈ R aussi grand
que l’on veut, on a

��
� t

s
eiµτQU(τ, t)dτ

�� ≤ M2 + 1.
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On définit, pour j = 1, 2, les fonctions gj sur [0, q] par gj(τ) =
hj(τ)U(0, τ)Q, où les fonctions hj sont celles introduites dans le Lemme
6.1 et on les prolonge par périodicité sur toute la droite réelle. D’autre part,
il est aisé de prouver que pour j = 1, 2, la fonction

� t
s eiµτgj(τ)U(τ, t)dτ

est la solution de l’équation différentielle Z�(t) = −Z(t)A(t) + eiµtgj(t),
Z(s) = 0, t ≥ s. On remarque, aussi, que cette fonction est bornée.

En prenant t = (N + 1)q et s = mq, avec N > m deux nombres entiers,
on peut écrire que

��
� (N+1)q

mq
e−iµτgj(τ)U(τ, (N + 1)q)dτ

�� := M2(µ, gj) < ∞.

Il en résulte que

sup
N∈N

N

∑
k=m

�Sk(gj)� = M2(µ, gj) < ∞;

où Sk(gj) =
� (k+1)q

kq e−iµτgj(τ)U(τ, (N + 1)q)dτ, pour chaque k =

m, . . . , N. Pour tout k = m, m + 1, . . . , d’une manière analogue à ce qui
précède, on a

Sk(gj) =
� (k+1)q

kq
e−iµτgj(τ)U(τ, (k + 1)q)U((k + 1)q, (N + 1)q)dτ

=
� (k+1)q

kq
e−iµτgj(τ)U(τ, (k + 1)q)U(0, (N − k)q)dτ

=
� (k+1)q

kq
e−iµτgj(τ)U(τ, (k + 1)q)dτU(0, q)N−k

=
� q

0
e−iµ(kq+u)gj(kq + u)U(kq + u, (k + 1)q)duU(0, q)N−k

=
� q

0
e−iµugj(u)U(u, q)due−iµkqU(0, q)N−k

=
� q

0
e−iµuhj(u)QU(0, u)U(u, q)due−iµkqU(0, q)N−k

=
� q

0
e−iµuhj(u)QU(0, q)due−iµkqU(0, q)N−k

=
� q

0
e−iµuhj(u)due−iµkq(QU(0, q))N−k+1

= Hj(µ)e
−iµ(N+1)qeiµ(N−k+1)(QU(0, q))N−k+1.

De nouveau, grâce au Lemme 6.1, on peut écrire

eiµ(N−k+1)(QU(0, q))N−k+1 =
1

H1(µ)
eiµ(N+1)qSk(g1), si µ /∈ A

eiµ(N−k+1)(QU(0, q))N−k+1 =
1

H2(µ)
eiµ(N+1)qSk(g2), si µ ∈ A.

Ainsi,

��
N

∑
k=0

(QU(0, q)))N−k+1eiµ(N−k+1)q
�� ≤ 1

|H1(µ)|
M2(µ, g1), si µ /∈ A

��
N

∑
k=0

(QU(0, q)))N−k+1eiµ(N−k+1)q
�� ≤ 1

|H2(µ)|
M2(µ, g2), si µ ∈ A.
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Par la Proposition 6.3, posant V := U(0, q), on conclut que r(QV) < 1, et
par suite que il existe deux constantes N2 ≥ 0, ν2 > 0 telles que

∀t ≥ s ∈ R, �QU(s, t)� ≤ N2e−ν2(t−s),

ce qui achève la démonstration.
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Notations

Certaines notations sont valables uniquement à l’intérieur d’une sec-
tion ou d’une sous-section : on ne les définit pas ici. On trouvera ici les
notations utilisées dans plusieurs parties qui soit sont des notations ma-
thématiques pas toujours bien fixées par les conventions, soit des notations
définies dans cette thèse.

Notations générales.

1. N est l’ensemble de tous les nombres entiers positifs.

2. N∗ := {1, 2, · · · }.

3. R est l’ensemble de tous les nombres réels.

4. C est l’ensemble de tous les nombres complexes.

5. Le corps des scalaires sera toujours K = R ou C.

6. C+ := {z ∈ C : Re(z) ≥ 0} est demi-plan complexe droit.

7. C− := {z ∈ C : Re(z) ≤ 0} est demi-plan complexe gauche.

8. L’espace d’arrivée sera en général un espace de Banach sur K, noté
E, dont la norme est notée |.|E, son dual E� et le produit de dualité
·E�×E. Lorsqu’une structure hilbertienne sera exigée 1, on supposera
que E est un espace de Hilbert identifié (sauf mention contraire) à
son dual. On le notera alors H, sa norme |.|H et son produit scalaire
(ou hermitien) ·H. Si aucune ambiguité n’est possible, les indices
pourront être omis.

9. �u�∞ := sup �u(x)� .

10. Soit k ∈ N∗. Pour x, y dans Kk, on note x · y et |x| respectivement le
produit scalaire (ou hermitien) usuel de x et y et la norme associée
de x, i.e. :

x · y =
k

∑
i=1

xiyi et |x| =
√

x · x

En cas d’ambiguité sur k, on pourra noter ·k et |.|k
11. τp(u) (u : Rk → E et p ∈ Rk) désigne la fonction définie sur Rk par :

∀x ∈ R
k, τpu(x) := u(x + p).

Pour les classes de fonctions mesurables, cette définition a encore un
sens.

1. Généralement, un espace de Banach comme espace d’arrivée suffit pour les fonctions
Bohr-presque-périodiques, alors qu’une structure hilbertienne est exigée pour les espaces
de Besicovitch et de Sobolev-Besicovitch. Toutefois, dans le second cas, quand la structure
de Banach paraît suffisante, on citera les définitions et les résultats avec un espace de
Banach comme espace d’arrivée.
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12. K(E) (E espace topologique) désigne l’ensemble des compacts de E.

13. Int A (A ⊂ E topologique) est l’intérieur topologique de A.

14. E� est l’espace dual de E i.e l’espace consistant aux applications li-
néaires continues L : E → R et ·E�×E désigne la dualité entre E et
E�

15. F⊥ (F ⊂ H espace de Hilbert) est l’orthogonal de F dans H.

16. eν : Rk → C (ν ∈ Rk en général k = 1 ou n), est la fonction définie
par :

∀x ∈ R
k, eν(x) := eiν·x.

17. χA désigne la fonction caractéristique de A �= ∅.

18. Si X et Y sont deux ensembles non vides, on note YX ou F (X, Y)
l’ensemble des applications de X dans Y.

19. Pour une fonction mesurable f : X → R, on note sup f le supess f ,
i.e. le plus petit α t.q. f ≤ α presque partout.

20. Si A, B, C sont des ensembles non vides et si f : A × B → C, on
définit l’opérateur de Nemytskii construit sur f comme étant l’opé-
rateur N f : BA → CA défini par :

∀ϕ ∈ BA, N f (ϕ) := [t �−→ f (t, ϕ(t))].

Notations définies en cours de thèse.

Normes et produits scalaires

1. � · �H = � · �L2([0,q],H), où q > 0.

2. � · �Bp , norme sur l’espace de fonctions presque-périodiques au sens
de Besicovitch.

3. < ·; · >H=< ·; · >L2([0,q],H), produit scalaire de L2([0, q], H).

4. < ·; · >B2 produit scalaire de B2.

Divers

1. p.p. : presque partout ou presque-périodique (selon le contexte).

2. M{ f } : la moyenne temporelle.

3. M{ f } : la moyenne temporelle supérieure.

4. a( f , λ) : le λ-ème coefficient de Fourier-Bohr de f .

5. D : la différentielle.

6. bR : compactifié de Bohr de R.

7. D : la dérivée distributionnelle.

8. ∇ : la dérivée faible sur B2(R, E).

9. τa : l’opérateur de translation par a, (a ∈ R).

10. Notations spectrales

(a) �U� : norme opératorielle de U dans L(E).
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(b) T(t), U(t, s) : opérateurs linéaires continus agissant sur un es-
pace de Banach ou de Hilbert.

(c) ρ(A) : ensemble résolvant d’un opérateur donné A.

(d) σ(A) : spectre d’un opérateur linéaire (éventuellement non
borné) A.

(e) σa(A) : spectre approximatif d’un opérateur A.

(f) ∂σ(A) : frontière spectorielle de l’opérateur linéaire fermé A.

(g) ω0(T) : indice de croissance exponentielle du semi-groupe T.

(h) ω1(T) : indice global de croissance de solution de problème de
Cauchy abstrait partant de D(A).

(i) I opérateur identité de L(E).

(j) s(A) : borne spectrale de l’opérateur A.

(k) s0(A) : indice de croissance uniforme de la résolvante.

(l) D(A) : domaine de l’opérateur linéaire A.

(m) r(A) : rayon spectral de l’opérateur linéaire A.

(n) R(λ, A) : résolvante opératorielle de l’opérateur A au point λ.

(o) {T(t)}t≥0 : semi-groupe fortement continu agissant sur l’espace
E.

(p) {U(t, s)}t≥s : famille d’évolution définie sur un espace X.
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Espaces fonctionnels

L(E) algèbre des opérateurs linéaires continus A : E → E

M(n, C) ensemble des matrices d’ordre n à coefficients complexes.

J ∈ {R, R+} la droite réelle ou la demi-droite réelle positive.

C0(R, E) espace des fonctions continues de R dans E.

BC(R, E) espace des fonctions continues bornées de R à valeurs
dans E.

Ck(R, E) espace des fonctions k fois continuement dérivables de
R dans E.

Trig(R, E) espace des polynômes trigonométriques.

AP0(R, E) espace des fonctions presque-périodiques au sens de
Bohr, de R dans E.

APk(R, E) espace des fonctions Ck qui sont presque- périodiques
ainsi que leurs k dérivées.

APU(E × R, F) espace des fonctions presque-périodiques uniformément,
par rapport à un paramètre.

Bp(R, E) ensemble des fonctions presque-périodiques au sens de
Besicovitch, de R dans E.

B1,2(R, E) espace de Sobolev-Besicovitch.

BUC(J, X) ensemble des fonctions définies sur J et à valeurs dans X,
uniformément continues et bornées sur J.

AP(J, X) espace des fonctions de f ∈ BUC(J, X) telles que
fµ(t) = eiµtx avec µ ∈ R et x ∈ X.

AP1(J, X) ensemble de fonctions f ∈ AP(J, X) telles que
la série de Fourier associée à f soit absolument convergente.

Pq(J, X) espace de fonctions f définies sur J à valeurs dans X,
q-périodiques, i.e. telles que f (·+ p) = f (·).

P0
q (J, X) espace de fonctions f ∈ Pq(J, X) telles que f (0) = 0.
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Lp(R+, X) espace de toutes les fonctions p-intégrables f ,
définies sur R+ et à valeurs dans X,

i.e. telles que � f �p :=
�� ∞

0 � f (t)�pdt
� 1

p
< ∞, 1 ≤ p < ∞.

L2([0, q], X) espace de toutes les fonctions de carrées intégrables f ,
sur [0, q] et à valeurs dans X.

C∞
0 ((0, ∞), X) espace de toutes les fonctions à valeurs dans X,

indéfiniment dérivables à support compact dans (0, ∞).

C00(R+, X) espace de toutes les fonctions f continues,
définies sur R+, à valeurs dans X telles que
f (0) = lim

t→∞
f (t) = 0.

D� espace des distributions au sens de L. Schwartz.

B� espace des distributions bornées.

B�
pp espace des distributions presque-périodiques.
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Titre Fonctions Presque-Périodiques et Équations Différentielles

Résumé Cette thèse porte sur les équations d’évolution et s’articule au-
tour de trois parties. Dans la première partie, on se propose de se concen-
trer sur le critère oscillatoire de certaines équations différentielles. Des
résultats classiques sur les fonctions presque-périodiques sont rassemblés
dans le premier chapitre. Le deuxième chapitre de cette thèse a pour ob-
jectif de prouver l’existence d’une solution presque-périodique de Besi-
covitch d’une équation différentielle de second ordre sur un espace de
Hilbert. L’approche utilisée se base sur un formalisme variationnel. La
deuxième partie de cette thèse traite le comportement asymptotique des
problèmes de Cauchy dans le cas non autonome. Les semi-groupes et les
familles d’évolution étant les outils principaux utilisés dans cette partie,
le troisième chapitre introduit des résultats importants de cette théorie,
notamment ceux permettant de caractériser la stabilité des semigroupes et
des familles d’évolution périodiques. Dans le quatrième chapitre de cette
contribution, on prouve, en utilisant une approche basée sur les semi-
groupes, un résultat liant la bornitude de solutions de problèmes de Cau-
chy périodiques et la stabilité exponentielle uniforme des familles d’évo-
lution issues de ces problèmes. Dans une troisième partie, on focalise l’at-
tention sur quelques résultats sur la dichotomie exponentielle comme une
propriété liée au comportement asymptotique des systèmes différentiels.
Quelques résultats connus sont, par suite, réunis au cinquième chapitre
qui introduit brièvement la notion de dichotomie exponentielle. Dans un
dernier chapitre, une caractérisation de la dichotomie exponentielle d’une
famille d’évolution en termes de bornitude des solutions de problèmes de
Cauchy opératoriels correspondants sera démontrée.

Mots-clés Fonctions presque-périodiques, méthodes variationnelle,
semi-groupes, familles d’évolution périodiques, problèmes de Cauchy,
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Title Almost periodic Functions and Differential Equations

Abstract This PhD thesis deals with the evolution equations and is or-
ganised in three parts. The first part is devoted to the almost periodic
solutions of certain differential equations. Classic results on the almost-
periodic functions are collected in the first chapter. The second chapter of
this thesis aims to prove the existence of an almost-periodic solution of
Besicovitch of a second-order differential equation on Hilbert space. The
used approach is based on a variational formalism. In the second part of
this thesis, we study the asymptotic behavior of Cauchy problems in the
non-autonomous case. We give in the third chapter important results on
semigroups and evolution families, namely, those allowing to characterize
the stability of semigroups and periodic evolution families. We prove in
the fourth chapter sufficient conditions for the uniform exponential sta-
bility of a strongly continuous, q-periodic evolution family acting on a
complex Banach space. The last part in this work focuses the attention on



some results on the exponential dichotomy as a property for the asympto-
tic behavior of the differential systems. Some well-known results are given
in the fifth chapter which introduces briefly the concept of the exponential
dichotomy. A characterization of the exponential dichotomy for evolution
family in terms of boundedness of the solutions to periodic operatorial
Cauchy problems will be established.

Keywords Almost periodic functions, variational methods, semigroups,
periodic evolution families, Cauchy problems, differential equations, ex-
ponential dichotomy, exponential stability


