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De la dispersion aux vortex browniens dans des
systèmes hors-équilibres confinés

Cette thèse vise à caractériser la dynamique stochastique hors-équilibre de particules browniennes sous l’effet de
confinement. Ce confinement est appliqué ici par des potentiels attractifs ou des frontières imperméables créant
des barrières entropiques. Dans un premier temps, nous regardons la dispersion de particules sans interactions
dans les milieux hétérogènes. Un nuage de particules browniennes s’étale au cours du temps sans atteindre la
distribution d’équilibre de Boltzmann, et son étalement est alors caractérisé par une diffusivité effective inférieure
à la diffusivité microscopique. Dans un premier chapitre, nous nous intéressons au lien entre la géométrie de
confinement et la dispersion dans le cas particulier des microcanaux périodiques. Pour cela, nous calculons la
diffusivité effective sans hypothèse de réduction de dimensionnalité, contrairement à l’approche standard dite
de Fick-Jacobs. Une classification des différents régimes de dispersion est alors réalisée, pour toute géométrie
autant pour les canaux continus que discontinus. Dans un second chapitre, nous étendons cette analyse à
la dispersion dans les réseaux périodiques d’obstacles sphériques attractifs à courte portée. La présence d’un
potentiel attractif peut, de manière surprenante, augmenter la dispersion. Nous quantifions cet effet dans le
régime dilué, et montrons alors son optimisation pour plusieurs potentiels ainsi que pour une diffusion médiée
par la surface des sphères. Ensuite, nous étudions la dynamique stochastique de particules browniennes dans un
piège optique en présence d’une force non conservative créée par la pression de radiation du laser. L’expression
perturbative des courants stationnaires, décrivant les vortex browniens, est dérivée pour les basses pressions
en conservant le terme inertiel dans l’équation de Langevin sous-amortie. L’expression de la densité spectrale
est également calculée permettant d’observer les anisotropies du piège et les effets de la force non conservative.
La plupart des expressions analytiques obtenues durant cette thèse sont asymptotiquement exactes et vérifiées
par des analyses numériques basées sur l’intégration de l’équation de Langevin ou la résolution d’équation aux
dérivées partielles.

Mots-clés : dynamique stochastique, diffusion, hors-équilibre, dispersion, milieux hétérogènes, microcanaux,
confinement, vortex brownien.

From dispersion to Brownian vortices in
out-of-equilibrium confined systems

This thesis aims to characterize the out-of-equilibrium stochastic dynamics of Brownian particles under the effect
of confinement. This confinement is applied here by attractive potentials or impermeable boundaries creating
entropic barriers. First, we look at the dispersion of particles without interaction in heterogeneous media. A
cloud of Brownian particles spreads over time without reaching the Boltzmann equilibrium distribution, and
its spreading is then characterized by an effective diffusivity lower than the microscopic diffusivity. In a first
chapter, we are interested in the link between the confinement geometry and the dispersion in the particular
case of periodic microchannels. For this, we calculate the effective diffusivity without dimensionality reduction
assumption, instead of the standard Fick-Jacobs’ approach. A classification of the different dispersion regimes
is then performed for any geometry for both continuous and discontinuous channels. In a second chapter, we
extend this analysis to dispersion in periodic networks of short-range attractive spherical obstacles. The presence
of an attractive potential can surprisingly increase the dispersion. We quantify this effect in the dilute regime
and then show its optimization for several potentials as well as for diffusion mediated by the surface of the
spheres. Later, we study the stochastic dynamics of Brownian particles in an optical trap in the presence of
a non-conservative force created by the radiation pressure of the laser. The perturbative expression of the
stationary currents describing Brownian vortices is derived for the low pressures keeping the inertial term in the
underdamped Langevin equation. The expression of the power spectrum density is also calculated to observe the
trap anisotropies and the effects of the non-conservative force. Most of analytical expressions obtained during
this thesis are asymptotically exact and verified by numerical analysis based on the integration of the Langevin
equation or the resolution of partial differential equation.

Keywords : stochastic dynamics, diffusion, out-of-equilibrium, dispersion, heteregeneous media, microchan-
nels, confinement, Brownian vortices.
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Chapitre 1

Introduction

I Historique des phénomènes diffusifs et mouvement brownien

Dans cette thèse, nous caractériserons certains aspects de la dynamique stochastique hors-équilibre
de particules browniennes sous l’effet de (certains) confinements. Le mouvement brownien caractérise
le mouvement aléatoire de microparticules dans un fluide, qui sont soumises uniquement aux chocs
avec les particules de fluides. En 1827, le botaniste écossais Robert Brown [1] a été le premier à
observer au microscope le mouvement erratique, auquel son nom sera donné par la suite, de particules
micrométriques dans le fluide interne des grains de pollen de la plante Clarkia pulchella.

Les phénomènes diffusifs étaient, à cette date, au tout début de leur étude. En 1822, le mathéma-
ticien et physicien français Joseph Fourier [2] a déterminé, pour analyser les transferts de chaleur, une
équation qui deviendra par la suite l’équation de diffusion de la chaleur. Celle-ci a été obtenue en décri-
vant le lien entre le flux de chaleur et le gradient de température, connue aujourd’hui sous le nom de loi
de Fourier. En 1855, le physiologiste allemand Adolf Fick [3] s’est inspiré de la théorie de Fourier pour
caractériser la diffusion de particules, en reliant le flux de particules avec le gradient de concentration
des particules, nommée aujourd’hui loi de Fick. Il s’agit de la première théorie physique caractéri-
sant la diffusion de particules, qui n’était pas encore reliée au mouvement dit brownien. Pendant la
seconde moitié du XIXe siècle, la théorie cinétique des gaz a été développée par le mathématicien et
physicien écossais James Clerck Maxwell (en 1860) [4,5] et le physicien autrichien Ludwig Boltzmann
(en 1872 et 1877) [6, 7], donnant les distributions de Boltzmann et Maxwell-Boltzmann pour respec-
tivement la position et la vitesse des particules gazeuses. Avec le physico-chimiste américain Josiah
Willard Gibbs, Maxwell et Boltzmann sont alors à l’origine de la mécanique statistique [8] permettant
la description statistique des systèmes physiques pour lesquels les ensembles statistiques (microcano-
niques, canoniques et grand-canoniques) sont définis, revisitant la thermodynamique classique. Ces
études permettent, en autres, de caractériser l’entropie d’un système en fonction du nombre d’états
microscopiques accessibles (à l’origine de la constante de Boltzmann kB), de décrire la dynamique d’un
gaz hors de l’équilibre par l’équation dite de Boltzmann, ou de caractériser l’évolution d’un système
hors de l’équilibre vers l’état d’équilibre thermodynamique (théorème H).

Au début du XXe siècle, un premier modèle mathématique du mouvement brownien a été proposé
par le mathématicien français Louis Bachelier [9] (en 1900), en l’appliquant au domaine des mathéma-
tiques financières. Il montre alors que c’est la moyenne quadratique du déplacement qui caractérise le
mouvement et non sa moyenne arithmétique. Par ce résultat, le déplacement typique des microparti-
cules est proportionnel à la racine carré du temps. En 1905, le physicien Albert Einstein [10] montre
que la densité de probabilité p(x, t) d’une particule brownienne (qui satisfait le mouvement brownien)
située en x à l’instant t vérifie l’équation de diffusion

∂p

∂t
(x, t) = D0

∂2p

∂x2
(x, t) (1.1)

introduite par Fourier. Il définit alors le coefficient de diffusion D0 (microscopique) en établissant sa
relation avec la friction γ s’écrivant D0 = kBT/γ avec la constante de Boltzmann kB et la température
T . Elle est connue aujourd’hui sous le nom de relation d’Einstein. Il s’agit de la preuve que le mouvement
brownien et le processus de diffusion ne font qu’un. Cela conforte alors la théorie atomique, considérant
que la matière est constituée de molécules et d’atomes. En parallèle, le physicien australien William
Sutherland (en 1905) [11] et le physicien polonais Marian Smoluchowski (en 1906) [12] obtiennent des
résultats identiques à Einstein. L’équation développée par Smoluchowski (généralisant l’équation de
diffusion en présence d’un potentiel) caractérise le mouvement brownien et servira de base à l’étude des
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processus stochastiques. En 1908, le physicien français Paul Langevin propose une première approche
dynamique du mouvement brownien à partir de la seconde loi du mouvement de Newton (applicable
pour la valeur moyenne de la vitesse) en introduisant une force aléatoire F(t) traduisant les fluctuations
de la trajectoire de la particule brownienne causées par les collisions avec les particules du fluide. Cette
force est de moyenne nulle et ses valeurs prises à deux temps différents sont indépendantes. Elle est
appelée aujourd’hui bruit blanc gaussien. Il considère également que les particules browniennes sont
soumises à une force de frottement proportionnelle à la vitesse v et égale à −γv. Il montre alors
l’équation (où m représente la masse de la particule brownienne)

m
dv

dt
= −γv + F(t) (1.2)

connue aujourd’hui sous le nom d’équation de Langevin. En considérant les résultat de la théorie ci-
nétique des gaz, donnant la variance de la vitesse 〈v2〉 = dkBT/m (en dimension d), il reconnaît la
relation d’Einstein pour le régime diffusif des temps longs. En 1909, le physicien français Jean Per-
rin [13] mesure expérimentalement les trajectoires irrégulière des particules browniennes, qui décrivent
des « courbes sans tangente des mathématiciens ». Ces mesures lui ont permis de déterminer la valeur
du nombre d’Avogadro à partir de la constante de diffusion. Il a également confirmé que les particules
browniennes satisfaisaient la statistique de Maxwell-Boltzmann, permettant de valider rigoureusement
la théorie atomique [14]. En 1914, les physiciens néerlandais Adriaan Daniël Fokker et allemand Max
Planck [15,16] démontrent à partir de l’équation de Langevin, une équation pour la densité de probabi-
lité généralisant l’équation de diffusion et l’équation de Smoluchowski pour toutes forces (conservatives
ou non), appelée aujourd’hui équation de Fokker-Planck. Elle permet de caractériser notamment les
processus markoviens sans mémoire, étudiés par le mathématicien russe Andreï Markov [17] en 1906.

Ces différentes études réalisées sur un peu plus d’une décennie ont posé les bases de la dynamique
stochastique et des processus diffusifs, qui seront intensivement étudiés depuis. Plusieurs descriptions
mathématiques ont également été développées, permettant la caractérisation des processus stochas-
tiques. En 1923, le mathématicien américain Norbert Wiener [18] a proposé une modélisation mathé-
matique du mouvement brownien (pour une particule non massique) reprenant les résultats de Perrin,
par l’introduction d’un processus stochastique possédant une trajectoire continue avec une vitesse in-
finie en tout point. Il définit alors la « fonction aléatoire fondamentale » appelée aujourd’hui processus
de Wiener. Ce processus, souvent notée dWt (ou dBt), vérifie la propriété dW 2

t = dt et est relié à la
force aléatoire de Langevin par F (t)dt = γ

√
2D0dWt, pour un processus unidimensionnel. En 1930,

le physicien américain George Uhlenbeck et le mathématicien néerlandais Leonard Ornstein [19] ont
développé un processus stochastique gaussien admettant une distribution stationnaire (au contraire
du processus de Wiener) et correspondant au mouvement brownien dans un potentiel harmonique.
Ce processus s’écrit alors pour la position xt d’une particule brownienne non massique sous la forme
générale (avec µ et λ dépendant du potentiel)

dxt = −λ(xt − µ)dt+
√

2D0dWt. (1.3)

En 1933, le mathématicien français Paul Lévy introduit un modèle probabiliste dont le mouvement
brownien est un cas particulier. C’est surtout lui qui a dénommé le processus de Wiener sous le terme
de « mouvement brownien » dans le premier grand ouvrage consacré à celui-ci [20]. Entre 1942 et 1951,
le mathématicien japonnais Kiyoshi Itō a développé le calcul stochastique correspondant au calcul
différentiel spécifique du mouvement brownien (processus de Wiener). Une alternative au calcul d’Itō
a été proposée par le physicien russe Ruslan Stratonovich [21] en 1960.

Quelques avancées physiques peuvent être maintenant mentionnées. Notamment, la relation d’Ein-
stein a été généralisée en reliant la fonction de réponse linéaire (la friction) à une petite perturbation
poussant le système hors de l’équilibre avec la fonction de corrélation (la constante de diffusion) corres-
pondant aux fluctuations du système à l’équilibre. Il s’agit du théorème de fluctuation-dissipation (ou
théorème Callen-Welton) formulé par l’ingénieur américain Harry Nyquist [22] en 1928 et démontré
par les physiciens américains Herbert Callen et Theodore A. Welton [23] en 1951. Ce théorème est
valide pour les systèmes satisfaisant le bilan détaillé, et a été récemment généralisé pour les systèmes
hors-équilibres [24, 25]. La dynamique stochastique a été également étudiée pour des systèmes hors-
équilibres. En 1931, le physicien américain Lars Onsager [26, 27] a généralisé les lois de Fourier et de



II- Contexte de la thèse : diffusion dans les milieux complexes 11

Fick par ses relations de réciprocité, donnant les relations dites d’Onsager-Casimir [28]. En 1957, les
physiciens japonnais Ryogo Kubo et américain Melville Green [29,30] ont démontré, dans le cadre de la
réponse linéaire, une expression exacte reliant le coefficient de transport avec une intégrale temporelle
de la fonction d’autocorrélation.

II Contexte de la thèse : diffusion dans les milieux complexes

La diffusion dans les milieux simples est donc parfaitement caractérisée par tous ces résultats.
Cependant, les phénomènes diffusifs dans les milieux complexes sont moins bien compris, bien qu’ap-
paraissant dans de nombreux contextes. De nombreuses études récentes sont réalisées pour caractériser
les systèmes biologiques (cellules vivantes, canaux ioniques, nanopores, zéolites, ADN) [31], la diffusion
anormale [32], la microfluidique [33,34], les milieux hétérogènes [35] ou les moteurs browniens [36]. Les
concepts de la mécanique statistique d’équilibre tels que l’énergie libre ou la distribution de Maxwell-
Boltzmann, ne permettent pas de décrire la dynamique des particules browniennes pour ces problèmes.
Nous nous intéressons ici à l’aspect hors-équilibre de certains processus stochastiques. L’équation de
Fokker-Planck générale pour la densité de probabilité p(x, t) d’une particule brownienne située en x à
l’instant t s’écrit

∂p

∂t
(x, t) = ∇ · [D(x)∇p(x, t)− u(x)p(x, t)] = −∇ · J(x, t), (1.4)

pour une diffusivité inhomogène D(x) et une vitesse de dérive u(x) s’écrivant généralement

u(x) = βD(x) [F(x)−∇V (x)] , (1.5)

en présence d’une force non conservative F(x) et d’un potentiel V (x), sans oublier l’équation de flux
nul n · J(x, t) = 0 sur les bords du domaine. L’expression de cette densité de probabilité p(x, t) n’est
pas connue dans le cas général.

Figure 1.1 – Dispersion dans un milieu poreux (à gauche) et dans des microcanaux (à droite), étudiés
par Yang et al. [33] (en haut à droite) et par Aminian et al. [34] (en bas à droite).

Dans un premier temps, nous étudierons la dispersion de particules browniennes dans les micro-
canaux et les milieux hétérogènes (en présence d’obstacles), permettant de comprendre l’étalement
d’un nuage de particules initialement proches. La taille typique de cet étalement augmente au cours
du temps et est alors caractérisée par la diffusivité effective De pour les temps longs, inférieure à la
diffusivité effective D0. La distribution de Boltzmann n’est donc pas atteinte dans le régime des temps
longs. En 1953, Geoffrey Ingram Taylor [37–39] a étudié la diffusion (dispersion) de particules dans un
flot de Poiseuille uniforme, dans un tube circulaire avec des parois imperméables. Il a montré que le
cisaillement augmentait la diffusivité effective en étalant le nuage de particules. C’est ce phénomène
qui est appelé aujourd’hui dispersion de Taylor. Cette dispersion dépend fortement de la géométrie
du canal étudié. En 1956, Rutherford Aris [40] a étendu les résultats de Taylor en présentant une
analyse par la méthode des moments. La théorie proposée par Taylor et Aris a été généralisée pour de
nombreux systèmes [41]. Elle permet également de décrire les flots hydrodynamiques dans les milieux
poreux [42, 43] modélisés par la loi de Darcy (loi similaire à celles de Fourier et Fick, reliant le débit
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volumique au gradient de pression et caractérisant la perte de charge dans un fluide) ou dans les mi-
crocanaux [33,34,44]. Dans un second temps, nous étudierons la dynamique de particules browniennes
en présence d’une force non conservative. La distribution stationnaire est inconnue, contrairement aux
systèmes à l’équilibre. Des courants stationnaires sont alors présents. Nous aborderons cette étude dans
un piège optique pour lequel la force non conservative crée des vortex browniens dont nous étudierons
la géométrie par le calcul des courants stationnaires. Ces deux études, basées sur la caractérisation de
la dispersion et des vortex browniens, sont des exemples de dynamique stochastique hors-équilibre en
présence de confinement.

Figure 1.2 – Modélisation du piège optique réalisée par Yevick et al. [45], montrant l’existence des
vortex browniens en présence d’une force non conservative.

Dans cette thèse, nous développerons des expressions analytiques qui seront pour la plupart asymp-
totiquement exactes. Elles seront basées sur la dérivation de la diffusivité effective, dont des formules
exactes ont été récemment développées par Guérin et Dean [46, 47] similaires aux relations de Green-
Kubo. Nous développerons également des expressions exactes de la densité de probabilité et du courant
stationnaires par des méthodes analytiques basées sur le calcul d’intégrales de chemins et de déter-
minants d’opérateur. De nombreux résultats perturbatifs seront développés, nécessitant quelques fois
des développements de type couche-limite. Nous vérifierons la majorité de ces résultats analytiques
par des analyses numériques basées sur l’intégration de l’équation de Langevin (appelée simulations
numériques) ou la résolution d’équation aux dérivées partielles à l’aide de solveurs numériques tels que
FlexPDE [48] ou FreeFem++ [49].

Tout d’abord, nous étudierons dans le chapitre 2 la dispersion de particules browniennes dans les
microcanaux périodiques. Nous y montrerons le lien entre la géométrie de confinement et la dispersion, à
travers une classification des différents régimes de dispersion pour les canaux étroits, les canaux présen-
tant des petites ouvertures et les canaux larges. Nous calculerons la diffusivité effective sans hypothèse
de réduction de dimensionnalité, contrairement à l’approche standard de Fick-Jacobs. Cette étude sera
réalisée en développant des formules exactes et un formalisme basé sur l’analyse complexe permettant
l’accès à des résultats asymptotiquement exacts. Nous y dériverons également une expression de la dif-
fusivité effective pour les canaux présentant des discontinuités de profil. Puis dans le chapitre 3, nous
étendrons ces résultats à la dispersion dans les réseaux périodiques d’obstacles sphériques attractifs.
Nous quantifierons la dispersion dans le régime dilué, pour plusieurs potentiels attractifs à courte por-
tée. Nous dériverons alors une optimisation de la dispersion en fonction de temps de premier passage,
analogue à une diffusion médiée par la surface des sphères. Enfin dans le chapitre 4, nous étudierons la
dynamique stochastique de particules browniennes dans un piège optique en présence d’une force non
conservative créée par la pression de radiation du laser. Nous développerons l’expression des courants
stationnaires, décrivant les vortex browniens, dérivée pour un modèle minimal du piège optique dans la
limite des basses pressions. Nous dériverons également l’expression de la densité spectrale permettant
d’observer les anisotropies du piège et les effets de la force non conservative.
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III Résumé des résultats

Avant de commencer, nous allons résumer dans cette section les principaux résultats obtenus pen-
dant cette thèse, sans indiquer ni leur démonstration ni leur validation par une analyse numérique.

III-1 Dispersion dans les microcanaux périodiques

Dans le chapitre 2, nous étudions la dispersion de particules browniennes ponctuelles dans les micro-
canaux périodiques. Caractériser la dispersion consiste à comprendre comment un nuage de particules
initialement proches va s’étendre au cours du temps dans un milieu complexe. C’est un phénomène
qui apparaît dans de nombreux contextes, comme le mélange [35, 50, 51] ou le tri [52] de particules
browniennes, l’étalement de tâches de polluants [53, 54] ou la cinétique des réactions chimiques [55].
Ici, nous nous intéressons à un exemple de dispersion dans les milieux confinés [36,56,57], dont l’étude
est importante pour les systèmes biologiques [31, 58] (canaux ioniques, cellules vivantes, réseaux neu-
ronaux, ADN, ...), les zéolites [59] ou les milieux poreux [42]. Plusieurs études récentes ont examiné la
dispersion dans les microcanaux en présence de flots hydrodynamiques [33, 34, 44, 56, 60, 61], de parti-
cules actives [62–64], de polymères [65], d’effets électrostatiques dans les solutions électrolytes [66, 67]
ou d’effets d’encombrement stérique entre les particules browniennes [68–72]. Cependant, nous nous
concentrons ici uniquement sur le lien entre la géométrie du confinement et la dispersion. En effet,
même pour des particules browniennes ponctuelles et sans interactions, dans un fluide au repos, il est
bien connu que le confinement peut induire une réduction significative de la diffusivité effective De

par rapport à la diffusivité microscopique D0. La première théorie quantitative pour ce phénomène,
considérée comme standard et basée sur une réduction de dimensionnalité de l’espace, a été introduite
par Jacobs [73] en 1935, connue aujourd’hui sous le nom de Fick-Jacobs. De nombreuses études ont
amélioré cette approche [74–88], ou l’ont généralisée en présence de forces longitudinales [56, 89, 90].
D’autres approches basées sur des théories de premier passage [58,91] ou sur le piégeage des particules
près des discontinuités du canal, quand celui-ci est discontinu [86, 92, 93], ont été développées pour la
dispersion mais leur domaine de validité est incertain.

Nous présentons, ici, les résultats obtenus pour des canaux périodiques, symétriques et bidimen-
sionnels avec des parois situées en y = ±h(x), avec h(x+L) = h(x) et L la périodicité, dans le système
de coordonnées cartésiennes (x, y). Ces résultats sont étendus, lorsque cela est possible, pour les canaux
bidimensionnels asymétriques et tridimensionnels axisymétriques dans le texte principal. Dans un pre-
mier temps, nous dérivons des formules exactes pour obtenir l’expression de la diffusivité effective. En
considérant la dispersion de particules entre deux hypersurfaces, nous pouvons généraliser les formules
de Kubo de Guérin et Dean [46, 47] pour ce système. Ces formules de Kubo nous donnent alors un
moyen d’obtenir des résultats numériques exacts et des résultats analytiques asymptotiquement exacts.
En appliquant ce résultat en dimension d = 2, l’expression de la diffusivité effective peut être obtenue
en considérant une fonction auxiliaire analytique w(z) de la variable complexe z = x+ iy. Elle satisfait
les équations

Imw (x+ ih(x)) = h(x)− C, De

D0
=

C

〈h〉 , (1.6)

où la constante C peut être déterminée avec la condition de périodicité w(z+L) = w(z) sur la fonction
auxiliaire. La notation 〈h〉 représente la moyenne spatiale de la hauteur h(x) sur une période L. Il s’agit
d’un formalisme très compact qui tient en une seule ligne. Ce formalisme nous permet notamment de
retrouver le résultat exact développé par Zwanzig [94] pour une géométrie particulière de canal.

Ensuite, nous réalisons la classification des différents régimes de dispersion en fonction de la géo-
métrie du canal. En définissant les longueurs a et H représentant respectivement la hauteur minimale
et la variation de hauteur du canal, nous pouvons considérer deux nombres sans dimensions : ε = a/L
et ξ = H/a caractérisant la géométrie du canal. Dans la limite des canaux étroits où ε � 1, nous
retrouvons l’expression de la diffusivité de Fick-Jacobs donnée par l’équation

De

D0
' DFJ

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉 . (1.7)

Cette expression nous permet de distinguer deux types de canaux en fonction du comportement près de
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la hauteur minimale du canal, dans la limite de fortes corrugations ξ � 1. En supposant que la hauteur
s’écrit h(x) = a + Λ|x|ν près de son minimum, la diffusivité de Fick-Jacobs se réécrit en fonction du
temps de premier passage à travers un entonnoir [58] pour un exposant ν > 1, et ne dépend pas de
la géométrie du reste du canal. Pour un exposant ν < 1, la diffusivité de Fick-Jacobs tends vers une
constante dans la limite ξ → ∞. Ces deux régimes de dispersion, contrôlés par la géométrie près de
la hauteur minimale du canal, définissent respectivement les canaux lisses et rugueux. Dans la limite
ε � 1, nous dérivons également le développement asymptotique de la diffusivité effective s’écrivant
pour h(x) = εζ(x)

De

D0
= 〈ζ〉−1

[
〈ζ−1〉+

ε2

3
〈ζ ′2/ζ〉 − ε4

45

(
4〈ζ ′4/ζ〉+ 〈ζ ′′2ζ〉

)

+
ε6

945

(
44〈ζ ′6/ζ〉+ 5〈ζ2ζ ′′3〉+ 45〈ζ ′3ζ ′′2〉+ 2〈ζ3ζ ′′′2〉

)
+O(ε8)

]−1

, (1.8)

permettant de vérifier le résultat de Kalinay et Percus [76], obtenu en considérant une réduction de
dimensionnalité, à l’ordre O(ε6) et celui de Dorfman et Yariv [85] à l’ordre O(ε4). Nous retrouvons
également la resommation de Kalinay et Percus, pour les canaux linéaires où h′′(x) est supposé nul
pour tout x. Malheureusement, ce type de canaux périodiques n’existe que pour le cas trivial d’un canal
plat. Ces résultats pour les canaux étroits montrent que la réduction de dimensionnalité proposée par
Jacobs dans les années 30 est valide, bien que le processus unidimensionnel ne soit généralement pas
markovien.

Puis, nous étudions la limite opposée des canaux larges où ε� 1. Les résultats numériques montrent
que les résultats obtenus avec l’approximation de Fick-Jacobs ne donnent pas une valeur de la diffusivité
effective correcte. La dispersion est contrôlée par les particules se trouvant à l’interface de la région
rapide située en |y| < a où les particules contribuent au déplacement longitudinal, et des régions
lentes situées en |y| > a où les particules sont piégées par les parois du canal. L’ordre dominant de
la diffusivité effective est obtenu avec un argument physique en considérant que la contribution des
régions lentes est nulle. Il s’agit d’un résultat obtenu pour la dispersion dans des peignes [95]. L’ordre
sous-dominant de la diffusivité effective est dérivé à partir de notre formalisme complexe et s’écrit

De

D0
=

a

〈h〉

[
1 +

ln 2

πε
+O

(
1

ε2

)]
, (1.9)

faisant intervenir seulement la géométrie près de la hauteur minimale du canal et une constante uni-
verselle ln 2/π. Ce résultat peut être obtenu avec une méthode alternative plus mathématique basée
sur la résolution des formules de Kubo et d’une équation de type Wiener-Hopf.

Ensuite, pour étudier la dispersion dans les canaux de taille intermédiaire (pour des valeurs de ε
intermédiaires), nous définissons un approximant de Padé permettant de relier les résultats asymp-
totiques pour ε � 1 et ε � 1. Celui-ci approxime assez bien les valeurs numériques dans le régime
intermédiaire pour les canaux lisses, mais présente quelques défauts pour des fortes corrugations ξ � 1.
Il s’agit alors d’un nouveau régime où la dispersion est contrôlée par la présence de petites ouvertures.
En suivant les formalismes de Ward et Keller [96] et de Pillay et al. [97] développés en considérant
perturbativement les petites ouvertures, nous montrons que la diffusivité effective s’écrit

De

D0
' πL

2〈h〉
1

ln(2κ/ε)
, (1.10)

où κ est défini par lnκ = (π/2)[R(x−,x−)+R(x+,x+)−G(x−,x+)−G(x+,x−)] avec les fonction R et
G dépendant de la pseudo-fonction de Green [98] du domaine sans ouverture. En comparant ce résultat
avec celui de Pillay et al. [97], nous remarquons que la diffusivité effective peut s’écrire en fonction
du temps de premier passage pour aller d’une petite ouverture, considérée réfléchissante, à la petite
ouverture suivante. Ce temps diffère ici du temps moyen global de premier passage pour atteindre une
petite ouverture, par la correction du terme logarithmique donnée par κ. Nous avons alors obtenus
trois régimes de dispersion contrôlés par la géométrie des canaux : canaux étroits, canaux larges et
canaux présentant des petites ouvertures. Les limites de validité des trois expressions de la diffusivité
effective associées, sont définies par des lignes de transitions se trouvant en ε = 1 et εξ1/ν = 1 pour les
canaux lisses et en ε = 1 et εξ = 1 pour les canaux rugueux.
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Enfin, nous étudions la dispersion dans les canaux étroits présentant des discontinuités de profil.
Le résultat asymptotique développé pour les canaux étroits n’est valable qu’à ordre O(ε0), pour une
fonction h′(x) qui diverge au niveau des discontinuités. Ici, l’approximation de Fick-Jacobs ne peut pas
être utilisée pour calculer les corrections. En utilisant notre formalisme complexe, nous dérivons alors
une expression asymptotique de la diffusivité effective pour plusieurs discontinuités situées en x = xi

De

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉

[
1− 1

L〈h−1〉
n∑

i=1

γ(νi) +O(ε2)

]
, (1.11)

où νi est un paramètre relié à la ie discontinuité de la hauteur h(x). Nous remarquons alors que le
piégeage des particules est plus important proche des discontinuités (correction d’ordre O(ε)) que dans
les sections continues (correction d’ordre O(ε2)), faisant diminuer tous deux la valeur de la diffusivité
effective. La fonction γ(ν) dépend de la géométrie de la discontinuité. Nous obtenons des expressions
exactes pour celle-ci, pour des discontinuités simples où la valeur de h(x) passe de h− à h+ de gauche
à droite de la discontinuité

γd(ν) =
1 + ν2

πν
ln

∣∣∣∣
1 + ν

1− ν

∣∣∣∣−
2

π
ln

∣∣∣∣
4ν

1− ν2

∣∣∣∣ , ν =
h+

h−
, (1.12)

ou pour des cloisons où les valeurs à gauche et à droite de la hauteur du canal sont identiques h− = h+

mais avec une valeur différente h0 au point de discontinuité

γc(ν) = − 4

π
ln
(

sin
πν

2

)
, ν =

h0

h−
. (1.13)

Une expression implicite est également obtenue pour les canaux présentant une discontinuité générale
composée des deux précédents profils. Ces fonctions γ(ν) sont reliées aux taux de piégeages introduits
par Berezhkovskii [93, 99], dont les expressions ont été obtenues par des approximations, et utilisés
pour décrire la dispersion dans les canaux discontinus. Nous relions également notre résultat asympto-
tiquement exact au résultat de Kalinay et Percus [100] obtenu avec une réduction de dimensionnalité,
valable pour un seul ratio de discontinuité ν = 1/2.

III-2 Dispersion dans un réseau périodique d’obstacles sphériques attractifs

Dans le chapitre 3, nous étudions la dispersion de particules browniennes ponctuelles dans un
réseau périodique d’obstacles sphériques attractifs. La caractérisation de la dispersion dans les milieux
hétérogènes apparaît dans de nombreux contextes physiques [35,50–55]. Ici, nous nous intéressons à la
dispersion dans les réseaux d’obstacles sphériques fixes. Il s’agit d’un modèle standard de l’étude de
la diffusion dans les systèmes complexes, tels que les milieux poreux [101], les suspensions colloïdales
[102] ou les cellules vivantes [103–105], permettant notamment de décrire les phénomènes de diffusion
anormale. Plusieurs études ont également abordé ce modèle pour caractériser la dispersion en l’absence
de forces extérieures ou de potentiels attractifs [83,106–108]. En effet, la seule présence de ces obstacles
sphériques implique un ralentissement de la dispersion des particules due à un piégeage entropique de
celles-ci. Nous nous concentrons, ici, sur l’étude de l’optimisation de la dispersion en présence d’un
potentiel attractif sur la surface des sphères. En effet, la plupart des systèmes biologiques ou colloïdaux
mixent la présence d’obstacles et d’interactions à longue portée telles que les forces électrostatiques [109]
(de type Coulomb) avec éventuellement un écrantage (de type Yukawa), ou les forces intermoléculaires
de type Van Der Waals ou Debye [110]. Plusieurs études ont été réalisées pour caractériser la dispersion
dans des réseaux périodiques d’obstacles en présence de force extérieure [111, 112] ou de potentiel
attractif [113–116]. Le comportement dû au potentiel attractif semble facile à comprendre. En effet,
la dispersion des particules est ralentie par le piégeage des particules dans les minima locaux du
potentiel. Ce ralentissement est relié au temps moyen d’échappement tesc du minimum de potentiel,
où la particule brownienne est piégée. Ce temps dépend de la barrière d’énergie ∆E à franchir et suit
approximativement la loi d’Arrhénius tesc ∼ exp(β∆E) avec β l’inverse de la température. Cependant,
l’effet du couplage des deux barrières entropique et énergétique sur la dispersion n’est pas si simple.
En effet, Putzel et al. [116] ont récemment mis en évidence par des simulations numériques que la
dispersion des particules était augmentée pour un potentiel attractif sur la surface de sphères par
rapport au cas sans potentiel. Ce résultat est contre-intuitif par le fait que la présence d’un minimum
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de potentiel puisse dépiéger une particule brownienne du confinement entropique des sphères. Cet effet
pourrait cependant être compris si les surfaces des obstacles étaient suffisamment proches pour que
les particules puissent passer de l’une à l’autre sans explorer le volume. Mais ce phénomène apparaît
également dans la limite diluée d’obstacles !

Nous présentons, ici, les résultats obtenus pour la dispersion dans un réseau cubique, de périodicité
L, d’obstacles sphériques de rayon R en présence d’un potentiel attractif V (r) sur la surface de ceux-ci.
Tout d’abord, nous regardons l’effet entropique des sphères dures sur la dispersion. Les résultats du
chapitre 2 peuvent être appliqués en dimension d = 2 en considérant l’analogie de la dispersion dans
un réseau d’obstacles et dans un canal [83]. Cela nous permet de déterminer deux régimes spécifiques
de dispersion dépendant uniquement de la fraction volumique des obstacles ϕ = Vd(R)/Ld, où Vd(R)
le volume de l’hypersphère. Dans la limite diluée (ϕ � 1), nous dérivons l’expression asymptotique
de la diffusivité effective à partir des formules de Kubo développées par Guérin et Dean [46, 47]. En
utilisant une fois encore un formalisme complexe, la diffusivité effective s’écrit

De

D0
= 1− ϕ+O(ϕ2),

De

D0
' 1

1 + ϕ
. (1.14)

Cette dernière expression est obtenue à partir des travaux de Maxwell [117] et dans notre formalisme en
remplaçant les conditions aux limites périodiques par des conditions sur une sphère entourant l’obstacle.
Elle est valide, étonnamment, jusqu’à une fraction volumique de l’ordre de ϕ ∼ 0.4. Dans la limite
encombrée (ϕ ∼ ϕc), l’approximation de Fick-Jacobs peut être appliquée en utilisant la classification
présentée dans le chapitre 3, justifiant l’utilisation de la réduction de dimensionnalité. Nous pouvons
alors montrer à partir de la forme des formules de Kubo, ne faisant intervenir que la normale à la
sphère, que la diffusivité effective unidimensionnelle peut s’écrire

D(x)

D0
= 1− x2

3R2
Θ(R− |x|) (1.15)

impliquant l’expression de la diffusivité effective dépendant du paramètre λ = 2R/L

De

D0
'
[

(1− ϕ)

(
1− λ−

√
3λ

2

√
2πλ− ln(2 +

√
3)

2λ2 + 1
+

6λ2

(2λ2 + 1)
√

1− λ2
arctan

√
1 + λ

1− λ

)]−1

. (1.16)

Cette expression donne une meilleure approximation de la diffusivité effective que celles développées par
Keller et Sachs [118,119] ainsi que par Dagdug et al. [83] et est valable pour des fractions volumiques
supérieures à ϕ ∼ 0.67.

Ensuite, nous étudions l’effet cumulé du piège entropique et du piège énergétique en présence d’un
potentiel attractif V (r) localisé sur la surface des sphères. Tout d’abord, nous regardons la dispersion
dans le potentiel choisi par Putzel et al. [116], possédant une décroissance exponentielle loin de la
surface des obstacles. Nous retrouvons numériquement le comportement de la diffusivité effective,
admettant un maximum pour un potentiel attractif sur la surface de la sphère. Nous dérivons alors
des expressions exactes de la diffusivité effective pour plusieurs exemples de potentiels dans la limite
diluée (en dimension d quelconque) : le puits de potentiel carré et le puits de potentiel triangulaire.
Ces potentiels ont une portée a et une amplitude V0. L’expression de la diffusivité effective développée
par Cichocki et Felderhof [113–115] est alors retrouvée dans la limite diluée pour le puits de potentiel
carré. Nous remarquons alors que la dispersion peut être maximisée même dans cette limite diluée.
L’optimisation de la dispersion est réalisée dans la limite de faible portée du potentiel α = a/R � 1
pour la variable ξ = α exp(βV0) fixée. La diffusivité effective s’écrit pour cette optimisation

De

D0
= 1− ϕd(d− 1)ξ2 − (d− 1)ξ + 1

(d− 1)(ξ + 1)
. (1.17)

En étudiant le puits de potentiel carré avec une barrière, nous remarquons que la dispersion est toujours
maximisée quand le potentiel est concentré sur la surface des obstacles et la diffusivité effective vérifie
l’équation

De

D0
= 1− ϕd(d− 1)[(d− 1)τ + 1]ξ2 − (d− 1)(1− τ)ξ + 1

(d− 1)[(d− 1)τ + 1]ξ + d− 1
(1.18)

en fonction des paramètres ξ et τ . Ces paramètres peuvent être exprimés en fonction des temps de
premier passage pour atteindre la surface t∗Σ en partant de l’extérieur de la portée du potentiel attractif
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(renormalisé par le volume) et pour s’échapper de celle-ci tesc via les relations

ξ =
tesc

t∗Σ
, et τ =

D0

R2
t∗Σ. (1.19)

Enfin, nous étudions la dispersion des particules browniennes en considérant que la diffusion est
médiée par la surface des sphères. En notant, DΣ la diffusivité sur la surface et DB la diffusivité dans
le volume, nous développons tout d’abord des formules de Kubo pour ce problème en fonction du taux
d’absorption sur la surface k et du taux de désorption λ. À partir de celles-ci, nous montrons dans la
limite diluée que la diffusivité effective satisfait l’expression

De

DB
= 1− ϕd(d− 1)[(d− 1)τ + 1]∆ξ2 − (d− 1)[∆(d+ 1)− d−∆τ ]ξ + 1

(d− 1)[(d− 1)τ + 1]∆ξ + d− 1
, (1.20)

avec ∆ = DB/DΣ et les paramètres ξ = kDB/λR et τ = 1/kR. Cette expression est identique à celle
obtenue pour le puits de potentiel carré avec une barrière, dans la limite ∆ = 1. Cette expression nous
permet alors d’identifier les paramètres λ et k en fonction des temps de premier passage pour atteindre
la surface t∗Σ (renormalisé par le volume) et pour s’échapper de celle-ci tesc via les expressions

λ =
1

tesc
et kDB =

R

t∗Σ
. (1.21)

La dispersion dans un potentiel attractif localisé sur la surface des sphère est donc analogue à un
processus de diffusion médiée par la surface des sphères et nous pouvons caractériser la diffusivité
effective en fonction de deux paramètres adimensionnés : ξ et τ .

III-3 Particules browniennes dans un piège optique en présence de forces non
conservatives

Dans le chapitre 4, nous étudions la dynamique stochastique de particules browniennes dans un
piège optique en présence d’une force non conservative créée par la pression de radiation du laser. Les
pièges et les pinces optiques développés par Ashkin dans les années 1970 et 1980 [120,121] permettent
de piéger ou de manipuler des objets de petites dimensions à l’aide d’un faisceau laser : des cellules
vivantes [122] (virus, bactéries), des colloïdes [123–125], des nanoparticules [126–130] ou des atomes
ultra-froids [131]. Ils ont permis la caractérisation de l’élasticité des brins d’ADN [132–137], la mesure
de l’intensité de petites forces [138–140] et le développement de méthodes pour la détection des ondes
gravitationnelles [141] ou de l’énergie noire [142]. Ils ont également été utiles pour vérifier des résultats
de la physique statistique hors-équilibre comme le théorème de fluctuation-dissipation [143–146] ou de
la mécanique quantique [147]. Dans ce cas, l’aspect hors-équilibre est souvent obtenu en faisant bouger
le centre du piège par l’opérateur. Dans la plupart de ces études, le piège optique est essentiellement
considéré comme harmonique. Cependant, la portée du piège est évidemment finie et le potentiel décroît
loin du centre du faisceau laser. Ces pièges sont donc généralement anharmoniques et la pression de
radiation du laser crée une force non conservative dans la direction longitudinale [139, 148, 149]. Il
est donc intéressant de voir que le piège optique agit alors sur les particules browniennes comme un
système hors-équilibre, ne vérifiant pas la distribution de Boltzmann, même lorsqu’il est statique (sans
en bouger le centre). Cela conduit à la présence de courants stationnaires non nuls, décrivant les
vortex browniens dont l’existence a été montrée pour des particules browniennes suramorties [150–154]
à des températures et pressions ambiantes. Nous allons nous intéresser ici au régime sous-amorti en
conservant le terme inertiel de l’équation de Langevin. Ce régime non caractérisé jusqu’à présent,
est atteint quand le coefficient de friction devient faible, ce qui est réalisé dans la limite des faibles
pressions.

Notre étude est réalisée en considérant l’équation de Langevin sous-amortie, en conservant le terme
inertiel, pour la trajectoire x(t) de la particule brownienne en dimension d = 3

m
d2x

dt2
(t) = −γ dx

dt
(t) + F(x) +

√
2kBTγξ(t), (1.22)

avec m la masse de la particule brownienne, γ le coefficient de friction, T la température et kB la
constante de Boltzmann. Nous dérivons alors l’expression de la force F(x) créée par le piège optique.
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Elle s’écrit sous la forme F(x) = −∇Vharm(x) + Fscat(x) avec le potentiel harmonique

Vharm(x) =
κ

2

(
x2 + y2 + ηz2

)
, (1.23)

en supposant une isotropie dans les directions x et y, et la force de scattering (non conservative)

Fscat(x) = εκa

(
1− x2 + y2

a2

)
ez. (1.24)

Il s’agit du modèle le plus simple de piège optique faisant intervenir une force non conservative. À
partir de la relation semi-phénoménologique entre le coefficient de friction dans un fluide et la pression
donnée par [128, 155, 156], nous remarquons que la friction est proportionnelle à la pression dans le
régime sous-amorti, pour des valeurs de la pression accessibles expérimentalement (P < 10mbar).

Ensuite, nous dérivons un formalisme pour obtenir l’expression de la déviation à la densité de
probabilité stationnaire par rapport à la distribution de Maxwell-Boltzmann, notée P0(x,v). Elle s’écrit
sous la forme d’une formule de Green-Kubo. En considérant alors la force de scattering comme une
perturbation, nous dérivons l’expression de la déviation ∆P0(x,v) dans l’espace des phases à l’ordre
O(ε). Nous obtenons alors, en intégrant sur les vitesses, que la déviation à la densité de probabilité
marginale en positions s’écrit

∆P0(x)

P0(x)
=
εβκz

a

[
a2 − 2

βκ
+ η

(η − 4)(η − 2)Q4 + 4(2η + 1)Q2 + 12

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]

(
2

βκ
− x2 − y2

)]
. (1.25)

avec le facteur de qualité Q =
√
κm/γ. Dans la limite suramorti Q � 1, nous vérifions l’expression

perturbative dérivée par Moyses et al. [154]. Nous obtenons également l’expression de la densité de
probabilité marginale en vitesses. Nous dérivons ensuite l’expression des courants stationnaires en
positions et en vitesses, caractérisant les vortex browniens. L’expression du courant effectif dans l’espace
des positions s’écrit

Jx(x) = P0(x)
4εω0

a
Ax(η,Q)

[
ηz(xex + yey) +

(
2

βκ
− x2 − y2

)
ez

]
, (1.26)

pour lequel nous remarquons que la géométrie du rouleau est indépendante du taux d’amortissement
(relié au facteur de qualité Q uniquement). L’amplitude du rouleau est donnée par l’expression

Ax(η,Q) =
Q[(η + 2)Q2 + 6]

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]
. (1.27)

Cette amplitude est proportionnelle à la circulation du courant. Nous dérivons également une expression
du courant effectif dans l’espace des vitesses. La géométrie de ces rouleaux est également indépendante
de l’amortissement. Nous comparons alors nos résultats avec les simulations numériques, obtenues en
intégrant l’équation de Langevin avec l’algorithme de Sivak et al. [157]. Elles permettent d’obtenir une
représentation des rouleaux et vérifient ces résultats analytiques.

Puis, nous développons une expression exacte de la densité de probabilité stationnaire Ps(x) dans le
régime suramorti. Dans un premier temps, nous nous intéressons uniquement à la densité de probabilité
stationnaire Ps(z) en laissant les positions initiale et finale des processus d’Ornstein-Uhlenbeck x(t) et
y(t) libres. Nous décomposons alors le processus z(t) en deux processus indépendants : zB(t) soumis
uniquement au mouvement brownien, qui est alors un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, et znc(t) soumis
uniquement à la force non conservative faisant intervenir les carrés des processus x(t) et y(t). La densité
de probabilité stationnaire du processus zB(t) est décrite par la distribution de Gibbs-Boltzmann. Nous
dérivons donc uniquement la densité de probabilité stationnaire du processus znc(t). Nous écrivons celle-
ci sous la forme d’une intégrale de chemin sur les trajectoires x(t) et y(t). En utilisant les propriétés du
processus d’Ornstein-Uhlenbeck, nous montrons que cette densité de probabilité s’écrit dans l’espace de
Laplace comme le déterminant d’un opérateur. En calculant la valeur de ce déterminant, nous obtenons

P̂nc(s) =
(Xs/2)α−1

Γ(α)Iα−1(Xs)
, Xs =

4σ

η

√
s

√
ε

a
(1.28)

avec α = 2/η et σ = kBT/κ. Nous obtenons alors l’expression de la densité de probabilité stationnaire
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Ps(x) dans l’espace de Laplace. Elle est gaussienne en x et y avec une variance σ2v(s)

P̂nc(x, y, s) =
P̂nc(s)

2πσ2v(s)
exp

(
−x

2 + y2

2σ2v(s)

)
, v(s) =

2αIα(Xs)

XsIα−1(Xs)
. (1.29)

Dans l’espace réel, la densité de probabilité stationnaire s’écrit

Ps(x) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
exp [−ik(z − z0)] P̂nc(x, y, ik)P̂B(k) (1.30)

avec P̂B(k) la transformée de Fourier de la distribution de Boltzmann. Cette expression nous permet de
retrouver la théorie de perturbation d’ordre O(ε), et d’obtenir l’ordre suivant. Nous dérivons également
l’expression perturbative du courant stationnaire à l’ordre O(ε2). Nous généralisons ensuite ce résultat
au régime sous-amorti.

Enfin, nous dérivons l’expression de la densité spectrale en z. Nous effectuons une nouvelle fois la
décomposition du processus z(t) en considérant les processus zB(t) et znc(t) indépendants. La densité
spectrale du processus d’Ornstein-Uhlenbeck x(t) a une forme lorentienne

Sxx(ω) =
2kBTγ

(κ−mω2)2 + ω2γ2
, (1.31)

identique pour les processus y(t) et zB(t). Nous obtenons, après avoir calculé la fonction d’autocorré-
lation de x(t)2, l’expression de la densité spectrale en z

Szz(ω) =
2kBTγ

(ηκ−mω2)2 + ω2γ2

[
1 +

8ε2kBTκ

a2

4γ2 + 4κm+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κ−mω2)2 + 4ω2γ2)

]
. (1.32)

Nous remarquons alors la présence de deux pics : en ω =
√
ηω0 (avec ω2

0 = κ/m) et ω = 2ω0 corres-
pondant aux signatures du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et de la force non-conservative. La force
non-conservative influe également sur l’état stationnaire via le plateau situé en ω = 0

Szz(0) =
2kBT

η2κ2

[
γ

(
1 +

2ε2kBT

a2κ

)
+

1

γ

2ε2kBTm

a2

]
, (1.33)

se comportant comme 1/γ dans la limite sous-amortie. Dans la limite suramortie, nous vérifions le
résultat de De Messieres et al. [153]. Nous généralisons cette expression en considérant l’anisotropie
du piège dans les directions x et y. Puis, nous validons que le processus est bien hors de l’équilibre à
partir de la brisure de la symétrie sous renversement du temps.
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Figure 2.1 – Dispersion d’une particule brownienne ponctuelle dans un canal périodique de hauteur
h(x) = a + Hg(x/L) et de période L. Les longueurs a et H correspondent dans ce chapitre respecti-
vement à la hauteur minimale et à la variation de hauteur du canal. Une simulation de l’équation de
Langevin suramortie (2.3) est tracée pour une diffusivité microscopique D0 isotrope et uniforme.
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Dans ce chapitre, nous étudierons la dispersion de particules browniennes ponctuelles dans les micro-
canaux périodiques. Caractériser la dispersion consiste à comprendre comment un nuage de particules
initialement proches va s’étendre au cours du temps dans un milieu complexe. C’est un phénomène
qui apparaît dans de nombreux contextes, comme le mélange [35, 50, 51] ou le tri [52] de particules
browniennes, l’étalement de tâches de polluants [53, 54] ou la cinétique des réactions chimiques [55].
Ici, nous nous intéressons à un exemple de dispersion dans les milieux confinés [36,56,57], dont l’étude
est importante pour les systèmes biologiques [31, 58] (canaux ioniques, cellules vivantes, réseaux neu-
ronaux, ADN, ...), les zéolites [59] ou les milieux poreux [42]. Plus particulièrement, la dispersion
dans les microcanaux est l’objet de ce chapitre. Plusieurs études récentes ont abordé ce problème
en examinant la dispersion en présence de flots hydrodynamiques [33, 34, 44, 56, 60, 61], de particules
actives [62–64], de polymères [65], d’effets électrostatiques dans les solutions électrolytes [66, 67] ou
d’effets d’encombrement stérique entre les particules browniennes [68–72].

Cependant, nous nous concentrerons ici uniquement sur le lien entre la géométrie du confinement
et la dispersion. En effet, même pour des particules browniennes ponctuelles et sans interactions, dans
un fluide au repos, il est bien connu que le confinement peut induire une réduction significative de la
diffusivité effective par rapport à la diffusivité microscopique. La première théorie quantitative pour ce
phénomène a été introduite par Jacobs [73] en 1935, connue aujourd’hui sous le nom de Fick-Jacobs
et permet de comprendre l’origine de cette diminution de la diffusivité. Considérons (temporairement)
le cas d’un canal bidimensionnel, de hauteur périodique h(x) variant avec la position longitudinale x. À
chaque position, la probabilité marginale de trouver une particule à une position x est plus importante
dans les régions larges que dans les régions étroites. En termes physiques, nous pouvons définir une
entropie effective s(x) = kB lnh(x) obtenue en comptant le nombre de configuration à la position x,
et donc un potentiel effectif ϕ(x) = −Ts(x). Autrement dit, les régions étroites agissent comme des
barrières entropiques, et les régions larges comme des pièges entropiques. La présence de ces barrières
et pièges ralentit la dispersion dans la direction x par rapport à un canal plat. Quantitativement, ce
raisonnement mène à une diffusivité effective De [158]

De =
D0

〈h〉〈h−1〉 (2.1)

où D0 est la diffusivité microscopique et 〈f〉 =
∫ L

0 dx f(x)/L représente la moyenne spatiale de la
fonction f(x) sur une période L.

Ce résultat n’est cependant pas général : il est basé sur une réduction de dimensionnalité de
l’espace et suppose donc implicitement que le temps caractéristique de la dynamique dans la direction
transverse est beaucoup plus faible que dans la direction longitudinale. Cette condition est réalisée dans
la limite de canaux étroits où h(x) � L. De nombreuses études ont amélioré cette approche [74–88],
ou l’ont généralisée en présence de forces longitudinales [56, 89, 90]. La plupart d’entre elles utilisent
également cette réduction de dimensionnalité, ce qui revient à supposer une dynamique effective pour
x(t) qui est markovienne, c’est-à-dire sans mémoire. Cependant, il est connu qu’en général les processus
de réduction de la dimension mènent à des processus à mémoire. Dans d’autres exemples physiques,
comme l’étude du mouvement brownien en présence d’inertie, ou celui de l’évolution d’un dipôle dans
un champ électrique variant avec l’espace, les procédures d’élimination adiabatique de variables rapides,
similaires à Fick-Jacobs, aboutissent à des processus sans mémoire uniquement dans certains cas limites
[159–161]. D’autres approches basées sur des théories de premier passage [58,91] ou sur le piégeage des
particules près des discontinuités du canal, quand celui-ci est discontinu [86,92,93], ont été développées
pour la dispersion mais leur domaine de validité est incertain. Nous développerons donc dans ce chapitre
des outils mathématiques permettant d’obtenir l’expression de la diffusivité effective sans utiliser de
réduction de dimensionnalité pour toutes les géométries possibles de canaux : canaux étroits, canaux
larges, canaux présentant de petites ouvertures et canaux discontinus.

Dans un premier temps, le problème physique étudié sera posé mathématiquement dans la section I.
Les divers résultats obtenus grâce à l’approximation de Fick-Jacobs au cours des dernières décennies, et
nécessitant une réduction de dimensionnalité, y seront ensuite récapitulés. Puis dans la section II, nous
proposerons une généralisation de l’équation de Fick-Jacobs pour une dispersion de particules entre
deux hypersurfaces conduisant à une formulation de la diffusivité effective aux temps longs De sous la
forme d’équations aux dérivées partielles exactes. Un formalisme compact basé sur l’analyse complexe y
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sera alors déduit pour les canaux bidimensionnels. Puis dans la section III, nous étudierons la dispersion
dans les canaux étroits avec ce formalisme. Les expressions de la littérature basées sur l’approximation
de Fick-Jacobs seront alors retrouvées et une classification des canaux continus discernant les canaux
lisses des canaux rugueux sera alors développée. Dans la section IV, nous traiterons la dispersion de
particules dans les canaux larges, peu étudiée jusqu’à présent dans la littérature. Ici, les méthodes
basées sur une réduction de dimensionnalité sont vouées à l’échec. Nous montrerons que la dispersion
est alors contrôlée par la géométrie du canal près de sa hauteur minimale et la diffusivité effective fera
intervenir une constante universelle pour le premier ordre sous-dominant. Puis dans la section V, le
régime de dispersion pour les canaux de taille intermédiaire sera alors considéré. Un approximant de
Padé sera introduit pour raccorder les solutions des canaux étroits et larges. Les théories de premier
passage en présence de petites ouvertures seront ensuite utilisées dans la limite des grandes variations
de hauteur. Une classification des différents régimes de dispersion y sera alors proposée. Enfin dans la
section VI, nous étudierons la dispersion de particules dans les canaux discontinus où l’approche de
Fick-Jacobs est très limitée. Nous observerons que le piégeage entropique est plus prononcé au niveau
des discontinuités. Nous définirons alors des taux de piégeages pour lesquels des formules analytiques
exactes seront démontrées.

Finalement, notons que notre étude peut être appliquée pour d’autres milieux que des canaux.
Par exemple, la dispersion dans les réseaux périodiques d’obstacles en présence ou non de forces, peut
être ramenée à l’étude de la dispersion de particules dans les canaux périodiques [83]. En effet, une
condition aux limites de Neumann est présente sur les lignes de symétries représentées sur la figure
3.2, identique à la présence de la paroi d’un canal. Cette remarque nous mènera au chapitre 3 où l’effet
d’un potentiel attractif sera également étudié.

I Problème étudié et approximation de Fick-Jacobs

Dans ce chapitre, nous étudierons principalement la dispersion de particules browniennes dans
les canaux bidimensionnels symétriques. Les parois de ces canaux sont définies pour le système de
coordonnées cartésiennes (x, y) par les équations y = −h(x) et y = h(x), avec h(x) représentant la
hauteur (ou demi-largeur) par rapport à l’axe des abscisses (voir figure 2.1). Cependant, les résultats
seront étendus aux canaux asymétriques dans l’annexe A. Pour ces derniers, les parois seront définies
par les équations y = h1(x) et y = h2(x). Ces résultats pourront également être généralisés pour les
canaux tridimensionnels axisymétriques. Ces tubes présentent une symétrie de révolution autour de
l’axe x. La paroi de ceux-ci est alors définie pour le système de coordonnées cylindriques (r, ϑ, x), où x
représente ici la coordonnée habituellement notée z, par l’équation r = h(x), avec h(x) représentant le
rayon du tube. Par soucis d’homogénéité de notations sur ce chapitre, l’allure générale de la hauteur
h(x) s’écrit sous la forme

h(x) = a+Hg
(x
L

)
= εζ(x) (2.2)

où les longueurs a, H et L correspondent respectivement à la hauteur minimale, à la variation de hau-
teur et à la périodicité du canal et sont représentées sur la figure 2.1. La fonction g(u) sans-dimension est
une fonction 1-périodique dont l’image est strictement égale à l’intervalle [0, 1] et peut éventuellement
être discontinue. Cette relation permet de définir deux nombres (uniques) sans dimensions ε = a/L
et ξ = H/a permettant de caractériser à eux seuls la géométrie des canaux et donc la dispersion des
particules dans ceux-ci, tout au long de ce chapitre.

I-1 Dynamique des particules browniennes

La dynamique de particules browniennes dans les canaux à hauteurs variables, en absence de flot
hydrodynamique, vérifie la dynamique brownienne caractérisée par l’équation de Langevin suramortie
sur la position de la particule x(t) en dimension d

dx

dt
(t) =

√
2D0ξ(t), (2.3)

en présence d’une diffusivité microscopique homogène et isotrope D0. ξ(t) est un bruit blanc gaussien
tel que ξi(t)ξj(t′) = δijδ(t − t′), où · représente ici la moyenne d’ensemble et i, j les directions de
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l’espace dans un système de coordonnées cartésiennes. Ces particules ne peuvent pas sortir du milieu
confiné créé par les parois du canal, imposant à tout temps la condition |y| ≤ h(x). Une trajectoire
stochastique simulant cette équation est tracée sur la figure 2.1. Cette dynamique peut être caractérisée
par la densité de probabilité p(x, t) satisfaisant l’équation de diffusion (ou équation de Fokker-Planck)

∂p

∂t
(x, t) = D0∇2p(x, t) = −∇ · J(x, t), (2.4)

où J représente le courant. Sur les parois du canal, la condition de Neumann n · ∇p = 0, équivalente
à la condition de flux sortant nul n · J = 0, est vérifiée avec n le vecteur normal aux parois.

La dispersion aux grandes échelles de temps de ce problème est caractérisée par la diffusivité
effective aux temps longs De dans la direction longitudinale au canal, vérifiant l’expression

De = lim
t→∞

[x(t)− x(0)]2

2t
, (2.5)

où [x(t)− x(0)]2 représente le déplacement quadratique moyen le long de l’axe du canal.

I-2 Approximation de Fick-Jacobs basique

Dans ce paragraphe, nous présentons l’approximation de Fick-Jacobs, développée par Jacobs [73]
dans les années 1930 et basée sur la méthode traditionnelle et célèbre de la réduction de dimensionnalité.
La densité de probabilité stationnaire du problème initial est constante en prenant compte la périodicité
du canal. Cela implique que la densité de probabilité marginale stationnaire p∗s(x) est proportionnelle
à la section du canal A(x) représentant la demi-largeur d’un canal bidimensionnel A(x) = h(x) ou
l’aire de la section d’un canal tridimensionnel A(x) = πh(x)2. En supposant un équilibre rapide dans
la direction orthogonale, un potentiel effectif unidimensionnel ϕ(x) peut être défini, relié à l’entropie
effective unidimensionnelle s(x) naturellement définie en absence de température, et caractérisant le
nombre de configurations possibles dans la direction orthogonale. En appliquant la définition du poids
de Boltzmann, elle est donnée par l’expression

− βϕ(x) =
s(x)

kB
= lnA(x) (2.6)

satisfaisant les arguments qualitatifs énoncés en introduction. L’équation de Fick-Jacobs est alors dé-
duite de l’équation de Fokker-Planck unidimensionnelle satisfaite par la densité de probabilité marginale
p∗(x, t) à la position x et à l’instant t avec le potentiel effectif ϕ(x)

∂p∗

∂t
(x, t) = D0

∂

∂x

[
∂p∗

∂x
(x, t) + βϕ′(x)p∗(x, t)

]
= D0

∂

∂x
A(x)

∂

∂x

p∗(x, t)

A(x)
, (2.7)

où ϕ′(x) = dϕ/dx. Une démonstration peut-être réalisée en intégrant l’équation de Fokker-Planck
(2.4) sur les coordonnées transverses et en supposant que la densité de probabilité p(x, t) est équilibrée
dans les directions transverses [74]. Cette approximation n’est valable que dans le cas où l’équilibre est
rapide dans la direction orthogonale au canal, c’est-à-dire quand la taille caractéristique de la section
est petite devant sa périodicité. La définition de ce potentiel unidimensionnel effectif permet à partir
de la relation de Lifson et Jackson [158] d’obtenir l’expression de la diffusivité effective, se réécrivant
sous la forme

De

D0
=

1

〈exp(−βϕ)〉〈exp(βϕ)〉 =
1

〈A〉〈A−1〉 =
1

〈hd−1〉〈h1−d〉 (2.8)

où 〈f〉 =
∫ L

0 dxf(x)/L représente la moyenne spatiale de la fonction f(x) sur une période L. À
partir de l’inégalité de Jensen, l’inégalité De ≤ D0 est vérifiée trivialement. Nous appellerons cette
diffusivité effective : diffusivité de Fick-Jacobs dans la suite. Cette expression est valable pour
toutes dimensions d ≥ 1 sous l’hypothèse de relaxation adiabatique ε → 0 avec le profil (2.2), et
caractérise l’approche de Jacobs [73].

I-3 Améliorations du résultat de Jacobs

Dans ce paragraphe, nous présentons les améliorations successives au résultat de Jacobs proposées
dans la littérature. Le résultat de Jacobs caractérise exactement la densité de probabilité marginale
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d’équilibre en introduisant le potentiel ϕ(x). La seule manière d’améliorer la description unidimension-
nelle est alors d’introduire une diffusivité unidimensionnelle effective D(x). À partir des années 1990,
de multiples améliorations de l’équation de Fick-Jacobs (2.7) ont alors été proposées en introduisant
cette diffusivité effective unidimensionnelle. La première est donnée en 1991 par Zwanzig [74] montrant
une équation de Fick-Jacobs modifiée se réécrivant

∂p∗

∂t
(x, t) =

∂

∂x
D(x)

[
∂p∗

∂x
(x, t) + βϕ′(x)p∗(x, t)

]
=

∂

∂x
D(x)A(x)

∂

∂x

p∗(x, t)

A(x)
, (2.9)

avec la diffusivité unidimensionnelle D(x) introduite s’écrivant au premier ordre de perturbation en
A(x) pour un canal symétrique telle que

D(x)

D0
= 1− γh′(x)2 + . . . , (2.10)

avec γ = 1/3 pour un canal bidimensionnel et γ = 1/2 pour un canal tridimensionnel. Cette formule
n’est applicable seulement pour des variations de hauteurs pas trop importantes, laissant la diffusivité
effective positive. Pour pallier ce problème, des resommations de cette expression ont été proposées par
Zwanzig [74]

D(x)

D0
=

1

1 + γh′(x)2
(2.11)

et par Reguera et Rubí [75] en 2001
D(x)

D0
=

1

[1 + h′(x)2]γ
(2.12)

à partir d’un argument d’échelle. En 2006, Kalinay et Percus [76] ont démontré un développement
asymptotique de diffusivité effective D(x) en ε2 = D�/D⊥ correspondant au rapport entre les diffu-
sivités microscopiques dans les directions longitudinale et orthogonale lorsque celles-ci sont supposées
différentes. Cette limite est équivalente à notre limite des canaux étroits et leur résultat s’écrit à l’ordre
six en ε pour des canaux bidimensionnels

D(x)

D0
= 1− ε2

3
ζ ′2 +

ε4

45
ζ ′
(

9ζ ′3 + ζζ ′ζ ′′ − ζ2ζ(3)
)
− ε6

945
ζ ′
(
135ζ ′5 + 45ζζ ′3ζ ′′

−58ζ2ζ ′ζ ′′2 − 41ζ2ζ ′2ζ(3) − 12ζ3ζ ′′ζ(3) + 8ζ3ζ ′ζ(4) + 2ζ4ζ(5)
)

+ · · · , (2.13)

et des canaux tridimensionnels
D(x)

D0
= 1− ε2

2
ζ ′2 +

ε4

48
ζ ′
(

18ζ ′3 + 3ζζ ′ζ ′′ − ζ2ζ(3)
)
− ε6

768
ζ ′
(
240ζ ′5 + 120ζζ ′3ζ ′′

−36ζ2ζ ′ζ ′′2 − 40ζ2ζ ′2ζ(3) − 14ζ3ζ ′′ζ(3) + ζ3ζ ′ζ(4) + ζ4ζ(5)
)

+ · · · . (2.14)

En négligeant les dérivées de h d’ordre supérieur à deux, Kalinay et Percus [76] montrent également,
pour des canaux dont la frontière est linéaire, que

D(x)

D0
=

arctanh′(x)

h′(x)
(d = 2);

D(x)

D0
=

1√
1 + h′(x)2

(d = 3) (2.15)

en dimension d = 2, confirmée par Martens et al. [80] en 2011, et en dimension d = 3, confirmant
l’expression de Reguera et Rubí [75]. Ce même travail a été réalisé en 2009 par Bradley [77] pour les
canaux bidimensionnels asymétriques, en définissant la demi-largeur W (x) = [h2(x) − h1(x)]/2 et la
ligne médiane S(x) = [h1(x) + h2(x)]/2 du canal. Il obtient la diffusivité effective unidimensionnelle
au premier ordre en hi(x)

D(x)

D0
= 1− S′(x)2 − 1

3
W ′(x)2 + · · · . (2.16)

Une resommation a été proposée par Berezhkowskii et Szabo [79] en 2011
D(x)

D0
=

1

1 + S′(x)2 + 1
3W

′(x)2
. (2.17)
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Dagdug et Pineda [81] ont quant à eux démontré en 2012 l’expression de la diffusivité effective pour
des canaux asymétriques dont les hauteurs sont linéaires

D(x)

D0
=

arctanh′2(x)− arctanh′1(x)

h′2(x)− h′1(x)
, (2.18)

vérifiée numériquement par Pineda et al. [82] pour des canaux linéaires apériodiques ayant des parois
de hauteurs hi(x) = aix + bi. Cette expression est cependant d’une utilité réduite pour les canaux
périodiques car aucun d’entre eux n’est réellement linéaire.

Ces diverses expressions de la diffusivité effective unidimensionnelle permettent à l’aide des travaux
sur la dispersion unidimensionnelle, de calculer la diffusivité effective aux temps longs à l’aide de
l’expression exacte démontrée par Lifson et Jackson [158] en présence d’un potentiel et d’une diffusivité
unidimensionnels et périodiques

De =
1

〈exp(−βϕ)〉〈D−1 exp(βϕ)〉 =
1

〈A〉〈D−1A−1〉 =
1

〈hd−1〉〈D−1h1−d〉 . (2.19)

Cette relation nous permettra notamment de comparer nos résultats à ceux détaillés précédemment.
En 2014, Dorfman et Yariv [85] ont montré, à partir de la théorie du transport macroscopique de
Brenner [162], que l’expression dérivée par Kalinay et Percus et donnée par l’équation (2.13) était
correcte jusqu’à l’ordre O(ε4). Mais les diverses resommations données par les équations (2.11, 2.12,
2.15) ne sont valables qu’à l’ordre O(ε2).

La définition de la diffusivité effective D(x) unidimensionnelle peut être également utilisée pour le
cas hors-équilibre en présence d’une force longitudinale constante F = Fex. La diffusivité effective de
ce problème unidimensionnel est donnée par la formule développée par Reimann et al. [163,164] en 2001
en présence du potentiel effectif −βϕ(x) = lnh(x) et de la diffusivité effective D(x) unidimensionnels
via

De =
〈DI2

±I∓〉
〈I±〉3

(2.20)

avec les fonctions I+(x) et I−(x) définies par les expressions

I+(x) =
exp(−βFx)

D(x)h(x)

∫ x

x−L
dx′h(x′) exp(βFx′), (2.21)

I−(x) = h(x) exp(βFx)

∫ x

x−L
dx′

exp(−βFx′)
D(x′)h(x′)

. (2.22)

Burada et al. [56, 89,90] ont validé en 2008 la réduction dimensionnelle suivant l’équation (2.9) en
présence de cette force longitudinale F = Fex se réécrivant

∂p∗

∂t
(x, t) =

∂

∂x
D(x)

[
∂p∗

∂x
(x, t) + βϕ′(x)p∗(x, t)− βFp∗(x, t)

]
. (2.23)

Cette dernière est valide si la force longitudinale n’est pas trop importante pour ne pas rompre l’équi-
libre rapide considéré dans la direction transverse.

Cependant, le domaine de validité de ces expressions pour la diffusivité effective reste flou pour de
nombreux travaux. En effet, d’autres expressions ont été développées pour des canaux composés de
pores reliés par de petites ouvertures pour lesquels la dispersion est contrôlée par les événements de
premier passage [55, 58, 91, 96, 97]. Celles-ci sont différentes pour les canaux sinusoïdaux [165], pour
les canaux cloisonnées [166], pour les canaux formés de portions de cercle [167] et sont généralement
différentes de celles obtenues par l’approche de Fick-Jacobs. La transition entre ces deux approches,
valables finalement pour des canaux étroits, n’est pas décrite. D’autres travaux se posent la question
de la possibilité d’améliorer les travaux de Kalinay et Percus pour les rendre applicables pour des
canaux quelconques [84, 88], voire réfute toute possibilité d’amélioration [86, 92]. De plus, l’expression
(2.15) développée par Kalinay et Percus pour des canaux dont la hauteur est linéaire par morceaux [87]
est discutable quand h′(x) devient infini. C’est le cas des canaux discontinus, étudiés depuis 2009 par
Berezhkovskii et al. [93,168–171] en supposant un piégeage entropique local des particules browniennes
au niveau des discontinuités, conduisant à une diminution de la diffusivité effective. Des résultats ont
été également obtenus à partir de l’approximation de Fick-Jacobs par Kalinay et Parcus [100] en 2010
mais aucune relation avec le piégeage entropique local n’a été mise en évidence. Nous nous sommes donc
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efforcés dans ce chapitre à caractériser la dispersion pour toute géométrie du canal, en développant
notamment des formules exactes pour la diffusivité effective aux temps longs, et en les appliquant aux
différents régimes asymptotiques.

II Développement de formules exactes pour la diffusivité effective

Dans cette section, nous allons présenter un formalisme donnant l’accès à la diffusivité effective
à partir d’équations exactes et sans supposer une réduction de dimensionnalité. Pour cela, nous
étudierons la dispersion de particules browniennes pour un cas plus général que celui évoqué dans la
section précédente. Les particules sont confinées entre deux hypersurfaces, plutôt que dans un canal,
d’équations y = h1(x) et y = h2(x) pour des hauteurs h1(x) et h2(x) spatialement périodiques. Les
coordonnées de ces hypersurfaces sont notées x et la coordonnée transverse est notée y. La dispersion
des particules est supposée isotrope dans l’espace, caractérisée avec une diffusivité microscopique D0, et
soumise à une vitesse de dérive u|| uniforme dans la direction longitudinale x. La densité de probabilité
p(x, y; t) satisfait alors l’équation de Fokker-Planck

∂p

∂t
(x, y; t) = ∇ ·

[
D0∇p(x, y; t)− u||p(x, y; t)

]
= −∇ · J(x, y; t) (2.24)

où J correspond au flux de particules et est défini par l’équation de conservation. Les conditions aux
bords au niveau des deux hypersurfaces sont celles de Neumann, données par n · J = 0. La densité de
probabilité marginale pour les coordonnées x est définie par

p∗(x; t) =

∫ h2(x)

h1(x)
dy p(x, y; t). (2.25)

Le but de l’approximation de Fick-Jacobs est de trouver une équation de Fokker-Planck effective pour
cette probabilité marginale. Dans la section II-1, nous dériverons une équation exacte pour p∗(x; t) et
nous la comparerons aux résultats obtenus par l’approximation de Fick-Jacobs. Nous développerons
dans la section II-2 une équation exacte pour la diffusivité effective aux temps longs à partir de la
relation d’Einstein. Cette formule apparaît dans des travaux antérieurs à cette thèse [46, 47] mais
une nouvelle démonstration sera présentée ici. Cette équation nous permettra d’obtenir des résultats
numériques et un formalisme compact basé sur l’analyse complexe pour les canaux bidimensionnels.
Enfin dans la section II-3, la dispersion dans un canal possédant une géométrie particulière et possédant
une solution exacte pour la diffusivité effective sera étudiée, validant le code numérique développé.

II-1 Équation de Fick-Jacobs généralisée entre deux hypersurfaces

Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord dériver une équation exacte pour la densité de
probabilité marginale p∗(x; t). Pour cela, nous utilisons sa définition (2.25) et l’équation de Fokker-
Planck (2.24) pour obtenir

∂p∗

∂t
(x; t) =

∫ h1(x)

h2(x)
dy∇|| ·

[
D0∇||p(x, y; t)− u||p(x, y; t)

]
+D0

∂p

∂y
(x, h2(x); t)−D0

∂p

∂y
(x, h1(x); t).

(2.26)
La condition aux bords de Neumann sur l’hypersurface d’équation y = hα(x), pour α ∈ {1, 2}, s’écrit
alors

D0
∂p

∂y
(x, hα(x); t) = [D0∇||p(x, y; t)− u||p(x, y; t)]|y=hα(x) · ∇||hα(x), (2.27)

où nous avons utilisé la décomposition du gradient sous la forme ∇ = ∇|| + ey
∂
∂y . Cela implique alors

∂p∗

∂t
(x; t) =

∫ h1(x)

h2(x)
dy∇|| · [D0∇||p(x, y; t)− u||p(x, y; t)]

+[D0∇||p(x, y; t)− u||p(x, y; t)]|y=h2(x) · ∇||h2(x) (2.28)

−[D0∇||p(x, y; t)− u||p(x, y; t)]|y=h1(x) · ∇||h1(x).
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En utilisant le fait que u|| est uniforme, les deux relations

∇|| · [u||p∗(x; t)] = ∇||h2(x) · u||p(x, h2(x); t)−∇||h1(x) · u||p(x, h1(x); t)

+

∫ h2(x)

h1(x)
dy∇|| · [u||p(x, y; t)] (2.29)

et

∇2
||p
∗(x; t) =

∫ h(x)

h2(x)
dy ∇2

||p(x, y; t) +∇||h2(x) · ∇||p(x, y; t))|y=h2(x) −∇||h1(x) · ∇||p(x, y; t))|y=h1(x)

+∇|| · [p(x, h2(x); t)∇||h2(x)]−∇|| · [p(x, h1(x); t)∇||h1(x)] (2.30)

sont obtenues, impliquant une simplification de l’équation (2.28) sous la forme
∂p∗

∂t
(x; t) = ∇|| ·

[
D0∇||p∗(x; t)− u||p

∗(x; t)
]
−D0∇|| ·

[
p(x, h2(x); t)∇||h2(x)− p(x, h1(x); t)∇||h1(x)

]
.

(2.31)
Cette équation est exacte et correspond à l’évolution de la densité de probabilité marginale p∗(x; t) ne
dépendant que de la densité de probabilité p(x, y; t) au niveau des deux hypersurfaces, et non pas dans
tout le canal. Bien que cette relation ne soit malheureusement pas fermée pour p∗(x; t), elle permet
cependant de retrouver l’équation de Fick-Jacobs classique et une expression exacte de la diffusivité
effective comme nous le montrerons dans la suite.

II-1.a Retour sur l’approximation de Fick-Jacobs basique

En supposant un équilibre rapide dans la direction transverse y, la densité de probabilité p(x, y; t) '
p0(x; t) est indépendante de la coordonnée y. Cela aboutit à la relation

p∗(x; t) '
∫ h2(x)

h1(x)
dy p0(x; t) = 2W (x)p0(x; t), (2.32)

où 2W (x) = h2(x)− h1(x) est la largeur du canal à la coordonnée x. En insérant cette relation dans
l’équation (2.31), une équation de type Fick-Jacobs similaire à l’équation (2.7) est obtenue

∂p∗

∂t
(x; t) = ∇|| ·

{
D0∇||p∗(x; t)−

[
u|| +D0

∇||W (x)

W (x)

]
p∗(x; t)

}
, (2.33)

pour un potentiel effectif −βϕ(x) = lnW (x). Cette approximation n’est valide que si la particule est
équilibrée rapidement dans la direction transverse, ce qui revient à considérer W (x) � L où L est la
longueur caractéristique de ses variations spatiales.

II-1.b Améliorations possibles de cette approximation

Cette approximation peut être améliorée en supposant par exemple un profil parabolique pour la
densité de probabilité tel que p(x, y; t) ' p0(x; t) + yp1(x; t) + y2p2(x; t). Des relations entre p∗, p0, p1

et p2 peuvent être trouvées pour simplifier l’équation (2.31) et aboutir à une équation de Fick-Jacobs
modifiée similaire à l’équation (2.9) telle que

∂p∗

∂t
(x; t) = ∇|| ·D

{
∇||p∗(x; t)−

[
u||

D0
+
∇||W (x)

W (x)

]
p∗(x; t)

}
, (2.34)

où D est un tenseur de diffusivité effective vérifiant l’expression
Dij(x)

D0
= δij −

∂S

∂xi
(x)

∂S

∂xj
(x)− 1

3

∂W

∂xi
(x)

∂W

∂xj
(x), (2.35)

avec 2S(x) = h1(x) + h2(x) et les variables xi correspondant aux composantes cartésiennes des co-
ordonnées x. Cette expression est cohérente avec le résultat obtenu par Bradley [77] pour un canal
bidimensionnel et présenté par l’équation (2.16). En développant la densité de probabilité p(x, y; t)
comme une série entière de la variable y, le développement asymptotique de Kalinay et Percus [76]
pourrait donc être retrouvé. Cette approximation ne reste cependant valable que dans la limite des
canaux étroits, suite à la réduction de dimensionnalité. Le mouvement de x(t) devient clairement non-
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markovien après l’intégration sur la coordonnée y et ne peut donc être décrit par un problème diffusif
de dimension inférieure que dans certains cas limites.

II-2 Dérivation des formules de Kubo exactes pour la diffusivité effective

Dans ce paragraphe, nous allons dériver, à partir de la relation d’Einstein, les formules de Kubo
donnant une expression exacte de la diffusivité effective à partir d’une intégrale temporelle de la dis-
tribution p(x, y; t). Dans un premier temps, ces formules de Kubo seront dérivées pour le cas général
d’une dispersion entre deux hypersurfaces dans le paragraphe II-2.a. Puis dans le paragraphe II-2.b,
nous reviendrons au cas bidimensionnel où un formalisme basé sur l’analyse complexe peut être dérivé
à partir des formules de Kubo générales. Ensuite dans le paragraphe II-2.c, nous mentionnerons les
formules de Kubo équivalentes pour l’étude de la dispersion dans les canaux tridimensionnels axisy-
métriques à partir du travail de Guérin et Dean [47]. Enfin dans le paragraphe II-2.d, l’obtention de la
diffusivité effective par des méthodes numériques sera abordée.

II-2.a Dispersion entre deux hypersurfaces : cas général

Dans ce paragraphe, nous dérivons l’expression de la diffusivité effective permettant de caractériser
la dispersion entre deux hypersurfaces. La vitesse moyenne dans la direction ei (vecteur de base de
l’espace réduit) est définie comme

dXi

dt
=

∂

∂t

∫

Rd−1

dx

∫ h2(x)

h1(x)
dy xip(x, y; t) =

∫

Rd−1

dx xi
∂p∗

∂t
(x; t), (2.36)

où p(x, y; t) est la solution de l’équation de Fokker-Planck (2.24) avec la condition initiale p(x, y; 0) en
espace infini. L’équation exacte (2.31) est alors utilisée pour obtenir après une intégration par partie
la vitesse moyenne sous la forme

dX

dt
= u|| +D0

∫

Rd−1

dx
[
p (x, h2(x); t)∇||h2(x)− p (x, h1(x); t)∇||h1(x)

]
. (2.37)

Les hauteurs h1(x) et h2(x) étant périodiques, la densité de probabilité p (x, y; t) dans l’espace Rd−1

peut être remplacée par celle définie par les conditions périodiques. Cette dernière est alors stationnaire,
si l’état initial est stationnaire, et est notée Ps(x, y) dans l’espace Ω réduit par la périodicité du système.
L’expression de la vitesse se réécrit alors

dX

dt
= u|| +D0

∫

Ω
dx
[
Ps (x, h2(x))∇||h2(x)− Ps (x, h1(x))∇||h1(x)

]
. (2.38)

La vitesse de dérive u|| est maintenant considérée comme induite par une force infinitésimale F|| et
donc définie par u|| = D0βF||. Cette force constante induit alors la vitesse moyenne notée V|| = dX/dt,
qui est reliée à F|| par la relation d’Einstein

V||i = βDij
e F||j =

Dij
e

D0
u||j , (2.39)

où Dij
e est le tenseur de diffusion à temps longs dans le canal en absence de force (u|| = 0) défini par

Dij
e = lim

t→∞

[xi(t)− xi(0)][xj(t)− xj(0)]

2t
. (2.40)

La densité de probabilité stationnaire satisfait l’équation

∇ ·
[
D0∇Ps(x, y)− u||Ps(x, y)

]
= 0, (2.41)

et en supposant que u|| est petite, la densité de probabilité stationnaire s’écrit avec la convention de
sommation d’Einstein

Ps(x, y) =
1

|Ω| + u||j
∂Ps
∂u||j

(x, y) + · · · , (2.42)
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où |Ω| représente le volume de la cellule unitaire Ω. En définissant les fonctions auxiliaires fi telles que

fi =
D0

|Ω|
∂Ps
∂u||i

∣∣∣∣
u||=0

, (2.43)

la relation d’Einstein donne alors
Dij
e

D0
= δij +

1

|Ω|

∫

Ω
dx
[
fj (x, h2(x))∇||ih2(x)− fj (x, h1(x))∇||ih1(x)

]
. (2.44)

En différenciant l’équation stationnaire (2.41) par rapport à u||i et en prenant ensuite u||i = 0, la
fonction auxiliaire fi satisfait l’équation de Laplace

∇2fi = 0. (2.45)

De plus, fi(x, y) doit être périodique dans l’espace Ω et la condition aux bords du canal donné par
l’équation (2.27) se réécrit

∂fi
∂y

(x, hα(x)) = ∇||hα(x) ·
[
∇||fi (x, y) |y=hα(x) − ei

]
, (2.46)

où ei sont les vecteurs de la base cartésienne de l’espace réduit. La normalisation de la densité de
probabilité stationnaire sur Ω implique

∫

Ω
dx

∫ h2(x)

h1(x)
dyfi(x, y) = 0. (2.47)

Pour résumer, nous avons montré une formule exacte pour la diffusivité effective aux temps longs,
donnée par l’équation (2.44), en terme de la fonction auxiliaire fi périodique définie comme la solution
de l’équation de Laplace (2.45) avec les conditions aux limites (2.46). Cette formule sera appelée dans
la suite formule de Kubo [30] dû au fait que la diffusivité effective est exprimée comme une intégrale
temporelle de la distribution p(x, y; t) par l’intermédiaire des fonctions auxiliaires fi(x). Ce résultat
est cohérent avec les formules développées par Guérin et Dean [46, 47] par une approche différente et
avec la théorie du macrotransport de Brenner [162]. Ces équations exactes seront utilisées dans la suite
pour obtenir les résultats numériques ainsi que les résultats analytiques dans les différents régimes
asymptotiques.

II-2.b Formulation du problème bidimensionnel à l’aide de fonctions analytiques

Dans ce paragraphe, nous revenons à l’étude de la dispersion dans les canaux bidimensionnels. Nous
introduisons un formalisme exact dans le plan complexe qui simplifie considérablement les formules
de Kubo exactes développées précédemment. La coordonnée longitudinale est notée x, et y représente
encore la coordonnée transverse. Le canal est également supposé symétrique tel que h2(x) = h(x) et
h1(x) = −h(x) et la période du canal est notée L telle que h(x + L) = h(x). La diffusivité effective
aux temps longs vérifie alors l’expression provenant de l’équation (2.44)

De

D0
= 1 +

2

|Ω|

∫ L

0
dxh′(x)f(x, h(x)), (2.48)

où le volume d’une cellule périodique est égal à |Ω| = 2L〈h〉. La fonction auxiliaire f ≡ f1 vérifie
l’équation de Laplace (2.45) se réécrivant

∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) = 0, (2.49)

avec les conditions aux bords (2.46)
∂f

∂y
(x, h(x)) = h′(x)

∂f

∂x
(x, h(x))− h′(x) (2.50)

et la condition de périodicité
f(x+ L, y) = f(x, y). (2.51)

Notons que l’expression (2.48) implique l’indépendance de la valeur de De sur la condition (2.47).
La fonction auxiliaire satisfait l’équation de Laplace, ce qui permet d’introduire un formalisme
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complexe. Elle s’écrit alors comme la partie réelle ou imaginaire (ou une combinaison linéaire des
deux) de la fonction analytique F (z) = W1(z) +W2(z), où z = x+ iy est la coordonnée complexe de
l’espace et z = x − iy son complexe conjugué. La symétrie par rapport à l’axe des abscisses implique
que F (z) = F (z). Nous pouvons alors en déduire que la fonction auxiliaire réelle s’écrit sous la forme

f(x, y) =
1

2
[w(x+ iy) + w(x− iy)] = Rew (x+ iy) , (2.52)

avec w(z) une fonction analytique L-périodique telle que w(z) = w(z), sans perte de généralité, en
supposant que les coefficients de la série de Taylor autour de 0 sont réels. En décomposant la fonction
analytique w(z) en partie réelle et imaginaire telle que w(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), la symétrie
du problème implique que u(x,−y) = u(x, y) et v(x,−y) = −v(x, y) avec les relations de Cauchy-
Riemann. L’utilisation de l’expression (2.52) dans l’équation aux bords (2.50) implique la condition
sur la fonction w(z)

ih′(x)[w′
(
x+ ih(x)) + w′(x− ih(x)

)
] + [w′ (x+ ih(x))− w′ (x− ih(x))] = 2ih′(x), (2.53)

où w′(z) = dw/dz représente la dérivée complexe d’une fonction holomorphe. L’intégration de celle-ci
par rapport à x conduit à la condition sur la partie imaginaire de w sur la surface du canal

Imw (x+ ih(x)) = h(x)− C, (2.54)

où C est une constante à déterminer. La fonction analytique w(z) peut être réécrite sous la forme

w(z) = z − 1

〈φ〉

∫ z

0
dz′φ(z′), (2.55)

où φ(z) est une fonction analytique et 〈φ〉 est la moyenne spatiale prise sur l’axe des réels v = 0.
L’analyticité de φ(z) implique que l’intégrale du second membre ne dépend pas du chemin d’intégration
choisi entre 0 et z. La périodicité de w(z) implique la même périodicité pour φ(z). Cette définition de
w(z) est utilisée dans l’équation aux bords (2.54) qui devient alors

1

〈φ〉

∫ x+ih(x)

x−ih(x)
dzφ(z) = 2iC. (2.56)

La diffusivité effective aux temps longs qui est donné par l’équation (2.48) s’écrit ici

De

D0
= 1 +

2

|Ω|

∫ L

0
dx h′(x) Rew (x+ ih(x)) . (2.57)

Comme la fonction w(z) est analytique, la relation
∫
C dz w(z) = 0 est vérifiée pour tout chemin fermé

C dans l’espace Ω. En choisissant C comme la frontière d’une cellule unitaire, avec x ∈ [0, L], cette
relation se réécrit après avoir utilisé les relations de symétries des fonctions réelles u et v,

∫

C
dz w(z) = 2i

∫ L

0
dx [h′(x)u(x, h(x)) + v(x, h(x))] = 0. (2.58)

L’expression de la diffusivité effective aux temps longs en est alors déduite,

De

D0
= 1− 2

|Ω|

∫ L

0
dx Imw (x+ ih(x)) =

C

〈h〉 , (2.59)

en utilisant la définition du volume |Ω| = 2L〈h〉 ainsi que l’équation aux bords (2.54).
Nous avons donc reformulé les formules de Kubo développées dans le paragraphe II-2.a en utili-

sant l’analyse complexe pour étudier la dispersion dans les canaux périodiques bidimensionnels. Ce
formalisme est très compact et consiste à la résolution de deux équations. En effet, la fonction auxi-
liaire s’écrit à partir d’une fonction analytique périodique w(x + iy) vérifiant la condition aux bords
(2.54) au niveau de la frontière du canal. La diffusivité effective satisfait l’équation (2.59) et s’exprime
directement à l’aide de la constante C déterminée par la condition (2.54).

Notons que l’utilisation de fonctions analytiques pour analyser les problèmes de type Fick-Jacobs a
déjà été exploitée par Kalinay et Percus [100,172,173] pour aider à la réduction unidimensionnelle du
problème bidimensionnel. Cependant, l’étude présentée ici donne l’accès à des résultats exacts quelle
que soit la géométrie du canal. Une généralisation de cette approche est présentée pour les canaux
asymétriques dans la section I de l’annexe A, impliquant la résolution d’équations très similaires à
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celles démontrées dans ce paragraphe.

II-2.c Formulation du problème tridimensionnel axisymétrique

En considérant les formules de Kubo développées par Guérin et Dean [46,47], des équations exactes
similaires aux équations (2.48-2.51) peuvent être écrites pour la diffusivité effective dans les canaux
tridimensionnels axisymétriques. Les coordonnées cylindriques (r, ϑ, x), où nous continuerons à noter
x la coordonnée longitudinale habituellement notée z, sont alors utilisées avec la paroi du canal définie
par la surface r = h(x). La périodicité selon l’axe x implique que h(x + L) = h(x). La diffusivité
effective aux temps longs satisfait alors l’équation

De

D0
= 1 +

2

〈h2〉

∫ L

0
dx f(h(x), x)h′(x)h(x), (2.60)

où la fonction auxiliaire f(r, x), indépendante de la variable ϑ par symétrie, vérifie l’équation de Laplace

1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
(r, x) +

∂2f

∂x2
(r, x) = 0, (2.61)

avec la condition aux bords
∂f

∂r
(h(x), x) = h′(x)

∂f

∂x
(h(x), x)− h′(x) (2.62)

et la condition de périodicité
f(r, x+ L) = f(r, x). (2.63)

La diffusivité effective est donc obtenue pour un canal tridimensionnel axisymétrique à partir de
l’équation (2.60), exprimée à partir de la fonction auxiliaire périodique f vérifiant l’équation de Laplace
(2.61) et les conditions aux bords (2.62-2.63).

II-2.d Accès à la diffusivité effective par les méthodes numériques

Une première application de ces formules exactes est de fournir une évaluation numérique rapide
de la diffusivité effective. En effet, la méthode numérique majoritairement utilisée dans la littérature
[86, 87] pour obtenir la diffusivité effective est d’intégrer l’équation de Langevin suramortie (2.3), en
imposant le fait que la particule reste dans la région définie par h1(x) ≤ y ≤ h2(x) à tout temps t.
Ce type de simulation numérique requiert un nombre important de réalisations, et donc un temps de
calcul conséquent, pour obtenir les moyennes d’ensemble voulues avec des erreurs relatives acceptables.
Cette erreur évolue comme l’inverse de la racine carrée du nombre de réalisations à partir du théorème
central limite.

À partir du formalisme développé dans la section II-2, une évaluation numérique de la diffusivité
effective De peut être obtenue à partir de l’équation (2.44), après la résolution de la fonction auxiliaire
vérifiant les équation (2.45-2.47) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles tels que
FlexPDE [48] ou FreeFem++ [49, 174] par exemple. Dans la suite, ces solutions numériques seront
considérées comme exactes vu qu’elles proviennent d’équations exactes démontrées précédemment
et de méthodes numériques permettant l’accès à des solutions avec des erreurs relatives proches de
10−6, avec des temps de calcul raisonnables (quelques secondes). Une comparaison entre un résultat
analytique exact et ces solutions numériques est montrée sur la figure 2.2b. Nous remarquons alors
l’exactitude des formules de Kubo (2.44-2.47) ainsi que celle des résultats numériques.

II-3 Étude d’une solution exacte

Dans ce paragraphe, nous allons calculer l’expression de la diffusivité effective dans un canal pos-
sédant une géométrie particulière pour laquelle une solution exacte a été démontrée par Zwanzig [94].
Il a étudié un canal symétrique et périodique défini sous la transformation conforme z = G(ω) où
z = x+ iy, ω = u+ iv et G une fonction analytique tel que les frontières du canal soient plates dans
l’espace ω et données par v = ±V . Pour obtenir l’expression de la diffusivité effective, il faut que la
fonction G choisie soit périodique en u et monovaluée. L’équation (2.56) issue de l’équation aux bords
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Figure 2.2 – (a) Canal paramétré par les équations (2.69) où a = 0.5 et V = 0.5. (b) Comparaison
entre la solution exacte de la diffusivité effective (trait plein) donnée par l’équation (2.70) et la solution
numérique de celle-ci obtenue par la solution des équations exactes (2.48-2.51) (points). La méthode
numérique déduite de ces équations exactes semble être correcte pour déterminer précisément la valeur
de la diffusivité effective.

(2.54) est alors utilisée en appliquant le changement de variable précédent z = G(ω) donnant

1

〈φ〉

∫ u+iV

u−iV
dωG′(ω)φ(ω) = 2iC, (2.64)

où G′(ω) = dG/dω est la dérivée dans le plan complexe d’une fonction holomorphe. La solution de
cette équation est maintenant évidente et est donnée par φ(ω) = φ0G

′(ω)−1 à la détermination d’une
constante multiplicative φ0 près. Cette solution implique que C = V/〈G′(ω)−1〉 et la diffusivité effective
s’écrit avec l’équation (2.59)

De

D0
=

V

〈h〉〈G′(ω)−1〉 . (2.65)

Cette relation peut être réécrite en remarquant que |Ω| = 2〈h〉L, donnant dans le système de
coordonnées ω

〈h〉 =
1

2L

∫ L

0
du

∫ V

−V
dv|G′(ω)|2, (2.66)

et en utilisant la symétrie du canal impliquant que G est réel en v = 0,

〈G′(ω)−1〉 =
1

L

∫ L

0
dxG′(ω)|−1

v=0 =
1

L

∫ L

0
duG′(u)[G′(u)]−1 = 1, (2.67)

où la notationG′(ω)|v=0 = G′(u) a été utilisée. Cela donne alors le résultat exact dérivé par Zwanzig [94]

De

D0
= 2V L

[∫ L

0
du

∫ V

−V
dv|G′(ω)|2

]−1

. (2.68)

Dans ce même article [94], Zwanzig applique ce résultat au canal 2π-périodique symétrique para-
métré par les coordonnées curvilignes définies par la transformation conforme z = G(ω) = ω+a sin(ω),
équivalente au système réel bidimensionnel

{
x = u+ a ch(v) sin(u)

y = v + a sh(v) cos(u),
(2.69)

où les frontières du canal sont données par v = ±V . Ce canal est tracé sur la figure 2.2a. La largeur
du canal est monovaluée seulement pour α = a ch(V ) < 1. En utilisant l’expression (2.68), l’expression
exacte de la diffusivité effective est obtenue

De

D0
=

[
1 +

α2 th(V )

V

]−1

. (2.70)

Cette expression nous permet notamment de vérifier que les résultats numériques de la diffusivité
effective obtenus à partir des équations (2.48-2.51) sont corrects. Cette comparaison est tracée sur
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Figure 2.3 – Exemples des deux types de canaux bidimensionnels symétriques et périodiques continus
dont la hauteur s’écrit sous la forme h(x) = a+Hg(x/L). (a) Canal lisse où g(u) = (1 + cos 2πu)/2.
(b) Canal rugueux où g(u) =

√
1− 4u2 pour u ∈ [−0.5, 0.5].

la figure 2.2b. Les formules de Kubo (2.44-2.47) développées dans cette section permettent donc de
retrouver un résultat exact de la littérature. Nous allons maintenant les utiliser pour retrouver les
résultats obtenus avec l’approximation de Fick-Jacobs.

III Dispersion dans les canaux étroits

Dans cette section, nous étudions la dispersion de particules dans la limite des canaux étroits. Les
résultats de la littérature obtenus avec l’approximation de Fick-Jacobs, présentés dans la section I, vont
être reconsidérés en utilisant notre formalisme exact et compact développé dans le paragraphe II-2. Les
parois du canal périodique sont caractérisées par une hauteur h(x) = εζ(x) avec ε� 1 correspondant
au rapport entre la longueur caractéristique transverse a et la périodicité du canal L.

Dans un premier temps, le résultat de Fick-Jacobs sera redémontré dans la section III-1 et permettra
de discerner deux types de canaux continus : lisses et rugueux qui présentent un comportement de
dispersion très différent en fonction de la géométrie du microcanal près de son minimum. En utilisant
la même méthode, les ordres successifs du développement asymptotique en ε� 1 seront obtenus dans
la section III-2 permettant de retrouver le résultat de Kalinay et Percus [76]. Dans la section III-3, le
résultat (2.15) sera vérifié dans la limite des canaux linéaires où h′′(x) = 0. Enfin, dans la section III-
4 nous reviendrons sur les limites de l’approximation de Fick-Jacobs qui n’est valable que pour des
canaux étroits h(x)� L à partir des résultats numériques.

III-1 Diffusivité de Fick-Jacobs et classification entre canaux lisses et rugueux

Dans ce paragraphe, nous allons retrouver rapidement le résultat de Fick-Jacobs (2.8) à partir du
formalisme compact développé dans le paragraphe II-2.b. En effet, l’équation aux bords (2.54) se réécrit
après une expansion de Taylor de w(x+ ih(x)) pour une petite hauteur h(x)

h(x)− C = Imw (x+ ih(x)) ' h(x)w′(x). (2.71)

L’expression de w′(x) est alors donnée par

w′(x) ' 1− C

h(x)
. (2.72)

La périodicité implique que la moyenne spatiale de la fonction w′(x) est nulle, ce qui permet de
déterminer la constante C ' 〈h−1〉−1. L’équation (2.59) implique alors immédiatement que la diffusivité
effective satisfait l’équation

De

D0
' 1

〈h〉〈h−1〉 . (2.73)

Cette dernière équation correspond exactement à l’expression (2.8) de la diffusivité effective en dimen-
sion d = 2 obtenue par l’approximation de Fick-Jacobs.

Considérons maintenant cette expression en dimension d = 2 ou 3, dans la limite des grandes
variations de hauteur ξ = H/a � 1. La hauteur s’écrit sous la forme h(x) = a[1 + ξg(x/L)] et



III- Dispersion dans les canaux étroits 35

l’expression de la diffusivité de Fick-Jacobs devient
DFJ

D0
=

1

〈(1 + ξg)d−1〉〈(1 + ξg)1−d〉 . (2.74)

Dans la limite ξ → ∞, cette expression dépend donc de l’existence de l’intégrale
∫ 1

0 dxg(x)1−d, qui
peut être divergente vu que la fonction g s’annule au niveau de la hauteur minimale du canal. Le
comportement de la hauteur h(x) proche de l’ouverture minimale, située sans perte de généralité en
x = 0, peut s’écrire sous la forme

h(x→ 0) ' a+ Λ|x|ν = a [1 + ξλ|x|ν ] (2.75)

où Λ et ν sont deux paramètres qui caractérisent la géométrie locale du canal près de son minimum.
Le cas où la hauteur du canal est continûment différentiable à son minimum correspond à ν = 2, pour
lequel Λ correspond à la demi-courbure maximale au niveau du minimum. Le cas où le minimum est
composé de portions coniques connectées correspond à un exposant ν = 1.

En définissant νc = 1/(d − 1), l’intégrale de g1−d est infinie quand ν > νc dans la limite de forte
corrugation ξ →∞. Dans ce cas, la contribution dominante de l’intégrale est donnée par les valeurs de
x proche du minimum du canal, pouvant se calculer à l’aide de

∫∞
−∞ dx(1 + ξλ|x|ν)1−d où les limites

de l’intégrale ont été remplacées par ±∞ sans changer l’ordre dominant de celle-ci. Le calcul de cette
intégrale donne alors pour d = 2 ou d = 3

DFJ

D0
' ν sin(π/ν)(λξ)1/ν

2π ξd−1〈gd−1〉

(
ν

ν − 1

)d−2

. (2.76)

Cette équation peut alors se réécrire sous la forme DFJ ' L2/(2T ), en définissant le temps

T =
|Ω|

D0ad−1−1/νΛ1/ν

π

2ν sin(π/ν)

(
2(ν − 1)

πν

)d−2

. (2.77)

pouvant être interprété comme le temps de premier passage à travers un entonnoir, pour atteindre une
des régions étroites, en considérant l’autre comme réfléchissante [58]. Ce temps T ne dépend pas de la
géométrie générale du canal : il ne dépend que du volume |Ω| d’un pore, de la hauteur minimale du
canal a et du paramètre Λ qui caractérisent la géométrie du canal proche du col.

Dans ce régime, la dispersion des particules peut être modélisée par une marche aléatoire à temps
continu, où les particules passent un temps moyen T pour franchir la barrière entropique formée par
les régions étroites (voir figure 2.4). Ce temps d’échappement à travers l’ouverture d’un entonnoir a été
récemment calculé à l’aide de transformations conformes par Holcman et al. [58,175–177] ainsi que par
Bosi et al. [165] pour ν = 2 et d = 2, 3. L’équation (2.76) est également connue dans le cas ν = d = 2,
permettant la caractérisation de la dispersion dans les réseaux périodiques d’obstacles analogue à celle
dans les microcanaux [83]. Ces formules ont été généralisées ici pour un exposant ν > νc quelconque.
Remarquons que la dispersion dans un canal tridimensionnel composé de partie coniques (ν = 1 et
d = 3) est également incluse dans le régime ν > νc et est donc contrôlée par la géométrie du col
uniquement.

Dans le cas où ν < νc, la limite pour ξ � 1 de la diffusivité de Fick-Jacobs DFJ s’écrit
DFJ

D0
=

1

〈gd−1〉〈g1−d〉 , (2.78)

et montre donc que la diffusivité effective dépend de la forme globale du canal mais ne dépend plus
des paramètres ε et ξ.

Cette caractérisation de la diffusivité de Fick-Jacobs dans la limite ξ � 1 nous permet donc de
distinguer les canaux lisses dont un exemple est tracé sur la figure 2.3a pour un exposant ν > νc et les
canaux rugueux dont un exemple est tracé sur la figure 2.3b pour un exposant ν < νc où νc = 1/(d−1)
dépend de la dimension de l’espace. Nous avons donc obtenu, en dimension d = 2 et 3, le comportement
de la dispersion dans la limite de forte corrugation ξ � 1 pour des canaux étroits ε� 1. La diffusivité
effective est alors décrite respectivement pour ces deux types de canaux par les équation (2.76) et
(2.78).
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T T T T T

x

Figure 2.4 – La dispersion dans les canaux présentant des petites ouvertures (représentées ici par les
points rouges) peut être décrite par une marche aléatoire entre ces régions étroites en temps continu,
où T caractérise le temps de premier passage pour passer d’une petite ouverture à une autre.

III-2 Développement asymptotique en ε� 1

Dans ce paragraphe, nous appliquons notre formalisme pour obtenir un développement asympto-
tique de la diffusivité effective à des ordres successifs en ε. En effectuant cela, les résultats de Kalinay
et Percus [76] et de Bradley [77] pourront être revisités. En suivant le même raisonnement que pour
la dérivation de la diffusivité de Fick-Jacobs, le développement de Taylor pour ε � 1 de la fonction
w(x+ ih(x)) permet de réécrire l’équation (2.54) sous la forme

∞∑

n=0

(−1)nε2n+1

(2n+ 1)!
ζ(x)2n+1w(2n+1)(x) = εζ(x)− C. (2.79)

Cette expression est compatible avec une expansion de w(x) et de la constante C avec des puissances
paires de ε définies comme

w(x) =

∞∑

m=0

ε2mw2m(x), C =

∞∑

m=0

ε2m+1C2m. (2.80)

La condition aux bords (2.54) s’exprime alors via une série en ε,
∞∑

n,m=0

(−1)nε2(n+m)

(2n+ 1)!
ζ(x)2n+1w

(2n+1)
2m (x) = ζ(x)−

∞∑

m=0

ε2mC2m. (2.81)

En identifiant termes à termes les éléments de ce développement asymptotique, l’expression des constantes
C2k est obtenue telle que

k∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
ζ(x)2n+1w

(2n+1)
2(k−n)(x) = δk0ζ(x)− C2k. (2.82)

À partir de cette dernière équation, les équations satisfaites par les fonctions w0(x), w2(x), w4(x) et
w6(x) pour respectivement k = 0, k = 1, k = 2 et k = 3 s’écrivent

ζ(x)w
(1)
0 (x) = ζ(x)− C0, (2.83)

− 1

3!
ζ(x)3w

(3)
0 (x) + ζ(x)w

(1)
2 (x) = −C2, (2.84)

1

5!
ζ(x)5w

(5)
0 (x)− 1

3!
ζ(x)3w

(3)
2 (x) + ζ(x)w

(1)
4 (x) = −C4, (2.85)

− 1

7!
ζ(x)7w

(7)
0 (x) +

1

5!
ζ(x)5w

(5)
2 (x)− 1

3!
ζ(x)3w

(3)
4 (x) + ζ(x)w

(1)
6 (x) = −C6. (2.86)

Pour calculer la valeur de la constante C2k, la périodicité du canal est utilisée via la relation 〈w′2k〉 = 0.
Pour k = 0, la valeur de C0 est trouvée à partir de l’équation (2.83) donnant

C0 = 〈ζ−1〉−1. (2.87)
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La fonction w′0(x) s’écrit alors

w′0(x) = 1− 1

〈ζ−1〉ζ(x)
. (2.88)

En remplaçant cette dernière dans l’équation (2.84), la fonction w′2(x) vérifie

w′2(x) = − C2

ζ(x)
+

1

6〈ζ−1〉

[
ζ ′′(x)− 2

ζ ′(x)2

ζ(x)

]
, (2.89)

et les périodicités de w2(x) et ζ(x) donnent immédiatement la valeur de C2

C2 = − 〈ζ
′2/ζ〉

3〈ζ−1〉2 . (2.90)

En remplaçant de même cette solution de w′2(x) dans l’équation (2.85), la fonction w′4(x) satisfait

w′4(x) = − C4

ζ(x)
+

1

6
ζ(x)2

[
− C2

ζ(x)
+
C0

6

(
ζ ′′(x)− 2

ζ ′(x)2

ζ(x)

)]′′
+
C0

120
ζ(x)4

[
1

ζ(x)

](4)

. (2.91)

En utilisant la périodicité de w4(x) et en effectuant une double intégration par parties, l’expression de
la constante C4 est obtenue

C4 =
〈ζ ′2/ζ〉2
9〈ζ−1〉3 +

4〈ζ ′4/ζ〉+ 〈ζ ′′2ζ〉
45〈ζ−1〉2 . (2.92)

En utilisant les expressions précédentes pour C0, C2 et C4, la diffusivité effective s’écrit à partir de
l’équation (2.59) jusqu’à l’ordre O(ε4) inclus

De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− ε2

3

〈ζ ′2/ζ〉
〈ζ−1〉 +

ε4

45

(
5
〈ζ ′2/ζ〉2
〈ζ−1〉2 + 4

〈ζ ′4/ζ〉
〈ζ−1〉 +

〈ζ ′′2ζ〉
〈ζ−1〉

)
+O(ε6)

]
. (2.93)

Ce résultat est en accord avec celui de Kalinay et Percus [76] développé à l’aide de la réduction
de dimensionalité correspondant à l’équation (2.13), ainsi qu’avec celui de Dorfman et Yariv [85]. La
compacité de notre analyse nous permet de dériver l’ordre O(ε6) sans difficultés. Pour cela, les solutions
de w′0(x), w′2(x) et w′4(x) sont substituées dans l’équation (2.86). En imposant la périodicité de w6(x),
la valeur de la constante C6 est obtenue

C6 = −〈ζ
′2/ζ〉3

9〈ζ−1〉4 −
2〈ζ ′2/ζ〉2

3

4〈ζ ′4/ζ〉+ 〈ζ ′′2ζ〉
45〈ζ−1〉3 − 44〈ζ ′6/ζ〉+ 5〈ζ2ζ ′′3〉+ 45〈ζ ′3ζ ′′2〉+ 2〈ζ3ζ ′′′2〉

945〈ζ−1〉2 , (2.94)

après avoir réalisé plusieurs intégrations par parties pour minimiser la plus haute dérivée de ζ(x).
L’expression finale de la diffusivité effective aux temps longs à l’ordre O(ε6) peut se réécrire de façon
compacte sous la forme

De

D0
= 〈ζ〉−1

[
〈ζ−1〉+

ε2

3
〈ζ ′2/ζ〉 − ε4

45

(
4〈ζ ′4/ζ〉+ 〈ζ ′′2ζ〉

)

+
ε6

945

(
44〈ζ ′6/ζ〉+ 5〈ζ2ζ ′′3〉+ 45〈ζ ′3ζ ′′2〉+ 2〈ζ3ζ ′′′2〉

)
+O(ε8)

]−1

. (2.95)

Après un peu de travail, ce résultat est similaire à celui de Kalinay et Percus [76] à l’ordre O(ε6). Cela
confirme alors que leur résultat présenté via l’équation (2.13) est correct jusqu’à cet ordre bien qu’il
repose sur la définition d’une diffusivité unidimensionnelle effective D(x).

Un résultat similaire est obtenu pour la diffusivité effective pour des canaux asymétriques dans la
section II de l’annexe A, jusqu’à l’ordre O(ε4) inclus

De

D0
= 〈W 〉−1

[
〈W−1〉+ ε2

(
〈S′2/W 〉+

1

3
〈W ′2/W 〉

)

− ε4

45

(
4〈W ′2(W ′2 + 15S′2)/W 〉+ 〈W (W ′′2 + 15S′′2)〉+ 30〈W ′′S′2〉

)
+O(ε6)

]−1

. (2.96)

où W (x) = [ζ2(x) − ζ1(x)]/2 est la demi-largeur du canal et S(x) = [ζ1(x) + ζ2(x)]/2 est la ligne
médiane du canal. Ce résultat est concordant jusqu’à l’ordre O(ε2) avec celui de Bradley [77] et donne
un ordre correctif supplémentaire.

Dans ce paragraphe, nous avons montré, autant pour les canaux symétriques que pour les canaux
asymétriques, que les expressions de la littératures [76,77,85] donnant les corrections successives de la
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diffusivité de Fick-Jacobs sous la forme d’un développement asymtotique en ε sont valides. La réduction
de dimensionalité semble donc être correcte dans la limite ε� 1.

III-3 Que trouve-t-on pour un canal linéaire par morceaux ?

Kalinay et Percus ont partiellement resommé cette théorie de perturbation en supposant que les
dérivées supérieures ou égales à deux de la hauteur h(x) étaient nulles [76]. Nous voulons retrouver ici
cette expression avec notre formalisme exact développé dans le paragraphe II-2. Pour cela, l’expression
(2.56) issue de l’équation aux bords (2.54) est utilisée ici. À partir de l’analycité de la fonction φ, le
contour peut être pris sur l’axe imaginaire entre x− ih(x) et x+ ih(x) pour réaliser l’intégration. Cela
permet de réécrire cette relation sous la forme

h(x)

〈φ〉

∫ 1

−1
ds φ (x+ ish(x)) = 2C. (2.97)

Il est facile de vérifier que l’ordre dominant de la perturbation en ε, obtenu en notant h(x) = εζ(x), est
le même que celui montré précédemment en utilisant l’équation (2.59). Cependant, le développement
asymptotique de ce paragraphe va être réalisé après avoir posé φ = ψ/h impliquant

ζ(x)

〈ψ/h〉

∫ 1

−1
ds

ψ (x+ isεζ(x))

ζ (x+ isεζ(x))
= 2C. (2.98)

L’ordre dominant en ε permet, en retrouvant le résultat de Fick-Jacobs basique, de montrer que
ψ(x) = ψ0 est constant. Pour retrouver l’approximation pseudo-linéaire de Kalinay et Percus, tous les
termes ζ ′′(x) sont négligés en considérant les développements de Taylor sous la forme ζ(x+ isεζ(x)) '
ζ(x)[1 + isεζ ′(x)] et ψ (x+ isεζ(x)) ' ψ(x), une approximation dont la consistance sera vérifiée à la
fin du calcul. L’équation (2.98) se réécrit donc

ψ(x)

〈ψ/h〉

∫ 1

−1

ds

1 + isεζ ′(x)
= 2C. (2.99)

En calculant cette intégrale, la fonction ψ s’écrit

ψ(x) = C〈ψ/h〉 ε|ζ ′(x)|
arctan(ε|ζ ′(x)|) = C〈ψ/h〉 h′(x)

arctan(h′(x))
. (2.100)

Cette expression implique alors ψ′(x) ∼ h′′(x) qui peut donc être naturellement négligé avec l’hypothèse
initiale h′′(x) = 0. L’approximation faite sur la fonction ψ via son développement de Taylor est donc
confirmée. Finalement, la valeur de la constante C peut être calculée en réalisant une moyenne spatiale
et l’expression de la diffusivité effective est obtenue à l’aide de l’équation (2.59), s’écrivant sous la
forme

De

D0
=

1

〈h〉

〈
h′

h arctan(h′)

〉−1

. (2.101)

Cela permet de montrer à l’aide de la formule de Lifson et Jackson (2.19), l’existence d’une diffusivité
effective unidimensionnelle

D(x) = D0
arctanh′(x)

h′(x)
, (2.102)

correspondant à celle obtenue par Kalinay et Percus [76] retranscrite dans l’équation (2.15) avec les
mêmes hypothèses. Cette expression n’est valable que dans le cas où h′′(x) = 0 pour tout x. Cependant,
cette condition n’est pas valable pour un canal périodique, mis à part le cas trivial d’un canal plat, où
h′′(x) devient infinie en au moins deux points par périodes (avec des discontinuités de pente).

III-4 Comparaison avec les résultats numériques

Dans ce paragraphe, les résultats précédents obtenus dans la limite des canaux étroits vont être
comparés aux résultats numériques obtenus par la résolution des formules de Kubo (2.48-2.51) avec un
solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49]. Sur la figure 2.5, la solution de la fonction auxiliaire
f a été tracée pour le canal de hauteur h(x) = a+Hg(x/L) avec g(u) = (1+cos 2πu)/2 représenté sur



IV- Dispersion dans les canaux larges 39

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x

−2

−1

0

1

2
Y

=
y
/a

(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x

−2

−1

0

1

2(b)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x

−2

−1

0

1

2(c)

Figure 2.5 – Solution numérique de la fonction auxiliaire f(x, y) obtenue à partir des équations (2.49-
2.51) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles [48, 49]. (a) Pour ε = 0.01, la fonction
f est indépendante de l’ordonnée y en accord avec l’approximation de Fick-Jacobs. (b) Pour ε = 0.3,
la fonction n’est plus indépendante de y et est non nulle dans la région du canal |y| < a. (c) Pour
ε = 100, la fonction s’annule dans la région du canal |y| < a et est indépendante de y dans l’autre
région |y| > a, en accord avec l’équation (2.108).

la figure 2.3a, pour le ratio H/a = 1. La figure 2.5a montre notamment que la solution est indépendante
de y comme le laisse supposer l’approximation de Fick-Jacobs (2.32).

À partir de ces solutions pour la fonction auxiliaire f et de l’équation (2.48), nous avons accès
numériquement à la valeur de la diffusivité effective pour plusieurs valeurs de ε = a/L, tracée sur
la figure 2.6. Le développement asymptotique en ε donné par l’expression (2.95) vérifie parfaitement
les résultats numériques dans la limite ε � 1. La figure 2.6a montre également une amélioration du
résultat approximé en ajoutant des ordres successifs via une alternance des ordres impairs et pairs,
sous-estimant et surestimant respectivement la valeur numérique. La figure 2.6b montre quant à elle que
les diverses resommations de la littérature données par Zwanzig [74], Reguera et Rubí [75] et Kalinay
et Percus [76], reproduites par les équations (2.11), (2.12) et (2.15) respectivement, ne permettent pas
d’accéder à des valeurs de la diffusivité pour ε > 1, vu qu’elles donnent une diffusivité nulle dans la
limite ε → +∞. Ces résultats numériques permettent notamment de voir, lorsque ε devient grand,
que la fonction f tend vers la solution présentée sur la figure 2.5c et que la diffusivité effective tend
vers une constante ici égale à environ 2/3 sur la figure 2.6b. Nous allons expliquer ces résultats dans
la section suivante consacrée à la dispersion dans les canaux larges.

En résumé, les expressions développées asymptotiquement en ε � 1 dans cette section, de même
que les expressions resommées de la littérature, n’approximent correctement la diffusivité effective que
dans la limite des microcanaux étroits dont la hauteur varie peu sur une période, c’est-à-dire h(x)� L
(provenant des relations a � L et H � L). Dans les sections suivantes, nous allons nous intéresser à
la dispersion dans les canaux pour lesquels cette condition n’est pas valide : les canaux larges où ε� 1
dans la section IV, les canaux de taille intermédiaire dans la section V et les canaux discontinus dans
la section VI.

IV Dispersion dans les canaux larges

Dans cette section, nous étudions la dispersion dans la limite des canaux larges caractérisés par
une hauteur h(x) = εζ(x) avec ε� 1. Il s’agit de la limite asymptotique opposée à Fick-Jacobs. Dans
cette limite, toutes les approches faites à partir de l’approximation de Fick-Jacobs en considérant une
réduction de la dimensionnalité échouent donc à donner une expression pour la diffusivité effective.
L’ordre dominant de la diffusivité effective sera tout d’abord caractérisé dans le paragraphe IV-1 à partir
d’un argument physique. Il semble être indépendant du paramètre ε et non nul dans le cas général
à partir du résultat numérique tracé sur la figure 2.6b. Puis, dans le paragraphe IV-2 la correction à
cet ordre dominant sera déterminée via notre formalisme exact basé sur l’analyse complexe développé
dans le paragraphe II-2.
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Figure 2.6 – Solution numérique exacte de la diffusivité effectiveDe obtenue à partir de la solution de la
fonction auxiliaire et de l’équation (2.48) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49].
Elle est représentée par des points pour le canal tracé sur la figure 2.3a. (a) Comparaison avec les
ordres successifs du développement en ε2 donnés par l’expression (2.95). Les ordres impairs sous-
estiment la valeur de De tandis que les ordres pairs la surestiment. (b) Comparaison avec les différentes
resommations proposées dans la littérature par Zwanzig (Zw) [74], Reguera et Rubí (RR) [75] et Kalinay
et Percus (KP) [76]. La diffusivité effective tend vers une limite finie quand ε devient grand, ce qui
n’est valable pour aucune des expressions précédentes, mais qui satisfait l’approximant de Padé tracé
en trait plein à partir de l’équation (2.120).

IV-1 Ordre dominant et volume accessible

Le terme dominant de la diffusivité effective peut être déduit d’un argument physique simple. Nous
considérons ici un canal symétrique dont la demi-largeur atteint sa valeur minimale hmin = εL = a
(sans perte de généralité par redéfinition de ε) au point xmin = ±L/2. À l’échelle de temps τ ∼ L2/D0,
les particules se trouvant à la hauteur |y| < hmin peuvent être considérées comme diffusant librement
dans la direction longitudinale, avec une diffusivité effective D0. Au contraire, les particules se trouvant
à la hauteur |y| > hmin ne contribuent pas à la diffusion longitudinale. Elles se trouvent alors piégées
et peuvent donc être considérées comme ralenties (voir figure 2.7). En notant tΩ′ le temps moyen passé
dans la région Ω′ = {x, y/|y| < hmin}, le déplacement quadratique moyen pour des temps t� τ vérifie
l’inégalité

[x(t)− x(0)]2 ≥ 2D0tΩ′ , (2.103)

avec la borne inférieure atteinte lorsque les particules en dehors de Ω′ sont exactement immobiles,
c’est-à-dire pour ε =∞ équivalent à L = 0. Comme la densité de probabilité stationnaire est uniforme
dans Ω, l’ergodicité du système implique simplement que

tΩ′

t
=
|Ω′|
|Ω| =

hmin

〈h〉 , (2.104)

où |Ω′| est le volume des régions où les particules ne sont pas piégées. En utilisant alors la relation
[x(t)− x(0)]2 ' 2Det dans la limite t� τ , la diffusivité effective est bornée par

De

D0
≥ hmin

〈h〉 . (2.105)

Cela montre notamment que la diffusivité effective est toujours finie, comme le montre la figure 2.6b,
quelle que soit la valeur de ε et donne sa valeur dans la limite ε → ∞. Cet argument physique a
déjà été utilisé pour caractériser la dispersion en présence d’impasses [178–180] ou d’une géométrie de
peignes [95], correspondant à celle des canaux lorsque la taille de l’ouverture L est faible par rapport
à hmin, soit quand ε� 1. Les corrections à cette expression sont cependant difficiles à estimer avec un
argument physique, de même que l’ordre de ces corrections. En effet, il faut pouvoir décrire ce qu’il se
passe au niveau de la région y = hmin à la transition entre les deux régimes de dispersion. Cependant,
à l’aide de notre formalisme basé sur l’analyse complexe, nous pourrons accéder à ces corrections dans
le paragraphe suivant.
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Figure 2.7 – Dispersion dans les canaux larges périodiques, semblables à un peigne. Les particules
browniennes situées dans les régions |y| > a, représentées en gris clair, ne contribuent pas au mouvement
d’ensemble dans la direction longitudinale sur plusieurs périodes et peuvent alors être considérées
comme piégées au contraire des particules situées dans la région |y| < a, représentée en gris foncé, qui
contribuent majoritairement à la dispersion vers les régions lointaines.

IV-2 Ordre sous-dominant universel

Pour pouvoir accéder aux corrections du terme dominant obtenu dans le paragraphe précédent, nous
allons tout d’abord redériver ce dernier à partir des formules de Kubo démontrée dans la section II-2.
Pour obtenir la valeur de la fonction auxiliaire f dans la limite ε → ∞, il est intéressant de poser
Y = y/hmin et X = x/L. L’équation de Laplace (2.49) vérifiée par f s’écrit alors à l’ordre dominant
en ε

∂2f

∂X2
(X,Y ) = 0. (2.106)

La condition aux bords (2.50) est utilisée dans les régions |Y | > 1 et s’écrit à l’ordre dominant
∂f

∂X
(X, ζ(X)) = L, (2.107)

tandis que la condition de périodicité (2.51) est utilisée dans les régions |Y | < 1. La fonction auxiliaire
s’écrit alors

f(X,Y ) = XΘ(|Y | − 1)L+ b(Y ) (2.108)

où Θ représente la fonction de Heaviside et b(Y ) est une fonction indéterminée de Y . Cette forme de
solution est validée par les résultats numériques de la figure 2.5c pour b = 0. Cette expression de f
permet de montrer que la borne de l’équation (2.105) est atteinte en ε =∞ à l’aide de l’équation (2.48)

De

D0
= 1 +

1

L〈h〉

∫ L

0
dx h′(x)x =

hmin

〈h〉 . (2.109)

La discontinuité de f pour y = hmin suggère la présence d’une couche limite de taille d’ordre L,
qui correspond à la région contenant les particules pouvant franchir la surface y = hmin pendant le
temps τ ∼ L2/D0. La correction de la diffusivité effective déterminera en effet le nombre de particules la
franchissant réellement. Le changement de variable y = hmin +YL est alors réalisé impliquant l’écriture
Z = X+iY = (z−ihmin)/L de la variable complexe dans la couche limite. La fonction auxiliaire f(X,Y)
vérifie l’équation de Laplace. Cela permet de définir la fonction analytique w(Z) dont la partie réelle
correspond à la fonction auxiliaire. Par analyticité de cette fonction, la fonction b(Y ) est constante et
supposée nulle sans perte de généralité. Une première transformation w(Z) = Z + w̃(Z) est réalisée,
donnant une fonction w̃(Z) analytique mais apériodique telle que

w̃(Z + 1) = w̃(Z)− L. (2.110)

Décomposons cette fonction en parties réelle et imaginaire telle que w̃(X + iY) = φ(X,Y) + iψ(X,Y).
La condition aux limites (2.54) implique que la fonction ψ est constante sur la paroi du canal pour
Y > 0 (|Y | > 1), tandis que φ admet un saut de −L pour X = ±1/2 et Y < 0 (|Y | < 1), dû à
l’équation (2.110). Sans perte de généralité, la solution étant définie à une constante globale près, la
fonction φ est supposée égale à ∓L/2 en X = ±1/2 et Y < 0 (|Y | < 1). Ce domaine est tracé sur
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Figure 2.8 – Transformations conformes successives permettant la résolution du problème dispersif
pour les canaux larges. (a) Géométrie initiale du canal périodique. La solution du potentiel électrosta-
tique φ cherchée vérifie les conditions aux bords de Neumann sur les parois rouges et est constante sur
les segments bleu et vert avec la valeur ∓L/2. (b) Domaine après la transformation conforme G(Z)
donnée par l’équation (2.111) pour ε = 0.15. Les segments bleu et vert sont sur l’axe réel tandis que la
paroi en trait plein tend vers le segment [−1, 1] et la paroi pointillée du canal tend vers l’infini comme
exp(2πε). (c) Domaine après la transformation conforme Z1 = G(Z) pour ε =∞. Le problème électro-
statique vérifié par φ a des conditions seulement sur l’axe réel. (d) Domaine après la transformation de
Schwarz-Christoffel Z2 = H(Z1) donnée par l’équation (2.113) où la solution linéaire pour le potentiel
φ est évidente.

la figure 2.8a où les lignes bleues et vertes représentent les conditions φ = ∓L/2 respectivement. Une
transformation conforme Z1 = G(Z) définie par

G(Z) = i exp(iπZ) (2.111)

est alors réalisée. Le problème de Laplace résultant dans l’espace Z1 correspond à un problème élec-
trostatique bidimensionnel classique, avec un potentiel φ constant sur les demi-droites ReZ1 < −1 et
ReZ1 > 1, avec les valeurs respectives −L/2 et L/2 (voir figure 2.8c). La solution de ce problème peut
être construite via une transformation de Schwarz-Christoffel Z2 = H(Z1) définie par

H ′(Z1) =
A

(Z1 − 1)1/2(Z1 + 1)1/2
=

A√
Z2

1 − 1
. (2.112)

Cette équation peut être intégrée comme H(Z1) = A arcsinZ1 + B, où A et B sont des constantes
fixées par les relations H(±1) = ±π/2, par choix des positions des deux plaques dans le plan complexe
Z2 (voir figure 2.8d). Cela donne finalement la transformation conforme

H(Z1) = arcsinZ1. (2.113)

La solution d’équation de Laplace est facilement obtenue dans ce nouveau domaine représenté sur
la figure 2.8d. La fonction w̃(Z2) est alors une fonction affine de Z2 vérifiant les conditions aux bords
w̃(±π/2) = ±L/2. Elle s’écrit donc w̃(Z2) = Z2L/π. En terme des coordonnées de la couche limite, la
fonction analytique w̃(Z) vérifie l’expression

w̃(Z) =
L

π
arcsin [i exp(iπZ)] =

iL

π
ln
[
exp(iπZ) +

√
1 + exp(iπZ)

]
, (2.114)

en prenant l’expression logarithmique de la fonction arcsinus. Dans le système de coordonnées z = x+iy
du canal, la fonction analytique w(z) se réécrit alors

w(x+ iy) =
iL

π
ln

[
1 +

√
1 + exp

(
−2π

L
ix+

2π

L
(y − hmin)

)]
+ iC̃, (2.115)

où C̃ est une constante réelle, qui doit être ajoutée vu que les équations de départ laissent le problème
irrésolu à une constante imaginaire près. Cette équation n’est valide que pour y ≥ 0, et la solution
pour y ≤ 0 peut être déterminée par symétrie avec la relation w(z) = w(z). Cette symétrie implique
que la partie imaginaire en y = 0 de w(z) est nulle. En rappelant que hmin � L, la fonction analytique
vaut sur l’axe des abscisses w(x) = iL ln 2/π + iC̃, ce qui fixe la valeur C̃ = −L ln 2/π. À partir de
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l’équation (2.54), la constante C peut être identifiée en considérant la limite h(x)� L

C = hmin +
ln 2

π
L. (2.116)

Finalement, en utilisant l’équation (2.59), la diffusivité effective aux temps longs vérifie
De

D0
=
hmin

〈h〉

[
1 +

ln 2

πε
+O

(
1

ε2

)]
. (2.117)

Cette expression de la diffusivité est démontrée par une approche alternative assez mathématique
dans l’annexe B, basée sur un calcul de couche limite menant à une équation de Wiener-Hopf. Ce
calcul montre notamment la puissance de notre formalisme complexe permettant un accès rapide de
l’expression de la diffusivité effective par rapport à une résolution directe de l’équation de Laplace.

Ce résultat est en accord avec l’argument ergodique aboutissant à l’inégalité (2.105) et impliquant
une dispersion effectivement plus rapide que dans le cas limite ε → ∞ donné par l’équation (2.109).
Cette formule quantifie alors la contribution à la dispersion des particules étant suffisamment proches
de y = hmin pour sortir du piège entropique pendant un temps L2/2D0. Ce résultat est intéressant
par le fait que la correction se comporte comme O(1/ε), contre-intuitif à partir des équations initiales
impliquant normalement une correction d’ordre O(1/ε2). Cela montre bien que le résultat ne pourrait
être obtenu à partir de l’approximation de Fick-Jacobs. De plus, cette expression ne dépend que du
volume du canal proportionnel à 〈h〉 et fait intervenir une constante universelle ln 2/π. Ce résultat
peut cependant se comprendre par le fait que la transformation conforme G(Z) réalise un zoom sur
la couche limite et donc seul le comportement près du minimum contribue au terme correctif de la
diffusivité effective, impliquant que la dispersion est contrôlée uniquement par la géométrie près de la
hauteur minimale du canal.

Notons que ce résultat peut être étendu en dimension d en utilisant les mêmes arguments, vu que
l’équation de Laplace bidimensionnelle est toujours vérifiée dans la couche limite, et s’écrit alors

De

D0
=

hd−1
min

〈hd−1〉

[
1 + (d− 1)

ln 2

πε
+O

(
1

ε2

)]
. (2.118)

Après avoir analysé la dispersion pour les canaux étroits et larges, nous allons nous intéresser dans
la section suivante aux canaux de taille intermédiaire en nous servant des résultats développés dans
ces deux cas limites opposés dans un premier temps.

V Dispersion dans les canaux de taille intermédiaire

Nous allons étudier dans cette section le régime intermédiaire de dispersion, entre celui des canaux
étroits et des canaux larges. Suite à l’inégalité (2.105) trouvée précédemment, et aux travaux effectués
dans la limite des canaux étroits dans le cadre de l’approximation de Fick-Jacobs, des bornes plus
restrictives peuvent être imposées pour la diffusivité effective telles que

hmin

〈h〉 ≤
De

D0
≤ 1

〈h〉〈h−1〉 . (2.119)

Ces bornes sont respectivement atteintes pour les limites ε→∞ et ε→ 0. Dans les sections III et IV,
les mécanismes de dispersion ont été caractérisés dans ces deux cas limites ε� 1 et ε� 1 proches des
bornes de cette inégalité. Cependant, il est intéressant de voir si le régime intermédiaire est parfaitement
décrit à partir des résultats obtenus pour la diffusivité effective dans ces régimes limites.

Pour cela, l’approximant de Padé va être utilisé pour décrire ce régime intermédiaire dans le pa-
ragraphe V-1. Puis, l’existence d’un nouveau régime de dispersion sera mis en évidence dans le para-
graphe V-2, faisant intervenir les temps de premier passage pour une petite ouverture, dans la limite
des grands ξ. Enfin, une classification des différents régimes sera apportée dans le paragraphe V-3.

V-1 Un raccord entre canaux étroits et canaux larges : l’approximant de Padé

En nous aidant des deux développements asymptotiques ε � 1 et ε � 1 de la diffusivité effective
démontrés dans les sections III et IV, un approximant de Padé est utilisé pour décrire le régime
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Figure 2.9 – Diffusivité effective en fonction des paramètres ε et ξ caractérisant la hauteur minimale
et la variation de hauteur du canal respectivement. Les résultats numériques tracés avec des points
sont obtenus à partir des équations (2.48-2.51) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles
[48,49]. L’approximant de Padé est tracé en trait plein. (a) Cas du canal lisse tracé dans la figure 2.3a,
l’approximant de Padé vérifiant l’équation (2.120) est utilisé. (b) Cas du canal rugueux tracé dans la
figure 2.3b, l’approximant de Padé vérifiant l’équation (2.122) est utilisé. Ce dernier se comporte mal
pour des ξ grands dans une région intermédiaire de ε � 1. Cette remarque peut être également faite
pour les canaux lisses pour des valeurs de ξ plus importantes.

intermédiaire de dispersion via l’expression

De = DFJ
1 + a1ε+ a2ε

2 + a3ε
3

1 + b1ε+ b2ε2 + b3ε3
. (2.120)

Les coefficients ai et bi sont choisis pour vérifier les développements De = DFJ[1+λ2ε
2 +λ4ε

4 +O(ε6)]
donné par l’équation (2.93) pour ε� 1 et De = D∞[1 + αε−1 +O(ε−2)] donné par l’équation (2.117)
pour ε� 1. En notant alors K = D∞/DFJ, les coefficients s’écrivent alors

a1 = b1 =
[λ2

2 + λ4(K − 1)](K − 1)

λ2
2Kα

, a2 = λ2−
λ4

λ2
, b2 = −λ4

λ2
, a3 = Kb3 =

λ2
2 + λ4(K − 1)

λ2α
. (2.121)

Sur les figures 2.6b et 2.9a, nous pouvons voir que l’approximant de Padé est une bonne façon d’accéder
à la diffusivité effective des canaux de taille intermédiaire dont la hauteur est infiniment dérivable, du
moins avec une erreur assez faible, tant que la hauteur du canal ζ(x) ne varie pas trop rapidement.

Dans le cas d’un canal où la dérivée de la hauteur h′(x) devient infinie en au moins un point, l’ex-
pression (2.93) devient fausse à cause du terme d’ordre ε2 qui devient infini. Dans ce cas, l’approximant
de Padé est défini à un ordre inférieur tel que

De = DFJ
1 + a1ε

1 + b1ε
, a1 = Kb1 =

1−K
α

. (2.122)

Sur la figure 2.9b, nous remarquons pour ce type de canal que l’approximant de Padé ne caractérise
pas correctement le régime intermédiaire.

Dans la suite, un autre résultat asymptotique va être développé permettant d’obtenir l’expression de
la diffusivité effective dans ce régime intermédiaire où ξ sera supposé grand, pour lequel l’approximant
de Padé ne décrit pas le comportement.

V-2 Dérivation de la diffusivité en présence de petites ouvertures

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au régime intermédiaire pour lequel la hauteur du
canal varie beaucoup en comparaison à la périodicité. Les paramètres ε et ξ vérifient alors les conditions
ε� 1 et ξ � 1 dans un domaine où l’approximation de Fick-Jacobs n’est jamais valide, et dont nous
déterminerons la condition. Dans cette limite, le canal peut être décrit comme une succession de pores
ayant un volume fini, reliés par de petites ouvertures de taille a. Pour calculer la diffusivité effective
dans la limite de petites ouvertures, les approches développées par Ward et Keller [96] ainsi que Pillay
et al. [97] vont être considérées. Celles-ci sont développées pour des problèmes de premier passage
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Figure 2.10 – Diffusivité effective obtenue numériquement et tracée en fonction des paramètres ε et
ξ pour un canal lisse (a) et un canal rugueux (b), représentés sur la figure 2.3. La solution numérique
des équations (2.48-2.51) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles [48, 49] permettent
l’accès rapide à ce graphe bidimensionnel, où 104 résultats pour la diffusivité effective sont tracés sur
chacun. Les lignes de même couleur représentent ici les lignes d’iso-dispersion (avec une diffusivité
effective identique), montrant notamment que la diffusivité effective reste finie dans la limite ε → 0
pour les canaux rugueux contrairement aux canaux lisses où la diffusivité effective s’annule.

étudiés pour des petites ouvertures. Ici, aucun lien entre les problèmes de premiers passages étudiés
dans ces travaux et la diffusivité effective aux temps longs ne sera supposé. Cependant, ce lien en sera
déduit dans le paragraphe V-2.c.

Ce problème peut être traité de la même façon pour les canaux bidimensionnels dans le para-
graphe V-2.a et tridimensionnels dans le paragraphe V-2.b. Aucune symétrie dans l’axe transverse
n’est requise ici, mais elle sera utilisée pour simplifier les calculs effectués.

V-2.a Problème bidimensionnel

Commençons l’étude du problème bidimensionnel par le rappel des équations vérifiées par la fonc-
tion auxiliaire f , permettant le calcul de la diffusivité effective. À partir des équations (2.49-2.51), elles
s’écrivent

∂2f

∂x2
(x) +

∂2f

∂y2
(x) = 0, x ∈ Ω, (2.123)

n · ∇f(x) = nx, x ∈ ∂Ωout, (2.124)
f(x+ L, y) = f(x, y), x ∈ ∂Ωin, (2.125)

où les coordonnées de l’espace total (bidimensionnel) sont notées x = (x, y) et le vecteur normal à la
surface du canal est noté n. Nous représentons par ∂Ω la frontière de la cellule unitaire Ω appelée ici pore
constituant le motif répété, tandis que ∂Ωout et ∂Ωin représentent respectivement la partie réflective
(correspond à la paroi du canal), et la partie périodique (correspondant aux petites ouvertures) de
cette frontière (voir figure 2.11). L’identité ∂Ω = ∂Ωout + ∂Ωin peut être naturellement écrite. Si les
ouvertures ne sont pas présentes, c’est-à-dire quand ε = 0, alors la condition aux bords (2.125) ne
s’applique plus, vu que ∂Ωin = ∅. La solution de ces équations est alors donnée par f(x) = x à
une constante additive près, n’intervenant pas dans l’expression de la diffusivité effective. En utilisant
l’équation (2.48), où les bornes d’intégration ont été choisies entre deux minima du canal (sans perte
de généralité), l’expression de la diffusivité effective à l’ordre dominant en ε est alors obtenue

De

D0
= 1 +

1

L〈h〉

∫ L/2

−L/2
dx h′(x)x =

hmin

〈h〉 = 0, (2.126)

en utilisant la définition du volume |Ω| = L〈h〉 et la relation hmin = a = εL. Ce résultat est celui
attendu, dû au fait que si l’ouverture est nulle alors le déplacement quadratique moyen est borné tel
que x(t)2 ≤ L2, la particule brownienne ne pouvant pas sortir du pore initial.
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Figure 2.11 – (a) Représentation d’un pore Ω où la solution de l’équation de Laplace (2.123) est
cherchée avec les conditions aux bords (2.124) et (2.125) respectivement sur ∂Ωout (en rouge) et ∂Ωin =
∂Ω+

in + ∂Ω−in (en vert) où ∂Ω±in représentent les frontières proches des ouvertures situées en x± =
(±L/2, 0). (b) Zoom sur la région intérieure où les parois sont supposées verticales dans la limite
ξ � 1. Les frontières ∂Ω±in (en vert) représentent la petite ouverture que les particules browniennes
peuvent franchir. Les frontières ∂Ωout (en rouge) sont imperméables pour les particules et représentent
les parois du canal.

Pour des ouvertures finies, cette solution n’est plus valide proche de ces ouvertures, vu que l’équation
aux bords (2.125) n’est plus satisfaite. Une petite ouverture est alors ajoutée perturbativement en
suivant l’approche présentée par Ward et al. [96,97], et un développement de f loin des ouvertures des
pores (appelée région extérieure) est alors écrit comme

f(x, ε) = f0(x) + ν1(ε)f1(x) + ν2(ε)f2(x) + · · · , (2.127)

où une hiérarchie est supposée pour les fonctions νi telle que 1� νi(ε)� νi+1(ε)� · · · dans la limite
ε� 1. Les fonctions fi(x) (pour i ≥ 1) doivent alors satisfaire des équations suivantes

∂2fi
∂x2

(x) +
∂2fi
∂y2

(x) = 0, x ∈ Ω (2.128)

n · ∇fi(x) = 0, x ∈ ∂Ωout (2.129)

correspondant aux équations satisfaites par f loin des ouvertures, sachant que f0(x) = x. A fortiori,
proche de ces ouvertures situées aux positions x = x± ≡ (±L/2, 0), les changements de variables
x̃ ≡ (x − x±)/a peuvent être réalisés. Ils sont tous les deux équivalents à partir de la condition de
périodicité (2.125). Un développement de f proche des ouvertures (appelée région intérieure) est alors
considéré tel que

f(x, ε) = v(x̃, ε) = µ0(ε)v0(x̃) + µ1(ε)v1(x̃) + µ2(ε)v2(x̃) + · · · , (2.130)

où une hiérarchie identique aux νi est satisfaite pour les fonctions µi telle que 1� µi(ε)� µi+1(ε)�
· · · dans la limite ε� 1. Les fonctions vi(x̃) vérifient alors les équations

∂2vi
∂x̃2

(x̃) +
∂2vi
∂ỹ2

(x̃) = 0, x̃ ∈ Ω̃ (2.131)

∂vi
∂x̃

(x̃) = 0, x̃ ∈ ∂Ω̃out (2.132)

obtenues en supposant que la frontière du canal est verticale proche de l’ouverture. Aucune correc-
tion liée à la courbure finie du pore proche de l’ouverture n’est considérée ici. Pour relier ces deux
développements intérieur et extérieur, une condition de raccordement s’écrit sous la forme

µ0(ε)v0(x̃) + µ1(ε)v1(x̃) + · · · ' f0(x) + ν1(ε)f1(x) + · · · , (2.133)

valable dans une région intermédiaire se trouvant à la fois loin des ouvertures |x̃| � 1 tout en y étant
proche x→ x∓.

Les équations des fonctions intérieures sont alors résolues en utilisant les coordonnées elliptiques
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(µ,ν) définies par les relations {
x̃ = shµ sin ν,

ỹ = chµ cos ν.
(2.134)

L’équation de Laplace se réécrit simplement
∂2vi
∂µ2

(µ, ν) +
∂2vi
∂ν2

(µ, ν) = 0, (2.135)

avec la condition aux bords
∂vi
∂ν

(µ, 0) = 0 (2.136)

sur la frontière du canal ∂Ω̃out. Les solutions indépendantes de la coordonnée ν, vérifiant cette dernière
équation trivialement, s’écrivent sous la forme

vi(µ) = Aiµ+Bi (2.137)

avec les constantes Ai et Bi identifiées par la condition de raccordement. Dans la limite µ → ±∞, le
comportement des fonctions vi est obtenu par

vi(x̃) '
µ→±∞

±Ai ln 2|x̃|+Bi '
x→x∓

±Ai ln
2

ε
±Ai ln

|r− r∓|
L

+Bi. (2.138)

À partir de la condition (2.133), de l’expression de solution intérieure v0 et de la solution extérieure
f0(x) = x, nous pouvons choisir l’expression des constantes A0 = −L/2, B0 = 0, et des fonctions
µ0(ε) = ν1(ε) = −[ln(ε/2)]−1. La fonction f1(x) s’écrit alors proche des petites ouvertures via

f1(x) '
x→x±

∓A0 ln
|x− x±|

L
+ C±, (2.139)

où la partie logarithmique est donnée par le raccordement avec l’ordre 0 et la constante C± est liée
à l’ordre 1. À partir de l’expression de v1, nous pouvons choisir C± = ∓A1 en prenant la constante
B1 = 0 ; et la fonction µ1(ε) = [ln(ε/2)]−2, satisfaisant parfaitement la hiérarchie des µi. En suivant la
méthode de Pillay et al. [97], nous introduisons alors la pseudo-fonction de Green G(x,x±) [98] définie
par

∂2G

∂x2
(x,x±) +

∂2G

∂y2
(x,x±) =

1

|Ω| , x ∈ Ω (2.140)

n · ∇G(x,x±) = 0, x ∈ ∂Ωout (2.141)

G(x,x±) '
x→x±

− 1

π
ln
|x− x±|

L
+R(x±,x±) (2.142)

La solution f1(x) peut alors être exprimée à partir de la pseudo-fonction de Green G(x,x±) par la
relation

f1(x) = −πA0[G(x,x−)−G(x,x+)] + χ. (2.143)

En utilisant le comportement de f1(x) et de G(x,x±) donnés respectivement par les équations (2.139)
et (2.142) proche des ouvertures à x = x±, le système linéaire permettant de déterminer A1 et χ est
obtenu {

A1 = −πA0 [R(r−, r−)−G(r−, r+)] + χ

−A1 = πA0 [R(r+, r+)−G(r+, r−)] + χ
(2.144)

donnant alors la valeur de la constante A1 dépendante de R(x±,x±) et G(x±,x∓) sous la forme

A1 =
πL

4
[R(x−,x−) +R(x+,x+)−G(x−,x+)−G(x+,x−)] . (2.145)

Nous avons donc caractérisé la solution de la fonction auxiliaire f proche des ouvertures se trouvant
entre les pores. C’est à partir de celle-ci, s’écrivant assez simplement sous la forme (2.137), que la
diffusivité effective va être calculée à partir de l’équation (2.48) s’écrivant ici sous la forme

De

D0
= 1− 1

|Ω|

∫

∂Ωout

dSx(x)f(x). (2.146)
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Quelques manipulations sur l’intégration permettent d’exprimerDe/D0 comme une intégrale surfacique
sur l’ouverture entre les pores ∂Ωin, où l’expression de la fonction f est connue. Tout d’abord, grâce
à la périodicité de f , la relation

∫
∂Ωin

dSx(x)f(x) = 0 peut être écrite. Donc l’intégrale présente
dans l’équation (2.146) peut être étendue sur toute la frontière ∂Ω. En appliquant le théorème de la
divergence, l’expression de la diffusivité devient

De

D0
= 1− 1

|Ω|

∫

Ω
dx∇f(x) · ex = 1 +

1

|Ω|

∫

Ω
dx x∇2f(x)− 1

|Ω|

∫

∂Ω
dS(x) x n · ∇f, (2.147)

où la seconde égalité est obtenue en appliquant le théorème de la divergence une seconde fois. Cette
expression peut être simplifiée en remarquant que (i) ∇2f = 0 dans Ω, (ii) n · ∇f = nx sur la frontière
∂Ωout, et (iii)

∫
∂Ω dSxx = |Ω|. D’où, l’expression de la diffusivité effective se réécrit

De

D0
=

1

|Ω|

∫

∂Ωin

dSx(x) x− 1

|Ω|

∫

∂Ωin

dS(x) x n · ∇f. (2.148)

Cette expression est bien cohérente avec la solution à l’ordre dominant trouvée par l’équation
(2.126), avec f(x) = x impliquant la relation

∫
∂Ωin

dS(x) x n ·∇f =
∫
∂Ωin

dSx(x) x. Remarquons alors
la relation ∫

∂Ωin

dSx(x) =

∫ a

−a
dy

∫
dxδ(x+ L/2)−

∫ a

−a
dy

∫
dxδ(x− L/2). (2.149)

En utilisant la valeur de f proche des ouvertures dans les coordonnées elliptiques où µ = 0 et ν ∈ [0, π]
sur ∂Ωin, les intégrales ci-dessus peuvent être calculées à partir des équations (2.130) et (2.137), donnant
l’expression de la diffusivité effective

De

D0
=

2aL

|Ω| +
πL

|Ω| [A0µ0(ε) +A1µ1(ε) + · · · ] . (2.150)

En remplaçant A0, A1 ainsi que µ0(ε) et µ1(ε) par leurs valeurs, cette expression devient

De

D0
=

2aL

|Ω| +
πL2

2|Ω|

[
1

ln(2/ε)
− πR(x−,x−) +R(x+,x+)−G(x−,x+)−G(x+,x−)

2 ln(2/ε)2
+ · · ·

]
. (2.151)

Finalement en prenant en compte la limite ξ � 1, nous pouvons considérer |Ω| ∼ HL � aL et en
insérant le second ordre dans le logarithme, la diffusivité effective se réécrit

De

D0
' πL

2〈h〉
1

ln(2κ/ε)
, (2.152)

où κ est défini par lnκ = (π/2)[R(x−,x−) +R(x+,x+)−G(x−,x+)−G(x+,x−)].
Pour des canaux dont la hauteur maximale est grande devant la périodicité, la valeur de κ peut

être calculée pour un domaine qui a la forme d’un ruban infini défini par x ∈ [−L/2, L/2] et y ∈ [0,∞[,
pour lequel la fonction de Green G est donnée dans [98], par l’équation

G(x,x±) = − y

2L
− 1

2π
ln

{
4 exp

(
−πy
L

)[
sh2
(πy

2L

)
+ sin2

(
π(x∓ L/2)

2L

)]}
. (2.153)

Cette expression permet de déterminer les valeurs R(x−,x−) = R(x+,x+) = − lnπ/π et G(x−,x+) =
G(x+,x−) = − ln 2/π, donnant κ = 2/π. La diffusivité effective vérifie alors l’expression

De

D0
' L

〈h〉
π/2

ln(4/πε)
. (2.154)

Nous avons donc montré que la diffusivité effective évolue comme l’inverse du logarithme de la demi-
largeur de la petite ouverture. L’ordre sous-dominant a été également calculé ici. Il dépend de la fonction
de Green du domaine sans ouverture. Cette correction est importante dans le régime asymptotique
logarithmique et n’est universelle que dans le cas où H � L et vaut κ = 2/π. Cette expression peut
être reliée aux temps de premier passage comme nous le verrons dans le paragraphe V-2.c.

V-2.b Cas tridimensionnel

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer une expression pour la diffusivité effectiveDe en utilisant
la même approche pour des canaux tridimensionnels. Notons x = (r, ϑ, x) les coordonnées cylindriques
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de l’espace tridimensionnel, pour lesquels une symétrie de révolution est considérée via l’équation de
la frontière du canal r = h(x).

Les équations (2.61-2.63) obtenues à partir du formalisme de Guérin et Dean [47] se réécrivent alors

1

r

∂

∂r

(
r
∂f

∂r

)
(x) +

∂2f

∂x2
(x) = 0, x ∈ Ω, (2.155)

n · ∇f(x) = nx, x ∈ ∂Ωout, (2.156)
f(r, x+ L) = f(r, x), x ∈ ∂Ωin, . (2.157)

Le même raisonnement peut alors être considéré en séparant le domaine en deux régions : une
proche des petites ouvertures situées en x = x± ≡ (0, 0,±L/2) et une autre loin de celles-ci. Le
développement (2.127) dans la région extérieure se réécrit ici sous la forme

f(x, ε) = f0(x) + εf1(x) + ε2f2(x) + · · · , (2.158)

avec f0(x) = x, à une constante additive près et les fonctions fi(x) satisfaisant pour i ≥ 1 les équations

1

r

∂

∂r

(
r
∂fi
∂r

)
(x) +

∂2fi
∂x2

(x) = 0, x ∈ Ω, (2.159)

n · ∇fi(x) = 0, x ∈ ∂Ωout. (2.160)

De même, le développement (2.130) dans la région intérieure se réécrit sous la forme

v(x̃, ε) = v0(x̃) + εv1(x̃) + ε2v2(x̃) + · · · , (2.161)

après avoir effectué le changement de variable x̃ ≡ (x − x±)/a. Les fonctions vi(x̃) vérifient alors les
équations

1

r̃

∂

∂r̃

(
r̃
∂vi
∂r̃

)
(x̃) +

∂2vi
∂x̃2

(x̃) = 0, x̃ ∈ Ω̃ (2.162)

∂vi
∂x̃

(x̃) = 0, x̃ ∈ ∂Ω̃out. (2.163)

en supposant que la frontière du canal est verticale proche de l’ouverture. La condition de raccordement
(2.133) se réécrit alors comme

v0(x̃) + εv1(x̃) + · · · ' f0(x) + εf1(x) + · · · . (2.164)

Pour obtenir la solution proche des ouvertures, nous utilisons les coordonnées sphéroïdales définies par
{
r̃ = chµ cos ν,

x̃ = shµ sin ν.
(2.165)

L’équation de Laplace se réécrit ici sous la forme
1

chµ

∂

∂µ

(
chµ

∂vi
∂µ

)
+

1

cos ν

∂

∂ν

(
cos ν

∂vi
∂ν

)
= 0 (2.166)

avec la condition sur ∂Ωout
∂vi
∂ν

(µ, 0) = 0. (2.167)

La fonction vi(µ, ν), indépendante de ν, s’écrit alors sous la forme

vi(µ) = Ai

∫ µ

0

dµ′

chµ′
+Bi, (2.168)

où les constantes Ai et Bi sont identifiées par la condition de raccordement. Dans la limite µ→ ±∞,
la fonction vi se comporte telle que

vi(x̃) '
µ→±∞

±Ai
[
π

2
− 1

|x̃|

]
+Bi '

x→x∓
±Ai

π

2
∓Ai

a

|x− x∓|
+Bi. (2.169)

À partir de la condition (2.164), et de la solution extérieure f0(x) = x, nous choisissons la constante
A0 = −L/π en prenant B0 = 0, et la fonction f1(x) s’écrit proche des petites ouvertures sous la forme

f1(x) '
x→x±

±A0
L

|x− x±|
∓A1

π

2
, (2.170)
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en choisissant sans perte de généralité B1 = 0. La diffusivité effective est alors calculée à partir de
l’expression (2.148) où l’intégrale sur ∂Ωin s’écrit comme

∫

∂Ωin

dSx(x) = 2π

∫ a

0
dr r

∫
dxδ(x− L/2)− 2π

∫ a

0
dr r

∫
dxδ(x+ L/2). (2.171)

À partir de l’équation (2.168) et après avoir réalisé le changement de variable dans les coordonnées
sphéroïdales où µ = 0 et ν ∈ [0, π/2] sur ∂Ωin, l’expression de la diffusivité effective devient

De

D0
=

a2

〈h2〉 −
2a

〈h2〉

∫ π/2

0
dν cos ν[A0 +A1ε+ · · · ], (2.172)

où l’expression du volume |Ω| = π〈h2〉L a été utilisée. Avec la valeur obtenue pour A0 et la condition
ξ � 1 impliquant |Ω| ∼ πH2L� πa2L, l’ordre dominant est obtenu

De

D0
' 2aL

π〈h2〉 . (2.173)

La diffusivité effective évolue donc pour un canal tridimensionnel comme le ratio du rayon de la
petite ouverture par le volume d’un pore. L’ordre sous-dominant pourrait être calculé ici, mais est peu
important dans la limite ε� 1, contrairement au cas bidimensionnel qui a une évolution logarithmique.

V-2.c Comparaison avec les temps de premier passage

Les expressions de la diffusivité effective (2.152) et (2.173) sont obtenues pour le régime intermé-
diaire respectivement pour les canaux bidimensionnels et tridimensionnels. Elles peuvent être reliées,
tout comme l’expression (2.76), à un temps moyen de premier passage T via la relation De = L2/(2T )
s’écrivant

T ' |Ω|
πD0

ln
2κ

ε
(d = 2); T ' |Ω|

4D0a
(d = 3) (2.174)

pour les canaux bidimensionnels et tridimensionnels respectivement, où |Ω| est le volume de la cellule
unitaire. La dispersion des particules browniennes dans le régime intermédiaire peut alors être vue
comme une marche aléatoire à temps continu entre les régions étroites, agissant comme des barrières
entropiques (voir figure 2.4).

Pour les canaux tridimensionnels, le temps T correspond sans surprise au temps moyen de premier
passage pour atteindre une petite ouverture incluse sur un plan et ne dépend pas de la position initiale
de la particule [55,91]. Pour les canaux bidimensionnels, le temps T est logarithmique en ε et la position
initiale contribue à travers la constante κ à l’ordre sous-dominant qui est alors très important [55,91].
La comparaison avec les calculs récents effectués par Pillay et al. [97] montre que le temps T n’est pas
le temps moyen global de premier passage pour aller d’un pore à l’autre mais le temps d’atteindre une
des deux petites ouvertures en partant de l’ouverture opposée, considérée comme réfléchissante. Cette
formule pour la diffusivité effective a été identifiée pour divers canaux [166,181–183] mais seulement à
l’ordre dominant, contrairement à notre résultat.

Nous avons donc montré les expressions pour la diffusivité effective dans le régime intermédiaire
de dispersion pour les canaux bidimensionnels (2.152) et tridimensionnels (2.173), rigoureusement à
partir des formules exactes développées dans la section II dans le cas ν ≤ 1. Cependant, les résultats
numériques tracés sur les figures 2.12a et 2.12c montrent que ces formules caractérisent parfaitement
le régime intermédiaire autant pour les canaux rugueux (ν < νc) que pour les canaux lisses (ν > νc).
Cela peut se comprendre à partir la limite ξ � 1, pour laquelle les parois du canal près du minimum
deviennent de plus en plus perpendiculaires à l’axe du canal permettant de satisfaire les conditions du
problème de petites ouvertures.

L’obtention de ce troisième régime de dispersion clôt l’étude de la dispersion dans les canaux
continus, où tous les régimes de dispersion ont été étudiés en obtenant l’ordre dominant de la diffusivité
effective ainsi que leurs corrections.
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Figure 2.12 – Classification des régimes de dispersion pour les canaux bidimensionnels lisses où ν > νc
(a)-(b) et rugueux où ν < νc (c)-(d). (a) et (c) Diffusivité effective en fonction des paramètres
ε et ξ caractérisant la hauteur minimale et la variation de hauteur du canal respectivement. Les
résultats numériques, identiques à ceux présentés sur la figure 2.9, sont représentés par des points
et les expressions des trois régimes de dispersion sont tracés en trait pleins, via les équations (2.95),
(2.152) et (2.117) par ordre d’apparition selon l’axe ε caractérisant respectivement les canaux étroits,
les canaux de taille intermédiaire et les canaux larges. (b) et (d) Diagramme (ε, ξ) de validité des
trois régimes de dispersion séparés par les lignes de transitions en εξ1/ν = 1 pour les canaux lisses ou
εξd−1 = 1 pour les canaux rugueux et ε = 1. Le régime intermédiaire est caractérisé par les temps de
premier passage à travers des petites ouvertures. De même, le régime des canaux lisses étroits dépend
des temps de premier passage à travers un entonnoir.

V-3 Classification des différents régimes de dispersion

Avec l’analyse réalisée dans les sections et paragraphes précédents, nous avons montré l’existence de
trois différents régimes de dispersion à partir du calcul de la diffusivité effective avec les formules
de Kubo exactes développées dans le paragraphe II-2. Nous avons également caractérisé dans chacun
de ces régimes comment la dispersion était contrôlée par la géométrie du canal.

Dans la section III, la dispersion dans les canaux étroits a été caractérisée en considérant la limite
ε� 1. Elle est parfaitement décrite par l’approximation de Fick-Jacobs supposant un équilibre rapide
dans la direction transverse au canal, créant un processus effectif unidimensionnel avec un potentiel et
qui est effectivement markovien. La diffusivité effective est alors décrite par l’expression (2.95) jusqu’à
l’ordre O(ε6). L’ordre dominant de cette diffusivité, décrit par le résultat de Jacobs, se comporte
différemment dans la limite ξ � 1 suivant si le canal est lisse (ν > νc) ou rugueux (ν < νc) pour
νc = 1/(d − 1). Ces différences ont été étudiées dans le paragraphe III-1. Pour les canaux lisses, la
dispersion ne dépend que de la géométrie locale du canal proche du minimum via le temps moyen de
premier passage pour atteindre une petite ouverture. La diffusivité effective satisfait alors l’expression
(2.76). Au contraire, pour les canaux rugueux, la dispersion dépend de la forme globale du canal. La
diffusivité effective vérifie alors l’expression (2.78) constante dans la limite ξ →∞.
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Dans la section IV, nous avons identifié un nouveau régime de dispersion pour les canaux larges
dans la limite ε � 1. Le canal peut être séparé en deux régions de dispersion : une première où les
particules dispersent rapidement selon l’axe x (|y| < a) et une seconde où les particules dispersent
lentement selon l’axe x (|y| > a), représentées en gris foncé et clair respectivement sur la figure 2.7. La
diffusivité effective vérifie dans ce domaine l’équation (2.117), caractérisant le plateau de celle-ci dans
la limite ε→∞ et faisant intervenir une constante universelle ln 2/π à l’ordre sous-dominant O(ε−1).
Dans ce régime, la forme du canal ne joue aucun rôle sur la dispersion des particules. Elle est contrôlée
uniquement par la géométrie près de la hauteur minimale du canal.

Dans la section V, nous avons mis en évidence un régime intermédiaire apparaissant dans la limite
ξ � 1 des grands volumes et des petites ouvertures ε � 1. La dispersion est caractérisée également
ici par les temps de premier passage pour atteindre une petite ouverture en partant d’une voisine
considérée comme réfléchissante. La dynamique peut donc être modélisée par une marche aléatoire entre
les petites ouvertures à temps continus, représentée sur la figure 2.4. La diffusivité effective satisfait ici
les équations (2.152) et (2.173) respectivement pour les canaux bidimensionnels et tridimensionnels.

Nous pouvons dès lors à partir des expressions de la diffusivité effective dans ces trois domaines
obtenir les lignes de transition entre ceux-ci. Tout d’abord, son expression (2.117) pour les canaux
larges indique que l’ordre sous-dominant devient important pour ε de l’ordre de 1. Cela nous permet
de définir la première ligne de transition pour ε = 1. La ligne de transition entre le régime des canaux
étroits et le régime intermédiaire est donnée par la comparaison des expressions (2.152) et (2.173) d’une
part et (2.76) et (2.78) d’autre part. Le résultat dépend donc de la forme du canal près de son minimum.
Pour les canaux lisses, la ligne de transition vérifie l’équation εξ1/ν = 1 et dépend naturellement de
l’exposant ν à partir de l’expression de la diffusivité DFJ. A contrario, pour les canaux rugueux, la
ligne de transition vérifie l’équation εξd−1 = 1 et ne dépend pas de l’exposant ν. Ces trois différentes
lignes de transition délimitent alors les domaines de validité des différents régimes de dispersion et des
expressions de la diffusivité effective.

Toutes les expressions de la diffusivité effective mentionnées dans ce paragraphe ont été démontrées
à partir de formules exactes dans les différents régimes asymptotiques. Elles ont été tracées sur les
figures 2.12a et 2.12c dans leur domaine de validité et comparées aux résultats numériques obtenus par
la résolution des formules exactes (2.48-2.51) à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles
[48,49]. Finalement, les différents domaines de validité pour chacun des trois régimes de dispersion mis
en évidence ont été tracés sur les figures 2.12b et 2.12d pour les canaux lisses et les canaux rugueux
respectivement.

VI Dispersion dans les canaux discontinus

Dans cette section, nous revenons à l’étude de la dispersion de particules dans la limite des ca-
naux étroits, présentant cette fois-ci des discontinuités de profil. Toutes les approches décrites dans la
section III donnent une diffusivité effective s’écrivant à l’ordre O(ε2)

De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− ε2

3

〈ζ ′2/ζ〉
〈ζ−1〉 +O(ε4)

]
(2.175)

à partir du développement asymptotique donné par l’équation (2.93). Il est facile de voir que les
corrections à la diffusivité de Fick-Jacobs sont infinies quand le canal est discontinu (h′(x) est infini
aux points de discontinuité). Cela implique que la théorie de perturbation en ε2 n’est pas valable
pour les canaux discontinus. Le but de cette section est de dériver une expression au premier ordre
sous-dominant pour la diffusivité effective dans les canaux discontinus périodiques et symétriques,
qui est asymptotiquement exacte dans la limite ε � 1. Nous ne traiterons ici que le cas des canaux
bidimensionnels où la hauteur est définie comme dans la section III par h(x) = εζ(x) avec ε� 1.

Dans les paragraphes VI-1, VI-2 et VI-3, nous dériverons une expression de la diffusivité effective
pour les canaux présentant respectivement une discontinuité simple via un saut de la hauteur en un
point x0 (figure 2.13a), une discontinuité formée par une cloison (figure 2.13b) et une discontinuité
générale créée par la présence d’une cloison sur une discontinuité simple (figure 2.13c).

Il existe plusieurs approches pour traiter ce problème dans la littérature. Une première suppose une
dynamique unidimensionnelle effective pour la position x(t) en ajoutant des pièges locaux au niveau des
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h+

h−

h(x)

x

(a)

h0

h− = h+

h(x)

x

(b)

h0

h−

h+

h(x)

x

(c)

Figure 2.13 – Forme des canaux discontinus étudiés dans la section VI dont la hauteur s’écrit h(x) =
a + Hg(x/L). (a) Exemple de canal avec une discontinuité simple g(u) = sin2(πu/2) pour u ∈ [0, 1],
étudiée dans la section VI-1. Ici, la hauteur du canal h(x) passe de la valeur h− ≡ h(x−0 ) à la valeur
h+ ≡ h(x+

0 ) au point de discontinuité x0. (b) Exemple de canal avec une discontinuité formée par une
cloison g(u) = (1 + cos(2πu))/2 pour u ∈]0, 1[ et g(0) = 0 , étudiée dans la section VI-2. La hauteur
du canal h(x) est la même à gauche et à droite de la discontinuité en x0 : h− = h+, mais est différente
de celle en x0 : h0 ≡ h(x0). (c) Exemple de canal avec une discontinuité générale g(u) = sin2(πu/2)/2
pour u ∈]0, 1[ et g(0) = 0, cas hybride des deux premiers exemples, étudiée dans la section VI-3 pour
des valeurs h−, h+ et h0 différentes.

discontinuités dont le taux de piégeage peut-être calculé à partir de l’approximation d’homogénéisation
de frontière [93,170]. Nous verrons que notre approche est compatible avec cette théorie et fournit des
expressions exactes pour les taux de piégeages. Une seconde, présentée par Kalinay et Percus [100],
revient à considérer l’approximation de Fick-Jacobs pour obtenir l’expression d’une diffusivité effective
unidimensionnelleD(x) dépendant de coefficients qui restent indéterminés explicitement. Une troisième
est effectuée en estimant la dispersion à partir de temps de premier passages [166, 182], et est valide
dans la limite de petites ouvertures. Ce raisonnement ne peut être valide que pour des exposants ν ≥ 1
à la vue de la classification précédente. Cependant, la définition de l’exposant ν du paragraphe III-1
n’est pas valable pour un canal discontinu. Une comparaison de nos résultats avec ces deux premières
approches sera alors présentée dans les paragraphes VI-4 et VI-5 respectivement.

VI-1 Présence d’une discontinuité simple

Tout d’abord, nous allons considérer le cas où la hauteur h(x) présente une discontinuité simple
dont un exemple est tracé sur la figure 2.13a. Ici, la hauteur possède un saut en x0 = 0 (sans perte
de généralité) passant de h− ≡ h(0−) à h+ ≡ h(0+), les valeurs prises à gauche et à droite de la
discontinuité. Dans la limite des canaux étroits ε � 1, les relations h− = εζ− et h+ = εζ+ sont
définies. Nous allons maintenant écrire à partir des équations dérivées par Guérin et Dean [46, 47]
les formules de Kubo équivalentes à (2.48-2.51) pour des canaux discontinus. La diffusivité effective
satisfait l’équation

De

D0
= 1 +

1

L〈h〉

∫ L

0
dx h′(x)f(x, h(x)) +

1

L〈h〉

∫ h+

h−

dyf(0, y), (2.176)

dépendant de la valeur de la fonction auxiliaire f sur la surface du canal. Cette fonction satisfait
l’équation de Laplace

∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) = 0, (2.177)

avec les conditions aux bords sur la paroi du canal



∂f

∂y
(x, h(x)) = h′(x)

∂f

∂x
(x, h(x))− h′(x), x 6= 0

∂f

∂x
(0, y) = 1, x = 0

(2.178)
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et la condition de périodicité
f(x+ L, y) = f(x, y). (2.179)

La fonction auxiliaire f possède une solution perturbative singulière au niveau de la discontinuité,
cela implique une distinction entre les régions proche de la discontinuité (appelée région intérieure) et
loin de celle-ci (appelée région extérieure). Nous allons traiter dans un premier temps la solution de la
fonction auxiliaire dans la région extérieure puis dans un second temps dans la région intérieure.

VI-1.a La solution loin de la discontinuité

Dans un premier temps, nous allons étudier l’expansion de la fonction f dans la région extérieure,
où les coordonnées sont rééchelonnées par Y = y/ε et X = x, telles que X,Y deviennent indépendantes
de la variable ε. La fonction F (X,Y ) = f(x, y) est alors définie. Elle est périodique en X et continue
dans la région extérieure X 6= 0. L’équation satisfaite par la fonction F , déduite à partir de l’expression
(2.177), s’écrit

ε2 ∂
2F

∂X2
(X,Y ) +

∂2F

∂Y 2
(X,Y ) = 0, (2.180)

et la condition aux bords (2.178) devient dans la région extérieure
∂F

∂Y
(X, ζ(X)) = ε2ζ ′(X)∂X

∂F

∂X
(X, ζ(X))− ε2ζ ′(X). (2.181)

Dans la limite ε� 1, les solutions sont cherchées sous la forme

F (X,Y ) =

∞∑

n=0

εnFn(X,Y ). (2.182)

Ce développement perturbatif est alors remplacé dans les équations précédentes et aux ordres O(ε0)
et O(ε1), l’équation (2.180) devient

∂2F0

∂Y 2
(X,Y ) =

∂2F1

∂Y 2
(X,Y ) = 0 (2.183)

avec l’équation aux bords (2.181) se réécrivant
∂F0

∂Y
(X, ζ(X)) =

∂F1

∂Y
(X, ζ(X)) = 0. (2.184)

Les fonction F0 et F1 sont alors indépendantes de Y et sont alors notées F0(X) et F1(X). Leurs
expressions sont alors obtenues avec les ordres supérieurs du schéma perturbatif. En regardant l’ordre
O(ε2), l’équation (2.180) donne

∂2F2

∂Y 2
(X,Y ) + F ′′0 (X) = 0. (2.185)

En intégrant cette équation par rapport à Y , et en utilisant la symétrie présente en Y = 0, nous
obtenons alors

∂F2

∂Y
(X,Y ) = −F ′′0 (X)Y. (2.186)

En prenant maintenant l’ordre O(ε2) de l’équation (2.181), la relation sur la surface donne
∂F2

∂Y
(X, ζ(X)) = ζ ′(X)F ′0(X)− ζ ′(X), (2.187)

qui permet d’accéder à l’équation vérifiée par F0(X) en utilisant l’équation (2.186) pour Y = ζ(X),

− F ′′0 (X)ζ(X) = ζ ′(X)F ′0(X)− ζ ′(X). (2.188)

La solution de F0(x) s’écrit alors

F ′0(X) = 1− C0

ζ(X)
, (2.189)

où C0 est une constante à déterminer. Nous pouvons alors anticiper sur la suite du calcul en supposant
que F0(X) est continue en X = 0, ce qui est équivalent de dire que l’ordre dominant de la diffusivité
effective est donnée par la diffusivité de Fick-Jacobs. Cette hypothèse sera vérifiée dans la suite, au
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moment de l’étude de la solution intérieure. La périodicité implique alors l’expression de la constante
C0

C0 = 〈ζ−1〉−1 (2.190)

cohérente avec l’expression (2.87) obtenue dans la section III. La fonction F ′0(X) s’écrit alors

F ′0(X) = 1− 1

〈ζ−1〉ζ(X)
. (2.191)

L’ordre O(ε3) de l’équation (2.180) est maintenant utilisé. Il donne l’équation

∂2F3

∂Y 2
+ F ′′1 (X) = 0 (2.192)

qui peut être également intégrée sur Y . En utilisant la symétrie en Y = 0, elle se réécrit
∂F3

∂Y
(X,Y ) = −F ′′1 (X)Y. (2.193)

L’ordre O(ε3) est extrait de la condition aux bords (2.181), donnant l’équation
∂F3

∂Y
(X, ζ(X)) = ζ ′(X)F ′1(X). (2.194)

En insérant dans cette dernière l’équation (2.193) évaluée en Y = ζ(X), l’équation vérifiée par F1(X)
est alors déterminée

− F ′′1 (X)ζ(X) = ζ ′(X)F ′1(X). (2.195)

La solution de cette équation se lit alors comme

F ′1(X) = − C1

ζ(X)
, (2.196)

où C1 est une constante à déterminer. En intégrant cette équation sur une période, cette constante
vaut

C1 =
F1(0+)− F1(0−)

L〈ζ−1〉 . (2.197)

La fonction F1(X) vérifie alors l’équation

F ′1(X) =
F1(0−)− F1(0+)

L〈ζ−1〉ζ(X)
. (2.198)

La valeur du saut de F1(0−)− F1(0+) de part et d’autre de la discontinuité est alors calculée dans
le paragraphe suivant à partir de la solution dans la région intérieure.

VI-1.b La solution proche de la discontinuité

Dans ce paragraphe, nous cherchons la solution de la fonction auxiliaire f près de la discontinuité du
canal située en X = 0. Dans cette région, la hauteur du canal est d’ordre O(ε). À partir de l’équation
(2.177), la fonction f varie alors avec la même échelle de longueur dans la direction x. De nouvelles
coordonnées x̃ = x/ε = X/ε et ỹ = y/ε = Y peuvent alors être considérées dans cette région. De
plus, notons que si |x| � L alors la hauteur peut être considérée constante à gauche et à droite de la
discontinuité telle que h(x) ' εζ+ pour x > 0 et h(x) ' εζ− pour x < 0.

La fonction φ est alors introduite telle que φ(x̃, ỹ) = f(x, y)−x. À partir de l’équation (2.177), elle
satisfait l’équation de Laplace

∂2φ

∂x̃2
(x̃, ỹ) +

∂2φ

∂ỹ2
(x̃, ỹ) = 0. (2.199)

et la condition de Neumann n · ∇̃φ = 0 sur les parois du canal à partir de l’équation (2.178). Le
développement perturbatif est alors considéré sous la forme

φ(x̃, ỹ) =
∞∑

n=0

εnφn(x̃, ỹ), (2.200)

où les fonctions φi satisfont l’équation de Laplace avec la condition aux bords de Neumann sur les
parois du canal. Une dernière condition reste à écrire. Il s’agit de la condition de raccordement entre
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Wd(1) = iζ+

Wd(k) = iζ−(a)

0 1 k

Wd(Ω)

Wc(1) = iζ0

Wc(k) = Wc(k̃) = iζ−(b)

0 k̃ 1 k

Wc(Ω)

Wg(1) = iζ0

Wg(k) = iζ−

Wg(k̃) = iζ+

(c)

0 k̃ 1 k

Wg(Ω)

Figure 2.14 – Transformations de Schwarz-Christoffel utilisées pour trouver le saut de la fonction
F1. (a) Région intérieure pour une discontinuité simple présentée sur la figure 2.13a. La transforma-
tion conforme Wd est donnée par l’équation (2.204) permet de la reliée au plan complexe supérieur.
(b) Cas d’une discontinuité formé par une cloison. La transformation conforme Wc est donnée par
l’équation (2.220). (c) Cas d’une discontinuité générale, hybride des deux premières discontinuités. La
transformation conforme Wg est donnée par l’équation (2.228).

les régions extérieure et intérieure des deux développements perturbatifs (2.182) pour x→ 0± et (2.200)
pour x̃→ ±∞ s’écrivant

εx̃+ φ0(x̃, ỹ) + εφ1(x̃, ỹ) + · · · '
x̃→±∞

F0(0) + ε[F1(0±) + x̃F ′0(0±)] + · · · . (2.201)

À l’ordre dominant en ε, l’équation précédente implique que φ0(x̃, ỹ)→ F0(0) pour x̃→ ±∞, et donc
la solution pour φ0 est simplement la solution uniforme φ0(x̃, ỹ) = F0(0). À l’ordre O(ε), les équations
(2.201) et (2.191), donnent le comportement asymptotique de φ1 via

φ1(x̃→ ±∞, ỹ) = F1(0±)− x̃

ζ±〈ζ−1〉 . (2.202)

De plus, la paroi en y = −h(x) peut être remplacée par une paroi en y = 0, en utilisant la symétrie
du problème en y, avec la même condition aux bords sur cette dernière. Nous cherchons alors une
solution harmonique φ1 dans le domaine polygonal tracé sur la figure 2.14a, avec des conditions de
Neumann sur les parois du canal et la condition de raccordement (2.202). La solution de ce problème
peut être obtenue à partir d’une analyse complexe. La variable complexe z̃ = x̃+ iỹ est alors introduite
et la transformation conforme z̃ = Wd(Ω) est considérée telle que les parois inférieure et supérieure du
canal soient les images respectives de l’axe réel négatif et positif du plan complexe Ω, comme montré
sur la figure 2.14a. Celle-ci est décrite par une transformation de Schwarz-Christoffel définie par

W ′d(Ω) = K0

√
Ω− 1

Ω
√

Ω− k
, (2.203)

où la valeur de K0 et de la constante d’intégration K1 sont obtenues à partir des images de Ω = 1
et Ω = k telles que Wd(1) = iζ+ et Wd(k) = iζ−. En remplaçant ces constantes ainsi définies, la
transformation s’écrit

Wd(Ω) =
ζ−
π

{
1√
k

argch

[
(k + 1)Ω− 2k

(k − 1)Ω

]
− argch

[
2Ω− (k + 1)

k − 1

]}
+ iζ−, (2.204)

où le paramètre k = (ζ−/ζ+)2 est supposé supérieur à 1 sans perte de généralité. Une transformation
similaire a été récemment utilisée par Kalinay et Percus [100], donnant une expression implicite pour
la diffusivité effective D(x) unidimensionnelle. Notre résultat est comparé dans la section VI-5 à cette
approche.
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Comme Wd(Ω) est une transformation conforme, φ1 est la partie réelle d’une fonction analytique
Φ1(Ω) vérifiant les conditions de Neumann sur l’axe réel négatif et positif, c’est-à-dire que la partie
imaginaire de Φ1 est constante sur l’axe réel négatif et positif, à partir des relations de Cauchy-Riemann.
Cette solution est triviale dans l’espace Ω et est donnée par l’équation

φ1(Ω) = Λ1 + Λ2 ln |Ω| (2.205)

où Λ1 et Λ2 sont des constantes à déterminer à partir de la condition de raccord (2.202). Pour cela, la
relation x̃ = ReWd(Ω) est utilisée pour x̃ → ±∞ (ou respectivement pour |Ω| → 0 et |Ω| → ∞), et
donne

x̃ '
|Ω|→+∞

ζ−

π

(
1√
k

ln

√
k + 1√
k − 1

− ln
4|Ω|
k − 1

)
, (2.206)

x̃ '
|Ω|→0

ζ−

π
√
k

(
ln

4k

(k − 1)|Ω| −
√
k ln

√
k + 1√
k − 1

)
. (2.207)

En introduisant la valeur de ln |Ω| à partir de l’expression (2.205) et en comparant avec l’équation
(2.202), l’expression de la constante Λ2 est obtenue

Λ2 =
1

π〈ζ−1〉 , (2.208)

et le saut de la fonction F1 en 0 est donné par

F1(0−)− F1(0+) =
1

π〈ζ−1〉

(
1 + k√
k

ln

√
k + 1√
k − 1

− 2 ln
4
√
k

k − 1

)
. (2.209)

Nous avons donc réussi à décrire la solution de F0(X) et F1(X) autant dans la région extérieure
que dans la région intérieure. Rappelons de plus le fait que la fonction auxiliaire f est définie à une
constante globale près qui laisse indéterminées les constantes F0(0) et Λ1, sans jouer de rôle pour la
diffusivité effective. Cette dernière va maintenant être déterminée dans le paragraphe suivant.

VI-1.c Expression de la diffusivité pour une discontinuité simple

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la diffusivité effective est directement reliée au saut
de la fonction F1. L’expression (2.176) de celle-ci peut s’écrire sous la forme

De = Dint +Dext (2.210)

où les contributions venant des régions intérieure et extérieure ont été séparées. La contribution inté-
rieure s’écrit

Dint

D0
=

1

L〈ζ〉

∫ ζ+

ζ−

dỹ φ(0, ỹ). (2.211)

En remarquant que pour toute fonction harmonique φ, nous obtenons la relation pour tout contour
fermé C délimitant un volume V en utilisant deux fois le théorème de la divergence,∮

C
dS nxφ =

∫

V
dV ∇φex = −

∫

V
dV x∇2φ+

∮

C
dS xn · ∇φ =

∮

C
dS xn · ∇φ (2.212)

permettant de relier la solution intérieure avec la solution extérieure à partir de la solution de raccorde-
ment (2.202) et le fait que φ vérifie la condition aux bords de Neumann sur la frontière. Cela implique
alors

Dint

D0
=

ζ+

L〈ζ〉 [F0(0) + εF1(0+)]− ζ−
L〈ζ〉 [F0(0) + εF1(0−)]. (2.213)

La contribution extérieure s’écrit sous la forme
Dext

D0
= 1 +

1

L〈ζ〉

∫ L

0
dX ζ ′(X)[F0(X) + εF1(X)] (2.214)

En intégrant par partie cette expression et en ajoutant la contribution intérieure (2.213), l’expression
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de la diffusivité effective est obtenue après remplacement des expressions (2.191) et (2.198) et s’écrit

De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− εF1(0−)− F1(0+)

L
+O(ε2)

]
. (2.215)

Cette expression de De montre que l’ordre dominant est bien celui de l’approximation de Fick-Jacobs
(2.8) et l’ordre sous-dominant est relié directement au saut de la fonction F1. Ce résultat est de plus
consistant avec l’expression (2.59) où C = C0 + εC1 avec C0 et C1 déterminées dans la section VI-1.a
ayant pour expressions (2.190) et (2.197) respectivement. L’expression de la diffusivité effective (2.59)
peut donc être prolongée aux canaux discontinus. En utilisant la relation (2.209) avec ν = ζ+/ζ− =
1/
√
k, nous obtenons finalement l’expression de la diffusivité effective admettant ici une correction

d’ordre O(ε)
De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− ε γd(ν)

L〈ζ−1〉 +O(ε2)

]
(2.216)

où γd(ν) est une fonction positive ne dépendant que de la géométrie de la discontinuité donnée par

γd(ν) =
1 + ν2

πν
ln

∣∣∣∣
1 + ν

1− ν

∣∣∣∣−
2

π
ln

∣∣∣∣
4ν

1− ν2

∣∣∣∣ . (2.217)

Nous remarquons alors que γd(ν) = γd(ν
−1), ce qui est imposé physiquement par le fait que la

diffusivité effective reste inchangée par un renversement de l’axe x et donc un échange entre h+ et h−.
La fonction γd(ν) est tracée sur la figure 2.16, et comparée avec les résultats numériques obtenus par
la résolution des équations (2.176-2.179) à l’aide un solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49].

VI-1.d Présence de plusieurs discontinuités

Considérons dans ce paragraphe un canal composé de plusieurs discontinuités et généralisons pour
ces canaux l’expression de la diffusivité effective obtenue. L’espace est alors décomposé en plusieurs
régions extérieures, séparées par les nombreuses discontinuités, où les expressions (2.191) et (2.198)
sont toujours vérifiées par F ′0 et F ′1 respectivement. Cela implique que les fonctions F0 et F1 sont
identiques dans toutes ces régions à une constante additive près. De plus, proche des discontinuités
situées à x = xi, le raisonnement effectué dans la section VI-1.b peut être répété. Il donne l’égalité
F0(x+

i ) = F0(x−i ) impliquant que la fonction F0 est continue partout. De plus, il donne la valeur du saut
F1(x−i ) − F1(x+

i ) de la fonction F1 par l’équation (2.209), dépendant uniquement de la géométrie de
la ie discontinuité et contraignant toutes les constantes additives (sauf une, globale) entre les solutions
des régions extérieures.

L’expression de la diffusivité effective est alors déduite de (2.216) sous la forme

De

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉

[
1− 1

L〈h−1〉
n∑

i=1

γd(νi) +O(ε2)

]
. (2.218)

où les effets de chaque discontinuité en x = xi s’ajoutent et ne dépendent que de sa géométrie locale
à travers le ratio νi = h(x+

i )/h(x−i ) via la fonction γd définie par l’équation (2.217). Cette relation
généralise l’équation (2.93) pour les canaux discontinus et montre que la correction à la diffusivité de
Fick-Jacobs est d’ordre O(ε) impliquant que celle-ci est plus importante que pour les canaux continus
pour lesquels elle est d’ordre O(ε2). De plus, celle-ci est négative, ce qui confirme que les discontinuités
contribuent sous la forme d’un piège local des particules browniennes. Rappelons également que ce
résultat est obtenu à l’aide d’un calcul asymptotiquement exact et ne repose pas sur une réduction de
dimensionnalité, qui serait discutable près des régions où la hauteur h(x) varie infiniment vite.

VI-1.e Vérification avec les résultats numériques

L’expression exacte de la diffusivité effective (2.218) est vérifiée à partir des résultats numériques
obtenus par la résolution numérique des équations exactes (2.176-2.179) à l’aide un solveur d’équations
aux dérivées partielles [48, 49]. Ces résultats sont présentés sur la figure 2.15a où la correction par
rapport à la diffusivité de Fick-Jacobs est tracée pour le canal présenté sur la figure 2.13a, dont la
hauteur vérifie l’expression h(x) = a + Hg(x/L) avec g(u) = sin2(πu/2). Cette correction est bien
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Figure 2.15 – Correction de la diffusivité effective par rapport à la diffusivité de Fick-Jacobs. L’ex-
pression analytique donnée par l’équation (2.218), via les fonctions γ(ν) avec ν = 1/(1 + ξ), est tracée
en trait plein. Les résultats numériques, obtenus à partir des équations (2.176-2.179) à l’aide d’un
solveur d’équations aux dérivées partielles [48, 49], sont présentés avec des points. (a) Cas de la dis-
continuité simple pour le canal présenté sur la figure 2.13a, faisant intervenir la fonction γd(ν) donnée
par l’expression (2.217). (b) Cas de la discontinuité formée par une cloison pour le canal présenté sur
la figure 2.13b, faisant intervenir la fonction γc(ν) donnée par l’expression (2.226).

d’ordre O(ε) et la fonction γd donnée par (2.217) et tracée sur la figure 2.16, est correcte pour ce canal
avec ν = 1/(1 + ξ).

Nous comparons également sur la figure 2.17a, les résultats de la diffusivité effective du canal
discontinu de hauteur h(x) = 0.5 + x pour lequel ν = 1/3, avec les améliorations de l’approximation
de Fick-Jacobs obtenues dans la littérature [76].

VI-2 Présence d’une cloison

Dans ce paragraphe, nous allons adapter les résultats précédents pour les canaux présentant une
discontinuité en x0 = 0 sous la forme d’une cloison, dont un exemple est tracé sur la figure 2.13b. Les
hauteurs du canal à gauche et à droite de la discontinuité sont égales h(0−) = h(0+) impliquant que
h− = h+, tandis que la hauteur au niveau de la discontinuité h(0) = h0 est différente. Dans la limite
ε � 1, les relation h− = εζ−, h+ = εζ+ et h0 = ζ0 sont définies. Le raisonnement précédent séparant
l’espace en régions extérieure et intérieure peut être reproduit. L’analyse faite dans la région extérieure
ne change pas et la solution de la fonction auxiliaire est donnée par les expressions (2.191) et (2.198).
La solution intérieure est donnée par la fonction φ(x̃, ỹ), avec la même définition des coordonnées x̃ et
ỹ, vérifiant l’équation de Laplace dans le domaine tracé sur la figure 2.14b en présence de conditions
aux bords de Neumann sur les parois du canal et satisfaisant la condition de raccordement (2.202)
étant ici la même en x̃→ ±∞ à partir de l’égalité ζ− = ζ+.

Une nouvelle transformation de Schwarz-Christoffel z̃ = Wc(Ω) est définie telle que les parois
inférieure et supérieure du canal soient les images respectives de l’axe réel négatif et positif du plan
complexe Ω comme montré sur la figure 2.14b. Celle-ci vérifie l’expression

W ′c(Ω) = K0
Ω− 1

Ω
√

(Ω− k)(Ω− k̃)
, (2.219)

où la valeur de K0 et de la constante d’intégration K1 peuvent être calculées à partir des relations
Wc(k̃) = Wc(k) = iζ− (car ζ− = ζ+) et Wc(1) = iζ0. La relation k̃ = k−1 est obtenue et la transforma-
tion de Schwartz-Christoffel s’écrit

Wc(Ω) =
2ζ−
π

[
ln

(√
kΩ− 1 +

√
Ω/k − 1√

(k − 1/k)Ω

)
− ln

(√
Ω− k +

√
Ω− 1/k√

k − 1/k

)]
+ iζ−, (2.220)
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Figure 2.16 – Allure des fonctions exactes γd(ν) et γc(ν) vérifiant les expressions respectives (2.217) et
(2.226) pour ν = 1/(1+ξ), tracées en traits plein et pointillés. Les points correspondent à la régression
linéaire des résultats numériques présentés sur la figure 2.15 pour obtenir l’ordre O(ε) de la diffusivité
effective.

avec le paramètre k > 1 relié au ratio ζ0/ζ− < 1 par

k = cotan2 πζ0

4ζ−
. (2.221)

Dans l’espace Ω, identique à celui du paragraphe précédent, la fonction φ1 est la partie réelle de la
fonction analytique dépendant de la variable complexe Ω et vérifiant l’équation (2.205). La condition de
raccordement est alors appliquée en remarquant que x̃ = ReWc(Ω) pour x̃→ ±∞ (ou respectivement
pour |Ω| → 0 et |Ω| → ∞) et vérifie

x̃ '
|Ω|→∞

−ζ−
π

ln
4k|Ω|

(k + 1)2
, (2.222)

x̃ '
|Ω|→0

−ζ−
π

ln
(k + 1)2|Ω|

4k
. (2.223)

En utilisant les expressions (2.205) et (2.202) le saut de la fonction F1 en 0 vérifie l’expression

F1(0−)− F1(0+) =
2

π〈ζ−1〉 ln
(k + 1)2

4k
(2.224)

et la valeur de la constante Λ2 satisfait toujours l’équation (2.208). Nous pouvons vérifier facilement
que la relation (2.215) entre la diffusivité effective et le saut de F1 est toujours valable. En notant ici
ν = ζ0/ζ− et en utilisant la définition (2.221) de k, l’expression de la diffusivité effective est obtenue

De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− ε γc(ν)

L〈ζ−1〉

]
(2.225)

où la fonction γc(ν) est positive et donnée par l’expression

γc(ν) = − 4

π
ln
(

sin
πν

2

)
. (2.226)

La comparaison de cette formule avec les résultats numériques est présentée sur la figure 2.15b. La
fonction γc(ν) est quant à elle tracée sur la figure 2.16.

VI-3 Cas général d’une discontinuité

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser les résultats obtenus pour les deux types de discontinuité
précédents en étudiant un canal possédant une discontinuité hybride mixant à la fois la présence d’une
discontinuité simple et d’une cloison, dont un exemple est tracé sur la figure 2.13c. Les hauteurs à
gauche et à droite de la discontinuité sont notées respectivement h− = h(0−) et h+ = h(0+) tandis
que la valeur de la hauteur au niveau de la discontinuité est notée h0 = h(0). Les relations h− = εζ−,
h+ = εζ+ et h0 = ζ0 sont encore définies dans la limite ε � 1. Le raisonnement précédent est une
nouvelle fois utilisé, avec une solution extérieure F donnée par les équations (2.191) et (2.198) et une
solution intérieure φ vérifiant l’équation de Laplace avec des conditions aux bords de Neumann dans
le domaine tracé sur la figure 2.14c et satisfaisant la condition de raccordement (2.202).
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La transformation de Schwarz-Christoffel z̃ = Wg(Ω) est alors définie telle que les parois inférieure
et supérieure du canal soient les images respectives de l’axe réel négatif et positif du plan complexe
Ω comme montré sur la figure 2.14c, où la solution intérieure φ1(Ω) est donnée par la partie réelle de
l’expression (2.205). Cette transformation de Schwarz-Christoffel est donnée par

W ′g(Ω) = K0
Ω− 1

Ω
√

(Ω− k)(Ω− k̃)
, (2.227)

où les valeurs de K0 et de la constante d’intégration K1 peuvent être calculées à partir des relations
Wg(k̃) = iζ+, Wg(1) = iζ0 et Wg(k) = iζ−, permettant d’écrire

Wg(Ω) =
2ζ−
π


 1√

kk̃
ln




√
k(Ω− k̃) +

√
k̃(Ω− k)

√
(k − k̃)Ω


− ln

(√
Ω− k +

√
Ω− k̃√

k − k̃

)
+ iζ−, (2.228)

où les paramètre k et k̃ sont définis par le système



kk̃ =

(
ζ−
ζ+

)2

π

2

(
ζ0

ζ−
− 1

)
=

1√
kk̃

arctan

√
k̃(k − 1)

k(1− k̃)
− arctan

√
k − 1

1− k̃

(2.229)

La condition de raccordement est alors utilisée, en remarquant les relations x̃ = ReWg(Ω) pour
x̃→ ±∞ (ou respectivement pour |Ω| → 0 et |Ω| → ∞) vérifiant

x̃ '
|Ω|→∞

ζ−
π

[
1√
kk̃

ln

√
k +

√
k̃

√
k −

√
k̃
− ln

4|Ω|
k − k̃

]
, (2.230)

x̃ '
|Ω|→0

ζ−
π

[
1√
kk̃

ln
4kk̃

(k − k̃)Ω
− ln

√
k +

√
k̃

√
k −

√
k̃

]
. (2.231)

En utilisant les expressions (2.205) et (2.202), le saut de la fonction F1 vérifie l’expression

F1(0−)− F1(0+) =
1

π〈ζ−1〉

[
1 + kk̃√

kk̃
ln

√
k +

√
k̃

√
k −

√
k̃
− 2 ln

4
√
kk̃

k − k̃

]
. (2.232)

À partir de l’équation (2.215), l’expression de la diffusivité effective est obtenue

De

D0
=

1

〈ζ〉〈ζ−1〉

[
1− εγg(k, k̃)

L〈ζ−1〉

]
(2.233)

avec la fonction γg(k, k̃) définie par

γg(k, k̃) =
1 + kk̃

π
√
kk̃

ln

√
k +

√
k̃

√
k −

√
k̃
− 2

π
ln

4
√
kk̃

k − k̃
(2.234)

et dépendant de façon implicite de ν± = ζ0/ζ± via le système (2.229), en définissant γg(ν−, ν+) ≡
γg(k, k̃).

Pour une discontinuité simple, où ν− = ν et ν+ = 1, le système (2.229) se résout en donnant k̃ = 1
et
√
k = 1/ν. Cela permet de retrouver l’expression γg(ν, 1) = γd(ν) donnée par l’équation (2.217).

Pour une discontinuité formée par la présence d’une cloison, où ν− = ν+ = ν, le système (2.229)
se résout en donnant k̃ = tan2(πν/2) et k = cotan2(πν/2). En utilisant ces relations, l’expression
γg(ν, ν) = γc(ν) est obtenue et est donnée par l’équation (2.226).

Dans la limite où ν− est grand, le comportement asymptotique suivant est obtenu

γg(ν−, ν+) '





− 4

π
ln
(π

2

√
ν+ν−

)
, ν+ 6= 1

2

π
(1− ln 4ν−) , ν+ = 1

(2.235)

montrant que, seulement pour ce cas asymptotique, la discontinuité générale peut être décomposée,
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à partir des propriétés logarithmiques, comme la somme de deux discontinuités simples de saut ν−
et ν+ et séparées par une distance finie. Ce résultat est bien entendu faux en dehors de cette limite
asymptotique comme le montre l’expression exacte (2.234) impliquant de manière générale

γg(ν−, ν+) 6= γd(ν−) + γd(ν+). (2.236)

VI-4 Relation avec la notion de pièges entropiques localisés

Dans ce paragraphe, nous allons comparer notre résultat avec une des approches les plus utilisées
pour décrire la dispersion dans les canaux discontinus, basée sur la méthode d’homogénéisation de la
frontière [93, 168–171]. Cette méthode consiste à définir une dynamique stochastique unidimension-
nelle x(t), avec une densité de probabilité p∗(x, t) associée qui vérifie l’équation de diffusion dans la
partie continue du canal, en présence de piège locaux situés aux positions des discontinuités avec des
paramètres κ± appelés taux de piégeage, satisfaisant la continuité du flux

−D0
∂p∗

∂x
(x = 0+, t) = −D0

∂p∗

∂x
(x = 0−, t) = κ−p

∗(x = 0−, t)− κ+p
∗(x = 0+, t). (2.237)

Le taux de piégeage κ− quantifie la probabilité de passer de la région de hauteur h− à celle de hauteur
h+ tandis que taux de piégeage κ+ quantifie la probabilité de passer de la région de hauteur h+ à
celle de hauteur h−. Le bilan détaillé donne la relation κ−p∗s(0−) = κ+p

∗
s(0

+) où p∗s(x) est la densité
de probabilité d’équilibre. À partir des propriétés ergodiques du système, le ratio des taux de piégeage
vérifie l’équation

κ+

κ−
=
ζ−
ζ+
. (2.238)

Sans perte de généralité, le canal est composé uniquement (dans ce paragraphe) de sections de
hauteurs constantes large et étroite telles que h− > h+ et de longueurs respectives l+ et l− telles que
l+ + l− = L. Deux discontinuités sont alors présentes sur une période, en x = 0 et x = l+ = −l−.
La diffusivité effective dans la limite ε � 1 pour ce type de canal s’écrit (voir l’équation (31) de la
référence [169] où κw = κ− et κn = κ+)

De

D0
=

L2

l2+ + l2− + l+l−

(
κ−
κ+

+ κ+

κ−

)
+ 2D0

(
l+
κ−

+ l+
κ−

) . (2.239)

En utilisant le bilan détaillé (2.238), l’équation précédente s’écrit dans la limite ε� 1 sous la forme
De

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉

[
1− 2D0

h−κ−L〈h−1〉 +O(ε2)

]
(2.240)

En utilisant notre approche pour deux discontinuités ayant le même ratio de hauteurs ν = h+/h− < 1,
l’équation (2.218) donne l’expression de la diffusivité effective

De

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉

[
1− 2γd(ν)

L〈h−1〉 +O(ε2)

]
. (2.241)

En comparant les deux équations ci-dessus, la relation entre γd et κ± est obtenue par

Kd ≡
h−κ−
D0

=
h+κ+

D0
=

1

γd
, (2.242)

définissant la quantité Kd. Cette dernière donne donc des expressions asymptotiquement exactes pour
κ− et κ+ via l’expression (2.217).

La méthode d’homogénéisation de la frontière permet de déterminer approximativement la valeur
des taux de piégeages à partir du flux de particules arrivant sur la surface discontinue. Cette méthode
est principalement appliquée pour un problème tridimensionnel avec des régions rectangulaires, et il
est intéressant ici de la comparer au cas présent bidimensionnel. Deux formules ont été obtenues par
Berezhkovskii et al. [99] : une première dans l’approximation de flux constant (cfa) s’écrivant

K
(cfa)
d =

h−κ
(cfa)
−

D0
' 1

2ν

π3ν3

∑∞
n=1(1/n3) sin2(πnν)

, (2.243)

où ν = h+/h− et une seconde proposée avec une interpolation numérique des régimes ν → 0 et ν → 1
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Figure 2.17 – (a) Comparaison de l’expression de la diffusivité effective donnée par 2.218 (trait plein)
avec l’expression de Kalinay et Percus (2.101) où la correction est d’ordre O(ε2) (traits pointillés) et
les résultats numériques (points). Notre correction à l’approximation de Fick-Jacobs suit la courbe
numérique pour des valeurs ε plus grandes. (b) Comparaison des taux de piégeages Kd donnés par les
approximations cfa (2.243) et interp (2.244) avec la fonction γd donnée par l’expression (2.217), reliée
aux taux de piégeage par l’équation (2.242). Toutes ces expressions sont équivalentes dans la limite
ν → 0 avec une expression logarithmique. Cependant dans la limite ν → 1, ces expressions diffèrent
et montre donc les limites de ces approximations. Notamment, nous remarquons dans l’encart que
l’approximation 2γd(ν) ' γc(ν) est généralement fausse.

donnant

K
(interp)
d =

h−κ
(interp)
−
D0

' π

2(1− ν)2 ln(2.6 + 0.7/ν)
. (2.244)

Sur la figure 2.17b, les trois formules pour le taux de piégeage Kd données par les équations (2.217),
(2.243) et (2.244) sont comparées. Dans la limite ν → 0, toutes ces expressions donnent le même terme
dominant en 1/ ln ν, donné par l’équation (2.235) pour notre valeur exacte. Cependant pour les valeurs
finies de ν, des différences visibles apparaissent entre les formules de la littérature et la notre. Cela
provient des approximations faites pour obtenir les expressions (2.243) et (2.244).

Dans le cas des canaux cloisonnés, où la section est constante partout de hauteur h− = h+ et où
des cloisons sont espacées périodiquement, réduisant la hauteur à la valeur h0. Le taux de piégeage
(correspondant à la perméabilité P ) est noté κc et la diffusivité effective d’écrit sous la forme [168]

De =
D0

1 +D0/(κcL)
' D0

[
1− D0

κcL

]
(2.245)

qui donne à partir de l’équation (2.218) la relation

Kc ≡
κch−
D0

=
1

γc
. (2.246)

Dans la littérature, il est suggéré que κc ' κ−/2 soit Kc ' Kd/2, venant du fait que la particule
passe d’un compartiment à l’autre de façon équiprobable. Cependant les expressions (2.217) et (2.226)
montrent clairement que cet argument est seulement une approximation, valide dans la limite ν � 1
(voir l’encart de la figure 2.17b).

VI-5 Comparaison avec une réduction unidimensionnelle

Dans ce paragraphe, nous allons vérifier que notre approche est consistante avec les résultats de
Kalinay et Percus [100] obtenus à partir de l’approximation de Fick-Jabobs, décrite dans la section I.
La diffusivité effective D(x) unidimensionnelle s’écrit proche d’une discontinuité sous la forme

D0

D(x)
= h(x)

d

dx

x+ CtΘ(x) + C0

h(x)
(2.247)
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avec Ct et C0 dépendant des valeurs de la hauteur à gauche et à droite de la discontinuité h±. En
suivant les notations introduites dans la section VI-4, la diffusivité effective est calculée pour un canal
composé de portions à hauteurs constantes h± et présentant deux discontinuités. La formules de Lifson
et Jackson [158] reproduite dans l’équation (2.19) donne en utilisant l’équation (2.247) l’expression

De

D0
=

1

〈h〉〈h−1〉

[
1− 2

〈h−1〉

(
Ct + C0

h+
− C0

h−

)]
, (2.248)

qui est compatible avec l’équation (2.218) donnant la relation avec la fonction γd

γd

(
h+

h−

)
=
Ct + C0

h+
− C0

h−
. (2.249)

Les valeurs de Ct et C0 données par Kalinay et Percus [100] pour des hauteurs h+ = π/2 et h− = π
sont Ct = 1.21640 et C0 = −1.64792. Cela implique une valeur du terme de droite égale à 0.249835.
Pour ν = 0.5, il est facile de vérifier à partir de l’équation (2.217) que πγd(0.5) = (5/2) ln 3− 2 ln(8/3)
ce qui donne la valeur numérique γd(0.5) ∼ 0.249832. Notre résultat est donc compatible avec celui de
Kalinay et Percus [100] pour la valeur ν = 0.5.

VII Conclusion sur la dispersion dans les canaux

Dans ce chapitre, nous avons donc étudié la dispersion de particules dans les microcanaux pério-
diques. Nous avons tout d’abord développé des formules (de Kubo) exactes pour la diffusivité effective
à temps longs. Celles-ci permettent l’utilisation de l’analyse complexe pour obtenir l’expression de la
diffusivité effective à partir des seules conditions aux bords (sur la paroi du canal et la périodicité).

Nous avons ensuite caractérisé les trois régimes de dispersion présents en fonction de la géométrie
du canal, caractérisée par les nombres sans dimensions ε = a/L et ξ = H/a dépendant des longueurs
a, H et L qui correspondent à la hauteur minimale, à la variation de hauteur et à la périodicité du
canal. En définissant l’exposant ν caractérisant le comportement près du minimum du canal tel que
h(x) ∼ a + Λ|x|ν , nous avons caractérisé deux types de canaux dans la limite de forte corrugation
ξ � 1 : les canaux lisses et les canaux rugueux pour respectivement ν > 1/(d − 1) et ν < 1/(d − 1).
Pour les premiers, la diffusivité de Fick-Jacobs (2.8) peut se réécrire en fonction du temps de premier
passage à travers un entonnoir via l’équation (2.76) tandis que pour les seconds, elle tend vers une
constante (2.78). Dans la limite ε � 1, avec εξ1/ν � 1 pour les canaux lisses et εξd−1 � 1 pour les
canaux rugueux, le régime des canaux étroits est atteint. L’approximation de Fick-Jacobs est valide
dans ces limites et la diffusivité effective s’écrit en fonction du développement asymptotique pour ε� 1,
et vérifie l’équation (2.95) à l’ordre O(ε6). Dans la limite ε� 1, avec εξ1/ν � 1 pour les canaux lisses
et εξd−1 � 1 pour les canaux rugueux, le régime intermédiaire est atteint. La dispersion est contrôlée
par le temps moyen de premier passage pour aller d’une petite ouverture à la suivante et la diffusivité
effective satisfait les équations (2.152) et (2.173) respectivement en dimension d = 2 et d = 3. Enfin
dans la limite ε � 1, le régime des canaux larges est toujours atteint, quelle que soit la valeur de ξ.
La dispersion est contrôlée par les particules passant des régions (lentes) |y| > a où les particules sont
piégées à la région (rapide) |y| < a où les particules peuvent avancer sur plusieurs périodicités avant
d’être piégées. La diffusivité effective vérifie l’équation (2.117) faisant seulement intervenir le volume, la
hauteur minimale a du canal, et une constante universelle ln 2/π. Un diagramme résumant ces régimes
est présenté sur la figure 2.12.

Pour finir, nous avons caractérisé la dispersion dans les canaux étroits discontinus, pour lesquels les
particules sont fortement piégées près des discontinuités. La diffusivité effective s’écrit sous la forme
(2.218), asymptotiquement exacte, en présence de plusieurs discontinuités. Pour des discontinuités
simples (avec un saut de la hauteur h(x)), la fonction γd vérifie l’équation (2.217). Pour des cloisons
(avec une paroi verticale ajoutée à un canal continu), la fonction γc satisfait l’équation (2.226). Pour le
cas général, hybride des deux précédents, la fonction γg est donnée par l’équation (2.234). Nous avons
également mis en évidence la relation entre les taux de piégeage de Berezhkovskii et al. [99] et nos
fonctions γ via l’équation (2.242).
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Figure 3.1 – Dispersion d’une particule brownienne ponctuelle dans un réseau périodique d’obstacles
sphériques attractifs. La cellule unitaire est notée Ω. Les sphères sont imperméables et attirent les
particules sur leur surface Σ via un potentiel décroissant exponentiellement loin de cette surface. Il
est représenté ici avec une échelle de couleur bleue. Une simulation de l’équation de Langevin (3.38)
suramortie est tracée en rouge.
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Dans ce chapitre, nous étudierons la dispersion de particules browniennes ponctuelles dans un réseau
périodique d’obstacles sphériques imperméables qui, en plus de la répulsion de cœur dur, attirent les
particules vers leur surface. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, la caractérisation de la dispersion
dans les milieux hétérogènes apparaît dans de nombreux contextes physiques [35,50–55]. Ici, nous nous
intéressons à la dispersion dans les réseaux d’obstacles sphériques fixes. Il s’agit d’un modèle standard
de l’étude de la diffusion dans les systèmes complexes, tels que les milieux poreux [101], les suspensions
colloïdales [102] ou les cellules vivantes [103–105], permettant notamment de décrire les phénomènes
de diffusion anormale. Plusieurs études ont également abordé ce modèle pour caractériser la dispersion
en l’absence de forces extérieures ou de potentiels attractifs [83,106–108]. En effet, la seule présence de
ces obstacles sphériques implique un ralentissement de la dispersion des particules due à un piégeage
entropique de celles-ci. Il s’agit d’un mécanisme de piégeage entropique identique à celui étudié dans
le chapitre 2, pour la dispersion de particules dans des canaux [83]. Nous avons vu que ces effets
entropiques sont déjà assez complexes à étudier et sont compris seulement dans certains cas limites.
Dans une première partie de ce chapitre, nous rappellerons les principaux résultats de ce problème et
nous introduirons un nouveau résultat dans la limite encombrée d’obstacles.

Dans une seconde partie, nous nous concentrerons sur l’étude de l’optimisation de la dispersion en
présence d’un potentiel attractif sur la surface des sphères. En effet, la plupart des systèmes biologiques
ou colloïdaux mixent la présence d’obstacles et d’interactions à longue portée telles que les forces
électrostatiques [109] (de type Coulomb) avec éventuellement un écrantage (de type Yukawa), ou les
forces intermoléculaires de type Van Der Waals ou Debye [110]. Plusieurs études ont été réalisées
pour caractériser la dispersion dans des réseaux périodiques d’obstacles en présence de force extérieure
[111, 112] ou de potentiel attractif [113–116]. Le comportement dû au potentiel attractif semble facile
à comprendre. En effet, la dispersion des particules est ralentie par le piégeage des particules dans
les minima locaux du potentiel. Ce ralentissement est relié au temps moyen d’échappement tesc du
minimum de potentiel, où la particule brownienne est piégée. Ce temps dépend de la barrière d’énergie
∆E à franchir et suit approximativement la loi d’Arrhénius tesc ∼ exp(β∆E) avec β l’inverse de
la température. Cependant, l’effet du couplage des deux barrières entropique et énergétique sur la
dispersion n’est pas si simple. En effet, Putzel et al. [116] ont récemment mis en évidence par des
simulations numériques que la dispersion des particules était augmentée par rapport au cas sans
potentiel pour un potentiel à décroissance exponentielle faiblement attractif sur la surface de sphères.
Cela implique que la dispersion peut être optimisée pour une valeur particulière du potentiel attractif.
Ce résultat est contre-intuitif par le fait que la présence d’un minimum de potentiel puisse dépiéger une
particule brownienne du confinement entropique des sphères. Cet effet pourrait cependant être compris
si les surfaces des obstacles étaient suffisamment proches pour que les particules puissent passer de
l’une à l’autre sans explorer le volume. Mais ce phénomène apparaît également dans la limite diluée
d’obstacles ! Nous généraliserons donc dans ce chapitre ce résultat pour d’autres potentiels possédant
une partie attractive proche de la surface des obstacles et nous quantifierons cet effet par nos méthodes
analytiques.

Dans un premier temps, le problème physique étudié dans ce chapitre sera détaillé dans la section I.
Le formalisme développé par Guérin et Dean [46, 47] y sera appliqué pour obtenir l’expression de la
diffusivité effective aux temps longs. Ce formalisme nous permettra alors d’obtenir des résultats numé-
riques valables pour tous potentiels et toute densité d’obstacle. Puis, dans la section II, nous traiterons
l’effet entropique dû à la présence des obstacles sphériques en suivant les résultats du chapitre 2. Une
nouvelle expression de la diffusivité effective y sera obtenue dans la limite encombrée d’obstacles, consti-
tuant une meilleure approximation que celles dérivées précédemment dans la littérature. Ensuite, nous
étudierons la présence d’un potentiel attractif sur la surface de ces obstacles, dans la section III. Des
résultats analytiques exacts seront obtenus dans la limite diluée, montrant que le phénomène mis en
évidence par Putzel et al. [116], est présent dans cette limite. Cet effet est donc dû à l’interaction entre
une particule brownienne et un seul obstacle sphérique. Le résultat de Cichocki et Felderhof [113–115]
sera ensuite retrouvé pour le puits de potentiel carré. À partir de ces résultats, nous montrerons que
l’optimisation de la dispersion est maximale quand le potentiel est concentré sur la surface des obs-
tacles sphériques. Cette optimisation sera retrouvée pour d’autres potentiels constitués d’une barrière
de potentiel ou non. Enfin, dans la section IV, nous retrouverons l’optimisation précédente pour une
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diffusion médiée par la surface des obstacles, ayant lieu à la fois sur la surface des obstacles sphériques
et dans le volume entre ces obstacles en passant aléatoirement de l’un à l’autre.

I Problème étudié et équations pour la diffusivité effective

Dans ce chapitre, nous étudions la dispersion de particules browniennes ponctuelles, en dimension d
quelconque, dans un réseau périodique cubique de sphères dures imperméables de rayon R et de période
L, en présence d’un potentiel V (x) attractif. Notons Ω l’espace accessible par les particules browniennes,
répété périodiquement, et Σ la surface des obstacles sphériques. Sur la figure 3.1, une trajectoire
stochastique d’une particule brownienne est représentée en présence d’un potentiel à décroissance
exponentielle sur la surface des obstacles. Notons également ϕ = Vd(R)/Ld la fraction volumique des
obstacles comme le ratio entre le volume occupé dans une période, noté Vd(R), par le volume total Ld

d’une période. Le volume de l’espace accessible Ω est alors égal à |Ω| = Ld(1− ϕ).
La densité de probabilité p(x; t) qu’une particule brownienne se trouve à la position x dans l’espace

Ω à l’instant t, vérifie l’équation de Fokker-Planck
∂p

∂t
(x; t) = D0∇ · [∇p(x; t) + β∇V (x)p(x; t)] = −∇ · J(x; t), (3.1)

en présence d’un potentiel V (x) et pour une diffusivité microscopique D0 homogène et isotrope. La
condition de flux nul sur la surface de la sphère Σ s’écrit alors

− n · [βD0∇V (x)p(x; t) +D0∇p(x; t)] = n · J(x; t) = 0, (3.2)

où n est le vecteur normal à la surface Σ, pointant vers le centre de l’obstacle. Ces équations, avec
la condition de périodicité, impliquent que l’état stationnaire vérifie simplement la distribution de
Gibbs-Boltzmann dans l’espace Ω

Ps(x) =
exp(−βV (x))∫

Ω dx exp(−βV (x))
, (3.3)

pour un courant stationnaire nul Js(x) = 0.
À partir des résultats de Guérin et Dean [46, 47, 184], le tenseur de diffusivité aux temps longs

vérifie l’équation
Dij

D0
= δij −

∫

Ω
dx fi(x)β∂jV (x)−

∫

Σ
dSj(x)fi(x), (3.4)

exprimé à l’aide des fonctions auxiliaires fi(x) périodiques satisfaisant l’équation

∇ · [∇fi(x) + β∇V (x)fi(x)] = −β∂iV (x)Ps(x), (3.5)

avec la condition sur la surface de la sphère s’écrivant

n · [β∇V (x)fi(x) +∇fi(x)] = niPs(x). (3.6)

Enfin, la normalisation de la probabilité implique la condition∫

Ω
dx fi(x) = 0. (3.7)

Cependant, il est vraiment intéressant de pouvoir omettre cette dernière condition servant à déter-
miner la constante d’intégration des fonctions fi, primordiale pour obtenir la valeur de la diffusivité
effective. Pour cela, notons fi(x) = Ps(x)gi(x). L’équation (3.4) satisfaite par le tenseur de diffusion
aux temps longs se réécrit

Dij

D0
= δij +

∫

Ω
dx gi(x)∂jPs(x)−

∫

Σ
dSj(x)gi(x)Ps(x), (3.8)

tandis que les fonctions gi(x) satisfont les équations

∇ · [Ps(x)∇gi(x)] = ∂iPs(x) (3.9)

et la condition aux bords
n · ∇gi(x) = ni. (3.10)
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(a) (b)

Figure 3.2 – Équivalence entre la dispersion dans un réseau d’obstacles (a) et la dispersion dans un
canal (b). À partir des symétries du réseau périodique de disques, les lignes pointillées représentées
ci-dessus peuvent être remplacées par des conditions aux bords réfléchissantes définissant les frontières
du canal. Une même trajectoire d’une particule brownienne a été représentée en utilisant cette symétrie
dans les deux domaines. La diffusivité effective dans l’axe du canal reste inchangée, et permet donc
l’application des résultats développés pour des canaux périodiques au réseau périodique d’obstacles.

Toute fonction g̃i(x) = gi(x)−a avec a correspondant à la constante d’intégration, qui doit normalement
être déterminée avec la condition (3.7), vérifie les mêmes équations et donne la même valeur de la
diffusivité effective en remarquant la relation donnée par le théorème de la divergence∫

Ω
dx∂jPs(x) =

∫

Σ
dSj(x)Ps(x). (3.11)

Ces équations n’ont pas de solutions analytiques connues. Les conditions périodiques présentent le
principal obstacle à la résolution de celles-ci. Cependant, les formules de Kubo (3.8-3.10) sont facilement
solvables numériquement avec un solveur d’équations aux dérivées partielles tel que FlexPDE [48] ou
FreeFem++ [49,174] par exemple. Ces formules sont également facilement solubles dans la limite diluée
où les conditions de périodicité disparaissent.

Ces équations seront utilisées dans la section suivante pour obtenir les principaux résultats asymp-
totiques pour la seule présence des sphères en absence de potentiel : V (x) = 0.

II Effet entropique des obstacles sur la dispersion

Dans cette section, nous étudions la dispersion dans un réseau bidimensionnel périodique d’obstacles
sphériques en absence de potentiel attractif. Elle peut être traitée analogiquement à la dispersion dans
un canal, étudiée dans le chapitre 2, en considérant les diverses symétries du problème [83] et en
réalisant la transformation montrée sur la figure 3.2. Cette étude se révèle cependant plus simple que
celle du chapitre 2 car il n’y a qu’un seul paramètre pertinent au lieu de deux : la fraction volumique
des obstacles sphériques ϕ. La hauteur du canal formée par cette analogie s’écrit

h(x) =
L

2
−
√
R2 − x2Θ(R− |x|), (3.12)

avec Θ correspondant à la fonction de Heaviside, L à la périodicité du canal et des obstacles, et R au
rayon des sphères. La hauteur minimale, notée a dans le chapitre précédent, est ici égale à L/2−R tandis
que la variation de hauteur, notée H, est égale au rayon R des sphères. Les paramètres adimensionnés
du chapitre 2, ε et ξ, s’écrivent alors

ε =
a

L
=

1− λ
2

, et ξ =
H

a
=

λ

1− λ, (3.13)

avec λ = 2R/L le seul paramètre adimensionné du problème sphérique, relié à la fraction volumique
des obstables par ϕ = πλ2/4.

La limite diluée est donc réalisée pour λ � 1 et la limite encombrée pour λ ∼ 1. La limite diluée
est donc obtenue pour ε ∼ 1/2 et ξ � 1, se trouvant dans un domaine non étudié précédemment
(voir figure 2.12b), où la diffusivité effective est approximativement égale à la diffusivité microscopique
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De ' D0. La limite encombrée est, quant à elle, obtenue pour ε � 1 et ξ � 1. Comme le canal
étudié ici est lisse avec un exposant ν = 2, la ligne de transition entre les domaines Canaux étroits et
Petites ouvertures est donnée par ε

√
ξ =

√
λ(1− λ)/2� 1 égale à 1. La limite encombrée appartient

donc au domaine Canaux étroits (voir figure 2.12b) et peut donc être traitée avec l’approximation de
Fick-Jacobs. Celle-ci a déjà été considérée par Dagdug et al. [83] pour étudier la dispersion dans cette
limite en présence d’obstacles sphériques. La limite diluée ϕ� 1 et la limite encombrée ϕ ∼ ϕc seront
étudiées respectivement dans les paragraphes II-1 et II-2.

Avant d’étudier ces limites, revenons aux formules de Kubo montrées dans la section I. En absence
de potentiel (V (x) = 0), la densité de probabilité stationnaire (3.3) s’écrit Ps(x) = 1/|Ω| et l’expression
de la diffusivité effective (3.8) devient

De

D0
= 1− 1

|Ω|

∫

Σ
dSx(x)f(x). (3.14)

La fonction auxiliaire f(x) = gx(x) périodique vérifie l’expression (3.9), devenant ici l’équation de
Laplace

∇2f(x) = 0, (3.15)

avec la condition (3.10) sur la surface Σ des sphères se réécrivant

n · ∇f(x) = nx. (3.16)

Ces équations sont similaires aux équations (2.48-2.50) développées dans le chapitre 2 et permettront
l’étude de la dispersion dans la limite diluée.

II-1 Dispersion dans un réseau dilué de sphères non-attractives

Dans ce paragraphe, nous considérons la dispersion des particules dans la limite d’obstacles dilués
ϕ � 1. Nous utilisons alors la symétrie sphérique du problème obtenue en négligeant les conditions
aux bords périodiques. Les interactions possibles de la particule avec deux obstacles sphériques voisins
sont alors négligées.

Comme dans le chapitre 2, les formules de Kubo énoncées par les équations (3.14-3.16) peuvent
être résolues à partir d’une analyse complexe, dans le cas bidimensionnel. En effet, la fonction auxi-
liaire f(x, y) vérifie l’équation de Laplace (3.15) et satisfait alors une relation, dans le plan complexe,
identique à l’équation (2.52)

f(x, y) = Rew(x+ iy) =
1

2
[w(x+ iy) + w(x− iy)] (3.17)

à l’aide d’une fonction w(z) analytique pour la variable complexe z = x+ iy. Notons que cette fonction
s’annule quand |z| → +∞ pour satisfaire la périodicité omise dans cette approximation. L’équation
(3.16) sur la surface des sphères se réécrit en utilisant les coordonnées polaires x = r cos θ et y = r sin θ
telle que

cos θ
∂f

∂x
(R cos θ,R sin θ) + sin θ

∂f

∂y
(R cos θ,R sin θ) = cos θ. (3.18)

En notant z = r exp(iθ) et en insérant la relation (3.17) dans cette dernière équation, une condition
sur la surface des sphères similaire à l’équation (2.54) est trouvée

Imw
(
Reiθ

)
= R sin θ − C0. (3.19)

Dans ces notations, la diffusivité effective vérifiant l’équation (3.14), s’écrit

De

D0
= 1− 1

|Ω|

∫ 2π

0
Rdθ cos θRew

(
Reiθ

)
. (3.20)

L’intégrale dans le plan complexe de la fonction analytique w(z) sur la surface de l’obstacle C0 est alors
considérée pour calculer cette expression. Ce contour fermé C0 peut être déformé à l’infini, uniquement
dans la limite diluée, où la fonction w(z) est supposée nulle. Cela implique la relation

∫

C0
dz w(z) = 0. (3.21)
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En notant z = Reiθ et w
(
Reiθ

)
= Rew

(
Reiθ

)
+ i Imw

(
Reiθ

)
, cette égalité se réécrit

∫ 2π

0
Rdθ cos θRew

(
Reiθ

)
=

∫ 2π

0
Rdθ sin θ Imw

(
Reiθ

)
. (3.22)

L’expression de la diffusivité effective est alors obtenue, dans la limite diluée, à partir des équations
(3.19) et (3.20),

De

D0
= 1− πR2

|Ω| +O(ϕ2) = 1− ϕ+O(ϕ2). (3.23)

Cette expression n’est valide que dans la limite diluée et a fortiori qu’à l’ordre O(ϕ), vu que les inter-
actions avec deux obstacles voisins sont négligées. Ce résultat est évidemment indépendant de l’arran-
gement des obstacles (aléatoire, cubique, hexagonal, ...). Cependant, l’ordre O(ϕ2) dépend fortement
de cet arrangement et a fait l’objet de nombreuses études [106,107,185–187].

Les résultats obtenus par Maxwell [117] et Rayleigh [188] au XIXe siècle, résumés dans l’article [189],
pour la conductivité effective d’un milieu électrique, peuvent se réécrire pour la diffusivité effective.
Kalnin et al. [108] ont montré que ces expressions donnaient alors une expression de la diffusivité
effective résommée dans la limite diluée

De

D0
' 1

1 + ϕ
. (3.24)

Comme nous le montre la figure 3.3a, cette expression est une meilleure approximation pour la diffusi-
vité effective que l’expression donnée par l’équation (3.23) et est valable jusqu’à une fraction volumique
de l’ordre de ϕ ∼ 0.4. Ce résultat peut facilement se retrouver à l’aide des formules de Kubo (3.14-
3.16), en considérant que la fonction auxiliaire f(x) ne s’annule plus en |x| → +∞ mais sur la sphère
de rayon R∗ telle que son volume soit exactement égal à Ld (voir annexe C). Il s’agit, bien entendu,
d’une approximation valable uniquement dans la limite diluée ϕ � 1, mais qui semble contenir une
resommation des termes d’ordres supérieurs.

Le résultat en d dimensions s’écrit De/D0 = 1 − ϕ/(d − 1) + O(ϕ2) dans la limite diluée et peut
être facilement redérivé à partir des formules de Kubo (3.14-3.16). Une généralisation du résultat de
Maxwell est également réalisable en dimension d donnant l’expression de la diffusivité effective

De

D0
' d− 1

d− 1 + ϕ
. (3.25)

La démonstration de ce dernier résultat est présentée dans la section I de l’annexe C.

II-2 Dispersion dans un réseau encombré de sphères non-attractives

Dans ce paragraphe, nous étudions la dispersion des particules dans la limite encombrée d’obstacles :
ϕ ∼ ϕc. À partir de la classification effectuée dans le chapitre 2, l’approximation de Fick-Jacobs est
valide pour obtenir l’expression de la diffusivité effective dans la limite encombrée et sera utilisée ici
en dimension d = 2. Pour cette dimension, la fraction volumique maximale est égale à ϕc = π/4. La
diffusivité effective dans cette approximation est alors donnée par l’équation (2.8) s’écrivant ici

De

D0
' 1

〈h〉〈h−1〉 , (3.26)

avec la hauteur définie par l’équation (3.12). En calculant ces moyennes spatiales, Dagdug et al. [83]
trouvent

De

D0
'
[

(1− ϕ)

(
1− λ− π

2
+

2√
1− λ2

arctan

√
1 + λ

1− λ

)]−1

, (3.27)

en fonction des paramètres λ = 2R/L et ϕ = πR2/L2 ne dépendant que du ratio R/L. Cette expression
permet de retrouver le résultat asymptotique, pour λ→ 1, de Keller et Sachs [118,119]

De

D0
'
√

2(1− λ)

π(1− ϕ)
, (3.28)

obtenu à partir d’une étude de la conductivité effective.
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Figure 3.3 – Diffusivité effective des particules diffusant dans un réseau d’obstacles sphériques non-
attractifs de densité ϕ. Les points sont obtenus en résolvant les équations (3.14-3.16) numériquement
avec un solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49]. (a) Dans la limite diluée ϕ� 1, les expres-
sions (3.23) et (3.24) correspondant respectivement au résultat asymptotique et à celui de Maxwell [117]
sont tracées en pointillés et en trait plein. Le résultat de Maxwell est étonnamment valable jusqu’à
une fraction volumique ϕ ∼ 0.4. (b) Dans la limite encombrée, les expressions (3.27, 3.29, 3.30) de la
littérature obtenues à l’aide de l’approximation de Fick-Jacobs [83] sont tracées en pointillés et notées
respectivement FJ, RR et KP. Notre résultat (normé) donné par l’équation (3.36) est tracé en trait
plein. Il approxime correctement la diffusivité effective pour une fraction volumique ϕ & 0.68 alors que
le résultat de Fick-Jacobs ne l’approxime correctement que pour ϕ & 0.77.

Dagdug et al. [83] ont également proposé des améliorations à cette formule, en considérant celles
de l’approximation de Fick-Jacobs développées par Reguera et Rubí [75]

De

D0
'
[

(1− ϕ)

(
1− λ+ λ

∫ π/2

0
dθ

cos1/3 θ

1− λ cos θ

)]−1

, (3.29)

et Kalinay et Percus [76]

De

D0
'
[

(1− ϕ)

(
1− λ+ λ

∫ π/2

0
dθ

sinc θ

1− λ cos θ

)]−1

. (3.30)

Bien que la resommation de Reguera et Rubí semble améliorer le résultat (3.27), celle-ci ne reste valable
que dans un domaine très restreint proche de ϕc (voir figure 3.3b).

Une généralisation est possible en dimension d quelconque, en suivant le raisonnement de la sec-
tion II du chapitre 2. Il implique alors la résolution d’une équation de dimension inférieure d−1 donnée
par l’équation (2.34) avec un tenseur de diffusivité effective vérifiant l’équation (2.35) se réécrivant pour
un canal symétrique

Dij(x)

D0
= δij −

1

3

∂h

∂xi
(x)

∂h

∂xj
(x). (3.31)

La hauteur h(x) s’écrit ici sous la forme

h(x) =
L

2
−
√
R2 − |x|2Θ(R− |(x)|), (3.32)

où x représente les coordonnées de l’espace réduit à d − 1 dimensions. Or, les formules de Kubo
(3.14-3.16) ne dépendent que du vecteur normal n dont les composantes s’écrivent

ni(x) = − ∂ih(x)√
1 + |∇h(x)|2

. (3.33)

Au premier ordre en h, les termes ∂ih peuvent alors être remplacés par les ni. Le tenseur de diffusivité
vérifiant l’équation (3.31) satisfait alors l’équation

Dij(x)

D0
= δij −

1

3
ni(x)nj(x) = δij −

xixj
3R2

Θ(R− |x|). (3.34)
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Figure 3.4 – Différents potentiels attractifs sur la surface des obstacles sphériques étudiés dans ce
chapitre. L’interaction de cœur dur est située en r = R. (a) Potentiel à décroissance exponentielle étudié
par Putzel et al., vérifiant l’équation (3.37). (b) Puits de potentiel carré V (r) = −V0Θ(R + a − r).
(c) Puits de potentiel triangulaire V (r) = −V0(R+ a− r)Θ(R+ a− r)/a. (d) Puits de potentiel carré
avec une barrière V (r) = −(V1 + V2)Θ(R+ a1 − r) + V2Θ(R+ a2 − r).

En dimension d = 2, la diffusivité effective D(x) unidimensionnelle s’écrit alors

D(x)

D0
= 1− x2

3R2
Θ(R− |x|). (3.35)

En utilisant la formule de Lifson et Jackson [158] donnée par l’équation (2.19), nous obtenons l’expres-
sion de la diffusivité effective

De

D0
'
[

(1− ϕ)

(
1− λ−

√
3λ

2

√
2πλ− ln(2 +

√
3)

2λ2 + 1
+

6λ2

(2λ2 + 1)
√

1− λ2
arctan

√
1 + λ

1− λ

)]−1

. (3.36)

Nous avons alors développé une nouvelle expression pour la diffusivité effective dans la limite
encombrée qui l’approxime pour un intervalle de densité plus important que le résultat de Fick-Jacobs.
En effet, elle est correcte, avec une erreur relative inférieure à 1%, pour une fraction volumique ϕc−ϕ .
0.1 environ tandis que l’expression (3.27) n’est valable que pour ϕc−ϕ . 10−2. Ces comparaisons sont
représentées sur la figure 3.3.

Ainsi, avec les expressions (3.24) et (3.36), la diffusivité effective est quasiment décrite pour toute
fraction volumique. L’effet entropique des obstacles sphériques sur la dispersion est donc assez bien
caractérisé, avec deux régimes de dispersions différents : la limite diluée où la présence des obstacles
voisins est négligée et la limite encombrée où seules les interactions avec les deux plus proches sphères
sont considérées, par analogie à la dispersion dans un canal étroit.

III Dispersion en présence d’un potentiel attractif sur la surface des
sphères

Dans cette section, nous allons étudier la dispersion de particules browniennes en présence des effets
cumulés du piège entropique créé par les obstacles sphériques et du piège énergétique dû à la présence
d’un potentiel attractif. Les formules de Kubo présentées dans la section I en présence d’un potentiel
V (x) vont être utilisées pour obtenir l’expression de la diffusivité effective. Dans le paragraphe III-1, la
dispersion dans le potentiel à décroissance exponentielle étudié par Putzel et al. [116] numériquement
sera considérée. Dans le paragraphe III-2, nous étudierons la dispersion dans des potentiels localisés
sur la surface des obstacles sphériques dans la limite diluée. Plusieurs exemples de puits de potentiel
(carré, triangulaire, avec une barrière) seront étudiés et des expressions analytiques de la diffusivité
effective seront obtenues.

III-1 Étude numérique d’un potentiel exponentiel

Dans ce paragraphe, nous allons étudier la dispersion dans le potentiel choisi par Putzel et al. [116]
dont l’expression est donnée par

V (r) = −V0 exp

(
−r −R

a

)
(3.37)
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Figure 3.5 – Solution numérique de la fonction auxiliaire gx(x, y) périodique obtenue à partir des
équations (3.9-3.10) en dimension d = 2 pour le potentiel attractif (3.37) étudié par Putzel et al. [116].
Cette résolution est réalisée à l’aide d’un solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49]. La fraction
volumique est égale à ϕ = 0.1 et la portée du potentiel à α = a/R = 0.2. (a) Solution en absence de
potentiel, correspondant à une amplitude du potentiel βV0 = 0. Il s’agit du résultat en présence du seul
effet entropique des sphères. (b) Solution au niveau du maximum de dispersion pour une amplitude
βV0 = 1.5. (c) Solution lorsque les particules sont fortement piégées dans le puits de potentiel attractif
pour une amplitude βV0 = 3.

en fonction de la distance radiale r = |x|. La forme de ce potentiel est tracée sur la figure 3.4a.
Numériquement, la diffusivité effective est obtenue en fonction de l’amplitude βV0 et de la portée
α = a/R du potentiel ainsi que de la densité ϕ des sphères. L’équation de Langevin

dXt = −D0β∇V (Xt)dt+ dBt (3.38)

est alors intégrée pour un petit pas de temps dt. Le terme de bruit dBt est calculé à partir des formules
de Peters et Barenbrug [190] en présence d’un mur réfléchissant. La particule brownienne ne se retrouve
alors jamais dans l’obstacle sphérique. De plus, l’erreur de cet algorithme est d’ordre O(

√
dt). Dans la

direction des obstacles, le terme de bruit s’écrit

dBt · er = f1

(
r −R√
D0dt

)√
D0dt+ f2

(
r −R√
D0dt

)√
D0dWt,1 (3.39)

avec le processus de Wiener dWt,1, la distance au mur r − R, et les fonctions f1 et f2 satisfaisant les
équations

f1(x) =
2√
π

exp

(
−x

2

4

)
− x

[
1− erf

(x
2

)]
, (3.40)

f2(x) =

√
2 + x2 −

[
x erf

(x
2

)
+

2√
π

exp

(
−x

2

4

)]
. (3.41)

Dans les directions transverses, selon le vecteur et,i (correspondant au vecteur eθ en dimension 2 pour
des coordonnées polaires) avec i ∈ {2, ..., d}, le terme de bruit vérifie simplement le processus de Wiener

dBt · et,i =
√

2D0dWt,i. (3.42)

Numériquement, le processus de Wiener dWt,i est réalisé en tirant aléatoirement un nombre avec
la distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance dt. Le déplacement quadratique moyen
〈(Xt − X0)2〉 est alors obtenu et tracé sur la figure 3.6a. L’expression de la diffusivité effective aux
temps longs est alors donnée par

De = lim
t→tmax

〈(Xt −X0)2〉
2dt

(3.43)

où tmax est choisi suffisamment grand pour atteindre le régime dispersif aux temps longs. De même,
dt est choisi suffisamment petit pour observer le régime dispersif aux temps courts, dont la diffusivité
est D0, pour assurer la convergence de l’intégration numérique.

Nous cherchons maintenant l’erreur commise sur la diffusivité effective, après N intégrations de
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Figure 3.6 – (a) Déplacement quadratique moyen obtenu numériquement par l’intégration de l’équa-
tion de Langevin (3.38) avec la discrétisation de Peters et Barenbrug [190] pour le potentiel attractif
(3.37) en dimension d = 2. Ce résultat est obtenu avec la fraction volumique ϕ = 0.1 et la portée du po-
tentiel α = a/R = 0.2 pour N = 106 réalisations. Le pas de temps a été choisi égal à D0dt/L

2 = 10−6

et le temps maximal à D0tmax/L
2 = 1. Les régimes à temps courts et longs sont bien dispersifs.

(b) Diffusivité effective pour ce même potentiel. Les points correspondent à l’intégration numérique de
l’équation de Langevin (3.38), pour laquelle la diffusivité effective vérifie l’expression (3.46) donnant
les barres d’erreurs représentées. La courbe en trait plein est obtenue en résolvant les formules de Kubo
(3.8-3.10) numériquement avec un solveur d’équations aux dérivées partielles [48,49]. Cette figure nous
permet de vérifier l’exactitude de ces formules à partir d’une résolution classique de la dynamique
brownienne.

l’équation de Langevin. Quand le régime stationnaire est atteint, pour t ' tmax, la position xt (pour
une dimension) vérifie la distribution

p(xt) =
1√

4πDet
exp

[
−(xt − x0)2

4Det

]
. (3.44)

Soit D = (xt − x0)2/2t, la variable aléatoire dont la valeur moyenne est De d’après l’équation (3.43).
Elle vérifie alors la densité de probabilité

p(D) =
1√

2πDeD
exp

(
− D

2De

)
Θ(D). (3.45)

Pour une réalisation, la valeur moyenne et la variance vérifient respectivement 〈D〉 = De et 〈D2〉 =
3D2

e impliquant un écart-type ∆D =
√

2〈D〉. La distribution de la moyenne d’ensemble de N → ∞
réalisations de D est gaussienne, par le théorème central limite, avec une valeur moyenne 〈D〉 et un
écart-type ∆D/

√
N .

En revenant à une analyse en dimension d, la diffusivité effective vaut alors avec un intervalle de
confiance de 99% (où finalement dN réalisations sont effectuées)

De ' lim
t→tmax

〈(Xt −X0)2〉
2dt

(
1± 3

√
2

dN

)
. (3.46)

Cette valeur de la diffusivité effective est tracée sur la figure 3.6b avec la barre d’erreur calculée avec
l’expression précédente. Le comportement décrit par Putzel et al. [116] est retrouvé. La dispersion est
bien maximisée pour un potentiel attractif sur la surface des sphères. Sur la figure 3.6, 106 réalisations
du mouvement brownien sont représentées laissant une barre d’erreur assez conséquente.

La solution numérique obtenue par les formules de Kubo (3.8-3.10) y est également tracée. Cette
solution de la diffusivité effective est obtenue à l’aide de celles des fonctions auxiliaires gi(x) tracées
sur la figure 3.5. Cette analyse nous permet d’une part de vérifier l’exactitude des formules de Kubo
et d’autre part de montrer la précision de celles-ci pour une résolution numérique bien plus rapide. En
effet, il faut quelques secondes pour obtenir la valeur de la diffusivité effective tandis que l’intégration
de l’équation de Langevin nécessite une centaine d’heures pour 106 réalisations. Dans la suite de
ce chapitre, nous considérerons que la résolution des formules de Kubo est exacte et identique à
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l’intégration de l’équation de Langevin (3.38) dans la limite N →∞.

III-2 Potentiels localisés sur la surface de la sphère

Dans ce paragraphe, nous étudions la dispersion de particules dans la limite diluée ϕ � 1 en
présence d’un potentiel radial V (r) localisé sur la surface de la sphère. L’espace Ω devient alors Rd.
Nous allons tout d’abord dériver les expressions des formules de Kubo dans cette approximation. La
densité de probabilité (3.3) satisfait alors l’équation

Ps(r) =
1

Ld
exp(−βV (r)). (3.47)

Écrivons alors les fonctions auxiliaires gi(x) sous la forme [184]

gi(x) =
xi
r
g(r), (3.48)

avec g(r) une fonction uniquement radiale. Notons maintenant que la dérivée d’une fonction radiale
F (r), avec r = |x|, par rapport à xi est égale à

∂F

∂xi
(r) =

∂r

∂xi
F ′(r) =

xi
r
F ′(r), (3.49)

où F ′(r) = dF/dr. En insérant la relation (3.48) dans l’équation (3.8), la diffusivité effective définie
par De = TrD/d vérifie après simplifications

De

D0
' 1− ϕ

[
−g(R)

R
exp[−βV (R)]−

∫ ∞

R
dr
rd−1

Rd
g(r)

d

dr
exp[−βV (r)]

]
, (3.50)

à l’ordre O(ϕ). La fonction g(r) satisfait alors l’équation différentielle dérivée de l’équation (3.9)

g′′(r) +

[
d− 1

r
− βV ′(r)

]
g′(r)− d− 1

r2
g(r) = −βV ′(r). (3.51)

La condition sur la surface de la sphère (3.10) implique que g′(R) = 1 et la condition de périodicité
donne lim

r→∞
g(r) = 0. L’exemple d’un potentiel à portée infinie V (r) = −V0R

2/r2 est traité dans
la section I de l’annexe D. L’expression de la diffusivité, asymptotiquement exacte, est donnée par
l’équation (D.7) réécrite ici

De

D0
' 1− ϕ

[
−(1 + 2βV0) exp(βV0) + 4(βV0)2E(βV0)− 2βV0(2βV0 + 1)

exp(βV0)− E(βV0)(2βV0 + 1)

]
. (3.52)

La présence d’une optimisation décrite par Putzel et al. [116] est donc retrouvée analytiquement pour
ce potentiel, et cela même en limite diluée. Cela montre que cet effet est présent même en ne considérant
qu’un seul obstacle.

III-2.a Dispersion dans le puits de potentiel carré

Dans ce paragraphe, nous étudions la dispersion dans le puits de potentiel carré, défini pour r > R
par V (r) = −V0Θ(R + a− r) et tracé sur la figure 3.4b. Il est attractif sur l’intervalle [R,R + a] avec
une amplitude −V0 < 0. L’équation différentielle (3.51) se réécrit alors

g′′(r) +
d− 1

r
g′(r)− d− 1

r2
g(r) = 0, (3.53)

sur les intervalles I1 =]R,R + a[ et I2 =]R + a,∞[. La solution de cette équation homogène est alors
donnée par

gi(r) = Air +
BiR

d

rd−1
, (3.54)

sur l’intervalle Ii, avec les constantes Ai et Bi à déterminer. L’équation (3.51) implique les conditions
de raccord en r = R+ a

g1(R+ a) = g2(R+ a) et g′2(R+ a)− g′1(R+ a) exp(βV0) = 1− exp(βV0), (3.55)
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Figure 3.7 – (a) Diffusivité effective du potentiel à décroissance exponentielle (3.37) dans la limite
diluée pour plusieurs portée α = a/R et une fraction volumique ϕ = 10−3. Elle est obtenue en
résolvant numériquement les formules de Kubo (3.8-3.10) avec un solveur d’équations aux dérivées
partielles [48, 49]. (b) Diffusivité effective pour le puits de potentiel carré V (r) = −V0Θ(R + a − r)
attractif sur la surface de la sphère pour plusieurs portées α = a/R et une fraction volumique ϕ = 10−3.
Les points sont obtenus en résolvant les formules de Kubo numériquement. Les courbes en trait pleins
représentent l’équation analytique (3.61) obtenue dans la limite diluée. L’allure de ces courbes est
identique au potentiel à décroissance exponentielle en présentant un maximum de dispersion pour un
potentiel V0 strictement positif, augmentant pour des portées de plus en plus faibles.

s’ajoutant aux conditions aux bords g′1(R) = 1 et lim
r→∞

g2(r) = 0. Le système linéaire d’équations à
résoudre s’écrit alors en posant α = a/R et Z = exp(βV0),

(1 + α)dA1 +B1 = (1 + α)dA2 +B2, (3.56)

(1 + α)dA2 + (1− d)B2 −
[
(1 + α)dA1 + (1− d)B1

]
Z = (1 + α)d(1− Z), (3.57)

A1 +B1(1− d) = 0, (3.58)
A2 = 0. (3.59)

L’expression de la diffusivité effective donnée par l’équation (3.50) se réécrit pour ce potentiel sous
la forme

De

D0
= 1− ϕ

[
−g(R)

R
Z − g(R+ a)

R+ a
(1 + α)d (1− Z)

]
= 1− ϕf(α,Z), (3.60)

avec la fonction f(α,Z) vérifiant après simplifications

f(α,Z) = −(d− 1)(1− Z)
[
Z + (1− 2Z)(1 + α)d − (1− Z)(1 + α)2d

]
− d(1 + α)d

(d− 1) [(1 + α)d(d− 1 + Z) + 1− Z]
. (3.61)

Cette fonction f(α,Z) est tracée sur la figure 3.8a en dimension d = 3.
Nous retrouvons alors l’expression développée en dimension d = 3 par Cichocki et Felderhof [113–

115], en la généralisant en dimension d quelconque. La diffusivité effective est tracée sur la figure 3.7b
en fonction de V0 pour plusieurs portées α en dimension d = 2. Elle correspond parfaitement aux
résultats numériques dans la limite diluée. L’allure de celle-ci est identique au potentiel considéré par
Putzel et al. [116].

La diffusivité effective est maximale quand la fonction f(α,Z) atteint son minimum dans la limite
α � 1, c’est-à-dire une portée du potentiel faible devant le rayon de la sphère. Cela est réalisé pour
Z � 1 avec αZ ≡ ξ fixé. La diffusivité effective se réécrit alors en fonction du paramètre ξ via

De

D0
= 1− ϕf(ξ), f(ξ) =

d(d− 1)ξ2 − (d− 1)ξ + 1

(d− 1)(ξ + 1)
. (3.62)

La fonction f(ξ) est tracée sur la figure 3.8b en dimension d = 3. Le minimum global est alors donné
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Figure 3.8 – (a) Courbe bidimensionnelle de la fonction f(α, βV0) − f∗ en dimension d = 3 avec
les expressions de f(α,Z) donnée par l’équation (3.61) pour Z = exp(βV0) et de f∗ satisfaisant
l’équation (3.63). Cette fonction caractérise la dispersion en présence du potentiel V (r) = −V0Θ(R +
a − r). L’optimisation de cette fonction est réalisée pour α � 1 sur la ligne, tracée en pointillés,
ξ∗ = α exp(βV0) avec ξ∗ vérifiant l’équation (3.64). (b) Allure de la fonction f(ξ) en dimension d = 3
dont l’expression est donnée par l’équation (3.62). Cette fonction est minimale pour ξ∗ ' 0.2247 avec
la valeur f∗ ' 0.3484. La diffusivité effective est alors maximale en cette valeur ξ∗ = α exp(βV0) et est
donnée dans la limite diluée par l’expression De/D0 = 1− ϕf∗.

par f(ξ∗) = f∗,

f∗ = −(1 + 2d) +
2d2

√
d(d− 1)

, (3.63)

pour la valeur ξ = ξ∗ égale à

ξ∗ = −1 +

√
d

d− 1
. (3.64)

Ces paramètres valent alors en dimension d = 3 : f∗ ' 0.3484 et ξ∗ ' 0.2247. Pour un potentiel
purement attractif, la diffusivité effective est donc optimisée en fonction d’une variable ξ via l’équation
(3.62) en limite diluée. Dans le paragraphe suivant, nous relierons cette variable en fonction de temps
de premier passage. Dans la section II de l’annexe C, nous dérivons une expression de la diffusivité
effective pour le potentiel de puits carré, basée sur le résultat de Maxwell, valable pour des fractions
volumiques plus importantes. Cette expression vérifie une optimisation différente, donnée par l’équation
(C.16), dépendante de la fraction volumique ϕ.

Dans la section II de l’annexe D, nous avons étudié la dispersion dans le puits de potentiel trian-
gulaire V (r) = −V0(R + a − r)Θ(R + a − r)/a, tracé sur la figure 3.4c, qui est également purement
attractif. Pour une faible portée a � R et une barrière d’énergie importante à franchir βV0 � 1,
l’expression exacte de la diffusivité effective satisfaisant l’équation (D.16) se réécrit

De

D0
' 1− ϕ

[
−(1 + d) +

dα

βV0
exp(βV0) +

d2α

(d− 1)βV0

(βV0)2 + (d− 1)α2 exp(βV0)

βV0 + α exp(βV0)

]
. (3.65)

À partir de cette expression, la dispersion admet alors la même optimisation que le puits de potentiel
carré via la fonction f(ξ) pour ξ = α exp(βV0)/βV0 donnée par l’équation (3.62).

III-2.b Dispersion dans le puits de potentiel carré avec une barrière

Dans ce paragraphe, nous étudions la dispersion en présence du puits de potentiel carré avec une
barrière de potentiel à franchir avant d’être attiré par ce dernier. Le potentiel étudié est alors défini
pour r > R par

V (r) = −(V1 + V2)Θ(R+ a1 − r) + V2Θ(R+ a− r) (3.66)

valant −V1 < 0, V2 > 0 et 0 sur les intervalles I1 =]R,R + a1[, I2 =]R + a1, R + a[ et I3 =]R + a,∞[
respectifs. Sa forme est tracée sur la figure 3.4d avec a2 = a− a1 la largeur de la barrière de potentiel.
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Le même raisonnement que pour le puits de potentiel carré est utilisé pour obtenir l’expression de
la diffusivité effective. L’équation (3.53) est résolue sur ces trois intervalles, donnant la solution gi(r)
suivant l’expression (3.54). L’expression des constantes Ai et Bi est obtenue à partir des conditions aux
bords g′1(R) = 1 et lim

r→∞
g3(r) = 0 et des raccords en r = R+ a1 et r = R+ a impliquant les relations

g1(R+ a1) = g2(R+ a1) et g′2(R+ a1)− g′1(R+ a1)Z1Z2 = 1− Z1Z2, (3.67)
g2(R+ a) = g3(R+ a) et g′3(R+ a)Z2 − g′2(R+ a) = Z2 − 1, (3.68)

en définissant Zi = exp(βVi). La diffusivité effective est, quant à elle, obtenue à partir de l’équation
(3.50) s’écrivant, pour ce potentiel, sous la forme

De

D0
= 1− ϕf(αi, Zi) avec (3.69)

f(αi, Zi) = −g1(R)

R
Z1 −

g1(R+ a1)

R+ a1
(1 + α1)d

(
Z−1

2 − Z1

)
− g2(R+ a)

R+ a
(1 + α)d

(
1− Z−1

2

)
, (3.70)

en utilisant les notations αi = ai/R et α = a/R. Le minimum de cette fonction est obtenue pour un
potentiel localisé sur la surface tel que α1 � 1 et α2 � 1, pour α1Z1 ≡ ξ et α2Z2 ≡ τ fixés. La
diffusivité effective s’écrit alors

De

D0
= 1− ϕf(ξ, τ), f(ξ, τ) =

d(d− 1)[(d− 1)τ + 1]ξ2 − (d− 1)(1− τ)ξ + 1

(d− 1)[(d− 1)τ + 1]ξ + d− 1
. (3.71)

Pour une barrière de potentiel nulle (V2 = 0), le résultat du puits de potentiel carré (3.62) est retrouvé
pour τ = 0. Cette fonction est tracée sur la figure 3.9b. Son optimisation est donnée pour τ = 0 et
ξ = ξ∗ vérifiant l’équation (3.64) et est égale à f(ξ∗, 0) = f∗ satisfaisant l’équation (3.63).

Nous allons maintenant regarder le sens physique des paramètres ξ et τ . Nous considérons tout
d’abord le temps moyen de premier passage tesc pour sortir du potentiel en démarrant de la surface de
la sphère. Il est déterminé par la résolution l’équation différentielle [191]

D0r
1−d d

dr

(
rd−1 dt

dr

)
−D0β

dV

dr

dt

dr
= −1, (3.72)

avec la condition réfléchissante t′(R) = 0 sur la surface de la sphère et la condition d’absorption
t(R + a) = 0 en R + a. Le temps d’échappement du potentiel est obtenu par tesc = t(R) en r = R,
correspondant à la position initiale, et s’écrit

tesc =
1

D0

∫ R+a

R
dr r1−d exp[βV (r)]

∫ r

R
dr′ r′d−1 exp[−βV (r′)]. (3.73)

Le temps moyen de premier passage tΣ pour atteindre la surface de la sphère en démarrant de
R+ a est également obtenu en résolvant l’équation différentielle (3.72) avec la condition réfléchissante
en l’infini lim

r→∞
t′(r) = 0 et la condition d’absorption t(R) = 0 sur la surface de la sphère. Le temps de

capture vérifie alors tΣ = t(R+ a) et satisfait l’expression

tΣ =
1

D0

∫ R+a

R
dr r1−d exp[βV (r)]

∫ ∞

r
dr′ r′d−1 exp[−βV (r′)]. (3.74)

Or, la seconde intégrale est divergente pour toute dimension d. Elle correspond à la fonction de partition
et est donc proportionnelle au volume |Ω| du domaine Ω, en revenant au problème périodique. Nous
choisissons de définir alors le temps indépendant du volume t∗Σ = RSd(R)tΣ/|Ω|, avec Sd(R) la surface
de l’hypersphère de rayon R, vérifiant l’équation

t∗Σ =
RSd(R)

D0|Ω|

∫ R+a

R
dr r1−d exp[βV (r)]

∫ ∞

r
dr′ r′d−1 exp[−βV (r′)]. (3.75)

Une démonstration plus rigoureuse peut être effectuée avec la méthode de Bénichou et Voituriez [91].
Dans la limite α1 � 1 et α2 � 1, ces temps de premier passage s’écrivent pour le potentiel (3.66)

D0

R2
tesc '

α2
1 + α2

2

2
+ α1α2Z1Z2 ' ξτ, (3.76)

D0

R2
t∗Σ ' α1Z

−1
1 + α2Z2 ' τ. (3.77)
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Figure 3.9 – Courbes bidimensionnelles de la fonction f(ξ, τ) − f∗ en dimension d = 3 vérifiant
les équations (3.143) et (3.146) pour ∆ = 1 obtenues dans la section IV avec une dispersion sur la
surface des sphères. Elles correspondent respectivement aux équations (3.71) et (3.63) développées
dans la section III en présence d’un potentiel attractif et répulsif. (a) Courbe tracée en fonction des
paramètres physiques λ et k correspondant respectivement à l’inverse des temps de premiers passages
tesc et t∗Σ. Elle est minimisée sur la ligne ξ∗ = kDB/λR tracée en pointillés, vérifiant l’équation (3.64)
dans la limite k, λ→∞. (b) Courbe tracée pour les paramètres adimensionnés ξ et τ . L’optimisation
de la dispersion est réalisée pour τ = 0 et ξ = ξ∗.

La variable τ est donc égale au temps de premier passage t∗Σ (renormalisé par le volume) pour
atteindre la surface de la sphère en partant de l’extérieur de la barrière en R+a, tandis que la variable
ξ est proportionnelle au ratio des temps de premier passage tesc et t∗Σ pour respectivement quitter et
atteindre la surface de la sphère, suivant les expressions

ξ =
tesc

t∗Σ
, et τ =

D0

R2
t∗Σ. (3.78)

La dispersion est donc contrôlée par les temps de premiers passages pour franchir les barrières
énergétiques, via des expressions similaires à la loi d’Arrhénius, et est optimisée dans la limite diluée
par l’expression (3.71) en considérant les effets entropiques des obstacles sphériques. Cette optimisation
est réalisée lorsque le potentiel est concentré sur la surface pour des valeurs de potentiel importantes,
équivalent à une température β−1 faible. Nous allons donc regarder dans la prochaine section, le
comportement de la dispersion lorsque celle-ci peut avoir lieu sur la surface de l’obstacle après que la
particule brownienne s’y soit accrochée.

IV Optimisation pour une dispersion médiée par la surface des sphères

Dans cette section, nous étudions la dispersion de particules browniennes en considérant qu’elles
peuvent s’accrocher sur la surface des obstacles sphériques en y réalisant un mouvement brownien.
Dans un premier temps, les formules de Kubo relatives à ce problème seront développées dans le
paragraphe IV-1 en présence de vitesses de dérives volumiques et surfaciques, en suivant le raisonnement
de Guérin et Dean [47]. Puis dans la section IV-2 des expressions seront dérivées dans la limite diluée
pour une dérive nulle et seront comparées au problème précédent avec un potentiel localisé sur la
surface des sphères.

IV-1 Dérivation des formules de Kubo

Dans un premier temps, nous allons donc dériver les formules de Kubo pour le problème suivant. La
particule brownienne diffuse dans le volume entre les sphères avec une diffusivité homogène et isotrope
DB et sur la surface avec une diffusivité homogène DΣ. Elle est également soumise à une vitesse de
dérive non homogène uB(x) dans le volume et uΣ(x) sur la surface. La densité de probabilité d’être à
la position x au temps t est notée pB(x, t|y ∈ α) dans le volume et pΣ(x, t|y ∈ α) sur la surface sachant
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que la particule était à la position y au temps initial, dans le domaine α correspondant au volume ou à
la surface. Les densités de probabilité stationnaires sont notées P st

B (x) et P st
Σ (x) respectivement dans le

volume et sur la surface. Définissons également λ le taux de désorption et k le coefficient d’adsorption
de la particule brownienne sur la surface de l’obstacle.

IV-1.a Équations de Fokker-Planck pour les densités de probabilités

Les équations de Fokker-Planck vérifiées par les densités de probabilité pB et pΣ sont données par
exemple par Rupprecht et al. [192]

∂pB

∂t
(x, t|y) = ∇x · [DB∇xpB(x, t|y)− uB(x)pB(x, t|y)] (3.79)

∂pΣ

∂t
(x, t|y) = ∇x · [DΣ∇xpΣ(x, t|y)−∇xuΣ(x)pΣ(x, t|y)]− λpΣ(x, t|y) + kDBpB(x, t|y) (3.80)

définissant les opérateurs de Fokker-Planck LB(x) et LΣ(x) via
∂pB

∂t
(x, t|y) = LB(x)pB(x, t|y),

∂pΣ

∂t
(x, t|y) = LΣ(x)pΣ(x, t|y). (3.81)

La condition satisfaite sur la surface des sphères est donnée par

n · [uB(x)pB(x, t|y)−DB∇xpB(x, t|y)] = −λpΣ(x, t|y) + kDBpB(x, t|y), (3.82)

avec n le vecteur normal à la sphère, dirigé vers l’intérieur de celle-ci.
À partir de ces équations, les équations de Fokker-Planck vers le passé peuvent être dérivées pour

les densités de probabilité pα(x ∈ β|y, t) = pβ(x,−t|y ∈ α) avec α et β représentant le volume ou la
surface. En considérant la quantité indépendante du temps t par la relation de Chapman-Kolmogorov∫

dx pα(y, s|x, t)pα(x, t|y′, s′) = pα(y, s|y′, s′), α ∈ (B, Σ) (3.83)

ces équations de Fokker-Planck s’écrivent avec les indices B et Σ correspondant au domaine de la
position y,

∂pB

∂t
(x|y, t) = −DB∆ypB(x|y, t)− uB(y)∇ypB(x|y, t) (3.84)

∂pΣ

∂t
(x|y, t) = −DΣ∆ypΣ(x|y, t)− uΣ(y)∇ypΣ(x|y, t) + λ [pΣ(x|y, t)− pB(x|y, t)] (3.85)

définissant les opérateurs de Fokker-Planck adjoints L†B(y) et L†Σ(y) via
∂pB

∂t
(x|y, t) = −L†B(y)pB(x|y, t), ∂pΣ

∂t
(x|y, t) = −L†Σ(y)pΣ(x|y, t). (3.86)

La condition sur la surface des sphères se réécrit alors

DBn · ∇ypB(x|y, t) = −kDB [pB(x|y, t)− pΣ(x|y, t)] . (3.87)

Dans un espace à d-dimensions, remarquons la relation

∆xxi = −d− 1

R2
xi, (3.88)

qui nous sera utile dans la suite et définissons également la famille de vecteurs eiΣ(x) = ∇xxi issue de
la projection sur la surface de la base ei du volume en coordonnées cartésiennes. Cette famille n’est
évidemment pas une base sur l’hypersurface. Le produit scalaire entre deux vecteurs de cette famille
est alors donné par

eiΣ · ejΣ = δij −
xixj
R2

. (3.89)

IV-1.b Calcul de la vitesse moyenne

Nous allons maintenant calculer la vitesse moyenne V caractérisant le déplacement moyen, défini
comme la moyenne d’ensemble de la différence de position entre la position finale xi et la position
initiale yi, notée µi(t) = 〈xi(t)− yi(0)〉x,y. Ces positions peuvent se trouver à la fois dans le volume ou
sur la surface. La vitesse moyenne est alors définie par V = dµ/dt. La position initiale étant distribuée
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avec la densité de probabilité stationnaire P st
α (y), le déplacement moyen s’écrit alors

µi(t) =

∫

Ω
dyP st

B (y)νB,i(y, t) +

∫

Σ
dS(y)P st

Σ (y)νΣ,i(y, t) (3.90)

où Ω et Σ représentent le volume et la surface de l’obstacle dans la cellule initiale, avec la fonction
να,i(y, t) définie par

να,i(y, t) =

∫

V
dxpB(x, t|y ∈ α)(xi − yi) +

∫

S
dS(x)pΣ(x, t|y ∈ α)(xi − yi) (3.91)

où V et S représentent le volume total et la surface de tous les obstacles, la particule n’étant pas
restreinte à la cellule initiale.

La transformée de Laplace d’une fonction f(t) est définie telle que

f̂(s) =

∫ ∞

0
dt exp(−st)f(t), (3.92)

et l’équation de Fokker-Planck ∂tp(x, t|y) = L(x)p(x, t|y) se réécrit alors dans l’espace de Laplace
comme

sp̂(x, s|y)− δ(x− y) = L(x)p̂(x, s|y). (3.93)

Les équations (3.79) et (3.80) donnent alors l’expression de ν̂α,i(s,y) dans l’espace de Laplace après
une intégration par parties

sν̂α,i(s,y) = −
∫

V
dx ei · [DB∇x − uB(x)]p̂B(x, s|y ∈ α)

−
∫

S
dS(x) eiΣ(x) · [DΣ∇x − uΣ(x)]p̂Σ(x, s|y ∈ α), (3.94)

en éliminant les termes intégrés avec la relation (3.82). La propriété d’un état stationnaire implique la
réécriture de la relation de Chapman-Kolmogorov sous la forme∫

Ω
dyP st

B (y)pα(x, t|y ∈ B) +

∫

Σ
dS(y)P st

Σ (y)pα(x, t|y ∈ Σ) = P st
α (x). (3.95)

La vitesse moyenne Vi = s2µ̂i(s) s’écrit alors

V =

∫

Ω
dx[uB(x)−DB∇x]P st

B (x) +

∫

Σ
dS(x)[uΣ(x)−DΣ∇x]P st

Σ (x), (3.96)

après avoir réduit les espaces d’intégration à la cellule initiale Ω en utilisant la périodicité des densités de
probabilités stationnaires. Cette dernière expression est évidemment exacte. En effet, en définissant les
courants JB(x, t) et JΣ(x, t) à partir des équations de Fokker-Planck (3.79) et (3.80) via une équation
de continuité, l’expression de la vitesse moyenne devient

V =

∫

Ω
dxJst

B(x) +

∫

Σ
dS(x)Jst

Σ(x), (3.97)

correspondant à la moyenne spatiale des courants stationnaires.

IV-1.c Calcul du tenseur de diffusion Dij aux temps longs

En suivant le même raisonnement, nous allons calculer l’expression du tenseur de diffusion Dij

aux temps longs à partir du déplacement quadratique noté σij(t) = Ψij(t) − µi(t)µj(t). La fonction
Ψij(t) = 〈[xi(t)− yi(0)][xj(t)− yj(0)]〉x,y est calculée de même en moyennant sur les positions initiales
yi et finales xi pouvant se situer à la fois dans le volume ou sur la surface. Le tenseur de diffusion aux
temps longs est alors défini par σij(t) ' 2Dijt.

La position initiale est toujours distribuée avec la densité de probabilité stationnaire et le déplace-
ment quadratique moyen s’écrit

Ψij(t) =

∫

Ω
dyP st

B (y)ΦB,ij(y, t) +

∫

Σ
dS(y)P st

Σ (y)ΦΣ,ij(y, t) (3.98)

en définissant Φα,ij(y, t) tel que

Φα,ij(y, t) =

∫

V
dxpB(x, t|y ∈ α)(xi − yi)(xj − yj) +

∫

S
dS(x)pΣ(x, t|y ∈ α)(xi − yi)(xj − yj), (3.99)
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consitant au deuxième moment associé à l’expression (3.91). En considérant la transformée de Laplace
définie par l’équation (3.92) et l’expression des équations de Fokker-Planck (3.79) et (3.80) dans l’espace
de Laplace (3.93), la fonction Φ̂α,ij(s,y) s’écrit après une intégration par parties dont les termes intégrés
sont éliminés avec la relation (3.82)

sΦ̂α,ij(s,y) =−
∫

Ω
dx(xj − yj)ei · [DB∇x − uB(x)]p̂B(x, s|y ∈ α) + (i↔ j)

−
∫

Σ
dS(x)(xj − yj)eiΣ(x) · [DΣ∇x − uΣ(x)]p̂Σ(x, s|y ∈ α) + (i↔ j), (3.100)

symétrique sous l’inversion (i↔ j). La fonction Ψ̂ij(s) s’écrit alors

s2Ψ̂ij(s) = Êij(s) + Êji(s), (3.101)

où la fonction Êij(s) est obtenue en sortant l’opérateur Dα∇x−uα(x) de l’intégrale en y et en utilisant
les relations (3.95) et (3.89), donnant

Êij(s) = DB

∫

Ω
dxP st

B (x)δij +DΣ

∫

Σ
dS(x)P st

Σ (x)
(
δij −

xixj
R2

)

−
∫

Ω
dxei · [DB∇x − uB(x)]F̂B,j(x, s)−

∫

Σ
dS(x)eiΣ(x) · [DΣ∇x − uΣ(x)]F̂Σ,j(x, s) (3.102)

avec l’expression des fonctions F̂α,j(x, s) donnée par

F̂α,j(x, s) =

∫

Ω
dyP st

B (y)sp̂α(x, s|y ∈ B)(xj − yj) +

∫

Σ
dS(y)P st

Σ (y)sp̂α(x, s|y ∈ Σ)(xj − yj). (3.103)

Pour calculer l’expression des F̂α,j(x, s), les densités de probabilité sous le renversement du temps
notées qα(y, t|x) et définies par la relation de Bayes, sont introduites via

qα(y, t|x ∈ β)P st
β (x) = pβ(x, t|y ∈ α)P st

α (y), (3.104)

où α et β représentent le volume B ou la surface Σ. En remplaçant ces définitions des qα dans les
équations de Fokker-Planck vers le futur (3.79) et (3.80), les équations de Fokker-Planck vers le passé
des qα s’écrivent

∂tqB(y, t|x) = DB∆xqB(y, t|x)− u∗B(x) · ∇xqB(y, t|x) (3.105)
∂tpΣ(y, t|x) = DΣ∆xqΣ(y, t|x)− u∗Σ(y) · ∇xqΣ(y, t|x) + λ∗(x) [qΣ(y, t|x)− qB(y, t|x)] , (3.106)

vérifiant la condition sur la surface

DBn · ∇xqB(y, t|x) = −k∗(x)DB [qB(y, t|x)− qΣ(y, t|x)] . (3.107)

Les quantités étoilées sont définies sous le renversement du temps par

u∗B(x) =
2DB∇xP

st
B (x)

P st
B (x)

− uB(x), u∗Σ(x) =
2DB∇xP

st
Σ (x)

P st
Σ (x)

− uΣ(x), (3.108)

DBk
∗(x) =

λP st
Σ (x)

P st
B (x)

, λ∗(x) =
kDBP

st
B (x)

P st
Σ (x)

. (3.109)

Les équations de Fokker-Planck vers le futur des probabilités qα sont reconnues à partir des relations
(3.84) et (3.85) comme,

∂tqB(y, t|x) = ∇y · [DB∇yqB(y, t|x)− u∗B(y)qB(y, t|x)] (3.110)
∂tqΣ(y, t|x) = ∇y · [DΣ∇yqΣ(y, t|x)− u∗Σ(y)qΣ(y, t|x)]− λ∗(y)qΣ(y, t|x) + k∗(y)DBqB(y, t|x)

(3.111)

vérifiant la condition sur la surface

n · [u∗B(y)qB(y, t|x)−DB∇yqB(y, t|x)] = −λ∗(y)qΣ(y, t|x) + k∗(y)DBqB(y, t|x). (3.112)

Les densités de probabilité qα vérifient donc les mêmes équations que les densités de probabilité pα
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avec les quantités étoilées. L’expression des F̂α,j(x, s) devient avec la relation (3.104)

F̂α,j(x, s) = −P st
α (x)

[∫

Ω
dy sq̂B(y, s|x ∈ α)(xj − yj) +

∫

Σ
dS(y) sq̂Σ(y, s|x ∈ α)(xj − yj)

]
.

(3.113)
Le calcul du paragraphe IV-1.b peut être réitéré en utilisant la relation (3.93) pour les densités de
probabilité qα. Après une intégration par parties, la fonction F̂α,j(x, s) s’écrit alors

F̂α,j(x, s) =

∫

Ω
dyej · [DB∇y − u∗B(y)][P st

B (y)p̂α(x, s|y ∈ B)]

+

∫

Σ
dS(x)ejΣ(x) · [DΣ∇y − u∗Σ(y)][P st

Σ (y)p̂α(x, s|y ∈ Σ)]. (3.114)

L’expression du déplacement quadratique moyen vérifie la relation dans l’espace de Laplace

s2σ̂ij(s) = s2Ψ̂ij(s)−
2

s
ViVj . (3.115)

La fonction σ̂ij(s) vérifie donc la même expression que Ψ̂ij(s) en remplaçant les propagateurs p̂α(x, s|y)
par p̂′α(x, s|y) définie par

p̂′α(x, s|y) =

∫ ∞

0
dte−st[pα(x, t|y)− P st

α (x)]. (3.116)

Dans l’espace de Laplace, le tenseur de diffusion aux temps longs est défini par la relation s2σ̂ij(s) '
2Dij dans la limite des petits s. Dans cette limite, la densité de probabilité p̂′α(x, s|y) tend vers la
pseudo-fonction de Green Gα(x|y) vérifiant l’équation

Gα(x|y) =

∫ ∞

0
dt[pα(x, t|y)− P st

α (x)]. (3.117)

À partir des équations (3.101) et (3.102), le tenseur de diffusion aux temps longs s’écrit Dij =
Dij +Dji, avec l’expression des Dij donnée par

2Dij = DB

∫

Ω
dxP st

B (x)δij +DΣ

∫

Σ
dS(x)P st

Σ (x)
(
δij −

xixj
R2

)

−
∫

Ω
dxei · [DB∇x − uB(x)]fB,j(x)−

∫

Σ
dS(x)eiΣ(x) · [DΣ∇x − uΣ(x)]fΣ,j(x). (3.118)

avec les fonctions auxiliaires périodiques fα,j(x) données à partir de l’expression (3.114)

fα,j(x) =

∫

Ω
dyej · [DB∇y − u∗B(y)][P st

B (y)Gα(x|y ∈ B)]

+

∫

Σ
dS(y)ejΣ · [DΣ∇y − u∗Σ(y)][P st

Σ (y)Gα(x|y ∈ Σ)]. (3.119)

Ces fonctions auxiliaires dépendent des pseudo-fonctions de Green dont les expressions ne sont pas
connues analytiquement. Nous allons donc dériver les équations vérifiées par les fα,i(x) à partir de
celles de ces pseudo-fonctions de Green.

IV-1.d Équations vérifiées par les fα,i(x)

Dans ce paragraphe, nous allons dériver les équation vérifiées par les fonctions fα,i(x) à partir de leur
définition donnée par l’équation (3.119). Les équations différentielles vérifiées par les pseudo-fonctions
de Green Gα(x|y), dont la définition est donnée l’équation (3.117), s’écrivent

Lα(x)Gα(x|y ∈ β) = P st
α (x)− δαβδ(x− y) (3.120)

pour α et β représentant le volume B ou la surface Σ. À partir des équations de Fokker-Planck (3.79)
et (3.80), l’équation aux dérivées partielles des fonctions fα,i s’écrit

∇x · [DB∇xfB,i(x)− uB(x)fB,i(x)] = −P st
B (x)[V ∗i − u∗B,i(x)] (3.121)

∇x · [DΣ∇xfΣ,i(x)− uΣ(x)fΣ,i(x)]− λfΣ,i(x) + kDBfB,i(x) = −P st
Σ (x)

[
V ∗i − u∗Σ,i(x)− (d− 1)niDΣ

R

]

(3.122)
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avec la vitesse moyenne V∗ sous renversement du temps définie par

V∗ =

∫

Ω
dy[u∗B(y)−DB∇y]P st

B (y) +

∫

Σ
dS(y)[u∗Σ(y)−DΣ∇y]P st

Σ (y). (3.123)

La condition de normalisation de la densité de probabilité à tout instant t est donnée par la relation∫

Ω
dxpB(x, t|y) +

∫

Σ
dS(x)pΣ(x, t|y) = 1 (3.124)

impliquant une condition similaire sur les pseudo-fonctions de Green et donc sur les fonctions fα,i,
donnée par ∫

Ω
dxfB,i(x) +

∫

Σ
dS(x)fΣ,i(x) = 0. (3.125)

Il ne reste plus qu’à déterminer la condition sur la surface de l’obstacle. Pour cela, la quantité
Mi(x) définie par

Mi(x) =

∫

Ω
dy[fB,i(y)L†B(y)GB(x|y ∈ B)−GB(x|y ∈ B)L†B(y)fB,i(y)] (3.126)

+

∫

Σ
dy[fΣ,i(y)L†Σ(y)GB(x|y ∈ Σ)−GB(x|y ∈ Σ)L†Σ(y)fΣ,i(y)] (3.127)

est considérée pour x dans le volume (le calcul peut être également réalisé dans les cas où x est sur
la surface). En utilisant les expressions de L†(y)GB via (3.120) et L†(y)fα,i(y) via (3.121) et (3.122)
ainsi que la relation (3.95) se réécrivant

∫

Ω
dxGB(x|y)P st

B (x) +

∫

Σ
dS(x)GΣ(x|y)P st

Σ (x) = 0, (3.128)

une première expression de Mi(x) est obtenue

Mi(x) = −fB,i(x)−
∫

Ω
dyGB(x|y ∈ B)u∗B,i(y)−

∫

Σ
dyGB(x|y ∈ Σ)

[
u∗Σ,i(x) +

(d− 1)niDΣ

R

]

= −
∫

Σ
dSi(y)DBP

st
B (y)GB(x|y ∈ B) (3.129)

L’expression des Mi(x) peut être calculée en réalisant des intégrations par parties successives à
partir des expressions des opérateurs L et L† ainsi que les conditions sur la surface des pseudo-fonctions
de Green. Cela donne après simplifications,

Mi(x) =

∫

Σ
dS(y)GB(x|y ∈ B) {−kDBfB,i(y) + λfΣ,i(y)− n · [DB∇y − uB(y)]fB,i(y)} . (3.130)

Ces deux expressions de Mi(x) impliquent la condition sur la surface

n · [DB∇y − uB(y)]fB,i(y) = −kDBfB,i(y) + λfΣ,i(y) + niDBP
st
B (y). (3.131)

L’expression du tenseur de diffusion aux temps longs est donc donnée par Dij = Dij + Dji avec
l’expression de Dij vérifiant l’équation (3.118) à l’aide des fonctions auxiliaires fB,i et fΣ,i. Celles-
ci satisfont les équations différentielles (3.121) et (3.122) respectives écrites en fonction de la vitesse
moyenne V∗ donnée par l’équation (3.123). Ces fonctions périodiques satisfont également la condition
sur la surface de la sphère donnée par l’équation (3.131) et vérifient la condition de normalisation
(3.125). Dans la section suivante, nous allons résoudre ces équations dans la limite diluée pour obtenir
l’expression de la diffusivité effective dans cette limite.

IV-2 Limite diluée et relation avec le résultat en présence d’un potentiel

Dans ce paragraphe, nous étudions la dispersion de particules dans la limite diluée pour les vitesses
de dérive uB et uΣ nulles. Dans ce cas précis, les densités de probabilité stationnaires sont constantes
et vérifient donc les équations

λP st
Σ = kDBP

st
B , |Ω|P st

B + |Σ|P st
Σ = 1 (3.132)

en notant le volume de la cellule unitaire |Ω| et l’hypersurface de la sphère |Σ|. La fraction volumique en
dimension d est alors définie, en utilisant la relation entre l’hypersurface et le volume de l’hypersphère
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Figure 3.10 – Courbes bidimensionnelles de la fonction f(τ, ξ,∆)−f∗(∆) dont l’expression est donnée
par les équations (3.143) et (3.146) pour les valeurs ∆ = 0.5 (a), ∆ = 0.68 (b), ∆ = 102 (c) et
∆ = 104 (d). Les optimisations sont réalisées sur la ligne ξ∗ = kDB/λR tracée en pointillés, suivant
l’expression (3.145). Les courbes sont représentées ici en fonction des paramètres physiques λ et k
correspondant respectivement à l’inverse des temps de premiers passages tesc et t∗Σ pour quitter et
atteindre la surface Σ.

de rayon R, par ϕ = R|Σ|/d|Ω|. En introduisant le nombre sans dimension ξ = kDB/λR, ces densités
de probabilité satisfont

P st
B =

1

|Ω|(1 + 3ϕξ)
' 1

|Ω| , P st
Σ =

kDB

λ|Ω|(1 + 3ϕξ)
' kDB

λ|Ω| . (3.133)

La symétrie sphérique du problème dilué implique que les expressions des fonctions fα,i peuvent
s’écrire sous la forme [184]

fBi(x) =
xi
r
g(r), fΣi(x) =

xi
R
fΣ, (3.134)

avec fΣ une constante et g(r) une fonction dépendant uniquement de la coordonnée radiale r. La
diffusivité effective du problème est définie via

De =
1

d
TrD =

2

d
TrD. (3.135)

En posant ∆ = DΣ/DB le rapport entre les diffusivités dans le volume et sur la surface, l’équation
(3.118) donne l’expression de la diffusivité effective à l’ordre O(ϕ)

De

DB
= 1 + [(d− 1)∆− d] ξϕ+

ϕ|Ω|
R

[
g(R)−∆(d− 1)

fΣ

R

]
. (3.136)

Il ne reste plus qu’à calculer les valeurs de g(R) et fΣ. L’équation différentielle (3.121) des fB,i(x),
avec V ∗i = 0, se réécrit pour la fonction g(r),

g′′(r) +
d− 1

r
g′(r)− d− 1

r2
g(r) = 0. (3.137)

La solution générale de cette équation différentielle ordinaire est g(r) = Ar + Br1−d. La condition
de périodicité implique que la fonction g(r) s’annule loin de la sphère, en limite diluée, donnant la
valeur A = 0. La relation sur la surface de la sphère (3.131) en r = R devient alors indépendante de la
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constante B en remarquant la relation n · ∇xfB,i(x) = nig
′(R) et elle s’écrit finalement

d− 1

R
DBg(R) = −kDBg(R) + λfΣ −DBP

st
B (3.138)

Enfin, en utilisant la relation (3.88), l’équation différentielle (3.122) des fΣ,i(x) donne l’équation

− d− 1

R2
DΣfΣ − λfΣ + kDBg(R) = −d− 1

R
DΣP

st
Σ . (3.139)

En définissant les quantités sans dimensions ξ = kDB/λR et τ = 1/kR, le système à résoudre
s’écrit

[1 + (d− 1)τ ]g(R) =
1

ξ

fΣ

R
− Rτ

|Ω| (3.140)

[1 + (d− 1)ξτ∆]
fΣ

R
= ξg(R) + (d− 1)∆ξ2τ

R

|Ω| (3.141)

donnant l’expression de la diffusivité effective
De

DB
= 1− ϕf(τ, ξ,∆) (3.142)

avec la fonction f(τ, ξ,∆) vérifiant l’expression

f(τ, ξ,∆) =
d(d− 1)[(d− 1)τ + 1]∆ξ2 − (d− 1)[∆(d+ 1)− d−∆τ ]ξ + 1

(d− 1)[(d− 1)τ + 1]∆ξ + d− 1
. (3.143)

Pour la valeur ∆ = 1, le résultat (3.71) obtenu pour le puits de potentiel carré avec une barrière,
présenté dans le paragraphe III-2.b est retrouvé. Dans la limite k → ∞ (i. e. τ → 0), la surface de la
sphère est infiniment absorbante et le résultat (3.62) obtenu pour le puits de potentiel carré, présenté
dans le paragraphe III-2.a est bien vérifié. Dans la limite k = 0, la surface de la sphère est totalement
réfléchissante et le résultat du cœur dur présenté dans la section II est retrouvé.

À partir des relations entre les variables ξ et τ et les temps de premiers passages pour atteindre
et quitter la surface de la sphère, données par l’équation (3.78), les paramètres λ et k vérifient les
expressions

λ =
1

tesc
, et kDB =

R

t∗Σ
, (3.144)

consistantes avec leurs définitions correspondant respectivement aux taux de désorption et d’absorption
de la particule sur la surface de la sphère.

L’optimisation de la fonction f a lieu pour τ∗(∆) = 0 et

ξ∗(∆) = − 1

∆
+

√
d

(d− 1)∆
, (3.145)

donnant la valeur optimale f∗(∆) = f(ξ∗, τ∗,∆) en fonction de ∆,

f∗(∆) = −(d+ 1)− d

∆
+

2d2

√
d(d− 1)∆

. (3.146)

Cette fonction est décroissante avec le paramètre ∆. Pour ∆ < (d− 1)/d ≡ ∆c, la valeur de ξ∗(∆)
est négative, ce qui implique que la fonction f(τ, ξ,∆) n’ait pas de minimum local, soit f∗(∆ < ∆c) =
1/(d− 1). Pour ∆ > d/(d− 1), la fonction f∗(∆) devient négative ce qui implique que De > DB due
à une diffusion plus rapide sur la sphère. La meilleure optimisation est alors réalisée pour ∆� 1 pour
une valeur De/DB = 1 + (d+ 1)ϕ.

V Conclusion sur la dispersion dans un réseau périodique d’obstacles

Dans ce chapitre, nous avons donc étudié la dispersion de particules browniennes dans un réseau
périodique d’obstacles sphériques attractifs. En l’absence de potentiel attractif sur la surface de la
sphère, la dispersion des particules est décrite dans les limites diluées et encombrées par les expressions
respectives de la diffusivité (3.24) et (3.36). L’expression de la limite diluée est obtenue à partir des
travaux de Maxwell [117] et étonnamment valable pour une fraction volumique ϕ . 0.4. L’expression
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de la limite encombrée, que nous avons construite à partir de l’approximation de Fick-Jacobs et des
formules de Kubo développées par Guérin et Dean [47], est valable pour une fraction volumique ϕ &
0.68.

En présence d’un potentiel, le comportement observé par Putzel et al. [116] est retrouvé ici. La dis-
persion est maximale pour un potentiel attractif sur la surface des sphères. Des expressions analytiques
de la diffusivité effective ont été dérivées pour différents potentiels dans la limite diluée à partir des
formules de Kubo exactes. Nous avons alors remarqué qu’elles satisfont la même optimisation (3.71)
pour un potentiel concentré sur la surface des sphères avec une barrière de potentiel à franchir. Cette
optimisation a alors été réécrite en fonction des temps de premier passage pour atteindre t∗Σ et quitter
tesc la surface des sphères (3.78).

Enfin, nous avons montré l’analogie la diffusion de particules dans un potentiel attractif localisé
sur la surface et la diffusion médiée par cette surface. La même optimisation (3.143) de la dispersion a
été retrouvée pour un ratio entre les diffusivités dans le volume et sur la surface ∆ = DB/DΣ égal à 1.
Finalement, nous avons relié le taux d’absorption et de désorption avec les temps de premier passage
pour atteindre et quitter la surface des sphères via l’équation (3.144). Ce genre de phénomène où la
dispersion est augmentée lorsque la particule est piégée temporairement sur une surface, où la perte
de temps est normalement intuitive, est similaire à un effet récemment identifié portant sur des temps
de premier passage [193].



88 Chapitre 3. Dispersion dans un réseau périodique d’obstacles sphériques attractifs



89

Chapitre 4

Particules browniennes dans un piège optique
en présence de forces non conservatives

I Modélisation des particules browniennes dans un piège optique . . . . . . 91
I-1 Expressions du potentiel anharmonique et des forces de scattering . . . . . . . 91
I-2 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
I-3 Grandeurs physiques expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

II Développement perturbatif pour une force de scattering faible . . . . . . . 94
II-1 Expression générale pour une perturbation de l’équation de Fokker-Planck . . . 95
II-2 Cas de la dynamique brownienne suramortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
II-3 Cas de la dynamique brownienne sous-amortie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

III Expressions stationnaires exactes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
III-1 Expressions explicites dans le régime suramorti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
III-2 Généralisation au régime sous-amorti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

IV Densités spectrales de puissance pour des particules sous-amorties . . . . 115
IV-1 Densité spectrale de puissance Szz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
IV-2 Signature de la brisure de symétrie par renversement du temps . . . . . . . . . 118

V Conclusion sur les vortex browniens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

Fnc

z

x

y

Figure 4.1 – Particule brownienne dans un piège optique. La laser agit sur la particule en la confinant
grâce à un potentiel anharmonique. Une force scattering Fnc non conservative, provenant de la pression
de radiation appliquée par le laser, est également présente, créant des courants stationnaires appelés
vortex browniens.
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Dans ce chapitre, nous étudierons la dynamique stochastique de particules browniennes dans un
piège optique en présence d’une force non conservative créée par la pression de radiation du laser. Les
pièges et les pinces optiques développés par Ashkin dans les années 1970 et 1980 [120,121] permettent de
piéger ou de manipuler des objets de petites dimensions à l’aide d’un faisceau laser. Ces pièges optiques
ont été utilisés depuis dans de nombreux domaines pour manipuler notamment des cellules vivantes
[122] (virus, bactéries), des colloïdes [123–125], des nanoparticules [126–130] ou des atomes ultra-
froids [131]. Les pièges optiques ont également de nombreuses applications en biologie ou en physique.
En effet, ils ont permis la caractérisation de l’élasticité des brins d’ADN [132–137], la mesure de
l’intensité de petites forces [138–140] via le déplacement du centre du piège optique et le développement
de méthodes pour la détection des ondes gravitationnelles [141] ou de l’énergie noire [142]. Ils ont
également été utiles pour vérifier des résultats de la physique statistique hors-équilibre comme le
théorème de fluctuation-dissipation [143–146] ou de la mécanique quantique [147]. Dans ce cas, l’aspect
hors-équilibre est souvent obtenu en faisant bouger le centre du piège par l’opérateur.

Dans la plupart de ces études, le piège optique est essentiellement considéré comme harmonique.
Cependant, la portée du piège est évidemment finie et le potentiel décroît loin du centre du faisceau
laser. Celui-ci est donc généralement anharmonique, notamment pour des basses pressions où la fric-
tion est faible [148]. En plus de cette anharmonicité du potentiel, la pression de radiation du laser crée
une force non conservative dans la direction longitudinale, dont l’importance a été récemment mise en
évidence [139,148,149]. Il est donc intéressant de voir que le piège optique agit alors sur les particules
browniennes comme un système hors-équilibre, ne vérifiant pas la distribution de Boltzmann, même
lorsqu’il est statique (sans en bouger le centre). Cela conduit à la présence de courants stationnaires
non nuls, décrivant les vortex browniens dont l’existence a été montrée pour des particules brow-
niennes suramorties [150–154] à des températures et pressions ambiantes. L’expression de ces courants
stationnaires a été obtenue perturbativement pour une petite force non conservative [154], ainsi que
celle de la densité spectrale de puissance [153], toutes deux dans le régime suramorti.

Nous allons nous intéresser ici au régime sous-amorti en conservant le terme inertiel de l’équation
de Langevin. Ce régime non caractérisé jusqu’à présent, est atteint quand le coefficient de friction
devient faible, ce qui est réalisé dans la limite des faibles pressions. Dans de nombreuses expériences,
un refroidissement actif du centre du faisceau est nécessaire [139,149,194] et la connaissance des forces
créées par le laser pour toute pression est essentielle. De plus, beaucoup de travaux étudient des par-
ticules de plus en plus petites pour accéder à la limite quantique, ce qui nécessite la connaissance
de ces phénomènes aux faibles pressions. En parallèle des travaux expérimentaux réalisés au Labo-
ratoire Ondes et Matière d’Aquitaine par Yann Louyer et Yacine Amarouchene, nous avons calculé
l’expression des courants stationnaires dans le régime sous-amorti (dans la limite de faibles pressions)
pour décrire les vortex browniens ainsi que celle de la densité spectrale de puissance, deux grandeurs
expérimentalement accessibles.

Dans la section I, nous allons tout d’abord poser le problème qui sera étudié dans tout le chapitre à
partir d’une modélisation simplifiée du piège optique créé par le faisceau laser en présence d’une force
non conservative. La partie du piège dérivant d’un potentiel sera considéré comme harmonique, pour se
focaliser sur les effets de la force non conservative. L’accès aux simulations numériques y sera également
présentée. Puis dans la section II, nous allons calculer la densité de probabilité et les courants station-
naires perturbativement pour une force non conservative faible dans le régime sous-amorti. L’allure de
l’amplitude des courants (et donc des vortex browniens), ainsi que leur forme, sera obtenue en fonction
de l’amortissement. Nous remarquerons que la géométrie des rouleaux sera indépendante de l’amortis-
sement. Dans la section III, nous allons dériver l’expression exacte de la densité de probabilité et du
courant stationnaire dans le régime suramorti à partir d’une méthode basée sur le calcul d’intégrales
de chemin et de déterminants d’opérateurs. Cette expression exacte nous permettra d’obtenir l’ordre
suivant de la déviation à petite force non conservative. Une généralisation possible pour le régime sous-
amorti y sera également abordée. Enfin dans la section IV, nous allons calculer les expressions exactes
des densités spectrales de puissance en présence de la force non conservative. De plus, nous montrerons
par la brisure de la symétrie sous renversement du temps que la dynamique est bien hors-équilibre, et
est donc bien à l’origine des vortex browniens.
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I Modélisation des particules browniennes dans un piège optique

Dans cette section, nous allons détailler la modélisation des pièges optiques utilisée dans ce chapitre.
La dynamique des particules browniennes dans un piège optique est décrite par l’équation de Langevin
pour la position x(t) (en dimension 3) telle que

m
d2x

dt2
(t) = −γ dx

dt
(t) + F(x) +

√
2kBTγξ(t), (4.1)

où m est la masse de la particule, γ le coefficient de friction, F(x) la force générée par le piège optique,
T la température et ξ un bruit blanc gaussien vérifiant ξi(t)ξj(t′) = δijδ(t − t′), où · représente la
moyenne d’ensemble. Le régime sous-amorti (m 6= 0) peut être atteint pour un piège appliqué en phase
gazeuse et pour une pression faible, impliquant un coefficient de friction faible. Dans un premier temps,
nous allons montrer l’origine physique de la force F(x) à partir des propriétés du laser dans la section
I-1, puis dans un second temps nous discuterons des analyses numériques et résultats expérimentaux
respectivement dans les sections I-2 et I-3.

I-1 Expressions du potentiel anharmonique et des forces de scattering

Dans ce paragraphe, nous allons expliciter le modèle du piège optique démontré et utilisé par
Gieseler et al. [148] et Yevick et al. [45], donnant l’accès à l’expression du potentiel et de la force non
conservative qui seront utilisés dans ce chapitre. Nous allons reproduire ici les principales étapes de
cette démonstration, pour donner une idée de l’origine physique des forces créées par le laser. Tout
d’abord, le champ électrique produit par le laser est approximé par l’expression standard du faisceau
gaussien (ici avec anisotropie), une solution particulière de l’équation de propagation de Helmholtz
(∇2 + k2)E(x) = 0 dans le cadre de l’approximation paraxiale (si la particule reste proche de l’axe
optique), s’écrivant

E(x) =
E0√
1 + z2

z2
0

exp

[
− x2

w2
x(z)

− y2

w2
y(z)

+ iφ(x)

]
ex. (4.2)

Le champ électrique est alors polarisé linéairement dans la direction ex. Les largeurs de faisceau en
α = x, y sont des fonctions de la coordonnée z

wα(z) = wα

√
1 +

z2

z2
0

, (4.3)

et la phase est donnée par

φ(x) = kz − arctan

(
z

z0

)
+
k

2

z(x2 + y2)

z2 + z0
, (4.4)

où k = 2π/λ est le nombre d’onde (λ est la longueur d’onde du laser). Le paramètre z0 est appelé
portée de Rayleigh et est défini par z0 = πw2

z/λ = kw2
z/2. Ce champ électrique, créé par le laser, induit

un moment dipolaire sur la particule brownienne située à la position r tel que

p(x, t) =

∫ ∞

−∞
dt′ α(t− t′)E(x, t) (4.5)

avec la polarisabilité complexe (dans l’espace de Fourier) α̂(ω) = α′(ω) + iα′′(ω) dont α′ et α′′ sont
respectivement la partie réelle (dispersive) et imaginaire (dissipative). En supposant que la particule
est sphérique de rayon Rp, plus petit que la longueur d’onde du laser λ (kRp < 1), cette polarisabilité
est donnée approximativement par [195,196]

α̂(k) = α0

[
1− ik

3α0

6πε0

]−1

, (4.6)

avec k = ω/c par la relation de dispersion dans le vide. α0 représente la polarisabilité de Clausius-
Mossoti à fréquence nulle donnée par la relation

α0 = 4πε0R
3
p

ε− 1

ε+ 2
, (4.7)
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où ε0 est la permittivité du vide tandis que ε est la permittivité diélectrique relative de la particule.
La force créée par le laser et agissant sur les particules browniennes est alors donnée par la force

de Lorentz dont l’expression est

F = (p · ∇)E +
dp

dt
×B. (4.8)

Le champ magnétique B est déduit du champ électrique par les équations de Maxwell et la force
satisfait alors l’expression

F(x) =
1

4
α′∇I(x) +

1

2
α′′I(x)∇φ(x), (4.9)

où I(x) = |E(x)|2 est l’intensité du champ électrique. Le premier terme est conservatif et donne
l’expression du potentiel V (x) responsable du piégeage des particules

Fgrad(x) = −∇V (x) =
1

4
α′∇I(x), (4.10)

tandis que le second terme est non conservatif et contribue à la pression de radiation du laser sous la
forme d’une force de scattering [150,197]

Fscat(x) =
1

2
α′′I(x)∇φ(x). (4.11)

En considérant la particule près du centre du piège, nous pouvons développer la force pour un
petit paramètre z/z0 � 1. L’ordre le plus bas en perturbation de l’expression (4.2) donne un potentiel
harmonique

Vharm(x) = κx
x2

2
+ κy

y2

2
+ κz

z2

2
(4.12)

avec les raideurs κx = α′E2
0/w

2
x, κy = α′E2

0/w
2
y et κz = α′E2

0/2z
2
0 . En prenant compte l’ordre suivant,

nous obtenons les premières anharmonicités du piège optique sous la forme

Fgrad(x) = −κxx
(

1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
ex − κyy

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
ey

−κzz
(

1− 4x2

w2
x

− 4y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
ez. (4.13)

Un résumé des expression de la densité spectrale de puissance, obtenues dans la littérature en présence
de cette force uniquement, est présenté dans l’annexe G.

La force de scattering est donnée, quant à elle, par l’expression

Fscat(x) =
α′′

α′
κz

{
kxzex + kyzey +

[
z0(z0k − 1)−

(
2z0(z0k − 1)

w2
x

− k

2

)
x2

−
(

2z0(z0k − 1)

w2
y

− k

2

)
y2 −

(
k − 2

z0

)
z2

]
ez

}
, (4.14)

se décomposant naturellement en deux parties Fscat(x) = Fscat,1(x) + Fscat,2(x) suivant l’ordre de
perturbation en z � z0 avec

Fscat,1(x) =
α′′

α′
κzz0(z0k − 1)

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

)
ez = εκx

wx√
2

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

)
ez, (4.15)

Fscat,2(x) =
α′′

α′
kκz

(
xzex + yzey − z2ez

)
= ε′κx

√
2

wx

(
xzex + yzey − z2ez

)
. (4.16)

Ces deux forces ont été réécrites en définissant les petits paramètres ε et ε′ tels que

ε =
α′′

α′
wx√
2z0

(z0k − 1), ε′ =
α′′

α′
z0k

(
wx√
2z0

)3

. (4.17)

Ces paramètres dépendent du nombre d’onde k, de la longueur de faisceau wx et de la portée de
Rayleigh z0. Nous avons choisi de considérer les forces de scattering proportionnelles à κx pour être
consistant avec l’approche de Moyes et al. [154], impliquant une expression non symétrique en x et y.

La force de scattering Fscat,2(x) dont l’expression est donnée par l’équation (4.16), se réécrit en
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supposant l’isotropie dans les directions x et y, en notant a = wx/
√

2 = wy/
√

2 comme

Fscat,2(x) = −∇U(x) +
ε′

2ε
Fscat,1(x), (4.18)

en définissant le potentiel U(x) tel que

U(x) = −ε
′κ

a

[
(x2 + y2)z

2
− z3

3

]
− ε′κaz

2
. (4.19)

Ce potentiel ne contribue évidemment pas pour l’expression des courants stationnaires et change la
distribution de Boltzmann en s’ajoutant au potentiel V (x). Cela implique que les courants associés à la
force non conservative Fscat,2(x) sont identiques à ceux associés à la force non conservative Fscat,1(x)
avec une amplitude relative égale à ε′/2ε. Nous omettrons donc dans la suite les effets de la force
non conservative Fscat,2(x), qui peuvent être facilement décrits en fonction de ceux de Fscat,1(x). Nous
omettrons également, dans cette étude analytique, les effets anharmoniques du potentiel V (x) en ne
considérant que sa partie harmonique via le potentiel Vharm(x).

L’équation de Langevin sous-amortie (4.1) se réécrit alors pour la force créée par le laser, sous une
forme simplifiée, F(x) = −∇Vharm(x) + Fscat,1(x) vérifiant les expressions (4.12) et (4.15)

mẍ+ γẋ+ κxx =
√

2γkBTξx, (4.20)

mÿ + γẏ + κyy =
√

2γkBTξy, (4.21)

mz̈ + γż + κzz = εκx
wx√

2

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

)
+
√

2γkBTξz. (4.22)

Il s’agit du modèle minimal avec une force non conservative pour étudier la dynamique de particules
browniennes dans un piège optique. Ces équations de Langevin constituent notre point de départ pour
l’étude de la dynamique de particules browniennes dans un piège optique pour de faibles pressions.

I-2 Simulations numériques

Pour réaliser les simulations numériques, nous intégrons les équations de Langevin (4.20-4.22)
adimensionnées par la longueur a ≡ wx/

√
2 et la pulsation ω0 ≡

√
κx/m. Les coordonnées X = x/a,

Y = y/a et Z = z/a satisfont alors les équations

Ẍ +Q−1Ẋ + X =
√

2Q−1
σ

a
ξX (4.23)

Ÿ +Q−1Ẏ + ηyY =
√

2Q−1
σ

a
ξY (4.24)

Z̈ +Q−1Ż + ηzZ = ε
(
1− x2 − ηyy2

)
+
√

2Q−1
σ

a
ξZ , (4.25)

où Q ≡ mω0/γ est le facteur de qualité, σ2 ≡ kBT/κx caractérisant le bruit thermique et ηy ≡
κy/κx = w2

x/w
2
y et ηz ≡ κz/κx = w2

x/2z
2
0 les ratios des raideurs en y et z par rapport à celle en x. Le

facteur de qualité est le paramètre le plus important car il dépend de la pression P via le coefficient
de frottement γ, impliquant des dynamiques suramorties pour Q � 1 ou sous-amorties pour Q � 1.
Nous considérerons des facteurs de qualité entre 10−1 et 103.

L’intégration numérique de ces équation est réalisée en utilisant l’algorithme développé par Sivak
et al. [157] en temps discret, pour un processus dans l’espace des phases. Il permet d’obtenir des
trajectoires correctes pour des pas de temps pas trop petits, permettant d’assurer tout de même la
convergence de l’intégration numérique, de l’ordre de 10−2 environ.

I-3 Grandeurs physiques expérimentales

Dans ce paragraphe, nous allons donner les valeurs des paramètres obtenus expérimentalement.
Pour commencer, une relation semi-phénoménologique entre le coefficient de friction dans un fluide et
la pression est donnée par [128,155,156]

γ = 6πηatmRp
0.619

0.619 +Kn
(1 + cK) (4.26)
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où Rp est le rayon de la particule et ηatm la viscosité dynamique de l’air à la pression atmosphérique
Patm. Kn représente le nombre de Knudsen, relié au libre parcours moyen λmfp = (68nm)Patm/P
inversement proportionnel à la pression P , par la relation Kn = λmfp/Rp. Enfin, le coefficient cK est
relié au nombre de Knudsen via la relation

cK =
0.31Kn

0.785 + 1.152Kn+Kn2
. (4.27)

Dans la limite de petit Knudsen, soit quand le libre parcours moyen est petit devant le rayon des
particules, le milieu est totalement continu et l’expression (4.26) satisfait la relation de Stokes γ =
6πηatmRp. Dans la limite de grand Knudsen, le coefficient de friction est proportionnel à la pression
via la relation

γ = 6πηatmR
2
p

0.619

68nm

P

Patm
. (4.28)

Ainsi, la limite des basses pressions est aussi celle des faibles frictions, permettant expérimentalement
l’accès au régime sous-amorti.

Dans les expériences réalisées en parallèle de cette étude analytique, la nanoparticule piégée est faite
de silice fondue considérée sphérique avec un rayon Rp = 69nm et une masse volumique ρ = 2200kg/m3.
Le laser utilisé est caractérisé par sa longueur d’onde λ = 1064nm et sa puissance PW = 424mW.
L’approximation du régime de Rayleigh Rp � λ faite précédemment pour considérer un dipôle ponctuel
est donc pertinente. Les paramètres du piège optique sont alors donnés par les longueurs de faisceau
wx = 0.814µm et wy = 0.920µm et la portée de Rayleigh z0 = 2.112µm. Les expériences sont réalisées
à température ambiante T = 300K et pour des pressions comprises entre 10−2mbar et 10mbar.

Les paramètres physiques du modèle ont donc pour valeur σ/a = 0.056, ε = 0.038, ε′ = 0.003,
ηy = 0.783 et ηz = 0.074. Nous voyons alors que ηy ' 1 permettant de supposer, approximativement,
une isotropie dans les directions x et y. De plus, nous remarquons que ε′ � ε, justifiant l’omission
de la force Fscat,2(x). Pour donner un ordre d’idée, le facteur de qualité est égal à Q = 23 pour une
pression P = 10mbar et le régime sous-amorti est donc atteint pour les pressions étudiées. En effet, le
facteur de qualité Q est inversement proportionnel à la pression P , dans la limite des basses pressions,
à partir de la relation (4.28).

II Développement perturbatif pour une force de scattering faible

Dans cette section, nous allons dériver les expressions de la densité de probabilité et des courants
stationnaires avec une analyse perturbative pour ε � 1. Nous considérons ici que les longueurs de
faisceau wx et wy sont identiques, impliquant une isotropie dans les directions x et y et des raideurs κx
et κy égales (notées κ dans la suite). Définissons maintenant η = ηz comme le ratio entre les raideurs
κz et κx strictement inférieur à 1 pour un faisceau gaussien. Les équations de Langevin (4.20-4.22) se
réécrivent alors sous la forme

mẍ(t) + γẋ(t) + κx(t) =
√

2γkBTξx(t), (4.29)

mÿ(t) + γẏ(t) + κy(t) =
√

2γkBTξy(t), (4.30)

mz̈(t) + γż(t) + ηκz(t) = εκa

(
1− x(t)2 + y(t)2

a2

)
+
√

2γkBTξz(t), (4.31)

où la longueur a est définie par a ≡ wx/
√

2.
Nous allons regarder ici la perturbation générée par la force de scattering non conservative sur

la distribution de Boltzmann dérivée du potentiel harmonique Vharm(x). Pour cela, nous calculerons
l’expression de la densité de probabilité et des courants stationnaires induits par cette force non conser-
vative. L’expression du courant dérivée dans le régime suramorti par Moyes et al. [154] sera vérifiée
en présence de la même force de scattering. Nous comparerons nos résultats valables pour tout régime
d’amortissement à ces derniers.

Tout d’abord, nous allons dériver un formalisme dans le paragraphe II-1 donnant l’expression de
la déviation à la distribution de Boltzmann par une formule de Kubo. Puis dans les paragraphes II-2
et II-3, nous appliquerons ce formalisme respectivement dans les régimes suramorti et sous-amorti,
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permettant d’obtenir l’expression de la densité de probabilité et des courants stationnaires à l’ordre
O(ε) de la perturbation.

II-1 Expression générale pour une perturbation de l’équation de Fokker-Planck

Dans ce paragraphe, nous présentons un formalisme général donnant l’expression de la déviation à
une densité de probabilité stationnaire (une distribution de Boltzmann) lorsque l’opérateur de transport
est perturbé. Cette expression sera écrite sous la forme d’une intégrale temporelle similaire à une
formule de Kubo. La densité de probabilité p(y; t) vérifie, dans l’espace des phases y = (x,v), l’équation
de Fokker-Planck pouvant être associée aux équations de Langevin (4.29-4.31)

∂p

∂t
(y; t) = −Hp(y; t). (4.32)

L’opérateur de Fokker-Planck H est décomposé sous la forme H = H0 + ∆H correspondant au dé-
veloppement autour de l’état d’équilibre avec la partie non perturbée H0 et la partie perturbée ∆H
d’ordre O(ε). La distribution de Boltzmann, notée P0(y) dans la suite, satisfait l’équation non per-
turbée H0P0(y) = 0. Nous cherchons alors la densité de probabilité stationnaire au premier ordre en
perturbation s’écrivant sous la forme Ps(y) = P0(y) + ∆P0(y) où ∆P0(y) vérifie l’équation

H0∆P0(y) = −∆HP0(y). (4.33)

La solution de cette équation s’écrit formellement à l’aide de la pseudo-fonction de Green [98] G0(y|y′)
de l’opérateur H0 telle que

∆P0(y) = −
∫
dy′G0(y|y′)∆HP0(y′). (4.34)

La pseudo-fonction de Green est égale à

G0(y|y′) =

∫ ∞

0
dt
[
p0(y, t|y′)− P0(y)

]
, (4.35)

en fonction de la densité de probabilité p0(y, t|y′) d’être à la coordonnée y de l’espace des phases à
l’instant t en partant initialement de la coordonnée y′. La solution ∆P0(y) est alors donnée par

∆P0(y) = −
∫ ∞

0
dt

∫
dy′
[
p0(y, t|y′)− P0(y)

]
∆HP0(y′). (4.36)

La relation de Bayes sous renversement du temps donne l’égalité

p0(y, t|y′)P0(y′) = p0(y′∗, t|y∗)P0(y∗), (4.37)

où y∗ = (x,−v) représentent les coordonnées de l’espace des phases sous le renversement du temps. À
t = 0, remarquons la relation P0(y∗) = P0(y). Nous obtenons alors

∆P0(y) = −P0(y)

∫ ∞

0
dt

∫
dy′[p0(y′∗, t|y∗)− P0(y′)]

∆HP0(y′)

P0(y′)
(4.38)

= −P0(y)

∫ ∞

0
dt

∫
dy′[p0(y′, t|y∗)− P0(y′)]

∆HP0(y′∗)

P0(y′∗)
(4.39)

où le changement de variable y→ y∗ a été effectué pour trouver la seconde expression, en utilisant la
relation y∗∗ = y.

Notons 〈f(yt)〉y la moyenne stochastique de toute fonction f(yt) au temps t, sachant que y0 = y
par rapport à la densité de probabilité p0(y′, t|y)

〈f(yt)〉y =

∫
dy′p0(y′, t|y)f(y′) (4.40)

et 〈f(y)〉0 la moyenne stochastique de toute fonction f(y) par rapport à la densité de probabilité
stationnaire P0(y)

〈f(y)〉0 =

∫
dy′P0(y′)f(y′). (4.41)

Nous obtenons alors

∆P0(y)

P0(y)
= −

∫ ∞

0
dt

[〈
∆HP0(y∗t )

P0(y∗t )

〉

y∗
−
〈

∆HP0(y∗)

P0(y∗)

〉

0

]
. (4.42)
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Nous avons donc montré que la perturbation de la distribution de Boltzmann est donnée par une
formule de Kubo [30] dans l’espace des phases de coordonnée y = (x,v). Ce résultat est valable pour
tout opérateur de Fokker-Planck H présentant une perturbation ∆H. Nous allons appliquer ce résultat
dans les sections suivantes pour les dynamiques browniennes suramortie et sous-amortie pour dériver
l’expression de la densité de probabilité stationnaire à l’ordre O(ε).

II-2 Cas de la dynamique brownienne suramortie

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le cas particulier du régime suramorti où le terme inertiel
mẍ est négligé. Nous allons appliquer le formalisme développé précédemment pour vérifier la solution
perturbative calculée en 2015 par Moyses et al. [154] dans le régime suramorti. Le processus stochastique
est caractérisé ici uniquement par la position x de la particule, impliquant que les coordonnées de
l’espace des phases s’écrivent y = x. L’opérateur de Fokker-Planck non perturbé H0 est défini par
l’équation

H0p(x; t) = −D0∇ · [∇p(x; t) + β∇V (x)p(x; t)] , (4.43)

décrivant une particule avec une diffusivité microscopique D0 dans un potentiel V (x) à la température
β−1. Son état stationnaire est donnée par la distribution de Gibbs-Boltzmann

P0(x) =
1

Z
exp (−βV (x)) , (4.44)

normalisée par la constante Z. La perturbation créé par une petite force Fp(x) est donnée par la
relation

∆HP (x, t) = D0∇ · [βFp(x)p(x; t)] , (4.45)

impliquant alors la relation
∆HP0(x)

P0(x)
= −β2D0∇V (x) · Fp(x) + βD0∇ · Fp(x). (4.46)

La formule de Kubo (4.42) s’écrit alors, en remarquant la relation x∗ = x, sous la forme
∆P0(x)

P0(x)
= βD0

∫ ∞

0
dt [〈β∇V (xt) · Fp(xt)−∇ · Fp(xt)〉x − 〈β∇V (x) · Fp(x)−∇ · Fp(x)〉0] . (4.47)

La force perturbative Fp peut être décomposée en partie conservative et non-conservative via la
transformation de Helmholtz, sous la forme Fp = −∇U + ∇ × A = −∇U + Fnc où le potentiel U
est choisi de telle sorte que ∇ · Fnc = 0. En ne considérant que la partie potentielle, la probabilité
stationnaire vérifie forcément la distribution de Boltzmann avec un potentiel V + U , tel que

Ps(x) =
exp (−βV (x)− βU(x))∫
dx exp (−βV (x)− βU(x))

' P0(x) (1− βU(x) + β〈U(X)〉0) , (4.48)

au premier ordre de la perturbation U � V . Cette relation peut être obtenue à partir de la formule de
Kubo (4.47). Pour une fonction U quelconque, le résultat du calcul stochastique d’Itō [198] peut être
utilisé pour écrire l’équation

〈
dU(xt)

dt

〉
= −D0β 〈∇V (xt) · ∇U(xt)〉+D0

〈
∇2U(xt)

〉
. (4.49)

En utilisant la relation F = −∇U dans l’équation (4.47), nous obtenons
∆P0(x)

P0(x)
= β

∫ ∞

0
dt

[〈
dU(xt)

dt

〉

x

−
〈
dU(x)

dt

〉

0

]
. (4.50)

Le second terme de l’intégrale est évidemment nul car la moyenne stationnaire 〈U(X)〉0 ne dépend pas
du temps. Le premier terme est intégré en remarquant les égalités 〈U(x∞)〉x = 〈U(x)〉0 dans le régime
stationnaire et 〈U(x0)〉x = U(x) par la condition initiale. La déviation de la densité de probabilité
s’écrit alors

∆P0(x)

P0(x)
= −βU(x) + β〈U(x)〉0, (4.51)

en accord avec l’équation (4.48).
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En considérant maintenant la partie non conservative de la force Fnc(x), l’équation (4.47) se réécrit
∆P0(x)

P0(x)
= −βU(x) + β〈U(x)〉0 + β2D0

∫ ∞

0
dt [〈∇V (xt) · Fnc(xt)〉x − 〈∇V (x) · Fnc(x)〉0] , (4.52)

où la relation ∇ ·Fnc = 0 a été utilisée. La modification de l’état stationnaire est donc reliée au travail
de la force non conservative dans la direction du potentiel V (x).

Nous allons maintenant utiliser l’expression de V (x) = Vharm(x) et Fp(x) = Fscat,1(x) données
respectivement par le potentiel harmonique (4.12) et la force de scattering (4.15), se réécrivant en
supposant l’isotropie dans les diections x et y sous la forme

V (x) =
κ

2
(x2 + y2 + ηz2), Fp(x) = εκa

(
1− x2 + y2

a2

)
ez. (4.53)

En utilisant la décomposition en parties conservative et non conservative de la force de scattering, nous
obtenons les expressions du potentiel U(x) et de la force non conservative Fnc(x) tels que

U(x) = −εκaz, Fnc(x) = −εκ
a

(x2 + y2)ez, (4.54)

impliquant la relation

∇V (x) · Fnc(x) = −εκ
2η

a
z(x2 + y2). (4.55)

Le calcul des moyennes stochastiques de cette quantité nécessite la connaissance de l’évolution tem-
porelle de la position xt. Chaque coordonnée vérifie alors une équation de Langevin (non perturbée)
correspondant à un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. La fonction de corrélation de ce processus est
bien connue (voir annexe E). En fixant la position initiale, égale à x = (x, y, z), nous pouvons obtenir
les relations où λ = βκD0

〈∇V (x) · Fnc(x)〉x = −εκ
2η

a
z

[(
x2 + y2 − 2

βκ

)
exp(−(η + 2)λt) +

2

βκ
exp(−ηλt)

]
, (4.56)

〈∇V (x) · Fnc(x)〉0 = 0. (4.57)

En remarquant que 〈U(x)〉0 = 0, nous obtenons alors la déviation à la distribution de Gibbs-Boltzmann
∆P0(x)

P0(x)
=
εβκz

a

[
a2 − 2

βκ
+

η

η + 2

(
2

βκ
− x2 − y2

)]
. (4.58)

Ce résultat est consistant avec le résultat de Moyses et al. [154] obtenu pour le même potentiel har-
monique et la même force non conservative considérée comme une perturbation. Ce résultat peut
cependant être démontré plus rapidement pour une distribution P0(x) gaussienne, impliquant une dé-
viation polynomiale pour une force perturbative polynomiale. En supposant la forme de la déviation,
cohérente avec la formule de Kubo (4.42), telle que

∆P0(x) = P0(x)K(x), (4.59)

l’équation (4.33) se réécrit pour K(x) comme

∇2K(x)− β∇V (x) · ∇K(x) = β∇ · Fp(x)− β2∇V (x) · Fp(x). (4.60)

Pour le potentiel et la force définis par l’équation (4.53), nous obtenons l’équation

∂2K

∂x2
+
∂2K

∂y2
+
∂2K

∂z2
− βκx∂K

∂x
− βκy∂K

∂y
− βκηz∂K

∂z
= −εβ2κ2aηz

(
1− x2 + y2

a2

)
, (4.61)

dont une solution polynomiale peut être trouvée sous la forme, respectant la symétrie dans le plan
(x, y), suivante

K(x) = z
[
A+B(x2 + y2)

]
. (4.62)

Les constantes A et B sont déterminées par identification des coefficients du polynôme obtenu après
injection de la solution dans l’équation (4.61),

A =
ε

(η + 2)a

[
−4 + βκa2(η + 2)

]
, (4.63)

B = − εβκη

(η + 2)a
, (4.64)
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en accord avec l’expression (4.58) obtenue précédemment et donc avec le résultat obtenu dans [154].
Nous avons obtenu une expression analytique pour la déviation à la distribution de Gibbs-Boltzmann

dans le régime suramorti, satisfaisant l’expression (4.58) et en accord avec celui obtenu par Moyses
et al. [154]. Nous allons maintenant appliquer le même raisonnement pour obtenir cette déviation
dans le régime sous-amorti où les termes inertiels sont présents (m 6= 0), permettant de décrire l’état
stationnaire pour une pression faible.

II-3 Cas de la dynamique brownienne sous-amortie

Dans ce paragraphe, nous traitons le cas général de la dynamique de particules browniennes avec un
amortissement quelconque, où le terme inertiel n’est plus négligé. Nous allons appliquer le formalisme
développé précédemment au régime sous-amorti décrit par les coordonnées dans l’espace des phases
y = (x,v) pour la position x et la vitesse v des particules. Dans un premier temps, nous allons
calculer l’expression de la densité de probabilité stationnaire ∆P0(x,v) dans le paragraphe II-3.a à
l’aide de notre formalisme. Puis dans le paragraphe II-3.b, nous en déduirons l’expression des densités
de probabilité stationnaires marginales en positions ∆P0(x) et en vitesses ∆P0(v). Ensuite dans le
paragraphe II-3.c, nous calculerons l’expression des courants stationnaires en positions Jx(x) et en
vitesses Jv(v). Dans le paragraphe II-3.d, nous allons détailler l’obtention de ces courants stationnaires
par des méthodes numériques. Enfin dans le paragraphe II-3.e, nous dériverons une expression de
la circulation en fonction de l’amortissement, permettant de caractériser l’amplitude du courant en
positions.

II-3.a Déviation de la densité de probabilité stationnaire

Dans ce paragraphe, nous allons dériver une expression de la déviation à la distribution de Maxwell-
Boltzmann ∆P0(x,v) en appliquant le formalisme développé dans le paragraphe II-1. Dans le régime
sous-amorti, l’opérateur de Fokker-Planck s’écrit

H0p(x,v; t) = −∇v ·
[
kBTγ

m2
∇vp(x,v; t) +

γv +∇V (x)

m
p(x,v; t)

]
+∇x · [vp(x,v; t)] , (4.65)

équivalente aux équations de Langevin (4.29-4.31) non perturbée pour ε = 0. La distribution de
Maxwell-Boltzmann est alors donnée par l’expression

P0(x,v) =
1

Z
exp

[
−1

2
βmv2 − βV (x)

]
(4.66)

où Z est une constante normalisant la distribution. La perturbation de l’opérateur de Fokker-Planck
par une petite force Fp(x) est donnée par

∆Hp(x,v; t) =
1

m
Fp(x) · ∇vp(x,v; t), (4.67)

impliquant alors la relation
∆HP0(x,v)

P0(x,v)
= −βv · Fp(x). (4.68)

La déviation à la distribution de Maxwell-Boltzmann est alors obtenue en remplaçant la relation
précédente dans la formule de Kubo (4.42)

∆P0(x,v)

P0(x,v)
= −β

∫ ∞

0
dt [〈vt · Fp(xt)〉x,−v − 〈v · Fp(x)〉0] = −βW (x,−v) + βW0, (4.69)

où la relation v∗ = −v a été utilisée.W (x,v) représente le travail de la force non conservative pour une
position x et une vitesse v initiales tandis queW0 représente le travail total de la force non conservative
pour une position et vitesse initiales distribuées avec la distribution de Maxwell-Boltzmann P0(x,v),
tous deux obtenus après un temps t→∞.

Quand la force Fp(x) est conservative et dérive d’un potentiel U(x), le résultat (4.51) du régime sur-
amorti est retrouvé en utilisant la relation v = dx/dt. Il correspond à la modification de la distribution
de Maxwell-Boltzmann par une perturbation du potentiel V (x) + U(x).
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Nous allons maintenant considérer une solution de l’équation (4.69) sous la forme

∆P0(x,v) = P0(x,v)K(x,v). (4.70)

L’équation (4.33) se réécrit alors pour la fonction K(x,v) telle que
kBTγ

m2
∇2

vK(x,v)− γ

m
v · ∇vK(x,v)−v · ∇xK(x,v) +

1

m
∇xV (x) · ∇vK(x,v) = −v · βFp(x). (4.71)

Nous cherchons une solution polynomiale suggérée par l’expression (4.69) lorsque les densités de pro-
babilités sont gaussiennes. La forme du polynôme est donnée par 〈vt · Fp(xt)〉x,−v, avec

v · Fp(x) = εκavz

(
1− x2 + y2

a2

)
, (4.72)

satisfaisant l’isotropie dans les directions x et y. La solution de l’équation (4.71) peut donc s’écrire
sous la forme

K(x,v) = z
[
A+B(x2 + y2) + C(xvx + yvy) +D(v2

x + v2
y)
]

+ vz
[
E + F (x2 + y2) +G(xvx + yvy) +H(v2

x + v2
y)
]
. (4.73)

Après la résolution d’un système linéaire à 8 équations (avec Mathematica), les constantes A à H
sont déterminées par les expressions

A = εβκa− 8εγ2

a

(8− 5η)κm+ 6γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.74)

B = −εηβκ
a

(η − 4)(η − 2)(κm)2 + 4(2η + 1)γ2κm+ 12γ4

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.75)

C =
4εηβγκm

a

(η + 2)κm+ 6γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.76)

D = −2εηβκm2

a

(4− η)κm+ 6γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.77)

E =
8εγm

a

(4− η)κm+ 6γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.78)

F = −4εβγκm

a

(η + 2)κm+ 6γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
(4.79)

G = −2εβκm2

a

η(η − 4)κm+ 6(η − 2)γ2

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
, (4.80)

H =
8εβγκm3

a

η − 1

[ηκm+ 2γ2][(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]
. (4.81)

Nous donc réussi à obtenir la déviation à la distribution de Maxwell-Boltzmann dans l’espace des
phases (x,v), avec l’expression de ces constantes. Pour obtenir des expressions plus explicites, nous
allons regarder l’expression des densités de probabilité marginales de la position x et de la vitesse v.

Pour améliorer la lecture des résultats dans la suite, nous introduisons ici la fréquence d’oscillation
ω0 du piège harmonique par la relation ω2

0 = κ/m ainsi que le taux d’amortissement Γ défini comme
Γ = γ/m. Nous pouvons alors considérer le facteur de qualité Q défini par le ratio Q = ω0/Γ qui
quantifie l’amortissement du système. Les grands facteurs de qualité Q � 1 correspondent au régime
sous-amorti tandis que les petits facteurs de qualité Q� 1 caractérisent le régime suramorti.

II-3.b Densités de probabilité stationnaires marginales

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer l’expression des densités de probabilité stationnaires
marginales en positions et en vitesses. La densité de probabilité marginale pour la position x est donnée
par la relation

∆P0(x) =

∫
dvK(x,v)P0(x,v). (4.82)
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À partir des équations (4.66) et (4.73), nous obtenons la relation
∆P0(x)

P0(x)
= z

[
A+B(x2 + y2) +

2D

βm

]
. (4.83)

En utilisant les expressions (4.74), (4.75) et (4.77) respectives des constantes A, B et D, cette dernière
équation se réécrit

∆P0(x)

P0(x)
=
εβκz

a

[
a2 − 2

βκ
+ η

(η − 4)(η − 2)Q4 + 4(2η + 1)Q2 + 12

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]

(
2

βκ
− x2 − y2

)]
. (4.84)

Dans la limite sous-amortie Q� 1, nous trouvons
∆P0(x)

P0(x)
=
εβκz

a

[
a2 − 2

βκ
+
η − 2

η − 4

(
2

βκ
− x2 − y2

)]
(4.85)

tandis que dans la limite suramortie, Q� 1, nous retrouvons le résultat de [154] et l’expression (4.58).
En utilisant l’expression (4.84), nous pouvons obtenir les moments de la position de la particule. La
moyenne de la hauteur verticale est donnée par

〈z〉 =
εa

η

(
1− 2

βκa2

)
, (4.86)

montrant que la particule est piégée, en remarquant que la vitesse moyenne selon l’axe vertical est
nulle 〈vz〉 = 0. Ce résultat est indépendant du coefficient d’amortissement γ, et ne dépend que de la
force de piégeage optique.

La densité de probabilité marginale pour la vitesse v est définie par l’expression

∆P0(v) =

∫
dxK(x,v)P0(x,v). (4.87)

En utilisant les équations (4.66) et (4.73), nous obtenons
∆P0(v)

P0(v)
= vzH

(
v2
x + v2

y −
2

βm

)
, (4.88)

où la définition de la distribution des vitesses a été utilisée

P0(v) =

(
βm

2π

) 3
2

exp(−βmv2

2
). (4.89)

L’expression (4.81) de la constante H donne

∆P0(v)

P0(v)
=

8εβmvz
aω0

Q3(η − 1)

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]

(
v2
x + v2

y −
2

βm

)
. (4.90)

Les valeurs des moments de vx, vy et vz ne changent pas au premier ordre de perturbation. Nous
pouvons notamment remarquer que ∆P0(v) s’annule dans les deux limites Q � 1 et Q � 1 des
régimes suramorti et sous-amorti.

II-3.c Courants stationnaires en positions et en vitesses

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer l’expression des courants stationnaires pour tout régime
d’amortissement. Le courant stationnaire a été calculée uniquement pour une particule brownienne
suramortie par Moyses et al. [154], à partir de l’expression de la densité de probabilité (4.58). Ici, nous
pouvons avoir accès aux courants en positions et en vitesses notés respectivement Jx(x,v) et Jv(x,v),
à partir de l’opérateur de Fokker-Planck (4.65) et (4.68), via la loi de conservation

∂P (x,v, t)

∂t
= −HP (x,v, t) = −∇x · Jx(x,v, t)−∇v · Jv(x,v, t). (4.91)

Les expressions de ces courants dans l’état stationnaire sont alors données dans l’espace des phases par

Jx(x,v) = vPs(x,v) (4.92)

Jv(x,v) = −kBTγ
m2

∇vPs(x,v)− γ

m
vPs(x,v)− 1

m
∇V (x)Ps(x,v) +

1

m
Fp(x)Ps(x,v). (4.93)

Les courants effectifs dans l’espace des positions Jx(x) et dans l’espace des vitesses Jv(v) sont
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Figure 4.2 – (a) Amplitude Ax(η,Q) du courant des positions Jx(x) en fonction du facteur de qualité
Q pour plusieurs valeurs de η, dont l’expression est donnée par l’équation (4.98). Les comportements
asymtotiques dans les limites Q � 1 et Q � 1 sont donnés par Ax(η,Q) ∼ Q et Ax(η,Q) ∼ Q−1

respectivement. Cette amplitude admet un maximum, dépendant de la variable η. (b) Amplitude
Av(η,Q) du courant des vitesses Jv(v) en fonction du facteur de qualité Q pour plusieurs valeurs de η,
dont l’expression est donnée par l’équation (4.103). Les comportements asymtotiques dans les limites
Q� 1 et Q� 1 sont donnés par Av(η,Q) ∼ Q2 et Av(η,Q) ∼ 1/(4− η) respectivement.

obtenus en intégrant respectivement Jx(x,v) sur les vitesses v et Jv(x,v) sur les positions x. En se
rappelant que la partie conservative, i. e. non perturbée, satisfait la distribution de Maxwell-Boltzmann
(4.66) et ne crée pas de courant, nous obtenons les expressions

Jx(x) =

∫
dv vP0(x,v)K(x,v) (4.94)

Jv(v) = −
∫
dxP0(x,v)

[
kBTγ

m2
∇vK(x,v) +

1

m
∇V (x)K(x,v)− 1

m
Fp(x)

]
, (4.95)

avec la définition (4.70) de la fonction K(x,v).

Commençons par regarder le courant des positions Jx(x). Avec la forme de K(x,v) donnée par
l’expression (4.73), l’équation (4.94) devient

Jx(x) =
P0(x)

βm

[
Cz(xex + yey)− F

(
2

βκ
− x2 − y2

)
ez

]
. (4.96)

En utilisant les expressions respectives (4.76) et (4.79) des constantes C et F , nous obtenons l’expression
du courant effectif dans l’espace des positions,

Jx(x) = P0(x)
4εω0

a
Ax(η,Q)

[
ηz(xex + yey) +

(
2

βκ
− x2 − y2

)
ez

]
, (4.97)

en définissant l’amplitude Ax(η,Q), dépendante de l’amortissement via le facteur de qualité Q,

Ax(η,Q) =
Q[(η + 2)Q2 + 6]

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]
. (4.98)

La géométrie du courant effectif Jx(x) est donc indépendante de l’amortissement. La forme générale
de cette géométrie apparentée à des rouleaux convectifs, appelés vortex browniens dans la littérature,
est tracée sur la figure 4.3 avec des lignes de champ. Le centre de ces rouleaux se situe au point
ρ2 = 2/(βκ) et z = 0 comme souligné par Moyses et al. [154]. De plus, dans les limites suramortie
Q � 1 et sous-amortie Q � 1, l’amplitude tends vers 0 respectivement comme Ax(η,Q) ∼ Q et
Ax(η,Q) ∼ Q−1, impliquant que l’amplitude admet un maximum pour une valeur du facteur de
qualité Qmax, dépendante de η. Le comportement de Ax en fonction du facteur de qualité est tracé sur
la figure 4.2a pour plusieurs valeurs de η. L’amplitude Ax croît quand η tend vers 0, cela est dû à la
diminution de la raideur selon l’axe z, diminuant le piégeage de la particule et donc augmentant ses
déplacements.
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Figure 4.3 – Représentation de la densité de probabilité stationnaire Ps(x) avec une échelle de cou-
leur logarithmique, et du courant des positions Jx(x) avec des lignes de champ pour les paramètres
σ/a = 0.5, ε = 0.1, η = 0.2 et Q = 1. (a) Résultats obtenus à partir des équations (4.106) et (4.107),
où l’obtention des trajectoires est expliquée dans le paragraphe I-2. (b) Résultats perturbatifs obte-
nus à partir des équations (4.44), (4.58) et (4.97). Ils sont parfaitement en accord avec les résultats
numériques.

Dans la limite suramortie, nous retrouvons l’expression de Moyses et al. [154]

Jx(x) = P0(x)
2εβκD0

a(2 + η)

[
ηz(xex + yey) +

(
2

βκ
− x2 − y2

)
ez

]
, (4.99)

où D0 est le coefficient de diffusion microscopique défini par la relation d’Einstein D0 = kBT/γ. Dans
la limite sous-amortie, nous obtenons l’expression du courant stationnaire en positions

Jx(x) = P0(x)
4εγ

am

η + 2

η(η − 4)2

[
ηz(xex + yey) +

(
2

βκ
− x2 − y2

)
ez

]
. (4.100)

Nous nous intéressons maintenant au courant des vitesses Jv(v). En utilisant l’expression (4.73),
l’équation (4.95) devient

Jv(v) = −P0(v)

βm

[(
2γ

m
H +G

)
vz(vxex + vyey)−

( γ
m
H +D

)( 2

βm
− v2

x − v2
y

)
ez

]
. (4.101)

Avec les expressions respectives (4.77), (4.80) et (4.81) des constantes D, G et H, nous obtenons
l’expression du courant effectif dans l’espace des vitesses

Jv(v) = −P0(v)
2ε

a
Av(η,Q)

[
vz(vxex + vyey) +

(
2

βm
− v2

x − v2
y

)
ez

]
, (4.102)

avec l’amplitude Av(η,Q) dépendant de l’amortissement via le facteur de qualité Q, définie par l’ex-
pression

Av(η,Q) =
Q2[η(4− η)Q2 + 2(η + 2)]

[ηQ2 + 2][(η − 4)2Q2 + 6(2 + η)]
. (4.103)

La géométrie du courant effectif dans l’espace des vitesses ne dépend pas de l’amortissement, de
même que pour le courant effectif dans l’espace des positions, et est similaire à ce dernier en faisant
la correspondance des coordonnées v avec les coordonnées x. L’amplitude Av se comporte cependant
différemment à Ax en fonction du facteur de qualité Q. En effet, dans la limite suramortie Q� 1, cette
amplitude s’annule comme Av(η,Q) ∼ Q2 tandis que dans la limite sous-amortie Q� 1, elle tend vers
une constante positive dépendante de η, Av(η,Q) ∼ 1/(4 − η). Contrairement à Ax, l’amplitude Av
croît avec le paramètre η.

Dans la limite suramortie, le courant stationnaire en vitesses est égal à

Jv(v) = −P0(v)
εQ2

3a

[
vz(vxex + vyey) +

(
2

βm
− v2

x − v2
y

)
ez

]
, (4.104)
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tandis que dans la limite sous-amortie, il vaut

Jv(v) = −P0(v)
2ε

a(4− η)

[
vz(vxex + vyey) +

(
2

βm
− v2

x − v2
y

)
ez

]
. (4.105)

Comme le faisceau du laser est gaussien, le paramètre η défini comme le ratio des raideurs entre
l’axe fort x et de l’axe faible z est inférieur à 1, et étudié expérimentalement pour une valeur η ∼ 0.074.
La divergence de cette dernière expression en η = 4 n’est donc pas inquiétante vu qu’elle n’apparaît
pas en réalité.

II-3.d Obtention des grandeurs stationnaires par une analyse numérique

Dans ce paragraphe, nous allons montrer comment la densité de probabilité et le courant des posi-
tions peuvent être obtenus numériquement dans l’état stationnaire. Cela nous permettra de comparer
nos résultats analytiques asymptotiquement exacts pour ε� 1 avec les simulations numériques expli-
quées dans le paragraphe I-2 pour ηy = 1 et ηz = η. La position de la particule dans l’espace des phases
est alors notée (xi,vi) au temps t = i∆t, et est calculée par l’algorithme de Sivak et al. [157] avec
un pas de temps dt � ∆t. Le domaine est alors discrétisé en volumes élémentaires V = ∆x∆y∆z où
la densité de probabilité et le courant sont supposés constants [151]. La densité de probabilité vérifie
alors l’expression discrétisée

P0(x) =
1

VN
N∑

i=1

I(xi,x), (4.106)

où I(xi,x) = 1 si la position de la particule xi est dans le volume élémentaire de x, et N est le nombre
de points de la trajectoire considérée pour effectuer la moyenne stochastique. Pour obtenir la densité
de probabilité stationnaire, nous considérons que ω0∆t � 1. De même, le courant des positions est
défini à partir de l’expression (4.94) discrétisée sous la forme

Jx(x) =
1

VN
N∑

i=1

I(xi,x)vi, (4.107)

où vi = ẋi est la vitesse de la particule au temps t = i∆t.
Les résultats numériques présentés sur la figure 4.2a, ont été obtenus pour les paramètres physiques

ε = 0.1, σ/a = 0.5, η = 0.2 et Q = 1 choisis pour obtenir une amplitude du courant la plus importante
possible tout en restant dans le cadre de la perturbation ε � 1. La discrétisation spatiale est choisie
pour avoir 104 points sur la courbe bidimensionnelle, c’est-à-dire en prenant ∆x = ∆y = 6σ/100 et
∆z = 6σz/100 avec σ =

√
ησz, à partir de la distribution de Gibbs-Boltzmann gaussienne de variance

σ2. La simulation de la trajectoire est effectuée avec des pas de temps ω0dt = 10−2 pour assurer la
convergence de l’algorithme de Sivak et al. [157], et le temps pour assurer l’état stationnaire est pris égal
à ω0∆t = 10. Pour avoir des fluctuations faibles autour de la valeur moyenne du courant stationnaire
d’ordre O(ε), alors que la vitesse quadratique moyenne est d’ordre O(ε0), il faut un grand nombre de
réalisation N de la trajectoire. Les résultats présentés ont nécessité un nombre de réalisation égal à
N = 5.109. L’accès au Mésocentre de Calcul Intensif Aquitain [199] permet, à l’aide de ses 3168 cœurs
disponibles, un temps de simulation d’environ 5 heures pour obtenir la figure 4.3a (représentant un
millier d’heures pour une simulation sur un cœur).

La figure 4.3a représente la densité de probabilité avec les échelles de couleurs tandis que le courant
stationnaire est tracé avec un champ de vecteur. La figure 4.3b représente les mêmes quantités obtenues
analytiquement à partir des équations (4.58) et (4.97). La perturbation obtenue au premier ordre en ε
permet donc de décrire assez bien l’état stationnaire jusqu’à des valeurs ε ∼ 0.1.

II-3.e Expression de la circulation du courant des positions

Dans ce paragraphe, nous allons caractériser l’amplitude du courant des positions Ax à partir de la
circulation du courant, qui est accessible numériquement. La circulation du vortex brownien est définie
par Roichman et al. [150] via l’expression

Ω0 =
1

2π

∫

V
dx (∇× Jx) · eθ. (4.108)
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Figure 4.4 – Circulation Ω0 du courant des positions Jx(x) en fonction du facteur de qualité Q
pour les paramètres σ/a = 0.5, ε = 0.1 et η = 0.2. La courbe en trait plein correspond à l’expression
analytique (4.110), reliée à l’amplitude Ax dont l’expression est donnée par l’équation (4.98). Les points
correspondent à l’intégration numérique de l’équation (4.108) avec les courants des positions obtenus
numériquement via la discrétisation (4.107). L’expression analytique de l’amplitude Ax semble alors
correcte. La prédiction analytique d’un maximum est donc bien vérifiée.

En calculant le rotationnel et en notant Jρ et Jz les composantes de Jx selon respectivement eρ et ez,
la circulation se réécrit

Ω0 =
1

2π

∫
dx(∂zJρ − ∂ρJz). (4.109)

En réalisant cette dernière intégration avec l’expression (4.97), nous obtenons que l’expression de la
circulation est proportionnelle à l’amplitude Ax

Ω0

ω0
= ε

√
2

πβκa2
Ax(η,Q). (4.110)

La circulation du courant des positions présente donc un maximum pour un facteur de qualité Qmax.
La comparaison entre cette expression de la circulation et les résultats obtenus avec les simulations
numériques est tracée sur la figure 4.4 en fonction du facteur de qualité Q. L’expression analytique
correspond donc parfaitement aux simulations numériques.

III Expressions stationnaires exactes

Dans cette section, nous cherchons à obtenir des expressions exactes pour la densité de probabilité
et du courant des positions stationnaires en supposant encore l’isotropie dans les directions x et y. Les
équations de Langevin (4.29-4.31) sont toujours vérifiées. Nous voulons obtenir des résultats valables
quelle que soit l’intensité de la force de scattering et donc pour toute valeur de ε. Dans la section III-1,
nous étudierons tout d’abord le régime suramorti où un résultat, dans l’espace de Fourier, a été trouvé
permettant d’accéder aux résultats perturbatifs aux ordres supérieurs, dans l’espace réel. Puis dans le
paragraphe III-2, nous généraliserons ce résultat dans le régime sous-amorti, où il faut travailler dans
l’espace des phases (x,v).

III-1 Expressions explicites dans le régime suramorti

Dans ce paragraphe, nous dérivons une expression exacte pour la densité de probabilité stationnaire
dans le régime suramorti, permettant d’obtenir une expression du courant stationnaire. Dans le régime
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suramorti, les équations de Langevin (4.29-4.31) se réécrivent pour m = 0,

ẋ(t) + λx(t) =
√

2D0ξx(t), (4.111)

ẏ(t) + λy(t) =
√

2D0ξy(t), (4.112)

ż(t) + ηλz(t) = ελa

(
1− x(t)2 + y(t)2

a2

)
+
√

2D0ξz(t), (4.113)

avec le taux d’amortissement λ = κ/γ et la diffusivité microscopique D0 = kBT/γ, obtenue à partir
de la relation d’Einstein. x(t) et y(t) sont donc des processus d’Ornstein-Uhlenbeck identiques et
indépendants, tandis que z(t) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec une partie non conservative
corrélée aux processus x(t) et y(t).

Dans un premier temps, nous allons dériver une expression exacte pour la densité de probabilité
stationnaire en z, notée Ps(z), dans le paragraphe III-1.a. Puis dans le paragraphe III-1.b, nous dévelop-
perons une expression exacte pour la densité de probabilité stationnaire tridimensionnelle Ps(x), nous
permettant d’accéder aux ordres supérieurs dans le développement ε � 1. Enfin dans le paragraphe
III-1.c, nous dériverons l’expression du courant stationnaire Js(x).

III-1.a Dérivation de la probabilité stationnaire Ps(z)

Dans ce paragraphe, nous dérivons l’expression de la densité de probabilité stationnaire en z. Les
positions finales des processus x(t) et y(t) sont donc laissée libres. Le processus z(t) peut être décomposé
sous la forme

z(t) = z0 + zB(t) + znc(t) (4.114)

où z0 = εa/η et zB(t) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck vérifiant l’équation de Langevin

żB(t) + ηλzB(t) =
√

2Dξz(t), (4.115)

tandis que znc(t) est un processus soumis aux bruits x(t)2 et y(t)2, issus de la force non conservative

żnc(t) + ηλznc(t) = −ελ
a

[x(t)2 + y(t)2]. (4.116)

Les processus zB(t) et znc(t) ainsi définis sont indépendants. La densité de probabilité stationnaire en
z peut alors se réécrire sous la forme

Ps(z) =

∫
dz′PB(z′)Pnc(z − z0 − z′), (4.117)

avec les densités de probabilité stationnaires PB(zB) du processus zB(t) et Pnc(znc) du processus
znc(t). La première est donnée par la distribution de Gibbs-Boltzmann (état d’équilibre du proces-
sus d’Ornstein-Uhlenbeck)

PB(zB) =

√
η

2πσ2
exp

(
−ηz

2
B

2σ2

)
, (4.118)

avec σ2 = kBT/κ = D0/λ. Le problème principal de notre étude repose donc sur la détermination de
la densité de probabilité stationnaire Pnc(znc) du déplacement non conservatif.

En intégrant l’équation (4.116) sur l’intervalle de temps [0, T ], le processus znc(t) correspond à la
réponse aux processus x(t)2 et y(t)2 (identiques et indépendants) et s’écrit

znc(T ) = z0 exp(−ηλT )− ελ

a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)[x(t)2 + y(t)2]. (4.119)

Nous considérons, dans la suite, la limite T → ∞ correspondant au régime stationnaire, que nous
voulons caractériser. En négligeant le premier terme, nous obtenons l’expression

znc(T ) ' −ελ
a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)[x(t)2 + y(t)2], (4.120)

où x(t) et y(t) sont des processus d’Ornstein-Uhlenbeck décrits par l’équation de Langevin

ẋ(t) + λx(t) =
√

2Dξx(t). (4.121)



106 Chapitre 4. Particules browniennes dans un piège optique en présence de forces non conservatives

Le processus znc(T ) est donc à valeurs strictement négatives. La densité de probabilité Pnc(znc) peut
être vue comme la moyenne stochastique sur les chemins x(t) et y(t) contribuant au processus znc(T )
vérifiant l’équation (4.120). Elle s’écrit alors

Pnc(znc) =

〈
δ

(
znc +

ελ

a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)[x(t)2 + y(t)2]

)〉

x(t),y(t)

, (4.122)

où les moyennes sont définies à l’aide d’intégrales de chemin telles que

〈f [x(t)]〉x(t) =

∫
D[x(t)] P [x(t)]f [x(t)]. (4.123)

Pour réaliser cette moyenne stochastique, il faut connaître la distribution P [x(t)] (identique à P [y(t)])
du processus d’Ornstein-Uhlenbeck x(t) décrit par l’équation de Langevin (4.121). Il s’agit d’un pro-
cessus gaussien avec la corrélation temporelle

C(t− t′) = x(t)x(t′) = σ2 exp(−λ|t− t′|). (4.124)

La distribution P [x(t)] est alors donnée par l’expression

P [x(t)] ∝ exp

(
−1

2

∫
dt dt′ x(t)C−1(t, t′)x(t′)

)
(4.125)

avec l’expression de C−1(t, t′) démontrée dans l’annexe E et donnée par l’équation (E.9) s’écrivant

C−1(t, t′) =
1

2λσ2

[
−δ′′(t− t′) + λ2δ(t− t′)

]
. (4.126)

Les conditions initiale et finale du processus d’Ornstein-Uhlenbeck sont laissées libres. Dans un premier
temps, nous avions considéré des conditions de Neumann ẋ(0) = 0 et ẋ(T ) = 0 qui semblaient évidentes.
Mais, celles-ci ne correspondent pas au processus d’Ornstein-Uhlenbeck avec l’action (4.126). Dans
l’annexe E, nous avons alors dérivé les vraies conditions aux limites correspondant à des conditions
libres, satisfaisant les équations (E.16) et (E.18)

ẋ(0)− λx(0) = 0, ẋ(T ) + λx(T ) = 0, (4.127)

à associer avec l’opérateur défini par l’équation (4.126).

La transformée de Laplace, de variable s, de la densité de probabilité en z, notée P̂nc(s), est alors
définie par

P̂nc(s) =

∫ +∞

0
dznc exp(−sznc)Pnc(−znc). (4.128)

Comme les processus x(t) et y(t) sont indépendants, l’équation (4.122) se réécrit

P̂nc(s) =

〈
exp

(
−ελs

a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)x(t)2

)〉2

x(t)

. (4.129)

À l’aide de l’équation (4.125), nous obtenons alors que P̂nc(s) est une intégrale gaussienne s’écrivant

P̂nc(s) ∝
[∫
D[x(t)] exp

(
−1

2

∫ T

0
dt x(t)Ls(t)x(t)

)]2

(4.130)

avec l’opérateur Ls défini, à partir de l’équation (4.126), par la relation

Ls(t) =
1

2λσ2

[
− d2

dt2
+ λ2

]
+

2ελs

a
e−ηλ(T−t). (4.131)

En remarquant que la condition de normalisation de la densité de probabilité stationnaire Pnc(znc)
implique que P̂nc(0) = 1, le calcul de l’intégrale gaussienne donne le résultat exact

P̂nc(s) =
detL0

detLs
. (4.132)

Nous allons maintenant calculer la valeur du déterminant de l’opérateur Ls avec la méthode déve-
loppée par Kirsten et McKane [200–202]. Pour cela, l’opérateur est réécrit sous la forme −d2/dτ2+φ(τ)
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en réalisant le changement de variable τ = t/T , pour l’intervalle de temps [0, 1],

Ls(τ) = − d2

dτ2
+ λ2T 2

(
1 +

4εsσ2

a
e−ηλT (1−τ)

)
. (4.133)

Les conditions libres (4.127) se réécrivent pour le processus X(τ) = x(Tτ) sous la forme

X ′(0)− λTX(0) = 0, X ′(T ) + TλX(T ) = 0, (4.134)

avec la notation X ′(τ) = dX/dτ . En suivant les notations de [200], nous définissons deux matrices M
et N deM2(R) satisfaisant la relation

M

(
X(0)
X ′(0)

)
+N

(
X(1)
X ′(1)

)
= 0, (4.135)

avec les contraintes detM = 0 et detN = 0. Nous pouvons alors choisir les matrices

M =

(
−λT 1

0 0

)
, N =

(
0 0
λT 1

)
. (4.136)

En définissant alors deux solutions indépendantes y1(τ, s) et y2(τ, s) de l’équation différentielle Lsyi =
0, nous obtenons alors l’expression du déterminant

detLs
detL0

=
det[M +NY (1, s)]

det[M +NY (1, 0)]
(4.137)

avec la matrice Y (τ, s) définie par

Y (τ, s) =

(
y1(τ, s) y2(τ, s)
y′1(τ, s) y′2(τ, s)

)
, (4.138)

où y′1(τ, s) représente la dérivée de y1(τ, s) par rapport à τ , et satisfaisant la condition initiale Y (0, s) =
1. L’expression développée de det[M +NY (1, s)] est donnée par

det[M +NY (1, s)] = −λT [y′2(1, s) + λTy2(1, s)]− [y′1(1, s) + λTy1(1, s)]. (4.139)

La solution de ce problème est unique et peut être obtenue en connaissant une base de solution de
l’équation différentielle homogène d’ordre 2, Lsyi = 0. Nous pourrions alors les résoudre pour un temps
T quelconque et prendre la limite T →∞ ensuite. Ce calcul est présenté dans la section I de l’annexe
F. Ici, nous allons simplifier les calculs en prenant dès maintenant la limite T →∞. Cela implique un
développement avec une couche limite située en τ = 1.

En dehors de la couche limite, la limite T → ∞ peut être prise dans l’expression (4.133) donnant
l’opérateur

L(out)
s (τ) = − d2

dτ2
+ λ2T 2 = L0. (4.140)

Les deux solutions indépendantes sont alors obtenues

y1(τ, 0) = ch(λTτ), y2(τ, 0) =
1

λT
sh(λTτ), (4.141)

possédant le même comportement proche de la couche limite en τ = 1 (et pour T →∞), donné par

y(out)(τ) = exp(λTτ), (4.142)

telle que y1 ∼ y(out)/2 et y2 ∼ y(out)/2λT . Les solutions y1 et λTy2 sont donc identiques dans la couche
limite. Nous pouvons alors chercher une seule solution dans la couche limite, notée y(τ, s), satisfaisant
la condition de raccordement y(τ → 1, s) ' y(out)(τ). Le déterminant de M +NY (1, s) se réécrit alors
simplement comme

det[M +NY (1, s)] ∝ y′(1, s) + λTy(1, s). (4.143)

Nous effectuons alors le changement de variable dans la couche limite τ = 1 − τ̃ /λT . L’opérateur
Ls défini par l’équation (4.133) s’écrit alors sous la forme

L(in)
s (τ̃) = −λ2T 2 d

2

dτ̃2
+ λ2T 2

(
1 +

4εsσ2

a
e−ητ̃

)
, (4.144)

dans la couche limite. La fonction ỹ(τ̃ , s) = y(τ, s) est alors définie, vérifiant l’équation différentielle
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L(in)
s ỹ = 0, indépendante de T . La condition de raccordement est alors donnée par l’équation

ỹ(τ̃ →∞, s) ' exp(−τ̃), (4.145)

et le déterminant de M +NY (1, s) se réécrit

det[M +NY (1, s)] ∝ −ỹ′(0, s) + ỹ(0, s). (4.146)

La base de solutions satisfaisant l’équation différentielle L(in)
s ỹ = 0 avec l’opérateur L(in)

s défini par
l’équation (4.144) est donnée à partir des fonctions de Bessel modifiées Iν et Kν , comme

ỹ(τ̃ , s) = C1Iα(Xse
−ητ̃/2) + C2Kα(Xse

−ητ̃/2) (4.147)

avec les variables adimensionnées α = 2/η et Xs satisfaisant la relation

Xs =
4σ

η

√
s

√
ε

a
. (4.148)

Dans la limite τ̃ →∞, l’argument des fonctions de Bessel Xse
−ητ̃/2 tend vers zéro. En considérant le

comportement de celles-ci en 0, satisfaisant

Iα(Z → 0) ' 1

Γ(α+ 1)

(
Z

2

)α
, Kα(Z → 0) ' Γ(α)

2

(
2

Z

)α
(4.149)

nous obtenons le comportement de ỹ(τ̃ , s) en dehors de la couche limite,

ỹ(τ̃ →∞) =
C1

Γ(α+ 1)

(
Xs

2

)α
e−τ̃ + C2

Γ(α)

2

(
2

Xs

)α
eτ̃ (4.150)

impliquant, grâce à la condition de raccordement (4.145), la détermination des constantes C2 = 0 et
C1 = Γ(α+ 1)(2/Xs)

α. Nous obtenons alors l’expression de la solution dans la couche limite

ỹ(τ̃ , s) = Γ(α+ 1)

(
2

Xs

)α
Iα(Xse

−ητ̃/2). (4.151)

Le comportement de cette fonction en τ̃ = 0 est donnée via

ỹ(0, s) = Γ(α+ 1)

(
2

Xs

)α
Iα(Xs) (4.152)

ỹ′(0, s) = Γ(α+ 1)

(
2

Xs

)α [
−Xs

α
Iα−1(Xs) + Iα(Xs)

]
(4.153)

impliquant, à partir de l’équation (4.146), l’expression du déterminant de M +NY (1, s)

det[M +NY (1, s)] ∝ Iα−1(Xs)

Xα−1
s

. (4.154)

À partir des relations (4.132) et (4.137), nous obtenons alors l’expression de la partie non conser-
vative de la densité de probabilité, s’écrivant

P̂nc(s) =
(Xs/2)α−1

Γ(α)Iα−1(Xs)
. (4.155)

Grâce à cette expression, nous avons accès immédiatement aux moments de 〈znc〉 dont l’expression des
trois premiers sont donnés par

〈znc〉 = P̂ ′nc(0) = −2σ2

η

ε

a
, (4.156)

〈(znc − 〈znc〉)2〉 = P̂ ′′nc(0)− P̂ ′nc(0)2 =
4σ4

η(η + 2)

( ε
a

)2
, (4.157)

〈(znc − 〈znc〉)3〉 = P̂ ′′′nc(0)− 3P̂ ′′nc(0)P̂ ′nc(0) + 2P̂ ′nc(0)3 = − 16σ6

η(η + 1)(η + 2)

( ε
a

)3
. (4.158)

Cette dernière nous montre que la distribution des znc est asymétrique par rapport à sa valeur moyenne.

Nous définissons maintenant la longueur caractéristique L telle que

L =
α2σ2

a
ε, (4.159)
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Figure 4.5 – (a) Densité de probabililité Pnc(znc) tracée en fonction de la variable −Z = −znc/L où
L est définie via l’équation (4.159). Cette fonction ne dépend que du paramètre η = κz/κx, pour lequel
plusieurs courbes ont été tracées. Les symboles représentent le résultat des simulations numériques,
expliquées dans la section I-2, tandis que les traits pleins correspondent à l’inversion numérique de
l’expression (4.160). Cette dernière semble donc correcte. (b) Densité de probabilité Pnc(ρ, znc) tracée
en échelle de couleur en fonction des variables −Z = −znc/L et ρ/σ où ρ2 = x2 +y2 et σ2 = kBT/κ. De
même, cette fonction ne dépend que du paramètre η = κz/κx, pris ici égal à 0.2. Cette figure représente
le résultat des simulations numériques et est exactement identique à l’inversion de l’expression (4.162).
La fonction est asymétrique dans la direction znc, jouant un rôle important dans la limite ε� 1 (voir
figure 4.6), impliquant un moment d’ordre 3 non nul.

impliquant la relation P̂nc(s) = F̂nc(sL) avec

F̂nc(S) =
S(α−1)/2

Γ(α)Iα−1(2
√
S)

=

∫ ∞

0
dZ exp(−SZ)Fnc(Z), (4.160)

avec Z = znc/L. L’expression de la densité de probabilité est alors donnée dans l’espace réel par
Pnc(znc) = 1

LFnc(−znc/L). Les fonctions Fnc(Z) et F̂nc(S) sont indépendantes des paramètres ε et a
de la force non conservative. À partir de cette longueur L, nous pourrons quantifier, dans la suite, la
limite ε� 1.

À partir de [203], nous pouvons obtenir les limites Z → 0 et Z → ∞, obtenues en inversant la
transformée de Laplace

Fnc(Z → 0) ' 2 exp(−1/Z)

Γ(α)Zα+1
, Fnc(Z →∞) ' uα∗ exp(−u2

∗Z)

Γ(α)Jα(2u∗)
(4.161)

avec u∗ le premier zéro de la fonction Jα−1(2u).
Sur la figure 4.5a, nous comparons les valeurs de la densité de probabilité stationnaire Pnc(znc)

obtenues par les simulations numériques, expliquées dans la section I-2, avec l’expression analytique
exacte (4.155) inversé (de l’espace de Laplace à l’espace réel) numériquement. La solution exacte est
alors en parfait accord avec les simulations numériques.

III-1.b Dérivation de la probabilité stationnaire Ps(x)

Dans ce paragraphe, nous allons dériver l’expression de la densité de probabilité stationnaire Ps(x),
pour pouvoir obtenir l’expression du courant stationnaire dans le paragraphe III-1.c. Tout d’abord,
nous cherchons l’expression de la densité de probabilité stationnaire Pnc(x, y, znc) en supposant la
décomposition (4.114). Dans l’espace de Laplace, nous pouvons supposer la forme gaussienne (voir
l’annexe F pour plus de détails)

P̂nc(x, y, s) =
P̂nc(s)

2πσ2v(s)
exp

(
−x

2 + y2

2σ2v(s)

)
(4.162)
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avec l’expression de P̂nc(s) donnée par l’équation (4.155). La condition de normalisation

P̂nc(x, y, 0) =

∫ +∞

−∞
dzncPnc(x, y, znc) =

exp
(
−x2+y2

2σ2

)

2πσ2
(4.163)

donne la valeur v(0) = 1. Nous obtenons alors l’expression de v(s) à partir de la densité de probabilité

P̂nc(0, 0, s) =
P̂nc(s)

2πσ2v(s)
(4.164)

pouvant être calculée via le déterminant de l’opérateur Ls défini par (4.133) en fixant les positions
finales X(1) = 0 et Y (1) = 0. La relation (4.132) implique alors

P̂nc(s)

v(s)
=

detL0

detLs
. (4.165)

En appliquant la méthode de Kirsten et McKane [200], la relation (4.137) reste identique. Cepen-
dant, le changement de condition finale implique le changement de l’équation (4.146) dans la couche
limite via

det[M +NY (1, s)] ∝ ỹ(0, s) ∝ Xα
s

Iα(Xs)
. (4.166)

Après simplifications, nous obtenons l’expression de la variance v(s) telle que

v(s) =
2αIα(Xs)

XsIα−1(Xs)
. (4.167)

De même que précédemment, nous pouvons définir la longueur caractéristique L via l’expres-
sion (4.159), proportionnelle à la variable ε. Cela nous permet de considérer la forme P̂nc(x, y, s) =
F̂nc(x, y, sL) avec

F̂nc(x, y, S) =
exp

(
− x2+y2

2σ2V (S)

)

2πσ2V (S)
F̂nc(S) (4.168)

avec les expressions

F̂nc(S) =
S(α−1)/2

Γ(α)Iα−1(2
√
S)
, V (S) =

αIα(2
√
S)√

SIα−1(2
√
S)
. (4.169)

Comme les processus zB(t) et znc(t) sont indépendants, l’équation (4.117) peut se réécrire pour la
densité de probabilité stationnaire Ps(x) dans l’espace de Fourier, de variable k = −is,

Ps(x) =

∫ +∞

−∞

dk

2π
exp [−ik(z − z0)] P̂nc(x, y, ik)P̂B(k) (4.170)

avec z0 = εa/η et P̂B(k) la transformée de Fourier de la distribution de Gibbs-Boltzmann (4.118)
vérifiant l’expression

P̂B(k) = exp

(
−σ

2k2

2η

)
. (4.171)

En effectuant le changement de variable k′ = kL, l’expression (4.170) se réécrit

Ps(x) = PB(z − z0)

∫ +∞

−∞
dk′D(k′)F̂nc(x, y, ik

′) (4.172)

avec la distribution de Gibbs-Boltzmann PB(z) (4.118) et la fonction D(k) définie par

D(k) =
σ

L
√

2πη
exp

[
−σ

2

2η

(
k

L
+ iη

z − z0

σ2

)2
]
. (4.173)

Dans la limite L→ 0, c’est-à-dire ε� 1, cette fonction se développe comme

D(k) = δ(k) +
iLη

σ2
(z − z0)δ′(k) +

ηL2

2σ2

[
1− η

σ2
(z − z0)2

]
δ′′(k) + · · · . (4.174)
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Figure 4.6 – Représentation de la densité de probabilité stationnaire Ps(x) avec une échelle de couleur
logarithmique, et du courant Js(x) avec des lignes de champ pour les paramètres σ/a = 0.5, ε = 10 et
η = 0.2. (a) Résultats obtenus à partir des équations (4.106) et (4.107), où l’obtention des trajectoires
est explicitée dans le paragraphe I-2, pour un facteur de qualité Q = 0.1. (b) Résultats exacts obtenus
à partir des équations (4.170) et (4.179) dans le régime suramorti. Ces résultats ont des géométries très
différentes de celles présentées pour ε = 0.1 dans la figure 4.3, avec notamment une forte asymétrie
dans la direction z due à la partie non conservative tracée sur la figure 4.5b.

L’expression de la densité de probabilité s’écrit alors à l’ordre O(L2)

Ps(x) = PB(z − z0)

{
F̂nc(x, y, 0) +

Lη

σ2
(z − z0)

∂F̂nc

∂s
(x, y, 0)

− ηL2

2σ2

[
1− η

σ2
(z − z0)2

] ∂2F̂nc

∂s2
(x, y, 0) + · · ·

}
. (4.175)

Après simplifications, cette expression est identique à l’expression (4.58) à l’ordre O(ε), tandis que
l’ordre O(ε2) est donné par la forme

∆P
(2)
0 (x)

P0(x)
= ε2 η(ρ2 − ρ2

+)(ρ2 − ρ2
−)(ηz2 − σ2)

2a2(2 + η)2σ4
(4.176)

avec ρ2
± = R1(η)±

√
R2(η), avec les fonctions R1 et R2 vérifiant

R1(η) =
2 + η

η
a2 − 2(2 + 3η)

η(1 + η)
σ2, (4.177)

R2(η) =
4σ2

η(1 + η)2

[
−(1 + η)(2 + η)a2 + η(2 + 3η)σ2

]
. (4.178)

Cette expression (exacte) de la densité de probabilité stationnaire, développée à l’ordre O(ε2), va
nous permettre d’obtenir l’expression des courants stationnaires à cet ordre.

III-1.c Dérivation du courant Js(x)

Dans ce paragraphe, nous calculons l’expression du courant stationnaire Js(x) à partir de la den-
sité de probabilité stationnaire Ps(x). En supposant que cette dernière s’écrit sous la forme Ps(x) =
K(x)P0(x), l’expression du courant stationnaire dans le régime suramorti est donnée par

Js(x) = D0P0(x) [−∇K(x) + βFscat,1(x)K(x)] . (4.179)

Dans la limite ε � 1, nous obtenons l’ordre dominant O(ε) identique à l’expression (4.97) et le
premier ordre sous-dominant O(ε2) s’écrivant sous la forme

J(2)
s (x) = P0(x)

2ηD0ε
2

a2(η + 2)2σ4

[
−(ρ2 − ρ∗02)(ηz2 − σ2)ρeρ + (ρ2 − ρ∗+2)(ρ2 − ρ∗−2)zez

]
, (4.180)
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avec

ρ∗0
2 =

2 + η

η
a2 − 2(2 + 3η)

η(1 + η)
σ2, (4.181)

et ρ∗±
2 = R∗1(η)±

√
R∗2(η) avec R∗1 et R∗2 vérifiant

R∗1(η) =
2 + η

2η
a2 − 2 + η − 2η2

η(1 + η)
σ2 (4.182)

R∗2(η) =
(2 + η)2

4η2
a4 − (2 + η)(2 + 3η)

η2(1 + η)
a2σ2 +

4 + 12η + 13η2 + 8η3 + 4η4

η2(1 + η)2
σ4. (4.183)

La géométrie du rouleau des vortex browniens est donc modifiée quand ε devient plus important, en
comparaison avec le résultat perturbatif pour ε� 1.

Sur la figure 4.6, nous avons représenté la forme de la densité de probabilité et du courant station-
naires pour ε = 10. La comparaison entre les simulations numériques détaillées dans le paragraphe I-2
et les résultats analytiques exacts (4.170) et (4.179) montrent que la géométrie du rouleau est bien
modifiée comme le laisse supposer l’ordre O(ε2) décrit par l’équation (4.180) et vérifie que l’expression
analytique est bien correcte.

III-2 Généralisation au régime sous-amorti

Dans ce paragraphe, nous allons reproduire le raisonnement précédent pour obtenir la densité de
probabilité de z dans le régime sous-amorti, et voir sa dépendance en terme de l’amortissement. Les
équations de Langevin (4.29-4.31) sont toujours satisfaites ici, pour une massem non nulle. Le processus
z(t) peut être décomposé sous la forme z(t) = z0 + zB(t) + znc(t) où z0 = εa/η et zB(t) correspond
au processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé avec un terme inertiel vérifiant l’équation de Langevin
sous-amortie

z̈B(t) + ΓżB(t) + ηω2
0zB(t) =

√
2Γ

βm
ξz(t), (4.184)

en définissant Γ = γ/m et ω2
0 = κ/m tandis que znc(t) correspond au déplacement non conservatif

z̈nc(t) + Γżnc(t) + ηω2
0znc(t) = −εω

2
0

a
[x(t)2 + y(t)2]. (4.185)

La densité de probabilité PB(zB) du processus zB(t) satisfait la distribution de Gibbs-Boltzmann
(4.118). Nous allons nous restreindre ici au calcul de la densité de probabilité Pnc(znc) du processus
znc(t). En intégrant l’équation (4.185) sur l’intervalle de temps [0, T ], le processus znc(t) correspond à
la réponse aux processus x(t)2 et y(t)2 (identiques et indépendants) et s’écrit

znc(T ) =

(
znc(0) cos ΩT +

żnc(0)

Ω
sin ΩT

)
e−

Γ
2
T − εω2

0

aΩ

∫ T

0
dt sin Ω(T − t)e−Γ

2
(T−t)[x(t)2 + y(t)2],

(4.186)
avec Ω =

√
ηω2

0 − Γ2/4. Nous considérons, dans la suite, la limite T → ∞ correspondant au régime
stationnaire que nous voulons caractériser. En négligeant le premier terme, nous obtenons l’expression

znc(T ) ' −εω
2
0

aΩ

∫ T

0
dt sin Ω(T − t)e−Γ

2
(T−t)[x(t)2 + y(t)2], (4.187)

où x(t) et y(t) sont des processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisés avec un terme inertiel, décrit par
l’équation de Langevin

ẍ(t) + Γẋ(t) + ω2
0x(t) =

√
2Γ

βm
ξx(t). (4.188)

En suivant le même raisonnement donnant l’équation (4.129) dans l’espace de Laplace où la densité
de probabilité de znc est notée P̂nc(s), nous obtenons

P̂nc(s) =

〈
exp

(
−εω

2
0s

aΩ

∫ T

0
dt sin Ω(T − t)e−Γ

2
(T−t)x(t)2

)〉2

x(t)

. (4.189)
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Pour réaliser cette moyenne stochastique, il faut connaître la distribution P [x(t)] du processus gaus-
sien x(t) décrit par l’équation de Langevin (4.188). Celle-ci est alors définie par l’expression gaussienne
(4.125) avec l’expression de C−1(t, t′) donnée par l’équation (E.26)

C−1(t, t′) =
1

2Γω2
0σ

2

[
δ(4)(t− t′)− (Γ2 − 2ω2

0)δ′′(t− t′) + ω4
0δ(t− t′)

]
, (4.190)

avec les conditions libres initiale et finale vérifiant les équations (E.36)

x′′(0)− Γx′(0) + ω2
0x(0) = 0, x′′′(0)− Γx′′(0) + ω2

0x
′(0) = 0; (4.191)

x′′(T ) + Γx′(T ) + ω2
0x(T ) = 0, x′′′(T ) + Γx′′(T ) + ω2

0x
′(T ) = 0, (4.192)

nécessaires pour satisfaire le processus x(t). Plus de détails sont donnés dans la section II de l’annexe
E. Nous obtenons alors que P̂nc(s) est définie à partir d’une intégrale gaussienne satisfaisant l’équation
(4.130) avec l’opérateur Ls(t) défini par la relation

Ls(t) =
1

2Γω2
0σ

2

[
d4

dt4
− (Γ2 − 2ω2

0)
d2

dt2
+ ω4

0

]
+

2εω2
0s

aΩ
sin Ω(T − t)e−Γ

2
(T−t). (4.193)

En calculant cette intégrale gaussienne, nous obtenons alors l’équation (4.132). Le calcul du déterminant
de l’opérateur Ls est réalisé en appliquant la méthode de Kirsten et McKane [200–202]. Le changement
de variable τ = t/T est alors réalisé, donnant l’expression de l’opérateur Ls(τ) sous la forme

Ls(τ) =
d4

dτ4
− (Γ2 − 2ω2

0)T 2 d
2

dτ2
+ ω4

0T
4

(
1 +

4εΓsσ2

aΩ
sin ΩT (1− τ)e−

Γ
2
T (1−τ)

)
. (4.194)

En suivant les notations de [200], deux matrices M et N de M4(R) sont définies en généralisant
la relation (4.135) en dimension 4 pour les conditions initiale et finale données par (4.191) et (4.192).
Nous pouvons alors choisir les matrices

M =




ω2
0T

2 −ΓT 1 0
0 ω2

0T
2 −ΓT 1

0 0 0 0
0 0 0 0


 , N =




0 0 0 0
0 0 0 0

ω2
0T

2 ΓT 1 0
0 ω2

0T
2 ΓT 1


 . (4.195)

En définissant alors quatre solutions indépendantes y1(τ, s), y2(τ, s), y3(τ, s) et y4(τ, s) de l’équation
différentielle Lsyi = 0, l’expression du déterminant (4.138) est obtenue avec la matrice Y (τ, s) définie
par

Y (τ, s) =




y1(τ, s) y2(τ, s) y3(τ, s) y4(τ, s)
y′1(τ, s) y′2(τ, s) y′3(τ, s) y′4(τ, s)
y′′1(τ, s) y′′2(τ, s) y′′3(τ, s) y′′4(τ, s)
y′′′1 (τ, s) y′′′2 (τ, s) y′′′3 (τ, s) y′′′4 (τ, s)


 , (4.196)

où y′1(τ, s) représente la dérivée de y1(τ, s) par rapport à τ , et satisfaisant la condition initiale Y (0, s) =
1. L’expression développée de det[M +NY (1, s)] est donnée par

det[M +NY (1, s)] = (HY)>A(HY ′), (4.197)

où nous avons défini l’opérateur H = d2/dτ2 + ΓTd/dτ + ω2
0T

2 et les matrices

Y =




y1(τ, s)
y2(τ, s)
y3(τ, s)
y4(τ, s)


 , A =




0 1 ΓT (Γ2 − ω2
0)T 2

−1 0 ω2
0T

2 Γω2
0T

3

−ΓT −ω2
0T

2 0 ω4
0T

4

−(Γ2 − ω2
0)T 2 −Γω2

0T
3 −ω4

0T
4 0


 . (4.198)

La matrice A est antisymétrique. Nous pouvons alors effectuer un développement en couche limite
quand T →∞. En dehors de la couche limite située en τ = 1, l’opérateur satisfait la relation

L(out)
s (τ) =

d4

dτ4
− (Γ2 − 2ω2

0)T 2 d
2

dτ2
+ ω4

0T
4 ≡ L0. (4.199)

La base de solution est alors donnée par

yi(τ) = [Ai cos(Ω0Tτ) +Bi sin(Ω0Tτ)] e−
Γ
2
Tτ + [Ci cos(Ω0Tτ) +Di sin(Ω0Tτ)] e

Γ
2
Tτ , (4.200)

avec Ω0 =
√
ω2

0 − Γ2/4. La détermination des constantes Ai, Bi, Ci et Di sont peu importantes pour
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Figure 4.7 – (a) Densité de probabilité Pnc(znc) obtenue avec les simulations numériques, présentées
dans la section I-2 pour les paramètres σ/a = 0.5, ε = 0.1 et η = 0.2 tracée pour plusieurs facteurs de
qualité Q. (b) Densité de probabilité P̂nc(s) dans l’espace de Laplace tracée pour les paramètres. Les
courbes en trait plain correspondent aux simulations numériques de la figure a. Les points répresentent
la solution donnée par l’équation (4.132) en utilisant les relations (4.138) et (4.208) pour les solutions
de l’équation différentielle L(in)

s (τ̃)ỹi(τ̃ , s) = 0 avec l’opérateur (4.204). La solution de ces équations
superpose parfaitement les résultats des simulations numériques.

la suite. Dans la limite τ → 1 et T → ∞, trois cas doivent être discernés en fonction de la valeur du
facteur de qualité Q = ω0/Γ. Dans le régime suramorti Q < 1/2, la pulsation Ω0 est imaginaire pure,
impliquant que le terme dominant est

yi(τ) ' exp

[(√
1− 4Q2 + 1

) Γ

2
Tτ

]
. (4.201)

Pour Q = 1/2, la pulsation Ω0 est nulle donnant

yi(τ) ' [Ci +DiTτ ] e
Γ
2
Tτ . (4.202)

Dans le régime sous-amorti Q > 1/2, la pulsation Ω0 est réelle, impliquant que le terme dominant est

yi(τ) ' [Ci cos(Ω0Tτ) +Di sin(Ω0Tτ)] e
Γ
2
Tτ . (4.203)

Dans la couche limite, après avoir effectué le changement de variable τ = 1− τ̃ /λT , l’opérateur se
réécrit

L(in)
s (τ̃) =

d4

dτ̃4
− (Γ2 − 2ω2

0)
d2

dτ̃2
+ ω4

0

(
1 +

4εΓsσ2

aΩ
sin Ωτ̃ e−

Γ
2
τ̃

)
. (4.204)

indépendant du temps T . Dans le régime suramorti Q < 1/2, nous cherchons la solution ỹ(τ̃ , s) satis-
faisant la condition de raccordement donnée par

ỹ(τ̃ , s) ' exp

[
−
(√

1− 4Q2 + 1
) Γ

2
τ̃

]
. (4.205)

tandis que dans le régime sous-amorti Q ≥ 1/2, nous cherchons les solutions ỹ1(τ̃ , s) et ỹ2(τ̃ , s) satis-
faisant les conditions de raccordement données par

ỹ1(τ̃ , s) ' e−Γ
2
τ̃ , ỹ2(τ̃ , s) ' τ̃ e−Γ

2
τ̃ , (4.206)

pour Q = 1/2 et

ỹ1(τ̃ , s) ' cos(Ω0τ̃)e−
Γ
2
τ̃ , ỹ2(τ̃ , s) ' sin(Ω0τ̃)e−

Γ
2
τ̃ , (4.207)

pour Q > 1/2. Le déterminant (4.197) se réécrit alors comme

det[M +NY (1, s)] ∝ Hỹ1(0, s)Hỹ′2(0, s)−Hỹ2(0, s)Hỹ′1(0, s). (4.208)

avec l’opérateur H = d2/dτ̃2 +Γd/dτ̃+ω2
0. Dans le régime suramorti, le déterminant det[M+NY (1, s)]

est nul impliquant que detLs n’est pas déterminé par cette méthode. Ce cas étant peu important, car
déjà traité dans la section précédente III-1. Nous allons donc l’omettre ici.
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Aucune base de solution de l’équation différentielle homogène L(in)
s (τ̃)ỹi(τ̃ , s) = 0 n’est connue.

Nous vérifions alors ce résultat en résolvant cette équation numériquement avec les conditions de
raccordement (4.206) pour Q = 1/2 et (4.207) pour Q > 1/2 avec un temps τ̃ � 1. Sur la figure 4.7b,
nous traçons la densité de probabilité de znc dans l’espace de Laplace, P̂nc(s), à l’aide des relations
(4.132) et (4.138), et de l’expression du déterminant (4.208). La comparaison avec les simulations
numériques montrent que cette méthode est correcte.

IV Densités spectrales de puissance pour des particules sous-amorties

Dans cette section, nous allons calculer l’expression des densités spectrales de puissance pour x,
y et z pour tout amortissement. L’expression de la densité spectrale Szz(ω) a été calculée dans la
limite suramortie par De Messieres et al. [153] en 2011, pour le potentiel harmonique Vharm(x) (4.12)
et la force de scattering Fscat,1(x) en supposant la présence de l’isotropie dans le plan (x, y). Nous
généraliserons, dans la section IV-1, son résultat pour des particules browniennes sous-amorties et
nous y montrerons également les effets de l’anisotropie du piège optique. Une propriété intéressante
dans la limite des petites pulsations ω, correspondant au régime stationnaire, sera mise en évidence.
Dans la section IV-2, nous verrons que la symétrie par renversement du temps est brisée en présence
de la force non conservative.

IV-1 Densité spectrale de puissance Szz

Dans ce paragraphe, nous calculons l’expression de la densité spectrale de puissance du processus
créée par le potentiel harmonique et la partie dominante de la force non-conservative. La dynamique
des particules browniennes vérifie les équations de Langevin (4.29-4.31), en considérant pour l’instant
l’isotropie dans les directions x et y. Les processus x(t) et y(t) sont des processus d’Ornstein-Uhlenbeck
généralisés avec un terme inertiel identiques et indépendants tandis que le processus z(t) est soumis au
bruit thermique ξz(t) et à la force non conservative via x(t)2 et y(t)2. Nous pouvons alors décomposer
ce dernier processus comme

z(t) = 〈z〉+ zB(t) + znc(t), (4.209)

où 〈z〉 est défini par l’équation (4.86) et zB(t) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisés avec
un terme inertiel vérifiant l’équation de Langevin

mz̈B(t) + γżB(t) + ηκzB(t) =
√

2kBTγξz(t), (4.210)

tandis que znc(t) est un processus soumis uniquement à la force non conservative et satisfaisant l’équa-
tion

mz̈nc(t) + γżnc(t) + ηκznc(t) = −εκ
a

[
x(t)2 − 〈x2〉+ y(t)2 − 〈y2〉

]
≡ fnc(t), (4.211)

définissant la force non conservative fnc(t). Nous cherchons alors la densité spectrale de puissance de
Z(t) = z(t) − 〈z〉, décomposé en deux processus indépendants zB(t) et znc(t). Nous obtenons alors la
relation dans l’espace de Fourier

〈Z̃(ω)Z̃(ω′)〉 = 〈z̃B(ω)z̃B(ω′)〉+ 〈z̃nc(ω)z̃nc(ω
′)〉, (4.212)

avec z̃B(ω) et z̃nc(ω) vérifiant les relations obtenues à partir des équations (4.210) et (4.211)

z̃B(ω) =

√
2kBTγξ̃z(ω)

−mω2 + iωγ + ηκ
, z̃nc(ω) =

f̃nc(ω)

−mω2 + iωγ + ηκ
. (4.213)

La densité spectrale Szz(ω) est alors définie par 〈Z̃(ω)Z̃(ω′)〉 = 2πδ(ω+ω′)Szz(ω), correspondant à
la transformée de Fourier de 〈Z(t)Z(0)〉. Elle se décompose alors sous la forme Szz(ω) = SB(ω)+Snc(ω),
avec la densité spectrale SB(ω) due aux fluctuations thermiques

SB(ω) =
2kBTγ

(ηκ−mω2)2 + ω2γ2
, (4.214)

et avec la densité spectrale Snc(ω) due à la force non conservative

Snc(ω) =
C(ω)

(ηκ−mω2)2 + ω2γ2
, (4.215)
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obtenue en définissant C(ω) via 〈f̃nc(ω)f̃nc(ω
′)〉 = 2πδ(ω + ω′)C(ω). Pour effectuer le calcul de C(ω),

nous utilisons la relation obtenue à partir de la transformée de Fourier de x(t)2 constituant une partie
de la force non conservative fnc,

x̃2(ω) =
1

2π

∫
dν x̃(ω − ν)x̃(ν), (4.216)

et la partie connexe de l’autocorrélation de x(t)2 satisfaisant

〈x̃2(ω)x̃2(ω′)〉c =

∫
dν

2π

dν ′

2π

[
〈x̃(ω − ν)x̃(ω′ − ν ′)〉〈x̃(ν)x̃(ν ′)〉+ 〈x̃(ω − ν)x̃(ν ′)〉〈x̃(ω′ − ν ′)x̃(ν)〉

]
.

(4.217)
En terme de la densité spectrale de puissance pour x, définie via 〈x̃(ω)x̃(ω′)〉 = 2πδ(ω + ω′)Sxx(ω),

Sxx(ω) =
2kBTγ

(κ−mω2)2 + ω2γ2
, (4.218)

nous trouvons l’expression

〈x̃2 (ω)x̃2(ω′)〉c = 2πδ(ω + ω′)

∫
dν

π
Sxx(ω − ν)Sxx(ν). (4.219)

Celle-ci donne l’expression de C(ω) en fonction de Sxx(ω)

C(ω) =
2ε2κ2

a2

∫
dν

π
Sxx(ω − ν)Sxx(ν) (4.220)

où le coefficient 2 provient de l’isotropie dans les directions x et y. Nous allons calculer cette intégrale
en utilisant le théorème des résidus. Les pôles de Sxx(ν) sont donnés dans le régime sous-amorti où
4κm > γ2, par ν = ν+, ν = ν+, ν = ν− et ν = ν−, où

ν± =
iγ ±

√
4κm− γ2

2m
. (4.221)

L’évaluation de l’intégrale de l’équation (4.220) nécessite de considérer uniquement les pôles dans le
plan complexe supérieur, c’est-à-dire en prenant en compte les contributions de Sxx(ν) seulement en
ν = ν± et de Sxx(ω − ν) en ν = ν± + ω. Nous pouvons réécrire en terme des pôles les expressions des
densités spectrales Sxx(ν) et Sxx(ω − ν)

Sxx(ν) =
2kBTγ

m2

1

(ν − ν+)(ν − ν−)(ν − ν+)(ν − ν−)
, (4.222)

Sxx(ω − ν) =
2kBTγ

m2

1

(ν − ν+ − ω)(ν − ν− − ω)(ν − ν+ − ω)(ν − ν− − ω)
. (4.223)

En évaluant les résidus dans le plan complexe supérieur, nous obtenons

i

(
4εκkBTγ

am2

)2 [ 1

(ν+ − ν−)(ν+ − ν+)(ν+ − ν−)(ν+ − ν− − ω)(−ω)(ν+ − ν+ − ω)(ν+ − ν− − ω)

+
1

(ν− − ν+)(ν− − ν+)(ν− − ν−)(ν− − ν+ − ω)(−ω)(ν− − ν+ − ω)(ν− − ν− − ω)

+
1

(ω)(ν+ + ω − ν−)(ν+ + ω − ν+)(ν+ + ω − ν−)(ν+ − ν−)(ν+ − ν+)(ν+ − ν−)

+
1

(ν− + ω − ν+)(ω)(ν− + ω − ν+)(ν− + ω − ν−)(ν− − ν+)(ν− − ν+)(ν− − ν−)

]
= C(ω). (4.224)

Après simplifications, l’expression de C(ω) s’écrit alors

C(ω) =
16γ(εκakBT )2

κa4

4γ2 + 4κm+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κ−mω2)2 + 4ω2γ2)
, (4.225)

et en la remplaçant dans l’équation (4.215), nous obtenons la densité spectrale de puissance

Szz(ω) =
2kBTγ

(ηκ−mω2)2 + ω2γ2

[
1 +

8ε2kBTκ

a2

4γ2 + 4κm+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κ−mω2)2 + 4ω2γ2)

]
. (4.226)

À partir de cette expression, nous remarquons que la densité spectrale pour z possède deux pics situés
en ω =

√
ηκ/m et ω = 2

√
κ/m, représentant respectivement le bruit thermique et la force non
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Figure 4.8 – Densités spectrales de puissance Sxx(ω), Syy(ω) et Szz(ω) en fonction de la pulsation
ω, tracée pour les paramètres adimensionnés σ/a = 0.5, ε = 0.1, ηy = 0.8 et ηz = 0.2. Les courbes
en trait plein correspondent aux expressions analytiques (4.218) et (4.234), tandis que les symboles
représentent les résultats numériques, expliquées dans la section I-2. En encart, un zoom a été réalisé
sur les deux pics en ω = 2ω0 et ω = 2

√
η
y
ω0. (a) Résultat pour le facteur de qualité Q = 20. La

densité spectrale Szz est très proche de la forme lorentzienne attendue pour ε = 0. (b) Résultat pour
le facteur de qualité Q = 100. Les deux pics correspondant à la signature de la force non conservative
sont plus prononcés, de même que le plateau en ω = 0.

conservative. De plus, elle présente un maximum local en ω = 0.
Dans la limite suramortie, nous trouvons en prenant m = 0 l’expression suivante

Szz(ω) =
2kBTγ

η2κ2 + ω2γ2

[
1 +

8ε2kBTκ

a2

1

4κ2 + ω2γ2

]
, (4.227)

qui en accord avec celle développée par De Messieres et al. [153]. Dans la limite des basses fréquences
ω → 0, la densité spectrale satisfait l’expression

Szz(0) =
2kBTγ

η2κ2

[
1 +

2ε2kBT

a2

γ2 + κm

γ2κ

]
=

2kBT

η2κ2

(
Aγ +

B

γ

)
, (4.228)

où A et B sont des constantes indépendantes de l’amortissement et données par

A = 1 +
2ε2kBT

κa2
, B =

2ε2kBTm

a2
. (4.229)

Nous pouvons alors remarquer que Szz(0) possède une valeur minimale pour le coefficient de frottement
γc =

√
B/A. En considérant que le facteur de qualité s’écrit sous la forme Q =

√
κm/γ, nous trouvons

que la valeur minimale de Szz(0) est obtenue pour le facteur de qualité Qc tel que

Qc =

√
1 +

a2

2ε2σ2
, (4.230)

avec σ2 = kBT/κ. La valeur de Qc est supérieure à 1, impliquant que ce minimum est toujours dans le
domaine sous-amorti défini par Q > 1/2. En considérant les valeurs numériques ε = 0.1 et σ/a = 0.5,
nous avons Qc ∼ 14.

Grâce à l’expression de la densité spectrale (4.226), nous obtenons l’expression du moment d’ordre
2 défini par 〈Z2〉 =

∫
dωSzz(ω)/2π, donnant

〈Z2〉 =
1

ηβκ

[
1 +

4ε2

βκa2

(16− 2η + η2)(κm)2 + 4(7 + 2η)γ2κm+ 12γ4

(ηκm+ 2γ2)[(η − 4)2κm+ 6(2 + η)γ2]

]
. (4.231)

L’expression (4.157) est retrouvée dans le régime suramorti, en prenant la limite m = 0. De plus, la
correction due à la force de scattering est d’ordre ε2, ce qui implique qu’elle ne pouvait être obtenue
avec le résultat de perturbation d’ordre O(ε) développé dans la section II.

Nous pouvons refaire le calcul ci-dessus pour obtenir la densité spectrale Szz(ω) dans le cas où
le piège n’est pas isotrope dans le plan (x, y) avec des longueurs de faisceau wx et wy différentes,
impliquant des raideurs κx et κy différentes. La force non conservative satisfait alors l’expression (4.15).
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Figure 4.9 – La partie imaginaire de la densité spectrale Szfnc(ω) tracée en fonction de la pulsation ω
pour les paramètres adimensionnés σ/a = 0.5, ε = 0.1, ηy = 0.8 et ηz = 0.2. Les points représentent le
résultat de la simulation numérique, tandis que la courbe en trait plein correspond à l’équation (4.238).
Le facteur de qualité est pris égal à Q = 20 pour (a) et Q = 100 pour (b). Cette fonction n’est pas
nulle et donc implique que la symétrie par renversement du temps n’est pas présente. Ceci prouve que
le système étudié est bien hors de l’équilibre.

La fonction C(ω), satisfaisant l’équation (4.225), se réécrit alors en remplaçant κ par κx et κy ainsi
que a2 par w2

x/2 et w2
y/2 via les expressions Cxx(ω) et Cyy(ω) représentant les corrélations respectives

de x2 et y2 et satisfaisant

Cxx(ω) =
16γ(εκxwxkBT )2

κxw4
x

4γ2 + 4κxm+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κx −mω2)2 + 4ω2γ2)
, (4.232)

Cyy(ω) =
16γ(εκxwxkBT )2

κyw4
y

4γ2 + 4κym+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κy −mω2)2 + 4ω2γ2)
. (4.233)

La densité spectrale s’écrit donc à partir l’équation (4.215),

Szz(ω) =
2kBTγ

(κz −mω2)2 + ω2γ2

[
1 +

8ε2κxkBT

w2
x

4γ2 + 4κxm+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κx −mω2)2 + 4ω2γ2)

+
8ε2κ2

xw
2
xkBT

κyw4
y

4γ2 + 4κym+m2ω2

(γ2 +m2ω2)((4κy −mω2)2 + 4ω2γ2)

]
. (4.234)

Cette expression n’est pas symétrique sous l’échange de x et y, dû à la définition de ε via l’équation
(4.17). L’anisotopie en x et y crée la présence d’un troisième pic pour la densité spectrale. Ces trois
pics sont alors situés à ω =

√
κz/m, ω = 2

√
κx/m et ω = 2

√
κy/m.

Sur la figure 4.8, nous représentons les densités spectrales pour x, y et z dont les expressions
sont données via l’équation (4.218) pour les deux premières et (4.234). Celles-ci sont comparées aux
simulations numériques, détaillées dans la section I-2, où la densité spectrale pour X est définie via
la relation SXX(ω) = |X̃(ω)|2 où X̃(ω) est la transformée de Fourier du processus X(t), obtenue
numériquement avec la méthode de transformée de Fourier rapide (FFT). Les deux pics prévus en
ω = 2ω0 et ω = 2

√
η
y
ω0 sont bien présents, de même que le maximum local en ω = 0.

IV-2 Signature de la brisure de symétrie par renversement du temps

Une des signatures des systèmes hors-équilibres est donnée par la brisure de la symétrie par ren-
versement du temps. C’est cette brisure de symétrie qui est responsable de l’apparition des courants
stationnaires [30] dont nous avons dérivé l’expression dans la section II. Nous allons montrer ici que
la symétrie par renversement du temps est bien brisée. En considérant deux observables X et Y , leur
fonction de corrélation est définie par

CXY (t) = 〈X(t)Y (0)〉 = 〈X(0)Y (−t)〉 = CY X(−t), (4.235)
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où CXY est invariable par translation dans le temps. La symétrie par renversement du temps est brisée
si CY X(t) 6= CY X(−t), c’est-à-dire quand CXY (t) 6= CY X(t).

Pour un système à l’équilibre, la relation CXY (t) = CY X(t) implique que la densité spectrale
SXY (ω) associée est réelle. Nous allons utiliser cette propriété pour voir que la brisure de symétrie
est présente dans notre système. Nous nous proposons alors d’étudier la corrélation entre X = z et
Y = fnc qui est évidemment non nulle. À partir des résultats précédents, la relation

Czfnc(t) = 〈z(t)fnc(0)〉 = 〈znc(t)fnc(0)〉 (4.236)

est obtenue vu que les processus zB(t) et fnc(t) sont indépendants et de moyenne nulle. Cela implique
alors

Szfnc(ω) =
C(ω)

−mω2 + iγω + ηκ
, (4.237)

où l’expression de C(ω) est donnée par l’équation (4.225). Comme C(ω) est réel, la densité spectrale
Szfnc(ω) n’est pas réelle et sa partie imaginaire suit la relation

S′′zfnc
(ω) = ImSzfnc(ω) =

−γωC(ω)

(ηκ−mω2)2 + γ2ω2
. (4.238)

Ce résultat est bien évidemment valable si l’isotropie dans les directions x et y n’est plus présente,
en remplaçant C(ω) par Cxx(ω) + Cyy(ω), dont les expressions sont respectivement données par les
équations (4.232) et (4.233).

La partie imaginaire de cette densité spectrale est tracée sur la figure 4.9, permettant de comparer
l’expression analytique précédente avec les simulations numériques. Cela nous permet alors d’affirmer
que le système est bien hors-équilibre vu que cette densité spectrale n’est pas réelle et donc la symétrie
par renversement du temps est bien brisée.

V Conclusion sur les vortex browniens

Dans ce chapitre, nous avons donc étudié la dynamique stochastique de particules browniennes dans
un piège optique en présence d’une force non conservative. Nous avons réussi à caractériser, autant
dans le régime suramorti que dans le régime sous-amorti, la densité de probabilité et les courants sta-
tionnaires ainsi que les densités spectrales de puissance en présence du potentiel harmonique Vharm(x)
défini par l’équation (4.12) créant le piégeage de la particule brownienne et de la force de scattering
Fscat,1(x) définie par l’équation (4.15) due à la pression de radiation.

Nous avons obtenu un résultat perturbatif, valable pour des petites forces de scattering, dans le
régime sous-amorti, valable pour toute pression P du milieu et donc pour tout facteur de qualité Q.
Nous avons alors remarqué que la géométrie des courants ne dépendait pas de l’amortissement tandis
que son amplitude possédait un maximum pour un facteur de qualité Q dépendant du ratio entre les
raideurs en z et en x. De plus, nous avons trouvé un résultat exact valable pour toute force de scattering
dans le régime suramorti, montrant que la géométrie des courants change quand celle-ci devient plus
importante. Une généralisation a été proposée pour le régime sous-amorti.

Nous avons également obtenu une expression exacte pour la densité spectrale pour tout amortis-
sement, valable pour tout facteur de qualité Q. La régime stationnaire, correspondant à la pulsation
nulle, dépend de l’amplitude de la force de scattering et possède une signature particulière pour la
densité spectrale. Via la brisure de symétrie par renversement du temps, nous avons également mis en
évidence que le système était bien hors-équilibre.
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons donc réussi à caractériser certaines propriétés pour des processus
diffusifs hors-équilibre dans des milieux complexes, en présence de confinements. Ainsi, nous avons
obtenu des résultats analytiques, asymptotiquement exacts, autant pour la dispersion de particules
browniennes dans les microcanaux périodiques et dans les réseaux périodiques d’obstacles sphériques,
par le calcul de la diffusivité effective, que pour la forme des vortex browniens créés par la force non
conservative d’un piège optique, par le calcul des courants stationnaires.

I Dispersion dans les microcanaux

Dans le chapitre 2, nous avons tout d’abord étudié la dispersion de particules browniennes dans les
microcanaux périodiques. Nous avons réussi à caractériser trois régimes de dispersion en fonction de la
géométrie des canaux : canaux étroits, canaux larges et canaux présentant des petites ouvertures. Pour
ces trois régimes, nous avons dérivé des expressions analytiques pour la diffusivité effective, qui sont
asymptotiquement exactes. Elles ont été obtenues à partir d’un formalisme compact basé sur l’analyse
complexe, dérivant de formules de type Green-Kubo. Nous avons également caractérisé la dispersion
dans les canaux possédant des discontinuités de profil. Cela nous a permis de définir l’expression
analytique exacte des taux de piégeage au niveau des discontinuités, à partir du calcul de la diffusivité
effective.

Cette étude a été réalisée en absence de toute interaction, autre que celle créant le mouvement
brownien, dans un fluide au repos, pour nous concentrer seulement sur l’effet entropique des parois du
canal. Cependant, les formules de Kubo (exactes) pour la diffusivité effective dérivées par Guérin et
Dean [46, 47] sont applicables pour des processus diffusifs dans les canaux périodiques plus généraux,
satisfaisant l’équation de Fokker-Planck (1.4). Nous pourrions par exemple étudier la dispersion en
présence d’une force constante F.

La dispersion dans les canaux en présence d’une force longitudinale F = Fex a été largement étudiée
dans la littérature [56,166,167,204–207]. Ces études ont été principalement réalisées dans la limite des
canaux étroits, où la réduction de dimensionnalité est généralement appliquée, permettant d’écrire une
équation de Fick-Jacobs généralisée pour la probabilité marginale. La diffusivité unidimensionnelle
D(x) effective ne dépend pas de l’amplitude de la force F tandis que le potentiel unidimensionnel
effectif est toujours créé par le profil du canal. Mais cette réduction de dimension n’est valable que
lorqu’un équilibre rapide est réalisé dans la direction transverse, soit pour une force longitudinale assez
faible [56]. Dans la limite opposée, pour un grand nombre de Péclet Pe = βFL (avec β−1 la température
et L la périodicité du canal), Laachi et al. [207] ont dérivé une expression asymptotique de la diffusivité
effective

De

D0
' 1 + 3

〈
h′2

h2

〉
P−2
e . (5.1)

Cependant, aucune expression analytique de la diffusivité effective, valable pour toute valeur de F , n’a
été obtenue. À partir de simulations numériques, la diffusivité effective présente un maximum [56,207]
(voir figure 5.1) en fonction de la force, qui n’est pas caractérisé par ces deux régimes asymptotiques.
Il serait donc intéressant d’étudier le comportement de ce maximum en fonction de la géométrie du
canal.

La dispersion dans les canaux en présence d’une force transverse F = −gey, pouvant être créée
par la gravité par exemple, a été un peu moins étudiée dans la littérature [208, 209]. L’étude dans les
canaux étroits est plus difficile en considérant l’approximation de Fick-Jacobs. En effet, la diffusivité
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Figure 5.1 – Diffusivité effective en fonction de l’amplitude de la force constante selon ex obtenue
numériquement pour un réseau d’obstacles avec une densité ϕ = 0.2. Dxx représente la diffusivité dans
la direction longitudinale tandis que Dyy représente la diffusivité dans la direction transverse. Ce même
comportement est obtenu pour une dispersion dans les canaux périodique, analogue à celle-ci, avec une
diffusivité effective longitudinale De = Dxx.

unidimensionnelle D(x), obtenue en réalisant la réduction de dimensionnalité, dépend de la valeur la
force g. Les premiers ordres du développement asymptotique ont été dérivés par Kalinay [208], valable
pour toute valeur g. La validité de cette expression ne dépend pas de cette valeur, car la présence de
la force favorise un équilibre rapide dans la direction transverse. Une des premières études à réaliser
serait de vérifier le résultat de Kalinay avec les formules de Kubo, et de l’étendre aux autres géométries
de canal.

D’autres problèmes basés sur l’étude de la dispersion en présence de diffusivité microscopique
inhomogène ou de parois mobiles, utiles pour les systèmes biologiques, pourraient être intéressants à
regarder. De même, l’étude d’un formalisme compact pour les canaux tridimensionnels, absent de ce
chapitre, pourrait faire l’objet d’une attention future, notamment pour généraliser à cette dimension
les résultats obtenus pour les canaux discontinus.

II Dispersion dans un réseau d’obstacles attractifs

Dans le chapitre 3, nous avons étudié la dispersion de particules browniennes dans les réseaux
périodiques d’obstacles sphériques attractifs. Nous avons d’abord caractérisé la dispersion en absence
de potentiel, et dérivé l’expression de la diffusivité effective dans la limite diluée et dans la limite
encombrée à partir des résultats obtenus pour les microcanaux périodiques. Nous avons ensuite dérivé
l’expression de la diffusivité effective pour plusieurs potentiels attractifs (puits de potentiel carré,
triangulaire), dans la limite diluée. Nous avons montré que la dispersion pouvait être maximisée en
présence d’un potentiel attractif, même dans la limite diluée. Nous avons alors obtenu une expression
de l’optimisation de la dispersion en fonction des temps de premier passage pour atteindre et quitter
la surface des sphères. Ce résultat a été retrouvé en considérant que la diffusion était médiée par la
surface des sphères, en absence de potentiel.

La dispersion de particules browniennes pourrait maintenant être étudiée dans la limite encombrée
en présence de potentiels attractifs. Ce problème pourrait être traité par analogie à la limite diluée,
en considérant que la diffusion est médiée par la surface des sphère, analogue à un potentiel attractif
localisé sur celle-ci. Cette étude pourrait être réalisable analytiquement à partir des formules de Kubo
développées ici et des résultats de l’étude sur la dispersion dans les microcanaux étroits, équivalents à
la limite encombrée.

Un autre problème intéressant à résoudre consisterait à étudier la dispersion dans le réseau d’obs-
tacles en présence d’une force constante F = Fex. En effet, de même qu’en présence d’un potentiel
attractif, la dispersion est maximisée pour une valeur non nulle de la force [112] (voir figure 5.1). Ce
problème a été étudié pour des obstacles distribués aléatoirement sur un réseau discret par Leitmann et
Franosch [210,211] en identifiant les régimes asymptotiques de petites et grandes forces. Cependant ces
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Figure 5.2 – Densité de probabilité pour une fraction volumique ϕ = 0.01 en présence d’une force
constante selon ex d’amplitude (a) βFL = 3, (b) βFL = 30 et (c) βFL = 300. En absence de
force, la densité de probabilité est constante dans l’espace Ω. Pour une force importante, la densité de
probabilité est nulle pour la région |y| < R où les particules browniennes sont éloignée par les obstacles.

résultats ne semblent pas applicables à un réseau périodique d’obstacles. La densité de probabilité sta-
tionnaire est uniquement dérivable dans la limite diluée en suivant le travail de Majumdar et Bray [212]
et la diffusivité effective peut évidemment être calculée avec les formules de Kubo dérivées par Guérin
et Dean [46,47]. Mais ces formules de Kubo ne sont intégrables que dans la limite de petites forces, ne
permettant pas de décrire la dispersion au niveau de son maximum. Les seuls résultats asymptotiques
que nous avons pu obtenir s’écrivent en fonction du nombre de Péclet Pe = βFL

De

D0
' 1− ϕ+O(P 2

e , ϕ
2), ϕ� 1 et Pe � 1 (5.2)

De

D0
' 1, Pe � 1. (5.3)

Cette dernière limite est également difficile à améliorer. Elle est due à la présence d’une couche limite
sur la surface des sphères similaire au problème hydrodynamique à haut Reynolds [213]. Le domaine
est séparé en deux régions : en |y| < R les particules peuvent rencontrer un obstacle et sont donc
ralenties tandis qu’en |y| > R les particules dispersent sans rencontrer d’obstacles (voir figure 5.2).
La probabilité de trouver une particule dans le premier domaine est alors quasi nulle, ce qui implique
le résultat asymptotique et les corrections sont alors données par les événements se passant dans la
couche intermédiaire (voir figure 5.2c).

Enfin, l’étude de la dispersion en présence d’un potentiel attractif d’amplitude V0 sur la surface
des sphères et d’une force constante pourrait être réalisée si le précédent problème est résolu. Cela
permettrait notamment d’observer l’influence de la force extérieure sur l’optimisation de la diffusivité
effective trouvée dans ce chapitre et d’obtenir l’optimisation globale pour les variables Pe et βV0.

III Vortex browniens créés par un piège optique

Dans le chapitre 4, nous avons étudié la dynamique stochastique de particules browniennes dans
un piège optique en présence d’une force non conservative. Nous avons utilisé le modèle le plus simple
du piège optique via un potentiel harmonique pour se focaliser sur l’étude de la force de scattering
non conservative. Nous avons alors obtenu l’expression perturbative de la densité de probabilité et des
courants stationnaires dans la limite d’une force non conservative faible, dans le régime sous-amorti.
Puis, nous avons dérivé des expressions exactes par ces deux quantités dans le régime suramorti, nous
permettant d’obtenir le deuxième ordre perturbatif. Elles ont été obtenues par le calcul d’intégrales de
chemin et de déterminants d’opérateurs. Enfin, nous avons calculé l’expression de la densité spectrale
de puissance permettant de caractériser les effets de la force non conservative et les anisotropies du
piège optique.

Nous avons considéré le modèle le plus simple du piège optique en présence d’une force non conserva-
tive. Les prochaines études pourraient donc se reposer sur des modèles plus complets pour caractériser
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le piège. Par exemple, le terme quartique de la force de scattering pourrait être étudié dans le régime
sous-amorti. Des résultats ont été obtenus perturbativement dans le régime suramorti par Moyses et
al. [154], montrant la présence de deux vortex browniens contrarotatifs.

Une autre étude pourrait analyser le comportement du terme anharmonique du potentiel sur la
dynamique des particules browniennes. Un résumé des expression de la densité spectrale de puissance,
obtenues dans la littérature en absence de la force de scattering non conservative, est proposé dans
l’annexe G. Ces résultats sont asymptotiquement exacts dans le régime sous-amorti pour les processus
unidimensionnels, mais les résultats tridimensionnels sont seulement des approximations. Les particules
peuvent alors s’échapper du piège quand la pression devient très basse [139,149,194], un comportement
qui pourrait être étudié analytiquement à partir de théories de premier passage par exemple.
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Annexe A

Dispersion dans les canaux asymétriques

Dans cette annexe, nous allons étudier la dispersion dans les canaux bidimensionnels ne satisfaisant
pas de symétrie par rapport à l’axe des abscisses en généralisant des résultats obtenus pour les canaux
symétriques dans le texte principal. Les parois du canal sont alors données par les équations y = h1(x)
et y = h2(x) avec les hauteurs hi(x) étant L-périodiques, dans le système de coordonnées cartésiennes
(x, y).

I Formules exactes pour la diffusivité effective

Dans cette section, nous allons dériver les expressions vérifiées par la diffusivité effective à partir
d’une analyse dans le plan complexe. Nous allons tout d’abord rappeler les équations aux dérivées
partielles satisfaites par celle-ci pour le cas bidimensionnel. La diffusivité effective vérifie l’expression
provenant de l’équation (2.44)

De

D0
= 1 +

1

|Ω|

∫ L

0
dxf(x, h2(x))h′2(x)− 1

|Ω|

∫ L

0
dxf(x, h1(x))h′1(x), (A.1)

où le volume est égal à |Ω| = L〈h2−h1〉 et où la fonction auxiliaire f ≡ f1 vérifie l’équation de Laplace
(2.45) se réécrivant

∂2f

∂x2
(x, y) +

∂2f

∂y2
(x, y) = 0, (A.2)

avec les conditions aux bords (2.46) pour α = 1, 2

∂f

∂y
(x, hα(x)) = h′α(x)

∂f

∂x
(x, hα(x))− h′α(x) (A.3)

et la condition de périodicité
f(x+ L, y) = f(x, y). (A.4)

L’expression (A.1) implique encore l’indépendance de la valeur de De sur la condition (2.47).
Dans le cas des canaux asymétriques, la fonction auxiliaire f peut être décomposée comme la somme

de ses parties paires et impaires, telle que f(x, y) = fs(x, y) + fa(x, y) avec fs(x,−y) = fs(x, y) et
fa(x,−y) = −fa(x, y). La fonction f(x, y) est solution de l’équation de Laplace et peut donc s’écrire,
à partir de l’analyse complexe, comme la partie réelle ou imaginaire de la fonction analytique

F (x, y) = W1(z) +W2(z) (A.5)

Nous pouvons alors facilement prouver que les fonctions analytiques correspondantes à fs(x, y) et
fa(x, y) s’écrivent sous la forme Fs(x, y) = W1(z) + W1(z) et Fa(x, y) = W2(z) − W2(z). Ce qui
implique une solution réelle sous la forme

f(x, y) =
1

2
[ws(x+ iy) + ws(x− iy)]− i

2
[wa(x+ iy)− wa(x− iy)]

= Rews (x+ iy) + Imwa (x+ iy) , (A.6)

avec ws(z) et wa(z) deux fonctions analytiques vérifiant la relation w(z) = w(z), c’est-à-dire possédant
un développement en séries à coefficients réels. En utilisant cette relation, les équations aux bords
(A.3) donnent les conditions sur ws(z) et wa(z) suivantes

Imws (x+ ihα(x))− Rewa (x+ ihα(x)) = hα(x)− Cα, (A.7)
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où C1 et C2 sont deux constantes à déterminer sur chaque bord du canal. La diffusivité effective aux
temps longs donnée par l’équation (A.1) est réduite à

De

D0
= 1 +

1

|Ω|

∫ L

0
dx h′2(x) [Rews (x+ ih2(x)) + Imwa (x+ ih2(x))]

− 1

|Ω|

∫ L

0
dx h′1(x) [Rews (x+ ih1(x)) + Imwa (x+ ih1(x))] . (A.8)

Or, en considérant une fonction analytique w(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) et en utilisant la relation∫
C dz w(z) = 0 appliquée pour le contour de la cellule unitaire Ω, les deux relations suivantes peuvent
être montrées∫ L

0
dx h′2(x)u(x, h2(x))−

∫ L

0
dx h′1(x)u(x, h1(x)) =

∫ L

0
dx [v(x, h1(x))− v(x, h2(x))] , (A.9)

∫ L

0
dx h′2(x)v(x, h2(x))−

∫ L

0
dx h′1(x)v(x, h1(x)) =

∫ L

0
dx [u(x, h2(x))− u(x, h1(x))] . (A.10)

En utilisant la condition aux bords (A.7) et l’expression du volume |Ω| = L〈h2 − h1〉, ces relations
permettent de réécrire l’expression de la diffusivité effective sous la forme

De

D0
= 1 +

1

|Ω|

∫ L

0
dx [Imws (x+ ih1(x))− Imws (x+ ih2(x))

+ Rewa (x+ ih2(x))− Rewa (x+ ih1(x))] =
C2 − C1

〈h2 − h1〉
. (A.11)

ne dépendant que des constantes C1 et C2.
Nous avons donc réussi à reformuler l’expression de la diffusivité effective à l’aide de l’analyse

complexe à partir l’expression de deux constantes C1 et C2 reliées à De via l’équation (A.11). Ces deux
constantes sont déterminées par les conditions aux limites (A.7), définissant les fonctions analytiques
ws(z) et wa(z). Ce résultat généralise aux canaux asymétriques celui obtenu dans le paragraphe II-2.b
du chapitre 2 pour les canaux symétriques.

II Dispersion dans les canaux étroits asymétriques

Dans cette section, nous allons étudier la dispersion dans les canaux étroits asymétriques. Les hau-
teurs s’écrivent ici sous la forme hα(x) = εζα(x) avec ε� 1. Dans le paragraphe II-1 nous retrouverons
le résultat de Fick-Jacobs ainsi que la classification entre canaux lisses et canaux rugueux. Ensuite,
dans le paragraphe II-2, nous obtiendrons le développement asymptotique pour ε� 1 de la diffusivité
effective à l’ordre O(ε4).

II-1 Diffusivité effective de Fick-Jacobs

À partir du formalisme compact développé dans la section I, nous allons retrouver dans ce para-
graphe le résultat de Fick-Jacobs (2.8) rapidement. En effet, l’équation aux bords (A.7) donne après
une expansion de Taylor de ws(x+ ihα(x)) et wa(x+ ihα(x))

hα(x)− Cα = Imws (x+ ihα(x))− Rewa (x+ ihα(x)) ' hα(x)w′s(x)− wa(x). (A.12)

En soustrayant les deux équations pour α = 2 et α = 1, les expressions des fonctions w′s(x) et wa(x)
sont données par

w′s(x) = 1− C2 − C1

h2(x)− h1(x)
, (A.13)

wa(x) =
C2h1(x)− C1h2(x)

h2(x)− h1(x)
. (A.14)

La périodicité implique que la moyenne spatiale de w′s(x) est nulle, ce qui permet de déterminer
C2−C1 = 〈(h2−h1)−1〉−1. L’équation (A.11) implique alors l’expression de la diffusivité effective telle
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que
De

D0
=

1

〈W 〉〈W−1〉 , (A.15)

où la demi-largeur du canal est notéeW = (h2−h1)/2. Cette dernière équation correspond exactement
à l’expression de la diffusivité effective obtenue par l’approximation de Fick-Jacobs. Vu la forme des
hauteurs hα(x) semblable à celle de la hauteur h(x) d’un canal symétrique, la classification entre canaux
lisses et canaux rugueux reste valable pour une forte corrugation ξ � 1, pour un comportement de la
hauteur proche de son minimum donné par l’équation

W (x) = w0 + Λ|x|ν (A.16)

où w0 représente la largeur minimal du canal asymétrique. Les canaux sont alors considérés comme
lisses si l’exposant ν satisfait l’inégalité ν ≤ 1/(d− 1) par analogie au cas symétrique.

II-2 Développement asymptotique en ε� 1

Dans ce paragraphe, nous allons réaliser le développement asymptotique en ε � 1 de la diffu-
sivité effective qui généralise l’équation (2.93), en suivant le même raisonnement. Pour les canaux
asymétriques, l’équation aux bords (A.7) se réécrit en considérant les développements de Taylor de
ws(x+ ihα(x)) et wa(x+ ihα(x)) avec hα(x) = εζα(x)

∞∑

n=0

(−1)nε2n+1

(2n+ 1)!
ζα(x)2n+1w(2n+1)

s (x)−
∞∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!
ζα(x)2nw(2n)

a (x) = εζα(x)− Cα. (A.17)

Pour obtenir les ordres successifs en ε, nous considérons à la lecture de l’équation précédente les
développements asymptotiques des fonctions ws(x) et wa(x) ainsi que des constantes Cα tels que

ws(x) =

∞∑

m=0

ε2mw2m(x), wa(x) =

∞∑

m=0

ε2m+1w2m+1(x), (A.18)

Cα =
∞∑

m=0

ε2m+1Cα,2m. (A.19)

L’équation aux bords (A.7) devient alors
∞∑

n,m=0

(−1)nε2(n+m)

(2n+ 1)!
ζα(x)2n+1w

(2n+1)
2m (x)−

∞∑

n,m=0

(−1)nε2(n+m)

(2n)!
ζα(x)2nw

(2n)
2m+1(x) = ζα(x)−

∞∑

m=0

ε2mCα,2m.

(A.20)
En identifiant termes à termes le développement asymptotique précédent, nous obtenons

k∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
ζα(x)2n+1w

(2n+1)
2(k−n)(x)−

k∑

n=0

(−1)n

(2n)!
ζα(x)2nw

(2n)
2(k−n)+1(x) = ζα(x)δk0 − Cα,2k. (A.21)

L’expression des constantes Cα,0, Cα,2 et Cα,4 est alors obtenue pour les valeurs k = 0, k = 1 et
k = 2 telle que

ζα(x)w
(1)
0 (x)− w1(x) = ζα(x)− Cα,0, (A.22)

− 1

3!
ζα(x)3w

(3)
0 (x) +

1

2!
ζα(x)2w

(2)
1 (x) + ζα(x)w

(1)
2 (x)− w3(x) = −Cα,2, (A.23)

1

5!
ζα(x)5w

(5)
0 (x)− 1

4!
ζα(x)4w

(4)
1 (x)− 1

3!
ζα(x)3w

(3)
2 (x) +

1

2!
ζα(x)2w

(2)
3 (x) + ζα(x)w

(1)
4 (x)− w5(x) = −Cα,4.

(A.24)

L’équation (A.22) donne immédiatement l’ordre 0 du développement asymptotique en soustrayant
l’équation pour α = 2 par celle avec α = 1. En utilisant la périodicité s’écrivant ici 〈w′k〉 = 0, la
constante C2,0 − C1,0 s’écrit

C2,0 − C1,0 = 〈(ζ2 − ζ1)−1〉−1 = 2〈W−1〉−1 (A.25)

où la demi-largeur du canal est notée W = (ζ2− ζ1)/2. Les fonctions w′0(x) et w′1(x) s’expriment alors
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sous la forme

w′0(x) = 1− 〈W
−1〉−1

W (x)
, w′1(x) = −〈W−1〉−1

[
S(x)

W (x)

]′
(A.26)

où S(x) = [ζ1(x) + ζ2(x)]/2 correspond à la ligne médiane du canal.
En soustrayant les deux équations données par (A.23) pour α = 2 et α = 1, l’expression de la

fonction w2(x) est obtenue telle que

w′2(x) = −C2,2 − C1,2

2W (x)
− S(x)w′′1(x) +

1

6
[3S(x)2 +W (x)2]w

(3)
0 (x). (A.27)

En utilisant la périodicité de la fonction w2(x) et les expressions des fonctions w0(x) et w1(x), la
constante C2,2 − C1,2 s’écrit

C2,2 − C1,2 = − 2

〈W−1〉2
[
〈S′2/W 〉+

1

3
〈W ′2/W 〉

]
. (A.28)

En additionnant les deux équations données par (A.23) pour α = 2 et α = 1, l’expression de la fonction
w3(x) est obtenue telle que

w3(x) =
[
S(x)2 −W (x)2

] [1

3
S(x)w′′′0 (x)− 1

2
w′′1(x)

]
− C2,2 − C1,2

2

S(x)

W (x)
+ constante, (A.29)

où la constante est peu importante dans la suite.
En soustrayant les deux équations données par (A.24) pour α = 2 et α = 1, l’expression de la

fonction w4(x) est obtenue

w′4(x) = −C2,4 − C1,4

2W
− S(x)w′′3(x) +

1

6

[
3S(x)2 +W (x)2

] [
w

(3)
2 (x) + S(x)w

(4)
1 (x)

]

− 1

120

[
5S(x)4 + 10S(x)2W (x)2 +W (x)4

]
w

(5)
0 (x). (A.30)

En utilisant la périodicité de la fonction w4(x) ainsi que les expressions trouvées pour w′0(x) et w′1(x)
ainsi que w′2(x) et w′3(x) aux ordres précédents, la constante C2,4 − C1,4 s’écrit après intégration par
parties et simplifications sous la forme

C2,4 − C1,4 =
2

〈W−1〉3
[
〈S′2〉+

1

3
〈W ′2/W 〉

]2

+
2

45〈W−1〉2
[
4〈W ′2(W ′2 + 15S′2)/W 〉+ 〈W (W ′′2 + 15S′′2)〉+ 30〈W ′′S′2〉

]
. (A.31)

Nous obtenons alors un développement à l’ordre O(ε4) de la diffusivité effective aux temps longs

De

D0
' 1

〈W 〉〈W−1〉

[
1− ε2

(〈S′2/W 〉
〈W−1〉 +

1

3

〈W ′2/W 〉
〈W−1〉

)
+ ε4

(〈S′2/W 〉
〈W−1〉 +

1

3

〈W ′2/W 〉
〈W−1〉

)2

+
ε4

45

(
4
〈W ′2(W ′2 + 15S′2)/W 〉

〈W−1〉 +
〈W (W ′′2 + 15S′′2)〉

〈W−1〉 + 30
〈W ′′S′2〉
〈W−1〉

)]
, (A.32)

se réécrivant au même ordre sous la forme
De

D0
' 〈W 〉−1

[
〈W−1〉+ ε2

(
〈S′2/W 〉+

1

3
〈W ′2/W 〉

)

− ε4

45

(
4〈W ′2(W ′2 + 15S′2)/W 〉+ 〈W (W ′′2 + 15S′′2)〉+ 30〈W ′′S′2〉

)]−1

. (A.33)

Ce résultat est concordant avec celui de Bradley [77] à l’ordre O(ε2) et donne même la correction
d’ordre supérieur. Pour le cas d’un canal à section constante tel que W (x) = W0, la diffusivité aux
temps longs se réécrit alors comme

De

D0
' 1− ε2〈S′2〉+ ε4

[
〈S′2〉2 +

W 2
0

3
〈S′′2〉

]
'
[
1 + ε2〈S′2〉 − ε4W

2
0

3
〈S′′2〉

]−1

. (A.34)

Ce résultat a été étudié dans la littérature [214] pour les canaux sinueux de section constante W0 � L
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petite devant la périodicité du canal. Leur expression de la diffusivité effective s’écrit sous la forme
De

D0
=

1

1 + ε2〈S′2〉 , (A.35)

concordant avec notre résultat pour une largeur minimale nulle (W0 = 0). Notre expression donne alors
la correction à l’ordre suivant pour une largeur W0 finie.

III Dispersion dans les canaux larges asymétriques

Dans cette section, nous allons étudier la dispersion dans les canaux larges asymétriques, en dérivant
l’ordre dominant de la diffusivité effective. Pour les canaux asymétriques périodiques, où les frontières
du canal sont décrites par h2(x) ≥ h2,min et h1(x) ≤ h1,max, l’argument ergodique de la section IV-1
du chapitre 2 peut être réitéré si l’inégalité h2,min > h1,max est vérifiée. La diffusivité effective est alors
bornée par

De

D0
≥ h2,min − h1,max

〈h2 − h1〉
=
ζ2,min − ζ1,max

〈ζ2 − ζ1〉
. (A.36)

Deux couches limites sont alors présentes en y = h2,min et y = h1,max, correspondant aux frontières
entre les zones rapides et les zones lentes. Nous pouvons alors utiliser directement le résultat déve-
loppé dans la section IV-2 pour une couche limite, donnant finalement à partir de l’équation (2.117),
l’expression de la diffusivité effective sous la forme

De

D0
=
h2,min − h1,max

〈h2 − h1〉
+

2 ln 2

π

L

〈h2 − h1〉
+O

(
1

ε2

)
. (A.37)

Dans le cas où l’inégalité inverse h2,min < h1,max est vérifiée, nous pouvons facilement supposer
l’absence de zone "rapides" de dispersion. Cela implique que la diffusivité s’annule dans la limite
ε→∞. Nous nous attendons donc à ce qu’il n’y ait plus de transition entre deux différents régimes de
dispersion, toutes les particules étant piégées identiquement. Cela implique alors l’absence des couches
limites étudiées, et une correction d’ordre O(ε−2).
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Annexe B

Calcul alternatif de la diffusivité effective
dans les canaux larges

Dans cette annexe, nous calculerons l’expression de la diffusivité effective caractérisant la dispersion
dans les canaux larges de hauteur h(x) = εζ(x) avec ε� 1, par une méthode rappelant celle de couche
limite. Rappelons que pour ε → ∞, l’ordre dominant a été obtenu en séparant l’espace |Ω| en zones
rapide et lente. Cependant, il est primordial d’obtenir la première correction à la diffusivité effective
pour décrire la dispersion. Nous retrouverons le résultat (2.117) obtenu à partir de l’analyse complexe.
Dans un premier temps nous dériverons l’expression de la diffusivité effective pour les canaux larges
nécessitant la résolution d’un système linéaire infini, dans la section I. Puis dans la section II, nous
calculerons la solution de ce système par la résolution d’une équation de Wiener-Hopf pour obtenir la
valeur de la constante universelle ln 2/π obtenue dans le texte principal.

I Expression asymptotique de la diffusivité effective

Dans cette section, nous allons dériver l’expression de la diffusivité effective à l’ordre ε−1 en utilisant
une approche de type couche-limite. Nous avons traité dans le texte principal le terme dominant de
la fonction auxiliaire satisfaisant l’équation (2.108) où la fonction b(Y ) est choisie nulle sans perte de
généralité, donnant la solution dans la région extérieure

f(X,Y ) = XΘ(|Y | − 1)L (B.1)

où X = x/L et Y = y/hmin. Nous allons maintenant chercher la solution dans la couche limite (ou
région intérieure) sans considérer la méthode basée sur l’analyse complexe et développée dans le texte
principal.

I-1 Solution à l’intérieure de la couche limite

Dans ce paragraphe, nous allons dériver la solution de la fonction auxiliaire à l’intérieure de la
couche limite. Dans le texte principal, nous avions alors considéré le changement de variable x = XL
et y = hmin +YL. Utilisons-le maintenant pour dériver les équations dans la couche limite à partir des
équation (2.49-2.51). Elles sont alors données ici par le système

∂2f

∂X2
+
∂2f

∂Y2
= 0, (B.2)

∂f

∂X
(X = ±1/2,Y) = L, Y ≥ 0, (B.3)

f(X + 1,Y) = f(X,Y), Y ≤ 0. (B.4)

Le raccord avec la solution extérieure (B.1) implique alors les relations

lim
Y→+∞

f(X,Y) = XL, (B.5)

lim
Y→−∞

f(X,Y) = 0. (B.6)

Dans un premier temps, nous cherchons cette solution dans l’espace Y > 0, notée f+(X,Y). Nous
utilisons alors la méthode de séparation de variable pour résoudre l’équation de Laplace. La région
étudiée est constituée d’un espace limité dans la direction X et un espace infini dans la direction Y,
imposant une base de solutions trigonométriques en X et hyperboliques en Y. La condition aux limites
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(B.3) et la condition de raccord (B.5) donnent alors la solution

f+(X,Y) = XL+
∞∑

n=1

an cos (2πnX) exp (−2πnY)+
∞∑

n=0

bn sin [(2n+ 1)πX] exp [−(2n+ 1)πY] . (B.7)

Nous cherchons ensuite la solution dans l’espace Y < 0, notée f−(X,Y). En suivant le même
raisonnement, la condition de périodicité (B.4) et la condition de raccord (B.6) donnent alors la solution

f−(X,Y) =

∞∑

n=1

a′n cos (2πnX) exp (2πnY) +

∞∑

n=1

b′n sin (2πnX) exp (2πnY) . (B.8)

Les constantes an, bn, a′n et b′n sont alors déterminées à partir de la continuité de la fonction
auxiliaire f et de sa dérivée en Y = 0 (imposées par l’équation de Laplace) s’écrivant

f+(X, 0) = f−(X, 0),
∂f+

∂Y (X, 0) =
∂f−
∂Y (X, 0). (B.9)

En identifiant les parties paires et impaires de ces fonctions de la variable X, nous obtenons les
conditions an = a′n = 0 et

XL+
∞∑

n=0

bn sin [(2n+ 1)πX] =
∞∑

n=1

b′n sin (2πnX) , (B.10)

−
∞∑

n=0

bn(2n+ 1) sin [(2n+ 1)πX] =

∞∑

n=1

b′n(2n) sin (2πnX) . (B.11)

En utilisant l’orthogonalité des fonctions trigonométriques sin(nπX), nous obtenons après simpli-
fications les équations vérifiés par les constantes bn et b′n

∞∑

n=0

(−1)n+1bn
2(m− n)− 1

=
L

4m
, ∀m ∈ N∗, (B.12)

∞∑

n=1

(−1)n2nb′n
2(m− n) + 1

=
L

π(2m+ 1)
, ∀m ∈ N. (B.13)

Nous avons donc trouvé dans ce paragraphe que la solution à l’intérieur de la couche limite s’écrit
sous la forme

f(X,Y ≥ 0) = XL+
∞∑

n=0

bn sin [(2n+ 1)πX] exp [−(2n+ 1)πY] , (B.14)

f(X,Y ≤ 0) =
∞∑

n=1

b′n sin (2πnX) exp (2πnY) , (B.15)

avec les bn et b′n vérifiant les systèmes linéaires infinis (B.12) et (B.13) respectifs.

I-2 Expression de la diffusivité effective

Dans ce paragraphe, nous déterminerons la valeur de la diffusivité en fonction des constantes bn.
L’expression de la diffusivité effective est donnée par l’équation (2.48)

De

D0
= 1 +

1

|Ω|

∫ L/2

−L/2
dx h′(x)f(x, h(x)). (B.16)

En utilisant la solution de la fonction auxiliaire obtenue dans la couche limite dans la région y ≥ hmin

(i. e. Y ≥ 0), la diffusivité effective se réécrit

De

D0
= 1 +

1

|Ω|

∫ L/2

−L/2
dx h′(x)

{
x+

∞∑

n=0

bn sin

[
(2n+ 1)π

L
x

]
exp

[
−(2n+ 1)π

L
(h(x)− hmin)

]}

=
hmin

〈h〉 +
1

L〈h〉
∞∑

n=0

bn

∫ L/2

−L/2
dx h′(x) sin

[
(2n+ 1)π

L
x

]
exp

[
−(2n+ 1)π

L
(h(x)− hmin)

]
. (B.17)
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Par une méthode du col, l’intégrale est dominée dans la limite des grands ε pour les valeurs de x
proches du minimum de h(x), c’est-à-dire pour X = ±1/2. La diffusivité effective est alors donnée en
fonction des variables de la couche limite par

De

D0
=
hmin

〈h〉 −
2

L〈h〉
∞∑

n=0

bn

∫ ∞

0
dY sin

[
(2n+ 1)

π

2

]
exp [−(2n+ 1)πY]

=
hmin

〈h〉 +
2

π〈h〉
∞∑

n=0

(−1)n+1bn
2n+ 1

. (B.18)

La diffusivité effective vérifie alors l’expression
De

D0
=
hmin

〈h〉
(

1 +
α

ε
+ . . .

)
, (B.19)

avec la constante α définie à partir des constantes bn par

α =
2

π

∞∑

n=0

(−1)n+1

2n+ 1

bn
L
. (B.20)

En définissant les constantes γn sans dimension telles que γn = (−1)n+1bn/L, la constante α vérifie
l’expression

α =
2

π

∞∑

n=0

γn
2n+ 1

, (B.21)

avec les γn solutions de l’équation obtenue à partir de celles des constantes bn (B.12)
∞∑

n=0

γn
2(m− n)− 1

=
1

4m
, ∀m ∈ N∗. (B.22)

À partir de ces deux dernières équations, nous déterminerons dans la section suivante l’expression des
constantes γn permettant le calcul de la constante α, donnant le résultat α = ln 2/π.

II Résolution du système des γn par la méthode de Carleman

Dans cette section, nous allons résoudre le système linéaire infini (B.22) pour obtenir la valeur de la
constante α définie par l’équation (B.21) et donc celle de la diffusivité effective. Ce système correspond
à une équation de Wiener-Hopf du premier ordre, sous sa forme discrétisée. En appliquant la méthode
de Carleman reproduite dans [215], nous allons pouvoir la résoudre en écrivant un problème de valeur
limite de Riemann.

II-1 Équation de Wiener-Hopf du premier ordre

Dans ce paragraphe, nous allons poser le problème de Wiener-Hopf étudié et le ramener au problème
de valeur limite de Riemann. Pour pouvoir résoudre le système donné par l’équation (B.22), il faut que
les indices soient définis pour n et m dans le même domaine, soit N. Ce système d’équation se réécrit
alors sous la forme

∞∑

n=0

γn
2(m− n) + 1

=
1

4(m+ 1)
, ∀m ∈ N. (B.23)

Ce système est donc de la forme
∞∑

n=0

γnkm−n = fm, ∀m ∈ N, (B.24)

avec le noyau kn = 1/(2n + 1) et le second membre fm = 1/4(m + 1). Ce système correspond à
l’équation de Wiener-Hopf du premier ordre sous sa version discrète [215]. Nous étendons alors ces
fonctions à l’espace Z telles que

γ+
n =

{
γn n ≥ 0

0 n < 0
, f+

n =

{
fn n ≥ 0

0 n < 0
, γ−n =

{
0 n ≥ 0

à déterminer n < 0
(B.25)



146 Annexe B. Calcul alternatif de la diffusivité effective dans les canaux larges

Γ+(z)

Γ−(z)

K(z)

Figure B.1 – Domaines d’analyticité des fonctions Γ+(z) et Γ−(z) vérifiant le problème de valeur
limite de Riemann (B.28) sur le cercle unité z = eiω.

pour satisfaire le système
∞∑

n=−∞
γ+
n km−n = f+

m + γ−m, ∀m ∈ Z. (B.26)

Définissons alors les fonctions génératrices des γ±n , kn et f+
n par les relations

Γ±(z) =

∞∑

n=−∞
γ±n z

n, K(z) =
∞∑

n=−∞
knz

n, F+(z) =
∞∑

n=−∞
f+
n z

n (B.27)

pour se ramener à l’équation

Γ+(z) =
1

K(z)
Γ−(z) +

F+(z)

K(z)
, (B.28)

de la forme Y +(z) = D(z)Y −(z) +H(z) qui correspond au problème de valeur limite de Riemann.

II-2 Étude du noyau K(z)

Dans ce paragraphe, nous analyserons le domaine de validité du noyau K(z). L’expression de ce
dernier peut se décomposer sous la forme

K(z) =
∞∑

n=−∞

zn

2n+ 1
=

−1∑

n=−∞

zn

2n+ 1
+
∞∑

n=0

zn

2n+ 1
, (B.29)

avec deux séries convergente respectivement sur |z| ≥ 1 et sur |z| ≤ 1. La série de Laurent converge
donc seulement pour |z| = 1 tel que z 6= 1.

De plus, la fonction Γ+(z) ne converge que pour |z| ≤ 1 tandis que la fonction Γ−(z) converge pour
|z| ≥ 1. Les domaines d’analyticité des fonctions Γ+(z) et Γ−(z) sont tracés sur la figure B.1.

La condition aux limites (B.28) donnée par le problème de valeur limite de Riemann est donc
satisfaite uniquement sur le cercle unité où z = eiω. Le problème de Riemann est donc posé correctement
entre les domaines où Γ+(z) et Γ−(z) sont analytiques, et où le noyau est lui-même analytique. En
notant z = eiω, celui-ci se réécrit en fonction de la variable ω (par abus de notation, K(ω) = K(eiω)),

Γ+(ω) =
1

K(ω)
Γ−(ω) +

F+(ω)

Kω)
, (B.30)

définie sur le segment ]0, 2π[.
Les relations entre kn et K(ω) sont données par

K(ω) =

∞∑

n=−∞
kne

iωn, kn =

∫ 2π

0

dω

2π
K(ω)e−iωn, (B.31)

où kn correspond aux coefficients de Fourier (complexes) de la fonction K(ω) qui est 2π-périodique.
Des relations équivalentes peuvent être écrites pour γ±n et f+

n correspondant aux coefficients de Fourier
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des fonctions Γ±(ω) et F+(ω) respectivement. L’expression de K(ω) est donc donnée par

K(ω) =

∞∑

n=−∞

eiωn

2n+ 1
= −e−iω

∞∑

n=0

e−iωn

2n+ 1
+

∞∑

n=0

eiωn

2n+ 1
= i

π

2
e−iω/2 (B.32)

en considérant une ligne de coupure du logarithme sur l’axe des réels négatifs. Cette expression est
bien consistante avec la définition des kn∫ 2π

0

dω

2π
K(ω)e−iωn =

i

4

∫ 2π

0
dωe−iω(n+1/2) =

1

2n+ 1
= kn. (B.33)

Définissons alors K̃(ω) = K(ω)/K(2π), s’écrivant sous la forme K̃(ω) = −e−iω/2. L’équation (B.31)
se réécrit sur le segment ]0, 2π[ comme

Γ̃+(ω) =
1

K̃(ω)
Γ−(ω) +

F+(ω)

K̃(ω)
, (B.34)

avec Γ̃+(ω) = Γ+(ω)K(2π).

II-3 Résolution du problème de Riemann homogène

Pour résoudre l’équation (B.34), nous allons chercher dans ce paragraphe les solutions de l’équation
homogène associée s’écrivant

χ+(ω) =
1

K̃(ω)
χ−(ω), (B.35)

avec χ+(z) et χ−(z) ayant respectivement les mêmes domaines d’analyticité que Γ+(z) et Γ−(z).
Soit ν, l’index de la fonction analytique K̃(ω). Par définition, l’index d’une fonction à valeur

complexe, ne s’annulant pas, est défini comme la variation de l’argument de cette fonction sur l’axe réel
(ici, réduit au segment ]0, 2π[). Il est exprimé en nombre de rotations totales. À partir de l’expression
de K̃(ω) = − cosω/2 + i sinω/2, l’index de cette fonction est évidemment nul sur ]0, 2π[. La fonction
ln K̃(ω) est donc une fonction monovaluée pour ω ∈]0, 2π[. La ligne de coupure du logarithme est
toujours choisie sur l’axe des réels négatifs, telle que sa partie imaginaire appartienne à ] − π, π]. Le
logarithme de K̃(ω) est alors donné par

ln K̃(ω) =
2π − ω

2
i, ∀ω ∈ [0, 2π]. (B.36)

Soient N+ et N− le nombre de zéros respectifs des fonctions χ+(z) et χ−(z) dans le plan complexe.
Les propriétés de l’index impliquent que N+ + N− = ν. Or, ici ν = 0, ce qui impose N+ = N− = 0.
Il n’y a donc aucun zéro dans tout le plan complexe. D’où, les fonctions lnχ+(z) et lnχ−(z) sont
analytiques dans les domaines |z| ≤ 1 et |z| ≥ 1 respectivement. Donc les fonctions lnχ+(ω) et
lnχ−(ω) sont monovaluées sur la frontière |z| = 1. L’équation homogène (B.35) peut donc se réécrire
sous la forme

lnχ+(ω)− lnχ−(ω) = − ln K̃(ω). (B.37)

Il s’agit du problème de saut défini par l’équation Y +(ω)−Y −(ω) = H(ω), dont l’unique solution (car
l’index de K̃ est nul) est donnée par

Y +(ω) =

∞∑

n=0

hne
iωn, Y −(ω) = −

−1∑

n=−∞
hne

iωn (B.38)

avec les constantes hn définies comme les coefficients de Fourier de la fonction H(ω)

hn =

∫ 2π

0

dω

2π
H(ω)e−iωn. (B.39)

En considérant l’équation (B.36), la solution de l’équation (B.37) est donc donnée par

hn = −
∫ 2π

0

dω

2π
ln K̃(ω)e−iωn =





−iπ
2
, n = 0

− 1

2n
, n 6= 0

(B.40)



148 Annexe B. Calcul alternatif de la diffusivité effective dans les canaux larges

qui nous permet d’obtenir les expressions des fonctions lnχ+(ω) et lnχ−(ω) telles que

lnχ+(ω) =

∞∑

n=0

hne
iωn = −iπ

2
+

1

2
ln(1− eiω), (B.41)

lnχ−(ω) = −
−1∑

n=−∞
hne

iωn =
1

2
ln(1− e−iω), (B.42)

donnant alors celles des fonctions χ+(ω) et χ−(ω)

χ+(ω) = −i
√

1− eiω, χ−(ω) =
√

1− e−iω. (B.43)

L’équation de Riemann homogène (B.35) est donc bien vérifiée en considérant l’identité

ie−iω/2
√

1− eiω =
√

1− e−iω. (B.44)

II-4 Résolution du problème de Riemann inhomogène

Dans ce paragraphe, nous cherchons alors à résoudre l’équation inhomogène (B.34). En remplaçant
l’équation (B.35) dans celle-ci, nous obtenons alors l’équation

Γ̃+(ω)

χ+(ω)
− Γ−(ω)

χ−(ω)
=
F+(ω)

χ−(ω)
. (B.45)

En introduisant les fonctions W+(ω) = Γ̃+(ω)/χ+(ω) et W−(ω) = Γ−(ω)/χ−(ω), une équation de
saut est obtenue

W+(ω)−W−(ω) =
F+(ω)

χ−(ω)
, (B.46)

dont la solution s’écrit sous la forme

W+(ω) =
∞∑

n=0

wne
iωn, W−(ω) = −

−1∑

n=−∞
wne

iωn (B.47)

avec les constantes wn définies comme les coefficients de Fourier de la fonction F+(ω)/χ−(ω)

wn =
1

2π

∫ 2π

0
dωe−iωn

F+(ω)

χ−(ω)
. (B.48)

Les fonctions F+(ω) et χ−(ω) s’écrivent sous la forme (en utilisant l’écriture généralisée du coeffi-
cient binomial)

F+(ω) =
1

4

∞∑

m=0

eiωm

m+ 1
,

1

χ−(ω)
=
[
1− e−iω

]−1/2
=
∞∑

k=0

(−1/2

k

)
(−1)ke−iωk, (B.49)

impliquant l’expression de wn telle que

wn =
1

4

∞∑

k=0

(−1/2

k

)
(−1)k

n+ k + 1
=

√
π

4

n!

Γ(n+ 3/2)
. (B.50)

L’expression de la fonction Γ+(ω) est alors obtenue via

Γ+(ω) =
χ+(ω)W+(ω)

K(2π)
=

2
√

1− eiω
π

∞∑

n=0

wne
iωn =

e−iω/2

π
arcsin(eiω/2), (B.51)

permettant de calculer l’expression des γn définis comme les coefficients de Fourier de la fonction Γ+(ω)

γn =

∫ 2π

0

dω

2π
e−iωnΓ+(ω) =

(−1/2

n

)
(−1)n

π(2n+ 1)
. (B.52)

Nous venons alors d’obtenir la solution du système linéaire infini donnée par l’équation (B.22).
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II-5 Détermination de la constante α

Dans ce paragraphe, nous revenons à la résolution du problème initial pour obtenir l’expression de
la diffusivité effective. Nous obtenons alors l’expression de la constante α définie par l’équation (B.21)

α =
2

π

∞∑

n=0

γn
2n+ 1

=
2

π2

∞∑

n=0

(−1/2

n

)
(−1)n

(2n+ 1)2
=

ln 2

π
. (B.53)

L’expression de la diffusivité effective donnée par l’équation (B.19) se réécrit alors
De

D0
=
hmin

〈h〉

(
1 +

ln 2

πε
+ . . .

)
, (B.54)

qui correspond à l’expression (2.117) dérivée dans le texte principal avec une méthode basée sur l’ana-
lyse complexe, permettant une résolution beaucoup plus rapide.
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Annexe C

Dérivation du résultat de Maxwell avec les
formules de Kubo

Dans cette annexe, nous allons présenter des résultats valables dans la limite diluée mais contenant
une resommation des ordres supérieurs de la fraction volumique ϕ. Ce résultat suit le raisonnement
apporté par Maxwell [117] en transformant les conditions aux limites sur un cube par des conditions
aux limites sur une sphère effective, pour vérifier la symétrie sphérique. Dans la section I, nous allons
retrouver, à partir des formules de Kubo exactes, le résultat de Maxwell généralisé par Kalnin et
al. [108] pour la dispersion. Puis dans la section II, nous allons utiliser cette méthode pour dériver
l’expression de la diffusivité effective pour le puits de potentiel carré.

I Résultat de Maxwell en absence d’attraction

Dans cette section, nous allons dériver, à partir des formules de Kubo, le résultat de Maxwell
(3.24) valable pour des fractions volumiques plus importantes que le résultat de la limite diluée. Nous
considérons alors les formules de Kubo (3.8-3.10) que nous allons simplifier pour des fonctions radiales
avec la densité de probabilité stationnaire Ps = 1/|Ω|. Nous écrivons la fonction auxiliaire gi(x) sous
la forme [184]

gi(x) =
xi
r
g(r). (C.1)

La diffusivité effective satisfait, à partir de l’équation (3.8), l’expression

De

D0
=

1

d

d∑

i=1

Dii

D0
= 1− 1

d|Ω|
d∑

i=1

∫

Σ
dSi(x)gi(x) = 1 +

1

d|Ω|
d∑

i=1

∫

Σ
dS(x)

x2
i

R2
g(R)

= 1 +
1

d|Ω|Sd(R)g(R) = 1 +
ϕ

1− ϕ
g(R)

R
(C.2)

où nous rappelons que la normale est égale à ni = −xi/R, le volume à |Ω| = Ld(1 − ϕ) et la fraction
volumique à ϕ = Vd(R)/Ld pour le volume de l’hypersphère Vd(R) = Sd(R)R/d. La fonction g(r)
vérifie l’équation différentielle provenant de l’équation de Laplace (3.9)

g′′(r) +
d− 1

r
g′(r)− d− 1

r2
g(r) = 0. (C.3)

La condition aux bords (3.10) sur la surface de la sphère se réécrit pour n = −er

ni = n · ∇gi(x) = n · ∇
[xi
r
g(r)

]∣∣∣
r=R

= nig
′(R), (C.4)

donnant la condition g′(R) = 1. Le point clé du résultat de Maxwell est de considérer que la fonction
auxiliaire ne s’annule pas en r = |x| → ∞, considérée pour satisfaire la condition de périodicité dans
la limite diluée, mais en r = R∗ tel que le volume de l’hypersphère Vd(R∗) = Ld soit égal au volume
du cube. Cela implique la condition sur la fonction g : g(R∗) = 0. Le rayon R∗ est relié simplement à
la fraction volumique par la relation

ϕ =
Vd(R)

Vd(R∗)
=

(
R

R∗

)d
. (C.5)

Résolvons maintenant le problème ainsi posé. La fonction g(r) est donc la solution de l’équation
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Figure C.1 – (a) Diffusivité effective du puits de potentiel carré en fonction de sa portée α = a/R et de
son amplitude βV0, pour une fraction volumique ϕ = 0.2. Les valeurs numériques obtenues en intégrant
les formules de Kubo (3.8-3.10) à l’aide un solveur d’équations aux dérivées partielles [48, 49] sont
représentées par des points. En pointillés, nous avons tracé l’expression diluée donnée par l’équation
(3.61) tandis qu’en trait plein, nous avons représenté l’expression (C.13) obtenue dans cette annexe.
Nous remarquons que l’expression diluée n’est plus valide tandis que l’extension du résultat de Maxwell
approxime parfaitement les valeurs numériques, qui sont exactes. (b) Courbe bidimensionnelle de
l’écart de la diffusivité effective De/D0 par rapport à son maximum pour ϕ = 0.2. Elle est tracée avec
l’expression analytique (C.13). L’optimisation de la dispersion est donc réalisée pour α � 1 avec la
valeur ξ = α exp(βV0) fixée (dépendante de la fraction volumique ϕ).

différentielle homogène (C.3) s’écrivant

g(r) = Ar +
BRd

rd−1
. (C.6)

Les conditions aux limites g′(R) = 1 et g(R∗) = 0 impliquent alors le système linéaire pour les
constantes A et B

A+ (1− d)B = 1, A+Bϕ = 0. (C.7)

En résolvant ce dernier système, nous obtenons l’expression de la diffusivité effective à partir de l’équa-
tion (C.2)

De

D0
=

d− 1

d− 1 + ϕ
, (C.8)

réécrivant le résultat étendu de Maxwell (3.25) pour toutes dimensions d. Nous pouvons à partir de
celui-ci obtenir l’expression de la diffusivité effective dans la limite diluée

De

D0
= 1− ϕ

d− 1
+O(ϕ2), (C.9)

équivalent à celui trouver avec l’analyse complexe en dimension d = 2 et vérifiant l’équation (3.23).

II Résultat de Maxwell étendu pour le puits de potentiel carré

Dans cette section, nous allons suivre le même raisonnement pour accéder aux corrections supé-
rieures de la diffusivité effective pour le puits de potentiel carré, valables pour les fractions volumiques
plus importantes. Nous allons repartir ici des formules de Kubo (3.8-3.10). Nous considérons que la
densité de probabilité stationnaire est encore donnée par la distribution de Gibbs-Boltzmann (3.3) que
nous exprimons ici sous la forme

Ps(x) =
exp[−βV (x)]

|Ω|〈exp[−βV (x)]〉 , (C.10)

où 〈f(x)〉 représente la moyenne spatiale de la fonction f sur l’espace Ω. En considérant encore l’ansatz
(3.48) introduisant la fonction radiale g(r), l’expression de la diffusivité effective, donnée par l’équation
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(3.50) dans la limite diluée, se réécrit

De

D0
= 1− ϕ

〈exp[−βV (x)]〉

[
−g(R)

R
exp[−βV (R)]−

∫ ∞

R
dr
rd−1

Rd
g(r)

d

dr
exp[−βV (r)]

]
. (C.11)

La fonction g(r) satisfait encore l’équation différentielle (3.51) et la condition aux bords g′(R) = 1 sur
la surface de la sphère. La seule condition qui change est celle donnant le comportement loin de la
sphère. Elle s’écrit, comme nous l’avons vu dans la section précédente g(R∗) = 0 avec R∗ vérifiant la
relation (C.5).

Pour résoudre le problème du puits de potentiel carré où V (r) = −V0Θ(R + a− r), nous pouvons
suivre le même cheminement que dans le paragraphe III-2.a du chapitre 3. Seules les expressions de la
diffusivité effective et de la condition loin de la sphère sont changées. La solution de la fonction g(r)
est donc donnée par les mêmes expressions, en remplaçant l’équation (3.59) par

A2 +B2ϕ = 0. (C.12)

En résolvant le nouveau système linéaire, nous obtenons avec l’expression (C.11) de la diffusivité
effective

De

D0
=

1− (1− d)F1(α,Z)ϕ

[1− F2(α,Z)ϕ][1− F1(α,Z)ϕ]
, (C.13)

avec α = a/R la portée du potentiel et Z = exp(βV0) la barrière de potentiel à franchir. Les fonctions
F1 et F2 sont définies par

F1(α,Z) =
(1 + α)d

1− d
(d− 1)(1− Z)(1 + α)d + (d− 1)Z + 1

(d− 1 + Z)(1 + α)d + 1− Z , (C.14)

F2(α,Z) = (1 + α)d(1− Z) + Z. (C.15)

Dans la limite ϕ� 1, le résultat (3.61) est bien vérifié à l’ordre O(ϕ).
La dispersion est maximale quand le potentiel est concentré sur la surface des sphères pour α� 1

avec le paramètre ξ = αZ fixé. La diffusivité effective s’écrit alors
De

D0
=

1− (1− d)f1(ξ)ϕ

[1− f2(ξ)ϕ][1− f1(ξ)ϕ]
, (C.16)

avec les fonctions f1 et f2 vérifiant les expressions

f1(ξ) =
1 + (1− d)ξ

(1− d)(1 + ξ)
, f2(ξ) = 1− dξ. (C.17)

L’optimisation obtenue dans le texte principal via l’équation (3.62) est bien vérifiée à l’ordre O(ϕ).
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Annexe D

Dispersion dans les réseaux d’obstacles at-
tractifs - Quelques exemples de potentiels
supplémentaires

Dans cette annexe, nous allons étudier la dispersion de particules dans des réseaux d’obstacles
attractifs, pour quelques exemples supplémentaires de potentiels. Nous considérons ici des obstacles
sphériques dilués et nous utiliserons les notations du paragraphe III-2 du chapitre 3. Dans la section I,
nous allons étudier un potentiel à portée infinie dont la décroissance est en 1/r2. Puis dans la sec-
tion II, nous étudierons le puits de potentiel triangulaire, qui appartient à la même classe de potentiel
(purement attractif) que le puits de potentiel carré étudié dans le paragraphe III-2.a du chapitre 3.

I Potentiel en carré inverse

Dans cette section, nous allons étudié le potentiel V (r) défini par

V (r) = −V0
R2

r2
, (D.1)

et possédant une interaction à longue portée. La solution générale de l’équation (3.51) en dimension
d = 3 est donnée par

g(r) = r + C1r exp

(
−βV0

R2

r2

)
+ 2βV0RC2

[
1− E

(
βV0

R2

r2

)
exp

(
−βV0

R2

r2

)]
(D.2)

avec la fonction E(x) définie par

E(x) =

√
π erfi(

√
x)

2
√
x

=
1√
x

∫ √x

0
dz exp(z2). (D.3)

Les constantes C1 et C2 sont déterminées à partir des conditions aux bords g′(R) = 1 et lim
r→∞

g(r) = 0

ainsi que par la relation

E′(x) =
exp(x)− E(x)

2x
. (D.4)

Après simplifications, C1 = −1 et

C2 =
1 + 2βV0

2βV0[exp(βV0)− (1 + 2βV0)E(βV0)]
. (D.5)

L’expression de la diffusivité effective est alors calculée à partir de l’équation (3.50), donnant après
simplifications

De

D0
= 1− ϕf(βV0), (D.6)

avec la fonction f(βV0) vérifiant

f(βV0) = −(1 + 2βV0) exp(βV0) + 4(βV0)2E(βV0)− 2βV0(2βV0 + 1)

exp(βV0)− E(βV0)(2βV0 + 1)
. (D.7)

Elle est tracée sur la figure D.1a. Elle présente un minimum pour βV ∗0 ' 0.1603 avec une valeur
f∗ ' 0.4756.
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Figure D.1 – (a) Allure de la fonction f(βV0) dont l’expression est donnée par l’équation (D.7). Elle
présente un minimum pour βV ∗0 ' 0.1603 avec une valeur f∗ ' 0.4756, impliquant que la diffusivité
effective est maximale pour cette valeur du potentiel et vaut De/D0 = 1 − ϕf∗ dans la limite diluée.
(b) Courbe bidimensionnelle de la fonction f(α, βV0) − f∗ avec l’expression de f(α, βV0) donnée par
l’équation (D.16) et de f∗ donnée par l’équation (3.63), caractérisant la dispersion en présence du puits
de potentiel triangulaire (D.8). L’optimisation est réalisée sur une ligne, tracée ici en pointillés, donnée
par α exp(βV0) = ξ∗βV0 avec l’expression de ξ∗ vérifiant l’équation (3.64).

II Puits de potentiel triangulaire localisé sur la surface

Dans cette section, nous étudierons la dispersion dans le puits de potentiel triangulaire V (r) défini
par

V (r) = −V0

a
(R+ a− r)Θ(R+ a− r) (D.8)

localisé sur la surface de la sphère. La forme de ce potentiel est tracée sur la figure 3.4c. Les solutions
de l’équation (3.51) sur les deux intervalles I1 =]R,R+a[ et I2 =]R+a,∞[, sont notées respectivement
g1(r) et g2(r). Ces deux solutions sont alors données par les expressions

g1(r) = r +
Rd

rd−1
exp

(
βV0

r

a

) [
A1γ

(
d, βV0

r

a

)
+B1

]
, (D.9)

g2(r) = A2r +
B2R

d

rd−1
, (D.10)

avec la fonction gamma incomplète γ(d, x) définie par l’expression

γ(d, x) =

∫ x

0
dt td−1 exp(−t). (D.11)

Les constantes Ai et Bi sont déterminées à partir des conditions aux bords g′1(R) = 1 et lim
r→∞

g2(r) = 0

ainsi que par le raccord en r = R+ a donnant g1(R+ a) = g2(R+ a) et g′1(R+ a) = g′2(R+ a) dues à
la continuité du potentiel V (r). Après simplifications,

A1 = −
(

α

βV0

)d d(1 + α)d[βV0 + (1− d)α]

(1 + α) exp(βV0) [βV0(G− 1) +G(1− d)α] + (1 + α)d[βV0 + (1− d)α]
, (D.12)

B1 =

d(1 + α)d
{(

α
βV0

)d
γ(d, βV0/α)[βV0 + (1− d)α] + α exp(βV0/α)

}

(1 + α) exp(βV0) [βV0(G− 1) +G(1− d)α] + (1 + α)d[βV0 + (1− d)α]
, (D.13)

avec α = a/R et l’expression de la constante G définie par

G =

∫ βV0

0
dt

(
1 +

αt

βV0

)d−1

e−t =

d−1∑

k=0

(
d− 1

k

)(
α

βV0

)k
γ(k + 1, βV0). (D.14)
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En utilisant l’équation (3.50), l’expression de la diffusivité effective est donnée par
De

D0
= 1− ϕf(α, βV0), (D.15)

où la fonction f(α, V0) vérifie l’expression

f(α, βV0) = −(1 + α)d(1 + d) +
dα

βV0
exp(βV0)G

+
α

βV0

d2(1 + α)d exp(βV0) [βV0(G− 1) +G(1− d)α]

(1 + α) exp(βV0) [βV0(G− 1) +G(1− d)α] + (1 + α)d [βV0 + (1− d)α]
. (D.16)

Dans les limites α� 1 et βV0 � 1, cette fonction se comporte comme

f(α, V0) ' −(1 + d) +
dα

βV0
exp(βV0) +

d2α

(d− 1)βV0

(βV0)2 + (d− 1)α2 exp(βV0)

βV0 + α exp(βV0)
. (D.17)

Elle devient minimale quand α exp(βV0) = ξβV0 définissant la fonction

f(ξ) =
d(d− 1)ξ2 − ξ(d− 1) + 1

(d− 1)(ξ + 1)
, (D.18)

semblable à l’équation (3.62) obtenue dans le texte principal pour le puits de potentiel carré, dont
l’optimisation est réalisée pour ξ = ξ∗ vérifiant l’équation (3.64) avec une valeur f∗ = f(ξ∗) satisfaisant
l’équation (3.63).

La variable ξ est proportionnelle au ratio des temps de premier passage τesc/t
∗
Σ dont l’expression

est donnée par l’équation (3.75) telle que

ξ =
tesc

t∗Σ
' α

βV0
exp(βV0), (D.19)

dans la limite α� 1, pour ce potentiel particulier.
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Annexe E

Opérateur associé au processus d’Ornstein-
Uhlenbeck

Dans cette annexe, nous allons étudier les propriétés des processus vérifiés par le piège optique
quand celui est supposé harmonique et en l’absence de la force de scattering. Quand le terme inertiel
est négligé, le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est vérifié. Il sera étudié dans la section I. Quand le
terme inertiel n’est plus négligé, nous généraliserons les propriétés du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
dans la section II.

I Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Dans cette section, nous allons dériver les propriétés du processus d’Ornstein-Uhlenbeck décrit par
l’équation de Langevin

γẋ(t) + κx(t) =
√

2kBTγξx(t). (E.1)

La distribution stationnaire de ce processus est donnée par la distribution de Gibbs-Boltzmann de
variance σ2 = kBT/κ. Rappelons tout d’abord la définition du taux d’amortissement λ = κ/γ et de
la diffusivité microscopique D0 = kBT/γ donnée par la relation d’Einstein. La relation D0 = λσ2 est
alors obtenue en fonction des paramètres λ et σ.

En intégrant l’équation de Langevin, l’évolution x(t) est obtenue

x(t) = x0 exp (−λt) +
√

2D0

∫ t

0
dt′ exp

[
−λ(t− t′)

]
ξx(t′), (E.2)

avec x0 correspondant à la position initiale, que nous considèrons distribuée avec la distribution d’équi-
libre de Gibbs-Boltzmann

p(x0) =
1√

2πσ2
exp

(
− x2

0

2σ2

)
. (E.3)

Nous obtenons alors la corrélation temporelle, en utilisant la relation ξx(t)ξx(t′) = δ(t− t′),
x(t)x(t′) = σ2 exp

(
−λ|t− t′|

)
≡ C(t− t′). (E.4)

La relation (4.124) donnée dans le texte principal est alors trouvée. La distribution P [x(t)] du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck est alors donnée par l’expression

P [x(t)] ∝ exp

(
−1

2

∫
dt dt′ x(t)C−1(t, t′)x(t′)

)
(E.5)

où la fonction C−1(t, t′) est définie par la relation, obtenue en supposant l’invariance par translation
dans le temps, ∫

dt′C(t′)C−1(t− t′) = δ(t). (E.6)

Cette relation se réécrit dans l’espace de Fourier comme Ĉ(k)Ĉ−1(k) = 1, où la corrélation tempo-
relle C(t) s’écrit

Ĉ(k) = σ2

∫ +∞

−∞
dt exp (−ikt− λ|t|) =

2λσ2

k2 + λ2
. (E.7)

La transformée de Fourier de la fonction C−1(t) est alors donnée par

Ĉ−1(k) =
k2 + λ2

2λσ2
. (E.8)
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Dans l’espace réel, elle s’écrit alors

C−1(t) =
−δ′′(t) + λ2δ(t)

2λσ2
, (E.9)

correspondant à l’équation (4.126) du texte principal. Cela définit alors la distribution

P [x(t)] ∝ exp

[
− 1

4λσ2

∫ T

0
dt
(
−x(t)x′′(t) + λ2x(t)2

)]
, (E.10)

se réécrivant alors sous la forme

P [x(t)] ∝ exp

[
−1

2

∫ T

0
dtx(t)L0(t)x(t)

]
, (E.11)

avec l’opérateur L0(t) défini par

L0(t) =
1

2λσ2

[
− d2

dt2
+ λ2

]
. (E.12)

Nous cherchons maintenant les conditions aux limites pour t = 0 et t = T nécessaires pour que cet
opérateur corresponde réellement à un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est-à-dire que la corrélation
temporelle soit égale à celle donnée par l’équation (E.4) à tous temps. Par définition, la corrélation
temporelle doit satisfaire

L0(t)C(t, t′) =
1

2λσ2

[
−∂

2C

∂t2
(t, t′) + λ2C(t, t′)

]
= δ(t− t′). (E.13)

En résolvant cette équation, nous obtenons

C(t, t′) =

{
A(t′) exp[−λ(t− t′)] +B(t′) exp[λ(t− t′)], t < t′

C(t′) exp[−λ(t− t′)] +D(t′) exp[λ(t− t′)]. t > t′
(E.14)

Or, la corrélation temporelle du processus d’Ornstein-Uhlenbeck s’écrit C(t, t′) = σ2 exp(−λ|t − t′|),
ce qui implique que A(t′) = D(t′) = 0 et B(t′) = C(t′) = σ2. La condition initiale pour t = 0 est alors
donnée par

∂C

∂t
(0, t′) = B(t′)λ exp(−λt′) = λC(0, t′) (E.15)

impliquant la condition initiale
ẋ(0)− λx(0) = 0 (E.16)

sur le processus x(t). La condition finale pour t = T est, quant à elle, donnée par
∂C

∂t
(T, t′) = −C(t′)λ exp[−λ(T − t′)] = −λC(T, t′) (E.17)

impliquant la condition finale
ẋ(T ) + λx(T ) = 0 (E.18)

sur le processus x(t). Nous retrouvons alors les conditions non triviales imposées dans le texte principal
par l’équation (4.127) et associées à l’opérateur L0(t).

II Généralisation avec un terme inertiel

Dans cette section, nous considérons le processus en présence du terme inertiel mẍ. Ce processus
n’est plus à proprement parler d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Il satisfait l’équation de Langevin

ẍ(t) + Γẋ(t) + ω2
0x(t) =

√
2kBTΓ

m
ξx(t), (E.19)

avec Γ = γ/m et ω2
0 = κ/m. La solution de cette équation est donnée par

x(t) =

(
x0 cos Ω0t+

2v0 − x0Γ

2Ω0
sin Ω0t

)
exp

(
−Γ

2
t

)
+ (E.20)

√
2kBTΓ

m

∫ t

0
dt′ sin Ω0(t− t′) exp

[
−Γ

2
(t− t′)

]
ξx(t′), (E.21)
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avec la pulsation Ω0 =
√
ω2

0 − Γ2/4 et la position x0 et la vitesse v0 initiales. Ces dernières sont
distribuées avec la distribution de Maxwell-Boltzmann

p(x0, v0) =
1

2πσ2ω0
exp

(
− x2

0

2σ2
− v2

0

2σ2ω2
0

)
. (E.22)

L’expression de la corrélation temporelle est alors obtenue

x(t)x(t′) = σ2 exp

(
−Γ

2
|t− t′|

)[
cos Ω0|t− t′|+

Γ

2Ω0
sin Ω0|t− t′|

]
≡ C(t− t′). (E.23)

Dans l’espace de Fourier, cette dernière expression s’écrit

Ĉ(k) =
2Γω2

0σ
2

k4 + (Γ2 − 2ω2
0)k2 + ω4

0

. (E.24)

Son inverse est alors obtenue, s’écrivant dans l’espace de Fourier

Ĉ−1(k) =
k4 + (Γ2 − 2ω2

0)k2 + ω4
0

2Γω2
0σ

2
, (E.25)

devenant alors dans l’espace réel,

C−1(t) =
δ(4)(t)− (Γ2 − 2ω2

0)δ′′(t) + ω4
0δ(t)

2Γω2
0σ

2
, (E.26)

donnée dans le texte principal par l’équation (4.190). Cela permet alors de définir la distribution

P [x(t)] ∝ exp

[
− 1

4Γω2
0σ

2

∫ T

0
dt
(
x(t)x(4)(t)− (Γ2 − 2ω2

0)x(t)x′′(t) + ω4
0x(t)2

)]
, (E.27)

se réécrivant alors sous la forme

P [x(t)] ∝ exp

[
−1

2

∫ T

0
dtx(t)L0(t)x(t)

]
, (E.28)

avec l’opérateur L0(t) défini par

L0(t) =
1

2Γω2
0σ

2

[
d4

dt4
− (Γ2 − 2ω2

0)
d2

dt2
+ ω4

0

]
. (E.29)

De même que précédemment, nous allons chercher les conditions initiales pour t = 0 et finales
pour t = T associées à cet opérateur pour retrouver le processus original. Par définition, la corrélation
temporelle doit satisfaire

L0(t)C(t, t′) =
1

2Γω2
0σ

2

[
∂4C

∂t4
(t, t′)− (Γ2 − 2ω2

0)
∂2C

∂t2
(t, t′) + ω4

0C(t, t′)

]
= δ(t− t′). (E.30)

En résolvant cette équation, cette fonction s’écrit

C(t, t′) =





[
A(t′) cos Ω0(t− t′) +B(t′) sin Ω0(t− t′)

]
exp

[
Γ

2
(t− t′)

]
, t < t′

[
C(t′) cos Ω0(t− t′) +D(t′) sin Ω0(t− t′)

]
exp

[
−Γ

2
(t− t′)

]
, t > t′

(E.31)

en ayant considéré l’équation (E.23) pour ne garder que les solutions convergentes. En comparant
l’équation (E.31) avec (E.23), des conditions sur les fonctions A(t′), B(t′), C(t′) et D(t′) sont obtenues
et donnent les conditions à imposer sur le processus x(t). Les conditions initiales sont alors données
par

∂2C

∂t2
(0, t′)− Γ

∂C

∂t
(0, t′) + ω2

0C(0, t′) = 0, (E.32)

∂3C

∂t3
(0, t′)− Γ

∂2C

∂t2
(0, t′) + ω2

0

∂C

∂t
(0, t′) = 0. (E.33)

et les conditions finales sont, quant à elles, données par
∂2C

∂t2
(T, t′) + Γ

∂C

∂t
(T, t′) + ω2

0C(T, t′) = 0, (E.34)
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∂3C

∂t3
(T, t′) + Γ

∂2C

∂t2
(T, t′) + ω2

0

∂C

∂t
(T, t′) = 0. (E.35)

impliquant les conditions initiales et finales sur le processus x(t) données par

x′′(0)− Γx′(0) + ω2
0x(0) = 0, x′′′(0)− Γx′′(0) + ω2

0x
′(0) = 0; (E.36)

x′′(T ) + Γx′(T ) + ω2
0x(T ) = 0, x′′′(T ) + Γx′′(T ) + ω2

0x
′(T ) = 0, (E.37)

correspondant aux équations (4.191) et (4.192) du texte principal.



163

Annexe F

Densité de probabilité stationnaire dans le
régime suramorti

Dans cette annexe, nous allons calculer la densité de probabilité stationnaire tridimensionnelle dans
le régime suramorti. Les mêmes notations que celles utilisées dans le paragraphe III-1 du chapitre 4
seront considérées ici. Nous allons retrouver par deux méthodes alternatives le résultat que nous avons
obtenu par l’équation (4.162) avec l’expression de P̂nc(s) donnée par l’équation (4.155) et en supposant
une expression gaussienne de variance σ2v(s), dont l’expression vérifie l’équation (4.167).

Ces deux approches alternatives permettent de déterminer directement dans le régime suramorti
la densité de probabilité Pnc(x, y, znc), à partir de l’équation (4.120), comme la moyenne stochastique
sur les trajectoires x(t) et y(t) via

Pnc(x, y, znc) =

〈
δ(x(T )− x)δ(y(T )− y)δ

(
znc +

ελ

a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)[x(t)2 + y(t)2]

)〉

x(t),y(t)

. (F.1)

En effectuant une transformée de Laplace de variable s notée P̂nc(x, y, s), la fonction Pnc(x, y, znc)

s’écrit sous la forme P̂nc(x, y, s) = P̂
(1)
nc (x, s)P̂

(1)
nc (y, s) vu que les processus x(t) et y(t) sont indépen-

dants, avec

P̂ (1)
nc (x, s) =

〈
δ(x(T )− x) exp

(
−ελs

a

∫ T

0
dte−ηλ(T−t)x(t)2

)〉

x(t)

. (F.2)

Dans la section I, nous allons suivre une approche similaire à la résolution du texte principal basée
sur la méthode du déterminant mais cette fois-ci pour la densité de probabilité P̂ (1)

nc (x, s) et non P̂nc(s).
Puis dans la section II, nous appliquerons la méthode de Feynman-Kac pour obtenir ce résultat avec
une toute autre approche.

I Par la méthode du déterminant

Dans cette section, nous allons donc calculer la densité de probabilité P̂ (1)
nc (x, s) par la méthode du

déterminant. En utilisant l’expression de P [x(t)] définie par l’équation (4.125), la densité de probabilité
P̂

(1)
nc (x, s) s’écrit alors

P̂ (1)
nc (x, s) ∝

∫
D[x(t)] δ(x(T )− x) exp

(
−1

2

∫ T

0
dt x(t)Ls(t)x(t)

)
. (F.3)

avec l’opérateur Ls défini par l’équation (4.131). Rappelons alors le résultat de l’intégrale gaussienne
dans un espace vectoriel

∫
dXδ(x− tbX) exp

(
−1

2
tXLX

)
=

√
2π

tbL−1bdetL
exp

(
−1

2

x2

tbL−1b

)
(F.4)

avec des vecteurs Xi et bi et une matrice Lij . Ce résultat se généralise à des opérateurs continus x(t),
b(t) et L(t, t′) par

∫
D[x(t)]δ

(
x−

∫
dtb(t)x(t)

)
exp

(
−1

2

∫
dtdt′x(t)L(t, t′)x(t′)

)
=

√
2π

detL
∫
dtdt′b(t)L−1(t, t′)b(t′)

exp

(
−1

2

x2

∫
dtdt′b(t)L−1(t, t′)b(t′)

)
, (F.5)
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avec L−1(t, t′) vérifiant
∫
dt′L(t, t′)L−1(t′, t′′) = δ(t− t′′). (F.6)

En prenant b(t) = δ(T ), L(t, t′) = Ls(t)δ(t − t′) et L−1(t, t′) = Cs(t, t
′), l’expression de l’équation

(F.3) est alors donnée, après normalisation, par

P̂ (1)
nc (x, s) =

√
detL0

2πCs(T, T ) detLs
exp

(
− x2

2Cs(T, T )

)
(F.7)

où Cs(t, t′) est la fonction de Green de l’opérateur Ls. Nous obtenons alors l’expression de P̂nc(x, y, s)

P̂nc(x, y, s) =
detL0

2πCs(T, T ) detLs
exp

(
− x2 + y2

2Cs(T, T )

)
(F.8)

cohérente avec l’équation (4.162) supposée dans le texte principal. Il ne reste plus qu’à déterminer
les expressions du déterminant et de la fonction de Green de l’opérateur Ls, ce qui sera fait dans les
paragraphes suivants.

I-1 Détermination du déterminant de l’opérateur Ls
Dans ce paragraphe, nous cherchons à déterminer le déterminant de l’opérateur Ls. À partir de la

méthode de Kirsten et McKane [200], deux solutions indépendantes y1(τ, s) et y2(τ, s) de l’équation
différentielle Ls(τ)yi(τ, s) = 0 sont cherchées avec l’opérateur Ls(τ) défini par l’équation (4.133). Cette
équation différentielle se réécrit

− y′′i (τ, s) + λ2T 2

(
1 +

4εsσ2

a
e−ηλT (1−τ)

)
yi(τ, s) = 0. (F.9)

Une base de solution de cette équation homogène est donnée en fonction des fonctions de Bessel
modifiées Iν et Kν via

yi(τ, s) = CiIα(Xse
−ηλT (1−τ)/2) +DiKα(Xse

−ηλT (1−τ)/2), (F.10)

avec α = 2/η et Xs défini par l’équation (4.148). Les conditions initiales données par Y (0, s) = 1 avec
Y défini par l’équation (4.138), se réécrivent y1(0) = 1 et y′1(0, s) = 0 pour y1(τ, s) donnant alors les
constantes C1 et D1 telles que

C1 = Xse
−ηλT/2Kα−1(Xse

−ηλT/2) + αKα(Xse
−ηλT/2), (F.11)

D1 = Xse
−ηλT/2Iα−1(Xse

−ηλT/2)− αIα(Xse
−ηλT/2) (F.12)

et y2(0) = 0 et y′2(0, s) = 1 pour y2(τ, s) donnant alors les constantes C2 et D2 telles que

C2 =
α

λT
Kα(Xse

−ηλT/2), (F.13)

D2 = − α

λT
Iα(Xse

−ηλT/2). (F.14)

L’équation (4.139) du déterminant de M +NY (1, s) donne après simplifications

det[M +NY (1, s)] =
λT

α
X2
s e
−ηλT/2

[
Iα+1(Xse

−ηλT/2)Kα−1(Xs)− Iα−1(Xs)Kα+1(Xse
−ηλT/2)

]

(F.15)
impliquant alors à partir de l’expression (4.137), l’expression du déterminant de Ls

detLs
detL0

=
X2
s

2α
e−(η+2)λT/2

[
Iα−1(Xs)Kα+1(Xse

−ηλT/2)− Iα+1(Xse
−ηλT/2)Kα−1(Xs)

]
. (F.16)

Nous obtenons alors l’expression de P̂nc(s) à partir de l’équation (4.132) dans la limite T →∞,

P̂nc(s) =
(Xs/2)α−1

Γ(α)Iα−1(Xs)
, (F.17)

donnée par l’équation (4.155) dans le texte principal.
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I-2 Détermination de la fonction de Green de l’opérateur Ls

Dans ce paragraphe, nous cherchons la fonction de Green Cs(τ, τ ′) de l’opérateur Ls. Après renor-
malisation du temps via τ = t/T , l’opérateur Ls(τ) est défini par l’équation (4.133). Pour obtenir la
fonction de Green, il faut résoudre l’équation

− ∂2Cs
∂τ2

(τ, τ ′) + λ2T 2

(
1 +

4εsσ2

a
e−ηλT (1−τ)

)
Cs(τ, τ

′) = 2λTσ2δ(τ − τ ′). (F.18)

La solution générale est donnée à l’aide des fonctions de Bessel sous la forme

Cs(τ, τ
′) =

{
A(τ ′)Iα(Xse

−ηλT (1−τ)/2) +B(τ ′)Kα(Xse
−ηλT (1−τ)/2), τ > τ ′

C(τ ′)Iα(Xse
−ηλT (1−τ)/2) +D(τ ′)Kα(Xse

−ηλT (1−τ)/2), τ < τ ′
(F.19)

avec α = 2/η et Xs défini par l’équation (4.148). Comme seul le comportement de Cs(1, 1) est im-
portant, nous allons déterminer les constantes A(1), B(1), C(1) et D(1) à partir des conditions de
continuité, ainsi que des conditions en τ = 0 et τ = 1. Tout d’abord, la fonction de Green est continue,
ce qui implique la relation

Cs(1, 1) = A(1)Iα(Xs) +B(1)Kα(Xs) = C(1)Iα(Xs) +D(1)Kα(Xs). (F.20)

En intégrant l’équation (F.18) sur un petit intervalle autour de τ − τ ′ = 0, la condition sur la dérivée
s’écrit

∂Cs
∂τ

(τ, τ+)− ∂Cs
∂τ

(τ, τ−) = −2λTσ2, (F.21)

donnant, après simplifications, la relation

−A(1)Iα−1(Xs) +B(1)Kα−1(Xs) = −C(1)Iα−1(Xs) +D(1)Kα−1(Xs) +
2σ2α

Xs
. (F.22)

La condition finale en τ = 1 s’écrit
∂Cs
∂τ

(1, τ ′) + λTCs(1, τ
′) = 0, (F.23)

impliquant que τ ′ < τ = 1 au vu de l’intervalle de temps considéré et donc la relation

A(1)Iα−1(Xs)−B(1)Kα−1(Xs) = 0. (F.24)

La condition initiale en τ = 0 s’écrit
∂Cs
∂τ

(0, τ ′)− λTCs(0, τ ′) = 0, (F.25)

impliquant que τ ′ > τ = 0 au vu de l’intervalle de temps considéré et donc la relation

C(1)Iα+1(Xse
−ηλT/2)−D(1)Kα+1(Xse

−ηλT/2) = 0. (F.26)

En utilisant les relations (F.22), (F.24) et (F.26), l’expression des constantes C(1) et D(1) sont
obtenues. Elles donnent alors l’expression de Cs(1, 1) via la seconde partie de l’expression (F.20)

Cs(1, 1) =
2σ2α

Xs

Iα(Xs)Kα+1(Xse
−ηλT/2) + Iα+1(Xse

−ηλT/2)Kα(Xs)

Iα−1(Xs)Kα+1(Xse−ηλT/2)− Iα+1(Xse−ηλT/2)Kα−1(Xs)
. (F.27)

Dans la limite T →∞, nous trouvons grâce à la limite Iα+1(Xse
−ηλT/2)→ 0, la relation

Cs(1, 1) =
2σ2α

Xs

Iα(Xs)

Iα−1(Xs)
= σ2v(s). (F.28)

Nous retrouvons donc l’expression de la fonction v(s) donnée dans le texte principal par l’équation
(4.167).
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II Par la méthode de Feynman-Kac

Dans cette section, nous allons calculer l’expression (F.2) en utilisant la méthode de Feynman-Kac
en suivant le travail de Boyer et Dean [203]. Pour cela, la fonction Ψ(x, t) est introduite telle que

Ψ(x, t) =

〈
δ(xt − x) exp

(
−s
∫ t

0
dt′R(t′)x(t′)2

)〉

x(t)

, (F.29)

où le processus d’Ornstein-Uhlenbeck xt se termine à la position x au temps t, avec la fonction positive
R(t) définie par

R(t) =
ελ

a
exp[−ηλ(T − t)]. (F.30)

La densité de probabilité est donc obtenue pour la valeur particulière Ψ(x, T ), tandis que la valeur en
t = 0 est donnée par

Ψ(x, 0) =
1√

2πσ2
exp

(
− x2

2σ2

)
. (F.31)

Nous aurions pu poser une fonction Ψ̃(x, t|y, t′)

Ψ̃(x, t|y, t′) =

〈
δ(xt − x)δ(xt′ − y) exp

(
−s
∫ t

t′
dτR(τ)x(τ)2

)〉

x(t)

, (F.32)

pour dériver une formule de type Feynman-Kac vers le passé pour les variables y et t′ en suivant [203].
Mais la dépendance sur la position initiale est ici peu importante.

Ici, nous écrivons alors une formule de type Feynman-Kac pour la fonction Ψ(x, t) en considérant
son évolution dans l’intervalle [t, t+ dt],

Ψ(x, t+ dt) =

〈[
δ(xt − x) + dxtδ

′(xt − x) +
dx2

t

2
δ′′(xt − x)

]
×

[
1− sdtR(t)x2

t

]
exp

(
−s
∫ t

0
dt′R(t′)x(t′)2

)〉

xt

. (F.33)

Sur cet intervalle de temps, les premier et second moments du processus d’Ornstein-Uhlenbeck xt valent
à l’ordre O(dt), 〈dxt〉 = −λxtdt et 〈dx2

t 〉 = 2D0dt, ce qui donne

Ψ(x, t+ dt) =
〈[
δ(xt − x)

(
1− sdtR(t)x2

t

)
− λxtδ′(xt − x)dt+D0δ

′′(xt − x)dt
]
×

exp

(
−s
∫ t

0
dt′R(t′)x(t′)2

)〉

xt

. (F.34)

En remarquant les relations xδ′(x) = −δ(x) et pour tout n entier,

∂nΨ

∂xn
(x, t) = (−1)n

〈
δ(n)(xt − x) exp

(
−s
∫ t

0
dt′R(t′)x(t′)2

)〉

xt

, (F.35)

l’équation d’évolution de Ψ(x, t) est obtenue remplaçant R(t) par sa valeur (F.30)

∂Ψ

∂t
(x, t) = D0

∂2Ψ

∂x2
(x, t) + λ

∂

∂x
[xΨ(x, t)]− ελs

a
exp[−ηλ(T − t)]Ψ(x, t). (F.36)

Cette équation correspond à une équation de Fokker-Planck vers le futur. La solution de cette équation
peut être trouvée sous la forme gaussienne

Ψ(x, t) = f(t) exp

(
−g(t)

x2

2

)
, (F.37)

où f(t) et g(t) satisfont les équations

f ′(t) = −D0f(t)g(t) + λf(t), (F.38)

g′(t) = −2D0g(t)2 + 2λg(t) +
2ελs

a
exp[−ηλ(T − t)]. (F.39)

Pour résoudre cette seconde équation, non linéaire, nous introduisons la fonction h(t) telle que g(t) =
αh′(t)/h(t). Ces termes non linéaires disparaissent alors pour α = 1/2D0. Les équations suivantes sont
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alors obtenues

f ′(t) = − h
′(t)

2h(t)
f(t) + λf(t), (F.40)

h′′(t) = 2λh′(t) +
4εD0λs

a
exp[−ηλ(T − t)]h(t). (F.41)

La solution de la première équation est donnée par

f(t) =
exp(λt)√
2πσ2h(t)

. (F.42)

À partir de la condition initiale (F.31), cette solution implique les conditions h(0) = 1 et h′(0) = 2λ
sur la fonction h(t). La solution de la fonction h(t) est alors donnée, en terme des fonctions de Bessel
modifiées Iν et Kν , par

h(t) = Xse
−ηλT/2eλt

[
Iα(Xse

−ηλ(T−t)/2)Kα+1(Xse
−ηλT/2) + Iα+1(Xse

−ηλT/2)Kα(Xse
−ηλ(T−t)/2)

]

(F.43)
où α = 2/η et Xs est défini par l’équation (4.148).

La densité de probabilité est alors donnée en terme de la fonction Ψ(x, t) via

P̂nc(x, y, s) = Ψ(x, T )Ψ(y, T ) = f(T )2 exp

(
−g(T )

x2 + y2

2

)
, (F.44)

cohérente avec l’équation (4.162) supposée dans le texte principal. Pour obtenir les expressions de f(T )
et g(T ), il faut connaître les expressions de h(T ) et h′(T ), données par

h(T ) = Xse
−(η−2)λT/2

[
Iα(Xs)Kα+1(Xse

−ηλT/2) + Iα+1(Xse
−ηλT/2)Kα(Xs)

]
, (F.45)

h′(T ) =
λX2

s

α
e−(η−2)λT/2

[
Iα−1(Xs)Kα+1(Xse

−ηλT/2)− Iα+1(Xse
−ηλT/2)Kα−1(Xs)

]
. (F.46)

Nous obtenons alors les expressions

g(T ) =
Xs

2σ2α

Iα−1(Xs)Kα+1(Xse
−ηλT/2)− Iα+1(Xse

−ηλT/2)Kα−1(Xs)

Iα(Xs)Kα+1(Xse−ηλT/2) + Iα+1(Xse−ηλT/2)Kα(Xs)
, (F.47)

f(T )−2 = 2πσ2Xse
−(η+2)λT/2

[
Iα(Xs)Kα+1(Xse

−ηλT/2) + Iα+1(Xse
−ηλT/2)Kα(Xs)

]
. (F.48)

Nous remarquons alors, à partir des équations (F.16) et (F.27), les relations

g(T ) = Cs(T, T )−1 (F.49)

f(T )−2 =
2π detLs

detL0
Cs(T, T ) (F.50)

impliquant que les limites T →∞, données par les équations (4.155) et (4.167) du texte principal, sont
bien retrouvées par ce formalisme.
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Annexe G

Anharmonicités du piège optique

Dans cette annexe, nous allons faire un résumé des expressions de la densité spectrale de puissance
obtenues dans la littérature en présence d’un piège anharmonique. Ici, la partie non conservative du
piège optique est négligée. Le potentiel anharmonique est dérivé de la force conservative Fgrad(x)
donnée par l’équation (4.13). Les effets de ces anharmonicités sont d’autant plus importantes que la
pression du milieu est faible, soit pour un facteur de qualité élevé. L’équation de Langevin (4.1) est
obtenue pour la force F(x) = Fgrad(x), se réécrivant pour un processus unidimensionnel comme

mẍ(t) + γẋ(t) + κx(t)

[
1− Λ

x(t)2

σ2

]
=
√

2γkBTξ(t), (G.1)

avec σ2 = kBT/κ et Λ = 2σ2/w2
x qui est considéré dans la suite comme un paramètre petit. Il s’agit d’un

processus stochastique caractérisant le mouvement brownien dans un oscillateur de Duffing, tout comme
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck décrit le mouvement brownien dans un oscillateur harmonique. En
réalisant l’adimensionnement des longueurs par σ en notant X = x/σ et du temps par ω0 =

√
κ/m en

notant τ = ω0t, l’équation de Langevin adimensionnée s’écrit

X ′′(τ) +Q−1X ′(τ) + X (τ)
[
1− ΛX 2(τ)

]
=
√

2Q−1ξ(τ), (G.2)

avec X ′(τ) = dX/dτ et le facteur de qualité Q =
√
κm/γ.

La densité spectrale de puissance de x(t) ainsi que les paramètres ωe et Γe, correspondant res-
pectivement à la pulsation la plus probable (maximum du spectre) et le taux d’amortissement effectif
(largeur du spectre), ont été étudiés par Dykman et Krivoglaz [216,218,219]. En suivant leurs notations,
les paramètres α et β sont définis tels que

α = −3

4
ΛQ, β = Λ. (G.3)

Les résultats obtenus ne sont valables que dans les limites Λ � 1 et Q � 1. Cela laisse le paramètre
|α| non contraint, pouvant être à la fois petit ou grand devant 1. Dans la limite |α| � 1, la théorie
de perturbation effectuée à Λ� 1 est applicable. La densité spectrale Sxx(ω) définie pour l’oscillateur
harmonique par l’équation (4.218) lorsque Λ = 0, garde une forme lorentzienne telle que

Sxx(ω) =
kBT

m

2Γe
(ω2
e − ω2)2 + ω2Γ2

e

, (G.4)

avec la pulsation la plus probable ωe et le taux d’amortissement effectif Γe s’écrivant perturbativement
pour α� 1 sous la forme

ωe ' ω0 + 2αΓ = ω0

(
1− 3

2
Λ

)
, Γe ' Γ(1 + 4α2) = Γ +

9Λ2

4

ω2
0

Γ
, (G.5)

avec ω2
0 = κ/m et Γ = γ/m. Cette dernière expression est donnée par Renz et Marchesoni [220].

Cependant, dans la limite |α| & 1, cette théorie de perturbation n’est plus applicable. La corrélation
temporelle est alors développée par Dykman et Krivoglaz [216] sous la forme

Cxx(t) = σ2 exp

(
−Γ

2
t

)
ψ(t)−2 (G.6)

avec la fonction ψ(t) définie par

ψ(t) = ch

(
Γ

2
qt

)
+

1− 2iα

q
sh

(
Γ

2
qt

)
, avec q =

√
1− 4iα. (G.7)

Cette forme n’est valable que pour des temps proches de la période de l’oscillateur harmonique, soit
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Figure G.1 – Densité spectrale Sxx(ω) en fonction de la pulsation ω, du processus unidimensionnel
décrit par l’équation de Langevin (G.1). L’amplitude de l’anharmonicité est prise égale à Λ = 0.01. Les
points correspondent aux simulations numériques, en utilisant l’algorithme de Sivak et al. [157]. Les
courbes en trait plain correspondent aux équations (G.6) de Dykman et Krivoglaz [216] et (G.10) de
Renz [217], qui sont identiques. Les courbes en traits pointillés correspondent à la forme lorentzienne
(G.4) obtenue avec la théorie de perturbation pour Λ � 1. (a) Courbes pour un facteur de qualité
Q = 10, correspondant à |α| = 0.075. La théorie de perturbation donne parfaitement la densité
spectrale. (b) et (c) Courbes pour un facteur de qualité respectif Q = 200 et Q = 2000 , correspondant
à |α| = 1.5 et |α| = 15. Le théorie de perturbation ne fonctionne plus au niveau du maximum, tandis que
les expressions (G.6) et (G.10) superposent parfaitement les résultats numériques. Nous remarquons
également la forte asymétrie en ω justifiant l’équation (G.8) dans la limite |α| � 1.

pour des pulsations proches de ω0 dans l’espace de Fourier. Dans la limite α� 1, la densité spectrale
est alors donnée dans [216] telle que

Sxx(ω) =
16πkBT

9mω4
0Λ2
|ω − ω0| exp

[
−4(ω0 − ω)

3Λ

]
Θ(ω0 − ω), (G.8)

où Θ représente la fonction de Heaviside. La densité spectrale est alors fortement asymétrique et
éloignée de la forme lorentzienne de l’oscillateur harmonique. La pulsation la plus probable est alors
donnée par la relation

ωe = ω0 + αΓ = ω0

(
1− 3

4
Λ

)
. (G.9)

Plus récemment, Renz et Marchesoni [217, 220] ont dérivé une expression de la densité spectrale
équivalent à l’équation (G.6), sous les mêmes conditions de validité, vérifiant

Sxx(ω) =
kBT

m

∑

l=±1

Re

[
16q

Γ(1 + q)4[κl(ω) + 1]
2F1(2, κl(ω) + 1;κl(ω) + 2; ξ)

]
(G.10)

avec la fonction hypergéométrique 2F1 et les paramètres q, ξ et κl (correspondant aux notations de [217])
définis par

q =
√

1 + 4iα, ξ = −(1− q)4

16α2
et κl(ω) = − 1

2q
+
i

q

[
lω + ω0

Γ
− Γ

8ω0

]
. (G.11)

Une remarque importante est à noter dans [220], la pulsation moyenne

〈ω〉 =

∫∞
0 dω ωSxx(ω)∫∞
0 dω Sxx(ω)

= ω0 + 2αΓ = ω0

(
1− 3

2
Λ

)
, (G.12)

est indépendante du paramètre α, contrairement à la pulsation la plus probable ωe.
Ces différentes approches semblent caractériser parfaitement la densité spectrale Sxx(ω) proche de

son maximum, comme le montre les comparaisons effectuées avec les simulations numériques, présentées
sur la figure G.1. La densité spectrale semble se comporter sous la forme lorentzienne (G.4) développée
perturbativement à Λ� 1 loin du maximum.

Ces résultats peuvent être appliqués pour le cas trimendimensionnel en supposant que l’anharmo-



171

10−3 10−2 10−1 100 101

ω/ω0

10−9

10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

S
(ω

)

Sxx
Syy
Szz

Figure G.2 – Densités spectrales de puissance S(ω) pour x, y et z en fonction de la pulsation ω pour
les paramètres σ/a = 0.05, ε = 0.05, Q = 2000 et ηy = 0.8 et ηz = 0.2. Les symboles correspondent
aux simulations numériques en présence des anharmonicités tandis que les courbes en trait plein cor-
respondent aux résultats harmoniques. Le maximum est bien déplacé tandis que la valeur en ω = 0 est
augmentée par les anharmonicités du potentiel. Des pics secondaires pour les densités spectrales en x
et y sont présents.

nicité n’implique qu’un changement via Γe et ωe, selon les trois axes pour des coefficients αx, αy et αz.
Pour cela, le découplage des variables x, y et z donné par Yoneda et Aikawa [221] est utilisé pour le
mouvement brownien dans un oscillateur de Duffing tridimensionnel, avec la force Fgrad(x). L’équation
de Langevin s’écrit alors

ẍi(t) + Γẋi(t) + Ωi(x)2xi(t) =

√
2kBTΓ

m
ξi(t), (G.13)

pour les coordonnées (x1, x2, x3) = (x, y, z) et les pulsations

Ωx(x)2 = ω2
0

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
, (G.14)

Ωy(x)2 = ω2
0

(
1− 2x2

w2
x

− 2y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
, (G.15)

Ωz(x)2 = ω2
0

(
1− 4x2

w2
x

− 4y2

w2
y

− 2z2

z2
0

)
. (G.16)

En suivant le découplage démontré par Yoneda et Aikawa [221] et en utilisant le théorème d’équipar-
tition, les pulsations se réécrivent

Ωx(x) = ω0

(
1− 9x2

4w2
x

)
, Ωy(y) = ω0

(
1− 9y2

4w2
y

)
, Ωz(z) = ω0

(
1− 7z2

4z2
0

)
. (G.17)

Ces expressions permettent de définir les coefficients Λx = 9σ2/2w2
x, Λy = 9σ2/2w2

y et Λz = 7σ2/2z2
0

et donc d’obtenir l’expression de la densité spectrale. Cependant, en insérant la force non conservative,
le découplage et donc l’expression de la densité spectrale sont plus difficiles à obtenir. Il fera l’objet
d’une étude future. Des résultats numériques sont présentés sur la figure G.2.
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Annexe H

Publications

Cette thèse a fait l’objet de trois publications [222–224]. Elles se rapportent toutes à l’étude de la
dispersion dans les canaux périodiques, réalisée dans le chapitre 2. Deux autres articles portant sur les
résultats du chapitre 4 viennent d’être soumis, en collaboration avec Y. Louyer et Y. Amarouchene.

→ M. Mangeat, T. Guérin, et D. S. Dean, Geometry controlled dispersion in periodic corrugated
channels, EPL (Europhysics Letters) 118, 40004 (2017). Cette lettre montre la classification des
différents régimes de dispersion effectuée dans la section V-3 du chapitre 2. Les résultats des canaux
larges et de tailles intermédiaires y sont dérivés.

→ M. Mangeat, T. Guérin, et D. S. Dean, Dispersion in two dimensional channels—the Fick–Jacobs
approximation revisited, Journal of Statistical Mechanics : Theory and Experiment 2017, 123205
(2017). Dans cet article, nous dérivons le formalisme basé sur l’analyse complexe développé dans
la section II du chapitre 2. Les résultats des canaux étroits et des canaux larges y sont dérivés.

→ M. Mangeat, T. Guérin, et D. S. Dean, Dispersion in two-dimensional periodic channels with
discontinuous profiles, The Journal of Chemical Physics 149, 124105 (2018). Dans cet article, nous
dérivons les résultats des canaux avec des discontinuités de profils étudiés dans la section VI du
chapitre 2.

→ Y. Amarouchene, M. Mangeat, B. Vidal Montes, L. Ondic, T. Guérin, D. S. Dean, et Y. Louyer,
Nonequilibrium dynamics induced by scattering forces for optically trapped nanoparticles in stron-
gly inertial regimes, soumis à Physical Review Letters (2018). Cette lettre résume les résultats
analytiques, numériques et expérimentaux obtenus par le groupe.

→ M. Mangeat, Y. Amarouchene, Y. Louyer, T. Guérin, et D. S. Dean, The role of non-conservative
scattering forces and damping on Brownian particles in optical traps, soumis à Physical Review
E (2018). Cet article théorique développe les résultats perturbatifs obtenus dans la section II du
chapitre 4 et l’expression de la densité spectrale obtenue dans la section IV du chapitre 4.
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