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Introduction générale

"Je privilégie la vitesse & la précision, car le cotit d’un retard
dépasse de loin celui d’une erreur."
Percy Barnevik

Un observateur ou reconstructeur d’états est un systéme dynamique auxiliaire permettant
de donner une estimation de la valeur de ’état non mesuré d’un systéme & partir des entrées de
commande et des sorties mesurées. En automatique, ’observateur joue un réle primordial dans la
synthése des lois de commande, la surveillance des processus afin de détecter une défaillance ou
encore la supervision des procédés dans le but d’entreprendre une action appropriée. En effet, le
probléme de la synthése d’observateurs a été établi afin d’obtenir des valeurs d’états qui ne sont
pas disponibles. La conception d’un observateur suppose l'existence d’un modéle mathématique
permettant de décrire le comportement du processus, i.e. de décrire les relations entre les variables
du systéme. Avec un tel modéle, les trajectoires des variables non mesurées du systéme peuvent
étre estimées via cet observateur. Cependant, il s’avére que le modéle considéré peut étre affecté
par certains comportements inconnus, par des retards, par des incertitudes de mesure, etc. Dés
lors, il est nécessaire de prendre en compte ces imperfections du modéle lors de la synthése d’un
observateur.

La recherche scientifique, particuliérement dans le domaine de 'automatique, s’est toujours
orientée vers les applications pratiques et c¢’est la rigueur des techniques utilisées qui rend ’analyse
de systémes de plus en plus complexes. Dans ce mémoire, les retards et la présence de paramétres
inconnus dans le modéle du systéme ont été considérés. Les systémes soumis & des retards, qui
sont 'objet des contributions dans cette thése, représentent une classe particuliére des systémes
physiques assez difficiles a analyser. Ils sont, généralement, modélisés mathématiquement par
des Equations Différentielles Fonctionnelles (EDF) et font partie de la classe des systémes de
dimension infinie. Contrairement aux systémes dynamiques modélisés par des Equations Diffé-
rentielles Ordinaires (EDO), I’évolution du systéme & retards a un instant initial nécessite la
connaissance de ’état du systéme sur un intervalle précédant cet instant, i.e. sur un intervalle
de la longueur des retards. Ainsi, ’état initial du systéme n’est plus un ensemble fini de va-
leurs mais une fonction définie sur I'intervalle des retards, et donc un ensemble infini de valeurs.
Cette classe de systémes fera I'objet de synthése d’observateurs dans ce mémoire, notamment,
la synthése d’observateurs adaptatifs. En effet, la synthése de ces observateurs représente un
challenge vu qu’ils doivent fournir une estimation conjointe de I’état et des paramétres inconnus
qui peuvent affecter sa dynamique. Avec la présence des retards dans le modéle, ce probléme
devient encore plus complexe. L’intérét porté a ces observateurs est motivé par les applications
dans la commande tolérante aux fautes et dans la détection et diagnostic de défauts.



Introduction générale

Les problémes de synthése d’observateurs traités dans ce manuscrit s’appuient sur la réso-
lution d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Avec le début des années 90, des méthodes de
programmation convexe ont été proposées pour la résolution des problémes complexes en au-
tomatique. Ces méthodes ont montré une efficacité et une simplicité d’implantation vu qu’elles
combinent les possibilités mathématiques avec la puissance de calcul informatique. L’introduc-
tion des LMI dans les problémes d’automatique a permis d’énormes progrés, non seulement sur
le plan théorique, mais aussi sur le plan pratique. Encouragé par ces résultats, le développement
des solveurs n’a cessé de se développer, permettant ainsi d’avoir des résultats de plus en plus
rapides et mieux adaptés. Pour aboutir & des résultats sous un tel formalisme, plusieurs straté-
gies ont été utilisées pour la synthése de ces observateurs telles que 'utilisation de fonctions de
Lyapunov, le formalisme de type "descripteur" et le paramétrage des matrices des observateurs
via la résolution des équations de Sylvester.

1 Plan du manuscrit

La thése se compose de 4 chapitres. Le premier chapitre fournit une introduction & la thése et
établit un contexte théorique pour I'analyse de stabilité de différents systémes dynamiques, ainsi
qu’une discussion sur la synthése d’observateurs adaptatifs. Le deuxiéme chapitre met I’accent sur
la synthése d’observateurs robustes pour les systémes bilinéaires & états retardés. Les troisiéme
et quatriéme chapitres contiennent des contributions sur la synthése d’observateurs adaptatifs
pour des classes de systémes non linéaires & états retardés. Tout au long du mémoire, les retards
affectant les systémes seront considérés constants et connus.

Chapitre 1 : Etat de ’art

Pour commenger ce manuscrit, il nous semble primordial de présenter un état de 'art pour
situer et motiver nos travaux. Une premiére partie est consacrée a la présentation de bases théo-
riques sur les systémes & retards, notamment les outils nécessaires & I’étude de la stabilité basés
sur la théorie de Lyapunov et qui seront utiles pour la suite de ce mémoire. Une deuxiéme partie
s’'intéresse particuliérement & la synthése d’observateurs fonctionnels des systémes dynamiques.
Apreés avoir mis ’accent sur leur intérét, une étude bibliographique des méthodes présentes dans
la littérature est donnée. Une derniére partie est consacrée a la présentation des observateurs
adaptatifs & travers des travaux de la littérature, ainsi qu’une discussion comparative permettant
d’expliciter la motivation des contributions de ce mémoire.

Chapitre 2 : Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes
bilinéaires a retards

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la synthése d’observateurs robustes pour des
classes de systémes non linéaires & retards. Cette classe est constituée par des systémes faisant
intervenir des non linéarités états/commandes, appelés systémes bilinéaires. Nous rappellerons,
dans un premier temps, quelques définitions lies a cette classe de systémes ainsi que des résul-
tats de synthése d’observateurs. Il s’agit, ensuite, de relaxer les conditions de convergence des
erreurs d’estimation associées aux observateurs proposés pour la classe de systémes considérée
en présence de retards. Deux pistes de travail ont été considérées : la robustesse de la conver-
gence en présence de perturbations a énergie finie faisant appel a la théorie Ho, et la robustesse
vis-a-vis d’incertitudes paramétriques affectant les paramétres du modeéle du systéme & observer.
Les observateurs fonctionnels proposés sont développés avec un ordre réduit. L’analyse de la
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stabilité de l'erreur d’estimation fait appel & la théorie de la stabilité de Lyapunov-Krasovskii
dédiée aux systémes a retards et aboutit & des conditions suffisantes, exprimées sous forme de
LMI (Inégalités Matricielles Linéaires). L'efficacité et la faisabilité des approches étudiées sont
testées & l'aide de simulations numériques.

Chapitre 3 : Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes
bilinéaires a retards

Les travaux présentés dans ce chapitre concernent la conception d’observateurs adaptatifs
pour des classes de systémes bilinéaires. Il s’agit d’une extension des travaux de recherche traités
dans le chapitre précédent lorsque 'on souhaite estimer simultanément I’état du systéme consi-
déré et certains paramétres inconnus de ce dernier. Ce probléme représente un enjeu double, tant
sur ’estimation conjointe de I’état et des paramétres inconnus, que sur la prise en compte des
retards qui affectent la dynamique du systéme.

Chapitre 4 : Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes
non linéaires a retards

Ce chapitre porte sur I'extension des résultats proposés au chapitre précédent & une classe de
systémes non linéaires & retards. Deux problémes seront traités dans ce chapitre. Le premier sera
d’étendre la synthése d’observateurs adaptatifs proposés dans le chapitre précédent en présence de
comportements non linéaires affectant la dynamique du systéme a retards considéré. Le deuxiéme
sera de relaxer les conditions d’excitation persistante en présence de non linéarités qui multiplient
le vecteur des paramétres inconnus a estimer. La méthode de synthése d’observateurs d’ordres
plein et réduit que nous proposons est d’abord présentée pour des systémes dynamiques non
singuliers a retards. Puis, une extension & une classe de systémes singuliers non linéaires &
retards est considérée. En effet, cette problématique n’a pas été traitée dans la littérature dans le
cas des systémes singuliers non linéaires. Les résultats obtenus sont illustrés par des simulations
numeériques, afin de montrer la convergence simultanée des estimations des états et des paramétres
inconnus vers leurs valeurs respectives, ainsi que la faisabilité des problémes posés.

2 Publications issues de la thése

[SSBT16] A. Sassi, H. Souley Ali, S. Bedoui, K. Abderrahim and M. Zasadzinski. Design of
a functional adaptive observer for bilinear delayed systems. In 13"¢ IFAC Workshop
on Time Delay Systems (TDS). June 2016, Istanbul, Turkey.

[SZSA17a] A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Design of an Hoo
adaptive observer for bilinear delayed systems. In 20" IFAC World Congress. July
2017, Toulouse, France.

[SZSA17b]  A. Sassi, M. Zasadzinski, H. Souley Ali and K. Abderrahim. A robust reduced
order functional H, observer for time delay bilinear systems. In 25 Mediterranean
Conference on Control and Automation (MED). July 2017, Valetta, Malta.

[SSZAT17c|]  A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Full order adaptive
observer design for time delay bilinear system. In 6% International Conference on
Systems and Control (ICSC). May 2017, Batna, Algeria.

[SSZA1TH]  A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Adaptive observer
design for bilinear descriptor system with time delays. In 14" International Workshop
on Advanced Control and Diagnosis (ACD). November 2017, Bucharest, Romania.



Introduction générale

[SSZA1T7a]l  A. Sassi, M. Zasadzinski, H. Souley Ali and K. Abderrahim. Adaptive observer

design for a class of nonlinear systems with time delays. Advances in Science, Tech-
nology and Engineering Systems Journal (ASTESJ). volume 3, issue 3, pp 373-383,
2018.

[SSZA18a]  A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Adaptive observer

design for a class of descriptor nonlinear systems. European Journal of Control (EJC).
https ://doi.org/10.1016/j.ejcon.2018.09.014.

[SSZA18d]  A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Functional H,

observer design for a class of bilinear systems with time delays. Book Chapter :
Stability, control and application of Time-delay systems, 2018. (soumis).

3 Publications hors du théme principal de la thése

[SBA13]

[SSZ+17b]

[SSZA18¢]

[SSZ+17a]

[SSB*17]

[SSZA18D]

A. Sassi, S. Bedoui, K. Abderrahim. Time delay system identification based on opti-
mization approaches. In 17" International Conference System Theory, Control and
Computing (ICSTCC). October 2013, Sinaia, Romania.

H. Souley Ali, A. Sassi, M. Zasadzinski, K. Abderrahim and M. El Ganaoui. Fault
tolerant control for energy power systems. In International Conference on Materials
& Energy (ICOME). July 2017, Tianjin, China.

A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski and K. Abderrahim. Observer-based control of a
wind driven doubly fed induction generator. In International Conference on Materials
& Energy (ICOME). June 2018, San Sebastian, Spain.

A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski, K. Abderrahim, A. Di Sano. Observateur adap-
tatif pour des systémes proie-prédateur. Congrés National de la Recherche des IUT.
Auxerre, France. 2017.

H. Souley Ali, A. Sassi, A. Barbata, M. Zasadzinski, A. Di Sano. Modélisation et controle
appliqués a la maitrise de la demande en énergie des batiments. Congrés National de
la Recherche des IUT. Auxerre, France. 2017.

A. Sassi, H. Souley Ali, M. Zasadzinski, K. Abderrahim, Commande basée observateur
d’un systéme LPV : Application & une génératrice asynchrone a double alimentation.
Congrés National de la Recherche des IUT. Aix en Provence, France. 2018.



Chapitre 1

Etat de I'art

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . it i i i i i i it e e e e 6
1.2 Lessystémes aretards . ... .. .. ..ttt 6
1.2.1 Introduction aux systémes aretards . . . . ... ... ... L. 6
1.2.2  Exemples de systémes a retards . . . .. ... oo 7
1.3 Stabilité des systémes dynamiques . . . . .. ... ... . 00000 9
1.3.1 Définitions de la stabilité . . . ... ... ... ... . .. L. 10
1.3.2  Analyse de la stabilité avec la seconde méthode de Lyapunov . . . . . . 11
1.4 Stabilité des systémes aretards. . . . . . . . .. .0 oo 12
1.5 Stabilité dépendante/indépendante des retards . . . . . ... ... .. 13
1.6 Observateurs fonctionnels . ... ... ... ... ... . 000, 14
1.7 Observateurs adaptatifs. . . . ... ... ... ... ... ... 16
1.7.1 Définition et applications . . . . . .. . ... ... ... ... 16
1.7.2 Discussion . . . . . . .o oo e 19
1.7.2.1 Présentation du probléme . . . ... ... ... 19
1.7.2.2 Liens entre les observateurs adaptatifs et les observateurs a

entrées incConnues . . . . . . . . ... oo e 20

1.7.2.3  Convergence du vecteur des paramétres inconnus et la contrainte
d’excitation persistante . . . . . ... ... 25
1.7.3 Motivation de la démarche utilisée . . . . . . . ... ... ... L. 25
1.8 Conclusion . . . . . . o i i i i i e e e e e e e e e e 26




Chapitre 1. Etat de l’art

1.1 Introduction

En automatique, la modélisation d’un processus physique est une étape essentielle puisqu’elle
conditionne les méthodes appropriées a la bonne analyse et/ou la synthése des lois de commande.
Du fait de la sensibilité de nombreuses lois de commande aux retards, la prise en compte de ces
derniers est cruciale dans la boucle de commande, notamment lorsque la taille de ceux-ci devient
significative au regard des performances temporelles du systéme. En effet, méme si la valeur des
retards parait négligeable par rapport aux constantes de temps du systéme en boucle ouverte,
sa valeur peut accroitre dans une boucle de commande (boucle fermée) du fait des temps de
réaction des capteurs ou des actionneurs, des temps de transmission des informations, ou des
temps de calcul. Comme nous nous intéressons particuliérement dans ce mémoire & 1’étude des
systémes comportant des retards, nous entamons ce chapitre par des définitions, qui y sont liées,
ainsi que quelques exemples tirés de la littérature afin d’illustrer les phénoménes qui régissent le
comportement dynamique de tels systémes.

Au dela de l'intérét de la modélisation des systémes, la conception d’observateurs trouve sa
justification dans de nombreux problémes appliqués. En effet, dans la pratique, ’état d’un sys-
téme n’est pas complétement accessible, ce qui donne aux observateurs d’états un réle primordial
dans I’élaboration des lois de commande, la supervision ou le diagnostic et la détection de dé-
fauts. Le but de la conception des observateurs est la reconstruction de la trajectoire des états
d’un systéme dynamique. Un observateur pour un systéme donné doit étre un systéme auxiliaire
tel que 'erreur entre I’état de I’observateur et I’état du systéme décroit asymptotiquement vers
zéro, & savoir que zéro est un point équilibre asymptotiquement stable pour 'erreur d’estima-
tion. De ce fait, les outils pour I'analyse de la stabilité sont déterminants dans la conception
d’observateurs. Pour ce faire, nous introduisons dans un second temps les concepts de stabilité,
notamment les approches temporelles dans le cadre de la théorie de Lyapunov, qui nous seront
utiles pour la suite de ce mémoire. Ensuite, quelques types d’observateurs seront définis dans
ce chapitre, tels que les observateurs fonctionnels et les observateurs adaptatifs. Ceux-ci feront
I’objet des contributions principales de ce mémoire. Pour terminer, une littérature sur la synthése
d’observateurs adaptatifs sera présentée, suivie d’une discussion comparative avec la contribution
majeure de ce mémoire sur ce sujet avec des travaux existants afin d’expliquer la motivation de
la problématique traitée.

1.2 Les systémes a retards

1.2.1 Introduction aux systémes a retards

Une hypothése classique dans la modélisation des processus physiques consiste & supposer
que le comportement futur du systéme peut étre déterminé par la connaissance de son état ac-
tuel. Cependant, la modélisation de certains systémes nécessite l'initialisation d’une partie de
leur historique pour connaitre leur évolution. C’est le cas des systémes héréditaires, aussi appelés
des systémes a retards. En effet, I’évolution des systémes & retards dépend des valeurs passées
de I’état, ce qui revient & dire que 1’état initial n’est plus un ensemble fini de valeurs mais une
fonction définie sur un intervalle de la longueur des retards, et donc un ensemble infini de valeurs.
Ils appartiennent & la classe de systémes de dimension infinie [RicO3b]. Dans le contexte de la
commande des systémes, un retard peut étre défini comme l'intervalle de temps entre I’applica-
tion d’un signal de commande et tout changement observable dans 1'état du processus [WIT99].
Il peut étre d’origine intrinséque notamment dans les processus présentant des phénomeénes de
transport et de propagation de matiére, d’énergie ou d’information. Par ailleurs, si un processus
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ne présente pas de retards intrinséques (en boucle ouverte), l'instauration d’un dispositif de com-
mande (en boucle fermée) peut générer des retards aux travers des transmissions d’information
en provenance des capteurs ou en destination des actionneurs ou encore des temps de calculs
nécessaires a la commande.

D’une maniére générale, un systéme a retards est modélisé par une équation différentielle
fonctionnelle (EDF). Un systéme non linéaire & retard s’écrit sous la forme suivante (Le retard

sur la dérivée de I’état n’est pas considéré dans ce mémoire),

7$(t),$(t - T)? u(t)v u(t - T))
x(t),z(t — 7))
2(to +0) = ¢(0)), VO € [-7,0]

ou z(t), u(t) et y(t) sont respectivement le vecteur d’état, le vecteur des entrées de commande et
le vecteur des mesures. 7 est un retard. f et g sont des fonctionnelles (des fonctions vectorielles).
¢ est une fonction continue définie sur [—7,0]. z(t — 7) et u(t — 7) sont I’état retardé et l'entrée
retardée.

Lors de la modélisation des processus physiques, des informations sur les valeurs probables
des retards peuvent étre fournies a travers les propriétés intrinséques du systéme. Une bonne
identification de la nature des retards permet de faire le bon choix des approches d’analyse du
systéme. Si la valeur des retards est inconnue, aucune hypothése n’est considérée. Cependant,
les retards peuvent étre connus avec des valeurs constantes. Nombreuses sont les recherches qui
considérent la présence des retards constants (connus ou inconnus) dans les modeéles des systémes
[GKCO03, LD97, FS03, Nic01, KNR99].

L’analyse des systémes a retards a toujours été parmi les problémes les plus difficiles dans
la commande et I'observation des systémes dynamiques. Méme si leur étude date de prés d’un
siécle, ce domaine reste toujours l'objet d’une recherche trés active. De nombreuses méthodes
ont été développées pour 'étude de ces systémes, notamment dans I'analyse de stabilité [C1.09,
BG97, DL16, FS03, FS06, GKC03, KNR99, LM07, LD97, LZZ17, Yu99, KR99], la synthése
d’observateurs [BD01, Bou01, CL0O7, Dar06, De 00a, EDSM13, FSCM10, HZB11, Sen01, Tri99,
XLZY04, ZBB06], I'élaboration des lois de commande appropriées [BCP10, CC95, CC97, CLOT,
De 00b, FS02, Nic01].

1.2.2 Exemples de systémes a retards

Beaucoup de modéles de systémes & retards ont été considérés dans la littérature. Nous
pouvons mentionner le modéle d’'un moteur diesel équipé d’une soupape de recirculation des
gaz d’échappement dans [MI17] et celui d’'un moteur d’allumage dans [BCP10]. Un procédé de
transfert thermique PT-326, pouvant étre utilisé dans des systémes industriels tels que les fours,
la climatisation, etc, est décrit dans [Frall]. Beaucoup d’autres modéles et d’applications des
systémes a retards peuvent étre trouvés dans [GIKC03, CLO7].

Afin de mieux décrire la présence des retards dans le modéle de certains systémes physiques,
nous proposons, dans ce qui suit, un modéle de systéme de rendez-vous spatial entre deux vais-
seaux spatiaux [XZD18|, ou le retard, supposé constant, affecte les vecteurs de commande et
de mesure. En outre, nous considérons un exemple de systéme de réseau TCP (Transmission
Control Protocol - Protocole de contréle de transmission) [MCCL17| avec un retard variant af-
fectant I’état du systéme.
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Un systéme de rendez-vous spatial : Le rendez-vous de ’engin spatial est trés utile dans 'ex-
ploration spatiale. C’est la condition préalable de nombreuses missions spatiales, telles que I'as-
semblage de stations spatiales en orbite, la capture et la formation de satellites, I'interception
de missiles et le sauvetage spatial. La réussite d’un rendez-vous spatial nécessite des manoeuvres
complexes et un calcul bien précis des positions et des vitesses des deux engins. Cependant la
présence de retards dans les mesures et les commandes posent des problémes dont il faut tenir
compte.

Vaisseau
cible

Vaisseau
chasseur

Centre de la planéte

FIGURE 1.1 — Systéme de rendez-vous spatial : orbite et axes.

Afin de réaliser un rendez-vous spatial [XZD 18], un vaisseau cible est considéré, fonctionnant
sur une orbite circulaire auquel un vaisseau chasseur est lancé pour se placer dans son voisinage
(i.e. un plan orbital proche). Dans ce but et afin de faciliter 'analyse du probléme, le systéme
est linéarisé et est décrit sous la forme suivante

l‘(t) = Aa:(t) + B()u(t — h()) + Blu(t — hl) + Bzu(t — hg)
y(t) = Cox(t — 19) + Cra(t — 1) + Cox(t — 12)

oit 27 (t) = [x1(t) y1(t) 21(t) 21(t) 91(t) 21(t)] est le vecteur d’état tel que z1(t), y1(t), z1(t)
et @1(t), y1(t), 21(t) représentent la position relative et la vitesse relative entre ’engin spatial
visé et le vaisseau chasseur. u” (t) = [a,(t) ay(t) a.(t)] est le vecteur des entrées de commande
correspondant & l'accélération due a la force exercée sur le vaisseau chasseur. y(t) est le vecteur
des mesures disponibles. h; et 7, pour ¢ = 0,1, 2, sont respectivement des retards constants sur
le vecteur de commande et le vecteur de mesures. Les matrices A, B; et C; pour ¢ = 0, 1,2 sont
les suivantes

[ o 0 1 0 0] (0 0 0] [0 0 0] [0 0 0
0 0 0 0 00 0 00 0 00 0
o 0 o0 o0 1 00 0 00 0 00 0

A= By = B, = By =
320 0 0 2w 0 10 0 000 00 0
0 0 —2w 0 00 0 010 00 0
0 0 —? 0 0] 0 0 0] 0 0 0] 0 0 1
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avec w = ;;jT//Z, ol u = GM est le paramétre gravitationnel de la planéte centrale, G et M
désignent respectivement la constante gravitationnelle et la masse de la planéte et R est le rayon
orbital.

Un systéme de réseau TCP (Transmission Control Protocol - Protocole de Controle de Trans-
mission) : Dans les réseaux informatiques tels qu'Internet, une application d’une importance
particuliére est le transfert de fichiers sans perte de données. Par conséquent, un protocole de
transfert de données doit étre congu pour le transfert de fichiers. La procédure de controle la
plus répandue pour le transfert de fichiers est le protocole TCP. Les systémes controlés en réseau
(NCS) constituent une catégorie particuliére de problémes de commande. Le systéme est com-
mandé a distance par un contréleur qui échange les mesures et les signaux de commande via un
réseau de communication. Ce réseau est utilisé par plusieurs systémes et une loi de gestion des pa-
quets (routeur, commutateur, niveau de priorité ...) est introduite pour distribuer I'information.
Un TCP est implémenté pour permettre aux utilisateurs d’envoyer et de recevoir des données
sur le réseau. L'impact d’un tel réseau est d’introduire un retard variable dans la transmission
des données entre le systéme et le contréleur en raison de I'interaction des utilisateurs multiples.

Le modéle linéarisé d’un systéme de réseau en considérant la présence du retard est donné
par ’EDF suivante

@(t) = Ax(t) + Agz(t — 7(t)) + Bu(t — 7(t)) + Dd(t)

ott 2T (t) = [W(t) q(t)] est le vecteur d’état tel que W (t) et g(t) sont respectivement la taille
de la fenétre TCP et la longueur de file d’attente du routeur. u(t) = p(t) est la probabilité de
marquage/chute d’'un paquet et peut étre considérée comme une entrée mesurée connue. Les
signaux d(t) représentent des anomalies ou des incertitudes. Les mesures disponibles sont que
y(t) = q(t). 7(t) est le RTT (Round Trip Time : le temps mis pour parcourir le circuit). Les
matrices A, Ag, B et D sont

=N _1 =N -1 —C2%7g 0
A= T(J?VC Tgf Ay = 7C 12C B = 2N2 D=
N =1 0 0 0 1
0 70

ou C représente la capacité de transmission du routeur, N est le nombre de sessions et 7 est le
paquet des RTT.
1.3 Stabilité des systémes dynamiques

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux systémes a retards. Les notions de stabilité des
systémes & retards ne peuvent pas étre introduites avant d’avoir présenté quelques définitions de
base concernant la stabilité des systémes dynamiques non retardés. Pour ce faire, nous entamons
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cette section par des définitions liées & la stabilité des systémes dynamiques, précisément celles
des systémes non linéaires. Ensuite, nous serons en position de définir les approches les plus
utilisées, pour étudier la stabilité des systémes a retards.

1.3.1 Définitions de la stabilité

La notion de stabilité des systémes dynamiques consiste dans 1’étude de ’évolution de ses
trajectoires au voisinage des points d’équilibre. Les approches les plus utilisées pour l'analyse
de stabilité des systémes non linéaires ont été introduites & la fin du dix-neuviéme siécle par
le mathématicien russe A.M. Lyapunov, dites d’ailleurs les approches de Lyapunov [Vid93]. Ses
travaux reposent sur deux approches majeures, 'approche indirecte et ’approche directe. L’ap-
proche indirecte, ou 'approche de linéarisation telle que son nom l'indique, repose sur I'analyse
de stabilité locale d’un systéme non linéaire autour du point d’équilibre de son approximation
linéaire. En revanche, la méthode directe ou dite aussi la seconde méthode de Lyapunov per-
met 'analyse de stabilité du systéme non linéaire en construisant une fonction d’énergie pour
le systéme et en examinant sa variation temporelle. Cette méthode est devenue 1'outil le plus
important pour ’analyse de stabilité des systémes non linéaires et sera considérée dans ce qui
suit. D’abord, nous entamons cette section en donnant les définitions nécessaires a ’étude de
stabilité.

Dans cette section, nous considérons un systéme non linéaire décrit par 'EDO suivante

{a’c<t> = f(t,z(t), t>to

olto) = 2 (1.1)

ot z(t) € R™ est le vecteur d’état et f : RT x R"™ — R™ est une fonction continue. Un point
z. € R" est dit point d’équilibre du systéme (1.1) si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

— Vte R, f(t,x.) =0,

— La solution du systéme pour zg = . est unique Vt. € R, c’est-a-dire que x (., z¢) est

unique.

Sans perte de généralité, nous supposons par la suite que le point d’équilibre correspond
lorigine z. = 0 (solution triviale), vu que la stabilité de toute solution peut étre ramenée
I'étude de stabilité de la solution triviale [KKNSG].

S

Définition 1.3.1. (Stabilité) [ KC03] La solution triviale est stable si :
Ve > 0,vt € RY,3(tg,e) > 0 tel que Vo, ||xol| <6 = ||z(t)]| < e,Vt >ty

D’une maniére générale, cela signifie que la trajectoire du systéme (1.1) au voisinage du point
d’équilibre z. en reste suffisamment proche. Dans ce mémoire, ’étude de stabilité concernée est
celle de I'erreur d’estimation autour de 'origine.

Définition 1.3.2. (Attractivité) [GKC05] La solution triviale est un point d’équilibre attractif
pour le systéme (1.1), si

Ve > 0,Vt > tog,3(tg) > 0 tel que ||zol <0 = |z(t)| <e,

Cela signifie qu’aprés un certain temps éventuellement infini, toutes les trajectoires du systéme
convergeront vers son état d’équilibre méme si elles ont présenté de larges déviations

Remarque 1.3.1. Lorsque § — oo, la solution triviale est dite globalement attractive.
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Comme les systémes non linéaires peuvent avoir un comportement beaucoup plus complexe
que les systémes linéaires, la simple notion de stabilité ne suffit pas pour décrire les caractéris-
tiques essentielles de leur mouvement. Un certain nombre de concepts de stabilité plus raffinés,
tels que la stabilité asymptotique, la stabilité exponentielle et la stabilité asymptotique globale,
sont nécessaires [SLI1].

Définition 1.3.3. (Stabilité asymptotique) Si la solution triviale est stable et attractive (resp.
globalement attractive), alors elle est asymptotiquement (resp. globalement asymptotiquement)
stable.

La notion de stabilité asymptotique découle du fait qu’'un systéme attractif n’est pas néces-
sairement stable et ainsi vient la notion de stabilité asymptotique qui garantit que les trajectoires
du systéme convergent vers le point d’équilibre sans trop s’en éloigner.

Définition 1.3.4. (Stabilité exponentielle) Notons B, une boule de centre 0 et de rayon r > 0.
La solution triviale est dite exponentiellement stable si

Ja,8>0 Vi>ty VYoo € By, tel que ||z(t,to,z)| < Be 10
ot v est appelé le taux de convergence exponentielle.

Remarque 1.3.2. Lorsque B, = IR", la solution triviale est dite globalement exponentiellement
stable.

Remarque 1.3.3. Il est a noter que la stabilité exponentielle d’un systeme implique sa stabilité
asymptotique mais l'inverse n’est pas nécessairement vrai.

Remarque 1.3.4. Hormis ’hypothése sur les conditions initiales, les notions de stabilité évo-
quées ci-dessus, sont analogues a celles des systéemes a retards.

1.3.2 Analyse de la stabilité avec la seconde méthode de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov permet d’obtenir une condition suffisante pour I’analyse de
stabilité du point d’équilibre z, du systéme (1.1). Cette méthode est basée sur 'existence d’'une
fonction, appelée fonction de Lyapunov, définie positive sur un voisinage du point d’équilibre,
dont la dérivée temporelle le long des trajectoires du systéme est définie négative. Ceci traduit le
fait que I'énergie totale du systéme (1.1) se dissipe contintiment avec le temps quand sa trajectoire
tend a rejoindre sa position d’équilibre.

Définition 1.3.5. (Fonction de Lyapunov) [Vid93] Notons V. un voisinage du point d’équilibre
ze du systeme (1.1) et V(t,z) : RT x R"™ — R une fonction continiment différentiable sur V..
V(t,x) est dite une fonction candidate de Lyapunov si elle vérifie les propriétés suivantes :

— Vz €V, V(t,x) est définie positive (V(t,z) > 0),

— Yz €V, la dérivée de V (t,x) le long des trajectoires de (1.1) est définie négative, i.e.

_ oV (t,x) N vV (t,x)

Vit @) ot oz

ft,z) <0
Si V(t,z) <0, alors V(t,z) est une fonction de Lyapunov au sens strict.
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Définition 1.3.6. (Stabilité locale et asymptotique au sens de Lyapunov) La solution triviale est
un point d’équilibre localement stable au sens de Lyapunov pour le systéme (1.1), s’il existe une

fonction de Lyapunov V (t,x) vérifiant la définition 1.3.5 au sens large. Si V(t,x) < 0, alors la
solution triviale est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Définition 1.3.7. (Stabilité exponentielle au sens de Lyapunov) La solution triviale est un point
d’équilibre exponentiellement stable au sens de Lyapunov pour le systéme (1.1), s’il existe des
scalaires o, [ et «y strictement positifs, un entier p > 0 et une fonction de Lyapunov V(t,z)
contindment différentiable sur Ve, tels que les propriétés suivantes sont vérifiées

— Vo e Ve, allz||P <V (¢t z) < B[P,

— Nz eV, V(t,x) <AV (t,x)

1.4 Stabilité des systémes a retards

Comme mentionné ci-dessus, la seconde méthode de Lyapunov repose sur 'existence d’une
fonction définie positive décroissante le long des trajectoires de (1.1) (sa dérivée temporelle le
long des trajectoires de (1.1) est définie négative). Dans le cas des systémes a retards, la fonction
de Lyapunov requise pour 'analyse de stabilité dépend de la valeur de I’état z(¢) dans I'intervalle
[t —T, t], i.e. dépend des valeurs passées de x(t), ce qui rend le probléme difficilement exploitable
pour la majorité des systémes a retards. Pour ce faire, deux extensions de la seconde méthode de
Lyapunov ont été développées : la méthode de Lyapunov-Razumikhin et la méthode de Lyapunov-
Krasovskii. Comme les systémes a retards sont des systémes de dimension infinie, il est évident
qu’il faut manipuler des fonctionnelles V (¢, x) qui dépendent des valeurs passées de 1’état afin de
mesurer la déviation de la trajectoire dans U'intervalle [t — 7, t] par rapport a la solution triviale.

Dans cette section, nous considérons le systéme non linéaire & retard suivant

{d?(t) = f(t,z(t),z(t— 7)), t=>to (1.2)

x(to) =9

ou 1 est une fonction continue de [—7,0] sur R".

Approche de Lyapunov-Krasovskii : C’est une généralisation de la seconde méthode de Lya-
punov dans le cas des systémes a retards développée par N.N. Krasovskii dans [Kra63|. La
fonctionnelle utilisée sera nommeée fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Un résumé des diffé-
rentes méthodes élaborées depuis peut étre trouvé dans [Ric03b]. Les résultats de cette approche
sont énoncés dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1. (Théoréeme de Lyapunov Krasovskii [Kra03, GKC03, Nic01]) Soit u,v,w :
R*™ — RT des fonctions continues croissantes, u(f) et v(0) sont strictement positives pour
0 > 0 et u(0) = v(0) = 0. Supposons que le champ de vecteur f soit borné pour des valeurs
bornées de ses arguments. S’il existe une fonctionnelle continue V : R xC — R™ telle que :

— (e O)]) < V(t,) < ()

— V(t,%) < —w([[4(0)]])
alors la solution triviale du systéme (1.2) est uniformément stable.

Si de plus w(0) > 0 pour tout > 0, alors la solution nulle est uniformément asymptotique-
ment stable.

Ainsi, le probléme de stabilité consiste & trouver une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii
candidate qui soit définie positive au voisinage du point d’équilibre et dont la dérivée temporelle
est définie négative. Ceci conditionne I'analyse de stabilité des systémes a retards : d’une part,
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le choix de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (et la nature de la matrice de Lyapunov
invariante, dépendante de certains parameétres, etc) et, d’autre part, la majoration de sa dérivée
temporelle le long des trajectoires du systéme considéré en utilisant des inégalités plus ou moins
conservatives. Malgré cela, cette approche est la plus utilisée, dans la littérature, dans I’analyse
des systémes a retards.

Approche de Lyapunov-Razumikhin : Contrairement & 'approche de Krasovskii qui nécessite
la manipulation des fonctionnelles, la méthode proposée par Razumikhin prend en considération
I'état instantané z(t). Cela conduit & la recherche d’une fonction candidate et non pas une fonc-
tionnelle, ce qui donne a cette approche le nom de ’approche par fonctions de Razumikhin. En
outre, cette approche présente la particularité de vérifier la décroissance de la fonction candidate
seulement pour les trajectoires du systéme qui ont tendance a s’éloigner du point d’équilibre.
Cette approche est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 1.4.2. (Théoréme de Lyapunov Razumikhin [GKC03, Nic01]) Soit u,v,w : RT —
IRT des fonctions continues croissantes, u(f) et v(0) sont strictement positives pour 6 > 0 et
u(0) = v(0) = 0. Supposons que le champ de vecteur f soit borné pour des valeurs bornées de ses
arguments. S’il existe une fonction continue V : R x R™ — R™ telle que :

— u(llz]) < V(t,2) < u(|2])

— V(t,z(t)) < —w(||z(t)]|) pour toutes les trajectoires du systéme vérifiant :

V(t+0,a(t+0) < V(ta@) V0€ -0
alors la solution nulle est uniformément stable.

Dans le cas des retards constants, il a été montré que ’existence d’une fonction de Lyapunov-
Razumikhin entraine celle d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii [Dri77]|. Dans le cas des
retards variables, cette approche permet d’éviter les restrictions sur la dérivée des retards. Tou-
tefois, 'approche de Razumikhin méne souvent & des conditions plus conservatives que celle
de Lyapunov-Krasovskii et présente 'inconvénient de ne pas étre applicable dans le cas de la
commande Hoo [LMOT].

Remarque 1.4.1. Les deux approches, mentionnées ci-dessus, basées sur la méthode directe
de Lyapunov, en combinaison avec des méthodes d’optimisation conveze (telles que les LMIs)
permettent d’établir des critéres systématiques de stabilité pour les systémes a retards.

1.5 Stabilité dépendante/indépendante des retards

Les méthodes d’analyse de stabilité pour des systémes présentant des retards dans leurs
dynamiques différent entre celles dépendantes des retards et celles indépendantes des retards
du modéle considéré [BEFBI4, KNR99, Fri0l, FS03, Yu99, Frild, ZLC17, LZZ17, DL16]. Dans
la pratique, on opte pour les méthodes de conception d’observateurs indépendantes des retards
puisqu’elles sont plus faciles a implémenter et moins cotiteuses en calcul. Par contre, si on souhaite
prendre en compte les effets parfois déstabilisant des retards sur la dynamique du systéme,
on adopte des méthodes dépendantes de ces derniers. L’étude de la stabilité d’un processus
dynamique comportant un retard indépendamment de la connaissance de sa valeur conduit & des
résultats conservatifs. Afin de diminuer ce conservatisme, il est nécessaire de poser une condition
sur la taille du retard et donc d’utiliser des méthodes d’analyse de la stabilité dépendante du
retard. Dans ce qui suit, les fonctionnelles de Lyapunov utilisées dans ce but seront données. Au
préalable, nous définissons la transformation de Leibniz. Cette transformation est trés utile dans
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la construction de critéres de stabilité dépendant du retard. Elle permet d’écrire ’expression de
I’état retardé comme suit
t

2t — 1) = at) / i(3)ds (1.3)
t—T1
ce qui permet de réécrire le systéme (1.2) comme un systéme a retards distribués.
Stabilité indépendante des retards : La fonctionnelle de Lyapunov Krasovskii choisie dans
I’analyse de stabilité indépendamment du retard s’écrit sous la forme suivante

t
V(z) = 2T (t)Px(t) +/ 21 (s)Qx(s)ds (1.4)
t—1
avec P,Q € R™" telles que P = PT > 0 et Q > 0, ce qui permet de garantir que la fonc-
tionnelle candidate est définie positive. Le premier terme de la fonctionnelle représente un terme
quadratique standard utilisé généralement dans 1’étude de stabilité des systémes dynamiques. Le
second terme est lié a la stabilité indépendante des retards [Fri01]|. Les conditions de stabilité
tirées dans ce type de probléme ne contiennent aucune information sur les retards. Ainsi, elles
sont considérées trop conservatives, en particulier lorsque le retard est faible. Afin de relaxer ce
conservatisme, il est nécessaire d’avoir des informations sur la taille des retards. Ceci a conduit
a définir des approches d’analyse de stabilité dépendante des retards.

Stabilité dépendante des retards : Dans ce cas, un terme est ajouté a la fonctionnelle de
Lyapunov-Krasovskii décrite par (1.4) qui permettra d’avoir des conditions de stabilité dépendant
des retards. Dans ce type de probléme, 'utilisation des transformations telles que celle de Leibniz
décrite précédemment permet de faire apparaitre l'information sur le retard dans le systéme
d’origine. Ainsi, la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii devient

t 0 rt

V(x) = 2T (t)Px(t) —|—/ 2T (5)Qx(s)ds —|—/ / «T (s)Rx(s)dsdf (1.5)
t—T —7 Jt+p5

avec P,Q, R € R™ " telles que P = PT > 0, Q > 0 et R > 0. L’ajout de ce terme conduit

a 'apparition d’un terme quadratique contenant une intégrale dans la dérivée temporelle de la

fonctionnelle candidate. La présence de ce terme augmente la complexité d’analyse. Pour ce faire,

il faut savoir comment y faire face.

1.6 Observateurs fonctionnels

L’élaboration d’une loi de commande appropriée est souvent réalisée en supposant que tous
les composants du vecteur d’état sont disponibles. Puisque cette hypothése n’est pas toujours
vérifiée dans la pratique, il devient nécessaire d’estimer les états d’un systéme, d’ou le besoin
d’un observateur d’état. En automatique, un observateur d’état est un systéme dynamique auxi-
liaire qui refléte le comportement dynamique d’un systéme. A l'aide des mesures des entrées et
des sorties du systéme, un observateur permet de fournir une estimation des états du systéme
considéré. Le but de la conception d’un observateur est que 'estimation des états soit proche de
la valeur réelle des états du systéme. En revanche, un observateur fonctionnel permet d’estimer
une ou plusieurs fonctions linéaires des états du systéme & partir des entrées et des mesures
disponibles sans reconstruire la totalité des états. Un observateur fonctionnel peut donc étre
considéré comme une forme générale de I'observateur d’état et est représenté par la figure 1.2.
En effet, lorsque les fonctions linéaires sont choisies comme étant les états individuels du systéme,
le probléme de I'observation fonctionnelle se réduit au probléme de 'observation d’état.
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Fonctionnelle : z(t) Erreur d’estimation
Commande - ex(t)
u(t) Systéme Mesures : y(t)
Obser.vateur Estimée de la fonctionnelle
fonctionnel 2(t)

FIGURE 1.2 — Observateur fonctionnel.

Puisque les observateurs fonctionnels présentent ’avantage d’estimer directement une fonc-
tionnelle de I'état z(t) telle que z(t) = Lx(t) (on z(t) est le vecteur d’état) sans devoir estimer
entiérement ou séparément les composantes du vecteur d’état, ils permettent de simplifier les
lois de commandes basées sur un observateur en remplacant que la commande par retour d’état
estimé u(t) = Lz(t) (ou u(t) est le vecteur de commande et Z(t) est l'estimation du vecteur
d’état z(t)) par 'estimation Z(¢) de la fonctionnelle z(t) = Lxz(t).

La conception de ce type d’observateurs a suscité un intérét considérable depuis les années
60, du fait qu’ils permettent de réduire 'ordre et la complexité de ’observateur et par conséquent
le cotlit des systémes de commande.

Les observateurs fonctionnels ont été introduits par Luenberger dans [[LLue66] pour les systémes
linéaires. En raison de leur potentiel & réduire la complexité et le cotit des systémes de commande,
le probléme de conception d’observateurs fonctionnels a suscité un intérét considérable qui n’a
pas cessé de progresser [GFH8I, Nak97, HPM99, Dar00a, Dar00b, Dar04, SZRD06, FTJ10,
Darl2, EDSM13, RZ16, DAA17]. L’ordre d’un observateur fonctionnel peut étre significativement
inférieur a celui du systéme d’origine [Lue71]. Ceci a constitué I'une des directions de recherche les
plus importantes dans le domaine de conception d’observateur fonctionnel [RZ11, FT14, ABIS|.
En effet, 'observateur fonctionnel d’ordre réduit est le plus intéressant dans les applications, ou
I’on souhaite estimer un ensemble réduit de fonctions linéaires d’état, vu qu’il peut conduire &
une maniére plus simple et moins cotiteuse pour 1’élaboration d’une loi de commande. Dans ce
but, beaucoup de travaux dans la littérature ont proposé diverses méthodes pour la conception
d’observateurs fonctionnels d’ordre r inférieur & celui du systéme d’origine, ot r traduit le nombre
de fonctions linéaires a estimer. Darouach dans [Dar00a| a donné des conditions nécessaires et
suffisantes d’existence d’un observateur fonctionnel d’ordre réduit, pour un systéme linéaire décrit
par 'EDO suivante

#(t) = Az(t) + Bu(t) (1.6a)
y(t) = Cz(t) (1.6b)
z(t) = Lx(t) (1.6¢)

ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP et z(t) € R" sont respectivement le vecteur d’état, le
vecteur des entrées de commande, le vecteur des mesures et le vecteur des fonctionnelles d’état.
Les matrices A € R™", B € R™™, C € RP*", et L € R"™" sont des matrices a valeurs
connues. Sans perte de généralité, supposons que rang(C) = p et rang(L) = r. L’observateur
fonctionnel d’ordre r qui permet d’estimer la fonctionnelle z(¢) a la forme suivante

n(t) = Nn(t) + My(t) + Fu(t) (1.7a)
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2(t) = n(t) + Jy(t) (1.7b)

ou n(t) € R" est I'état de I'observateur et z(t) € IR" est l'estimé de la fonctionnelle z(¢). Les
matrices N € R™", M € R"™*P, F € R™"™, et J € R"*P sont des matrices a déterminer telles
que Uerreur d’estimation entre la fonctionnelle d’état z(¢) et son estimée 2(¢) converge vers zéro.
Pour ce faire, notons e(t) 'erreur d’estimation comme suit

e(t) = 2(t) — 2(t) = (L — JC) z(t) — n(?)
Sa dynamique est donnée par
é(t) = (L — JO)&(t) — n(t)
= Ne(t) + (N (L — JC) + (L — JO) A — MC)z(t) + (L — JO) B — F)u(t)  (L8)
La convergence de I'observateur est assurée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.6.1. [Dar00a] Soit le systeme (1.6) et l’observateur fonctionnel (1.7). 2(t) est une
estimation asymptotique de la fonctionnelle z(t), pour tout x(0), 2(0) et u(t) si et seulement si
N est une matrice Hurwitz et si les équations suivantes sont vérifiées

F=(L-JC)B (1.9a)
N(L—JC)+(L—JC)A— MC =0 (1.9b)

En effet, pour que l'erreur d’estimation soit non biaisée, il suffit d’annuler les termes qui
dépendent de I'état x(t) et de l'entrée u(t) dans I’équation de la dynamique de 'erreur (1.8). Il

est clair que le probléme de conception d’un observateur fonctionnel est lié a I’équation (1.9b),
dite équation de Sylvester. L’équation (1.9a) est déduite de la résolution de 'équation (1.9b).

1.7 Observateurs adaptatifs

1.7.1 Définition et applications

D’une maniére générale, en présence d’un vecteur de paramétres inconnus dans la dynamique
d’un systéme, un observateur qui permet de fournir une estimation de ceux-ci, et du vecteur
d’état est appelé un observateur adaptatif. Considérons le systéme non linéaire suivant

z(t) = f(t,u,x) + g(t,u, )0 (1.10a)
6=0 (1.10b)
y(t) = Cx(t) (1.10¢)

ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € RP, § € R? sont respectivement le vecteur d’état, d’entrées,
de mesures et des paramétres inconnus. f, g et h sont des fonctions continues. Un observateur
se mettant sous la forme suivante (voir figure 1.3)

L(t) = f(t,u, ) + g(t, u, £)0 + K= (y(t) — C2(t)) (1.11a)
0 =K%(t,u,z)(y(t) — Ci(t)) (1.11b)

fournissant ainsi une estimation Z(t) et 0 des vecteurs d’état et des paramétres inconnus x(t) et 0
respectivement, est dit un observateur adaptatif si ces estimations convergent asymptotiquement
vers leurs vraies valeurs, ot K* et K sont les gains de I’observateur.

16



1.7. Observateurs adaptatifs

Paramétres inconnus

0

l

Mesures
Commande Systéme y(t)

u(t) Estimée de ’état
(1)

Observateur —
adaptatif

=
Estimée des paramétres
inconnus

0

FIGURE 1.3 — Observateur adaptatif.

Le probléme de la conception d’un observateur adaptatif représente un domaine de recherche
important et actif. Dans les processus industriels, ’observateur adaptatif joue un role crucial
dans la commande robuste tolérante aux fautes et la détection et I'isolement des défauts. Du fait
qu’il peut générer une estimation précise des parameétres inconnus et des états non mesurés, il
permet d’avoir une meilleure connaissance de la dynamique du systéme. Dans la majorité des
travaux de la littérature, le vecteur de paramétres inconnus a estimer est supposé constant ou
varie suffisamment lentement, de sorte que sa dérivée est supposée égale & zéro. Il y a peu de
travaux traitant le cas o le paramétre est variant dans le temps [BG88, JS02, WWLLOS|.

La conception d’observateurs adaptatifs a été étudiée depuis les années 70 pour des systémes
LTI. Dans [LN73], 'observateur adaptatif proposé est similaire au systéme considéré avec I’ajout
de signaux permettant de garantir la stabilité de ’erreur d’estimation. Dans cette contribution,
le modéle de systéme LTI est considéré sous la forme canonique observable et ne prend pas en
compte la présence des paramétres inconnus, ce sont les paramétres de ’observateur qui sont
ajustés de maniére adaptative pour correspondre a ceux du systéme. En revanche, dans [BGSS|,
les auteurs ont considéré que le systéme non linéaire peut étre transformé afin de faire apparaitre
le vecteur des paramétres inconnus, supposé variant dans le temps et qui va étre estimé en ligne,
simultanément avec le vecteur d’état. Dans les années 90, Marino et Tomei dans [MT92| ont
proposé un observateur adaptatif pour une classe de systémes dont le modéle d’état dépend du
vecteur des parameétres inconnus et qui, avec un changement de coordonnées non linéaire, peut
étre mis sous une forme canonique observable. La convergence de cet observateur a été mon-
trée en utilisant le lemme de Barbalat. Dans cette méthode, tandis que ’équation d’estimation
d’état est relativement simple, I’équation d’estimation des paramétres est complexe et implique
plusieurs étapes de filtrage. Ensuite, Rajamani et Hedrick ont développé un observateur adapta-
tif afin d’estimer le vecteur des paramétres inconnus simultanément avec le vecteur d’état d’un
systéme non linéaire dans [RH95] avec une application & un modéle réel d’une suspension auto-
mobile active. Puisque la masse suspendue dépend du nombre de passagers et de la charge sur
I’automobile, elle doit étre réguliérement mise & jour. L’observateur adaptatif proposé permet
d’identifier la masse suspendue de ’automobile qui est supposée inconnue.

Lorsque le vecteur des paramétres inconnus est constant, Cho et Rajamani dans [CR97] ont
reformulé ces résultats sous la forme de contraintes LMI. Cependant, la convergence du vecteur
des paramétres inconnus est garantie sous une contrainte d’excitation persistante. Sur la base de
ces travaux de conception d’observateurs adaptatifs, Besangon a donné dans [Bes00] une formule
unifiée d’observateurs adaptatifs pour les systémes qui peuvent se mettre sous une forme cano-
nique observable en soulignant des propriétés permettant une estimation d’état asymptotique en
dépit de la présence des paramétres inconnus, ainsi que des propriétés supplémentaires permet-
tant I’estimation des paramétres sous la condition d’excitation persistante. De plus, I’'observateur
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a été traité sous une forme d’ordre réduit. En 2001, une nouvelle approche dans la conception
d’observateurs adaptatifs a été proposée dans [ZD01|. Aucune transformation du systéme non
linéaire considéré n’est nécessaire. L’équation d’estimation des paramétres dépend de signaux
multipliant le vecteur des paramétres inconnus filtrés par un filtre LTI stable. En plus d’inégalité
de type Lyapunov, I’étude de la convergence de l'erreur d’estimation des paramétres inconnus
nécessite une condition d’excitation persistante.

Les contributions évoquées ci-dessus représentent les premiéres des méthodes de conception
d’observateurs adaptatifs. En s’appuyant sur ces travaux, le probléme de I'estimation conjointe
de I'état et des paramétres inconnus est devenu un probléme d’actualité durant ces derniéres
décennies [MFM ™08, FBM*14, GY03, Ibr09, APL09, MC13|.

Il faut noter que a la classe des systémes dynamiques “standard” ou réguliers, s’ajoute la classe
des systémes singuliers, aussi appelés descripteurs ou algébro-différentiels, pour lesquels il y a peu
de travaux dans la littérature concernant la synthése des observateurs adaptatifs. La synthése
d’observateurs fonctionnels adaptatifs pour une classe des systéme descripteurs linéaires a été
développée dans [AD14]. La robustesse de 'observateur proposé a été étudié lorsque le systéme
est affecté par un bruit & énergie finie. Cependant, la synthése de ces observateurs nécessite une
contrainte d’excitation persistante. Dans [MZ13], un observateur adaptatif est utilisé pour la
détection des défauts, modélisés comme des changements de paramétres, susceptibles d’affecter
un systéme dynamique modélisé par des EADO non linéaires.

Dans le contexte de la synthése d’observateurs adaptatifs, deux approches principales peuvent
étre trouvées dans la littérature. Tout d’abord, ’observateur adaptatif peut étre considéré comme
un observateur classique avec une loi d’adaptation en ligne appropriée des paramétres inconnus.
Ici, I'estimée du vecteur des parameétres inconnus est déduite de 'analyse de stabilité d’un ob-
servateur d’état classique et la propriété de convergence de l'erreur d’estimation des paramétres
inconnus est obtenue par une contrainte de type excitation persistante. En utilisant cette hypo-
these, des conditions suffisantes de convergence de I'observateur adaptatif proposées dans [CRI7|
ont été développées pour une classe générale de systémes non linéaires et, dans [BDHOG|, pour
une classe de systémes affines ou & temps variant. Sur la base de ces résultats, la présence de
perturbations bornées est considérée dans [PM12]. Cependant, la loi adaptative a été modifiée
pour surmonter certaines contraintes dans l’estimation des parameétres. Dans [ESHY 13|, des ré-
sultats moins conservateurs dans la conception de I’observateur adaptatif pour les systémes non
linéaires ont été proposés. La deuxiéme approche pour la conception d’un observateur adaptatif
peut étre décrite comme une synthése d’un observateur d’état pour un systéme augmenté, ot le
modéle de dynamique d’état est augmenté avec la dynamique de ses paramétres inconnus. Nous
pouvons renvoyer le lecteur & de nombreux travaux antérieurs [AD14, ASDG15, FBM T 14].

Dans ce mémoire, la synthése d’observateurs adaptatifs sera basée sur la synthése d’observa-
teurs pour un systéme augmenté états-paramétres inconnus. De plus, la présence de retards dans
la dynamique du systéme augmente la complexité de son analyse, ce qui complique le probléme
de la conception de 'observateur adaptatif. L’existence de retards constitue un fait important
qui doit étre pris en compte dans ’étude du systéme dynamique, car ils peuvent modifier le
comportement de la dynamique d’un systéme et conduire, dans certains cas, & son instabilité
[Ric0O3Db]. A notre connaissance, le probléme de la conception d’observateurs adaptatifs pour une
telle classe de systémes est peu étudié dans la littérature.

Dans la section suivante, nous étudierons la motivation de la problématique investiguée dans
ce mémoire dans le cas d’un systéme non linéaire (sans retard) en se comparant a certains travaux
de la littérature.
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1.7.2 Discussion

Dans cette section, la discussion va porter sur la synthése d’un observateur adaptatif pour une
classe de systémes non linéaires dans le but d’expliciter les motivations du probléme abordé dans
ce mémoire en comparaison avec des travaux existants. Puisque de nombreuses contributions sur
la synthése d’observateurs adaptatifs se basent sur les travaux de Cho et Rajamani dans [CR97|
(on peut aussi se référer a [MC13, MLY14]), nous allons nous concentrer, pour plus de clarté
dans cette discussion, uniquement sur les résultats de l'article [CRI7].

1.7.2.1 Présentation du probléme

Pour ce faire, considérons le systéme non linéaire suivant

&(t) = Az(t) + Gg(x,u)d (1.12a)
f=0 (1.12b)
y(t) = Cz(t) (1.12¢)

ou z(t) € R", z(t) € R™ et y(t) € IRP sont respectivement le vecteur d’état, le vecteur des
entrées de commande et le vecteur des mesures. 6 € IR? est le vecteur des paramétres inconnus
tel que ||0||]2 < by, by > 0. Les matrices A € R™*", G € R™** et C € RP*" sont connues et
a valeurs constantes. La fonction g(z,u) est, avec g : R™ x R™ — IR**9, est lipschitzienne et
vérifie la relation

lg(z, u) — gz, w)|| < byllw — =] (1.13)

Le principe d’un observateur adaptatif est d’estimer simultanément ’état z(t) et les para-
meétres inconnus 6. Dans [CR97], les auteurs ont proposé un observateur adaptatif sous la forme
suivante

Ai(t) + Gg(2,u)0 + K*(y(t) — C2(t)) (1.14a)
g(&,u) KO (x(t) — 2(t)) (1.14b)

8.

(t)
0(t)

ot K% et K? = % sont des gains de 'observateur & déterminer tels que les erreurs d’estimation

de I'état et du vecteur des paramétres inconnus, respectivement e, (t) = z(t)—2(t) et eg(t) = 0—0,
convergent vers 0 quand ¢t — o0, avec p > 0 et T une matrice de dimension appropriée. La
convergence de l'observateur est garantie par le théoréme suivant [CRI7].

Théoréme 1.7.1. Le systeme (1.14) est un observateur adaptatif pour le systéme (1.12) sl
eziste des matrices P = PT >0 et Q = QT > 0, et des matrices K* et T telles que

(A— K*C)TP + P(A—- K°C) < —Q (1.15)

GTp=1C (1.16)
)\min

babol|G|| < zAmax(gj)) (1.17)

Dans la preuve de ce théoréme, les auteurs ont montré que la LMI
(A— K*C)T'P + P(A — K*C) + bybg||G||PP + bybeI < 0 (1.18)

est satisfaite si les conditions (1.16) et (1.17) sont vérifiées.

19



Chapitre 1. Etat de l’art

Pour prouver ce théoréme, les auteurs se basent sur I’approche de Lyapunov pour ’analyse de
la stabilité. Ainsi, la fonction de Lyapunov candidate, choisie dans [CR97|, s’écrit sous la forme
suivante

V(e) = €T () Pes(t) + pel (Deg(t) = e(t)Pe(t) (1.19)

P 0
0 ply

Notons e(t) I'erreur d’estimation telle que e (t) = [eg(t) eeT(t)]

oulP = , P=PT >0 et p est un scalaire strictement positif.

Nous allons d’abord montrer que le choix de la fonction de Lyapunov dans (1.19) implique
qu’on ne peut obtenir que la stabilité de e, (t), mais pas celle de ey(t). Pour simplifier 'analyse,
nous allons d’abord considérer, dans un premier temps, la fonction g(x,u) = 1. Ainsi, la dyna-
mique de l'erreur d’estimation, entre le systéme (1.12) et I'observateur (1.14), est définie comme
suit

A-K*C G

é(t) =
®) —-K%C 0

(1.20)

ég(t) €9 (t)

[@(t)

ewf)]

En utilisant cette expression, la dérivée temporelle de la fonction (1.19) le long de la trajectoire
du systéme (1.12) est telle que
)dﬂ

e(t) (1.21)

(A-K*O)T —(KC)T
GT 0

A—K*C G
~-K%C 0

P 0
0 ply

P 0
0 ply

V(e) = el (t) <

(A- K*C)TP+ P(A— K*C) —p(K°C)T + PG

=el(t
() GTP — pK’C 0

Nous constatons qu’il n’y a pas de terme quadratique en 62;69 dans V(e) dans I’équation
(1.21) du fait du bloc nul.

Dans le cas général ou g(z,u) # 1, il y a aussi ce bloc de zéros. Ainsi, la dérivée temporelle
de la fonction de Lyapunov ne contient pas de terme quadratique en egeg, et donc la condition
V(e) < 0 ne peut pas étre vérifiée. C’est pourquoi, les auteurs dans [C'R97| vont chercher a avoir
V(ez) < 0. Pour ce faire, les auteurs vont obtenir une majoration de V(e) qui ne contient pas
de termes en eg en ajoutant la condition (1.16). La stabilité de l'erreur d’estimation de 'état
est donc démontrée car l'inégalité V(e,) < 0 est garantie par (1.15) et (1.17). La stabilité de
Ierreur d’estimation du vecteur des paramétres inconnus ey est obtenue en ajoutant une condition
d’excitation persistante dans [CR97].

Les conditions (1.15) et (1.16) sont celles qui sont utilisées pour la synthése d’observateurs a
entrées inconnues. Dans la section 1.7.2.2, nous montrons le lien entre ces deux types d’observa-
teurs (les observateurs adaptatifs et les observateurs a entrées inconnues).

1.7.2.2 Liens entre les observateurs adaptatifs et les observateurs a entrées incon-
nues

Dans [C'T98], il est montré que les conditions (1.15) et (1.16), avec P = PT > 0, sont vérifiées
si et seulement si rang(CG) = rang(G) et si les zéros invariants du triplet (A, G, C) sont stables,
c’est-a-dire si et seulement si les conditions d’existence des observateurs a entrées inconnues sont
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satisfaites [KVR80, HM92, DZX94]. Cependant, dans la synthése d’UIO, les zéros invariants du
triplet (A, G, C) sont des poles fixes de I'erreur d’estimation e, (t), ce qui n’est pas le cas pour
I’observateur adaptatif.

Pour illustrer le paragraphe précédent et mettre en évidence les limitations de ’approche
considérée dans [CRI7]|, nous allons étudier les conditions (1.15), (1.16) et (1.17) lorsque les
zéros invariants du triplet (A, G, C') sont stables ou instables.

Zéro invariant instable : Nous considérons le systéme (1.12) ou les matrices A, G et C sont
données par

0 -1 1
2 0 G=10 C
0 0

Lo 0] (1.22)

0
A= |2
010

3

avec by = by = 1.

Le triplet (A, G, C) posséde trois poles instables {1, 2, 3} et un zéro invariant instable {4}. No-
tons bien que, pour cet exemple, CG = [1 ()]T, et donc rang(CG) = rang(G) = 1. Commengons
par vérifier la condition (1.16). on a

1 0 0
010

P11 P2 Pi3
GTp=T1C = [1 0 0} Py Py Pos :[Tll TIQ]
P13 Py Psg

< [Pn Pra P13}:{T11 Tho 0]

Il faut donc que Pj3 = 0. Afin d’étudier la stabilité du systéme (1.22), nous considérons la
condition (1.15). En posant

Ky, Ki
K* = K3, K3
K3 K3,

nous obtenons I'inégalité suivante

(1,1) (1,2) (1,3)
(A-K,C)'P+PA-K,C)=| % (2,2) (2,3)| <-Q<0 (1.23)

avec

= 2P12(2 — K35,) —2PnK{;

—K{1 P12+ (2 — K3,)Poz + (3 — K31) Pa3 + P12(2 — K35) — K{5Pn
(2 = K3)Pos + (3 — K3,) P33 — Py

—2K75Pio + 2Py (2 — K3,) — 2K5,Pa3

,3) =4Py3 — Pio + (2 — K3,) Pas — K3, Ps3

)

(1,1)
(1,2)
(1,3) =
(2,2) =
(2,3)

Afin de satisfaire I'inégalité (1.23), il faut que 8 P33 < 0, ce qui est impossible puisque P33 > 0
pour avoir P = PT > 0.
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Ainsi, nous constatons que la condition (1.15) ne peut pas étre satisfaite dans le cas d’un
systéme & zéro invariant instable.

Zéro invariant stable : Nous considérons le systéme (1.12), ou les matrices A, G et C sont
données par

010

N
Il

|

[\
|

[\
o
D
Il

o O =

Q
Il

Lo 0] (1.24)

avec by = by = 1.
Le triplet (A, G, C) posséde trois poles stables {—1, —2, —3} et un zéro invariant stable {—4}.

En choisissant T = |Ty; Tia| = [1 O}, la vérification de la condition (1.16) donnera P;; = 1,

P1s =0 et P13 = 0. Dans ce qui suit, nous considérons que la matrice P est diagonale comme
suit

1 0 0
0 0 Ps3
Avec le gain K* suivant
Kf, 0
K'=|0 K& (1.26)
0 0
la matrice A — K*C est donnée par
A-K°C=| -2 —K%L-2 0 (1.27)
-3 0 —4

La condition de stabilité (1.15) appliquée sur le systéme (1.24) donne 'inégalité suivante

—2K¥ —2Py, 1— 3Py
(A-K,C)'P+P(A-K,C)= | 2Py, —2Pyp(2+ K%) 0 =-Q<0 (1.28)
1— 3Py 0 —8Py3

Considérons alors que Py > 0, P33 > 0, K{; > 0 et K3, > —2. L’application du lemme de
Schur (voir section A.3.2.2 dans 'annexe A) sur l'inégalité (1.28) donne

-1 )
—2K - [-2Pn 1-3Py| |PP2ERTD o

0 — 1-— 3P33
8 P33 )
1 0 _
T —2P.

= 2K}, + [—2P22 1-— 3P33} 2Pn(K +2) 1 -
0 _1 - 3P33
8P33
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Y -1 1— 3P33] —2Pyy
B H K%Q +2 8 P33 1—3Ps3
2P. 1—3Ps3)?
) G — ( %)° g (1.29)

K§2 + 2 8 P33
Ainsi, I'inégalité suivante est obtenue

2Py (1 — 3P33)?
K:QE2 + 2 8 P33

2KT, > (1.30)

Il reste donc a étudier la relation (1.17). On bloc-diagonalise la matrice @), donnée dans (1.28),
en choisissant Py = 1 et P33 = %, ce qui donne Apax(P) = 1. Ainsi, la matrice @ est donnée par

2KE, 2 0
O=1| 2 202+K%) 0 (1.31)

8

0 0 =

3

et il s’ensuit que I'inégalité (1.30) se simplifie comme suit
1

K, >———>0. 1.32

Afin que 'inégalité (1.17) soit vérifiée avec by = by = 1 et ||G|| = 1, il faut donc que

2KY 2

3’ 2 22+ K%)
K® 1
1 < min é, Amin| |~ M (1.33)
3 1 2+ K3,

Pour ce faire, nous étudierons dans ce qui suit la variation des valeurs propres de la matrice
X
Qr =
1 2+ K7,
suivant donne les valeurs de K7, pour que les valeurs propres de Qi soient strictement supé-
rieures a 1.

ce qui est équivalent a

en fonction des gains K7, et K3,. Pour des valeurs de K3,, le tableau

K3, MQk) K{, relation (1.32)
—1 05Ky, £0.5\/(K¥#)2 —2K¥, +5+0.5 X X

~0.5| 0.5K% +0.5\/(K7)? — 3K}, +6.25+0.75 | K§, >3 3> 23
0 0.5K{, £0.5\/(K¥)? —4K§, +8 +1 K{ > 2 2>0.5

0.5 | 0.5K% £0.5\/(K§;)2 - 5K, +10.25+1.25 | K¥; > 53| 5/3>04
1 0.5K% £0.5\/(K§)?2— 6K} +13+1.5 | K§f >15| 15> 13
15 | 0.5KF £0.5\/(K#)? —TK# + 1625+ 1.75 | K§;, > 14| 14> 1j35
2 0.5K% £0.5\/(K§)2—8K{ +20+2 | KE >4B3] 2>0.25

TABLE 1.1 — Conditions sur K{; en fonction de K3, pour vérifier (1.33).
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Le tableau ci-dessus est établi pour des valeurs de K3, > —1 car, si —2 < K3, < —1, les
valeurs propres minimales de la matrice Qg vérifient 0 < Apin(Qr) < 1. Pour K3, > —1, les
valeurs du gain K{, vérifiant la relation (1.33) données dans le tableau 1.1 satisfont aussi la
relation

1
K7¥ — +1 1.34
11 > K3, + 1 + ( )

ce qui est confirmé par la figure 1.4.

14

-- 'Amin(QK) :
—)\77’1(11‘(QK) 1

A(@k)

FIGURE 1.4 — Variation des valeurs propres de la matrice Qx en fonction du gain K3,.
Notons que, lorsque le gain Kf; vérifie la relation (1.34), la relation (1.32) est toujours
satisfaite puisque

1 1
K{, > +1> 1.35
11 K2+1 K2+2 ( )

En effet, avec K3, > 1, on a

1 N 7K%+2> 1
K%, +1 KL +17 K, +2

= (K5 +2)° = (K3)? +4K5, +4> K5 + 1
= (K5,)*+3K5 +3>0

et le discriminant de (K%,)? +3K% +3=0est A =9—12 = —3 < 0, ce qui est confirmé par la
figure 1.5.

1 1
1 KHh=—— .
Tt @ e K= s @

Les valeurs propres de la matrice A— K*C, décrite par (1.27), sont les solutions de 1’équation
suivante

FIGURE 1.5 — Fonctions K{; =

det (s — (A — K*C)) = (s + 2+ K%) (s + K&)(s +4) + 3)
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= (s+2+ K3, (s> + (K} +4)s + 4K{; +3) =0 (1.36)

D’une part, s = —4 est le zéro invariant du triplet (A, G,C), mais n’est pas un pole fixe de
A — K*®C'. Ainsi, on a les mémes conditions d’existence que les observateurs & entrées inconnues
[DZX94, Hau83|, mais les zéros invariants du triplet (A, G, C) sont des poles fixes de la matrice
d’état décrivant la dynamique de l'erreur d’estimation dans le cas des observateurs & entrées
inconnues.

Puisque s2 + (K7, +4)s+4K¥, +3 # (s+4)(s+a), VK¥ € R, Va € IR, la seule fagon d’avoir
un mode s = —4 pour la matrice A — K*C est de poser K3, = 2. Ainsi, tous les placements de
poles ne sont pas autorisés avec les gains K* donné par (1.26), par exemple, on ne peut pas avoir
un poéle multiple en s = —4.

D’autre part, avec K3, > —2, une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
A — K*C soit stable est K{; > —0.75 lorsque le gain K* est choisi par (1.26). Or, pour qu'il y
ait une matrice P = PT > 0 donnée par (1.25) et vérifiant l'inégalité (1.15), il faut que K¢, > 0.
Ainsi, tous les placements de pdles ne sont pas autorisés avec le choix de P et K7 fait dans (1.25)
et (1.26).

Dans [C'T98], il est montré que la condition (1.16) sur la solution P de I’équation de Lyapunov
(1.15) (voir les conditions (1) et (4) du théoréme I1.1 dans [CR97]) est équivalente aux conditions
d’existence d'un UIO pour un systéme linéaire donné (voir [KVR&0, HM92, DZX94]). Cette
contrainte sur la matrice de Lyapunov P est conservative puisque le vecteur des paramétres
inconnus est supposé constant (voir équation (3b)) et ne représente pas un signal arbitraire
variant dans le temps comme dans le cas des entrées inconnues dans [KVRS80, HM92, DZX94].

C’est pourquoi les observateurs adaptatifs synthétisés dans la suite de ce mémoire n’utiliseront
pas la condition (1.16).

1.7.2.3 Convergence du vecteur des paramétres inconnus et la contrainte d’excita-
tion persistante

La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov donnée par (1.15) avec la condition (1.16)
permet de garantir la convergence du vecteur d’état x(t) vers son estimée puisque les termes
dépendant de l'erreur d’estimation du vecteur des paramétres inconnus ont été éliminés dans la
majoration de cette dérivée avec la condition (1.16) (voir la démonstration dans [CR97]). Cette
majoration ne dépend plus que de lerreur d’estimation d’état e, (¢) et donne l'inégalité (1.15).
Ainsi, il est nécessaire de garantir la convergence du vecteur des paramétres inconnus 6 vers son
estimée.

Si on considére la présence des signaux g(z,u) dans le systéme (1.12), l'expression de la
dynamique de I'erreur d’estimation d’état est comme suit

éa(t) = (A — K*C)ey(t) + Glg(z,u)0 — g(&,u)) (1.37)

Comme la convergence de la partie linéaire a été vérifiée dans la section précédente, il reste
a montrer la convergence du terme g(x,u)0 — g(Z,u)f vers 0, ce qui est fait en supposant que
les signaux modélisés par la fonction g(x,u) vérifient une condition d’excitation persistante dans
[CRIT].

1.7.3 Motivation de la démarche utilisée

En s’appuyant sur la discussion précédente, nous proposons, & travers ce mémoire, d’étudier
la convergence du vecteur d’état simultanément avec le vecteur des paramétres inconnus, i.e. la
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~

convergence des vecteurs d’état et des parameétres inconnus & et 6, respectivement, vers leurs
vraies valeurs.

Afin d’éviter d’utiliser la condition (1.16), avec la contrainte d’excitation persistante, nous
allons procéder comme suit : nous résolverons le probléme d’estimation conjointe de I'état et des
paramétres inconnus de maniére simultanée sans avoir recours a l’étude de la convergence des
paramétres inconnus une fois que la convergence de 1'état est garantie, comme c’est le cas avec
un choix d’une matrice de Lyapunov bloc-diagonale comme dans [CR97] et de nombreux travaux
dans la littérature. Les matrices de Lyapunov utilisées dans ce manuscrit ne seront pas bloc-
diagonales. Cette approche globale nous permettra d’éviter la contrainte (1.16) et la contrainte
d’excitation persistante. En revanche, une condition de bornitude est posée sur la fonction non
linéaire multipliant le vecteur des paramétres inconnus.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, nous avons présenté les outils qui nous seront nécessaires pour
traiter les problémes abordés dans ce mémoire. Tout d’abord, nous avons défini la notion de
systémes & retards et énoncé quelques applications issues de la littérature. En effet, 'apparition
fréquente du phénomeéne du retard dans la modélisation des processus physiques a suscité I'intérét
de nombreux chercheurs. Aussi, nous avons passé en revue quelques concepts relatifs a la stabilité
des systémes dynamiques non linéaires et notamment les systémes non linéaires & retards. Les
méthodes d’analyse de stabilité des systémes & retards seront exploitées dans ce mémoire dans
le but de garantir la stabilité de 'erreur entre 1’état d’un systéme considéré et ’estimation de
cet état via un observateur.

En tenant compte du réle primordial des observateurs dans nos travaux de recherche, nous
avons présenté un type d’observateur, ne fournissant pas une estimation de I’état interne du
systéme, mais d’une fonctionnelle d’état, nommé observateur fonctionnel. Celui-ci fera ’objet
d’une grande partie de ce mémoire.

Nos travaux ne se sont pas penchés uniquement sur l'estimation de ’état d’un systéme ou
d’une fonctionnelle d’état, mais ils ont notamment porté sur I'estimation conjointe de I'état et
des paramétres inconnus qui affectent la dynamique du systéme. Ainsi, un tour de littérature
sur les observateurs adaptatifs, suivi d’'une discussion mettant ’accent sur la motivation de nos
travaux, ont été abordés dans ce chapitre. Bien entendu, cet état de I'art n’est pas complet.
Certaines notions seront développées au fur et & mesure. Nous avons favorisé une discussion sur
la synthése d’observateurs adaptatifs pour se positionner par rapport a certains résultats de base
dans la littérature.

Dans le chapitre suivant, des observateurs fonctionnels d’ordre réduit seront étudiés pour
une classe de systéme & retards. Le probléme de la convergence des observateurs, qui est un
probléme d’analyse de la stabilité de 'erreur d’estimation, a fait appel a la théorie de la stabilité
de Lyapunov-Krasovskii. Des conditions suffisantes seront énoncées en terme de LMI.
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

2.1 Introduction

Dans la mise en ceuvre de la commande, de la supervision ou de la détection et I’isolation des
défauts, il est nécessaire d’avoir un accés aux variables d’états du systéme. En revanche, celles-ci
ne sont pas toujours disponibles dans leur totalité pour des raisons physiques ou financiéres. Pour
ce faire, la reconstruction de I’état d’un systéme tient une place primordiale en automatique. La
reconstruction de I’état se fait a partir des entrées de commande et des sorties du systéme.

Ce chapitre est consacré a la synthése d’observateurs pour les systémes bilinéaires a états
retardés. Dans la pratique, beaucoup de systémes physiques, chimiques biologiques, électriques,
etc, sont modélisés par des systémes bilinéaires [Moh73, Rug&1, Moh91]. Cette classe particuliére
de systémes est caractérisée par un terme non linéaire, qui est un produit de I’état et de I'entrée
de commande. Ils peuvent aussi étre décrits comme des systémes affines en I’état. La section 2.2
est dédiée & des définitions liées aux systémes bilinéaires. Des exemples issus de la littérature
sont développés pour des systémes modélisés par des modéles bilinéaires. Pour clore cette section,
une bréve revue bibliographique sur la synthése d’observateurs pour les systémes bilinéaires est
donnée.

Cependant, des retards apparaissent dans la plupart des processus physiques dus aux phéno-
ménes de transport d’énergie, de matiére ou d’information, aux temps de calcul, & la dynamique
des actionneurs et des capteurs, etc. L’apparition de retards dans un systéme dynamique aug-
mente la complexité de son analyse. Ceci est justifié par le fait que le retard introduit un décalage
supplémentaire dans la phase du systéme, ce qui détériore ses marges de phase et de gain. Sur le
plan industriel, ce phénoméne n’est pas suffisamment pris en compte, faute d’outils de synthése
adéquats. Par ailleurs, il est important, voire impératif, de mettre en évidence la présence des
retards dans le modéle d’un systéme dynamique afin de modéliser plus fidélement son comporte-
ment. Dans ce contexte, nous considérons, dans les sections 2.3 et 2.4, la présence de retards dans
les systémes bilinéaires. La synthése d’observateurs pour cette classe de systémes est quasiment
inexistante dans la littérature a notre connaissance. Dans [[HB14], un systéme bilinéaire avec
des retards connus au niveau des mesures disponibles a été considéré pour lequel une synthése
d’observateur a été faite. Dans nos travaux, nous considérons que les retards qui affectent le
systéme sont connus et agissent sur le vecteur d’état. De plus, la présence de perturbations est
prise en compte dans la dynamique du systéme. Afin d’atténuer 'effet des perturbations sur
le systéme, la technique Hoo est utilisée. En effet, le probléme H., standard est fondamenta-
lement un probléme de rejet de perturbations. La norme Ho est trés utilisée pour étudier les
problémes de robustesse. La théorie des problémes H, standard a été unifiée dans [F D87, Frag7].
Par la suite, des solutions a ce probléme ont été proposées et successivement améliorées dans
[GD88, DGKF89, BEFB94, ZDG96, EOA97, ZSD06, AN17].

Dans la section 2.3, nous proposons de synthétiser un observateur Ho, fonctionnel d’ordre ré-
duit. En supposant que ’entrée de commande et sa dérivée sont bornées, nous montrons qu’avec
une approche de Lyapunov pour les systémes descripteurs, I'observateur a une erreur d’estima-
tion quadratiquement stable pour des valeurs connues des retards. Les résultats sont obtenus a
travers la résolution de LMIs sur les sommets d’un polytope convexe. Ensuite, des incertitudes
paramétriques sont ajoutées au systéme bilinéaire retardé dans la section 2.4. Dans cette section,
I’hypothése sur la dérivée de I’entrée est supprimée et les entrées de commande du systéme bi-
linéaire sont considérées comme des incertitudes structurées. Ainsi, 'hypothése considérée dans
cette section ne concerne que la bornitude des entrées.

La synthése d’observateur Ho, fonctionnel d’ordre réduit pour une classe de systémes bili-
néaires a retards dans la section 2.3 a fait 'objet de la contribution [SSZA18d]|. Une extension
de la synthése d’observateurs robustes dans la section 2.4 a été développée dans [SZSA17h].
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2.2. Systémes bilinéaires et observateurs

2.2 Systémes bilinéaires et observateurs

2.2.1 Définitions

De nombreux processus physiques sont modélisés de facon appropriée par des systémes bili-
néaires (BLS) plutot que linéaires ou non linéaires. Cette classe particuliére de systémes a attiré
l'attention de nombreux chercheurs depuis de nombreuses années : voir |[Moh73, Wil77, EL7T7,
Lon80, Rug81, Moh91, Kin99, SSSA99, SZRD06, VKZ07, GSZD10, ZBDS10].

D’une maniére générale, un BLS est représenté par 'EDO suivante

B(t) = Aoz(t) + Y Aius(t)z(t) + Bu(t) (2.1)
=1

ot z(t) € R" et u(t) € R™ sont respectivement le vecteur d’état et le vecteur des entrées de
commande. Les matrices 4; € R™™", pour ¢ = 0,...,m, et B € R™ "™ sont a valeurs connues.

Une motivation importante pour étudier les BLS est que certaines applications dans l'indus-
trie sont bien modélisées avec un modéle bilinéaire. En effet, les BLS apparaissent comme des
modéles naturels pour de nombreux processus dynamiques. Quelques exemples de processus dy-
namiques qui peuvent étre décrits par des modéles bilinéaires sont la conduction thermique, le sys-
téme immunitaire, les processus biomédicaux, biologiques, humoraux et compartimentaux. Une
application magnétique réalisée & travers une plate-forme expérimentale de laboratoire consti-
tuée d'un réseau de bobines a été développée dans |[ZvH17] avec une modélisation par un BLS.
Les BLS sont aussi utilisés pour modéliser des quadrotors pour la conception des véhicules aé-
riens sans pilote [SIW17]. Un autre exemple est le processus de la fission nucléaire [PRGE14].
Un apercu des processus dynamiques qui peuvent étre décrits par des modéles bilinéaires, et
des applications typiques des BLS, peut étre trouvé dans [Moh91]. Des apercus sur la théorie
et les applications des BLS sont également donnés dans [BdIK71] et [MK80]. On trouve aussi
une application des BLS & la chimiothérapie dans [1.S02, 1.S03, SLS03| et & la biochimie dans
[Wil77, EL77].

A cause du terme bilinéaire qui est le produit du vecteur des entrées de commande et du
vecteur d’état, plusieurs approches ont été développées dans le probléme d’observation des BLS.
L’une des méthodes proposées dans la littérature est de considérer le vecteur des entrées de
commande comme étant une incertitude structurée. Cela s’explique par le fait de remplacer
les entrées de commande w;(t) par des variables incertaines (;(t) dont 'intervalle de variation
est compris entre [—1 1]. Cette approche transforme le probléme de stabilité d’'un BLS en un
probléme de stabilité robuste d’un systéme incertain dont les incertitudes sont bornées en norme
[SZRDO6], [HSRZ09]. Ainsi, pour une entrée u;(t) € Uy, avec

Up ={u:t—TR"Vt € ]R+,ui,min < ui(t) < Ujmax} (2.2)

on définit la variable §;(t) comme suit
ui(t) = a; + b;5; (t) (2.3)

ou a; € IR et b; € IR sont des constantes définies par

__ Uj,min + Ui max _ Ujmax — Uimin
a=—"————"-— et bj=—"T—""
2 2
avec ag = 1 et by = 0. Les variables §;(t), pour i = 0,...,m, appartiennent au polytope convexe
B défini par
B ={B(t) c R™| -1 <Bi(t) <1fori=0,...,m} (2.4)
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

La réécriture des entrées u;(t), pour i« = 0,...,m, sous la forme (2.3) entraine la forme
suivante
u1(t) a1 Aut) 0 0 by
ut)=| | =]i|+] 0 0 : (2.5)
U (1) am 0 0 Bm(t)| |bm
AB

ott la matrice A? vérifie la propriété ABABT < In.

Les BLS peuvent également étre analysés en utilisant de nombreux outils associés aux sys-
témes linéaires, ce qui motive notamment une introduction aux systémes LPV, puisque les BLS
peuvent étre assimilés a des systémes LPV ot le vecteur d’ordonnancement correspond au vecteur
des entrées de commande. Pour ce faire, définissons le systéme LPV suivant

2(t) = A(p)z(t) + B(p)uw(t)
y(t) = Clp)x(t) + D(p)w(t)

oll p est le vecteur d’ordonnancement, = est le vecteur d’états, y est le vecteur des sorties et
w est le vecteur des perturbations. Dans [CMO04], une approche d’analyse de stabilité basée
sur 'approche de Lyapunov a été proposée pour ces systémes. En effet, pour une fonction de

Lyapunov choisie comme suit [CM04]
P(p) M| |z
0 M| |z

oit P(p) = PT(p) > 0 et M est une matrice donnée, I'étude de stabilité aboutit au théoréme
suivant.

(2.6)

Théoréme 2.2.1. [C'M0/] Le systéme (2.6) est asymptotiquement stable et l'inégalité || Hyy||oo <
v, ot Hy, est la fonction de transfert de l'entrée w a la sortie y, et v > 0, est satisfaite si et
seulement s’il existe une matrice M et une matrice symétriqgue P(p) > 0 telles que l'inégalité
suivante

(P(p) + A(p)M + MTAT(p) P(p) — M+ MTAT(p) B(p) MTCT(p)]
* -M - MT B(p) 0 “0
. . I DT(p)

I * * * -1 |

soit vérifiée.

Les deux approches présentées succinctement dans cette section pour traiter la commande
u(t) seront utilisées dans la suite du manuscrit.

Exemple 1 : Convertisseur DC/DC [JDB"14] Un exemple qui peut étre modélisé par un
BLS est celui du modeéle moyen d’convertisseur DC/DC bidirectionnel adapté aux applications
a tension et puissance moyennes [JDB14] et utilis¢ dans un réseau DC multi-terminal afin
d’intégrer I’énergie renouvelable. Le modéle moyen d’un convertisseur est schématisé par la figure
suivante.
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Vi

R, R,
G
C— 7t U= n’ V,yn
DC DC

FIGURE 2.1 — Modéle moyen d’un pont actif double (DAB : Dual Actif Bridge).

Le systéme, décrit dans la figure ci-dessus, est régi par les équations suivantes

d . 1 . ) 3

=7 (-RZLd +wlirg + \/; (miquct — m2ducz)>
d . 1 . ) 3

@ZLq = I3 (—RZLq —wlipg + \/;mlunq)

4. . -1 \/§(mz — MigiLg) — Vi —ue,
7= 1d'Ld 14%Lq 7

iu — iz \/gm ity — —uc, — Van

7= 5M2diLd Ran?

ou n est le rapport du transformateur, w est la pulsation, miq = my cos(d), mig = mysin(d),
Mmog = Mo, avec 0 < m1 < 1,0 < mg < 1 et § est la phase de la partie gauche du circuit AC.
Selon ces équations, une modélisation sous la forme d’un BLS a été déduite comme suit

( A()JJ

—|—2AuZ

) + Bul(t) (2.7)

ot 27 (t) = [iLd ig uci uCQ} est le vecteur d’état et u” (t) = [mld mog mig Vi Vol est

le vecteur de commande. Les matrices A;, pour i =0, ...,

=+ w0 0
—R
—w 0 0
A= |0 D
0 & O
—1
I 0 0 75
000 0 0
000 0 0
B= X
000 & O
000 0 gl

Exemple 2 : Fission nucléaire

2

o O O O

o O o O

5, et B sont données par

o O O M=
o O o o

oS O = O
o O o o

N o o o
o o o o
o o o o
o o oL

[Moh91] L’exemple considéré décrit la cinétique des neutrons

dans la fissuration nucléaire (voir figure 2.2). La variation nette de la population de neutrons sur

une génération est

(2.8)
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oll n est la population de neutrons, k est la constante de multiplication et ! est le temps moyen
de génération des neutrons. [ est généralement exprimé en millisecondes ou en microsecondes.

ents aipha,
mma

,% % % %
e elelelel
bl K

de fission

Reéaction en chaine

FIGURE 2.2 — La réaction de fission nucléaire.
Le modeéle (2.8) peut étre modifi¢ afin de tenir compte des neutrons retardés émis par des
produits de fission instables, dits précurseurs, comme suit

dn n
o =((E=1)=p) 7+ (2.9)

dc n

— =p-—"c 2.10

7= PT (2.10)
ou ¢ est un précurseur moyen des populations de neutrons, [ est la partie des neutrons générés
a partir du précurseur et « est le taux de décroissance moyen des précurseurs. En supposant que

k peut étre manipulé, la variable de commande est choisie telle que u = (k — 1). Ainsi le systéme
(2.9) peut étre écrit sous le modéle d’état suivant,

i(t) = Apz(t) + Ara(t)u(t) (2.11)

ot z7(t) = [n c} est le vecteur d’état et les matrices Ay et A; sont données par
—B
_ |7
Ay = 5

1o
A =|!
T 0 0

2.2.2 Observateurs pour les systémes bilinéaires

Comme cela est souligné précédemment, les BLS représentent une classe particuliére de sys-
témes non linéaires qui permettent de modéliser de fagon appropriée de nombreux processus.
C’est pourquoi, beaucoup de travaux ont été accordés a 'estimation de 'état de cette classe
de systémes. Cependant, I'influence des entrées de commande est cruciale et rend le probléme
d’observation plus complexe. Le probléme de la synthése d’observateurs pour les BLS est un
domaine de recherche actif et de nombreuses méthodes ont été développées.

L’un des premiers résultats sur les observateurs des BLS a été obtenu dans [Wil77] pour une
classe de BLS uniformément observables. Des conditions nécessaires et suffisantes & ’existence
d’observateurs pour les BLS avec une erreur d’estimation linéaire ont été données dans [DN&1,
GI81, ZRMD98].

Certains observateurs de la littérature, peuvent avoir une erreur d’estimation linéaire [HEF 76|
et [Sai93]. En pratique, la dynamique du systéme est dans la plupart du temps affectée par des
perturbations non mesurables qui peuvent étre modélisées comme des entrées inconnues. Dans
[Hac92], Haé a proposé un observateur pour les BLS dont I'erreur d’estimation est découplée des
entrées inconnues. Plus tard, il a été montré dans [ZRMDI8| que sous une transformation ap-
propriée, la conception des observateurs proposés dans [HEF'76], [Hac92| et [Sai93] est équivalente
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4 un observateur & entrées inconnues pour un systéme linéaire spécifique, ce qui peut conduire
a des conditions d’existence restrictives. Dans |[YSR91], les auteurs ont considéré I’estimation
simultanée de 1’état et des perturbations pour les BLS, ol une connaissance de la dynamique
des perturbations est nécessaire. La conception des observateurs & entrées inconnues susmention-
nés nécessite de fortes contraintes structurelles et /ou la résolution d’un ensemble d’équations de
Lyapunov.

Dans [GHO92], les auteurs ont proposé d’utiliser la forme canonique d’un BLS observable
pour concevoir un observateur a grand gain. La technique utilisée dans [Sou02, SZRD06| pour
la synthése d’observateurs pour les BLS considére 'entrée de commande comme étant une in-
certitude paramétrique (voir la section 2.2.1). La technique a été utilisée aussi dans [ZBDS10]
pour une classe de systéme bilinéaire singulier (SBLS) et dans [BZSM16] pour une classe de BLS
stochastiques. Les travaux de B. Gérard pour la conception d’observateurs pour les BLS dans
[Ger08, GSZD07, GSZD10], sont basés notamment sur ’approche LPV décrite dans la section
2.2.1. Un observateur PI (Proportionnel-Integral) a été proposé dans [SC12| pour une classe de
BLS ot le terme bilinéaire de 'erreur d’estimation a été majoré pour assurer la convergence de
I’observateur. Cet observateur n’a montré des résultats efficaces que pour des systémes affectés
par des perturbations constantes.

On peut souligner également qu’il existe plusieurs techniques dans la littérature pour ’analyse
de la convergence de l'erreur d’estimation des observateurs pour les BLS afin de surmonter la
présence des entrées de commande dans la dynamique de lerreur d’estimation. Ce sujet a toujours
été un domaine actif de recherche [BCC88, AK13, HSRT06, DI16, [HB14, SCB14, Dem17], etc.

2.2.3 Observateurs robustes pour les systémes bilinéaires

Dans la pratique, un modéle d’un systéme dynamique ne peut pas étre parfait et les para-
métres ne peuvent pas étre tous mesurés avec précision. Du fait de la présence des incertitudes
paramétriques, la synthése d’observateurs robustes devient nécessaire. Un observateur est dit
robuste lorsque les paramétres estimés du systéme par ['observateur convergent vers leurs vraies
valeurs malgré la présence d’incertitudes qui affectent le systéme. Trés peu de travaux dans la
littérature traitent la classe des systémes bilinéaires incertains.

Dans [SZRDO06], la synthése d'un filtre Hoo robuste d’ordre réduit a été développée. Cette
approche repose sur le fait de considérer la commande u(t) comme étant une incertitude struc-
turée (voir section 2.2.1). Dans cette contribution, les auteurs ont considéré le systéme bilinéaire
incertain suivant

&(t) = (Ao + AAo(t))x(t) + Z(AZ + AA;(t))us (t)x(t) + (B + AB(t))w(t) (2.12a)
1=1

y(t) = (C+ AC(t))z(t) + (D + AD(t))w(t) (2.12Db)

z(t) = Lx(t) (2.12¢)

ou z € IR" est le vecteur d’état, u € IR™ est le vecteur des entrées de commande, y € R?
est le vecteur des mesures, w € IR% représente le vecteur des perturbations et z € IR" est la
fonctionnelle & estimer avec r < n. Les matrices A;, pour i = 0,...,m, C, D et L sont des
matrices a valeurs connues et constantes et de dimensions appropriées, avec rang(L) = r < n.
Les matrices AA;(t), pour i = 0,...,m, AC(t) et AD(t) sont des incertitudes paramétriques qui
affectent le systéme (2.12) et sont exprimées comme suit

AAo(t) AD(t)
AC{t) 0

Hy
Hc

Ao(t) [Jo JD} (2.13a)
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AA;(t) = HyAi(1)J; (2.13b)

pour i = 1,...,m, ou les matrices A;(¢) sont des matrices inconnues, variantes dans le temps et
mesurables au sens de Lebesgue, satisfaisant I'inégalité suivante

A;tAT(t)<I, pouri=0,...,m

Le filtre fonctionnel d’ordre réduit proposé est sous la forme

m m
0(t) = Non(t) + > Nawi(t)n(t) + Moy(t) + Y Miui(t)y(t) (2.14a)
i=1 i=1
2(t) =n(t) + Jy(t) (2.14b)
avec Z € IR" est l'estimé de z et n € IR" est le vecteur d’état de I'observateur. Les matrices
N;, M;, pour ¢ = 0,...,m, et J sont & déterminer dans le but d’assurer la stabilité de 'erreur

d’estimation [SZRDO0G|. Ces conditions de stabilité sont obtenues sur la base de I’approche de
Lyapunov, ce qui a conduit a des LMIs, tout en assurant que l'erreur d’estimation soit non biaisée
via la résolution des équations de Sylvester.

A Tinstar de cette contribution, un observateur robuste d’ordre réduit a été établi pour
une classe de systéme bilinéaire stochastique incertain dans [BZSM16]. Dans [W(Q02], un filtre
de Kalman robuste a été synthétisé pour un systéme bilinéaire incertain stochastique a temps
discret.

D’autres contributions ont été développées sur la synthése d’observateurs robustes pour la
classe de systémes bilinéaires, la robustesse étant traitée comme un rejet de perturbations. Dans
[KKKWI5], un systéme bilinéaire avec des entrées bornées et des perturbations a été considéré.
Etant motivé par les techniques LPV dans l'approche H,o, un filtre Hs a été synthétisé en
utilisant une approche floue Takagi-Sugeno (T-S) en considérant I’entrée de commande comme
une variable de décision (variable de prémisse) afin de ramener le systéme bilinéaire considéré a
un systéme dynamique flou T-S.

2.3 Observateur H ., fonctionnel d’ordre réduit pour des systémes
bilinéaires a retards

En raison de phénomeénes de transport (d’énergie, d’informations,...) et du calcul de la loi
de commande, de nombreux systémes réels rencontrés en mécanique, aéronautique, économie,
physique, chimie, biologie, etc, présentent des retards dans leur dynamique. Le fait de négliger
ou d’ignorer la présence de retards dans la modélisation des systémes affecte les performances
des observateurs [Ric03a] et introduit souvent des erreurs dans leur synthése. Les retards re-
présentent un facteur important qui doit étre pris en compte. En effet, il a été montré qu’'un
retard relativement faible peut entrainer I'instabilité du systéme ou mener & des performances
significativement dégradées [NGO4]. De ce fait, dans cette section, la présence d’états retardés
dans la dynamique du systéme bilinéaire est prise en compte.

2.3.1 Formulation du probléme

Dans cette section, un modéle bilinéaire & états retardés considéré est décrit par la représen-
tation d’état suivante

B(t) = Aoz(t) + Y Ajui(t)z(t) + Agyz(t — 70) + > Agui(t)z(t — 7;)
=1

=1
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+ Bu(t) + Dw(t) (2.15a)
y(t) = Cx(t) (2.15b)
z(t) = Lx(t) (2.15¢)

ou z € IR" est le vecteur d’état, u € IR™ est le vecteur des entrées de commande, y € R?
est le vecteur des mesures, w € IR représente le vecteur des perturbations et z € IR" est la
fonctionnelle & estimer avec r < n. 7; pour ¢ = 0,...,m, sont des retards connus et & valeurs
constantes. Les matrices 4; € R™", A5, € R™", pour i =0,...,m, C € RP*", D € R"*% et
L € R™" sont des matrices a valeurs connues et constantes, avec rang(L) = r < n.

Hypothése 2.3.1. L’entrée de commande u(t) est supposée continue et bornée, telle que u(t) €
UcCR™, ou

U= {u it = II:_{m|Vt S R+a Uj, min < uz(t) < Uj, max Mi,min < U'L(t) < Mi,max} (216)

Dés lors I'hypothése 2.3.1 est satisfaite, les entrées u;(t), pour i = 1,...,m, et leurs dérivées
sont regroupées dans un méme vecteur, noté §(t), donné par

ol T
5m m

5= =" (2.17)
Om+1 (1
6 .

et appartiennent & un polytope convexe P défini par
P = [Ul,minvul,max] X0 X [Um,minyum,max] X [#1,minaﬂ1,max] XX [ﬂm,min»,um,max] (218)
Notons ® ’ensemble des sommets du polytope convexe P, de cardinal égal a 22™, avec

® = {U = [¢17 ) d)Qm]T € ]R2m/V7f S [O,m], ¢2 € {Uz’,mina Ui,max}
et Vi€ [m +1, 2m], i € {,U/i,mina Hi,max}} (2.19)

Pour le modéle (2.15) considéré, nous proposons de synthétiser un observateur fonctionnel
Hoo d’ordre réduit, décrit comme suit

i(t) = Non(t) + 3 Nowin(t) + Nagn(t = 70) + > Naguan(t - 73) + Fu(t)
i=1 =1

m m
+ Moy(t) + Y Mywy(t) + Magy(t —0) + > Mg,uiy(t — ;) (2.20a)
i=1 i=1
zZ(t) = n(t) + Jy(t) (2.20b)
o € R" est le vecteur d’état de I'observateur et 2 € R" est l'estimé de z. Les matrices N;,
M;, Ng,, Mg,, pour i = 0,...,m, et J sont & déterminer afin d’obtenir une estimation appropriée

du vecteur z(t) et d’avoir une erreur d’estimation stable qui converge vers zéro. Pour ce faire,
notons e, (t) Uerreur d’estimation décrite par

ex(t) = 2(t) — 2(t) = Wra(t) - n(t) (2.21)

35



Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

avec

U, =L-JC (2.22)

Le calcul explicite de la dynamique de I’erreur d’estimation donne

é.(t) = (Ng +) Niui(t)> ex(t) + Ngyeo(t — 10) + Y Ngui(t)e(t — ;) + (F — U B)u(t)

=1 i=1
+ W Dw(t) + (W Ao — NoWp — MoC)a(t) + Y (WrAi — Ny — MiC)ui(t)z(t)
=1
+ (VrAgy — Nagy ¥ — Mg, C)x(t —10) + Z(\I/LAdi — Ng,¥r, — MdiC)ui(t)x(t —T)
i=1

Afin d’éviter des biais dans l'erreur d’estimation dus aux termes qui dépendent de I’état z(t),
de l'état retardé x(t — ;) et de 'entrée de commande u(t), ces termes sont annulés en posant les
contraintes suivantes, pour ¢ = 0,...,m,

V. B=F (2.23a)
UL A; — NWp, — M;C =0 (2.23b)
\I’LAdi — Nd,-‘IJL — MdiC =0 (2.230)

et Perreur d’estimation e, (t) devient

m m
é.(t) = <N0 +) Niui(t)> e=(t) + Nagez(t — 70) + Y Ngui(t)ez(t — ) + U Dw(t) (2.24)
i=1 =1

Ainsi, le systéme (2.20) est un observateur fonctionnel pour le systéme (2.15), si la dynamique
de lerreur d’estimation e, (t), décrite par (2.24), est stable.

Afin de caractériser I'atténuation des perturbations entre le vecteur de I’erreur d’estimation
ex(t) et le vecteur des perturbations w(t), il faut que le critére J.,,, vérifie 'inégalité suivante
lorsque les conditions initiales sont nulles [GSZD10]

Jew = / (ele, — v*wlw)dt <0 avec v > 0. (2.25)
0

Probléme 2.3.1. Le probleme de synthése d’un observateur fonctionnel Hoo d’ordre réduit dans
cette section se formule comme celui de la résolution des contraintes (2.23), de l’analyse de
stabilité quadratique du point d’équilibre du systéme d’erreur d’estimation e,(t) décrit par (2.24)
et de latténuation des perturbations w(t) formulée par (2.25).

Pour la résolution de ce probléme, une approche LPV est utilisée. Le probléme est traité en
deux sous-problémes. Le premier consiste a résoudre des équations (2.23). Cette résolution permet
le paramétrage des gains de 'observateur et conduit & une condition nécessaire a ’existence de
I’observateur. Une fois cette condition vérifiée, I’étude de la convergence de I’'observateur est faite
en assurant la stabilité quadratique de lerreur d’estimation (2.24). Celle-ci est établie en trois
étapes. En premier lieu, I'approche de Lyapunov pour les systémes LPV & retards est utilisée
sur une transformation du systéme en un systéme descripteur équivalent. Ensuite, le probléme
Hoo standard qui est fondamentalement un probléme de rejet de perturbations, est introduit afin
d’atténuer Ueffet des perturbations sur l'erreur d’estimation (voir (2.25)). Finalement, un appel
a 'approche polytopique permet d’étudier la stabilité de ’erreur d’estimation dans le polytope
convexe P. Les différentes étapes mentionnées sont détaillées au fur et a4 mesure dans la suite de
cette section.
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2.3.2 Conditions d’existence de ’observateur

Nous commengons dans cette partie par la résolution des équations (2.23). Uniquement les
équations (2.23b) et (2.23c) sont résolues car I’équation (2.23a) est déduite a partir de cette
résolution. Pour ce faire, réécrivons les équations (2.23b) et (2.23¢) sous la forme d’une équation
linéaire donnée ci-apreés

W =XV (2.26)

ol X est une matrice inconnue regroupant les gains de I’observateur a déterminer et donnée par

X=|No ... Npi Ny ... Nyp ' Ko ... Ky Kgy ... Ky 1J (2.27)
avec pour ¢ =0,...,m
K4, = My, — Ng,J (2.28b)

Les matrices W et V sont connues et données par

W= | LAy ... LA, LAy ... LAy, | (2.292)
L 0o 0o 0 .. 0 |
0 0 , 0 0
0O 0 L . 0 0
0 L. 67T77L777677707h
0 0 , 0 0
0 0.0 0 L
V= 776”70”76776 7777777 0o (2.29b)
0 0 , 0 0
0 0 C | 0 0
0 L. 67767”6”70”’
0 0 , 0 0
0 o, 0 0 C
7634577”6217;@34;0”7”0:4;;

En se référant a la résolution des équations linéaires décrites dans la section A.2.2, ’équation
(2.26) admet une solution si et seulement si la condition suivante

rang(V) = rang ([W V7]) (2.30)
est vérifiée et la solution est donnée sous la forme suivante
X =WV 4 Z(I — VVT) (2.31)

oit Z € R™*¥ est une matrice arbitraire, k = 2(r +p)(m+1) +p et V1 est une pseudo-inverse de
V qui vérifie la relation (A.2.2).
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A travers l'expression de X donnée ci-dessus par (2.31), les gains de I'observateur sont expri-
més en fonction du gain Z comme suit

[ No o Nu N oo Nay Koo Ky Kgy .. K, T =
X
[ Noi o Naa Naw o Napn Kon oo Ky K oo Kapx Ju |
Wyt
+Z| Nop - Nz Naz - Napz Koo o Kmo Kz - Kino Jio |
I, — Vvt

(2.32)

Ainsi, si la condition (2.30) est vérifiée, la relation (2.32) permet de réécrire le systéme (2.24)
en fonction de Z comme suit

é,(t) = <(N0,1 + ZNo2) + Z (Ni1+ ZN;2) uz(t)> ex(t) + (Nag,1 + ZNgy2) e (t — 10)
=1

m
+ ) " (Na1 + ZNg, 2) uilt)e(t — 75) + (L — (J11C + ZJ12C)) Dw(t) (2.33)
i=1
et le probléme 2.3.1 devient celui de la détermination d’un gain Z qui stabilise le systéme (2.33).
Dans la section suivante, ce gain Z est obtenu via la résolution de LMIs.

2.3.3 Analyse de la convergence de ’erreur d’estimation

Aprés avoir établi la condition d’existence de l’observateur, les conditions de stabilité du
systéme (2.33) sont établies par le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. [SS57A18d] Supposons que Uhypothése 2.3.1 et la condition (2.30) sont vé-
rifiées. Le systéme (2.20) est un observateur Hoo fonctionnel pour le systéme (2.15), et a une
erreur d’estimation quadratiquement stable si pour o/ € ®, il existe

— une matrice symétrique définie positive P(c7) € R™ " décrite sous la forme suivante

m
P(o7) = PT(c))=Py+ > olP,>0 (2.34)
i=1
— une matrice non singuliere M € R"™™",
— une matrice Y € R,
— des scalaires £ >0 et v > 0
tels que les LMIs suivantes, pour j =1,...,2

2m
)

L) (1L2)  (Ld) (Ld) ... (Ldw) (1,3)
x  —M-MT (1,dy) (1,d1) ... (L,dm) (1,3)
* * —% r4q 0 e e 0
* s % —4L4q O 0 <0 (2.35)
* * * * * _%Ir—s-q 0
| * * * * * * —’VQIw_
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soient vérifiées ot

m

Zamﬂp + Z (MN; 1 +YN;o) ol + ) (MN;1 + YN )" o
=1 =0 =0

(MNg;1 + YNy, 2)" o] + 1, (2.36a)

NE

m
+ Y (MNg, 1+ YNg,2) 0 +
=0 3

I
o

7

(1L,2) = Py + Y 0P = M+ (MNyy + YNi2) of + 3 (MNy 1 + YNy 2)T o7 (2.36D)
i— 1=0

=0
(1, do) = MNgyy1+ YNy, 2 (2.36C)
(1,d;) = (MNg, 1 + YNy 2)o?  pouri=1,....m (2.36d)
(1,3) = MLD — M.Jy;1D — Y.J;5CD (2.36¢)

Le gain Z est donné par
Z=M1Y (2.37)

Démonstration. Comme décrit auparavant, ’analyse de stabilité du systéme de 'erreur d’esti-
mation, dont le résultat est donné dans le théoréme ci-dessus, se décompose en trois étapes.
Dans un premier temps, la deuxiéme méthode de Lyapunov est utilisée pour assurer une stabilité
dépendante des retards. Celle-ci est basée sur la transformation du systéme (2.33) en un systéme
descripteur équivalent, avec un choix adéquat d’une fonctionelle de Lyapunov liée aux systémes
singuliers. Ensuite, ’approche H, est appliquée pour atténuer 'effet des perturbations sur le
systéme de l'erreur d’estimation. Finalement, en utilisant I’hypothése 2.3.1, ’étude de stabilité
sera étudiée sur les sommets du polytope convexe P.

Transformation en systéme descripteur. Dans 1’étude de stabilité de 'erreur d’estimation,
nous faisons appel & I'approche descripteur. Cette derniére permet d’éviter les produits de la
matrice dynamique du systéme et la matrice de Lyapunov. De plus, la transformation du systéme
considéré en un systéme descripteur équivalent donnent des degrés de liberté supplémentaires
a la résolution du probléme (voir la matrice M dans I’équation (2.39)). Dans ce but, posons
£,(t) = é,(t) et réécrivons le systéme (2.24) sous une forme descripteur comme suit [Fri0l, CMO4|

LA ] S ]
0 0 |e(t)] Z:zoNiuxthoNdiui(t) 1] =)

+Z Ny, e )]/t ex(s)ds +
avec up(t) = 1.

Etape 1 : Approche de Lyapunov. Pour les systémes dynamiques non singuliers & retards,
une fonction de Lyapunov-Krasovskii a été introduite dans [Fri0l], basée sur un modéle aug-
menté équivalent, appelé systéme descripteur. Cette transformation conduit & des conditions
moins conservatives pour l'étude de stabilité [CMO04, GSZD10]. Dans cette étape, nous dévelop-
pons la deuxiéme méthode de Lyapunov pour les systémes descripteurs a retards en définissant
une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii appropriée qui permettra d’obtenir des conditions de
stabilité en termes de LMI. En effet, les fonctions de Lyapunov associées & la forme descripteur
en général, outre la matrice de Lyapunov classique (symétrique et définie positive), contiennent

- w(t) (2.38)
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une autre matrice, dite instrumentale. Celle-ci permet d’éviter les produits entre les matrices
du systéme et la matrice de Lyapunov, ce qui est important lorsque cette derniére dépend des
entrées de commande. Ainsi, la fonction de Lyapunov qui est choisie a la forme suivante

moo0 pt+f
Vie) =foP@em+ ;> [ [ ds)esdsis
i=0 Y ~Ti /1t

Plu) M| |1 0] fe(t) lm 0 t+55Tsz-: s)ds
0 M] [0 o” (t)]Jrz;/_ﬂ/t 2 (8)ex(s)dsdB  (2.39)

€z

T
:rm>

e5(t)

oit P(u) = P(u)T > 0, M € R™" est une matrice instrumentale & déterminer et £ est un scalaire
défini positif. Notons que le premier terme de la fonction de Lyapunov est la partie quadratique de
la fonction de Lyapunov correspondante aux systémes descripteurs et le second terme correspond
a la stabilité dépendante des retards [Fri0l]. La dérivée temporelle de la fonctionnelle V'(e,) le
long de la trajectoire de la solution du systéme (2.38) est

.0 [P M][5 o] [e®] [e@®] [n o] [P@ o] e
V(ez): . +1. T T
e5(t) 0 M| [0 0] |&(t) €2(t) 0 O | M* M"| |e.(t)
_ T . _
-] [P o) [est0] 1@ pmg
ool Lo o Lz(t)] ; ;/t (s)éx(s)ds  (2.40)

En remplacant les termes soulignés par leurs expressions données par (2.38), nous obtenons

T
€Z(t) a(Ll) a(172) M\I’LD ez(t) m 1 m -
Vie,) = |e.(t) x  —M—MT MYD| |e.(t)| + Z Si(t) — 7 Z/ el (s)e.(s)ds
w(t) ] ] 0 w(t)| = i=0

(2.41)

avec

m m m m
ayy = P(w) + > MNui(t) + > NIMTui(t) + ) - MNgui(t) + > Nj M s (t)
i=0 =0 =0 i=0

a(z) = Pu) = M+ NI M ui(t) + Y N M u;(t)

i=0 i=0
T
L(t P M 0 =i
s = |=0] [FW / ¢ (s)ds
() 0 M| |Ngui(t)| Je
T
=i 0 P 0 L (t
+ / ¢l (s)ds (u) e-(t)
t Ndiui(t) MT MT 6Z(t)
En utilisant le lemme A.3.1 dans 'annexe A, les termes S;(t), pour i = 0,...,m, sont majorés
comme suit
’ P M 0 0 ! P 0
s <o) [P (@ 0] fest0
Ex (t) 0 M Ndiui (t) Ndiui (t) MT MT Ex (t)
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+% /t T (s)ea(s)ds (2.42)

En injectant I'inégalité (2.42) obtenue dans I’équation (2.41), on obtient

T
Cz(t) 6(1,1) 6(1’2) MY D ez(t)
Viez) < |e.(t) *  Gog MULD| |e.(t) (2.43)
w(t) * * 0 w(t)

avec
m m m m
A,y = Pw) + > MNui(t) + > N M ui(t) + - MNgui(t) + Y Nj M u;(t)
=0 =0 i=0 =0

m
+0>  MNgNj M u(t)
1=0

o) = P(u) = M+ NIMTui(t) + > NiMTui(t) + ) " MNg N Ml (1)
=0 =0 =0

m
Aoy = —M — M" + 0> MNg Nj M u?(t)
1=0

Etape 2 : Critére Ho,. Du fait que les conditions initiales sont nulles, V' (e.(0)) = 0 et que
V(ez(c0)) > 0, nous pouvons majorer le critére Je_,, (2.25) comme suit

oo < /0 T er — PuTw)dt + V(ea(00) — V(es(0))

< / (eTe, — v?wTw + V(e,))dt (2.44)
0

Ainsi, en utilisant I'inégalité (2.43) et en la remplagant dans 'inégalité (2.44), nous obtenons
I'inégalité suivante

T
- |e=(t) ay + 1y @pg MYLD| |es(t)
Jeow < / (1) * a(2,2) MULD| |e.(t)| dt <O (2.45)
0
w(t) * * 2T | |w(t)

ce qui conduit a l'inégalité suivante

ag) t I, a(1,2) MY D

* * —2I
Nous constatons bien la présence du terme non linéaire £ ;" M Ng, N, g; M7Tu2(t) dans les
blocs @(1,1), @(1,2) et G(z,2) de I'inégalité (2.46). Afin de surmonter ce probléme, le lemme de Schur

(voir section A.3.2.2 dans I'annexe A) est appliqué sur cette derniére, ce qui conduit a 'inégalité

41



Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

suivante
acy +1Ir a,2) MNg, MNgu(t) MNg,, um(t) MVYLD
* —~M — MT MNg, MNgui(t) MNy, um,(t) MYD
* * —%L« 0 0
* x x — I 0 <0 (247
* * * * * —%Ir 0
i * * * * * * —72Iw ]
En insérant (2.32) et (2.37) dans I'inégalité (2.47), on obtient 'inégalité suivante
(171) (172) (17d0) (1>d1) 1adm) )
«  —M—-M" (1,d)) (1,d1) 1,dp) ,
% * _%IT+q O
x * x =1L, 0 <0 (2.48)
* * * * *  —glr1g 0
| * * * * * * —’yQIw_

ou

(1,1) = P(u) +

1

m m
(MN; 1+ YN;2)u; + Z (MN; 1+ YNi,Q)T U
=0 =0

m m
+ ) (MNg, 1+ YNg,2)ui+ > (MNg, 1+ YNg o) w; + I,
=0

) =0

(1,2) =Py+ > uPi—M+Y (MN;1+YN;2) wi + > (MNg, 1+ YNg,2)" u;
=1 =0 1=0
(1,do) = MNgy1 + YNy, 2
(1,di) = (MNdi,l +YNdi’2) U; pouri=1,...,m
(1,3) = MLD — MJ;1D — YJ;5,CD

Etape 3 : Approche polytopique. Cependant, l'inégalité (2.48) dépend du vecteur de com-
mande u(t), ce qui ne permet pas une résolution simple du probléme. Or, du fait que les entrées
et leurs dérivées sont bornées (hypothése 2.3.1), elles appartiennent au polytope convexe P décrit
par (2.18), ce qui permet de résoudre le probléme sur ’ensemble ® des sommets du polytope P
donné par (2.19). Ainsi, en utilisant le vecteur 6(¢) décrit par (2.17), les matrices No+ Y- Niu,,

Ng,u;, pour t =0,...,m, P(u) et sa dérivée se réécrivent comme suit
m
P(u)—  P(6) =R+ &P, (2.49a)
i=1
. m
Pu)—  P() =) bmib (2.49D)
i=1
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m m
=1 i=1
Ndiui — Ndiéi (2.49d)

Finalement, le développement des blocs de l'inégalité (2.47) sur l’ensemble ®, décrit par
(2.19), conduit aux LMIs (2.35) du théoréme 2.3.1, ce qui met fin & la démonstration. .

2.3.4 Reésultats de simulation

Afin de montrer la pertinence et la faisabilité de notre approche dans le cas des systémes
bilinéaires a retards et sujet & des perturbations a énergie finie, décrits par (2.15), nous proposons
un exemple dont les matrices sont les suivantes

3 9 1 1] 1 0 1 1] 1 01 1 o01]
301 -2 -2 0 -1 -2 0 01 0 -1
A(): A1: Ad():
1 2 -3 1 100 -1 1 0 0 -01 0
1 2 -1 -3 1 2 0 -1 0 0 -1 -2
[ 1 1 0] = E 1 0] [0 0
0 0 -01 1 0 1 0 0 10
Ag, = B = D= ch = LT =
1 01 -1 0 0.1 2 01 01
01 0 0 -1 1 1 00 01

Notons que n =4, m =1, p=2, w =1 et r = 2. Les retards affectant le systéme sont 79 =
71 = 0.8s. Selon 'hypothése 2.3.1, 'entrée de commande est —0.2 < u(t) = 0.2sin(0.02¢) < 0.2
et sa dérivée est bornée ainsi |4(t)| < 0.004. Aprés avoir vérifié la condition (2.30) et défini les
sommets du polytope convexe P, la résolution des LMIs (2.35) donne les résultats suivants

- 14.993 0.34682 , 2.2975 —4.8025
P(o?) = o
0.34682 13.029 —4.80252.6881
4.699 —1.9599
M =
—0.069731  2.0627

v =8.3717 1075 et £ = 0.052657. Le gain Z, déduit via 1’équation (2.37), est donné par

7 0.0079986 —3.2652 —2.6976 10 —3.2652 —6.5818 —5.5244 —156.17
1.5307  —3.4228 —1.501 10° —3.4228 —7.7643 11.89 —252.99

2.8684 10° —0.091651 1.0394 0.62025 2.0787 —0.65818
7.2512 108  —0.26911 0.72775 —0.4107 1.4555 —0.77643

—0.054335 0.62025 0.62025
2.2987 —0.4107 —0.4107
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En utilisant le gain Z, les matrices de 1'observateur sont déduites de I’équation (2.32) et sont

données par

—2.705 —=2.7705 -1 —-0.7705
Ny = Ny =
—0.29458 —3.6295 2 —1.6295
N, — —0.13115 1 B 4.8692 —3.5333
@ —0.088837 —1 0 0.21071 —1.6866
—0.42574 —0.35074 0.58254
Md(): d1:
0.26622  —2.4399 0.83643

|

1.3869

—0.0541

[0.025891

—0.37542]

1.511
—1.0306

2

[ —0.541

—0.25892 1.8884|

0.054101
—1.9741 |

—92.1435 ]
2.3227

—0.67215]
0.65225 |

1.3115

Une fois les gains de I'observateur calculés, ils sont injectés dans I'observateur proposé avec
des retards 79 = 71 = 0.8s. Les perturbations affectent le systéme d’origine dans ’intervalle de
temps entre 50s et 60s. Les conditions initiales sont 7 (0) = [1 1 1 1] et n7(0) = [0 0]. La figure
2.3 montre bien la convergence de la fonctionnelle estimée Z(t) vers sa vraie valeur z(t).

1

0.8

1.5

0.5

-0.5

FIGURE 2.3 — Convergence des fonctionnelles estimées 21 et Zo (- -

et zo (—).
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2.4. Observateur Hoo fonctionnel robuste d’ordre réduit pour les systémes bilinéaires a retards

2.4 Observateur H,, fonctionnel robuste d’ordre réduit pour les
systémes bilinéaires a retards

La théorie de synthése d’observateurs robustes provient de la nécessité de faire face a la pré-
sence des incertitudes de modélisation des systémes dynamiques et de fournir une estimation
convenable. Puisqu’aucun modéle mathématique ne peut exactement modéliser un systéme dy-
namique, les incertitudes sont généralement présentes et il y a toujours des paramétres incertains
ou/et une dynamique non modélisée [F'K95]. C’est pourquoi, nous considérons, dans cette section,
en plus des retards la présence des incertitudes dans le systéme. Ici, les entrées de commande
sont traitées comme étant des incertitudes paramétriques afin d’éviter la contrainte de bornitude
sur la dérivée de 'entrée (voir la section 2.3).

2.4.1 Modéle et hypothéses

Dans cette section, nous considérons un systéme bilinéaire incertain & retards, modélisé par
la représentation d’état suivante

H0) = (Ao + AAo(D)2(t) + 3 (s + A (Oa(®) + (Agy + Al ())alt - o)
i=1
+ Z(Adi + AAg, (1)ui(t)z(t — 1) + (D + AD(t))w(t) (2.50a)
i=1
y(t) = (C + AC(t))x(t) (2.50Db)
z(t) = Lx(t) (2.50¢)

ou x € R™ est le vecteur d’état, u € R™ est la vecteur des entrées de commande, y € IR? est le
vecteur des mesures, w € IR¥ représente le vecteur des perturbations et z € IR” est le vecteur des
états & estimer avec r < n. 7; pour ¢ = 0,...,m sont des retards connus et & valeurs constantes.
Les matrices : A; € R™*", Ay, € R™", pour i =0,...,m, C € RP*", D e R"% et L € R™"
sont des matrices a valeurs connues et constantes, avec rang(L) = r < n. ou les matrices AA;(t),
AAg (t), pour i =0,...,m, AC(t) et AD(t) sont des incertitudes paramétriques qui affectent le
systéme (2.50) et sont exprimées comme suit

AAo(t) AAg(t) AD()| | Ho a
AC(t)  Opxn  Opxw | |Ho Ro(t) [Jo Jdg JD} (2.51a)
[AA; (1) AAg (1) = HiNi(8)[; Ja,] (251b)

avec H;, Hg, € R™" J;, Jg. € R™, pour i = 0,...,m, et Ho € RP*". Les matrices A;(t) €
IR"*7 sont des matrices inconnues, variant dans le temps et mesurables au sens de Lebesgue,
satisfaisant 1'inégalité suivante

A;tAT(t) < Iy, pouri=0,...,m

Hypothése 2.4.1. L’entrée de commande u(t) est supposée continue et bornée, telle que u(t) €
Upn, avec Uy, est décrit par (2.2).

Remarque 2.4.1. La présence de perturbations dans le vecteur des mesures a été omise afin
d’éviter la présence des perturbations retardées dans la dynamique de [’erreur d’estimation.
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2.4.2 Synthése de ’observateur fonctionnel robuste

En présence de retards dans la dynamique du systéme bilinéaire incertain, la synthése d’ob-
servateurs robustes n’a pas été traitée a notre connaissance. En considérant le modéle (2.50),
nous proposons de synthétiser un observateur fonctionnel robuste. L’objectif de cette synthése
est d’estimer une fonctionnelle de I’état, notée z(t), a partir des mesures disponibles y(t) et les en-
trées de commande u(t) et d’atténuer les perturbations en présence d’incertitudes paramétriques
et de retards dans la dynamique du systéme. Afin d’avoir une forme générale pour I’observateur
robuste, nous proposons un observateur fonctionnel d’ordre réduit décrit par

m
n(t) = Non(t) + Z Niuin(t) + Nagn(t — 10) + Z Nag;uin(t — ;) + Moy(?)
i=1

m
+ Z Miuiy(t) + Mayy(t — 7o) + Y Mg uiy(t — 7;) (2.52a)
; =1

2(t) = n(t) + Jy(t) (2.52b)

oun € IR" est le vecteur d’état de 'observateur. 2 € IR” est I'estimée de z. Les matrices N;, M;,
Ng,, Mg, pour ¢ = 0,...,m, et J sont & déterminer afin d’obtenir une estimation du vecteur
z(t) et d’avoir une erreur d’estimation stable qui converge vers zéro. Pour ce faire, notons e, (t)
Ierreur d’estimation décrite par

t) = n(t) = JAC(t)x(t)
t) = n(t) = JHcAo(t) Jox(t)

ou ¥y, est donné par (2.22).
Afin de supprimer le terme JHcAg(t)JJox(t) de I'expression de 'erreur d’estimation, nous
posons la contrainte suivante

JH: =0 (2.53)
et nous obtenons
ex(t) = 2(t) — 2(t) = Yrz(t) —n(t) (2.54)

Ainsi, la dynamique de lerreur d’estimation est donnée par 'EDF suivante

é,(t) = Noe(t 4—2:]\711Z ex(t) + Ngyex(t — 10) —|—ZNd ui(t)e,(t — )
=1

+ (\I/LAO — No¥ [ — M()C)x(t) + Z(\I/LAZ — N;V¥ — MZC)uz(t)x(t)
=1
+ (‘IJLAdO — NdO\I’L — MdOC)l‘(t — 7’0) + Z(\I’LAdi — Ndi‘IJL — MdiC)ui(t)fL‘(t — Ti)

1=0

+ (TLAA() — MoAC()a(t) + Y (TLAA () — MiAC(E))us(t)x(t)
=1
+ (PLAAG () — Mg, AC()2(t —70) + > (VL AAG, (t) — Mg, AC(E))u;(t)x(t — 7;)
=0
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+ UL (D + AD(t))w(t) (2.55)

Afin de caractériser 'atténuation des perturbations entre le vecteur augmenté composé par
I'état du systéme d’origine z(t) et 'erreur d’estimation e, (t) et le vecteur des perturbations w(t),
il faut que le critére Jg,, vérifie I'inégalité suivante

Jew = / Oo(ng — y2ww)dt < 0 (2.56)
0
avec v > 0 et
E=[a"(t) e2(t)" (2.57)

Probléme 2.4.1. Le probléeme de synthése d’observateur robuste Hoo, dans cette section, se
formule, d’une part, comme celui de l’analyse de la stabilité quadratique du point d’équilibre d’un
systéme augmenté composé par Uerreur d’estimation e,(t) et I’état du systeme d’origine x(t) et,
d’autre part, comme un probléme d’atténuation des perturbations w(t) défini par le critére (2.56).

Ce probléme est traité en 3 étapes. Tout d’abord, il faut assurer le non biais de l'erreur
d’estimation en annulant les termes qui dépendent de ’état retardé ou non. Puis, une étude de la
stabilité de cette erreur est faite en utilisant I’approche de Lyapunov basée sur une transformation
descripteur. Finalement, le probléme H,, est introduit afin d’atténuer ’effet des perturbations.

Dans ce qui suit, le résultat est donné & la fin aprés avoir établi, étape par étape, les condi-
tions d’existence et de convergence de I'observateur robuste proposé.

Etape 1 : Paramétrage des gains. Comme la dynamique de 'erreur d’estimation dépend de
létat x(t) et de I'état retardé x(t — 7;), pour i = 0,...,m, il faut annuler ces termes. Ceci
nécessite de résoudre les équations (2.23b) et (2.23c), obtenues lors de la synthése d’un obser-
vateur fonctionnel Ho, dans la section 2.3.2. Si la condition donnée par (2.30) est satisfaite, la
dynamique de I'erreur d’estimation devient

éz(t) = (No + Z Niui(t))ez(t) + Ndoez(t — 7'0) + Z Ndiui(t)ez(t — Ti)

i=1 =1
+ U (D + AD(t))w(t) + i(\IlLAAi(t) — MyAC(t))us (t)z(t)
=0
+ ) (WLAAG () — My, AC(1))ui(t)z(t — 7;) (2.58)
=0

Puisque le vecteur d’état x(t) apparait encore dans l'expression de la dynamique de l'erreur
d’estimation du fait des incertitudes paramétriques, la stabilité du point d’équilibre de I’équation
différentielle (2.58) dépend de la stabilité du point d’équilibre du systéme bilinéaire (2.50) décri-
vant la dynamique de ’état z(t). Ainsi, le probléme de la synthése d’un observateur fonctionnel
pour le systéme (2.50) requiert de garantir simultanément la stabilité de 'EDF (2.50) associée a
I'état x(t) du systéme et la stabilité de 'EDF (2.58) relative a l'erreur de filtrage e,(¢).

En utilisant les EDFs (2.50a) et (2.58), nous introduisons le systéme augmenté suivant

. m m
Et) =D Ni(w(t) + > Mg, (wé(t — ) + Apw(t) (2.59)
i=0

=0
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ou £(t) est le vecteur d’état augmenté défini par (2.57) et les matrices du systéme (2.59), pour
1=20,...,m, sont

K= | Araamu® 0 ] (2.600)
_(\I/LAAZ'(LL) — MZAC(t))uz(t) Nzuz(t)
K, () = (Ad; + AAg, (£))us(t) 0 ] (2.600)
(WL AA () — Mg, AC())ui(t) Ng,ui(t)
Ap= | PHADD ] (2.60¢)
V(D + AD(t))

Celles-ci peuvent étre réécrites comme suit en remplacant les matrices d’incertitudes para-
métriques par leurs expressions données par (2.51a) et (2.51b)

KZ(’U,) = +
0 Nyu(t) (PAA;(t) — M;AC(1))ui(t) O

A t) 0 ] | AA; (t)us(t) 0]

o b ][0,
0 Nuw)]  |vHuwm| L7

_[ 0 (t)] Ao(t) {Jo 0} (2.61a)

Michi
- |Aeu® 0 ] AAq (t)ui(?) 0
. 0 Now(t)] | [(WAAL () - My, ACH))ui(t) 0

— Adiui(t) 0 _ Hdiuz’(t) |
- 0 Ng,ui(t)] * _\PHdiui(t)] Aq(t) [Jdi 0}

— [ 0 ] Ao(t) [Jo 0} (2.61b)

MdiHC"U«i(t)
D AD(t D H
Ap = @ _ O | Ao(t)Jp (2.61c)
WD WAD(t) UD UH,

Afin de diminuer le conservatisme dia au domaine de définition des commandes u;(t), pour
t = 0,...,m, nous utilisons dans cette synthése I'une des approches décrites dans la section
2.2.1 pour le traitement des BLS. Pour ce faire, nous considérons chaque commande u;(t) comme
une incertitude structurée. Puisque I’hypothése 2.4.1 est satisfaite, ceci revient a remplager les
commandes u;(t) par une nouvelle variable 3;(¢) dont l'intervalle de variation est compris entre

[—1 1] et qui est exprimée par ’équation (2.3), les variables §;(t), pour ¢ = 0,...,m, étant
considérées comme de nouvelles variables incertaines appartenant a I’ensemble B défini par (2.4).
En utilisant la nouvelle expression des entrées de commande u;(t), pour i = 0, ..., m, définie par

(2.3), les matrices A;(u) et Ag, (u), décrites par (2.61a) et (2.61b), sont remplacées par

Rgy= |

0 NZ‘CLZ‘

Ab; 0

S A i ol

] Bi(t) +

\I’LHZ‘CLZ‘
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H;b; [0
Al [ of - Ao(t) [0 0]
U H;b; | M;Hca;
o AZ(t) [JO 0] (2.62a)
(MiHeb;|
~ Ad.al 0 Adbl 0 szz B
(B)=1 ' Bi(t) + APt |Jg 0
wB) =1 Nya; 0 Nybi O g, | &0 74 0
Hia; [0
At [Ja, 0] - ot) [ 7y 0]
vy H;a; | Mg, Heai
| o AB (1) [JO 0} (2.62b)
| Mg, Hebi] "
avec AP(t) = B;(1)Ao(t) et AP (1) = Bi(t)A(t).
Notons bien la présence des gains de 'observateur M; et My,, pour ¢ = 0,...,m, dans le

systéme augmenté (2.59). Vu les expressions de ces gains a travers les équations (2.28) et le
paramétrage des gains de 'observateur en utilisant la matrice Z (voir section 2.3.2), le calcul des
gains M; et My,, pour ¢ = 0,...,m, peut générer des non linéarités dans le systéme. En effet,
pour obtenir le gain Z, le raisonnement développé entre les relations (2.26) et (2.32) est utilisé
et il s’en suit que nous avons M; = K; + N;J et My, = Kg4, + Ng,J. Puisque les matrices N;,
Ng, et J dépendent de Z, nous allons avoir des termes bilinéaires en Z dans les produits IV;J et

Ng,J dans (2.62). Puisque nous avons posé la contrainte

(2.53), ces bilinéarités sont supprimées.

Les matrices A;(u) et Ay (u) décrites par (2.62a) et (2.62b) sont remplacées par

AiCLi 0 Albl 0 H,-ai ]
Ai(B) = Bi(t) + Ai(t) | J; 0
( ) 0 Niai 0 szj ( ) \I/LHZ'(IJ ( ) |: -
H;b; [0 -
A7 (#) [Ji 0} - Ao (1) {Jo 0
\IJLHZ'bi _KiHCcLi -
| oo AJ) [0 0] (2.63a)
| KiHcb; ’ -
Ad-ai 0 Ad.bi 0 Hibi B8
Ag,(B)=| ' Bi(t) + AV(t) | Jg 0
0=l Ndibj (t) @Hb] (t) |74, 0]
Hya; [0
Adt) [ 4, 0] - 2o(t) [0 0]
v H;a; | K, Hoai
| oo AB () [Jo 0] (2.63b)
(K4 Hebi| "
Finalement, le systéme (2.59) est réécrit ainsi
§(0) =Y Mi(w() + Y A, (wé(t —7) + Apw(t) (2.64)
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Notons que la contrainte (2.26) est nécessaire mais pas suffisante car elle n’intégre pas la
relation (2.53). Afin de prendre en compte cette derniére, nous remplagons la relation (2.26) par

W =XV (2.65)

ol X est une matrice inconnue regroupant les gains de I’observateur a déterminer et donnée par

X=| Ny ... No' Ny ... Ny, ' Ko ... Kp'Kg ... K, 'J (2.66)
avec, pour ¢ = 0,...,m,
Kq, = My, — Ny,J (2.67b)

Les matrices W et V sont connues et données par

W= | LAy ... LAy LAy ... LAg, 10 (2.68a)
L 0 o i 0 0 i 0 |
0 0 , 0 0 | 0
0 0 L . 0 0 10
,,,,,,,,,,, [ S
0 0 L 0 0 10
0 0 | 0 0 , 0
0 O, 0 0 L .0
- !l - - - = - = +r - —"—-"—-" - - - - - - -
V=] ¢ 0o 0 1 0 0 10 (2.68b)
0 0 , 0 0 |0
o 0 C ., 0 0 .0
,,,,,,,,,,, [ L SR
0 0 : C 0 0 : 0
0 o, 0 . 0 ,0
0 O, 0 0 C ,0
CAy ... CAp' CAy ... CAy 1 Ho

En se référant a la résolution des équations linéaires décrites dans la section A.2.2, ’équation
(2.65) admet une solution si et seulement si la condition suivante

rang(V) = rang <[WT VTD (2.69)
est vérifiée et la solution est donnée sous la forme suivante
X=WV +2(1,-VV) (2.70)

ot Z € R™** est une matrice arbitraire, k = 2(r+p)(m+1)+pet VT est une pseudo-inverse de
V qui vérifie la relation (A.2.2).

A travers l'expression de X donnée ci-dessus par (2.31), les gains de I'observateur sont expri-
més en fonction du gain Z comme suit
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[NO . Npm Ngo ... Ny Ko ... Kp Kg ... Kq, J|=
X
[No,l oo Nmi Nagi oo Naoi Koy oo Kmi Kai ... Kaoi Jn}
A
+Z| Nop - Nz Naz - Napz Koz o Kmo Kz . Kiuo Jio |
-V

(2.71)

Remarque 2.4.2. La contrainte (2.65) est équivalente auz équations (2.23b)-(2.23c) et (2.53),
alors que la contrainte (2.26) est équivalente aux équations (2.23b)-(2.23¢). Il s’en suit que la
condition de rang (2.69) implique la condition de rang (2.30).

Etape 2 : Approche de Lyapunov basée sur un systéme descripteur. Avant d’appliquer une ap-
proche de type Lyapunov pour étudier la convergence de l'erreur d’observation, il faut préala-
blement transformer le systéme (2.64) en un systéme descripteur.

Transformation en systéme descripteur. Vu les avantages qu’offre la transformation descrip-
teur décrits dans la section précédente, elle est aussi utilisée pour la synthése d’observateur
robuste. Dans ce but, en posant £(t) = 3 (t), le systéme augmenté (2.64) se réécrit comme suit

lfw o] F(t)] _ [ 0 In+r] lﬁ(t)]
0 0] |€@) Yoo (M(B) + A, (B)  —Intr] |E(F)
0 /t—n' &(s)ds +

2

iz [Aa;(5)

Puisque les matrices A;(83) et Ag, () dépendent des incertitudes paramétriques affectant le

systéme, les blocs de matrices Y " (Ai(B) + Aqg;(B)) et Ag,(B) sont réécrits sous les formes
ci-aprés afin de séparer les incertitudes des matrices du systéme

w(t) (2.72)

Ap

(Ai(B) + Aqg,(B)) = A+ ZHiZiJi (2.73a)
=0 1=0
Adi (ﬁ) = Adi + Hdizdijdi, pour i =0,...,m (2.73b)
avec
S o(Ai + Agy)ag 0
A = 2170( + dz)a (274&)
I 0 2imo(Ni + Ng,)a;
H — [ Aibi 0 Adibi 0 Hz-ai Hiai 0 0
"l 0 N 0 Ngb VpHua; ViHa; KiHca; kg Hea;
H;b; H;b; 0 0
(2.74b)
Y H;b; Vi Hb; K;Hcb; Kg,Hcb;
Zi = bdlag (Aga AE? Agv Aga Aia A’ia AOa AO» Alﬁv A;Bv Aga Ag) (274C)
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- T
7= I, 0 I, 0 JI Jg; JEJb It Jg: JE gt (2.74d)
' o5 05 0 0 0O 0O 0O 0 0 O
[Aga; 0
Ag = |74 (2.74e)
L 0 Ndiai
_Ad.ai 0 Hiai 0 Hz'bi 0
Hy, = ’ (2.74f)
L 0 Ndiai \IJLHiai KdiHcai ‘I’LHle KdiHCbi
Ay, = bdiag (AL, A7, A A A A (2.74g)
L, 0 JI Ji Jp Ji
= 4 0 Td 0 (2.74h)
' o I, 0 0 0 O
A = Bi(t)I, (2.74i)
Al = Bi(t)1, (2.74j)
= Bi(t)A(t) (2.74k)
Ainsi, le systéme descripteur (2.72) devient sous la forme suivante
In—i—r 0 {(t) 0 n+T §(t)
0 0] [&(¢) A4+ AT —Ingr| [E(2)
m 0 t—T;
+ _ / &(s)ds + w(t) (2.75)
; Ag; +Ha;AgJa; | Jt Ap

Approche de Lyapunov. En se basant sur le systéme descripteur équivalent (2.75), la fonc-
tionnelle candidate de Lyapunov V' (§) est choisie ainsi

V(&) = Vi(§) + Va(§)

avec
]’ [P M) [Len 0] [e®)
Vi(€) = €T (t)PE(t) = e
£(t) 0 M 0 0} [&@)
t+oz
/ / s)dsdo
oit P et M sont des matrices de dimension R *("+7) avec P = PT > 0. k est un scalaire

défini positif. En procédant a la dérivation de la fonctionnelle V' (£) par rapport a t le long de la
trajectoire de la solution de (2.75), nous obtenons
P o] few
MT MT| [E)

Iiin O g’(t) N g’(t) ! Iiin 0
0 0] [&() &) 0 0

_Z/t " (s)E(s)ds (2.76)

P M
0 M

]
e = |6
© L(t)
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En remplacant les termes soulignés par leurs expression décrites dans (2.75), la dérivée tem-

porelle de V(&) devient

T
&(t) h(1,1) h(1,2) MAp| |£(t)
V(e) = | & # =M -MT MAp| |&(t)
w(t) * * 0 w(t)
m 1 m t—7; o
+)Sit) - EZ/ € (s)&(s)ds (2.77)
i=0 i=0 71
ou
m m T
i=0 i=0
m T
hag=P—M+ (A + ZHiAiJi> e (2.78b)
=0
et, pour : =0,...,m,
t ’ P M 0 =i
Si(t) = ﬁ( ) _ / é(s)ds
£(t) 0 M| [Ag, +HyAg,Jg, | Jt
T
t=i 0 P 0 t
+ / ¢T'(s)ds _ ﬁ( ) (2.79)
t Ay, +Hg, Ag,Jg, MT MT f(t)
En utilisant le lemme de majoration (A.3.1), les termes S;(t), i = 0,...,m, sont majorés
comme suit
t ! P M 0 0 P 0 t
Si(t) < ¢) - B £(t)
&(t) 0 M] [Ag, +HgAgda,| |Ag, +Hg,Ag,Jg, Mt M £(t)

1 t—T;
4
K Jt

=T

£

(s)é(s)ds (2.80)

En utilisant cette inégalité, la dérivée temporelle de la fonctionnelle de Lyapunov V' (), décrite

par I’équation (2.77), est majorée comme suit

. &(t) ' hayy hag MAp| |&(1)
V(E) < &) * MAp| | &(t)
w(t) * * 0 w(t)

ou

m m T
hay =M (A + ZHiAiJi> + (A + ZHiAiJi> MT

=0 i=0

(2.81)
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m

+ Z kM (Adz + Hdizdijdi) (Adz + Hdizdﬂﬂdi)T MT (2823)
i=0

m T
h2 =P —M+ (A + ZHiAiJi> MT
=0

+ Z kM (Adi + Hdiﬁdiﬂdi) (Adi + Hdiﬁdijdi)T MT (2.82b)
=0

hipy=—M = M" +>" kM (Ag, +Ha,Bg,Ja,) (Ag, +Ha,Bg,Jg)" M7 (2.82¢)
i=0

Cette inégalité contient des incertitudes paramétriques. Afin de les éliminer, nous utilisons
les lemmes de majoration donnés dans la section A.3.2.1. Ci-aprés, nous n’allons appliquer ces
lemmes de majoration que sur le bloc h(q 1), les calculs étant similaires pour les blocs iy 2), h22)
et MAp. L’application du lemme A.3.1 sur le terme (1) et du lemme A.3.2 sur le terme (2)
permet de majorer le bloc h(; 1) comme suit

hay = MA+ATMT + i (MH;AL;) + i (J?ZZ’H;?MT )
=0 =0

(1

+ Z wM (Adi + Hdz‘Zdini) (Adi + HdiZdini)T MT
=0

9

N

(2)

< MA+ATMT + ¢ ; (MHHI MT) + o Z:; 3T+ ; gMJdinTiMT
+ Y kMAL (Ing — LHHg,) Ag MT
1=0

. 1__ o _
< MA+ATMT + ¢, MEHE M7 + T 75+ MASA MT + gﬁMJdeTMT
1 2

avec
J= —JOT Jﬂ (2.83a)
H=[H, ... Hy| (2.83D)
Bo=|aL .. AT | (2:83¢)
S = bdiag ((klp4r — £leMHgHI MT) ™ (kg — kGMHg, H MT)7')  (2.83d)
L= .. 1] (2.83¢)

ou ¢1 et £o sont deux scalaires définis positifs. En procédant de la méme fagon pour la majoration
des autres blocs de 'inégalité (2.77) afin d’éliminer les incertitudes paramétriques, la dérivée
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temporelle de la fonction de Lyapunov V() est majorée comme suit

- - D
T |h h M
&(t) by ) U, D £(t)
V= e 7 D t 2.84
@<|E0| | g, w ) (280
w(t) VD w(t)
| * * =IhIp |
ou
7 - 1T 1)-o o
Ry = MA+ATMT + MEH M7+ (zl + €4> 17" + MESAy M7
H, 1"
+ EMT I MT 4t | O 0 | 7 (2.853)
62 \IJLHO \IILHO
5(1,2) =P_M+ATMT 4+ MKdSﬁgMT 4 %dengT (2.85b)
ha = —M - MT+ MgdgggMT + ?dengT O MER MT
2
H, . 1"
M| S oMT (2.85¢)
LI"LIT[O \IJLHO

Etape 3 : Atténuation des perturbations. L’approche H, est utilisée comme dans la démons-
tration du théoréme 2.3.1. Vu le critére (2.56), il suffit donc de trouver une fonctionnelle de
Lyapunov vérifiant 'inégalité suivante

Jew < / (€T¢ —7y2wTw + V(€))dt < 0 (2.86)
0
En utilisant I'inégalité (2.84), 'inégalité (2.86) se réécrit comme suit
-E +Ir4n h m| P _
T [, r+n 1Y(1,2)
_Tew w,n| | [ew
Jwﬁ/ (t D E(t) | dt (2.87)
ews [ E0) . hos M §(t)
w(t) LD w(t)
i * * éJgJD — 'yQIw_

ol les termes h(y 1), h(12) et h(z2) sont définis respectivement par (2.85a), (2.85b) et (2.85c¢).

Obtention de LMI : Finalement, vu la présence des non linéarités dans I'inégalité (2.87) dues
a certains termes dans les blocs hy 1), h2) et ho ), le lemme de Schur est utilisé pour se
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ramener a l'inégalité suivante

1,1) (1,2) MH 0 M Ho 0 MI, ME, o |7
W Hy U, D
« (2,2 0 MO 0 v | o MJ;, MA; 0 M b
W Hy U, D
% x =010 0 0 0 0 0 0
% % x4 0 0 0 0 0 0
% % % * 03t 0 0 0 0 0
* * * * * —551[ 0 0 0 0
* * * * * * 7762[ 0 0
* * * * * * * -kl  MHy,
* * * * * * * * —%52] 0
* * * * * * * * * (3,3)
) (2.88)
ou
(1,1) = MA + ATMT + <£11 + ;4) TT" + Iosn (2.89a)
(1,2) =P — M+ ATMT (2.89b)
(2,2) = -M - M7 (2.89¢)
(3,3) = iJgJD e (2.89d)

et ot les matrices A, Ay, J, Jy, H et S sont définies respectivement par (2.74a), (2.83c), (2.83a),
(2.83¢), (2.83b) et (2.83d).

En insérant (2.71) dans 'inégalité (2.88), on obtient une la LMI du théoréme 2.4.1 ci-dessous,
décrite par (B.2). A cette étape, nous sommes en position d’énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1. [Sas17] Supposons que Uhypothése 2.4.1 et la condition (2.69) sont vérifiées.
Soit S € R™™" une matrice de réglage choisie a priori et k = 2(r + p)(m + 1) + p. Le systéme
décrit par (2.52) est un observateur fonctionnel robuste Hoo pour le systéme bilinéaire incertain

a retards (2.50), s’il existe une matrice P € R"T"™"" symétrique définie positive, une matrice
M € R™™™ " données par

P Prio
P, Py

P=

My SM.
>0 M- [ 11 22]

Moy Moo

une matrice Yoy € R™F et des scalaires {1 > 0, lo >0, €5 >0, 4 >0, k> 0 et v > 0, tels que
la LMI (B.2) soit satisfaite.

Le gain Z est donné par (Yoo est donnée dans l’annexe B)
7 = M2_21Y22 (290)

Remarque 2.4.3. A partir de linégalité (2.88), un développement explicite de la LMI (B.2) est
donné dans l'annezxe B.
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2.4. Observateur Hoo fonctionnel robuste d’ordre réduit pour les systémes bilinéaires a retards

2.4.3 Exemple numérique

Considérons le systéme (2.50) avec une seule entrée de commande et une seule incertitude
affectant la matrice du systéme Ag et un seul retard 79 = 8s. Les matrices du systéme sont les

suivantes

3 2 1 1]

3 1 -2 -2
AOZ Al

-1 2 =3 1

-1 -1 -3

0.01

0.1
Hy = Ji

0.1

0.1

0.3

0 1 1] 1 —01 1 o01]
1 -2 0 01 0 -1
Agy =
0 -1 1 0 -01 0
2 0 -1 1 -2
1 10 0 0
0 0 0 10
D= cT = LT =
2 0 1 01
9 0 0 01

avecAdl =0,J4,=0,Jp=0,H =0et Ho = 0.
La commande est u(t) = 1+ 0.5sin(0.1¢) et vérifie 'hypothése 2.4.1. Aprés avoir vérifié la
condition (2.69) et fix¢ la matrice S a

[ 61 —6.1]
54 —5.4

_55.8 63.7
27 38

la résolution de la LMI (2.88) donne les résultats suivants

Yoo

3.2707
3.8958
1.9595
2.2567

2.85

1.9421

[ 3.3419
1.1944
45717
—2.9719
—4.2461
| —4.6829

1.1944
7.8657
—8.8058
0.49244
1.3501
—2.7428

4.5708 —1.6689
9.7607 —2.4438
4.8478 0.043281
4.088 —1.6803
5.1951 —2.3172
4.4057 —0.93032

—4.5717
—8.8058 0.49244
18.828
7.1155
11.827
13.385

1.907
1.9951
2.2046
1.4023
1.6516
1.5975

[ 27071 10° 4.9184 10° 4.8631 10~16
| 1.1296 10° 2.3327 10° 9.6763 1010

—2.9719

7.1155
12.179
16.117
12.373

46829
—9.7428
13.385
12.373
23.11
23.758 |

—4.2461
1.3501
11.827
16.117
35.777

23.11

1.9609  0.44092]
1.725  0.38745
3.9158 1.2774
2.1979  0.55027
3.2157 0.77578
2.8780 0.69975

—32190 60850 84627
—4205 6106 6465.1

—27639 2.5238 10°
—77.298 1.0763 10°

o7



Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

50.807 9759.7 5016  1.1397 1014 —1578.3 —1.0326 10713
5135.7 9796 —2.6211 1918.7 —3.0361 10715 9.1406 1014

avec les scalaires ¢1 = 0.17607, ¢» = 0.17864, ¢35 = 0.17864, {4 = 0.055835, k = 1 et v =
3.1212 1075, Ceci permet d’obtenir le gain Z suivant avec la relation (2.90)

6.0631 106 9.7208 105 —2.4443 10~ —1.1473 105 2.254 10° 3.2284 106
—2.4784 107 —3.966 107 1.0195 10713  4.7144 106 —9.2648 10° —1.3273 107

—1.1484 105 5.5458 105 —2.3519 10°  —45878 2.0918 10°  —88658
4.7246 105 —2.2663 107 9.7497 10° 2.0275 10° —8.6063 10° 3.675 10°

—65783  —8.5273 10712
2.7064 10° 3.5214 1011

et les gains de l'observateur, donnés par (2.71), sont les suivants

| —24.854 —4.5626 N — -1 —2.5626 N, — —0.51821 0.51821 |
63.994 —6.2893 2 —4.2893 ’ 1.7143  —3.7143]

—1.85 10° —62438

54682 17789
—2.3038 10> —75163

[ 43682 14746] [4163.3 1468.7 |
MO

~17635 —6211.6]

S —91.726 —25.72]
372.15  125.79 |

La perturbation a énergie finie, w(t), affecte le systéme dans l'intervalle de temps ¢ = [50s 60s].
L’incertitude injecté dans la dynamique est Ag(t) = 0.001sin(0.001t). Les conditions initiales

z7(0) = {1 1 1 1] et n7(0) = |0 0|. Les résultats de simulation, donnés dans les figures

2.4.3 et 2.4.3 montrent la convergence de 'erreur d’estimation.
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2.5. Conclusion
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FIGURE 2.4 — Convergence des fonctionnelles estimées 21 et 29 (- - ) vers leurs vraies valeurs z;
et zo (—).
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FIGURE 2.5 — Variation des erreurs d’estimation liées aux fonctionnelles z1 et zo.

2.5 Conclusion

Ce chapitre donne, en premier lieu, une vision d’ensemble sur les systémes bilinéaires avec
quelques exemples tirés de la littérature. Une étude bibliographique faite sur la synthése d’obser-
vateurs pour les systémes bilinéaires & retards nous a permis de constater que les contributions
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Chapitre 2. Synthése d’observateurs robustes pour une classe de systémes bilinéaires a retards

traitant de ce probléme sont peu nombreuses. Nous avons proposé, dans ce chapitre, un obser-
vateur fonctionnel de type Ho, d’ordre réduit pour une classe de systémes bilinéaires a états
retardés dont la dynamique est affectée par des perturbations & énergie finie. Des incertitudes
paramétriques ont été considérées dans un second temps afin de synthétiser un observateur ro-
buste d’ordre réduit. Les conditions d’existence dans ces deux cas ont été déduites a partir de
la résolution d’équations matricielles, dites aussi de Sylvester. Cette résolution a permis le para-
métrage des gains des observateurs via un seul gain & déterminer afin de garantir la stabilité de
Perreur d’estimation. Ces observateurs ont été synthétisés en résolvant des LMIs. Pour prendre
en compte le produit état-commande dans la dynamique du systéme, deux approches ont été
considérées. La structure polytopique de ’ensemble des entrées de commande a été exploitée
dans un premier temps et, dans un second temps, les entrées de commande ont été traitées
comme des incertitudes paramétriques.

Dans les prochains chapitres, 'accent est mis sur la synthése d’observateurs adaptatifs pour
des systémes bilinéaires et non linéaires a retards. Ce probléme représente un double enjeu, tant
pour 'estimation conjointe de ’état et des paramétres inconnus, que pour la prise en compte des
retards affectant la dynamique des systémes considérés. Vu que ’approche LPV conduit & des
LMIs moins compliquées a résoudre, elle est utilisée dans les prochains chapitres pour la synthése
d’observateurs adaptatifs pour les systémes bilinéaires et non linéaires & retards.
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Chapitre 3

Synthése d’observateurs adaptatifs
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

3.1 Introduction

La synthése d’observateurs s’avére un probléme primordial pour la commande et la supervi-
sion des systémes dynamiques car celles-ci requiérent, dans la plupart des cas, la connaissance
de toutes les variables alors que certaines sont non mesurées. Par ailleurs, un observateur peut
servir aussi a la détection et au diagnostic de défaillances et joue donc un réle important dans
la commande tolérante aux défauts. Ce type de commande est basé sur une adaptation de la loi
de commande en fonction des défauts afin de continuer & commander le composant défectueux
[BEIKT00, BBZ12|. Ainsi, le probléme du diagnostic peut étre résolu en tenant compte de la
présence des défauts, considérés comme des paramétres inconnus, dans un modéle grace a 1'es-
timation simultanée de ces paramétres et du vecteur d’état, ce qui permet de fournir une loi de
commande adéquate. Le type d’observateurs fournissant cette estimation simultanée est appelé
observateurs adaptatifs.

Plusieurs contributions traitent le probléme de la synthése d’observateurs adaptatifs. Une
méthode de synthése d’observateurs adaptatifs a été proposée pour une classe de systémes sin-
guliers LTI dans [ASDG15] en introduisant une transformation permettant d’avoir un vecteur de
mesures augmentées (entrées/sorties). Dans [ZJC08|, un observateur adaptatif a été synthétisé
ou le paramétre inconnu représente un défaut dans l'actionneur. L’approche proposée permet
I’amélioration de la rapidité de l'estimation des défauts. Ces résultats ont été ensuite développés
dans le cas ou des défauts apparaissent dans les capteurs. Dans [JS02], les auteurs ont déve-
loppé une méthode de synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes LTI dont
le vecteur des paramétres inconnus (défauts) affectent la dynamique et les mesures du systéme.
L’analyse de la stabilité repose sur le choix d’une fonction de Lyapunov bloc-diagonale. Cette
approche a été appliquée avec succés sur un moteur & induction. Un exemple développé dans la
littérature est celui de la commande de vol d’un avion [WL07]| ou les défauts affectant le systéme
sont estimés afin d’élaborer une loi de commande assurant le bon fonctionnement du systéme.
Dans [BBZ12], une commande tolérante aux défauts est élaborée pour un systéme ayant des
non linéarités de type “one-sided” Lipschitz. Dans ces contributions, le vecteur des paramétres
inconnus agit linéairement par rapport a la dynamique du modéle, ce qui est aussi le cas dans ce
chapitre.

Malgré l'intérét porté durant ces derniéres décennies au probléme de la synthése d’observa-
teurs adaptatifs pour les systémes dynamiques, 'attention prétée aux systémes bilinéaires est
quasiment inexistante et encore moins pour les systémes bilinéaires & retards. Dans ce chapitre,
une méthode de synthése d’observateurs adaptatifs est réalisée pour une classe de systémes bili-
néaires a états retardés dont la dynamique est affectée par des paramétres inconnus. Ces derniers
sont supposés constants et agissent linéairement par rapport a la dynamique du systéme. Le but
est d’estimer simultanément 1’état du systéme et les paramétres inconnus, tout en garantissant
une stabilité quadratique de 'erreur d’estimation.

Dans la section 3.2, le modéle proposé est décrit et les hypothéses pour la synthése sont
explicitées. Un observateur adaptatif sous une forme générale est développé dans la section 3.3.
Dans cette section, un observateur fonctionnel d’ordre réduit est synthétisé en se basant sur
le paramétrage des solutions de plusieurs équations de Sylvester. Dans la section 3.4, la méme
démarche est adoptée pour synthétiser deux observateurs adaptatifs d’ordre plein. Dans la section
3.5, une extension au filtrage adaptatif fonctionnel Ho est réalisée en minimisant I'influence des
perturbations affectant la dynamique du systéme.

Des extensions des résultats obtenus dans ce chapitre sur la synthése d’observateurs adaptatifs
pour les systémes bilinéaires a retards peuvent étre trouvées dans [SSB16] avec J? = 0 (dans la
section 3.4.2), dans [SSZA17a, SSZA17c] avec J* = 0 et J? = 0 (dans la section 3.4.3) et dans
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3.2. Modéle et hypothéses

[SZSA17a] pour la synthése d’observateurs adaptatifs fonctionnels d’ordre réduit de type Hoo
(dans la section 3.5).

3.2 Modéle et hypothéses

Nous considérons dans ce chapitre la classe de systémes bilinéaires a états retardés dont le
modéle d’état est décrit par 'EDF suivante

i(t) = (Ao +> Aiui(t)> 2(t) + Agyx(t —70) + Y Agui(t)z(t — 7)

i=1 i=1

+ Bu(t) + G (3.1a)

=0 (3.1b)
y(t) = Cx(t) (3.1c)
z(t) = Lx(t) (3.1d)

oux € R", ueR™, 6 cR? y e IRP sont respectivement le vecteur d’état, le vecteur des entrées
de commande, le vecteur des paramétres inconnus et le vecteur des sorties mesurées. z € R"
est la fonctionnelle & estimer. 7;, pour ¢ = 0,...,m, sont des retards constants et connus. Les
matrices 4; € R™", Ag, € R™", pour i =0,...,m, B € R, G e R, L e R™ et
C € RP*™ sont connues a valeurs constantes avec rang(L) = r < n.

Pour ce systéme, nous considérons que le vecteur des entrées de commande vérifie I’hypo-
these 2.3.1 mentionnée dans le chapitre 2. Dans ce chapitre, nous proposons de synthétiser des
observateurs adaptatifs pour la classe de systémes bilinéaires a retards décrite par (3.1).

3.3 Observateur adaptatif fonctionnel dans le cas général

T T
Notons g, (t) = [;pT(t) HT} et 0.(t) = [zT(t) GT] . Le systéme bilinéaire & états retardés

décrit par (3.1) se réécrit sous la forme augmentée suivante

0o () = A(u(t)) 00 (t) + Ady02(t — 70) + > Agui(t) 00 (t — 75) + Bul(t) (3.2a)
=1
y(t =Coy (t (3 2
Qz(t) - ﬁ@m(t) ( 2¢
Aty = |07 Z% et of A=l A=l

] cied el ]

L’observateur adaptatif proposé dans le cas général, permettant d’estimer g, (t) (i.e. estimer
simultanément la fonctionnelle z(¢) et le vecteur des paramétres inconnus ), s’écrit sous la forme
suivante

7.71"ed (t) = N(u(t))nred (t) + Ndonred (t - TO) + Z Ndiui (t)nred(t - Ti) + Fu(t)
=1
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+ M(u(t)y(t) + Mapy(t — 10) + Y Ma,ui(t)y(t — 1) (3.3a)

i=1
0:(t) = rea(t) + Jy(t) (3.3b)
T
ol Mrea(t) = [nZ(t) ng’(t)} € R""1 est le vecteur d’état de I'observateur adaptatif et g,(t) =

A1 T N
2T(t) 07| , avec 2 € R" et 6 € RY, est I'estimation de z et 6. Les matrices de gain de

I’observateur sont données par

NE + 7; Niu(t) Q7 NZ 0 Nz 0
N(U,(t)) _ 0 E 01 ( ) , Ndo _ do Ndi _ d;
o) N¢ 0 0 0 0
F* MZ# M MZFu;(t M# M?% J?
F= M(U(t)) = 0 + Zl_l ! Y ( ) Mdo = do Mdi = d; J =
F? M§ MG, MY J?

ot les matrices N7, M7 , M, Nj , M7, Mj pouri=0,...,m, N§, F*, F? J? J° Q% et Q°
sont & déterminer afin que la convergence de 2 et 6 vers z et 6 soit garantie.
En définissant U'erreur d’estimation epeq(t) comme suit

e,(t .
() = [ ( )] = 0u(t) = 6:(t) = Vreq0a(t) — mrea(t) (3.4)
eq(t)
avec
L—J*C 0 53 0
Weq = L—JC = = (3.5)
-Jc 1, -Jc 1,

nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Le systéme (3.3) est un observateur adaptatif pour le systéme (3.2) (i.e. pour
le systeme (3.1)), si ’EDF décrivant la dynamique de l’erreur

éred(t) = N(u(t))ered(t) + Ndoered(t — To) + Z Ndiui(t)ered(t — Ti) (3.6)
=1

est stable et si les équations suivantes sont vérifices

\I]redB == F (373)

\I’redA(u(t)) - N(u(t))\ljred - M(U(t))c =0 (37b)
UredAdy — NagWred — Mg,C =0 (3.7¢)

VredAd; — Na; Wrea — Mg,C =0 (3.7d)

Démonstration. Le calcul de la dynamique de Perreur eyeq(t), décrite par (3.4), donne
éred(t) - \Predpz(t) - ﬁred(t)

= N(u(t))erea(t) + Nagerea(t — 70) + > Ny,ui(t)erealt — 7)
=1
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+ (Wrea A(u(t)) — N(u(t))Wreq — M(u(t))C) 02(t) + (VreaB — ) u(t)
+ (WredAdy — NggWrea — Mg, C) 02(t — 70) + >  (YredAd, — N, Wrea — Mg, C) ui(t) 02 (t — ;)

i=1

Or, la dynamique de lerreur dépend de 'état g, (t) et du vecteur de commande u(t). Afin de
garantir le non biais de l'erreur, les équations (3.7) doivent étre satisfaites. °

3.3.1 Conditions d’existence de ’observateur et paramétrage des gains

La résolution des équations (3.7b)-(3.7d) garantit le non biais de lerreur d’estimation et
permet de déduire les conditions d’existence de 'observateur, la solution F de ’équation (3.7a)
étant déduite de cette résolution. En utilisant la matrice ¥y, = L — J*C donnée par (3.5), le
développement des équations (3.7b)-(3.7d) donne

U,G—-Q° =0 (3.8a)

N +J°CcG =0 (3.8b)

WAy — NGO, — MEC +Q*J°C =0 (3.8¢)
WAz — NGO — M;C =0 (3.8d)

VA — N7V, —M:C=0, pouri=1,...,m (3.8¢)

VpAg — NV, —M;C=0, pouri=1,...,m (3.8f)

MYC + J°CAy— NY§JC + Q%W =0 (3.82)
MY C+JCAyy =0 (3.8h)

M!C + J°CA; =0, pouri=1,...,m (3.81)

Mgz,C + JeCAdi =0, pouri=1,...,m (3.8))

Puisque les solutions des équations (3.8a) et (3.8b) peuvent étre déduites de la résolution des
équations (3.8¢) et (3.8j), nous ne considérons que les équations (3.8¢) et (3.8j) qui peuvent étre
réécrites de la fagon suivante

LG =JCG+Q* (3.9a)
0=N+JCG (3.9b)
LAy =J*CAyp+ NyL + KjC (3.9¢)
LAgy = J°CAgy + Ny L + K3, C (3.9d)
LA; = J°CA;+ N7 L+ K:C, pouri=1,...,m (3.9¢)
LAg, = J°CAy, + Nj, L+ K;C, pouri=1,...,m (3.9f)
0=QL+KjC+J°CA (3.99)
0=MjC+J°CAy (3.9h)
0=M!C+JCA,, pouri=1,...,m (3.91)
OzMgiC—i—JOC’Adi, pouri=1,...,m (3.9))
avec

K¢ = M§ — N;J* —Q*J° (3.10a)
K; = M7 — N?J?, pouri=1,...,m (3.10b)
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K; = M} — N J? (3.10c)
K§ = Mj — Nj.J?, pouri=1,...,m (3.10d)
K8 =M — N§J? — QY J? (3.10e)

Nous réécrivons les équations (3.9¢)-(3.9j) sous la forme condensée suivante
Wied = Xied Vied (311)

ol la matrice X,oq regroupe les matrices gains de I'observateur comme suit

. N§ NP ... NiiNi ... Ni \Ki Ki ... Ki Ki .. Ki \J°

4= \ ™ ! ) !

re Qe 0 01 0 0 \Kg Mle M&\Mgo Mgmwje
(3.12)

et les matrices connues Vg et W.oq sont données par

—_— LAy LA, ... LAmiLAdO ... LAy, (3.138)
0 0 0 .. 0 0
L o0 00 ... 0 ]
0 L 0 0 ' 0 .. 0
0 0 0 . 0 ... 0
o 0 0 L 0 .. 0
00 ... 0”1%3”6”70”’
0 0 0 , 0 0
0 0 O .0 0 L
Via=| C 0 ... 07776 7777777 0 (3.13b)
0o Cc 0 0 ' 0 0
0 0 0 1 0 0
0O 0 0 C 1 0 0
00 ... 0”1“67”6”70”7
0 0 0 , 0 0
o 0 .. 0,0 0 C
CAy CAy ... CApi CAg ... CAg,

En se référant a la résolution des équations linéaires décrites dans la section A.2.2, ’équation
(3.11) admet une solution X,eq si et seulement si la condition suivante

rang (Vyeq) = rang ( [Wred] ) (3.14)

Vred

est vérifiée et la solution générale est donnée par

Xred = WreaVl g + Zrea(Tt,y — VeeaVly) (3.15)
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0l Zpoq € RUTD*Fred ogt une matrice arbitraire et kyeq = (r + p)(m—+1)+p+q. La résolution de
I’équation (3.11) permet le paramétrage des matrices gain de 1'observateur via une seule matrice
Zed- En utilisant (3.12), la relation (3.15) se réécrit comme suit

NGt N§i 10 N5 LoQs"
NET L0 NFT 1O Ny L0
Lo l P
| | |
Nifvo Nz 1o Ny
| ? | ) |
T T T
NI 0 NiT 10 N, U0
l b P
T T ! A
NiT 10 NiT, 10 Nilyt 0 o
K" K§" K§i 10 K§h 1 Kg% —ggdé - (3.16)
KT myT KT 1o TGN NS
L ! S 2zl
. | . . | . | .
r i | Lt to || ke e,
0 0
KczloT | MdOT KcZzOT,l }0 K§§2 | Md$2
l b Py
g |t || e,
JzT | JOT leT 10 J2zT | J29T
Xz:ed (WredVIed) g (Ikred _Vredvred>
avec Zred,1 € R *Fred et Zred,2 € RY*Fred,
En utilisant (3.16), les matrices N(u(t)), Ng, et Ng,, pour ¢ = 1,...,m, se réécrivent comme
suit
(50 (N1 + Zaeaa Vi) wilt) LG = JiCG — Zuea1 J5CG
N(u(t)) _ Zz—O ( i,1 red,el 1,2 z( ) 1 ered,l 2 (3.17a)
L Zred,ZQQ _Zred,2J2 CG
(N3 |+ Zwa 1N, O
Ny, = | ot 7 2red o2 (3.17b)
i 0 0
(N3 |+ Zrea NG 5 0
Ndi = g1 Oed’l d;,2 0] (317C)

avec ug(t) = 1.

3.3.2 Analyse de la stabilité de ’erreur d’estimation

En utilisant 'approche de Lyapunov pour la stabilité des systémes & retards, les conditions
de stabilité de l'erreur d’estimation sont données dans le théoréme ci-aprés en termes de LMIs
dont la résolution permettra de déterminer les matrices de gain Zeq1 et Zeq2 et, par la suite,
les matrices de gain de l'observateur N7, M7 | Mf, Ng., Mg, Mgi, pour i =0,...,m, N, F?,
FO g7 J% Q% et Q7.
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Théoréme 3.3.2. Supposons que l’hypothése 2.5.1 et la condition (3.14) sont vérifiées. Le sys-
teme (3.3) est un observateur adaptatif pour le systéeme (3.1), et a une erreur d’estimation qua-

dratiquement stable s’il existe, pour o7 € ®, j =1, ..

2m
525,

une matrice P(o?) € RUTOX0+9) donnée par

Po1 Py
Pl Pus

Py P

m .

+ O’Z]-
T

P, i2 Pis

i=1

P(o?) = PT(07) = >0 (3.18)

avec Py € R™", P € R"™*? et Pis € RY*?, pouri=20,...,m,
une matrice M € RUTPXUHP) donnée par

M So M-
M= 11 24V122 (319)
S1Mi1 Moo

ot My1 € R™™" et Moy € IRY*? sont des matrices non singuliéres, S1 € R?*" et Sy € R™*¢
étant des matrices de réglage choisies a priori,

des matrices Y11 € IR™*P et Yoy € RI*P

un scalaire kK > 0,

tels que les LMIs suivantes, pour o7 € ®, j =1,...,2>™,
Gy 9 | 9% %) % 0 a0 om0
F ) M) My 100 O Sien 0, o S 0
| | | ; | | ;
* * 1a(3,3) @34) ! G0 0 ajl 0 I aﬁn 0
| | | . | | .
o F i ouy Seo 0 1 Sep 0 0 Siem 0
-1
* * : * * : —1 0 : : : 0
* * % o * %Iq -0 | | 0 <0 (3.20)
* * : * * : * * : %Ir 0 : : 0
* * : * * : * * : * _—1[(] : 0 : 0
777777777 R e e L e
| | X | . | |
,,,,,,,,, L
* * : * * : * * : * * : * : _?1[7« 0
| * * : * * : * * : * * : * : * _llq i
sotent vérifiées avec
. m . m .
aly 1y = Y ThiPi + (MuNGy + YuNGa) + > (MuN7y + YiiNia)o] + S2YQ5
i=1 =1
m .
+ (NGIM{, + NGEY) + ) (NA M) + N Yo + (MiNg, 1+ YuNG, o)
=1
m .
+ Z(Mllei,l + Y11Nj 5)o] + (N5§1M1T1 + 507:25/1?) + QY557
i=1
m .
+ Z(NiﬁMﬂ + NjiT,leTl)Ug
=0
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m m
@l 5 = > 00,y P+ (NGT M ST + NGEYRST) + > (N7 My ST + N Y ST o
] =1

m
+ (Ngy 1M11ST + NjoTQY ST) + Z(N551M1T131T + NifgiﬁTlslT)UZ + 52Y22Ng,2
i=1
+ M1 QF +Y11Q3 + Q55

Z o) 1iPi3 + S1M11 Q7 + S1Y1Q5 + Y22No o+ QM ST + Q3T v ST
=1

+ N§LY3

m m
aly g = Por + ) 0] P — My + (NG M{y + N3Yi) + Y (N7 My + N7 Yih)o)
i=1 =1

m
+ QY5585 (Ndo MY} + N, do, TaYTh) + Z M11 + N, 2Y1€)Uf
=1

az1,4) = Poz2 + ZUZJPZ‘? + (NG ML ST + NGEYIRST) + (NG My + NiLoYh)
=1

n
— SaMa + Z(Nf,lTMﬂS{ + N3 Vi ST)e] Z(NjglMﬂ + Nl Vi )o] + Q5 Yay

=1 =1

m
alyq = Poy+ Y0l Ph — SiMu + QF " M{} + Q3T Y{] + NgLYhST
=1

m
a€2’4) = Py3 + Z O'gPZ';; — Moo + QTTMlTlS? + Q;TYSSH + NO Y22
i=1
agz) = —Miy — M)
ag,4) = —S2aMay — MY} ST
a4y = —Ma — My,
ap = (M11Ng, 1 + Y11 Ng, 2)
a,g = (M11Ng, 1 + Y11N§i2>0'g pour i=1,...,m

Les gains Zreq,1 €t Zred,2 sont donnés par

Zred1 = MV (3.21a)
Zred2 = My, Yoo (3.21Db)

Démonstration. La démonstration repose sur I’approche descripteur déja décrite dans la section
2.3.3. Ainsi, en notant €,6q(t) = éreq(t), le systéme (3.6) se réécrit comme suit

Ir+q 0 éred(t) 0 -
[ 0 O] [éred(t) +Z Ndzuz(t)]/t 5red(s)ds

0 IT’+q €red (t) LS
N(U) + 27;0 Ndiui (t) _ITJrq Ered (t) =0
(3.22)
Une fonction de Lyapunov choisie pour 'analyse de stabilité est composée d'un terme qua-
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dratique et d’un terme pour la stabilité dépendante du retard comme suit (voir [Fri0l, Fril4])

Plu) M] [Lig 0] [ewa®]  1&8 [0 (545 4 S Ny
0 M] [ 0 0] lered(t)] * K ZZ;/—Tz/t 8I"ed( )gred( )d d,B
(3.23)

T
ered(t)
8red(t)

V(ered) = [

avec P(u) = P(u)T > 0 € RUTOx(+0)  pp ¢ RI+0DX0+9) o5t une matrice donnée et & est un
scalaire strictement positif. La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov V(eeq) le long de
la trajectoire du systéme (3.22) est donnée par

V(e ): ered(t) ' P(’LL) M In+q 0 éred(t)

red ered(t) 0 M|| 0 0] |éeal®
ered(t) Ly 0] [P@) 0 ] Jera(®)] _ [era® " TE@) 0] [erea(®)
Ered(t) 0 0 MT MT 5red(t> Ered(t) 0 0 Ered(t)

m

1 t—7;
iy / T (8)erea(s)ds
i=0 7t
m 1" t—7; T .
+)Si(t) - - > t €red(5)érea(s)ds
=0 =0

_ ered(t) ! a(l,l) a(1,2) ered(t)
Ered(t) =M —MT] |erealt)

(3.24)
avec

ac 1y = P(u) + MN(u) + NT(u)M" + ) " MNgui(t) + > Nju;(t)M” (3.25a)

=0 j=
ap g = P(u) = M + N ()M + Z NG ui(tyM™ (3.25b)

=0
t ! P M 0 t=Ti
Si(t) €rea(t) () / éred(s)ds
Ered(t) 0 Ndiui(t) t
T
t—7; O P 0 o "
+ / Eloa(s)ds (u) ered(£) (3.25¢)
t Ndiui(t) MT  MT Ered(t)
En utilisant le lemme de majoration A.3.1, les termes S;(t), pour ¢ = 0,...,m, sont majorés
comme suit
! P M 0 0 ! P 0
Si(t) < K rea(?) (u) (u) ered(?)
Ered(t) 0 Ndiui(t) Ndiui(t) MT M7 Ered(t>
1 t—T;
w [ B atdds 320
¢

En injectant I'inégalité ci-dessus dans 'expression de la dérivée de V(eyeq), cette derniére est

majorée ainsi
t "a a t
V(ewnd) < [ered( )] [a(u) a(1,2)] [ered( )] (3.27)
gred(t) * a(2,2) 8red(t)
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avec
m
) =a@,n) + kY MNgNFui(t)M"
1=0

m
5(172) = a1,2) + K Z MNdiNZl;u%(t)MT
=0
m
a(2,2) = ~M—-MT + & Z MNdiNzl;u?(t)MT
1=0
La stabilité de I'erreur d’estimation est donc garantie si
[a(171) a(172)] < 0
* o 022)

En appliquant le lemme de Schur (voir (A.3.7b)), on obtient

a(lyl) a(l,g) MNdO MNdl MNdm
*  —M-MT MNg  MNg MNg,
* * —1 0 0
R <0 (3.28)
* * * —lryq O 0
| * * * * * —%Ir+q_

L’inégalité (3.28) dépend du vecteur de commande u(t), ce qui ne permet pas une résolution
simple du probléme. Puisque les entrées et leurs dérivées sont bornées, elles appartiennent au
polytope convexe P donné par (2.18), ce qui permet de résoudre le probléme sur I'ensemble des
sommets ® donné par (2.19) du polytope P. Ainsi, en utilisant le vecteur §(¢) décrit par (2.17),

les matrices N(u), Ng,u; pour i =0,...,m, P(u) et sa dérivée se réécrivent comme suit
P(u)—  P(6) =R+ &P, (3.29a)
i=1
Pu)—  P(6) =) bmiP (3.29D)
i=1
M O(NZ 4+ Zed1N?5)0; LG — J?OG — Z10q1J4CG
N(u) — N(3) = Zz_o( 7,1 ad,l z,2) 1 , d, 12 (3.29¢)
Zred,QQz *Zred,2 JQ caG
N?% Zred 1N%, 0
Ndiui N Ndz(sz — [ d;,1 + Oed,l d;i,2 . 51 (329d)

Le développement des blocs de 'inégalité (3.28) aux sommets du polytope P donne les LMIs
(3.20), ce qui termine la démonstration. .

Remarque 3.3.1. Dans la section 3.3, nous avons posé le probleme de synthése d’un observateur
adaptatif avec un ordre réduit r < mn. Le passage de l'ordre réduit & lordre plein se fait en
remplacant la matrice L par I, et en changeant la dimension de l’erreur d’estimation de r + q
parn+q.
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Remarque 3.3.2. La matrice M est choisie avec la forme donnée par (3.19) pour les raisons
sutvantes.

(i) Sila matrice M est choisie sous la forme suivante
M= My M
M1 Mas |

avec M11 € R™"™, Moo € IRY*Y, Mo € R™ 1 et Moy € RT*™, nous obtenons

Y| [Mn Yis| B [Mw

Zred,Q
Yo1 Moy Yoo |

Zred,l M
22

Par conséquent, 'existence des gains de l’observateur dépend des conditions de rang sui-

vantes
My My Yn Mo Mz Yio
rang = rang rang = rang
21 Moy Yo 22 Moo Yoo

ce qui rajoute des contraintes non-convexes G satisfaire dans le théoréeme 3.3.2.

(ii) Le fait de considérer la matrice M sous une forme bloc-diagonale, ¢’est-a-dire avec Mis =

0 et Mo = 0, tmplique que le bloc a{Q 9y SUT la diagonale des LMIs (3.20) devient

m
J _ J )
@29y = Z Omyilis
i=1

et les LMIs (3.20) peuvent ne pas étre satisfaites car il n’y a pas de gains Y11 et Yo pour
garantir a€272) < 0.
Pour résoudre les deux problémes mentionnés ci-dessus, nous avons posé Moy = S1Mqq1 et Mo =

SoMos ou les matrices S1 et Sy sont des matrices de réglage choisies a priori. Cela meéne a
Y21 = S1Y711 et Y12 = SoYos.

Remarque 3.3.3. Contrairement a la matrice S1, la matrice Sy n’apparait pas dans les blocs
a{272), pour j = 1,...,2*™ des LMI (3.20). Nous pouvons donc définir So = 0. En revanche,
nous avons besoin de la condition Sy # 0.

Remarque 3.3.4. Vu la forme des blocs a(33) €t a(44) apparaissant dans la diagonale des LMIs
(3.20), les matrices M1y et Moo doivent étre non singuliéres pour satisfaire ces LMIs.

Remarque 3.3.5. La matrice M doit étre non singuliére (det(M) # 0) puisque les LMIs (3.20)
exigent que —M — MT < 0. Le choiz des matrices de réglage Sy et Sy tel que det(I, — S251) # 0
garantit det(M) # 0.

3.4 Observateurs adaptatifs d’ordre plein

3.4.1 Simplification de I’équation (3.3b) dans ’observateur adaptatif (3.3)

Les observateurs adaptatifs que I'on trouve dans la littérature (voir les références citées dans
la section 1.7.2) ne contiennent pas les termes J* et J?, c’est-a-dire que I'équation (3.3b) n’existe
pas dans ces observateurs et que n%(¢) et 1?(t) y sont remplacées respectivement par #(t) et 6(t).
A titre d’exemple, le lecteur peut se référer a l'observateur adaptatif synthétisé dans [CRI7].
Afin de comparer nos résultats avec ceux de la littérature, nous allons donc étudier les deux cas
suivants : J? = 0 puis J* =0 et J? = 0.
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e Cas J9 =0

o Contrainte (3.7a) — F? =V B = (L — J?C)B et F? = 0.

o Contrainte (3.9a) — Q* =¥;G = (L — J*C)G.

o Contrainte (3.9b) — N? =0.

o Contraintes (3.9h), (3.91) et (3.9) — M{C =0, pour i=1,...,m, et M{C =
0, pour ¢ = 0,...,m, puisque, sans perte de généralité, la matrice C' est de rang
plein lignes (en effet les mesures ne sont pas redondantes), nous avons donc Mf =
0, pour 1 =1,...,m, et Mgi =0, pour :=0,...,m.

o ny(t) = 0(t).

o Il reste a résoudre les contraintes (3.9¢), (3.9d), (3.9e), (3.9f) et(3.9g).

e Cas J*=0et J? =0

O O O O

Contrainte (3.7a) — F?* = Bet F? =0.

Contrainte (3.9a) — Q% = LG.

Contrainte (3.9b) — N? =0.

Contraintes (3.9h), (3.9i) et (3.9)) — M!C =0, pour i=1,...,m, et MgiC' =

0, pour i = 0,...,m, puisque, sans perte de généralité, la matrice C est de rang
plein lignes (en effet les mesures ne sont pas redondantes), nous avons donc Mf =
0, pour i =1,...,m, et Mgi =0, pour ¢ =0,...,m.

Equations (3.10a) a (3.10e) — K7 = M7, pour ¢ = 1,...,m, Kj = Mj, pour
i=0,...,m,et K§ = M¢.

o On a.(t) = £(t) et my(t) = (1),
o Il reste a résoudre les contraintes (3.9¢), (3.9d), (3.9¢), (3.9f) et (3.9g).
Vu que les observateurs adaptatifs dans la littérature sont d’ordre plein, nous allons étudier
ces deux cas lorsque l'observateur (3.3) est d’ordre plein, c’est-a-dire avec Z(t) = 2(t). Pour

plus de clarté dans les développements suivants, nous allons remplacer I'indice et 'exposant “z

(1%}

dans les équations de la section 3.3 par l'indice et I'exposant “z” dans la section 3.4. Puisque
z(t) = z(t), nous avons L = I, ce qui a les incidences suivantes sur les matrices de I'observateur

adaptatif.

e CasL=1I,et J=0

O O O O o

o

o

@)

Contrainte (3.7a) — F® = Uy, B = (I, — J°C)B et F? = 0.

Contrainte (3.9a) — Q% = V,,,G = (I, — J*C)G.

Contrainte (3.9b) — N? =0.

Contrainte (3.9g) — Q% = —~K{C.

Contraintes (3.9h), (3.9i) et (3.9)) — MJC =0, pour i=1,...,m, et Mgl_C' =

0, pour ¢ = 0,...,m, puisque, sans perte de généralité, la matrice C' est de rang
plein lignes (en effet les mesures ne sont pas redondantes), nous avons donc Mf =
0, pour ¢ =1,...,m, et Mgi =0, pour :=0,...,m.

no(t) = 0(t).
Equation (3.10e) — M = K{(I, — CJ*).
Il reste a résoudre les contraintes (3.9¢), (3.9d), (3.9¢) et (3.9f).

e CasL=1I, J*=0et J=0

O O O O

e}

Contrainte (3.7a) — F* = Bet FY =0.

Contrainte (3.9a) — Q% =G.

Contrainte (3.9b) — N? =0.

Contraintes (3.9¢), (3.9d), (3.9e) et (3.9f) — N = A; — K7 et Nj, = Ag, — K, pour
1=0,...,m.

Contrainte (3.9g) — Q¢ = —K{C.
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o Contraintes (3.9h), (3.9i) et (3.9) — MPC =0, pour i=1,...,m, et MjC =

0, pour ¢ = 0,...,m, puisque, sans perte de généralité, la matrice C' est de rang
plein lignes (en effet les mesures ne sont pas redondantes), nous avons donc Mf =
0, pour ¢ =1,...,m, et Mgi =0, pour :=0,...,m

o Equations (3.10a) a (3.10e) — M7 = K7, pour i = 1,...,m, Mj = Kg, pour
i=0,...,m,et M{ = K§.
o On an,(t) = &(t) et no(t) = 0(t).
Puisque L = I, pour l'observateur adaptatif d’ordre plein, la condition de rang (3.14) est
toujours vérifiée.
Ainsi, poser J? = 0 ou poser J* =0 et J? =0 (ou J* = 0 et J? = 0) permet de simplifier
la structure de 'observateur adaptatif. Cependant, J* (ou J?) et J? permettent d’avoir plus de
degrés de liberté pour résoudre les LMIs lors de la synthése des observateurs adaptatifs.

3.4.2 Observateur adaptatif d’ordre plein avec J’ =0

En se basant sur I'analyse faite dans la section 3.4.1, 'observateur adaptatif d’ordre plein
avec J? = 0 donné par (3.3) se réécrit comme suit

m m
He(t) = Nima(t) + UpnGO+ 3 NFuims (t) + Njmao(t —70) + > Njwana(t — )
=1 =1

+ Vo Bu(t) + Miy(t) + Z MFuy(t) + Mg y(t — 7o) + Z Mg uiy(t —7;) (3.30a)

i=1
0(t) = —K(Cn(t) + K (I, — CT%)y(t) (3.30b)
B(t) = no(t) + J7y(1) (3.30¢)
ol &(t) et O(t) sont respectivement les estimations de x(t) et 6. n.(t) € IR™ est le vecteur d’état

de l'observateur. Les matrices N, M", Nj., M7, pour i =0,...,m, J* et K ¢ sont les gains de
I’observateur a4 déterminer telles que l erreur d’estimation epln(t) deﬁme par

ot t) — 2(t Lx(t
ep]n(t) — e ( ) — l'( ) 'CL:( ) — Pl Z'( ) ( ) (331)
eg(t) 0—0 6— 60
converge vers zéro avec W, = I,, — J*C.
En insérant (3.30c) dans (3.30b), on obtient
0(t) = K (y(t) — Ci(t)) (3.32)

Ainsi, comme dans les observateurs adaptatifs donnés dans la littérature, la dynamique de
I’estimation du vecteur des parameétres inconnus est obtenue en injectant 1’erreur d’estimation
de la mesure via le gain Kg .

L’existence de I'observateur est garantie par le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1. Le systéme (3.30) est un observateur adaptatif d’ordre plein pour le systéme
(3.1) si la dynamique de l’erreur donnée ci-dessous

épln(t) = N(u(t))epln(t) + Ndoepln(t —70) + Z Ndiui(t)epln(t —T) (3.33)
1=1

avec
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3.4. Observateurs adaptatifs d’ordre plein

N + 2205 Niwi(t) VoG

N7 0 N7 0
N(u(t)) = do = do Ng, = .
~-K§jC 0 0 0 0 0
est stable et si les équations suivantes sont vérifiées, pour i =0,...,m,

UomA; — NEW, — MPC =0 (3.34a)
WpinAg, — N3 W — M5 C =0 (3.34b)
Démonstration. 1l suffit de calculer les dynamiques des erreurs d’estimation e, (t) = x(t) —&(t) =
Uomd(t) —n2(t) et ég(t) = —0 et d’annuler les termes qui dépendent du vecteur d’état z(t) (voir
la démonstration du théoréme 3.3.1). .

Notons qu’en se basant sur les équivalences faites dans la section 3.4.1, les contraintes (3.9¢c),
(3.9d), (3.9¢) et (3.9f) qui restent a résoudre, sont équivalentes aux équations (3.34a) et (3.34b),
pour ¢ =0,...,m.

3.4.2.1 Parameétrage des gains de 1’observateur

Les gains de l'observateur (3.30) sont obtenus par la résolution des équations (3.34a)-(3.34b).

En utilisant I'expression Wy, = I, — J*C, ces derniéres se réécrivent comme suit, pour i =
0,...,m,

A, = le + KfC + J*CA; (335&)

Adi = Ni + K[‘ZC + J‘TCAdZ (3.35b)

avec K = M — NJ* et K d‘”i = Mi —N C"fi ¥ Mettre ces équations sous forme compacte donne
I’équation linéaire suivante

Woin = Xpin Vpin (3.36)
ol la matrice Xj,, regroupant les gains a déterminer de 'observateur, est donnée par
Xpw=| Ng ... N§iNg ... Nj oK§ ... KpoKj .. Kj g (3.37)
et ot Wy, et V), sont les matrices connues suivantes
Won = | Ao . A Ag .. Ag,
L, 0 0 0 0 |
0 . 0 , 0 0
0 0 I, 1 0 0
0 .. 0 'L 0 0
0 0o, 0 . 0
0 0 . 0 0 I
Vew=| C 0 0 1 0 .. 0
0 0 , 0 0
0O 0 C | 0 0
0 .. o Cc 0 0
0 0 , 0 0
0 0o, 0 0 C
CAg ... CAyiCAgy ... CAg,
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

De méme que dans la section 3.3, I’équation (3.36) admet une solution si et seulement si la
condition suivante est vérifiée

rang (Vpi,) = rang ( [Wpln] > (3.38)

pln

Cependant, cette condition est toujours satisfaite en raison de la structure de la matrice V.
En effet, cette derniére est une matrice de rang plein colonnes avec rang(Vp,) = 2n(m + 1). La
solution de I’équation (3.36) est donnée par

Xpln = valnx,]L + Zpln,l (Ikpln - Vpan;r)ln) (339)

pln

ol Zpn,1 € R+ % kpin g kpin = 2(m 4+ 1)(n + p) + p. Vu que la matrice V1, est de rang plein
colonnes, une inverse généralisée de V1, peut toujours étre choisie comme suit

o In(m+1) On(m+1) 0n(m+1)><p(m+1) 0n(m+1)><p(m+1) On(m+1)><p (3 40)
n = )
o 0n(m+1) In(m—i—l) 0n(m+l)><p(m+l) On(m+1)><p(m+1) On(m+1)><p
ce qui permet de calculer le terme I | — VPIHVI)IH ainsi
[0 0 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0 O
—C 0 0 0 0 I, 0 O
0 0 0 0 0 0
L —VeuVi,=| 0 0 -—C 0 0 0 0 I
0 0 -C 0 0 I, 0 0
0 0 0 0 o . 0
0 0 0 0 -C 0 I,
—CAy —CA,, —CAy, —CAq, 0 0 I, |
et selon la partition de la matrice X, la matrice Z,, 1 peut étre décomposée ainsi
Zpma = | 211 Zia ' 212! 2100 ! 2 ] (3.41)

Vu les blocs nuls de la matrice Ikp1n — Vpan;n, nous constatons que les gains Z; 1 et Zj 14

n’interviennent pas dans le calcul des gains de I'observateur. Ainsi, le gain 2, ;1 devient
Zpln,1 = [ 0101 2121 2124 "' 213 } (3.42)

En notant ZLQ = ZLQO e Z1,2m:| et ZLQd = |:Z1,2d,0 R Zl,2d,mi| et en utilisant (337)7

76



3.4. Observateurs adaptatifs d’ordre plein

la relation (3.39) se réécrit comme suit

CNgT [ NET [ Ng,© (Ag — Z1.90C — 21 3CAg)T
Ny fol,lT an,zT (Am — Z19mC — Z13CA)T
N; T Ny T Ny T (Ady = Z1240C — 2130 Ag,)"
Ng T Ny T NG ST (Ag,, — Z1.2a.mC — Z13C Agy)T
KT = | KgT |+ | BGT | Zhaa = (Z1.20)T (3.43)
Kpt ot z ol (Z1.2m)"
KffoT Kélpo,lT chzﬁo,zT (Z1240)"
Ki "l | KG. Kj o' (Zvpam)"
N2 I | 5T i (Z213)" i
N——
X;j;ln (Wpan;h,)T (Ikpln _Vpan;r)ln)T
Les matrices N(u(t)), Ng, et Ny, pour i = 1,...,m, se réécrivent donc comme suit
(S (A — Z15:C — 21 35CA) ui(t) G — 215CG
N(u(t)) = Yoo (Ai — Z19i 1,30 A;) u;(t) 1,3 (3.440)
I -K{C 0
[Agy — Z1240C — 21.3CAq, 0
Ny, — do 1,2d,0 1,3C Aqg, (3.44D)
i 0 0
(A, — Z194:C — Z15CAq, 0
N, — d; 1,2d,zo 1,3C Ay, ; (3.44c)

avec ug(t) = 1.

Remarque 3.4.1. A la différence de la matrice Xioq dans (3.12) qui contient des gains notés
avec un exposant “z” et un exposant 97, la matrice Xpm dans (3.37) ne contient que des gains
notés avec un exposant “x” car le gain Kg n’intervient pas dans Xp,. Ainsi, par analogie avec
les notations introduites dans (3.16), nous n’avons que le gain Zy, 1 dans (3.43), le gain Zpm 2
n’existant pas.

3.4.2.2 Analyse de la convergence de I’erreur d’estimation

En utilisant le théoréme 3.4.1 et les relations (3.43) et (3.44), nous pouvons énoncer sans
démonstration le théoréme suivant en adaptant le théoréme 3.3.2 au cas ot L = I,, et J? =0, et
en prenant en compte la remarque 3.3.1.

Théoréme 3.4.2. Supposons que l’hypothése 2.5.1 est vérifiée. Le systeme (3.30) est un obser-
vateur adptatif pour le systéme (3.1a), (3.1b) et (3.1c) garantissant la stabilité quadratique de
Verreur d’estimation s’il existe, pour o € ®, j=1,...,2%",
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

— une matrice P(o7) € RMO*X(+9) donnée par

P(0) = PT(07) = P For Em: ] B (3.45)
P()Tz Pos i=1 Pzg P
avec Py € R™", Py € R™*? et Pi3 € R™Y, pouri=0,...,m,
— une matrice M € RMPXHP) - donnée par
M So M.
_ 11 2V22 (3.46)
S1Myy Moo

avec My1 € R™™ et Myy € IRI*Y sont des matrices non singuliéres. S; € IRI*" et
Sy € R™*Y sont des matrices de réglage.
— des matrices Y11 € R™*P et Yooy € IRT*P,
— un scalaire k > 0
tels que les LMIs suivantes

j j I I ‘] I I
Wy % %) %, % 0 pe 0 e bam 0
F %21 %y Gew % 0 S 0 e S 0
| | | y | | y
* * : a(373) a(374) : ap 0 : CL{ 0 : : aﬁn 0
* * I * Q(4,4) I Sla() 0 Slajl 0 I Slain 0
77777777 4777————7\7:1777———\—7777777F——\—7777777—
SR T s U R 0
* 1% « % =L, 0 o 0 | <0 (347)
* * : * * : * * :_1In 0 : : 0
* . « 1 ¥ £ 1 % %Iq: 0: 0
77777777 e it L it e e ittt
I I I . . I .
e o O
* % . : L x :%In 0
| x * : * * : * : : : * %Iq_

soient vérifiées on

m m
L) =3 0P+ (MuNGy + YiuNgo) + Y (M Ny + YiuNfy)o? + (NgT M + Ng5vh)
=1

i—1
m ) m .
+ > (NI MY+ NI Yol + (MuNg,  + YN, 5) + Y (MuNj  +YuNj 5)o!
i—1 i—1
m
+ (Ngy 1M11+N552ET1)+Z(N531M1T1+Ni2Y11)U — S0 — CTY555
i=0

m m
2= 0 P+ (NGTMEST + NgEYEST) + > (NI M ST + N VST ol — cTvy,
) =1

(Ndo M ST +N50T2Y ST) +Z M115T+ Y1T151T)Uzj
+M11G—M11JfCG—Y11J§CG
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3.4. Observateurs adaptatifs d’ordre plein

a(2,2) = ZO—ZnJriPi?) + S1M11G — SlMlljicCG — 51Y11J§CG + GTMES? - GTCTJfTMES{

=1
- GTCT YR ST
m ' m .
g =Por + Y 0l Py — My + (NGT M + Ng§Yh) + Y (NFT MY + N3 Yol — CTY5h ST
=1 =1
m
+ (Ngh MY+ NG+ (NGE M+ NiY)o!
=1

m
a4y = Poz + 2053‘2 — SoMay + (Ng 1 My ST + Ng5 YL ST) + (NG M ST + NG, Y ST)
i=1
m

n
+ > (NI MY ST + N YRS ol + > (NG M ST+ NiLY ST el — OV
i=1 =1

m
a3 =P+ Y olPh — $1My + GT MY - GTCT aTMfy — GTCT I3 Y
=1

m
o) =Pz + Y 0l Pis — My + G M ST — Gy My ST - GT et 3Ty ST
=1
ag3) = —Mi — M)
ags,a) = —S2Maz — M{} ST
A4,4) = —Maz — Mzg
ap = (M11Ng, ; + Y11 N7, 5)
ag = (MHNC”}’;’1 + Y11N§i72)0'g pour i=1,...,m

Les gains Zpn,1 et Kg sont donnés par

Zom1 = M"Y (3.48a)
K{ = My, Yoo (3.48b)
Les matrices des gains de l’observateur N°, M7, Ng, Mg, pour i =0,...,m, et J* sont

déduites avec ’équation (3.43).

3.4.2.3 Exemple numérique

Afin d’illustrer les développements faits sur 'observateur d’ordre plein (3.30), nous considé-
rons le systéme (3.1) avec m = 1, L = I et les matrices suivantes

8 2 -1 1 ~1.2 05
Ay = A = Agy =
-1 0.5 1 -2 —-1.8 —-0.6
(1.8 24 —0.2 —05
Ag, = B= G = c=lo1 o
_—1.2 —0.6 0.22 —0.2
Les retards affectant le systéme sont 79 = 0.2s et 73 = 0.5s. L’entrée de commande choisie

est u(t) = 1+ 0.2sin(0.01¢) et vérifie 'hypothése 2.3.1.
Avec les matrices S7 et Sy choisies comme suit
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

2.7523 106
S = [2.4915 10-6 0.37144} Sy =
—1.7078 10~°

la résolution des LMIs (3.47) aux sommets du polytope P génére les résultats suivants

41.355 * * 3.5409 * *
P=1447510""7 16.895 % |+ |—=17971 1078 24.441 * a{
30802 108 3.0055 30.78 —9.1451 1075 2.2814 0.45821

[ 925.023 65329 108 1 7435 108

|

M = | 65329 108 19.671 1+ —46134 108

,,,,,,,,,,,,,,,, R

| 0.305 1073 7.3065 1 27.014
v [ 94.174  51.557 —0.016676 —0.015275 250.23
11 —

|—289.07 149.02  —411.29 —321.87 —47.673
Yoo = —180.15

Le calcul des gains Zp, 1 et K§ avec les équations (3.48a) et (3.48b) donne

- 0 010 01 3.7638 2.0602 | —0.00012056 —0.00018323 | 9.9999

In,1 = \ \ \ \

P 0 010 01 —14.695 T7.57561 —20.909 —16.363 1 —2.4239
K{ = —6.6686

et la relation (3.43) donne les gains de 1'observateur suivants

N [-0.37646  2.038 107 no — | —0:20603  1.019 1077
" —14696  0.98477 b [s2178 1075 17576

NE [~1.7191 107 5.0951 10~ N | L9146 107 2.4457 107°
© 7 |-1.3304 10 —0.47881 b [-1.99381075  —0.018271

[—0.00082625 —0.00010561 —0.00013463
Mg = M} = Mg =
—31.778 11.836 —19.748

_ [~0.0002427 [ 9.9999
Md1 — J -
—16.319 —2.4239

Ces gains sont injectés dans ’observateur afin de visualiser ses performances. Les résultats
de simulation sont présentés dans les figures 3.1 et 3.2.

80



3.4. Observateurs adaptatifs d’ordre plein

o

L B L L
10 15 0 5 10 15

FIGURE 3.1 — Variation des états z1 et zo (—) et leurs estimations respectives &1 et To (- - ).

-----

L L
0 5 10 15

FIGURE 3.2 — Variation du paramétre inconnu 6 (—) et son estimé 6 (- - ).

Les figures 3.1 et 3.2 obtenues permettent de valider la convergence de ’état estimé vers
I’état réel, ainsi que la convergence de 'estimation du paramétre inconnu vers sa valeur réelle.
La prise en compte de la présence des retards et des paramétres inconnus dans la dynamique des
systémes bilinéaires conduit & une estimation fidéle de la dynamique du systéme.

3.4.3 Observateur adaptatif d’ordre plein avec J* =0 et J’ =0

En se basant sur I'analyse faite dans la section 3.4.1, 'observateur adaptatif d’ordre plein
avec J* =0 et J? = 0 donné par (3.3) se réécrit comme suit

i(t) = z}u% ) 4+ Bu(t) + Ag,2(t — 10) }:@uz it —7)

+wo+m@m—m@) (3.49a)
0(t) = K{(y(t) — Ci(t) (3.49Db)

ou Z(t) et B(t) sont respectivement les estimations de z(t) et 6. Les matrices K et K§ sont les
gains de I'observateur a déterminer telles que I'erreur d’estimation ey, (¢) définie par

omt) = [98] - [ oo 1 (3.50)

Dans 'observateur (3.49), nous avons choisi une structure qui soit proche de celle utilisée
dans la littérature en posant K, pour i = 1,...,m, et K., pouri=0,...,m.

&>

%>

converge vers zéro.
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Le calcul de la dynamique de l'erreur d’estimation conduit a ’EDF suivante

épm(t) = N(w)epm(t) + Nagepm (t — 70) + > Na,ui(t)epm(t — 7) (3.51)
=0
ou
N(u) = iz oY w=1 " Ng, = (3.52)
—-K§C 0 0 0 0 0

3.4.3.1 Analyse de la convergence de I’erreur d’estimation

En utilisant les développements faits dans la section 3.4.2, avec de plus J* = 0, nous pouvons
énoncer sans démonstration le théoréme suivant en adaptant le théoréme 3.4.2

Théoréme 3.4.3. Supposons que Uhypothése 2.5.1 est vérifiée. Le systeme (3.49) est un obser-
vateur adaptatif pour le systéme (3.1), et a une erreur d’estimation quadratiquement stable s’il
existe, pour o € ®, j=1,...,2°",

— une matrice P(o7) € RMFDX(4a) gelje que

) ) P, P, mo P, P
P(ol)=PT(ol)= [0 "3 al R S0 (3.53)
Py Pos i=1 Py B
avec Py € R™", Py € R™*? et Pi3 € R™Y, pouri=0,...,m,
— une matrice M € ROTOX(+9) - donnée par
M So M-
M= 11 222 (3.54)
S1Myy Moo

avec My; € R™™ et May € RY*Y sont des matrices non singulieres. S; € RY*™ and
Sy € R™Y sont des matrices de réglage.
— des matrices Y11 € IR™*P et Yoy € RI*P
— un scalaire Kk > 0
tels que les LMIs suivantes

a{m) azm) | azm) CLZIA) : ag 0 : al | 0 : : afﬁ‘ 0
T %y Tea D% 0 Sier 0 Siem 0
* * : a(3,3) Q(3.4) : ag 0 : al 0 : : a, 0
o rlr euw S 0 1Sl 0 )i Swh o 0
* * : * * : =i 0 : : : 0
* * ok S | | 0 <0 (3.55)
e T e 0
rrlr e i G0 0.
T e
| x * : * * : * * : * * : * : * *1Iq ]
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soient vérifiées ot

m m m
G%LI) = Z JinJriPﬂ + Z MHAZ‘JZ]- + Z AZTMlTlUi - Y11C — CTY'M SoYooC — CTY SQ

+ ZMllAle'z + ZAT 110’

m m m
Whgy = D O iPet MG+ Y AT MTST + 3 AT AT STl — CTYE — OTYS]
i=1 e P
m
a%272) - Z ‘7£n+ipi3 + S1MuG+ GTMES{
i=1
a{m) - ZU P+ ZAT hot + ZAT Mijo! — My — CTYE - CTYLST

=0

m
oy = S IR~ Mo+ 3 ATMEST o] - CTYVST - CTYE + 30 AT M ST

i=0 i=0 i=1
m

J _ JjpT T sT

Ay q) = > olPf — SiMiy + GT M
=0

m
CLZQA) = z; O'Zj.Pig — Moo + GTMﬂslT
=
a@s) = —Mi — M]|
aqg,4) = —Maz — M3,
aeg) = —S2Ma — M{, ST
ag = M1 Aqg,

J_ J -
a; = M1Ag,o; pour i=1,...,m

Les gains de l'observateur K et Kg sont donnés par
K& = M;;'Yi1 (3.56a)
K = My, Yoo (3.56b)

3.4.3.2 Exemple illustratif

Afin de mettre en évidence la faisabilité de notre approche et les performances de I’'observateur
(3.49), nous considérons un exemple de systéme bilinéaire a retards décrit par

z1(t) —4 2 (t) —0.4 0.8 | [z1(t) ) + —0.1  0.01 | |[z1(t — 70)
= U
Zo(t) -1 —-1.52 (t) 0.27 —0.4] |z2(t) —0.11 —0.68| |z2(t — 70)
—0.8 0.08 | [z1(t—7 0.8 —0.09
+ =T+ ult) + 0
—0.2 —0.04| [z2(t — 1) 0.01 0.9
Notons qu’'une seule entrée de commande est considérée dans cet exemple. Selon I’hypothese

2.3.1, l'entrée de commande et sa dérivée sont bornées : —0.2 < wu(t) = 0.2sin(0.01¢) < 0.2 et
—0.002 < u(t) < 0.002. Les mesures disponibles sont y(t) = x1(t) et les retards sont 79 = 2s et
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71 = 10s. En choisissant les matrices S; = [~0.8065 — 0.46911] et S3 = [~0.01688 — 0.014379],
la résolution des LMIs (3.55) donne

[ 18116 —2.1824 —4.1934 3.0379  —1.8811 —0.72525
+a{ —1.8811 2.5885  0.57824

P=1-21824 21.9 —7.9442
—4.1934 —-7.9442 19.771 —0.72525 0.57824 0.090878

[ 5.2509 1.3615 —0.26858
M =] 13615 7.7635 —0.22878
—4.8736 —4.74 15911

Y = [—8,2037 —12,377}, Yoo = 21.42 et k = 0.041978. Ceci permet le calcul des gains K§ et

K§ selon les équations (3.56a) et (3.56b)

T __
0=

[—1.2037

K¢ =1.3462
—1.3831

Les simulations sont illustrées par les figures 3.3 et 3.4 qui montrent la convergence des états

et des parameétres inconnus vers leurs vraies valeurs.

1

1

‘ —a‘rl(t)
—ed(t) ]

11111

L I
120 140 160

0 L L L L
60 80 100

FIGURE 3.4 — Convergence de D'estimation du paramétre inconnu (- - -) vers 6 (—).

3.5 Observateur adaptatif fonctionnel H, d’ordre réduit

3.5.1 Synthése de I'observateur adaptatif fonctionnel avec J° = 0

Dans cette section, une extension aux résultats établis dans les sections précédentes est déve-
loppée en considérant la présence de perturbations a énergie finie dans la dynamique du systéme.
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Pour ce faire, nous considérons le systéme bilinéaire a états retardés décrit par (3.1) en insérant
des perturbations dans 'EDF (3.1a) comme suit

Q(t) = (Ao + Aiui(t)) 2(t) + Agea(t —10) + Y Agui(t)a(t — 7)

i=1 =1
+ Bu(t) + G0 + Dw(t) (3.57a)
6= (3.57b)
y(t) = ( ) (3.57¢)
2(t) = La(t) (3.57d)

onx € R", u e R, 0 € RY y € RP et w(t) € R¥ sont respectivement le vecteur d’état,
le vecteur des entrées de commande, le vecteur des paramétres inconnus, le vecteur des sorties
mesurées et le vecteur des perturbations. z € IR" est la fonctionnelle & estimer. 7;, pour i =
0,...,m, sont des retards constants et connus. Les matrices 4; € R™", 43, € R™", pour
1=0,...,m, BER™™, GeR"™,DecR"™ , LecR™ et C e IRP*™ sont connues a valeurs
constantes avec rang(L) = r < n.

Pour le systéme (3.57), nous proposons de synthétiser un observateur adaptatif fonctionnel
Hoo d’ordre réduit afin de reconstruire simultanément le vecteur z(¢) et le vecteur des paramétres
inconnus. L’ordre de l'observateur est inférieur & celui du systéme : r < n. La synthése de
'observateur adaptatif est faite dans le cas ou J? = 0 en tenant compte de la discussion faite
dans la section 3.4.1. Cet observateur est décrit par

1:(t) = Ngn.(t) ZN uin ( +Nd077z ZNd uin.(t —1;) + U Bu(t)
+ Mgy(t) Z MFugy(t) + M, y( Z MZuy(t—m) + VGO (3.58a)
0(t) = Q"n-(t) + Mfly(t) (3.58D)
2(t) = n:(t) + J7y(1) (3.58¢)
avec ¥y, = L — J*C. Les matrices N7 € R™", M7 € R"™F, Nj € R™", Mj € R"P, pour
(i=0,...,m), Q% € R M € RI*P et J* € R" P sont les gains de 'observateur a déterminer.

Nous définissons le vecteur d’erreur d’estimation comme suit
ex()| _ |2(t) = 2() | _ |Vra(t) —n:(t)
eq(t) 60— H(t) 60— G(t)

En utilisant la méme approche que dans la section 3.3, nous considérons que les équations
suivantes sont satisfaites,

ered(t) = [ (3.59)

Q'+ MJC =0 (3.60a)
\IILAdi - Nji\I/L - MiC =0 (3.60C)

alors la dynamique de l'erreur d’estimation e,eq(t) décrite par (3.59) est régie par 'EDF suivante

éred(t) = N(u)ered (t) + Ngyerea (t — 10) + Z N, i (t)ered (t — 73) + Duw(t) (3.61)
=1
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avec
2lico Niui(t) VLG

N(u) = [ of

Ny 0
Ny, = | %
0 0

Ng 0
Ny, =
0 0

et up(t) = 1.

Afin de caractériser 'atténuation des perturbations entre le vecteur de I'erreur d’estimation
ered(t) et le vecteur des perturbations w(t), il faut que le critére J ., vérifie 'inégalité suivante
lorsque les conditions initiales sont nulles

red

o
Jeoqw = / (el yered — YwTw)dt < 0 avec v > 0. (3.62)
0

Les équations (3.60a), (3.60b) et (3.60c) peuvent étre réécrites sous la forme compacte (3.11),
ou les matrices Vioq et Wyeq sont données respectivement par (3.13a) et (3.13b), alors que la
matrice X,e¢q, regroupant les gains de ’observateur, devient

Ko [ Ni oo NpUNG o NjOUK§ . K KG .. Kj T (363
Q" 0 el 0 IKg 0 10
ott K7, K, pour i =0,...,m, sont donnés par (3.10a)-(3.10d) et K§=M{—Q°J>.

Si la condition d’existence de solutions, donnée par (3.14), est satisfaite, alors la solution est
sous la forme (3.15). Ceci permet le paramétrage des gains de 1'observateur via le gain Z,.4. Nous
adoptons dans la suite la notation (3.16) en tenant compte des simplifications mentionnées dans
la section 3.4.1, ce qui nous permet d’énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.1. Supposons que Uhypothése 2.3.1 et la condition (3.14) sont vérifiées. Le
systeme (3.58) est un observateur adaptatif pour le systéme (3.57), satisfaisant le critére Heoo
(3.62) et ayant une erreur d’estimation quadratiquement stable, s’il existe une matrice P(o?) €
R+0)x(r+a) symétrique, définie positive et décrite par (3.18), une matrice M € R +P)<(r+p)
donnée par (3.19), des matrices Y11 € R™*P et Yoo € RI*P et des scalaires positifs k et vy, tels
que, pour o9 € ®, j =1,...,22™ les LMIs suivantes

a(171) aZ172) : ai173) azlv4) : o O : a‘{ ) 0 : e : afz'n' 0 : a(1’5)
e %es Caa 1% 0 S 0 S 0 Saay
* * \&(3’3) CL(374)\ ago O | CLJI 0 | | aﬁn O | CL(L5)

| | | . | | . |
R _x o0 ox ouay S 0 1S 0 1 Siam 0 Siaas)

* * : * * :_—1],4 0 : :: 0 : 0
kxR0 e e 050 <0
| | I —1 | | |

* X % X, % =L 0 0 , O
* * : * * : * * : * %Iq: 0 : 0 : 0
777777777 /\----"—-"-"—-"~-"r©r-"-"=-—"="=">-”"">" "~ -~"~-~"~“"~"~"~"~“”"7*-/ -~ r»vo - -~"~-~"°~-~" -~/ =~/ "="\1=-—=—==-=°
I I I : I I I
,,,,,,,,, - _____Y_______v__ v _____________.
| | | | 1 |
* ko, % x o, % | N % 0 0
* * : * * : * : : : * %Iq: 0
S |- - - == F-— - rT——--—--- e iy
| x x 1 % * 1 % x 1 % x Ik x* 1 =yl ]
(3.64)

86



8.5. Observateur adaptatif fonctionnel Hoo d’ordre réduit

sotent vérifiées avec

m
1 1) Zamﬂ 1+ I + (M NGy + YNNG o) + Z(MHN 1+ Y1 NG )o] + Q57 Y5,5]
i=1 i=1

(N Ty + Nz‘z,zTlel)Uf

Ms

+ S9 Y204 + (Ng M11+N0 V) +

s
I
—

Ms

+ (MuNj oy + YN o) + Y (MiiNj, y + Y1iNj, )0}

.
I
_

(NI M+ NELY ol

Ms

+ (Ng, 1M11 + Ng,., Y +

I
o

A

m
@l g = Zamﬂ i+ (NGT M ST + NEEYEST) + S (N M ST + N Y ST ol
=1 =1
m

+ (NG My ST + NG YST) + Z(NjﬂMﬂSlTJFNngYﬁSlT)Ug+Q3TY2€
i=1
+ M1 LG — MHJfCG — )/HJQZCG

ZaerZ 3+ Iy + S1 M1 LG — S1 My JFOG — $1Y11J5CG + GTLT M ST

aj, 2)
i=1
- GTchzTMﬂ ST —GTcT Ity ST
(13)—P01+Z‘7Rl—M11+(N01M11+N0 i) +Z 1M+ Yn)
=1
m .
+ (NG M+ NG + Z(NjflMﬂ + NiLYho] + Q5T Y5ST
i=1
(1 o =Po+ Za P+ (NGT M ST + NGSYEST) + Z T ML ST + N Y ST ol
i=1 =1
m .
— S2Mas + (Njo 1 Miy + Nilo Vi) + Z(N§Z1M1Tl + NilaYih)o] + Q5 Yah
i=1

m
a{zvg) =Ph+ Y olPh— SiMy +GTL"M], - GTCT T MY, — GTCT J5TY
z;l |
) = Pos + > 0lPis — My + GTL" M ST - GTCT ;T M ST - GTCT 5Ty ST
=1
ag3) = —Mu — M|
ag,a) = —S2Maz — M{} ST
ags4) = —Ma — M3,
aq5) = My LD — My J{CD — Y1, J5CD
ap = (M11Ng, 1 + Y11Ng, 2)
ag = (MuNg, ; + Y11Nji72)0§' pour 1=1,...,m

J
@24
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

Les gains Zreq1 €t Zred2 sont donnés par

Zred1 = MV (3.65a)
Zredz = M35 Yoy (3.65b)
Démonstration. En se basant sur la démonstration du théoréme 3.3.2, une fonction de Lyapunov

est choisie sous la forme (3.23), qui, avec une transformation en systéme descripteur, se réécrit
comme suit

IT-HI O |éred (t)
0 0 Ered (t)

0 Ir—i-q ] lered(t)]
N(u) + 3220 Na,ui(t)  —Iriq] |Ered(t)
m 0 t—7;
+ Ndiui(t)] /t Ered(s)ds +

0
> o ) (360

avec £red(t) = érea(t) et up(t) = 1.

En dérivant la fonction de Lyapunov candidate (3.23) par rapport au temps le long de la
trajectoire du systéme (3.66) et en majorant les termes S;(t) comme dans (3.26), 'inégalité
suivante est obtenue

T
6red(t) a(171) a(1,2) MD ered(t)
V(ered) < | &realt) * G MD| |erealt) (3.67)
w(t) * * 0 w(t)

ot @(1,1), A(1,2) et G(2,2) ont la méme forme que dans l'inégalité (3.27). Du fait que les conditions
initiales sont nulles pour évaluer le critére (3.62), V(e,(0)) = 0, et que V(e,(o0)) > 0, nous
pouvons majorer le critére Je . (3.62) comme suit

Jeredw < / (eg;dered - VQwTw)dt + V(ered(oo)) - V(ered(o))
0
< / (egdered - ’YZWTU} + V(ered))dt <0 (3.68)
0

En utilisant I'inégalité (3.67), I'inégalité (3.68) est équivalente a l'inégalité suivante

T

ered(t) aqy +Irvq Gap MD ered(t)
Ered(t) * a(2,2) MD 6red(t) <0 (369)
w(t) * =g | w(t)

En appliquant le lemme de Schur sur I'inégalité ci-dessus et en utilisant ’approche polytopique
comme cela est fait dans la preuve du théoréme 3.3.2, nous obtenons les résultats du théoréme
3.5.1. .

3.5.2 Exemple numérique

Afin de montrer efficacité de notre approche, nous considérons 'EDF (3.57a) avec m = 1
dont les matrices sont décrites comme suit
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8.5. Observateur adaptatif fonctionnel Hoo d’ordre réduit

(9 1 1 1] 11 2 1] 01 01 01 01 ]
1 -1 -1 —1 01 -1 -1 1 01 0.1 -05 01
Ay = A = Agy =
1 1 -2 -1 101 -1 1 01 01 -05 01
1 -1 1 -1 11 01 -1 01 0.1 —-01 —05
05 02 —05 0.1 1 0.3 1
01 —01 —0.1 0.1 1 1 0.1
Ag, = B = G = D=
01 01 -01 02 1 2.8 1
02 01 01 -1 1 0 0.5

Comme le montre la figure 3.5, une perturbation & énergie finie w(t) est appliquée au systéme
(3.1) entre les instants t; = 150s et to = 170s, avec une amplitude égale & 1.2V et une fréquence
de 3Hz.

FIGURE 3.5 — Perturbation appliquée sur le systéme.

L’entrée de commande appliquée est u(t) = 0.2sin(0.02t) et vérifie 'hypothése 2.3.1. La
dynamique du systéme (3.57a), avec les valeurs ci-dessus des matrices et des retards constants
égaux & 19 = 1s et 71 = 0.5s, est illustrée dans la figure suivante.

3

2 — X

: WWVW\/“ —a
WMW -

50 100 150 200 250

FIGURE 3.6 — Dynamique du systéme numérique considéré.

Les mesures disponibles sont

oo [ e
y(t)_lo 0 1 0] (t)_[ 0 ]

et la fonctionnelle z(t), d’ordre réduit r = 2 < n = 4, que nous souhaitons estimer a travers
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

I'observateur adaptatif (3.58) est décrite par

0 = !o 10 1] o(t) = [mg(t)+a:4(t)]
00 11 Qig(t)+$4(t)

Etant donné que la condition d’existence (3.14) est vérifiée, la résolution des LMIs (3.64) aux

sommets du polytope P, avec S1 = [0.20451 —0.06672} et SI' = [—0.18273 0.11121|, donne

les matrices suivantes

[ 16.013  —1.5742 0.074078] —85581 2.0222  1.2658
Plo?)= | —1.5742 15071  0.30202 | +od | 2.0222  10.687 —1.2643
0.074078  0.30202  16.835 | 1.2658 —1.2643 —7.0103
4 P
[ 6.9668 —1.6056 —1.4575]
M= |-1.6056 5.0483  0.88709
| 15319 —0.66519  7.9765 |

Vi [ 23731 —7.5262 2.7374 —19.211 —118.66 80.677 —33.125 36.643 8.9197
H | —2.5447  —4.458 1.5494 —5.7789 —12.723 14.044 —14.857 2.0988 0.84259
Yoo = | —7.2004 1.0202 2.9103 —73.855 2.4682 0.87097 1.5489 —0.096755 3.8962}

ainsi que le scalaire x = 0.063908 et un facteur d’atténuation des perturbations v = 7.1836 10~°.
En utilisant les valeurs obtenues des matrices M, Y11 et Yag, les gains Zieq1 et Zreq,2 sont

Zred 1
Zroa=12"
Zred,2

= | —1.713 —-1.3237 0.46603 —2.1817 —8.565

} —-3.8011 —1.3853 0.50032 —3.2603 —19.006

—0.9027 0.1279 0.36486 —9.259 0.30943

13.188 —5.8626 5.779 1.4231
6.9764 —4.8075 2.2538  0.61951

0.10919 0.19418 —0.01213 0.48846

ce qui conduit aux matrices de gain de I'observateur suivantes

do

NF — [—4.7494 25251 NF — 0.67428 —1.9488 N = —0.14989 —0.37756
0 | —2.3201  1.468 1.4162 —3.2043 —0.064027 —0.51479

. [—0.22084 —0.77517 . 0.22274  0.99028 .
Ng, = My = 1

~0.56843 —2.3133
“ 1011036 —1.204 ~0.096578  2.0334

—0.52849 —0.86382

z 2
Mg, = d

| —0.12757  0.040235

[0.010765 —0.43461
—0.35988 0.10409

[—0.24307 0.36419]

Q" = |-0.1389 0.20741} MY = [0.10808 —0.33962} J? =
L 0.32013  1.1479

0.74944 —0.22439]
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3.6. Conclusion
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FIGURE 3.7 — Convergence des fonctionnelles estimées 21 et 2y (- -

respectives z1 et zo (—).

100
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200 250

-) vers leurs vraies valeurs

Les résultats de simulation sont illustrés par les figures suivantes.

6

4

20 ¢ \

I I I
150 155 160 165 170 175

I I I
180 185 190

150

FIGURE 3.8 — Convergence du paramétre estimé 0 (- - -) vers

200 250

sa vraie valeur 0 (—).

Les estimations des fonctionnelles et des paramétres inconnus convergent vers leurs vraies
valeurs. La perturbation est atténuée avec le critére H .

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une méthode de synthése d’observateurs adaptatifs fonctionnels d’ordre

N

réduit a été présentée d’une maniére générale pour une classe de systémes bilinéaires & états
retardés. L’intérét de ces observateurs réside dans le fait d’estimer simultanément le vecteur
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Chapitre 8. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes bilinéaires a retards

d’état d’un systéme (ou une fonctionnelle) et le vecteur des paramétres inconnus. Nous avons
ramené le probléme de ’étude de la convergence des observateurs adaptatifs proposés a I’étude de
la stabilité des erreurs d’estimation de 1’état (ou d’une fonctionnelle) et des paramétres inconnus.
Cette étude est faite en deux étapes. Dans un premier temps, nous avons assuré le non-biais
des erreurs d’estimation en annulant les termes qui dépendent de 1’état, de 1’état retardé et
des entrées de commande. Cette étape a permis le paramétrage des gains de l'observateur a
travers la résolution d’équations de Sylvester, qui décrivent d’'une maniére implicite une équation
linéaire & résoudre. Ainsi, la résolution du probléme devient moins compliquée et se limite a la
détermination d’un seul gain permettant d’assurer la convergence de 'erreur d’estimation. Une
fois que les conditions d’existence des équations de Sylvester sont établies, nous passons, dans
un second temps, & l'analyse de la stabilité des erreurs d’estimation. Cette analyse repose sur la
transformation du systéme d’erreur en un systéme descripteur sur lequel est appliqué ’approche
de Lyapunov-Krasovskii. Finalement, comme les résultats obtenus dépendent des entrées de
commande du systéme bilinéaire considéré, une approche polytopique a été utilisée, ce qui a
permis de ramener le probléme a la résolution de LMIs sur les sommets d’un polytope convexe.

En se basant sur cette étude, différents observateurs adaptatifs ont été proposés. Deux ob-
servateurs adaptatifs d’ordre plein ont été étudiés. Avant de clore le chapitre, il était intéressant
d’introduire des perturbations dans la dynamique du systéme pour généraliser les systémes étu-
diés. Afin d’atténuer leur effet, 'approche H, a été utilisée pour synthétiser un observateur fonc-
tionnel d’ordre réduit. Des exemples numériques ont été proposés pour chaque cas afin d’illustrer
la faisabilité et 'efficacité de notre approche.
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Chapitre 4. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes non linéaires d retards

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons de généraliser les résultats trouvés dans le chapitre précé-
dent en rajoutant des comportements non linéaires dans la dynamique du systéme, notamment
dans le terme qui multiplie le vecteur des paramétres inconnus qui doit étre estimé simultanément
avec le vecteur d’état via les observateurs adaptatifs proposés dans ce chapitre. En effet, les obser-
vateurs adaptatifs étant utilisés pour la commande robuste et/ou tolérante aux défauts, 1'ajout
du terme Gg(x,u)f dans la dynamique du systéme, ou g(x,u) est une fonction non linéaire,
permet de modéliser les incertitudes affectant le systéme dans le cas d’'une commande robuste,
ou peut étre utilisé pour modéliser des défauts dans des procédures de détection et d’isolation
des défauts [ZD01, Zha05]. Ce terme est plus général que le terme G qui a été considéré dans le
chapitre 3. Dans la littérature, plusieurs contributions considérent que le vecteur des paramétres
inconnus agit non linéairement par rapport a la dynamique de I’état. Par exemple, un obsevateur
adaptatif est proposé dans [RH95] pour estimer simultanément le vecteur d’état avec le para-
meétre inconnu qui représente le coefficient de friction dans le modeéle d’une suspension active
d’automobiles. Un autre exemple de synthése d’observateurs adaptatifs pour un systéme avec
une non linéarité état-parameétres est traité dans [JS02| pour le modéle de Park d’une machine a
induction. Zhang et al ont considéré dans [GZ03, Zha02, ZD01| le modéle d’une orbite nominale
d’un satellite comme application des techniques qu’ils proposent pour la synthése d’observateurs
adaptatifs. Dans [RRPN14], les auteurs ont considéré I'exemple d’un robot omnidirectionnel &
quatre roues (dont le modéle est représenté par un systéme LPV a commutations) comme ap-
plication pour l’estimation conjointe de 'état et des paramétres inconnus via un observateur
adaptatif. Le robot est sujet & des décalages inconnus dans les tensions du moteur qui repré-
sentent le vecteur des paramétres inconnus multipliant une fonction non linéaire par rapport au
temps. Dans [EEZ14], un modéle de pendule est considéré ou les paramétres inconnus & estimer
interviennent non linéairement par rapport a 1’état.

Etant donné 'existence de toutes ces applications dans le domaine industriel et la nécessité
de traiter le cas ou le vecteur des paramétres agit non linéairement dans la dynamique du
systéme, nous proposons, dans ce chapitre, de mettre ’accent sur ce probléme. Pour ce faire, nous
considérons dans ce chapitre que le vecteur des paramétres agit linéairement et non linéairement
par rapport au vecteur d’état. Nous avons ainsi ajouté un comportement non linéaire dans la
dynamique des systémes bilinéaires a retards traités dans le chapitre 3. La classe de systémes
non linéaires considérée est décrite dans la section 4.2. Afin de synthétiser des observateurs
adaptatifs pour ces systémes, quelques hypothéses supplémentaires sont prises en compte en plus
de ’hypothése 2.3.1 utilisée dans le chapitre 3.

Dans la section 4.3, la classe de systémes décrite ci-avant est restreinte aux systémes non
singuliers. Dans la section 4.3.1, un premier observateur adaptatif d’ordre plein est proposé dans
le cas ou la matrice J? est nulle. Un deuxiéme observateur est développé dans la section 4.3.2
lorsque les matrices J* et J? sont nulles. Finalement, une extension a I’observateur fonctionnel
d’ordre réduit est présentée dans la section 4.3.3 dans le cas ou J? = 0.

La section 4.4 est dédiée aux observateurs adaptatifs lorsque la dynamique du systéme est
singuliére. Le modéle des systémes singuliers permet d’inclure des relations algébriques en plus
des relations dynamiques Les observateurs adaptatifs proposés sont soit d’ordre plein, soit d’ordre
réduit.

Les exemples numériques considérés dans les sections 4.3 et 4.4 viennent illstrer nos techniques
et montrent bien la faisabilité des résultats, ainsi que la convergence des valeurs estimées de 1’état
et des paramétres inconnus vers leurs vraies valeurs.

Les résultats de la section 4.3.2 ont été extraits des développements faits dans [SSZA17a].
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4.2. Modeéle et hypotheses

Les résultats obtenus dans la section 4.4 ont fait I'objet des travaux dans [SSZA18a].

4.2 Modéle et hypothéses

Le systéme non linéaire considéré dans ce chapitre est décrit par la forme suivante

Yi(t) = Aox(t) —G—ZAUZ )+ Ag,x(t — 70) —G—Z:AduZ x(t — 7;) + Bu(t)

i=1
+ G160 + Ggg(Lx, w)0 4+ (Lx,u) (4.1a)
=0 (4.1b)
y(t) = Cx(t) (4.1c)
z(t) = Lx(t) (4.1d)

ouxz € R", u € R™ 0 € RY, y € R? sont respectivement le vecteur d’états, le vecteur des
entrées de commande, le vecteur des paramétres inconnus et le vecteur des sorties mesurées.
z € IR" est la fonctionnelle a estimer. 7;, pour ¢ = 0,...,m, sont des retards constants et connus.
Les matrices T € R™*", 4; € R™", Ay, € R™", pour i = 0,...,m, B € R"™™, G; € R",
Go e R L € R™™ et C € IRP*™ sont connues & valeurs constantes. La matrice L vérifie
rang(L) =r < n.

Dans ce chapitre, la matrice T est considérée égale a la matrice identité (T = I,,) dans la
section 4.3 et le systéme (4.1) présente un systéme non linéaire & retards. Dans la section 4.4,
nous considérons que T = E, avec rang(F) = v < n et le systéme (4.1) est un systéme non
linéaire singulier a retards.

Pour la synthése d’observateurs adaptatifs pour de tels systémes, outre I’hypothese 2.3.1,
nous adoptons les hypothéses suivantes.

Hypothése 4.2.1. Soit z(t) = La(t) avec z € R" et x € R". La fonction £(z,u) : R" x R™ —
R" est supposée Lipschitzienne en z, Yu € U, i.e il existe un scalaire positif by tel que

16(z,u) = £(z", w)]] < baf|z = 27| (4.2)

La fonction g(z,u) : R" x R™ — IR**Y est bornée Vz € R et Yu € U, il s’en suit qu’il existe
un scalaire positif by tel que

|lg(z, u)|[ < by (4.3)
ausst, elle est supposée Lipschitzienne en z, Yu € U, i.e il existe un scalaire positif by tel que
lg(z,u) — g(", w)|| < bal[z — 27| (4.4)

Hypothése 4.2.2. Le vecteur des paramétres inconnus 6 est supposé borné. Par conséquent, il
existe un scalaire by > 0 vérifiant l'inégalité suivante

6] < bs (4.5)

Les hypothéses 4.2.1 et 4.2.2 seront utiles dans la majoration de la dérivée de la fonction de
Lyapunov dans ’analyse de convergence des observateurs synthétisés.
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Chapitre 4. Synthése d’observateurs adaptatifs pour une classe de systémes non linéaires d retards

4.3 Observateurs adaptatifs pour une classe de systémes non li-
néaires a retards

Dans cette section, la conception d’observateurs adaptatifs est étudiée pour la classe de
systémes non linéaires a retards décrite par (4.1) avec Y = I,,.

4.3.1 Observateur adaptatif d’ordre plein avec J’ =0

Une généralisation de 'observateur (3.30) développé dans la section 3.4.2 est étudiée dans
cette section ol nous prenons en compte la présence de comportements non linéaires dans la
dynamique du systéme. Ces non linéarités sont modélisées par des fonctions non linéaires lip-
schitziennes. Nous supposons que le vecteur des paramétres inconnus agit non linéairement dans
la dynamique du systéme. Dans ce cas, ’observateur adaptatif d’ordre plein est décrit par

m m
Me(t) = Nona(t) + ZNfumm(t) + Ng,n2(t — 70) + ZNiumx(t — i)
=1 =1
m

m
+ Mgy(t) + Y MPugy(t) + Mg y(t —0) + > Mjuiy(t —7)
i=1 i=1

+ Uy Bu(t) + Ui G10 + Qg(#,u)f + QFl(d, u) (4.6a)
0(t) = K (y(t) — Ci(t) (4.6b)
B(t) = ne(t) + J%y(t) (4.6¢)

ot # € R™ et 6 € RY sont les estimations de z et 6 respectivement. Les matrices N, M, Ng,

Mg, pour i =0,....,m, QF, Qf, et J* sont a déterminer afin que Z et 6 convergent vers leurs
vraies valeurs x et 6.

Puisque l'observateur (4.6) est d’ordre plein, nous avons L = I,, et donc z(t) = z(t) dans le
systéme (4.1).

En définissant Wy, = I, — J*C, le vecteur de l'erreur d’estimation augmenté ey, (t) est défini
comme suit

ex(t)

en(l) = [ ] _ [x(t) —a)] _ [pmr(t) - mw] @)
eq(t) o(t) — 0(t) 0(t) —6(t)
En posant
Q; = \ijlnGQ
Q% = \Ilpln

les dynamiques des erreurs d’estimation sont données par

m

€x(t) =D Nfui(t)ea(t) + Y (Ppmdi — Nf Wpi — MFC) us(t)z(t)
i=0

=0 7

7

+> (YpimAag, — NJ Vi — M C) ui(t)x(t — 1) + Vi (U, u) — £(&,u))
=0

UG (g(x, w0 — g(2, u)é) (4.82)
éo(t) = —K§Cey(t) (4.8b)
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4.8. Observateurs adaptatifs pour une classe de systémes non linéaires & retards

avec ug(t) = 1.

Les équations (4.8a) et (4.8b) font apparaitre des termes qui dépendent de I’état et de I'état
retardé. Pour supprimer le biais induit par ces termes, ils vont étre annulés a ’exception des non
linéarités qui seront traitées via des majorations. Ainsi, si les égalités suivantes

UomA; — Nf Vo, — MC =0 (4.9a)
VpmAg, — Ng,Wpm — Mg C =0 (4.9b)

sont vérifiées, la dynamique de I'erreur d’estimation donnée par (4.8) est régie par 'EDF suivante

Epin(t) = N(u)Epm(t) + Noypm (t — 70) + Y Ng, i (£)Epm (t — 73) + LN, + GN, (4.10)
=1
avec
(NE 4+ 37, NEwg UGy NZ 0 NZ 0
N(U) — 0 Z ; 1 1% Ndo — do Ndl — d;
| -K{C 0 0 0 0 0
N, [ ((x,u) — (2, u) N, = [ we —g@wd] o [enGy 0] [ 0
i 0 0 0 0 0 0

De méme que dans les chapitres précédents, le probléme de la synthése d’observateurs adap-
tatifs se raméne a celui de 'analyse de la stabilité quadratique de I'erreur d’estimation donnée
par (4.10), apreés la résolution des équations (4.9a) et (4.9b). Cette résolution va permettre de
déduire les gains de I'observateur a travers un paramétrage via une matrice Zp, 1. Puisque les
équations (3.34) et (4.9) sont identiques, toutes les relations développées dans la section 3.4.2.1
peuvent étre utilisées dans la synthése de l'observateur (4.6). Du fait que la condition (3.38)
est toujours vérifiée, les gains de l'observateur se réécrivent sous la forme (3.43). En utilisant
le parameétrage des gains de 'observateur (4.6) développé dans la section 3.4.2.1, la stabilité
quadratique de I'erreur d’estimation est garantie par le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypothéses 2.3.1, 4.2.1 et 4.2.2 sont vérifiées. Le systéme
(4.6) est un observateur adaptatif d’ordre plein pour le systéme (4.1) (avec T = I,) avec une

erreur d’estimation quadratiquement stable s’il existe, pour o7 € ®, j =1,...,2?™,
— une matrice P(o7) € RMTDX(+a) gelje gue
) . Py P mo P, P
P(o?) = PT(od) = |" 70 "1 45 0] |1 2 50 (4.11)
Foa Fos i=1 Py B

avec Py € R™", Py € R"*? et Pis € RY*Y, pouri=0,...,m,
— une matrice M € RU"HP)X04P) - donnée par

M M.
M:[ no 5 22] (4.12)

S1Mi1 Mo

avec My1 € R™™ et My € IRI*? sont des matrices non singuliéres. S; € IRI*" et
Sy € R™*Y sont des matrices de réglage.
— des matrices Y11 € R™*P et Yooy € IRI*P,
— des scalaires ¢y >0, co >0 et k > 0,
tels que les LMIs suivantes
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(e1'7)

0>

o o O O

| | | |
S S A S
g - - = ——— === - ——m e ———— - - — I — ———m——— - - — - B it
SJ‘\ * 1 %k x 1 % * * % * * Io% * * *
| | | |
0 :NW ” * * ” * * * ” * * * ” * * * *
0 0 I ko ox . 1 x . % % %%
| | | |
0 0 ” 0 :NW ” * * * ” * * * ” * * * *
| M Tm T T T T T T T ————— === === = —————— === = -
0 0O + 0 0 1"It= * * L% * * Lok * * *
0 0 ” 0 0 ” 0 mNHN‘W * ” * * * ” * * * "
| | | |
B T S U U s | T S S S A S S
o 0 ' 0 0o ! 0 0 0 M= * % * * *
O 0 .0 0 10 0 0 1 0 = £ x x x x
[ [ [ — [

0 0 ” 0 0 ” 0 0 0 ” 0 0 m+:~H‘w ” * * * *
\\\\\\\\ T
0 .w@ﬂm‘ ” 0 0o1g ” 0 @JVQH% 0 ” 0 Am,DDﬂW 0 ” F7Po * * *

0 w@ L oo ' (9o 0 L (¢Do 0 (7)o (€90 * *

{ | | | |
0 .woﬁ% ” 0 0olg ” 0 quoﬂm. 0 ” 0 AthQﬁm‘ 0 ” Q\“m.wo Am“m.wo Amvm,wg *
0 .wo ” 0 00 ” 0 (Do 0 ” 0 (Do 0 ” @qwo Am;wo Am;.wc quo
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sont vérifies avec

(M1 Ny + Elez)Ug

NE

m
ol =D 0h P+ (M NG, + Y Ng,) +

i=1 1

(NS” M, + Nia V) + (N4 My + fong;)ag

Mﬁﬁ-

I
—

%

m
+ (Mu N, + YuNj, o)+ Y (MuNj ; + YuNj 5)o]

7

IX
—

(NGL M + NiHYi)o!

Ms

(Ndo MY+ N, Y +

<.
Il
o

d b?
— 5:YQf — Q) VST + (1 + 1) I
(6] C1
Zam+l w2 + (NG M ST + N({glﬁjfsf) — CTY5h + M1 Gy
=1

— M11J;1CGr — Y11, 2CG1 + Z(NﬂTMﬂSlT + N3 Y ST )o!
i=1

+ (NG My ST+ N, 402 Y1ST) +Z M1151 + Ng, 2Y1151)

m
= Z ol P+ GT M ST — GTCT T iy ST — GTeT 5Ty sT
=1

d
+ S1M1G1 — SlMHJfCGl 51Y11J2 CGy + l[

=P+ Y 0l Py — My — CTY585 + (NgT MY, + NgEYih)
=1

91,3

m
Z M11 + N, YlTl)Ug + (Ndo M+ N, oY)

m

+ > (NFL M+ NLY)o!

=1

m

0%1,4) = Poz + Z 0] Pip — So Mo — CTYzE + (N({:lleTlslT + N&5Y1T151T)
i=1

+Z "ML ST+ NI YR ST Jol + (Ng()T,lMﬂSlT +N§$2Y1T151T)

m .

+ Z(quMlTlSlT + NZ}ZTQYE&T)U?

i=1

012,3) = o + Zagpig — S\ Myy 4+ GTMTE — GTCT #TMT, — GTeT 2Ty [”
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m
0lyyy = Pos+ > _ 0Py — Moo + G M{y ST — GTCT "My ST — GTCT 5V ST
i=1
0@ = —Mi — M|
0@y = —S2May — M| ST
Oy = —Mag — M3,
015 = Mt — My JEC — Y11 J3C
o(1,6) = M11Ga — M1 J{CGa — Y11J5CGy
oo = (M11Ng, 1 + Y11Ng, o)
0{ = (M1 Ng , + Y11N§“;72)ag pour i=1,...,m

et!

dy = b3b3 + babsb, (4.14a)
dy = b2 + babsbg (4.14b)

Les gains Zpin,1 et Kg sont donnés par

Zom1 = MV (4.15a)
K§ = My,' Yoy (4.15b)
Les matrices de gain de lobservateur N, M, Nj, My, pour i = 0,...,m, et J* sont

déduites de la relation (3.43).

Démonstration. Comme dans les chapitres précédents, la preuve de ce théoréme est basée sur la
transformation du systéme d’erreur en un systéme descripteur équivalent. Pour ce faire, notons
Epin(t) = €pm(t). Le systéme (4.10) se réécrit sous la forme descripteur suivante

[In+q 0] lépln@) [epm<t>]
0 0 épln(t) gpln( )

0 0
0 L

0 InJrq
N(u) + 3212 Nayui(t)  —Intq

m O t—Ti
+ / Zom(s)ds +
2 Ndiui(t)] . (#)

=0
En considérant la fonction de Lyapunov suivante

P(U) M In+q 0 épln(t) l m 0 t+f87T . »
0 M] [ 0 0] [ (t)] - /iiz;/_n/t Epin(8)Epin(s)dsdf3

gpln
(4.17)

o~

0
Ny

0 0
0 G

0

o (4.16)

V(@pm) = [epln( )

gpln(t)

avec P(u) = P(u)T > 0 € RtOx(40)  pp ¢ ROFOX(49) st une matrice donnée et x est un
scalaire strictement positif. La dérivée temporelle de cette fonction de Lyapunov le long de la
trajectoire du systéme (4.10) est décrite comme suit

T
(e ) — €pin(t) a(1,1) a(1,2) epin(t) - '
2 >[()] [ _M_MT] me@) 30

1. Une autre expression de d; et d2 est proposée dans la remarque 4.3.2, page 104.
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1 m t—7;
+v1(Ept) + 02(Ep) — /t & (5)em(s)ds (4.18)
1=0

ol a(y,1), ag1,2) et Si(t) sont définis respectivement par (3.25a), (3.25b) et (3.25¢). Les termes
v1(€pn) et v2(€pln) sont donnés par

- T - - T T
_ eom| [Pw) M| [o o] [o o] o o] [P 0] [epm
vi(@pm) = |_° (u) (T) - P (4.19a)
Em] | 0 M| |0 L||NJ [N [0 L] [MT MT| |
- 4T ¢ - T T -
wa(enn) || [P0 M) fo 0] Fo o] o o] [P 0 JTem| g
2 In) — :
T lEm] |0 Mo G| N, N [0 G| [MT M| |pm

Notons que la dérivée de la fonction de Lyapunov décrite par (4.18) est la somme de la
dérivée de la fonction de Lyapunov (3.24) utilisée dans la démonstration du théoréme 3.3.2 avec
les termes v1(€pln) et v2(€pm) en plus. Ainsi, nous allons nous baser dans cette démonstration
sur la démonstration du théoréme 3.4.2 ou les termes S;(t) ont été majorés par 'inégalité (3.26).
Il en résulte qu’il reste & majorer les termes vy (€pm) et va(€pin)-

Commengons par v1(€pln), qui, en utilisant le lemme de majoration A.3.1, peut étre majoré

comme suit
épln P(u) 0 Epln
e T T| |=
Epln M M Epln
En utilisant le lemme de majoration A.3.1, le terme souligné ci-dessus peut étre majoré
comme suit

T
0

N,

0
Ny

0 0
0 L

0 0
0 L

1

_ <1
v1(€pm) < o

T
Pu) M
o

T
0

Ny

0

N, = NINy = (U2, u) — 0@, u)T (0(z,u) — 02, u) < bPel(t)ey(t)

Il s’en suit que le terme vy (€pn) peut étre majoré par 'expression suivante

Pu) 0 €pln
2 3]l

T

€pln

0 0
0 L

0 0

T
Pu) M
] 0 L

0 M

gpln

En procédant de la méme maniére que pour le terme vy (€pm), le terme va(€p) est majoré

ci-aprés en utilisant l'inégalité (A.3.5)
T —
P(u) 0 €pin(t)
MY MT| |Epm(t)

0
Ny

0
Ny

0 0
0 G

0 0
0 G

1

s vyl
v2(€pin) < .

E1oln(t)

’ P
+c2 () M]
gpln(t)

0 M

et le terme souligné est majoré comme suit

T
0

Ny

0

N, = NgNg = [g(:c, uw)d — g(z, u)é}T [g(a:,u)@ — g(i’,u)é}

< ((g(a:, u)0 — g(Z,u)0) + (9@’ w)f —g(z, u)é))T
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< (gt w6 — 9@, w)0) + (9(&,u)0 — g(&,w)) )
< B303CT (1)ea(t) + B (t)eq + bababg (1€ (0] llea(t)l] + lef ()] Ilex ()]
< Bb3es (t)ea(t) + beg (t)eq + babsby(ef (ex (t) + €f (t)eq)
= (b3b5 + babsby) e, (t)ex(t) + (b7 + babsby) ej (t)eq (4.21)

d1 d2

Il en résulte la majoration du terme vy (€p),) donnée par

e 0]
U2(6P1H) S epln(t) do epln(t)
0 g
— T T T —
e €pin (1) P(u) M| |0 O |0 O P(u) 0 | |epm(t) (4.22)
Epin(?) ] 0 M||0 G||0 G MT  MT| |Epm(t)
Finalement, en utilisant la majoration des termes S;(t), pour ¢ = 0,...,m, donnée par la

relation (3.26), ainsi que les inégalités (4.20) et (4.22), la dérivée temporelle de la fonction de
Lyapunov (4.17) le long de la trajectoire du systéme (4.10) peut étre majorée comme suit

T
V(@pm) < [@pln(t)] ([a(mﬁQ a(1,2)
pln) >

Epln () * ~M - MT
T T
P(w) M| |0 0|0 O P(u) 0 P(u) M| |0 0] (0 O P(u) 0
+c1 +c2
0 M|[0 L]0 L] |M" MT M| |0 G| |0 G| |[MT MT
T
| P M 0 0 P 0 Comn(t
+’€Z (w) (w) epin(t)
| 0 M| |Ngu(t)| |Nawi(t)] | MT MT|] [Epn(t)
(2+%)n o
avec Q = | \? @ .
0 () 1,
ca
En développant les blocs de I'inégalité ci-dessus, celle-ci se réécrit sous la forme suivante
eplnlt "Ta a €pln(?
V() < [epl“( )] [a“’” “”’”] [epln( )] (123
Epln(t) * a(2,2) €pln(t)
avec

m
a1 = a1 +Q+ el MLLT M 4+ caMGG" M” + k)~ MNg,Nj M (t)
=0

m
(1) = a2 + aMLL"MT + cuMGG"MT + k>~ MNg Nj MTu?(t)
1=0

Aoy = —M — M" + cy MLL"M" + c;MGGT M” + 1)~ MNg N MTu (¢)
=0
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La stabilité de ’erreur d’estimation est donc garantie si
7 7
022

En appliquant le lemme de Schur (voir le lemme A.3.3), I'inégalité ci-dessus est équivalente
a l'inégalité suivante

a(l,l) + Q (1(172) : 0 M]L : 0 MG
* —M—MT; 0 ML ' 0 MG
- - g 0 , 0 0
L -~ I U 0
* * ok * :;QIISJF(] 0
| |
-1
K S - Y
MNg, ' MNgur(£) ... 1 MNg,, tn(t)
- MNgy | MNg,wi(t) | ... | MNg, um(t)
0 | 0 L 0
0 0 o 0
’770777\7776777\777\77776777’
| (I |
0 (4.24
o o0 ..l o <0 (424)
it bl el e
B N L T
e O 0
* : * : : 0
****** \*******T**\***I****’
* \ * ok g

L’inégalité (4.24) dépend du vecteur de commande u(t), ce qui ne permet pas une résolution
simple du probléme. Puisque les entrées et leurs dérivées sont bornées, elles appartiennent au
polytope convexe P donné par (2.18), ce qui permet de résoudre le probléme sur I'ensemble des
sommets ® donné par (2.19) du polytope P. Ainsi, en utilisant le vecteur §(¢) décrit par (2.17),

les matrices N(u), Ng,u; pour i = 0,...,m, P(u) et sa dérivée se réécrivent comme suit
m
P(u)—  P@6) =P+ &P, (4.25a)
i=1
. . m
Pu)—  P(6) =) bmiP: (4.25D)
i=1

20Ny + ZpmaNip)0i Gr— JTCGL = Zpna J30G

N(u) —  N(6) = e .
— 80

(4.25¢)
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xr xT
Ng 1+ ZpmiNg o 0

5i 4.25d
0 0 ( )

Ndi U; — Ndi 51 =

Le développement des blocs de I'inégalité (4.24) aux sommets du polytope P donne les LMIs
(4.13), ce qui termine la démonstration. .

Remarque 4.3.1. La discussion faite sur la matrice M dans les remarques 3.3.2, 3.53.3, 3.3.4
et 3.3.5 dans la section 3.3.2 reste valable pour la synthese de Vobservateur (4.6). Il suffit de
remplacer dans ces remarques a(2 2 (373) et a(4 gy bar 0(272) (373) et 0(474) De plus, I’équation
dans le second item de la remarque 3.5.2 devient

(2 2) Z Tmyibis + I
Remarque 4.3.2. En utilisant les relations (4.3), (4.4) et (4.5), on a la magjoration suivante

9200 = 9(@)0)] = 910 — 9(2)0 + 9(@)0 — g(@)
< lla@)? — g@9] + [9(@)6 - 9()8]

< ol lg(@) = 9@l + lg@) |0 -]
< babs [lex || + by [leo]| (4.26)
En utilisant U'inégalité (4.26) et le lemme de majoration A.3.1, on peut remplacer l'inégalité
(4.21) dans la démonstration du théoréme 4.3.1 par

T
0

Ny

0
Ny

~

= NIN, = (9(2)0 — g()0)" (9(2)0 — g(2)d)

babiele, + bzegTeg + 2b%b§b3 llex]| [legl|

bybier eq + bieg g + absbsbiel en + a7 b3b3bzeq €

= b2b3(a + b;) ele, + bz(l + o 1h3b3) el'ey (4.27)
—— —

d1,a d2,a

<
<

avec o > 0.

L’inégalité (4.22) reste valable en utilisant dy o et daq & la place de dy et dy. Ainsi on peut
remplacer dy et dy donnés respectivement par (4.14a) et (4.14b) dans le théoréme 4.3.1 par dy 4
et d27a.

Nous allons maintenant comparer les majorations (4.21) et (4.27).

(1) On suppose que la majoration (4.21) est meilleure que la majoration (4.27), c’est-a-dire

que l'on a
by
d1 < dyq <= babs + by < babg(a+ b)) < 1+ W —b <« (4.28a)
203
dy < daq <= babsby < o 'bab3b <> a < babsbg (4.28D)
ce qui donne
by
1+ —2 — b2 < o< bobsh 4.2
+ babs g S <« 20304 ( 9)
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Puisqu’il existe o > 0 vérifiant (4.29), il faut que

b
1+ —2 — b2 < babsb
Tty Vo S 12080
c’est-a-dire que
0 < babsb, + (b3b3 — 1)bg — babs (4.30)

On a le discriminant A = (b3b3 — 1)% + 4b3b3 > 0 et les racines by = by, et by = by, de
léquation 0 = bgbgb?] + (b3b3 — 1)by — babs sont données par

1033+ \/(B302 — 1)2 + 46203 1

b — — 4.31

g Ybobs bybs (4.312)
1— b2b2 — /(0202 — 1)2 + 4b202

b,, = 273 23 233 — _bob 4.31b

92 2bobs 278 (4.31D)

On a donc toujours by, > 0 et by, < 0.

Donc, ¥by > 0 et Vbz > 0, il existe toujours by > 0 qui vérifie babsby > 1 et l'inégalité
(4.30).

Siby = by, , c’est-a-dire si babsby = 1, alors les inégalités (4.28a) et (4.28b) sont satisfaites
sion a o =1, ce qui donne di = dy4 et do = dao. Dans ce cas, l'inégalité (4.30) est
satisfaite et devient une égalité.

(ii) On suppose que la magjoration (4.27) est meilleure que (4.21), c’est-a-dire que l'on a

b

d1 > dyq <= babs + by > babg(a + b)) < 1+ ﬁ —-b >« (4.32a)
203

dy > da o <= babsby > o~ 'bab3b <> a > babsbg (4.32b)

ce qui domne

b
14+ —L — b2 > a > bybsb 4.33
+b2b3 g = 2030g ( )

Pour qu’il existe o > 0 vérifiant (4.33), il faut que

b
1+ —2 — b2 > bybsb
T by Vo = 0208%
c’est-a-dire que
0 > babsb, + (b3b3 — 1)bg — babs (4.34)

On a le discriminant A = (b3b3 — 1)2 + 4b3b3 > 0 et les racines by = by, et by = by, de
léquation 0 = bzbgb?] + (b3b3 — 1)by — bobs sont données par (4.31a) et (4.31D).
Donc, ¥by > 0 et Vbg > 0, il existe toujours by > 0 qui vérifie babsby < 1 et linégalité
(4.34).
Le choiz entre les majorations obtenues avec (4.21) et (4.27) dépend donc de la valeur de
babsbg :
o s50it babsby < 1 — majoration (4.27) et il faut que o vérifie (4.33),
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o soit babsby =1 — les majorations (4.21) et (4.27) sont équivalentes et il faut que o = 1,
o s50it babsby > 1 — majoration (4.21).

Exemple numérique : Afin d’illustrer la faisabilité de notre approche et les performances de
I'observateur (4.6), nous considérons un exemple de systéme non linéaire a retards décrit comme
suit

Fl(t)] _ [—4 2 ] [xl(t)] . [—0.4 0.8] [xl(t)] u(t) + [—0.1 0.01] [xl(t—m)]
l’g(t) -1 —-1.9 l‘g(t) 027 —-04 :Eg(t) —0.11 —-0.68 ZEQ(t - 7'0)
0.8 0.08 | [z1(t—7) —0.2 —0.2 0.9
28 [y N i R o PR o 8 i PSR

ou les fonctions non linéaires sont décrites par

o) = [0.5sin(z1(t) + u(t))
’ 0.5 sin(za(t) + u(t))

et g(z,u) = 0.3sin(u(t) — x1(t))

avec les constantes de Lipschitz respectives by = 0.5 et by = 0.3 et avec |g(z,u)| < by = 0.3. Le
paramétre inconnu affectant le systéme est borné comme suit 0| < b3 = 0.8 et vérifie 'hypothése
4.2.2. Le vecteur des mesures est décrit par y(t) = 0.5z1(¢) et les retards qui affectent le vecteur
d’état sont 79 = 2s et 71 = 1s.

Avec un choix des matrices Sy = [1.613610~7 0.6644 et ST = [4.432110°7 0.079348], la

résolution des LMIs (4.13) donnent les matrices et les scalaires suivants

[ 18.344 3.88881076 3.6677 106
Py = [3.888810°6 9.9575 3.4396
3.6677 1076 3.4396 12.077
[ 0.0029655 —1.657810~7 —5.5194107
P =|-1.657810"7 0.99968 —0.33591
| —5.5194 1077 —0.33591 —0.7789
[ 8.6358 3.48491076 5.237410°6
M = [3.4849106 4.794 0.93767
_3.708810—6 3.1852 11.817
v [ 24352  —3.5966 —14.415 —8.9915 —3.7121 —719.32 —7.1153
11 —
| —0.080364 —0.67927 —10.415 —1.6982 2.3731 —135.85 —4.914
—89.915 18.999 —7.2001 —1.8561 —3.5577 —2.5035
—16.982 —21.683 —4.394 —0.31188 —7.9247 —2.8752
Yoo = —7.004

c1 = 0.050109, co =0.32974, ~ = 0.060235

Le calcul des matrices Zp,1 et K§ selon les relations (4.15a) et (4.15b) donne les valeurs
suivantes

QY = —0.5927
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z —0.28199 —0.41647 —1.6692 —1.0412 —0.42985 —83.295 —0.82393

In,1 =

- —0.016763 —0.14169 —2.1726 —0.35423 0.49502 —28.338 —1.025
—10.412 2.2 —0.83374 —0.21492 —0.41197
—3.5423 —4.523 —0.91654

—0.2899
—0.065055 —1.653 —0.59974

Ainsi, les matrices gain de I'observateur sont déduites comme suit

. [-0936 9.35210°7 . |—3.482107* 3.7401077 . |—3.730107
|—0.475  —0.974 1.15610~7  —0.0297 —4.800
. [-5.15910"7 4.676107° . [-443110"% 3.74010°%
Nao = —7 Na, = _7 -3
| 1.64310 —0.675 —3.3371077 —2.97410
. [-720010°7
Ml -
0.197

. |—9.7841078 . |-78271077
MdO - Md1 -
0.312

2
J? =
—1.137 ] [—0.92564]
. 46761077 0
Qr =
0.462

1

. [420810°7
Q —
| —0.583

Nous injectons les valeurs des matrices gain obtenues ci-dessus dans l'observateur. Les ré-
sultats de simulation sont illustrés par les figures 4.1 et 4.2 qui montrent la convergence des

350

estimations des états et du paramétre inconnu vers leurs vraies valeurs.
1 T T

‘—%lkt) 1

FiGURE 4.1 —

Convergence de l'estimation des états &1 et g (
respectives x1 et xo (—).

) vers leurs vraies valeurs

—f
i

1
I

FIGURE 4.2 — Convergence du paramétre estimé @ (- - -) vers sa vraie valeur 6 (—)
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4.3.2 Observateur adaptatif d’ordre plein avec J* =0 et J’ =0

En se basant sur les résultats de la section 4.3.1, nous proposons de synthétiser un observateur
adaptatif avec J* = 0 et J? = 0. En annulant les gains Kf pouri=1,...,m,et Kji, pour ¢ =
0,...,m, la structure de 'observateur devient proche de celle souvent utilisée dans la littérature.
Cet observateur est décrit par

(Ao—i—ZAuz) )+ Agy & (t — 10) +2Adu, )& (t — 1) + Bu(t)

=1
+ (&, u) + G10 + Gog(@,u)0 + K (y — C2) (4.35a)

6= Ki(y—C#) (4.35b)

ou & € R” et § € IRY sont respectivement les estimations de z et 8. K§ € R™P et K§ € RI*P
sont les matrices des gains de 'observateur & déterminer afin que les erreurs d’estimation du
vecteur d’état et des paramétres inconnus convergent vers zéro.

En considérant J* = 0, la matrice W}, devient égale a la matrice identité de dimension n ce

qui engendre que les erreurs d’estimations sont €,(t) = x(t) — (t) et es(t) = 6§ — 6(t). Le calcul
des dynamiques des erreurs d’estimation donne

éx(t) = (Ao + Z A;u; — K§C> ( ) + Adoem —|— Z Ad uzem — z)
=1

+ (0w, u) — 6@, u) + G (g(x, w)d — g(@,u)0) (4.368)

go(t) = —KJCe,(t) (4.36b)

La dynamique de l'erreur d’estimation e’ () = [Eg(t) Eg(t)} est décrite par 'EDF suivante

épln(t) = N(u)épln( ) + I\Idoepln(t - 7—0 + Z Nd U )epln( ) + Ny + GN (437)
=1

ou les matrices N(u), Ng,, Ng,, Ny, Ny et G sont données par

A m A — KEC G Ag, 0 Ag 0
N(w = [0+ 2m At = GG o= Ng,(u) = |~
I -K{C 0 0 0 0 0
N, = |few) — @) alwh-g@ud| o[G0
I 0 0 0 0

En se basant sur les développements faits dans la section 4.3.1, nous pouvons énoncer sans
démonstration le théoréme suivant en adaptant le théoréme 4.3.1 dans le cas ou J* = 0, K* = 0,
pour i =1,...,m, et Kj =0, pouri=0,...,m

Théoréme 4.3.2. Si les hypothéses 2.3.1, 4.2.1 and 4.2.2 sont vérifiées, alors le systéme (4.35)
est un observateur adaptatif pour le systéme non linéaire (4.1) et l'erreur d’estimation donnée
par (4.37) est quadratiquement stable s’il existe, pour o/ € ®, avec j =1,...,22™

— une matrice P(o?) € RMFD*X+9) donnée par (4.11),

— une matrice M € RMPX0HP) donnée par (4.12),

— des matrices Y11 € R™*P et Yoy € RI*P,

— et des scalaires ¢; >0, co >0 et k > 0,
tels que les LMIs
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sont satisfaites avec
ZO‘m_H il + Z MHA O' —|— ZATMHO' - YHC - CTY17£ - SQYVQQC

dy b
—CTyls M1 A Al Mo — 4+,
2+Zz; 11440 +Z 1107 <62+c1

m m
Tro = D ohsiPa MG + Y AN ST + 30 AGME STl - TV,

i=1 e P
- CTYLST
' d
a2 = Zf’mﬂ i3+ S1MuGh + Gf M1 ST + ij .
i=1
Ogy = > 0iPa+ Y ATMyo] +) " AGM{jo] — My - CTY]] - CTY5S5
' ' i=0

m m m
Gy =D 0iPa— M+ Y ATMSTol — CTvh + Y AL M{ ST o)
1=0 =0 =1
- CTyyhst

6{273) 2 aj — S1My; + G M{,

o) = z; o7 P — My + GT ML ST
=

O(3,3) = — My — M|

O(4,4) = —May — My,

0(3,4) = —S2Ma2 — M ST

m
15 = Por + ) Puoy
1=1

m
5€176) = Po2 + Z Piyol

i=1
m
5{2,5) = Py + ZPOTzaf
121
6{2,6) = Fo3 + Z; Pol
i
o(1,7) = MinGs
o) = My Ag,
o) = My Ag,o!  pour i=1,...,m

et?

2. Une autre expression de di et da est proposée dans la remarque 4.3.2, page 104.
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dy = b3b3 + babsb,
dy = b7 + babsb,

Les gains de l'observateur sont donnés par
K& = M'Y11 (4.39a)
K = My, Yoo (4.39b)

Exemple d’illustration : Considérons 'exemple suivant
t1(t —4 2 t —-04 0.8 t —-0.1 0.01 t—
i) _ )], n0] o 21(t =)
Zo(t) —1 —1.52]| |z2(t) 0.27 —0.4] |x2(t) —0.11 —0.68]| |x2(t — 70)
—0.8 0.08 t— 0.8 -0.2 0.99
+ n(t =) u(t) + u(t) + 0+ g(z,u)0 + {(z,u)
—0.2 —0.04| |z2(t —71) 0.01 0.3 -0.9

Les fonctions non linéaires ¢(x,u) et g(x,u) sont décrites comme suit

| —— |

0.2sin(z1 (t)e0-2u)

0.2 sin(xQ(t)e—O.Qu(t))] et g(z,u) = 0.2sin(u(t) — x1(t))

Uz, u) = [

avec les constantes de Lipschitz respectives by = 0.2 et by = 0.2 et avec |g(x,u)| < b, = 0.2.
Le paramétre inconnu est borné comme suit |#| < b3 = 0.5 et vérifie ainsi ’hypothése 4.2.2. Les
mesures disponibles sont y(t) = x;(t) et les retards sont les suivants 79 = 1.5s et 71 = 2s. La

résolution des LMIs (4.38) aux sommets du polytope convexe P, avec S1 = [1.6484 —0.34381}

et S’g = 10.7037 1,03}, donne les valeurs suivantes des matrices Py, P;, M, Y11, Yoo et des

constantes c1, c2 et K,

15.068  —0.89688 2.6085
Py=[-0.89688 13.441 2.6283
2.6085 2.6283  2.9814

1.7529 —1.3438 —0.058127
Py =1 —1.3438 1.8824 —0.38556
| —0.058127  —0.38556  0.24273

3.8360  1.643  0.2776
M= |1.643 7.1203 1.3041
13.2369  3.4346  2.9919

[73.239
Y1 =

| —50.43
Yoy = —52.141

c1 = 0.030433, c2 = 0.068368, ~ = 0.038903
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Le calcul des gains de I'observateur K& et K§ avec les expressions (4.39) donne

. 1 0.13455
Ky =My Y=

~1.0155
K§ = My, Yoy = —2.5382

Ces gains sont injectés dans I'observateur et les résultats de simulation illustrés par les figures
4.3 et 4.4 montrent la convergence des états et des paramétres estimés vers leurs vraies valeurs.

‘ —;L-l(t) —9;‘2(15)
e (8) ] —=dia(t) ]

04 L L L L L
20 30 10 50

50 0 10

2 L L L
0 10 20 30

FIGURE 4.3 — Convergence des états estimés &1 et &2 (- - -) vers leurs vraies valeurs respectives

z1 et x2 (—).

~

60 70 80

"o 10 20 30 10 50

FIGURE 4.4 — Convergence du paramétre estimé 0 (- - -) vers sa vraie valeur 6 (—).

4.3.3 Observateur adaptatif fonctionnel d’ordre réduit avec J? = 0

Dans cette section, nous considérons le systéme (4.1) ou rang(L) = r et nous proposons un
observateur adaptatif d’ordre réduit donné par la forme suivante
m m
0:(t) = NEn(t) + Y NFum(t) + W Bu(t) + Njn.(t — o) + > Njuins(t — )
i=1 i=1

i=1

m m
+ Mgy(t) + ) Miugy(t) + Mz y(t —70) + Y Mjuy(t — 7)
=1

+ QFl(2,u) + U LG10 + QZg(2,u)d (4.40a)
A(t) = QPna(t) + MOy(t) (4.40D)
(4.40¢)

() = n:(t) + J7y(t)

IS8

ou 7, € R" est le vecteur d’état de 'observateur. 2 € R et 6 € RY sont respectivement les
estimées de z et 0. Les matrices NV; € R™", M; € R, N;, € R™", My, € R"™P, pour
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i=0,...,m, Qf € R"™", QF € R"* et J* € R™P sont les matrices des gains de I'observateur
& déterminer dans le but d’assurer la convergence de l'erreur d’estimation. Pour ce faire, notons
€red (t) Verreur d’estimation définie par

ez<t>] [ 2(t) — 4(t)

€red (t> == [ g _ (t)

4.41
eq(t) )

\PLx(t) - nz(t)
0 —0(t)

Posons ¥;, = L — J*C. En procédant comme dans les sections précédentes et en supposant
que

Q2 =ULGy (4.42a)
Qi =y (4.42D)

le calcul de la dynamique de 'erreur d’estimation fait apparaitre des termes dépendant de 1’état
et de I'état retardé comme suit

= Niu(t)e(t) + Y (WA — NfU, — M7C) ui(t)a(t)
= =0
+ Z (\IILAdi —~ NjVp — MjiC) u;()x(t — 1) + W (U(z,u) —L(2,u))
=0

+ ¥ ;Go (g(z, u)f — g(Z, u)é) (4.43a)

Eo(t) = QY. (1) — (QH\I/L + Mgc) (%) (4.43b)
avec ug(t) = 1. Afin de déterminer les biais dans l'erreur d’estimation induits par ces termes, ces
derniers sont annulés en posant, pour i =0,...,m,

QU +M{C =0 (4.44a)
VA — NV, —M:C=0 (4.44b)
\IILAdi - le\IlL - Mic =0 (444C)

Ainsi, la dynamique de Ierreur d’estimation est régie par 'EDF suivante

éred(t> - Nr(u)éred( ) + Nr doered( + ZNrd uz )ered( ) +L Nré + G Nrg (445)
=1
avec
[Ng + 3 N7u; UG Nz 0 Nz 0
Nr(u) = o Zzg—l o Lt Nr,do = do N’I‘,di = &
i 0 0 0 0 0 0
N, — —E(z,u) —l(Z,u) N, = g(z,u)0 — g(2,u)0 G, — UGy O o Uy, 0
i 0 0 0 0 0 0

L’équation (4.45) est similaire a la relation (4.10) si on remplace la dimension r par n et
les équations (4.44a)-(4.44c) sont identiques aux relations (3.60a)-(3.60c) dans la section 3.5.
Avant d’étudier la stabilité de erreur d’estimation (4.45), il faut résoudre les équations (4.44a)-
(4.44c¢). Cette résolution permet d’obtenir les conditions d’existence de 'observateur (4.40) et
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de paramétrer les matrices des gains de 1'observateur via une seule matrice & déterminer. Nous
trouvons la résolution des équations (4.44a)-(4.44c) dans la section 3.5. Si la condition d’existence
des solutions de ces équations donnée par (3.14) avec J? = 0 est satisfaite, alors ces solutions
sont données par (3.15). L’analyse de la stabilité de l'erreur d’estimation (4.45) est donnée par
le théoréme 4.3.1 en adaptant les dimensions de ’erreur d’estimation, r + g dans €..q au lieu de
n + q dans €pl,, en remplacant les matrices du systéme (4.10) par celles de I'équation (4.45) et
le gain Zpn 1 par Zied 1, et en ajoutant la condition (3.14).

4.4 Observateur adaptatif pour une classe de systémes non li-
néaires singuliers a retards

L’étude des systémes dynamiques (mécanique, électrique, chimique, etc) nécessite généra-
lement une modélisation mathématique du comportement du systéme. Habituellement, cette
modélisation orientée sur 'interconnexion décrit le comportement dynamique des composants
par des équations différentielles et le couplage des sous-systémes par des équations algébriques,
i.e. des équations algébriques sont établies & partir des relations entre les variables du systéme.
Ainsi, le modéle mathématique est représenté par un ensemble combiné d’équations différentielles
et algébriques, c’est-a-dire par des équations algébro-différentielles ordinaires (EADO). En auto-
matique, nous parlons de systémes singuliers ou de systémes descripteurs. Des applications des
systémes descripteurs peuvent étre trouvées dans divers domaines tels que la robotique [McC86],
les réseaux de circuits électriques [New&1], la chimie [Dai89]. En effet, dans les systémes robo-
tiques, les équations différentielles décrivent généralement la dynamique des sous-systémes et les
équations algébriques caractérisent les couplages par des contraintes telles que les articulations.
Les réseaux électriques peuvent également étre considérés comme étant un ensemble des sous-
systémes d’éléments de ces réseaux (tels que des résistances, des condensateurs, des inductances
décrits par différents types d’équations différentielles) et par des couplages dus aux lois de Kirch-
hoff (décrites par des équations algébriques). Les modéles de processus chimiques décrivent des
équations différentielles afin de modéliser les équilibres dynamiques de masse et d’énergie, tandis
que les équations algébriques permettent de tenir compte des relations d’équilibre thermodyna-
mique, des hypothéses d’équilibre, des corrélations empiriques, etc.

Dans cette section, le probléme de synthése d’observateurs adaptatifs est traité pour la classe
des systémes non linéaires singuliers. Pour ce faire, nous considérons le systéme (4.1) ou ¥ = FE
est une matrice singuliére de rang v < n. Nous proposons dans la suite des observateurs adaptatifs
avec J? = 0 d’ordres plein et réduit.

4.4.1 Observateur adaptatif d’ordre plein avec J’ = 0

Pour le systéme (4.1) ot T = F est une matrice singuliére de rang v < n et L = I,,, nous
associons 'observateur adaptatif d’ordre plein décrit par

fe(t) = Ngna(t) + > NFuing(t) + Nime(t — 10) + Y Njums(t — )
i=1 =1

m m
+ Mgy(t) + Z M uiy(t) + Mg,y(t — 7o) + Z Mg uiy(t — 1)
i=1 i=1

+ \IlplnBu(t) + \I/plnGlé + Qgg(i‘a u)é + Qfﬁ(i’, u) (4'463)
6(t) = K§(y(t) — Ci(t) (4.46b)
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B(t) = na(t) + Jy(t) (4.46¢)
ot # € R" et 6 € RY sont les estimations de z et . Les matrices N, M, Ny, Mg, pour
i=0,...,m, Qg, Q7, et J” sont a déterminer afin que Z et 0 convergent vers leurs vraies valeurs
x et 0.

Dans cette section, nous considérons les hypothéses 2.3.1, 4.2.1 et 4.2.2, et les matrices E et
Hypothése 4.4.1. Supposons que
E

C satisfont 'hypothése suivante.
rang =n

Sous I'hypothése 4.4.1, il existe une matrice non singuliere p € R(P)*(+P) sous la forme
suivante

P3 P4

o= [Pl P2] (4.47)

vérifiant les relations ci-dessous

p1E+ poC =1, (4.48a)
p3E + psC = Opxn (4.48b)

Les matrices p1, p2, p3 et pg sont données par

t
[Pl Pz} = i (4.49a)
t
[93 P4} =Zpn | In+p — f’ g (4.49b)

ou Z,, € RP*("+P) est une matrice arbitraire permettant de sélectionner les p lignes indépen-
E| |E !

c||C
L’équation (4.46¢) de 'observateur (4.46) devient (voir [BD95, DB95])

E(t) = n.(t) + Jy(1)
= n2(t) + (p2 + R"pa)y(t) (4.50)

ot R* € R™P est un gain a déterminer. En utilisant I’équation (4.50), erreur d’estimation e, (t)
devient

dantes de la matrice | 1,4, —

ex(t)

x(t) — (1)

z(t) = ne(t) — (p2 + R*pa)C(t)
= (I, — p2C — R*psC) x(t) — ny(t)

= (p1 + R*p3) Ex(t) — 1z(1) (4.51)
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Remarque 4.4.1. L’hypothése J.4.1 correspond a 'observabilité o linfini pour les systémes
singuliers [Dai89]. La propriété d’observabilité a l'infini signifie qu’on peut écrire lerreur d’es-
timation de l’état x(t) en fonction de Ex(t) et de l’état de l'observateur n;(t), ce qui est le cas
dans ’équation (4.51).

En définissant ¥, = p1 + R p3, le vecteur de 'erreur d’estimation augmenté ey, () est défini
comme suit

2n(t) = ex(t)] _ [:U(t) — ()] _ [woBa(t) - nz(t)] (452
ep(t)]  [0() —0(1) 0(t) - 0(t)
En posant
Qg = \ijG2
Qr = v,

les dynamiques des erreurs d’estimation sont données par

Eult) = 3 Nus(tlea(t) +
i=0 i

i i

(\I/pAi — NZ{E\IJPE - MZ‘TC) u,(t)x(t)
=0

+ (UpAq, — NJU,E — M;C)ui(t)a(t — 1) + ¥, (U, u) — £(E, u))
=0

0,6y (g(g;, w0 — (&, u)é) (4.53a)
éo(t) = —K§Cey(t) (4.53b)

avec ug(t) = 1.
En utilisant la méme démarche que dans la section 4.3.1, si les équations suivantes
V,A; — NV, E—M'C=0 (4.54a)
V,Aq, — NgV,E— M7 C =0 (4.54b)

sont satisfaites, la dynamique du vecteur augmenté de I'erreur d’estimation ep),(t) est régie par
I’EDF suivante

Epin(t) = N(u)Zpm (t) + Naypm (t — 70) + Y Ng, i (£)Epm(t — 73) + LNy + GN, (4.55)
=1
avec
[N+ NFu; W,G) NZ 0 NZ 0
N(U) — 0 Z ; 1 P Ndo — do Nd, — d;
. —KjC 0 0 0 0 0
_E(:L‘, u) — (&, u) g(z,u)0 — g(&,u)d V,Ga 0 v, 0
Ny = g = G= =
I 0 0 0 0 0 0

Le paramétrage des gains de l'observateur se fait par la résolution des équations (4.54), qui
se réécrivent comme suit pour ¢ = 0,...,m,

p1As = NIy + K2C — RPpy A, (4.56a)
p1Aa, = NgpE + K3 C — R*p3Aq, (4.56Db)
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ou

K = M? — N'Rp,
K% =M% — N3 R"py

Les équations (4.56a)-(4.56b) se reformulent sous la forme compacte suivante
W, =XmV, (4.57)

ol la matrice X}, regroupant les gains a déterminer de I'observateur est décrite par

Xpm= | Ng ... Ny N ... Nj K§ ... Ky Kj ... Kj Ry ] (4.58)
et ou W, et V, sont des matrices données par
Wo=1| prdo ... p1Am p1da, .- p1da, }
[ mE 0 0 0 0 |
0 0 0 0
0 0 mnkE 0 0
0 0 mE 0 0
0 0 0 0
0 . 0 0 0 mkE
Vo, = C 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 C 0 0
0 0 C 0 0
0 0 0 0
0 e 0 0 0 C
|—p3Ao ... —p3Am —p3Ae, ... —p3da,]

La résolution de l’équation linéaire (4.57) permet de déduire les gains de l'observateur a
travers le parameétrage de ceux-ci via la matrice Zj, 1 comme dans la section 4.3.1. Les gains de
I'observateur sont donc donnés par (3.43) en remplacant J* par R*, Wy, par W), et Vi1, par V,

si et seulement si
\%W
rang (V,) = rang < [V’D]> (4.59)

p

En utilisant le paramétrage des gains de I'observateur via la matrice Zp, 1, la stabilité qua-
dratique de 'erreur d’estimation est garantie par le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1. Supposons que les hypothéses 2.3.1, 4.2.1, 4.2.2 et 4.4.1 sont vérifiées. Le
systéeme (4.46) est un observateur adaptatif pour le systéme (4.1) avec T = E, rang(F) =v <n
et L =1,, et a une erreur d’estimation quadratiquement stable pour o € ®, j =1,...,2°™ s’il
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existe une matrice P(o7) € R"TOX(+9) sumetrique, définie positive et décrite par (4.11), une
matrice M € RMTP*X(4D) - donnée par (4.12), des matrices Y11 € R™P et Yoo € RT*P et des
sgalaz’re; déﬁm‘js posil?ifs K, c1 et cg tels que les LMIs (4.13) soient vérifiées, ou les blocs 0%172),
J J J

O(9.9) %(23) O(2.4); 0{175) et 0{176) sont remplacés par

m m
0l11y = D Omsili + (MiiNgg1 + YiiNag2) + ) 0] (Mi1Ngy i + YuNg 2) — CTY555
i=1 i=1

dl b2 m .
— S2Y92C + <02 + Ci) I, + (Ng;JMlTl + N(ri[;ngD + Zaf(Ng;lMﬂ + Ng;,QYlii)
i—1

m
+ (M1 Nog + Y11 Nog) + > o (M1 Niy + Y1 Nia) + (Ng, My + Ni oY)
=1

+ZJNA%+NKQ

m
Zam—H w2+ (Not M115T+N8:§Y1T151 +Z NflTMUST‘*‘NﬁTYlTlST) !
1=

(12
=1 1
m .
+ (Nay, "M ST+ N, d02 +Z 1Mf15f+NaZ2KT151T)UZ
+ My1p1G1 + M1R1P3G1 + Y11 R3p3G1 — OTY3,
(2 2) Z Umﬂ s+ G pt M{1ST + G p3 RYT MY, ST + G p RSTY(1 ST + SiMupiGq
=1
d
+ S1M11RTp3G1 + S1Y11 R5p3G1 + ?ij
(2 3) = = Py + ZU Pj — SiMu + G p{ M{y + G p3 RY" M} + G p} RSTY1}

=1

(2 4) = Po3 + Z ol Pig — My + G p{ M, ST + GTpf R{" M, ST + G pf RETY{T ST
=1
o(1,5) = Mi1p1 + M1 Rip3 + Y11 R5p3

o(1,6) = M11p1G2 + M1 R{p3Ga + Y11 R5 p3Go
et3

d1 = b3b3 + babsb,
dy = b? + babsbg

Les gains Zy,1 et Kg sont donnés par

Zpln,l = Milyil (4603)
K = M5, Yoo (4.60b)

3. Une autre expression de di et da est proposée dans la remarque 4.3.2, page 104.
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Ce théoréme est donné sans démonstration car cette derniére est similaire a celle du théoréme
4.3.1.

Exemple illustratif : Nous considérons le systéme (4.1) avec m = 1, o les matrices ont les

valeurs numériques suivantes

(15 3 —15 11 —146 9 084 —12 0.6
E=|-1 2 —1| 4A=|65 -94 75| Ai=| 056 -08 04
1 0 0 058 —4.1 255 0535 0.27 —0.135
[0.36 21 —-36 1.8 94 —24 12 0.96
B=024| Ag =14 —24 12| Ay =16 —16 08| Gi= 064
0.12 158 —1.8 0.9 07 02 -01 0.84
(0.6 03 0
Go= 104 02 0
03 02 0

Dans cet exemple, nous choisissons de traiter uniquement les non linéarités qui multiplient le
vecteur des paramétres inconnus, (i.e. la fonction £(z,u) = 0) ce qui permet d’éliminer quelques
blocs des LMIs du théoréme 4.4.1. La fonction g(z,u) est choisie comme suit

0.2sin(u(t) + z1(t))
g(z,u) = [0.2sin(u(t) + xo(t))
0.2sin(u(t) + z3(t))

avec |g(x,u)| < by = 0.2 et une constante de Lipschitz by = 0.2. Le paramétre inconnu 6 est
borné comme suit |#] < 3. Notons que rang(E) = 2 < 3 et rang([ET C7T]) = 3.

La matrice p est donnée par

[ 6.8352 1018 —6.6919 10-16 1 1 —4.9107 10~16

0.23077 0.15385 —0.5 1 1
|

—1.37107% 1914510715 -2 | 2
|
|

Avec le choix des matrices Sp et Sy comme suit

S1= [—0.31801 0.14709 0.6359}

ST = [—0.0010579 0.047129 0.0022709}

la résolution des LMIs du théoréme 4.4.1 permet d’obtenir les gains Kg = M2_21Y22 = —0.074403
et Zpin1 = MﬁlYn donné par
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ou

120

[ 12647
151.17
6227.3
30,018

[ 5701.5
—97.078
2830.5
—97.473

5.2885 —2.1867 —13.129
—1.711810" —2.603110'3  3.424210
9.0673 —4.9545 —23.457
—3.424 —0.31853 6.6581
—2.574710%  —3.799910'?  5.1578 103
6.9015 0.64926 —13.423
0.75318 0.032044 —1.3968
2.806510"%  4.655910'% —5.604410'3
2= —1.5742 —0.07562 2.9292
2.3192 0.66503 —4.336
4.64110%  7.171910'2 —9.273310'3
—4.7737 —1.351 8.9424
1.788410%  2.861610'2 —3.568110'3
2.988210'3 45147102  —5.96810'3
8.612610'2  1.2957el12  —1.71410'3
—2.106910'%  —3.133810'2  4.222110'3
| —1.386310'%  —2.164101  2.773410'* |
15117 6227.3  —30.018] (14522 —25.009 28.744  23.459 |
8866.7 —302.32 1051.1 ol —25.009 4404.3  48.499 —282.73
—302.32  3306.2  58.544 28.744  48.499 —56.952 —47.167
1051.1  58.544  8957.1 23.459 —282.73 —47.167 —76.267
~0.60282 2830.9 —9.3661]
2087.6  191.27 417.27
2.0658  1455.2  20.106
440.95  53.267 8853.8
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—7014.8
—6.58231015
—14705
—673.17
—7.828110
1347.8
339.87
1.3506 1015
—683.13
947.46
2.084 105
—1901
9.5167 10
1.421710%°
5.8226 1014
—5.9967 104

| —5.2651101°

Yi1 =

—9557.5
4.345101°
—20169
654.25
1.0126 10*°
—1297.8
—244.56
4.6592 10
487.16
932.31
—8.1591 10
—1862.3
—1.157210"
—8.27910™
—2.433910%
7.586710'*
1.8538 101°

—4141.9
1.373210'6
—8480.9
—3.2113
2.1723101
1.851
99.205
—2.1109 1015
—193.38
255.9
—3.5689 1015
—501.39
—1.2986 1015
—2.257110'
—5.6187 10
1.7986 105
1.1153 10

Yoo = —658.74, ¢y = 6.2927 107°, k = 0.048432

Ce qui permet de déduire les valeurs des gains de ’observateur

(24942 —3.02  1.1666 —0.046514  0.36094  0.099405
N§ = |-5.2251 —2.5072 —2.2573 N{ = |0.0020162 —0.52084 —0.0063697
| 1.0438  6.0393  —4.3056 0.09664 —0.72193  —0.19706
[-0.034977  —1.5606  0.069954 | —0.093249  0.34779  0.1865
Nj = |-0.076603 —0.26274  0.1532 N3 = 0051042 —0.87699 —0.10208
| 006992 3121  —0.13984 0.18649  —0.69572 —0.37298
[ 1.7223 0.0089949 | 0.046099 0.016962
Mg = | 1.2745 M} = {0.0036711 M3 = | 0.029158 M3 = | —0.0085399
| —3.4447 —~0.018035 —0.092195 —0.033908
[ 0.25957 017978 0 —0.061564
QF = |0.043688 —0.0031558 0 R* = | 0.99039
051911 —0.35956 0 2.1232

Avec des retards 19 = 3s et 71 = 3s injectés dans le systéme considéré et dans ’observateur,
nous obtenons les réponses données par les figures 4.5 et 4.6 qui montrent la convergence des
estimations des états et du parameétre inconnu vers leurs vraies valeurs.
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. [=am | ‘ |
) (1)

—a3(t)
--=-3(t)

18 20

L L !
12 14 16

().

0.68 |- +
0.66 |-
0.64 |-

0.62 ri

0.6 H

FIGURE 4.6 — Convergence du paramétre estimé 6 (- - -) vers sa vraie valeur 6 (—)

4.4.2 Observateur adaptatif fonctionnel d’ordre réduit avec J’ = 0
Dans cette section, nous considérons le systéme (4.1) avec T = E, rang(E) = v < n et
rang(L) = r. Pour ce systéme, nous proposons un observateur adaptatif d’ordre réduit donné

par
m
—70) + > Njum:(t —7)

m
nz(t) = Néﬁz(t) + Z Nfuin,z(t) + \IILBu(t) + Njo"?z(t
=1 =1

m m
+ Mgy(t) + ) Miugy(t) + Mjy(t —70) + Y Mjuy(t — 7)
=1 =1

+ Qil(2,u) + U LG10 + QZg(2,u)d (4.61a)
A(t) = Q. (t) + MOy(t) (4.61D)
(4.61c)

2(t) = n=(t) + J7y(t)
ou 7, € IR" est le vecteur d’état de 'observateur. Z € R" et 6 € RY sont les estimées de z et 6
Les matrices N; € R™", M; € R"™*P, Ng, € R"™*", My, € R"™*?, pour i = 0,...,m, Q7 € R™"
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Qi € R™% et J* € R sont les matrices des gains de I'observateur a déterminer afin que 2(t)

et O(t) convergent vers leurs vraies valeurs z(t) et .
Dans cette section, nous considérons les hypothéses 2.3.1, 4.2.1 et 4.2.2, et les matrices E, C
et L satisfont ’hypothése suivante.

Hypothése 4.4.2. Supposons que

rang
(I

Sous I'hypothése 4.4.2, il existe une matrice non singuliére p, € R+P)X("+P) gous la forme
suivante

or = Prl Pr2 (462)
Pr3  Prd
vérifiant les relations ci-dessous
pr,lE + anC =L (463&)
pr3E + praC = Opxn (4.63b)

Les matrices pr1, pr2, pr;3 €t pr4 sont données par

T
E
[pm pr,g} =1L o (4.64a)
T
E||FE

[PT,B Pr,4} = Zpr | In4p — ol e (4.64b)

ouZ, € RP*("+P) est une matrice arbitraire permettant de sélectionner les p lignes indépendantes
.|.
. E||E - T AT

de la matrice | I,4p — o ,avecp:n—l—p—rang([E C ])

Les expressions des erreurs d’estimation sont données par

ex(t) = 2(t) — 2(t)
La(t) = n.(t) — J*Cu(t)
= La(t) = n:(t) = (pra + Bpra) Cx(t)
= (pra + B pr3) Bx(t) — n:(1) (4.65a)

eo(t) =0 — O(t) (4.65b)

Remarque 4.4.2. L’hypotheése 4.4.2 correspond a l'observabilité fonctionnelle a linfini pour les
systémes singuliers [Darl2, Darl)]. La propriété d’observabilité fonctionnelle a linfini signifie
qu’on peut écrire lerreur d’estimation de la fonctionnelle z(t) = Lx(t) en fonction de Ex(t) et
de létat de lobservateur n,(t), ce qui est le cas dans l’équation (4.65a).
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En définissant ¥,, = p.1 + R?p, 3, le vecteur de I'erreur d’estimation augmenté ,cq(t) est
défini comme suit

2s(t) = [ez(t)] _ [x(t) — ()] _ [ Ba(t) A—%(t)] (4.6
eo(t)|  [O(t) —0(t) 0(t) - 0(t)
En posant
Q; = \ij7rG2
Q? = \Ilp,r

les dynamiques des erreurs d’estimation sont données par

m

ex(t) = > N7ui(tes(t) + 3 (U, As — NPU, B — MFC) ui(t)a(t)
=0

=0 %

+ (VprAg, — NjV,,E— MjiC) wi(t)x(t — 1) + Uy (U(z,u) — £(2,u))
=0

7

éo(t) = Q. (t) — (QOqJP,TE n Mgc) () (4.67b)

avec up(t) = 1.
En utilisant la méme démarche que dans les sections précédentes, si les équations suivantes

'V, .E+ MJC =0 (4.68a)

U, A — NV, . FE—MC=0 (4.68b)

V,rAg, — NjVp, B —MjC =0 (4.68¢)

sont satisfaites, pour i = 0,...,m, la dynamique de 'erreur d’estimation €,q(t) est régie par

I'EDF suivante

éred (t) = Nr (u)éred(t) + Nr,doéred(t - TO) + Z Nr,di (u)éred (t - Ti) + GTNr,g + LTNT,E (469>
=0

avec
N, mONui(t) U,,G Ny, On
NT.(U) _ ,0 + szl , u ( ) P, 1 Nr,do _ ,do xXq
L —4Vr.02 Oq><q Oan 0q><q
[N, gui(t) Oy U, Gy Oy
Ny () = | 0 B S
| Ogxn Ogxq Ogxn  Ogxq
[g(2,1)0 — g(2,u)0 0(z,u) — €3, U, 0
N, = g9(z,u) g(z,u) N, — (z,u) (2,u) L — Y
i 0 0 0 0

L’équation (4.69) est similaire a la relation (4.55) si on remplace la dimension r par n et
les équations (4.68a)-(4.68c) sont identiques aux relations (3.60a)-(3.60c) dans la section 3.5.
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Avant d’étudier la stabilité de erreur d’estimation (4.69), il faut résoudre les équations (4.68a)-
(4.68c). Cette résolution permet d’obtenir les conditions d’existence de 'observateur (4.61) et de
paramétrer les matrices des gains de 'observateur via une seule matrice a déterminer.

Les équations (4.68a)-(4.68¢c) se reformulent comme suit, pour i = 0,...,m,
0=MJL+ KjC (4.70a)
pr,lAi = pr,«,lE + KZZC — RZ,OT73AZ‘ (470b)
'OTledz‘ = NCZIOTJE =+ szc — RZ,OT,:;Adi (470C)

ou

K§ = M{ +Q%(pra+ Rpya)
Kf = Mf - NfR‘”prA
Kj =Mj — Nj R*pr4

Les équations (4.70a)-(4.70c) peuvent se mettre sous la forme compacte suivante
W, =XieaV,r (4.71)
ol la matrice X,oq regroupant les gains a déterminer de 1’observateur est décrite par

N ... Nij Ni ... N; Ki .. K K .. K R

chd:
@ o ... ... ... 0 Ky O ... ... ... 0 0

(4.72)

et ou W, et V,, sont des matrices données par

W,, = | prido .. praAm priday .. prida,
| 0 .. 0 0 . 0
[ B0 0 0 0
0 . 0 0 0
0 0 pra ke 0 0
0 0 pr1E 0 0
0 0 0 0
) ' 0 0 0 priE
Vor= C 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 C 0 0
0 0 C 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 c
| —pr3Ao ... —pr3Am —pr3di, .. —pr3da, |
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La résolution de ’équation linéaire (4.71) permet de déduire les gains de I'observateur a
travers le paramétrage de ceux-ci via la matrice Z,oq si et seulement si la condition suivante est

vérifiée.

Wo.r
rang (V, ) = rang '
o) ([VPJ”])

Les gains de 'observateur sont donc donnés par

IR AL I I\ AR B B o/ S
T T T
NiT0 NiT 1o NiL o0
| . | |
. | . | . |
| | |
NI 0 NZL0 NZL 0
| ) | ) |
T T T
NiT0 NiL 1o N, 00
| . | . |
| | |
N o NiT 10 N, 0 o
[ o s
KT ORET | = | K& o0 | +| K& KYD —;j%dé—
‘ I’ ‘ ’ ‘ )
d,2
Ki'r 0 Kif 1o K 10 | o
I . . I I qu;d
: I . . I . I
| | |
K&T 0 KfnTl 10 Kﬁg 0
[ T o
Kz 0 K&, 10 Kiy ' 0
1 Do o
KT K" 10 KT, |
| | |
rRFT 0 RiT 10 RT 0
T T T
Xred (Worvi,r) (Tereq=VourVir)

(4.73)

(4.74)

L’analyse de la stabilité de l'erreur d’estimation (4.69) est donnée par le théoréme suivant,

Théoréme 4.4.2. Supposons que les hypothéses 2.3.1, 4.2.1, 4.2.2, 4.4.2 et la condition (4.73)
sont vérifiées. Le systéme (4.61) est un observateur adaptatif d’ordre plein pour le systéme (4.1),
avec T = E, rang(E) = v < n et rang(L) = r, et a une erreur d’estimation quadratiquement

stable s’il existe, pour o € ®, j =1,...,2°™,

— une matrice P(07) € R+Ox(r+q) ayant la forme (4.11) avec P;; € R™", Pig € R™™1 et

P;3 € R™Y, pouri=0,...,m

— une matrice M € RUPXT+0) - donnée par (4.12) avec M1y € R™" et Moy € RI*Y sont
des matrices non singulicres. S; € RI*" et Sy € R™*Y sont des matrices de réglage.

— des matrices Y11 € R™*P et Yoo € IRT*P,
— des scalaires ¢1 >0, co > 0 et kK > 0,
tels que les LMIs suivantes
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(62%) o | | | |
0 QW ” * ” * * ” * * ” * * * ” * * * ” * * * *
| | | | | |
| | | | | |
\\@ \\\\\\ W\O\\WWNWHM\\\\%\\m\\%\\\\%\\m\\% \\\\\ A *\ \\m\\* \\\\\ A *\ \\m\\*\\\\*\\\\%\\\\%\\
” ” 0 LNW ” * * ” * * * ” * * * ” * * * *
T L0 0 P ok ko x £ ko « £ ox x x k
m m 0 0 m 0 QW m * * * m * * * m * * * *
0 0 0 0 0 b=« 0 % « £ 0 % %% %
0> 0 ” ” 0 0 ” 0 0 ” 0 WNM‘W * ” * * * ” * * * *
0 m m 0 0 m 0 0 m 0 0 bsp 2 m * * x m x * * *
0 b0 0,0 0 0 0o 0 e o+ N
0 L0 0 0 0 10 0 0 0 I= x o x x x x
0 L0 0 0 0 10 0 0 1 0 0 o B
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4.5. Conclusion

m
0ly4 = Pos + Y _ 07 Py — Moo + G pfy M{1 ST + GY pfs R MYy ST + G pl 5 B3 YA ST
=1
0@ = —Mi — M|
0@y = —S2May — M| ST
Oy = —Mag — M3,
o(1,5) = Mu1pry + M1 Riprs + Y11 R5pr 3
o(1,6) = M11pr1 G2 + M1 Ry pr 3Ga + Y11 R5pr 3G2
oo = (M11Ng, 1 + Y11 NG, o)
0{ = (M11Ng, 4 + Y11Nji72)05 pour i=1,...,m

et?

dy = b3b3 + babsb, (4.76a)
dy = b? + babsbg (4.76b)

Les gains Zreq,1 €t Zred,2 sont donnés par

Zred1 = M V1 (4.77a)
Zred2 = My, Yoy (4.77b)
Les matrices des gains de lobservateur N7, M7, Nj, Mg, pouri=0,...,m, R? QY et Mg

sont déduites de la relation (4.74).

Ce théoréme est donné sans démonstration car cette derniére est similaire a celle du théoréme
4.3.1.

4.5 Conclusion

En se basant sur les résultats du chapitre 3, une extension a la synthése d’observateurs adap-
tatifs a été développée pour les systémes bilinéaires & retards présentant un comportement non
linéaire dans leur dynamique. Nous avons considéré aussi, que le vecteur des paramétres inconnus
agit linéairement et non linéairement par rapport a la dynamique du systéme. Ces non linéa-
rités affectant le systéme sont lipschitziennes. Deux conditions s’imposent dans la synthése des
observateurs adaptatifs dans ce chapitre : la bornitude des parameétres inconnus et la bornitude
de la fonction non linéaire qui les multiplie. Dans la derniére section de ce chapitre, nous avons
porté notre attention a la classe des systémes non linéaires singuliers. Les observateurs adaptatifs
proposés dans ce chapitre ont été illustrés par des exemples numériques.

4. Une autre expression de d; et da est proposée dans la remarque 4.3.2, page 104.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nos investigations se sont focalisées sur la synthése d’observateurs pour des
classes de systémes non linéaires & états retardés. Dans cette conclusion, nous revenons sur les
différents points abordés dans ce mémoire pour finalement dégager les futures pistes de recherches
envisagées.

Afin de situer au mieux nos contributions par rapport aux travaux existants, un état de l'art
a été proposé dans le premier chapitre. Trois thémes principaux y ont été abordés. D’abord, la
classe de systémes a retards a été présentée dans un contexte général en mettant ’accent sur les
raisons et les conséquences de la prise en compte de la présence de retards dans les modéles des
processus physiques. Nous y rappelons aussi, quelques définitions concernant la stabilité de cette
classe de systémes ainsi que certains théorémes usuels. Des critéres de stabilité dépendants et
indépendants des retards ont été exposés briévement. Dans un second temps, nous avons défini la
notion d’observateur fonctionnel qui a fait 'objet d’une grande partie des chapitres qui ont suivi.
Dans un dernier temps, nous avons abordé la question de la synthése d’observateurs adaptatifs
dans le but d’estimer des paramétres inconnus simultanément aux états du systéme.

Apreés avoir motivé la prise en compte du retard dans la modélisation des processus physiques
qui présentent des non linéarités état-commande et connus sous le nom de systémes bilinéaires,
la conception d’observateurs fonctionnels pour cette classe de systémes a fait I’objet du deuxiéme
chapitre. Les conditions de convergence des observateurs proposés ont été établies sous la forme
de LMI en se basant sur l’approche de Lyapunov-Krasovskii. Ces conditions ont permis le calcul
des matrices des observateurs via un gain unique. Nous avons aussi mis 1'accent aussi sur la
présence des perturbations a énergie finie dans la dynamique du systéme considéré. Dans le but
d’atténuer leur influence dans ’analyse de convergence de 1’observateur, nous avons considéré
que le transfert entre ces perturbations et 'erreur d’estimation doit vérifier un critére Hoo. En
outre, comme les paramétres d’'un modéle de systéme physique peuvent ne pas étre connus avec
précision et afin de surmonter ce probléme, la synthése d’observateurs robustes a été traitée en
présence d’incertitudes paramétriques en plus des retards et des perturbations.

Les résultats principaux de ce mémoire sont donnés dans les troisiéme et quatriéme chapitres,
a savoir la conception d’observateurs adaptatifs. Afin d’estimer simultanément le vecteur d’état
et le vecteur des paramétres inconnus affectant la dynamique du systéme. Les retards sont tou-
jours présents dans les modéles considérés. Dans le troisiéme chapitre, nous avons supposé que
le vecteur des paramétres inconnus agit linéairement par rapport a la dynamique du systéme. La
conception d’observateurs adaptatifs fonctionnels a été traitée d’abord dans le cas général. Puis,
des synthéses d’observateurs adaptatifs, fonctionnels ou non, ont été proposées dans des cas parti-
culiers. Finalement, la présence de perturbations a été considérée dans la synthése d’observateurs
adaptatifs fonctionnels d’ordre réduit.

Dans le quatriéme chapitre, des comportements non linéaires ont été ajoutés a la dynamique
du systéme. Notamment, le vecteur des paramétres inconnus agit non linéairement par rapport
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a la dynamique du systéme. De ce fait, des contraintes supplémentaires ont été ajoutées dans
I’analyse du probléme de la synthése d’observateurs adaptatifs. En revanche, suite a ’étude
comparative réalisée dans le premier chapitre avec des résultats de la littérature, nous avons
montré que notre approche permet de relaxer certaines conditions posées dans la littérature,
notamment la condition d’excitation persistante imposée sur les signaux multipliant le vecteur
des paramétres inconnus, ainsi qu’une contrainte sur la matrice de Lyapunov. Nos différents
résultats théoriques et la méthode de synthése qui en découle ont été illustrés par des exemples
numériques. A la fin de ce chapitre, la classe de systémes non linéaires singuliers & retards a
été considérée. A 'aide d’une transformation mathématique, nous avons pu nous ramener aux
résultats de synthése d’observateurs adaptatifs pour les systémes non linéaires a retards (non
singuliers), avec quelques adaptations dans les LMIs obtenues.

Les contributions de cette thése ont donné des résultats facilement implémentables (en termes
de LMI), faisables et performants pour ’estimation conjointe des états et des paramétres inconnus
malgré la présence de retards dans la dynamique des systémes considérés.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux observateurs adaptatifs d’un point de
vue théorique. Comme perspectives & ce travail, il serait intéressant de les appliquer a différents
domaines de ’automatique. Quelques-uns de ces domaines sont succinctement décrits ci-dessous.

e Supervision : Dans la régulation des procédés industriels, il est souvent important de vé-
rifier I’évolution de certains paramétres non mesurables, par exemple la température dans
des procédés de moulage ou la concentration d’un composé dans des processus chimiques.
Des observateurs adaptatifs permettent d’estimer ces paramétres non mesurés. De plus,
la prise en compte des retards est importante dans les deux exemples cités.

e Diagnostic : Dans une procédure de diagnostic des pannes pouvant affecter un procédé
industriel, il faut réaliser trois opérations : détecter, isoler puis estimer les défaillances.
Afin de détecter I'occurrence d’un défaut, on cherche & mettre en évidence des “ruptures”
dans un résidu constitué par ’erreur d’estimation de la mesure. Cette erreur d’estimation
peut étre obtenue via un observateur adaptatif puisque les défauts peuvent étre considérés
comme des paramétres inconnus. Lorsqu’il y a plusieurs sources de défaillances, il faut
pouvoir les isoler, ¢’est-a-dire discriminer chacune d’entre elles. Pour ce faire, on construit
un banc d’observateurs adaptatifs, chaque observateur étant dédié a la détection d’une
défaillance. Il est donc important que les observateurs adaptatifs soient insensibles aux
autres défaillances. Il s’agit 1a d’un probléme d’observateurs & entrées inconnues : les
défaillances auxquelles les observateurs sont insensibles sont les entrées inconnues.

e Commande tolérante aux défauts : Pour des raisons de sécurité, il est important qu’une
régulation puisse continuer a fonctionner lorsqu’un défaut apparait dans le procédé a
commander. Pour ce faire, lorsque le défaut est détecté, isolé et estimé, la loi de commande
est reconfigurée pour tenir compte de ce défaut. Une des stratégies pour la commande
tolérante aux défauts est de synthétiser une loi de commande basée sur un observateur
adaptatif afin que la loi de commande puisse tenir compte de l'estimation du défaut
pour continuer de fonctionner de maniére “acceptable”. Une application de la commande
tolérante aux défauts avec un observateur adaptatif a été faite dans [SSZ717hb, SSBT17]
pour la commande d’une pompe & chaleur intervenant dans la consommation énergétique
d’un batiment.

Il serait intéressant d’appliquer les perspectives évoquées ci-dessus sur des procédés indus-
triels en s’appuyant sur une modélisation de ces derniers et en prenant en compte la présence
d’éventuels retards.
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A.1 Normes vectorielles et matricielles

La norme vectorielle utilisée dans ce mémoire est la norme 2, aussi appelée la norme eucli-
dienne. La norme 2 du vecteur x € IR"™ est donnée par

1
[zl = llzlly = VaTz = (Z !xi\2> (A.1.1)

=1
La norme matricielle utilisée est la norme euclidienne. Pour une matrice A € R™*™, la norme
euclidienne est donnée par

N|=

[A] = \/tr(ATA) = ZZ | Ag? (A.1.2)

i=1 j=1

A.2 Pseudo-inverses

A.2.1 Notion de pseudo-inverse

Soit la matrice A € R™ ™. Sin = m et si det(A) # 0, la matrice A admet une unique inverse
notée A1, vérifiant AA™! = A71A = I,,. De cette égalité découle la relation suivante

AATA=A (A.2.1)
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Pour généraliser la relation (A.2.1), la notion d’inverse généralisée ou de pseudo-inverse est
introduite. Une pseudo-inverse de la matrice A est une matrice AT vérifiant la relation ci-aprés
[RM71]

A=AATA (A.2.2)

L’ensemble des pseudo-inverses de la matrice A € R™*™ est donné par
X = {X e]RmX”;X:AuW—ATAWAAT}
ou

X = {X eR™": X = AT+ U(I,, — AAT) + (I, — ATA)v}

on W e R™™ UeR™™et Ve R"™" sont des matrices arbitraires. A titre d’exemple, si la
matrice A est de rang p et est décrite sous la forme suivante,

Iy Opm—p)
R 0

A=

avec R € R P*P yne des pseudo-inverses de A a la forme suivante

O(mfp,p) O(mfp,nfp)

Al =

Quelques propriétés des pseudo-inverses :
— rang(A") > rang(A) = rang(AA") = rang(ATA)

— (AB)' # BYAT (sauf cas particulier)

— Si A € R™™ avec m < n et rang(A) = m alors AT = (AT A)~' AT ainsi ATA = I,,, mais
AAT £ 1,,.

— Si A € R™™ avec n < m et rang(A) = n alors AT = AT(AAT)™1 ainsi AAT = I, mais
ATA 4 1,,.

— Pour toute matrice A, I'égalité AT = (AT A)TAT = AT(AAT)T est vérifiée.
Pseudo-inverses réflexives : A est une pseudo-inverse réflexive de A si elle vérifie les relations
suivantes

A=AATA
AT = ATAAT

De plus, les pseudo-inverses réflexives vérifient la relation suivante

rang(A™) = rang(A) = rang(AA") = rang(AT A)

A.2.2 Application a la résolution des équations linéaires

La notion d’inverse généralisée vient de la nécessité de résoudre des systémes d’équations
linéaires s’écrivant sous la forme

XA=B (A.2.3)
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o X € IRP*™ est la matrice des inconnues et out A € R™ ™ et B € IRP*™ sont des matrices
connues. L’existence de solutions a I’équation (A.2.3) est liée au fait que les lignes de la matrice
B sont des combinaisons linéaires ou non des lignes de la matrice A. Ainsi, I’équation (A.2.3)
admet une solution si et seulement si la condition de rang suivante [RM71|

B

rang(A) = rang ( " ) (A.2.4)

est remplie et 'ensemble des solutions de 1'équation (A.2.3) est paramétré de la fagon suivante
[RMT71]

X =BAT+ 7 (In - AAT) (A.2.5)

o Z € RP*™ est une matrice arbitraire.
Lorsque la matrice A est inversible, la matrice X est donnée par l'expression X = BA™! et
est la solution unique du probléme.

A.3 Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequality :
LIMI)

A.3.1 Introduction aux LMIs

Actuellement, beaucoup de problémes en automatique sont formulés sous la forme de pro-
blémes d’optimisation convexe sous contrainte LMI. D’ailleurs, tous les résultats de synthése
d’observateurs dans ce travail de recherche reposent sur la résolution de LMIs. Une LMI peut
étre formulée comme suit

F(z)=Fo+ Y xiF; <0 (A.3.1)
=1

oll x; sont les variables de décision et F; sont des matrices a valeurs réelles, symétriques et de
dimensions appropriées. La LMI décrite par (A.3.1) définit un ensemble convexe sur la variable
x, autrement dit, 'ensemble {z € R" : F\(x) < 0} est convexe.

Définition A.3.1. Un ensemble E est dit convexe st
Ary+ (1 =Nzxy € E Vri,29 € E et VO<A<1 (A.3.2)

Géométriquement, ceci signifie que tout segment liant deux points quelconques appartenant
a un ensemble convexe est inclus dans cet ensemble.

Nombreux sont les travaux en automatique qui reposent sur les résolutions des problémes
LMI, notamment dans la stabilité des systémes avec I’approche de Lyapunov, de Ricatti, etc.

Si on considére un systéme linéaire modélisé par I’équation d’état &(t) = Ax(t) avec z € R"
et A € R™", une condition nécessaire et suffisante pour la convergence vers zéro de toutes les
solutions de ce systéme linéaire est I'existence d’une matrice P symétrique et définie positive qui
vérifie 'inégalité

ATP+PA<O

Cette inégalité représente une LMI dont I'inconnue est la matrice P.
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Plusieurs algorithmes numériques ont été développés pour la résolution des LMI. La résolution
des problémes dans ce mémoire a été faite a travers des outils numériques de résolution développés
dans le logiciel MatLab, plus précisément la Toolbox SDPT3. Dans ces toolboxes, des fonctions
sont définies permettant de résoudre des problémes LMI, tels que le probléme de faisabilité et le
probléme d’optimisation. Ces problémes de base sont définis ci-aprés.

— Faisabilité : Le probléme (A.3.1) est dit faisable si et seulement s’il existe un vecteur z

tel que la contrainte F'(z) < 0 soit satisfaite. Ce probléme peut étre résolu en cherchant
le vecteur = qui minimise un scalaire ¢ afin que I'inégalité suivante

F(z) < tI, (A.3.3)

soit satisfaite.
Si la valeur minimale de ¢ est négative, alors le probléme (A.3.3) est réalisable ou faisable.

— Optimisation : Le probléme d’optimisation consiste & chercher une solution optimale de
(A.3.1) qui minimise un critére donné. L'un des avantages qu’offre I'optimisation convexe
est qu’elle permet de garantir que tout minimum local est global.

Remarque A.3.1. Une contrainte est dite conservative lorsqu’elle est trop contraignante ou
pessimiste par rapport au probléme posé.

Inégalité Matricielle Bilinéaire (BMI) : Une BMI représente une généralisation de la notion
de LMI. C’est une contrainte de la forme

m m m
Fx)=Fo+ Y aiFi+ Y Y auF, <0 (A.3.4)
i=1 j=1i=1

Les BMI ne représentent pas des problémes convexes et peuvent avoir plusieurs solutions
locales, ce qui génére une difficulté dans leur résolution.

A.3.2 Lemmes utiles pour les LMIs
A.3.2.1 Lemmes de majoration

Lemme A.3.1 (Premier lemme de majoration). [Pet87] Soit trois matrices réelles A €
R B e RP*™ et C € R**? avec CTC < I,,, alors, pour tout réel ;> 0, on a

1
207 ACBy < paT AATz + —y" BT By (A.3.5)
w

quels que soient x € R™ et y € R™.
Lemme A.3.2 (Second lemme de majoration). [WXD92, XC03] Soit cing matrices A, B,

C, D et F avec FTF < I et det(D) # 0, alors, pour tout réel p1 > 0 tel que D — uBBT >0, on
a

(A+ BFC)'D Y (A+ BFC) < AT(D — uBBT)'A + Lere (A.3.6)
il
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A.3.2.2 Lemme de Schur

Les théorémes issus des techniques de type Lyapunov conduisent généralement & des inégalités
matricielles non linéaires. Leur résolution en 1’état s’avére un probléme complexe, d’ol le besoin
de transformer ces inégalités en LMI. La transformation basée sur le lemme de Schur est la plus
simple et la plus utilisée. Les LMIs décrites dans les théorémes énoncés dans ce mémoire sont
toutes issues d’inégalités matricielles non linéaires qui ont été reformulées en LMI & l'aide du
lemme de Schur décrit dans le lemme suivant.

Lemme A.3.3 (Lemme de Schur). [BEFB9)]
Etant donné trois matrices A € R™", C € R™™ et B € R™*", les équivalences suivantes sont
établies

A BT T
>0& (C>0 et A—B'C™'B>0) (A.3.7a)
_B C -
A BT] i
5 >0& (A>0 e C—-BA'B' >0) (A.3.7b)

A.4 Fonction lipschitzienne

Définition A.4.1. Une fonction f(x) € R™ est lipschitzienne de rapport k > 0 dans T C R",
siVe e ZCIR" etVy € Z CRR"™, on a [Vid95]

f () = F(@)I] < Elly — ] (A4.1)

f est dite localement lipschitzienne si, pour tout point x de I, il existe un voisinage V de x
tel que la restriction de f a 'V soit lipschitzienne.

Si k < 1, alors f est dite contractante.

Théoréme A.4.1. Soit f une fonction lipschitzienne dans Z, alors f est uniformément continue
sur L.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction dérivable soit lipschitzienne dans
T est que sa dérivée soit bornée dans Z.
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Annexe B

LMI explicite du théoréme 2.4.1

Nous proposons dans cette annexe de développer les différents blocs de 'inégalité (2.88)
sur deux étapes. Dans un premier temps, nous développons les matrices A, Ag, J, J;, H et
S qui sont définies respectivement par (2.74a), (2.83c), (2.83a), (2.83e), (2.83b) et (2.83d). Ce
développement donne l'inégalité suivante

I L L J:
1,1) (1,2)| MHy ' ...' MH, | 0 t...0 0 |M]| 2 | 0
o o WrHo] |
o o l Hy
< (22 0 ...l 0 | MH, ... MH, 0o M
I I I I I \I/LHO
£« =TI 00 0 0 1.1 0 0o 10
77777777777777 e
* * £ 0 0 0 0 : 0
R * ) I 0o 0
* * * {*; * —KIII; O; 0 0 ; 0
77777777777777 v
* * %, * x ., 0 0 : 0
* * 0k % £ 1 :—(1_1[ 0 : 0
* * * ;*; * * ;*; * —E;ll ; 0
—————————————— e — - — — — 4 — — — — U [N |
* * * ok 1 % ok b % * ! —EQII
| | | | |
77777777777777 - -"-"-"—-""/-~"~-"~—-""—-"**+-~"~-~"*++-"~-~"~-"~"7r7-" -~ -~ -~ - - -t- - - - - =1
* * O * 1 % 1 % * w *
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P . P . D17
MJg, ' ...' MJg, | MA 0 1...1 MA 0 M
I I do I I dm \I’LD
o o :
MJ, 'MJ MAT 0o ' MAT 0 M
do | dm do e I dm U D
| | | | L
0 1...1 0 0 0 ... 0 0 0
S R R N PO R T R
0 '...' 0 0 0 ...l 0 0 0
0 ..., 0 0 0 ..., © 0 0
0 1.... 0 0 0 1.... 0 0 0
***** e e e e
0 ... 0 0 0 [ [ 0 0 0
0 e 0] o 0 - 0 0 0 <0 (BY
0 '...lo 0 0 ...l 0 0 0
~Lrio 0 0 0 1.... O 0 0
77777 --1T- - - - T - - - - - - -~ """~ -~ -~ - - - - ------~-~-=-~-°
« 110 0 00 0
,,,,, e I
« Lk =lroo 00 0
x| x —kI MHg , 0, 0 0 0
raxa x| oggli 000 0 |0
* :*: * * * : : 0 0 0
%, * %, —kl MHy,, 0
| | | | 1
* Lok * * * I * ~ lar 0
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ou les blocs (1,1), (1,2), (2,2) et (3,3) sont donnés par (2.89). Les matrices Ay, Jq4,, Hy, et H;,
pour i = 0,...,m, sont données respectivement par (2.74e), (2.74h), (2.74f) et (2.74b).

Dans un second temps, un développement de 'inégalité (B.1) fait apparaitre la matrice Yao,
ce qui permet de calculer le gain Z et de déduire les différents gains de 'observateur avec la
relation (2.71). Nous obtenons la LMI suivante

140



“““““ - T i e e S R . T T T - -/ - - - - T - r - = = = 7
— o~ [ [ I [ ~ [ [
™ ™ | | | I |T el gl Il
~ ~ O Oof|o ocolo|o olo _ﬁLB * ¥ % % *xlxlx x *
- [ [ [ [ P o [
, , , , , o o
. , , , , , o o
£ = [ [ [ I~ [ [ [
s s [ [ [ I [ I I
o o = <|o o oo o Il % * ¥ % % % %, % % %
= 3 [ [ [ IS [ [ [
oo , , P , Lo Lo
— [ [ [ [ [ [ [
\\\\\\\\\ L L AL N e
o o < [ o L% | % ® LR X %X % ¥ %1% % %
\\\\\\\\ JEE Y B Y Ny N [ AN HO IR AN I IR
- o [ [ [ [ [ [ [
g & [ [ ~ [ [ Lo Lo
= =
o o ~ ol olo |l %1 x| % % | [
- = [ [ ﬁ_: [ [ I I
-/ I I I I I I I I I
| | | | | | | | |
g oz [ [ [ [ [ [ [
= = [ I~ [ [ [ oo oo
. n
2 2o ool ollg x ! x| %! * sl % % %D xlx % x
— [ ,4 [ [ [ [ [
— [ [ [ [ [ oo oo
- | | | | | Lo L
[ [ [ [ [ o o
o O 0, 7* *7 *,* *7 *7*7* * * *7*7* * *
\\\\\\\\ —t-—l- -4 —-=-l-—|-dA-4 -+ —-F—-|-—-—-——+—-F - - - -+
- o [ [ [ [ [ [
S S -l [ [ [ [ [ [
\L/UO (e} _ﬁvli * | ¥ * * | * * * | ¥ * * * ] % | * * *
oo | [ [ [ [ [ [
= [ [ [ [ [ [ [
T T T T T T T T T
g 3 g g I I I I I I I I I
o aa I I I I I I I I I
[a] [a\ e I AN | * * * * * * * * * * * * * * * *
) [ [ [ [ [ oo oo
~ [ [ [ [ [ oo oo
[ [ [ [ [ [ [
-
2 8 = [ [ [ [ [ [ [
= 2 =
[a\] A AN * * | * | % * 1 * 1 % * 1 * 1 I % * * * 1% 1 % * *
— — [ [ [ [ [ [ [
o d
[ [ [ [ [ [ [
o [ [ [ [ [ oo oo
= Q [ [ [ [ [ [ [
— * * * * | % * * | % * * | * * * * | ¥ ¥ * *
= = [ [ [ [ [ oo oo
[ [ [ [ [ [ [
- [ [ [ [ [ [ [
o
Py [ [ [ [ [ o o
— * * * *, *,* *, *,* *, *, ,* * * *,*,* * *
—
= [ [ [ [ [ [ [
I I I I I I I I I

141



Annexe B. LMI explicite du théoréme 2.4.1
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m
(1,2)21 = Py — Moy + Z(5M22Ni,1 + SY2oN; 0 + SMaaNg, 1 + SYa2 Ny, 2)  a;
=0

m
(1,2)92 = Pog — Moo + Z(MQQNi,l + Yoo N; 9 + Mo Ny, 1 + Yoo Ny 2) " a;
=0

(1,3) = My1Ho + SMao LHy — SMap J11CHy — SY22J12CH,
(2,3) = Ma1Ho + Mas LHo — Ma2J11CHg — Ya2J12CHy
(1,4) = M1 Aq,

(1,5) = SM22Ngy 1 + SY22 Ny, 2

(1,6) = My1Aq,, am,

(1,7) = SMa2Ng,, 1am + SY22Ny,, 2am

(1,8) = Mi1D + SMas LD — SMasJ11CD — §Ya9.J12C.D
(2,4) = Ma1 Ay,

(2,5) = M2aNgy 1 + Yo Ny, 2

(2,6) = M2y Ag,,am

(2,7) = M2 Ng,, 16m + Y22 Ng,, 20m

(2,8) = Moy D + Mas LD — Moo J1,CD — Yao.J120D
(3,3) = - ThIp — 1L

Les blocs (1, 1) apm,, (2, 1) arm,, (1, 1) arm,, et (2,1)am,, sont donnés par

(L0, = | Oy (13) (13) (4,0) (4.do) 0. |

[
2 Dassig = | Oagury (23) (23) (5,0) (5,do) 0., |
|

(17 1)MHm = MllAmbm (67 1) MllAmbm (6’ 1) (67 2) (6’2) (673) (6,4)
(6.5) (6.5 (6,6) (6.7) |
(2, D) mm,, = [ My Apby,  (7,1) Mo Apby, (7,1) (7,2) (7,2) (7,3) (7,4)
(7.5) (7.5) (7.6) (7.7) |
avec
(4,0) = SMyKo1He + SYa Ko 2He
(5,0) = My Ko1He + Yoo Ko2He
(4,dy) = SMy Ky, 1He + SY2Kq, 2Hc
(5,do) = Moo Kgy1He + Yoo Kgy 2o He
(6,1) = SMaoa Ny, 10, + SY22 Ny 2byy,
(6, 2) = Mu Hypam + SMosLHp, a0, — SMaooJ11CHpam — SYoo J1oC Hyam,
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= SMyp Ky 1Hoam + SYoo Ky 2Hoam,
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S
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Les blocs (1, 1) am1,0. (2, 1) 3,9, (1, 1) 013, €t (2,1) a3, sont donnés par

(1, 1)MJd0:{M11 S Mao Mlngo My JE MnJg; M11J0T}
21de0=[M21 Moz 0 0 0 0
| My SMyy MyJJ, MyJh Myl MyJh |

(2 )MJLim (2 1)MJdo

Mu]]dm =

et finalement les blocs (1,1)amy,, (2, 1) My, (1,1)arm,,, €t (2,1)am,,, sont donnés par

(L )i = |[(1L4) (1.5) (1.3) (4.do) 0 0]
(2 D = [(24) (2.5) (2.3) (5.do) 0 0]
(L)t = [(16) (L7) (6.2) (6.4) (6.5) (6.6)]
(2 )iy, = [(2:6) (2.7) (1.2) (1.4) (7.5) (7.6)]
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Résumé

En automatique, un observateur joue un roéle primordial dans la commande et la supervision des
processus ou encore la détection de défauts, vu sa capacité & fournir des informations sur les valeurs
des états non mesurés ou non disponibles. Dans ce contexte, cette thése porte sur ’estimation non
pas uniquement de ’état, mais aussi des paramétres inconnus affectant la dynamique du systéme de
fagon simultanée. Ce probléme est traité pour des classes de systémes non linéaires soumis & des retards
constants et inconnus. Il représente un enjeu double, tant sur l'estimation conjointe de 1’état et des
paramétres inconnus, que dans la présence des retards qui affectent la dynamique des systémes.

Dans un premier temps, des observateurs fonctionnels robustes ont été développés pour des systémes
faisant intervenir des non linéarités état-commande et soumis & des retards. Le probléme de la robustesse a
été considérée, dans un premier temps, pour prendre en compte la présence de perturbations a énergie finie
en faisant appel a la théorie Ho., et dans un second temps vis-a-vis d’incertitudes paramétriques affectant
les paramétres du modéle du systéme & observer. Des conditions nécessaires et suffisantes pour I’existence
des observateurs ont été données a travers la résolution d’équations de Sylvester. Cette résolution a permis
de simplifier le probléme avec le paramétrage des gains de 'observateur via un seul gain & déterminer.
Comme I’étude de la convergence de I'observateur revient & étudier la stabilité de I'erreur d’estimation,
la théorie de Lyapunov-Krasovskii dédiée a la stabilité des systémes a retards a été utilisée en se basant
sur une approche de type descripteur. Cette étude a permis d’aboutir & des conditions suffisantes de
convergence asymptotique, exprimées sous forme de LMI. Tout au long du mémoire, la synthése des
observateurs a été considérée pour l'ordre plein et 'ordre réduit.

Puis, les développements ont été étendus, au cas ol on souhaite estimer I'état du systéme consi-
déré simultanément avec certains paramétres inconnus affectant ce dernier. Deux pistes ont été étudiées
A travers ce mémoire : lorsque le vecteur des paramétres inconnus agit linéairement par rapport a la
dynamique du systéme et lorsque les paramétres inconnus agissent non linéairement par rapport a la
dynamique du systéme. L’approche développée a permis d’étudier simultanément la convergence de 1’état
et des paramétres inconnus, ce qui a permis de relaxer certaines contraintes imposées lors de la synthése
des observateurs adaptatifs dans la littérature, notamment la contrainte d’excitation persistante considé-
rée au niveau de la deuxiéme piste de recherche. Pour finir, les résultats obtenus ont été étendus a une
classe de systémes singuliers non linéaires, qui, outre les relations dynamiques, fait intervenir des relations
algébriques.

Mots-clés: Observateurs adaptatifs, Approche H., Systémes a retards, Systémes non linéaires, Approche
de Lyapunov, LMIs



Abstract

In automatic control reaserch fields, an observer plays a key role in the control and supervision of
processes or the detection of faults, given its ability to provide information on the values of unmeasured
or unavailable states. In this context, this thesis deals with the estimation not only of the state but also of
the estimation of the unknown parameters affecting the dynamics of the system simultaneously with the
state vector. In particular, the problem is addressed for classes of nonlinear systems subject to constant
and unknown delays. This problem represents a dual challenge, both on joint estimation of unknown state
and parameters, as well as the presence of delays that affect the system dynamics.

First, functional observers were developed for systems subject to time delays and involving state-input
nonlinearities. The problem of robustness was studied, initially, when some finite energy perturbations
occured in the system dynamics, which required the Ho theory in order to attenuate its effects. In a
second time, it is treated when parametric uncertainties affect the model parameters. Necessary and
sufficient conditions for the existence of observers have been given through the resolution of Sylvester’s
equations. This resolution made it possible to simplify the problem by setting the observer gains via a
single gain to be determined. As the study of the observer’s convergence returns to studying the stability
of the estimation error, Lyapunov-Krasovskii theory dedicated to the stability of the delay systems was
used based on the descriptor transformations. This study lead to sufficient conditions of asymptotic
convergence, expressed in terms of LMI. Throughout the dissertation, the synthesis of observers was
considered in full and reduced order cases.

The developments were then extended to estimate the system states simultaneously with unknown
parameters affecting its dynamics. Two approaches have been investigated through this memory : when
the vector of the unknown parameters acts linearly with respect to the dynamics of the system and when
the unknown parameters act nonlinearly with respect to this dynamics. The approach proposed in this
work make it possible to simultaneously estimate the convergence of the state and unknown parameters,
which made it possible to relax some constraints considered in the synthesis of adaptive observers in the
literature. It concerns particularly the persistent excitation constraint considered in the second approach.
Finally, the results obtained have been extended to the class of singular systems, which, in addition to
the dynamic relations, involves algebraic relations in their description.

Keywords: Adaptive observers, Ho approach, Time-delay systems, Nonlinear systems, Lyapunov ap-
proach ,LMI



159



	Remerciements
	Table des figures
	Symboles et abréviations
	Introduction générale
	Plan du manuscrit
	Publications issues de la thèse
	Publications hors du thème principal de la thèse

	Etat de l'art
	Introduction
	Les systèmes à retards
	Introduction aux systèmes à retards
	Exemples de systèmes à retards

	Stabilité des systèmes dynamiques
	Définitions de la stabilité 
	Analyse de la stabilité avec la seconde méthode de Lyapunov

	Stabilité des systèmes à retards
	Stabilité dépendante/indépendante des retards
	Observateurs fonctionnels
	Observateurs adaptatifs
	Définition et applications
	Discussion
	Présentation du problème
	Liens entre les observateurs adaptatifs et les observateurs à entrées inconnues
	Convergence du vecteur des paramètres inconnus et la contrainte d'excitation persistante

	Motivation de la démarche utilisée

	Conclusion

	Synthèse d'observateurs robustes pour une classe de systèmes bilinéaires à retards
	Introduction
	Systèmes bilinéaires et observateurs
	Définitions
	Observateurs pour les systèmes bilinéaires
	Observateurs robustes pour les systèmes bilinéaires

	Observateur H fonctionnel d'ordre réduit pour des systèmes bilinéaires à retards
	Formulation du problème
	Conditions d'existence de l'observateur 
	Analyse de la convergence de l'erreur d'estimation
	Résultats de simulation

	Observateur H fonctionnel robuste d'ordre réduit pour les systèmes bilinéaires à retards
	Modèle et hypothèses
	Synthèse de l'observateur fonctionnel robuste
	Exemple numérique

	Conclusion

	Synthèse d'observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes bilinéaires à retards
	Introduction
	Modèle et hypothèses
	Observateur adaptatif fonctionnel dans le cas général
	Conditions d'existence de l'observateur et paramétrage des gains
	Analyse de la stabilité de l'erreur d'estimation

	Observateurs adaptatifs d'ordre plein
	Simplification de l'équation (3.3b) dans l'observateur adaptatif (3.3)
	Observateur adaptatif d'ordre plein avec J=0
	Paramétrage des gains de l'observateur
	Analyse de la convergence de l'erreur d'estimation
	Exemple numérique

	Observateur adaptatif d'ordre plein avec Jx=0 et J=0
	Analyse de la convergence de l'erreur d'estimation
	Exemple illustratif


	Observateur adaptatif fonctionnel H d'ordre réduit
	Synthèse de l'observateur adaptatif fonctionnel avec J=0
	Exemple numérique

	Conclusion

	Synthèse d'observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes non linéaires à retards
	Introduction
	Modèle et hypothèses
	Observateurs adaptatifs pour une classe de systèmes non linéaires à retards
	Observateur adaptatif d'ordre plein avec J=0
	Observateur adaptatif d'ordre plein avec Jx=0 et J=0
	Observateur adaptatif fonctionnel d'ordre réduit avec J=0
	Observateur adaptatif pour une classe de systèmes non linéaires singuliers à retards
	Observateur adaptatif d'ordre plein avec J=0
	Observateur adaptatif fonctionnel d'ordre réduit avec J=0


	Conclusion
	Conclusion générale et perspectives
	Compléments mathématiques
	Normes vectorielles et matricielles
	Pseudo-inverses
	Notion de pseudo-inverse
	Application à la résolution des équations linéaires

	Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequality: LMI)
	Introduction aux LMIs
	Lemmes utiles pour les LMIs
	Lemmes de majoration
	Lemme de Schur

	Fonction lipschitzienne
	LMI explicite du théorème 2.4.1 
	Bibliographie







