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Résumé

Les travaux de cette these portent sur le choix du parameéetre de lissage dans le
probleme de I'estimation non paramétrique de la fonction de densité associée a des
processus stationnaires ergodiques a temps continu. La précision de cette estimation

dépend du choix de ce parametre.

La motivation essentielle est de construire une procédure de sélection automa-
tique de la fenétre et d’établir des propriétés asymptotiques de cette derniere en
considérant un cadre de dépendance des données assez général qui puisse étre faci-

lement utilisé en pratique.

Cette contribution se compose de trois parties. La premiére partie est consacrée
a l’état de l'art relatif a la problématique qui situe bien notre contribution dans la

littérature.

Dans la deuxieme partie, nous construisons une méthode de sélection automa-
tique du parametre de lissage liée a 'estimation de la densité par la méthode du
noyau. Ce choix issu de la méthode de la validation croisée est asymptotiquement

optimal.

Dans la troisieme partie, nous établissons des propriétes asymptotiques, de la
fenétre issue de la méthode de la validation croisée, données par des résultats de

convergence presque stire.

Mots-clefs : Parametre de Lissage, estimation non-paramétrique, estimateur a
noyau, consistance, convergence presque stire, ergodicité, stationarité, temps continu,

densité, vitesse de convergence.
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Abstract

The work this thesis focuses on the choice of the smoothing parameter in the
context of non-parametric estimation of the density function for stationary ergodic
continuous time processes. The accuracy of the estimation depends greatly on the

choice of this parameter.

The main goal of this work is to build an automatic window selection procedure
and establish asymptotic properties while considering a general dependency frame-

work that can be easily used in practice.

The manuscript is divided into three parts. The first part reviews the literature

on the subject, set the state of the art and discusses our contribution in within.

In the second part, we design an automatical method for selecting the smoothing
parameter when the density is estimated by the kernel method. This choice stem-

ming from the cross-validation method is asymptotically optimal.

In the third part, we establish an asymptotic properties pertaining to consistency

with rate for the resulting estimate of the window-width.

Keywords : smoothing parameter, non parametric estimation, kernel estima-
tor, consistence, almost surely consistence, ergodicity, stationarity, continuous time,

density, asymptotic normality.
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Chapitre 1

Introduction

L’inférence statistique se décompose en deux branches principales, I’estimation et
les tests d’hypotheses. Lorsque 1’on est en présence d’un nombre fini de parametres
a estimer, on parle d’estimation paramétrique. Alors que si I'objectif est d’estimer
une fonctionnelle ou un opérateur qui ne peuvent étre représentés par un nombre
fini de parametres, on a recours a des méthodes d’estimation dites non paramé-
triques. Outre les différences de formes entre ces deux types d’estimation, il y a
aussi une incidence sur les vitesses de convergence. De fagon générale, les vitesses de
convergence en estimation non paramétrique sont moindres comparées aux vitesses
paramétriques. L’estimation non paramétrique est tributaire du parametre de lis-
sage qui joue un role fondamental. Le sur-lissage ou le sous-lissage aboutissent tous
les deux a des estimateurs de mauvaise qualité en égard au critere utilisé et a la
fonction cible a estimer. Il est alors d’une importance capitale que de construire une
procédure permettant un choix optimal pour un critere donné de ce parametre. L’er-
reur quadratique moyenne (EQM), L’erreur quadratique moyenne intégrée (EQMI),
I'erreur quadratique intégrée (EQI) et la validation croisée sont parmi les critéres

les plus utilisées pour construire des procédures de choix optimaux de ce parameétre.

Les premiers travaux relatifs a I'estimation non paramétrique remontent a Ro-
senblatt (1956) et Parzen(1962) ou la méthode du noyau de convolution est utilisée
pour estimer la fonction de densité de probabilité. De nombreuses contributions
ont alors été consacrées a l'estimation dans le cadre de données a temps discret

des fonctionnelles telles que la régression, la fonction taux de hasard. Nous citons
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pour cela des travaux de Nadaraya (1964) et Watson (1964), Rosenblatt (1971),
Prasaka Rao (1983), Silverman (1986). Le cadre de données indépendantes est loin
de couvrir toute la réalité du terrain. Une littérature abondante est consacrée au
cas dépendant ou les divers types de mélange ainsi que 'ergodicité sont considérés.

Nous renvoyons entre autres aux travaux de Masry (1983), Roussas(1990), Hérdle

(1990), Tran (1990).

Le choix du parametre de lissage a fait ’'objet de nombreuses contributions dans
la littérature. Dans le cadre de données discrétes indépendantes et identiquement
distribuées, la fenétre optimale théorique relative a I’estimateur a noyau de la den-
sité minimisant 'erreur quadratique moyenne intégrée a été obtenue par Parzen
(1962). Cependant, cette fenétre est inconnue en pratique. Plusieurs travaux se sont
intéressés a la procédure de choix d’une fenétre pouvant approximer celle-ci. Nous
citons tout d’abord le travail de Stone (1984). Il décrit une regle de sélection de la
fenétre en utilisant la méthode de la validation croisée. Sous ’hypothese que la den-
sité marginale est bornée, ce choix est ainsi asymptotiquement optimal. Notons que
ce critére a été introduit par Rudemo (1982) et Bowman (1984). Hérdle & Marron
(1985) ont considéré le choix de la fenétre dans le cas de la fonction de régression
et de la fonction du taux de hasard et ont établi I’équivalence asymptotique entre
IEQI, TEQMI et 'EQM pour les histogrammes, les estimateurs par la méthode de
noyau et la méthode des séries orthogonales. Il existe plusieurs regles de sélections
automatiques de données pour gérer le probleme du choix optimal du parametre
de lissage. Les méthodes dites plug-in minimisant a la fois TEQMI et 'EQM, voir
Silverman (1986), Heidenreich (2013) et Hall & Marron (1987) pour plus de détails.
Chac’on et al. (2007) ont montré l'existence d’un minimisateur exact de 'EQMI
par rapport a 'estimateur a noyau de la densité en fonction du parametre de lis-
sage et ont donné des propriétés limites de ce parametre optimal. Un autre travail de
Chac’on et al (2012) donne des propriétés du parametre optimal qui minimise I'EQM
de l'estimateur a noyau de la densité. Tenreiro (2017) présente dans son travail une
version modifiée du critere de validation croisée en introduisant une pondération
dans la validation croisée (PVC). Des résultats de simulations numériques montrent
que la méthode PVC est plus performante que la méthode standard pour les cas de

densité "facile a estimer" et "difficile a estimer'. En prenant appui sur le travail de



Hall, P. (1982) montrant I’équivalence asymptotique entre 'EQMI et 'EQI, Hall, P.
(1983) établit I'optimalité asymptotique du parametre de lissage issu du critere de
la validation croisée. Hall, P. & Marron, J. (1987) ont eux évalué les distances entre
les différents parametres résultant de la minimisation des criteres EQI, EQMI et
la validation croisée pour ensuite établir des vitesses de convergence. Des résultats
similaires ont été établi par Rice, J. (1984) dans le cas de I'estimation de la régres-
sion. Dans le cas des données a— mélangeantes, Hart & Vieu (1990) ont introduit
le critere de la validation croisée en considérant "a sequence-leave-out' dans le cas
de I'estimation de la densité. Ils ont montré sous des conditions peu restrictives que
le parametre minimisant le critére introduit est asymptotiquement optimal. Le cas
de la fonction taux de hasard pour des données a— mélangeantes est traité dans
le travail de Esévez-pérez, Quintela-del-rio et Vieu (2002). Des résultats de conver-
gence du parametre qui en ressort ont été établis. Sans vouloir étre exhaustif sur
la question, nous citons aussi les travaux de Sarda & Vieu (1991), Youndjé et al
(1996), Tea Yoon Kim & Denis (1997) pour traiter le probleme du choix optimal
du parametre de lissage. Dans le cadre des données fonctionnelles, Rachdi & Vieu
(2007) ont considéré I'estimation de la fonction de régression pour construire un pa-

rametre de lissage asymptotiquement optimal pour le critére de la validation croisée.

L’estimation non paramétrique relative a des processus a temps continu a regu
un intérét particulier ces dernieres décennies. De nombreux résultats traitant de la
convergence, des vitesses convergence et de la normalité asymptotique ont été éta-
blis. Pour un large panorama sur la question, nous renvoyons a Bosq (1998) et les
références qui y sont citées. Comme dans le cas discret, la qualité de l'estimation
est fortement impactée par le choix du parametre de lissage. L’objet de cette these
est de construire une procédure de sélection automatique du parametre de lissage et
établir les propriétés d’optimalité pour le critere de validation croisée et de conver-
gence. Dans un souci de plus de précision, nous détaillons ci-apres les résultats les

plus significatifs sur la question.

Le présent manuscrit présente des résultats de recherches originaux portant sur
la présentation dans un premier lieu de la fenétre optimale théorique 5, minimisant

I’EQMI relative a I'estimation non paramétrique de la fonction de densité associée
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a des processus a temps continu. L’expression de cette fenétre est déterministe et
fait intervenir des quantités inconnues. Notons qu’en pratique, la fenétre dépend des
données aléatoires, nous considérons alors ’EQI et construisons a partir de ce critere,
une méthode de sélection automatique du parametre de lissage. La fenétre h issue
de cette méthode de sélection est asymptotiquement optimale. Dans un second lieu,
nous évaluons l'ordre de grandeur de h,, minimisant 'EQMI pour ensuite établir
des vitesses de convergence des parameétres hg et ﬁ, minimisant respectivement 'EQI
et le critere de validation croisée, vers hgy. L'ensemble de cette these est composé

de trois chapitres.

Dans l'introduction, nous présentons I’historique des travaux réalisés auparavant
sur le choix du parametre de lissage dans le cadre de ’estimation non paramétrique
en temps discret ainsi que les différentes méthodes de sélection de ce parameétre.
Nous présentons en suite le cadre stationnaire ergodique tant en temps discret qu’en
temps continu. Nous revenons sur la méthode de sélection automatique pour le cri-
tere de validation croisée présentée par Stone (1984) pour des données indépendantes
et celles exposées par Hart & Vieu (1990) pour des données a—mélangeantes. Afin
de pouvoir établir nos résultats, nous présentons tout d’abord le cadre non para-
métrique en temps continu et développons les propriétés qui nous ont servies pour

aboutir a ces résultats. Nous finissons par un résumé des principaux résultats.

Le chapitre 2 est consacré au choix optimal du parametre de lissage "h” dans
I’estimation non paramétrique de la fonction de densité associée a un processus sta-
tionnaire ergodique a temps continu. Dans un premier temps, nous présenterons
I'expression exacte du parametre de lissage hp. Du fait que le critere d’évaluation
EQMI aboutit a un choix non aléatoire dépendant de parametres inconnues, la so-
lution est de considérer 'EQI. Notre objectif est ainsi de chercher a minimiser ’'EQI
suivant le parametre de lissage h. Sachant que 'EQI dépend de la fonction de den-
sité qui est "inconnue', nous construisons alors une procédure évitant de traiter cette
quantité. A cet égard, nous estimons la fonction de densité et introduisons le critére
de validation croisée adapté a ce processus. En utilisant un un premier résultat qui
permet d’obtenir I’équivalence asymptotique entre L’EQI et le critere de validation
croisée introduit, la regle de sélection de la fenétre optimale est construite ainsi en

minimisant ce critere par rapport a "h”. Finalement notre principal résultat montre
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que iL, issue de cette méthode de sélection, est asymptotiquement optimal.

Dans le chapitre 3, nous présentons dans un premier temps l'ordre de grandeur
de la fenétre optimale h,,; minimisant 'EQMI relative a la densité f d'un proces-
sus stationnaire ergodique a temps continu. En utilisant ’équivalence asymptotique
entre 'EQI et TEQMI associées a f et le critere de la validation croisée, nous établis-
sons dans un deuxieme temps que les fenétres minimisant ces différents criteres ont
le méme ordre de grandeur. Ces résultats font appel a des vitesses de convergence

de l'estimateur a noyau de la densité plus rapides que celles présentées par Didi

— 1et — 1
opt hopt

presque stirement. En fin, nous présentons des vitesses de convergence des fenétres

ho et h ainsi que celles de EQI(R) et EQI(hop).

& Louani (2013). Ce qui conduit aux criteres d’optimalité

1.1 Estimation non paramétrique en temps dis-
cret

Soit X1, ..., X,,, n variables aléatoires réelles, indépendantes, identiquement dis-
tribuées et de densité marginale f. La méthode d’estimation par histogramme est
historiquement la premiere méthode pour estimer une fonction de densité. L’es-
timateur se présente dans les termes suivants. En considérant, une partition (b;),
d’amplitude h = h,, d’un intervalle 7" de R, I'estimateur de la densité f est défini,
pour tout x € I, par

fnh 72 {X;eb;,xeb;}s

ou 1 désigne la fonction indicatrice. L’estimateur a noyau de Parzen-Rosenblatt de

f est lui défini, pour tout z € R, par

Foate) = 53K (57),

=1

ou K est une fonction positive d’intégrale 1 et h le parametre de lissage. Le parametre
de lissage optimal au sens du critere EQMI donné par Parzen (1962) et établi sous

les hypotheses

— K est une fonction positive, /K =1et /xQK(w) £ 0,
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— f est bornée, deux fois dérivable, de dérivées bornées,

est de la forme

[

opt = { J K 2}5 nt (1.1)
(J 2K (z))" [ [

Cette expression ne peut étre utilisée en pratique puisqu’elle dépend de quantités
inconnues. Nous présentons dans la section suivante les différentes procédures de

sélection du parametre de lissage approprié.

1.1.1 Historique des méthodes de sélection du parametre de
lissage

eChoix subjectif Cette approche consiste a représenter sur un graphe plusieurs
estimateurs correspondant a plusieurs parametres de lissage et ensuite choisir
parmi ces estimateurs, le parametre de lissage correspondant a 1’estimateur
le plus proche graphiquement de la fonction de densité. Pour plus de détail

voir Silverman (1986).

eForme de la fenétre dans le cas de la loi normale Lorsque les données suivent
la loi normale de variance o2, la fenétre optimale obtenue a partir de celle

établie par Parzen (1962) est de la forme,

A

h ~ 1.06071’%.

Il suffit d’estimer o pour avoir une forme utilisable en pratique.

eMéthode du graphe test Cette méthode subjective a été introduite par Sil-
verman (1978a). Son idée vient du comportement de 'estimateur de la déri-
vée seconde si celle-ci était proche de la vrai dérivée seconde. Le résultat est

présenté, en supposant que

— Le noyau K est symétrique, deux fois différentiable et [ |z|?K(z)dz # 0.
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— La densité f est de dérivée seconde bornée et uniformément continue.

— h = h(n) est choisie de fagon & minimiser I'erreur maximale dans ’esti-

mation de la densité, ceci se traduit, pour n — oo, par

sup |f7lzlh - Efrlzlh‘
Efo ]

— k,

ou k est donné par

k= ; {/ |Z2K(Z)dz|} {fﬁf }é |

La méthode proposée par Silverman est de représenter graphiquement f,

pour différentes valeurs de h. Le meilleur "graphe test" doit avoir de rapides
fluctuations sans pour autant dissimuler les variations systématiques, voir

Silverman (1978a) pour plus de détails.

eMéthode plug-in Cette méthode consiste a estimer la fenétre

=

hopt = A(K)B(f)n™

donnée dans la formule (1.1)) de Parzen par hy de la forme

=

hi = A(K)B(fn,ho)n_ )

construit a partir d’'un estimateur a noyau f,, de f correspondant a un
choix initial Ay de la fenétre. Cette approche a été proposée par Woodroof
(1970). La fenétre hy est toute fois sensible au choix initial de hg, voir Scott
et Factor (1981) pour plus de détails. Des simulations numériques montrent
que pour des densités bimodales, a queues de distributions chargées, cette

méthode présente des résultats décevants, voir Bowman (1985).

Les méthodes citées jusqu’a présent ne sont pas automatiques, elle restent

imprécises voir grossieres dans certains cas.

Nous présentons maintenant des méthodes de sélections automatiques.
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— Une régle de sélection de la fenétre est une fonction i = h(n) du processus

(X1, ..., X,,) a valeurs dans RT.

La méthode de sélection suivante rentre dans le cadre paramétrique, nous la

citons tout de méme

eMéthode de vraisemblance de la validation croisée Elle a été introduite

par Duin (1976) et Habbema, Herman et Van Der Brock (1974). Elle consiste
a prolonger 'idée de la vraisemblance pour juger 'estimation. En supposant
Y indépendant du processus X; de densité f. f est la famille paramétrique
d’estimateurs dépendant de la fenétre h. L’estimateur log f_i de log f est
construit & partir des données {Y, X;, j=1,..,N j#i}. Le critere de

vraisemblance de validation croisée est alors donné par

Choisir ”h” maximisant ce critere conduit a un estimateur proche de la densité

au sens de la distance de Kullback- Leibler définie par

1. ) = [ f1og @ dr.

Si la fonction de densité n’est pas a support compact et le noyau K a support
compact,

](f, f) = o0, lorsque n — oo,

nous renvoyons a Silverman (1986). Cette méthode exclue le cas de la loi

normale, ce qui présente un gros handicap.

Nous introduisons maintenant la méthode de validation croisée.

eMéthode de validation croisée

Cette méthode a été introduite par Rudemo (1982) et Bowman (1984). Pour un

estimateur a noyau f, de la fonction de densité f, I'EQI est définie par

Lun = [ Unaa) = f(@)] da
- /fnZ,h(x)dm_2/fn,h(x)f($)d$+/f2<w>dx'
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L’idée est de construire un estimateur de / fih—Q / fnnf. Cet estimateur, construit

a partir des données (X;),,.,, est donné par le critere de validation croisée suivant,

Mnhz/fgh_mzn:zn:K(Xszj>

i=1j=1
La regle de sélection de la fenétre se traduit par la minimisation de ce critere,
h = argmin, M, p.

En utilisant le résultat de Stone (1984), h est asymptotiquement optimal. Cette

méthode sera détaillée dans la section suivante.

1.1.2 Méthode de la validation croisée

Choix du parametre de lissage pour des données indépendantes

L’estimateur a noyau f,;, de la densité f est donné par
1 & r—X;
nh — 1 K ( 1) )
Jnn =R ; h

ou h € H, C R*. 'EQI relative a f,,  est donnée par

Ly = an,h - fH2 (1.2>
= / [fnn(z) — f(.il:)]2da:
= /fi,h(w)dm - 2/fn,h(x)f(l')dx—l—/JQ(gj)dx.

Le parametre de lissage théorique optimal hy € Rt au regard de 'EQI est donné
par

hy = argming, Ly, .

Minimiser L, par rapport a h revient a minimiser la quantité

[ £2ua)dz =2 [ fua@)f@)da.

Puisque cette quantité est inconnue, ceci conduit a l'introduction de 1’ estimateur
'one-leave-out", f, _; de la fonction de densité f construit a partir des données

(X;) défini par

Jfo-i(@) = n—1h zn:K (:U_hXJ) .

1<j<n,j#i0
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Le critere de validation croisée est alors donné par
2 n
Mp = [ F20= =3 fucilX0)
i=1

e Equivalence asymptotique entre 'EQI et le critere de validation croisée

[ a2 fhut] = [3

Minimiser L,, ;, par rapport a h est équivalent a minimiser le critere de vali-

dation croisée M,, , par rapport a h. La regle de sélection est donnée par
h = argminy My, p.

e Critere d’optimalité

— La fenétre h est dite asymptotiquement optimale si

I .
lim nh

— =1 .5.
n—0oo infh Ln,h P

Théoréme (Stone (1984)). Sous Uhypothése que f soit bornée, h est asymp-

totiquement optimal.

Ce résultat est établi sous la condition suivante

— K est un noyau positif, a support compact, symétrique et Hoélder-continue,
ie, pour tout (x,y) € R?, il existe deux constantes A > 0 et D > 0 tel que
|K(z) — K(y)| < D]z —y|*.

Stone démontre le résultat premierement pour h € Hy := {hy,...,hn}. Hy C

H,, et satisfaisant la condition suivante

#Hy < An®, A,a > 0.
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Pour vérifier que h est asymptotiquement optimal, il suffit de démontrer que,

lim max ’Ln’hl — Lot (Mn’h, ~ Mn’h)’ =0, p.S. (1.3)

n—=00 b 1’ e Hy Loyn+ L,
) n,h

Démontrer I'assertion (1.3) revient a démontrer

1) liminf, min : >0 p.S.
. s (T3

o L~ = (o =00
1M, oo Max; ;-
- PREIN N fun] = fII? + B[] — I+ 5 +

=0, p.S.

1
nh’

Gréce a un résultat, donné dans le lemme 1 de Stone (1984), les dénomina-

teurs de (1) et (2) sont contrdlés, pour h relativement petit, par
[E[fan] = fI* > CH,

ou C' et r sont deux constantes positives. Par un développement approprié
de L, p, l'utilisation de l'inégalité de Bernstein, la preuve de (1) et (2) fait
appel a la méthode de "Poissonization", voir aussi Rosenblatt (1975). Par

I’argument de Holder-continuité de K, Stone montre le résultat pour H,,.

Choix du parameétre de lissage pour des données dépendantes

Nous introduisons tout d’abord la notion de processus a—mélangeants. Dans
ce qui suit, o (Xy,...,X,) désigne la tribu engendrée par les variables aléatoires

X1, X

Définition 1.1. Un processus (X;), est dit a—mélangeant s'il existe, un coefficient
a(m) vérifiant, pour tout entiers positifs k et m, tout ensemble A € o (X7, ..., Xj)

et tout B € o (Xpik,-..), les propriétés suivantes

— |P(ANB) — P(A)P(B)| < a(m).

— limy, 00 a(m) = 0.
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Nous considérons ici 'EQI pondérée relative a I'estimateur a noyau de f et définie

par
EQI(f) = [ [fuale) = f@) w(w)dz,

ol w est une fonction positive a support compact. Le parametre h es pris ici dans
un ensemble H,,.

Pour minimiser 'EQI, Hart & Vieu (1990) ont défini le critere de la validation croisée
en introduisant, un estimateur f{) de f, appelé I'estimateur de "sequence-leave-out',

basé sur les données {X;}, tel que |j — ¢| > [,, défini par

=g 2K (57,

ou [, est une suite d’entiers positifs appelée "sequence-leave-out' et n;, tel que, nn,,
est le nombre d’index de données (X;, X;) vérifiant |j —i| > [,. Le critere de la

validation croisée est défini par

n = [ Faley dx—*Zf“ ;).

ou

hi,, = argminpem, CV (h).

Pour établir leur résultat, Hart & Vieu (1990) ont considéré les hypotheses sui-

vantes

(H,) Lenoyau K est supposé borné, symétrique, a support compact, [z K (x) <
00, [2*K (z)dx =0, k = 1,...,v—1 et Lipschitz continue, ie, Hélder continue

avec A = 1.

(Hy) H, = [An~,Bn™"], 0<b<

1 2
<a< —,oudetB t
Il SO Tra onde son

deux constantes positives.

1+4
(H.) La suite de "leave-out" {l, }n~ vérifie, [, <n®* on 6, <1— M,

(Hg) Le coefficient de mélange vérifie, sup;.,0, a(j) = 0(71‘92), ou 0y :=

65 (a,b,v,6,) (voir Hart & Vieu(1990)).
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(H.) La densité f est bornée, admet v dérivées continues pour v € N* et

max (f(z), f(—z)) — 0, quand x — oc.

A~

Théoréme (Hart & Vieu(1990)). Sous les Hypotheses (H,) — (H.), hy, est asymp-

totiquement optimal.

Vérifier la propriété de 'optimalité asymptotique revient a vérifier (voir Marron

(1987)) que

hseué) |Eg;((}}zl)>| — 0, p.s, (1.4)
13 n )
() = 32 00X = [ fu@)f@wta)de=32 FXw X+ [ Py

La preuve du théoreme se décompose en trois étapes.

1. La premiere étape consiste a établir que

|Dr,, (h) = Drs (h)]
sup
heH, EQI(h)

ou l,, est controlée par [ qui croit algébriquement.

—0 p.s,

2. La deuxiéme étape consiste a démontrer I'assertion (|1.4]) pour I} et k' appar-

N . ! .
tenant a un ensemble fini H, de H,, ie,

| D ()]
SUp — =7
heH,, EQ[(h)

3. La derniére étape consiste & établir, pour h € H,, proche de b’ € H;L, que

|Drs (h) — Dy (1)
sup
heH, EQI(h)

L’EQI se décompose en deux termes, le terme en biais et le terme en variance

—0 p.s.

—0 p.s.

(voir Rosenblatt,(1971)), le terme en biais est de 'ordre de h?”, ainsi par le théoréme
2 de Vieu (1989), pour n suffisamment grand et tout h € H,, il existe une constante
finie CY, tel que,
EQI(h) > Cyh™.
K
et par la proposition 4.1 de Roussas (1988). L’étape 2 se traite par des inég£l|i€(é|s

L’étape 1 découle directement en considérant ’estimateur relatif au noyau

exponentielles pour des données a-mélangeantes (voir Théoreme A.2 de Roussas
(1988) ainsi que l'inégalité de Bienaymé). L’étape 3 se déduit directement du fait
que le noyau K est Lipschitzien et de la proximité entre h € H,, et h' € H.
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1.2 Théorie ergodique pour des processus station-

naires

L’étude des propriétés des processus a temps continu ne peut étre envisagée en
dehors d’un cadre de dépendance des données. Les dépendances faibles ont été consi-
dérées par de nombreux auteurs dans les cadres a la fois de processus a temps discret
que de processus a temps continu. Nous considérons dans cette these le cadre ergo-
dique qui est plus général que le cadre de dépendances faibles. La théorie ergodique
doit ses origines a la mécanique statistique. Birkoff (1931) et Von Neumann (1932)
sont les pionniers dans ce domaine. Son utilisation dans ’analyse des systemes dy-
namiques a permis d’établir de nombreux résultats. Il est fait état de I’équivalence
entre le comportement moyen des systemes dynamiques et la moyenne temporelle
des comportements d’un systéme dynamique. Nous renvoyons a Peksir (2000), pour

le théoreme ponctuel de Birkoff et le théoreme ergodique de Von Neumann.

La stationnarité classique est décrite dans le concept probabiliste par une mesure
préservant la transformation 7. On considere ainsi, pour une fonction f intégrable,
les moyennes prises sur les séquences f, f o7, f o 72, ... Elle peut étre définie d’'une

facon équivalente comme suit.

Définition 1.2. Soit Y = (Yp, Y], ...) un processus défini sur un espace probabilisé
(E,F, P). La distribution du processus est déterminée par la probabilité des évé-
nements de type {Y;, € F1,...,Y;, € F,}. Y est stationnaire si, pour tout n € N,
F,. . F,eF t,. ty,s €L

P(}/tl €F17"‘7Ytn an):P(}/ﬁ-f—S th"’unn-‘rS EFn)

Les définitions qui suivent permettent de définir I'ergodicité des processus a

temps continu.

Définition 1.3 (Ensembles invariants). Soit {Y;},.z+ un processus a temps
continu défini sur un espace mesuré (E, F, P). Pour § > 0, soit T° une transforma-
tion d-shift, ie, (T5 oT5(Y) = Y5+5>. Un ensemble mesurable A est dit d-invariant,

s'il ne change pas sous une transformation d-shift (7°(A) = A).
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Définition 1.4 ()-ergodicité). Y = {Y;}, .+ est dit d-ergodique, si tout ensemble

mesurable d-invariant lié au processus Y, a une probabilité de 0 ou 1.

Définition 1.5 (Ergodicité). Un processus Y = {Y;}, g+ est dit ergodique s'il est
0-ergodique pour tout § > 0.

Nous énoncons le théoréme ponctuel ergodique de Birkoff lié aux processus sta-

tionnaires a temps discret, (voir Krengel (1983), théoreme 4.4 p.26).

Théoréme (Birkoff). Si Yy, Yi, ... est un processus réel stationnaire, Yy intégrable

et F une o-algebre des ensembles invariants alors

lim — ZY E[Yy/F], p.S.

n—oo n

Si en plus le processus est ergodzque,

lim — ZY E[Yo], D.S.

n—oo n

Théoréme (ergodique de Birkoff en temps continu). 5i (Y}),c(o 7y est un pro-

cessus réel stationnaire, alors

lim —/ Yidt = E[Yy], p.S.

T—o0 T’

1.3 Cadre non paramétrique en temps continu

Pour T" > 0, soit (X;, 0<t<T) un processus a temps continu de densité

marginale f. L’estimateur a noyau de la densité est défini, pour tout z € R, par

fra(@ Th/ ( )dt

ou h = h(T) est le parametre de lissage, supposé évoluant dans ’ensemble Hp :=

lar,br] C Ry, K est une fonction mesurable, positive d’intégrale 1.

Dans ce travail, nous faisons appel a un résultat de convergence ponctuelle de
I'estimateur a noyau de la fonction de densité d a Didi & Louani (2013), voir le
théoreme 2.1, dans le quel ils utilisent une version fonctionnelle du théoreme ergo-
dique de Birkoff, introduite dans le cas discret par Delecroix (1987) et une hypothese
similaire & celle de Wu (2003). Considérons, pour un réel positif ¢ tel que n = % e N,
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la partition (7})1<;<, de pas ¢ de I'intervalle [0, T]. Pour ¢ € [0, 7], f7+-¢ est la den-
sité conditionnelle sachant la tribu F;_5 := o (X;_5). La projection Py est définie
pour une v.a réelle & et k € N, par Pp& = E [¢|Fi] — E [{| Fr-1], ou E [€|Fk] est 'es-
pérance conditionnelle de ¢ sachant la o-algebre Fj, avec Fj, := Fr,. Pour établir

ce résultat, Didi & Louani (2013) utilisent les hypotheses suivantes :
(A) (i) K est un noyau positif d’intégrale 1.
(i) [|z|K(z)dz < 0.
(B) (i) La densité f est différentiable avec une dérivée bornée.

(ii) Pour tout § > 0, la densité conditionnelle f7t=5 est différentiable avec

une dérivée presque stirement bornée.

(iii) Pour tout t € [0,T], § > 0 et z € R, la fonction f7*-5(x) est presque
stirement bornée par une fonction déterministe b 5(x), qui vérifie la pro-
priété ergodique, pour tout § > 0, %fOT bis(x)dt — D(z) # 0, quand

T — oo.

(C) Pour tout § > 0, sup, fer [|PLf7 " (2)]|2dt < co.

Thy

log T

Théoréme (Didi & Louani (2013)). Sous les hypothéses (A), (B) et (C), si —

oo lorsque T — oo, alors, pour tout x € R,

log T
Th

Pour établir nos résultats, nous énongons un résultat de Stone (1984), qui nous

1
3
] , lorsquel — oo.

ﬁmw—ﬂw:owﬂ+om[

permettra de controler la norme L? du biais, lorsque le parametre h est relativement

petit.

Lemma 1 (Stone-1984). Pour h > 0 relativement petit, il existe deux constantes

positives C' et r tel que

IElfusl = £I? = [ Elfasle) = (@) do

1
> Ch™+ —.
O + =



1.3 Cadre non paramétrique en temps continu 17

Ce résultat a été établi dans le cas de données indépendantes et identiquement

distribuées. Cependant,

Blinal = [ K (52) 1wy
— Elful

et le lemme 1 de Stone (1984) reste valide dans le cas continu.

Afin de présenter nos résultats, nous introduisons notre cadre de travail et
quelques propriétés qui nous seront utiles. Soit (X;, 0<¢<T), T € R" un pro-
cessus stationnaire ergodique de densité marginale f. Considérons l'estimateur a

noyau de f défini, pour tout z € R, par

frate) = o [0 (5

ou h est le parametre de lissage appartenant a Hr := [ar, by] C Ry. Considérons la

densité jointe fx, x, du vecteur (X, X;) et la densité marginale fx, de X. Intro-

duisons a présent la fonction g, définie par

Gst = sz,Xt - szth'

Comme le processus est stationnaire, nous en déduisons que

Gs;t = go,|s—t|>  Go,|s—t| = G|s—t|

Diverses mesures d’écart entre I'estimateur de la fonction de densité fr, et la den-
sité réelle f ont été évaluées. Le premier critére d’évaluation étudié ) est PEQMI
(Rosenblatt (1956) ). Ce critére a été largement étudié dans la littérature, il est

donné par

My =E [ [fral@) - f(@)] da.

Soit K@ le produit de convolution de K avec lui méme. Notons que K a les
mémes propriétés que K. Par ailleurs, pour tout ¢ > 0, soit F; = o ((X;) : 0 < s <)
la o-algebre générée par (X)jc,,- Pour une variable aléatoire { et tout k € N, la

projection Py, est définie par Pié = E []|Fy] — E []|Fk—1], ol E [|Fk] est I'espérance
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conditionnelle de & sachant la o-algebre F, := Fr,.

Forme du parametre de lissage optimal et son ordre de grandeur

Sous des hypotheses adaptées sur le noyau K, la densité f et la fonction gs,, la

forme exacte du parametre de lissage optimal minimisant 'EQMI est donnée par

ol

2 [ K? }

Popt = { fflny\Sa% {foT [T - U] gu(y, Z)dU} dydz g
7T 2GKD = K)(2)dz [ ] -

T2

Sous des hypotheses appropriées sur le noyau K, la densité f et la fonction g,

I'ordre de grandeur de h,y; est donné par

4 K2 [5° [ gu(z, 2)dzdu }é{a%}é+o<a%>;"
T

Ropt = —=
" {fzz(éK@) ~K)@d= [ AT
Le parametre de lissage hp étant déterministe, il est plus judicieux de considérer

I'EQI au lieu de 'EQMI, puisque le parametre de lissage doit étre aléatoire en

pratique. Dans ce travail nous considérons donc 'EQI définie par

Loy = [ Ufrale) = () da
= /f:%,h(x)dx—2/fT,h(x)f(x)dx+/f2(;,;)dx_

Minimiser cette erreur par rapport a h revient a minimiser

/f%,h(x)dx - 2/fT,h<l’>f(l’)dl’.

Puis que cette derniere expression dépend de la fonction de densité inconnue f, nous
devons donc construire une procédure de sélection évitant de traiter des quantités
inconnues en pratique. Nous présentons dans la section suivante le plan détaillé de

ce manuscrit.

1.4 Plan de la these

Le manuscrit de cette these est composé de trois chapitres. L’état de I’art ainsi
qu’une revue bibliographique sont données en introduction. Le chapitre 2 est consa-

cré a la construction d’'une procédure de sélection automatique du parametre de
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lissage qui réalise le minimum pour le critere de validation croisée. Le chapitre 3
établit des vitesses de convergence vers le parametre optimal pour TEQMI des pa-

rametres issus du critére de validation croisée et 'EQI.

1.4.1 Chapitre 2. Construction d’une procédure de sélection

du parametre de lissage optimal

Le chapitre 2 introduit la méthode de sélection par validation croisée du pa-
rametre de lissage optimal dans l'estimation non paramétrique de la fonction de

densité. L'EQMI définie par

My =E [ [fra(a) = ()] da.

est largement utilisée pour I’évaluation de I’écart entre la densité et son estimateur.
Sous des conditions de régularité du noyau, de la fonction de densité et des ses
dérivées premieres et secondes ainsi que des hypotheses adéquates sur la fonction
gs,t, nous avons obtenu I'expression exacte du parametre de lissage hqp; minimisant
I'EQMI. Ce résultat est obtenu grace a une décomposition adaptée de ’espace R? et
I'usage d'un développement de Taylor. h,, dépend des quantités inconnues f et g,,.
Il est donc impossible de le calculer en pratique. De ce fait, nous devons construire
une procédure qui nous permettra d’éviter de traiter des quantité inconnues. Nous

considérons alors 'EQI

Loy = [ [frale) = f(a)) da

comme critere d’évaluation et introduisons le critere de la validation croisée. Nous
avons ¢tabli, sous des hypotheses appropriées, 1’équivalence asymptotique entre ces
deux criteres. Minimiser 'EQI revient donc a minimiser le critére de la validation
croisée. Sous des hypotheses appropriées, le résultat principal établit que le para-
metre h réalisant le minimum pour le critere de validation croisée est asymptotique-

ment optimal.

La proposition suivante donne la forme du parametre de lissage optimal pour

PEQMI.

Proposition 1. Sous des hypothéses adaptées de K, f, f', " et gu, la fenétre

optimale théorique par rapport a l’erreur moyenne quadratique intégrée est donnée
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par

h _{ 2 K> };’ Hiysiag {00 [T = u] guly, 2)du } dyd= '
T AAGK® - K)()d= [ 'f I -

Le criteére de validation croisée approprié au cas de l'estimation de la densité pour

des processus a temps continu est défini comme suit.

2 n.n T T;
Mrg = [ fia@)de = =35 [0 [ 7 k(X - Xpdsat,

i=1j=1
J#i
ou,pourn € N, 6 = — et Tj = 59, 1 < j < n. Ce critére fait intervenir un estimateur
n
s'identifiant a I’estimateur de "one-leave-out' de f en temps discret, construit a partir

des données (X)/cin

nné par
G L1 Tl donné pa

J#i
1 Ty
fT,_ié(cT) = m Z:l /le Kh(ZE — Xt)dt.

i

Un critere asymptotiquement équivalent a My, est donné par

1& 9 N Ty
n;/f%_z(x)dx - T;/ fr—i(Xs)ds.

La proposition suivante établit I’équivalence asymptotique entre 'EQI et le cri-
tere de la validation croisée My, et revét une grande importance dans la preuve de

notre résultat principal.

Proposition 2. Sous des hypothéses appropriées,

Lyy— | fQ(x)d:c} = lim E [Mr,).

lim E
T—o0

Avant d’énoncer notre résultat principal, posons tout d’abord les hypotheses
relatives a h. Il existe un réel r, 0 < r < 1, tel que
o TaZ ™ /logT — oo quand T — oo.

b
O—Z — 0 quand T — oo.

ar

Théoreme 1.6. Sous des hypotheses adaptées, la régle de sélection de la fenétre, lAz,

est asymptotiquement optimal.
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1.4.2 Chapitre 3. Vitesses de convergence du parametre de
lissage optimal

L’objet du chapitre 3 est d’étudier le comportement asymptotique des criteres
I'EQI, TEQMI, M7z, et d’évaluer les distances Ly, — L1 h,, LT,B — L1, et L p,,, —
Ly, ainsi que les vitesses de convergence presque sires de hg vers hop et h vers Dopt
ou hg, hop €t h les fenétres minimisant respectivement I'EQI, 'EQMI et Mry,. Le
lemme suivant présente ’expression donnant 1’ordre de grandeur la fenétre optimale

minimisant 'EQMI.
Proposition 1.1. Sous des hypotheses adaptées,

, 4[R2 52 [ gulz, 2)dzdu é{a%}§+ (a%)é
opt = —= 0 .
S R2AK® —K)(2)dz [ fff LT

Afin d’établir une équivalence asymptotique entre les différents criteres 'EQI, TEQMI

T

et Mrp, nous énoncons les théoremes suivants.

Théoreme 1.7. Sous des hypothéses convenables, il existe m < 1 et q < 2, tel que
1

logT |2
Th? m

Théoreme 1.8. Sous des hypotheses adaptées, pour tout h de l'ordre de grandeur

Lyp = My + O, (W)™ (G712 4 0, [ (1.5)

1
aN 3
de (C;T) , il existe m < 1, tel que

[

log T
1
1 @ 2—% 3
(Tl—l—m aT( ))

2 T 9 a% %
My =Ly —= [ J(X)dt+ [ Pla)de+0 () 10,
T Jo T
Critére d’optimalité

Un estimateur i de la fenétre hopt est dit asymptotiquement aussi "bon" que gy si

—= 1, p.S. (1.6)

Sous les conditions des Théorémes |1.7] et , nous avons que hg et i sont asympto-

tiquement aussi bons que hep. Par conséquent, pour he {ho, B}, nous obtenons

h
hopt
Nous présentons les théoremes [3.3] et suivants permettant de donner les vi-

— 1, D.S. (1.7)

tesses de convergence respectives de hg et h.
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Théoreme 1.9. Sous des hypothéses adaptées, il existe m < 1, tel que

|

a\ min{2-211 loe T
a 3¢ 33 0
m—mm:o<T) +0,, & o as)
T L a(a-2)\3
(reate )
2 1 , . P
e Pour ¢ < 3 et m < 3’ une conséquence directe du théoreme est
%
2
a3 log T log T
Ly — Lrpg = O (;) + 0, s | 40, g —
1 [0} L 3 1 oald—— 3
(rina) (ré-1a#)
(1.9)
Théoréme 1.10. Sous des hypothéses adaptées, il existe m < 1, tel que
R o min{%—z,l} loe T
b =0(%) " 40 % - (1.10)

1
< 3n_1a;(4—i)>3

2 1
e Pour q < 3 et m < 3 nous obtenons grace au théoreme

N|=

[\V]

logT logT
& + 0, &

(a5’ (Tt )

aOZ
Lyj — Loy, = O <7?




Chapitre 2

Procédure de sélection
automatique du parametre de
lissage optimal en estimation de la
densité d’un processus a temps

continu

Ce chapitre a fait l'objet d’une publication dans Statistics and Probability Letters

Résumé

Le choix du parameétre de lissage dans l’estimation non paramétrique de la fonction
de densité est d’une grande importance. La mesure de précision de cette estima-
tion dépend fortement de la maniére dont ce paramétre est choisi. Dans cet article,
on construit une procédure de sélection automatique du paramétre de lissage opti-
mal dans ’estimation a noyau de la densité d’un processus stationnaire ergodique a

temps continu.

MSC[2010] 60-G10, 62-GO7, 47-A35.
Mots clefs : processus stationnaire, processus a temps continu, estimation de la densité, ergodicité,

estimateur a noyau, fenétre.
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2.1 Introduction

Soit (X, 0<t<T), T € R" un processus stationnaire ergodique a temps
continu de densité marginale f. On consideére 'estimateur a noyau de la densité f

défini, pour tout x € R, par,

e = [ (52

ou h est un parametre de lissage appartenant a un ensemble Hr := [ar,by] C Ry,

K est une fonction positive mesurable d’intégrale égale a un. Un choix inapproprié
du parametre h impacte fortement ’estimateur dans le sens ou 'on peut observer
des phénomenes de sur-lissage ou de sous-lissage de la fonctionnelle estimée. Dans
ce travail, nous nous fixons comme objectif de déterminer le parametre de lissage
convenable qui résulte de la méthode de validation croisée adaptée a I'estimation a
noyau de la densité pour un processus stochastique a temps continu. Le critere de
validation croisée doit ses origines a Rudemo, (1982) et Bowman, (1984). L’historique
relatif a cette méthode et les travaux qui en ont découlé a déja été mis en avant
dans la partie introduction de ce manuscrit. Le parametre de lissage optimal pour
le critere EQMI présente 'inconvénient de dépendre de quantités inconnues et son
utilisation en pratique pose alors probleme. Construire une procédure basée sur des
criteres permettant d’éviter cette issue est alors nécessaire. Dans ce qui suit, nous
introduisons d’abord quelques outils permettant de résoudre le probleme. L’erreur

quadratique moyenne intégrée (EQMI) est définie par

My =E [ [fra(@) - f@)] do.
Dans toute la suite, nous noterons h,y: la quantité qui minimise Mj. On note que hgp
dépend de quantités inconnues, ce qui rend impossible son utilisation en pratique.
Pour un résultat exploitable en pratique, 'erreur quadratique intégrée (EQI), définie
par

L= [ (@) = ()] da.

est plus appropriée. Comme L, peut aussi s’écrire sous la forme

Lip = / f2,(@)dz — 2 / Frn(a) f(@)dz + / £2(z)dx,

il ressort que minimiser Ly, par rapport a h revient a minimiser la quantité

Lop— / P2 (x)dr = / f2,(z)dz — 2 / Fra(@) f(z)dz.
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Cette quantité dépend encore de la densité ce qui aboutit a un parametre h dépen-
dant encore de quantité inconnue. Prenant appui sur le critere de validation croisée
introduit par Rudémo (1982) et Bowman (1984) et utilisé par de nombreux auteurs
par la suite, nous proposons le critere suivant

) 9 n n T T;

Mg = [ fraloyde = 35 [0 [7 KX, = X)dsd,

’ T2 =5 /1 I

J#
x

ot, Kn(z) = K <h

T
),T():OetTj:jéavecdzetlgjgn.
n

La procédure de sélection du parametre de lissage minimise Mpj pour obtenir le

parametre optimal que nous noterons dans la suite par h.

Remarque 2.1. En notant

1 LR
_i(x) = ——— Kp(x — X;)dt,
frale) = g 2, Knle = X0
J#1
I ressort alors, un critere asymptotiquement équivalent a My, s’écrivant sous la

forme
[ B 23 [ (X
— (x)dr — — —i s)as.
nis b Tizl Ti1 "
fr—i(z) s’agit de l'estimateur a noyau de f sans la partie {X; : ¢t € [T;_;,T;]} du

processus.

2.2 Résultats

Introduisons tout d’abord les notations nécessaires avant de poser le hypotheses
requises pour établir nos résultats. Si K est un noyau, dans tout la suite K(? désigne

le noyau de convolution de K avec lui méme défini par

KO() = [ Ko —y)K(y)dy.

Nous signalons que K a les mémes propriétés que le noyau K. Dans tout le chapitre
2, fx,.x, désigne la densité conjointe du vecteur aléatoire (X, X¢) et fx, la densité
marginale de X,. Nous introduisons par ailleurs les notations suivantes

Gst = fx.x, — [x.fxis  Gou = Gu, [l == sup ||
(y,2)€R2
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Pour tout ¢t > 0, nous notons F; = 0 ((X5) : 0 < s < t) la o-algebre générée par
les données (Xj)y,,- Pour une variable aléatoire § et un entier k € N, le projecteur

Py est défini par 1’équation

Pr& = E[¢|Fi] — E[¢|Fiu],

ou E [¢|Fk] est 'espérance conditionnelle de ¢ sachant la o-algebre Fy := Fry, Ty

étant le k™ élément de la partition de l'intervalle [0, 7], ie, T}, = k.

Les hypotheses requises pour établir nos résultats sont posées ci-apres.

Hypotheses

(H1) (a) K est une fonction symétrique, bornée (K < M), de support compact
et d’intégrale un.
(b) K est Hélder-continue, ie, pour tout (z,y) € R?, il existe deux constantes
A>0et D> 0 tel que |K(z) — K(y)| < D|z —y|.
(c) / (KD (2) — 2K(2))dz < 0.
(H2) (a) f est deux fois dérivables avec la premiere dérivée et la seconde dérivée
bornées.
w) [rr<o.
(H3) 1l existe un ensemble I' € By contenant D = {(s,t) € R? s =t} tel que
(a) gs+ existe pour tout (s,t) ¢ I'.
(b) Ap(I) = (fggrﬂgs,th(Rz) < 00, pour p € |2, o0l.
(¢) u — ||gulloo est intégrable sur |0, col.
(d) Il existe une fonction ar et un réel a > 1 tels que, // gu(y, 2)dydz >
0 ly—z|<a$:
(H4) (a) Pour tout § > 0, la densité conditionnelle ff =% de X, sachant la o-
algebre F;_s est dérivable et de dérivée presque stirement bornée.
(b) Pour tout t € [0,7], et tout & > 0, la fonction f;*~*(z) est presque
stirement bornée par une fonction déterministe b, s5(x).

1 /T
(¢) Pour tout 6 > 0, ?/ bis(x)dt — D(z) #0, lorsque T'— oo.
0

(H5) Pour tout § > 0, sup/+ 1Py ()]t < oo
r JR
(H6) Il existe un réel v, 0 < r < 1, tel que
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(a) Ta¥ ™ /logT — oo, lorsque T'— oc.

b
(b) —f — 0, lorsque T — oc.
ar

Commentaires sur les hypotheses.

Les conditions (H1) sont tres standards en estimation fonctionnelle non paramé-
trique. La condition (H1)(c) est similaire a la condition K (0) — 2K (0) < 0 intro-
duite par Stone (1984), il est & noter que le noyau gaussien satisfait cette hypothese
et qu’en général le noyau n’impacte pas significativement 1’estimation. L’hypothese
(H2)(a) est une condition de régularité de la distribution du processus considéré.
L’hypothese (H2)(b) est satisfaite par le processus gaussien. Les deux hypotheses
(H1)(d) et (H2)(b) assurent la positivité de hgy. Les conditions (H3)(a) — (b) sont
utilisées uniquement pour établir ’'équivalence entre 'EQI et le critere de valida-
tion croisée. Ces dernieres servent plus généralement dans la littérature a atteindre
des vitesses de convergence optimales, voir par exemple Bosq (1996). Notons que la
condition (H3)(c) est utilisée dans Bosq (1996, p 104) pour atteindre les vitesses
de convergence sur-optimales de l'estimateur de la densité. Les conditions (H4) et
(H5) contribuent a assurer la convergence de 'estimateur de la densité, comme
établi dans Didi & Louani (2013). Les conditions (H6) assurent les contraintes du

domaine d’appartenance du parametre de lissage.

Afin de présenter le parametre de lissage optimal théorique, on considére premie-
rement la décomposition de R? en sous-espaces {|y — z| < a3} et {|y — 2| > a$}, ou
a > 1. Il s’en suit alors, sous les conditions H1, H2 et H3(c) — (d), que la fenétre

optimale théorique par rapport a EQMI est

b — 2 K* 5[ [hyesicas {00 [T — 0] guly, z)du} dyd= :
e {f22<§K‘2) — K)(z)dsz"f} T2 :
(2.1)

Les détails de la preuve sont donnés dans la section suivante.

Remarque 2.2. Si 'on suppose que u — fﬁy—z\ga; |gu(y, 2)|dydz est intégrable,
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nous avons alors

ff|y_z|§a% {fOT (T — ul gu(y, z)du} dydz 1
T2

ATl_ﬂ{ﬂ;%ﬁ%W@@M}m
Aw{fﬂz<%mﬁy W@M}mL

T
1
T

Par conséquent,

T

ff\y—z|§a% {fOT [T - U] gu(y7 Z>du} dde ( 1 >
=0 .
T2
Ci-apres, un exemple de processus par le quel, hp est positif sous la condition

H1(e).

Exemple 2.1. Soit (X;,t € R) un processus Gaussien stationnaire réel centré et de
variance un. Soient la fonction d’auto corrélation p(u) et la densité marginale f. La

densité jointe est alors donnée par

2 22_ Wz
Fuly,2) = fXO,Xu<y,z>=1exp{_;<y +2 = 2p(u)y )}

21y /1 — p?(u) 1= p*(u)

Par un changement de variable convenable, nous obtenons

\/ 2 1 p(u) yz + ZQ
nen dud — // 1- <u) (U) _ dud
/9L_Z§a%f’@/Z) ydz o e Mw . exp 5 ydz

2 (u)

a4z 2 2
> / / ! exp { R } dydz
27T aT+z 2

= TG

Il s’en suit alors que

ﬂm 9uly, 2)dydz > 0.
ly—2]<ag:

hopt étant dépendant d'une quantité inconnue, la proposition suivante permet
d’établir une équivalence asymptotique entre 'EQI et le critére de la validation

croisée.

Proposition 2.1. Nous supposons les hypotheses (H1(a)) et (H3(a) — (b)) satis-

faites. Nous avons alors

lim E
T—00

LT,h — /fZ(x)d:c

= i B (Ml
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La regle de sélection automatique s’exprime ainsi par
h = argminpe g, Mt p.
Le résultat principal de ce chapitre est donné dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.1. Sous les hypotheses (H1)(a) — (b), (H2)(a), (H3)(a) — (b), (H4),
(Hb5) et (H6), le parametre de lissage h résultant de la régle de sélection est asymp-

totiquement optimal.

2.3 Preuves

Lemme 2.1. Supposons les hypotheses (H1), (H2) et (H3)(c) — (d) satisfaites. Le

parametre de lissage optimal théorique pour le critere EQMI est donné par

A 2 ) K 5 [ hysicas {00 [T = 1) gu(y, 2)du } dydz
v {f 2K — K)(2)dz [ f”f} T2

——
wlm

(2.2)

Démonstration. Observons d’abord que
M, = E/f;h(x)dx _ z/EfT,h(x)f(x)da; + /fZ(x)dx
- T21h2 J -/OTK <x _hXt) dtr - T?h /= VOT " (x _hXt) dt] flaydz
+ [ @)
e R 8 (5
_ T2h//OTEK (x —hXt> it f(2)ds + /f?(;g)da:
e I ) L s

_ 2//;( (I = y) F)f @)dyda + [ f*(x)d.

En utilisant du théoreme de Fubini, il s’en suit que

o R )R ([
b [ 5O (5 sy
= 5 (5 rw @y + [ P
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En décomposant Pespace R? en deux sous-espaces {|y — z| < a$} et {|ly — z| > a3}
ol a > 1, et en procédant a un changement de variables adéquat et un développe-

ment de Taylor, nous obtenons

= gl (L o
el U () wm k(7))
o Ty Rl [ e

dydz + h? {/22(;_[((2) - K)(z)dz/f”f} + 0(h2) :

De fagon similaire a Bosq (1996, p 104), par la stationnarité du processus, nous

obtenons

T T T T
//gt,s(y,z)dtds = / {/ gt,s(y,Z)dS}dt+/ {/ gt,s(y,Z)dt}ds
0o Jo 0 {0<s<t<T} 0 {s>t}
T S
_ 2/ {/ gtsy,zdt}ds

= / — ul gu(y, z)du. (2.3)

Par conséquent,

M = T2h/ //y d<as {/OT ~ulguly, 2 )du}dydz
# g e ) [ (57) - ()] )
X {/0 T — u] gu(y, 2 du}dydz+T2h/y s (2)< . >{/0 [T—U]gu(y,z)du}

dydz + h? {/z (;K(Q - K)(z)dz/f”f} +o(h?)

2 T
= 7/K2 // / [T—u} gu(y,z)du dydz + Ar + Br
T2h ly—2|<a. 0

+ h2{/z2(;[((2) —K)(z)dz/f”f} +o(1?).

En utilisant la propriété de Holder-continuité de K, le terme A7 est contrdlé par
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|Ar| < 2D (aT)

T2h //y d<as {/ — 1l gu(y,Z)du} dyd:z
T2h //y d<as {/ [T = u] gu(y, z)du} dydz| .

< 2D (a=1)A

Par conséquent,

Ap = o <Tih / /|y_zl<a% { J 1T = gy, z)du} dydz) |

En supposant la fonction u — ||g,||« intégrable et 'hypothese (H1)(a) satisfaite,

nous obtenons

| Br|

IN

4 y—z T
— K® () / T'(|gullsodu ¢ dyd
T2] //y_z|>a% h 0 1gullocdu ¢ dydz

4h

? h ngHoodU // K(Q)(u — U)dudv
0

“ o)

Par conséquent, il ressort que

M, - 2/K2 {Tih//wzga% {/OT T — ] guly, z)du} dydz}
LR { / ZZ(;K(Z) ~ K)()dz [ f f} (2.4)
+ 0<T12h //y_%a% {/OT T — 4] gu(y, z)du} dydz + h2> .

Nous devons alors résoudre 1'équation M; = 0, ou M; est la dérivée premiere de
Mj,. Notons que sous les hypotheses (H)1(c), (H2)(b) et (H3)(c), la dérivée seconde
M; de M), est positive. O

IN

2.3.1 Preuve de la proposition

Nous estimons tout d’abord la quantité / frnf. Dans la suite, posons I' =

U, [Ti-q, E]Q, I est le complémentaire de I" dans [0, T ]2. Comme

/fT,h(x)f(x)dg; _ /{Tlh/OTK<m —hXt)dt} Fo)n,




Procédure de sélection automatique du parametre de lissage optimal en
32 estimation de la densité d’un processus a temps continu

il en découle directement alors que

B[t @] = o [ K (50 r)s@dds.

D’autre part, sous '’hypothese (H3)(a), nous avons

TQZZ/ / K (X, — X,)dsdt| = E[;/FCKh(Xt—XS)dsdt]

=1 j=1
J#i
= o A
- T?h
1 r—y
o 1] (55 ez

1
+ T Fc{ flz)fy da:dy} dsdt

- J1+Tih F{// (xhy)f dxdy}dsdt
- e () R )

(x Y fsi(x,y dxdy} dsdt

1 1

En utilisant I'inégalité de Holder avec — + — = 1 et p € |2, 00[ et en considérant la
p

condition (H1)(a), nous obtenons

5l < T% 5 (52) 1 gt y)ldxdy}dsdt
s T2h r{[// Kq( )dmdy

Ay(
S0 (55 na] [

1] gs.t HLP(RQ)} dsdt

Les changement de variable u = % et v = %, et la condition (H3)(b) permettent
d’obtenir

n—1 24 7
| i |< »(1) [/ K%(u— v)dudv — 0, p.s, lorsque h — 0.

Par conséquent, nous avons
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E| ZIJZI/TT /TT KX~ Xodsar| = o [[ K (T5Y) f(e)f(w)dudy + o)
i

= E

/ Fra(@) f(z)dz

+o(1).
Ainsi,
. . 2 BT
T11_r>r010E {LT’h /f (x)dx] = Yll_{roloE[MTh]

2.3.2 Preuve du théoréme 2.1]

La preuve est répartie en plusieurs lemmes pour faciliter sa compréhension. Pour

cela, considérons fj, comme le produit de convolution de K} avec f, ie,

fulw) = [ Knlw =) f(y)dy.

Observons que

Blfraol] = E| 7 [ KT 04

= gl Blr ()]
= /Kmx—wfwﬂy
fn(x).

L’expression de f;, est identique au cas discret. Rappelons le Lemme 1 de Stone

(1984).

Lemma 2.1 (Stone-1984). Pour h > 0 relativement petit, il existe deux constantes

C et r, tel que

o= = [ Ufale) = @) do
1

> Ch™ 4+ —.
O +

Démonstration. Voir Stone (1984). O
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Dans un premier temps, nous établirons le théoreme pour h appartenant a un en-

semble fini Hy contenu dans Hp, défini par
Hy:={h},o,cn, o0 ho:=ar, hy:=br, hj=ar(l+vr), on vp>0

Par un argument de Hoélder-continuité, nous étendons le résultat a I’ensemble Hrp.

Posons maintenant

1
_ - 2
Jrw = || fn = fII° + Th
et
Jon, = O+~
Thr = Th'

Lemma 2.2. Supposons les hypotheses (H1)(a), (H2)(a), (H4), (H5) et (H6)(a)
satisfaites. Alors, il existe r, 0 < r < 1, tel que

I frn(@) [frn(x) — f(2)] do

J: Thy

Démonstration. Sous les hypotheses (H2)(a), (H4) et (H5), le théoreme 1.2 de Didi

Tlim max
O heH,,

=0, p.S.

& Louani (2013), nous permet d’avoir I’assertion suivante

log T ?
Jrn(x) = f(x) = O(h) + Oy [ OY%h ] ) lorsque T — oo.

Par conséquent, comme / frn(x)dx = 1, nous avons

/fT,h(I)[fT,h(:C) — f(2)]dz = O(h) + O, 4 [%] 3 |

Comme H, est un ensemble fini, le maximum est atteint. Alors, il existe he Hy tel

que

[ frn(@) [frp(z) — f(z)] dx

max

_ ‘ffTﬁ(fU) [fT;l(x) — f(xﬂ dx

heH}, Jrn, I
1
. logT |?
O(h) +Ops | —+—
G [Th]
Chr+ &
~ ~ logT%
Thx |Oh)+ Ops | —+
) +0,.| %]

CTh+! +1



2.3 Preuves 35

qui, au vu de la condition (H6)(a), tend presque stirement vers zéro lorsque 7" —

0. [l
Lemma 2.3. Supposons les hypotheses (H1)(a), (H2)(a), (H4), (H5) et (H6)(a)

satisfaites. Alors, il existe r, 0 < r < 1, tel que

J Urn(x) = fu(@)] [fn(z) — f(x)] dx

JTh,

71i.m max
7 heH,,

Démonstration. Considérons la quantité f;, — f. Par un développement de Taylor et

la condition H2(a), il ressort que

ful@) = @) = [ K@) = h2)dz = f()
= [ KG) {f @ = he)dz — fla)} dz
O(h).

Par les conditions (H2)(a), (H4) et (H5), nous avons

[1ra@) =A@l - f@de| < [{lfrale) = @)+ 1£@) = falo)]}

x| fu(z) = ( )|d5€
logT
_ {0(h)+o,,_5[ ¢ ] } [ 16a(@) = 1) da.
Le résultat s’en suit par le théoréme 1 de Devroye & Gyérfi (1985), page 6. ]

Afin de vérifier Poptimalité asymptotique de la fenétre , il suffit de montrer que

LT,h - LT,h/ - (MT,h - MT,h/)
LT,h + LT7h’

lim max

1ax = 0, p.S.
T—o0 p0' eHy,

Dans ce but, nous devons montrer simultanément

o . Ly,
(A) lim infp ming, ¢ 1 (JTh) >0, D.S

et

. Lrp — Ly — (Mrp — Myy)
(B) limy_s o0 maxh7h/€H/T| g7 | = 0, P.S.
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Considérons tout d’abord I’assertion (A) et observons que

Loy = [ Ufrale) = f@) de
= [ Urale) = (@) dw+ i = FI2 =2 [ ral@) = fu@)] (o) = fl@)) do
> [ Ufrale) = B@) do 1y = 1 = 2max | [ (frale) = (@) [ale) = () da.

Par conséquent,

Lrw o [Fra(@) = fu(@)]” de + (| fn = fI? = 2max, e 1] [fra@) = fu(@)] [fu(e) — f(2)] da]

< I
Ifn = fI? _ mXnem, | Uran(@) = fu@)] n(@) — fa)) dal

Jrh JTh,

>

En utilisant le Lemme [2.3] nous obtenons (A).

Pour établir I'assertion (B), observons que

. LT,h - LT,h’ - (MT,h - MT,h')
lim max
T—o0 h,hIGH;F JTh + JTh,
| (Lrp — Mrg = [ £2) = (Lyy — My — [ )|
= lim max
T—o00 pb.h'eHy, Jrn + Iy
Ly, — Mgy, — [ 2
< 2 lim max | L1 rh =/ |
T—00 he i, Jrn

Pour évaluer la quantité |Ly, — My, — [ f?], notons que

/[fT,h(SC) — f(z)] dﬂ?—/fTh Jdr + — ZZ/ / Kn(X, — s)dsdt—/ﬂ(m)dm

i=1j5=1
J#i
_9 _/fT,h(x) dm+;;/ / Kn(X, — X,)dsdt|. (2.5)
J#i

De fagon similaire aux calculs produits dans le cas discret ( voir Silverman (1986), page

50), il s’en suit que
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[ #atwnae = [{
- B L R () (5 s
o e () e (s

_ ;Iznjznj/T /Tj K (XhX) dsdt. (2.6)

Ti1 V151

En utilisant les assertions et ([2.6), nous obtenons

|LT,h—MT,h—/f2(95)d95| < 2 /fTh [frn(z) — f(o)] dv

+ QTQZZ/ / [Kn(X, — X)) = K2 (X, — X,)} dsdt

=1 j5=1
J#i

7 Z/ / Kh X — Xs)dsdt, p.s.

Pour h trés petit, nous avons K,(Lz) (X;—X,) = Kip(X;—X,) =0pourt € [T;_1,T}], s
(T34, T3] ou 1 <i < j <n alexception d'un événement de probabilité négligeable.

Par conséquent,

|LT,h—MT,h—/f2(x)dx| < 2 o

S| K@
[ fra@ ) - s+ W]

Ainsi, nous obtenons presque stirement,

Lry — Mpy, — [ f2(x)d
lim max | L rh — | f(@)dz] <2 lim
T—o00 hGH,} JTh T—o00

max
heH;w JThr C"_TCLTT—"_1 +1

{ ffT,h(x)|fT,h(x)—f($>|df+ 25||K || }

Le résultat s’en suit immédiatement a partir du Lemme et de la condition

(H6)(a).

Il reste maintenant & considérer le résultat sur I'ensemble Hy. Pour tout h; € Hy,
1 <5 < N, posons
Bj = [hj1, hy) .
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Comme Hp = Uj\f:lBj, nous obtenons alors

|LT,h - LT,h’ - (MT,h - MT,h’)| . |LT,h - LT,h’ - (MT,h - MT,h’)|
= max_ sup

/ Jrn + J 1<i<N Jrr + Ty
h,h' €Hp Th Th 1<]<N}IZ_LEBB Th Th

Ly — Lrp; — (Mg, — MT,hj)
(JTh — JThj) + (Jpp — Jrn;) + (Jrn, + JThj)

IN
G

\E
S
"
wn
=
o]

LT,hi - LT,h]' - (MTJLZ - MT,hj)
(Jrn — Jrn,) + (Jpy = Jrn,) + (Jrn, + Jra)

+ oy s

(2 ’
1<j<Nh €Bi
SIS heB,

= Jg + J4. (27)

Lemma 2.4. Supposons les hypotheses (H1)(a) et (H1)(b) satisfaites. Pour tout

1 <5 < N, nous avons

lim sup/’fh ‘dx—O

T—o00 peB

Démonstration. Pour tout 1 < 7 < N, observons que

:ggj/‘fh(x)_fhj(x)‘d$ = :gg/‘/Kh x—y)f(y)dy — /Kh x—y)f(y)dy
= ESE/‘/ [Kn(e —y) = K, (x — )| f(y)dy
o e st
< g [ 3 () - (50| ()

f(y)dydzx.

Soit [V, V] le support de K. Pour tout h € Bj, l'intervalle [y — Vh,y + Vh| est
contenu dans [y—Vh;, y+Vh;]. En utilisant la condition de bornitude et la propriété

de Hoélder-continuité de K, nous obtenons

y+Vh; x—y x—y/\ hj —h
sggj/\fh(w)—fhj(x)\dw sup {/{/y_wlj [ Y ‘ " ]dﬂf}f( )dy}

hilh; — hj—1]*  hy—hjy
Rl{ e J + J J
ht h;

7—1

IA

D
h

IN

= R {1/%(1 +vr) + VT} — 0, lorsque T — 0.
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Ici Ry est une constante positive. O]

Lemma 2.5. Sous les hypotheses (H1)(a) — (b), (H2)(a), (H4), (H5) et (H6), nous

avons
‘LT,h — Ly, — (Mrp — Mry;)
Thm 11222(\[ sup A = 0, p.S.
— 00 (] . .
1SN heB; Th; Th;

Démonstration. Observons que

|Lyn = Ly, — (Mrp — Mry,)

< 2/fTh — Jra(® ‘f damLZZ/”/Jl
J#Z

Kh Xs)_Khj(Xt_Xs) dsdt

< 2 [ [|fra, @ = @)+ 1 frale) = f@)] fla)do

2 I T L X - XN\ [1 1] 1
il J e et W e
" T2;;/T_/T (=5 >|h hi| "

J#

K (Xt—XS) _K M dsdt.
h h;

En utilisant le Théoréme 1.2 de Didi & Louani (2013) avec la bornitude du noyau

h;

K et sa Holder-continuité, nous déduisons que

Ly — Lop, — (Mpp — Mrpy,)

Th;

7—1

A
4 &Xn—l h’j_hj—l_'_i hj_hj—l ’
2V n hjhj,1 hj hj,1

log T 12
= O(hy) + Ous [Og]

ceci conduit &

1
logT'|? | vrtw
bT+[0g ] —I—T+%

Ly — Lrp, — (Mrp, — M) - Tar ar
[max sup — < A P , p.S.
1SisN heB; Th; + Jrh; T Ty

r+1
En choisissant la quantité v telle que v = o <aTA ) pour 0 < A < 1l et vp =

0 (a’"TH) pour A > 1, le résultat suit immédiatement. O

Lemma 2.6. Supposons les hypotheses (H1)(a) et (H1)(b) satisfaites. Alors, pour

tout 1 < 7 < N, nous avons

= 0.

ar
lim —~, .3 P ’JTh - JTh
T—oo Up + VT heB
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Démonstration. Pour tout 1 < j < N et tout h € Bj, observons que

JTh — JThj = ||fh - f||2 Hfh - f||2 Th Tlh
= |[1fu@) = f@)Pdz — [ [, (@) — f(@)do+ %f
— | [{lh@) = fu@IU(@) = F@)+ fiy () = f@)]} do+ hTh_hh
< [{le) = @] 1) = 1@+ |5y ) = )| o+ 2
< [{180) - 5@ [0 - 5,0+ 2 0) = sG] e B
< g5 ”TJ”T/ 160 = @] 42 o) = s @ o+
De plus,
sup |1 — I | < fvl V%ITVT [ggg/\fh (@)|dz +2 [ | (2) (I)‘d‘x]
Ainsi,
bl = B{on e -bolaes sl
1%
Y T
< i} lsélg/‘fh fhj(x)‘danZ/‘fhj(ﬂc) —f(x)‘dx] +

Il suffit alors d’utiliser le Lemme 5 et le théoréme 1 de Devroye & Gyorfi (1985),

pour conclure.

O

En combinant les Lemmes 6 et 7, il est facile de constater que la quantité J; dans

'assertion (12.7)) tend vers zéro lorsque T" tend vers I'infini. En procédant de la méme

maniere que l'assertion (B), on peut voir que J; dans (2.7)) est asymptotiquement

négligeable. Ceci conclut la preuve du théoreme 1.



Chapitre 3

Vitesses de convergence du
parametre de lissage optimal en
estimation de la densité d’un

processus a temps continu

3.1 Introduction

SOlt (Xt)

f. L’estimateur a noyau de la fonction f est donné par

frato) = g [ K (5 )

ou h est le parametre de lissage appartenant & Hr := [ar,by] C RT et K est un

tefor) t € R, un processus stationnaire ergodique de densité marginale

noyau vérifiant les propriétés indiquées plus loin. L’EQI et TEQMI sont définies
respectivement par

Lrn= [ Ura() = f(@)) da
et

My, =E [ [fra(z) - f(2)) dz.

Le choix du parametre de lissage est d’une importance majeure dans les pro-
blemes d’estimation non paramétrique. Le choix approprié pour les besoins d’ordre
pratique fait apparaitre un parametre aléatoire dépendant des données. De ce fait,

I’EQI répond de fagon plus adéquate a la problématique de choix pour laquelle la
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méthode de validation croisée proposée par Rudemo (1982) et Bowman (1984) est
utilisée. Rappelons que cette méthode repose sur la quantité L) — / f(z)dx et
permet une sélection automatique du parametre de lissage. Elle est largement étu-
diée dans la littérature. L’optimalité asymptotique du parametre de lissage issu de
la méthode de la validation croisée a été établie dans le cadre de données indépen-
dantes et identiquement distribuées par Stone (1984) sous des conditions tres peu
contraignantes. En utilisant 1’équivalence asymptotique entre 'EQI et 'EQMI éta-
blie par Hall, P. (1982), il ressort que ce choix du parametre de lissage est aussi
asymptotiquement optimal pour 'EQMI, voir Hall, P. (1983). Dans le cadre de don-
nées dépendantes a-mélangeantes, 'optimalité du parametre de lissage obtenu via
la méthode de validation croisée a été établie par Hart & Vieu (1990). Le cadre
associé aux processus stationnaires ergodiques a temps continu a été considéré dans
le travail de El heda & Louani (2018) dans le quel ils proposent une procédure de
sélection du parametre de lissage optimal. Le critere de validation approprié au cas
de processus a temps continus proposé dans le travail de El heda & Louani (2018)

se présente sous la forme,

2 K LT
Myp = [ By — =35 [ [7 KX, - Xpdsar
T 1 JTj_1

i=1j=1
J#i

Dans la suite, nous noterons hg, hop €t h les parametres de lissage minimisant
dans lensemble Hr := [ar,by] FEQIL, FEQMI et My, respectivement. L’ordre de
grandeur du parametre de lissage optimal pour le critere EQMI dans le cas de
données indépendantes et identiquement distribuées est n=5. Il est établi dans El
heda & Louani (2018) que cet ordre de grandeur dans le cas de processus a temps
continus est T73. L’objet de ce chapitre est d’évaluer les distances Lt ,,, — L1,
LT,E — Lrp, €t Lrp,, — LT,B ainsi que les vitesses de convergence presque siires de
ho vers hgp et h vers hopt- Notons que des résultats similaires ont été présentés pour
des données indépendantes et identiquement distribuées par Hall, P. & Marron, J.
(1987) dans le cas de l'estimation de la densité et par Rice, J. (1984) dans le cas
de D'estimation de la régression. Dans le cas de l'estimation de la fonction taux
de hasard, Esévez-pérez, quintela-del-rio et Vieu (2002) ont présenté des résultats

similaires pour des données a-mélangeantes.
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3.2 Résultats

Afin de poser les hypotheses nécessaires a ’établissement de nos résultats, notons
K@ le produit de convolution de K avec lui méme. Notons que K a les mémes
propriétés que K. fx, x, désigne la densité conjointe du vecteur aléatoire (X, X;)
et fx,. la densité marginale de X,. Nous introduisons les notations suivantes

9x,x = xoxo — fx. fx Gouw=gu el |lflec:= sup [].
(y,2)ER?
Par ailleurs, pour tout ¢ > 0, notons F; := o ((X;) : 0 < s < t) la o-algebre générée
par les données {X; : 0 < s < t}. On note F, la tribu engendrée par {X; : 0 <
s < Ty}, ot (Tk)<p<p désigne une partition de U'intervalle [0, T]. Pour une variable
aléatoire £ et tout k € N, le projecteur Py est défini par Pr& = E [¢|Fi] — E [§]| Fr_1],

ou E [¢]|Fy] est 'espérance conditionnelle de ¢ sachant la o-algebre F.

Les hypotheses nécessaires pour établir nos résultats sont posées ci-apres
Hypotheses

(H1) (a) K est une fonction symétrique, bornée (K < M), de support compact
et d’intégrale égale a un.
(b) K est Lipschitzienne, ie, pour tout (z,y) € R?, il existe une constante
d >0, tel que |K(z) — K(y)| < dJx —yl.
(c) / (K (2) — 2K(2))dz < 0.
(H2) (a) f est deux fois dérivables avec la premiere dérivée et la seconde dérivée
bornées.
) [ 15 <0,
(H3) 11 existe un ensemble I' € Bge contenant D = {(s,t) € R? s =t} tel que
(a) gs+ existe pour tout (s,t) ¢ I
(b) Ay() == (SggFHgs,thRa < o0, pour p € |2, 00l.

99u(y, 2)

5 dz sont intégrables sur |0, co.
Y

() u— ||gulloo €t u— /sup|

(d) Tl existe une fonction ar et unréel 1 < o < 2, tels que // 9u(y, 2)dydz >

ly—z|<ag

0.
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(H4) (a) Pour tout § > 0, la densité conditionnelle f{*° de X, sachant la o-
algebre F;_s est différentiable de dérivée presque stirement bornée.
(b) Pour tout t € [0,7], et tout & > 0, la fonction f;*~*(z) est presque
stirement bornée par une fonction déterministe b, s5(x).
(¢) Pour tout § > 0, il existe un réel m’ > 1, tel que ;/OT 6e.5]| e At —

D #0, lorsque T — oo.
(H5) Pour tout § > 0, sup/+ 1Py ()]t < oo
T R

(H6) (a) Pour tout réel 0 <1 <1, Tal/logT — co, lorsque T — oo.
|| T

4—m

(b) Il existe un réel 0 < m < 1, tel que ——
h—= (logT)

< 00, ou h' est la

N

dérivée de h par rapport a T

Commentaires sur les Hypotheéses.

Les conditions (H1) sont tres standards en statistique non paramétrique. La condi-
tion (H1)(c) est similaire & la condition K®(0) — 2K (0) < 0 introduite par Stone
(1984), notons que le noyau gaussien satisfait cette hypothese et qu’en général
le noyau n’impacte pas significativement ’estimation. La condition (H2)(a) est
une condition de régularité de la distribution du processus considéré. L’hypothese
(H2)(b) est satisfaite par le processus gaussien. Les deux hypotheses (H1)(d) et
(H2)(b) assurent la positivité de h,y. Les conditions (H3)(a) et (H3)(b) sont consi-
dérées dans la littérature pour atteindre des vitesses de convergence optimales, voir
Bosq (1996) tandis que la condition (H3)(c)) est similaire a celle de Bosq (1996,
p 104) pour atteindre des vitesses de convergence super optimales de 1’estimateur
de la densité. Les hypotheses (H4) et (H5) sont nécessaires pour établir la vitesse
de convergence de l'estimateur fr, de la densité. Notons que la condition (H5) est
similaire a celle de Wu (2003) et elle est satisfaite par aussitdt les processus linéaires
que plusieurs processus non linéaires. La condition (H6)(c) est similaire & celle de
Didi & Louani (2013). Notons que la condition (H6)(a) sur le parametre de lissage
est moins forte que celle de Didi & Louani (2013).

Apres avoir donné la forme de h,,; dans le chapitre 2, la proposition suivante donne

son l'ordre de grandeur.
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Proposition 3.1. Sous les hypotheses (H1)(a)—(b), (H2), (H3)(a) et (H3)(c)—(d),

a%%
+0<T>.

Afin d’établir une équivalence asymptotique entre 'EQI et 'EQMI, nous énongons

Wl

| ATK? [ [ gu(z, 2)dzdu 5 ay
o = P31 ) {7

T\ TR2AKD — K)(2)dz [ ff ) \T

le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. Sous les hypotheses (H1)(a), (H2)(a), (H3)(a) — (b), (H4), (H5)
et (H6)(a), il existe m < 1 et ¢ < 2 tel que,

Remarque 3.1. Le choix de h € vient du fait que dans la

1 1

ﬁ 3 ﬁ 3
€(T>’5(T)
a1

proposition hopt st de I'ordre de grandeur de (?) 3.

Nous présentons maintenant le théoreme suivant permettant de montrer que, choisir
- , ag\3 . R 1L y
h de 'ordre de grandeur de - ) Ppour minimiser le critere de la validation croisée

est asymptotiquement équivalent a choisir hg du méme ordre de grandeur pour

minimiser 'EQI.
Théoréme 3.2. Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3)(a), (H3)(c)—(d) (H4), (H5)
1

o Y a 1
et (H6)(a), pour tout h € [e (?) ’ 0 (C;?) 3] , IOUS avons

ol

2 T 9 a%%
Mry=Lea— 2 [ f(X0de+ [ a0 (55) 40, — |

pour tout 0 < € < 3 < o0.

Un estimateur & est dit asymptotiquement aussi "bon" que le parameétre de lissage

optimal hep, si

1, D.S. (3.2)
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Cette définition a été présentée par Hall, (1983) pour le critere d’optimalité asymp-
totique en probabilité de ’estimateur du parametre de lissage optimal. Le corollaire

suivant compare hg a hope €t h a hep.

Corollaire 3.1. Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3), (H4), (H5) et (H6)(a),

as\ 3 as\ 3
pour tout h € |e (;) B (;) , nous obtenons

L p,

= 51, b 3.3
Mhopt e (3:3)
et
Lsz
— —1 .S. 3.4
i, , DS (3.4)

opt

Corollaire 3.2. Soit h € {ho, ﬁ} un estimateur aussi "bon" que hp. Sous les condi-
tions du théoreme [3.1] et théoreme [3.2) nous obtenons
h
hopt

— 1, p.S. (3.5)

Les deux théoremes suivants permettent de donner des vitesses de convergence res-

pectives de hg et h.

Théoréeme 3.3. Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), (H6)(a) et
H6(c), il existe ¢ < 1 et m < 1, tels que

N|=

“)mi“{:fq_g’é} log T

(T&la;@—fn))% (36)

2 1
e Pour ¢ < 3 et m < 3 et par un développement de Taylor de Lt4,,,, nous avons

1
2

;(hopt )2 {ML.. + O(1)} (3.7)

LT7hopt = LT,hO + (hopt - h0)2 LIYI“,h**

= Lpp, +
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ou h*™* est compris entre h,, et hyo. Par conséquent,

N

ag\ 3 logT
LT,hopt - LT,hO =0 (;) +Op.s &

(2-1) 3 +0ps (a-2) 3
) R (e

Théoréme 3.4. Sous les hypotheses (H1), (H2), (H3)(a) — (b), (H4), (H5) et
(H6)(a), il existe ¢ < 1 et m < 1, tels que

[ SIS

(3.9)

a%>min{§q—§,§} logT

g | (T;_la;@_;’))

W=

2 1
e Pour ¢ < 3 et m < 3 et par un développement de Taylor deL,.; et Lrp,,,,

nous obtenons

LT,]:L - LT7h0 = LT,iL - LTyhopt + LTyhopt - LT7h0 (310)
1 /4 2 1
_= 5 (h/ - hopt) Lljl—v’hl + 5 (hopt _— h0>2 L'Ill—',hQ'

Ou h; est compris entre h et hopt €t ho est compris entre hepy et hy.

1

7 2 1" 1 "
Lyj=Lrny = 5 (h—=ho) {M, +O()} + 5 (hop — ho)* {Mj, + O(1)}.

En combinant les assertions (3.6) et (3.9)), nous obtenons

M=

as\ 3 log T
Lpj = L, :O<T> +0,, .
<T$+1a;(2—m)> 3

T

3.3 Preuves

3.3.1 Preuve de la Proposition [3.1

En utilisant un résultat de EL. HEDA & LOUANTI (2018),
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Iy=sizas 1o [T = ] guly, 2)du | dyd= *
hopt:C(f7K){ v I_T{ T2 } >
2 [ K? 3
ou C(f,K) = { } :
VB =\ Tare - W) g

Par un développement de Taylor de g,(., z), nous obtenons

hopt -

+

C(f.K) { /
C(f.K) { /

C(f,K){

[ER L - ot

o
2a7

T

2)

/OT [T; il /gu(z, z)dzdu

ly=u2.(2) dy}

ou yi(z) est compris entre y et z. Observons que

r

<

IN

<

T -

ul af+z 09u(y, 2)
T2 /{/_a%+z(y - Z)Ty |y=y}(Z)

TP,
o 17 —aftz y

dy

09.(y,

T —u ag+z 0gu(y, 2
T ({2 -

T T —u o ag+z 09.(y, 2
e RCC R BNUREES

wl—=

dzdu} ,

dy} dzdu
?)

dy} dzdu

as /oT [TT_2 u] /{Sgp ag“a(z’z) {/a(:: dy} dz} du
203" /OT [TT_2 4 /Sl;p agua(z’Z)‘dzdu
23? OT [T; il /sl;p 3gu€gz,z) ‘ dzdu
ZC;TQ /Ooo/sgp agua(?;, ) dzdu.
En utilisant I'intégrabilité de u — /sgp ({)gua(z’Z) dz sur |0, oo,

[

/{/a%+z (y — Z)agugz;,z) ly=y2(2) dy} dzdu = O (?) . (3.12)

@
aTJrz

Par ailleurs, nous avons

|/Uoo/gu(z,z)dzdu — /OT[TT_U]/gu(z,z)dzdu

< /TOO ’/gu(z,z)dz

du

o) T
= ‘/ /gu(za Z)dZdu+/ E/gu(z,z)dzalu
T o T

T g
+/of

2c0

/gu(z,z)dz

1
3
9 ly=y(2) dy} dzdu}

2y ly=y2.(2) dy} dzdu}

du.

wl—=

(3.13)
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Par I'intégrabilité de u —

/gu(z,z)dz

gence dominée de Lebesgue, la borne (3.13)) tends vers zéro. Il s’en suit directement

des assertions (3.12)) et (3.13]), que
5 (2023 a3
o0 3 a a
hopt = C(f, K) {/0 /gu(z,z)dzdu} {TT} +o0 (;) :

Afin de démontrer nos résultats, nous avons besoin du lemme suivant établissant

sur ]0, oo[ et I'usage du théoreme de conver-

des résultats de vitesses de convergence ponctuelles de frj plus rapides que celles

présentées par Didi & Louani.

Lemma 3.1. Supposons les hypoyheses (H1)-(a), (H2)-(a), (H4), (H5) et (H6)(a)

satisfaites, il existe m < 1, tel que, pour tout x € R, nous avons

fra(z) — f(z) = O(h*) + O, 4 [;})ETI] ’ . lorsque T — 0. (3.14)

m

Démonstration. La preuve de ce Lemme suit le méme raisonnement que Didi &
Louani.

Pour tout x € R,

frae) — gy = o [ (TR cm [k (T A

1 T LU—Xt
+ T—h/o E{K( - >|]-"t5}dt—f(:c)
= ST +5;.

Pour traiter le terme ST, nous faisons appel au lemme de De la pena & Giné[8] sur

les inégalités exponentielles.

Lemma 3.2. Soit(W,,), ., une différence de martingales par rapport a la o-algebre
(Fn),>1 générée par les variables aléatoires W1, ..., W,,. Pour tout [ > 2 et tout n > 1,

tel qu’il existe deux constantes positives C' et d,, vérifiant
E Wi Fooa| < C202 pus,

alors, pour tout € > 0,nous avons

d

2

>e> SZexp{—W}, (3.15)

n

> W

i=1

OouD,=3"r,d

i=1"7"
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Soit Y; la différence de martingales donnée par

v () ek

notons que pour tout o > 0, Y; est une différence de martingales par rapport aux

Xt) |ft5} dt,

sigma-algebres (gz’fl)gign tel que, pour tout t € [T;_1,T;], Gie C Fis C Giy

En utilisant les inégalités de Jensen et Minkovski, voir Didi & Louani(2013), nous

obtenons
T X
E[v/[G,] < 2 /T E {Kl (x ’f) |gi_2} dt. (3.16)
i—1
1
En utilisant I'inégalité de Holder avec — + — =1 et un changement de variable
m  m
z = T ; y, nous obtenons,

elie (526 = [ (55)

< (/- (5 )F <1

1
= b ([ K dz) " 1
1 _
< BRKSK o X (il -

Il s’en suit que,

B [V/1Gis] | < 26k | K|S || [bi—a | o

Posons C' = 2|| K ||e, d2 = 256k K || ||bizs| Lo et
D, = Y d,
1=2

N n
= 20w ||K||m Y 0lbi-al| s
2

c’est ainsi que,

B Y] < vet-2d.

T n
En approchant / |b¢]| L dt par la somme de Riemann § > [|b;—a|| m,
0 2

1T
Dy = 20K Th x = [ bl
= O(Thw).
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En utilisant le lemme [3.2] il s’en suit que, pour tout € > 0,

1 1
logT ]2 logT ]2
P ‘Sﬂ>e[0g1] - P >eTh[0g1]
Th?> m Th?> m
1
— IP( > eThin [logﬂ)

n

S

=1

n

S

i=1 Thwm
T2 (long>
< 2expq — Thn T
O (Thw) + 2CThw [bgT] 2
Thwm
= 2exp {—620 (log T)} . (3.17)

Par ailleurs, par les mémes calculs que 'assertion (3.17)), nous obtenons

logT | ,
] ) = o

n

>y >

i=1

1
P((n—i—l)h

1
Pl -
(nh

En plus, nous avons que

et

n

Sy >

1
¢ [ log 1“’1 ‘| S 2T_C”€2 ‘
i=1 Th* m

1 1
logT |2 1 logT |2
et =Rl < Pl

Elwﬂé] ) = (Th E[ThQi] )

1
1 logT |2
< P|l— Se| 2t |,
- (nh E[T}ﬂ—m] )

En choisissant ¢ convenable et par 'usage du lemme de Borel-Cantelli,

n

>y >

i=1

n

>y >

1=1

1
P((n—l—l)h

Y

=1

log T F

L’hypothese (H5) et la symétrie de K voir Didi & Louani (2013), il en ressort que

Sy =0,.(T73) +0(n?). (3.19)
Le lemme s’achéve en combinant les résultats (3.18]) et (3.19)). O

Le lemme suivant présente un résultat de convergence uniforme de fr,. Ce ré-
sultat présente des vitesses de covergence plus rapide que celle établie dans Didi &

Louani (2013).
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Lemma 3.3. Sous les hypotheses (H1)(a), (H2)(a), (H4), (H5) et (H6)(b), il existe

m < 1, tel que,

sup | fru(z) — f(z)| = O(h?) + O l;(f)ﬁ_jﬂl} , lorsque T — . (3.20)

zeR m

Démonstration. La démonstration est assez similaire a celle de Didi & Louani [I1].

Considérons I’ensemble By défini par
Br:={z:|z|<T7,0<7<1}.
Soit
By ={z:llv—zll T, (@:)1cicy, € Br},

une partition de By avec yp une fonction entiére croissante tendant vers l'infini

lorsque T' — oo. En faisant appel & un calcul de Didi & Louani [I1], nous obtenons

1 /T Tz — X; r— Xy

— K —E|K _

Th/o ( h ) { ( h )‘ft 5]“‘
+ sup

z€By Tlh /OTE [K (x _hXt) |]:t5} dt — f(z)

= sup A'(z) + sup B (x). (3.21)

:L‘EBT xEBT

sup |fr(x) = f(z)] < sup

rEBT TE€BT

Le premier terme de 1’égalité (3.21)) est controlé par

sup AT(z) < I'+ I

2€Br
ou
I' = max sup |AT(z) — AT () (3.22)
1SIT e,
et
I? = max sup |A%(zy)|. (3.23)

1T e pi
En utilisant la condition (H1)(b) et en prenant v = 772, il en découle que

2dT™
h2yr

1
logT \?
= o0 . : 3.24
(et 324

[1

r ailleurs, en procédant comme dan rtion (3. vec yr = nous avon
Par ailleurs, e océdant comme dans ’assertion (3.17]) avec T7™*2, nous avons

logT ]? ;
el()g] ) < 2T7+2—e C7 (325>

Th =

n

>y >

i=1

max —-

F (1<k<'YT Th

m
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ou C' est une constante positive.

En choisissant e convenable et en utilisant le lemme de Borel-Cantelli,
logT \?
2 _ 0og
Il s’en suit, d’apres les assertions ) et - que

AT =0,, < log T ) . (3.27)
Th*

D’autre part, par un calcul similaire & Didi & Louani [I1] et la symétrie de K, nous

avons

B" =0,.(T7%) +0(n?). (3.28)

Par conséquent, en utilisant les assertions (3.27)) et (3.28)), nous obtenons

rEBT 7—1]127H

sup |fru(x) — f(x)] = Ops (hQ) + 0, (logT1> ’ ) (3.29)

I1 reste maintenant a évaluer le terme sup |frn(z) — f(z)| ou BS est le complémen-
r€BY,
taire de By dans R. Par le méme procédé que dans l'assertion ([3.28), nous avons

que

Tlh /TE [K (m _hXt) |ft—§] dt — f(z)| = Oy (T72) + O (B?).  (3.30)

En fin, pour avoir,

Th* w \*
su
log T’ rGBE

nous faisons appel au lemme 4-2 de Bosq (1996) [3] pour terminer la démonstration

Ty

sup
r€BL

1 /T x— X
Jrn — Th ) E [K < . t) |.7-"t_5] dt‘ =0 ps, (3.31)

En effet, nous devons démonter d’une part que 'application 7" — sup
|| >T27

Y

logT
ou ey = (7—%%_1) , est uniformément continue, ie, il existe une constante positive
0, tel que

€T n y
— Y, — Y < 0T — .32

=1

N / . / 1 Sj x_X .I—X
ouS:n(S,Sj:]é,Yj::Sh/Sle( - t>_E[K( - t>|ﬂ_5}dt

Notons que

sup
|z|>T27
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€T €g
Sup | MY - = SVl < sup lerfrn(x) — esfon(w)]
wl>72 | Th i3 Shi= |z|>T27
+  sup |erfra(x) — esfon(x)]
|x|>T2"
d (eTfTh) d (eTfTh>
< sup |———=||T"—=S|+ sup |———4||T -5
olorer | dT | | oorer | dT | |
d (eTfTh> d (eTfTh>
< 2max{ sup |————=|, —— 21 |T — 5],
- { |x|>7£)2r dT |z|>T2 dTl’ ‘ ‘

NIt L 1 T :B—Xt
ot fra= = [ E {K( . >|]—'t_5} dt.

Par un calcul similaire a Didi & Louani et sous les conditions (H1)(a) — (b) et

(H6)(b), il en résulte que

sup
|| >T27

max

Ny, €5
Th i g 2N

LICH

(Th#1ogT)? 2 2108 T

14 (Th?-i)%
h? (log T')

2K +2VIK' ] ¢ IT = 5]

N|=

Voir Didi & Louani pour plus de détails. D’autre part, en utilisant le lemme [3.2]

d

Ce qui acheéve la démonstration du lemme. O

nous avons que
n

Y

i=1

2
> ThETE()) < 5. (333)
T

3.3.2 Preuve du Théoréme [3.7]

Observons que,

Lew=My = [fra@) = f@)F do—E [ [fra(e) = f(2)] da

= [ faloyde ~E [ fu@)de + 28 [ fra(o)f@)de =2 [ fra@)f(@)do
= A+ B.

Considérons tout d’abord le terme (A),
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/f%hxdx E /f%hxdx}
/fTh dx_/DEfTh —E/fTh d:p—f—/ [E frn(x
= [ [F0@) = Bfra@)] do — [ [Ef () — [Efrae) } d

= /[fTh@) — Efrn(@)] [frn(z) + Efrn(z dm—/VarfTh
= A1+A2.

En décomposant I’ensemble |0, T]2 en deux ensembles I" et ', T' = U, [Ti,l,Ti}Q

et I'“ est son complémentaire dans [0, 7], nous avons
1 Tz — X T r— X,
| Ay | = /COV<Th/ K< . )dtTh K( . )ds)dx
r— X,
- T?h?/{/ / COV( ( )K( h ))det}dx

- e/ { oo (s ( Xt)ﬂ(“hXS))dsdf}dx
© e { oo (10 (557) 1 (572)

= A2,1 + AQ’Q.

Le terme Aj; est controlé par
B 1 z— X r— X, r— X r— X,
A2z = T2h2/{/FE[K< h )K( h ﬂ E{K< h HE{K( h ﬂd‘“lt}dx
1 Tz — X; T — X,
< — .
= T2h2/{/rE[K< h )K( h )de

En utilisant I'inégalité de Cauchy-schwartz et la stationnarité du processus, nous

= el ()
TR // (

Par le changement de variable z =

obtenons,

5
< - 2 J—
Asq h /K z) f(z — hz)dydz

EERY/pRT [ hafla)+ ’izzf"@*)] dyds,
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ou z* est compris entre x et x — hz. Puis que le noyau K est a support compact et

f" intégrable,

Agy

IN

T [/K2 h; {/ZQKQ(z)dz}/f"—ko(hg)] :
= Th/K2+0(T1h>. (3.34)

En utilisant un calcul similaire a EL HEDA & Louani (2018), nous obtenons

- X, r— X,
tax = g [ Cov (R (57) K (557)
2.2 T2 h2 . Cov . . dsdtdzx

Ary < (F)hg_l

S (hrl) . (3.35)

La combinaison des assertions et (| - ) donne

Ay < —/KQ + 0y ( 3‘1) +o <T1h> (3.36)

D’une part, en utilisant le lemme

log T 12
o8 ] (3.37)

frn—f=0(h?) + Oy [T

1
h?~m

D’autre part, en utilisant un changement de variable et un développement de Taylor,

pour tout x € R, nous avons

F(@) ~Efeals) = fla)—E [Tlh [ (2 dt]

_ _f { / Z2K(z)dz} F"(z) + o(h?).

Ceci conduit a

frn(@) =Efrp(x) = fralz) — f(x)+ f(z) = Efrn(z)
logT ]2

= O(h*) +0,, l
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Par conséquent,

A = [ Ura(e) = Efra@)) fra(@) + Efra(e)] do

O(h?) + 0, UZ%_];] } [ Ufrn(a) + E (o)) do

[N

log T’
_ 2

m

En combinant les assertions et - nous obtenons

min(2— s IOgT %
A= 0,067 0, | 8T, .
Par ailleurs, nous avons que
logT :

Le résultat découle directement des assertions ) et -

3.3.3 Preuve du Théoréme [3.2

Observons que

Lrn=Mry = =2 [ fra@f@)dz+ [ dx+T2h;; / / ( )d dt
- T%Z/ / ( )ddt
= 2/f — frn(z d$—/f ydx + — /fTh (Xy)d
- T%Z/H/H <X Xt>d8dt
— Q/f — fra(2)] dz — /f2 Ydx + — / [frn (X)) — f(Xy)] dt
b ) e dt_TThZ/ S () s
En utilisant le lemme [3.3] nous obtenons
2 - p kel < 2 [ s Ve (X0 - 7 (0

log T’ :
= 0(1?) +0,, [Thz‘m] . (3.42)
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Par ailleurs, nous avons que

X, - X, 25 M log T |2
<M o |8 | 4
T2 Z/ / ( )det S T = O lwﬂ—;] (3.43)

Le résultat se déduit directement des résultats et (3.43).

3.3.4 Preuve du Corollaire [3.7]

En utilisant le théoréme [3.1] nous avons

Wi

ll)
3q 3’

a mzn( loe T
LT,ho = Mhopt + ) (;) + Op-s &

1
(et

Par conséquent, hy est asymptotiquement presque stirement aussi "bon" que hgp.

) o3

(3.44)

Soit h appartenant a , une conséquence immédiate du théo-

remd3.2] est d’une part,

ol

9 T a3 log T
My = Ly — —/ f(Xt)dt+/f2(fv>dw+O (GT)S +Ops - I
; , T Jo T 1 a(2—i) 3
(i)
(3.45)
D’autre part,
‘ 9 /T ) at 3
My; = inf Ly — */ f(Xt)dt+/f (z)dz  +O ()
: 40 1 o 1 T Jo T
€<T> <h<5<T>
log T
. O, 0g (3.46)

1
)
En utilisant les assertions (3.45)) et (3.46]), nous obtenons
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NI

. (3.47)

N log T
Lpj = inf Lrn 40 <QT>3 o8 .
(T1+71La;(2711)> ’

1 aa %
T
<h<
- ﬁ( T >

Les assertions |D et 1} montrent que h est asymptotiquement aussi "bon" que
Popt -

m
N
Q
S5
~_
wl

3.3.5 Preuve du Corollaire 3.2

Ce résultat se démontre par 'absurde de la méme manieére qu’en temps discret (voir

Hall (1983), p 1160), en effet,

h  R(T)  h(nd)
hopt B hopt(T) B hopt(n(s)'

Supposons alors que .
h

hopt

-1, P.s. (3.48)

Wl

~ aOé
Comme h et hyy sont du méme ordre de grandeur et que hgy = <;) , nous

h e <2
hopt 7 fy

On peut alors extraire une sous suite telle que

avons

h((n))

ho(p)) 7L P

avec | € [6, 5]. Considérons le cas [ €]0,1[ (le cas [ > 1 est traité de la méme
T

maniére). On peut alors choisir 2(p(n)) = Zhop(0(n)), tel que, Z € [I—n,141n] avec
n = smin(l,1 — ). Comme le choix de n assure I'écart entre h(p(n)) et hop(p(n)),

nous avons alors
L jio(m))

—&>1, p.s.
Mh (o))

ce qui contredit le fait que i est asymptotiquement aussi "bon" que Ay
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3.3.6 Preuve du Théoréeme [3.3

Soit L(Z) = —ZK'(Z). Notons que L est un noyau qui satisfait les mémes hy-

potheses que K. Soit fT,h, grn et gr., les estimateurs a noyaux de f définis par

frala Th/ ( >du grnlt Th/ Cpi&>ﬁ ot
grp(x Th/ L® < ) dt.

En posant

Ly = M, + Dy, (3.49)

et en dérivant par rapport a h, L1 donné dans 'assertion (|3.49|), nous avons
) 5 )

Ly, = M,+D,
Lyp, = (Mh, =M )+ Dj, (3.50)
0="Lyy, = (ho—hop)Mp. + D, (3.51)

ou h* est compris entre hg et hop. 11 découle de I'égalité (3.51)) que

/
Dy,

hopt - h() - M}IZI .

(3.52)

D’une part, nous avons, sous les hypotheses (H1), (H2), (H3)(a), (H3)(c) — (d),

que

M = {S/K2 {//Ooogu(z,z)dzdu}} ;Zﬂ?’ + 2/22(1K(2 dz/f"f
+ 0({8/[(2 {//Ooogu(z,z)dzdu}} ;;;;3 2/ K)(z)dz/f”f).

D’autre part,
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D(h) = Lgpy— M,
= [ Fha@)de =2 [ fra@)i e ~B [ fale)iz + 2 [ fra@)f)ds
— [ Baleyde+2 [[Elfra@)] = fra@)] f(@)de B [ (@)

= e [, ) () (a1 (557 sty
- [ (e s [ () ()

frs(y, 2)dydz} dtdsdz.

En utilisant le théoreme de Fubini et un changement de variables, nous obtenons

- T%// ( >dtd5 /[ / (x Xt)dt
- () rw] s o [T R (5

) s(y, 2)dydzdtds.

En dérivant D(h) par rapport a h, il en découle

D'(h) = TW [ / D (R atds 4 s [ 10 (2
ol [F (S )d’f / K (M52 sty stayie
e [ (e [ (U5 s s
T2h2/0 /0 // (y ) s(y, 2)dydzdtds

1 T /T
N T2h2/o /0 //L ( ) s(y, 2)dydzdtds,

) dtds

ot LB(2) = ~ZK@'(2).
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D'(h) = —1/TfTh Xt)dt+Tlh/T§Th Xi) dt—i—i/ [frn —Efryl f(x)de

_ h/ grn(r) = Elgrn(z)]] f( dx+T2h2/// ( )fts(?/a z)dydzdtds

+ TW / C / / ( ) G5 (y, 2)dydzdtds

+ TW [ [[xe ( ) F(u)f(2)dydzdtds

_ T;hQ/F//L@)( >fts(y, 2)dydzdtds — /C//L2)< )gts(y, 2)dydz
dtds — Tth / c / / L® ( )f(y)f(z)dydzdtds.

y_

z
Le Lemme , un changement de variables Z = et un développement de

Taylor, donnent

2 [ Ueate) ~Elfrall f@de = 3 [ [fan— f(x) + f(2) ~ Bfra] F(a)dr

logT |2
= O(h)+0 3.54
m+o| ] 35
De la méme maniere, nous avons
logT 1°
0og
[ lomale) - Blamal ta)te =0 ) + 0, [ 255 |" s59
Par ailleurs, en utilisant le théoreme de Fubini, un changement de variable Z = Y ; :
et les conditions H1(a) et H2(a), il en ressort que
1 y— 2 T? — né? y—z
s o [ EO (57) f@ fydzdrds = 2 [[ K (1) £ (2)dydz
T? — né? 2
= )d O (h 3.56
o [ Pwdy+0m). (350
De la méme maniere,
— nd?

mae I 27 (55

Sous les hypotheses H3(a) — (b) et par un calcul de EL HEDA & Louani [13], il s’en

Z) F) (o) dydzdtds = =" [ Fwyy+0 ). (357

- T2h

suit que



3.3 Preuves 63

T2h2 /C // ( > 9,5y, 2)dydzdids = O ( %72) : (3.58)

De la méme maniere, nous avons

T2h2 /F // < > sy, 2)dydzdids = O (h§72) : (3.59)

En utilisant les assertions (3.55)), (3.57)), (3.58) et (3.59)), nous obtenons

= o [~ Fra(x) dt+—/ {922 (X)) — f(X)}dt +
inf2_ logT
O (™™= 1+ 0 l] . 3.60
( )+ O | iz (3.60)

En utilisant le Lemme [3.3] nous avons que

L) = fen (X)) d L (X)) — frn (X1)|d
7 — t < t
7 f, 00 = fra(ofar < [ s [706) = fra (X0)
1
< sup|f(X0) = fra (X))
1
logT |2
1)+ 0, | 25T,
Par conséquent,
logT 1%
! _ min {2 2,1} logd
D'(h) = O (h) +Ops [Th“‘i] (3.61)
Ainsi, la dérivée de D, par rapport a h prise en hg est de la forme
o min{%—g,l} loe T
D'(ho) = O, (?) T L0,, o8 , (3.62)

( ;L_la;@—iz))é

et la dérivée seconde de M), par rapport a h prise en h* est donnée par

M. = {8/[(2 {//Ooogu(z,z)dzdu}} + 2/z2(1K( dz/f”f
0({8/[(2 {//Ooogu(z,z)dzdu}} + 2/ K)(z)dz/f”f).
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En combinant les assertions (3.53)), (3.62)) et (3.63) , il s’en suit que

D=

«a mln{%f2 1 loe T
hopt — b = O (aT) 0, o8 ; (3.63)
(T}n—la;(zlm)) s
3.3.7 Preuve du Théoréme
Soit 9, défini par
on = Mrp — Ly + [ f2 (%)
En dérivant 0, donnée par (xx) par rapport a h, nous obtenons
My, = 6, + Ly,
= 0, + M, + D,
0= My = &+ (M;-0,,) + D}
= 0+ (h— hop) My + Dj,
ou h* est compris entre h et hopt. 11 s’en suit que
~ O+ D
hopt - h = W (364)
Par ailleurs, le terme d;, est donné par,
o = MT,h—LT,h+/f2
2 X —
= = FCK( - )dsdt+// < )f(x)dtdx.
En dérivant ¢, par rapport a h.
2 X — X, 2 Xy — X,
Go= e LK (h ) dsit — s [ L (h ) dsdt
2 T x Xt
- =/ K( >f( dtd:c+ﬁ// ( )f(a:)dtda:.
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Observons que pour h tres petit, nous avons %Kh(Xt - X,) = %Lh(Xt - X)) =0
pour t € [T;,_1,T;],s € [Tj—1,T;] ou 1 < i < j <n alexception d'un événement de

probabilité négligeable. Par conséquent,

o = ThZ// ( >f( dtdw+T7h2// ( )f(x)dtdx
= 2 1)~ fra@)) f@)dr+ > [ lorala) — F(a)] f(x)d
En utilisant le lemme (3.1},
, logT 3
0, =0 (h)+ O, [ml (3.65)
Ainsi,
=0 (‘?) "yo,, log T . (3.66)

( ;1—1@;@—;))%

Le résultat s’obtient en combinant les résultats (3.66)), (3.62)) et (3.63)).







Annexe : Quelques outils d’analyse

et de probabilités

Notations et définitions

Un espace mesurable (£2,.4) est défini par un ensemble non vide 2 muni d’une
tribu A, c’est-a-dire une classe d’ensembles de 2 vérifiant les propriétés suivantes

— Contenant I’ensemble vide.

— Stable par union finie.

— Stable par complémentarité.

Définition 1 (Ensemble mesurable). les éléments de la tribu ou la o-algebre A sont

des ensembles mesurables.

Définition 2 (Application mesurable). les éléments de la tribu ou la o-algebre A

sont des ensembles mesurables.

Définition 3 (Filtration). Une filtration est une suite croissante de tribus (F;)¢>o,
c’est-a-dire

Fi C Firs pour tout t,s > 0.
Soit (€2, A, (Ft)t>0, P) un espace probabilisé filtré.

Définition 4 (Processus en temps continu). Soit X = (X;,¢t € RT) un processus

défini sur (Q, F, (F)ier+, P). Le processus X est dit mesurable si application
X :[0,00[xQ2 — (E,E)
(t,w) — Xi(w)

est mesurable par rapport a B([0,c]) ® F;, ie, pour tout B € £, X Y(B) €
B([0,0[) ® F;. Le processus X est dit adapté si Vi € RT, X, est F;—mesurable.
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Définition 5 (Processus stationnaires en temps continu). Un processus (X;);egr+ est
dit strictement stationnaire siles lois jointes de (X¢,, - -+ , Xz, ) et de (Xg,4n, -+ s Xtp4n)

sont identiques pour tout k € N et pour tout ty,...,t,, h € RT.

Définition 6 (Ensembles d—invariants). Soit (X;);eg+ un processus défini sur un
espace de probabilité (2, F,P), un ensemble mesurable A est dit J—invariant pour

une transformation 7' (un opératueur linéaire), si T°(A) = A.

Définition 7 (Processus d—ergodique). Un processus (X = X;), g+ est dit d-ergodique,
si pour tout ensemble A J-invariant, P(A) =1 ou 0.

Définition 8 (Processus ergodique). Un processus X = (X;), g+ est dit ergodique

s’il est & — ergodique pour tout 6 > 0.

Convergences

de

Définition 9 (Convergence en Loi). La suite de variables aléatoires (X,), .,

fonction de répartition F), converge en Loi vers Y de fonction de répartition F', si

pour tout x ou F' est continue, on a

Définition 10 (Convergence en probabilité). La suite de v.a (X,),, ., converge en
probabilité, si
Ve >0, JLHC}OP{d(Xn,X) > e} =0.

Définition 11 (Convergence presque siire). La suite (X,,), ., converge presque si-

rement (p.s.) vers Y si
P{w : nlggoXn(w) = X(w)} =1.

Remarque : La convergence presque siire entraine la convergence en probabilité

qui entraine la convergence en loi.

Théoréme ergodique en temps continu

Théoréme 1. Si X = (X;)cjo,r],rer+ €st un processus ergodique stationnaire et si

X, est intégrable, on a

n—o0

1 T
lim — / Xdt =E[X\] ps.
T Ji=1
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Inégalités dans les espaces L,
e Inégalité de Minkovski

11
/|f+9| <|Ifllz, + llgllz,, o R

e Inégalité de Holder

.1 1
[150l <17l Mgl ob -+t =1
P q

e Inégalité de Jensen

Pour toute fonction intégrable g sur un ensemble (€2, A, i) et toute fonction

w( /Q gdu) < /Q e(g)dp.

convexe






Perspectives de recherche

L’une des questions qui vient juste apres la construction de la procédure de sé-
lection optimale du parametre de lissage et 1’étude des propriétés de convergence des
estimateurs qui en résultent concerne la normale asymptotique de ces derniers. Ce
type de résultats permettra d’évaluer au mieux les performances des estimateurs par
ailleurs. Des études d’autres fonctionnelles et autres opérateurs liés a des modeles

de régression sont aussi envisagées.

Outre le volet théorique, les aspects pratiques soulevent de nombreuses questions.
Identifier I'impact de la partition de l'intervalle de temps [0, 7] sur les résultats est
un travail qui permettra un meilleur usage en pratique du parametre de lissage ob-

tenu et de meilleurs résultats d’estimation.

Ce travail est de nature a demander un effort important de programmation et

calculs informatique.
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