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Résumé

On étudie la propagation d’ondes acoustiques dans un milieu poreux obéissant a la théorie de Biot

et contenant une distribution aléatoire de cavités cylindriques et celle d’une onde acoustique dans un
fluide contenant une distribution polydisperse aléatoire de spheres poreuses.
Dans le premier cas on utilise la généralisation de Conoir-Norris de la formule de Linton-Martin. En
effet, elle permet de prendre en compte le phénomene de la conversion entre les trois ondes (deux
longitudinales et une transversale) se propageant naturellement dans un milieu poreux de Biot conte-
nant une distribution aléatoire de cavités. Des expressions analytiques sont trouvées pour les nombres
d’onde effectifs des ondes cohérentes dans la limite de Rayleigh. Les approximations des masses
volumiques et modules des milieux hétérogénes sont présentées jusqu’a 1’ordre ¢ en concentration.
Le cas limite des cavités fluides aléatoires dans une matrice élastique est également discuté. Dans le
deuxieme cas on détermine les nombres d’onde, modules et masses volumiques effectifs pour des dis-
tributions polydisperses de spheres poroélastiques. Pour y parvenir, les formules récentes du nombre
d’onde effectif données par Linton et Martin dans le cas dilué monodisperse ont été modifiées. Compte
tenu de I’incertitude entourant la prédiction de la distribution en taille des obstacles, trois densités de
probabilité différentes sont étudiées et comparées : uniforme, Schulz et lognormal. Plus précisément,
I’approximation de Rayleigh (régime de basse fréquence) est prise en compte lorsque les longueurs
d’onde peuvent €tre supposées tres grandes par rapport a la taille des obstacles. Dans cette limite,
des formules simplifiées des concentrations sont fournies en fonction du parametre caractérisant la
dispersion en taille.






Abstract

We study the propagation of acoustic waves in a porous medium obeying the Biot theory and

containing a random distribution of cylindrical cavities and that of an acoustic wave in a fluid contai-
ning a random polydisperse distribution of porous spheres.
In the first case we use the generalization by Conoir-Norris of the Linton-Martin formula. It allows
to take into account the phenomenon of the conversion between the three waves (two longitudinal
and one transverse) naturally propagating in a porous Biot medium containing a random distribution
of cavities. Analytical expressions are found for the effective wavenumbers of coherent waves in the
Rayleigh limit (low frequency regime). The approximations of the densities and heterogeneous me-
dia modules are presented up to the order of ¢? in concentration. The limiting case of random fluid
cavities in an elastic matrix is also discussed. In the second case the effective wavenumbers, moduli
and density are determined for polydisperse distributions of poroelastic spheres. To achieve this, the
recent formulas of the effective wave number given by Linton and Martin in the dilute monodisperse
case have been modified. Given the uncertainty for predicting the distribution in size of obstacles,
three different probability densities are studied and compared : uniform, Schulz and lognormal. More
precisely, the Rayleigh limitis taken into account when the wave lengths can be assumed to be very
large compared to the size of the obstacles. Within this limit,simplified formulas for concentrations
are provided depending on the parameter characterizing the size dispersion.
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Introduction générale

Les matériaux composites sont présents partout dans la nature. Dans les sols, roches ou sédiments
marins, ils sont a 1’état de milieux poreux hétérogenes contenant des cavités remplies d’air, de li-
quide ou d’inclusions élastiques ou poreuses de tailles et de formes diverses. Chez les animaux et
les hommes, la chair est un milieu composite puisque c’est une matrice élastoplastique remplie de
canaux et cavités dans lesquels circulent I’air et le sang. Le tissu osseux constitue également un maté-
riau composite puisque I’os contient des pores a différentes échelles remplis de moelle. Par ailleurs les
produits manufacturés font appel aux matériaux composites artificiels qui sont utilisés en lieu et place
des matériaux naturels car, souvent une combinaison adéquate de deux ou plusieurs milieux homo-
genes peut fournir des propriétés mécaniques et acoustiques n’existant pas a 1’état naturel. On parle
alors de métamatériaux. Cette omniprésence des matériaux composites dans la nature et I’utilisation
des métamatériaux est a I’origine de nombreux probleémes tels que en géologie, la contamination des
sols par les polluants, en biologie I’ostéoporose qui est une maladie des os causant la perte en densité
osseuse. Il est donc important d’avoir des moyens de diagnostic pour évaluer par exemple le degré de
pollution d’un sol apres une catastrophe écologique ou la perte en densité osseuse. On peut y parvenir
par I’étude des propriétés acoustiques de ces matériaux. Il existe plusieurs méthodes pour étudier les
propriétés acoustiques d’un matériau composite. On peut citer la méthode basée sur les fonctions de
Green de Bourret [7] en 1962, Furutsu [8] en 1963, Sornette [29] en 19809..., la méthode basée sur les
équations de la diffusion multiple de Foldy [1] en 1945, Lax [2] en 1951, Waterman et Truell [6] en
1961, Fikoris et Waterman [12] en 1964...

Notre étude s’inscrit dans le cadre de la recherche sur les métamatériaux et s’intéresse a la diffu-
sion multiple d’ondes dans des milieux contenant des obstacles aléatoirement répartis. Les résultats
peuvent s’ appliquer dans des domaines variés comme 1’acoustique médicale, la prospection et le diag-
nostic des sols ou la confection de nouveaux matériaux.

Notre travail étend des résultats antérieurs afin de traiter les cas de la diffusion multiple dans un
milieu poroélastique obéissant a la théorie de Biot et contenant une distribution aléatoire de cavités
cylindriques fluides et d’un milieu fluide contenant une distribution aléatoire polydisperse de cavités
sphériques poreuses.

Le mémoire est organisé de la maniere suivante.

Le premier chapitre assez classique sert de revue bibliographique sur la diffusion multiple et les mi-
lieux poreux et donne des précisions et des justifications sur des notions qui sont utilisées par la suite.
On rappelle d’abord la description déterministe et statistique de la diffusion multiple. Ensuite on rap-
pelle les formules des nombres d’onde des ondes cohérentes de Foldy et de Lax pour un milieu fluide
contenant des inclusions sphériques ou cylindriques fluides [45], et la formule du nombre d’onde de
I’onde cohérente de Linton et Martin [45] dans un milieu fluide qui représente une extension des
formules des nombres d’onde des ondes cohérentes de Foldy et de Lax. On donne un bref apercu de
la théorie du milieu poreux de Biot [4], [S]. Le milieu poreux est supposé continu et les longueurs
d’onde des ondes se propageant dans ce milieu sont treés grands devant les éléments caractéristiques
du milieu poreux. L’hypothese des petits mouvements permet de montrer que dans ce milieu il y a
trois ondes qui se propagent. Enfin on établit la formule des nombres d’onde des ondes cohérentes de
Conoir-Norris [49] dans un milieu poreux €élastique homogénéisé saturé par un fluide contenant des
cavités cylindriques distribuées aléatoirement. Ce modele dérive de 1’approximation quasi-cristalline
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(QCA) de Lax [2] [45].

Le deuxieme chapitre est consacré a la détermination des nombres d’onde effectifs d’ondes rapide,
lente et de cisaillement dans les limites de Rayleigh (limite de basse fréquence). Ainsi on détermine
les approximations des coefficients de diffusion d’un obstacle pour les conditions aux limites des
pores fermés. Des études numériques sont menées afin de comparer les coefficients de diffusion res-
pectivement pour les conditions aux limites des pores fermés et les conditions aux limites des pores
ouverts. On détermine les propriétés effectives du milieu (masses volumiques, modules) a partir des
nombres d’ondes cohérentes de Conoir-Norris tronqués. On évalue la validité des coefficients de dif-
fusion approximés en supprimant les micro-pores afin de retrouver les résultats pour des inclusions
cylindriques fluides dans un milieu élastique ou fluide (module d’élasticité nul).

On étudie dans le chapitre trois la propagation acoustique dans un milieu fluide contenant une distribu-
tion polydisperse en taille d’inclusions sphériques poreuses isotropes. On établit d’abord les équations
de base permettant de déterminer les coeflicients de diffusion pour une inclusion sphérique poreuse.
En supposant une distribution continue du rayon des obstacles, on détermine la formule du nombre
d’onde effectif dans le cas polydisperse en s’appuyant sur la formule du nombre d’onde effectif de
Linton-Martin [45] (cas monodisperse). On en déduit les propriétés effectives dans le milieu fluide.
Celles du cas monodisperse sont obtenues (rayon identique pour toutes les spheres) en faisant tendre
vers z€ro le coeflicient de dispersion. Les distributions de rayons obéissant aux lois uniforme, de
Schulz et log-normale sont examinées et comparées numériquement, montrant I’importance des lois
sur la propagation acoustique.

12



Chapitre 1

Diffusion multiple

1.1 Généralités

Le phénomene de la diffusion multiple est fréquemment observé lors de la propagation d’une onde
(ou champ) acoustique dans un milieu contenant un nombre d’obstacles (ou diffuseurs) supérieur ou
égal a deux. On examine ici le cas des concentrations faibles, ¢’est-a-dire que les obstacles (cylindres
ou spheres) ne se touchent pas, étant séparés les uns des autres par une distance de plusieurs dia-
metres. Lorsque I’onde interagit avec un seul obstacle, on parle de diffusion simple.

Soit Ay la longueur d’onde de I’onde acoustique : si Ay est trés grand devant les dimensions des
obstacles alors I’onde subit peu le phénomene de diffusion multiple (ricochets multiples sur les obs-
tacles).

Si la longueur d’onde A est inférieure ou égale aux dimensions des obstacles, en un point donné
I’onde peut subir un grand nombre de va et vient dans tous les sens. .’onde sortant du milieu n’a plus
en mémoire la direction de 1’onde incidente. Dans la théorie de la diffusion multiple, on s’intéresse
au comportement des ondes diffusées c’est-a-dire a I’évaluation des champs acoustiques diffusés. 1l
faut alors calculer les nombres d’onde effectifs décrivant le mieux possible la propagation a travers
le milieu étudié. 11 existe plusieurs théories dans la littérature permettant cette évaluation lorsque les
obstacles sont distribués aléatoirement.

On peut citer en particulier la méthode de la matrice T de Foldy [1], Lax [2], Waterman et Truell [6]...
et les méthodes utilisant les fonctions de Green et des approches diagrammatiques de Sornette [29],
Sheng [32]... Ces deux théories se fondent sur une analyse exacte générale de la diffusion multiple
puis sur un calcul du champ moyen obtenu en prenant une moyenne sur toutes les positions.

Dans ce qui suit, nous allons donner un bref apercu de la méthode de la matrice T.

1.1.1 Description déterministe

Soient N obstacles placés aux points 7; ( 1 < j < N) de I’espace (ou du plan). On suppose que
I’on connait toutes les propriétés de chaque obstacle (orientation, conditions au limites,...etc). Au
point d’observation 7 (ot il n’y a pas d’obstacles), le champ acoustique total y(7) est la superposition
(ou la somme) de I’onde incidente ;,.(7) et des ondes y* (?, 7 j) provenant de chaque diffuseur j (
figure(1.1)). On a donc

N
() = Uinc(P + ) W FF). (1.1)
-

J

Le champ y°(7,7}) tient compte non seulement de la diffusion simple de I’onde incidente ¥n.(7),
mais aussi de toutes les interactions ayant eu lieu entre les diffuseurs avant d’arriver sur le diffuseur j
(figure(1.2)).

Plus précisement y*(7,7;) prend en compte tous les trajets acoustiques qui passent par le diffuseur
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1.1. Généralités

diffuseur j
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»
- .

» e S
-
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FiGure 1.2 —

J, juste avant d’arriver au point d’observation 7. La superposition de tous les champs arrivant sur j

est notée y**(#,7;), champ incident sur j, et est appelée champ effectif (ou champ d’excitation du
diffuseur j). On a ( figure(1.3))

N
YEE ) = Yine P+ DU, (12)
m=1

m#j

expression signifiant que y“*(7,7;) est la somme du champ incident ¢;,.(7) et des ondes diffusées par
les diffuseurs autres que j.

[’examen des équations (1.1) et (1.2) montre que celles-ci sont insuffisantes pour déterminer le champ
(7). 11 faut nécessairement connaitre le champ (7, 7)), c’est-a-dire la diffusion par chacun des N
diffuseurs pris isolément. On introduit pour ce faire une relation de fermeture en imposant 1’ égalité

W (7 7)) = TEY (7, 7). (1.3)
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Chapitre 1. Diffusion multiple
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Ainsi, on convertit *(¥,7;) en y*(¥,7;) a1’aide d’un opérateur de transition 7'(7;) connu pour chaque
diffuseur. En reportant (1.3) dans (1.1) et (1.2), on obtient des équations de base de la diffusion mul-
tiple [51] :

N
() = YineF) + ) TEW ) (1.4)
j=1
N
W F) = WineP) + Y TEW T, (1.5)
m=1
m#j

En pratique, le nombre de diffuseurs N est tres grand et ces équations ne peuvent pas €tre résolues de
facon exacte. La solution consiste alors a :

— effectuer un grand nombre de tirages aléatoires sur la position 7; des diffuseurs,

— effectuer une moyenne d’ensemble afin de trouver le champ total moyen ((7)). En fait cela

revient a trouver I’équation régissant le champ acoustique moyen (7)),

— trouver (¥(7)) en introduisant un certain nombre d’approximations.
C’est a partir de ce dernier point que prennent forme les différentes théories de milieux effectifs
telles que 1’approximation de Foldy [1], I’approximation quasi-cristalline de Lax [2], la méthode de
perturbation développée par Keller et al. [11]...etc.

1.1.2 Moyennages
Quelques définitions et propriétés

Soit 7 le vecteur indiquant le point d’observation et soient 7, 75 ---, Fy les vecteurs positions de
chaque diffuseur dans I’espace R3. Soit D le domaine inclus dans R? contenant les N diffuseurs. On a

(7o Fy) € DY ¢ ().

Posons By = DV. On définit par p(7,---,7%), la probabilité de présence des diffuseurs (probabilité
conjointe) vérifiant les hypotheses suivantes :
- p(F1,--, Fy)dity,---diy = 1

By
— Les diffuseurs sont indiscernables donc

- - 2> 2 - 2> 2 - - - 2 - 2 2 -
PP, S Fi 1, P Fig o S T o1, P ity e s IN) = PP, i1, T Fig 1,0 s 1, T P10 TN,
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1.1. Généralités

— Il n’y a pas d’inter-pénétrabilité entre les diffuseurs car p(7,---,7Py) = 0 si deux diffuseurs
s’interpénétrent.
L’intégrale est prise sur N copies du domaine By contenant les N diffuseurs.

Définition 1.1.1 La probabilité de trouver un diffuseur dans le volume élémentaire dr| autour de 7y
est donnée par une intégration sur toutes les positions sauf une, i :

p(F)dry = [f p(r, - ,?N)d72,~~~d7N] dr. (1.6)
Bn-1
On a

p(fdry = [f p(71,---  PN)dPa,---diy |dFy

By-1

= |:f p(f)]"'"?i"”97N)d?1’d?27“"d?‘i—l;d?i+17'“7d?N df)l

By

p(P)dry = p(F)dr; Yil <i<N.

Puisque les N diffuseurs ont la méme probabilité d’occuper le volume élémentaire d7| et sont
isotropes, Foldy [1] définit la densité n(7;) de diffuseurs autour de 7; sous la forme

n(r) = Np(r1)
et

fn(?l)drl =N.
D

Définition 1.1.2 La probabilité conjointe de trouver un diffuseur dans le volume élémentaire dF)
autour de 7| et un second diffuseur dans le volume élémentaire dr) autour de 75 est donnée par

p(#1,P)dr dia = [f p(F1,-- ,PN)dr3 -+ - diy | dF dTs. (1.7)
B

N-2

La densité de diffuseurs n(71,72) autour de 7|, ¥ est donc n(7,7>) = Np(71, 7).

Cette définition se généralise a N diffuseurs : la densité n(7,--- ,Py) pour N diffuseurs dont les centres
sont placés en 7, -+, Py est donnée par
n(ry,---,in) = Np(#, -+, iy). (1.8)

Remarque 1.1.3 Ecrire p(71,75)dr1dP; signifie que les positions des diffuseurs ne sont pas indépen-
dantes I'une de I’autre. En cas d’indépendance, on écrira plutot p(7y)p(¥2)drdr, . Bien évidemment

f p(?l,?z)dfld?z =1. (19)
B
Définition 1.1.4 La probabilité conditionnelle p(r>,--- ,Py|Fi) correspondant au diffuseur 1 de posi-
tion connue (fixée) est définie par

p(Fi,---,Fy) = p(FO)p (P2, -+, PNIFY). (1.10)

Si deux diffuseurs sont fixés, on écrit la probabilité conditionnelle
p(P1,---,7n) = p(F1, ’2)p (73, -, P17, ). (1.11)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

p(Ps,-+- ,Py|P1, /) est la probabilité pour que les diffuseurs repérés par 7, ---, Py soient dans les
volumes respectifs d7s, - - -, diy, sachant que les diffuseurs 7, 7 sont localisés (fixés). On notera que
p(1,--,in) = p(FD)p(ta,- -+, PNl = p(P) (Bl p(7P3, - -+, P71, P2) (1.12)

C’est la probabilité p(#|7) qui permet d’éviter I’interpénétration des diffuseurs. Lorsque 1’on fixe la
position 1 par exemple, la densité de probabilité conditionnelle s’écrit

n(ra, -+, iy) = (N = Dp (P, -+, PnIF). (1.13)

Définition 1.1.5 La densité de probabilité conditionnelle du j'¢""¢ diffuseur lorsqu’un diffuseur est
a la position fixée 1 en Py est définie par

n(7il) = (N = Dp@la), j#1

avec
fl’l(f)ﬂf)l)d?] =N-1.
D
Définition 1.1.6 On considére une grandeur aléatoire (7,71, ,Fn). Sa moyenne par rapport a la
configuration {Fy,...,7y} est donnée par :
W@y = | w@r,-,in)pQ,--  in)dry - diiy. (1.14)
By

La moyenne conditionnelle, en supposant la position 7| du diffuseur 1 connue, est :
WM = WY(AR)) = (PP, PN (P2, PNl )P -+ diy . (1.15)

Bn-1

C’est une fonction de 7. On n’intégre pas sur 7| puisque la position est connue. De méme si deux
diffuseurs sont fixés en 7 et 7 on a

W2 = WA, PNPp(P3, -+ PNIFL P2)dPs - - dPy. (1.16)

By->

On peut encore écrire les trois moyennes ci-dessus sous les forme suivantes :

W(?)):fl)(l/’(?»lp(?l)d?l, (1.17)
W =L<¢(7)>1,2P(72|71)d72, (1.18)
(l/'(7)>12=L(l//(?)hzap(%l?l,?z)d?:«s- (1.19)

1.1.3 Evitement de I’interpénétration des diffuseurs

L’espace est réduit au plan. On suppose que les diffuseurs sont tous identiques et localisés dans
un domaine D c R%. Cette hypothése ne réduit pas la généralité de 1’étude. La position d’un seul
diffuseur est équiprobable dans D. Par contre, les positions de deux diffuseurs pris au hasard ne sont
pas indépendantes. On introduit donc une probabilité conjointe p(7,---,7y). Les diffuseurs étant
identiques, on a

PFr1ys s Tovy) = p(7P1, -+, FN), (1.20)
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1.1. Généralités

pour toute permutation o~ de {1,---,N}.
Ceci conduit a écrire que
p(r) = p(R) Vi
21 = 1= . . 1.21
{ PEI) = pEIR) Vit ] (12D
L’ équiprobabilité de la répartition d’un diffuseur dans D implique que
p(f) = g sif€By,
{ p(7) = 0 sinon. (1.22)

S étant la surface du domaine D.

Pour simplifier le raisonnement, on suppose que les diffuseurs sont des disques circulaires de rayon a.
Dans la suite, on examine la probabilité conditionnelle p(7;|7}) interdisant 1’interpénétration de deux
diffuseurs (1 et 2). Toutefois, le modele n’est valable que pour de faibles concentrations de diffuseurs.
Bose et Mal [18] posent :

{ p(Al7) [1-f(A=72ID] sieD, (1.23)

1
=212 § .
p(ralr1) = 0 sinon.

La fonction f ne dépend que de la distance séparant les deux diffuseurs et est appelée pair correlation
function. Posons ||| — 75|l = r12. On a

Propriété 1.1.7
i. 0<f(r12) <1 puisque p(r3|7;) = 0.

21 R
ii. lim — f(r12)ri2dr12d6 = 0. R étant le rayon du domaine circulaire D contenant les
diffuseurs.

iii. L’interpénétration est interdite lorsque p(7|F)) = 0 si rip < 2a.

La derniere condition équivaut a f(r12) = 1 si ryp < 2a.
Dans I’article de Bose et Mal, la fonction f qui respecte ces conditions est

{ f(ri2)
f(r2)

1 si rip < 2a,

r 1.24
Ae~ T si ri2 = 2a ( )

2a o NI 4 oy
avec 0 < A <eT.La quantité L homogene a une longueur, est appelée longueur de corrélation.

Equation intégrale gouvernant le champ d’excitation moyen (y“*(¥, 7))

On rappelle que y“*(7, 7;) est le champ incident sur le jéme diffuseur, y° (7, 7 ;) est le champ diffusé
par ce ]-éme diffuseur et que I’on dispose de la relation fondamentale (1.3) reliant *(7, 7)) et * (7, 7)).
Pour calculer le champ moyen, on choisit un diffuseur au hasard que 1’on fixe, par exemple celui repéré
par 7;, ce qui conduit a considérer une probabilité conditionnelle

S
)
PPy, eyl = BN (1.25)
ol le prime signifie que I’on a considéré tous les diffuseurs sauf 7. On a donc

W ERIR) = f Y7 ) p(#,+ e inlFDdR L d (1.26)
e st N e’

) Bn-1 .
fonction de 7 et 7, fonction de 7 7,..., 7y



Chapitre 1. Diffusion multiple

Si I’on choisit de fixer deux diffuseurs 7 et 7 ’;» on doit considérer la probabilit€ conditionnelle

p(r, - NI ) = e ~ (1.27)
p(Flr)
On alors
(W T, 7)) = f YF PP, e PR dR L L dRy (1.28)
By

et ainsi de suite.

L’introduction des probabilités conditionnelles permet de faire le moyennage et de faire opérer les
opérateurs de transition non pas sur les champs acoustiques mais sur les champs moyens.

Les diffuseurs étant indiscernables, choisissons celui repéré par 7| . De la relation (1.5), on déduit que

N
WEF IR = Wine(P) + Z f TFEW(F P)p(Pa, - PN ... dTy, (1.29)
=2 By-1

soit encore

(1.30)
Le terme entre [.] est égal a (y**(7, 7|7, 7;)). On a donc
N
WA = Yine(P) + Z f T (P (7, 7l 7)) (7l dr. (1.31)
j=2vP
Comme les diffuseurs sont indiscernables on a
WP T)) = W (P 7k 7L 7o) (1.32)
et (1.31) devient alors
WEE AN = Yine(@) + (N = 1)f T #7717y p(7ilf)dr. (1.33)
D
On sait que (Définition 1.1.5)
n(7jl7) = (N = Dp(#jlr),  j# 1.
Il s’ensuit que
W ERAIR)) = ine(P) + f T @ (7, 7l 77l dF . (1.34)
D

1.1.4 Approximation quasi-cristalline (Quasi Crystaline Approximation QCA)
de Lax

Dans cette approximation introduite par Lax en 1954, on pose
W E AL T))) = QT FI7)). (1.35)

Cela suppose que le champ d’excitation de deux diffuseurs fixés est le méme que pour un seul diffuseur
fixé. Elle signifie que fixer le diffuseur 1 ou pas ne change pas beaucoup (et méme peu) le champ
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1.2. Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

moyen si la moyenne est prise sur un grand nombre de diffuseurs (en général N = 10°). Il est habituel
de simplifier la notation ci-dessus en posant

W FFIP)) = W (7 7)) (1.36)

En tenant compte de (1.35), la relation (1.34) devient

WP ) = Yine(D) + f T (7,7)yn(r |7 )dr. (1.37)

C’est I’équation gouvernant le champ moyen(voir aussi [52]).

1.2 Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

Afin de déterminer le nombre d’onde de I’onde cohérente, que 1’on désignera par la suite par
nombre d’onde effectif, Foldy [1] a simplifié le modele de la diffusion multiple en considérant N
diffuseurs sphériques émettant de facon isotrope (il s’agit de sources monopolaires, les ondes diffusées
étant identiques dans toutes les directions). Ces diffuseurs sont répartis dans un milieu fluide et repérés
par leurs positions 7; (j = 1,...,N) dans ’espace. Toutes les fonctions rencontrées dépendent de la
variable spatiale 7 et du temps ¢ sous la forme : f(7,1)e*!, w étant la pulsation.

On considere un champ incident (onde plane scalaire longitudinale) v, défini par

Yine(71) = Xm0, (1.38)

ol k est le vecteur d’onde associé 4 I’onde incidente en I’absence de diffuseurs et 7le vecteur désignant
une position quelconque de I’espace ol il n’y a pas de diffuseurs. Dans la suite, on simplifiera les
notations en évitant d’écrire le terme temporel e

Le champ total (7) diffusé en un point 7 est [45],

N
WP = Yine(P) + g ) W FFDho(KIF - F) (139)
j=1
ou
N
UE ) = Yine( )+ g ) W F FDho(kIF = 7)) (1.40)
j=1
j#n

est le champ d’excitation du n-ieme diffuseur. ||l?|| = k (nombre d’onde) étant la norme du vecteur
d’onde K. Ci-dessus g est le coeflicient de diffusion d’une sphere, A la fonction de Hankel sphérique
d’ordre 0 de premiere espece exprimant que les ondes s’éloignent des diffuseurs.

Les N champs d’excitation requis dans I’équation (1.39) sont obtenus en résolvant numériquement
I’équation (1.40) au point 7 = 7,.

Supposons que les diffuseurs sont distribués aléatoirement. On calcule la moyenne d’ensemble du
champ y sur toutes les configurations possibles pour les positions des diffuseurs. D’apres les équations
(1.39) et (1.40), il vient que

<Y >= Yine(P) + gno fD <Y >1 hotkI7 = TiDd7 (141)

ou
<Y(P) >1= Pine(P) + (N — 1)fDP(72|71) <Y () >12 ho(kl7 — P|)d7s. (1.42)

20



Chapitre 1. Diffusion multiple

Ci-dessus, D désigne le volume contenant les N diffuseurs et ng le nombre de spheres par unité de
volume.
Pour résoudre 1’équation (1.41), Foldy suppose que 1’onde cohérente garde la méme direction que
I’onde plane incidente et que les champs moyens totaux et d’excitation sont approximativement
égaux :

<Y R > =<y > (1.43)

Twersky [10] a montré que la condition (1.43) ne tient pas compte des interactions aller-retour entre
deux diffuseurs. Autrement dit, pour obtenir I’équation (1.43), on néglige toutes les intéractions
doubles, triples,...etc entre les diffuseurs pour ne garder que les trajets directs orientés globalement
vers I’avant.

L’utilisation de I’approximation de Foldy permet de transformer 1’équation (1.41) en la suivante

<Y(F) >= Yinc(P) +gnof <Y (1) > ho(klF = Fi)dry, VrPeD (1.44)
D

dite équation intégrale de Foldy.

1.2.1 Nombre d’onde effectif obtenu en utilisant I’approximation de Foldy
Soient K le nombre d’onde relatif a I’onde cohérente, 7 = (x,y,z) le vecteur position d’un point
quelconque dans le demi-espace (z > 0) dans le repere cartésien (0, €y, é,,é;) et

- . . .
k = k(sinbipccosdinc, SinbipeSingine, coSOinc)

. . 5
les coordonnées du vecteur onde incident dans la base (&,, Zy, ;). On décompose le vecteur k sous la
- -
forme k = k7 + @€, ou
g . . .
kr = k(sinBinccosdinc, SinbipcSindine,0)

a = kcosOi,. et 0 < 0y, <m/2.

L’expression (1.38) devient
Wine = €% 14 avec G = (x,y,0). (1.45)

En utilisant 1’équation (1.44), on obtient

+00 —+00 +00
< Y(x,y,2) >= Yine(x,y,2) + gnof f f < Y (x1,y1,21) > holko)dxidyidz;  (1.46)
0 —00 —00

ol o1 = [F=7ilet 7 = (x1, y1, 21).
Dans la suite, on effectue le changement de variables X = x—x; et Y = y—y;. L’équation (1.46) devient

+00 +00 +00
<Y(x,9,2) >= Yinc(X,,2) +gn0f f f <YM X+x,Y+y,21) > ho(ko1)dXdYdz, (1.47)
0 —00 —00

Compte-tenu de la forme (1.45) prise par le champ incident, on suppose que le champ total peut se
mettre sous la forme .
<Y(x,,2)>= U@, z>0, (1.48)

ou U est une fonction inconnue. Dans 1’approximation de Foldy I’onde cohérente garde en mémoire
la direction de 1’onde incidente ; de ce fait les coordonnées du vecteur d’onde effectif dans le repere
cartésien peuvent s’écrire sous la forme

K=K (sintcosgp, sindsing, cost) = (ksinbi,.cosPinc, ksinbipcsindine, ). (1.49)
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1.2. Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

A partir de 1’égalité (1.49), on déduit que
Ksin® = ksinb,, (1.50)

et que
A= Kcos?, (1.51)

A et K étant des nombres complexes avec des parties imaginaires strictement positives. L’équation
(1.51) constitue la loi de Snell. En introduisant (1.48) dans (1.47), on obtient

+00 400 +00 S
U(z) = €% + gng f f f U(z1)e*Chy(ko1)dXdY dz
0 —00 —00

ou Q = (X, Y,0). D’apres la référence [45] on a

too ptoo L 2
f f e*1-Cho(koy)dXdY = k—e’“|z_m|, (1.52)
—00 —00 ¢4
d’ou o) +00
U(z) = '™ Zino f U(z)eldzy, (2> 0). (1.53)
0

On suppose qu’a la distance [ (0 < z < /), on ne dispose d’aucune information sur le champ acoustique
total et que si z > [, on doit avoir ‘
U(x) = Uge"™®, (z>1) (1.54)

ou Uy, A et [ sont des inconnues. L’introduction de (1.54) dans (1.53) permet d’écrire la succession
d’égalités suivantes

2 l . 2 +00 )
U() = e + ZE0 f Ute = dt + 320 f UHe ™,
ka 0 ka I

U(Z) — ol = ﬂelazf U(l)e_lmdt+ ﬂgno f U(l‘)elalz_”dt,
ka 0 ka 1

puis
2 .
U(z) — eioz = ZEE10 jiaz f Une=atds + X80 f U0yl gy 2780 f U(H)e gy,
Cka Cka Cka z

La premiere intégrale ne peut pas étre calculée car on ne sait rien sur U pour 0 < ¢ < [. En calculant
les deux dernieres intégrales, on trouve

- : 4rignoUy ;) 2migng f ! _; 2irgnolUo jo—on) i
U, iz _ ez 2 Ue ¥ dr + i(A-a) az 1.55
e e K2 -a?)° ke Jy U ka(l-a)° ¢ (1.55)

Pour que I’équation ainsi obtenue soit satisfaite pour tout z strictement supérieur a [ , il faut que les
coefficients de ¢’ et €% soient simultanément nuls. Il s’ensuit deux égalités

4rignoUy
Up=——F—7< 1.56
0= —ad) (1.56)
d’une part et

2rigng fl _ 2irgnoUqy . y_
U(n)e @ dr + 2=/ l) = | 1.57
( ke Jo U1 ka(l—a)* (1.57)

d’autre part. D’apres la loi de Snell (1.51) et la définition de a, on a
P - =K -k (1.58)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

En introduisant (1.58) dans (1.56), on déduit que
K? = k* — 4nigno/k. (1.59)

L’équation (1.59) est le nombre d’onde effectif s’arrétant a I’ordre 1 en ng trouvé par Foldy pour des
diffuseurs sphériques.
Dans le cas des diffuseurs cylindriques, le nombre d’onde effectif K prend la forme [56]

K? = k? — 4igny. (1.60)

1.2.2 Nombre d’onde effectif obtenu en utilisant I’approximation de Lax

L’approximation de Lax va permettre d’étendre la formule (1.59) a I’ordre 2 en ng. D’apres 1’équa-
tion (1.35)
<YHP) >1=<y(F) >, (1.61)

I’équation (1.42) peut s’écrire sous la forme
<YHP) >1= Yine(P) + g(N = 1) f p(Ali) <y (in) >2 ho(kl7 — Fa)dr (1.62)
D

appelée équation intégrale de Lax. On introduit la probabilité conditionnelle p(#|F) = "ﬁo et on récrit
I’équation (1.62) en prenant I’intégrale sur I’ensemble

DA ={heD: Ry=|F-h|>b).

On obtient

<Y (P) >1= Wine(F) + gno th <Y (P2) >2 ho(kI7 = Pa|)d7>. (1.63)

Dans la suite, on considere un grand nombre de diffuseurs c’est-a-dire N — oo et par analogie avec

1I’équation (1.46), I’équation (1.63) devient

<Y (x,y,2) >1= €%explikr.q) + gnof <Y X+ x,Y+y,22) >3 ho(kor)dXdYdz, (1.64)
20>0,00>b
ou 0 < gl < o0, z>0et oy =|F— . Comme dans le cas de Foldy, on suppose que

<Y (x,y,2) >1= V(Qexp(ikr.g), z>0. (1.65)

On peut alors récrire 1’équation (1.64) sous la forme

V(2) = €% + gng f V(z2)ho(kor)e™Caxdydzs
20>0, 00>b
V(z) = ¢ +gng f V(z)ho(kon)e ™D dXdydz—gng f V(z)hoko)e ™D dxaydz
75>0; X,YeR 722>0, 0p<b

avec Q = (X, Y,0). En coordonnées polaires X = Qcos¢ et Y = Qsing et on pose Z = z—2z3. On a
alors 0» < b & Q% +7% < b? c’est-a-dire Q < Vb2 — Z2. La premiere intégrale est calculée en utilisant
I’équation (1.52). La deuxieme intégrale est réécrite en coordonnées polaires. Il vient

) +00 0
V(z) = ezaz+gnof V(Zz)_ﬂezalz—zzldZ2
0 ka

+00 Vb2-Z2 ~orn o
_ gnof f f V(z2)ho (k [QZ + Zz)e(szsm(J,-,,cos(¢—¢,-n)) 0dQdpdz,. (1.66)
0 0 0
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1.2. Nombres d’ondes de Foldy et de Lax

Posons ensuite ¢(Z) = Vb% —Z2H(b —|Z|) ou H est la fonction de Heaviside.
Puisque

21
ZﬂJO(kQSinginc) = f eleSIneincCUS(¢_¢inc)d¢
0

il vient

. +00 0T +oo  e(Z)
V(z) = ¢*+gng f V(zz)éemlz_@Ide—Zﬂgno f f V(22)ho (k\/QZ +Zz)fo(kQSin9inc)QdeZ2
0 0 0

(1.67)
ou Jy est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre O (Annexe A).
Comme dans le cas de Foldy, la solution V de I’équation (1.67) est supposée €tre de la forme

V() = Vo't Vz>1, (1.68)

ou Vy, A et [ sont des inconnues. Considérons 1’équation (1.67). Pour z > [+ b et |z—z2| < b, 1l faut que
7o > 1. En utilisant les équations (1.67) et (1.68), on obtient

Vv, iz _ laz o0 . l
e —e _ﬂgmf Ve ™dt+ 1)+, z>1+b. (1.69)
gno ka 0
ou
2 +oo
L == V(t)e® s,
ka l

+00 c(Z)
L = =2 \% holk 24+ 72)Jo (kQsinb;,) OdQdt.
2 ﬂfo (t)fo 0( \ O+ ) 0 (kQsin;,) QdQdt

Le calcul des intégrales 11 et I, donne d’apres [45]

27iVy [ el 20
I = oz _ e, 1.70
' Tka [ -« 2-a2’ (170)
=— 1 - No(KDb)), 1.71
2= K ( 0(KDb)) (1.71)
ou .
No(x) = €* (cosx — i(kb/x)sinx). (1.72)
En introduisant I et I dans (1.69), on obtient
Voe't — % = A + Be'¥, Vz>1+b (1.73)
ou ArignoV.
mignoVo
= ———No(Kb 1.74
K2 - K2) 0(Kb) (1.74)
et ;
2mgng f . 21gnoVo  i—an
B= V(te s+ —2 = =)l 1.75
ke Jy ¢ ka(l—a)© (1.75)

L’équation (1.73) est satisfaite quelque soit z > [+ b si les coefficients de ¢/ et /% sont tous nuls. On
a donc
A=V (1.76)

et
B=-1. (L.77)
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On introduit I’équation (1.76) dans (1.74). On en déduit que
K? —k? = —4nmig(ng/k)No(Kb). (1.78)

Supposons maintenant que Kb — kb << 1. Pour ng petit on peut écrire le nombre d’onde effectif sous
la forme
K* =k +81ng + 6on + -+ (1.79)

ou 01 et 9, sont des fonctions inconnues qu’il faut déterminer.
Le développement limité de Ny(Kb) au voisinage de kb a I’ordre 1 est donné par

No(Kb) = No(kb) + (Kb —kb)N'(kb) +---
= e*0(cos(kb) — isin(kb)) — i(Kb — kb) (1 _ ekb%}f”)) .
_ . _ _ kain(kb)
= 1-i(Kb kb)(l T )+

La méthode de Foldy a permis I’obtention de ¢; lorsqu’on s’arréte a I’ordre 1 en no, ¢’est-a-dire
K2 — k? = §1ng avec 6] = —4”%. On a (K — k)(K + k) = 61ng. En faisant I’équivalence au voisinage de
kb, on obtient K — k = %no, d’ou

No(Kb) = 1 — ib6; ”—0(1

_ ekb Sln(kb)
2k '

kb

Son introduction dans 1’équation (1.78), permet de déduire que

4nnig 8ib(ngng)? (1 b sin(kb))
- —].

K?=k*- (1.80)

K0T T3 kb

avec 0] = —
L’équation (1.80) est la formule du nombre d’onde effectif trouvée par Lax. C’est une extension a
I’ordre 2 en ng de celui trouvé par Foldy. On remarque 1’absence de 1’angle d’incidence dans les
formules des nombres d’ondes effectifs.

Si I’on remplace les spheres par des cylindres le nombre d’onde effectif de Lax devient

Anig _ 8n%ig%h kb sin(kb)
Tetéz——3 1-¢ b )

K? = k% — 4inpg + 4mi(bgng)*co(kb),
ou co(kb) = Jo(kb)Hy(kb) + J1(kb)H(kb). Dans la section suivante on va examiner brievement la
facon dont le nombre d’onde effectif a été amélioré par Linton et Martin.
1.3 Généralisation du nombre d’onde effectif

En 1961, Waterman et Truell [6] ont trouvé une formule du nombre d’onde effectif sous la forme
de I’équation (1.79) en considérant un angle d’incidence nul. Ils ont trouvé

y
51 = —%ﬂm (1.81)
et 5
2
6= = (LF@F - [fOF) (1.82)

[ étant la fonction de forme en champ lointain d’un seul diffuseur que nous définirons ultérieurement.
Cette fonction f contient les informations sur la diffusion et tient compte de la diffusion vers 1’avant
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1.3. Généralisation du nombre d’onde effectif

f(0) et la diffusion vers arriere f(xr) (rétrodiffusion). Lorsque f(0) = f(rr), on retrouve la formule de
Foldy.

En 1967 Lloyd et Berry[13] ont utilisé des techniques issues de la physique nucléaire afin d’étendre
la formule du nombre d’onde effectif de Waterman et Truell au cas ou la fonction du champ lointain
est définie pour tout angle de diffusion 6 . Ils ont montré que

: 47>

62 = F{—[f(ﬂ)]2+[f(0)]2+ fo " 4

sin(0/2) do

[f(0)]2d9} (1.83)

L’expression de 01 reste toujours la méme.

Une quarantaine d’années apres Loyd et Berry, en 2006 plus exactement, Linton et Martin [45] ont
trouvé une formule équivalente a celle de Lloyd et Berry [13] mais plus simple a utiliser en vue des
applications numériques. Pour résumer, ils ont obtenu les résultats suivants

K% =k* + 61ng + 6ond, (1.84)
ou
Ar
01 = —Tf(O), (1.85)
et
4 4 +00 400
5y = U T,T, K. (1.86)
2k4
y=0 n=0
Noter, que ci-dessus
+00
f(O) = —4712(211 + 1)T,,P,(cos6), (1.87)
n=0
. 2n+1)Q2v+1)2g+1
KRy = (|2 VCIED S B 19 0,0,09). (1.88)
(4n)3/ 7

T, est le coeflicient de diffusion d’une sphere pour un mode n, P, désigne le polyndome de Legendre
d’ordre n , & le coefficient de Gaunt (Annexe C), g varie de [n—v|a (n+v) apasde2telque g +n+v
paire.

L’expression du nombre d’onde effectif K a I’ordre 2 en ng dans le cas ou les diffuseurs sont cylin-
driques paralleles répartis aléatoirement immergés dans un fluide a été trouvé par Conoir et Norris
[52] en 2010. IIs ont montré que

K* = k> + 61ng + 6l (1.89)
ou
51 = —4ifuy(0), (1.90)
8
5> :—EZIm—nITan, (1.91)
m,n
For(®) = ) Tue™. (1.92)

Jfey est la fonction de forme en champ lointain d’un cylindre et les T}, les coefficients de diffusion de
ce cylindre.
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Chapitre 1. Diffusion multiple

1.4 Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux
de Biot

1.4.1 Milieu poreux de Biot

Un milieu poreux est un milieu formé d’une matrice solide le squelette (grains agglomérés par
exemple, figure (1.4)) dans lequel se situent des cavités ou fissures reliées entre elles par des canaux
appelé pores. On s’intéresse plus particulierement aux milieux poreux saturés par un fluide visqueux
(de viscosité dynamique 7i7) et dont la taille des pores est suffisamment faible pour que le nombre
de Reynolds (nombre sans dimension représentant le rapport entre les forces d’inertie et les forces
visqueuses) soit tres petit devant I’unité (écoulements a faibles vitesses). Un tel milieu poreux est
décrit par un certain nombre de parametres :

— la porosité ¢ qui est définie de la facon suivante

volume des pores

1-X
volume total

ou X désigne la compacité (toujours plus petite que 1). Si le milieu poreux est homogene et
1sotrope, on a aussi en considérant une section plane quelconque

surface occupée par les pores

¢ =

surface totale

— la constante de structure a appelée la tortuosité. Elle rend compte de la complexité des chemins
de circulation du fluide a travers I’espace des pores et de I'influence de la taille des pores et
des bras morts (pores connectés avec le milieu extérieur par une seule de leurs extrémités). La
quantité @ est souvent mesuré expérimentalement (a > 1).

— La perméabilité « qui relie a et ¢. Il existe des formules pour approximer la perméabilité. On
peut citer celle de Kozeny-Carman :

3
6S2a

K

ol S2 est la surface interne des pores par unité de volume (ou encore aire spécifique).

FiGure 1.4 — Milieu poreux

La masse volumique du milieu poreux saturé est définie par

p=U0-¢)ps+dps (1.93)

ou p; est la masse volumique du solide et p ¢ est la masse volumique du fluide saturant.
Le milieu est aussi décrit par des modules K¢ ( module d’incompressibilité du fluide dans les pores),
K, (module d’incompressibilité du solide), K; (module d’incompressibilité des grains) et par quatre
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1.4. Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux de Biot

constantes H, M, C et u caractérisant le comportement du solide et du fluide. u est le coeflicient de
Lamé de cisaillement des grains. Les expressions des trois premieres constantes sont :

(K, — Kp)* A
H=-—1"" K, +-pu, 1.94
D_K, +Kp+3H (1.94)
K,?
M=—l, 1.95
D-K, (1.95)
K. (K, - K,
c = K&K —Kp) (1.96)
D - K,
avece
K,
D:K,[1+¢(——l)]. (1.97)
Ky

Une description détaillée des parametres du milieu poreux est faite dans [26], [16], [20].

1.4.2 Ondes dans un milieu poreux saturé

La théorie qui décrit la propagation des ondes acoustiques dans les milieux poreux saturés est
celle développée par Biot [4], [5], [16]. Biot suppose que la longueur d’onde est grande devant les
dimensions macroscopiques du milieu poreux, ce qui conduit a faire I’hypothese que le milieu poreux
est un milieu continu [26].

Loi de comportement

On suppose que la partie solide ou squelette (formée des grains) est élastique, le fluide saturant est
visqueux et compressible, les forces volumiques sont nulles et que le milieu est en équilibre statique.
Soient i le déplacement dans le squelette , Ule déplacement dans le fluide saturant, Py la pression
au sein du fluide, o et € les tenseurs des contraintes et des déformations en un point du solide. Le
déplacement relatif du fluide par rapport au solide dépend de la porosité et s’écrit sous la forme

W:qs(ﬁ’—?) (1.98)

des contraintes du milieu poreux et la pression dans les pores sous la forme
oij = 2ueij+ [(H - 2p) g1 — C{| 635, (1.99)

Pr=M{—-Cg (1.100)

ou g;j = %(ul jtu J-’,-) représente les composantes du tenseur des déformations dans I’hypothese des

petites perturbations, ¢ = —divw = —w;; mesure la variation du volume de fluide dans le milieu
poreux ou 1’augmentation locale de teneur en fluide, &7 = g;; est le premier invariant du tenseur des
déformations dans I’hypothese des petites perturbations et 6,; le symbole de Kronecker.

Lorsque 8 = 0 ( milieu sans porosité), la pression du fluide Py disparait et I’équation (1.99) devient

a'ij:2ysij+/1815,-j. (1.101)

Le milieu se comporte alors comme un milieu élastique défini uniquement par deux constantes , u et
A =H-2u (u et A coefficients de Lamé) ou H — K, + %. Les équations (1.99) et (1.100) représentent
la loi de comportement du milieu poreux saturé de Biot-Stoll [5], [16].
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Chapitre 1. Diffusion multiple

Equations du mouvement

Biot a montré que les équations du mouvement d’une particule du milieu poreux pouvaient s’écrire
sous la forme de deux équations vectorielles couplées :

i W

(H—/J)?Q—C?{+/JAL‘Z = p—u+pf—w
o or? (1.102)
i W p—0OW

— -
CVS[—MV{

e m— + T ==
Prgz tmar v WG,

A la place du rapport 22 qui devrait normalement apparaitre, Biot a introduit un paramétre m = %p i
(@ > 1) traduisant le fait que le mouvement du fluide dans les pores n’a pas toujours la direction du
gradient de pression macroscopique.

La fonction F prend en compte le fait qu’a haute fréquence 1’écoulement du fluide dans les pores
n’est plus de type Poiseuille. Soit wr la fréquence au-dela de laquelle 1’hypothese du flux Poiseuille
n’est plus verifiée alors

F(y)=1pour w < wr (1.103)
— 1 4T
Fip =129 s wr (1.104)
A1+ 2T (0
avece
x=ay|~L (1.105)
n
“ ber' () + ibei' ()
er + 1bei
T(v) = 1.106
) ber(x) + ibei(y) ( )

ber + ibei étant la fonction de Kelvin définie par Jy (e’ 4 )() = ber(y) + ibei(y) (Jy est la fonction de
Bessel d’ordre 0) et ber’ +ibei’ sa dérivée par rapport a y, a, le rayon moyen des pores. Généralement,
ap et wr sont déterminés expérimentalement.

Solutions des équations du mouvement

En appliquant le théoreme de décomposition de Helmholtz, on peut voir les vecteurs déplacements
il et w comme la somme du gradient d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vecteur. Soit (¢ Y s) le

couple de potentiels scalaire et vecteur pour le déplacement i et (¢ f,lZ f) celui pour le déplacement
w. D’apres le théoreme de Helmholtz, on a

it ==V +V AJs,  divids) =0, (1.107)

W=-Vor+VAd; divifs) =0. (1.108)

En introduisant les équations (1.107) et (1.108) dans les équations de mouvement puis en prenant
successivement la divergence et le rotationnel, Biot obtient deux systemes séparés de deux équations :

—pw’ps—prwds = HAPs+CAgy
2 5 _ . (MF () (1.109)
—Prw ps—mwpr = CA¢S+MA¢f+z(T)w¢f
et
2—) 2—) >
—PW s —prw = uAy
P mPIw By = BN (1.110)
—PrwYs—mwyy = ’(T)w‘/’f

Le systeme (1.109) d’inconnues ¢; et ¢ 7, traduit la propagation des ondes de compression ou longi-
tudinales et I’autre (1.110) d’inconnues i/ et z,/7f décrit la propagation des ondes de cisaillement ou
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1.4. Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux de Biot

transverses.
Considérons le cas des ondes planes monochromatiques telles que

(65050 007) = (A B, 5,5)ei(’3~7‘“f), (1.111)

- - - = > o - .o < P N .
ol k est le vecteur d’onde : k = K’ + ik”’, k.k = €2, k' colinéaire 2 k"’ et o 7 est un vecteur repérant la
position d’un point d’observation quelconque. On obtient les systemes linéaires homogenes

A(HE ~pa?)+ B(CE —ppo?) = 0 1.112

A(CE - ppo?)+ B(ME —me? - "0 ) = 0 (1.112)
C(ul? -pw?)-prw®D = 0

{pwaC’_F(me_i%(X)w)D’ =0 (1.113)

A partir du systéme (1.112), on déduit une équation de dispersion de degré 2 en £ (équation bicarrée)
dont les solutions sont f% et f%. Elles indiquent que dans un milieu poreux il se propage deux types
d’ondes de compression : une dite rapide ¢; et ’autre lente ¢, telles que

—A1+ A2~ 420

2A3 ’

| A= NISEEIS

2A3 ’

(1.114)

(1.115)

ol Ay = pM —2p/C +aprH/B, Ay = ps(ps — pa/B) et A3 = C* — HM.
Le systéme (1.113) permet quant 2 elle d’obtenir une équation de dispersion de degré un en ¢? telle

que
Mzzwz(p—@). (1.116)
(07
Il n’existe donc qu’une seule onde de cisaillement.
Autres grandeurs permettant de caractériser les ondes
Ce sont les coeflicients de compatibités y; [36] tels que
Hf? - pw?
=— (j=1,2), (1.117)
Yi pro?—CE (
2 2
ut: — pw
V= —— (1.118)
prw
et les masses volumiques acoustiques [36] :
2
pi=(H+y,C) S =ppyj+p (=12, (1.119)
t;
Pi=HS = PrYi+p, (1.120)
& o
(C+y,-M)E:(1+ng)pf:pfj (j=1,2). (1.121)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

1.4.3 Diffusion par un cylindre fluide dans un milieu poreux

On considere un milieu poreux élastique contenant une cavité cylindrique infiniment longue de
rayon a, remplie d’un fluide de propriété (oo, co). On envoie une onde incidente I?,-nc (inc = 1,2,1) dans
la direction des x > O perpendiculairement a 1’axe du cylindre. Le probléme est alors bidimension-
nel. On suppose toujours une dépendance harmonique en temps e’ et on travaille en coordonnées
cylindriques (7,6, z). L’ objectif est d’établir les équations de la diffusion acoustique d’une onde plane
monochromatique harmonique par un cylindre fluide.

I

L 4

Milien poreux

Ficure 1.5 — Configuration géométrique d’un diffuseur cylindrique dans un milieu poreux

Déplacement et pression dans la cavité fluide
On suppose qu’il existe un potentiel scalaire ¢ tel que le champ de déplacement i des particules
s’écrive
ip = —Vao (1.122)

ou ity = (ugr,uog,0). Le potentiel ¢ vérifie I’équation de Helmholtz Agg + k(2)¢0 =0
L’équation d’Euler reliant iy a la pression pg est :

iy -
=-Vpo. 1.123
0753 Po ( )

Le déplacement ug étant harmomque en temps d’apres (1.122), I’équation (1.123) devient poa) iy =
\Y Po soit encore —p0w2V¢o =V po- On déduit de cette derniere relation que la pression dans le fluide
est donnée par :

Po = —pow’do. (1.124)

Déplacements, contraintes et pression dans le milieu poreux

Dans le milieu poreux, on suppose qu’il existe des potentiels vérifiant I’équation de Helmholtz :
— ¢1 potentiel scalaire de I’onde rapide 1

— ¢, potentiel scalaire de I’onde lente 2

- 117, = y,Z potentiel vectoriel de 1’onde transversal ¢.
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1.4. Diffusion par une cavité cylindrique dans un milieu poreux de Biot

Le champ de déplacement i dans la partie solide est :

-3 96,49 ni (1.125)
j=1
En coordonnées cylindriques on obtient :
[%1%21%%0] 0126
= or r 06 o 09 or’ | '

Le vecteur champ de déplacement w du fluide par rapport au solide est donné par :

2
W== > yVe;+%V A, (1.127)
j=1
ou bien
20¢1a¢ 21 06; &pT
- J t J t
= —Yi—\— ) —Vi— —YVi— . 1.12
v [ ]ZYJ or "0 jZ::‘ryJ o0 6r’0] (1.128)
Ainsi, le vecteur déplacement total est donné par :
2 96 » T
= 2| e - YVt -] t
u+w—[ ;(1+y]) (1470 ae Z( +y ) (L+y)—", 0] . (1.129)

D’apres la théorie de Biot, on sait que le tenseur des contraintes o~ en un point du milieu est donnée
par :

oij = 2peij + |(H = 20) V.ii + CV 39 6. (1.130)
2
Sachant par ailleurs que V.ii = — Z A¢j et que =— Z YjA¢ j, on obtient
J
2
0 = 2ueij+ | = D (H = 2u+7.C) Ady | ;. (1.131)
k=1
Comme ¢y, vérifie I’ équation de Helmholtz, (1.131) devient
2
oij = 2usi + Z{’i%gbk] 5i. (1.132)
k=1

ol # = H —2u +y;C. En coordonnées cylindriques, la composante o, est donnée par

2 92 > 2
B 0°¢; 10y 107 2
T [‘ 25 an ranar |t 270

Oou €ncore

2
1‘W”+18 w’} (1.133)

2 2¢
j
:Z( 2#_+%€?¢j)+2'u 280 rovor|
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et la composante o, par

2 2 2 2
_ 16‘15/ 13¢j 1 0%, 07y, 10y,
,9—2;12( 290 rarae) M\ 2 "o Trar) (1.134)

La pression dans les pores s’exprime sous la forme

2 2

Pr=-MV.-CVii= ) (y;M+C)Ap;=->"(y;M+C)l3g;. (1.135)
j=1 j=1

Expressions des potentiels

Dans le milieu poreux, il faut tenir compte de I’onde incidente et des ondes diffusées par la cavité
cylindrique. On écrit le potentiel ¢;,. incident sous la forme

Bine(r) = elFneT = giknex | jpe =121, (1.136)

ou I’amplitude du potentiel est supposé unitaire. Le développement en série de fonctions de Bessel de
I’équation (1.136) est [14] :

+00
Ginc = Z in-]n(kincr)eine’ (1.137)
n=—o00
ou J, est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n (Annexe A).
Les ondes diffusées, de nombres d’onde k; (ou £1), ky (ou ;) et k; (ou ¢;) c’est-a-dire celles qui
s’éloignent de la cavité, dépendent de la fonction de Hankel Hfll) de premicre espece d’ordre n. On a
alors

+00
Gjine= ), A H ke, j=1.2 (1138)
n=—oo
+00 . )
Vine = Y, 1" AR H (o)™, (1.139)
n=—oo

Aline - A2inc - ptine giant des coefficients a valeurs complexes. Le double exposant jinc indique la
conversion de I’onde inc en I’onde j (j,inc =1, 2, t) [55].

Dans la cavité, comme le potentiel ne peut pas devenir infini, on prend donc la fonction de Bessel qui
ne possede pas de singularité en r = 0, c’est-a-dire J,,. Par suite, I’expression du potentiel ¢ dans la
cavité prend la forme

+00

b0 = Z i B I, (kor)e™® (1.140)

n=—oo

olt BY¢ est un coefficient a valeurs complexes.
Pour la suite on pose A]mc = Tﬂnc, J.inc =1, 2, t. Ils représentent des amplitudes modales des ondes
diffusées dans le milieu poreux et en provenance de 1’inclusion [55].

L’ objectif de la section suivante est de déterminer les quatre inconnues T[7¢, T2in¢ Tlinc gt glinc ep

utilisant les conditions de passage a I’interface fluide-milieu poreux en r = a.

Conditions de passage a I’interface fluide-milieu poreux

On cherche a déterminer ces amplitudes en utilisant la continuité du vecteur champ de déplace-
ment radial, de la pression et du vecteur contrainte. A I'interface r = a, on a pour toute valeur de
0 :
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Continuité du débit ,

(uinc, r T Wine, r) + (udiff, rt Wdif f, r) = UQr, (1141)
— Continuité de la pression,
Dinc, f + Pdiff, f = P0> (1.142)
— Continuité de la contrainte radiale,
Tinc, rr T Odiff, rr = —P0, (1.143)

Continuité de la contrainte tangentielle,
Tinc,r0 + T diff,ro = 0. (1.144)

Nous appellerons ces conditions de passage aux limites des pores ouverts. La détermination de ces
inconnues en utilisant les conditions aux limites des pores ouverts a été faite par Franklin et al [55]
(Voir aussi [49]).

Cas d’une onde longitudinale incidente inc = 1 ou 2

La continuité du débit (déplacement radial) en r = a conduit a I’équation

8¢inc a¢jinc 1 &ﬁtinc a¢0inc
—(1+7inc)W—Zj:(1+7j) or +(1+7z); o ar

En remplacant les potentiels par leurs expressions puis en introduisant les nombres d’onde sans di-
mension Xjue = kinca, xj = kja (j =1, 2), x; = k;a et xo = koa, on obtient :

2
= (1 + Yine)Xine S y(ine) = D (1+7,) i Hy GOT™ + (L y) nHy ()T = =x0J (x0) BY™.
j=1
(1.145)
De méme, les 3 autres conditions conduisent respectivement a
princInEine)+ ) o H T = podu(x0)BY™, (1.146)
j=1

2

’ 1)’ 1 jinc

2iney (Xine) + (=207 + Pinci g ) TnCeine) + )| 2xHL () + (=207 + p e ) HyP (o) | T
j=1

+2n[-H(x) + x,Hy (x) | TH™ = 0, (1.147)

et

2
20 (Jn(Xine) = Xinedy(Xine) ) + 20 (H(xe) = xHYD () T
j=1

+((20% = x7) Hy () = 20, HY (x) Ti" = 0. (1.148)

Ces quatre équations forment un systeme linéaire a quatre inconnues que I’on peut mettre sous la
forme matricielle suivante )
Tlmc
’é.
mnc
Tn.
tinc
T6~
inc
B}’l

M,. =Sn, (1.149)
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ou M, = (afj) est une matrice carré d’ordre 4 et S, un vecteur tels que

(1 +yD)xHY () (1 +y2) 0 H () —n(1+y) H (x) —xoJp(x0) ]
D o) 0 _
priH, (x1) pr2Hy, (x2) £0Jn(x0)

1 1 1 1 1)’ 1
2 HY o)+ (o107 202 ) B () 200HY () + (p2i? =202V B () 20| el () = HD )| —pogicd JnCxg)

20D (xp) + 20y HY (x) ~2nHD () + 20y HY (1) P02 In(x0) 0
et
’
=1+ Yine) XineIn (Xine)
_l’_finc-]n(xinc)

Sn:

—2XineIn (Xine) — (pinctxt2 - 2n2) Jn(Xine)

2n (Jn (Xine) — xinc-]n, (xinc))

Onde transversale incidente

La continuité du débit en r = a conduit a

2
—( e+ yondu(e) = > (1+7,)xHY GAT + (L +y) nH ()T = =x0J,(x0)BY. (1.150)
j=1

Pour les trois autres conditions, on obtient respectivement :

2
D priHP T = pou(xo)BY, (1.151)
=1

2
1)’ 1 j 1)’ 1
|2, (o) + (pjuxt = 20 ) Hy Gep) | T + [ 20, Hy () = 20HyD G | T = poucey u(x0) BY
=1

J
=2n[Ju(x) = X, ()] (1.152)

et

2
(207 = x7) du(xe) = 2x0 0 () + 20 ) (HY () = x;HY (x)) T
=1

J
(20 =) HP () - 20 HY () TH = 0. (1.153)

Ces équations forment un systeme linéaire de quatre équations a quatre inconnues. La forme matri-
cielle est

T,
T
Y
BY

N,. =R,, (1.154)

ouN, = (b?j) est une matrice carré d’ordre 4 et R, un vecteur tels que
N,=M, (1.155)
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inclusions cylindriques

et
— (I +y)ndn(x)
0
IFACAEENAIEA]
= (2% = 202) J(x) = 23, (1)
Pour la suite on pose N, = M,, = D,,. Soit D', la matrice déduite de D, en remplagant les éléments de la
ieme colonne par les éléments du vecteur S, si I’onde incidente est longitudinale ou par les éléments

du vecteur R, si I’onde incidente est transversale, en utilisant la méthode de Cramer, les coeflicients
de diffusion pour un mode n s’écrivent sous la forme d’un quotient

. det(DV)
i = CBE) 0y 1.157
"= detD,) U’ (1.157)

ol det(Dil) et det(D,,) sont les déterminants respectifs des matrices Df, et D,.

R, = (1.156)

1.5 Généralisation de la théorie de Conoir et Norris a un milieu
poreux élastique contenant des inclusions cylindriques

D’apres la théorie de Biot, on sait que dans un milieu poreux élastique saturé par un fluide il se
propage trois types d’onde : deux longitudinales et une transversale. Si la porosité est nulle, le milieu
est élastique et deux ondes seulement se propagent : une longitudinale et I’autre transversale. Si la
porosité est égale a un, alors le milieu devient fluide et I’on a seulement une onde longitudinale qui se
propage. Partant des travaux de Fikioris et Waterman [12] en 1964 dans un milieu fluide contenant des
inclusions sphériques, Conoir et Norris [51] en 2010 ont trouvé la formule du nombre d’onde effectif
pour un milieu élastique contenant des diffuseurs cylindriques infiniment longs. On présente ici la
généralisation a un milieu poreux élastique contenant des cavités cylindriques, basée sur les travaux
de Conoir et Norris. On rappelle d’abord briecvement la théorie de Fikioris et Waterman.

1.5.1 Théorie de Fikioris et Waterman
Equations de la diffusion multiple

La géométrie du probléme est la suivante : Soit ¥ = (x,y) la position d’un point d’observation
quelconque P du plan (O, x,y). Soit O; le centre du diffuseur (cylindre) j (j = 1,---,N), repéré par
le vecteur r_j) = (x;,y;). Soit (x’,y") les coordonnées du point P dans le repére d’origine O;. On
désigne par Q_J) la position du point P dans le repere d’origine O; (j = 1,---,N). On suppose partout
une dépendance harmonique en temps des ondes longitudinales de nombres d’ondes k; (j = 1,2) et
transversale ¢ de nombre d’onde k; qui se propagent perpendiculairement a N cylindres paralleles dans
un milieu poreux élastique. On note §; = ¥ — 7}, 7ij = ik — 7'}, () = arg(3;) = angle(X,3;) et y*(¥)
(@ = 1,2, 1), le champ acoustique total en un point 7 ou il n’y a pas de diffuseur. Aprés le passage
de I'onde incidente ¥ (7) (@ = 1, 2, 1), il y a trois ondes acoustiques qui sont diffusées a savoir
deux ondes longitudinales et une onde transversale. Le champ diffusé par le ¢ diffuseur est noté
Y (7, 7)) (@ = 1,2, 1). Le champ acoustique total est alors

N
R GEL G Zng(?, 7)., a=1,21. (1.158)
i=1

J

Soit ¢ (7, 7)) le champ incident sur le 7™ diffuseur ou le champ excitant et T 1’opérateur de transi-
tion. On a alors

VIR = . TPEWELT)) (1.159)

B=1,2,t
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Chapitre 1. Diffusion multiple

FiGure 1.6 — Configuration géométrique

ou les TP (B,a =1, 2, 1) sont des opérateurs tels

T''(#) T2@#) TUF)
T(F)=| T2(#) T2F) TF) |, j=1.-.N (1.160)
TR TR T

2 (7, 7) étant la contribution de tous les champs arrivant sur le /" diffuseur donc

N
VEFER) =y P+ > > TEWE ). (1.161)
B=1,2,tm=1
m#j
Les équations (1.158) a (1.161) sont les équations de la diffusion multiple. D’apres la méthode du
moyennage sur toutes les configurations des diffuseurs développée par Foldy et Lax, le champ d’ex-
citation moyen sur toutes les configurations des diffuseurs est

W) =U D+ Y [ nG A () (1.162)

p=1,2,1VD

ou (Y4 (7, 71)) (@ =1,2,1) désigne le champ d’excitation moyen, 7| la position de I’un des diffuseurs
(diffuseur 1). L’intégrale est prise sur toute la surface D occupée par les diffuseurs et n(7,7;) la densité
de probabilité du diffuseur localisé a la position ;.

Pour une répartition uniforme et aléatoire de cylindres identiques de densité constante ng et de rayon
a, Fikioris et Waterman [12] ont définit la densité de probabilité conditionnelle sous la forme

N n si|F=Fi|>b
n(r,rj):{ o ST (1.163)

ou b > 2a. b est la distance la plus courte entre les centres des cylindres adjacents. Elle a pour raison
physique d’éviter le recouvrement des cylindres. Le champ moyen effectif devient alors

W) =t D e Y [ T () (1.164

pg=1,2,vD
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1.5. Généralisation de la théorie de Conoir et Norris a un milieu poreux €lastique contenant des
inclusions cylindriques

Equations modales

Les cylindres sont distribués de maniere aléatoire dans le demi-espace noté S* = {x > 0}. On
suppose que 1’onde incidente est de la forme

Yl (F) = Age™ (1.165)

oll A, est une constante (@ = 1,2, t) et x I’abscisse du vecteur position 7. Les champs incidents et
effectifs vérifient I’équation d’Helmholtz c’est-a-dire

VA + k2T =0, a=1,2,1. (1.166)

On peut écrire le champ excitation sous la forme d’une série :

+00
(e BFD) = > AnFDIa(kag e, (1.167)
En tenant compte de (1.76), la relation de fermeture entre le champ excitation et le champ diffusé
devient alors [51]

TP () (kg )PP = TEYHD (kgp e PP, a, B=1,2,1. (1.168)

J, est la fonction de Bessel de premiere espece et H,(,l) fonction de Hankel d’ordre n (Annexe A),
Tfa représentant le coefficient de diffusion du diffuseur j. L’équation (1.168) montre que les ondes
arrivant sur le diffuseur j (membre de gauche) sont transformées en ondes s’éloignant de ce méme
diffuseur (membre de droite). On déduit a partir de I’équation (1.168), I’écriture en champ lointain de
la fonction de diffusion ou fonction de forme f5® sous la forme d’une série de Fourier :

+00

P @) = Z TP o.p=1,2,1. (1.169)

n=—0o

En remplacant les équations (1.165) et (1.167) dans (1.164) et en tenant compte de la relation [14],
[44] -

+00

oikax — pikaxi Z i"Jn(kam)emg(El),
n=—oo
il vient
+00 . . — Ix N —
Z {An) - A1} T (kag1)e™ " PD) = Z f n(#, )T (7)) Z AL (7)) In(kgo j)e™™ @) dF;.
n=—o0o ,8:1,2,; St n=—oo

En y insérant (1.168), il s’ensuit que

+00

Z {Ag(f’l) _ inAaeikaxl}Jn(ka'Q])eine(Q_l)) _

n=—oo
+00
Z Z I f n(?}, PASRYHD (kgo )™ @) dr;.  (1.170)
B=1,2,tn=—0c0 St

Dans la suite on va écrire la série a droite de 1’équation (1.170) dans le repere d’origine O;. Pour cela,
on impose la condition o < r;j; nécessaire pour utiliser le théoreme d’addition [14] :

+o00
HyVkoo )" = 3 (1" TTOHL), (ko) T (kon)e ™", (1.171)
m=—oo
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Chapitre 1. Diffusion multiple

Il permet d’écrire les ondes diffusées par les diffuseurs en 7; au voisinage de 7. L’équation (1.170)
devient alors

ArR) = )] Z -1PThe, f n(7), PAL,  (FOHS (kgrj)ePT) + " Age e d7; (1.172)
B=1,2,t p=—c0
poura=1,2,t
On cherche maintenant a déterminer les solutions du systeme linéaire (1.172) sous la forme suivante

AL(R) = PATET) 1 BT 4 o) (1.173)

Oou encore
Ag(?j):lnAgeng+lnte§ xj+lncg€§ xj’ 7j:(‘xj’yj)’ (1174)

les g? = (£,0), g?’ = (£,0) et 5” = (£”,0) étant des vecteurs d’ondes effectifs relatifs aux ondes qui se
propagent suivant 1’axe des abscisses (¢ pour I’onde rapide, & pour 1’onde lente et £ pour I’onde
transversale). Les coefficients A, By et Cy sont des inconnues . En insérant la relation (1.173) dans
I’équation (1.172), il vient

—+00

AN LB e = NN (LT [AL IS + B S + Ol 1€ |+ Age™o
B=1,2,t p=—c0
(1.175)
ou

I = fs (L POH (karj)e P idR;, e (6.6,€"). (1.176)

En utilisant la "hole correction" (1.163), on peut encore écrire 1’équation (1.176) sous la forme
12(0) = nge ™™ f $kar )Ry, (1.177)

Sp

pour tout £ € {£,&,£”} avec (ko j1) = H;,l)(karjl)eipe(’f_")), (¢ = 1,2, 1). Lensemble S, étant défini
sous la forme
Sp={(ry) €R* x>0 et (x—x1)*+(y—y1)* >b}.

Le calcul de I'intégrale (1.177) (Annexe E) donne

2ing o 21ng

— ———NZ ()M 1.178
kcy((—ka) ({Z—kcz,) P(f)e ( )

@@:4
N9 () = (bH (kob) T}, (L) = kobHY (ko) T, (D) (1.179)
pour tout £ € {£,&,£"}, (@ = 1,2, t). On peut récrire alors 1’équation (1.175) sous la forme

A%eE¥1 4 B2 4 %M = Attt 4 1k (£,A) + € ¥k, (€, B) + € F1KaleO)
+ ek {1/ (£, A) + K (&, B) + K,(£”,0)} (1.180)

Kell,G) = 0 Z T, Gh N3 (),
({ ) p=1,2,tp=—00
et

’ 2ll’l() Bar B
K ( ,G)_ r nGn
RN a>ﬁ;lpz_m prr

pour tout £ € {£,£,£"}, (@ = 1,2, t). Léquation (1.180) est appelée équation modale.
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1.5. Généralisation de la théorie de Conoir et Norris a un milieu poreux €lastique contenant des
inclusions cylindriques

Généralisation des équations de Fikioris et Waterman

L équation (1.180) est satisfaite pour tout x; si les coefficients de eke™1, ¢ ¢i&'%1 gt ¢ X1 sont
nuls simultanément. Dans ce cas, on obtient la loi de Lorentz-Lorenz :

AY - 2SS 12,0 2 T AL, N¢ (&) =

@- k2) —oo L pnfnt+ptVp
2
BY - f,f”,(Z)Z/slthp ® oThBo NS(E)=0 | a=121. (1.181)

C}(’ll é://;rn(])CZ) Zﬂ 1,2,t Zp——oo ngnC§+pNg ('f”) = 0

On a trois systemes d’équations algébriques linéaires homogenes identiques soit avec les inconnues
{A%} (@ = 1,2, 1) pour £ ou {B}} (@ = 1,2,1) pour & ou {C%} (@ = 1,2,1) pour £”. Chacune des
équations (1.181) est une équation de Fikioris et Waterman et servira a la détermination des nombres
d’ondes effectifs.

1.5.2 Formulation matricielle des équations modales
On prend le systeme dépendant de & c’est-a-dire
27rn0
A% - (62 Z Z The Al N2 (&) =0, (1.182)
/3 1,2, p=—c0

pour tout @ = 1, 2, t. Si on pose p +n = g alors on peut écrire I’équation (1.182) sous la forme :

+00

Il faut remarquer que N2, (§) = N,/ (£) pour tout n. i
On définit les vecteurs d, et &, la matrice diagonale TA? et 1a matrice symétrique Q¢ tels que :

do = (A% AL AY, ) Y =1,2,1

Z:(__,,l,l,l,...)t,
- ZNG (&) -1
2
Om="—g_g — YesL2t

Tﬁ% = Tfaémn, V,B,a’ =1,2,¢.

On pose & = —4ing et y, = £ — k2.
En utilisant ces quantités, I’équation (1.183) devient

+00
- 1
a-e 3 (G ) 3% Thad=o.
a
B

=1,2,t

ou €ncore

i
a;,—g(Q% 2)ZT YGs=0 VBa=121
Yo | %5
Si I’on remplage @ successivement par 1, 2 et ¢, il vient
(Q1 )(T“ d) + T d, +T"3,) = 0, (1.184)
Y1
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Chapitre 1. Diffusion multiple

21
a’z—g(Qz c )(T12a1 + T2, + T, = 0, (1.185)
y2
et i
(QZ )(TlH +T%a, + T"d,) = 0. (1.186)
Vi
En combinant les équations (1.184), (1.185) et (1.186), on obtient une seule équation de la forme :
) e éé} ééy
J—eQT -¢ T-¢& T-e—T;a=0 (1.187)
1 Y2 Vi

ou les vecteurs &;, &,, &; et d sont définis par :

e 0 0
=0 ,&a=| €|, &=]|0|, da=
0 0 é

et les matrices blocs J, Q et T par

I 00 Q 0 0 Tt T2 T
J=l 0T 0, Q= 0 Q 0 |, T=| T T2 T

N
N ——

0 0 I 0 0 Q T T2 T*

avec I matrice identité. On multiplie & gauche 1I’équation (1.187) par T'/? [51], il vient

—) —>[ —) —)l‘
{TI/ZJ—STUZQT T1/2 lT TI/Z 2T Tl/Zetet T}a): 0.
Y1 2 Vi

Comme T2 = JTY2 on a méme

—) —)t = 2t = St
{J—aTl/zQTl/z <T/2 12 _ T1/2€262T1/z_8T1/2%T1/2}ﬁ:0’
)1 y2 Yt

ou i = TY2@. Introduisons ensuite les vecteurs
f=TY?2,, Ya=1,2,1¢

et la matrice Q définie par
Q — TI/ZQTl/z.

On a donc

{ —SQ——flfl -ifzf; —ff?f? }u (1.188)

L’équation (1.188) est encore équivalente a
1 P 1 2
{J—s(J—sQ)‘ ( —fifl- —fzf2 - —ﬁf, )} = (1.189)

On déduit un systeme de trois équations d’inconnues les scalaires fé.ﬁ, VYa=1,2,t:

ﬁ flezfifiia- fI@’fzf - fl@ £ fifli=
f;@’yzfzfﬁ efl@L fiflit- f;@""‘ﬁﬁ”
f,fﬁ—f,f@’y—iﬁf, f,t@’yzfzfﬁ fles i
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1.5. Généralisation de la théorie de Conoir et Norris a un milieu poreux €lastique contenant des
inclusions cylindriques

o @ = (J-eQ)~\.

Sous forme matricielle on a

lbt
& & &
I-5My -3 Mi -5 My i
—sMy 1-SMyn  —SMy 2" | =0, (1.190)
_)%Mtl _},%MtZ I- }%Mn f?_)
ou la matrice M est définie par
Mog = fo(J-eQ)™' f5, YaB=1,2,1. (1.191)

Calculons le déterminant de la matrice carrée M dépendant du nombre d’onde effectif &. On a :

2
£ £ £
+ &My [——Mlz (1 - —Mn) - —Mtlez]

2
E E E

(y1 —eM, 1)[(1 - —Mzz)(l - —Mn) - —MpM>;
2 2 Yt Y2yt

Vi V2 ys

2

E & &

—8M;1 [—Mlezt + —Mlt(l - —Mzz)] =0.
Yoyt Yt y2

En développant cette équation, on obtient une équation polynomiale de degré 3 en ¢ :
Y1y2y: — & [y1y2 My + y1yiMaa + y2y:Mi1] + & [y1 Moa My + ya My My + M1 Moy — y1 Mp Mo,

—VoMa M —y:Ma1 M| + & [My1MpMy; + My My M7 + MMy My — Myy MMy, — My My, Mo,

L’équation (1.192) s’appelle I’équation fondamentale des ondes cohérentes ou équation de dispersion.

1.5.3 Solution asymptotique de I’équation du nombre d’onde
Considérons I’équation (1.191). On a
Mg = f1J-2Q)™' /3
_ g2 (J_ng/zQTl/z)‘lTl/zé»ﬂ
— -1
— _)(tlTl/z [T1/2(T—1_8Q)T1/2] Tl/zgﬁ
_\—1
Mg = e, (T_l—é‘Q) é’ﬂ, a,f=1,2,t.
Cette expression suggere qu’on peut calculer les éléments de la matrice M sans calculer T'/2. Le
développement limité en & = —4ing de (J—£Q)™! est (J-eQ)™' = J+eQ + £2Q% +--- (l¢g] << 1).
L’équation (1.191) devient
Mop = fofs+ faQfs + £ [3Q7 fs + -+

Soit encore
Mg = é’fxTé’ﬁ + sé’fxTQTé’lg + szé’fyTQTQTé’ﬁ +---,Va,=1,2,t. (1.193)
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Chapitre 1. Diffusion multiple

Développement asymptotique aux faibles concentrations
On considere le développement asymptotique pour de faibles concentrations || << 1 suivant

Va=eyD+e2yP 4 a=1,21 (1.194)

Pour la suite, on s’intéresse au développement asymptotique pour o = 1. Les cas @ = 2, ¢ se font de la
méme maniere.

On introduit I’équation (1.194) et les relations y; = y; + k% — k%, Vi =Yy + k% - k% dans 1’équation
fondamentale des ondes cohérentes. On obtient

(y(ll) + sy(lz) +.. ) (ey(ll) + ezy(lz) +...+ k% - k%) (sy(ll) + szy(lz) +...+ k% - k,z) -
(ay(ll) + azy(lz) +.. ) (sy(ll) + szy(lz) +...+ k% - k%)M,t - (sy(ll) + szy(lz) +.. )
(sygl) + 82y§2) +...+ k% - k,z) My — (sygl) + szygz) +...+ k% - k%) (ey(ll) + 82y§2) +...+ k% - ktz)Ml 1+
e|(ey)” + &y + ) (Mo My — Moy M) + (e + &3P + ..+ kG = I3 ) (M1 My = My M)+
(ey(” + P + ..+ kG = k7 (M1 Mg = MiaMay) | + & (M) Mg Moy + My Mya My + My M Moy~
My\MpMi, — My MioMp — MiyMy M) =0. (1.195)

Le terme y(ll) est déterminé en posant £ = 0 dans 1’équation (1.195). Il vient
W_my| =0 1.196
yl 11 e=0 ( . )

On déduit que
W =a e =10, (1.197)

Pour calculer y(lz) , on dérive I’équation fondamentale des ondes cohérentes par rapport a & puis on fait
tendre & vers zéro. Il vient

am MM | = My M| .=
o dMul - M tle=o _ MiaMaileo _ (1.198)
de le=0  ki—k? k2 -k
D’apres 1’équation (1.193) on a
MaﬁL::O = géTé)ﬁ,
et M
11 t P -
=¢,TQTé,.
de |s=0 e TQTe)
L’équation (1.198) devient donc
2Te,é'Té, é!Téye Tée
Q) _ amraTs L C1oGcler e e e
y, =€,TQTé; + kf—ktz k%—k% , (1.199)
ou
ZTQrs = Y @T*'QUT'E,
a=1,2,t
2'Teeire, = e'1'ee'T' e,
et

¢\ Te,ayTe, = &'T* ee'T'%e.
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inclusions cylindriques

En introduisant les relations précédentes dans (1.199) pour € = k; , il vient

—)—)t —)—)[
T2z + 2T Q' (k) + ——— |TY2.  (1.200
y ) Q' (ky) kl 2 ( )

y(IZ) —)tTllQl (kl)Tlle+etT21 (Qz(k )+ k
1 2

o _ ZNg_,&)-1

On remplace Q% (a = 1, 2, t) par ses composantes Q%, = o (o = 1, 2, 1) dans I’équation
(1.200), on obtient s
Y2 =T Q! (k) T2 %szZINz (k) T'22 + %Z’TﬂN’(kl)T“ef (1.201)
2(k2 - k3) 2(k2 - i2)

ou N® = (N“ ) avec N2, (£) = N2_, (&)

Développement du nombre d’onde a I’ordre (n%)

Les développements de Ng (&) pour & — kg, donnent pour touta =1, 2, ¢ :

O ke) = 5 L DO, k), (1.202)
a/
ol _
=T , ’
D (k) = —= (kD) = p*) J, (kD) H}) (kb) + (kD) T, (kb) H, (k). (1.203)
Onay, =& —k(% et € = —4ing. On remplace ¢, y(ll) et y(lz) par leurs expressions dans 1’équation (1.194).
On obtient
E =k + ding+dyn}+ ... (1.204)
ol
=—4if'(0), (1.205)
et

16 187r 187r
dl = - ZD(O) (k)TUT - Z (lq)Tngq12 ZNrT_s(kl)T;ngf. (1.206)
1 m,n 2 Dq I r,s

Dans (1.205) il n’y a pas de conversion 21 ou ¢1 contrairement a (1.206). Alors que (1.205) ne met en
jeu que des coefficients T}!, (1.206) fait intervenir des termes 72!, T!! etc...
Limite des grandes longueurs d’onde

Pour de grandes longueurs d’ondes c’est-a-dire k1 b, kob et k;b tendent tous vers zéro, on déduit
les approximations suivantes

2 |l
Ng(g)ga(ki) . aefl,2,1, (1.207)

| gmenl _ g e

AY ~
an - kalm_nl 52 _ k(zl B (1208)
et !
0 = ll)m 0o = Slm=nl. (1.209)
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Le nombre d’onde devient alors aux faibles concentrations Z—g <<1:
& mS [ () . calo) n
a 104 (C
= —1+—6"+—6 +0, )+ 0| —= 1|, 1.210
(] =1 o s oz0) o ) (1210
ou .
5% = —4i Z T, (1.211)
n=—oo
570 = g Z Z m =TT, 859 =-16 > &7, (1.212)
m=—00 n=—00 ﬁ=1,2,t
B#a
o lm "l e pap
52 Z Z 2 (kap) " TR'TSE. (1.213)
—00 n=—00

Ici les termes 67 et 5“(0) mettent en jeu uniquement les coefficients de diffusion 77* (pas de conversion

de modes) et sont 1dentiques aux expressions trouvées dans le cas ou le milieu hote est un fluide
parfait. Les conversions de modes représentées par les coefficients de diffusion T,(lyﬁ intervenant lors

de chaque processus de diffusion sont prises en compte dans le terme 5"(6) La lettre o représente

I’onde incidente, la lettre 8 1’onde diffusée, et de plus T, 9B est une fonction paire ou impaire en n,
T‘” T’“ 0 si a # . Dans I’équation (1.213), on a pos€ k. = kﬁ' La validité de I’équation (1.210)

a été dlscutée dans [55].

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a rappélé les notions fondamentales de la diffusion multiple, en particulier
les expressions du nombre d’onde effectif établies par Foldy, Lax, Linton-Martin dans le cas ou le
milieu extérieur est fluide. On a fait un bref apercu de la théorie des milieux poreux. Sous 1’hypothese
de petites perturbations il existe trois ondes qui se propagent dans ces milieux poreux dont deux
longitudinales et une transversale. On a aussi rappelé I’équation de la diffusion par un cylindre fluide
dans un milieu poreux en utilisant les conditions des pores ouverts et établi la formule du nombre
d’onde effectif de Conoir et Norris pour un milieu poreux contenant des cylindres.

45



1.6. Conclusion

46



Chapitre 2

Limites de Rayleigh des nombres d’ondes
effectifs pour des cylindres fluides

On considere le probleme de la propagation d’ondes élastiques dans un milieu poreux contenant
une distribution aléatoire de cavités cylindriques remplies par un fluide identique au fluide saturant
de masse volumique pg et de vitesse de son cg. Les pores sont connectés et le rayon du cylindre est
supposé bien supérieur a la taille des pores de la matrice. Dans le milieu poroélastique sans diffuseurs,
il se propage trois types d’ondes [4] : une onde rapide (1), une onde lente (2) et une onde transversale
(t). Elles sont polarisées perpendiculairement aux axes des cylindres. Lors de la traversée d’une cavité
de rayon a par une onde incidente d’un type donné, les conversions de modes aux interfaces fluide-
cylindre donnent lieu a des ondes diffusées de type 1, 2 et t. L’onde cohérente, qui résulte d’une
moyenne statistique sur toutes les configurations possibles de diffuseurs, fait apparaitre le milieu
hétérogene comme un milieu homogene possédant une atténuation et une vitesse de phase différentes
des ondes 1, 2 et t. La propagation dans le milieu aléatoire est alors gouvernée par des nombres
d’ondes effectifs dépendant de la fréquence qui contiennent des informations sur la vitesse de phase,
I’ atténuation, la masse volumique effective et le module effectif. Le nombre d’onde est un nombre
complexe dont la partie réelle contient I’'information sur la vitesse de phase et la partie imaginaire celle
sur I’ atténuation lors de la traversée du milieu. Soit k, (a € {1, 2, t}) le nombre d’onde dans le milieu
poreux élastique et kqy celui dans la cavité cylindrique. Nous allons déterminer les approximations des
coeflicients de diffusion dans les limites de Rayleigh et ensuite déduire les propriétés effectives de
I’onde cohérente en utilisant la formule du nombre d’onde effectif de Conoir et Norris (1.210).

2.1 Approximations des coefficients de diffusion pour les condi-
tions des pores fermés

La limite des basses fréquences ou limite de Rayleigh est le cas limite ou |x,| << 1 et |xg| << 1 avec
Xo = koa = ‘;’—5, xo = koa = % ol ¢, est la vitesse de phase de I’onde @ dans le milieu poreux sans
diffuseurs et w la pulsation. Franklin et al [55] en utilisant la condition des pores ouverts (chapitre
1) ont obtenu une approximation basses fréquences des coeflicients de diffusion (Annexe D). Nous
avons considéré les conditions des pores fermés en remplacant dans les conditions des pores ouverts,

la continuité de la pression (voir équation (1.142)) par la condition
Wine, r + Wdiff, r = 0. 2.1

Cela suppose qu’il n’y a pas échange entre le fluide saturant le milieu poreux et le fluide dans les
cylindres. Les conditions de passage a I’interface r = a (a rayon du cylindre) sont alors
— la continuité du débit :

(uinc, r t Winc, r)+ (”diff, r T Wdiff, r) = UQr, (2.2)
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2.1. Approximations des coefficients de diffusion pour les conditions des pores fermés

— la nullité du mouvement relatif du fluide par rapport au solide :
Wine, r + Wdiff,r = 0, (2.3)
— la continuité de la contrainte radiale :
Tine, rr + Tdif f, rr = —P0s (2.4)
— la continuité de la contrainte tangentielle :
Tinc,r0 + T diff,ro = 0. (2.5)

[’ équation matricielle pour un mode n régissant la diffusion par une cavité fluide cylindrique dans un
milieu poreux, compte-tenu des conditions de pores fermés est :
— pour une onde longitudinale incidente inc = 1,2 :

linc
Tn.
T2mc
/ n _ o/
Mn' Ttinc _Sn (26)
6.
nc
Bn
ou
(1) HY () (1+72) 0 H (1) —n(1+y) HD () —x0dp(x0) ]
v HY () yorHYY (x3) —nyHY (x1) 0
M’ =
n- 1y 25 2\ (D (y 2 o 2\ (D) (y 0 2
261 Hy D)+ (o107 =202 ) Hy (x1) - 2x0Hy, ) () + (o2 =202 ) Hyy (x2) 20| xeHy, (e = Hy )| =0 (o)
—2nHP (xp) + 2 HY (xp) ~2nHD (x2) + 200, HY (39) —por X2 (x0) 0 |
et

= (1 +%ine) XincIn (Xine)
, ~YincXincIn (Xine)
Sn = ’ ) 2 *
—2XineIn (Xine) — (pinctx; —-2n )Jn(xinc)
2n (Jn(xinv) — XincIn (xinc))

— pour une onde transversale incidente 7 :

Tlt
/4 T2t 4
M| i | =R 2.7)
n
BY
ol
= (L +y)ndu(x;)
R = —yindn(x;) 2.8)
nTL 2n[G) = 6y ()] '

- (x,z - 2n2) Jn(xp) — 2x,Jn'(x,)

Les expressions des coefficients de diffusion T,'fﬁ , ol n € Z dans les limites de Rayleigh dépendent
de x,. En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions de Bessel et de Hankel cylin-
driques pour |x,| << 1 et en extrayant les termes dominants, on peut écrire les coefficients de diffusion
T;fﬂ pour n =0, 1, 2, 3 sous la forme :
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Chapitre 2. Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des cylindres fluides

— Pour I’onde rapide incidente (1)

1-T,  picj
- r‘2pocg+ptctz’

Ty = iox?| By ~ 1]+ 0(x*), By =

4

-1 pic
I - szocgﬂo,ctz’

¥
Téz = ZZX%B(I)Z + 0()614), B(l)2

1 1
Tot = O, Bol = O,

It =Top1 + o1 + p2r = T1por + Topor — Tipor

1
T} =iZx2B}' +0(x*), B}' = -

4 D
12 _ .7 12 A 12 —1+T1—=p1+ 20101 = Tip1 = Tipor + Tipor
T, —thlsz] +O(x1 ), B,"=- D ,
i =% xBlt+O(x 4, Bl = _pu=2Tp1 +Top1s = por + T1p2 + Tipor — Topor
1 4 11 1 1 H 1 Dl 5
2
11 _ T 2pll 4 1 _ T -T2)x;
T, =igx’B) +0(x1 ) Bl = b
12_.T 2,12 4 12 T1=THxp
T, =igx B, +0(x1 ), By” = Dy )
1r_ T 2pl 4 1 T2 -T)x
T, —lel B, +0(x1 ), By, = D, ,
@I rz)xz
1 _ .7 4pll 1 _ 1
T —zﬁxlB +0(x9), B}'= o
2_.7 12 6 p_ Ti=T)x;
T —l32x1sz3 +0(x1), B; _D—3’
2
1t _ 1t 1t _ 2 —-T')x;
T, —13—2x x,B +0( ), B; _D—3’
ou
=TI (A +p20)—T2(1 +p11) + T (P11 = p21) s
Dy =T+ Ft)pltxtz +T - Ft)pthtz + T - 1ﬂl)xzz + T2 =1%) X12
et

D3 = (T2 -T)x}t+ (=T 3.

— Pour I’onde lente incidente (2)

1-Ty, P63
Ty =T2 poc + pic? '

¥
T3 =i7x By + o(x*). Bj'=

-1 p20;

T = | ,
0 Ty =T2 poc + pict

= i70? B -1]+0(xn"), By =

2 2
TOZ = O, BOZ = O,

T 1—1"2+ 2—2F22+F 2+1"20—1" 0
lelzllesz%1+0(x24),B%l:— p[ ple tp[ pt [,0 [,
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(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



2.1. Approximations des coefficients de diffusion pour les conditions des pores fermés

22 22 22 _
T? —l4x2B +0(x*), B =-

T
T} = ipxnBl +0(x), By = -

21 _
T2 -

—1+I2—p1+1op1 +Tpoa —

o2 —

I'po: + I'ipor

p1:—12p1s

— P2t

Dy

—T'1p2: + 21202 + T'1por — I2p0:

Pis
T222 = sz%Bgz + O(xz4) ,

K
T22’ = szzzB%t + O(xg),

T2 =i-4BR +0(x3).

Vi3
7~2t — 7
3713

32

— Pour I’onde transversale incidente ()

It 201 4 21

2 =

22 _
B3 -

2t 6 2t _
xzx,B3 +O(x2), B3 =

Dy

(

(

(

Iy -T)xt

D,

I -T)x

D,

_ T -T)x;

I -T)x

D3

D3

1_ 2 _ —
i =0, T2=0, TI=0,

Iy —T)x?

—1+I2—py+Tp2—T +I
T{l ;7 X1% Btll + 0(xt4), Btll _ 2 = P2+ 1p2 — 1 2P0 nOof,
4 D
) _ T 2 & o2 1=T1+pu=Twpu+Tipo—Tipo
Ty = le,sztl +0(xt ), BY =— D, ,
T{t — Z-Extthlt " O(Xz4), Btlt _ _Fl =12 —p1 + Lip1e + por = Uipor = Tipor + FZPOI,
4 D,
i T 2l 4 a_ I -THx
Ty =igx’B) +0(x, ) B = D,
2
2 2 n_ Ti-Tpx
T! _z4x,B +0(xt ) B = D
T —T2)x?
Tg = l4xtB”+0(xt ), Bg = D, ,
2
1 LT 1 6 1_ (FZ rl)xl
Té —132x,xlBg +0(xt), g = D;
2
2_ .7 3. 0 6 o T=T)x
T —13—2x,sz3 +0(xt), By = D
([ —To)x?
It . It It 1
T3—l32 /B +0(x0), Bf= B

9

, (2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)



Chapitre 2. Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des cylindres fluides

Ci-dessus po; = pp—?,pm = % ety =1+7v, (@ell, 2, 1)) [36].
Les développements aux basses fréquences des coefficients de diffusion montrent comme I’ont constaté

Conoir et al [55] pour les conditions des pores ouverts que

(2.46)

a

op_ | ExaxpBl +0(x))  sine(0.1.2)
" O(xt) sin>2.

Pour illustrer le choix des pores fermés a la place des pores ouverts on a mené deux études com-
paratives : ’'une basée sur une comparaison numérique et 1’autre sur la limite vers le cas du milieu
élastique.

2.1.1 Comparaison numérique

Nous faisons des applications numériques afin de comparer les coeflicients de diffusion exacts et
approchés T!!, T1?, T)! et T)? (figure(2.1), figure(2.2)). Le milieu poreux élastique saturé par un
fluide utilisé pour la comparaison numérique est le QF20. C’est un milieu qui obéit a la théorie de
Biot et est caractérisé par les propriétés physiques données dans le tableau suivant

Parametres Symboles Valeurs
Module d’incompressibilité des grains K, 36,6.10°Pa
Module d’incompressibilité du milieu poreux sec Ky 9,67.10° Pa
Module de cisaillement du solide élastique U 7,63.10°Pa
Masse volumique du solide élastique Ps 2760kg.m™
Module d’incompressibilité de I’eau Koy 2,22.10°Pa
Masse volumique de 1’eau £0 1000kg.m™=>
Viscosité de ’eau n 1,14.10kg.m 1 .s71
Porosité 1) 0,402
Perméabilité k 1,68.10~m?
Rayon des pores ap 3,26.10m
Tortuosité @ 1,89

TaBLE 2.1 — Parametres du QF20

-
® 4 8000
2]
0 - /)
JE Tll
G 6000 14/
0 4
o y/,
w 4000
(/]
0
4]

12
2 2000 T,
A
M
s
e 0 p——
9 0 25 50 75 100

£ (kHz)

Ficure 2.1 — Les coeflicients de diffusion T,‘fﬁ exacts (courbe continue) et approchés (courbe discon-
tinue) pour une cavité cylindrique de rayon a = 10~3m dans un QF20. Courbes noires pour les pores

ouverts et rouges pour les pores fermés.
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2.1. Approximations des coefficients de diffusion pour les conditions des pores fermés

¥, 20000

15000

10000

5000

Scattering coefficients T

£ (kHz)

Ficure 2.2 — Les coeflicients de diffusion T,Cfﬁ exacts (courbe continue) et approchés (courbe discon-

tinue) pour une cavité cylindrique de rayon @ = 10~3m dans un QF20. Courbes noires pour les pores
ouverts et rouges pour les pores fermés.

On observe un bon accord entre les coefficients de diffusion exacts et approximés T,‘fﬁ n=1,2)
pour les pores fermés. Pour les pores ouverts, des écarts peuvent exister entre les coefficients exacts
et approchés ( figure(2.2) ). Par conséquent, les conditions aux limites jouent un r6le important méme
a basse fréquence.

2.1.2 Limites des coefficients de diffusion lorsque la porosité tend vers 0

Afin de valider les approximations des coefficients de diffusion pour les pores fermés, nous avons
étudié le passage a la limite de ces coeflicients vers ceux d’un milieu élastique (porosité nulle). En
supprimant la porosité il faut que les coefficients de diffusion tendent vers les coefficients de diffusion
du milieu élastique contenant une cavité cylindrique fluide.

Milieu élastique

On considere une cavité fluide cylindrique de rayon a immergé dans un milieu élastique de masse
volumique p; dont les coefficients de Lamé sont A, u. Le fluide a un module Ky = poc(z) ol po est la
masse volumique du fluide dans la cavité et c( sa vitesse de phase. Dans le milieu élastique, il existe

deux ondes : une onde longitudinale de vitesse de phase ¢y = 1/% et une onde transversale de

vitesse de phase cr = /;ﬂ (cr et cr sont des réels strictement positifs). Les expressions exactes des
s

coefficients de diffusion dans un milieu €élastique sont fournies par Solomon et al [24] (Annexe F). En
c < . ap .
basse fréquence, le développement des coeflicients 7,” donne :
— pour I’onde longitudinale incidente (L)

2
¥ PsC As + 2
T = iZx 2| EEL — 1]+ O(x,*), ELE= L = , (2.47)
0 4 [ 0 ] ( ) 0 pscx+pocy  Hs+ Ko
T =0, (2.48)
LL _ .U 2 .LL 4 LL Ps — PO
Tt =i E] +0(x*), Eff= 5 (2.49)
LT _ .7 LT 4 LT _ Ps—pP0
T, :’ZXLXTEI +O(xL ), E" = 2 (2.50)
2
Tt ¢ Hs
TEL = i— 2 EM 4 O(x*), EM=—T = , 251
2 4 L2 ( L) 2 C%—C% /ls+/~ls ( )
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11
. cLe (As +2u5)2 ps2
TLT = %y xpELT 4 O(x4), ELT = -1 - 0% 2.52
2 4o ( L) 2 2 —c As + s (2:32)
— pour I’onde transversale incidente (7")
it=1l" =0, (2.53)
rit=iZorn B+ 0(xp), E[F=5 32;’0 0, (2.54)
S
T Ps = PO
{7 =53 vo0(xf). E[T= 5 (2.55)
11
7 cLe (As +2p5)2 152
TIL = i=xrx, ETE + O (5% , ETL = _ r -2 , 2.56
2 27T ¥LE (T) 2 2-2 Lo, (2.56)
2
b1y c As+2u
TIT =i 2ET+0(x3), EIT=—FLt_=-22"715 (2.57)
2 47L72 (T) 2 C%_C% g+ s

Lorsque la porosité tend vers 0, on peut montrer que les masses volumiques acoustiques p1, 02, p; et
les coeflicients I'y, = 1 +y,, @ € {1, 2, t} tendent vers les limites suivantes [56] :

-1, I;—->1, In—>1-H/C,
P1 = pPs, Pr—pPs, p2—0,

¢y —>c¢CL, Ctr—CT.

A partir de ces limites, on montre que les coeflicients de diffusion pour les pores fermés convergent
vers ceux du milieu élastique c’est-a-dire T)! — TLL T12 0, TV — TLT 1! 5 TTL T2 5 0,
T — TIT pour n =0, 1, 2. Par contre les coefficients de diffusion pour les pores ouverts ne tendent
pas tous vers les coefficients de diffusion du milieu élastique.

2.2 Approximation des nombres d’ondes effectifs d’un milieu po-
reux

D’apres 1’équation (2.46), on peut remplacer les séries infinies dans les équations (1.117)-(1.213)
par des sommes partielles allant de n = =2 a n = 2, c’est-a-dire

8 = —4i|Tg" + 277" + 275", (2.58)

2 2
510 =-32 [T““T‘m + 2T T + ATPOTS + (1) +2(T5°) ] : (2.59)

2 1
6% = [2Tg“TB“ (1+2) 77T + (14 &

Kiﬁ (15916 + T T3P ) + (kap + &

Ba raf Ba raf Ba paf
25) T T3P + ko (T0 TP + T TSP

20) [T+ T =12 %), (2.60)

2

-2
at

89 = [leTm (1 K2 )T”’T‘” (1 - th) TTY + (Km - Kg,) (Tganf + T{aTgf)] ,

a=1,2, (2.61)

53



2.2. Approximation des nombres d’ondes effectifs d’un milieu poreux

S5 = —2 = [ng’Tgf + (1= k) TT 4+ (1= K ) TETS + (ki — ki ) (TS T + T{aTgf)],
l‘(Y

a=1,2. (2.62)

67 est O(kzaz) 5"(0) et 6"(6) sont 0(k4 4) 5% ZS est O(c), 50'(()) i tda(c) 0 sont 0( ) ol ¢ = nona®

k4
est la concentration. Il est montré dans [55] la conservation de 6a(°)

2.2.1 Nombre d’onde effectif de I’onde cohérente rapide 1

En remplacgant les coefficients de diffusion approchés dans (1.210), on obtient apres développe-
ment

2
(M) = 1+c|By' - 1+2B]' +2B)'|+2c [(3{1)2 +4B1'B;' + Z(Bél)z

ki

1 1

(B 1B 42(B—1)B + —1 2 1L 0(P), 263)
(0 ) I ( 0 ) 2 (K%t—l) (K%z—l) (C)
ol

ry=3By2B2 +(1+&2,) B2 B2 + (1 +«},) B3 B+ (B3' B + k3, B2 B\?) .64

+i2,(B2' B + B BY) +(1+42,) (k3,82 B + B B?),
= (1-«7,)| B BY'+ (1 +«1,) By BY +(x5,B) B + By BY)|.. (2.65)

L’équation (2.63) représente le nombre d’onde effectif de I’onde rapide 1. On peut encore écrire (2.63)
sous la forme

Ererr)
L. _ 2 2 3
( > ) —(1+cp+c q)(1+cl+c h)+0(c ), (2.60)
ou )
p =28l qzz((B}l) —BfllB{f), (2.67)
=By -1+2B;', (2.68)
et

1
2 r
h= 2[2(351 —1)B}' +2(B}') +2B|'B} —(1+x«,) By BY - (x;,B|'BY + By B}') + — 2|
(2= 1)
(2.69)
Dans I’équation (2.66), p et g dépendent uniquement du rapport des masses volumiques, / dépend
du rapport des modules de rigidité et de cisaillement. Le coefficient # depend du rapport des masses
volumiques et des modules.
Le nombre d’onde effectif de I’onde cohérente lente 2 est obtenu de la méme maniere en échangeant
la place de 1 et 2.

2.2.2 Nombre d’onde effectif de I’onde cohérente transversale ¢

En utilisant une procédure analogue a celle décrite précédemment, on obtient une écriture du
nombre d’onde effectif de 1’onde cohérente ¢ sous la forme

\2
(&’;ff) =(1+cp+c2q)(1+cl+Ph)+0(), (2.70)
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ou
2
p=28, q=2((B) - BB~ B2BY). 2.71)
- - 2
T=2BY, Hi=2(2(BL) +2BYBI -\ - 1h), 2.72)
r, = K BB + BBy + (1+ k3, ) BB, (ar=1,2). (2.73)

p et g contiennent uniquement des rapports de masses volumiques, / dépend uniquement des modules.
Le coeflicient & dépend de rapport de masses volumiques et de modules.

Les calculs numériques relatifs aux vitesses de phases c,¢fr = Re (L) et aux atténuations A, ¢ ff =

Soeff
Im(fa,eff)

Re(éacrr)
figure (2.3) dans le cas des pores fermés (en noir) et ouverts (en rouge). Les courbes exactes sont

représentées par des traits continus et les approchées par des traits discontinus.

32
(o =1, 2, 1) effectives déduites des nombres d’onde effectifs (%) sont présentés sur la

3500 0.03
o= o o = T
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» 3000 3
o | So0.01
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> - -.---- '
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1 10 100 1 10 100
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n 0.
6
Lt 3
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™ .
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2.3. Modules et masses volumiques effectifs

2100 0.08

Py 1 ___---"'""_'_— ] Shear wave

il | 0.06 -
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> 1 _-'_E_;:: s v =~
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Ficure 2.3 — Vitesses des ondes cohérentes a gauche et atténuations a droite. La matrice poreuse
élastique est le QF20 saturé par un fluide. Rayon des diffuseurs est @ = 1073m et la concentration est
10%. La courbe verte correspond a une matrice poroélastique sans diffuseurs.

On remarque que les approximations donnent de bons résultats pour les conditions de pores fer-
més (courbes en noires). Mais pour les conditions de pores ouverts, on observe un grand écart entres
les quantités approchés et celles qui sont exactes (courbes en rouges). On observe un écart entre les
vitesses des pores fermés et des pores ouverts lorsqu’on considere 1’onde lente. Ainsi les conditions a
I’interface influencent la vitesse de 1’onde lente. L’atténuation de I’onde lente en présence des diffu-
seurs est pratiquement la méme lorsque le milieu est sans diffuseurs (courbe en vert). les vitesses des
ondes rapide et transversale diminuent lorsque 1’on introduit des cavités dans le milieu poreux. Leurs
atténuations ont un comportement différent de celui du milieu poreux sans diffuseurs.

2.3 Modules et masses volumiques effectifs

Soit k2 = w?/c% (@ = 1, 2, t) les nombres d’ondes des ondes longitudinales et transversale dans
le milieu poreux sans diffuseurs. On sait que pour le fluide saturant le milieu poreux, le module
d’incompressibilité est défini par Ko = poc(z) [56], [48]. On définit aussi les modules d’élasticité a la
compression isostatique My, M, et le module de cisaillement M; sous la forme cg = My/py (@ =
1, 2, t). On peut écrire alors k, sous la forme

K2 :wZZ—”, a=1,21. (2.74)
a

En basse fréquence, les nombres d’ondes k, ont pour expressions [20]

2
w
K= Fp, (2.75)
iwwepoH
e — 2.76
27 (HM-C?) (2.76)
2
K2 = —wﬂp : 2.77)
k w p HM - C?
2 1 LW p
== 2-i—L—, 2.78
12 (k2) lCUcPO H? ( )
K\
K%’:(E) =L, (2.79)
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k)’ H
K2 = (k_f) ~ e BT (2.80)

w p HM - C?
ol w, = p% est la fréquence caractéristique dépendant de la viscosité dynamique 7 du fluide et de la
perméabilité k (w << w,). A partir de ces approximations, on obtient les approximations

M, =H, (2.81)
iw (0~ Hpo/C) (HM - C?)

My = —— , 2.82
22 - Hpo (2.82)

et
M;=pu. (2.83)

On remarque que M et M; ne dépendent pas de la fréquence. Par analogie avec 1’équation (2.74), on
écrit les nombres d’ondes des ondes cohérentes sous la forme f{zw = a)zpa,e fflMaerra=1,2, tou
Pa.efy est la masse volumique effective et M, ¢ le module d’élasticité a la compression isostatique
effectif.

A partir des définitions données ci-dessus, on peut €crire une relation entre Kk, et &, . sous la forme

E NP M,
(a,effJ _Paerr  Ma (2.84)

ka Pa Ma',eff.

Cette équation a permis de séparer les masses volumiques et les modules. L’ objectif est de comparer
cette équation avec les expressions factorisées (2.66) et (2.70) en vue de déterminer les modules
effectifs et masses volumiques effectives des ondes cohérentes. Donc il faut que dans les équations
(2.66) et (2.70) on sépare aussi les masses volumiques et les modules. Dans ces expressions le premier
facteur (1 +cp+ czq) ou (1 +cp+ czc_]) dépend uniquement du rapport des masses volumiques alors

que le deuxieme facteur (1 +cl+ czh) ou (1 +cl+ czl_z) ne dépend pas uniquement des modules. Cette

anomalie vient du coefficient & ou % de ¢2. Il faut noter que la contribution de % (%) est négligeable
devant [ (I) et que le deuxieme facteur est le facteur qui fait apparaitre les modules du milieu poreux
élastique. Donc en comparant les équations (2.66) et (2.84) pour @ = 1 d’une part et les équations
(2.70), (2.84) pour a = t d’autre part, on déduit les expressions des modules effectifs

1 1- 2h
_L1TCy ¢ + 2 (2.85)
Miesr  H  H(B)'+2B)Y)  H
1 1- 2
_l-e, ¢ L (2.86)
Maerr M2 My/(B2+2B2) M
« 1 1-¢ c c*h
+ +—, (2.87)

Myers  H p/(1+2BY) K

ou /' est le coeflicient déduit de & lorsque 1’onde lente 2 est incidente. Les masses volumiques effec-
tives sont données par

Pleff 11 2[ 112 prl 1r]
=1+2¢(B")+22|(BY) - BB, (2.88)
o ( 1) ( 1) 1 By
2
PRAIL 1w 2 (BR) 4 22| (BP) - BPBY, (2:89)
P2
et o 5
elf _q +2c(Bt1’)+202 [(Blf) —BﬁlBit_BtlzB%Z]' (2.90)
Pt
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2.3. Modules et masses volumiques effectifs

Ces expressions sont a valeurs complexes et dépendent de la fréquence. Pour différentes concen-
trations on montre sur les figures ci-dessous I’évolution de p1.rr/p €t pr.rr/p en fonction de la
fréquence.
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o
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ﬁ 0, 0.02
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g ©0.01
g
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. 0 1
1 10 100 1 10 100
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FiGure 2.4 — Evolution de la masse volumique effective de 1’onde cohérente rapide en fonction de la
fréquence
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Ficure 2.5 — Evolution de la masse volumique effective de I’onde cohérente transversale en fonction
de la fréquence
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Chapitre 2. Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des cylindres fluides

. ko . poH k? N
On sait que p = (H+)/2C)w—22 = z(H+y2C)%H§;_C2 ; P1 = (H+)/1C)% etpr=pz =p (confere
chapitre 1). En basse fréquence on obtient p; = p, p; = p, 02 =0 (y;1 20,7y, 20, y, = —%). En utilisant
les équations (2.75) a (2.77) et en tenant compte de la limite basse fréquence des masses volumiques,

. . . . (07 .
on obtient les approximations des coefficients Bnﬁ suivantes :

B! - , By >0,
Ko+pu
11 _PO—P i POTP ,12
B, 2 B| — ,B;"— 0,
Bl _, H B B2 0
2 H—/l’ 2 H-— > 2 >
B%t p;:O,B’]l - P;pPO’Btlz — 0,
Bél N HH, B[21 — MH’ Blzz N O’

B? -0, B?-0, B?-0, B?—-l

2
D’apres I’équation (1.119), on a p2 = (H +7y20) % Donc on peut écrire encore 1’équation (2.82) en

basse fréquence sous la forme

H
My = H+y,C =0, (yz E—E). 2.91)

En utilisant les limites basses fréquences des coefficients Bzﬁ et les équations (2.78), (2.79), (2.80) et
(2.91), les modules effectifs et masses volumiques effectives deviennent

1 1- H 2 2c2 2H
~1zc ¢ U DR ~3), (2.92)
Ml,eff H H|Ky+u H-u H H-u\Ky+u
Myorf =0, (2.93)
1 1- 3H-u 22 H
SEERLS (2.94)
Miesr 1 pH-p p H-p
PLefl « 1 420 (6p). (2.95)
P1
Preff _ pl,eff’ (2.96)
Pt P1
et
Preff =0 (2.97)
ol 6p = (po —p) /2p, H = (K, —Kp)" + K + %,u et u dépendent de la porosité ¢. Les équations

K,[1+¢(,’§—;—1)]—Kb
(2.92), (2.94), (2.95) et (2.96) sont a valeurs réelles, ce qui implique qu’aucune dissipation ne se
produit dans le milieu.
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2.4. Conclusion

Comparaison avec un milieu élastique (porosité tendant vers 0)

Dans cette section, on cherche a retrouver les résultats des modules effectifs et masses volumiques
effectives dans un milieu élastique. Pour cela il suffit de faire tendre la porosité vers 0 dans les équa-
tions (2.92), (2.94), (2.95) et (2.96).

Soit Ky = Ag +2u,/3 le module d’élasticité a la compression isostatique du milieu élastique, lorsque
la porosité tend vers 0, on a u — s, p — ps et H = K, = K +4u,/3. On déduit alors les propriétés
effectives pour un milieu élastique :

L S e c Ky+aps/3 24 ]
Micrr  Mpers Ko+dug3  Ko+dus/3| Ko+ps  Ky+p/3
202 2(Ks+4uy/3
n C /JS [ ( N IJS/ ) _ 3:| , (2.98)
Ky +4ug/3 K + ug/3 Ko + s
_ 2
1 . 1 _ 1-c + % KS + U + ZLKY +4lus/3’ (299)
Meerr  Mrepr ps ms Kotus/3 ps Ko+ 3

Pleff . PLeff _ 1+ 2¢6ps, (2.100)

P1 Ps

et

Preff _ PTeff _ PLeff ’ (2.101)

Pt Ps Ps
ou ops = (po — Ps) /2ps. Les équations (2.100) et (2.101) sont en accord avec les résultats trouvés par
Varadan [25] pour les masses volumiques effectives. Si on néglige le terme d’ordre 2 en concentration
(c << 1) dans les équations (2.98) et (2.99), on déduit les modules effectifs suivants :

M 2K+ 8ug/3
T’efle—c(—s sl )+0(c2), (2.102)
Hs Ky +ps/3
Muesr g |KsH 3= Ko 2 ]+0(c2) (2.103)
K +4ug/3 Ko + K +ug/3

L’équation (2.102) peut étre déduite de celle de Christensen [19] ou Varadan [25] en supprimant
I’élasticité des cavités cylindriques. En négligeant le terme kza dans I’expression du nombre d’onde
effectif trouvé par Varadan [25] (L = p), on a I’équation (2.103).

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a calculé les coeflicients de diffusion d’une cavité cylindrique dans un mi-
lieu poreux saturé d’extension infinie pour les pores fermés. On a ensuite utilisé les formules des
nombres d’ondes effectifs dans un milieu poreux saturé par un fluide avec des inclusions de formes
cylindriques fluides, pour déduire les modules effectifs et les masses volumiques effectives pour les
trois types d’ondes cohérentes dans les limites de Rayleigh. On a également obtenu les modules ef-
fectifs et les masses volumiques effectives dans le cas d’un milieu élastique en calculant la limite
basse fréquence puis en faisant tendre la porosité vers zéro dans les modules effectifs et des masses
volumiques effectives du milieu poreux. Lorsque la fréquence croit, la longueur d’onde de I’onde in-
cidente devient comparable a la taille des cavités cylindriques et le phénomene de diffusion multiple
devient fort. Les résultats trouvés ne sont plus applicables. Une partie des travaux a été présentée au
Congres Frangais de Mécanique a Lille en 2017 [58]. Les résultas de ce chapitre ont été publiés en
2018 dans la revue internationale de rang A Wave Motion [59].
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Chapitre 3

Diffusion multiple en présence d’une
dispersion en taille de rayons

3.1 Introduction

On considere la diffusion d’une onde incidente longitudinale par une suspension de diffuseurs
sphériques poroélastiques aléatoirement répartis avec un nombre donné par unité de volume ng. On
s’intéresse a la limite basse fréquence du nombre d’onde de 1’onde cohérente se propageant dans le
milieu. On examinera plus particulierement le modele de nombre d’onde proposé par Linton-Martin
(LM) [45] qui constitue une sophistication des modeles plus anciens de Foldy [1] et de Waterman et
Truell [6] dans le cas de la distribution en taille des diffuseurs. En étendant ce modele par la prise en
compte de la polydispersité en taille, on déduit le module effectif et la masse volumique effective de
la suspension polydispersée. La définition de la polydispersité utilisée est celle de Mascaro et al [54]
tenant compte de 1’écart type et du rayon moyen des diffuseurs. Le cas de la monodispersité ou tous
les diffuseurs ont le méme rayon est obtenu comme cas particulier de la polydispersité. Le phénomene
de la polydispersité est observé dans 1’étude des colloides (Russell et al [30] en 1989, R. E. Challis
et al [42] en 2005), dans le transport de particules (Scheidegger [15] en 1974), dans la distribution
des bulles d’air dans un fluide ([Gaunaurd et al [22] en 1981, Leroy et al [S0] en 2005, Mascaro et al
[54] en 2013)... Une compréhension des effets qu’entrainent la distribution en taille des diffuseurs sur
les propriétés effectives acoustiques des dispersions peut se révéler d’un grand intérét. Par ailleurs, en
considérant des diffuseurs sphériques poreux, on étend des résultats antérieurs établis pour les spheres
élastiques ou fluides. On commence par 1’étude de la diffusion par une sphere poreuse dans un milieu
fluide infini.

3.2 Diffusion par une sphere poreuse dans un milieu fluide

On considere une sphere poroélastique placée dans un milieu fluide d’extension infinie dans I’es-
pace physique rapporté au repere (O, &y, &, €;). On suppose que la direction de propagation de 1’onde
incidente est celui de I’axe (O, &;). On se place en coordonnées sphériques (r,0,¢) et on utilise les
résultats établis aux chapitres précédents. On désigne par w la vitesse angulaire et k. = ko = % (co
la vitesse du son) le nombre d’onde de 1’onde incidente longitudinale en 1’absence de diffuseur. Lors
de sa pénétration dans le diffuseur cette onde incidente se convertit en trois ondes : deux ondes longi-
tudinales de nombres d’ondes respectifs k| = % (rapide) et kp = % (lente) et une onde transversale de
nombre d’onde k; = CQI . Ces nombres d’ondes €tant tous complexes, les ondes s’atténuent au cours de
leur propagation dans I’espace poreux. On suppose qu’il n’y a pas de dépendance en ¢ . Les potentiels
scalaires ou vectoriels dépendent des variables spatiales r, 6 et du temps.
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3.2. Diffusion par une sphere poreuse dans un milieu fluide

T S ——

FiGure 3.1 — Géométrie d’un diffuseur sphérique poreux dans un milieu fluide

La zone (1) est un milieu poroélastique et la zone (0) est le milieu extérieur rempli de fluide. Les pores
de la zone (1) et le milieu extérieur fluide (0) sont remplis par un fluide de masse volumique p .

Equations de la diffusion par une spheére poroélastique
Déplacement et pression dans le milieu (0)
Le vecteur déplacement de 1’onde incidente dans le milieu fluide s’écrit sous la forme
iio = =Vgo (3.1)

o étant le potentiel de déplacement des particules tel que (7 = elkineT = g=ikoZ gt = X,y,z) dans le
Stant le potentiel de dépl t des particules tel q (P) = etkine” = o=h0Z ot 7 = (x,y,7) dans |
repere cartésien. Ce potentiel ¢ vérifie I’équation de Helmholtz

Ao + k3o = 0. (3.2)
En coordonnées sphériques on a (I’exposant 7T signifie transposé)
dgo 190 \' T
i =|———,———=,0| = (ug,,us,0)" . 33
uo ( o r o (uor, uog, 0) (3.3)

On peut encore écrire le champ scalaire ¢ sous la forme [44]

Po(7) = Z(-D"(Zn + 1) jn(kor)Pn(cost) (3.4)
n=0

ou j, est la fonction de Bessel sphérique (Annexe B) et P, le polynome de Legendre d’ordre n
(Annexe C).
Le champ diffusé ¢, par la sphere poreuse dans le milieu fluide s’écrit sous la forme

Poa(7) = Z(—l)"(2n + D)Tnhn(kor)Pp,(cos6) (3.5)
n=0

ou T, est le coefficient de diffusion et A, la fonction de Hankel sphérique de premiere espece (Annexe
B). La pression totale py dans le milieu fluide s’exprime :

Po = —pow?(do + boa)- (3.6)

Elle est obtenue en utilisant 1’équation d’Euler, comme dans le cas cylindrique (cf. Chapitre 1).

62



Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

Déplacements, contraintes, pression et potentiels dans le milieu (1)

D’apres la théorie de Biot des milieux poreux, il existe trois potentiels dont deux scalaires : ¢
pour I’onde rapide 1, ¢ pour ’onde lente 2 et un potentiel vecteur 1;, =VA (ry,é,) pour 1’onde
transversale 7. €, étant le vecteur unitaire porté par la droite (OP). On suppose que ces trois potentiels
vérifient chacun I’équation de Helmholtz :

A¢j + k3¢J
Ay + K2y

0, =12 (3.7
0, (3.8)

ol k i (j=1,2,1) sont les vecteurs d’onde. Le champ de déplacement dans la sphere poreuse est alors
donné par :

2
ﬁ:-Z%ﬁWi. (3.9)

En coordonnées sphériques (3.9) devient

) T
L g 1 2 06 dg; 1 O*(ryy)
“-[‘Zj_l ar 7T 20 T aear 310
o 1 0 d
_ Oy
QY = ~ind 56 (sm@—ae ) (3.11)

Le vecteur champ de déplacement w du fluide par rapport au solide est donné en coordonnées carté-

siennes par :
2

W== "y Ve +vV A, (3.12)
j=1
ou Y1, v2, ¥: sont les coefficients de compatibilités respectifs de 1’onde rapide (1), de I’onde lente (2)
et de ’onde transversale (t) (cf. Chapitre 1).
En coordonnées sphériques, on obtient

2

T
1 0¢; 1 8y
[ Zw———% Z Vi%g ¢’ + v a(gr;r),o] : (3.13)

Le vecteur déplacement total est donc

T
10¢;  (1+y)) 8(ryn)
i+ w= 1 ——(1 Q . 14
i+ [ Z( +y,) () Q= Y~ =+ 200 (3.14)
D’apres la théorie de Biot, le tenseur des contraintes en un point du milieu (1) est
O'ij:2/185j+[(H—2ﬂ)€.b_t)+ Cﬁﬁ]éu (3.15)

ou H, u, C sont des constantes dépendant de la porosité et des caractéristiques du milieu poreux et
du fluide saturant. Les quantités (si j)ij’ (6l- j)ij désignent respectivement le tenseur des déformations

et le tenseur unité. Les développements en coordonnées sphériques conduisent aux composantes sui-
vantes :

o? 1 19
a,,:Z( a¢1+%k2¢)+2,u( szwt———szwt), (3.16)

J=1
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3.2. Diffusion par une sphere poreuse dans un milieu fluide

2
o-rgz—zua% ;(-%+%%)+%%+%(1+?)%+% , (3.17)
o =0, (3.18)
ou #; = H—2u+v;C. La pression dans les pores est
2
Pr==> (yM+C)kig; (3.19)

J=1

M et C étant des constantes dépendant de la porosité.

Expressions des potentiels

Dans la sphere, pour des raisons physiques, les potentiels ne peuvent pas devenir infinis. Comme
la seule fonction de Bessel sphérique n’ayant pas de singularité¢ en r = 0 est j, (Annexe B), les
expressions des potentiels des ondes longitudinales et transversale sont données sous les formes (on
ne confondra pas I’indice ou I’exposant j avec la fonction de Bessel) :

;= Z (=) 2n + 1) ALj,(k;r )P, (cosf) e, j=1,2 (3.20)
n=0
et +00
Y= (=)' @n+ D) ALj,(kir)Py (cos6) e ™", (3.21)
n=0

Pour déterminer les quatre inconnues A, A2, A! et T,, il faut quatre conditions de passage en r = a

(a = rayon de la sphere).

Conditions de passage a I’interface

Les conditions de passage sont écrites pour un mode n, car une série de Fourier est nulle si tous
ses coefficients sont nuls :

1. Continuité du débit

(do + tpg) €y = (U + W) &y, (3.22)
2. Continuité de la pression
Po=Dfs (3.23)
3. Contrainte radiale
—DO =0 prs (3.24)
4. Contrainte tangentielle
0=0 . (3.25)

La continuité du débit en r = a conduit a

2
= > (Vi) CepAs+ A+ v+ 1) ju ()AL + xohl (x0)T,, = =0, (x0). (3.26)
=1

oux;=kja(j=1,2), x; = ka et xo = koa.
Pour les trois autres conditions, on obtient apres développement

2
D Priinx DAL = pohy (x0)T, = pojja(x0), 3.27)
=1
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

2
Z 4x]]n (x;) + ]txt -2n(n+ 1))]n(x])]AJ +2n(n+ 1)[thn (%) — ]n(Xt)] — POrX; h( )(xo)T
j=1

= poix? j(x0), (3.28)

2 2
’ 7 ’ .x
. . . t .
D (o) = ) Af + (x;]n (x)) + (1 +3=n(nt 1))]n(x,))A; = 0. (3.29)
J=1
La forme matricielle des équations (3.26) a (3.29) est
Tn
Al
dp-| 42 | = Sns (3.30)
n
t
Al’l
ol
xohi”" (xo) —(1+yD) 1 () (1 +72) %2/ (x2) n(n+1)(1+51) jn(xr)
p —pohyy (xo) Pf1in(xr) Pr2in(x2) 0
n =
—porZh (o) Axy (e + (0137 =200+ D) j(xy)  Axajp(x2) + (027 = 20+ 1)) ju(x2) 2n(n+ D) [x25(x0) = (0]
0 XL Jn(x) = (1) X2 Jp(¥2) = jn(x2) xjp )+ (1 =+ D)+ x2/2) juxr)
et ,
—X0jn (x0)
(X
POJn(x0) (3.31)
Po:X; Jn(X0)
0

En utilisant la méthode de Cramer, on obtient I’expression du coeflicient de diffusion 7}, sous la forme

Dy

T, =
n D,

(3.32)

ou le déterminant Dy] est obtenu en remplacant les éléments de la premiere colonne de d, par les
éléments de s, et D,, le déterminant de la matrice d,,.

3.3 Approximation des coefficients de diffusion

On suppose que le fluide dans lequel baignent les diffuseurs poreux et le fluide saturant I’espace
poreux sont identiques. La diffusion acoustique d’une onde plane incidente par un diffuseur de forme
sphérique de rayon a est décrite par les coeflicients de diffusion 7, ou n est un entier relatif, tels
que T_, = T,. On se place dans I’hypothese basse fréquence, c’est a dire |kga| << 1 et |kqa| << 1
(o = 1,2,1). En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions de Bessel et de Hankel
sphériques (Annexe B), on peut approcher les coefficients de diffusion 7}, de la fagon suivante

To(a) = g(koaf (Bo— 1)+ O((koa)’), (3.33)
T, (a) = é(koa)3 B +0((koa)’), (3.34)
Tp(a)=0((koa)’) sin>1, (3.35)
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3.3. Approximation des coeflicients de diffusion

ou les coefficients By et B présents dans les équations (3.33) et (3.34) sont donnés par

2 2 2 2
PR - PFIC P26 (4 aP1
3(—r1 pricy r2)+((4 3p,c,2)r1 (4 3%2)5)

2
plcl PtCt
By=-— , 3.36
0 pfcs picr\  prict pac3 (3.36)
2% (4 - 3220 ) - 251 (4 — 3225
Jelilert P1C; Poc; PiC;
et
4§(—r +pp20 + Tilp2) +4(T1 = prio =T )+3§(FA —T1Apa + Api2)
2 2+ pPr20 1402 1 = Pf10 12p1 2 2801 1802 012 337)
By =-— .

2
(4—2 (-T2 = 2pf20 + TiAp2) = 4(~T'1 = 20710 + T ) + 32 (TaAp1 —T1Aps - 2A1012))
1 t

o

o" _p"'
0.03 -
/ ___-l-‘s""-__
0.00 | » B .
0 50000 100 (00 150000 200000 250000 300000

Ficure 3.2 — Comparaison coefficients de diffusion exacts et approchés. En ordonnée on a le coeffi-
cient de diffusion et en abscisse la fréquence en Hertz.

La figure (3.2) montre la comparaison des coeflicients de diffusion approchés et exacts. La courbe
en bleu représente le coefficient de diffusion pour le mode n=0 et le magenta représente celle du mode
n=1. On observe une bonne approximation en basse fréquence c’est-a-dire en dessous de 50kHz. En
utilisant les approximations suivantes en basse fréquence et en fixant la porosité (cf. Chapitre 2) :

w HM - C?
we  poH

2~

[l
[l

T IR

H
) C% ) ctz
P

H
=0, = —— v, =0,
Y1 Y2 C Yt

p1=p, 220, pr =p,
iwe Hpo

Pf1 =P0, P2 = _ZT’

on obtient a la limite statique (w — 0) des expressions simplifiées des coefficients By et By sous les
formes
1o o T3 HM = C) [ (€~ [3p0H] (pp) + (4= 3Hp) (1 - HIC) + 4 538)
0= ’ :
(4= 3H]u) (HM ~ C?) [CKo + 4poH] (pKo)

et
- P=pP0

" 2p+p0

B! (3.39)
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

On voit que les limites statiques des coeflicients By et B ne dépendent plus de la fréquence. Les seuls
parametres physiques jouant un rdle sont ceux des fluides extérieur et saturant (pg, Ko = pocg), du
milieu poreux (H, M, C, u a valeurs réelles) et la masse volumique totale p.

3.4 Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des
spheres poreuses dans le cas polydisperse

3.4.1 Nombre d’onde effectif de Linton et Martin

En utilisant les diffuseurs isotropes ponctuels, Foldy[1] a trouvé une expression du nombre d’onde
effectif en s’arrétant a I’ordre 1 en concentration. Lax [2] a étendu le modele de Foldy jusqu’a I’ ordre
2 en concentration en utilisant la QCA. En 1961 Waterman et Truell (WT) [6] trouvent une expres-
sion du nombre d’onde a I’ordre 2 en concentration en utilisant des diffuseurs ponctuels anisotropes
et en considérant les ondes diffusées vers I’avant et vers 1’arriere sans modifier le premier ordre de
Foldy. Utilisant des méthodes mathématiques issues de la physique nucléaire, Lloyd et Berry (LB)
[13] étendent en 1967 le modele du nombre d’onde effectif de WT en ajoutant au deuxieme ordre en
concentration de ce nombre d’onde une formule intégrale qui tient compte d’'une sommation sur tous
les angles de diffusion. Plus tard, en 2006, travaillant sur une nouvelle démonstration des résultats de
LB a partir d’une approche plus classique, Linton et Martin (LM) [45] ont proposé une réécriture du
nombre d’onde effectif équivalente a celle de LB, I’intégrale sur les angles étant transformée en une
série double dont le terme général est proportionnel au produit 7,7, des coeflicients de diffusion. La
formule de LM s’arréte a I’ordre 2 en ny (nombre de diffuseurs par unité de volume).

Nous allons examiner 1’effet de la polydispersité de la taille des diffuseurs dans le cas de trois distri-
butions : uniforme, de Schulz et log-normale. Il faut noter que Mascaro et al [44] ont considéré une
distribution gaussienne du rayon. La polydispersité (coefficient de dispersion) est définie par [45]

9
(ay’

ou o est I’écart-type et (a) le rayon moyen de la distribution considérée.
Considérons un milieu fluide contenant ng diffuseurs par unité de volume. Si les diffuseurs ont un
méme rayon a, alors le nombre d’onde associé a I’onde cohérente s’écrit sous la forme

p= (3.40)

€Ly = kg + 1001 +ngor + O (ng). (3.41)
ou
47t N
51=-= Y @n+ )T, (@), (3.42)
iko o
et
1 (4n\* S
62= 3 (k—) > KnTn(@ T (@) (3.43)
07 nm=0
Ci-dessus,
1 3/2 n+m
Kun = (Zr) \/(Zn +1)2m+1) Z qg\2g+1G(n,0; m,0; q), (3.44)
g=ln—m|

ou G est le coefficient de Gaunt [33], [44] (Annexe C). La somme sur I'indice g est a pas de deux
avec n + m + ¢ pair. Xu Yu-Lin [33] a fourni des algorithmes pour le calcul rapide des coefficients de
Gaunt.

Supposons que les obstacles sont constitués du méme matériau poreux mais different cependant par
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3.4. Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des spheres poreuses dans le cas
polydisperse

leur taille. Les interactions entre les obstacles de rayon respectif a et b doivent €tre prises en compte
en modifiant (3.43) comme suit

(5_—14—7[4+me T,(a)T,,(b) (3.45)
2= 5 kO L nmdn\Ad)1Lm . .

On suppose dans la suite que les rayons des obstacles peuvent prendre toutes les valeurs dans R
et que la distribution des obstacles est décrite par une densité de probabilité normalisée u telle que
nou(a)da est le nombre d’obstacles par unité de volume, ayant un rayon comprise entre a et a + da.
Ainsi f0+°° u(a)da = 1. On modifie alors le nombre d’onde de LM en considérant le nombre d’onde
effectif

(Ey) = f fo &2, u(ayu(b)dadb. (3.46)

En utilisant les équations (3.41) et (3.45), on obtient le nombre d’onde dans le cas polydisperse sous
la forme

(£131) = kg +noAs +ngAy +0(n}), (3.47)
ou
dr (T
A =— Z @2n+1)T,(a)u(a)da, (3.48)
lk() 0
n=0
et
1 {4n 4 ~tco oo F
Ar=—3|— f f > KanT(@ T (b) (@) u(b) dadb. (3.49)
2 ko 0 0 n,m=0

A des fréquences quelconques, on doit évaluer numériquement les intégrales simple et double appa-
raissant dans ces formules. Cependant, compte-tenu de la limite basse fréquence que nous considérons
ici, les approximations des coefficients de diffusion 7, données ci-dessus permettent de simplifier les
calculs des intégrales. L’hypothese basse fréquence correspond au fait que |koa| << 1 et |kya| << 1.
On a, compte tenu des équations (3.33)-(3.35) et de I’équation (3.47) :

(&)~ KA+ L+, (3.50)
ou
I = (By— 1 +3B)Cu, (3.51)
et
I, =3[(Bo— 1) By + 2B} | (C.)*. (3.52)
La quantité C, est définie par
47T 3
Cu= (?)no (a*) (3.53)
avec
+00
(a") = f a"u(a)da. (3.54)
0

L’équation (3.54) représente le moment d’ordre n de la distribution u, 1’équation (3.53) représente
la concentration volumique moyen des diffuseurs pour une distribution u considérée. On a utilisé
aussi les égalités Ko; = K19 = 3/ (167r2) et K11 =3/ (4712) (Annexe C). Pour évaluer la concentration
C, qui ne dépend pas des parametres du milieu, on a besoin de calculer le moment d’ordre 3 de la
distribution. Pour cela on considere trois distributions : uniforme, de Schulz et log-normale. Dans
la littérature Leroy et al. [50] ont considéré une distribution log-normale, Mascaro et al. [54] une
distribution gaussienne qui est un cas particulier de la distribution de Schulz.
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

3.4.2 Les concentrations
Distribution uniforme

La distribution uniforme [47] est définie par
(a) ( a )
ula)=—1 a-w a+wll 1, 3.55
(a) o [ @ 7 (3.55)

(@ > (@)
ou (a) est le premier moment, w la demi-largeur et 1| ) la fonction caractéristique de I’intervalle

[<"<>a_>w, “‘(LJBW] Le moment d’ordre 3 est donné par

3 3 w?

a’)={a) (1 + —) (3.56)
< > <a>2

L’ écart-type o est tel que ot = <a2> - (a)z. Comme <a2> = <a>2 +w?/3 il s’ensuit que o? =w?/3.

La polydispersité est alors p = o/{a) = w/ V3(a). On peut encore écrire 1’équation (3.56) sous la

forme <a3> = (1 + ﬁ)(aﬂ La concentration moyenne s’écrit dans ce cas en fonction de la polydis-

_ Aa)?
persite comme suit :

_Arng (a)®
3

Le cas particulier de la monodispersité s’obtient en effectuant le passage a la limite w — 0. On en
déduit que (a) - a,c - O puis,C, - V = drad /3, V étant le volume moyen.

Cu (1 + 3p2). (3.57)

Distribution de Schulz

La distribution de Schulz [37]-[34] est donnée par

w@ = GO (_)
T @rG+D\@) P

—U+D£ﬂ, (3.58)

ou (a) est le premier moment (rayon moyen), I" la fonction gamma d’Euler et j = (a)2 Jo? =1 un
nombre réel mesurant la largeur de la distribution (0% est la variance). Ce nombre est donc relié a la
polydispersité car p =0 /{a) =1/+/j+ 1.

Le cas j = 0 correspond a la distribution exponentielle (les diffuseurs a petits rayons sont largement
prépondérants). Le moment d’ordre n est donné par

oo 1 (+n)!
a') = f d'u(a)da = — e a)®. 3.59
=, TENITER (329
Si j est un entier naturel, la relation (3.59) devient
+00 .
(j+n)!
a') = d'u(a)da = ———{(a)". (3.60)
@) fo J1G+D"

On déduit la concentration moyenne, pour une distribution de Schulz de diffuseurs sphériques, en
fonction de la polydispersité p sous la forme

_Aang(a)’ (j+3)(j+2) _ 4dmngla)’
-3 G+n> 3

Cu (1+3p*+2p"). (3.61)

Le cas particulier de la monodispersivité s’obtient en effectuant le passage a la limite j — +oc0; on a
alors (a) > a,p—0etC,=nyV.
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3.4. Limites de Rayleigh des nombres d’ondes effectifs pour des spheres poreuses dans le cas
polydisperse

Distribution log-normale
Dans le cas d’une distribution log-normale [50][37] du rayon des spheres, la densité u s’écrit
1 (Ina-6)*

amexp(_ 202 )’

ot o2 est la variance et 6 = Indyeq avec ameq la médiane des rayons. Le moment d’ordre n de la
distribution est donné par

u(a) = (3.62)

2

La concentration moyenne pour une distribution log-normale de diffuseurs sphériques s’écrit sous la
forme

2.2
(d") = exp (n9+ ﬂ) (3.63)

2 2
Cu= M%ew% = %ﬂ"fnede% (3.64)
o2
On sait que 0 = (a?) = (a)? = 7" (¢7 1) > O et (a) = )
En combinant ces deux équations, on obtient

9/2
L’équation (3.64) devient C, = 43—”a,3ne J (p2 + 1) / . En prenant {(a,,.q) = {(a) [37], la concentration
moyenne devient alors

drng 9/2
Cu=— @ (p*+1)"". (3.65)
La limite monodisperse est obtenue en faisant tendre 1’écart-type o vers zéro.

La figure (3.3) montre les courbes des concentrations relatives C,, /4”3”O <a>3 en fonction de la poly-

dispersité p. Les courbes noire, bleue et rouge représentent respectivement les distributions uniforme,
de Schulz et log-normale. Toutes sont des fonctions monotones croissantes positives de la variable p.

20|

=
o .
£ 15
[ |
@
[ ]
& j
o 10+
2 |
©
0| |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p (polydispersity)

FiGure 3.3 — -

Pour une valeur donnée de p, la distribution log-normale fournit la plus grande valeur de la concen-
tration relative, suivie de la distribution de Schultz et ensuite de la distribution uniforme. Pour des
valeurs faibles ne dépassant pas 0,6, les distributions de Shultz et uniformes sont trés proches.
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons
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Ficure 3.4 — Vitesses de phases normalisées

La figure (3.4) montre les représentations des vitesses de phases normalisées en fonction de la
fréquence pour les trois distributions polydisperses et monodisperse de spheres poroélastiques pour
une densité ny = 10°. Le rayon des diffuseurs pour le cas monodisperse est a = 4 x 1073m et est
utilisé aussi comme rayon moyen pour les distributions en taille. On a construit les courbes pour deux
valeurs du coefficient de dispersion : p = 0,5 (figure (3.4)(a)) et p = 0,2 (figure (3.4)(b)). On observe
une faible vitesse pour la distribution log-normal, suivie de celle de Schulz et uniforme. La vitesse
du cas monodisperse est plus grande que celle du cas polydisperse. On observe aussi une bonne
approximation des vitesses de phases approchées et exactes pour une distribution monodisperse.

3.5 Nombres d’onde effectif, module effectif et masse volumique
effective

3.5.1 Diffuseurs poreux

’ oqe . . 2, . 2 N
Le carré du nombre d’onde dans le milieu fluide en ’absence de diffuseurs s’écrit k(z) = ‘;’—2, ou
0

2

o= % (K et pg étant le module d’incompressibilité et la masse volumique du fluide). On définit par
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3.5. Nombres d’onde effectif, module effectif et masse volumique effective

2
analogie le nombre d’onde effectif <§% M> = prL fWM du milieu contenant des diffuseurs. py s représente

la masse volumique effective et My, le module effectif de I’onde cohérente. La formule donnant le
nombre d’onde effectif peut également s’écrire

2
<§LM> _PLm Ky
k(z) e

(3.66)

Au deuxieme ordre en concentration, la formule du nombre d’onde effectif (équation (3.50)) de LM
ne se présente pas naturellement sous une forme factorisée comme dans le cas de Waterman et Truell
[6]. A condition de négliger les termes d’ordre supérieur a Cﬁ, on peut réécrire le nombre d’onde
effectif de LM sous la forme factorisée

(&)
kG

=[1+C,(By- D][1+3C,B; +6C2B2]. (3.67)
u u™1

En comparant les équations (3.66) et (3.67), on déduit la masse volumique py s effective et le module
effectif My, d’une distribution aléatoire polydisperse de diffuseurs poreux dans un fluide

PLM _ | +3C,B; +6C2B2, (3.68)

£0

et
1 1-Cy,  CuBy
= - .

Mim Ko Ko
On constate que le rapport pé—OM dépend de B tandis que le module My ), dépend de By. En remplacant

les équations (3.38) et (3.39) dans les équations (3.68) et (3.69), on obtient la limite statique des
équations (3.68) et (3.69). 1l vient

(3.69)

PLM (1 =¢)(ps —po)
(P_O):1+30u2(1—¢>)/0s+(1+2¢),00 o
et
1 1-c, g“—(l—%)[“—?’%(l—%)]”%f+... (3.71)
My~ Ko Ko (4—38) HUC , yol |

¢ étant la porosité. Les limites statiques (3.70) et (3.71) montrent le role joué par les parametres
caractérisant le squelette du milieu poreux. Elles ne dépendent pas de la viscosité du fluide ni de la
perméabilité mais dépendent toujours de la porosité et du couple de parametres (Ko, pg) caractérisant
le fluide saturant.

3.5.2 Diffuseurs élastiques

Lorsque la porosité tend vers 0 (¢ — 0), le milieu devient élastique et est décrit par les parametres
de Lamé A, u; et le module d’incompressibilité Ky = Ag+2us/3.Ona H — Hg = Kg+2ug/3 , 1 — s,
C - C; =K, etdonc

K 3 ()C2
By — Eo = 0 2% (3.72)
As+2us/3 py (30% - 4c2T)
ot Ps = Po
BS > E = —1—, (3.73)
! 2ps+po

Dans I’équation (3.72), on a utilisé les relations As = p; (ci - ZC%) et us = psc%, ol ¢y (respectivement
cr) est la vitesse de phase de 1’onde longitudinale (respectivement la vitesse de I’onde transversale )
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Chapitre 3. Diffusion multiple en présence d’une dispersion en taille de rayons

dans le milieu élastique. En remplagant les équations (3.72) et (3.73) dans (3.70) et (3.71), on obtient
les expressions statiques suivantes

2
’OL—M—>1+3CMM+6C§(M,) (3.74)
po ¢—-0 205+ po 2p5+po
et | 1-C C
“ - (3.75)

—_— + .
MLM¢—>O K() /ls+2,us/3

L’équation (3.74) fournit une extension a ’ordre 2 en concentration des résultats de Aristégui et
Angel [48] qui ont utilisé la formule du nombre d’onde effectif de WT en considérant une distribution
monodisperse de spheres élastiques dans un milieu fluide.

3.5.3 Diffuseurs fluides

Si I’on remplace les diffuseurs élastiques par des diffuseurs fluides dont les parametres physiques
(masse volumique py, vitesse du son cy et du module d’incompressibilité Ay = Ky = p fcz) different
de ceux de la matrice fluide, on doit poser uy = 0 et ps = pr # po dans les équations (3.74) et (3.75).
On obtient alors

_ _ 2
PLM _ 1 4 30, L1710 +6c§(—pf po) (3.76)
£0 2pf +po 2pf +po
1 I- u u
= Cu, C (3.77)

— = + —.
My Ky K f
L’équation (3.77) est la loi de Wood généralisée au cas de la polydispersité. Les équations (3.76) et

(3.77) représentent al’ ordre 1 en concentration respectivement la masse volumique effective et le
module effectif trouvés par WT (voir équation 3.35 de I’article [6]).

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la diffusion d’une sphere poreuse immergée dans une matrice
fluide. La formule du nombre d’onde effectif de Linton et Martin issue de la QCA a été utilisée pour
déterminer les propriétés effectives (masse volumique effective, module effectif) de I’onde cohérente
dans un milieu fluide avec des inclusions sphériques poreuses dans le cas d’une dispersion en taille des
rayons. On a examiné trois distributions : uniforme, de Schulz et log-normale. On a obtenu la masse
volumique effective et le module effectif pour des spheres élastiques en passant d’abord a la limite
statique puis en faisant tendre la porosité vers z€ro. On déduit le cas des spheres fluides en annulant
le module de cisaillement. Toutes les formules effectives dépendent généralement de la concentration
qui dépend naturellement de la distribution en taille des obstacles. Le cas monodisperse est déduit du
cas polydisperse en faisant tendre le parametre de polydispersité vers zéro.

Les résultats de ce chapitre ont été soumis dans le journal JASA (Journal of the Acoustical Society
of America) en 2019 [61] et une partie des travaux sera présentée au Congres Francais de Mécanique
(CFM) en aotit 2019 a Brest [60].

73



3.6. Conclusion

74



Conclusion générale

Cette these a abordé la propagation des ondes dans un milieu poroélastique contenant des in-
clusions cylindriques et la propagation d’une onde dans un milieu fluide contenant des inclusions
sphériques poreuses en vue de déterminer les propriétés effectives du milieu que sont les nombres
d’ondes effectifs, les modules effectifs et les masses volumiques effectives.

Nous nous sommes d’abord intéressés a la diffusion dans un milieu milieu poreux homogénéisé conte-
nant des cavités cylindriques aléatoirement réparties de méme rayon. En utilisant les équations de la
diffusion multiple, Nous avons déterminé les coefficients de diffusion T,(fﬁ (neZ, a,p=1,2,t) pour
les conditions aux limites des pores fermés a I'interface du cylindre de rayon a dans le cadre de la
limite de Rayleigh. Nous avons comparé numériquement les coefficients approchés et exacts. Nous
avons montré que le calcul des coefficients de diffusion obtenus dans le cas des conditions aux limites
des pores fermés donnent des résultats meilleurs que ceux obtenus par les conditions aux limites
des pores ouverts trouvés par Franklin et al [49]. Dans ce contexte, Nous avons écrit des expres-
sions analytiques des nombres d’onde effectifs pour les ondes cohérentes longitudinales (1, 2) et pour
I’onde cohérente transversale ¢ en négligeant les coefficients de diffusion des modes n différents de
-2, -1, 0, 1, 2 dans les formules des nombres d’onde effectifs trouvés par Conoir-Norris [49] dans un
milieu poroélastique. Ces expressions analytiques ont ainsi été confrontées a des simulations numé-
riques dans un milieu poreux QF20 respectant la théorie de Biot [4]. Nous avons constaté, a la limite
basse fréquence pour une concentration faible des diffuseurs cylindriques, que les approximations des
vitesses de phases et des atténuations des ondes cohérentes déduites des expressions analytiques a
I’ordre ¢? en concentration, approximent mieux les vitesses de phases et les atténuations exactes.
Nous avons déduit les expressions analytiques des modules effectifs et des masses volumiques ef-
fectives en écrivant les nombres d’ondes effectifs approximés sous forme factorisée. Ces propriétés
effectives dépendent des parametres du milieu poreux et des fréquences. En réecrivant les nombres
d’onde des ondes dans le milieu sans diffuseurs, les masses volumiques acoustiques et les grandeurs
du milieu poreux en basse fréquence puis en faisant tendre la porosité vers z€ro, nous avons retrouvé
les modules effectifs trouvés par Varadan [25] dans un milieu élastique contenant des cavités cy-
lindriques en néglifeant 1’ordre ¢ en concentration dans les expressions des modules effectifs. Les
masses volumiques effectives trouvées dans le milieu €lastique coincident avec celles trouvées par
Varadan [25] et Christensen [19].

Ensuite, nous avons considéré un milieu fluide contenant des inclusions sphériques poreuses aléatoires
de rayons différents. Nous avons établi les équations de la diffusion multiple d’une sphere poreuse sa-
turée par le méme fluide que le milieu extérieur en utilisant les conditions aux limites des pores
ouverts. Nous avons déterminé les expressions des coefficients de diffusion de 1’onde longitudinale
effective en utilisant le développement de Taylor dans la limite de basse fréquence. A partir du nombre
d’onde effectif de Linton-Martin [45], nous avons trouvé une expression du nombre d’onde effectif
dans le cas polydisperse (distribution en taille des rayons). Nous avons travaillé sur trois distributions
en taille des rayons : uniforme, Schultz et log-normale. Les concentrations obtenues a partir de ces
distributions dépendent du parametre polydisperse et du volume moyen. Des simulations numériques
des ces concentrations ont été faites. A partir du nombre d’onde effectif dans le cas polydisperse,
Nous avons déduit la masse volumique effective et le module effectif du milieu contenant des spheres
poreuses. Nous avons retrouvé le cas monodisperse en faisant tendre le coefficient de dispersion vers
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3.6. Conclusion

z€ro. Nous avons fait une extension polydisperse de la masse volumique effective a I’ordre deux en
concentration de Aristegui et Angel [48] lorsqu’on fait tendre la porosité vers zéro. On retrouve le
module effectif de Aristegui et Angel [48] pour des spheres élastiques. Nous avons retrouvé aussi les
propriétés effectives pour des inclusions sphériques polydisperses dans un milieu fluide de Waterman-
Truell [6] ainsi que la loi de Wood généralisée au cas polydisperse.

[’étude menée dans ce document mériterait d’étre étendue aux cas de milieu poreux contenant des
inclusions poreuses cylindriques ou sphériques qui constituent une gamme treés répandue de maté-
riaux naturels géologiques. Elle pourrait aussi intéresser 1’industrie des matériaux composites et des
métamatériaux. Nos simulations numériques ont concerné le QF20, mais d’autres matériaux poreux
avec des inclusions bien choisies pourraient présenter des caractéristiques intéressantes telles de forts
atténuations acoustiques,... Des comparaisons numériques pourront étre faites en considérant d’autres
milieux poreux. On pourra étudier le cas des cylindres ou spheres coques (inclusions a trois phases)
et les méthodes implicites GSCM (The Generalized Self Consistent Method) des nombres d’ondes
effectifs.
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Annexe A

Fonctions de Bessel cylindriques

Les fonctions de Bessel sont solutions de 1’équation de Bessel [14]
7’ 1 ’ nz
Y+ =y +|1-=|y=0,neN. (A.1)
X X

La fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n notée J,, peut s’écrire sous la forme d’une série :

ou I'(x) désigne la fonction gamma. On a la méme formule lorsque n est réel.
L’expression de la fonction de Bessel de deuxieme espece d’ordre n entier ou fonction de Neumann
notée Y,, deuxieme solution de I’équation de Bessel est :

. cos(mv)d,(x) — J_,(x)
Y, = lim - .
v—n sin(mv)

(A.3)

Cette solution est indépendante de J,,.
La fonction de Hankel de premiere espece d’ordre n entier ou fonction de Bessel de troisieme espece
notée H,Sl) a pour expression :

HY = J, +iY,. (A4)

La fonction de Hankel deuxieme espece est
H? =J,-iY,. (A.5)

Soit b, la fonction de Bessel de premiere, deuxieme ou troisieme espece. Elle vérifie les formules de
récurrence suivantes :

bue1(X) = bt () = 25(x), (A.6)
bue1(X) + bas1 () = 27"19,1@), (A7)
busi(®) = “by(0) =) (A8)
(Whu(0) = by (). (A.9)
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Annexe B

Fonctions de Bessel sphériques

L’équation différentielle du second ordre [14]
2.1 ’ 2 _
X W'+ 2xw +(x —n(n+1))w—0, nez, (B.1)
est appelée équation de Bessel sphérique. Les solutions sont appelées fonctions de Bessel sphériques

de premiere espece j,(x), de deuxieme espece y,(x) et de troisieme espece hg)(x) et hﬁlz)(x). Elles sont
définies a partir des fonctions de Bessel cylindriques pour tout n € Z par

nm=d§g¢m (B.2)

X 2

mmzdfggu (B.3)
X 2

#Whhm+%m=J§@1m, (B.4)
#Mhnm—mm:Jgﬁﬁm. (B.5)

On désigne par wy(x) la fonction j,(x), y,(x), hfll)(x) ou hg,z)(x). wy(x) vérifie les formules de récur-
rences pour tout n entier relatif

Wi—1(X) + Wy 1(x) = ] wiy(x), (B.6)

W1 () = (n+ Dwyr1(x) = QRn+ Dwy(x), (B.7)
() W () = w0, (B.5)
W) = (=t D) wa(x) + 220w, (x). (B.9)
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Annexe C

Fonctions de Legendre, fonctions
harmoniques sphériques, coefficient de Gaunt

On appelle fonction de Legendre[14], 1a fonction P}'(x) définie pour tout0 <m <net-1<x<1
par

(1 - xz)m/z dm+n

P = 2np) dxmtn

(x2 - 1)n, (C.I)

n et m étant des entiers.
Pour des valeurs négatives, la fonction de Legendre s’écrit sous la forme

(n-m!,
(+)'”

P(x) = (-1)"——LP™x), 0<m<n. (C.2)

Lorsque m = 0 on pose P2 = P,. P, est appelé polyndme de Legendre.
On peut écrire P)'(x) en fonction des polyndomes de Legendre P, (x) sous la forme

)m/zd Pn(X)

Pr(x)=(=D"1- T (C.3)

Les fonctions de Legendre vérifient les relations de récurrence
(x> - l)de(x) = nxP;(x)-(n+m)P"_(x), (C4)
n—-m+1P" +1()c) = Q2n+DHxP;(x)—(m+m)P"  (x). (C.5)

On appelle fonction harmonique sphérique [44] et on la note Y], la fonction définie par

Ym(’;)) Ym(H ¢) (— 1) /2l’l+1 /EZ_'_m;‘ n(cose)ezmq) (C6)

ol m est un entier relatif et n un entier naturel tel que |m| < n, 7 un vecteur unitaire, 0 < 6 < ,
-T<¢p <.
Les fonctions harmoniques sphériques forment un systéme orthonormal dans L*(Q) tel que

f Y YEAQ = 6,y Gys (C.7)
Q
Q étant la sphere unité. Elles vérifient la relation

Y, (P = (D)Y@ (C.8)

83



On peut écrire une relation entre les polyndomes de Legendre et les harmoniques sphériques appelée

théoreme d’addition de Legendre :

2 2 47T - 2> \VUN/=2
Py(F1.72) = PR AGHAC!
m=—n

Les coeflicients de Gaunt [44] [33] sont des réels définis par

G (n,mv,~p;q) = (=1)" f YrviyydQ.
Q
D’apres [44], on peut montrer que

e N 1yt n-v qjn v q
Cm,m;v,u;q) = (-1) M‘C/(O 0 0)(m u —,u—m)

ou

e \/(2n + DQ2v+1)(2g + 1).
4r

(:1 ; Z) est le symbole 3 — j de Wigner. Dans le cas particulierm =y =s=0,0ona

00 ol sin+v+qg=2s

(n v q)_ (—l)Ss!\/(2s—2n)!(2s—2v)(2s—2q)!
(s=mls=)(s =) V25 + D!

et nulle dans le cas contraire.

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

La formule de linéarisation des harmoniques sphériques s’écrit en fonction des coefficients de Gaunt

VIAYLB = D Yy OG (nms v, ).
q
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Annexe D

Coeflicients de diffusion pour les conditions
aux limites de pores ouverts

On considere un cylindre de rayon a. Les expressions exactes des coefficients de diffusion Tffﬁ (ne
Z, a,p =1, 2, t) se trouvent dans I’article [55]. En utilisant les développements de Taylor puis en
extrayant les termes dominants, on obtient pour n =0 etn =1 [55] :

— pour I’onde incidente longitudinale rapide 1

2 2
ki I2R1 — Ky, 0£1/0
Tl __T a1+ 01 D.1
0 14( 1@) -1 ; (D.1)
2 2
K I'1Ry = kg1 P £1/0
712 =i a2 122 01 ’ D2
0 l4(1a) T =T (D.2)
T, =0, (D.3)
IN(+R)+U2-T7)Ry —Pf1/0+(Pf2/o,01/T —Pfl/opz/T)
Tl = —iZ (k1a)? , (D4
1 l4( 10) y (D.4)
K IN(I+R)+UT =T)Ri—prip
T2 = i (kia) (k2a) IR, (D.5)
4 A
I'1 (R —Ry) —(I't =) Ry +(pr2001t — PF1/0P21
¥
T\ =i~ (kia) (ka) ( ) . (D6
4 A
— pour I’onde incidente longitudinale lente 2
ot _ 7o o Gl 2R~ Koo D7
0 ——lZ(za) I T, , (D.7)
T22 'ﬂ(k 2|1+ K?2F1R2_K(2)zpf2/0 D.8)
=1— a . .
0 Ty -1
T3 =0, (D.9)
I>(1+Ry)+U—-T)Ry —
T121 :iz(kza)(kla) 2( D+U2=T)Ry—proyo ’ (D.10)
4 A
(T +R)+ I =T Ra—prao — (Pr2001t — Pr1/0P2:
T .
TP = —lz(kza)z y ( ) (D.11)
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Iy (Ry = Ry) = (I't = I2) Ry + (200011 = P1j0p21)

2 T
T = =i (ka) (ki) Y

— pour I’onde incidente transversale ¢

T =0, TH =0, T3 =0,

T = iZ (ka) (k1a)

4 A

IRy + 1 +Pf1/0]
A b

I'tT(Ri=R)+T1 =T2+pripo —sz/o]

[Fsz +1> +Pf2/0]

11 = ~i7 (k) (kza)[

Tit = ;% ka)?
1 14(ta) p

Pf

N ka ‘o a (o3
Ol Kap = 15> Pfajt = %, Pfal0 = S5 Pajit = f)—,, Ro = pajt —Prajr (@=1,2) et

0
A=T2(A+R)~-T1(1+R) =T (R1 =R2) = pr1/0(1 +p21) = pr2s0(1 +p1ys).
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Annexe E

Calcul de P’intégrale I

Calculons I'intégrale

19.6) = nge fs 47y (kor) €57
b

¢y (kor) = H (ko) ),

S, est la surface hachurée ci-dessous.

¥

xX=-x1 Domaine doublement
connexe

Ficure E.1 —

Le probleme est invariant selon y donc on peut toujours poser y; = 0.
On peut encore écrire

1@ =nmoe® [ iy o e

Sp
avec pour domaine d’intégration celui délimité par les lignes rouges.
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Théoreme E.0.1 (Théoreme de Green) Soit Q un ouvert borné de R" a frontiere Q) de classe C L
Soit f et g deux fonctions de classe C* dans Q. Alors

0o 0
f (fAg - gAf)dQ = f (fa—g—gl)dz, (E.4)
Q oQ n (')n

= . .
ou a% =11V est [’opérateur de dérivation normal.

Les fonctions ¢, (k,r) et €% vérifient chacune une équation de Helmholtz :
Agp(kar) + ko p(kar) = 0 (E.5)

Ae* + 2665 = 0. (E.6)

En multipliant (E.5) par €%~ et (E.6) par ¢p(ker), puis en retranchant la premicre de la seconde, on
obtient :

(62— K2) ¢ pkar)e = €57 AG p(kar) = $pkar) A,

c’est-a-dire

. 1 . .
¢3¢, (kor) = m |6 A (kar) — dp (ko) A (E.7)
— R
En introduisant cette relation dans (E.1), on obtient
npe's ™ ~ - .
I3 = —— f |4 A, (kar) = ) (ko) A | dF. (E.8)
(£ -K2) Js.

L’intégrande dans (E.8) suggere d’utiliser le théoréme de Green pour transformer 1’intégrale de sur-
face en une intégrale de contour. On obtient donc

npe'X
(£ -#2)

ou I, est le contour englobant le domaine doublement connexe S p.
L’intégrale (E.9) peut étre décomposée en une somme de trois intégrales sur les chemins Cy, Cg et C,
avec [, =C1UCRUC).

17 iEx d 9 i&x
I2(6) = fr b [e‘f 20 (kar) = b (ko) 5-¢ ]dl, (E9)

Calcul de P’intégrale sur le chemin C;

Posons ¢
X1 o O 0 ;
I @) = f [e’f)‘—% (kar) = $p (ke) —ele] dl.
(52 _ kg) c on on
Compte tenue de I’orientation de la normale, on a
i€xy .0 )
1e= 2 f - [e@‘ﬂ - ¢pi§e’f)‘] dy.
(§2 _ kczy) C on

Or le long de ce chemin, on a x = —x;. Donc

17 ()=

no
2

. o)
el o= =



Annexe E. Calcul de I'intégrale [}/

On considere I’opérateur L? (voir [44]) définie par :

—1?P P
p= S (2012) pac

et

On sait que : ¢ (kor) = LP¢po (kor) = LPH" (ko).
Donc
« no
11 &= )

+00 o ﬁ (1)
g

X=—X]

avec r> = x> + y*. On a aussi

+00 1 oo iky \uZ+x2+y?

re = [ Cale- L)L [T,
1 2 _ 12 0 2+ 242
(§ —ka) —c0 X MJ-co us+x°+y

X=—X1
no +00 +00 o 1 €ik”\/m
= —f duf [if——]L” _f gy
(fz—ktzx) oo e 0x in v/u2+x2+y2 .
=—X1

L’opérateur L? se réduit a

(=1) &
L? = — >0
7 o (p=z0)
1 P
p—____ -
L= g @<=
a
On a donc
no ‘ 0 ] +oo+oo eika U2 +x2+y?
I (¢ =——— [zf— —]Lp — [ [ ———dudy
1 (52 —k?y) Ox M Ze0 00 \Ju2 + X2 +y2 .
=—X1
Or
] +oo+co eika Vit +x2+y? )
— [ [ ———dudy = ekal
I oo —c0 v/u2+x2+y2 ”
on obtient

@10 -_ﬁ 3 ikq|x]
"R =g {e)

Sachant que 1’on doit poser x = —xp, on a x < 0 de sorte que

10 _ no . _i 2 —ikgx
O eg) [lg é’X]LP{kae }

X=—X1
On a
7 . .
L’ {k—e_’k“x} = jPe tka¥ (p eR).
a
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L’intégrale 7, (§) devient alors

17 (&) 231(0:0 (fz - k(zy) [if - %] (e_ik"x)

xX=—Xx]

2iPng e —i
— . (52 - kczy) (i€ + iky) e thax e
d’ou
2iP*ny
19(8) = ———¢ffem, E.l1l
1O =k (E1D

Calcul de I’intégrale le long du chemin C,, (cercle de rayon b)

Posons
noe"fxl

)
0

Sur ce chemin, I = —5% et dl = bdf. Donc en posant x = rcos6, on a

1) =

oy O 0 e
fc b [elfx%qsp (ko) — ¢ (kar)%ef ]dl. (E.12)

I (‘f) _ noei.fxl d zfrcose ¢ (k }") ¢ (k r) zfrcosé? bdo
N EREN piiary = -

et si I’on tient compte de ¢, (kor) = H;,l) (ko) P’ il vient

i€x1 2 . , . .
Il(f (f) B (I’l;)e 2) f [etbeOSGkaHLI) (kob) — H{(}l) (ko b) ifcos@el‘fbcose] €lp0bd9
noefx‘ ) o iebeosd ipd (1y 2T iebeost iph
= [pr (kab) f iécos0e®"*ePbdg — kobH)," (kob) f e'eheosteir d@]
0 0
N 3 noe"fx' p (1) , -p (1)’
& = [Zﬂ(fb)z H), " (koD) J,, (£D) — 2n(kab)i" H), (kab)J,,(fb)]-

(-

1 2 ‘
Ci-dessus on a utilisé la relation i J, (x) = 7 f £/ c0s0+p9) g Finalement
T Jo

\—/

2nnge*

@-x)

Calcul de I’intégrale le long du chemin Cg

I = i? [(0)H, (kab) T/, (€D) - (kab)H}," (kab) T, (£D)). (E.13)

Posons

w o M0eN iex 0 0 iex
I (¢) = (52 B kczl) j;R [6 - E‘Pp (ka1) = ¢ (ko) Ee ]r:R rdo, (E.14)
P

ici 5. = [%. Calculons I’intégrale
Iy = Rlim Iy. (E.15)
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Annexe E. Calcul de I'intégrale [}/

On a
i£x) ) 2
I]% &= e’ (koR) Hi(al) (koR) ¢'P0 pi€Rcos0 o
(£2-43) /2
noe"fx1
-
(62 - kczy) -r/2
Lorsque |koR| devient grand, on a
ikoR
HY (kaR) ~ ©
- ikaR

e

E

Hl(}), (kafR) ~

Lintégrale Iy peut donc se mettre sous la forme

- 7
Ig (&) ~ —noel&q ko VRe*eR f i eichosg(l - kécose) ePdo.

—n/2 o

(£-43)

[’évaluation de cette derniere intégrale doit étre faite par la méthode de la phase stationnaire.

Pour ce faire, on pose

AO) = (l - kécose) e'P?
et
q(0) = iécoso.

Lintégrale I3 (£) devient alors

12(6) = A()(6)er1Pqp.

ino ol k, \/ﬁ oikaR fn/z
(&-43)

La méthode de la phase stationnaire appliquée a I’intégrale précédente donne

-/2

/2 o 12
f A0 1O qg ~ [ ” ] A(8y) %)
—r/2 Rq (6s)

ou f; est un point selle de g.
Onag () = —i¢sinf =0 = 6 = 6, = 0. On a un seul point selle 6 = 0.
Onah”(6;) = —ié # 0 et h(6;) = i€.

Donc
/2 £l .
f elchos() [1 _ _] etpé)dg
-n/2 ka

1R

2n |2 & | ire
| -k

Al T
VR & kel

N inge’s wr 1 [27]2 (0 €Y
=t

N

1

Finalement on a

Ct
l‘ I - ()
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[ (ER) Hl(,l) (koR) e'Pe'R0s0 0 5040
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car ¢%R — 0 lorsque R — oo (¢ =& +i&” avec & > 0).

On obtient en fin de compte

no2iPtt 2nnpe™ ) 1y
I19(&) = ————e™ M v — P EbH ), (kob) T, (D) — kobH,) ' (kob) J, (ED)|.
O e Eye |ebH,, (ko) T, (£D) = kabH," (kab) T, (D))

On peut poser
N2 (&) = ébH,, (kob) T}, (éb) — kobHY " (kab) ], (€D).

D’ou

2ing oy 2rng

Gk (2-R)

(04

3¢ =i N3 (&€ |. (E.17)
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Annexe F

Equation de la diffusion par une cavité
cylindrique fluide dans un milieu élastique

L’ équation régissant la diffusion par une cavité fluide cylindrique dans un milieu élastique en utili-
sant les conditions de continuité des vecteurs déplacements et du tenseur des contraintes a I’interface
r = a (a rayon du cylindre) donne sous forme matricielle pour un mode n € Z [24] :

— pour I’onde longitudinale incidente L

_ (1)’ _ (1 _ /
pOxLHn (XL) npOHn (XT) xOpSXOJn(xO) TrlfL POXLJn/(xL)
1)’ 1 1)/ 1 ’
20 Y o)+ (- 22) B Gy 2l ) - B )| B0 |78 | = [ =200, (o) - (2 = 202) JnCar)
’ L ’
an(H o -t @) 2xr HD ) + (33 - 202) D () 0 Ey 2n(Jn(xp) = xptn’ (x1))

ou pg est la masse volumique du fluide dans la cavité cylindrique, p; la masse volumique du
milieu élastique, x; = kra, x7 = kra, xo = koa. kp nombre d’onde de I’onde longitudinale L
et k7 le nombre d’onde de 1’onde transversale T dans le milieu élastique sans diffuseurs. kg le
nombre d’onde du fluide.

— pour I’onde transversale incidente 7 :
On a la méme équation matricielle sauf le deuxiéme membre (vecteur source) c’est-a-dire :

_ 1y D) _ ' ,
poxrHy ~ (x) npoH,, " (xT) X005 %07, (X0) TIL oox7dn (x7)
1) 1 1)’ 1 ’
20 B (xp) + (2~ 202) B () 2n[xTH,S) (xr) - HD (xp) Fato) 71T = | 20(dnCer) - 70 ()
’ ’ T ’
—zn(H,S”(xL)—xLHﬁl” (xL)) 2 HO (o) + (- 202) HD () 0 E} 27y’ (op) = (3 = 202) Ju(ap)

TEL et TET sont les inconnues a déterminer caractérisant la diffusion de I’onde incidente L dans
le milieu élastique (respectivement 7/ 7 et /L pour I'onde T ). EL est le coefficient de trans-
mission caractérisant la diffusion de I’onde incidente L dans la cavité fluide (respectivement
E,{ pour I’onde T'). Les doubles exposants LL, LT, TL et TT représentent respectivement les
conversions L—> L, L—>T, T > LetT — T.
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