N
N

N

HAL

open science

Opérateurs et semi-groupes d’opérateurs sur des espaces
de fonctions holomorphes: Applications a la théorie de
’universalité

Benjamin Célaries

» To cite this version:

Benjamin Célaries. Opérateurs et semi-groupes d’opérateurs sur des espaces de fonctions holomorphes :
Applications a la théorie de 'universalité. Variables complexes [math.CV]. Université de Lyon, 2019.

Francais. NNT: 2019LYSE1077 . tel-02395367

HAL Id: tel-02395367
https://theses.hal.science/tel-02395367
Submitted on 5 Dec 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-02395367
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE

El;

N° d’ordre NNT : 2019LYSE1077

THESE DE DOCTORAT DE L’UNIVERSITE DE LYON
opérée au sein de
I’université Claude Bernard Lyon 1

Ecole Doctorale ED 512
InfoMaths

Spécialité de doctorat : Mathématiques

Soutenue publiquement le 21 juin 2019 par
Benjamin CELARIES

Opérateurs et semi-groupes d’opérateurs sur
des espaces de fonctions holomorphes —
Applications a la théorie de 'universalité

Devant le jury composé de :

Mme Isabelle CHALENDAR Université Paris-Est Marne-la-Vallée Directrice

M. Carl COWEN Indiana University Rapporteur
Mme Eva GALLARDO GUTIERREZ  Universidad Complutense de Madrid Examinatrice
M. Ivan GENTIL Université Claude Bernard Lyon 1 Examinateur
M. Pascal LEFEVRE Université d’Artois Rapporteur
Mme Sylvie MONNIAUX Aix-Marseille Université Examinatrice

Aprés avis des rapporteurs :

M. Carl COWEN Indiana University - Purdue University Indianapolis
M. Pascal LEFEVRE Université d’Artois






Institut

Camille
J o rda N Laboratoire de recherche en mathématiques Lyon/Saint-Etienne

Opérateurs et semi-groupes d’opérateurs sur
des espaces de fonctions holomorphes —
Applications a la théorie de I'universalité

Benjamin Célariés

Theése de doctorat

Universite Claude Bernard



iv



Table des matiéres

Table des matiéres
Remerciements
Introduction and abstract

Introduction et résumé

I) Opérateurs sur des espaces de fonctions holomorphes

1 Fonctions holomorphes sur le disque unité
A Théorémes de Denjoy-Wolff et de Koenigs . . . . . . . .. ... ... ... ....

1 Homographies et automorphismes du disque unité . . . . . . .. ... ..
2 Théoréme de Denjoy-Wolff . . . . . . .. . ... oo
3 Théoreme de Koenigs . . . . . . .. .. . oo
B Espaces de fonctions holomorphes . . . . . . ... ..o
1 Espaces de Fréchet et de Banach de fonctions holomorphes sur le disque
UNite . .o e
2 Espaces de Dirichlet pondérés . . . . . . . . .. ... ... ... ...
3 Autres exemples d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes . . . . . .
4 Espace de Hardy du demi-plan supérieur — Théoréme de Paley-Wiener
5 Espaces de Hilbert de fonctions holomorphes & valeurs vectorielles
6 Multiplicateurs de Dy, . . . o o o o oL

2 Opérateurs de composition sur des espaces de fonctions holomorphes
A Etudesur Hol(D) . . . . . . . . ...

1 Continuité . . . . . . . . .
2 Caractérisation algébrique . . . . . . . . . ...
3 Compacité . . . . . . . .

vi

13

23

25
25
25
26
38
45

45
47
54
61
70
72



vi TABLE DES MATIERES

4 Etude spectrale sur Hol(D) . . . . .. ... ... ... ........... 83

B Etude sur des espaces de Dirichlet pondérés . . . . . . . . ... ... ... ... 112

1 Continuité . . . . . . . . .. 112

2 Caractérisation algébrique des opérateurs de composition . . . . . . . .. 120

3 Modélisation des opérateurs sur un espace de Hilbert 123
A Opérateurs universels . . . . . . . . .. 123

B Opérateurs similaires & un opérateur de décalage . . . . . . ... .. .. .. ... 130

1 Opérateurs presque isométriques . . . . . . . .. ... 131

2 Décomposition de Wold . . . . . . .. ..o 141

3 Modélisation des opérateurs concaves ou de Shimorin . . . . . . . . . . .. 154

4 Modélisation des contractions de classe Cpe . . . . . . . . . . . . ... .. 158

II) Applications aux semi-groupes d’opérateurs 163
4 Universalité des semi-groupes d’opérateurs sur un espace de Hilbert 165
A Semi-groupes d’opérateurs . . . . . . .. ... 165

1 Définitions et généralités . . . . . . . . . ... 166

2 Générateur . . . . ... 172

3 Co-générateur d’un semi-groupe . . . . . . . . . . ... 179

4 Exemples . . . . . . 184

B Universalité des semi-groupes d’opérateurs . . . . . . . . . . ... ... ... .. 192

1 Définition des semi-groupes universels . . . . . .. . ... L. 192

2 Cas des semi-groupes uniformément continus . . . . . .. ... ... ... 194

3 Cas des semi-groupes quasi-contractifs ou concaves . . . . . . . ... ... 195

4 Extension au cas des groupes . . . . . . ... 201

5 Semi-groupes d’opérateurs de composition sur des espaces de Dirichlet pon-

dérés 203

A Semi-groupes d’opérateurs de composition . . . . ... ... 203

1 Semi-flots de fonctions holomorphes . . . . . . ... ... ... ... ... 204

2 Semi-groupes d’opérateurs de composition . . . . . ... ... 211

3 Exemple . . . . . .o 213

B Vers une généralisation du théoréme de Nordgren, Rosenthal et Wintrobe . . . . 219

1 Un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz . . . . . . . . ... ... .. ... 219

2 Vers une extension de NRW . . . . . .. ... .. ... L. 223
Conclusion et perspectives 229
A Dérivation discréte des suites réelles 231
B Calcul fonctionnel holomorphe et projections spectrales 233
C Notations 235

Bibliographie 237



Remerciements

~

I’heure de terminer la rédaction de ce manuscrit et de conclure ces années de thése, je
A souhaitais prendre un instant pour remercier celles et ceux qui ont contribué & cette aventure.
Qu’il s’agisse d’un soutien scientifique ou personnel, ce manuscrit doit beaucoup a celles et ceux
que j’ai eu le plaisir de cotoyer durant ces quatre années. J’ai tenté d’adresser une pensée a tous
ceux qui m’ont accompagné dans cette aventure. Si, par malheur, vous méritez d’y étre mais n’y
figurez pas, sachez que I'oubli n’est absolument pas volontaire !

Je remercie Isabelle, pour avoir accepté de diriger mes travaux de thése. Ta considération, ton
enthousiasme, ta disponibilité et ton soutien m’ont été trés précieux lors de toutes ces années de
thése. Nos discussions, aussi nombreuses que passionnantes, m’ont beaucoup apporté. Je te re-
mercie aussi pour m’avoir fait découvrir le monde fascinant des espaces de fonctions holomorphes,
et pour m’avoir proposé des sujets d’étude passionnants. J’ai beaucoup apprécié le fait d’avoir
travaillé sur ces questions avec toi.

Je remercie les membres de mon jury pour avoir accepté d’y participer. Merci d’abord & mes
rapporteurs, Carl Cowen et Pascal Lefévre, pour avoir lu avec attention ce manuscrit ainsi que
pour leurs commentaires, toujours précis et exacts, qui ont grandement contribué a la qualité
de ce manuscrit de thése. Je remercie également Eva Gallardo, Ivan Gentil et Sylvie Monniaux
pour me faire ’honneur de prendre part & mon jury de thése et pour l'intérét qu’ils ont montré
pour mes travaux.

Je remercie celles qui, nonobstant leur occasionnelle incompréhension face aux équations et
symboles, ont accepté de relire ce manuscrit. Estelle, la correction (aussi bien orthographique
que syntaxique) de ce manuscrit te doit beaucoup. Layla, merci de m’avoir aidé a déjouer les
difficultés de la langue anglaise.

Je remercie I'Institut Camille Jordan, ’école doctorale InfoMaths, I'université Claude Bernard
Lyon 1 et ’'Ecole Centrale de Lyon pour m’avoir permis d’étudier et travailler dans des conditions
optimales. Je remercie particuliérement Aurélie Reymond, Christine Le Sueur, Francis Chavanon,
Isabelle Dominique, Isabelle Famechon, Laurent Azema, Lydia Barlerin, Naima Fantoussi, Renée
El Melhem, Vincent Farget et ’ensemble des équipes techniques ou administratives pour leur
travail et leur soutien précieux.



2 REMERCIEMENTS

Je remercie les habitants et habitantes du bureau 111B avec qui j’ai pu partager de si bons
moments. Des vétérans diplomés depuis longtemps aux nouveaux arrivés dans le bureau, en
passant par les stagiaires restés moins longtemps, vous avez su faire de ce bureau plus qu'un
simple lieu de travail. Merci donc & Ariane, Cécilia, Colin, Eduard, Francesco, Francois, Godfred,
Ivan, Jan, Khan, Seidon, Simon, Théo et Thomas. Puissent les affiches syndicales de 1995 et les
ficus continuer & vous apporter I’ambiance unique du 111B.

Je remercie le département de Mathématiques et Informatique de I’Ecole Centrale de Lyon, ot
j’ai eu la chance d’enseigner pendant ma derniére année de thése. Merci & Céline, Christophette,
Elisabeth, Francis, Grégory, Héléne, Isabelle, Julie, Laurent, Malek, Martine et Philippe pour leur
accueil chaleureux. Merci également & mes co-bureaux écullois : grace & Angéle, Antoine, Laura,
Mona, Nicolas, Reda, Tanya et Thierry, le bureau des (post-)doctorants et (post-)doctorantes
de Centrale est assurément un endroit incontournable (ne serait-ce que pour les parties de jeu
postprandiales ou les « vendredis patisserie » du département).

Je remercie les doctorants et doctorantes lyonnais que j’ai eu le plaisir de cétoyer pendant
ces années de thése. Qu’ils aient déja quitté Lyon ou qu’ils viennent d’arriver, qu’ils soient
ou non parmi les commensaux de 11h30, qu’ils consacrent ou non leurs pauses méridiennes a
I’étude des probabilités discrétes, ou qu’ils soient des visages amis que l'on apprécie de croiser
dans les couloirs du laboratoire (voire ailleurs), leur présence a été un véritable atout lors de
ces années de theése. Merci (avec multiplicité éventuelle) donc a Alexandre, Anatole, Antoine,
Arthur, Benjamin, Benoit, Caterina, Daniel, Félix, Hugo, Jiao, Jean-Cyrille, Jorge, Kévin, Léo,
Lola, Marina, Maxime, Mélanie, Mickaél, Nils, Octave, Quentin, Rémy, Samuel, Shmuel, Simon,
Tingxian, Thomas, Ulysse, Vincent et tous les autres.

Je remercie le cheeur et les choristes de I'Ecole Normale Supérieure de Lyon grace a qui
j’ai pu, le long de toutes mes années lyonnaises, oublier quelques instants les mathématiques,
profiter de splendides moments musicaux et nouer des amitiés sincéres. Je remercie aussi plus
particuliérement Adrien, Alice, Anne-Sophie, Catherine, Clara, Colin, Estelle, Francois, Janelle,
Jean-Claude, Jean-Francois, Layla, Marie, Marie-Madeleine, Monique, Pascal, Tibissal, Simon,
Sylvie et les autres qui, par leur engagement, font vivre le choeur de 'ENS et contribuent a lui
donner cette atmosphére si conviviale.

Je remercie aussi celles et ceux que j’ai eu 'occasion de croiser dans des circonstances souvent
musicales, et toujours amicales. Un grand merci & Cécile et au petit cheeur de la Doua, notamment
a Corentin, Morgane et Charles-Edouard. Un autre grand merci & Benjamin, Coline et Oriane
avec qui le Quadrilatuor me permet de partager simultanément le plaisir du chant a capella et
I’amour des calembours que ’on ose & peine qualifier de douteux.

Je remercie Coline et Yannick, mes colocs qui ont réussi ’exploit de me supporter au quoti-
dien. Je remercie aussi Bruno et Francois, pour leur amitié sans faille qui signifie beaucoup pour
moi.

Je remercie mes grands-parents, mes parents et ma sceur qui m’ont accompagné lors de ces
quatre années avec beaucoup de patience et de bienveillance. Cette thése doit beaucoup a votre
présence et a votre soutien indéfectibles.



Introduction and abstract

HE works presented in this thesis address several topics from functional analysis and operator
T theory. More precisely, it involves ideas and notions arising from the study of operators on
spaces of holomorphic functions, the theory of operator semigroups on Banach spaces, and the
theory of universal operators on Hilbert spaces. Before describing the interactions between these
different domains, we introduce them specifically.

Spaces of holomorphic functions

Let D denote the open unit disk in the complex plane. The general framework for the study
of spaces of holomorphic functions is the Fréchet space (Hol(ID), d). The distance d is described
by

Vf,g € Hol(D), d(f,g) = Y2 " min (1,]If = g, 57)

n=1

_ 1
where, for all n € N*, the set D,, is the closed disk of radius 7, = 1 — — and centered at 0.

We also investigate Banach spaces X of holomorphic functions fo? which the inclusion 7 :
X < Hol(D) is continuous.

In some cases, we also work in the specific case of Hilbert spaces of holomorphic functions.
We then study operators on weighted Dirichlet spaces, which are defined as follows. Let o € RT.
The weighted Dirichlet space D, of parameter « is the space defined by

dA(z)
< 400
T

D, o) |11, = 1r0F + [P (- 12R)
D

The spaces D, are Hilbert spaces of holomorphic functions which are continuously embedded
in Hol(D). They are also endowed with a reproducing kernel structure. Note that for specific
values of «a, we recognise some usual spaces of holomorphic functions : for a = 0, the space Dg
is the Dirichlet space, whereas for a = 1, the space D; is the classical Hardy space H 2(]1])).

3



4 INTRODUCTION

Operators semigroups

We recall the definition of (strongly continuous) operator semigroups on Banach spaces.

Definition 1 Let X be a Banach space. A strongly continuous operator semigroup on X is a
family (T1) > € LR such that

(i) one has Ty = Idy;

(ii) for allt,s € RT, Ty y = Ty o Ty;

t—0t
(iii) for every x € X, one has Tyx —— x.

Universal operators

The notion of universal operator was first introduced by Rota in the 60’s.

Definition 2 Let H be a Hilbert space. The operator U € L(H) is universal if, for every T €
L(H), there exists a closed U-invariant subspace M of H, a constant X\ € C* and a continuous
isomorphism S : M — H such that

T =X\SUMS™.
Caradus has provided one of the most important results concerning universal operators.

Theorem 3 (Caradus) Let ‘H be a Hilbert space. Let U € L(H). Assume that Ker(U) is
nfinite-dimensional, and that U is onto. Then, U is a universal operator.

In this thesis, we combine concepts and results coming from the three theories above to address
the following general questions:

Problem 1 What are the properties of (semigroups of ) composition operators on spaces of
holomorphic functions?

Problem 2 Does there exist universal semigroups of operators? If so, what are their properties?

These problem are obviously too large to find exhaustive answers in this thesis. However, the
two main results that we prove in this work give significant answers to these questions. The
first one relates to the spectral properties of composition operators whose symbol is a Koenigs’s
symbol.

Theorem 4 Let ¢ : D — D be an holomorphic function such that p(0) =0 and |¢'(0)| € (0;1).
Then, C, is a continuous operator on Hol(D) whose point spectrum is:

03(Co) = {(#(0)" | ne N}
and whose spectrum is 0(Cy) = o,(Cy) U {0}.
Furthermore, if X C Hol(D) is an infinite dimensional Banach space such that the inclusion
X — Hol(D) is continuous and C,(X) C X, then Cy, induces a continuous operator T € L(X)
and there exists J C N such that the point spectrum of T is

op(T) = {(¢£'(0)" | neJ}.



Moreover, let o9 C o(T) be the connected component of 0 € o(T). Then, the set oo is also
the essential spectrum of T'. Furthermore, the spectrum of T is

o(T) =00 U{(£'(0)" | neJ}.

The second principal result of this thesis concerns the existence of universal semigroups.
Though we cannot state a theorem solving the problem for every semigroup, we can find ex-
amples of semigroups which modelise “large” classes of semigroups (we will define later in this
introduction the notion of “model” for an operator semigroup).

Theorem 5 Let H be an infinitely dimensional separable Hilbert space on C. Then, the following
assertions hold:

1. there exists a uniformly continuous semigroup on H which modelises every uniformly con-
tinuous semigroup on H;

2. there exists a strongly continuous semigroup of isometries which modelises every quasicon-
tractive strongly continuous semigroup on H;

3. every strongly continuous semigroup of concave operators can be modelled by a semigroup
of multiplication operators on a space of vector-valued holomorphic functions.

Furthermore, each of these semigroups can be represented as a strongly continuous semigroup
of multiplication operators on a space of holomorphic functions.

We now give a more detailled presentation of the results and methods of proof presented in
this thesis.

Composition operators on spaces of holomorphic functions

First, we give a global overview of our results on composition operators and semigroups of
composition operators. These results are mainly addressed in Chapters 2 and 5.

General facts

Chapter 2 is dedicated to the study of composition operators in a general framework. On the
Fréchet space Hol(DD), we get the following result.

Theorem 6 Let ¢ : D — D be holomorphic, and Cy : f > f oy be the composition operator
associated with . Then, the following results hold:

1. the operator Cy, is continuous on Hol(ID);
2. the operator Cy, is invertible in L(Hol(D)) if and only if ¢ is an automorphism of D;
3. the operator Cy is compact if and only if sup [p(z)| < 1.

z€D

Furthermore, for every T' € L(Hol(D)), the operator T is a composition operator if and only
if it is a multiplicative non-zero operator.

We also detail the study of composition operators on weighted Dirichlet spaces D, (for a > 0).
We get an algebraic characterisation of composition operators which is similar to the one stated
above on Hol(D). Furthermore, when the symbol ¢ is one-to-one, we also get an explicit upper
bound of the norm of Cy, € L(D,).
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Proposition 7 Let o € RT. Let ¢ : D — I be holomorphic and univalent. Then, the composi-
tion operator Cy is bounded on Dy. Furthermore, there exist two constants Ko and Lo (which
can be expressed as functions of o and p(0)) such that:

1C|B, < sup 1+ Koz +2y/Loz(l—2).

z€[0;1]

Composition by a Koenigs’s symbol

First, we define the notion of Koenigs’s symbol.

Definition 8 Let ¢ : D — D be holomorphic. We say that ¢ is a Koenigs’s symbol if and only
if ¢ has a fived point a € D and |¢' ()| € (051).

In order to simplify the following statements and without loss of generality, we can assume
that o = 0.

Unsurprisingly, the notion of Koenigs’s symbol is related to a theorem proved by Koenigs in
the 1880s.

Theorem 9 (Koenigs) Let ¢ be a Koenigs’s symbol (with o = 0). Then, the point spectrum of
C, € L(Hol(D)) is

op(Cp) = {(¢'(0))" | n e N}.

Furthermore, there exists a unique function s € Hol(D) such that ¢'(0) = 1 and, for every
A=¢'(0)" € 0p(Cy),

Ker(A\Id-C,) = C-¢".

Using techniques from complex analysis, we are able to define “spectral projections” on

Hol(DD).

Proposition 10 Let ¢ be a Koenigs’s symbol (with o = 0). Then, there exists a family (P,,)
of projections on Hol(D) such that:

neN

(i) for all n € N, the application P, is a projection on C-g";
(ii) for all m,n € N, if m # n, then P,, o P,, = 0;
(11t) for all n € N, we have P, 0 Cy = Cy 0 Py = A\, Py.
Moreover, for everyn € N, the linear application defined by QQ = Py+- - -+ P,, is the projection
0<k< n) with respect to 2" Hol(ID).

on Span (gk

We can then use these projections to get a description of the spectrum of a composition
operator on Hol(DD), as well as on a general Banach space of holomorphic functions which is
continuously embedded in Hol(D).

Theorem 11 Let ¢ be a Koenigs’s symbol (with o = 0). Then, the spectrum of C, € L(Hol(ID))
is 0(Cyp) = ap(C,p) U{0}.

Furthermore, if X C Hol(D) is an infinite dimensional Banach space such that the inclusion
X — Hol(D) is continuous and Cy,(X) C X, then Cy, induces a continuous operator T € L(X)
and there exists J C N such that the point spectrum of T is



op(T) = {(£'(0)" | neJ}.
Moreover, let o9 C o(T) be the connected component of 0 € o(T). Then, the set oy is also
the essential spectrum of T and the spectrum of T is:

o(T) = oo U{(£(0)" | neJ}.

Towards a generalisation of the Nordgren-Rosenthal-Wintrobe’s theorem

In Chapter 5, we focus on the study of semigroups of composition operators on weighted
Dirichlet spaces D,. Using the upper bound on the norm of composition operators that we
stated above, we get a result on the growth of such semigroups.

Proposition 12 Let (Cy,),,
Then, (C’spt)@0 is a quasi-constractive semigroup: there exists w € R such that, for everyt € R,
we have ||Ty|| < e”*.

be a strongly continuous semigroup of composition operators.

We then study a theorem proved by Nordgren, Rosenthal and Wintrobe which relates to the
universality of composition operators whose symbol is a hyperbolic automorphism of .

Theorem 13 (Nordgren-Rosenthal-Wintrobe) Let ¢ be a hyperbolic automorphism of D.
Then, for every A € 0,(C,), the operator Cy, — A1d is universal on Dy = H*(D).

In a recent article, Cowen and Gallardo gave a new proof of this theorem. This new proof
relies on semigroup theory: more precisely, after remarking that each composition operator C,
(where ¢ is a hyperbolic automorphism) can be embedded in a strongly continuous semigroup of
composition operators (Cy, )i=0, they show that the semi-group (C., ):>0 is similar to a strongly
continuous semigroup of Toeplitz operators (M, )¢>0, which is simpler to study.

The ideas introduced in the proof given by Cowen and Gallardo can be extended to D, spaces
with parameter o > 1, except for one point: the isomorphism which appears in the proof is a
priori unbounded when o > 1. In other words, we get the following result.

Proposition 14 Let a > 1. Let ¢ be a hyperbolic automorphism of D. Then, for every A €
op(Cy), there exists a universal operator U € Dy and two (possibly unbounded) operators S and

T such that ST =TS = 1dp, and C, — A\1d = SUT.

Universality for operator semigroups

We now come to our quest for universal semigroups. From now on, we note by H an infinite-
dimensional separable Hilbert space on C and all the operators we consider are defined on H.

First, we define precisely the notion of “model” for a semigroup.

Definition 15 Let (Ui)i=0 and (Ti)i=0 be two strongly continuous semigroups on H. We say
that (Up)i=0 is a model for (T)i>o if there exists a closed subspace M C H invariant by (Uy)i>o,
two constants X € C and pn € R™, and a continuous isomorphism S : M — H such that

V>0, T, = e”SUut‘M S
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Depending on the structure of the semigroup, we can state several results regarding its mod-
elisation. The general idea is the same in each case: we identify an operator which characterises
the semigroup (the generator or the cogenerator) and apply modelisation theorem to this oper-
ator.

Universality of uniformly continuous semigroups

In the case of uniformly continuous semigroups, the operator we use to modelise the semigroup
is the generator of the semigroup.

Definition 16 Let (T})¢>0 be a strongly continuous operator semigroup on H. Then, the domain

T ¢ —
D(A) = {x eM| lim 27 exists}
h—0+t h
18 dense in H and the operator
D(AYCH — H
A . Tyx—x
T —  lim ———
h—0+ h

s a closed operator, called the generator of the semigroup.
We say that (T})¢=0 is a uniformly continuous semigroup when A € L(H) is bounded.

The result we use to modelise a uniformly continuous semigroup is a slight adaptation of
Caradus’s theorem (stated earlier). We deduce from it the following statement.

Theorem 17 Let (T})i>0 be a uniformly continuous operator semigroup on H, and A be the
generator of (T})i=0. Then, the following assertions are equivalent:

(i) the operator A is universal;

(ii) the semigroup (1t)i=0 modelises (with A = 0) every uniformly continuous operator semi-
group.

Since the left shift operator on L?(R™) is a universal operator (according to Caradus’s theo-
rem), the semigroup it generates is a “universal” semigroup for uniformly continuous semigroup.
The semigroup in question can be explicitly computed thanks to Paley-Wiener’s theorem.

Theorem 18 (Paley-Wiener) Let II" C C be the open upper half-plane. Let

def

Y e Hol (1) | [Py sup [17e+ i)l do < +o0
R

H?(11H) up
Y

Then, HQ(H+) is a Hilbert space of holomorphic functions and the Fourier transform F :
L*(RT) — H*(IIT) is a unitary isomorphism of Hilbert spaces.

Corollary 19 The semigroup (V;)i=o described for all t € RT by

Vi {HQ(W) - H e L(P(I)

F +— (Z~exp(te?) x F(2))

18 unwwversal for uniformly continuous semigroups.



Universality of quasi-contractive semigroups

The case of quasi-contractive semi-groups can be treated similarly to the case of uniformly
continuous semigroups, except we modelise the cogenerator rather than the generator of the
semigroup.

Definition 20 Let (Ti)i>0 be a strongly continuous operator semigroup on H, and A be its
generator. Assume that 1 ¢ o(A). The cogenerator of (1})i>0 is the bounded operator

V=(A+1d)(A-1d)"! € L(H).

Note that, although the generator is not necessarily a bounded operator, the cogenerator —
when it exists — is always bounded.

When the growth of the semi-group is “small enough”, the cogenerator exists, and one can
read on the cogenerator the properties of the semigroup.

Proposition 21 Let (T});>0 be a strongly continuous semigroup of contractions. Then, it ad-
mits a cogenerator V. € L(H), and V is a contraction. Moreover, the following assertions are
equivalent:

i) for every x € X and for every t > 0, we have T)'x — 0 as n — +00 ;
t

(i) for every x € X, we have V"x — 0 as n — +o0.

When the assertions above hold, we can modelise the cogenerator thanks to a theorem proved
by Nagy and Foias.

Theorem 22 (Nagy-Foias) Let V € L(H). Assume that, for every x € X, we have V"z — 0
asn — +o00. Then, the right shift operator on L2(R+) modelises V : there exists a closed subspace
M C H invariant by V ,and a continuous isomorphism S : M — H such that

V =S5DyD7,
where D : f — f(o —1) € L(L*(R")) is the right shift operator.

We can use this result to modelise quasi-contractive semigroups. Once again, thanks to
Paley-Wiener’s theorem, we can compute an explicit example of a universal semigroup in the
quasi-contractive case.

Theorem 23 Let (X¢)i=0 be the strongly continuous operators semigroup defined for every t €
RT by

H*(ITM) — H?(ITH)

etZ 41

DIV
' F o — (Z>—>exp <t eiZ_1> x F(Z)

) e L(H2(ITT)).

Then, (3;)t>0 is the semigroup whose cogenerator is D.

Furthermore, (X¢)i=0 modelises (with p = 1) every quasi-contractive strongly continuous
semigroup: for every quasi-contractive semigroup (13)¢=o0, there exists a closed subspace M C H
invariant by (3;)i>0, a constant X € R, and a continuous isomorphism S : M — H such that

Vit 2 0, Tt == BAtSE”M S_l.
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Models for concave semigroups

The case of concave semigroups is close to the case of quasi-contractive semigroups, except
we have to change the theorem which modelises the cogenerator. For the sake of clarity, we
only study here semigroups which are concave and pure (we detail the study of general concave
semigroups in the thesis). We start by defining concave operators.

Definition 24 Let T € L(H). We say that T is concave if, for every x € H, the sequence
(1772 ||*)nen is concave.
When we have m T"H = {0}, we say that T is pure.
neN

The concavity and the purity of a semigroup can also be read on the cogenerator.

Proposition 25 Let (T})i=0 be a strongly continuous semigroup such that, for every t > 0, the
operator Ty is concave and pure. Then, the semigroup (T})i>o admits a cogenerator V., and V is
concave and pure.

We can now apply a theorem proved by Shimorin which states that every concave and pure
operator can be modelised as a multiplication operator on a space of vector-valued holomorphic
functions.

Theorem 26 (Shimorin) Let T' € L(H) be concave and pure. Then, there exists a Hilbert
space €, a constant r > 0, a Hilbert space $ C Hol (D(0;7);E) of holomorphic functions, and a
unitary isomorphism S : H — $) such that the operator

A e )
2 {7 2 sy 40

is unitarily equivalent (via S) to T.
Once again, we can compute explicitly the semigroup whose cogenerator is A.

Proposition 27 Let (T})i=0 be a strongly continuous semigroup such that, for every t > 0, the
operator Ty is concave and pure. Then, there exists a Hilbert space £, a constant r > 0, a Hilbert
space $ C Hol (D(0;7);E) of holomorphic functions, and a unitary isomorphism S : H — $
such that, for every t € RY, the operator Ty is unitarily equivalent to the operator

H — )
X [ o— <z1—>exp(t1—l—z>f(z)) € L(9).

Outline

To complete this introduction, we now detail the general outline of this thesis. The first part
of this thesis is dedicated to the study of operators. The second part of the thesis applies the
results of the first part to the study of operator semigroups.
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The first chapter (Chapter 1) sets up the general framework of our study. The first part of this
chapter addresses the theory of holomorphic functions on the open unit disk. We recall there the
proofs of Denjoy-Wolff’s and Koenigs’s theorems. In a second part, we describe several spaces
of holomorphic functions, ranging from general spaces (such as the Fréchet space Hol(D)) to
more specific examples (such as the weighted Dirichlet or Hardy spaces). We also investigate the
Hardy space of the upper half-plane, as well as reproducing kernel Hilbert spaces of vector-valued
holomorphic functions.

In Chapter 2, we focus on the study of composition operators. We study those operators in two
different settings. The first setting is the most general one: we study composition operators on
the Fréchet space Hol(D). We get characterisations for the continuity, inversibility or compacity
of composition operators, as well as an algebraic characterisation of composition operators. We
also investigate in detail the spectral properties of composition operators: when the symbol is a
Koenigs’s symbol, we can define on Hol(D) “spectral projections”’, and use these projections to
compute the spectrum of a composition operator. We also apply these results to Banach spaces
of holomorphic functions which are continuously embedded in Hol(ID). The second part of the
chapter stays in the setting of weighted Dirichlet spaces. In this context, we compute an upper
bound for the norm of a composition operator whose symbol is univalent, and also determine an
algebraic characterisation of composition operators.

In Chapter 3, we investigate in detail the different techniques available to modelise an operator.
The first technique we study is universality theory: we present a classical theorem proved by
Caradus and also investigate the notion of positive universality (which we prove to be equivalent
to universality). We then investigate the modelisation of operators close to isometries. The
main tool we develop in this context is what can be called a “Wold-type”-decomposition of
operators close to an isometry. We study more explicitely the case of concave operators. The
last technique presented in this chapter is developped by Nagy and Foias: it is a way to modelise
Coe contractions with the left shift operator on L*(R™).

The second part of the thesis is oriented towards the study of operator semigroups. In Chapter
4, we address the question of the universality of semigroups. In a first part, we recall some notions
(such as the generator or the cogenerator of a semigroup) from elementary semigroup theory.
We also give examples of operator semigroups on spaces of holomorphic functions. In the second
part of the chapter, we show how we can apply the results of Chapter 3 to get some results for the
modelisation of semigroups. To do so, we study different classes of operators semigroups (namely,
uniformly continuous semigroups, quasi-contractive semigroups, and concave semigroups). We
also show briefly how we can extend these results to groups of operators.

The last chapter of this thesis (Chapter 5) concerns semigroups of composition operators on
weighted Dirichlet spaces. In a first part, we give some elements of general theory: we introduce
the notion of semiflow associated with a semigroup of composition operators, and give general
properties of composition semigroups (for instance, we show that a semiflow always induces
a quasicontractive composition semigroup on the spaces D,). We also study extensively an
example of a composition semigroup whose symbols are hyperbolic automorphisms. In a second
part, we try to generalise the proof given by Cowen and Gallardo for the Nordgren-Rosenthal-
Wintrobe theorem to weighted Dirichlet spaces. In particular, we study in detail a strongly
continuous semigroup of Toeplitz operators on D,,, and attempt to use these results to see what
are the difficulties encountered when we want to generalise the Nordgren-Rosenthal-Wintrobe’s
theorem.
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Introduction et résumé

ES travaux de cette thése portent sur plusieurs aspects de I'analyse fonctionnelle et de la
L théorie des opérateurs. Plus précisément, nous y développons des idées et concepts issus de
I’étude des opérateurs sur des espaces de fonctions holomorphes, de la théorie des semi-groupes
d’opérateurs sur des espaces de Banach ainsi que de la théorie de I'universalité des opérateurs
sur des espaces de Hilbert. Avant de décrire les interactions entre ces différents domaines, nous
les décrivons individuellement.

Espaces de fonctions holomorphes

Soit D le disque unité ouvert du plan complexe. Le cadre le plus général pour notre étude
des espaces de fonctions holomorphes est celui de l'espace de Fréchet (Hol(D), d) des fonctions
holomorphes sur D. La distance d peut étre décrite par ’égalité

vf,9 € Hol(D), d(f,g) = > 2" min (L,]If — gll.. ;)

n=1

— 1
ot, pour tout n € N*, 'ensemble D,, est le disque fermé centré en 0 et de rayon r, =1 — —.

Nous étudions également des espaces de Banach X de fonctions holomorphes tels que l’ﬁlclu—
sion i : X < Hol(ID) est continue.

Dans certains cas particuliers, nous travaillons aussi sur des espaces de Hilbert de fonctions
holomorphes. C’est notamment le cas lorsque nous étudions les opérateurs sur des espaces de
Dirichlet pondérés. Ces espaces sont définis de la facon suivante. Soit o € RT. L’espace de
Dirichlet pondéré de paramétre « est 'espace D, défini par

D, & L pena) | 171, < 1sOF+ [ 176 (1= 1) 22 <
D

Les espaces D, sont des espaces de Hilbert de fonction holomorphes qui sont continiiment
inclus dans Hol(ID). Nous pouvons par ailleurs les munir d’une structure de noyaux reproduisants.

13
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Remarquons enfin que pour certaines valeurs spécifiques de «, nous reconnaissons des espaces
usuels de fonctions holomorphes : pour a = 0, 'espace Dy est I'espace de Dirichlet et pour a = 1,
I’espace D; est I'espace de Hardy classique H 2(ID)).

Semi-groupes d’opérateurs

Nous rappelons la définition des semi-groupes d’opérateurs sur un espace de Banach.

Définition 1 Soit X un espace de Banach. Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur
X est une famille (1), € ,C(X)R+ qui vérifie les conditions suivantes :

(i) on a Ty =1dy ;
(ii) pour toust,s € RT, on a Tyyy = Ts o Ty ;

N
(iii) pour tout x € X, on a Tix 207 .

Opérateurs universels

La notion d’universalité pour un opérateur a été introduite par Rota dans les années 1960.

Définition 2 Soit H un espace de Hilbert. On dit que l'opérateur U € L(H) est universel lorsque
pour tout T € L(H), il existe un sous-espace fermé M C H invariant par U, une constante A € C*
et un isomorphisme continu S : M — H tels que

T =X\ SUpS
Caradus a démontré un des résultats principaux sur les opérateurs universels.

Théoréme 3 (Caradus) Soit H un espace de Hilbert. Soit U € L(H). On suppose que Ker(U)
est de dimension infinie et que U est surjectif. Alors, l'opérateur U est universel.

Dans cette thése, nous combinons des concepts et résultats issus des trois théories ci-dessus
pour étudier les questions générales suivantes.

Probléme 1 Quelles sont les propriétés des (semi-groupes d’) opérateurs de composition sur
des espaces de fonctions holomorphes ¢

Probléme 2 FEuziste-t-il des semi-groupes universels d’opérateurs ¢ Le cas échéant, quelles sont
leurs propriétés ¢

Ces problémes sont de toute évidence trop larges pour étre traités exhaustivement dans cette
thése. Les deux résultats principaux que nous établissons dans ces travaux leur donnent cependant
des éléments de réponse consistants. Le premier de ces résultats porte sur les propriétés spectrales
des opérateurs de composition dont le symbole est un symbole de Koenigs.

Théoréme 4 Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe telle que ©(0) = 0 et |¢'(0)| €]0;1].
Alors, Uopérateur C, est continu sur Hol(ID). Son spectre ponctuel est

7(Co) = {(/0)" | neN)
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et son spectre est o(Cy,) = 0,(C,) U {0}.

Soient X C Hol(D) un espace de Banach de dimension infinie tel que l'inclusion X — Hol(D)
est continue et Cy,(X) C X. Alors, Uopérateur Cy, induit un opérateur continu T € L(X) et il
existe J C N tel que le spectre ponctuel de T est

Jp(T):{((pl(O))n ‘ nEJ}.

De plus, en notant oy C o(T) la composante connexe de 0 dans o(T), l'ensemble o¢ est aussi le
spectre essentiel de T'. Enfin, le spectre de T est

O’(T):O'()U{(QO/(O))n ‘ nEJ}.

Le second résultat principal de cette thése porte sur l'existence de semi-groupes universels.
Bien que nous ne puissions pas résoudre le probléme en toute généralité, nous pouvons exhiber des
exemples de semi-groupes qui modélisent de « larges » classes de semi-groupes (nous définirons
ultérieurement dans cette introduction ce que nous entendons par « modélisation » pour un
semi-groupe d’opérateurs).

Théoréme 5 Soit H un espace de Hilbert sur C qui est séparable et de dimension infinie. Alors,

1. il existe un semi-groupe d’opérateurs uniformément continu qui modélise tous les semi-
groupes uniformément continus sur H ;

2. il existe un semi-groupe d’isométries fortement continu qui modélise tous les semi-groupes
d’opérateurs sur H qui sont fortement continus et quasi-contractifs ;

3. tout semi-groupe fortement continu d’opérateurs concaves peut étre modélisé par un semi-
groupe d’opérateurs de multiplication sur un espace de fonctions holomorphes a valeurs
vectorielles.

De plus, chacun des semi-groupes ci-dessus peut étre représenté par un semi-groupe d’opéra-

teurs de multiplication sur un espace de fonctions holomorphes.

Nous présentons maintenant de facon plus détaillé les résultats et méthode de preuve qui
interviennent dans cette thése.

Opérateurs de composition sur des espaces de fonctions holomorphes

Nous commengons par donner un aperc¢u général de nos résultats portant sur les opérateurs
de composition et les semi-groupes d’opérateurs de composition. Ces résultats sont développés
dans les chapitres 2 et 5.

Généralités
Le chapitre 2 est dédié a I’étude des opérateurs de composition dans un contexte général. Sur
I'espace de Fréchet Hol(ID), nous y démontrons le résultat suivant.

Théoréme 6 Soient ¢ : D — D une fonction holomorphe et Cy, : f +— f o @ l'opérateur de
composition de symbole p. Alors,

1. Uopérateur Cy, est continu sur Hol(D) ;
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2. lVopérateur Cy, est inversible dans L(Hol(D)) si et seulement si ¢ est un automorphisme de
D;

3. Vopérateur C, est compact si et seulement si sup |p(z)| < 1.
z€D

De plus, pour tout T' € L(Hol(D)), l'opérateur T est un opérateur de composition si et seule-
ment si ¢’est un opérateur multiplicatif non nul.

Nous étudions ensuite en détail les opérateurs de composition sur des espaces de Dirichlet
pondérés (pour a > 0). Nous obtenons une caractérisation algébrique des opérateurs de com-
position qui est similaire a celle énoncée ci-dessus sur Hol(D). Lorsqu’en plus le symbole ¢ est
injectif, nous obtenons une borne supérieure explicite sur la norme de Cy, € L(D,,).

Proposition 7 Soit a € RT. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe univalente. Alors,
Popérateur de composition Cy, est borné sur Dq. De plus, il existe deux constantes Ko et Lo (que
lon peut explicitement exprimer en fonction de a et ¢(0)) telles que l'on a

1ColID, < sup 1+ Koz +2y/Loz(l—x).

z€[0;1]

Opérateurs de composition par un symbole de Koenigs

Avant tout, nous introduisons la notion de « symbole de Koenigs ».

Définition 8 Soit ¢ : D — Dune fonction holomorphe. On dit que v et un symbole de Koenigs
si @ a un point fivte o € D tel que |¢' ()] €]0;1[.

Sans perte de généralité, et dans le but de simplifier les énoncés qui viennent, nous supposerons
par la suite que a = 0.
Le nom du symbole de Koenigs vient d’un théoréme établi par Koenigs dans les années 1880.

Théoréme 9 (Koenigs) Soit ¢ un symbole de Koenigs (avec o = 0). Alors, le spectre ponctuel
de C, € L(Hol(D)) est

op(Cy) = {(£'(0))" | n € N}.
De plus, il existe une unique fonction ¢ € Hol(D) telle que s'(0) = 1 et, pour tout A = ¢'(0)" €
op(Cy), on a

Ker(A\Id-C,) =C-¢".

Grace a des outils d’analyse complexe, nous pouvons définir des « projections spectrales »
sur Hol(ID).

Proposition 10 Soit ¢ un symbole de Koenigs (avec o = 0). Alors, il existe une famille (Py,),, oy
d’applications linéaires sur Hol(D) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) pour tout n € N, l'application P, est une projection d’image Im(P,)) = C-¢" ;
(ii) pour tous m,n € N, si m # n, alors Py, 0 Py, =0;
(11t) pour tout n € N, on a P, o Cy, = Cy,o0 P, =\, P,.
Enfin, pour tout n € N, Uapplication linéaire définie par Q = Py + --- + P, est la projection
sur Span (gk ‘ 0<k< n) parallélement o 2" Hol(DD).
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Nous pouvons alors utiliser ces projections pour obtenir une description du spectre d’un opé-
rateur de composition sur Hol(ID), ainsi que sur des espaces de Banach de fonctions holomorphes
qui sont contintiment inclus dans Hol(DD).

Théoréme 11 Soit ¢ un symbole de Koenigs (avec oo = 0). Alors, le spectre de C, € L(Hol(ID))
est 0(Cy) = 0p(Cy) U{0}.

Par ailleurs, si X C Hol(D) est un espace de Banach de dimension infinie tel que l’inclu-
sion X — Hol(D) est continue et tel que C,(X) C X, alors C, induit sur X un opérateur de
composition continu T € L(X) et il existe J C N tel que le spectre ponctuel de T est

op(T) = {(¢£'(0)" | neJ}.

Notons alors o9 C o(T) la composante connexe de 0 dans o(T"). Alors, l’ensemble oq est
également le spectre essentiel de T'. Le spectre de T est

o(T)=o0pU {(gp’(O))n ‘ neJ}.

Vers une généralisation du théoréme de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe

Dans le chapitre 5, nous étudions les semi-groupes d’opérateurs de composition sur des es-
paces de Dirichlet pondérés D,. En utilisant la borne supérieure sur la norme des opérateurs
de composition que nous avons établie précédemment, nous pouvons controler la croissance des
semi-groupes d’opérateurs de composition.

Proposition 12 Soit (C¢t)t>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de composition.
Alors, la famille (Cy,),, est un semi-groupe quasi-contractif : il existe w € R tel que, pour tout

t€RT, ona ||Ty|| < e¥?.

Nous étudions ensuite un théoréme prouvé par Nordgren, Rosenthal et Wintrobe qui traite de
I'universalité des opérateurs de composition dont le symbole est un automorphisme hyperbolique
de D.

Théoréme 13 (Nordgren-Rosenthal-Wintrobe) Soit ¢ un automorphisme hyperbolique de
D. Alors, pour tout A € o,(C,,), lopérateur C, — N1d est universel sur Dy = H*(D).

Dans un article récent, Cowen et Gallardo donnent une nouvelle preuve de ce résultat. Cette
nouvelle preuve repose sur la théorie des semi-groupes : plus précisément, aprés avoir remarque
que chaque opérateur de composition C, par un automorphisme hyperbolique ¢ peut étre plongé
dans un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de composition (Cy, )s>0, ils montrent que le
semi-groupe (Cy,)i>0 est similaire & un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de Toeplitz
(M3, )t=0, qui est plus simple a étudier.

Les idées présentées dans cette preuve par Cowen et Gallardo peuvent s’étendre aux espaces
de Dirichlet pondérés D, avec o > 1, a lexception d’un point : I'isomorphisme qui réaliste la
similarité entre (Cyp, )i=0 et (My, )i=0 est a priori non continu pour a > 1. Nous obtenons alors
le résultat suivant.

Proposition 14 Soient o > 1 et ¢ un automorphisme hyperbolique de D. Alors, pour tout
A € 0p(Cy), il existe un opérateur universel U € Dy, et deux opérateurs (non bornés a priori) S
et T vérifiant ST =TS = Idp, et tels que C, — X1d = SUT.
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Universalité des semi-groupes d’opérateurs

Nous décrivons maintenant nos travaux portant sur 'universalité des semi-groupes d’opéra-
teurs. Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert sur C qui est séparable et de dimension
infinie. Sauf mention explicite du contraire, les opérateurs que nous étudions sont tous définis
sur H (ou une partie dense de H s’ils ne sont pas bornés).

Dans un premier temps, nous définissons la notion de « modélisation » pour des semi-groupes
d’opérateurs.

Définition 15 Soient (U)o et (T})i=0 deux semi-groupes fortement continus d’opérateurs sur
H. On dit que (U)o modélise (Ty)i>o s’il existe un sous-espace fermé M C H invariant par
(Up)i=0, deuz constantes X € C et u € R ainsi qu’un isomorphisme continu S : M — H tels
que

Vt>0, T, = e”SUut‘M S

Les résultats de modélisation des semi-groupes que nous présentons ici dépendent fortement
de la structure des semi-groupes en question. Le principe général reste en revanche similaire :
dans chaque cas, nous déterminons un opérateur qui caractérise entiérement le semi-groupe (en
l'occurence, le générateur ou le co-générateur), et nous appliquons a cet opérateur des résultats
de modélisation.

Universalité des semi-groupes uniformément continus

Pour traiter le cas des semi-groupes uniformément continus d’opérateurs, nous modélisons
leurs générateurs.

Définition 16 Soit (T});>0 une semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur H. Alors, le
domaine

Tt T

D(A) = {x cH hlirgh T—x exists}

est dense dans H et l'opérateur

DA CH — H
A Y
X — Iim ———
h—07+ h

est un opérateur fermé. On appelle A le générateur du semi-groupe (T})¢>0.
On dit que le semi-groupe (Tt)i=0 est uniformément continu lorsque l'opérateur A € L(H) est
borné.

Pour modéliser les semi-groupes uniformément continus, nous utilisons une adaptation du
théoréme de Caradus. Nous pouvons alors montrer le résultat suivant.

Théoréme 17 Soient (1})i>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs sur H de gé-
nérateur A. Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) Uopérateur A est universel;
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(ii) le semi-groupe (13)¢=0 modélise (avec A = 0) tous les semi-groupes uniformément continus
d’opérateurs.

D’aprés le théoreme de Caradus, 'opérateur de décalage vers la gauche sur LQ(R+) est un
opérateur universel. Le semi-groupe dont il est le générateur est donc « universel » pour les semi-
groupes uniformment continus. Ce semi-groupe peut étre calculé explicitement grace au théoréme
de Paley-Wiener.

Théoréme 18 (Paley-Wiener) Soit IIt C C le demi-plan supérieur. Posons

def def

H*(I1T) F € Hol (IT'") ||F||H2(H+) = sup/\f x4+ iy)|* dz < +oo

Alors, H*(IT") est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes. De plus, la transformée de
Fourier F : L*(RT) — H?(IT") est un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert.

Corollaire 19 Le semi-groupe (V;)i=o0 défini pour tout t € R par

v {H2(H+) — H*(ITY)

F — (Z > exp (teiz) x F(Z)) € LEHA(WT))

est universel pour les semi-groupes uniformément continus.

Universalité des semi-groupes quasi-contractifs

Le cas des semi-groupes quasi-contractifs est similaire a celui des semi-groupes uniformément
continus, sauf que I'on modélise le co-générateur plutét que le générateur du semi-groupe.

Définition 20 Soient (T)i>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur H et A son
générateur. Supposons que 1 ¢ o(A). Le co-générateur de (1})i=o est l'opérateur borné

V=(A+1d)(A-1d)"" € L(H).

Remarquons que, bien que le générateur ne soit pas nécessairement un opérateur borné, le
co-générateur — quand il existe — est toujours continu.

Quand la croissance du semi-groupe est « suffisamment petite », le co-générateur existe toujours
et l'on peut lire sur le co-générateur certaines propriétés du semi-groupe.

Proposition 21 Soit (1})i=0 un semi-groupe fortement continu de contractions. Alors, il ad-
met un co-générateur V€ L(H) et V est une contraction. En outre, les assertions suivantes
s’équivalent :

(i) pour tout x € X et pour tout t >0, on a T]'z — 0 lorsque n — +00 ;

(ii) pour tout x € X, on a V"x — 0 lorsque n — +00.

Lorsque les conditions équivalentes ci-dessus échoient, on peut modéliser le co-générateur V'
grice & un théoreme de Nagy-Foias.
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Théoréme 22 (Nagy-Foias) Soit V € L(H). Supposons que pour tout x € X, on a V"'z — 0
lorsque n — +o00. Alors, lopérateur de décalage vers la droite sur LQ(R+) modélise V' : il existe
un sous-espace fermé M C H invariant par V, et un isomorphisme continu S : M — H tels que

V =SDpD,

ot D : f s f(e—1) € L(L*(RT)) est 'opérateur de décalage vers la droite.

Nous pouvons utiliser ce résultat pour modéliser les semi-groupes quasi-contractifs. Une fois
encore, grace au théoréme de Paley-Wiener, nous pouvons calculer explicitement un exemple de
semi-groupe universel pour les semi-groupes quasi-contractifs.

Théoréme 23 Soit (X¢)i=0 le semi-groupe fortement continu d’opérateurs défini pour tout t €
R* par

H*(IIT) — H*(IIT)

etZ 41

Eti
F — <Z»—>exp<teiz_1>><F(Z)

) € L(H(ITT)).

Alors, le semi-groupe (X¢)i=0 a pour co-générateur l'opérateur D de décalage vers la droite.
En outre, le semi-groupe (X¢)i=0 modélise (avec p = 1) tous les semi-groupes fortement
continus et quasi-contractifs : pour tout semi-groupe (T;)i>0 quasi-contractif, il existe un sous-
espace fermé M C H invariant par (Xi)¢=0, une constante X\ € R et un isomorphisme continu
S M — H tels que
vt >0, T, = eMSTy S

Modélisation des semi-groupes concaves

Le cas des semi-groupes d’opérateurs concaves ressemble au cas des semi-groupes quasi-
contractifs, sauf qu’il nous faut changer le théoréme qui permet de modéliser le cas du co-
générateur. Par souci de clarté, nous nous restreignons dans cette introduction a étudier le
cas des semi-groupes d’opérateurs concaves et purs (le cas général sera notamment détaillé au
chapitre 4). Commengons par définir les opérateurs concaves et pur.

Définition 24 Soit T € L(H). On dit que T est concave si, pour tout z € H, la suite (| T"z||*)nen
est concave.
Quand en plus on a ﬂ T"H = {0}, on dit que T est pur.
neN

La concavité et la pureté d’un semi-groupe d’opérateurs peuvent se lire sur le co-générateur.

Proposition 25 Soit (1})i>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs tel que, pour tout
t >0, lopérateur Ty est concave et pur. Alors, le semi-groupe (T})i>0 admet un co-générateur V
qui est concave et pur.

Nous pouvons alors appliquer un théoréme de Shimorin selon lequel tout opérateur concave et
pur peut étre modélisé par un opérateur de multiplication sur un espace de fonctions holomorphes
& valeurs vectorielles.
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Théoréme 26 (Shimorin) Soit T € L(H) un opérateur concave et pur. Alors, il existe un
espace de Hilbert £, une constante r > 0, un espace de Hilbert de fonctions holomorphes $ C
Hol (D(0;7);E) et un isomorphisme unitaire S : H — $) tels que l'opérateur

) H = H
A {f o (e 2f(z) SEO

est unitairement équivalent (via S) a T.

La encore, nous pouvons calculer explicitement le semi-groupe d’opérateurs dont le co-
générateur est A.

Proposition 27 Soit (T});>0 un semi-groupe fortement continus d’opérateurs tel que, pour tout
t > 0, lopérateur Ty est concave et pur. Alors, il existe un espace de Hilbert £, une constante
r > 0, un espace de Hilbert de fonctions holomorphes $5 C Hol (D(0;7);E) et un isomorphisme
unitaire S : H — 9 tels que, pour tout t € R, Uopérateur T} est unitairement équivalent &
["opérateur

H — )
= f o— <zr—>exp<t1+z>f(z)> € L(9).

—Z

Plan

Pour achever ces prolégoménes, nous détaillons 'organisation générale de cette thése. La
premiére partie de ces travaux est consacrée a ’étude des opérateurs. La seconde partie applique
ces résultats a I’étude des semi-groupes d’opérateurs.

Le premier chapitre (chapitre 1) met en place le cadre général de nos travaux. La premiére
partie de ce chapitre traite de la théorie des fonctions holomorphes sur le disque unité. Nous y
rappelons la preuve des théorémes de Denjoy-Wolff et de Koenigs. Dans une seconde partie, nous
décrivons plusieurs types d’espaces de fonctions holomorphes, d’un cadre général (comme celui
de l'espace de Fréchet Hol(DD)) & des cas plus spécifiques (comme les espaces de Dirichlet ou de
Hardy pondérés). Nous mentionnons également 1’espace de Hardy du demi-plan supérieur et les
espaces de Hilbert de fonctions holomorphes & valeurs vectorielles qui ont la propriété d’étre a
noyaux reproduisants.

Dans le chapitre 2, nous étudions les opérateurs de composition dans deux cadres différents. Le
premier est le plus général : nous étudions les opérateurs de composition sur 'espace de Fréchet
Hol(D). Nous énongons des caractérisations pour la continuité, 'inversibilité ou la compacité
des opérateurs de composition, ainsi qu’une caractérisation algébrique d’iceux. Nous étudions
aussi en détail les propriétés spectrales des opérateurs de composition : lorsque le symbole est un
symbole de Koenigs, nous définissons sur Hol(D) des « projections spectrales », et utilisons ces
projections pour déterminer le spectre d’un opérateur de composition. Nous appliquons ensuite
ces résultats aux espaces de Banach de fonctions holomorphes qui sont contintiment inclus dans
Hol(D). Le deuxiéme cadre d’étude est celui des espaces de Dirichlet pondérés. Dans ce cas, nous
établissons une borne supérieure pour la norme d’un opérateur de composition dont le symbole
est univalent, et déterminons aussi une caractérisation algébrique des opérateurs de composition.
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Dans le chapitre 3, nous détaillons plusieurs techniques de modélisation d’un opérateur. La
premiére technique reléve de la théorie de 'universalité : nous présentons un résultat classique
de Caradus et étudions la notion d’opérateurs positivement universels (nous montrons qu’elle
est équivalente a la notion d’universalité). Nous étudions ensuite la modélisation des opérateurs
presque isométriques. Le principal outil que nous développons & cet effet est la décomposition
de Wold des presque isométries. Nous détaillons en particulier la modélisation des opérateurs
concaves. La derniére technique présentée dans ce chapitre est issue de travaux par Nagy et
Foias. Il s’agit d’une résultat de modélisation des contractions de classe Cpe par I'opérateur de
décalage vers la gauche sur L*(R™).

La deuxiéme partie de cette thése reléve de 'étude des semi-groupes d’opérateurs. Dans le
chapitre 4, nous discutons la question de l'universalité des semi-groupes. Dans une premiére
partie, nous rappelons quelques notions de théorie élémentaire des semi-groupes (nous définissons
notamment le générateur et le co-générateur). Nous illustions ces notions par des exemples de
semi-groupes sur des espaces de fonctions holomorphes. Dans la seconde partie du chapitre, nous
montrons comment on peut appliquer les résultats du chapitre 3 pour obtenir des résultats de
modélisation des semi-groupes. A cette fin, nous étudions plusieurs familles de semi-groupes
d’opérateurs (en l'occurence, les semi-groupes uniformément continus, les semi-groupes quasi-
contractifs et les semi-groupes d’opérateurs concaves). Nous montrons ensuite que l'on peut
étendre ces résultats a la modélisation des groupes d’opérateurs.

Le dernier chapitre de cette thése (le chapitre 5) traite des semi-groupes d’opérateurs de com-
position sur des espaces de Dirichlet pondérés. Dans une premiére partie, nous nous consacrons
& une étude générale : nous introduisons la notion de semi-flot associé & un semi-groupe d’opé-
rateurs de composition et donnons des propriétés des semi-groupes d’opérateurs de composition
(par exemple, nous montrons qu’'un semi-flot de fonctions holomorphes permet toujours de définir
un semi-groupe quasi-contractif d’opérateurs de composition sur les espaces D). Nous étudions
en détail le cas des semi-groupes d’opérateurs de composition dont les symboles sont des automor-
phismes hyperboliques de D. Dans une deuxiéme partie, nous tentons de généraliser la preuve par
Cowen et Gallardo du théoréme de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe au cas des espaces de Dirichlet
pondérés. En particulier, nous étudions en détail un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
de Toeplitz sur D,, et essayons d’utiliser cette étude pour voir quelles sont les difficultés qui
apparaissent lorsque 1’'on veut généraliser le théoréme de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe.



Premiére partie

Opérateurs sur des espaces de fonctions
holomorphes
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Chapitre ler \

Fonctions holomorphes sur le disque unité

E chapitre a pour but de présenter quelques propriétés fondamentales des fonctions holo-

morphes ainsi que des espaces de fonctions holomorphes. La premiére partie se consacre &
I’étude des fonctions holomorphes. Nous y détaillons les preuves du théoréme de Denjoy-Wolft
ainsi que du théoréme de Koenigs, qui jouerons un role important dans I’étude des opérateurs de
composition. Dans une deuxiéme partie, nous présentons l'espace de Fréchet Hol(D), ainsi que
divers exemples d’espaces de Banach de fonctions holomorphes. Nous élargissons ensuite cette
présentation en mentionnant ’espace de Hardy du demi-plan supérieur H 2 (ITT), ainsi que I'étude
des multiplicateurs sur des espaces de Dirichlet pondérés.

A) Théorémes de Denjoy-Wolff et de Koenigs

ANS cette section, nous présentons quelques propriétés des fonctions holomorphes sur le disque
D unité qui seront particuliérement utiles pour ’étude des opérateurs de composition. Nous
commencons par décrire quelques propriétés générales des fonctions holomorphes sur ID. Nous
présentons ensuite deux résultats d’analyse complexe relatifs & la composition des fonctions
holomorphes de D dans lui-méme : le théoréme de Denjoy-Wolff et le théoréeme de Koenigs.

A.1 — Homographies et automorphismes du disque unité

L’objectif de cette partie n’est pas d’exposer une théorie générale des fonctions holomorphes
sur le disque unité D, bon nombre d’ouvrages étant déja dédiés a cette entreprise (citons par
exemple les livres de Rudin [57] ou Amar-Matheron [5]). Nous nous restreignons ici & présenter
les biholomorphismes de D vers le demi-plan de Poincaré, ainsi que les automorphismes de D, en
en profitant pour préciser des notions et notations qui interviendront dans le reste de ce chapitre.

25
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En tant que surfaces de Riemann, le demi-plan de Poincaré IIT = {z € C | 3(2) > 0} et le
disque unité D sont isomorphes. Cela signifie qu’il existe un biholomorphisme ¢ : D — II*. Un
tel biholomorphisme induit une application de T dans R U {co}. Nous aurons besoin dans notre
preuve du théoréme de Denjoy-Wolff de trouver un tel biholomorphisme et de fixer son action
sur des points de T. Nous utiliserons alors le résultat suivant :

Proposition 1.1 Soient b,c € T deux points distincts. Alors, il existe une homographie h : D —
II" telle que h(b) =0 et h(c) = co.

Une telle homographie est naturellement un biholomorphisme.

Intéressons-nous maintenant aux automorphismes de ID. Nous pouvons vérifier le résultat sui-
vant, que nous utiliserons ultérieurement dans la preuve du lemme de Schwarz-Pick (1.12) :

Z—
1 —az

Proposition 1.2 Soient A € T et a € D. Alors, frq(2) = A

de D dans lui-méme, d’inverse fx _ .

définit un automorphisme

Réciproquement, tout automorphisme de D est de cette forme.

Remarquons que cela veut dire que tout automorphisme de D induit un automorphisme sur
PC!, qui stabilise le cercle unité T. Par la suite, nous identifierons chaque automorphisme du
disque avec Pautomorphisme de PC* qu’il induit.

Ainsi, nous pouvons classifier les automorphismes du disque. En effet, si f est un auto-
morphisme de D (autre que l'identité), un calcul montre que f a deux points fixes dans PC!
(comptés avec multiplicité) et que le produit de leurs modules vaut 1. On distingue alors trois
types d’automorphismes du disque unité.

Définition 1.3 Soit f un automorphisme de D autre que l'identité. On dit que f est :
— elliptique si l'un des points fizes de f est dans D, et l'autre est a Uextérieur de D ;
— hyperbolique si les deux points fixes de f sont de module 1 et distincts;

— parabolique st f n’a qu’un point fire de module 1.

Par convention, 'identité de D sera un automorphisme elliptique.
Tout automorphisme elliptique ¢ est conjugué a une rotation centrée en 0 par ’automor-
phisme involutif de la forme f_; o, ot @ € D est le point fixe de ¢ dans D.

A.2 — Théoréme de Denjoy-Wolff

A.2.a) — Distance pseudo-hyperbolique

Nous définissons ici une distance sur D qui sera utile pour notre démonstration : il s’agit de la
distance pseudo-hyperbolique. Nous nous attachons également a la description des cercles pour
cette distance et mettons en regard les cercles pseudo-hyperboliques avec les horocycles. Enfin,
nous décrivons le comportement des cercles et horocycles sous 'action des automorphismes de
D.
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Définition et proposition 1.4 L’application p définie par :

u—uv

définit sur D une distance, appelée distance pseudo-hyperbolique

Comme v +— est une homographie, nous pouvons remarquer que les cercles pour

—uv
p sont des cercles euclidiens. Dans le cas particuliers des cercles passant par 0, nous avons la

description explicite suivante :

Proposition 1.5 Soit A € D d’affize ae. Soit A le disque pseudo-hyperbolique de centre A et
a

1+ a2’

de rayon a. Alors, A est le disque euclidien de centre Q) = ¢ et de rayon Q| =w =

a2

Démonstration : Par invariance par rotation, il suffit de traiter le cas ou A est d’affixe
réelle positive. Nous savons déja que A est aussi un cercle euclidien. Remarquons que, comme
p(Z,a) = p(z,a) pour tout z € D puisque a est réel, le centre euclidien de A est bien réel. En
notant B le point d’intersection entre A et I'axe réel qui est compris entre a et 1, on a alors

b
w = —. On peut ensuite calculer b explicitement en résolvant I’équation p(a, b) = a, ce qui fournit

le résultat souhaité. O

Définition 1.6 Soient £ € T et k € RT™*. On appelle horocycle de base & et de paramétre k le
lieu géométrique :

Ek, & ={z€C, |t —2><k(1-]2])}

Proposition 1.7 Soient € € T et k € R™. L’horocycle E(k, &) est le disque euclidien de centre

§
E+1

td .
e emyonk+1

Remarquons en particulier que E(k, £) est inclus dans D et est tangent & D en &.

Démonstration : Quitte & effectuer une rotation (z — Ez), nous pouvons supposer que £ = 1.

Notons alors D le disque euclidien de centre 1 et de rayon Py Alors,
1|7 k2
eD & — <
N Tkl Skr2

& (k+1)%2z2—-(k+1D(z+2)+1-k><0
< (k+1)z2zz—(24+2)+1—-k<0.

D’autre part, nous avons

2€E(k,1) & 1—(242)+22<k—kzz
& (1+k)zz—(2+2)+1-Ek<0.

Ceci prouve la proposition. U
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Corollaire 1.8 Si ¢ est un automorphisme de D, alors @ envoie un horocycle de base & sur un
horocycle de base p(§).

Lemme 1.9 Soient o, B € T deux points distincts. Alors, il existe ko et kg € R tels que les
horocycles E(kq, o) et E(kg, 3) sont tangents en un point w € .

Démonstration : Quitte & composer par un automorphisme de D, on peut se ramener au cas
o = 1 et f = —1. 1l suffit alors de remarquer que les horocycles F(1,—1) et E(1,1) sont
tangents en 0. U

Nous montrons maintenant la complétude du disque unité ouvert pour la distance pseudo-
hyperbolique.

Proposition 1.10 Le disque unité ouvert D muni de la distance p est un espace métrique com-
plet.

Démonstration : Soit (uy), une suite de Cauchy pour la distance p. Montrons que u converge
1
pour la distance p. D’abord, remarquons que pour tous u,v € D, p(u,v) > §|u — vl|. Ainsi, la

suite (up )y, est de Cauchy pour la norme euclidienne et donc converge vers un certain v € D.

Montrons que v € . Nous allons suivre un raisonnement par contraposée. Pour cela, suppo-
sons que v = €' € T. Montrons alors que la suite u n’est pas de Cauchy pour p. Soit n,m € N.
En notant &, = v — u,, nous obtenons :

B Em — En
Pttns tm) = 1— (g, — e ) (g, — €¥9)
Em — En

eme W + g et — ¢, E

1
Ainsi, pour m fixé, on voit que p(ty,uy,) — 1 lorsque n — +o00. On prend alors n = 3 On fixe

N € N. D’aprés ce qui préceéde, il existe n > N tel que p(un,u,) = 1. Ceci valant pour tout
N € N, nous avons montré que la suite u n’est pas de Cauchy pour p.

En vertu de ce qui précéde, nous pouvons maintenant supposer que v € D. Comme u, — v
pour la norme euclidienne, il existe R €]0; 1] tel que |u,| < R pour tout n € N. Alors, il existe

M € R™ telle que < M. Alors, pour tout n € N, p(up,v) < Mlu, — v|. Comme u

— Upv
converge pour la distance euclidienne, I'inégalité précédente montre que u converge vers v pour
la distance p. Ceci achéve la preuve. O

A.2.b) — Lemmes de Schwarz-Pick et de Julia

Nous nous attachons ici & décrire le comportement des fonctions holomorphes de ID dans lui-
méme. Sauf mention explicite du contraire, on notera ¢ : D — I une telle application par la suite.
La premiére étape de cette description consiste en la description du comportement des cercles
hyperboliques et des horocycles. Nous commencons par traiter le cas des cercles hyperboliques.
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Lemme 1.11 (Schwarz) Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe telle que p(0) = 0. Alors,
pour tout z € D, |p(2)] < |z|.
De plus, les assertions suivantes s’équivalent :

(1) Il existe zy € D non nul tel que |o(20)| = |z0] ;
(i1) Pour tout z € D, |¢(2)| = |2 ;
(i1i) ¢ est une rotation de centre 0;

(iv) |¢'(0)] = 1.

Une conséquence de ce théoréme qui nous sera utile par la suite est la suivante : si ¢ : D — D
est holomorphe, vérifie ¢(0) = 0 mais n’est pas une rotation, alors |¢'(0)| < 1.
L’argument clef qui intervient dans la preuve de ce lemme est le principe du maximum.

Le lemme qui suit est une sorte d’analogue du lemme de Schwarz, ol on a remplacé la distance
euclidienne par la distance hyperbolique. Vu le réle primordial qu’il jouera dans la démonstration
du théoréme de Denjoy-Wolff, il sera démontré plus complétement.

Lemme 1.12 (Schwarz-Pick) Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors, pour tous

w,z €D, p(p(w),¢(2)) < p(w, 2).
En outre, les assertions suivantes s’équivalent :

(i) il existe w # z tel que p(p(w),v(z)) = p(w, 2) ;
(i6) pour tous w, 2 € D, plp(w), 9(2)) = p(w,2) ;
(iii) @ est un automorphisme de D.

En particulier, les isomélries pour la distance pseudo-hyperboliques sont exactement les au-
tomorphismes de D.

Remarquons que pour tout z € D, p(z,0) = |z|. Nous pouvons ainsi voir le lemme de Schwarz-
Pick comme une généralisation du lemme de Schwarz (1.11) & toute fonction holomorphe de D
dans lui-méme (méme si cette fonction n’a pas de point fixe dans D).

Ce lemme nous dit que toute fonction holomorphe de D dans ID est soit un automorphisme, soit
une contraction pour la distance hyperbolique. Il dit aussi que I'image d’un disque hyperbolique
est incluse dans un disque hyperbolique de rayon plus petit.

Dans le cas particulier ot zp € D est un point fixe de ¢ et ol  n’est pas un automorphisme

de D, alors ¢ est une contraction autour de zp : ce résultat constitue une partie du théoréme de
Denjoy-Wolff.

Démonstration : Soit w € D. Nous allons montrer que pour tout z € D, p(¢(w), p(2)) < p(w, 2).
Soit u = p(w). Considérons alors les applications v, et 1, définies sur I par

i =
et W~
Vu(z) = 1—wz’

On remarque que v, (respectivement 1,,) est un automorphisme du disque unité qui échange u
(resp. w) avec 0. Remarquons en outre que 1, L' — 4,,. On considére alors application ® = 1, o
po1hy,. Cette application est bien définie, puisque I est stable sous I'action des automorphismes
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Uy, et 1)y, mais aussi sous 'action de ¢. Ainsi, & : D — D est une fonction holomorphe. De
plus, on a ®(0) = 0. On peut donc appliquer le lemme de Schwarz & ® : pour tout z € D,
|®(z)| < |z]. Or, comme v, est un automorphisme de D, on a aussi que pour tout Z € D,
[thy © @ 0 1y © Yoy (Z)| < |Yw(Z)]. Or, 1y, est son propre inverse, donc 'inégalité précédente
devient |1y, 0 o(Z)] < |Y(Z)]. Par définition de la distance hyperbolique, nous avons finalement
que pour tout Z € D, p(u, p(Z)) < p(w, Z). Ceci prouve I'inégalité souhaitée.

Traitons le cas d’égalité. En supposant qu’il y a égalité pour w # z, alors la fonction &
étudiée ci-dessus vérifie le cas d’égalité du lemme de Schwarz. Alors, ® est une rotation de
centre 0, et donc ¢ = 9, Lod oy, ! est un automorphisme de D. Réciproquement, si ¢ est un au-
tomorphisme de D, alors ¢ est une isométrie pour p et donc 1’égalité échoit pour tous w, z € D. [J

Nous allons maintenant démontrer un analogue du lemme de Schwarz-Pick, mais qui concerne
les horocycles. Toute la difficulté de ce lemme réside dans le fait que ¢ n’est pas nécessairement
définie sur le bord de D. Soit £ € T. Le comportement des horocycles ayant £ pour point base va
dépendre de la dérivée angulaire de ¢ en & :

Définition 1.13 Soient ¢ : D — D une fonction holomorphe et & € T. On appelle dérivée
angulaire de ¢ en & la quantité

i L=l
HO= I T
zeD

L’objet des résultats suivants est de mieux comprendre cette quantité. En particulier, I'appel-
lation de « dérivée angulaire » sera justifiée par le théoréme de Julia-Wolff-Carathéodory (1.17).

Lemme 1.14 (Julia) Soit £ € T tel que d(§) est fini. Soit (an), une suite de points de D telle

. 1— ‘@(an)’

que lim ————=
n—too 1 — |ay,|

Alors, n € T et pour tout z € D,

= d(&) et telle que la suite (p(ay)), converge vers n € D.

= o) €~
I Te)E SUOTTE

De plus, ’égalité ci-dessus échoit si et seulement si ¢ est un automorphisme de D.

Avec les notations du lemme, nous pouvons poser (abusivement) ¢(£) = 7. Le lemme de Ju-
lia dit alors que I'image de 'horocycle E(k, &) est incluse dans I'horocycle E(d(§) k, ¢(§)). Clest
en ce sens que I'on peut dire que le lemme de Julia est 'analogue du lemme de Schwarz-Pick
pour les horocycles.

Démonstration : Commencons par quelques remarques éclairantes. D’abord, nous n’avons pas
vraiment besoin de supposer que la suite (¢(ay,)), converge, puisque nous pourrions en extraire
une sous-suite convergente par compacité. Le fait que n soit de module 1 vient du fait que d(§)
est fini.

Remarquons en outre que pour tous a,b € D, on a 1’égalité suivante :

a—>b
1—ab

Y (a1 —bP)

1—
|1 —ab|?
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Prenons maintenant z € D et n € N*. D’aprés le lemme de Schwarz-Pick et I’équation ci-dessus,
nous obtenons :

plz) —olan) | |2 0n
1 —p(an)p(2) 1 —anz
2 2
1— 90(2) — (P(an) > 1-— Z — Qnp
1 —p(an)p(z) L —anz
(1= Je(2)]) (A = |p(an)l?) 5 (1= 21 = |an]?)
11— p(an)e(2)]? |1 — @yz)?

(1 —le(2)?) (1 — lp(an)| 1+ !w(mﬁ\) L (=]

11— @lan)p(z)2 \ 1 =lan[ 14 an] |1 — @pz|?
En faisant tendre n — +o0 et en utilisant le fait que |n| = || = 1, nous obtenons 'inégalité
souhaitée.

Le cas d’égalité correspond au cas d’égalité dans le lemme de Schwarz-Pick, et le cas d’égalité
du lemme de Schwarz-Pick (1.12) correspond au cas ou ¢ est un automorphisme. ]

1—
Penchons-nous sur la quantité d(§) = 111151 infﬁ 1|(p](2)|
z—&, z€ — |z

angulaire ». Nous allons voir en quoi cette appellation est justifiée. Commencgons d’abord par
introduire la notion de convergence angulaire. Pour cela, nous commencgons par poser une nota-

. Nous l'avons appelée « dérivée

T
tion : pour « € T et 0 € [O; 5 [, nous noterons D, g le lieu géométrique formé des points de D

qui sont dans le secteur angulaire centré en «, de bissectrice le rayon joignant o & 0 et d’angle
total 26.

Définition 1.15 Soient o € T et p : D — C holomorphe. On dit que ¢ converge angulairement
vers L lorsque, pour tout 6 € {0; g [, la limite

i
A ¢(2)
Z—Q

eziste et que sa valeur ne dépend pas de 6. On note alors

>
© =» L ou encore ¢(z) KNy

Dans I’étude qui suit, pour simplifier et sans perte de généralité, nous étudierons les limites
angulaires en o = 1.

Nous allons maintenant démontrer un résultat utile concernant les limites angulaires : si I'on
trouve une limite le long d’un chemin non tangentiel, alors la limite angulaire existe et vaut
la limite le long du chemin en question. Pour les deux théorémes & venir, nous suivrons les
démonstrations présentées par Rudin dans [58].

Théoréme 1.16 (Lindel6f) Soit f holomorphe et bornée sur D. Soit v : [0;1[— D continue

t—1

telle que ~(t) L1 on suppose que f(y(t)) —— L. Alors, f(z) =L lorsque z =
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Démonstration : Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que f est & valeurs dans D,
et que L = 0. Soit ¥ la bande verticale ¥ = {—1 < R(z) < 1}. Soit ® : D — X une représentation
conforme telle que ®(0) =0 et

I(D((t))) B2 4o

Soit I' = oy et F = fod ! La fonction F est holomorphe et bornée par 1 sur ¥. De

plus, F(T'(t)) 210, Pour montrer que f(z) 25 0, il suffit de montrer que pour tout & €]0; 1],
F(z) — 0 lorsque z Z€55, 50 o Bs est la bande By = {—1+d < R(z) <1 —4d}. Soit 6 €]0;1[.
Soit € > 0. Soit yp > F(I'(0)) tel que, pour tout t tel que I(I'(¢)) < yo, |F(I'(t)| < . 1l suffit de
démontrer que pour tout x €] — 1+ ;1 — [ et pour tout y €]yo; +o0,

|Fx +iy)| < et
Soit tg tel que I(I'(tg)) = yo et, pour tout ¢ > to, S(I'(¢)) > yo. Soit E ={I'(t) | t > to} et

E son symétrique par rapport a axe d’équation (2) = yo. Soit 29 = I'(tg). Soit x € R tel que
zg <2 <1—4.Soit n >0 et Gy la fonction définie sur ¥ par

1+Z)

B
(1+2)

G2 = 10

La fonction G, est une fonction holomorphe bornée sur . En outre, pour tout z € E U B,
|Gyy(2)] < € (puisque |F| < e sur E et |F| < e sur E). Soit A > 0 tel que, si [3(z)] > A, alors
|Gy(2)] < e (un tel A existe puisque G, (z) — 0 lorsque 3(2z) — F00). En considérant alors un
ouvert © ad hoc contenant x, limité d’'un coté par la courbe E U E, de I'autre coté par le bord
de la bande Bg, en haut par la ligne {S(z) = A} et en bas par la ligne {&(z) = —A}. D’aprés le
principe du maximum, pour tout z € Q, |Gy (2)| < . En faisant tendre  — 0, on obtient finale-

[
ment que |F(z)|?> < &2, ce qui constitue le résultat souhaité et achéve la preuve du théoréme. [J

Nous énongons maintenant un théoréme qui justifiera notamment 'appellation de « dérivée
angulaire » pour la quantité
1 — (=)
d(¢) = liminf ————=
(&) z—€,26D 1 —|z|
que nous avons introduite précédemment. Pour simplifier, mais sans perte de généralité, nous
traiterons le cas ou & = 1. Nous supposerons en outre que si (a;); est une suite d’éléments de D
telle que
1—|p(a;
1 — fai

)

alors |p(a;)| — 1 (dans le cas qui nous intéresse, cette limite est finie, donc ¢(a;) converge (&
extraction prés) vers un nombre complexe de module 1).

Théoréme 1.17 (Julia, Wolff, Carathéodory) Soit ¢ : D — D holomorphe telle que ¢(0) =
1—
—z

0 et qui vérifie les simplifications ci-dessus. On suppose que L < +oo. Alors, et

©'(2) 2> L lorsque z = 1.
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Démonstration : Commencons par montrer que 2 L. D’aprés le lemme de Julia

1 - ¢(2)
1-2
(1.14), pour = > 0, 1 —|¢(x)| < L (1 —=z). D’aprés le lemme de Schwarz (1.11), 1+ |p(z)| < 1+z.

Ainsi,
L= @) < L(1—?).

1— 2
Ainsi, w < L. Vu que L est définie comme limite inférieure, nous avons bien que
—x
1— 2
W — L. D’aprés le lemme de Julia et le calcul ci-dessus,
—x
11— () L—le@)> _ s
<L < LA
(1—z)2 = 1— 22
1
Donc, w < L. On a donc :
11—z
— _ _ 2
Lo =gl 1-le@] 1= le@P
1—x 1—x 1 — a2
1- 1—
Ainsi, Hﬂ — L et M — L. On en déduit donc que
—x -
1
L-le@l
1= ()

L= 1-le@)|

Ainsi,
1—x 1—=x

Soit o > 1. D’apreés le lemme de Julia, si z est « suffisamment proche » de 1,
|1 —(2)| < aL|l —z|.

Alors, ¢ est bornée sur chaque secteur angulaire de sommet 1. D’apreés le théoréme de Lindelof
(1.16), nous obtenons le résultat souhaité.

Pour déterminer la limite angulaire de ¢’, nous commencons par appliquer la formule de
T
Cauchy. Pour 6 € [O; 5 [, on note Dy = D ¢ le secteur angulaire de sommet 1, symétrique par

rapport & I’axe réel et dont I'angle d’ouverture total vaut 26. Soit un secteur angulaire fixé Dy.
Soit z € Dy et r tel que D(z,r) C Dy. Alors,

1 T o(z4re) .
/ [—
O(z) = 22,71_/7T 2,20 ire” do
1 1 0
- L / Loolztret) g
27 J_, re
1L (™ 1—p(z+re?) 1 — (2 +re)
= — : . de
21 J_p 1— (2 +re?) ret?

1 1= 0 _
27 J_r 1—(z24re?) \ re?

Remarquons qu’il existe n > 0 et § > 0 tels que, si 'on pose

r(z) = 9|1 — z|,
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alors, pour tout z € Dy, D(2,7(2)) C Da4y. Ainsi, le second facteur du produit ci-dessus est

de module majoré par 1+ —. Le premier facteur est uniformément borné sur D,,. Ainsi, nous

avons montré que I'intégrande est borné, uniformément par rapport a z € D,,.

Concluons avec le théoréme de Lindelof (1.16). Pour z € [0; 1], nous avons

1—=z e
1— — =1
ret? 1)

De plus, ‘
1 —p(z + rer(z))
1— (z+refr(z))

— L.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, nous obtenons finalement que ¢’ (z) EE NS lorsque
x — 1, ce qui permet d’achever la preuve du théoréme. O

Remarquons que I’hypothése ¢(0) = 0 que nous avons prise dans notre énoncé n’est pas
essentielle : on peut toujours se ramener au cas ot ¢(0) = 0 en composant par un automorphisme

de D.

A.2.c) — Théoréme de Denjoy-Wolff

Dans cette partie, nous démontrons le résultat suivant, généralement attribué & Denjoy et
Wolff. Précisons quelques notations : pour ¢ : D — D et n € N, nous noterons

(P[n] =@popo---0p
—_——
n fois
la n-éme itération de ¢. Par ailleurs, étant donné une suite de fonctions (fy,), et une fonction f
de D — C, nous noterons

CVLU
fo——=1F

lorsque la suite de fonctions (fy,), converge vers f uniformément sur tout compact.

Théoréme 1.18 (Denjoy-Wolff) Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On suppose que

© n'est pas un automorphisme elliptique. Alors, il existe un unique oo € D tel que gp[n] CVLU, .

On appelle alors a le point de Denjoy- Wolff de .

Lorsque ¢ a un point fixe dans D, ce résultat découle du lemme de Schwarz-Pick (1.12). Dans
le cas ol le point base & est un « point fixe » de ¢, le lemme de Julia va étre particuliérement
utile : si on trouve un point fixe £ € T tel que d(§) < 1, alors ¢ sera une contraction vers le point
&, et & sera alors un « point attractif » (tout comme un point fixe dans D est attractif d’apres
le lemme de Schwarz-Pick). Précisons d’abord ce que nous entendons par « point fixe » 1a ot ¢
n’est pas nécessairement définie.

Définition 1.19 On dit que £ € T est un point fize de ¢ si r — p(rf) admet une limite pour
r—1" et st

lim p(rf) =¢.

r—1-
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Nous disposons du résultat suivant sur les points fixes de ¢ au bord du disque :

Lemme 1.20 (Wolff) Soit ¢ : D — D holomorphe qui n’admet pas de point fize dans D. Alors,
il existe un unique point fize £ € T de ¢ tel que d(§) < 1.

Dans ce cas, cet unique point fixe sera un point fixe attracteur (d’aprés le lemme de Julia
1.14), et sera le point de Denjoy-Wolff qui apparaitra dans notre démonstration de ce théoréme.

Démonstration : Dans un premier temps, nous allons montrer 1'unicité d’un tel point. Pour
cela, supposons par l'absurde qu’il y en a deux distincts : soient a et 8 € T deux points fixes de
o tels que d(a) < 1 et d(B) < 1. Alors, il existe k1 et ko tels que les horocycles Hy = E(k1, @)
et Hy = E(kg, f) soilent tangents en un point w € D (lemme 1.9). Comme « est un point fixe
et comme d(«) < 1, le lemme de Julia (1.14) dit que 'image de Hj est incluse dans Hj. Ainsi,
¢(w) € Hy. D’autre part, on peut tenir le méme raisonnement avec Hy, donc p(w) € Hs. Fina-
lement, p(w) est dans l'intersection de Hy et Hs, donc ¢(w) = w avec w € D. Mais alors, ¢ a un
point fixe dans D. Ceci fournit la contradiction souhaitée.

Montrons maintenant I'existence. Commencons par trouver un bon candidat pour notre point
fixe. Soit (), € (RT)N une suite qui tend en croissant vers 1. Pour n € N, considérons
©n : 7D — 7, la fonction définie par ¢, = rp¢. Pour chaque n € N, la fonction ¢, est conti-
nue sur un compact convexe de C. D’aprés le théoréme de Brouwer, il existe alors oy, € r,D C D
tel que ¢,(an) = ay. Quitte & extraire, nous pouvons supposer (par compacité de D) que la
suite (vu,)n converge vers un a € D. Nous allons montrer que o € T. Pour cela, supposons par
I’absurde que a € D. Alors, en faisant tendre n — 400 dans I'égalité ¢, (ay,) = a, et en utilisant
la, continuité de ¢ en «, nous avons ¢(a) = a. Donc ¢ a un point fixe dans . Ceci est absurde.
Donc a € T.

Montrons que d(a) < 1. Ceci vient du fait que :

1—
i) < fint A0
n
1— o=
< liminf ”
n—+oo 1 — |au,|
< L

Il reste donc & prouver que « est un point fixe de ¢. Toute la difficulté vient du fait que
notre définition (1.19) regarde la limite radiale de ¢ en «, mais la suite (o), ne tend pas
nécessairement vers « radialement. Fixons z € D et appliquons le lemme de Schwarz-Pick (1.12)
a la fonction ¢, et aux points z et a, (ou ay, est un point fixe de ;). On poursuit ensuite le
calcul d’une facon similaire au lemme de Julia (1.14) et on obtient :

‘ on(2) — ay Z— ap,

1 — anpn(2) 1 -z

(1= Jen(2)[)(1 = |an]?) L (- 12121 = | |?)
[ e R e

On fait ensuite tendre n — +o00, ce qui donne (car |a| =1) :
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(1 —[e(2)

B -
T—ap(:)E =~ [-asp
A-le)) - (-]
a—e@E ~ Ja-ap

En appliquant ceci & z = ra avec r € [0; 1], nous avons :

2
9 9\ | —ral
@ = p(ra)|” < (1—\90(Ta)\)m
1—r
< 1
1+

On fait alors tendre r — 17, et on obtient que lim p(ra) = a, ce qui prouve que « est un

r—1
point fixe de . Ceci clot la preuve du lemme de Wolff. U

Le lemme de Wolff traite le cas ou ¢ n’a pas de point fixe dans ID. Dans le cas ol ¢ a un
point fixe dans D, on peut facilement montrer le résultat suivant :

Proposition 1.21 Soit ¢ : D — D qui n'est pas l'identité. Alors, ¢ a au plus un point five dans
D.

Démonstration : Supposons que @ a deux points fixes distincts a et 8 dans D. Alors, on a égalité
dans le lemme de Schwarz-Pick (1.12) puisque p(¢(a@), ¢(8)) = p(e, ). Donc, ¢ est un auto-
morphisme de . Mais ¢ a deux points fixes dans D, donc ¢ est I'identité, ce qui est impossible. [

Nous allons maintenant prouver le théoréme de Denjoy-Wolff. Pour cela, nous effectuons une
disjonction de cas en traitant deux cas particuliers avant le cas général.

Démonstration : La technique générale de preuve repose sur une disjonction de cas :

— 81 @ est un automorphisme (hyperbolique ou parabolique) : en composant par une trans-
formation de Mobius adéquate, on se place sur le demi-plan supérieur II™, et on peut alors
montrer le résultat directement ;

— si ¢ n’est pas un automorphisme et a un point fixe o € D, alors, d’aprés le lemme de
Schwarz-Pick, ¢ est une contraction (stricte) pour la distance hyperbolique et « est bien
un pojnt attractif;

— si ¢ n’est pas un automorphisme et n’a pas de point fixe dans 1D, alors il existe un unique
€ €T tel que d(&) < 1 et alors £ sera le point de Denjoy-Wolff.

Cas d’un automorphisme hyperbolique On suppose dans cette partie que ¢ est un auto-
morphisme hyperbolique. On identifie ¢ avec son prolongement & PC!. Notons b et ¢ € T les deux
points fixes (distincts) de ¢. On sait (proposition 1.1) qu’il existe une homographie h : D — II7T,
qui se prolonge en un automorphisme de PC! qui envoie T sur R U {oco} et tel que h(b) = 0 et
h(c) = co. On considére alors I’homographie 1 définie sur I par ¢ = ho po h~!. On l'identifie
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avec Pautomorphisme de PC! qui la prolonge. Alors, ¥ est une homographie qui va de II" dans
lui-méme, qui stabilise R U {oo} et qui vérifie 1(0) = 0 et ¢(c0) = oo (puisque b et ¢ sont des
points fixes de ). Alors, 1 est une dilatation non triviale : il existe n € R™ tel que, pour tout
z € PC!, on a ¥ (z) = nz. En outre, comme ¢ n’est pas 'identité de D, 1) n’est pas l'identité de
II" et donc n # 1. On distingue alors deux cas. Si n > 1 (c’est-a-dire que v est une dilatation,
donc une « contraction a l'infini ») , alors la suite des itérés @b[”] converge uniformément vers oo

sur tout compact de II" (car si K est un compact de I, il existe ¢ > 0 telle que |z| > ¢ pour

tout z € K); et alors la suite " VLU, ¢, Si en revanche n < 1 (c’est-a-dire que ) est une

contraction vers 0), alors la suite 7,/1["] converge uniformément sur tout compact K de IT" vers 0

n] CVLU

(car tout compact de II" est borné) ; et alors la suite go[ ——— b. Ceci prouve le résultat dans

le cas d’un automorphisme hyperbolique.

Cas d’un automorphisme parabolique On suppose ici que ¢ est un automorphisme pa-
rabolique. La preuve est relativement similaire au cas d’un automorphisme hyperbolique. Soit
¢ € T I'unique point fixe de . Il existe alors une homographie h : D — IIT dont le prolongement
a PC! qui envoie T sur R U {oo} et tel que h(c) = oo. Comme précédemment, nous considérons
Y = hogoh ! quiest une homographie qui va de IIT dans lui-méme, qui stabilise R U {0} et
qui vérifie 1(c0) = oo (puisque ¢ est un point fixe de ¢). Alors, il existe a et b des constantes
complexes telles que, pour tout z € PC, ¢(z) = az 4+ b. Or comme ¢ est un automorphisme

serait

parabolique, 1) admet un unique point fixe dans PC', qui est co. Donc a = 1 (sinon,

un autre point fixe de ). Donc 1) est une translation. Comme ¢ n’est pas l'identité, ¢ n’est pas
non plus l'identité. Donc w[”] converge uniformément vers oo sur tous les compacts de II'". Ceci

prouve que <p[”] CVEU, ot clot 1a preuve de ce cas particulier.

Cas général Pour traiter le cas général, nous allons utiliser les remarques que nous avons faites
dans la section précédente : les points fixes que nous avons mis en évidence sont des candidats
naturels pour les points de Denjoy-Wolff.

Nous supposons dans cette partie que ¢ n’est pas un automorphisme de D. Alors, nous avons
vu que I'un des deux cas ci-dessous échoit nécessairement :

Cas (i) la fonction ¢ admet un unique point fixe dans D ;

Cas (ii) la fonction ¢ n’admet pas de point fixe dans D et admet un unique point fixe o € T tel
que d(a) < 1.

Nous allons traiter les deux cas séparément.

Cas (i) Quitte a conjuguer ¢ par un automorphisme de D, nous pouvons supposer que le

point fixe de ¢ est 0. Dans ce cas, nous allons montrer que go[”} COVLU, 0 sur tout compact de D.

Pour montrer la convergence sur tout compact de D, il suffit de montrer qu’on a convergence

uniforme sur tout disque fermé de centre 0 inclus dans D. Soit 7 € [0; 1] et K le disque fermé de
K — R

z
centre 0 et de rayon r. Considérons la fonction @ : N ‘ﬁ( |)| si z#0 . La fonction
z

¢’ (0)| sinon
 est continue sur le compact K, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Soit zg € K tel que
® atteint son maximum en zg. Alors, comme ¢ n’est pas une rotation (puisque, par hypothése,
© n’est pas un automorphisme elliptique), ®(zp) < 1. Ainsi, il existe une constante ¢ < 1 telle
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que, pour tout z € K, |p(z)| < ¢|z|. Par récurrence immédiate, nous avons que pour tout n € N,
||80[n] oo, Kk < "7, donc p!™ — 0 uniformément sur K lorsque n — +o0.

Cas (ii) Notons a l'unique point fixe de ¢ sur T tel que d(«) < 1.

D’abord, remarquons que la suite des itérés ((p[”])n admet une sous-suite qui converge unifor-
mément sur tout compact de D : comme ¢ est & valeurs dans D, la famille de fonctions {go[”]}
est (localement) uniformément bornée et donc est normale d’aprés le théoréme de Montel. Re-

marquons que nous pouvons tenir le méme raisonnement pour toute sous-famille de {go[”}}.

11 suffit donc de montrer qu’une sous-suite de (4,0["]),1 qui converge localement uniformément
ne peut converger que vers . Nous allons procéder en deux temps : d’abord, nous montrerons que
cette sous-suite converge vers une fonction constante ; ensuite que cette fonction constante vaut a.

Soit A une extraction telle que la suite (ga[)‘(k”)k converge localement uniformément vers
une fonction p. Supposons que p n’est pas une fonction constante. Alors, nous allons montrer
que ¢ est un automorphisme de ) en jouant sur des extractions successives. Soit 1 définie par
n(k) = Ak + 1) — A(k) (remarquons que 1 n’est pas nécessairement une extraction). Il existe
une extraction p et une fonction holomorphe ¢ telles que (p[”o"(j JCALLN ¢ pour j — +oo. Mais
on a toujours @0 COVLU, p. De plus, pour tout j € N, on a @10 o prert)] — HAwG)+1]
En passant & la limite pour j — 400, nous obtenons que p = ¢ o p. Ainsi, ¢ et Id coincident
sur 'image de p, qui contient au moins deux points distincts, puisque p n’est pas constante.
Alors, ¢ est une fonction holomorphe de D dans D qui a au moins deux points fixes, donc
¢ est l'identité de D (d’aprés la proposition 1.21). Considérons alors une extraction v et une
fonction 7 telles que, lorsque m — oo, go["ouo”(m)*” — 7. Mais alors, pour tout m € N,
w[no“o”(m)] = @[”Ouo”(m)_l} cp=yo gp[7’°“°”(m)_”. En faisant tendre m — +o0, nous obtenons
que Id = 70 ¢ = ¢ o 7. Ceci prouve que ¢ est un automorphisme de .

Soit A une extraction et p : D — D holomorphe telles que go[)‘(k)} — p pour k — +oo. Comme
p n’est pas un automorphisme de D, le point précédent nous montre que p est une fonction
constante égale a w. Il suffit donc de montrer que w = a. Soit k € R™*. Soit H), I’horocycle
E(k,a). Comme « est un point fixe de T tel que d(a)) < 1, le lemme de Julia (1.14) nous dit que
Hy, est stable par ¢. Soit z € DN Hy. Alors, w est la limite de la suite (¢ (2)),, qui est & valeurs
dans Hj,. Donc w € Hy,. Ceci valant pour tout & € R™, nous obtenons que w € ﬂ Hy = {a}.

keR+*
Donc, w = a. Ceci achéve la preuve du cas (ii) et donc la preuve du théoréme de Denjoy-Wolff. OJ

A.3 — Théoréme de Koenigs

Nous présentons ici un théoréme généralement attribué a Koenigs (|43]). Ce théoréme concerne
les solutions de I’équation de Schroder (appelée ainsi suite aux travaux de Schroder dans [60]).
Plus précisément, pour un symbole ¢ : D — D holomorphe (implicitement fixé) et un paramétre
B8 € C, I'équation de Schréder de paramétre 5 est 1’équation fonctionnelle

Yop=pxX (Es)

d’inconnue la fonction holomorphe ¥ : D — C.
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Dans la suite, et sauf mention explicite du contraire, ¢ désignera une fonction holomorphe
de D dans lui-méme. Nous supposerons en outre que ¢ admet un point fixe a € D et que
0< ‘gp’(a)‘ < 1. Dans un premier temps (pour simplifier la preuve), nous supposerons en outre
que a = 0.

Commengons par préciser une convention.

Définition 1.22 Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe qui admet un point fire o € D. On
suppose que 0 < {cp’(ozﬂ < 1. Soit B € C. On dit que l’équation de Schrider (Eg) de paramétre [3
admet une solution s’il existe une fonction ¥ : D — C holomorphe, non identiquement nulle et
telle que

¥z €D, Top(z) = f3(2).

Par convention, la fonction identiquement nulle n’est pas une solution de ’équation de Schro-

der.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie : le théoréme de Koenigs
est un résultat portant sur I’existence et 'unicité des solutions de I’équation de Schréder. La dé-
monstration de ce résultat, que nous reproduisons ici par souci d’exhaustivité, suit les démarches
de preuve que 'on peut trouver dans la thése de Schwartz (|62], pp. 72-76) ou dans le livre de
Carleson et Gamelin ([19], pp. 31-32).

Théoréme 1.23 (Koenigs) Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On suppose que ¢(0) =0
et que 0 < ’cp'(())‘ < 1. Notons, pour tout n € N,

A, = (@'(0))” )

Notons également A = A1 = ¢©'(0).
Alors,
(1) Uéquation (Eg) admet une solution si et seulement s’il existe n € N tel que f = Ay ;

(11) siléquation (Eg) admet une solution, celle-ci est unique a multiplication par une constante
non nulle prés;

(iii) la fonction ¢ : D — C définie par

¢(z) = lim el(2)

n—+oo A"

est lunique solution de (Ey) telle que ¢'(0) = 1;
(iv) pour tout n € N, ¢" est une solution de (El, ).

Remarquons que si ¢ vérifie les hypotheses du théoréme, alors 0 est le point de Denjoy-Wolff
de ¢ : en effet, 0 est un point fixe de D et, comme }go’(())‘ < 1, ¢ n’est pas une rotation (et donc
© n’est pas non plus un automorphisme elliptique).

Démonstration : Pour prouver ce théoréme, nous procédons en plusieurs étapes. D’abord,
nous montrons que I'équation (#) définit bien une fonction holomorphe sur D telle que ¢’(0) = 1.
Ensuite, nous raisonnons par analyse-synthése pour déterminer toutes les solutions de 1’équation
de Schroder.
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Premiére étape : Nous montrons que l'équation (#) définit une fonction holomorphe sur D
telle que ¢’(0) = 1. Pour k € N et z € D, nous posons

k]
() = wA]E ).

Convergence uniforme sur un compact : Nous commencons par montrer qu'il existe
d > 0 tel que la suite (¢;)x converge uniformément sur le compact K = D(0;9).
Soit ¢’ €]0; 1[. Comme (0) = 0 et ' (0) = A, il existe C' > 0 tel que,
Izl <&, le(z) = Azl < Clzl.
Alors,
VIzl <0, Jo(2)] < (]A] + C0') Jz]. (©)

Un raisonnement similaire & celui des lignes précédentes permet d’uniformiser la constante C
N !
par rapport au paramétre ¢ :

VO<d<, V]z| <6, lp(z)] < (N +CH)|z.
En effectuant un raisonnement par récurrence, on peut étendre ce controle aux itérés de ¢ :
VO<8<d, VkeN, V|2 <4, ’(p[k](z)‘ < (N + C8)F 2] . (@)

Fixons § €]0;d'[. Soit z € D(0;6). Soit n > 1. D’aprés les inégalités précédentes

Pt tl(z)  ll(z)

)\n+1 )\n

wiﬂ ‘so (w[”](Z)) - A@“”(Z))

[Sn41(2) —<n(2)] =

< Lo o)
X — X
d’aprés (<)
¢ 2
< ——[(|\| +CH)"
NG [(IAl el
d’apres (V)
2 2\
< (O X<(|)\|+05)> .
Al Al
2 2
Comme lim M = |A] < 1, on peut supposer (quitte & diminuer ) que M
6—0 \)\| ’)\|
1.
Considérons alors le compact K = D(0;§) et notons ||| .k la norme de la convergence

uniforme sur K. Les calculs qui précédent montrent que,

co ((m +05)2)"_

Vn > 17 Hgn-&-l - %HOO,K < ‘)\’ ’)\’

Ainsi, la série Z(§n+1 — ¢,) converge normalement dans l’espace de Banach (C(K )5 Il oo K).
n=0
En particulier, (g, ), converge uniformément sur K.
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Extension au disque unité Nous montrons maintenant que la suite (g, ), converge point
par point.

n——+o00

Soit z € D. D’apres le théoréme de Denjoy-Wolff (1.18), w[”](z) ——— 0 (puisque 0 est le
point de Denjoy-Wolff de ). Ainsi, il existe ng € N tel que ¢I"l(2) € K. Alors, ¢(pl™l(2)) est
bien défini et

[10] [n] (plno] [n+no]
(PU2) |, ) o eT(E)
Ao n—+0o00 A0 X\ n—+oo )\ tno
En particulier, la suite (sx(2))x converge, ce qui prouve que ¢(z) est bien définie. Le raisonnement
ci-dessus permet en outre d’établir les égalités suivantes :

]
VzeD, Vn,k €N, G ui(z) = W’
[n]
VzeD, VneN, ¢(z) = W

Convergence uniforme sur tout compact Nous savons déja qu’il existe 6 > 0 tel que

. , =S . CVLU
¢n — ¢ uniformément sur le compact K = D(O; 5). Nous montrons maintenant que ¢, — <.

Soit L un compact de D. Nous montrons que ¢, — ¢ uniformément sur L. D’aprés le théoréme
de Denjoy-Wollff (1.18), 90[”} — 0 uniformément sur L. En particulier, il existe ng € N tel que, pour
tout n = ng, ol (L) C K (rappellons que K est un compact de D tel que ¢, — ¢ uniformément
sur K). Soit n > ng. Soit z € L.

A0 Ao

[sn(2) =<(2)] =

g (21 (2)) <<90[”°](Z))‘

1

= %
1
< o sn—no = oo s -

Sn—no (9")(2)) — €(%0[”0](Z))‘

Ainsi, pour tout n > ng,

1
H§n - CHOO,L < W ||§nfn0 - gHOO,K .

Comme ¢, — ¢ uniformément sur K, nous avons bien montré que ¢, — ¢ uniformément sur L.

Holomorphie et dérivée en 0 Nous terminons en montrant que ¢ est holomorphe, et que
/
¢'(0)=1.

D’apreés le théoréme de Weierstrass (1.26), nous savons que ¢ est holomorphe et que

¢(0) = lim ¢ (0).

n—-+400

Comme ¢ est holomorphe et vérifie p(0) = 0, nous pouvons vérifier que, pour tout n € N,
(™Y (0) = (¢'(0))". Ainsi, pour tout n € N, ¢/ (0) = 1, et donc ¢'(0) = 1.
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Deuxiéme étape : Analyse Soit 3 € C tel que I’équation (Eg) admette une solution. Soit 7
une solution de (Eg). Nous effectuons une disjonction de cas portant sur le parameétre 3.

Premier cas Supposons que 5 = 1. Nous montrons alors que 7 est une fonction constante.
Pour 8 =1, ’équation de Schroder devient
Vz €D, nop(z) =n(z).

Fixons z € D. D’aprés ce qui précede, pour tout entier n € N*, n(p™(2)) = n(z). D’aprés le

théoreme de Denjoy-Wolff (1.18), ¢l (z) 2ZF ). En particulier, nous avons

lim n(p"(2)) = n(z) = n(0).

n—-+00

Ceci valant pour tout z € D, nous avons montré que 7 est une fonction constante.

Second cas Supposons que 3 # 1. En évaluant en 0 I’équation de Schroder (Ejg), nous
avons

n(¢(0)) = Bn(0).

Comme ¢(0) = 0, nous en déduisons que 1(0) = 0. Notons m € N* l'ordre de 0 comme zéro de
7. Il existe une fonction holomorphe 0 : D — C telle que

{ VzeD, n(z) =2"0(z)
6(0) # 0.

On a alors, pour tout z € D,

p(2)" 0(p(2)) = Bz"0(2) (2)

En particulier, pour tout z € D tel que z # 0,

z

2O oot = 002,

En faisant tendre z — 0, nous obtenons

A™O(0) = 6(0).

Comme 0(0) # 0, nous avons que S = A™. Il nous reste maintenant a prouver que 7 est égale a
¢ & une constante multiplicative prés. Nous utilisons pour cela le résultat suivant :

Lemme 1.24 Pour tout k € N*, pour tout z € D,

(#1))" x 0 ($H(2)) = X2,
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Démonstration : Nous prouvons ce lemme par récurrence sur k. Pour k& = 1, comme nous
savons que 3 = A" le résultat est exactement I’équation (A) ci-dessus.
Montrons maintenant ’hérédité. Soit k € N* tel que, pour tout z € D,

(#1(2))" x 0 (6¥(2)) = X,

Soit z € D. En appliquant I’égalité précédente a ¢(z), il vient

(P 1()) " x 0 (o1 H1(2)) = A(o(2)
= A A (2)
= ATy ),

ce qui achéve la preuve du lemme. O

Fixons z € D. D’apreés le lemme ci-dessus, pour tout k € N*|

LI
[@Q)]>wwwuwzmw

On fait alors tendre k — +o00. D’aprés le théoréme de Denjoy-Wolff (1.18), ¢l¥l(z) — 0. De plus,

e (2)
/\k

d’aprés la premiére étape de cette preuve, — ¢(2z). Nous obtenons finalement

(2)™ % 0(0) = n(z).

Ceci valant pour tout z € D, nous avons bien que n = 6(0) x ¢, avec 6(0) # 0.

Troisiéme étape : Synthése D’aprés les étapes précédentes de la preuve, il suffit de vérifier
que, pour tout n € N*, ¢" est solution de I’équation de Schroder (E) ) pour le paramétre Ay,.

Nous vérifions d’abord que ¢ est solution de (E)). Nous savons déja que ¢ est une fonction
holomorphe non identiquement nulle. Fixons z € D. Alors,

(s
(el =t )
[n+1]
e 2(R)
_Angr—&{loo Antl

= A¢(2).

Ceci valant pour tout z € I, nous avons bien vérifié que ¢ est solution de (E)).

Soit n € N*. En élevant 1’égalité ci-dessus a la puissance n-éme, nous vérifions directement que
¢" est solution de I’équation de Schroder (E), ) pour le paramétre A,. Ceci achéve la preuve du
théoreme de Koenigs. O

Le théoréme de Koenigs peut s’étendre aux fonctions dont le point de Denjoy-Wolff est un
point « € D qui n’est pas nécessairement 0.
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Corollaire 1.25 Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On suppose qu’il existe o € D tel
que p(a) = a, et que 0 < |<,0'(oz){ < 1. Notons, pour tout n € N,

An = (‘Pl(a))n
Notons également A = A1 = ¢©'(a).
Soit ¢ lautomorphisme de D défini par (z) =
Alors,

(1) Uéquation (Eg) admet une solution si et seulement s’il existe n € N tel que f = A" ;

1—az

(i1) sil’équation (Eg) admet une solution, celle-ci est unique a multiplication par une constante
non nulle pres ;

(iii) la fonction ¢ : D — C définie par

est 'unique solution de (E)) telle que ¢'(a) =

)

(iv) pour tout n € N, ¢" est une solution de (El, ).

Démonstration : La fonction ¢ est un automorphisme de D qui est son propre inverse. Elle
échange en outre 0 et «. Elle vérifie en particulier que

¥'(0) x ¢'(a) = 1.
Notons @ : D — C la fonction holomorphe définie par ¢ = 1 o ¢ 0 1. On vérifie directement
que $(0) = 0 et que ¢'(0) = ¢'(). Pour B € C, on notera (Eg) I'équation de Schréder pour le
symbole ¢ et (E'\;g) I’équation de Schréder pour le symbole . Enfin, pour une fonction 7 : D — C
holomorphe, on note 7 : D — C la fonction holomorphe définie par 7 = 7 o 1. On vérifie alors
que, pour toute fonction 7 : D — C holomorphe, 7 est solution de (Ej3) si et seulement si 7 est
solution de (Evﬂ) :

TOP=AT<=ToYopor)=AT
= (To)op=AT0Y)
= Top=\T.
Or, @ vérifie bien les hypothéses du théoréme de Koenigs 1.23. En appliquant ce théoréme
a ¢, nous avons bien le résultat que nous souhaitons. Il reste juste & déterminer la fonction ¢
(c’est-a-dire 'unique solution de (Ejg) telle que ¢’(a) = 0). D’apreés ce qui précede, < est I'unique
solution de (l%) telle que ¢'(0) = 0. Alors, pour tout z € D,

dz) = lim 26

S
n—+oo A"
oMo
@) = i LTt

Comme 9 est un automorphisme de D, nous obtenons bien
v (M(2)
= l _
§(Z) n—1>1—}—100 AP ’

ce qui achéve la preuve. O
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B) Espaces de fonctions holomorphes

ANS cette partie, nous décrivons différents types d’espaces de fonctions holomorphes sur le
D disque unité. Nous commencgons a nous intéresser aux espaces généraux (& savoir, ’espace
de Fréchet des fonctions holomorphes sur D, ainsi que les espaces de Banach de fonctions ho-
lomorphes). Ensuite, nous détaillons I’étude d’autres familles d’espaces de Hilbert de fonctions
holomorphes, en commencant d’abord par les espaces de Dirichlet pondérés (qui généralisent les
espaces de Dirichlet, de Hardy et de Bergman par exemple). Nous décrivons ensuite rapidement
les espaces de Bergman pondérés, ainsi que les espaces de Hardy pondérés. Enfin, nous finissons
par une rapide présentation d’espaces de fonctions holomorphes a valeurs vectorielles.

B.1 — Espaces de Fréchet et de Banach de fonctions holomorphes sur le disque
unité

Commengons par quelques observations sur l'espace des fonctions holomorphes sur . Nous
noterons Hol(DD) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D et & valeurs dans C. Nous
munissons Hol(DD) de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Pour f € Hol(D)
et K C D compact, nous notons

[flloo,& = sup [f(2)].
zeK

On dit alors qu’une suite de fonctions (f,), € Hol(D)Y converge uniformément sur tout compact
(ou converge localement uniformément) vers f € Hol(DD) lorsque, pour tout compact K C C,

+
1fn = Flloo, & == 0.

On note alors f, COVLU, f.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est métrisable. Pour n € N*, notons

1

D, C D le disque fermé de centre 0 et de rayon r, = 1 — —. Alors, la distance d définie sur
n

Hol(D) par

d(f,g) =" 27" min(L, ||f = gllee,p,)

neN*

induit sur Hol(D) la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Dans la suite, et
sauf mention explicite du contraire, nous considérerons que Hol(ID) est muni de cette distance.

Rappelons également un résultat d & Weierstrass. Une preuve de ce résultat peut par exemple
étre trouvée dans le livre de Rudin ([57], théoréme 10.28).

Théoréme 1.26 (Weierstrass) Soit (f,)n € Hol(D)Y une suite de fonctions holomorphes sur

D et f:D— C continue telle que fy, VLU, f.

Alors f € Hol(D) et, pour tout k € N, fflk) CVLD, f®).

Une conséquence importante de ce théoréme est le résultat suivant :

Théoréme 1.27 La distance d sur Hol(D) est compléte. En particulier, (Hol(D), d) est un espace
de Fréchet.
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Rappelons que les espaces de Fréchet peuvent étre vus comme des espaces généralisant les
espaces de Banach. En particulier, la complétude permet d’étendre aux espaces de Fréchet les
théorémes de 'application ouverte, ou encore du graphe fermé. Une présentation plus générale
des espaces de Fréchet peut par exemple étre trouvée dans les chapitres 1 et 2 du livre de Rudin

([561),

Nous nous intéressons maintenant aux espaces de Banach de fonctions holomorphes dont la
norme est compatible avec la convergence uniforme sur tout compact. On peut obtenir une
caractérisation de tels espaces en étudiant la continuité des évaluations en un point.

Proposition et définition 1.28 Soit X C Hol(D) un espace de Banach de fonctions holo-
morphes. Pour tout w € D, on note

5'{X—>C
R O A (Y

Uapplication linéaire qui correspond a l’évaluation en w.

Sont équivalentes :

(i) pour tout w € D, 6, est continue ;

(i) Uinclusion v : X — Hol(D) est continue.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que X s’injecte contindment dans Hol(D), et on
note X — Hol(D).

Démonstration : Le sens (ii) = (i) vient directement du fait que, quel que soit w € D,
I'application linéaire ¢, : Hol(D) — C définie par d,(f) = f(w) est continue (car la convergence
uniforme sur tout compact implique la convergence ponctuelle).

Montrons maintenant 'implication (i) = (i7). Soit K un compact de D. Considérons 'espace
de Banach (C(K), | - ||oo,k) des fonctions de K dans C qui sont continues ainsi que 'application

X = C(K)
R'{f o Ik

Nous savons que, pour tout w € K, application f — f(w) € L(C(K); C) est continue. Pour
prouver I'implication souhaitée, il suffit alors de montrer que R est un opérateur continu. Nous
allons le montrer grace au théoréeme du graphe fermé.

Soient (f,), une suite de fonctions dans X, et deux fonctions g € X et h € C(K) telles que
fajx — g dans X et f, — h dans C(K). Nous voulons montrer que h = g . Soit w € K. Comme
I'évaluation en w est continue sur X', nous savons que f,(w) — g(w). D’autre part, la convergence
uniforme implique la convergence ponctuelle, ce qui signifie que f,(w) — h(w). Ainsi, pour tout
w e K, g(w) = h(w), ce qui achéve la preuve. O
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Cas des espaces de Hilbert : noyaux reproduisants

Dans le cas particulier ot 'espace X < Hol(DD) est muni d’une structure hilbertienne, on
peut en outre considérer la notion de noyaux reproduisants.

Définition 1.29 Soit H — Hol(D) un espace de Hilbert de fonctions holomorphes pour le pro-

duit hilbertien (- , -). On dit que H est a noyaux reproduisants s’il existe une famille (K,)wep
d’applications linéaires continues de H — C telles que

YweD, VfeH, (f, K,)=f(w).

Proposition 1.30 Si l'inclusion H < Hol(D), alors H est un espace a noyauz reproduisants.

Démonstration : Le résultat découle du fait que les évaluations ponctuelles sont continues
(proposition 1.28) et du théoréme de représentation de Riesz. U

B.2 — Espaces de Dirichlet pondérés

Nous nous intéressons ici & un cas particulier d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes
contintiment inclus dans Hol(DD) : il s’agit des espaces de Dirichlet généralisés.

Définition 1.31 Soit w : [0;1[— R une fonction telle que r — rw(r) € L*([0;1]). Lespace
Dy, est l'ensemble des fonctions f holomorphes sur D et telles que la quantité

JALCIRTEIESS
D

est finie.

L’hypothése portant sur la fonction w sera justifiée a posteriori par la proposition 1.35. Re-
marquons qu’elle est nécessairement satisfaite dans le cas ol w est bornée.

Avant de détailler ’étude de ces espaces, mentionnons quelques exemples : pour w : r +— 1,
D,, est espace de Dirichlet; pour w : 7 + 1 — 7 ou w : r — 1 — 72, on retrouve (& norme
équivalente prés) 'espace de Hardy du disque H 2(]D>). Ces espaces « usuels » seront décrits plus
en détail et spécifiquement aprés I'étude générale des espaces D,,.

Ces espaces peuvent étre munis d’un produit hermitien.

Définition et proposition 1.32 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) €
LY([0;1]). On définit sur D,, une application

Dy xD, — C

ot G e SO0+ [ FEFE ()
D

™

Cette application munit Dy, d’une structure d’espace préhilbertien.
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Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement (-, -) pour (-, )5 .

w

Nous étudions maintenant les cas ol un espace de Dirichlet pondéré peut étre inclus dans un
autre.

Proposition 1.33 Soient v,w : [0; 1[— RY* telles que r — rv(r) et r — rw(r) € L*([0;1]). On
suppose qu’il existe M > 0 tel que, pour presque tout r € [0; 1],

w(r) < Mo(r).

Alors, D, C Dy, et l'inclusion D, — D,, est continue.

Démonstration : 11 suffit de montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour toute f € D,, nous avons
f €Dy et
2 2
1f1p, < Allflp, -

Fixons f € D,,. Pour presque tout z € D,

1) wir) < M|f'(2)]° o).

Par croissance de 'intégrale, nous obtenons
J1r @R ar < [ 176w ar
D D

En ajoutant ‘f’(O) ‘2 de chaque coté, et en prenant une constante A > O tel que A > 1et A > M,
nous avons finalement

2 2
Ifllp, < Allflp,

ce qui termine la preuve. (I
En particulier, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1.34 Soit w : [0;1[— R™ wune fonction telle que v — rw(r) € L'([0;1[). Soit
a : [0;1[— R™ telle qu’il existe m et M € R™ wérifiant, pour presque-tout r € [0;1[, 0 < m <
a(r) < M < +oo.

Alors, les espaces vectoriels Dy, et Doy sont identiques, et les normes || - ||w et || - [|aw sont
équivalentes sur ces espaces.

Démonstration : On raisonne par double inclusion, en appliquant deux fois la proposition 1.33
précédente. O

Une propriété remarquable du produit hermitien sur D,, est de se décrire sous une autre
fagon qui fait intervenir les coefficients de Taylor des fonctions en question.

Proposition 1.35 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) € L*([0;1]). Soient
f= Z anz" et g = Z bpz2" deux fonctions de D,,.

n=0 n=0
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1
Pour n € N*, définissons w, = 2n2/ 2~ Lw(r) dr. Posons également wo = 1.
0

Alors,
(f, 9)p, =D Wn anby.

n=0

Démonstration : Commengons par remarquer que les théorémes de Fubini et Fubini-Tonelli per-
mettent de justifier rigoureusement la validité des calculs (formels) suivants. Soit f = Z an 2" €

neN
D, Alors,
dA
15, = 1FOP+ [ (Zn> (Zmamzm—1> (=) LA
D n=1 m>1 &
= OP+ S [ nannt mam e tu(l2)) LA
m,n}lD T
1 1 2m
_ ’f(O)‘Q-F Z / nmanﬁrn-i-m—Qw(r) </ ez(n—m)@ dﬂ) rdr
m,n=1 0 TJo
1
= |f(0) +Z/ n?|an|? "2 w(r) 2r dr
n=1 0
= |£(0)] —i—Z |an|? 2n? /1 2L (r) dr
n=1 0
Ceci achéve la preuve. O

Notons en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 1.36 Soit w : [0;1[— R une fonction bornée. Soit (wy,), la suite de coefficients
donnée par la proposition 1.35. Alors, il existe M € RY* tel que, pour tout n € N*,

H6n||2Dw = wp < Mn.

Démonstration : Soit A € R un majorant de w. Il découle alors directement de la proposition

1
précédente que w, < 2n2 A / "L dr = n A pour n € N*. Ceci fournit le résultat souhaité. [J
0

Corollaire 1.37 Soit w : [0; 1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) € L*([0;1[). On suppose

n

que, pour tout q €]0; 1], la suite (q) est bornée. Alors, l’espace (’Dw, (- )p ) est un espace
Wn /J neN ¢
de Hilbert.
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Démonstration : Soit (wy,), la suite de coefficients donnée par la proposition 1.35. D’aprés la
proposition 1.35, 'application linéaire

Dy, — (N, w)
U : f= Zanz" = (an)n
n=0
est une isométrie.
Nous montrons maintenant que U est un isomorphisme. Comme nous savons déja que U est
une isométrie, il suffit de montrer que U est surjectif. Soit (ay), € 2(N, w). Cela signifie que la

série Z |an|? w,, converge. Or, nous savons que w, = nﬁq . (n). Pour tout ¢ € [0; 1, considérons
n=0
la série Z lan| ¢". Pour tout n € N,
n=0

n
anla” < (1+1aal’) " < " + ol wi-,

n

et donc la série E lan| " converge. Ceci prouve que la série entiére E a,z" a un rayon de
n=0 n=0

convergence supérieur & 1. En notant alors f = g anz", on vérifie directement que f € Dy, et

n=0
que U(f) - (an)n
Comme U est un isomorphisme isométrique, et comme EQ(N, w) est un espace de Hilbert,
nous avons bien montré que D,, est un espace de Hilbert. O

La description du produit hermitien qui fait intervenir les coefficients de Taylor permet de
démontrer un grand nombre de propriétés essentielles des espaces de Dirichlet pondérés.

Proposition 1.38 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) € L'([0;1]). On
n
suppose que, pour tout q €]0;1], la suite (q> est bornée. Alors, C|z] est dense dans ’espace
neN

Wn,
Dy -

N
Démonstration : Soit f = Z anz" € Dy. Pour N € N, on considére Py(f) = Z anz" € Clz].
n=0

n=0
On a alors, pour tout N € N, ||f — Px(f)|%, = Z |an|* wy, ce qui prouve que Py(f) — f
n>N+1
dans D,, lorsque N — 400 et montre le résultat souhaité. [l

Rappelons que pour w € D, nous notons §,, : D,, — C la forme linéaire (non nécessairement
continue) correspondant a ’évaluation en w. L’étude de ces formes linéaires (et, en particulier,
de leur continuité) nous permettra d’établir la continuité de I'inclusion D,, C Hol(DD).

Proposition 1.39 Soit w : [0; 1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) € L'([0;1]). On sup-

n

pose que, pour tout q €]0;1], la suite <q> est bornée. Alors, I’évaluation en 0 est continue
Wn /) neN

et ||8o]| = 1.
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Démonstration : 11 découle directement de ’expression de la norme hilbertienne sur D,, que
dp est continue et que ||Jp|| < 1. On montre ensuite aisément que ||dp|| = 1 grace a la fonction
constante et égale a 1. O

Proposition 1.40 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que r + rw(r) € LY([0;1]). Soit

(wp)n la suite de coefficients associée a w (elle est donnée par la proposition 1.35). On suppose
n

que, pour tout q €]0;1], la suite <q> est bornée. Soit w € D.
neN

Wn,
o . o[
Alors, la forme linéaire 0, est continue et ||y, = Z .
n=0 n
) ‘ . ’w‘Qn o
Démonstration : Comme la série Z converge, nous avons K, = Z —2" € Dy. Un
n Wn,
n=0 n=0
calcul direct montre alors que, pour tout f € D, f(w) = (f, K,). Ainsi, I’évaluation en w est
une forme linéaire continue et ||y || = || Ky |- O

La preuve de ce résultat donne une caractérisation des noyaux reproduisants sur les espaces

Dy.

Proposition 1.41 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que v — rw(r) € L*([0;1[). Soit

(wp)n la suite de coefficients associée a w (elle est donnée par la proposition 1.35). On suppose
n

que, pour tout q €]0;1], la suite (q

) est bornée. Pour w € D, on définit une fonction
Wn J neN
K, :D— C par

VzeD, K,(z) = Z “om,

w
n>0 n

Alors, pour tout w € D, K,, € Dy,. De plus, (Ky)wep est un noyau reproduisant sur Dy,.

En particulier, linclusion D,, — Hol(D) est alors continue.

Démonstration : La preuve est similaire & celle de la proposition 1.40. O

Notons les cas particuliers suivants :

Lemme 1.42 Soient a € R et w : r s (1 —r2)*. Alors, les coefficients (wy), donnés par la
‘an

proposition 1.35 qui décrivent le produit hermitien sur D, sont bien tels que la série Z
Wn,

n=0
converge pour tout w € D.

En particulier, linclusion D,, — Hol(D) est alors continue.

Ce cas particulier est traité spécifiquement et avec plus de détail ci-aprés : il s’agit du cas
des espaces D,. Pour I'instant, nous poursuivons notre étude des espaces D,,.
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Corollaire 1.43 On suppose que w : [0;1[— R™* est une fonction telle que r — rw(r) €
LY[0;1]) et qu’il existe 7o € [0;1], @ € RY et C € RY™ tels que, pour tout r € [ro;1],
w(r) = C(1 —r)“.

|w 2n

n

Alors les coefficients (wy,), donnés par la proposition 1.35 sont bien tels que Z converge

n=0
pour tout w € D.

En particulier, linclusion D,, — Hol(D) est alors continue.
Terminons par un résultat sur les « évaluations en un point du bord ».
Lemme 1.44 Soit w : [0;1[— R™ une fonction bornée. Soit ' € T.

Il n’existe pas d’opérateur T continu sur D,, et tel que, pour tout P € Clz], on ait T(P) =
P(e").

Démonstration : Comme w est bornée, il découle de la définition des coefficients (wy, ), (voir le

o

n(l+1In n)%
L : n 2

et considérons la fonction f = E fnz". Remarquons que f € D,. En effet, E | frl”w, =

n=1 n=1

1
Z tn et tn 7y =0 | ——— | pour n = +o00.
2 b n(

corollaire 1.36) que w,, = O(n) lorsque n — +o0. Pour n > 1, posons alors f, = eind

o1 (l—i—lnn)% n?(1+Inn) 1—|—lnn)%
N
D’autre part, pour N € N, posons fy = anz". Alors, pour tout N € N, fy € C[z] et
=0
N n
i0 1 o : i0 ~
fn(e") = Z ———— . Alnsi la suite fy(e"”) — 400 lorsque N — 400, mais fy — f dans
n—on(l+1Inn)1
D,,. Ceci achéve la preuve. O

Cas particulier : espaces D,

Nous étudions ici un cas particulier des espaces D,,, qui généralise dans un méme cadre les
cas des espaces de Hardy, Dirichlet et Bergman : il s’agit des espaces D,, dans le cas ou le poids
est de la forme w : 7+ (1 — r?)® pour un paramétre o € RT.

Définition 1.45 Soit o € R™. L’espace de Dirichlet pondéré D, est lespace vectoriel formé des

o« dA
fonctions [ holomorphes définies sur D et telles que la quantité / ’f’(z)‘Q (1 — \z|2) dA(z) est
D

™
finie.

En d’autres termes, D, est Uespace Dy, pour la fonction w : r— (1 — %)%,

Dans la suite, et sauf mention explicite du contraire, o désignera toujours un réel positif.
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Dans le cas des espaces D, on peut calculer explicitement les coefficients qui interviennent
dans la description du produit hilbertien en fonction des coefficients de Taylor (cf. la proposition

1.35).

Proposition 1.46 Soit a € RT. Les coefficients permettant de décrire le produit hermitien sur
Do (définis a la proposition 1.35) sont donnés par

wo =1
n!

VneN w,=n @11 (atn)

En particulier, si f € Dy et si f = Zan 2" est le développement en série entiére de [ au

neN
voisinage de 0, alors

n!
@+1) - (atn

|an|2-

£, = ISP+ n

n=1

Démonstration : D’aprés la proposition 1.35, nous savons que wg = 1 et que, pour tout n € N,
1
wy, = 2n2/ 2L (r) dr
0

otw:r— (1-— 7“2)0‘. On montre alors par récurrence sur n € N (grace a des intégrations par
parties successives) que

! n!
/0 w1 - ) du = (a+1)--(a+n+1)

Ceci clot la preuve. O

Les résultats de la sous-partie précédente s’appliquent en particulier aux espaces D,. Mention-

nons en particulier les corollaires suivants (ce sont respectivement des corollaires des propositions
1.38, 1.40, 1.28 et 1.33).

Proposition 1.47 Soit a € RT. Alors, C[z] est dense dans l’espace Dy,

Proposition 1.48 Pour tout a € R™, pour tout w € D, &, est une forme linéaire continue sur
Da.

Proposition 1.49 Soit o € RY. La convergence dans Dy, implique la convergence uniforme sur
tout compact. En d’autres termes, 'inclusion Dy — Hol(D) est continue.

Proposition 1.50 Soient o, f € RT. Supposons que o < B. Alors, D, est un sous-espace
vectoriel de Dg.

Le cas ot o = 0 est assez spécifique et mérite d’étre détaillé.

Définition 1.51 L’espace de Dirichlet D est l’espace de Dirichlet pondéré pour o = 0, c¢’est-a-
dire Dy.
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L’espace de Dirichlet est un espace que 'on pourrait qualifier de plus « habituel » que les
espaces D,. A ce titre, 'étude de D et des opérateurs définis sur D fait I'objet d’un nombre
considérable de travaux. Le livre d’El-Fallah, Kellay, Mashregi et Ransford (|31]), ou encore ’ar-
ticle d’Arcozzi, Rochberg, Sawyer et Wick (|7]) permettent d’avoir un bon apercu des résultats
connus sur D.

Sur cet espace particulier, nous pouvons par exemple expliciter les coefficients qui inter-
viennent lorsque ’on décrit la norme & 'aide des coefficients du développement en série entiére,
ou encore calculer explicitement le noyau reproduisant sur cet espace.

Proposition 1.52 Les coefficients permettant de décrire le produit hermitien sur D (définis a
la proposition 1.35) sont donnés par

w(]:l
Vn e N*, w, =n

En particulier, si f € D et si f = Zan 2" est le développement en série entiére de [ au

neN
voisinage de 0, alors

IF1B = 1FO)F + D n lanf”

n>1

Les noyauz reproduisants pour D sont donc donnés par
VweD, K,:z+—1+log(l—wz).

B.3 — Autres exemples d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes

Nous mentionnons ici deux autres types d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes sur le
disque unité. Il s’agit d’'une part des espaces de Bergman généralisés et d’autre part des espaces
de Hardy pondérés. Nous décrivons également le lien qu’entretiennent ces espaces avec les espaces
de Dirichlet pondérés décrits précédemment.

B.3.a) — Espaces de Bergman généralisés

Les espaces de Bergman se définissent de facon similaire aux espaces de Dirichlet, sauf que
la dérivée est remplacée par la fonction de départ dans I’expression intégrale.

Définition 1.53 Soit o € R™. L’espace de Bergman pondéré B, est lespace vectoriel formé des

dA
fonctions f holomorphes définies sur D et telles que la quantité / |f(,z)|2 (1 - |z|2)a 7(@ est
T
D

finie.

Lorsque o = 0, l'espace By est parfois noté simplement B et est alors appelé [’espace de
Bergman.

D’une fagon similaire a celle des espaces de Dirichlet, on peut voir la quantité précédente
comme découlant d’une norme hilbertienne.
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Définition et proposition 1.54 On définit sur B, une application (-,-)gz (ou simplement
(-, +) sl n’y a pas d’ambiguité) par

o dA(2)

()5, = / ()90 (1 |22)
D

L’application (-, '>Ba définit sur By un produit scalaire et By est un espace de Hilbert pour ce
produit scalaire.

Pour la norme induite par ce produit scalaire, l'inclusion B, — Hol(D) est continue.
Les espaces de Bergman sont reliés aux espaces de Dirichlet de la fagon suivante :

Proposition 1.55 Soit o € RT. Alors,
(i) les espaces vectoriels Doyo et By sont les mémes ;

(ii) les normes hilbertiennes sur Do1o et By sont équivalentes.

B.3.b) — Espaces de Hardy

Nous présentons ici une autre fagon de définir des espaces de Hilbert de fonctions holo-
morphes sur D : il s’agit des espaces de Hardy pondérés, qui se définissent en faisant intervenir
les coefficients de Taylor.

Définition 1.56 Soit 8 = (8,)n € (RT)YN une suite de poids. L’espace de Hardy pondéré par j3
est l’espace vectoriel H2(,8) des fonctions f holomorphes sur D et telles que, si f = Z anz" est
neN
le développement en série entiére de f en 0, la somme Z Bn |an|2 est finie.
neN

Remarquons que pour a = 1, nous retrouvons 'espace de Hardy « usuel » (c¢’est-a-dire non
pondéré). On peut par exemple trouver une présentation détaillée de cet espace dans le livre de
Martinez-Avendafio et Rosenthal ([45], principalement le premier chapitre).

Ces espaces peuvent également étre munis d’une structure hilbertienne.

Définition et proposition 1.57 Soit 8 un poids. On définit sur H*(S) une application (-, ->H2(5)
(ou (-,-) s’il n’y a pas d’ambiguité) par

<Z anz", Z bnz”> = Z B Gnbn.
H?(B)

neN neN neN

Cette application fait de H*(B) un espace de Hilbert.
De plus, pour cette norme, Uinclusion H*(f) < Hol(D) est continue.

Nous étudions maintenant deux cas particuliers qui nous permettent de voir les espaces de
Dirichlet pondérés D, comme des espaces de Hardy pondérés. Nous présentons deux techniques
permettant ceci : d’abord, nous le faisons au moyen d’un isomorphisme continu; ensuite, au
moyen d’un opérateur unitaire.
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Définition 1.58 Soit a € RT. On définit Uespace de Hardy pondéré Hz(a) comme étant 'espace
de Hardy pondéré pour les coefficients B, = (n + 1)1=% pour n € N.

Théoréme 1.59 Soit a € RT. Alors,
(i) les espaces vectoriels Dy, et H*(a) sont égaus ;

(ii) les normes hilbertiennes sur ces espaces sont équivalentes.

Démonstration : Soit f = Zanz" € Hol(D). Comme

n=0

n! 1—
~ 1 @
n(a+1)---(a+n)na+oo(n+ >

n!
il vient que la série n an|? converge si et seulement si la série n +
! > (a+1)...(a+n)‘"‘ & >
n>1 n=1
1)1 "%a,|? converge. La proposition 1.46 prouve alors le point (i) du théoréme. Le point (i) se
montre d’une facon similaire. O

Si on souhaite voir les espaces de Dirichlet généralisés D, comme des espaces de Hardy avec
la méme norme (et non seulement a norme équivalente prés), il suffit de prendre la forme générale
des coefficients donnée par la proposition 1.46.

n!
@+ 1) (atn)

Théoréme 1.60 Soit a € R™ et 8 la suite définie par By = 1 et B, = \/n

H(B) — Dq
f — f

pour n > 1. Alors, Uapplication I : { est un isomorphisme unitaire d’espaces

de Hilbert.

Dans le cas ol § est la suite associée a un certain « par le théoréme ci-dessus, nous noterons
H?(B) = D, (pour dire que les espaces sont égaux en tant qu’espaces hilbertiens (et non seule-
ment égaux en tant qu’espaces vectoriels avec deux normes équivalentes)).

B.3.c) — Espace H*(D)

Nous prenons le temps d’étudier un cas trés particulier des espaces précédents : il s’agit de
I’espace de Hardy « standard », noté H 2(]D)). Commengons par le définir.

Définition 1.61 L’espace de Hardy du disque unité est [’espace H2(ﬁ) pour la suite constante
B=1. On le note H*(D).

L’objectif principal de ce passage est de montrer comment on peut voir H 2(]D)) comme un
sous-espace fermé de L? (T) en passant aux limites radiales. Avant de montrer ce résultat, nous
commencons par établir une nouvelle expression de la norme sur H?(ID).

Proposition 1.62 Soit f € Hol(D). Soit
10;1] — RT

. 2T
AR T — /
0

1) 5
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Alors, la fonction ¢ est bien définie, croissante et

lim o(r) =Y |an* € R U {400} .

r—1- >0
Corollaire 1.63 L’espace HZ(]D)) peut étre décrit de la fagon suivante :

2T ) 2 do
sup / I <T€19>‘ — < —i—oo} .
0o<r<1.Jo 2m

De plus, la norme hilbertienne sur H*(D) est décrite, pour toute f € H*(D), par

2 o 2 0 2 de _ 2
112y = sup/0 £ (re)[ 5 =S laul?.

0<r<1 n>0

H*(D) = { f € Hol(D)

Nous prouvons la proposition 1.62.

Démonstration : Soit f = Z anz" € Hol(D). Remarquons que, pour tout z = re?

n=0

€ D, nous

avons

2

FreD)| = ) F(re)

- (Z) ()

= Z apayrinetn—mye (d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli)

m,n=>0

Soit r € [0;1]. Pour tous m, n € N, et pour tout ¢ € T, la série Zr” lan| est convergente
n=0
(car le rayon de convergence de f est supérieur ou égal a 1). Nous obtenons ainsi, d’aprés le
théoréeme de Fubini-Tonelli,

‘anWTznei(n_m)e‘ = Z 2" | |

m,n=>0 m,n=0

- (Er) (£ ) <o

n=0 m=0

Cette quantité étant indépendante de e € T, nous déduisons du théoréme de Fubini-Tonelli
que la fonction

(N)2 x T - C
X ((m’ n)’ ei@) — T,Qnan@ei(n—mw

est intégrable sur (N)2 x T. Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Fubini :
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2m N2 do 2m pi(n—m)o
f (rewﬂ — = 2" o — df
) Osin#m
| 1 sinon

= ZT2" |an|2 .

n=>0

Ceci valant pour tout r € [0; 1], nous avons que la fonction ¢ est bien définie et croissante.
Remarquons par ailleurs que, pour tout n € N, la fonction r — 72" ]an]2 est croissante. Le résul-
tat d’interversion de limite et somme découle alors du théoréme de Beppo Levi. Ceci achéve la
preuve. [l

Avant de poursuivre notre étude de H 2(IDD), nous montrons que les fonctions holomorphes et
bornées sont dans H?(D).

Définition et proposition 1.64 Soit

H*(D) = {f € Hol(D) ' Il suplf)] < +oo}.

Alors, (HOO(]D)), H'”oo,JD)) est un espace de Banach de fonctions holomorphes contindment inclus

dans Hol(D). De plus, H*(D) c H*(D).

Démonstration : Nous voyons directement que (H M), Il D) est un espace de Banach de

fonctions holomorphes contintiment inclus dans Hol(D). Nous nous restreignons donc & montrer
Iinclusion H>*(D) ¢ H*(D).
Soit f € H(]D)). Alors, pour tout r €]0; 1], nous avons

/ZTr
0

Alors, d’aprés la description de la norme sur H 2(]1))) donnée par le corollaire 1.63, nous avons
bien que f € H*(D). Ceci achéve la preuve. O

2 27
do < MQie

— = M?.
27[' = 0 27'('

fre?)|

Nous montrons maintenant comment il est possible de voir I'espace H*(ID) comme un sous-
espace fermé de L2(T). Pour cela, nous aurons besoin de considérer le noyau de Poisson, que
nous définissons de la fagon suivante : pour tout r € [0; 1], posons

R/27Z — C
oo 2 i0
PT‘ : | ‘ ind 1—r 1 + re
0 - nlgind — — R .
n:z—oor c 1 —2rcos(0) + r? 1 —rei

Introduisons encore quelques notations : nous noterons * le produit de convolution usuel (on
pourra se rapporter au livre de Brezis [17], notamment la partie IV.4).
Pour f € L*(T) et 7 € [0; 1], nous noterons

£ e s FaP(0) € L(T).
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Nous noterons P [f] : D — C la fonction définie pour tout z = re? e D par

PLf(re™) = fo(e®) = (f % P)(e").
Par ailleurs, si f : D — C est bien définie, nous noterons f,) la restriction de f au cercle de

centre 0 et de rayon r. R
Enfin, rappelons que si f € L2(’]I'), nous noterons f la transformée de Fourier de f, et

(f(n)) , les coefficients de Fourier.
ne

Nous commencons par énoncer un lemme technique qui rappelle les propriétés du noyau de
Poisson. Nous ne prouvons pas le résultat en question, mais renvoyons au livre de Rudin ([57],
chapitre 11, théorémes 11.7, 11.16 et 11.24) pour plus de détails.

Lemme 1.65 (admis) Soit f € L*(T).

Alors, f, UmiN f dans LQ(']I'), De plus, la convergence radiale échoit presque stirement : pour
presque tout ¢ € T, f,(e) — f(e).

D’autre part, pour tout r € [0;1], et pour tout n € N, fr(n) =" f(n).

Enfin, la fonction P[f] est harmonique sur D et, pour tout r € [0; 1], (P[g])(r) = g,.

Nous allons maintenant utiliser le noyau de Poisson pour montrer que I'on peut voir H? (D)
comme un sous-espace fermé de L?(T). Nous suivons ici une approche classique, présentée par
exemple par Nikolski dans [46] (partie A, chapitre 3). Nous commengons par définir 'espace de
Hardy du cercle unité, qui sera 'analogue dans L*(T) de H?(D).

Définition et proposition 1.66 L’espace de Hardy du cercle unité est l’espace
H2(T) = {f e L(T) ‘ Yn <0, f(n) = 0}.
L’espace H*(T) est un sous-espace fermé de L*(T).

Remarquons que, pour toute f € H>(T), lécriture de f comme somme de sa série de Fourier

nous donne que f = Z Fn) ()", avec Z ‘f(n)‘z < 400.
n=0 n=0
L’objectif du théoréme suivant est de préciser les liens entre les espaces H(D) et H?(T),
notamment en montrant que I’on peut passer de I'un & ’autre en considérant des limites radiales.

Théoréme 1.67 Soit [ € HQ(]D)) Alors, f admet une limite radiale f* dans presque toutes les
directions : pour presque tout € € T, r— f(re®) admet une limite f*(e®) lorsque r — 1.

De plus, f* € H*(T). Enfin, || fllz2my = /|2y
Réciproquement, si g € H*(T), alors Plg] € H*(D) et g = (P[g])*.
En résumé,

H*(D) — H*(T)
U : f — ff=€? — lin% f(re®) presque partout
r—
Plg] <« g

est un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert.

Remarque Remarquons en particulier que, si f € H*(D), alors fey — [* dans L*(T) lorsque
r— 1.
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Démonstration : Commencgons par esquisser le plan de la preuve :

1. Nous commencons par montrer que, si f € H?(ID), alors il existe g € L(T) tel que foy =9
faiblement dans L?(T) et g € H*(T)

2. Nous utilisons ensuite les propriétés du noyau de Poisson pour montrer que la convergence
est en fait une convergence dans L? et radialement dans presque toutes les directions.

3. Nous terminons en vérifiant le sens réciproque.

Premiére étape Soit f = Zanz” € H*(D). Nous savons que, pour tout r € [0;1], nous
n=0

avons Hf(T)HLQ(T) < ||f||H2(1D>) (d’aprés la description de la norme sur H*(D) donnée par le
corollaire 1.63). Alors, d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu (voir par exemple [17], théoréme
I11.27), il existe une suite (rp)pen € [0; 1[N telle que r, — 1 et il existe g € L*(T) telle que
fr, — g faiblement dans L? (T). Commencons par caractériser g par ses coefficients de Fourier.
Soit n € Z. Comme ¢ + @(n) est une fonctionnelle continue sur L?(T), nous avons bien que
fr\k(n) LmasN g(n). Or, pour tout r € [0; 1], nous avons que f;(n) =r"a,sin>0et fT\k(n) =0
si n < 0. Ainsi, pour tout n € Z,

En particulier, nous avons bien que g € H?(T).

Deuxiéme étape Nous montrons maintenant que f, — g dans L*(T) et radialement dans
toutes les directions. Pour cela, il suffit de montrer que, pour tout r € [0; 1], nous avons foy =
gr = g* P.. Fixons r € [0;1] et calculons les coefficients de Fourier de f(,) et g,. D'une part,
comme nous ’avons vu précédemment

— r"a, sin >0
0 sinon

D’autre part, vu les propriétés du noyau de Poisson (lemme 1.65), nous avons que

ra, sin >0
0 sinon

() = rgn) = {

Ainsi, nous avons bien que f,) = g, dans LQ('JI‘). Comme nous savons que g, — ¢ dans L? et

radialement dans presque toutes les directions, nous pouvons dire que f, — g des mémes fagons.

Comme f, — ¢ dans L?*(T), nous avons bien que HgHLg(T) = Iirq Hf(T)H' Or, d’apres le
r—

corollaire 1.63, nous savons que lin% I f(T)H = ||/l g2(m)- Ainsi, nous avons bien que ||g| 2y =
r—

1N 2y -

Troisiéme étape Au vu des étapes précédentes, il nous suffit de prouver que, si g € H 2(’]1“),
alors P[g] € H?(D). Nous savons que, pour tout r € [0; 1] et pour tout n € Z, g(n) = r'"lg(n).
En d’autres termes, pour tout r € [0; 1] et pour presque tout e e T, nous avons bien

P[g] (Teie) _ gr(eie) _ Zg}(n)emﬁ _ Zg(n)rhﬂeinﬁ'
neL nez

Or, comme g € H?(T), pour tout n < 0, nous avons g(n) = 0 et Z lgn]® = |lgl|* < +oo. Ainsi,
n=>0
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Pll(re®) = 3" Gn)rlrle™.

n=0

Ceci prouve que P[g] € Hol(D) et que Plg] = Z/g\(n)z” est le développement en série entiére
n=0
de Plg] en 0. Comme Z lgn|? < 400, nous avons bien que P[g] € H?(D). Nous pouvons alors
n=0
appliquer & Plg] les résultats des étapes précédentes pour conclure la preuve. (]

B.4 — Espace de Hardy du demi-plan supérieur — Théoréme de Paley-Wiener

Nous quittons momentanément le disque unité pour nous aventurer sur le demi-plan supé-
rieur : dans cette partie, nous présentons ’espace de Hardy du demi-plan supérieur H 2(H+).
Plus précisément, aprés 'avoir défini, nous montrons des propriétés analogues a celles que nous
avons montrées sur H2(ID), notamment en montrant que H2(II") s’injecte isométriquement dans
L? (R) en passant a la limite non tangentielle. Un des éléments clefs de cette présentation sera le
théoréme de Paley-Wiener qui établit un isomorphisme unitaire entre H*(ITT) et L*(R™) via la
transformation de Fourier.

Commencons par une définition. Rappelons que I'on note II" le demi-plan supérieur ouvert.

Définition 1.68 On définit l’espace de Hardy du demi-plan supérieur de la fagon suivante :

def

PRl () | [F sy 2 sup [ 15+ i)l do < 400
R

HP(ITY)

y>0

L’espace H*(II'T) est un espace vectoriel, et [l 2 (r1+) €st une norme sur cet espace

Nous commengons par montrer un théoréme attribué a Paley et Wiener ([49]). La preuve que
nous détaillons ici est inspirée de celle présentée par Rudin dans [57| (chap. 19, thm 19.2).

Théoréme 1.69 (Paley-Wiener) Soit F € H>(II1). Alors, il existe une unique f € L?*(RT)

telle que, pour tout Z € I,
+o0o

Fzy= [ e a,
0
et | Fll gzquey = /1l 2wy
Réciproquement, si f € LZ(R+), alors la relation précédente définit une fonction ' € HQ(H+)
telle que ||F||H2(H+) = Hf||L2(R+)-
En résumé, on dispose d’un isomorphisme isométrique

L*(RT) — H2(I1T)
. +o0o
W o <Z~> / f(t)et? dt)
0

Remarque Le théoréme de Paley-Wiener est fortement lié & la transformation de Fourier : en
effet, si y > 0 est fixé, alors la fonction o — F(z + iy) est la transformée de Fourier inverse de
la fonction ¢y, : t — f(t)e ™ € L*(R). Le fait que f soit a support dans R peut étre vu comme
une propriété découlant de I'holomorphie : I’analogue sur le disque unité serait de dire que la
transformée de Fourier de f € H 2(ID)) est & support dans N car f est holomorphe.
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Nous prouvons maintenant le théoréme 1.69.

Démonstration : Nous commencons par montrer le sens direct. Soit F' € H? (ITT). Commencons
par donner une intuition de ce que l'on va faire. La relation que nous voulons montrer étant
intimement liée a la transformation de Fourier : nous pouvons voir F' comme le prolongement
analytique de la transformée de Fourier inverse de f. Nous allons donc définir f a partir de
la transformée de Fourier de F'. Pour cela, nous montrons que la transformée de Fourier de la
fonction f, : © — F(x +iy) € L*(R) ne dépend « pas trop » de y, ce qui nous permettra de
définir la fonction f.

Pour y > 0, notons f, : z = F(z + iy) € L*(R). Nous montrons que

pour presque tout ¢ € R, etyﬁ(t) = etﬁ(t).
Rappelons que, d’aprés le théoréme de Plancherel, lorsque a — +o0,

(64 . 2
/ F(z+ iy)e_m% r®), F(Fy),

et donc

« . . 2
/ Fla +iy)e @+ 32 Z® 0w rm 1)) .

—a 2w

Pour a et y € R™, nous considérons le contour d’intégration rectangulaire suivant :

v

Loy

Vv

FIGURE 1.1 — Contour d’intégration I,

2 ost holomorphe sur IIT, le théoréme des résidus nous
donne que, pour tout a € R, /F(Z)e_itz dZ = 0. Nous avons donc

I

Comme la fonction z — F(Z)e™

[ 1
0:/ F(x_i_i)efit(awri) dz +/ F(Oé_i_is)efit(oﬂris) ds+--- (®)
)

—

=(1) =(2)

@ . A 1 ‘ ‘
- / F(:L' + iy)e—zt(x-i-zy) dr — / F(_a =+ Z'S)e—zt(—oc-i—zs) ds.
Yy

—

=3) =(4)
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Fixons maintenant un ¢ € R. Nous étudions le comportement des termes (2) et (4) lorsque
a — 400. Pour cela, remarquons que, pour tout « € R, nous avons d’aprés 'inégalité de Cauchy-

Schwarz
< </ ‘F(a—I—is)e_”(o"L“) ds)
Y

1 1
< / |F(a+is)]? ds ></ ets dt.
y y

2

1
/ Fla+is)e” Mot g
y

1
Pour o € R, posons A(a) dof / |F(o+is)|* ds. Nous montrons que A € L'(R). Ceci est
y

une conséquence du théoréme de Fubini-Tonelli. En effet,

/+OOA(oz) do = /mf |F(a+is))* ds da

—00 oo Jy
1 +oo

= / / |F(a+is))* da ds
y J—o0

1=yl < 1F e -

N

Ainsi, A € L'(R). En particulier, il existe une suite (o;)jen € RY telle que a;; — +00 lorsque
Jj — +oo, et

lim A(a;) 4+ A(—a;) =0.
jHHEOO (041)"‘ ( O‘J)

Notons bien que, comme A ne dépend pas de ¢, la suite (a;); ne dépend pas de t non plus. En
particulier, nous avons montré que, pour tout t € R,

1 1
lim F(aj + is)e”Met) s = lim / F(oj + is)eMetis) qg = 0.
y

j—+oo y J—+oo

De plus, comme nous avons, d’aprés le théoréme de Plancherel,

(t > / ) F(x 4 i)e et dw> 7, (t — e F(F1)(1))

—ay

et

a; . 2
(t > / ’ F(x + iy)e” H@+w) dat) r®, (t = eV F(F,)(1)),

—ay

il existe une extraction ¢ telle que

Y (5) . ) i
pour presque tout t € R, / F(z +i)e =) dg Iz, e F(F)(t)
()
et
Yo (j)

Jj—+oo

pour presque tout t € R, / F(x+ iy)e_it($+iy) de ——— ety}'(Fy)(t).

%% (j)
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Finalement, en passant a la limite dans 1’égalité (®) obtenue avec le théoréme des résidus, nous
avons bien obtenu que

eV F(F,)(t) = ' F(F1)(1).

Posons alors

pour presque tout t € R, f(t) def ' F(Fy)(t).

Nous montrons que f € L? (R1). Nous commencons par montrer que, pour presque tout ¢ < 0,
f(t) = 0. Pour cela, nous calculons

+o0 +oo
/ fmmwdtzjf|H@wW&

L[t

= o |f(x +iy)|* da daprés la formule de Plancherel
T J—c0

< NFI sy -

La majoration ci-dessus étant uniforme en y, nous pouvons appliquer le théoréme de conver-
gence dominée.

+o0 +oo
/ lim e ¥ |f(t)]* dt = lim e WIf)? dt < ||FH12L12(H+)'

oo Y—rFoo y—+oo J_ o

Ainsi, pour presque tout ¢ < 0,

: —ty 2
ygrfme lf(t)]” < 4o0.

Comme ¢ < 0, nous avons finalement que f(¢) = 0. Ainsi, pour presque tout ¢ < 0, f(¢t) = 0.
Nous pouvons alors en déduire que, pour tout y > 0, F(F,) € L*(R™).

Pour montrer que f € LQ(R+), nous appliquons le théoréme de convergence dominée dans le
méme cadre que ci-dessus, mais en prenant la limite pour y — 0.

+o0 Foo
lim ewumﬁazé PP dt < [Pl -

Ainsi, nous avons bien que f € L*(R"). De plus, nous avons montré que 11 2y < IE N g2

+00 .
Nous montrons maintenant que, pour tout Z € IIT, F(Z) = / f(t)e'™? dt. Ceci découle
0

de la formule d’inversion de Fourier. Soit Z = x +iy € IIT. Pour appliquer la formule d’inversion
de Fourier, il nous faut vérifier que F(F,) € L*(R"). Ceci vient du fait que,

pour presque tout t € R, F(F,)(t) = e " f(y).

Ort— e e L(RY) et f € L*(RT). D’aprés I'inégalité de Holder, nous avons bien montré que
F(F,) € L*(R"). Nous avons donc, pour tout z € R,

+oo )
fy(z) = / fy(t)e™ dt

+oo .
F(z+iy) = / e W)™ dt

—00

+oo o
_ / f(t)ezt(a:—my) dt.

—00



SECTION 1.B — Espaces de fonctions holomorphes 65

Ceci prouve le résultat souhaité, et termine la preuve du sens direct. Nous montrons mainte-
nant le sens réciproque. Fixons f € L>(RT). Pour tout Z € It ¢t — €% € L*(R"). On définit
donc une fonction

ot — C

L e itZ
Z flt)e™= dt
0
Il nous reste & montrer que F € H*(IT") et que 1 Fl g2qi+y < Il g2+ Commencons par

montrer que F € Hol(IIT). Pour cela, nous montrons que, pour tout yo > 0, F est holomorphe
sur le demi-plan supérieur 1L}, = {Z € C | I(Z) > yo }. Soit yo > 0. Alors :

— la fonction (¢, Z) — f(t)e'? est mesurable sur R x H;O ;

— pour tout t € RT, la fonction Z — f(t)e*? est holomorphe sur H;ro ;

— pour tout t € R*, pour tout Z € H;‘O,

F0e] < |f(t)] e,
et t > |f(t)] e ™0 est intégrable sur RT.

D’aprés le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale, nous avons que F' est holomorphe sur
H;‘O. Ceci valant pour tout gy > 0, nous avons bien que F est holomorphe sur II7.

Montrons maintenant que F € H*(IT™). Soit y > 0. Notons ¢, : t = f(t)e” . Alors, comme
¢y est un produit de deux fonctions dans L*(R"), ¢, € L*(R"). Par ailleurs, comme ¢, est
le produit d'une fonction dans L*(R™) par une fonction dans L(RT), ¢, € L*(R"). Alors,
d’aprés le théoréme de Plancherel, F(p,) € L*(R) et || F(py,)|l L2R) = lloyl| r2(r)- Par ailleurs,
pour presque tout x € R,

o0 .
Fe)a@) = [ p0e da

—0o0

+oo
— / f(t)e We™ dz
= F(x+iy).

o

Ainsi, nous avons

+oo ) 9 +o0 9
[ el a = [ leoF @

—00 —00

+oo
= [ urope
0
Feo 2 2
< /0 FOP dt =[£Iz -

Ceci valant pour tout y > 0, nous avons bien montré que F € H?*(IT"). Ce faisant, nous
avons également prouvé que ||F|| g2i+) < [[flf2g+)- Ceci achéve la preuve du théoréme. [

L’objectif des résultats qui suivent est de montrer que I'on peut voir H 2(H‘F) comme un sous-
espace fermé de LQ(R). Ce résultat peut-étre vu comme ’analogue sur le demi-plan supérieur du
résultat dont nous disposons sur le disque unité (proposition 1.67).



66 CHAPITRE 1ER — FONCTIONS HOLOMORPHES SUR D

Nous commencons par montrer (proposition 1.70) que toute fonction F' € H*(ITT) admet des
limites verticales en presque tout point « € R. Le théoréme de Paley-Wiener jouera un role clef
dans cette preuve. A partir de ce résultat et grace a un changement de variable adéquat, nous
pourrons montrer le résultat que nous cherchons sur H 2(H"’) en « transportant » le résultat que
nous connaissons sur H>(ID) (proposition 1.72). Commencons par étudier Iexistence des limites
verticales. Le résultat suivant est ’analogue sur le demi-plan supérieur du lemme 1.65.

Proposition et définition 1.70 (admis) Soit F € H*(IIT). Pour tout y € R™, considérons
la fonction Fy : x v+ F(z +iy) € L*(R). Alors, la limite
F* Y 1im F, € L2(R)
y—0
existe et [’application

[ BY) — L(R)
L {F — I

est une isométrie.
De plus, pour presque tout x € R, la limite liH(l) F(x + iy) existe et
Yy—

lim F(z +iy) = F*(x).
y—0
On pose H?*(R) e L(H*(11T)).

Alors, L : H*(II'T) — H*(R) est un isomorphisme isométrique. En particulier, la norme sur
H2(IIT) est hilbertienne.

Nous énoncons maintenant un lemme technique qui décrit précisément le changement de
variable que nous utiliserons pour passer de L*(R) a L(T), puis de H2(II") a H*(D).

Lemme 1.71 L’application

L*(R) — L*(T) .
U3 rF > (ew»—>F<z’1+€Z>x 2ﬁ>

1 — et 1 — et

est un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert. Son inverse est ['opérateur

* L*(T) — L*R) .
Ur 4 o (fo(i;Z)xﬁ(iH))

Démonstration : On considére la transformation de Mobius

T — R
[CO ; . 1 + ei@ ’
e s g
1 — et
dont 'inverse est décrit par
R — T
wl T —1
T

T+
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Remarquons par ailleurs que w(D) = 1.

1 16 ) _
Les changements de variable associés s’écrivent x = i 1—1_7629 et ¢ =L i . En particulier,
—e x
Pl 4p = 2 dz,
(z +1)?
d’ou l'on tire
2 2 —2¢%
X T+ — €
Par ailleurs, on remarque que (1 — )2 = —¢¥(1 — ¢') (1 - e_i9> et on obtient finalement
2
|1 — e

11 suffit alors d’appliquer les changements de variable précédents : si F € L*(R),

+oo 27 2
/\F(@F dr — /f(ew)lfw do
—00 0
21 2\/}
o 10
N /f< )1—619 271'
0

) 1 16
oll on a posé f(ela) =F < 1+619>. Réciproquement, si f € L*(T),

2w 2 d9 9
i0
d
[ 5] / F@) | o
0
\ , 14e” -
ot on aposé F(x)=f |1 1o ) Ceci achéve la preuve. O
—e

Nous montrons maintenant que U : L*(R) — L*(T) induit un isomorphisme unitaire de
H%*(R) dans H*(T).

Proposition 1.72 Soit U : L*(R) — L*(T) lisomorphisme unitaire défini dans la proposition
1.71. Alors,
1. pour toute F* € H*(R), on a U(F*) € HX(T), et NU(F) g2y = 1F N2 5

2. réciproquement, si f* € H*(T), alors UL (f*) € H*(R) et HU_1 )HHQ(R) = ||f*HH2(11‘)-

En d’autres termes, opérateur U : H*(R) — H?(T) induit par U est un isomorphisme
unitaire.
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Démonstration : La preuve du point 1 découle des résultats précédents : soit F'* € H 2(}R).
Rappelons que 'on dispose, d’aprés la proposition 1.70, d’un opérateur unitaire L : H? () —
H*(R). Alors, |U(F")|lg2ery = |17 F) | oy = 1E 2 wy-

Montrons maintenant le point 2. Soit f* € H*(T). Posons F* = U~ !(f*) € L*(R). Rappelons
que 'on dispose d’un isomorphisme unitaire K : H*(D) — H?*(T) tel que, pour toute f € H?(ID),
K(f) est la limite radiale non-tangentielle de f dans presque toutes les directions (cf. le théoréme
1.67). Soit f = K~1(f*) € H*(D). On définit alors

nt — C
F . 1 Z—1i\ € Hol (ITT).
VA s - ——
\/Tr(ZJri)Xf(ZJrz‘)

Admettons que I'on a prouvé que F € H 2(HJF). Alors, par le changement de variable détaillé
dans le lemme 1.71, nous aurons que U(L(F)) = f (car les limites non tangentielles passent
aux changements de variable conforme, d’aprés le théoréme de Julia-Wolff-Carathéodory 1.17).
Comme U et L sont des isométries, nous aurons bien le résultat souhaité.

Nous montrons alors que F' € H 2(HJF). L’argument clef est de montrer que, comme f peut
étre décrite comme la convolution par le noyau de Poisson sur le disque unité (lemme 1.65),
un résultat similaire est vrai pour F'. Nous utiliserons alors cette expression pour montrer que
F e H*(IIT).

Soit z = re' € D. D’aprés les propriétés du noyau de Poisson (lemme 1.65), nous avons

ei9+z
el — 2

f(re?y = % 71"*(6“") R [ ] do.
0

On fait alors le méme changement de variable que dans le lemme 1.71. Soit

1
Z=x+iy=i T o,
1—-=2
et z = _EG]D.Alors,
(2= _f(z)_1+/°°f t—i\ o [t ] 2de
Z+i) C2r t+i 2o 14
Or,
—i | Z—i - . . . .
=R =1 <t—z><z+z>+<z—z><t+z>]
_,L Z_Z _. . _. .
ﬁ—zﬂ. ((t—i)(Z+1i)+(Z —i)(t+1)
[ Zt+1
- R 2T
)
_ %_xt-l-'l—f—ity
Ly +i(t—x)
_ gl owe) ) y(+2)
I N e e B (O L o

Alors,
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Z—-i\ 1 i y(1+t2) 24t
f<Z~|—z'> T2 f(t+i) (t—2)2+y21+¢2
+oo
B t—1 y dt
- _/f(m) (@179

On définit alors le noyau de Poisson du demi-plan supérieur par

def 1 y
Py(z) = T4 y?

7
Pour y > 0, notons F, : x +— F(z+iy) et D, : . — F(z+iy)x /7w (z+i(y+1)) = f <Z n Z) us
i

0
voulons montrer que, pour tout y > 0, F, € L*(R). Comme pour tout = € R, |F,(z)| < |®,(z)],
il suffit de montrer que, pour tout y > 0, ¢, € L*(R).

Remarquons que, pour tout y > 0, P, € LY(R) et

17 yd
Yy axr
Pl =3 [ g =1

—0o0

Fixons maintenant y > 0. Nous montrons que ®, € LQ(R). D’aprés ce qui précéde, nous
avons &, = F*x P,. Comme F* € L*(R) et P, € L'(R), les propriétés du produit de convolution
nous disent que ®, € L*(R) et

1Pyl L2my < IEF N L2(my % 1.

En particulier, pour tout y > 0, |[Fy|l ;o) < 7 [lf*ll 2(r)- La majoration étant uniforme en y,

nous avons bien prouvé que F € H?(IT"). Ceci conclut la preuve. O

Nous pouvons combiner les résultats précédents pour obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 1.73 L’application
H*(IT) — H*R) C L*(R)
I: F — <x|—>limF(:c—|—z'y)>
y—0
(Z=z+iy— gxPy(z)) <— g
est un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert, qui permet de voir H2(H+) comme un Sous-

espace fermé de L*(R)

Résumé : Le diagramme suivant commute et toutes les fléches sont isométriques.
Notons bien que U est un changement de variable pondéré (cf. le lemme 1.71).
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H*(IT") <— H*(D)

Paley—i}\/ie}/ Ilgm Ili \%ie‘\de Taylor

)<L H2(R) <~ H2(T) 2(N)

i 5

LA(R) <L > [2(R) <YL= [2(T) < 2(2)

va

S

FIGURE 1.2 — Différentes versions de H*(ITT)
B.5 — Espaces de Hilbert de fonctions holomorphes a valeurs vectorielles

Nous terminons cette partie de présentation des espaces de fonctions holomorphes par quelques
notions sur les espaces de Hilbert de fonctions holomorphes & valeurs vectorielles. Plus précisé-
ment, pour la suite de nos travaux, nous avons besoin de préciser ce que ’on entend par « noyaux
reproduisants » dans le cadre de tels espaces.

Une présentation générale des fonctions holomorphes a valeurs vectorielles peut par exemple
étre trouvée dans [38| (notamment la section 2 du chapitre IIT). Nous ne présentons ici qu’un
résumé de cette théorie.

Dans toute cette section, nous noterons £ un espace de Hilbert. Pour simplifier notre étude,
nous nous restreignons a considérer les fonctions holomorphes de D dans £ (c¢’est uniquement dans
ce cadre que nous les utiliserons ultérieurement dans ces travaux, notamment pour le théoréme
de Shimorin 3.54 et son application aux semi-groupes 4.40). Notons en particulier que I’on peut
sans peine remplacer le disque unité ouvert D par n’importe quel disque ouvert centré en 0 pour
obtenir des définitions analogues.

Définition et proposition 1.74 Soient £ un espace de Hilbert et f : D — £. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction f est C-différentiable en tout point de D ;
(ii) pour tout e € £, z— (f(2),e)g est holomorphe ;

(iii) la fonction f est développable en série entiére en tout point de .

Lorsque ces conditions équivalentes sont vérifiées, on dit alors que f est une fonction ho-
lomorphe définie sur D est a valeurs dans £. On notera Hol (D;E) le C-espace vectoriel des
fonctions holomorphes de D — E£.

Remarquons qu’on peut généraliser au cas des fonctions holomorphes & valeurs vectorielles la
plupart des résultats connus sur les fonctions holomorphes. On dispose ainsi, par exemple, d'un
analogue de la formule de Cauchy pour f et ses dérivées, ou encore d’un analogue du principe
des zéros isolés.

Nous nous intéressons maintenant aux sous-espaces de Hol (ID;E€) qui sont des espaces de
Hilbert. Plus précisément, nous pouvons généraliser dans ce contexte la notion de noyaux repro-
duisants.
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Définition 1.75 Soit £ un espace de Hilbert. Soit $ C Hol (D; &) un espace de Hilbert pour le
produit hermitien (-, ->5, On dit que $ est a noyaux reproduisants s’il existe une application

e DxD — L(&)
| (w2) = k(w,2)
telle que

(i) pour tout w € D, pour tout e € £, z+— k(w,z) -e € H;
(ii) pour tout w € D, pour toute f € $, pour tout e € &,

(fs k(w,")-e)g = (f(w), e)¢.

Exemple Donnons un exemple qui généralise le cas de 'espace de Hardy. Considérons H? (D; &)
I'espace des fonctions f = Zanz” telles que Z HanHi < 4o00. Alors, H*(D; &) est un espace

n=0 n=0
de Hilbert pour le produit hermitien décrit par

<Zanz”, mezm> :Z<an, bm>5.

n=0 m=0 n=0

On peut le munir de noyaux reproduisants en posant

DxD — L(&)
(w,2) +— <6H1 ! e>

— Wz

Vérifions que H 2(ID); &) est bien a noyaux reproduisants. Soit w € D et e € £. Alors,

1
k(w,-)-e:z— ezzw”z”e,

1—wz
n=0

et Z ™| |e]|7 < 400, donc la condition (i) de la définition précédente est vérifice. D’autre part,
n=0
pour toute fonction f = Z anz™ € H*(D; E),

n=0

Ceci montre la condition (i¢) de la définition ci-dessus.

Remarquons également que, lorsque € = C, nous retrouvons bien la définition de ’espace de
Hardy H?*(D).
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B.6 — Multiplicateurs de D,

Nous consacrons quelques pages de ce manuscrit a 1’étude des multiplicateurs pour des es-
paces de Dirichlet pondérés D,,. Nous suivons dans cette partie les travaux de [31] (notamment
ceux du chapitre 5) en les généralisant aux espaces D,,. Une étude générale des opérateurs de
multiplication peut aussi étre trouvée dans [33] (voir notamment le théoréme 6). Commengons
par fixer une notation.

Dans cette partie, et sauf mention explicite du contraire, nous supposerons que w : [0; 1[— R**
vérifie les conditions suivantes :

(i) la fonction w est continue et bornée ;

. . D, — C TS .
(ii) pour tout w € D, 'application E,, : { fw — est une application linéaire continue.

(w)

dA
Pour une fonction f € D, nous noterons Dy, (f) = / ‘f"Q w(z]) (Z)
D

™

Nous pouvons maintenant définir les multiplicateurs de I'espace D,,.

Définition 1.76 Soit h : D — C une fonction holomorphe. On dit que h est un multiplicateur
de Dy, si, pour toute f € Dy, h X f € Dy, .

On note Mult,, l’ensemble des des mutiplicateurs de D,,.

Nous nous intéressons maintenant a la caractérisation des multiplicateurs de D,,. Nous don-
nons des conditions suffisantes plutot explicites, ainsi qu’'une condition nécessaire et suffisante
mais moins directe. Enfin, nous étudions le cas particulier des espaces D, pour o > 1.

Proposition 1.77 C[z] C Multy,.

Démonstration : Cela vient du fait que, pour tout f € Dy, Dy (f) = Z Wy, ]anlz. Par linéarité,
n>1
il suffit de montrer que, pour tout k£ € N, on a e € Mult,,. Alors, pour toute f = Z an2" € Dy,

n>0
nous avons

Dy (2" x f) = an+k ‘an’2-

n=0

Comme wy; = O(wy) lorsque n — +00, nous avons bien que e x f € D,,. Ceci achéve la
preuve. O

Proposition 1.78 Soit h : D — C une fonction holomorphe. On suppose que h' € H*. Alors,
h € Mult,,.
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Démonstration : Remarquons d’abord que, comme A’ € H*, on a également h € H*. Mon-
trons maintenant que h € Mult,,. Soit f € D,,. Remarquons que (hf) = h'(zf) — f'(h'z — h).
Comme f € D,, et comme C[z] C Mult,,, on sait que (zf) € D,,. Ainsi,

D (hf) < 2||h|[F D (2 f) + 2I|h'z — hl|}eDu(f) < +o0.

Alors, hf € D,,. Ceci valant pour tout f, nous avons bien démontré que h € Mult,,. O

Nous allons maintenant étudier la structure de ’ensemble Mult,,. Nous savons déja que
(Mult,,, +, x) est une algébre. Nous allons la munir d’une structure d’algebre de Banach.

Dw — Dy
[ = hf

Proposition 1.79 Soit h € Mult,,. L’opérateur My, : { est continu.

Démonstration : Utilisons le théoréme du graphe fermé. Soit (fy,), € Dﬁ, f et g € Dy telles

que fy Do, fet Myfn Do, g. Nous voulons montrer que g = hf. Soit z € D. Comme I'éva-
luation en z est un opérateur continu, nous savons que f,(z) = f(z) et que h(z)fn(2) = g(z).
Or, h(z)fn(2) — h(2)f(z). Ainsi, pour tout z € D, g(z) = h(z)f(z). Alors, g = hf. Le résultat
découle alors d’une application directe du théoréme du graphe fermé. [l

Définition et proposition 1.80 On définit une application

Mult, — RT
[ (VT

h = | Mhlgp,)
| - Inult,, €st une norme qui fait de (Multy,, || - ||y, ) une algébre de Banach.
Démonstration : Nous vérifions aisément que || - ||y, €st une norme sur Mult,,.

Nous montrons maintenant que toute suite de Cauchy dans Mult,, converge. Soit (hy,), une
suite de Cauchy dans Mult,,,.

La suite (Mp,, ), est une suite de Cauchy dans I'algebre de Banach £(D,,). En particulier, il

L(Duw . .
existe T € L(D,,) tel que My, M T. Posons g = T'(eg). Remarquons en particulier que, pour

tout z € D, hy(2) = My, (e0)(z) = T'(eo)(2) = g(2).
Montrons que g € Mult,,. Soit f € D,,. On sait déja que My, (f) Duw, T(f) € Dy. Or, pour
tout 2 € D, My, (f)(2) = hn(2)f(2) — 9(2) (=) On en deduit donc que gf = T(f) € D,,. Ceci

valant pour toute f € D,,, nous avons que g € Mult,,.

Montrons enfin que fy, -, g. Cela vient du fait que ||h, — gllMmut, = [Mh,—glD0 =

B(Dw .
|Mp,, — My|p,. Or, My, () M. Ceci conclut la preuve. O

Nous donnons maintenant une condition nécessaire pour qu’une fonction soit un multiplica-
teur de D,,. Rappelons que 'on note (K).cp les noyaux reproduisants pour U'espace D,,.

Proposition 1.81 1. Soit h € Mult,,. Pour tout z € D, K, est un vecteur propre de Mj
pour la valeur propre h(z).

2. Soit T € B(Dy,). On suppose que, pour tout z € D, K, est un vecteur propre de T™. Alors,
ol existe h € Multy, telle que T' = Mj,.
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Démonstration :

1. Soit z € D. Nous voulons montrer que M} (K,) = h(z)K,. Pour cela, nous montrons que,

pour toute f € D,,, nous avons (f, M} (K)) = <f, (z)Kz> Soit f € D,,. Alors,

s M) = (M), K-} = h2) (2) = hz) (. K2) = (L RGIKS ).

Ceci étant vrai pour toute f € D,,, nous avons 1’égalité souhaitée.

2. Pour z € D, soit h(z) € C tel que T*(K,) = h(z)K,. Nous montrons que T' = Mj,. Soient
f €Dy et zeD. Alors,

T(f)(=) = (T(f), K} = (LT)) = (LREIK. ) = h) (£, 1) = h2)f(2).

Ceci valant pour tout w € D, nous avons que T'(f) = hf. En particulier, hf € D,,. Ceci
valant pour toute f € D,,, nous avons que h € Mult,, et que T'= M},

Ceci termine la preuve. Il
Nous pouvons déduire de la proposition ci-dessus des conditions nécessaires pour qu’une
fonction soit un multiplicateur de D,,.

Corollaire 1.82 Si h € Multy,, alors h € H*® et ||h||ge < ||h||Mult, -

Démonstration : Soit h € Mult,,. L'opérateur M, est borné et |M;| = |Mpy| = ||hl|Mult,,- En
particulier, les valeurs propres de M sont bornées par |[Mj|. Il en suit que, pour tout z € D,

|h(2)| = ‘h(z)‘ < |Mj|. Ceci termine la preuve. O
Nous avons en particulier le résultat suivant.

Corollaire 1.83 Mult,, C H® ND,,.

Donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour caractériser les multiplicateurs.

dA(z)

™

Proposition 1.84 Soit h € Dy, et u la mesure sur D définie par du(z) = ‘h'(z)‘2 w(|z])
Sont équivalentes :
(i) h € Mult,, ;

(ii) h € H* et il existe C € R telle que, pour toute f € Dy, /]f|2 dp < C’||f|]2pw,
D

Démonstration : Commengons par prouver (i) = (ii). D’aprés les propositions précédentes,
nous savons déja que h € D,, N H*. Soit f € D,,. Alors,

JR T T CIRTEIRs
D D

dA dA
< 2| [l w2 + [ o) uien22E
D D
< 2IhF, + Il 71,)
< 2B, + W) T,
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En posant C' = 2(||h|[}u,, + [|A]|7r~), nous avons bien le résultat souhaité.

Montrons maintenant (i) = (¢). Pour cela, nous montrons que, pour toute f € D,,, nous
avons hf € D,,. Soit f € D,,. Alors,

[1tay@ P02 < 2| [lameF e 22 4 [ o) a2
D D D

< 2[lnlE=lIf 1B, +ClfD,]

< +o00.

Ainsi, hf € D,,. Ceci valant pour toute f € D,,, nous avons bien que h € Mult,,. Ceci achéve
la preuve. [l

Nous détaillons maintenant le cas spécifique des espaces de la forme D, avec a > 1. Dans ce
cas, nous notons Mult,, 'espace des multiplicateurs sur D,,.

Proposition 1.85 Soit o € RY tel que o > 1. Alors, Mult, = H*(D). De plus, pour toute
f € Mult,,

||fHMulta = Hf||H°° :

Démonstration : Nous commengons par montrer l'inclusion H*(D) C Mult,,. Soit g € H>(D).
D’aprés la proposition 1.64, nous savons que g € H*(ID), et donc que f € D,,.

Nous commencons par montrer que g € Mult;. Pour cela, il suffit de remarquer qu’en notant
U : H*(D) - H*(T) ¢ L*(T) l'isomorphisme isométrique décrit au théoréme 1.67, nous avons
que U(g) € H*(T) N L>(T). En particulier, 'opérateur

7 { L*T) —  L*(T)
v [ — [xUlg)
est un opérateur continu tel que H]\%H = [1U@)l oo (my-

De plus, H?(T) est invariant par M,. En notant M, € L(H?(T)) I'opérateur continu induit
par M, sur H?(T), nous avons que Mgl £ gr2emy) < NU (@] poo (-

Comme les fonction constantes sont dans H?(T), nous avons aussi HMgHL(HQ(T)) 2 U)o (-
Finalement, nous avons

1Mol etz ryy = N1U (@ ooy = 191l oo () -
Ceci montre que g € Mult;.

Nous supposons maintenant que a > 1. Comme g est holomorphe, nous savons que la matrice
de M, € L(H?*(D)) est triangulaire supérieure. D’aprés le théoréme 2.41 que nous énongons
ultérieurement !, nous avons que M, induit un opérateur continu sur D, tel que

1 Mgllp, < 1Mgll g2y = 9] s oy -

1. Notons que la démonstration de ce théoréme (que nous détaillons plus loin) n’utilise pas le résultat que
nous démontrons ici.



76 CHAPITRE 1ER — FONCTIONS HOLOMORPHES SUR D

Ceci prouve que g € Multa, et que [|gll\e, < 19/l oo (m)-

L’inclusion Multq C Dq et I'inégalité (|9 ;o) < [|9llaar,, découlent du corollaire 1.82. Ceci
achéve la preuve. O

Notons en particulier le résultat suivant, qui nous servira ultérieurement. Pour p € C, nous
notons

D — C
(1 +z>“ € Hol(D).

1—2z

9u

z

Proposition 1.86 Soit o« € RT tel que o > 1. Soit s € R. Alors, gis € Mult,.
De plus,

|s|m

1gislIvrute, < €72

1+2
—z

1
Démonstration : Soit z € D. Alors, on a R <1 tz

¢ 1+2 G]ﬂ' ﬂ[
[§] = ar -, = on a
vmas\1 L) Sl

<1+z> .
log| — | =2+ y.
1—2z

eR

> > 0. Ainsi, en posant z = In

—z

18
<1+z> <
1—=2

11 suffit d’appliquer la proposition 1.85 pour conclure la preuve. O

Alors,




Chapitre 2 \

Opérateurs de composition sur des
espaces de fonctions holomorphes

E chapitre est consacré a ’étude des opérateurs de composition sur des espaces de fonctions
holomorphes. Dans un premier temps, nous étudions ces opérateurs sur ’espace de Fréchet
Hol(D), et déduisons des résultats obtenus des informations sur le spectre des opérateurs de
composition sur des espaces de Banach contintiment inclus dans Hol(DD). Dans un second temps,
nous étudions les opérateurs de composition dans le cadre des espaces de Dirichlet D,,.

A) Etude sur Hol(D)

ous allons dans cette section étudier les opérateurs de composition sur I'espace de Fréchet
Hol(ID). Nous commengons par étudier la continuité de ces opérateurs. Ensuite, nous don-
nons une caractérisation algébrique des opérateurs de composition. Nous caractérisons ensuite la
compacité des opérateurs de composition en donnant une condition nécessaire et suffisante sur le
symbole. Aprés cela, nous focalisons notre étude sur les opérateurs de composition dont le sym-
bole est un symbole de Koenigs. Dans ce cas, nous donnons une description compléte du spectre
et du spectre ponctuel d’un opérateur de composition. Ces preuves reposent sur la description
de « projections spectrales » associées sur Hol(D). Si X < Hol(ID) est contintiment inclus dans
Hol(DD), nous déduisons de I’étude spectrale sur Hol(D) des résultats sur la forme générale du
spectre de l'opérateur de composition sur X'. Ces résultats font 'objet d’une pré-publication

(18])-

Nous commencons par introduire quelques notations : dans cette partie, et sauf mention expli-
cite du contraire, nous désignerons par ¢ : ) — D une fonction holomorphe telle que (D) C D
(dans I’étude spectrale, nous ferons des hypothéses supplémentaires sur ¢, qui seront explicitées
le moment venu). Nous noterons alors

7
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. { Hol(D) — Hol(D)
LS — fogp
I'opérateur de composition par ¢.
Par ailleurs, si X < Hol(DD) est un espace de Banach continiiment inclus dans Hol(DD) (voir
la définition 1.28) tel que C,(X) C X, nous noterons Tjy (ou 7" s’il n’y a pas d’ambiguité sur
'espace considéré) I'application linéaire induite par C, sur X.

A.1 — Continuité

La premiére question a se poser lorsque I'on étudie une application linéaire sur un espace de
Fréchet est naturellement celle de la continuité. Dans le cadre des opérateurs de composition sur
Hol(DD), la continuité est automatique : ce fait est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.1 Soit ¢ : D — D holomorphe. Alors, l'application linéaire

o { Hol(D) —» Hol(D)
N — fogp

est continue pour la structure d’espace de Fréchet sur Hol(D).

Démonstration : Soit (f,)n € Hol(D)Y et f € Hol(D) tels que f, VLU, f- On montre que
fnow CVLY, fop. Soit K un compact de D. Comme ¢ est continue, p(K) est un compact de

CVLU . , . . NIRRT
K. Comme f, —— f, nous avons que f,, — f uniformément sur ¢(K). Ceci revient a dire que

fnow — foe uniformément sur K. Ainsi, f, o — f o uniformément sur tout compact de D,
ce qui prouve le résultat souhaité. O

A.2 — Caractérisation algébrique

Commencons par expliciter la propriété élémentaire suivante :

«Vf,geHolD), (f xg)op=(fop)x(goy)».

Nous allons montrer que cette propriété caractérise les opérateurs de composition. Nous en
déduirons ensuite une caractérisation des opérateurs de composition inversibles. Le théoréme
suivant donne une caractérisation algébrique des opérateurs de composition.

Théoréme 2.2 Soit T' € L(Hol(D)). Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) Uopérateur T est un opérateur de composition : il existe ¢ : D — D holomorphe telle que,
pour toute f € Hol(D), T'(f) = fop;
(ii) Uopérateur T est un morphisme d’algébres uniféres : on a T(eg) = eq et, pour toutes
f,g € Hol(D), T(fg) =T(f)T(g);
(111) pour tout n € N, T'(e,,) = (T'(e1))".
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Démonstration : La chaine d’implications (i) = (i¢) = (¢ii) est vraie. Nous détaillons la preuve
de I'implication (i7i) = (7). Soit T" € L(Hol(D)) vérifiant I'hypothese (iii). Soit ¢ = T'(e1). Nous
montrons que 1" est 'opérateur de composition de symbole .

Nous commengons par montrer que ¢(ID) C D. Supposons par I'absurde qu’il existe zgp € D tel
que |p(29)] = 1. Alors, pour tout n € N,

T(en)(20)] = [(T(e1))" (20)| = lp(20)[" > 1.

Par ailleurs, dans Hol(D), ey, RSALEENG lorsque n — +o00. Ainsi, comme 7" est continu, T'(e;,) VLY,

En particulier, T'(e;,)(z0) — 0, ce qui fournit la contradiction recherchée.

Comme ¢(D) C D, nous pouvons considérer I'opérateur de composition C, € L(Hol(ID)). Nous
montrons maintenant que 7" = C,,. Remarquons que la condition (i7) se réécrit

VneN, T(e,) =" =en 0.

Comme T est linéaire, il découle directement de cette condition que, pour tout P € Clz],
T(P) = Po . Ainsi, T et C, coincident sur C[z]. Or, C[z] est dense dans Hol(ID). Comme
T et C, sont continus sur Hol(ID), nous avons bien que T' = C,. Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons déduire du résultat précédent une caractérisation des opérateurs de composi-
tion inversibles : il s’agit exactement de ceux dont le symbole est un automorphisme de D.

Corollaire 2.3 Soit ¢ : D — D holomorphe, de sorte que C, € L(Hol(D)). Les assertions
suivantes s’équivalent :

(1) Uopérateur C, est inversible dans L(Hol(DD)) ;

(ii) la fonction ¢ est un automorphisme de D.

Démonstration : Commengons par prouver 'implication (ii) = (7). Supposons que ¢ est un
automorphisme de D. Alors, U'inverse ¢ de ¢ est aussi un automorphisme de D. L’opérateur

Cy € L(Hol(D)) est donc bien défini. On a alors que Cy est I'inverse de C, dans £(Hol(ID)).

Montrons maintenant I'implication réciproque. Supposons que Cy, est inversible dans £(Hol(ID)).
Soit T' € L(Hol(ID)) son inverse. Nous commengons par montrer que 7" est un opérateur de com-
position, en nous ramenant & leur caractérisation algébrique (théoréme 2.2). Soit n € N.

CyoT(en) = ey
= (e1)”
= (Cp o T(er))"
= Cy [(T'(e1))"]

(nous avons utilisé le fait que tout opérateur de composition est multiplicatif). Comme C,,
est inversible, nous avons finalement

Vn eN, T(e,) = (T(e1))",

ce qui prouve (d’aprés le théoréme 2.2) que T' est un opérateur de composition. O
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A.3 — Compacité

Nous étudions maintenant la compacité des opérateurs de composition sur Hol(DD). La com-
pacité des opérateurs sur des espaces de Fréchet a notamment été étudiée par Randtke [51] et
Bonet-Lindstom [16]. Notre résultat principal est une condition nécessaire et suffisante portant
sur ¢ pour que l'opérateur C, € L(Hol(DD)) soit compact. Avant d’énoncer ce résultat, nous
rappelons la définition d’ « opérateur compact » sur un espace de Fréchet.

Définition et proposition 2.4 Soit F un espace de Fréchet. Soit T € L(F). Les assertions
sutvantes s’équivalent :

(i) il existe r > 0 tel que T'(B(0,r)) est relativement compact ;

(ii) il existe un voisinage V de 0 tel que TV est compact.

Si de plus F est un espace de Banach, les assertions ci-dessus sont également équivalentes a
la condition

(iii) pour tout r > 0, ’ensemble T'(B(0,r)) est relativement compact
Lorsque ces conditions sont vérifiées, on dit que T est un opérateur compact.
Nous allons préciser cette définition dans le cas particulier de I’espace Hol(ID). Pour cela, nous

allons décrire les voisinages de zéro. Introduisons une notation pour le reste de cette section. Pour
r € [0; 1] et pour € > 0, nous noterons

mw‘ﬁ'{fe}mKD)

sup | f(2)] <6}-

|z|<r

Proposition 2.5 La famille (V)
précisément :

ref0:1], cer++ €St une base de voisinages de 0 dans Hol(D). Plus

(i) pour toute boule ouverte B centrée en 0, il existe v € [0;1] et £ € R™ tels que V.. C B;

(ii) pour tousr € [0;1] et e € R, il existe une boule ouverte B centrée en 0 telle que B C Vy...

Démonstration : Rappelons que la distance sur Hol(D) est décrite pour toute f € Hol(D) par

+00
MMFZ;MG,WVW>

n=1 Z|<1*%

Nous commengons par montrer le point (7). Pour cela, soient p > 0 et B = B(0, p) la boule
ouverte de centre 0 et de rayon p. Si p > 1, alors B = Hol(D) et tous les ensembles V.
conviennent. Supposons maintenant que p < 1.

Soit N € N* telque%ég. Soitrzl—%.
P
5

Soit5>0telquea<1et€<1— <

9N
Nous montrons que V.. C B. Soit f € V,.. Nous avons

N o >
d(£,0) < ) 5 min <1, supllf(Z)|>+ > o
n=1 [2]<1—-- n=N+1
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Soit n € [1; N]. Comme f € V,,
sup [f(z)] < sup [f(2)] <e <.

ESEH lol<1-%

Ainsi, pour tout n € [1; NJ,

min (1, sup f(z)]) <e.

lz]<1-2

Il vient donc

+oo

Noq 1
d(f,0)<22—ns+ > o

=1 n=N+1

1 1
l=ox ) *on
=p

+

3

()

<
<

N
D

Ainsi, f € B. Ceci valant pour toute f € V, ., nous avons bien montré que V,. C B.

Nous montrons maintenant le point (ii). Soient r € [0;1[ et € > 0. Sans perte de généralité,

1
nous pouvons supposer € < 1. Soit N € N* tel que 1 — N > r. Soient p = 2% et B= B(0,p) la

boule ouverte de centre 0 et de rayon p. Nous montrons que B C V, .. Soit f € B. Nous avons

min<1, sup If(Z)I><2N d(f,0) < 2Vp =e.

|z\<17%

En particulier, comme ¢ < 1, nous avons sup |f(z)| <1 et donc

l2I<1-%
min [ 1, sup [f(2)[ ] = sup [f(z)| <e.
l2l<1-% l2l<1-%
Alors,
sup [f(2)| < sup |f(2)] <e.
|zl<r l2l<1- %
Ceci prouve que f € V,.. et donc que B C V, .. La preuve est ainsi terminée. O

Nous énongons ici une version spécifique d’un théoréme attribué & Runge. Ce théoréme montre
comment on peut approximer une fonction holomorphe par une fonction rationnelle (ou, dans
notre cas spécifique, une fonction polynomiale). Pour la preuve de ce résultat (dans un cadre
plus général), nous renvoyons au livre de Rudin (|57], théorémes 13.6, 13.9 et surtout 13.7).

Théoréme 2.6 (Runge) Soit K un compact de D tel que C— K est conneze. Soit @ un ouvert
de D contenant K. Alors, pour tout € > 0 et pour toute f € Hol(QY), il existe une fonction
polynomiale P € Clz] telle que

sup |f(z) — P(z)| < e.
zeK
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Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal.

Théoréme 2.7 Soit ¢ : D — D holomorphe et C, € L(Hol(D)) l'opérateur de composition
associé. Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) on asuplp(z)| < 1;
zeD
(11) Uopérateur C, € L(Hol(ID)) est compact.

Remarque Sur certains espaces de Banach, la méme caractérisation reste vraie : par exemple,
pour X = H*°(D), le résultat est attribué a Schwartz ([62]). Une étude plus détaillée du spectre
essentiel peut étre trouvée dans l'article de Zheng ([67]). En revanche, sur d’autres espaces de
Banach, la situation est différente : par exemple, sur H? (D), on obtient une condition nécessaire
et suffisante pour la compacité des opérateurs de composition en étudiant la fonction de comptage
de Nevanlinna (voir par exemple [26], théoréme 3.20).

Nous prouvons maintenant le théoréme 2.7.

Démonstration : (i) = (ii) : commengons par prouver l'inclusion directe. Soit 79 = sup |p(z)].
- z€D
On suppose que ry < 1.

Remarquons que roD) est un compact de I tel que (D) C roD.

Considérons alors le voisinage de 0 (cf. la proposition 2.5)

[z|<ro

V=V, = {f € Hol(D)

sup |f(z)] < 1}-

s, pour todte f € V, sup |f o ¢(z)| < 1. En d’autres termes, la famille de fonctions C,())
z€D

est uniformément bornée. D’aprés le théoréme de Montel (voir par exemple [57], théoréme 14.6),
I'ensemble C,(V) est relativement compact.

(#4) = (i) : nous prouvons maintenant 'inclusion réciproque. Pour ce faire, nous allons rai-

sonner par contraposée : supposons que sup |¢(z)| = 1. Nous allons montrer que C, n’est pas
zeD
un opérateur compact. Pour ce faire, nous allons montrer que pour tout € > 0 et pour tout

ro € [0; 1], 'image du voisinage

Ve & { f € Hol(D)

sup |f(z)] < 5}
|z[<ro

n’est pas relativement compacte.

Soit € > 0 Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que € < 1.

Soit 1 € [0; 1[. Comme 79 < 1, il existe zg € D tel que |p(zp)| > ro. Posons

wo def ¢(20). Soit K = rgD U {wo}. Notons que K est un compact de

_ 1—
D. Soient p = min<|w0’3 TO, 2|w0|> et @ = B(0,70+ p) U B (wo, p).

Remarquons que €2 est un ouvert de D contenant K.

Fixons maintenant n € N. Nous définissons une fonction holomorphe sur
Q) en posant, pour tout z € 2,

0size B(0,r0+p)
n sinon

ha(2) = {
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D’aprés le théoréme de Runge (2.6), il existe une fonction polynomiale P, € C[z] telle que
th - Pn”oo,K < L

Comme P, est polynomiale, P, € Hol(D). De plus, on vérifie bien que P, € V, ..

Nous montrons maintenant que C,,(Vy, ) n'est pas relativement compact. Nous savons que
pour tout n € N, P,op € Cy,(Vy ). De plus, comme h,,(wp) — 400 lorsque n — +00, nous avons
aussi | P, o ¢(z9)| — +00. Comme ’évaluation en zy est une application continue sur Hol(D),
nous avons montré qu’aucune suite extraite de (P, o ), ne converge dans Hol(ID). Ceci achéve
la preuve. ([l

A.4 — Etude spectrale sur Hol(DD)

Pour étudier le spectre des opérateurs de composition sur Hol(ID), nous allons faire quelques
hypothéses sur le symbole ¢ : plus précisément, nous supposons que ¢ n’est pas un automorphisme
et que le point de Denjoy-Wolff de ¢ (cf. le théoréme 1.18) est dans D.

Définition 2.8 Soit p : D — D une fonction holomorphe. Nous dirons que ¢ est un symbole de
Koenigs si elle vérifie les conditions suivantes :

(a) il existe v € D tel que p(a) =
(b) on a0 < | ()] <1.

Cette définition doit étre appréciée a l'aulne du théoréme de Koenigs (théorémes 1.25 ou
2.10).

Dans la suite, et sauf mention explicite du contraire, nous désignerons par ¢ un symbole de
Koenigs. Nous supposerons également dans un premier temps que le point de Denjoy-Wolff de
¢ est 0 (nous verrons ensuite que cette hypothése n’est cependant que peu restrictive — cf. le
théoréme 2.37).

L’objectif de cette section est de décrire le spectre et le spectre ponctuel de I'opérateur C, €
L(Hol(D)). L’outil clef qui interviendra dans notre preuve sera la définition de « projections
spectrales » sur Hol(ID) (c¢f. le théoréme 2.14). Ces projections sont étudiées dans la premiére sous-
partie. La deuxiéme sous-partie est consacrée & 1'utilisation de ces projections pour déterminer
le spectre de C,,. Par ailleurs, si X — Hol(ID) est stable par C,,, alors nous pouvons déduire de la
forme du spectre de C, € L(Hol(D)) des informations sur la forme générale du spectre de Copx
ce point fait I'objet de la troisieme sous-partie. Nous terminons enfin notre étude spectrale en
discutant des cas plus généraux que ceux considérés ci-dessus (par exemple, des symboles tels
que ¢’ (0) = 0, ou dont le point de Denjoy-Wolff n’est pas dans D).

Avant de nous lancer dans la définition des projections spectrales sur Hol(ID)., nous énongons
un lemme technique relatif aux dérivées d’ordre supérieur d’une fonction composée : il s’agit
de la formule attribuée a Faa di Bruno. Dans le cas particulier de la composition par ¢, cette
formule nous fournit le résultat exposé dans le lemme ci-dessous.

Lemme 2.9 (Faa di Bruno) Soit ¢ un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy- Wolff est
0. Soit n € N*. Posons

J, {m=(my,---,my,) € N" | my +2my + --- + nm, =n}

et K 7,0\ {(n,0,---,0)}.
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Pour m € J,, notons |[m| = mj +mg + - - - + m,. Remarquons que m € K,, si et seulement

st jm| <n—1.
Pour m € J,, posons

dof n 2 (o (0) mi
no= C.
Cm my! mo! mn'H ( 7! <

Alors, pour toute f € Hol(DD),

(fop)™(0)=>" cpm =)
meJ,

= ()" x M)+ > cmrimio).

TLEKTL

Esquisse de démonstration : La preuve repose sur 'utilisation d’une formule de Faa di Bruno.
Cette formule a été originellement publiée en italien dans [30] et en frangais dans [29] (on peut
trouver une retranscription de ces articles dans [6]). On peut trouver des preuves de cette for-
mule dans [53] (avec des techniques d’analyse dite ombrale) ou dans [23| (pp. 137-139, avec des
techniques combinatoires). La formule de Faa di Bruno dit que, comme f et ¢ sont holomorphes,
nous avons, pour tous n € N* et a € D,

n! - D)\
o= X et () e,
n-]zl H

mGJn

Le résultat recherché s’obtient alors directement, en remarquant que 0 est un point fixe de .
Ceci achéve la preuve. O

A.4.a) — Eléments propres et projections spectrales

Nous commengons notre étude spectrale de C, par I'étude des éléments propres. Le théoreme
de Koenigs (théoréeme 1.25), que nous avons déja rencontré, peut s’interpréter en termes d’étude
spectrale : il fournit une description exhaustive des éléments propres de C, € L(Hol(ID)).

Théoréme 2.10 (rappel) Soit p un symbole de Koenigs dont le point de Dengjoy- Wolff est zéro.
Pour n € N, notons A\, = (np’(O))n. Alors, le spectre ponctuel de Cy est

op(Cp) = {An|n e Nj.

De plus, il existe une unique fonction ¢ € Hol(D) telle que

(0)=1
VneN, By, ¥ Ker(Cp— A, 1d) =C-¢"

L’objectif de cette sous-partie est de définir I’analogue sur Hol(ID) des projections spectrales.
Avant de le faire, nous commengons par rappeler ce que 'on entend par « projection spectrale »
sur un espace de Banach. Grace a des résultats de calcul fonctionnel holomorphe (détaillés par
exemple dans I'annexe B), nous obtenons le résultat suivant.
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Proposition 2.11 (décomposition spectrale sur un espace de Banach) Soit X' un espace
de Banach. Soit T € L(X). Supposons qu’il existe deuzx sous-ensembles oo et o1 C o(T") qui sont
non vides, ouverts et fermés dans o(T).

Alors, il existe deux sous-espaces fermés Xy et Xy tels que

(a) on a la décomposition X = Xy ® X ;

(b) les espaces Xy et Xy sont invariants par T ;

(c) si Ty € L(Xp) est opérateur induit par T' sur Xy, alors son spectre est o(Tp) = o¢ ;

(d) si Ty € L(X1) est Uopérateur induit par T sur X1, alors son spectre est o(T1) = o71.
De plus, Uapplication résolvante R : p— (uId —=T)~' € L(X) est holomorphe sur C — o(T).
Enfin, on peut calculer la projection P : X — Xy € L(X) sur Xy parallélement a X| par

calcul holomorphe : si T' est une courbe de Jordan telle que T No(T) =0 et Int(T') No(T') = oy,
alors

1

P=_—— d-7)"'d X).

i [ W1d=T) " du e £()
I

Dans le cas particulier ou A € o(T') est un point isolé, nous pouvons avec le résultat ci-dessus
définir la projection spectrale associée a A.

Définition 2.12 Soit X un espace de Banach. Soit T € L(X). Supposons qu’il existe un point
A€ o(T) qui est isolé dans o(T).
Alors, il existe deux sous-espaces fermés Xy et Xy tels que

(a) on a la décomposition X = Xy ® X ;

(b) les espaces Xy et Xy sont invariants par T ;

(c) si Ty € L(Xp) est Uopérateur induit par T' sur Xy, alors son spectre est o(Ty) = {\};

(d) siTh € L(X)) est Uopérateur induit par T sur Xy, alors son spectre est o(T1) = o(T) —{A}.

La projection P sur Xy parallélement a X7 est la projection spectrale associée a A.

On dit que X est un pole simple de la résolvante si la fonction p — (plId —T)_1 a un pole
simple en X. Ceci est équivalent & dire que dim Xy = 1.

L’objectif des résultats qui suivent est de définir sur Hol(ID) des applications qui seront
I’analogue des projections spectrales (c’est I'objet du théoréme 2.14). Nous commengons par
démontrer un petit lemme technique.

Lemme 2.13 Soit ¢ un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy- Wolff est 0. Soit ¢ la
fonction de Koenigs associée a ¢ (cf. théoréeme 2.10). Alors, pour tout n € N et pour tout
k € [0;n],

0sik<mn
n! si k=n

(™) (0) = {
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Démonstration : Si k < n, le résultat vient directement du fait que ¢(0) = 0. Pour k = n, il
suffit de remarquer que 'on a le développement limité suivant :

(™ (@) = (MM 0+ o (1),
z—0
qui donne, en intégrant n fois successivement,
()™ (0)

Or, ¢(0) = 0 et ¢'(0) = 1. On obtient ainsi
@)= (a4 0 0) ="+ o o)

L’unicité du développement limité nous donne alors le résultat souhaité et conclut la preuve. [
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette sous-partie.

Théoréme 2.14 Soit p un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy- Wolff est 0. Pour n € N,
notons \p, = (90/(0))n. Soit < la fonction de Koenigs associée a ¢ (cf. théoréeme 2.10).

On définit récursivement une famille d’applications (Pp)pen € L(Hol(D)N en posant, pour
toute f € D,

k=0
De plus, les applications (Py,), vérifient les propriétés suivantes :

(i) pour tout n € N, pour toute f € Hol(D), pour tout | € [0;n],

n )
F0(0) = (Z Pk<f>) (0);
k=0

(1t) pour tout n € N, P, 0o Cp, =Cpo0 P, =\, Py ;

(111) il existe des coefficients (Cpnm)nmeN € CVN el que, pour tout n € N et pour toute
f € Hol(DD),

m=0

Po(f) = (Z Cnvmf(m)(0)> <"

(iv) pour tous m,n € N, P, o Py, = Py, 0 Py = 0pmPp.

En particulier, pour tout n € N, P, est une projection sur C-¢".
Avant de prouver ce théoréme, notons un résultat utile.

Corollaire 2.15 La famille (¢<"),, est libre dans Hol(ID).



SECTION 2.A — FEtude sur Hol(DD) 87

Démonstration : Soit n € N Soient Ag, -+, A, € C tels que

Ms? F A+ N =0.

Soit k € [0;n]. En composant I’égalité ci-dessus par Py et en remarquant que Pk(gj ) = j7k§k,
nous obtenons que \gs* = 0. Comme ¢* # 0, nous avons que \; = 0.

Ceci valant pour tout k € [0;n] et pour tout n € N, nous avons bien montré que la famille
(¢")y, est libre. Ceci achéve la preuve. O

Nous prouvons maintenant le théoréme 2.14.
Démonstration : Commencons par remarquer que la définition de I’énoncé donne bien une fa-

mille d’opérateurs continus sur Hol(ID) : ceci découle du fait que la dérivation définit un opérateur
continu sur Hol(D) (d’aprés le théoréme de Weierstrass 1.26).

Preuve de (i) Commengons par montrer le point (7). Nous allons montrer par récurrence
sur n € N la propriété

n )
P(n) : «Vf e Hol(D), VI € [0;n], fV(0)= (Zpk(f)> (0) ».
k=0

Initialisation : Soit f € Hol(D). Alors, f()(0) = £(0). De plus,

0 (0)
(Z PM)) (0) = £(0)en(0) = £(0).
k=0

Donc P(0) est vraie.

Heérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie. Montrons que P(n+1) est vraie. Soit f € Hol(DD).
Soit [ € [0;n + 1]. Nous distinguons deux cas.

Premier cas : Supposons que [ # n + 1.

n+1 O] " )
(Zpk<f>> 0) = (ZPM) (0) + [Pors (N (0)
k=0 k=0

=f®(0) d’aprés P(n)
f(l) (0) + ¢ x (gn+1)(l) (0)

———
=0 d’aprés le lemme 2.13

= f90).

Second cas : Traitons le casou | =n + 1.
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n+1 (n+1) n (n+1)
(ZPW)) © = (ZPk(f)> (©) + [Pura (N (0)

= k=0
n (n+1)
- X Pk(f)) (0) +
k=0
1 n (n+1)
..+(n+1)!><[f—ZPk(f) (0) x w
k=0 =(n+1)! d’apreés le lemme 2.13
n (n+1) . (i)
— (Zpk(f)> (0) + f_zpk(f) (0)
k=0 rart

f(nJrl) (0)

Ceci prouve I’hérédité et termine la preuve du premier point.

Preuve de (i) Nous commengons par montrer que, pour tout n € N, C, 0 P, = A\, Py,.
Soit f € Hol(D). Sin = 0, nous avons Cy, 0 Py(f) = f(0) xegop = f(0)eg = Mo Fo(f). Sin € N,
nous avons, par définition de P,

(n)
(0) x (" o p)
——

=Ang™

n—1
CpoPu(f) = % X [f—ZPk(ﬁ
k=0

= MPu.(f).

Ceci montre que Cy, P, = A\, FP,. Nous montrons maintenant par récurrence forte sur n € N
la propriété

P(n) : «P,oCyp= A, Py ».

Initalisation : soit f € Hol(ID). Alors,

FPoo Cyu(f) = f((0))eo = f(0)eo = Po(f) = AoFo(f)-

Ceci prouve l'initialisation.
Hérédité : Soit n € N tel que, pour tout k € [0;n], P, C, = A\ Py. Soit f € Hol(ID). Alors,

e @7 (0) (1)

ou
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Jg = fop—Y Pulfop)
k=0
= fop— Z M Pr(f) (d’aprés 'hypothése de récurrence P(k))
k=0
= fop-— ZPk(f) o ¢ (car pour tout k, P, oCy, = A\pFPy)
k=0

= (f_zpk(f)> op
k=0

def
=9

ou g € Hol(ID) est une fonction telle que

Poa(f) = gD (0) x ¢

(n+1)!

Alors, d’aprés la formule de Faa di Bruno (lemme 2.9), nous avons

§70) = (g0 )"V (0) = (£(0)" O+ Y CngmD0),

meK, 41

Or, d’apres le point (i) de ce théoréme, nous avons que pour tout [ € [0;n], g(l)(O) = 0. 11 vient
alors que

FE(0) = A1t (0).

En utilisant cette expression dans I’équation (1), nous avons

Pui(f o) = Aps1 X 190 (0) " = A1 Paga (f)-

(n+1)

Ceci prouve 'hérédité et termine la preuve du point (i7).

Preuve de (iii) Nous allons montrer par récurrence forte que, pour tout n € N, la propriété

P(n) : «3Icnm)men € CY tels que, Vf € Hol(D), P,(f) = (i cn’mf(m)(0)> <" »
m=0

est vraie.
Initialisation : Pour cgo = 1, le résultat est vrai.

Hérédité : Soit n € N tel que, pour tout k € [0;n], la proriété P(n) est vraie. Montrons que
P(n+ 1) est vraie. Soit f € Hol(D).
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i n (n+1)
1 n
Poa(f) = D :f—kZOPk(f) (0) ¢"+1
D (0) > (P) . <o>] +
| n b (nt1) 7
= e 1O ((ZCk,mf<m><0>) <k) O]
’ L k=0 m=0 |
= (nj— 1)' f(n+1)(0) _ Z (Z Chom (gk>(n+1) (0)> f(m)(O) §n+1.
’ m=0 \k=m

Ceci prouve 'hérédité et achéve la preuve du point (7i7).

Preuve de (iv) Soient m,n € N. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : si m # n. Alors, comme P, C, = \,, P, nous avons que

AmPn(c™) = Py (Ans™) = Py (¢ 0 ) = Ay Pu(s™).

Or, Ay # Ap. Nous avons donc que P,(¢,) = 0. Comme Im(P,,) = C - <™, nous avons bien
P,o P, =0.

Second cas : Supposons que m = n. Comme Im(P,) = C-¢", il nous suffit de montrer que
P,(¢") =<". Sin =0, le résultat est direct. Si n € N*,

(n)

1 n—1
Pus™) = — [ =SR] (0 xe"
n: k—OH’—/
=V =0
_ 4 n(n) n
= [<"]"(0) XS
=n! d’aprés le lemme 2.13
n
= <
Ceci achéve la preuve du point (iv) et aussi la preuve du théoréme. [l

Les coefficients ¢y, ,,, apparaissant dans le théoréme précédent (théoréme 2.14) peuvent étre
calculés récursivement. La preuve ci-dessus montre que ces coefficients peuvent étre calculés
récursivement en fonctions des valeurs [g”](k) (0). Or, la fonction de Koenigs ¢ dépend uniquement
du symbole . Plus précisément, les dérivées [gn](k) (0) peuvent étre calculées en fonction des
dérivées de ¢ en 0. Le lemme ci-dessus détaille ce point.

Lemme 2.16 Soit n € N. Les dérivées successives de " peuvent étre déterminées explicitement
au, moyen de la récurrence suivante :

0sik<mn

n! si k=n
vkeN, (M®(0) = 1

An — A

ST ek D (0) sinon

meKy
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Démonstration : Si k < n, nous retrouvons le résultat du lemme 2.13. Supposons que k& > n.
Nous savons que ¢" o ¢ = A,¢". Nous dérivons cette identité k fois grace a la formule de Faa di
Bruno (lemme 2.9) et nous obtenons

A (s (0) = A (s + 3k (e)mD ().

meKy
Ceci achéve la preuve. O
Le lemme ci-dessus nous permet de calculer récursivement les expressions des projections
spectrales uniquement en fonction des dérivées successives de ¢ en 0. A titre d’exemple, nous

détaillons dans la proposition suivante le calcul des projections Py a Ps.

Proposition 2.17 Pour toute f € Hol(DD), nous avons

Po(f) = f(0) x <°
P =T0xs
P = 5 |70+ 0o <&

1 3¢"(0) »(0) 3(¢"(0))” ,
Bs(h) = 6 R0+ Ay — >\1f ®+ {A:& -\ " (A3 = A1) (A2 = A) } g (0)] -

Démonstration : Soit f € Hol(D). Le calcul de Py(f) est immédiat. Nous commengons par
calculer P;(f). Pour cela, nous remarquons que

() = 31f = BT 0) s
= f'(0) x<.

Nous passons maintenant au calcul de Pa(f).

[y

By(f) = 5l = PRf) = PN (0) x &7
= SO =50 % () ©) - 10 x "0 x
1

= 5 [£"(0) =0 — £'(0) x ¢"(0)] x ¢

Nous déterminons maintenant ¢”(0) en fonction des dérivées de ¢ en 0. Pour cela, nous
suivons la méthode du lemme 2.16. Nous savons que ¢ o ¢ = A¢. Grace a la formule de Faa di
Bruno (proposition 2.9), nous avons

A"(0) = (so9)"(0)
= ¢"(0) x "0 p(0) + (¢'(0)) x <" ((0)).

Nous en déduisons que
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(A1 = A2)¢"(0) = ¢"(0) x ¢'(0) = ¢"(0).

Et nous obtenons finalement que

" (0)

/ 2
poenw AU R

[f”(O) +

P2(f):%

Passons maintenant au calcul de Ps(f). Commengons par revenir a la définition de Ps :

Pi(f) = £l = Ro(f) ~ Bl — Pa(f] (0) x
= [P O X O ©) - 1) x P10 + -

1 FOI) x @00 ¢

Il nous reste donc a déterminer <3 (0) et (¢2)®)(0), encore une fois en suivant la méthode du
lemme 2.16. Commencons par calculer ¢® ( ). D’aprés la formule de Faa di Bruno, nous avons

N/

A = 80()><§090+3<pg0 x ¢’ o<p—|-((p) (3)o¢
A®(0) = ©®(0) x ¢'(0) +3¢'(0) " (0) x ¢"(0) + (¢'(0))* x <¥(0)

Ainsi,

(A1 = 23)s(0) = @ (0) +3¢(0) " (0) x

et donc

(3) / " 2
@) £7(0) 3¢'(0) (¢"(0))
<0 = Al — A3 * (A1 = A3) (A1 — A2)”

Calculons maintenant (¢2)®(0). D’abord, souvenons-nous que, d’aprés le lemme 2.13, nous
avons que ¢2(0) = 0, (s*)'(0) = 0 et (¢?)”(0) = 2. De plus, d’aprés la formule de Faa di Bruno,
nouS avons

A(2)B) = (PFop)®
= ¢ x (N op+3¢¢" x (D) o+ (¥)P x (H)P oy
A(sHP(0) = ¢P(0) x (¢2)(0) +3¢(0)"(0) x (s2)"(0) + (¢'(0))* x (s2)3)(0).

Nous obtenons donc

() = 20210,

Il vient finalement
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(3) / " 2
Ps(f) = % [f — f(0) x (gO)(3)(0) — £(0) x (;\01 _((;)3 + ()\i@_(?\i)((‘i\fg»}q)) 4.

Ly ¢"(0) . 64'(0)¢"(0)
“—2(f (0)+>\2_)\1f(0)> XM} x ¢°
= % |:f(3)(0)+ Wf”(0)+...

A=A Ms—A)e— ) s—A)(ha— A

..+<%0<3>(o>+ 3¢/(0) (+"(0))” 3“0'(0)(@”(0))2>>f’<o>]ng

90+ 24 0E O gy

3 (0) | 3¢/(0)(¢"(0))? 1 1 )
..._|_<)\3_/\1—|— . {)\3_)\2—)\3_)\1}>f(0)]><§3.

11 A3 — AL — Az + A
M- A—A (A= A)(hs—A))
A2 — Ay 1

A2 = A)As = A1) @ (0)(As — A1)
Nous retrouvons alors le résultat recherché pour 'expression de P;(f). Ceci achéve la preuve.

g

Nous étudions le comportement des applications Q),, = Py + P + - - - + P,. Commencons par
un rappel d’algébre linéaire élémentaire.

Lemme 2.18 (admis) Soient E un espace vectoriel, n € N, et Py, P1,--- , P, des projections
telles que, pour tous i,j € [0;n], P;o P =0;;. Soit Q, = Py+ Py + -+ P,.
n

L’application @y, est la projection sur Im(Q,) = @Im(Pk) parallelement o Ker(Q,) =
k=0

ﬂ Ker(Py).

k=0

Introduisons une notation utile pour les démonstrations a venir : pour n € N, nous considé-
rerons

Hol, (D) © 2" x Hol(D) = { f € Hol(D) | £(0) = f/(0) =+ = f™(0) =0 }.

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme précédent aux projections spectrales sur Hol(DD).
Proposition 2.19 Pour tout n € N, soit

Qn=Py+ P+ + P, € L(Hol(D)).
Alors, @y est la projection sur Vect(1,s,--- ,<") parallelement a Hol, (D). En particulier,

Hol(D) = Vect(1,s,---,¢") & Hol, (D).

De plus, ces deux espaces sont des sous-espaces fermés de Hol(ID) qui sont stables par C,.
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Démonstration : D’aprés la théoréme 2.14, nous savons que, pour tous m,n € N, P, o P, =
On,mPn. Alors, d’aprés le lemme 2.18, I'image de @, est

m(Q,) = élm(Pk) = Vect (gk ’ ke [[O;nﬂ) .
k=0

En particulier, Im(Q,,) est de dimension finie et donc fermé.

Par ailleurs, le noyau de @), est également fermé. Comme nous savons par ailleurs que, pour
tout k € N, C, 0 P, = Py, 0 Cy, il vient que C, commute avec Q. En particulier, Im(Q,) et
Ker(Q,) sont des espaces invariants par C.

Il nous reste & montrer que Ker(Q,,) = Hol,, (D).

Commencons par montrer que Ker(Q,) C Hol,(D). Soit f € Ker(Q,). Alors, pour tout
k € [0;n], P.(f) = 0. Soit [ € [0;n]. D’aprés le point (i) du théoréme 2.14,

n )
F9(0) = (Z Pk<f>> (0) = 0.
k=0

Ceci valant pour tout [ € [0;n], nous avons bien que f € Hol, (D).
Montrons maintenant que Hol,, (D) C Ker(Q,,). Soit f € Hol, (D). Alors, pour tout k € [0;n],
F8(0) = 0. Soit I € [0;n]. D’apres le point (iii), nous avons

!
PF(f) = (Z Lk f(k)(0)> x ¢k =0.
k=0

Donc f € Ker(F,). Ceci valant pour tout | € [0; n], nous avons bien montré le résultat souhaité. O

A.4.b) — Etude spectrale sur Hol(D)

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents (et notamment la propriété 2.19)
pour déterminer le spectre de C, € L(Hol(DD)). Avant d’énoncer notre résultat principal, nous
énoncons un résultat auxiliaire.

Lemme 2.20 Soient g € Hol(D) et i # 0. On suppose qu’il existe € €]0;1] et f € Hol (eD) tels
que, pour tout z € €,
wf(z) = fle(z)) = g(2).
Alors, il existe une fonction fe Hol(DD) telle que ﬂED = f et, pour tout z € D,

nf(z) = fe(z) = g(2).

Démonstration : Considérons

ol {T‘ € ;1] ‘ f admet une extension fr holomorphe sur r]]])} .

Remarquons que E est non vide (car ¢ € F). Par ailleurs, F est naturellement un intervalle.
Enfin, 'unicité du prolongement holomorphe nous dit que, pour tous r < r’ € E, nous avons que
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(};)l - f. € Hol(rD). De plus, le méme principe du prolongement holomorphe nous permet
,

d’affirmer que

Vr € B, Vz €D, pf(2) = fr(p(2) = g(2).

Notons p = sup E. Comme E est un intervalle, nous avons que E = [, p] ou E = [g, p[. Nous
montrons que p € E et que p = 1.

Commencons par montrer que p € E. Considérons une suite croissante (r,)pen € EN telle
que r, — p. Soit z € pD. Par unicité du prolongement holomorphe, nous savons que, pour tous
m,n € N tel que r, > |z| et r,, > |z|, nous avons f,, (z) = fr,,(z). On définit alors une fonction

"Lz = fr(2) avecn tel que z € 7,D

Pour tout n € N, la fonction ﬂ"'nD est holomorphe sur r,ID. Nous avons donc que f est une
fonction holomorphe sur pD. C’est de plus un prolongement analytique de f. Ainsi p € F.

Nous montrons maintenant que p = 1. Supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas. Nous
commengons par montrer qu'’il existe p’ €]p; 1] tel que p(p'D) C pD.

Supposons par 1’absurde que, pour tout p’ > p, nous avons o(p'D) ¢ pD : il existe alors une
suite (2,)n € DY telle que |z,| — p et, pour tout n € N, |¢(2,)| = p. De plus, d’aprés le lemme
de Schwarz, nous avons, pour tout n € N, |p(z,)| < |zn|. Alnsi, |¢(2,)] — p. De plus, il existe
une extraction o et Z € D tels que z,(,) — Z. Ainsi, nous avons |Z| = p = |¢(Z)|. D’aprés le
lemme de Schwarz, nous avons que ¢ est une rotation. Ceci contredit le fait que ¢ est un symbole
de Koenigs. Ainsi, il existe bien p’ €]p; 1] tel que ¢(p'D) C pD.

Nous définissons alors une fonction

. D — (g
for folp(2)) — g(2)

z —
7

Comme ¢(p'D) C pD, nous avons bien ﬁ; € Hol (p'D). De plus, comme p € E, pour tout z € pD,
_ Rlez) —g(2)
1

nous avons ﬁ(z) = f(z). Ainsi, }; est un prolongement analytique de f. On

a donc p' € E avec p' > p. Ceci contredit la maximalité de p. Nous avons donc p = 1 € E. Ceci
achéve la preuve. O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie.
Théoréme 2.21 Le spectre ponctuel de C, € L (Hol(D)) est
0(Cp) = (A" | n € N},
et le spectre de Cy, € L (Hol(D)) est
o(Cyp) = {0} Uop(Cy).

Pour montrer le théoréme 2.21, nous voulons déterminer quand (p1d —C,,) € L(Hol(ID)) est
inversible. Pour cela, nous commengons par remarquer que, formellement, si g € Hol(D),

+oo
pld—C,) g~ — E .
( 50) Mn:O mr
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Le lemme suivant précise des conditions sous lesquelles on peut assurer la convergence de la
série ci-dessus.

Lemme 2.22 Pour tout puy € RY*, il existe ¢ €]0;1], et No € N tels que, pour tout yu € C
[n]
goy

tel que |p| > po et pour toute g € Holy, (D), la série de terme général Z o converge
n=0

uniformément sur eD.

Démonstration : Soit ¢ € RT tel que || < ¢ < 1. Tl existe Ny € N* tel que ¢V < .

’(P‘(T) 220, |A]. 11 existe donc & > 0 tel que
z

Remarquons que

Vz € €D, |p(2)

<Clel <e

En particulier, p(eD) C ¢ (eﬁ) C €. De plus, par récurrence sur n, nous avons que

Vn €N, Vz € eD,

A < ¢l <.
Soit g € Holy, (D). 11 existe donc B > 0 tel que,

VZ e D, |9(Z)| < B|z|Not!,

Soient n € N et z € eD. Alors,

geez)l o B )"
pr iz
B No+1
< Do igrey™
|l
(A
< BNt | o),
iz
Ainsi,
No+1\ " No+1\ "
sup QOSOM(Z) < B gNotl |¢|™° < B eNotl ¢ .
zeb| H" ] 1o
. go el 0.7 -
Ainsi, la série Z — est normalement convergente dans (C (eD,C), |||l sﬁ)' Ceci achéve
n=0
la preuve. O

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoréme 2.21.

Démonstration : Commengons par remarquer que o,(Cy) C 0(Cy). Ainsi, nous avons bien que

0p(Cy) = (" | n € N} C o (C,).

D’autre part, comme ¢ n’est pas un automorphisme de ID, nous savons que C, n’est pas inversible
(corollaire 2.3). En particulier, 0 € o(Cy,).
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Nous prenons maintenant 1 € C— ({0} U o(C,,)). Nous montrons que p ¢ o(C,,), c’est-a-dire
que (puld —Cy) est inversible.
D’apres le lemme 2.22, il existe Ny € N* et € > 0 tel que, pour tout g € Holy, (D), la série de

(n]
terme général Z gov

n=0
nous avons la décomposition suivante

converge uniformément sur €D. De plus, d’aprés la proposition 2.19,

Hol(D) = Vect(1,s,--- ,<¥0) @ Holy, (D)
et il existe S € £ (Vect(1,¢,--- ,gNO)) et T € L(Holy, (D)) tels que
(S 0 Vect(1,g,--- ,gNO)

Co = ( 0 T) S [ Holy, (D)

Il nous suffit donc de montrer que les opérateurs pld —S € £ (Vect(l, St gNO)) et uld =T €
L(Holy, (D)) sont inversibles.
Nous commengons par montrer que i Id —S est inversible. Pour cela, rappelons que la famille

(¢")o<ken est une base de Vect(1,s, -+ ,<N0) et que S est diagonal dans cette base :
o 0 oo e 0
0 N :
Mat; ¢ .. N0y (S) = Do
: ANg—1 O
0 v - 0 ANG

Comme p ¢ 0,(C,,), pour tout n € N, p # Ay,. Ceci prouve que plId —S est inversible.

Nous prouvons maintenant que pId —7 est inversible. D’aprés le théoréme du graphe fermé,
il nous suffit de vérifier que 7' — p1d est bijectif. Comme p ¢ 0,(C,), nous savons que plId =T
est injectif. Nous montrons alors que plId =T € L£(Holy, (D)) est surjectif.

Soit g € Holy, (D). D’aprés le lemme 2.22, la fonction

1 [n]
f:—zgo‘p € Hol(eD)
pi=

est bien définie. De plus, pour tout z € €D, nous avons

1 X gopll(z) 1 X golil(z)
op(z) — z) = — L+ ux— -
fop(z) —uf(z) ﬂnl = p /%;o: o

Il (2 Il (2
_ Zgow Zgow
= g(Z)-

Ainsi, d’aprés le lemme 2.20, il existe une fonction fe Hol(D) telle que

VzeD, fop(z) - nf(z) =g(2).
En d’autres termes, (uId —T") f = g. Ceci prouve que pId =T est surjectif et achéve la preuve. [J

Remarquons que la preuve du théoréme 2.21 permet également de montrer le résultat suivant.
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Corollaire 2.23 Pour tout g > 0, il existe € €]0;1] et Ny € N tels que, pour toute g € Hol(D),
il existe B' >0 et ¢ € B(0, o) tels que, pour tout u € C tel que |u| > po, on a

|

o ol (
(1d-Co) (g) ) = S 12T

n=0

gopll(z)
un

En particulier, sous les hypothéses ci-dessus,

Par ailleurs, pour tout n € N, pour tout p € C* tel que p # Ay,

1
= Ak

(n1d=Cp) (")

Les estimations établies dans le corollaire jouent un roéle crucial dans la preuve du résultat qui
vient. Nous savons déja que les applications (P,), jouent bien le role de projections spectrales,
dans la mesure ou ce sont des projections sur des vecteurs propres et qu’elles commutent entre
elles. L’objectif du résultat qui suit est de montrer sur Hol(D) un analogue de la derniére partie
de la propriété 2.11, en montrant que I'on peut obtenir les projections (P,), grace a un calcul
de résidu.

Théoréme 2.24 Soient f € Hol(D), z € D et n € N. Alors, les fonctions

_{(C—J(C@ s C
f,Z :

1 — ((e1d=Cp)"H(f)) ()
et
TR {(@—a(ap))u{An} — C
fan f — ((Id—CL) 7N (f — Pu(£)) (2)

sont holomorphes.
De plus, siI" est une courbe de Jordan choisie telle que A, € Int(I") et Int(I")No (Cy,) = {An},
alors

/ (I —Cp)~ (f)) (=) d = ——Po(f)(2).

r

Démonstration : Nous commencons par montrer que la fonction Ry . est holomorphe. Pour cela,
nous montrons que, pour tout 7 > 0, la fonction Ry, est holomorphe sur C — (o(Cy,) U B(0,7)).
Soit 7 > 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer n < 1. Soient alors € > 0 et Ny € N
donnés par le corollaire technique 2.23. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que,
pour tout n € N, si n > Ny, alors |\,| < 7.

Comme f € Hol(D), d’aprés la proposition 2.19, il existe une unique fonction g € Holn, (D)
telle que

No
F=Y_Cr(H)*+g.
k=0

Nous distinguons maintenant deux cas, selon la valeur de z.
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Premier cas : Supposons que z € eD. Alors, d’aprés le corollaire 2.23, nous avons que,
pour tout u € C — o(Cy) tel que |u| > 7,

S 1T goel()
k=0 n=0

D’autre part, le méme corollaire nous dit qu’il existe B” et ¢ € C tel que || < 7 tels que, pour
tout p € C—o(Cy) tel que |u| >,
() ()
|l 7]

n
Or, la série Z B <|C|> converge. On déduit donc du théoréme d’holomorphie sous l'intégrale

=\l
que la fonction

goell(z)| _

Vn € N,
ur

C-B(0,n) — C
g o ol(2)
Z — 2
n=0 K
est holomorphe. De plus, la fonction

C-0(C,) — C

H —
est également holomorphe. Ceci prouve le premier cas.

Second cas : Supposons que z ¢ cD. Comme ¢ n’est pas un automorphisme de D, il
découle du lemme de Schwarz qu'il existe m € N* tel que ™ (z) € eD (nous avons détaillé cet
argument dans la preuve du lemme 2.20). Nous allons maintenant utiliser I’équation fonctionnelle
caractérisant les valeurs propres de C, pour montrer le résultat que nous cherchons. Pour p €
C — o(Cy), notons g, = (pId —C,)*(f) € Hol(D). Commencons par fixer u € C — o(C,,) tel
que || > n. Pour n € N, considérons

(2

g 90 < fo

gn(p) @ 2z 2T 272 § k—i—l e Hol(D).
Rappelons que, pour tout Z € D,

19u(Z) = gu o o(Z) = f(Z).
On peut donc montrer par une récurrence sur n € N non détaillée ici que, pour tout n € N,

In(p) = gu(2).
Or, comme cp[m] (z) € €D, nous savons par le premier cas que la fonction

C—(o(Cy)UB(0,m) — C
" N Iu O;jr[nm}(z)

est holomorphe. De plus, la fonction



100 CHAPITRE 2 — OPERATEURS DE COMPOSITION

cr — C
n—1
foolfl(z)
H — ,LLk+1
k=0

est bien holomorphe. Ceci achéve la preuve du deuxiéme cas.

Nous nous intéressons maintenant aux calculs des résidus. Soit n € N. Soit I' une courbe de
Jordan telle que A\, € Int(I") et Int(I') N o(Cy) = {A\,}. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que Int(I')NB(0,7n) = 0. Nous reprenons la méme disjonction de cas que précédemment.

Premier cas : Supposons que z € ). Alors, d’aprés les résultats d’holomorphie établis
dans la premiére partie de la preuve,

N =
L . B S Cy(f) & - 1 go¢"(2)
F/((uld Co) (1) (2) dn = F/ kZOM—Akf() MZ:% m ]du
N
& aw Ly~ goet(z)
- ko/ﬂ—)\kgk(Z) d,u‘F/MnZ_% m v
=01 r B
-0
_ / Cn(f) (2) du+§0: Cr(f) k( ) d
J = Ay k=01 = A
k#n
=0
— LCn(f)G”(Z)
um
1
= 5= Pa()(2).

Second cas : Supposons que z ¢ £D. Notons g, = (uId —Cp)~*(f) € Hol(D). Alors, nous
avons vu dans cette preuve qu’il existe m € N tel que go[m](z) ceD et

o [m]
gm(p) = gu(2) = o SD Z f I<:+1

1
Comme g+ — est holomorphe sur Int(I'), nous avons
o

[m] 1\™
/g“wm (Z)gu(Z) = <A> X /guw[m](Z) dp.
H n
I I

En utilisant les résultats d’holomorphie démontrés dans la premiére partie de la preuve, et en
utilisant le premier cas (car o™ (z) € eD), nous avons finalement
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/gu(Z) dp = F/gm(u) dp

T

k=0 %,
=0
- (;) < [ o eme) d
r
1\™ 1
N = [m]
= (5) *gaPalaoe™)

_ ( L )’” X 3P0 O (g)(2)

D’aprés le théoréme 2.14, nous avons P, o C, = A\, P,. Nous obtenons finalement

|

[ ut2) = <;>m X )" Pal9)(2) = o Palo)(2).

2im 2im
r
Pour terminer la preuve, il nous reste a vérifier que la fonction Ry ., est holomorphe sur
(C—0a(Cyp)) U{An}. Nous savons déja qu’elle est holomorphe sur C' — o(Cy,) (car Ry_p, (y),. est
holomorphe sur C — o(C,)), et que I'ordre de A, en tant que pole est nécessairement plus petit
que 1. Or, en calculant le résidu au point A,, nous obtenons

Jr=Co - P@ dn = [@-C) () dn - [ (01d-C) T RN d

Iy r .
= PG — 5 Pa (P ()
1 1
= 5 Pa(NG) = 5P () (2)
= 0.

—

Ceci montre que Ry . , est prolongeable par continuité en A, et acheéve donc la preuve. [

A.4.c) — Application : étude spectrale sur des espaces de Banach

Nous allons utiliser les résultats précédents pour étudier la forme générale du spectre d’un
opérateur de composition sur un espace de Banach. Commencgons par rappeler ou fixer quelques
notations.

Sauf mention explicite du contraire, ¢ est un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy-
Wolff est 0. L’espace X < Hol(D) est un espace de Banach de fonctions holomorphes qui est
contintment inclus dans Hol(ID) (voir la définition 1.28). On suppose que Cy,(X) C X et on note
T : X — X lopérateur induit par Cy, sur X'. D’aprés le théoréme du graphe fermé, T € L(X).
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L’objectif des résultats qui suivent est de caractériser la forme générale du spectre de 1. Nous
commencons par étudier le spectre ponctuel. Le résultat suivant est une conséquence directe du
théoréme de Koenigs (théoréme 2.10).

Lemme 2.25 On a 0,(T) C 0,(Cy). De plus, pour tout n € N, \,, € 0,,(T') si et seulement si
e X.

Introduisons une notation qui nous servira par la suite. Pour tout n € N, soit

Hol(D) — C
) n (n) o
C, ; . ,;(f—zpk(f)> 0 € £(Hol(D),C).
’ k=0

Remarquons que, par définition de C,,,

Vf € Hol(D), P,(f) = Cn(f) x <"
On notera D,, = Cpx € L(X,C) = X' la restriction de C,, & X.

En étudiant les applications D,,, nous pouvons obtenir des informations sur le spectre de T

Proposition 2.26 Soit n € N tel que D,, # 0. Alors, \, € o(T).

Démonstration : Considérons l'opérateur dual de T, qui est 'opérateur

X o= X
T { € LX),
e = [eeapy) <Y

Nous montrons maintenant que \,, € ,,(7"). Pour cela, nous montrons que D,, est un vecteur
propre de 7" pour la valeur propre A,. Soit f € X. Comme P, o Cy, = A\, P,, nous avons aussi
que Cy, o Cy, = A\, Chy.

T'(Dy)(f) = Dn(T(f)) = Dn(f 0 ) = Cr 0 Co(f) = AaCrl(f) = M Dn(f).
Ainsi, \,, € 0,(T") C o(T). Ceci achéve la preuve. O

Dans le cas ot les polynémes sont dans X, nous déduisons de la proposition 2.26 le résultat
ci-apres.

Corollaire 2.27 On suppose que Clz] C X. Alors, pour tout n € N, \,, € o(T).

Démonstration : Soit n € N. D’aprés la proposition 2.26, pour montrer que A, € o(7), il suffit
de montrer que Dy, # Oz (x).

Supposons par l'absurde que, pour tout k& € N, on ait C,(ex) = 0. Alors, pour toute f €
Hol(D), on a Cy,(f) = 0 (car C), est continu et ’espace des fonctions polynomiales est dense dans
Hol(D)). Comme C,, # 0, nous aboutissons & une contradiction. Ceci montre qu'il existe ky € N
tel que Cp(ex,) # 0.

Comme ey, € X, nous avons alors Dy(e,) = Cn(ek,) # 0 et donc que Dy, # Og(x). Ceci
achéve la preuve. O

Nous énongons maintenant un résultat énongant des conditions nécessaires et suffisantes
portant sur o(7") pour que X soit de dimension finie.
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Théoréme 2.28 Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) ona0¢o(T);
(ii) ’ensemble {n eN ‘ D, # OL:(X)} est fini;
(ii) il existe un ensemble J C N fini tel que X = Vect <§k ’ k€ J) ;

(iv) Uespace X est de dimension finie.
Avant de prouver le théoréme 2.28, prouvons un petit lemme utile.

Lemme 2.29 Soit f € Hol(D) telle que, pour tout n € N, Cy,(f) = 0. Alors f = 0.

Démonstration : D’aprés le point (i) du théoréme 2.14, pour tout n € N, nous avons

F(0) = (Z Pk<f>> (0) =0.
k=0

Ainsi, f = 0. Ceci achéve la preuve. O

Nous prouvons maintenant le théoréme 2.28.

Démonstration : Nous prouvons la chaine d’implications (i) = (ii) = (ii) = (i1i) = (iv) =

(2)-
(1) = (29) : Nous prouvons 'implication contraposée. Supposons que l’ensemble

J d:ef {HGN ‘ Dn?‘éoﬁ(z’\f)}

est infini. D’apreés la proposition 2.26, nous savons que pour tout n € J, A, € o(T). Or, A\, — 0
pour n — +o00 et o(T) est fermé. Ainsi, 0 € o(7"). Ceci prouve le premier point.

(#1) = (4i7) : Soient J dof {neN| D, # Og(x)} et d € N le nombre d’éléments de .J. Nous
commengons par montrer que dim X < d. Soit

r { xX — c?
LS = (Da(f)es

Nous montrons que I' est injective. Soit f € Ker(I'). Comme f € Ker(I'), pour tout n € J,
Da(f) = Cu(f) = 0.

Par ailleurs, pour tout n € N —J, Dy, = Oz (). Ainsi, pour tout n € N—J, Cy(f)) = 0.

Pour tout n € N, nous avons donc C,(f) = 0. D’aprés le lemme 2.29, nous avons f = 0.
Ainsi, T" est injective.

Comme X est de dimension finie, nous savons que o(7') = 0,(T) est fini et a au plus dim X' < d
éléments. Or, d’aprés le lemme 2.26, nous savons que, pour tout n € J, nous avons A, € o(T).
Alors, comme les (A, )nes sont deux a deux distincts, o(7") a au moins d éléments. Ceci prouve
finalement que £ o(7T) = d et donc que

e L(x,C).

o(T) = {\n | n € J}.

Ceci achéve la preuve du deuxiéme point.
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(7i7) = (iv) : Cette implication est immédiate.

(tv) = (i) : Comme X est de dimension finie, le spectre et le spectre ponctuel de T sont
confondus. Alors,

o(T)=0,(T) C {\, | neN} CcC—{0}.
Ainsi, 0 ¢ o(T). Ceci prouve le dernier point et achéve la preuve. O

De la caractérisation des espaces de dimension finie (théoréme 2.28), nous pouvons déduire
immeédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 2.30 Si la dimension de X est infinie, alors U'ensemble {n € N | \,, € o(T")} est
nfini.

Nous supposons maintenant que X est de dimension finie.

Nous voulons montrer que le spectre de T' se décompose en deux parties : une partie discréte,
nécessairement composée de valeurs propres, et une partie continue (que l'on peut voir a la
fois comme le spectre essentiel de T' ou la composante connexe de 0 dans o(7')). Commengons
par énoncer un résultat précis. Pour cela, nous avons besoin d’introduire quelques notations.
Considérons les ensembles

J Y {neN| Dy #0002}
et

Jo e {n € N | A, est un point isolé de o(T")}.

Rappelons également la notion de spectre essentiel d'un opérateur. La preuve de I’énoncé qui
vient peut étre trouvée dans le livre [27| de Dunford et Schwartz (on peut obtenir les projections

que l'on recherche par des techniques de calcul fonctionnel holomorphe, présenté notamment au
chapitre VIL.3 de [27]).

Définition et proposition 2.31 Soient X un espace de Banach et T € L(X). Soit A € o(T)
un point isolé dans o(T'). Soit Py la projection spectrale associée a X (voir la définition 2.12).
On dit que X\ est un point de Riesz de T' si les propriétés suivantes échoient :

(i) la projection Py est de rang fini;
(ii) Uopérateur (A\1d —Py)ker p, est inversible dans L(Ker Py).

Le spectre essentiel de T est ’ensemble

oe(T) o {Nea(T) | A nest pas isolé dans o(T) ou A n'est pas un point de Riesz} .

SiXe€o(T), alors X € 0.(T) si et seulement si \ est isolé dans o(T) et 'ordre de A\ comme
pole de la fonction p— (pId =T)7' est fini.
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Le résultat principal de cette sous-partie est le suivant.
Théoréme 2.32 Soit 0g(T') la composante connexe de 0 dans o(T). Alors,

o(T)=0oo(T)U{ A\, | n € Jp}.

De plus, pour tout n € Jy, Ay, € op(T).
Enfin, le spectre essentiel de T' est o.(T") = oo(T).

FIGURE 2.1 — Forme générale du spectre d’un opérateur de composition

Pour prouver ce résultat, nous allons procéder en deux temps. D’abord, nous allons montrer
(lemme 2.33) que les points isolés de o(T) sont des valeurs propres de T' (ce sont méme des
poles simples de la résolvante). Ensuite, nous montrerons (lemme 2.34) que I’ensemble des points
non isolés consiste exactement en la composante connexe de 0 dans ¢(7"). Commencons par la
premiére de ces étapes.

Lemme 2.33 Soit p un point isolé de o(T). Alors, u est un pole simple de T'. De plus, il existe
n € J tel que p = \,. La projection spectrale associée a pu est alors la restriction Py € L(X)
de P, a X.

Démonstration : Nous commencons par montrer qu’il existe n € J tel que u = A,,. Supposons
par l'absurde que ce n’est pas le cas. Comme g # 0 (car 0 n’est pas un point isolé de o(T)
puisque J est infini (d’aprés le corollaire 2.30)), il existe € > 0 tel que

B(p, 2e) n{\, | n € N} = 0.
Soit

def 1 -1

= — T —M1d d\ € L(X
s | @-T dve @)
IA—pl|=e

b,

la projection spectrale associée & p (voir la définition 2.11). Nous montrons que P, = 0.
Soit f € X. Soit A € C tel que |A — p| =e. Soit z € D. Alors, A ¢ o(C,,). Donc,

(T = AT (f)(2) = (Cp = M) TH(f)(2).
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De plus, 0(Cy) N B(u,€) = 0. Comme A — (Cyp — A1d) "' (f)(2) est holomorphe sur C — o(C,,)

(d’apreés le théoréme 2.24), nous avons

% / (C, —A1d) "' (2) dX = 0.
[A—pl|=e
Ainsi, P,(f)(z) = 0, et ce pour tout z € D et pour toute f € X. Ceci fournit la contradiction
recherchée et montre qu’il existe n € J tel que = A,.
Il nous reste & vérifier que la projection spectrale P, € L(X) associée & p sur X est la
restriction a X de P, : ceci se prouve par un raisonnement similaire & celui détaillé ci-dessus :
d’apreés le théoreme 2.24, pour toute f € X et pour tout z € D,

1 1
— / (T —AId) " (2) dX = — / (C, = ATd) 7! (2) A\ = Pu(f)(2).
2im 2
A—pl=e REVIES
Nous avons donc bien P, = P,y . En particulier, P, est de rang 1. Ceci montre que p est un
pole simple et achéve la preuve. Il

Lemme 2.34 Soit o1 C o(T) un ensemble ouvert et fermé dans o(T'). Supposons que 0 ¢ o7.
Alors, il existe un ensemble fini Jy C Jy tel que

Ulz{An’TZGJl}.

Démonstration : Remarquons que 0 ¢ o7 est le seul point d’accumulation de {A,, | n € N}.
Ainsi, il existe une courbe de Jordan I" vérifiant les propriétés
suivantes :

(a) on a oy C Int(T);
(b) pour tout n € N, \,, ¢ I';
(¢) pour tout n € N, A, € Int(I") si et seulement si A\, € ;.

Soit P, € L(X) la projection spectrale associé¢ a 1. Soit

y def Im(P,,). D’aprés la proposition 2.11, nous savons que )

est un sous-espace fermé de X stable par T'. De plus, en notant
D =Ty € L(Y), nous avons que o1 = (D).

Comme 0 ¢ o1, 0 ¢ o(D). D’apres le théoréme 2.28, ) est
de dimension finie et il existe un ensemble fini J; C N tel que

Y = Vect (<" | n € Jy)

et

o(D) = {\n | n€Ji}.

On a donc que 01 = (D) = {\,, | n € Ji}. Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons maintenant passer a la preuve du théoréme 2.32.



SECTION 2.A — FEtude sur Hol(DD) 107

Démonstration : D’aprés le lemme 2.33, nous avons

K o(T)—{X € o(T) | A n'est pas un point isol¢ dans o(T)} = o(T) —{\, | n € Jo}.

Comme o(T') est un compact de C, nous avons que K est également compact. De plus, 0 € K.

Rappelons que, par définition, A € 0.(T") si et seulement si A n’est pas un point isolé de o(T")
tel que le résidu de la résolvante en A est de rang fini. Or, tout point isolé de o(T') est un pole
simple de la résolvante (c’est 'objet du lemme 2.33). Pour prouver le théoréme, il nous suffit
donc de montrer que K est connexe.

Soient o et o1 deux ensembles ouverts et fermés dans K tels que K = oglloq, et ogNoy = 0.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 € og. Nous montrons alors que o1 = ().

Nous montrons que o vérifie les hypothéses du lemme 2.34, c’est-a-dire que o est ouvert
et fermé dans K et que 0 QE o1. Comme 0 € o et comme o( et o1 sont connexes, nous savons
que 0 ¢ o1. De plus, o est fermé dans K et K est fermé dans o(7"). Ceci prouve que o est un
sous-ensemble fermé de o (7).

Nous montrons maintenant que o7 est ouvert dans o(7). Si o1 = (), alors 01 est bien un ouvert
de o(T). Supposons que a1 # (). Soit zg € o1. Alors, 29 # 0 et 29 € K, donc 2 n’est pas un point
isolé de o(T'). 1l existe donc € > 0 tel que, pour tout z € B(zp,£), 2z # 0 et z ¢ {\, | n € Jp}.

En particulier, U def o(T) N B(zp, &) est un ouvert de o(7T') tel que

zo€o(T)eU Co.

Ceci valant pour tout zy € o1, nous en déduisons que o7 est ouvert dans o (7).

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 2.34 : il existe un ensemble fini J; C Jy tel que
or={ | nei}. Or, o1 N{\, | n € Jp} = 0. Ceci prouve que o1 = 0.

Nous avons donc bien montré que K est connexe. Ceci achéve la preuve. U

Notons en particulier I'estimation suivante du rayon spectral essentiel de T'.

Corollaire 2.35 Soit ng € N tel que A, € o(T) mais ¢"° ¢ X.
Alors, Apy € 0c(T). En particulier, re(T) = |-

Démonstration : D’aprés le lemme 2.33, nous savons que si m € .Jy, alors A\, est un pdle
simple de la résolvante. En particulier, ¢ € X. Comme ¢"° ¢ X, nous en déduisons que ng ¢ Jy.
D’aprés le théoréme 2.32, nous avons alors que A, € o.(T). Ceci achéve la preuve. [l

A.4.d) — Comparaison avec d’autres cas

Dans cette section, nous montrons dans quelle mesure il est possible de généraliser les résultats
précédents (par exemple, au cas ot ¢’(0) = 0, ou encore au cas ot 0 n’est pas le point de Denjoy-
Wolff de ¢). Nous présentons également quelques exemples et contre-exemples pour illustrer les
différentes propriétés que peut avoir le spectre d’'un opérateur de composition sur X < Hol(DD).

Cas o1 ¢'(0) =0 Le premier résultat que nous énoncons est I’étude du cas ot 0 reste le point
de Denjoy-Wolff de o, mais ot I'on a ¢'(0) = 0.
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Proposition 2.36 Soit ¢ € Hol(D) telle que (D) C D. On suppose que ©(0) = 0 et que
©'(0) = 0. Alors, sur Hol(D),

op(Cy) = {1}
et

o(Cyp) ={0;1}.

Démonstration : Commengons par déterminer o,(C,). Nous nous inspirons grandement de
notre preuve du théoréme de Koenigs (théoréme 1.25). En particulier de la deuxiéme partie
de cette preuve (ot l'on prouve 'unicité — a constante multiplicative prés — des solutions a
I'équation de Schréder). Nous commencons par montrer que 1 € 0,(Cy,) : ceci est immédiat, car
la fonction constante z — 1 est un vecteur propre pour la valeur propre 1.

Fixons maintenant A € C — {1}. Nous montrons que A ¢ 0,(C,). Supposons par I’absurde
que A est une valeur propre de C,, : il existe une fonction non nulle 1 telle que, pour tout z € I,

noe(z) = A(z).

Alors, en suivant le méme raisonnement que dans le second cas de la deuxiéme partie de la
preuve du théoréme 1.25, nous avons 5 = 0. Ainsi, n s’annule sur ¢(ID). Si ¢ n’est pas constante,
alors le théoréme de I'application ouverte (voir par exemple [57], théoréme 10.32) nous dit que
©(D) est ouvert. Par unicité du prolongement analytique, nous avons alors que n = 0, ce qui
est impossible. Par ailleurs, si ¢ est constante, comme ¢(0) = 0, ¢ est 'application nulle et
I'opérateur Cy, € L(Hol(ID)) peut étre décrit de la facon suivante :

Vf € Hol(D). Cy(f) = f(0)ep.

Comme 7 est un vecteur propre de Uy, c’est donc nécessairement une fonction constante. Alors,
A =1, ce qui est impossible.

Nous arrivons donc bien & la contradiction souhaitée et avons prouvé que o,(Cy) = {1}.

Nous déterminons maintenant o(C,). Comme 0,(Cy,) C Cy, nous avons que 1 € o(C,).
Par ailleurs, comme ¢ n’est pas un automorphisme de D, l'opérateur C, n’est pas inversible
(corollaire 2.3). Nous avons que 0 € o(C,,).

Nous montrons maintenant I'inclusion o(C,) C {0;1}. Soit A € C — {0;1}. Nous montrons
que AId —Cy, est surjectif, c’est-a-dire que, pour toute g € Hol(D), il existe f € Hol(ID) telle
que (AId—Cy)(f) = g. Nous suivons pour cela une démarche trés similaire & celle suivie dans la
preuve du théoréme 2.21. Soient g € Hol(D) et h = g — g(0) € Hol(DD).

Soient pg = et No = 0. Une adaptation directe de la preuve du lemme 2.22 nous permet

de montrer qu'il existe £ > 0 tel que, pour tout p € C tel que |p| > 0 et pour tout h € Holy, (D),

ho ol _
la série de terme général Z ° f converge normalement dans C(eD), C). Nous définissons alors
n=0
la fonction
+oo
et 9(0) | LR hol
= == 4 — Hol(eD).
f )\71—%)\”:0 € ol(eD)

En adaptant légérement le preuve du théoréme 2.21, nous obtenons

Vz €D, fop(z) - Af(z) = g(2).
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En remarquant que la preuve du lemme 2.20 reste vraie si ©'(0) = 0, nous savons qu’il existe une
fonction f € Hol(D) telle que

VzeD, fop(z) = A(2) = g(2).

Ceci achéve la preuve. O

Nous venons de voir que, dans le cas otl ' (0) = 0, 'étude spectrale sur Hol(ID) reste similaire
a celle du cas ot ¢ est un symbole de Koenigs. L’étude spectrale sur des espaces de Banach peut
en revanche étre significativement différente, comme en témoignent ’exemple qui suit.

Exemple Soit X = zH?*(D) = {f € H*(D) | f(0) =0} et ¢ : z = 2* € Hol(DD). Remar-
quons que @ n’est pas un automorphisme de . De plus, 0 est le point de Denjoy-Wolff de ¢, et
©'(0) = 0. Alors, T = CQP‘ r2(p) €st une isométrie non inversible, et donc (voir par exemple [10])

on a 0(Cy,) = D. Par ailleurs, il découle de la propriété 2.36 que o,(T") = 0.

Cas ou le point de Denjoy-Wolff est o € . Nous étudions maintenant le cas ol ¢ est
un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy-Wolff est dans D (mais non nécessairement 0).
Rappelons (proposition 1.2) qu’il existe un unique automorphisme 1, de D qui est involutif et
échange 0 est a. Nous pouvons utiliser ’automorphisme 1 pour « transporter » les résultats de
la section précédente au cas plus général énoncé ci-dessous.

Théoréme 2.37 Soit p un symbole de Koenigs et a € D son point de Denjoy- Wolff. On suppose
que @' () # 0. Alors, le spectre ponctuel de C, € L (Hol(D)) est

op(Cp) = {¢'(a)" | n € N},
et le spectre de Cy, € L (Hol(D)) est

0(Cp) = {0} Uop(Cy).

Si de plus X — Hol(D) est un espace de Banach de dimension infinie tel que p(X) C X et
Yo (X) C X, en notant T = Colx € L(X) et o9 la composante connexe de 0 dans o(T) et en
reprenant les notations du théoreme 2.52,

o(T) =oo(T)U {go’(a)n ‘ n e Jo} )

De plus, pour tout n € Jo, ¢’ ()" € o,(T).
Enfin, le spectre essentiel de T' est o.(T) = oo(T).

Démonstration : Comme 'opérateur de composition Cy,, € L(Hol(ID)) est inversible d’apreés le
corollaire 2.3, le résultat que nous cherchons découle des théorémes 2.21 et 2.32, en composant

par . Plus précisément, notons ¢ def o 0 Y 0 1y. Alors, @ est un symbole de Koenigs dont le
point de Denjoy-Wolff est 0 et on peut donc appliquer a ¢ les théorémes 2.21 et 2.32. Comme

Cp = Cya © Cg 0 Cyy,

les opérateurs C,, et Uz sont similaires et nous pouvons obtenir le résultat souhaité. Le méme
raisonnement est valable pour l'opérateur T'. Ceci achéve la preuve. O
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Cas ou le point de Denjoy-Wolff est o € T. Nous montrons ici, & travers un exemple
simple, que I’étude spectrale peut étre radicalement différente dans le cas ot le symbole ¢ a un
point de Denjoy-Wolff dans T. Pour bien comprendre le résultat qui vient, rappelons que 'on a
défini la notion d’ « automorphisme hyperbolique » a la définition 1.3.

Proposition 2.38 Soit ¢ un automorphisme hyperbolique de D. Supposons que 1 est le point de
Denjoy-Wolff de ¢ et que —1 est l'autre point fize de . Alors, le spectre et le spectre ponctuel de
C, € L(Hol(D)) sont

op(Cp) = a(Cy) = C.

En outre, toute valeur propre X € C* est de multiplicité infinie.

Démonstration : Comme ¢ est un automorphisme hyperbolique de ID dont 1 est le point de
Denjoy-Wolff et 0 est 'autre point fixe, il existe r €]0; 1 tel que, pour tout z € D,

z+r
1+7rz

p(z) =

Comme ¢ est un automorphisme de ID, nous savons grace au corollaire 2.3 que 0 ¢ o(C,,) et donc
que 0 ¢ op(Cy). ,

Soit A € C*. Soit # € R tel que A = |A| €. Nous montrons que A est une valeur propre de
Cy, de multiplicité infinie. Commencons par un petit calcul. Pour p € C*, soit

1+ 2
u + 2 1

—Z

)M € Hol(DD).

Soit z € D. Alors,

guow(z) =

zZ+r
1+rz
1— zZ+r

( 1+rz
IT+rz+r+z
<1+rz—r—z>
(I+7)(1+2)
(=h05)

= GJ_F:)MQM(Z)-

147
En d’autres termes, g, est un vecteur propre de C,, pour la valeur propre A, def < + ) i

1—r
Pour k € Z, posons

1 .
g = m [In (|A]) + (0 + 2km)] .

Alors, la famille (g, )z est libre dans Hol(D). De plus, si k € Z, alors,

1
In (1 +T> pr = In (|A]) +4(6 + 2km),

et donc
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r HE
G:) — exp ((IA) + (60 + 2km))

_ |>\| ei(9+2k7r)
= |\ € =\
Al

Ainsi, pour tout k € Z, g, est une valeur propre de C, associée a la valeur propre \. Ceci
achéve la preuve. O

Existence de valeurs propres « cachées ». Dans cette partie, nous étudions ’existence
ou non de valeurs propres « cachées » : si T € L(X) est un opérateur de composition sur
X — Hol(D), et A ec o(C,), nous dirons que A est une valeur propre cachée de T' lorsque
A est une valeur propre de T telle que A € 0.(T"). L’existence (ou non) de valeurs propres cachées
dépend fortement du choix de I'espace X.

Premier exemple Soit X = H? (D). Une présentation générale du spectre des opérateurs
de composition sur X peut étre trouvée au chapitre 7 du livre de Cowen et Maccluer (|26]). Nous
mentionnons ici quelques résultats pertinents au regard de la description générale du spectre des
opérateurs de composition (théoréme 2.32). Plus précisément, si ¢ est un symbole de Koenigs
injectif, nous avons les résultats suivants :

— le spectre essentiel de T' € L(X) est un disque fermé centré en 0, éventuellement réduit a

un point (c’est le théoréeme 7.30 de [26]) ;

1
T3

— la valeur propre 1 peut étre une valeur propre cachée : si ¢ : z +— 2 ,alors T' = C'SO| Py

z

N[ =

est une isométrie non inversible (voir par exemple [10]), et donc o(T) = 0.(T) = D, et
1€o,(T);

— sin € N*, alors A\, ne peut pas étre une valeur propre cachée : plus précisément, si A, €
op(T'), alors re(T') < |Ay| (une preuve de ce fait peut étre trouvée dans [8]).

Remarquons d’autre part que le rayon spectral n’est pas nécessairement 1'un des (|A,]),,.

Second exemple Soient o € RY et X = D, = H> () Vespace de Dirichlet pondéré étudié
précédemment.
Soit A €]0; 1[. Nous considérons le symbole

Az
A=1)z+1

Remarquons que ¢ n’est pas un automorphisme de D, que ¢(0) = 0 et que ¢'(0) = . Ainsi,
 est un symbole de Koenigs dont le point de Denjoy-Wolff est zéro. D’autre part, T' = CS”IDa €

Y 2=

L(D,) (nous prouverons ce résultat en détail dans la partie suivante, notamment au théoréme
2.46). Par ailleurs, Partice de Hurst [39] décrit explicitement le spectre de T'. La proposition
suivante résume les théorémes 9 et 10 de [39].

Proposition 2.39 Le spectre de T € L(D,,) est
{,uE(C ) 1l < |)\|2_Ta}u{1} 5i0<a<l;

o(T) =
{u eC ) | < ])\|%} U{A\" | n € N} sinon.
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Par ailleurs, la fonction de Koenigs associée a ¢ est la fonction ¢ : z +— _zl. En effet, pour
y—
tout z € D,
“ooie Az
X—1)z+1 -
s(p(2)) = — = = A¢(2).
mfl )\Z—()\Z—Z—l)

De plus, pour tout k& € N*, nous avons le développement en série entiére de la série géométrique
dérivée nous donne :

<k(z) = —Z(n+1)(n+2)...<n+k) o

n=0

En particulier, nous en déduisons que ¢* € D, si et seulement si 2k < «. En d’autres termes, le
spectre ponctuel de T est

op(T) = {)\n

@
n < —} U{1}.
2
Signalons en particulier les cas suivants :

— Sia =2 : alors, Dy = B est I'espace de Bergman. Le rayon spectral essentiel de T" est alors
re(T) = |A|. Cependant, comme pour tout k € N*, ¢¥ ¢ Dy, il n’y a pas de valeur propre
cachée.

— Plus généralement, s’il existe k € N* tel que a = 2k, alors le rayon spectral essentiel de T'
est re(T) = | Akl

— En revanche, s’il existe k € N* tel que 2k < o < 2k 4 2, alors le rayon spectral essentiel de
T vérifie

)‘k—i-l < ’I”e(T) < Ak

B) Etude sur des espaces de Dirichlet pondérés

ANS cette partie, nous présentons quelques éléments d’étude des opérateurs de composition
D sur des espaces de type D,. La majeure partie de notre étude est dédiée a 1’étude de la
continuité et, le cas échéant, de la norme des opérateurs de composition. Dans un second temps,
nous montrons également que le résultat de caractérisation algébrique que nous avons obtenu au
théoréme 2.2 posséde un analogue sur les espaces Dy,.

B.1 — Continuité

Dans cette section, nous étudions la continuité des opérateurs de composition sur les espaces
de Dirichlet pondérés. Nous procéderons en deux temps : d’abord, nous traiterons le cas par-
ticulier ou le symbole ¢ vérifie ¢(0) = 0; ensuite, nous traiterons le cas ou le symbole est un
automorphisme. Nous pourrons alors déduire le cas général de ces deux cas particuliers.
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B.1.a) — Cas d’un symbole fixant zéro

Commengons par remarquer que, dans ce cas, le comportement des opérateurs de composition
dont le symbole est injectif est connu sur l'espace de Dirichlet. Une preuve de ce résultat peut
par exemple étre trouvée dans le livre d’El-Fallah, Kelley, Mashregi et Ransford (|31], sections
1.4 et 6.2).

Proposition 2.40 Soit ¢ : D — D holomorphe et injective. Alors l'opérateur de composition C,

1
est un opérateur borné sur D et en notant L = In <2> , 0N G
1 —|e(0)]

ol < \/L+2+ VI +9)
¥ ~ 2 '

En particulier, si en outre p(0) = 0, alors ||Cy|lp < 1.

Esquisse de démonstration : 11 suffit d’effectuer le changement de variable u = ¢(z) dans le calcul
de la norme de Cy(f). O

L’idée est alors de « propager » le résultat sur Dy aux D,,. En effet, nous disposons du résultat
suivant, présenté par Chalendar et Partington dans [22].

Théoréme 2.41 (Chalendar, Partington) Soit T un opérateur borné sur l’espace de Hardy
H?(1) dont la matrice dans la base (2™)nen est triangulaire inférieure. Soit B une suite stricte-
ment décroissante de réels strictement positifs.

Alors, T définit un opérateur borné sur H*(B) et

1Tl 25y < IT1 g2 1y

Ce résultat permet de « propager » des résultats de continuité d’opérateurs, mais uniquement
a partir de I'espace D;. Nous allons maintenant légérement adapter sa preuve afin de pouvoir
propager ces résultats a partir de I'espace de Dirichlet Dy.

Proposition 2.42 Soient w : [0;1[— R une fonction telle que 7 +— rw(r) € L*([0;1]) et (wn)n
la suite de coefficients associée au poids w (voir la proposition 1.35). Soit § € (R™)N une suite
strictement décroissante. Soit T un opérateur borné sur Dy, = H*(w) dont la matrice dans la
base (2"),, est triangulaire inférieure.

Alors, T définit un opérateur borné sur H2(w5) et sa norme vérifie

1T g2 sy < NN £z -

Remarquons que ce résultat est presque une généralisation du théoréme 2.41, dans la mesure
oll on retrouverait le théoréme 2.41 en considérant la suite constante w, = 1 pour tout n. La
preuve que nous présentons est une adaptation directe de la preuve présentée dans [22].

La preuve repose sur le résultat suivant.

Lemme 2.43 Soit X un espace de Banach (complexe) ayant pour base 1-inconditionnelle (x;) jen.
Soit A : X — X un opérateur borné dont la matrice dans la base (x;); est triangulaire inférieure.
Soit D un opérateur (non nécessairement borné) diagonal dans la base (xj); : pour j = 0, notons
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d; € C tel que Dxj = djz;. On suppose que (d;); est une suite strictement croissante de réels
strictement positifs.

Alors, Uopérateur D™YAD est un opérateur borné sur X et sa norme vérifie
-1
D™ AD[| < || All

Ce résultat peut étre attribué a Katsnelson (dans [42]). Une preuve de ce lemme peut égale-
ment étre trouvée dans [22|. Nous en reproduisons ici la trame principale.

FEsquisse de démonstration : Pour z € C, nous posons Q(z) = D*AD™* = (w; ;)i j>0. Pour
N € N, nous considérons Qn = (wj j)1>ij>n. L'hypothése de décroissance de la suite (d;); dit
que 2y est bornée sur le demi-plan droit. Alors, en appliquant une généralisation du principe
du maximum, nous avons

sup [|Qn(2)[| < sup [|Q@iy)| = [ Al
R(z)>0 yeR

On spécifie alors en z = 1 et on laisse tendre N — +o00. O
Nous pouvons maintenant prouver la proposition 2.42.

Démonstration : Plagons-nous dans l’espace de Banach X' = HQ(wd). Pour n € N, notons e,
la fonction z — 2", de sorte que (e, )pen soit une base 1l-inconditionnelle de X. Considérons la

suite d définie par d,, = 5o qui est strictement positive et strictement croissante. Définissons sur

n
X un opérateur diagonal D par D(e,) = dye,. Soit A 'opérateur (non borné a priori) défini sur
X par A= DTD™ %

Comme § est décroissante, 'espace H(w) est un sous espace de H?(wd). Considérons 1’opé-
rateur D, qui est la restriction a H?(w) de Popérateur D. Alors, D : H?(w) — H?(Sw) est un
opérateur continu de norme 1. Nous allons montrer que c’est un opérateur unitaire en étudiant
son adjoint (D)*. Soit = = anen € Dom (D)*. Notons (D)*z = Zynen. Alors, pour tout

n

n €N,

<5(en)’x>H2(6w) B <e”’(5)*($)>H2(w)

<(5 ) (@), e”>H2(w) = (@ dnen)y2su)
(D @en) = dn e eni
WnYn = dn(siwnxn
_ 1
Yn = dnwn-

Ceci prouve que (D)* : H?(6w) — H?(w) est un opérateur diagonal, donné par (D)*(e,) =

-1

—en. En particulier, D est inversible et (D)~ = (D)*. Donc, D est un opérateur unitaire.

dn

En particulier, nous en déduisons que A est un opérateur borné sur X = H 2(5w) et que

ANtz 5w) = 1T |2 )
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Nous pouvons donc alors appliquer le lemme 2.43, qui nous permet de dire que D' AD est
un opérateur borné de X dans X et que

D™ AD|| 250y < 1Al 1250 -

Or, D™'AD n’est rien d’autre que le prolongement (continu) & H?(dw) de 'opérateur T (il est
continu vu ce qui précéde et coincide avec T sur H?(w)). Vu Pestimation que I'on a obtenue pour
la norme de 'opérateur A, nous avons finalement

1T 22 5wy < Tl 2wy »

ce qui achéve la preuve. ([l

Nous pouvons appliquer ce résultat aux espaces de Dirichlet généralisés en choisissant une
suite d adéquate.

Corollaire 2.44 Soit w : [0;1[— R™ une fonction telle que r — rw(r) € L*([0;1]) et (wp)n

la suite de coefficients associée au poids w (voir la proposition 1.35). On suppose que la suite
w

(—n> est strictement décroissante. Soit T un opérateur borné sur D dont la matrice dans la
n /n

base ("), est triangulaire inférieure.

Alors, T définit un opérateur borné sur D,, et on a en outre

1T, < Tl

Démonstration : Vu la description du produit scalaire sur D, il suffit d’appliquer le résultat
précédent A la suite § définie par
op=1
w
bp=—sin#0
n

Le résultat découle alors de ’application de la proposition 2.42. (I

Le résultat précédent est trés utile pour étudier la continuité d’opérateurs sur les espaces de
Dirichlet pondérés, mais le prix & payer est que les opérateurs doivent étre triangulaires inférieurs
dans la base (2"),,. C’est en particulier le cas des opérateurs de composition dont le symbole fixe

0.

Proposition 2.45 Soit w : [0;1[— RV une fonction telle que r — rw(r) € LY([0;1]) et
¢ : D — D holomorphe et telle que p(0) = 0.

Alors, la matrice de lopérateur de composition Cy, (sur Dy, ) dans la base (2"),, est triangulaire
nférieure.
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Démonstration : Soit n € N. Il suffit de montrer que Cy(2") est de la forme 2"®(z) o

® est une fonction holomorphe sur D. Remarquons que Cy(2") est la fonction z — (p(2))".

Comme ¢(0) = 0, il existe une fonction ¢ holomorphe sur D telle que ¢(z) = z1(z). Alors,
(p(2))" = 2" (¢(z))". Ceci conclut la preuve. O

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette sous-partie.

Théoréme 2.46 Soit ¢ : D — D holomorphe et injective telle que p(0) = 0. Soit w : [0; 1[— RT
une fonction telle que r — rw(r) € L'([0;1]) et (wy)n la suite de coefficients associée au poids
w (voir la proposition 1.35). On suppose que la suite —)  est strictement décroissante.

n

n
Alors, Uopérateur de composition Cy, est un opérateur borné sur Dy, et on a en outre

Démonstration : Ce théoréme se déduit facilement des résultats présentés précédemment, en
particulier du fait que le résultat soit vrai sur Dy (proposition 2.40) et du fait que I'on puisse
propager le résultat de Dy & D, pour tout o € R : la matrice de C,, dans la base (2"),, est tri-
angulaire inférieure (proposition 2.45) et on peut alors appliquer le théoréme 2.44 pour propager
le résultat. (Il

Ce résultat est en particulier vrai pour les espaces D,.

Corollaire 2.47 Soit ¢ : D — D holomorphe et injective telle que p(0) = 0.

Alors, pour tout o € RY, opérateur de composition Cy est un opérateur borné sur Dy, et on
a en outre

1Cllp. < 1.

B.1.b) — Cas d’un automorphisme

Nous nous intéressons maintenant aux opérateurs de composition dont le symbole est un
automorphisme de . Avec le cas particulier des opérateurs de composition dont le symbole fixe
0, nous pourrons étudier le comportement d’opérateurs dont le symbole est plus général.

Rappelons la forme générale d’'un automorphisme de D.

Proposition 2.48 Soit v un automorphisme de D. Alors, il existe u € D et A € T tels que, pour

z+u
tout D = .
out z € D, P(2) s

Commengons par un lemme technique.

L @)P _ 1+ Jul

Lemme 2.49 Pour tout x € D, < .
1— |22 1— |ul
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—x—Au
Démonstration : Commengons par remarquer que, pour z € D, w_l(:v) = )\ﬁ' Ainsi,
— lux

L-[p @) 1 <(1 — =211 — !AUIZ)

1—|xf2 e |1 — Aux|?
1 — |ul?
11— duz|?
1 1 . . . |u e .
Mais, sup = 5 (le maximum serait atteint pour z = =). Ainsi, on a bien
web |1 —duz|? (1 - [u]) Au
I'inégalité souhaitée. O

Les automorphismes de D étant bien connus, I’étude des opérateurs de composition dont
le symbole est un automorphisme peut se faire dans un cadre assez général : la démonstration
présentée ici est une adaptation au cas des espaces de Dirichlet pondérés d’'une démonstration
plus générale que 'on peut trouver dans le livre de Cowen et Maccluer (|26], théoréme 3.5).

Théoréme 2.50 Soit 1) un automorphisme de D. Soit w : [0; 1[— R un poids tel que la fonction
r e rw(r) € LY([0;1]). On suppose que, pour tout ¢ > 1, il existe une constante k > 0 telle que,
pour tous s,t € [0;1] tels que s < qt, w(l —s) < kw(l —t). Soit (wy)n la suite de coefficients
décrivant la norme sur l’espace Dy, (elle est donnée par la proposition 1.35).

Alors, Uopérateur de composition Cy, est un opérateur borné sur Di,.

zZ+u

Démonstration : Soient u € D et A € T tels que ¢(z) = )\1 T
uz

. Remarquons que w = \u, de
sorte que |u| = |w|.
Commengons par montrer que ’espace D,, est stable par composition par un automorphisme.

Soit f € Dy,. Montrons que f o1 € D,,. En effectuant le changement de variable x = 1(z)
dans l'intégrale ci-dessous, nous obtenons :

(o 2 p
[1rewr@run = [1rweEf e
D

™ ™

D
= [ Ir@Pu(u@) dA(z)
D

s

D’aprés le lemme 2.49 et ’hypothése sur la fonction w, nous savons qu’il existe une constante
v > 0 telle que, pour tout = € D, w(!z/J_l(x)}) < yw(|z|). Nous obtenons alors

JEOEREE / )P (o) 2262
D

Comme f € D, 'intégrale dans le dernier membre de droite est finie. L’intégrale du membre
de gauche est donc également finie. Donc f o) € D,,.
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Il reste maintenant a montrer que 'opérateur Cy est continu. Soit f = Z fn2" € Dy de
n=0

dA
(2) =1 —|f(0)|* (d’apres le théoréme de Pythagore).

™

norme 1. Posons z = / ‘f’(z)‘2w(|z])
D

£l = If@P+ [ 100wy )P ule) 222
D
< U@F+r [ 15wl 22
D
2

< vz + f(0)+anwn

) n>1 )
< yat [1FO)]+ anwn]

L n=1

r 2
2n
w
< v+ |Vi—z+ wn]fn|2 E <]
Wn,
L n>1 n>1

Il existe donc des constantes K, L > 0 qui ne dépendent pas de f ni de x et telles que :

IFowld, < v+ [VI“z+VavE]
< 1+ Kx+2y/Lx(1—2x)

Comme z € [0; 1], nous avons bien que

Ifov|p, < sup 1+ Kz +2y/La(l—x).
z€[0;1]

Cette inégalité étant valable pour toute f € D,, de norme 1, nous en déduisons que l'opérateur

de composition Cy est borné sur D,,, ce qui conclut la preuve. O

Dans le cas particulier des espaces D, nous pouvons affiner les estimations dans la preuve
précédente et obtenir une estimation plus précise pour la norme de 'opérateur de composition.

Théoréme 2.51 Soit 1) un automorphisme de D. Soit w = 1(0). Soit a € RY et 3 la suite de
coefficients telle que Do = H*(8) (B est donnée par le théoreme 1.35).
, |w]|?? , (1—|-|w]>a
Soit L = .Soit K =L+ —1.
>

1 — |wl
n=1

Alors, Uopérateur de composition Cy, est un opérateur borné sur D, et sa norme vérifie
|Cyllp. < sup 1+ Kz +2y/La(l—x).
z€[0;1]

Faisons quelques remarques :

— L’espace D, = HQ(ﬂ) est un espace a noyaux reproduisants (ce fait découle du théoréme
1.35). On remarque alors que L = [Jev,||? — 1.
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— A ¢ fixé, on peut déterminer un majorant grace a une petite étude de fonction résumée
dans le lemme suivant.

Lemme 2.52 Soit L € Rt et K € R.

K K 1 1
14+ o+ 5 T~ +2VL 7 SiK>0
2 2\ 1+ 1+ 75
sup 14+ Kz +2/Lz(l —z) = K K 1
z€(0:1] 1+ —=—— T +2VL T siK <0
2 2\ 1+ 35 1+ 2%
! st K =0
1 . . . .
— Poura=0,K=L=1In <1‘(0)’2>, on retrouve bien la majoration établie par Martin
— 1y

et Vukoti¢ dans [44] (cette majoration est dans cet article démontrée pour tous les opé-
rateurs de composition dont le symbole est injectif, mais uniquement pour l’espace de
Dirichlet D).

La preuve du théoréme 2.51 est une adaptation directe de la preuve du théoréme 2.50 précé-
dent.

Démonstration : 11 suffit de suivre la preuve du théoréme 2.50 précédent, en explicitant les
constantes qui apparaissent dans la majoration. O

B.1.c) — Cas général

Pour obtenir un résultat le plus général possible, il suffit de combiner les résultats précédents.

Théoréme 2.53 Soit w : [0;1[— RT une fonction telle que v — rw(r) € L'([0;1]) et (wn)n

la suite de coefficients associée au poids w (voir la proposition 1.35). On suppose que la suite
w

(—n> est strictement décroissante. On suppose que, pour tout q > 1, il existe une constante
n /n

k > 0 telle que, pour tous s,t € [0;1] tels que s < qt, w(l —s) < kw(l —t). Soit ¢ : D — D
holomorphe et injective.
Alors, lopérateur de composition par ¢ est un opérateur continu sur l’espace D,.

Démonstration : Notons w = ¢(0). Soit ¥ 'automorphisme involutif de D qui échange 0 et
vz Comme ¥ o1 = 1Id, on a ¥ o (1p o p) = . Alors, en tant

w : il est donné par ¥(z) = T oy

—wz
qu’opérateurs de composition sur D, (non bornés a priori), Cp, = Cy - Cyop. On conclut ainsi
grace aux théorémes de composition par un symbole fixant 0 (théoréme 2.46) et par un auto-

morphisme (théoréme 2.50). O

Le résultat précédent s’applique naturellement aux espaces D,,.

Théoréme 2.54 Soit « € RY et 8 € (RT™)N g suite telle que D,y = H*(B). Soit p : D — D une
fonction holomorphe et injective.
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Alors, Uopérateur Cy, de composition par ¢ est un opérateur borné sur D,.

0(0)]*" (1 + |¢(0)]
En outre, en notant L = et K =L+ ———7-+%
n; B2 1= [(0)|

1C, |5, < Sl[lopl]l—FKa:—f—Q Lz(1—x).
xe|0;

(0%
) — 1, on a la majoration :

Démonstration : Notons w = ¢(0). Soit 1) 'automorphisme involutif de D qui échange 0 et
lw_f . Comme 1 o1 = 1Id, on a 1) o (¢ o ) = ¢. Alors, en tant
— Wz

qu’opérateurs de composition sur D, (non bornés a priori), C, = Cy - Cyop.

w : il est donné par ¥ (z) =

Or, comme % est un automorphisme, nous savons (théoréme 2.51) que Cy est un opérateur

borné sur D, et que ||C¢HDQ < sup 1+ Ko +2y/La(l —x)
z€[0;1]

De plus, comme ¢ est injective, 1 o ¢ est une fonction holomorphe injective de D dans D.
On a en outre que ¥ o p(0) = ¥(w) = 0. On peut donc appliquer a ¥ o ¢ le théoréme 2.46. On
obtient alors que I'opérateur Cy.o, est borné sur Dy et que ||Cyop| < 1.

Ainsi, Cy, est un opérateur borné sur D, et, en utilisant le fait que ||C¢||%a < ||Cy H%a ||C¢o¢||%a,
on obtient le résultat souhaité. ]

B.2 — Caractérisation algébrique des opérateurs de composition

Nous déterminons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur sur
D,, soit un opérateur de composition. Nous nous inspirons naturellement de la caractérisation
algébrique des opérateurs de composition sur Hol(D) (théoréme 2.2). Commengons par le résultat
suivant.

Proposition 2.55 Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes tel que linclusion
X — Hol(D) est continue. Soit Cy, 'opérateur de composition de symbole ¢ sur X. L’opérateur
(non nécessairement continu ni défini partout) C, est fermé sur son domaine maximal.

Démonstration : Soit (fy,), une suite de fonctions dans X et g € X telles que pour tout n € N,

fn € dom(Cy), fn X0 et Cy(fn) — g. Nous voulons montrer que g = 0. Soit K un compact de
D. Comme f,, — 0 sur tout compact de D (car I'inclusion X < Hol(ID) est continue), f, oo — 0
uniformément sur K, ce qui signifie que g = 0 sur K. Ceci valant pour tout compact K de D,
g = 0 sur D. Ceci clot la preuve. Il

Nous énoncons maintenant des résultats permettant de caractériser un opérateur de compo-
sition au moyen d’une caractérisation algébrique. Commengons par un résultat général.

Théoréme 2.56 Soit X un espace de fonctions holomorphes sur ID. Supposons que l'inclusion
X — Hol(D) est continue et que l'algébre C[z] est dense dans X. Soit T un opérateur continu
sur X. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Uopérateur T est un opérateur de composition ;
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(i1) T(e1)(D) C D et, pour tout n € N, T'(e,) = (T'(e1))".

Faisons quelques remarques sur les hypothéses du théoréme avant de passer a la preuve.

1. L’hypothese de densité des polyndmes est nécessaire : 'assertion (ii) décrit le comportement
de T sur Clz]. Pour en déduire le comportement de 7" partout, il est nécessaire d’utiliser
un argument de densité.

2. L’hypothése concernant la continuité de l'inclusion X' < Hol(ID) est également nécessaire :
elle permet de dire que connaitre un opérateur de composition sur une partie dense permet
de connaitre 'opérateur de composition sur son domaine maximal : ce fait est 'objet de la
proposition 2.55 .

Démonstration : Nous supposons que 'espace X vérifie les hypothéses de 1’énoncé. L’impli-
cation (7) = (i7) étant immédiate, nous prouvons uniquement 'implication réciproque. Soit T
un opérateur continu sur D tel que T'(e1)(D) C D et, pour tout n € N, T'(e,,) = (T'(e1))". Soit
¢ =T(e1) € X. Nous considérons maintenant l'opérateur (non défini partout a priori) de com-
position C, de symbole ¢. On sait déja que C, est défini sur C[z] et qu’il y coincide avec T'.
De plus, 'opérateur T est continu et Cy, est fermé sur son domaine maximal (proposition 2.55).
Ainsi, C, est défini partout et T' = Cl,. O

Dans le cas ou la norme sur I'espace X peut s’écrire sous forme intégrale, il est possible de
modifier 'assertion (ii) de 1’équivalence. Par exemple, dans le cas ou X’ est un espace de Hardy
HP?(DD), Schwartz a montré ([62]) que 'on peut remplacer 'hypothése (ii) par ’hypothése

(i1) Pour tout n € N, T'(ey,) = (T'(e1))".
Nous allons montrer qu’en suivant une démarche similaire, nous pouvons obtenir le méme

résultat sur les espaces D,,.

Théoréme 2.57 Soit w : [0;1]— R™™ une fonction telle que v +— rw(r) € L'([0;1]). On suppose
que w est continue et bornée. Soit T un opérateur continu sur D, tel que, pour tout n € N,

T(en) = (T(e1))". Alors, T(e1)(D) C D.

La preuve du théoréme repose en partie sur le lemme 1.44, déja rencontré précédemment.

Démonstration : Soit ¢ = T(e1) € D,,. Remarquons d’abord que, pour tout n € N, ¢" € D,
puisque ¢" = T'(ey) et que T est un opérateur continu de D,, dans lui-méme. De plus, pour
tout n € N*, |o(0)]" < [|[¢"]| < IT|l||en]|- Or, d’apres le corollaire 1.36, |le,| = O(n) lorsque
n — +o00. Nous en déduisons donc que |p(0)] < 1.

Supposons que @ est une fonction constante. D’aprés le lemme 1.44, nous avons nécessaire-
ment |¢(0)] < 1. Alors, (D) C D.

Supposons maintenant que ¢ n’est pas une fonction constante. Alors, pour tout n € N,

dA(z)

/\(@”)’(@!2 w(]2]) < (T (en))”l

D

/ n? | (2)]7 1o (2) P w(2)

D

dA(z)

< Mn.
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Supposons par I'absurde qu'il existe zg € D tel que |p(2p)| > 1. En remarquant que w est a
valeurs dans R et que les zéros de ¢’ sont isolés, un argument de continuité nous permet de dire
qu'il existe n > 0, ¢ > 0,7 > 0 et z; € D tels que D(z1;7) C D et, pour tout z € D(z1;7), |¢(2)| =

2 2 n— dA(z e
tret |G wllzh > e ators, [ [P @R w(el) S5 5 w2 e a2
D(z1;7)
_ dA(z . dA(z
Bremarquantave [ n? [/ o w(l) A < [ |0 e wel) H4E
D(z1;r) D

nous obtenons que n2¢(1 + 77)2(”_1)7’2 < M n pour n € N*. On obtient alors la contradiction re-
cherchée en faisant tendre n — 4-o0.

Ainsi, pour tout z € D, |p(z)| < 1. Comme ¢ n’est pas une fonction constante, le principe
du maximum nous permet d’affirmer que, pour tout z € D, |p(z)| < 1, ce qui clot la preuve. [

Les théorémes précédents (2.56 et 2.57) peuvent étre résumés par le résultat suivant.

Théoréme 2.58 Soit w : [0;1[— R une fonction continue, bornée et telle qu’il existe ro €
[0;1], o € RT et C € R™™ tels que, pour tout v € [ro; 1], w(r) = C(1 —r)*.

Soit T un opérateur continu sur Dy,. Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) Uopérateur T est un opérateur de composition ;
(ii) pour tout n € N, T'(e,,) = (T'(e1))".

Ce résultat s’applique au cas des espaces Dy,.

Corollaire 2.59 Soit o > 0. Soit T un opérateur continu sur D,. Les assertions suivantes
s’équivalent :
(i) Uopérateur T' est un opérateur de composition ;
(i) pour tout n € N, T'(e,) = (T(e1))".
De la caractérisation algébrique précédente, nous pouvons déduire (de la méme fagon que
Schwartz dans [62]) une nouvelle caractérisation algébrique.

Définition 2.60 Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D et T un opérateur
non nécessairement borné sur X. On dit que T est quasi-multiplicatif si, pour tous f et g dans

dom(T) tels que fg € dom(T), T(fg) =T(f)T(g).

Théoréme 2.61 Soit w : [0;1[— R une fonction continue, bornée et telle qu’il existe ro €
[0;1], o € RT et C € R™™ tels que, pour tout r € [ro; 1], w(r) = C(1 —r)“.

Soit T un opérateur continu sur Dy,. Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) Uopérateur T' est un opérateur de composition ;

(ii) Uopérateur T est quasi-multiplicatif.

Démonstration : Si T est un opérateur de composition, il est quasi-multiplicatif. Il faut donc
prouver la réciproque. Supposons que 1" est un opérateur quasi-multiplicatif et continu sur D,,.
Soit ¢ = T'(e1). Une récurrence immeédiate sur n permet alors de montrer que, pour tout n € N,
T(en) = (T'(e1))". On peut alors conclure grace a la proposition 2.58. O



Chapitre 3 .

Modélisation des opérateurs sur un espace
de Hilbert

sOBJECTIF du chapitre est d’établir a quel point un opérateur 7' € L(#H) peut étre vu comme
L un opérateur de décalage. Pour cela, nous présentons deux techniques de modélisation. En
premier lieu, nous présentons la théorie de I'universalité. Ensuite, nous présentons des techniques
lices & I'analyse des opérateurs presque isométriques (notamment autour de la décomposition de
Wold). Nous illustrons ces différentes techniques au moyen d’opérateurs de multiplication ou de
Toeplitz sur des espaces de fonctions holomorphes.

Rappelons avant tout une convention de notation : sauf mention explicite du contraire, H
désigne dans cette partie un C-espace de Hilbert séparable et de dimension infinie et £ un C-
espace de Hilbert séparable (mais non nécessairement de dimension finie).

A) Opérateurs universels

NOUS commencgons par étudier les opérateurs universels. Intuitivement, un opérateur est dit
universel s’il modélise tous les autres opérateurs. Commengons par préciser ce que l'on
entend par « modéliser ».

Définition 3.1 Soient U, T € L(H). On dit que U modélise (resp. modélise positivement) I’opé-

rateur T' s’il existe un sous-espace fermé M de H invariant par T, une constante A € C (resp.
A € RT) et un isomorphisme S : M — H tels que

T =ASUMS™"

Nous allons dans un premier temps étudier les opérateurs universels proprement dits, c¢’est-
a-dire ceux qui modélisent tous les autres. Ensuite, nous chercherons & préciser la constante A
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intervenant dans la définition ci-dessus. Nous nous demanderons notamment sous quelles hypo-
théses (portant sur 'opérateur modéle ou sur les opérateurs modélisés) on peut assurer A € R
ou=1.

Définition 3.2 Soit U € L(H). On dit que l'opérateur U est universel si U modélise tous les
opérateurs sur H : pour tout T € L(H), il existe un sous-espace fermé M de H invariant par T,
une constante A € C et un isomorphisme S : M — H tels que

T = )\SU‘Msfl.

Cette notion fut introduite par Rota dans son article [54]. Nous énongons maintenant un
théoréme permettant de caractériser « facilement » 1'universalité d’un opérateur. Ce théoréme
est di a Caradus (dans [18]).

Théoréme 3.3 (Caradus, 1969) Soit U € L(H). Supposons que U vérifie les conditions sui-
vantes :

(i) le noyau Ker(U) est de dimension infinie ;
(ii) Uopérateur U : H — H est surjectif.

Alors, U est un opérateur universel.

Exemple Nous étudions une famille d’exemples particuliers : il s’agit des opérateurs de déca-
lage vers la gauche sur L*(R™T).
Rappelons que L?(R™) désigne Iespace de
Hilbert des fonctions mesurables et de carré
G, intégrable sur RT. Pour ¢+ > 0, considérons
f —_— Gi(f) I'opérateur de translation vers la gauche

f — fle+1)

S -

FIGURE 3.1 — Opérateur de décalage vers la ou, pour toute f € L2(R+), on définit la fonc-
gauche. tion f(e+t) € L?(R™) en posant, pour presque
tout 7 € R, f(e +1)(z) = f(z +1).

Nous définissons également les opérateurs
de décalage vers la droite. Pour ¢ > 0, nous
D, considérons l'opérateur

Dy(f) b, { L*(RT) — L*R") € L(L*(RT))

f — fle—1)

S e

o, pour toute f € L?(RT), on définit la fonc-

. 2
FIGURE 3.2 — Opérateur de décalage vers la tion f(e—t) € L*(R™) en posant, pour presque

flx—t)siz >t
0 sinon

o= 1)) = {
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Nous énoncons maintenant un résultat qui résume les principales propriétés des opérateurs de
décalage sur L2(R™T).
Lemme 3.4 Soitt > 0. Alors,

1. pour tout t € R™, on a Gf = Dy ;

2. lUopérateur Dy est une isométrie ;

3. le noyau de Gy est Ker Gy = L*([0;]) ;

4. Dopérateur Gy est surjectif.

Le théoréme de Caradus permet alors de montrer que, pour tout ¢t > 0, Gy est un opérateur
universel.

Nous prouvons maintenant le lemme précédent.

Démonstration :

1. Pour toutes f,g € L* (R1), le changement de variable v = x — ¢ donne
[ #e=tg(a) o = [ fgut) du
R+ R+

ce qui prouve le premier point.

2. Pour toute f € L?(R"), on a bien que D;*Dy(f) = G;Dy(f) = f, ce qui prouve le deuxiéme
point.

3. Pour toute f € L?*(RT), nous avons

f € Ker(Gy) < pour presque tout x € RY, f(z +1) =0
& pour presque tout u € [t;+ool, f(u) =0
& fe L*[0:t]).
Ceci prouve le troisiéme point.

4. D’aprés le second point, Gy est inversible a gauche. En particulier, Gy est surjectif. Ceci
achéve la preuve.

O

Avant la preuve du théoréme de Caradus, mentionnons un corollaire qui nous sera utile dans
la suite (notamment pour étudier le cas des opérateurs « positivement universels » — voir par
exemple la proposition 3.8).

Corollaire 3.5 Soit U € L(H) vérifiant les conditions suivantes :

(i) le noyau Ker(U) est de dimension infinie ;

(ii) Uopérateur U : H — H est surjectif.

Alors, pour tout « € C*, a U est un opérateur universel.
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Démonstration : 1l suffit de remarquer que, pour tout o € C*, on peut appliquer le théoréme
de Caradus 3.3 a 'opérateur aU. U

Nous prouvons maintenant le théoréme de Caradus (3.3).
Démonstration : Soit U vérifiant les hypothéses du théoréme. Notons K = Ker(U).
Premiére étape : contexte général Nous montrons d’abord le résultat suivant :

Il existe V., W € L(H) tels que UV =1d, UW =0, Ker(W) = {0}, Im(W) = K et Im(V) =
Kt

Soit U = U| P K+ — H. D’apres les hypothéses portant sur U, 'opérateur U est inversible.

Ainsi, il existe un opérateur continu
V=U"':H K
Notons que 'on peut voir V' comme un opérateur continu sur A : on a bien V € L(H).

D’autre part, comme H et I sont deux espaces de Hilbert de dimension infinie et séparables,
il existe un isomorphisme isométrique W : H — K.

On peut alors vérifier les différentes relations que nous souhaitons avoir. Comme V = U -1
nous avons bien que UV = Id. Comme Im W = K = Ker(U), on a bien UW = 0. Comme W est
une isométrie, W est injectif et donc Ker(W) = {0}. En outre, comme W est un isomorphisme,
Im(W) = K. Enfin, il vient directement de la définition de V que Im(V) = K=,

Fixons maintenant 7' € £(*). Nous allons montrer que U modélise 7T'.

Deuxiéme étape : construction de ’'isomorphisme Nous construisons ici un isomorphisme
J : H — Im(J) qui jouera le role de S~

Commengons par fixer un parameétre A € C* tel que

AT VA < 1. (<2)

On peut alors définir (comme limite d’une série normalement convergente dans ’espace com-
plet £L(H)) 'opérateur

“+oo
T ESTAVEWTE € L(H).

k=0
Notons que
—+o00
WA AVIT =W 4 Y AN yHwrhtt =
k=0

Alors, on a

W+ AVJT = J. ()



SECTION 3.A — Opérateurs universels 127

Ensuite, en composant & gauche par U, nous obtenons 1’égalité

UJ =\JT. (N

Troisiéme étape : fin de la preuve Nous posons maintenant M def Im(J). Comme nous
avons la relation (&), nous savons que M est un sous-espace invariant par U et il suffit alors de
montrer que M est fermé et que J : H — M est un isomorphisme.

Commengcons par montrer que J est injectif. Soit z € Ker(J). En appliquant la relation (J),
nous avons Wx + AV JT x = 0. Alors, d'une part, Wz € Im(W) = K. D’autre part,

Wz =-\VJTz € Im(V) =Kt

Ainsi, Wx = 0. Comme W est un isomorphisme, nous avons x = 0. Ceci prouve que J est injectif.

Nous avons donc que J : H — M est un isomorphisme bijectif. D’autre part, J : H — M
est continu. Pour montrer que J ' est continu, il suffit de montrer que M est un espace de
Banach, c’est-a-dire que M est fermé dans H. Soit (yn)nen € MY telle que ys, MmN y € H.
Nous montrons que y € M. Pour tout n € N, y,, € M = Im(J), donc il existe x,, € H tel que
Yn = Jx,. Nous voulons montrer que la suite (z,)neny converge. Pour cela, comme W est un
isomorphisme isométrique, il suffit de montrer que la suite (W x,,)pen converge dans K. Notons

maintenant Pi la projection orthogonale sur K. Pour tout n € N,

P;C(yn) = P]C(W Ty + )\VJTJ?n).
Or, Wz, e Im(W)=Ket \VJTx, € ImV = K. Ainsi, pour tout n € N,

PIC(yn) = W.Cl:’n.

Or, comme y, — y et comme Py est continue, Pk (yn) — Px(y). Ainsi, la suite (Wxy,)nen
converge. Il en va donc de méme de la suite (z,,),en : il existe x € H tel que x,, — x. Comme J
est continu, Jx, — Jx. On a donc y,, — Jx =y, et donc y € ImJ = M. Ceci prouve que M
est fermé et conclut donc la preuve du théoréme. ([l

Nous cherchons maintenant & préciser la constante A\ qui apparait dans la définition de la
modélisation. Plus précisément, nous cherchons a trouver des conditions suffisantes pourtant sur
U ou sur T pour que lopérateur U modélise une large classe d’opérateurs 7' avec A € RT ou
A=1.

Nous commencons par étudier le cas oit A € RT. L’objectif principal des résultats suivants
est de montrer qu’il n’y a pas de différence essentielle avec le cas ou A € C. Commencons par
préciser ce que 'on entend par « opérateur positivement universel ».

Définition 3.6 Soit U € L(H). On dit que lopérateur U est positivement universel si U modélise

positivement tous les opérateurs sur H : pour tout T € L(H), il existe un sous-espace fermé M
de H invariant par T, une constante X\ € R™ et un isomorphisme S : M — H tels que

T =ASUMS™"
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Commengons par remarquer que ’on peut facilement obtenir des exemples d’opérateurs po-
sitivement universels en adaptant légérement les preuves du théoréme de Caradus (3.3) et du
corollaire qui en découle (3.5).

Proposition 3.7 Soit U € L(H). Supposons que U vérifie les conditions suivantes :
(1) le noyau Ker(U) est de dimension infinie ;
(ii) Uopérateur U : H — H est surjectif.

Alors, pour tout o € C*, aU est un opérateur positivement universel.

Démonstration : Dans le cas o o = 1, la preuve est essentiellement la méme que celle du
théoréme de Caradus : il suffit de prendre un paramétre A € R™ qui vérifie la condition (43).
La multiplication par une constante non nulle « se gére par le méme raisonnement que dans la
preuve du corollaire 3.5. O

Exemple Pour ¢t > 0, considérons l'opérateur (déja rencontré) de translation vers la gauche

Gt:{ LR — LR ppegs).

f — fle+1)

Alors, pour tout ¢ > 0, pour tout a € C*, 'opérateur aG; est positivement universel.

Nous étudions maintenant le lien entre les opérateurs universels et les opérateurs positivement
universels. Au vu de nos définitions, nous savons que tout opérateur positivement universel est
universel. Dans le résultat énoncé ci-dessous, nous montrons que la réciproque est vraie.

Proposition 3.8 Soit U € L(H). Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) Vopérateur U est universel;

(ii) Uopérateur U est positivement universel.

Démonstration : L’implication (i) = (i) découle directement des définitions. Nous montrons
donc 'implication (i) = (i¢). Comme H est un espace de Hilbert de dimension finie séparable,
nous pouvons sans perte de généralité supposer que H = LQ(R+). Notons R = G 'opérateur de
translation vers la gauche défini dans les exemples précédents. Comme U est universel, il modélise
R : soient M un sous-espace fermé invariant par U, A € C et S : M — H un isomorphisme tels

1
que R = ASU|p S~ Soit T € L(H). D’aprés la proposition 3.7, lopérateur XR est positivement

universel : il existe & € RT, un sous-espace fermé A invariant par R et un isomorphisme continu

SN — H tel que
T:a§<lR> S1.
A W

Alors, I'espace S _1(./\/ ) est un sous-espace fermé de H invariant par U, et on a
~ /1 B ~
T = a8 ()\)\SUMS 1> 571
|V
= aSSUg-1n S!S

Ainsi, U modélise T avec un paramétre a € RT. Ceci valant pour tout 7' € £(#), nous avons
bien montré que U est positivement universel. Ceci termine la preuve. O
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Nous passons maintenant & I’étude du cas ou A = 1. Nous énoncgons ici un raffinement du
théoréme de Caradus, dont la premiére mention peut étre trouvée dans un article de Rota (dans
[55]). L’idée générale est de suivre a chaque étape la preuve du théoréme de Caradus en prenant
un opérateur U spécifique (choisi pour ressembler aux opérateurs G; € £(L*(R1))). On peut alors
suivre la preuve du théoréme de Caradus en remarquant que si ’on veut assurer la convergence
de la série (en vérifiant la condition (43)) avec A = 1, il suffit que le rayon spectral de T" soit
suffisamment petit. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 3.9 Soit U € L(H). On suppose que U* est une isométrie telle que (ImU*)* =
Ker(U) est de dimension infinie.

Alors, pour tout T € L(H) tel que r(T) < 1, Uopérateur U modélise T avec X = 1 : il existe
un sous-espace fermé M de H invariant par T et un isomorphisme S : M — H tels que

T =SUpmS ™"
Exemple Pour ¢t > 0, considérons encore l'opérateur de translation vers la gauche

Gt:{ LR — L®RY) o).

f — fle+1)

Pour tout ¢ > 0, Popérateur Gy : f — f(e —t) est un opérateur de translation vers la droite
et donc une isométrie surjective. De plus, Ker(U) = L*([0;]) est bien de dimension infinie. On
peut donc appliquer le résultat ci-dessus a Gy. Nous verrons ultérieurement que 'opérateur G
modélise en réalité (avec A = 1) une classe plus large d’opérateurs (il s’agit en 'occurrence des
contractions de classe Cp,, cf. le théoréme 3.59.)

Nous prouvons maintenant le théoréeme 3.9.

Démonstration : Nous reprenons la démonstration du théoréme de Caradus (théoréme 3.3) en
I’'adaptant a notre cas particulier. Nous notons toujours K = Ker(U).

Montrons que U:Kt—>H est un opérateur unitaire. Comme dans la preuve du théoreme

de Caradus, nous savons que que U est un isomorphisme. Nous montrons donc que c’est une

isométrie. D’abord, remarquons que K+ = Im(U*) (car ImU* est fermée puisque U* est une

isométrie). Ainsi, il suffit de montrer que, pour tout x € ImU™, ’(7 x’ = ||z||. Fixons donc
x € ImU”, puis y € H tel que x = U*y. Alors, Ur = Uz = UU*y = y puisque UU* = Id.
De plus, comme U™ est une isométrie, |ly|| = [[U*y|| = ||z||. Nous avons donc bien montré que

|Ta| = 121
Alors, U : Kt — H est un opérateur unitaire (c’est-a-dire un isomorphisme isométrique).

Ainsi, son inverse V : H — KT est également unitaire. En particulier, pour tout k € N, HV’C

Nous pouvons affiner la condition (42) qui apparaissait dans la preuve du théoréme de Caradus :

1
kMT(T)<1,ilexiste€>OetK>Otelsque

en effet, comme HTk

Vi > K,

T’“H <(1—e)t.

Alors, la série Z VFWT" converge normalement dans £(#). On termine alors la preuve comme
k>0
dans le cas du théoréme de Caradus (3.3). O
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B) Opérateurs similaires & un opérateur de décalage

A théorie de I'universalité que nous venons de détailler nous permet, grosso modo, de voir tout
L opérateur continu sur H comme la restriction d’un opérateur de décalage unilatéral vers la
gauche (& isomorphisme et constante multiplicative prés). Dans cette section, nous cherchons a
déterminer quels opérateurs peuvent étre modélisés par un opérateur de décalage unilatéral vers
la droite.

Afin d’alléger les énoncés suivants, et sauf mention explicite du contraire, nous sous-entendrons
systématiquement « unilatéral vers la droite » lorsque nous parlerons d’opérateurs de décalage.

Afin de ne pas figer 'expression dans un cadre trop rigide, nous nous garderons de définir
précisément ce que nous entendons par « opérateur de décalage » dans cette section. L’énoncé
suivant n’est donc pas la définition d’un opérateur de décalage, mais plutot une tentative visant
a donner une approche heuristique de ce que recouvre cette expression.

Définition heuristique 3.10 Les opérateurs suivants sont des opérateurs de décalage :

(I) Vopérateur de décalage sur (*(N) décrit par

) — *(N)
D : {:E:(xmm?...) — (0, z0, 71, +++)

(1) un opérateur de décalage sur un espace de suiles pondéré

{ EQ(N,w) — EQ(N,w)
D :
= (xo, x1, --+) +— (0, zo, x1, )

(III) un opérateur de décalage sur un espace pondéré de suites a valeurs vectorielles : si € est un
espace de Hilbert, alors cet opérateur est décrit par

D {62(N,w,5) — (N,w, &)
" 2= (z0, 21, -0) — (0, @0, 21, -+ )
(I1V) un opérateur de multiplication par e; = z +— z sur un espace de Hilbert de fonctions
holomorphes ;

(V) un opérateur ayant la propriété du sous-espace ambulant (voir la définition 3.30) ;
(VI) ete.

L’objectif de cette partie est d’étudier les liens entre les différentes possibilités détaillées ci-
dessus. Pour cela, nous commengons par étudier les opérateurs presque isométriques (dans la
sous-partie 1). Aprés les avoir définis et avoir étudié leurs propriétés générales, nous présentons
quelques cas particuliers (notamment les opérateurs concaves ou les opérateurs de Shimorin), que
nous illustrons par des exemples sur des espaces de fonction holomorphes. Dans un deuxiéme
temps, nous présentons la décomposition de Wold d’opérateurs presque isométriques (dans la
sous-partie 2), ainsi que des notions associées (comme la partie complétement impure d’un opé-
rateur ou la propriété du sous-espace ambulant). Nous combinons ensuite ces résultats pour
modéliser les opérateurs concaves ainsi que les opérateurs de type Shimorin (notamment dans la
sous-partie 3).
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Nous terminons cette partie en présentant des résultats de modélisation pour une classe
spécifique d’opérateurs de contractions (il s’agit des contractions de classe Cpe, que nous étudions
dans la sous-partie 4). Les résultats obtenus sont similaires a ceux des sous-parties précédentes,
mais les techniques de preuve impliquées ressemblent plus & celles utilisées lors de ’étude des
opérateurs universels.

B.1 — Opérateurs presque isométriques

Dans cette sous-partie, nous nous intéressons a une classe d’opérateur qui généralise la classe
des isométries : il s’agit de la classe des opérateurs presque isométriques. Nous commengons par
définir ce qu’est une « presque isométrie ». Ensuite, nous présentons des familles d’opérateurs (par
exemple, les opérateurs 2-isométriques, concaves ou de Shimorin) qui sont des presque isométries
et nous étudions les liens qu’entretiennent ces différentes classes. Dans un second temps, nous
illustrons ces notions en étudiant les opérateurs de multiplication sur des espaces de fonctions
holomorphes de la forme H?(3).

B.1.a) — Généralités

Commengons par rappeler un résultat général de théorie des opérateurs. Ce résultat sera
implicitement et répétitivement utilisé dans cette partie.

Lemme 3.11 (admis) Soit T € L(H). L’opérateur T™ est inversible si et seulement si T est
inversible. Dans ce cas, (T*)~" = (T™H)*.

Nous entrons maintenant dans le vif du sujet : le résultat ci-dessous énonce des conditions
équivalentes qui caractérisent les presque isométries.

Définition et proposition 3.12 Soit T' € L(H). Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) Uopérateur T' est inversible & gauche ;

(ii) Uopérateur T' est borné inférieurement : il existe m > 0 tel que, pour tout x € H, | Tx| >
m || ;

(iii) lopérateur T est injectif et son image est fermée ;
(iv) Uopérateur T*T est inversible.

Lorsque ces conditions échoient, on dit que T est presque isométrique, ou que T est une
presque iSométrie.

Démonstration : Nous allons montrer la chaine d’implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (7).

(1) = (i1) : Supposons que T est inversible a gauche et soit S € L(H) l'inverse a gauche de T.

1
Posons m = —— (on peut le faire car S # 0 puisque S est inversible a droite). Soit € H. On a

151
[z]| = [|STz|| <m|[Tz|.

Ceci valant pour tout x, nous avons bien montré I'inégalité souhaitée.
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(73) = (414) : Supposons que T est borné inférieurement.
Nous commengons par vérifier que T est injectif. Pour cela, nous montrons que Ker 7' = {0}.

1
Soit x € Ker T'. Alors, ||| < — ||Tz|| = 0. Ainsi, z = 0. Ceci prouve que T est injectif.
m

Montrons maintenant que l'image de T est fermée. Soient (,),>0 € (ImT)N et € H tels
que T, 120, 2. Montrons que z € ImT. Comme T est injectif, c’est une bijection sur son
image : pour tout n € N, il existe un unique antécédent y, de x, par T'. Nous montrons que la
suite (yp)n converge. Pour cela, remarquons que, pour tous m,n € N,

1 1
1yn — ymll < =T Yn — Tyl = — [|[2n — Tml| -
m m

Comme la suite (z,,), converge, elle est de Cauchy. La suite (y,,), est donc également de Cauchy :
il existe y € H tel que y, oo, y. Alors, comme T est continu, Ty, — Ty. Or, pour tout

n €N, Ty, = x, et x, — z. Par unicité de la limite, il vient que x =Ty € ImT.

(7i1) = (iv) : Supposons que T est injectif et que M = ImT est un sous-espace fermé de H.

H — M
r — Tz
Notons que les opérateurs 7% : M — H et (T*)™' = (T™1)* : # — M sont bien définis et
continus. Par ailleurs, pour tout m € M, nous avons T*m = T*m. Nous allons montrer que
T HT*)™" € L(H) est I'inverse de T*T.

Commengons par vérifier que (T*7) (f‘l(f*)_1> = Idy. Soit z € H.

Alors, I'opérateur T : { est inversible et son inverse T ' : M — H est continu.

e N A [
€T

_ T*(T*)—l
~——
eM
— )
x.

Ceci valant pour tout z € H, nous avons bien montré que (777 (f‘l(f*)_l) = Idy.

Nous montrons maintenant que (Tv_l(f *)_1) (T*T) = Idy. La preuve est similaire au cas
précédent. Soit x € H.

TYTH'T* Te = T YT") 'T"Tx
=~
eM
= T 'Tx
= =z
Ceci valant pour tout z € H, nous avons bien montré que (Tﬁl(f*)*l) (T*T) = Idy. Ainsi,

T*T est bien inversible.

(iv) = (i) : Supposons que T*T est inversible. Alors, (T*T)~'T* est I'inverse a gauche de T.
En particulier, T" est bien inversible & gauche. Ceci achéve la preuve. U

Nous allons maintenant détailler ’étude de quelques cas particuliers d’opérateurs presque

isométriques. Pour un opérateur 7' € L(H) et un vecteur x € H, la suite <|\T”x|\2) et ses
n
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dérivées discrétes vont jouer un role clef dans notre étude. Nous ne nous appesantissons pas ici
sur les propriétés générales de la dérivation discréte, icelles étant détaillées dans un vademecum
en annexe (voir 'annexe A). Nous commengons cependant par expliciter le résultat technique
suivant.

Lemme 3.13 Soit T' € L(H). Soit x € H. Soit m € N. La dérivée discréte d’ordre m de la suite

(HT”tz) est la suite (up)nen de terme général
n

Up = <Z(_1)m+k <Z> T*n+an+k$, x> )

k=0

Démonstration : Pour tout n € N, nous avons ||T"z||> = (T*"T"x, x). Le résultat découle
alors de propriétés élémentaires de la dérivée m-éme détaillées en annexe (proposition A.1). [

Nous définissons maintenant différentes familles d’opérateurs presque isométriques. Commen-
cons pour cela par rappeler la définition d’une isométrie.

Définition et proposition 3.14 Soit T' € L(H). Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) pour tout x € H, |Tz|| = ||z| ;
(ii) pour tout x € H, la suite (| T™ z||*)nen est constante ;

(ii) on a T*T —Idy = 0.

Lorsque ces conditions échoient, on dit que T est une isométrie.

Démonstration : L’équivalence entre les points (i) et (i7) est immédiate. L’équivalence entre
les points (i) et (ii7), relativement directe, sera par ailleurs établie dans un cadre plus général
ultérieurement (cf. la définition 3.15 ci-dessus d’une m-isométrie). g

Nous allons maintenant changer légérement les conditions de la définition précédente pour
obtenir de nouvelles familles d’opérateurs.

Définition et proposition 3.15 Soit m € N*. Soit T € L(H). Les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) pour tout x € H, la suite (|T" z||*)nen est (m — 1)-polynomiale ;

m
m
(i) on a (-1 (1))
k=0
Lorsque ces conditions sont vérifices, on dit que T est une m-isométrie.

Démonstration : Rappelons qu’une suite est (m — 1)-polynomiale si et seulement si sa dérivée
discréte d’ordre m est nulle (cf. la définition A.2 en annexe). L’implication (i) = (ii) découle
alors de I'expression explicite de la dérivée discréte d’ordre m établie au lemme 3.13. Pour prouver
I'implication réciproque, il suffit d’utiliser le fait que la condition (i) soit équivalente a la condition

2
(i)' pour tout & € H, pour tout k € N, la suite <HT"+ka ) est m-polynomiale.

n=0

Ceci achéve la preuve. O
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Remarque Les isométries sont exactement les 1-isométries.

La série des trois articles d’Agler et Stankus ([2], [3] et [4]) est une trés bonne présentation
des opérateurs m-isométriques.

Dans le cas particulier ot m = 2, nous obtenons une famille d’opérateurs introduite par
Agler dans lkes années 1980 (par exemple dans [1]). L’article de Patel ([50]) fournit une bonne
présentation des 2-isométries.

Nous passons maintenant & 1’étude des opérateurs concaves.

Définition et proposition 3.16 Soit m € N*. Soit T € L(H). Les assertions suivantes s’équi-
valent :

(i) pour tout x € H, la suite (|T" z||*)nen est m-concave ;
m

g _1ym—k m TRk < 0.

) on a3 ()

Lorsque ces conditions échoient, on dit que T est m-concave.
Dans le cas ou m = 2, on dira simplement que T est concave.

On peut trouver dans [41] une présentation des opérateurs concaves. La terminologie « m-
concave » est reprise de l'article de Shimorin [63].

Démonstration : La preuve est largement similaire a celle concernant la définition des m-
isométries. Rappelons qu’une suite est m-concave si et seulement si sa dérivée discréte d’ordre
m est négative ou nulle (cf. la définition A.4 en annexe). L’implication (i) = (i) découle alors
de l'expression explicite de la dérivée discréte d’ordre m établie au lemme 3.13. Pour prouver
I'implication réciproque, il suffit d’utiliser le fait que la condition (7) soit équivalente a la condition

2
(i)’ pour tout € H, pour tout k € N, la suite (HT"H“:JJH > est m-concave.
n=0

Ceci acheéve la preuve. O

Nous pouvons finalement résumer les définitions précédentes dans le tableau ci-dessous.
. . . 2
Remarquons que, pour un opérateur concave, la croissance de la suite ( | T"z|] ) est au plus
n

linéaire. Ce résultat fait ’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.17 Soit T un opérateur concave. Alors, pour tout x € H et pour tout n € N,

ol < I < llall® + n (1) = o)
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P [ T

Oe ordre Oy Oy

ler ordre isométrique contractif

2e ordre 2-isométrique concave
m~éme ordre || m-isométrique m-concave

TABLE 3.1 — Si T est tel que, pour tout z, la dérivée d’ordre (A) de la suite (||T"z*), a la
propriété (B), alors T est ...

. : : . 2 .
Démonstration : Soit x € H. Comme la suite <||T”:c|| ) est concave, nous avons (d’aprés un
n

calcul détaillé en annexe a la proposition A.5) que, pour tout n € N,
2 2 2 2
172> < ll2ll” +n (1T~ Jl2]?)

Pour prouver l'autre égalité, nous raisonnons par l'absurde : §’il existe x € H tel que
N . . . 2
|ITz|| < ||z| alors, d’aprés le raisonnement ci-dessus, nous avons que lim [|[T"z|" = —o0,
n—-+00

ce qui est manifestement absurde. Ainsi, pour tout z € H, nous avons bien || Tz||* > ||z||*. Ceci
achéve la preuve. O

Mentionnons le corollaire suivant.

Corollaire 3.18 Soit T' € L(H) un opérateur concave. Alors, T' est une presque isométrie.

Démonstration : D’apreés la proposition précédente, 1" est borné inférieurement. En particulier,
c’est bien une presque isométrie. U

Nous définissons maintenant une nouvelle famille d’opérateurs que nous appelons opérateurs
de Shimorin suite & leur étude par Shimorin dans [63].

Définition et proposition 3.19 Soit T' € L(H). Les assertions suivantes s’équivalent :
(i) pour tous @,y € H, || T+ y|* <2 (|le)* + | Tyl
(ii) Uopérateur T est presque isométrique et on o TT* + (T*T) "' < 21d.

Lorsque ces conditions échoient, on dit que T est un opérateur de Shimorin.
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Démonstration : (i) = (i1) : Supposons que 1" vérifie la condition (¢). Nous commencons par

remarquer que, pour tout y € H, [Tyl > \f lly|| (en prenant zz = 0 dans l'écriture de (7)).
Comme T est borné inférieurement, c’est bien une presque isométrie.

L’opérateur T*T étant auto-adjoint et inversible, son inverse l'est également. En particulier,
l'opérateur auto-adjoint (T*T)*% € L(H) est bien défini.

Soit V =T(T*T )_% € L(H). Nous commencons par montrer que V est une isométrie. Pour
cela, il suffit de remarquer que V* = (T*T)_%T*. On a alors

VAV = (T*T) 2 T*T(T*T) "2 = (T*T) " 2(T*T)2 (T*T)2 (T*T) "2 = 1d.

Ainsi, V' est bien une isométrie.
On considére maintenant 'opérateur

1

L

L. HeH = H L ELHOBH, H).
(x,2) = Tox+(T"T) 2z

Son adjoint est 'opérateur

1
H — HOH

L* : L
r (T*x, (T*T) 2x

1
) €LOH, HaH).

Remarquons que LL* = TT* + (T*T)~! € £(#). En particulier, la condition (i) est équiva-
lente & la condition

(ii)" : ona LL* < 21d.
Soit z € H. Soit y = (T*T)_%x, de sorte que Ty = Vz. Ainsi, ||[Ty|| = ||z]|. De plus,
172 + g1 <2 (Jlall” + ITy))

e -1 |12 2 2
To+(TT)"5a| <2 (ll2)” + |1 Ty]?)

el <2 a2, |
HOH
En particulier, on en déduit que ||L||* < 2. Comme ||L*|| = ||L||, nous avons bien que LL* < 21d.

Ceci achéve la preuve du sens direct.

(1) = (i7) : Montrons 'implication réciproque. Supposons que 71" vérifie la condition (i), ¢’est-

a-dire que LL* < 21d. Soient z,y € H. Soit z = (T*T)%y.
)

2
172+ yl? =2 (el + ITyl?) = |[To+ T T) 75| —2(||x||2+HT<T*T>—%z

= L@, 2 =2 (2l + V2]
= |1, 2)? = 2 (ll2l® + 1121

= Lz, 2)I* = 21l(z, 2)[1? |
HOH

(120 —2) . 212,
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Or, comme L*L < 21d, nous avons que <||L||2 - 2) < 0. Ainsi, la condition (i) est bien

vérifiée pour tous x,y € H. Ceci achéve la preuve. [l

Les opérateurs de Shimorin appartiennent a la famille des opérateurs presque-isométriques.

Proposition 3.20 Soit T' € L(H) un opérateur de Shimorin. Alors, T est presque isométrique.

Démonstration : 11 découle de la définition d’un opérateur de Shimorin que 7T est borné infé-
rieurement. Ainsi, T est une presque isométrie. U

Nous explicitons maintenant les liens qu’il existe entre les isométries, les 2-isométries, les
opérateurs concaves et les opérateurs de Shimorin.

Proposition 3.21 Soit T € L(H).
1. Si T est une isométrie, alors T est une 2-isométrie.
2. §iT est une 2-isométrie, alors T est concave.

3. Si T est une isométrie, alors T est un opérateur de Shimorin.

Remarques
(a) Il existe des opérateurs de Shimorin qui ne sont pas concaves
(b) Il existe des opérateurs concaves qui ne sont pas de type Shimorin
(c) Il existe des 2-isométries qui ne sont pas des opérateurs de Shimorin

Des exemples de tels opérateurs seront décrits ci-apres, lors de I'étude des exemples sur des
espaces de fonctions holomorphes (voir la proposition 3.28).

Nous prouvons maintenant la proposition 3.21.

Démonstration :
1. Supposons que T est une isométrie. Alors, pour tout x € H, la suite <HT ”xHQ) est
n

constante. En particulier, elle est affine, donc T" est une 2-isométrie.

2. Supposons que T' est une 2-isométrie. Alors, pour tout x € H, la suite (HT”%’HQ) est
n
affine. En particulier, elle est concave, donc T est concave.

3. Supposons que T est une isométrie. Alors, T"T = Id. En particulier, (T*T)_1 + 17T =
21d < 21d. Ainsi, T est un opérateur de Shimorin.

O

B.1.b) — Exemples sur des espaces de fonctions holomorphes

Dans cette partie, nous considérons une suite 8 = (3,), € (RT)N et nous nous plagons (sauf
mention explicite du contraire) sur 'espace H 2 (8). Nous considérons I'opérateur de multiplication

[ H*B) — H*B)
D {f = zX f

L’objectif est de déterminer les propriétés de D en fonction de celles de §.
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Proposition 3.22 On suppose que

1. on asup Fn1 < 400
n=0 n
2. on a inf Bni1 > 0.

n=0 n

Alors, l'opérateur D est presque isométrique.

€n
[lenl
famille (f,), soit une base hilbertienne de H?(8). L’opérateur D peut alors étre décrit par son
action sur les vecteurs de la base :

Démonstration : Pour n € N, considérons le vecteur f, =

€ H?*(f), de sorte que la

vn c N7 D(fn) — H€n+1||fn+1~

llenll

Or, nous savons que ||e, || = v/ Bn. Alors, comme sup Bnt1

< 400, nous avons bien que D € L(H).
n=0 /Bn

. . e Bnt1
Par ailleurs, comme inf nt
n=0 n

D est injectif et D est une presque isométrie. [l

> 0, nous avons que D est borné inférieurement. En particulier,

Pour étudier d’autres propriétés de D (comme le fait d’étre un opérateur concave ou de
Shimorin), nous avons besoin de calculer son adjoint.

Proposition 3.23 L’opérateur adjoint de D est l'opérateur D* caractérisé par
H*(B) — H*(B)
D* . 60 —> O

en L pour tout n > 1

5n—1

on_
[lenll
famille (f,), soit une base hilbertienne de H?(f). Soient m,n € N. Nous avons

Démonstration : Pour n € N, considérons le vecteur f,, = € Hg(ﬁ), de sorte que la

<D* fna fm> = <fn7 Dfm>
||em+1H <fna fm+1>

leml

B
= Bn—l

0 sinon

sim=n-—1

Comme (f,)n est une base hilbertienne, les équations ci-dessus permettent de montrer que

D*ey = 0 et que, pour tout n € N*, D*f,, = ||”6n||H fn—1. On obtient alors le résultat souhaité
€n—1
en remarquant que, pour tout n € N*,
2
D*(en) _ He'n,H e /877« €n1.

= ——— -1 =
len 1| Br—1
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Ceci achéve la preuve. O

Etudions d’abord la concavité (et le caractére 2-isométrique) des opérateurs D.

Proposition 3.24 L’opérateur D est concave si et seulement si B est une suite concave.

Démonstration : Comme (ep)n>0 est une famille orthogonale qui engendre un sous-espace
dense, pour montrer que D est concave, il suffit de montrer que, pour tout n € N, la suite

(||Tmen|]2) est concave. Comme pour tout n € N, nous avons e, = T"ep, il suffit donc
meN

de montrer que la suite (HTmeon) = (||€m“2) est concave. Or, pour tout m € N,
meN meN
llem |l = v/ Bm. Ceci achéve la preuve. O

En suivant une preuve similaire, nous pouvons montrer le résultat suivant.
Corollaire 3.25 L’opérateur D est une 2-isométrie si et seulement si B est une suite affine.

Nous déterminons maintenant si les opérateurs D sont ou non des opérateurs de Shimorin.

1 1
Proposition 3.26 L’opérateur D est de Shimorin si et seulement si — < 2 et la suite <>

1 n
est concave. "

Démonstration : Comme nous connaissons les opérateurs D et D*, nous pouvons calculer les
opérateurs

H*(B) — H*(B)
en — Fn en sin>1

anl
et

H*(B) — H*(B)

D*D : o . Br+1
Bn

Nous en déduisons alors que 'inverse de D*D peut étre décrit par

€n

L[ 7B — H()
(D*D)~" - o )

(&
BnJrl "

Comme (ey,)n>0 est une famille orthogonale qui engendre un sous-espace dense, pour montrer
que D est un opérateur de Shimorin, il suffit de montrer que, pour tout n € N,

((DD*+ (D*D)™' —21d) ey, €n) < 0.

Commengons par traiter le cas ot n = 0. Nous avons

(l)l)>|< + (D*D)fl - QId) €y = <,61 — 2> €Q.
1
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1
Ainsi, <(DD* + (D*D)_1 - QId) eo, €0> < 0 si et seulement si 6— <2
1
Soit n € N*. Alors,

TSI\ m1\
DD* + (D*D)"' — 21 —((Z —92 e,
( +( ) d)en (( - > +<n+2) )e

Ainsi, nous avons

((DD* + (D*D)™"' —21d) en, €,) <0 & I P9
Bn—l /Bn—l—l
- 1 n 1 2 <0
Bn—l /Bn-l—l ﬁn—l b
Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons en particulier appliquer ces résultats aux espaces de la forme H? (a) ot € RT.

Proposition 3.27 Soit o € RT et 8= ((n+ 1)1_°‘)n, de sorte que H?(a) = H*(B). Alors,
1. Vopérateur D € L(H?(a)) est presque isométrique ;
2. lopérateur D € L(H?(
3. lopérateur D € L(H?(
4. sia=0, De L(H*0)) est une 2-isométrie ;
5 sia=1, D& LH*D)) est une isométrie.

)
«)) est concave si et seulement si o € [051] ;
)

a)) est de type Shimorin si et seulement si o € [1;2] ;

Démonstration : Comme la suite (mﬁ)m est concave si et seulement si 0 < 8 < 1, il suffit
d’appliquer le résultat des propositions précédentes pour obtenir les quatre premiers résultats.
Le cinquiéme point est immédiat. (Il

En particulier, nous disposons des exemples suivants :

Proposition 3.28 (a) Il existe des opérateurs de Shimorin qui ne sont pas concaves.
(b) 1l existe des opérateurs concaves qui ne sont pas de type Shimorin.

(c) 1l existe des 2-isométries qui ne sont pas des opérateurs de Shimorin.

Démonstration :

(a) Prendre D € L <H2 (2))
2 1
(b) Prendre D € L | H 3) )
(c) Prendre D € £ (H?(0)).
Nous pouvons résumer ce résultat au moyen du schéma suivant :

Notons par ailleurs que ces exemples ne sont pas nécessairement conservés par changement
de norme, méme si 'on considére une norme équivalente. Par exemple, avec notre convention,
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Presque isométries

FIGURE 3.3 — Diagramme de Venn des opérateurs presque isométriques.

D € L(D,) n'est concave pour aucun o € RT. En effet, soit a € RT. Alors, leollp, =1

1
et [lellp, = \//0 (1 —r2)® dr. En particulier, si a > 0, alors ||e1]| = ||Deo|| < |leo]|. Donc

D € L(D,) n’est pas concave. Si a = 0, alors ||eg]| = 1, || Deg|| = |le1]] = 1 et HD2€0H = |lez2|| = 2.
Donc D € L£(D) n’est pas concave.

B.2 — Décomposition de Wold

Nous étudions maintenant la décomposition de Wold des opérateurs presque isométriques.
Intuitivement, nous dirons qu’un opérateur admet une décomposition de Wold s’il peut s’écrire
comme la somme directe orthogonale d’un opérateur unitaire et d’un opérateur de décalage.
Le premier résultat de ce type (sur la décomposition de Wold des opérateurs isométriques)
a été prouvé par Wold dans sa thése [66], ou 'auteur présente le résultat dans un contexte
de mathématiques statistiques. Une des premiéres versions du point de vue de la théorie des
opérateurs a été formulée par Halmos dans [37]. Un certain nombre d’articles ont depuis été
dédiés (au moins partiellement) a 1’étude de la décomposition de Wold des opérateurs proches
d’une isométrie. Mentionnons ici particuliérement ceux de Richter [52] ou Olofsson [48] pour les
2-isométries, ou encore l'article de Shimorin [63] et la pré-publication de Gavruta [36] pour une
étude plus générale.

Pour étudier la décomposition de Wold, nous commencgons dans un premier temps par préciser
le contexte général : ce moment est 'occasion de définir ce qu’est un opérateur qui a la propriété
du sous-espace ambulant, ou encore une presque isométrie complétement impure. Nous terminons
cette étude préliminaire en définissant ce qu’est une décomposition de Wold, et nous re-montrons
le théoréme de Wold selon lequel une isométrie se décompose en une partie unitaire et une partie
de décalage unilatéral vers la droite. Dans un deuxiéme temps, nous introduisons la notion de
dual de Cauchy d’une presque isométrie et nous détaillons les liens entre la dualité de Cauchy
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et les décompositions de Wold. Nous terminons enfin en appliquant les résultats précédents a
I’étude des opérateurs concaves ou de Shimorin.

B.2.a) — Sous-espaces ambulants et opérateurs purs — Décomposition de Wold

Nous commencons ici par définir ce qu’est un sous-espace ambulant, puis un opérateur qui a
la propriété du sous-espace ambulant. Aprés avoir détaillé quelques propriétés élémentaires, nous
montrons que tout opérateur presque isométrique se décompose comme la somme orthogonale
d’une partie complétement impure et d’une partie ayant la propriété du sous-espace ambulant.
Nous terminons en appliquant ce résultat aux isométries, pour retrouver le théoréme de Wold.

Commencons par définir ce que ’on entend par « sous-espace ambulant ».

Définition 3.29 Soit T € L(H). Soit £ un sous-espace fermé de H. On note

(€] = Vect {T"E | n € N}.

On dit que £ est un sous-espace ambulant pour T lorsque les T™E (pour n € N) sont en
somme directe. En d’autres termes, £ est ambulant pour T si et seulement si

€, =EPT1re.

neN

Définition 3.30 Soient T € L(H) et M un sous-espace fermé de H. On dit que (T, M)
propriété du sous-espace ambulant s’il existe un sous-espace fermé € ambulant tel que [E], =
En d’autres termes,

a la
M.

M:@T"&

neN

St M =H, on dit simplement que T a la propriété du sous-espace ambulant.

Exemples Les opérateurs de décalage que nous avons déja rencontrés fournissent des exemples
naturels d’opérateurs possédant la propriété du sous-espace ambulant.

1. Soit g € (R+*)N une suite et D € L(H?(3)) Vopérateur de multiplication par ej. Alors,
pour £ = C - eg, nous avons bien que D a la propriété du sous-espace ambulant.

2. Soit Dy : f — f(e —1) € L(L*(R")) 'opérateur de translation vers la droite. Alors, en
posant £ = L*([0;1]), nous avons bien que D; a la propriété du sous-espace ambulant.

Nous énoncons maintenant une condition suffisante pour qu’un sous-espace soit ambulant.

Lemme 3.31 Soit T € L(H) inversible a gauche. On suppose qu’il existe un sous-espace fermé
E de H tel que, pour tout n € N*, £ L T"E.

Alors, l'espace &€ est un espace ambulant pour T'.
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Démonstration : Nous voulons montrer que les espaces (T" &)pen sont en somme directe. Pour
cela, il nous suffit de montrer que, pour tout N > 2, la propriété

N
P(N) : «VY(ny, -, ny) € NV tel que ny < np < --- < ny, la somme Z:T”’€ € est directe »
k=1

est vraie. Nous la montrons par récurrence sur N.

Initialisation Soit n; < ns. Nous montrons que la somme 7™ £ +T"2 £ est directe. Pour cela,
il suffit de montrer que T™ ENT" E = {0}. Soit x € T" ENT"2. Alors, il existe y; et yo € &
tels que

r=T"y =Ty =TT My,

Comme T est inversible & gauche, T"! 1'est également et nous avons

g1 =17 "y,

Donc y; € ENT™ ™ E = {0} (car £ et T " £ sont orthogonaux). Ainsi, y; = 0 et donc
x = 0. Ceci prouve que P(2) est vraie.

Hérédité Soit N > 2 tel que P(N) est vraie. Nous montrons que P(N + 1) est vraie.

Soit (nq, -+ ,npy1) € NV el que n; < ng < --- < ny4+1. Nous montrons que la somme
N+1

Z T € est directe. Pour cela, nous prenons (z1,---, xy41) € HYT! tels que, pour tout

k=1
kEell; N+1], xp € T™ E et

z1+ - +xny+1 =0. (fi’)
Nous voulons montrer que, pour tout & € [1; N + 1], xr = 0. En utilisant U'invertibilité a
gauche de T, nous allons montrer que z; = 0. Pour montrer que zo = x3 = -+ = xy4+1 = 0,

nous utiliserons alors 'hypothése de récurrence.

Soit k € [1; N + 1]. Comme z € T™ &, il existe yi € & tel que z = T™ y;. L’équation (3*)
devient alors

T™yr + -+ TN yn g = 0.

Comme T™ est inversible & gauche, il vient que

Y1 = _T”T"ly2 . — TnN+17n1yN+1.
En particulier,
2
Il = (y1, 91)
N+1
= {m )
k=2
N+1
= = (v T ")
k=2 -
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En effet, pour tout k € [2; N + 1], € et T™ ™ &£ sont orthogonaux. Ainsi, ||y1]|* = 0. Donc
y1 = 0. Ceci prouve que x; = 0.

Nous avons alors
Tog+ - +rNp1 =0,

ou, pour tout k € [2; N + 1], zx € T™ &. Or, d’aprés 'hypothése de récurrence P(N), nous

N+1

savons que la somme @ T £ est directe. Ainsi, pour tout k € [2; N + 1], 2 = 0. Ceci achéve
k=2

la preuve. [l

Le résultat suivant montre 1'unicité (sous réserve d’existence) du sous-espace ambulant maxi-
mal.

Proposition 3.32 Soit T € L(H). Soit M un sous-espace fermé de T'. On suppose que (T, M)
a la propriété du sous-espace ambulant, c’est-a-dire qu’il existe un sous-espace fermé € ambulant
tel que (€] = M.

Alors, E = M ST M = (T M)*M.

Démonstration : Commencons par rappeler le résultat suivant d’analyse hilbertienne :

Lemme 3.33 (admis) Soient M un espace de Hilbert, £ un sous-espace fermé de M et F un

L
sous-espace (non nécessairement fermé) de M tel que M =& & F.

— 1
Alors, € et F sont en somme directe orthogonale et M =& @ F.

Prenons F = EBT”&' . Comme, pour tout n € N*, les espaces £ et T" £ sont orthogonaux,
n=1
nous avons bien que £ et F sont en somme directe orthogonale. De plus, comme (7, M) a la
propriété du sous-espace ambulant, nous savons que

€L L
M=Ec@PTE=EDT.

n=1

D’aprés le lemme précédent, nous avons alors

1
M=EDF. (®)
Nous montrons maintenant que 7'M = F. Par définition, nous avons
F=Pre=rPre
n>1 n=>0

Montrons d’abord que F C T M. Soit € F. Alors, il existe une suite (k)ken € MY

telle que, pour tout £k € N, xp, € T <@T" 5) et xk AL o plus, pour tout k € N,

n=0

zpeT (@T"f;) CTM. Alors, 2 € T M.

n=0
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Montrons maintenant l'inclusion réciproque. Soit x € T' M. Il existe une suite (zp)r € MY

telle que z, koo, +oo et, pour tout k € N, 23, € T' M. Ainsi, pour tout k € N, il existe y, € M
tel que xp = Ty. Or, (T, M) a la propriété du sous-espace ambulant, que 'on peut reformuler
ainsi :

VEeN, 3z € @T"é‘ tel que [y — 2| < 27%,

n=0

Nous montrons maintenant que 7'z m . Soit € > 0. Comme z;, — x, il existe K1 € N
tel que, pour tout k > K1, ||z — x| < e. Par ailleurs, comme 27% 50, il existe Ky € N tel que,
pour tout k > Ko, ||yr — 2i|| < e. Soit Ky = max (K1, K2). Soit k > Kj.

< Tz = Tyrll + 11T yr. — ]
< TN ze = el + e — 2
< (ITI+1e

T 21 — |

Ceci prouve que Tz, — x. Or, pour tout k € N, z,, € @T” E. Ainsi, x € @T” E. Ceci

n=0 n=0
achéve la preuve de l'inclusion réciproque.

Notons maintenant G = M ST M = (T ./\/l)LM. Par définition de G, nous avons

1
M=GoTM.
Or, T M = F. Nous avons donc

1L
M=GoF.

Or, d’aprés I’équation (®), nous avons par ailleurs

1
M=ESF
Ainsi, (7) Moo G. Donc, £ = G, ce qui achéve la preuve. O

Nous montrons maintenant un résultat de décomposition des opérateurs presque isométriques,
qui nous permettra de définir la partie complétement impure d’une presque isométrie.

Théoréme et définition 3.34 Soit T € L(H) presque isométrique. Notons E = HOTH. Alors,
E est un sous-espace ambulant pour T'. Notons

Hoo(T) & () T"H.
n=0
Alors, Hoo(T)) est un sous-espace fermé de H et Hoo(T)" = (€] De plus, Hoo(T') est un espace
réduisant pour T. En outre, il existe un opérateur U € L(Hoo(T)) tel que ﬂ U'Hoo(T) =

n=0
Hoo(T), et un opérateur S € L(Hoo(T) ) possédant la propriété du sous-espace ambulant tels
que l'on a la décomposition orthogonale suivante :

(4 2) w [0]
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On appelle partie pure de T Dopérateur S € /J(/\/J‘). On appelle partie complétement impure
de T Uopérateur U € L(N).

On étend de facon naturelle ces définitions aux opérateurs presque isométriques : on dit que
T est pur s’il est égal a sa partie pure et que T est complétement impur s’il est égal & sa partie
complétement impure. On dit enfin que T est impur st T n’est pas pur.

On peut reformuler le résultat précédent sous la forme suivante.

Corollaire 3.35 Soit T' € L(H) un opérateur presque isométrique. Alors, l'opérateur T est pur
st et seulement sl a la propriété du sous-espace ambulant.

Nous prouvons maintenant 1’énoncé 3.34.

Démonstration : Commengons par poser £ = H © TH (nous connaissons la forme que doit
avoir le sous-espace ambulant d’un opérateur ayant la propriété homonyme d’apreés la proposition
3.32).

Nous commencons par montrer que £ est un sous-espace ambulant. D’aprés le lemme 3.31, il
suffit de vérifier que, pour tout n € N*, £ 1L T"E. Soit n € N*. Nous savons que T"E € TH = £+.
Ainsi, T"E 1 £. Ceci valant pour tout n € N*, nous avons bien montré que £ est un sous-espace
ambulant.

Détaillons maintenant un résultat intermédiaire.

Lemme 3.36 pour tout n € N, on a la décomposition orthogonale

n=| g 1| Pt (®)

0<k<n

Démonstration : Ce résultat se prouve en sacrifiant & une récurrence sur n € N. Pour n = 0,
le résultat découle de la définition de £. Nous montrons donc I'hérédité. Soit n € N tel que

n=| @ 1| Prtu.

0<k<n

Alors, comme T™"! est inversible & gauche, nous avons

H = @ TkE @T"“ <5$TH>

0<k<n
= | g Tre | Prtte@ TN
0<k<n
Ceci prouve I’hérédité et achéve la preuve du lemme. [l

Posons maintenant M = [£]; = Vect {T™E | n € N}. Rappelons que Hoo(T') = ﬂ T"H.
n=0

Nous montrons que M» = Hoo(T).
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Commencons par prouver que M+ C Hoo(T'). Soit x € M. Nous avons donc que, pour
tout n € N, z € (T"E)*. Montrons que & € Hoo(T). Soit n € N. Nous savons que, pour tout
ke 0;n],onax e (T ké’) . D’aprés la décomposition orthogonale (@) ci-dessus, nous déduisons
que z € T, et ce pour tout n € N. Par ailleurs, € T°H = H. Ainsi, nous avons bien montré
que x € ﬂ T"H = Hoo(T).

n>0

En suivant un raisonnement similaire, nous pouvons établir I'inclusion réciproque. Soit x €
Hoo(T'). Pour montrer que x € M+ il suffit de montrer que, pour tout n € N, z € (T”S)L. Soit
n € N. Comme z € 7", la décomposition orthogonale (@) ci-dessus montre que

€1

ve| @ 1| = N (T’“S)L.

0<k<n 0<k<n
En particulier, z € (T"E )L. Ceci valant pour tout n € N, nous avons bien que z € M*.

€L
Nous avons donc finalement la décomposition orthogonale H = Hoo(T) & M. De plus, les

espaces N o Hoo(T) et Nt M sont stables par T'. Ils sont donc tous deux réduisants.
Soient U € L(N) Popérateur induit par T sur N et S € L(N1) l'opérateur induit par 7' sur
N Pour achever la preuve du théoréme, il reste a prouver que S a la propriété du sous-espace
invariant et que U est tel que ﬂ U'N =N.
n=0

Comme & est un espace ambulant pour S et comme on a bien Nt = [£] g, nous avons que S
a bien la propriété du sous-espace invariant.

Comme T est inversible & gauche, nous avons que

UWN) = TWN)

=T (gT”H)

= (TT"H
n>=0
— m Tn+1H
n=0
= (T"H
n=>0
= N
Ainsi, UN = N. Par le truchement d’une récurrence immédiate, nous avons que U"N = N
pour tout n € N*. Ainsi, il vient que ﬂ U"N = N. Ceci achéve la preuve. O
n=0
Nous pouvons maintenant définir la notion de décomposition de Wold.
Définition 3.37 Soit T € L(H) un opérateur presque isométrique. Soit € = H S TH. On dit
que T admet une décomposition de Wold si la partie complétement impure de T est unitaire : cela

signifie qu’il existe un opérateur unitaire U € U(Hoo(T')) et un opérateur S € L([E]) possédant
la propriété du sous-espace invariant tels que l'on a la décomposition orthogonale suivante :

(4 2) w [0]
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Le résultat originel de Wold ([66]) est que toute isométrie admet une décomposition de Wold.
Ce résultat peut se déduire aisément des résultats précédents. Le point clef de la preuve est le
résultat suivant.

Proposition 3.38 Soit T' € L(H) une isométrie complétement impure. Alors, T est unitaire.

Démonstration : Nous avons vu dans la preuve du théoréme 3.34 que la partie totalement
impure d’une presque isométrie est surjective. Ainsi, T' est surjectif. Comme T est une isométrie,
¢’est nécessairement un opérateur unitaire. [l

Nous pouvons terminer cette partie sur ce résultat de décomposition des isométries.

Théoréme 3.39 (Décomposition de Wold d’une isométrie) Soit T € L(H) une isomé-
trie. Alors, T admet une décomposition de Wold.

Démonstration : D’aprés le théoréme 3.34, nous savons déja que T est la somme orthogonale
de sa partie pure — qui a la propriété du sous-espace ambulant — et de sa partie complétement
impure. Or, la proposition précédente (proposition 3.38) montre que la partie complétement im-
pure de T est unitaire. Ceci achéve la preuve. [l

B.2.b) — Dual de Cauchy

Nous introduisons et étudions & présent le dual de Cauchy d’un opérateur presque isomé-
trique. Aprés avoir défini et étudié les premiéres propriétés du dual de Cauchy, nous étudions le
comportement des opérateurs purs sous la dualité de Cauchy. Commengons par une définition.

Définition 3.40 Soit T € L(H) presque isométrique. Le dual de Cauchy de T est l’opérateur

T =T(T*T)~* € L(H).

Exemples Donnons quelques exemples.
1. Si T est une isométrie, alors 7*T = Id. En particulier, 7" = T.

2. Soit g € (R+*)N et D € L(H*(B)) Popérateur de multiplication par e;. Alors, en reprenant
les calculs effectués précédemment (dans le paragraphe b)), nous obtenons que le dual de
Cauchy de D est I'opérateur décrit par

H*(B) — H*(B)
D/ N ﬁn
en —

€n+1
/Bn+1 "

Remarquons par ailleurs que 7" est I'inverse a gauche de 7.

Lemme 3.41 Soit T € L(H) presque isométrique. Alors, linverse a gauche de T est T'".
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Démonstration : Nous avons T"" = (T*T) 'T* et donc T*T = Id. Ceci termine la courte
preuve. [l

Nous étudions les propriétés élémentaires de la dualité de Cauchy.

Proposition 3.42 Soit T € L(H) une presque isométrie. Alors, lopérateur T' est presque iso-
métrique et T" =T.

Remarque Il existe un opérateur 7' € L(#H) presque isométrique tel que T ne soit pas presque
isométrique : c’est le cas de 'opérateur de multiplication

Mz . {HQ(D) - HQ(D) Eﬁ(H2<1)).

f = (202 f(2))
En effet, M, est une isométrie, donc il est bien presque isométrique. Or, M est la projection
orthogonale sur (C - eo)J‘. En particulier, M} n’est pas injectif. Donc M} n’est pas une presque
isométrie.
Nous prouvons maintenant la proposition 3.42 ci-dessus.

Démonstration : Commengons par montrer que (T’)* T' est inversible. Comme T*7T est auto-
adjoint et inversible, nous savons que ((T*T)_l)* = (T*T)~'. Alors, (T’)* = (T*T)~'7*. 1
vient alors

(TY'T =(T*T) ' T*T(T*T) " = (T*T) .

Ainsi, (T')* T’ est inversible et donc T” est une presque isométrie. Nous pouvons alors calculer
son dual de Cauchy :

/ -1

T = T(1)T]
= T (7' 1T
= T

Ceci achéve la preuve. O

Lemme 3.43 Soit T' € L(H) presque isométrique. Soit L € L(H) Uinverse a gauche de T'. Alors,
P =1d—TL est la projection orthogonale sur & = (Im(T))*.

Démonstration : D’abord, nous vérifions que P est une projection. Nous avons

P?=(1d-TL)>=1d -2TL+T LT L =1d-TL = P.
~—~
=Id
Ainsi, P est bien une projection.
L’opérateur adjoint P* est alors décrit par

P*=(1d-TL)* =1d -L*T* =1d -T(T*T)"'T* =1d-TL = P.

Ainsi, P est un opérateur auto-adjoint qui est aussi une projection. En d’autres termes, P est
une projection orthogonale. Nous montrons maintenant que Ker P = Im 7. Soit x € H. Nous
avons les équivalences suivantes :
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reKerP & x=TLx
& dyeH,x=Ty
< xelmT.

En effet : pour tous z,y € H, si x =Ty, alors Lx = LTy = y.
Nous avons donc bien établi que Ker P = ImT. Comme P est une projection orthogonale, P
est bien la projection orthogonale sur (Im P)L. Ceci achéve la preuve. (Il

L’objectif des propriétés suivantes et d’étudier les liens entre la décomposition de Wold d’un
opérateur et celle de son dual de Cauchy. Les résultats principaux que nous démontrons sont les
suivants.

Proposition 3.44 Soit T € L(H) presque isométrique. Alors,
1. lopérateur T est pur si et seulement si T’ est pur;

2. Dopérateur T est complétement impur si et seulement si T est complétement impur.

Corollaire 3.45 Soit T' € L(H) presque isométrique. L’opérateur T admet une décomposition
de Wold si et seulement si l'opérateur T' admet une décomposition de Wold.

Introduisons quelques notations : dans les pages suivantes (jusqu’a la fin de la preuve de
la proposition 3.44), et sauf mention explicite du contraire, nous désignerons par 7' € L(H)
un opérateur presque isométrique. Nous noterons 7" le dual de Cauchy de T. Nous noterons
£ = (ImT)* et & = (Im(7"))*. Nous noterons L linverse a gauche de T' (comme dans le
lemme 3.43). Bien que T ou 7" n’aient pas nécessairement de partie impure non triviale, nous
considérons encore les sous-espaces Hoo(T') et Hoo(T"), définis comme dans la définition 3.34.

Avant de prouver ces résultats, nous commencons par énoncer une série de lemmes plutot
techniques.

Lemme 3.46 On a & =E&'.

Démonstration : Nous commencons par montrer que Im7 C Im7”. Soit € ImT. Alors, il
existe y € H tel que = Ty. Comme L = (T*T)~'T* est un inverse a gauche de T, nous avons
Lz = LTy = y. Ainsi, x = TLx. Or, TL = T'T*. Ainsi, € Im7’. Comme T" =T, la démons-
tration précédente montre que Im7” C Im 7. On a donc Im7 = Im7”. Comme € = (Im T)J‘ et

&= (Im T')J', nous avons bien £ = &'. Ceci achéve la preuve. O

Lemme 3.47 Pour tout n € N,

Ker(L™1) = Vect (Tké' |0< k< n) .
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Démonstration : Nous commencons par montrer que Ker L = £. Soit € H. Nous avons les
équivalences suivantes

reKerL & Lr=0&TLxr=0
& Pr=xszelmP=¢

puisque P est la projection orthogonale sur £ (d’aprés le lemme 3.43). Ceci montre bien que
KerL =€&.
Nous fixons maintenant n € N. Nous commencons par montrer que

Vect (Tké' |0< k< n) C Ker L1,

Soit k € [0;n]. Soit z € TFE. Soit e € € tel que z = TFe. Alors,
Ln+1.flf — Ln+1_kLka€ — L”_kLe.

Or, e € £ = Ker L. Alors, L™z = 0. Ceci valant pour tout z et pour tout k, nous avons bien
démontré 'inclusion souhaitée.
Montrons maintenant I’inclusion réciproque. Soit € ker L"*1. Alors,

r = xz—T"ipy
n
= > TFLFz—TFI LAy
k=0

= Y T*(1d-TL) L¥z € Vect <Tk5 10<k< n)
k=0 €e

car P = (Id—TL) est la projection orthogonale sur £. Ceci montre I'inclusion réciproque et
achéve la preuve. O

Lemme 3.48 On a Hoo(T')* = [€] .

Démonstration : Rappelons que L = (T")* est I'inverse a gauche de T. Nous avons alors

s
Hoo(T)" =

ﬂ T"H

n=>0

— Vect ([T’”’H]L n>0

= Vect ([T’”H]J‘ | n > 1> ( car T"'H = H)
= Vect (Ker (T"")" | 1
= Vect(Ker L" | n >

= Prre=El;.

k>0

Nous avons utilisé le lemme 3.47 ci-dessus pour la derniére égalité. Ceci achéve la preuve. ]

Lemme 3.49 On a Hoo(T)* = [E] .
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Démonstration : Ce résultat découle directement du résultat précédent, en utilisant la dualité
de Cauchy. Rappelons que, comme T est presque isométrique, 7" I'est aussi. De plus, nous avons
que £ = &’. Le lemme précédent donne alors

Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 3.44.

Démonstration : Nous commencons par prouver le premier point. Supposons que 1’ est pur,
c’est-a-dire que Hoo(T') = {0}. Alors, (€] = Hoo(T)* = H. Comme & = £ est un sous-espace
ambulant pour 7", nous en déduisons bien que 7" a la propriété du sous-espace ambulant. Ainsi,
d’aprés le théoréme 3.34, nous en déduisons que 1" est pur. Comme T = T, nous avons éga-
lement I'implication réciproque. Ceci prouve le premier point. Pour le second point, il suffit de
remarquer que 1" est complétement impur si et seulement si & = {0} (d’aprés le théoréme 3.34).
Alors, comme & = &', nous avons bien 1’équivalence souhaitée. Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons maintenant prouver le corollaire 3.45.

Démonstration : Comme T = T, il suffit de montrer que, si 7' admet une décomposition de
Wold, alors T" en admet une aussi. Posons N = [E], et N7 = [€]. D’apres le théoréme 3.34,
nous disposons des décompositions orthogonales suivantes :

(38 5

et

(5 4) ]

ou U € L(H) est unitaire (car U admet une décomposition de Wold), S € L(N) est pur,
U’ est le dual de Cauchy de U et S’ est le dual de Caucy de S. Comme U est unitaire, U’ = U
est aussi unitaire. Ceci prouve que 7" admet une décomposition de Wold et achéve la preuve. [J

B.2.c) — Décomposition de Wold des opérateurs concaves ou de Shimorin

Nous appliquons maintenant les résultats précédents aux cas particuliers des opérateurs
concaves ou de Shimorin. Remarquons d’abord que ces deux types d’opérateurs sont liés par
la dualité de Cauchy de la fagon suivante.

Proposition 3.50 Soit T € L(H) un opérateur de Shimorin. Alors, T' est concave.

Remarque A priori, la réciproque n’est pas vraie : il peut exister des opérateurs de Shimorin
qui ne sont pas le dual de Cauchy d’un opérateur concave.

Prouvons la proposition 3.50.
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Démonstration : Montrons que T” est concave. Commencons par rappeler que (T' )* = (T*T)*lT*.
Alors, nous avons que (T’)*2T'2 = (T")*(T*T)~'T". Rappelons par ailleurs que (T')*T = T*T" =
Id. Comme T est un opérateur de Shimorin, nous avons

TT* 4+ (T*T)"' < 21d.
En multipliant & gauche par (T”)* et a droite par 7", nous obtenons
(T TT*T + (T')(T*T)"'T" < 2(T')*T" < 1d+(T")**T"* < 2(T")*T'.

. / N
Ceci prouve que 1" est concave et achéve la preuve. O

La proposition 3.50 pécédente nous fournit une stratégie de preuve : pour montrer que les
opérateurs de Shimorin ont une décomposition de Wold, il suffit de montrer que les opérateurs
concaves en ont une.

Nous commencgons donc par montrer que les opérateurs concaves ont une décomposition de
Wold. Ceci découle du résultat ci-dessous.

Proposition 3.51 Soit T € L(H) un opérateur concave complétement impur. Alors, T est uni-
taire.

Démonstration : D’apreés la proposition 3.38 (selon laquelle toute isométrie complétement im-
pure est unitaire), il suffit de montrer que 7' est une isométrie. Comme 7' est complétement
impur, nous avons que H = ﬂ T"H. En particulier, T est surjectif. Comme T est une isométrie,

n=0
T est par ailleurs injectif. Alors, I'inverse a gauche L € L(H) de T est aussi un inverse a droite

de T'. De plus, T' est une isométrie si et seulement si L est une isométrie. Nous montrons donc
que L est une isométrie.
Soit x € H. Considérons la suite a définie par

vneN, a, = || L z|*.

La suite « est positive : pour tout n € N, a,, > 0.
Montrons que la suite « est décroissante. Soit n € N. Alors, comme pour tout y € H,
ITy| = |ly|| (prop 3.17), nous avons

oy = ||L”91:||2 = HTL”HH2 > HL”'Hx

Ceci prouve que la suite « est décroissante.
Nous montrons maintenant que la suite « est concave. Soit n € N. Comme T est un opérateur
concave, on a

H2 = Qpt1-

L2 + |21 2

2| TP <0 e ||L2|P 4 L) - 2| L P <o
& apyo +ap — 2041 < 0.

Ceci prouve que la suite « est concave.

Résumons : la suite « est positive, décroissante et concave. Elle est donc nécessairement
constante (voir la proposition A.6 détaillée en annexe). En particulier, ||Lz|*> = ||z|*. Ceci va-
lant pour tout z, nous avons bien montré le résultat souhaité. (Il

Le résultat suivant découle naturellement de la proposition ci-dessus.

Théoréme 3.52 Si T € L(H) est concave, alors T admet une décomposition de Wold.
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Démonstration : D’aprés le théoréme 3.34, il suffit de montrer que la partie complétement
impure de T est unitaire. C’est chose faite, grace a la proposition 3.51 ci-dessus. U

Grace a la dualité de Cauchy, nous pouvons obtenir un résultat de décomposition pour les
opérateurs de Shimorin.

Théoréme 3.53 Si T € L(H) est un opérateur de Shimorin, alors T admet une décomposition
de Wold.

Démonstration : Comme T est un opérateur de Shimorin, son dual de Cauchy 7" est un opé-
rateur concave (d’aprés la proposition 3.50). Alors, d’aprés le théoréme ci-dessus, lopérateur 7"
admet une décomposition de Wold. Ceci implique en particulier que T" admet une décomposition
de Wold (d’apreés le corollaire 3.45) et conclut la preuve. O

B.3 — Modélisation des opérateurs concaves ou de Shimorin

Nous savons (grace aux résultats de la partie précédente) que les opérateurs concaves et de
Shimorin admettent une décomposition de Wold. L’objectif de cette sous-partie est de montrer
que la partie pure de tels opérateurs peut étre vue comme un opérateur de multiplication sur des
espaces de Hilbert de fonctions holomorphes. Ces résultats peuvent étre vus comme généralisant
ceux sur les 2-isométries établis par Richter (dans [52]) ou Olofsson (dans [48]).

Nous commengons par énoncer un résultat de Shimorin (qui, bien que non explicitement
formulé, est démontré dans [63]) portant sur la modélisation des opérateurs presque isométriques
purs. Dans un second temps, nous appliquons ce résultat aux cas particuliers des opérateurs
concaves ou de Shimorin.

B.3.a) — Modélisation des opérateurs presque isométriques purs

Commengons par un résultat de Shimorin : selon le théoréme suivant, tout opérateur presque
isométrique pur est un opérateur de multiplication sur un espace de Hilbert de fonctions holo-
morphes a noyaux reproduisants. Rappelons que de tels espaces ont été présentés antérieurement
(voir par exemple la définition 1.75).

Théoréme 3.54 (Shimorin) Soit T € L(H) presque isométrique. On suppose que T est pur.
Soit E =M O TH=ImT)*. Soit r = r(T") € R le rayon spectral de T'. Alors il existe un
espace de Hilbert ) C Hol (D(0;7);E) de fonctions holomorphes a noyaux reproduisants (au sens
de la définition 1.75) et un opérateur unitaire S : H — $ tels que l'opérateur

) H = H
A {f o ez fz)) SEO)

est unitairement équivalent a T :

T =S"1AS.

De plus, les noyauzx reproduisants vérifient

k(0, ®) = (z +— Idg) .
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Remarque La condition supplémentaire portant sur les noyaux reproduisants signifie que
I'on peut voir £ comme ’ensemble des fonctions constantes de $).

Attaquons maintenant la preuve du théoréme 3.54.

Démonstration : Nous procédons en plusieurs étapes : d’abord, nous construisons 'application
S. Nous définissons ensuite la structure hilbertienne sur £) et montrons qu’elle vérifie les propriétés
que nous cherchons.

Premiére étape : définition de S Rappelons que nous notons 7" le dual de Cauchy de
T, L = (T’ )* I'inverse & gauche de T et P = Id —T'L la projection orthogonale sur £. Nous
définissons une application linéaire en posant

H — Hol (D(0;7);E)
5 T — zHZ(Pka>z”
k=0

Notons que S est bien défini, car r est le rayon spectral de 'opérateur L (un argument similaire
a été utilisé dans la preuve du théoréme 3.9).

Deuxiéme étape : injectivité de S Nous montrons que S est injectif. Soit z € Ker S.
Alors, pour tout k € N, PL¥ z = 0. Soit n € N*. Montrons que 2 € Im(7T™). Nous avons

r = xz-—T"L"z+T"L"x
n—1

— Z (Tk‘Lk‘ T — Tk+1Lk+1 .T) + Tn" T

7T
= O

= TF(Id-TL)LF 2 + T L =
k

I
- o

e
- Z T PLF ¢ +T™L" 2
——
k=0 =0
= T"L"z e Im(T").

Ainsi, € Im(T™). Ceci valant pour tout n € N*, nous avons bien que z € ﬂ T"H = {0}
n=0
(puisque T est pur). Ainsi, = 0. On a donc bien montré que S est injectif.

Troisiéme étape : définition de la structure hilbertienne Notons § = Im(S) C
Hol (D(0;7); ). Comme S est injectif, nous avons que S : H — ) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels. Nous définissons alors un produit hilbertien sur $ de la fagon suivante :

(e {ijjﬁ — C
P (g — (g = (ST ST ),

Ainsi, S : H — $ est un isomorphisme unitaire d’espaces de Hilbert. Nous montrons maintenant
que (55, (-, ) ;J) est un espace de Hilbert a noyaux reproduisants au sens de la définition 1.75.
Commengcons par calculer l'expression des noyaux reproduisants. Soient A € D(0;7), f € $ et
e € £. Alors,
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Nous nous attelons maintenant & calculer le membre de droite dans le produit hermitien ci-
dessus. Pour cela, considérons z € D(0; 7). Rappelons que S (Id —XL*)_1 e € $H C Hol (D(0;7);E).

Alors, on peut calculer le vecteur de £ suivant :

(s@a-xr)™'e)(z) = Y PLr[(la-xL) " e| 2"

n=0

- P (Z(zm [(la-xc7)™ eD

n=>0

— PId—zL)"' (Id=AL*) e

On définit alors une application

{D(O;r)xD(O;r) — L&)
k: 1

(w, 2) — k(w,z) = PId—2L)"" (Id—\L*)~

Nous montrons maintenant que k est bien 'application décrivant les noyaux reproduisants
sur £.

(i) Soient w € D(0;r) et e € £. Soit ¢ : D(0,r) — £ définie pour tout z € D(0,r) par
o(z) = k(w,z)-e.

Les calculs précédents montrent que ¢ = .5 (Id fXL*)_l eEn.

(ii) Soient w € D(0;7), f € H et e € £. Alors, les calculs précédents et la définition de k nous
montrent que

(fs k(w, @) - e)g = (f(w), e)¢ -

Ceci prouve bien que §) est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes & noyaux repro-
duisants, et que k est 'application décrivant lesdits noyaux.
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Quatriéme étape : conjugaison unitaire entre 7' et A Nous montrons dans cette
derniére étape que les opérateurs T' et A sont unitairement équivalents via ’opérateur S. Comme
nous savons que S : H — $) est unitaire, il suffit de montrer que ST = AS. Soit z € H. Alors,
STz € H. Soit z € D(0;r). Alors,

(STx)(z) = > (PL'Tx)z"
n=0
= Z (PL"Tz) 2" car Tx € Im(T) = EL et P est la projection orthogonale sur £
n=>1
= 2y PL"'LTxz""!
n=1
= z Z PL" gl

n=1

= z(Sx)(2).

Ceci valant pour tout z € D(0,7), nous avons bien STz = ASz. Ceci valant pour tout x € H,
nous avons bien montré la relation recherchée. Ceci achéve la preuve du théoréme. (Il

Donnons maintenant quelques exemples pour illustrer le théoréme de Shimorin 3.54.

Premier exemple Considérons I'opérateur

T-{ *(N) — *(N)
" oz = (wo,®1,w2,---) — (0,20,21,-)

L’opérateur T est une isométrie, donc en particulier une presque isométrie. Nous pouvons
donc lui appliquer le théoréme de Shimorin (théoréme 3.54). Dans ce cas, nous obtenons £ = C,
r=1et H = H*D). De plus, si on note f, = (0,---,0,1,0,---) — ot le 1 est en n-éme position
—, alors 'opérateur unitaire S : (*(N) — H?(D) est décrit par S(f,,) = e, pour tout n € N.

Second exemple Considérons les opérateurs de décalage G vers la gauche et D vers la droite
tels que

L*RY) — L*RY)
f — fle—1)
L’opérateur D est une isométrie, donc une presque isométrie. On peut y appliquer le théoréme

de Shimorin. Nous avons alors Im(D) = L*([1; +oc[) et donc & = L?([0;1]). L'espace $ peut
alors étre décrit ainsi :

D=G*: { € L(L*(R™M)).

H = {f = > anz" € Hol (D, LX([0;1)) ot (an)n € (L2([0;1))" avee Y [lanll}2(oa) < +OO} :

n=0 n=>0

Notons que $ = H 2(]D); &) est l'espace de Hardy généralisé que nous avons déja étudié dans
ce manuscrit (juste aprés la définition 1.75 des espaces de Hilbert de fonctions holomorphes a
valeurs vectorielles, qui sont des espaces & noyaux reproduisants).
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B.3.b) — Bilan

Nous pouvons maintenant combiner plusieurs des résultats précédents pour obtenir un résul-
tat général de modélisation des opérateurs concaves ou de Shimorin.

Théoréme 3.55 Soit T' € L(H) un opérateur concave ou de Shimorin. Soit € = H & TH. 1
existe un opérateur unitaire U € U(Hoo(T)) et un opérateur S € L(Hoo(T)) tels que Uon a la
décomposition orthogonale suivante :

(U 0 Hoo(T)
T—( 0 S> sur |:H00(T)l .
Par ailleurs, il existe un espace de Hilbert a noyaux reproduisants ) C Hol (D(0,7);E) tel
que S est unitairement équivalent a 'opérateur de multiplication

, H — H
A {f o (22 x f(2)

Démonstration : Comme T est concave ou de Shimorin, il admet une décomposition de Wold
(ce fait est 'objet des théorémes 3.52 et 3.53). Alors, S est un opérateur concave pur et est donc
unitairement équivalent a A d’aprés le théoréme de Shimorin (théoréme 3.54). O

B.4 — Modélisation des contractions de classe Cj,

Nous étudions dans cette sous-partie une nouvelle famille d’opérateurs : il s’agit des contrac-
tions de classe Cpe. Nous montrons que ces opérateurs sont unitairement équivalents a la restric-
tion & un sous-espace invariant d’un opérateur de décalage vers la gauche adéquat. Commengons
par décrire les contractions de classe Cye.

Définition 3.56 Soit T' € L(H) . On dit que T est une contraction de classe Cpe si T est une

contraction telle que, pour tout x € H, on a | T"x|| notoo, o

Les propositions suivantes donnent des exemples de contractions de classe Cs,.

Proposition 3.57 Soit § = (8,) € R™ une suite et H*(3) l'espace de Hardy pondéré qui

y est associé. On suppose que [ est décroissante et que lilil Bn = 0. Alors, lopérateur de
n—-+00o

multiplication

[ HXB) — H*B)
D'{f = ozxX f

est une contraction de classe Coe.
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Démonstration : Nous commencons par vérifier que D est bien une contraction. Ceci vient du

fait que la suite (3 est décroissante. Soit © = Z:}:n en € H?(B). Alors, comme la famille (ey),
n=0
est orthogonale,

2
2
[T=[” =

g Tn En41

n=0

= Z |xn|2 H6n+1”2
n=0 v

<lenll?

< D leal lleall® = ll2)*

n=0

Ainsi, D est bien une contraction. Nous montrons maintenant que D est de classe Cp,. Soient
x € HetneN. Alors,

2
TTL 2 _ 2
1Tz )* = | 2k erpn| =D |2kl lleatnl®.
k>0 k>0

Comme pour tout k € N, (]mk\ HekJrnH2> est décroissante, le théoréme de convergence do-
n

minée nous dit que la suite (||77z[|*), converge et que 'on a

. n o2 _ Z . B
k>0
Ceci achéve la preuve. O

En particulier, mentionnons les exemples suivants.

Corollaire 3.58 Soit a € RY et D € L(H?(a)) Uopérateur de multiplication par ey. Alors, D
est une contraction de classe Cye Si et seulement si o > 1.

Nous énoncons maintenant un résultat de modélisation des contractions de classe Cy,.

Théoréme 3.59 Soit U € L(H). On suppose que U* est une isométrie telle que (ImU*)*" =
Ker(U) est de dimension infinie.

Alors, U modélise unitairement (avec X = 1) toutes les contractions complétement non-
unitaires : quel que soit lopérateur T € L(H) de classe Cope, il existe un sous-espace fermé
M de H invariant par U et un isomorphisme unitaire S : M — H tels que

T =SUpmS™ "

Remarque Ce résultat peut étre vu comme une généralisation du corollaire du théoréme de
Caradus que nous avons vu précédemment (théoréme 3.9). En effet, tout opérateur T € L(H)
tel que r(T") < 1 est une contraction complétement non-unitaire.
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Exemple Considérons encore l'opérateur de translation vers la gauche

G:{Lz(R+) — LR ey,

f — fle+1)

Nous avons vu précédemment que G vérifie les hypothéses du théoréme précédent et modélise
ainsi unitairement toutes les contractions de classe Cl,.

Nous prouvons le théoréme 3.59. Pour ce faire, nous suivons la preuve présentée dans [21].

Démonstration : Comme U™ est une isométrie, U* admet une décomposition de Wold (voir
le théoréme 3.39). Quitte a remplacer U* par sa partie pure, nous pouvons supposer que U est
une isométrie pure. Alors, 'opérateur U™ a la propriété du sous-espace ambulant : en notant
K =Ker(U) =H © U*H, nous avons

L
n=ukK.

n=0

Par ailleurs, comme K et H sont des espaces de Hilbert séparables de dimension infinie, il
existe un isomorphisme unitaire J : H — K.

Enfin, comme T est une contraction, 'opérateur Id —T"T est un opérateur auto-adjoint défini
1
positif. En particulier, sa racine carrée R = (Id —7"T)2 € L(H) est bien définie.

Nous considérons maintenant l'opérateur (a priori non défini partout)

H — H
Woed o s lim S UrRIRTRR
n——+o0o

k=0

Commencons par montrer que W est bien défini. Soit x € H. Nous allons montrer que la

n
suite (Z U JRT 2z | est de Cauchy. Soient m,n € N tels que m > n.
k=0 n
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2
m n m
> UFIRTFz -y U*JRTY x| = > Ut JRT"s
k=0 k=0 k=n+1 eK
m
= Z HU*’“JRT’I“:L'H2 (d’apreés le théoréme de Pythagore)
k=n-+1
m
= > IRkl
k=n-+1
m
= Z <T*kR*RTk T, T)
k=n-+1
m
= > AT Ad-TT) T 2, )
k=n-+1
m
— Z (T*+Tk z, ) — (T Th=1g, 1)
k=n-+1

= JIrta)? — o2
< T

N . . _>+
Or, comme T est complétement non-unitaire, nous avons HT ”+1xH 20 (et ce indépen-

damment de m). Ceci montre bien que la suite étudiée est de Cauchy. Elle est donc convergente
et W est bien défini sur ‘H tout entier.

Nous montrons maintenant que W est une isométrie. Soit x € H. En reprenant le calcul qui
précéde, nous avons que

2

IWz|* = lim (> U*JRT*x

= lim o] - || T
+o0

Ainsi, W est une isométrie.
Nous montrons maintenant que UW = WT. Rappelons que UU* = Id (puisque U* est une
isométrie) et que U*J = 0 (puisque Im(J) = Ker U). Soit = € H.

n

UWz = lim UU** JRT* 2
n—-+00o

= UJRz + lim ZUU*’URT’“

n—-+o00

= 0+ lim U*k—ljRTk—l(Tx)

n—-+o0o

k=1
= WTx.
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Posons alors M def Im(W). Comme W est une isométrie, le sous-espace M est bien un sous-
espace fermé de H, et W : H — M est unitaire. Notons alors S = W* = W~ : M — H son
inverse. Alors, S est un opérateur unitaire tel que

UmS ' =87'T.

Ceci achéve la preuve. O
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Chapitre 4 \

Universalité des semi-groupes
d’opérateurs sur un espace de Hilbert

LA question qui sous-tend ce chapitre est celle de I'universalité des semi-groupes d’opérateurs
sur un espace de Hilbert : nous y étudions comment élargir au cas des semi-groupes la théorie
de 'universalité que nous avons déja mentionnée pour un opérateur.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée & une description rapide de la théorie des
semi-groupes fortement continus d’opérateurs sur un espace de Banach. Nous y décrivons en
particulier les notions de générateur et de co-générateur et étudions les liens entre ces opérateurs
et le semi-groupe d’opérateur qu’ils caractérisent. Dans un second temps, nous nous consacrons
a l'étude proprement dite de l'universalité des opérateurs de composition. Nous montrons en
particulier comment construire des semi-groupes universels pour les semi-groupes uniformément
continus, les semi-groupes quasi-contractifs ou les semi-groupes concaves.

La plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont extraits de larticle [20] (accepté pour
publication).

A) Semi-groupes d’opérateurs

ETTE partie est consacrée a une description générale des semi-groupes d’opérateurs sur un
C espace de Banach. Cette présentation est largement inspirée de celles que I'on peut trouver
dans [38], [32], [64] (surtout pour I’étude du générateur et du type) ou encore [65] (surtout pour
la notion de co-générateur et 'étude des semi-groupes de contractions).

Dans un premier temps, nous définissons les notions de semi-groupe d’opérateurs (algébrique,
fortement continu ou uniformément continu). Nous montrons en particulier des estimations de
norme qui permettent de définir les semi-groupes quasi-contractifs. Dans un deuxiéme temps,

165
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nous présentons et étudions le générateur d’un semi-groupe fortement continu. Nous nous pen-
chons ensuite sur le co-générateur d’un semi-groupe (lorsqu’il est défini) et montrons dans quelle
mesure nous pouvons lire sur le co-générateur des propriétés sur le semi-groupe qu’il détermine.
Enfin, nous détaillons plusieurs exemples de semi-groupes liés aux opérateurs de décalage.

Dans toute cette partie, sauf mention explicite du contraire, X désignera un espace de Banach
sur C.

A.1 — Définitions et généralités

Commengons par définir les semi-groupes algébriques d’opérateurs

Définition 4.1 On appelle semi-groupe algébrique (d’opérateurs) sur X tout morphisme de mo-
noides T : (RT,+) — (L(X),0) ou, plus pragmatiquement, toute famille d’opérateurs
(Ti)e=0 € (ﬁ(z"())]R+ vérifiant les propriétés suivantes :

(a) on aTy=1Idy;
(b) pour tous t,s € R, on a Ty s = Ty o T.

Il est possible de rajouter des conditions de continuité dans la définition précédente.

Définition 4.2 Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs est un semi-groupe algébrique
d’opérateurs qui est continu pour la topologie forte d’opérateurs sur L(X), ¢’est-a-dire une famille

d’opérateurs (T})i=0 € (.C()())RJr vérifiant les propriétés suivantes :
(a) on aTy=Idy;
(b) pour tous t,s €RY, on a Tyys =Ty 0Ty ;
Rt — X

(c) pour tout x € X, Uapplication p, : { . - T est continue.

Remarque Les semi-groupes fortement continus d’opérateurs constituent le cadre naturel de
notre étude. Dans la suite de cette thése, sauf mention explicite du contraire, nous utiliserons
les expressions « semi-groupe fortement continu », « semi-groupe continu », ou « semi-groupe »
pour désigner un semi-groupe fortement continu d’opérateurs lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

Nous mentionnons maintenant un cas particulier de semi-groupes fortement continus : il s’agit
des semi-groupes uniformément continus.

Définition 4.3 Un semi-groupe uniformément continu (d’opérateurs) est un semi-groupe algé-
brique d’opérateurs qui est continu pour la topologie de la norme sur L(X), c’est-a-dire une

famille d’opérateurs (T;)i=0 € (,C(X))]R+ vérifiant les propriétés suivantes :
(a) on aTy=Idy;
(b) pour tous t,s € RY, on a Tyys =Ty o Ty ;

Rt — LX)

¢ - T est continue.

(c) pour tout x € X, Uapplication ® : {

Remarque Tout semi-groupe uniformément continu d’opérateurs est nécessairement un semi-
groupe fortement continu d’opérateurs.
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Exemple Soit A € L(X). Rappelons que, pour tout t € R", nous pouvons définir
+o00 tk Ak

df
etA ©

€ L(X).
n=0

La famille (etA)t>0 est un semi-groupe uniformément continu (d’aprés un résultat de calcul
fonctionnel holomorphe, détaillé par exemple dans 'annexe B).

Nous verrons ultérieurement (par exemple a la proposition 4.26) des exemples de semi-groupes
fortement continus qui ne sont pas uniformément continus.

Enongons un lemme technique qui nous sera utile pour 1’étude des semi-groupes.

Lemme 4.4 Soient X un espace de Banach et K C RT un ensemble compact. Soit F : K —
L(X). Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) la fonction F' est continue pour la topologie forte d’opérateurs : pour tout x € X, la fonction

[z K= X est continue ;
Tl t = F)ax ’

(ii) la fonction F' est bornée et il existe un domaine D C X dense dans X tel que, pour tout
x € D, la fonction f, :t+— F(t)x est continue ;

(iii) la fonction F' est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de
K = (C(C; X)), [|lls)

X : ceci ) X ) :
ceci veut dire que pour tout C' C X compact, la fonction Yo { b e (2 FD) o)

est continue,
KxC — X

tz) = F)z

ou encore que pour tout C C X compact, la fonction &c {

uniformément continue.

Démonstration : Nous montrons la chaine d’implications (iii) = (i) = (ii) = (4i7).

(13) = (i) : L’implication est directe, en considérant C' = {z} pour tout x € X.

(1) = (23) : Soit x € X. Alors, comme la fonction f, est continue et comme K est compact,
sup || F(t) z|| < +oo.
teK

Ceci valant pour tout x € X, le principe de la borne uniforme (voir par exemple [57], théoréme
5.8 p. 127) nous dit qu’il existe M > 0 tel que

sup [ F(1)| < M.
teK
En particulier, F' est bornée. En prenant D = X', nous obtenons finalement le résultat souhaité.

(13) = (413) : Soit M > 0 tel que, pour tout t € K, ||F(t)|| < M. Soit C C X compact. Soit
e > 0. Comme D est dense dans X,

cc |J B.oe).

zeDNC

Comme C' est compact, il existe N € N* et x1,--- ,xy € DN C tels que
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N
Cc|JBwie).

=1

Soient t,t' € K. On a

[wet) - we®)|.o = s || () - F(¥)) =]

Soit x € C. Il existe ig € [1; N] tel que x € B(x;,,¢). Alors,

|Ft)z — F{t)z|| = [[(F(t)—F()) (x — i, + i) ||
< ||[F@) = F@)|| o = @il + [(F(&) = F(2) (23]
< 2Me+ ||[(F(t) — F(t)) ]| -

Ainsi,
|We(t) = Vet o <2Me+ sup ||(F(t) - F()) =i
’ 1€[1;N]

Soit ¢ € [1; N]. La fonction ¢, : t +— F(t)x; est continue car x € D. Comme K est
compact, elle est uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine (voir par exemple [59],
chap. 4, théoréme 4.19). Il existe donc n; > 0 tel que,

v, t' € K, (|t —t'| <mi) = ([[(F(t) = F(t)) x| <e).
Soit n = min {n; | i € [1; N]} > 0. Soient ¢,t’ € K tels que |t — t'| < 7. Alors,

[Te(t) = Vot o < 2Me+e.

Ceci prouve que V¢ est uniformément continue et achéve la preuve du lemme. [l

Nous énoncgons maintenant un critére qui permet de déterminer si un semi-groupe algébrique
est un semi-groupe fortement continu.

Lemme 4.5 Soit (T})¢>0 un semi-groupe algébrique d’opérateurs. Les assertions suivantes s équi-
valent :

(i) la famille (Ty)¢=0 est un semi-groupe fortement continu ;

. t—0t
(i1) pour tout x € X, Ty o ——— x ;
(iii) les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) il existe § > 0 et M >0 tels que sup ||T¢]| < M ;
<t<

bx

+
b) il existe D C X dense tel que pour tout x € D, on a Ty x 1207,

Démonstration : Nous montrons la chaine d’implications (i) = (iii) = (it) = (i).

(1) = (uit) : pour D = X, le point b) est vérifié. Le point a) est une conséquence directe du
lemme précédent (lemme 4.4).
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(131) = (11) : supposons que (T});=o vérifie le point (ii7). Soit € X. Si x € D, le résultat est
direct. Sinon, soit € > 0. Soit y € D tel que ||z — y|| < e. Soit ¢ € [0;0].
[Tiz — || < |Tow = Toyl + [ Tiy — yll + [ly — =]

Comme y € D, il existe n > 0 tel que, pour tout ¢t € [0;n], |[T;y — y|| < e. Soit t € [0;7].
Alors,

1T; 2z — x| e+ A+ TN ly — |l

<
< e+ (1+M)e

. t—0"
Ceci montre que T xt —— .

(7i) = (i) : Supposons que (T});>o vérifie la condition (i7). Soit © € X'. Nous voulons montrer
que, pour tout s € R, la fonction ¢, : t — T} x est continue en s. Pour s = 0, c¢’est le cas d’aprés
la condition (7). Supposons que s € R™*. Nous allons montrer que Ty ;2 — Ty x pour t — 0
ett —0".

Pour ¢ — 0T, c’est une conséquence directe de la condition (i) et du fait que Ty € L(X).
Supposons maintenant que ¢ — 0~ . Nous pouvons supposer que 7 = —t € [0; s]. Alors,

[Totrz — Tsxf| < [[Toqrll x [l —Tr 2| .
Or, d’aprés le lemme 4.4, il existe M > 0 tel que, pour tout ¢ € [0; s], HT;H < M. Par ailleurs,

d’apres le point (1), Tr = 1207, 2. Ceci montre que Tsyp @ LN Ts x et achéve la preuve. [

Nous déduisons du lemme précédent un résultat important sur la vitesse de croissance des
semi-groupes.

Corollaire 4.6 Soit (T})¢>0 un semi-groupe fortement continu. Alors, il existe M >0 et w € R
tels que

Yt >0, || Ty|| < M e, (&)

Démonstration : D’aprés le lemme 4.4, il existe M > 1 tel que sup ||T,]] < M. Soit t € RT.
<7r<1
Alors, en notant [¢] la partie entiére de ¢, nous avons

I3l < | Ty || 1T ] < M QT ™
Or,

HTIHLtJ < M) _ Lt In(M) o tin(M)

Finalement, pour tout ¢ € R*, nous avons

Hq}H < A4-ethmﬁ4x

Ceci achéve la preuve. O

Les constantes telles que 'inégalité (A) jouent un role clef dans I’étude des semi-groupes
fortement continus. Commengons par traiter le cas o I'on peut prendre M = 1.



170 CHAPITRE 4 — UNIVERSALITE DES SEMI-GROUPES

Définition 4.7 Soit (T})i=0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur X .

On dit que (T})i=0 est contractif si l'inégalité (A) échoit pour M =1 et w =0, c’est-a-dire si
pour tout t € RT, lopérateur Ty est une contraction.

On dit que (T})i=0 est quasi-contractif si l'inégalité (BA) échoit pour M = 1, c’est-a-dire s’il
existe w € R tel que, pour tout t € RT, | T3] < e“".

Remarque On peut ramener un semi-groupe fortement continu quasi-contractif a un semi-
groupe contractif par changement d’échelle. Plus précisément, soient (7});>p un semi-groupe
fortement continu quasi-contractif et w € R tel que, pour tout t € R, || T}|| < "
. ~ def _
Pour ¢ € R™, définissons T} Lf o “'Ty € L(X). Remarquons que pour tout ¢ € RT, I'opéra-
teur T} est une contraction. Par ailleurs, comme (7});>0 est un semi-groupe fortement continu,

nous avons que (Tt> est également un semi-groupe fortement continu. Ainsi, le semi-groupe
t>0

(ﬁ) . est un semi-groupe contractif défini par changement d’échelle appliqué au semi-groupe
t=>

(T%)e=0-

Nous étudions maintenant le choix optimal de constante w vérifiant 'inégalité (A).

Définition 4.8 Soit (T})i=0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur X. Le type du
semi-groupe (T})i>o est Uinfimum wqy des valeurs w qui vérifient 'inégalité (B), c’est-a-dire

wo & inf{fweR|3IM >0, Vt>0, |Th| < M e},

L’objet du résultat suivant est d’établir un lien entre les propriétés spectrales d’un semi-
groupe et son type. Rappelons que pour tout opérateur T' € L(X), le rayon spectral de T est la
quantité

r(T) ¥ sup {|\ | A € o(A)}.

Proposition 4.9 Soit (T});>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de type wy. Alors,
pour tout tg > 0,

.1 .1 1
w0 = f S (1T = tim 2 (IT3) = - In ((T3))
Avant de prouver ce résultat, nous abordons un lemme technique.

Lemme 4.10 Soit Y : RT — R une fonction bornée sur tout compact et sous-additive. Alors,

t
la limite lim & existe et
t—+oo t

inf —X(t) = lim X(®)
t>0 t t—+oo ¢

Démonstration : Soit ty € R™*. Considérons les fonctions

+
I L
' t LJ ' t = t—tok(t) ’
0

de sorte que, pour tout t € R™, on a t = k(t) to + s(t).
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Soit t € R™*. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer t > tq. Alors,

X x(®)  _ k() x(to) + x(s(t))

t T k() te k(t) to

x(to) | x(s(t))
St k(t) to

Comme s(RT) C [0;t0], la fonction ¢ + x(s(t)) est bornée sur R*. De plus, k(t) — +oo
lorsque t — +o00. Alors, en passant au supremum puis & la limite lorsque t — +00, nous obtenons

x(t)

limsup =—= <
t—+o00 to

Ceci valant pour tout ¢ty > 0, nous en déduisons

lim sup @ < inf X(t).

tostoo L t>0 t

Comme par ailleurs

4 t
inf & < lim inf &,
t>0 t t>0 t
nous obtenons
t t t
lim sup & < inf &) < liminf &,
t—s+oo b t>0 t t>0
ce qui achéve la preuve. O
Nous pouvons maintenant prouver la proposition 4.9.
Rt — R

Démonstration : Considérons la fonction x : { . Comme (T})¢=0 est un

t = In(|T)
semi-groupe fortement continu d’opérateurs, nous pouvons déduire du corollaire 4.6 que y vérifie
les hypothéses du lemme 4.10 précédent. Considérons alors

ar (T (T

t>0 t t—+o0 t

v

Par définition, pour tout ¢t > 0, e"* < ||T;||. En particulier, v < wp.
Nous montrons maintenant que wg < v. Soit w > v. Nous montrons que w > wy. Comme
w > v, il existe tg > 0 tel que

In ({75, 1)
to
D’apreés le corollaire 4.6, il existe M > 1 tel que pour tout t € [0;t0], on a |13 < M. En
reprenant les notations du lemme précédent (lemme 4.10) pour les fonctions k et s, nous avons
que

<w

m(B) _ WOl |, b (Tl
t = to k(t) to

vt € RT,
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En d’autres termes, pour tout + € R™, nous avons ||T}|| < e™ ¢*!, donc w > wy. Nous avons
alors

o1 1
wo = inf S (|Ti]) = Tim I (|T)

Pour prouver la derniére inégalité, fixons ¢ty > 0. Remarquons que

T,
() = tim 7 = e (tim 2ol ).

n—+oco N to

T,
D’aprés ce qui précéde, lim M

= wp. Ceci acheve la preuve. O
n—+oco Nty

A.2 — Générateur

Commengons par quelques remarques préliminaires. Nous avons vu précédemment (définition

4.3) que si A € L(X), alors la famille (7})>0 def

continu.

tA . . .
(e ) 0 est un semi-groupe uniformément

La réciproque de ce résultat est vraie (nous n’en détaillons pas la preuve ici et nous contentons
de renvoyer a la proposition 4.15) : si (T3)¢>0 est un semi-groupe uniformément continu, alors il
existe A € L(X) tel que, pour tout t € RT, on a T; = et Remarquons en particulier que le
semi-groupe (7});=0 est alors quasi-contractif et que son type wq vérifie wy < || A]|.
{ Rt — X

i
t — Ttx o

Remarquons par ailleurs que pour tout x € X, la fonction ¢,

dérivable sur RT et que, pour tout t € R,

#(t) = < [Tl = A Ty,
En particulier, pour ¢ = 0,
d
Az = & [TS‘/E]‘S:O .

L’objectif des paragraphes qui suivent est d’étudier une notion analogue mais pour les semi-
groupes fortement continus : nous allons montrer que, dans ce cas, il est possible de définir un
opérateur a priori non continu A qui vérifie des propriétés similaires. L’étude qui suit ne nécessite
pas de concepts ou résultats particuliérement avancés sur les opérateurs non bornés ; aussi, nous
ne détaillons pas ici une théorie générale d’iceux, mais nous nous contentons de renvoyer a [27]
(Partie I, chap. I, section C.11) ou & [38] (Partie I, chapitre II).

Dans le cas oit A n’est pas borné, on ne pourra pas utiliser un résultat de calcul fonctionnel
pour dire que « 1T} = e ». En revanche, la relation de dérivation décrite ci-dessus va nous
permettre de caractériser I'opérateur A.

Définition 4.11 Soit (T})i>0 un semi-groupe fortement continu. Posons

e 1 :
D(A) def {x €exX ’ h1i>ré1+ 7 [Ty, — x| existe } .

On définit un opérateur (a priori non borné)
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DA)cX — X

1
—  lim — [T —
: i =)

A

L’opérateur A est appelé le générateur du semi-groupe (T3)=0.

Nous énoncons dans le résultat qui vient les propriétés élémentaires du générateur d’un
semi-groupe. Nous y montrons notamment que le générateur caractérise le semi-groupe de fagon
unique.

Avant d’énoncer le résultat, rappelons que, pour n € N*, le domaine de définition de I'opérateur
(non borné a priori) A™ est

DA ={zeX|zec D(A™ 1) et A" 'z e D(A)}

(ot D(A") = X par convention). Notons que la suite d’ensembles (D(A™)), est décroissante pour
I'inclusion. Nous noterons

D(A®) € () D(4").
neN

Proposition 4.12 Soient (13)¢>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur X et A son
générateur. Alors,

(i) pour tout x € X, pour tout t € RT

t
(ii) pour tout x € X, pour tous s,t € RT tels que s < t, on a/ Tix € D(A) et
S
t
A/ Trxdr=Tio—Tsx ;
S

+
(iii) pour tout x € D(A), pour toutt € RY, T, x € D(A) ; de plus, la fonction ¢, : { ? :

S

est de classe C! et

, d

t) = — [T z]

teRT
Vt e RY, ¢ (1) I

, = ATz =T Ax

r=

(iv) pour tout x € D(A), pour tous s,t € RT tels que s < t,

t t
Ttx—Tsx:A/ TdeT:/ATT.%'dT;
S S

(v) pour tout n € N*, pour tout x € D(A™) et pour tout t € R, la fonction ¢, est de classe
C" et, pour tout k € [0;n],

vt e RY, oM (1) = AP A F g
vi) [‘opérateur A est fermé et est dense dans X ; de plus, pour tout x € , la
I’ A f D(A™ d d X ; de pl D(A™), 1
fonction @, est de classe C* ;

(vit) le générateur A caractérise uniquement le semi-groupe (Ty)i=0 : si (St)i=0 est un semi-
groupe fortement continu de générateur A, alors (St)i=0 = (1)t=0-
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Démonstration : Nous allons prouver les points ci-dessus dans 'ordre croissant.

() : Soit x € X. Comme le semi-groupe (7};);>0 est fortement continu, la fonction ¢, : 7 — Tr x
est continue. Ceci prouve le résultat souhaité.

(i1) : Soient x € X et s,t € RT tels que s < t. Soit

ydef/TxdT
S

Nous montrons que y € D(A). Soit h > 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
s—1
h < —5 Alors,

1 1 t
E[Thy*y] = 3 Th/ TflrdT* TrxdT
17
= 7 / Tripxdr — TTa: dT:|
1 - t+h
= - / TT:L'dT— T:BdT]
h L/ s+h
1 t+h 1
= h/t T,z dr — h/s Trxdr

%Tt x d’aprés (1) hi)Ts x d’apres (7)

1
Ainsi, lirn+ 7 [Thy — y] existe, donc y € D(A). De plus, le calcul précédent montre
h—0

1
Ay = lim ~ [Ty —yl =Tz~ Ta.
y= lim o [Thy —y|=Tio-Tiz

Ceci prouve le point (ii).

(iii) : Soient x € D(A) et t € RT. Montrons que T; x € D(A). Soit h > 0. Alors,

1 1
E[ThTtl’—T%.%] :Tt |:h (Thx—$):|
—

h—0t
2 s Az car z€D(A)

Comme T} € L£(X), nous avons bien que Ty x € D(A) et AT,z = T Ax.

De plus, le calcul ci-dessus montre que la dérivée a droite de ¢, en t est AT} x.

Nous supposons maintenant que ¢ > 0 et nous déterminons la dérivée a gauche de ¢, en t.
Soit h < 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer h € [—t;0[. Alors,

1 1
E[Tt+hx—thL‘] = Titn {h(

ZC—T_hJL‘):|
1
= Tin {h (=T pz)— Aﬂ?} +TipAx

Or, d’apreés le corollaire 4.6, il existe M > 0 tel que, pour tout h € [—¢t;0], |Tixnl| < M
Alors, pour tout h € [—t; 0],
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1 _
Donc Ty p, [h (x =T _px)— Ax] h=07, .

1
—(z—T_px)— Az

h h

Ton {1 (2 —T pz)— Aa:]

‘ng

220750 car z€D(A)

De plus, comme ¢4, est continue, nous avons que Ty, A x h=07, T;Azx.

Ceci prouve que ¢, est dérivable & gauche en t et que la dérivée a gauche de ¢, en t est
TiAz. Comme les dérivées & gauche et a droite de ., coincident et que ¢, est continue en t,
nous avons bien que ¢, est dérivable et que ¢}, = p4,. Comme @4, est continue, nous également
montré que ¢, est de classe CL.

(iv) : Ce point est une conséquence directe du fait que, pour tout x € D(A), la fonction ¢,

est de classe C! d’aprés le point (i77).

(v) : Ce point se prouve par récurrence sur n € N. Pour n = 1, le résultat est exactement le

point (744). Soit n > 1 tel que pour tout z € D(A™) et pour tout t € R, la fonction ¢, est de
classe C" et, pour tout k € [0;n],

vt e RY, oM (t) = AFT, A" F g,
Soient x € D(A"™!) et t € RT. Comme x € D(A™), nous avons Ty x € D(A™). D’aprés le
point (iii), comme A"z € D(A), nous avons TyA" x = ATz € D(A). Ainsi, Ty x € D(A™1),
Soit k € [0;n]. D’aprés 'hypothése de récurrence et le point (iii), nous avons que @, est
(n + 1)-fois dérivable et, pour tout t € R™,

d
(n+1) k n—k
@ (t) = A"x I [TTA a:}

= AP x Ax T AV kg
= AP X T, x Ax A" kg,

|T=t

Ceci prouve le point (v).

(vi) : Commengons par montrer que A est fermé. Soient (z,)nen € (D(ANDY et z,y € X tels

que, lorsque n — -+00, nous avons x,, — T et Yy, def Az, — y. Nous montrons que y € D(A)
et que Ax = y. Soit h > 0. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer h < 1. D’aprés le
point (iv), pour tout n € N,

h
Ty xp — Xy = / Ty, dr. (%)
0
Comme T}, € L(X), nous avons Ty, x,, — xp, oo, Ty x — x.
De plus, d’apreés le corollaire 4.6, il existe M > 0 tel que, pour tout 7 € [0;1], on a || 75| < M.
Par ailleurs, comme la suite (y,), converge, elle est bornée : il existe M" > 0 tel que, pour tout
neN, on a |ly,|| < M. Alors,

Vn €N, V7 € [0;1], |Teynl < MM
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h
D’apres le théoréme de convergence dominée, nous avons Ty y, d7 Do, / T,y dr.
0 0
En passant a la limite dans I’équation (%), il vient

h
Tha:—:v:/ Ty dr.
0

En d’autres termes,

1 1 [h
Vh €]0;1], —[Thx — ] = / Ty dr.
h h Jo
D’aprés le point () de cette preuve, en passant & la limite pour h — 0", nous avons que z € D(A)
et Ax = y. Ceci montre que A est fermé.
Nous montrons maintenant que D(A) est dense dans X. Soit x € X. Soit 7 : R — R™ une

1
fonction de classe C*° a support compact dans ]0; 1] et telle que / n(s) ds = 1. Pour k € N*,
0

nous définissons

1
Lot k:/ n(ks) Tsx ds.
0

k .
Nous commencgons par montrer que xg 720, 2. Soit k € N*. En effectuant le changement
de variable 7 = ks, nous obtenons

k 1
T = / n(T)Tr x dr = / n(T)Tr x dr.
0 i 0 *

D’aprés le corollaire 4.6, il existe M > 0 tel que, pour tout 7 € [0;1], on a ||T;|| < M
Alors, pour tout 7 € [0;1] et pour tout k € N*,

)Tz 3| < nir) 2 Yl

Cette majoration étant indépendante de k, nous pouvons appliquer le théoréme de convergence
dominée et nous obtenons

k—+oo kK

= /0177(7')33 dr = z.

Nous montrons maintenant que, pour tout k& € N*, on a xp € D(A™). Soit k € N*. Nous
commengons par montrer que x; € D(A). Soit h > 0.

1
xp — /T](T)X lim Trazdr
0

%[Thxk—xk] = k/l (ks) [Tsrnz — Tsz] ds
= % [/hHh —h)Tsx ds — /01 n(ks) Tsx ds]
_ % UOM )Ty ds — /01+hn(ks) T, ds]

I
e

1+h
/ —h)) —n(ks)] Tsz ds.

0
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Comme 7 est une fonction de classe C* a support compact dans |0; 1], nous avons finalement

1
que la limite lim — [T}, xp — x] existe et
h—0t h

: 1 _ 2 ! /
hlg(r)l+ 7 [T}, x — xp) = —k /0 1 (ks) Tsx ds.
1
Ainsi, z, € D(A) et Az = —k:2/ n'(ks) Tsx ds.

0

En répétant ce méme raisonnement pour les dérivées successives de 7, nous pouvons montrer
par récurrence sur m que

1
Vm e N*, AMzy, = (—1)m+1km+1/ 7™ (ks) Ty x ds.
0

Alors, il vient bien que xp € D(A*). La derniére partie de la preuve est alors une application
directe du point (v).

(vii) : Soit t € RT. Si t = 0, alors Ty = Idy = Sp. Supposons maintenant que ¢ > 0. Nous
montrons que 13 = S;.
Soit x € D(A®). Soit s €]0;¢[. Définissons une fonction

by [0;t] — X
v s = T Ssx

Remarquons que ¥,(0) = Tix et ¥,(t) = Syz. Nous montrons maintenant que 1, est une
fonction constante en calculant sa dérivée premiére.

Soit s € [0;t]. Nous allons déterminer le développement limité au premier ordre de v, en s.
Dans tout ce qui suit, h est un réel « suffisamment petit ». D’aprés le point (iii) de cette preuve,
nous avons les développements limités suivants : pour tout 7 € R™ et pour tout y € X,

Ssypx=Ssx+hx ASsx 4 o(h)

et

Tr_ny=Try—hx AT, y+ o(h).

En combinant ces deux estimations, nous obtenons

¢x(5 + h) = Tt—s—th—l-h €T
= Tt_s_hss T+ h X Tt_s_hASSZL’ + O(h)

= Ty oSex —hx ATy_Ssx +o(h) + h x Ty_sASsx — h* x AT;_ ASx + o(h?) + o(h)

= YPu(8) + h[T—sASsx — AT;_sSs x| + o(h).
Ainsi, 1, est dérivable en s et

Pl (s) — Ty—sASsx — AT, 3Ss x.

D’aprés le point (iii) de cette preuve, nous avons v, (s) = 0. Ceci valant pour tout s € [0;],
nous avons que la fonction 1, est constante, et donc Tyx = S;z.

Les opérateurs T} et Sy sont continus et coincident sur D(A™), qui est dense dans X. Ceci
prouve que Ty = S;. Ceci valant pour tout ¢ € RT, nous avons montré le point (vii). Ceci achéve
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la preuve de la proposition. O

Le résultat suivant décrit les effets d’'un « changement d’échelle » pour le générateur d’un
semi-groupe.

Lemme 4.13 Soit (1})1>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de générateur A. Soient

A€ C et ue R . Pour tout t € RT, soit Sy def e)‘tTMt.
Alors, la famille (Sy)i=0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs dont le générateur

est B pA 4+ A1d.

Démonstration : Comme (T}):>0 est un semi-groupe fortement continu, la famille (S¢)i>0 est
aussi un semi-groupe fortement continu. Soit B son générateur. Soient z € D(A) et ¥, : x +—
S; x. Comme z € D(A), la fonction v, est dérivable sur R™ et, pour tout t € R™,

YL(t) = XM Ty + pe AT, .

En évaluant en ¢ = 0, nous avons que x € D(B) et

Bz =v¢,(0)=\x+ puAx.

T

Ceci achéve la preuve. O

Pour un semi-groupe fortement continu, le type du semi-groupe (défini a la définition 4.8)
est lié aux propriétés spectrales du générateur. Ce fait est I'objet du résultat suivant.

Proposition 4.14 Soit (T});>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de générateur A
et de type wy. Soit

s(A) < sup {R(N) | A € 0(A)} € RU{—o0}.

Alors, on a

—00 < $(A) < wp.

Démonstration : Soit A € C tel que R()\) > wp. Nous montrons que A ¢ o(A). Pour t € R,
considérons 'opérateur S; def =M 3. D’aprés le lemme 4.13, la famille (S);>0 est un semi-groupe
fortement continu d’opérateur dont le générateur est B = A — AId. Nous voulons montrer que
A ¢ 0(A). Nous allons donc montrer que 0 ¢ o(B), c¢’est-a-dire que B est inversible et admet un
inverse continu.

Remarquons que le type du semi-groupe (S;)i>0 est wy def wo — A < 0. En particulier, il
existe w > 0 et M € RY tels que

VE =0, IS < Me™“t.

Notons en particulier que, pour tout x € X, on a S; x todoo, 0, et ||Siz|| = Ot5 400 (e_‘“t).

Considérons alors 'application
X — X

. “+oo
¢ T — —/ S;xdr
0
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Remarquons que, pour tout x € X, I'intégrale définissant C'x converge normalement. En parti-
culier, C'z est bien défini et

“+oo M
|Cxl| < / 15:0 el < 2 ).
0 w

Ainsi, C' est une application linéaire continue définie sur X tout entier. Nous allons montrer

que C est I'inverse de B.
Soit & € X. D’aprés la proposition 4.12-(i7), nous avons, pour tout ¢ > 0,

t
Six—x :B/ S, xdr.
0

N——

t——+o0

——x o
L}fcx

Comme B est un opérateur fermé (d’apres la proposition 4.12-(vi)), les limites ci-dessus nous
disent que Cy € D(B) et BCx = x.

Soit maintenant x € D(B). Alors, par définition de C' Bz,

t
—/STBZ‘CITMCBZ‘.
0

Or, d’aprés la proposition 4.12-(iv), pour tout ¢ > 0,

¢
—/ STBde:m—Stxﬂm.
0

Ainsi, nous avons bien CB x = x.

Finalement, les opérateurs CB et BC coincident avec Id sur D(B), qui est dense dans X
(d’aprés la proposition 4.12-(vi)). Ainsi, BC' = CB = Idy € L(X). En particulier, B est inver-
sible. Ceci achéve la preuve. ([l

Rappelons pour terminer un résultat sur le générateur des semi-groupes uniformément conti-
nus, que nous avons déja croisé dans notre étude sans le mentionner explicitement. Nous ne le
prouvons pas dans ce document, et nous nous contentons de renvoyer a [28|, théoréme 1.3.7, pour
une preuve compléte.

Proposition 4.15 Soit (T})i=0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs de générateur A.
Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) le semi-groupe (T})¢>o est uniformément continu ;

(ii) le générateur A est un opérateur borné.

A.3 — Co-générateur d’un semi-groupe

Le générateur d’un semi-groupe présente 'inconvénient non négligeable d’étre un opérateur
a priori non borné. Nous allons définir un nouvel opérateur qui caractérise le semi-groupe et
qui est continu : il s’agit du co-générateur. Le prix a payer est une hypothése spectrale sur le
générateur du semi-groupe. Commengons par définir le co-générateur.
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Définition et proposition 4.16 Soit (T});>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
de générateur A. On suppose que 1 ¢ o(A).
Le cogénérateur de (T})¢>o est alors l'opérateur

V=(A+1d)(A-1d)"! € L(X).

Remarquons que dans ce cas, on a 1 ¢ o,(V) et A= (V +1d)(V —1d)~'.

Démonstration : 11 suffit de vérifier que

V=(A+Id)(A-1d)' =1d+2(A - 1d)"! € L(X).

Comme (A —1d)~! € £(X), I'égalité précédente montre bien que 1 ¢ o,(V) et que
11
(V-I1d) = i(A —1d).
Alors,

(V+Id)(V —1d) 1 =Id+2(V —1d)" ! = A.

Ceci achéve la preuve. O

Nous commencons par prouver que, lorsqu’il existe, le co-générateur caractérise le semi-
groupe.

Proposition 4.17 Le co-générateur caractérise uniquement le semi-groupe : soient (T})i>o et
(St)i=0 deux semi-groupes fortement continus qui admettent un co-générateur. Supposons que le
co-générateur de (T})i=o est le co-générateur de (St).

Alors, pour tout t € RT, Ty = S;.

Démonstration : Soient A le générateur de (1;)i=0 et B le générateur de (S;)i>o. Alors, en
reprenant la preuve de la définition et proposition précédente, nous avons que

A= (V+Id)(V-1d)~"' = B.

Ainsi, A = B. Comme le générateur détermine uniquement le semi-groupe (proposition 4.12-
(vii)), nous avons bien que (73)¢>0 = (S¢)i=0. Ceci achéve la preuve. O

La proposition suivante montre que si le semi-groupe est « assez petit », il admet nécessaire-
ment un co-générateur.

Proposition 4.18 Soit (1})i>0 un semi-groupe d’opérateurs fortement continu de générateur A
et de type wo. On suppose que wy < 1.
Alors, le semi-groupe (T})i>0 admet un co-générateur.
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Démonstration : Comme wy < 1, nous déduisons de la proposition 4.14 que, pour tout
A€ od(A), onaR(A) < 1. En particulier, 1 ¢ o(A). Ceci achéve la preuve. O

Cette proposition s’applique naturellement aux semi-groupes de contractions.

Corollaire 4.19 Soit (T})¢>0 un semi-groupe fortement continu de contractions : pour tout t > 0,
T} est une contraction.
Alors, (T})1=0 admet un co-générateur.

Démonstration : Pour tout ¢t > 0, || T;|| < 1. En particulier, en notant wy le type de (T})>o0,
nous avons wg < 0. Le résultat est alors une conséquence directe de la proposition 4.18. U

Une étude compléte des semi-groupes de contractions peut étre trouvée dans le livre de Nagy
et Foias ([65], chapitre III, sections 8 et 9). Le résultat suivant est une séléction des résultats les
plus importants dans le cadre de notre étude.

Théoréme 4.20 (Nagy-Foias, admis) 1. Soit (T})i=0 un semi-groupe de contractions, et
V' son co-générateur. L’opérateur V' est une contraction telle que 1 ¢ o, (V).

2. Soit V une contraction telle que 1 ¢ o,(V). Alors, il existe un semi-groupe d’opérateurs
fortement continu dont le co-générateur est V.

3. Soient (Ty)i>0 un semi-groupe fortement continu de contractions et V. son co-générateur.
Alors,

(i) Lopérateur V est normal si et seulement si pour toutt € RY, lopérateur Ty est normal ;

(ii) lopérateur V est auto-adjoint si et seulement si pour tout t € RT, lopérateur Ty est
auto-adjoint ;

(iii) lopérateur V est unitaire si et seulement si pour tout t € RY, lopérateur T; est
unitaire ;

(iv) Dopérateur V est une contraction de classe Coe si et seulement si pour tout t € R**,
Uopérateur Ty est une contraction de classe Cyp,.

L’objectif des résultats qui viennent est de démontrer un résultat analogue pour les semi-
groupes d’opérateurs concaves. Remarquons avant tout que ce résultat est vrai pour les semi-
groupes d’opérateurs 2-isométriques (voir par exemple [34]), ou pour les m-isométries (voir [15]).
La preuve que nous suivons ici est une légére adaptation du cas des 2-hyper-contractions (ou,
avec la terminologie de ce manuscrit, des « contractions convexes ») que l'on peut trouver dans

140].

A partir de maintenant, sauf mention explicite du contraire, les (semi-groupes d’)opérateurs
sont définis sur un espace de Hilbert H sur C, de dimension infinie et séparable.

Nous commengons par établir 'existence d'un co-générateur pour les semi-groupes concaves.

Lemme 4.21 Soit (T})i>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs tel que Ty est concave.
Alors, le semi-groupe (T)i>0 admet un co-générateur.
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Démonstration : Le type de (T})i>0 est wo = In(r(71)) d’aprés la proposition 4.9. Or, comme
T est concave, d’aprés la proposition 3.17,

VneN, Vo € X, [T < \/H:cHQ +n (|| = J2lP).

Alors,

T2 <\ (I 4 1),

1
Alors, r(Th) = HEIEOO IT"||» < 1. Nous en déduisons que wy < 0. Ainsi, (7});>0 admet un co-

générateur d’apres la proposition 4.18. Ceci achéve la preuve. [l

Nous pouvons maintenant énoncer I’analogue du théoréme 4.20 pour les semi-groupes concaves.
Proposition 4.22 Soit (T})i=0 un semi-groupe d’opérateur fortement continu qui admet un co-
générateur V. Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) pour tout t € R™ opérateur Ty est concave ;
RT — R

t = || Tzl
(ii) pour tout y € D(A?), R (<A2y, y)) + | Ay||* <0;

(iv) lopérateur V' est concave.

(ii) pour tout x € H, la fonction 1), : { est concave ;

Démonstration : Nous montrons successivement les équivalences suivantes : (i) < (i), (ii) <
(idd), et (idi) < (iv).

(1) = (i1) : Soit & € H. Montrons que la fonction 1, est concave. Pour cela, comme ¢, : t —
T; x est continue, la fonction 1, est aussi continue et il suffit de montrer que

/ + ;1 / t+t
vt,t' € R telsquetét,5(1j}x(t)—|—¢z(t))<1/)x — )

t—t
Soient t,t' € R tels que t < t', et 7 = — Comme 'opérateur T, est concave, nous avons

|T2T, 2)|* + | Ty 2| < 2| T T )

c’est-a-dire

Yo (t 4 27) 4+ Vg (t) < 29 (t + 7).

Ceci prouve le résultat recherché.
(ii) = (i) : Soient t € RT et 2 € H. Comme la fonction 1), est concave, nous avons

P2 (2t) +92(0) < 292 (1),

c’est-a-dire que

|72 2|* + l2)* < 2| T 2>

Ceci valant pour tout = € ‘H, nous avons bien montré que 7} est concave.
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(i1) = (iii) : Soit y € D(A?). Nous savons que la fonction ¢, : ¢+ Ty est de classe C
d’aprés la proposition 4.12). Ainsi, la fonction 1, est également de classe C? et, pour tout ¢ > 0,
Y

Yut) = (A*Ty, Toy) +2(ATyy, ATy, y) + Ty, A*Thy)
= 2 (R (AT, Tuy)) + | ATiy|?)

En évaluant en ¢t = 0, nous obtenons

10) =2 (R ((4%,0)) + 1 4y]?)

Comme 1), est concave, nous avons wg (0) < 0. Ceci prouve 'implication.

(#ii) = (i7) : Soit = € H. Nous commencons par supposer que z € D(A?). Alors, pour tout
t>0,on aTyz € D(A?) (d’aprés la proposition 4.12). Le méme calcul que pour I'implication
(i3) = (i4i) montre alors que, pour tout ¢t > 0, la fonction 97, , est de classe C? et

vi() =2 (R ((A*Thy, Tiy)) + | ATuy|*) <.

Ainsi, 1, est concave.

Supposons maintenant que z ¢ D(A?). Comme D(A?) est dense dans H (d’aprés la propo-
sition 4.12), il existe une suite (2, )pen € (D(A))N telle que x,, — = lorsque n — +oco. Soient t,
t' € R" et 7 € [0;1]. Pour tout n € N, la fonction v, est concave donc

2
Ve N, (1—7) [T l® + 7 |Ta ] < ||Tamyeers 2|
Comme T4, Ts et T(1_7y¢4rs sont continus, nous pouvons passer a la limite (pour n — +00) dans
I'inégalité précédente et nous obtenons
2 2 2
A=) Teall” + 71Ty 2]* < | Ta-rypsre =]

Ceci prouve que 1, est concave.

(791) = (iv) : Nous avons déja montré que (7i7) = (7). En particulier, si A désigne le générateur

de (T})¢>0, le lemme 4.21 nous dit que 1 ¢ o(A).

Soit x € H. Soit y def (A —1d)~2?z. Remarquons que y € D(A?). Par ailleurs,

V2] + llal® = 2[Val® = [[(A+ D] +[[(A= D%y = 2|(4% = D)y|”
= 4(A%,y) +8(Ay, Ay) + 4 (y, A%y)
= s (R(4%,p) + ] 4y)?)
< 0.

Ainsi, 'opérateur V est concave.
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(iv) = (iii) : Soit y € D(A?). Soit x = A%y — 2Ay +y € H, de sorte que y = (A — Id) 2z.
Alors, comme V est concave, le calcul détaillé dans la preuve de (iii) = (iv) fournit le résultat
souhaité.

Ceci achéve la preuve. O

Nous énongons maintenant un résultat qui porte sur les sous-espaces « invariants par un
semi-groupe ». Pour le prouver, nous suivons une méthode inspirée de [32| (chapitre II, section
10, théoréme 10-9).

Proposition et définition 4.23 Soit (1})i>0 un semi-groupe fortement continu de générateur
A dont le type vérifie wy < 1. Soient V' le co-générateur de (T)i=0 et M un sous-espace fermé
de X. Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) pour tout t € RT, le sous-espace M est invariant par Ty ;

(i1) le sous-espace M est invariant par V.

Lorsque ces assertions équivalentes sont vérifiées, on dit que M est un sous-espace invariant
pour le semi-groupe (Tt)¢>0-

Démonstration : Montrons les implications successivement.
(1) = (i9) : En reprenant la preuve de la proposition 4.9 avec A = 1, nous avons

+o0
Ve e X, (A-Id) e = —/ e T, x dr.
0

En particulier, le sous-espace M est un sous-espace invariant pour (A4 —Id)™' € £(X). Comme
V =Id+2(A —1d)~! (d’aprés la proposition 4.16), nous avons bien que M est un sous-espace
invariant pour V.

(1) = (i) : Comme wp < 1, un argument de calcul fonctionnel holomorphe (détaillé par
exemple dans I'annexe B) nous donne que,

I
vt € RY, T = exp (tv+ d) .

V—1d

En particulier, comme M est un sous-espace fermé invariant pour V', nous avons bien que, pour
tout t € R, le sous-espace M est invariant pour 7. Ceci achéve la preuve. O

A.4 — Exemples

Nous allons maintenant illustrer les différentes notions présentées précédemment par des
exemples rattachés aux opérateurs de décalage. Notons que ces exemples présentent aussi I'avan-
tage de jouer un roéle important dans notre étude de I'universalité des semi-groupes. Avant d’étu-
dier ces exemples particuliers, précisons quelques points.
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Rappels Nous rappelons ici le théoréme de Paley-Wiener (théoréme 1.69), a savoir que l'ap-
plication

L*RT) — H*(11H)
. —+0o0 )
PW- ¥ — (Z — /0 f(t)et? dt)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert.

Rappelons encore que pour tout t € R™, nous considérons, comme au lemme 3.4, les opérateurs
de décalage vers la droite

€ L(L*(RT))

[ IR — IARY)
D { ! — fle—1)

et vers la gauche

G, {Lz(W) — LR iz,

f — fle+1)

Les deux lemmes qui viennent sont dédiés a 1’étude des opérateurs A;, définis comme les
images par 'isomorphisme de Paley-Wiener des opérateurs Dy.

def

Lemme 4.24 Soientt € R™ et Ay = PW D, PW* € L(H*(ITT)). L’opérateur A; est 'opéra-

teur de multiplication décrit par

H*(IIM) — H*(11T)

At = Moz { F — (2 ¢YF(2))

Démonstration : Commengons par remarquer que comme Dy est une isométrie et PW est
unitaire, 'opérateur A; € L(H?*(ITT)) est bien défini. Par ailleurs, comme L'(RT) N L*(R™) est
dense dans L? (R1), pour montrer le lemme il suffit de montrer que

Ve LYRY) N L2(RY), A, PW(f) = PW Dy(f).

Soit f € LY(RT) N L*(R™). Soit Z € IT*. Alors,

+o00 )
PW Di(f) (Z) = /0 fir—t)e™ dr
400 .
= f(r—1t) e dr
t
A +oo .
et? / f(s) € ds (en effectuant le changement de variable s = 7 — t)
0
e"? x (PW(F) (2))
= APW(F) (2).

Ceci vaut pour tout Z € IT" et achéve donc la preuve du lemme. O
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Lemme 4.25 Soit t € R™. Soit Ty l'opérateur non borné sur H*(II'Y) décrit par
HA(ITY) — HA(IT)
Le - F <Z — <ZZE> x F(Z)>
Alors, Ty = (A +1d)(A, — 1d)

Rappelons qu’avec les notations précédentes, pour tout ¢t € R™, nous avons 1 € o(D;), mais
1 ¢ o,(Dy). Comme D; et A; sont unitairement équivalents, il en va de méme pour A;. En
particulier, (A; — Id) est injectif. L’opérateur (A; — Id)~! doit alors étre compris comme étant
lopérateur défini sur Im(D; — Id) qui est l'inverse a gauche de Dj.

Démonstration : Pour prouver le lemme, il suffit de montrer que, pour toute F € H? ("),
(A —I)T(F) = (A + 1d)F(Z).
Soit Z € II". On a

(A —I)T(F) (Z2) = "7 Ty(F) (Z) - Ft(F) (2)

= (A +1d)(F )( )

Ceci achéve la preuve. O

Nous détaillons maintenant 1’étude de trois semi-groupes, tous liés aux opérateurs de décalage.
Il s’agit
— des semi-groupes d’opérateurs de décalage (Dy)i>0 et (Gt)i>0;
— du semi-groupe dont le générateur est D ;

— du semi-groupe dont le co-générateur est Dj.

A.4.a) — Semi-groupe d’opérateurs de décalage

Nous commengons par étudier le semi-groupe d’opérateurs de décalage vers la droite (Dy)¢=0.

Proposition 4.26 La famille (Dy)i=0 est un semi-groupe fortement continu d’isométries sur
L*(R"). Le générateur de ce semi-groupe est l’opérateur

[ D(A) c L*(RT) — L*R")
A.{ ; o

Le co-générateur est unitairement équivalent (grice a l’isomorphisme de théoréeme de Paley-
Wiener) a lopérateur

H*(IT) — H*(ITH) )
. ; +
Vo ” (ZH<ZZ+1>XF(Z)> e L(H?*(ITM)).

14 —1
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Remarque Comme Popérateur A n’est pas un opérateur continu sur L? (R1), le semi-groupe
(Dy¢)¢>0 est un exemple de semi-groupe fortement continu qui n’est pas un semi-groupe unifor-
mément continu (d’aprés la proposition 4.15).

Nous prouvons maintenant la proposition 4.26.

Démonstration : Commengons par remarquer que la famille (D)~ est bien un semi-groupe
algébrique d’opérateurs sur X = L?(RT). En effet,

(4) nous avons Tp = Id 2(r+y;

(i3) pour tous t,s € RT et pour toute f € L*(R™), Dyyy(f) = Dy o Dy(f).

Gréce au lemme 4.5, nous pouvons vérifier que (Dy);>0 est un semi-groupe fortement continu.

a) Remarquons que pour tout ¢ € R*, I'opérateur D; est une isométrie. Alors, pour § = 42 et

pour M = 1, nous avons bien sup ||D;|| < M.
0<t<s

b) Soit D = C2°(R**) I'ensemble des fonctions lisses a support compact dans R*T*. Nous savons
que D est dense dans L*(R™) (voir par exemple [17], corollaire TV.23). Nous montrons que,
pour toute ¢ € D, on a Dy(p) — ¢ lorsque t — 0.

Soit p € C°(R™). Soit A > 0 tel que supp(yp) C [0; A]. Remarquons que ¢’ € C2°(RT)
et que supp(¢’) C [0; A]. Par ailleurs, il existe M > 0 tel que, pour tout x € R, on a
|/ ()] < M.

Soit ¢ € R*. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ¢ € [0;1].

+o00
IDi(0) - ol = /0 () — oz — ) dx

A+1 x 2
= / / ¢'(s) ds
0 -1

dx
A+1 T 2
/ (/ ' (s)| ds) dz (par croissance de l'intégrale).
0 x

N

Or, pour tout ¢ € [0;1],

/x ¢ (s)| ds <t x M,
z—t

donc

t—0t+

A+1
0< ||De(f) = fII < / t2M? dx = t* M?(A+1) —— 0.
0

Ceci montre le résultat souhaité.

Ainsi, d’aprés le lemme 4.5, le semi-groupe (D;);>0 est un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs.
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Calcul du générateur Pour montrer que A est le générateur de (Dy)¢>0, il suffit de montrer
que, pour toute ¢ € C2°(R™™), nous avons ¢ € D(A) et Ap = —¢’. Fixons donc ¢ € C°(R™).
Soit € RT. Comme la fonction ¢ est dérivable en z, nous avons

Jim - (Zhg — o] (o) = Jim 3 [o(o — ) = pl@)] = —¢/(a).

Ceci valant pour tout 2 € R™, puis pour toute ¢ € CS°(R™™), nous avons bien montré que A est
le générateur de (Dy)io.

Calcul du co-générateur Pour calculer le co-générateur, nous allons transporter le pro-
bleme dans H 2(H+) grace a l'isomorphisme unitaire PW. Pour cela, commengons par remarquer
que, d’aprés le lemme 4.24, les semi-groupes (Dy)i>0 et (A¢)¢>0 sont unitairement équivalents :

V¢ >0, A, = PW D, PW.

Alors, le générateur A de (Ay)i>o est 'opérateur A = PW APW. Remarquons que nous pouvons
par ailleurs calculer directement 'opérateur A : en effet, soient F' € D(A) et Z € II". Alors,

1 .
lim — [An(F) — F](Z) = lim — {(elhz - 1) F(Z)} =iZ F(Z).
h—0+ h
Ainsi, le générateur de (A;);>o est I'opérateur
4. [ PAYC HX(ITY) — H?(ITT)
' F — (Zw—iZ F(2))
Soit V l'opérateur introduit dans I’énoncé de la proposition. Nous montrons que V est le co-

générateur de (Ay)i>0, c’est-a-dire que V = (A +1Id)(A —Id)~!. Soient F € H*(IT*) et Z € I
Nous avons

(A-TI)V(F) (Z) = (iZ—1)xV(F) (2)
= (iZ-1)x [Z’?_r 1F(Z)}
= (iZ+1)x F(Z)
(

A+ 1d)(F) (2).

Ceci acheve la preuve du lemme. O

Nous pouvons étudier d’une facon similaire le semi-groupe d’opérateurs de décalage vers la
gauche.

Corollaire 4.27 La famille (Gy)i=0 est un semi-groupe d’opérateurs fortement continu. Le gé-
nérateur de ce semi-groupe est 'opérateur

f = f
Le co-générateur est unitairement équivalent (grice a l’isomorphisme de théoréeme de Paley-
Wiener) a lopérateur

4 - {D(A)cL2(R+) — L*RM)

H*(IIM) — H?*(ITH)

Vi F — (Z — <:zgii> X F(Z)> € L(H(IIT)).
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Esquisse de démonstration : 11 suffit de reprendre la premiére partie de la preuve de la proposition
4.26 en 'adaptant au cas du décalage a gauche et non a droite. (I

A.4.b) — Semi-groupe engendré par un opérateur de décalage

Nous étudions maintenant le semi-groupe dont le générateur est 'opérateur de décalage vers
la droite D = Dy € L*(R"). Comme D; est continu, nous savons qu'il engendre un semi-groupe
uniformément continu (proposition 4.15).

Proposition 4.28 Soit (U)o le semi-groupe uniformément continu dont le générateur est D;.
Alors, pour tout t € R, Uopérateur U est unitairement équivalent (par isomorphisme du théo-
réme de Paley- Wiener) a lopérateur

v {Hz(m) - HAI) e L(H(IT)),

F +— (Z—exp(te ™) x F(2))

Remarque Reprenons les notations de la proposition ci-dessus. Comme 1 € ¢(D7), nous ne
pouvons pas définir le co-générateur du semi-groupe (Uy)¢=o.

Démonstration : Avant d’attaquer la démonstration, rappelons que 'on peut voir H 2(HJ“)
comme un sous-espace fermé de L*(R) (par passage a la limite non-tangentielle d’aprés la pro-
position 1.70), et que la convergence dans L?(R) d’une suite d’éléments de H?(IIT) entraine la
convergence de la suite dans H 2(H*). Ainsi, dans toute cette preuve, nous assimilerons par abus
de langage les éléments F' € H?(ITT) et la limite non-tangentielle F* € L*(R). Nous commettrons
un abus de langage similaire pour les opérateurs continus sur H?(ITT).

Nous montrons que (V};)¢>o défini comme dans I’énoncé est un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs dont le générateur est Aj. Alors, comme tout semi-groupe dont le générateur est
continu est un semi-groupe uniformément continu (proposition 4.15) et comme A; et D; sont
unitairement équivalents (lemme 4.24), nous avons montré le résultat souhaité.

Commengcons par vérifier que (V;);>p est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs. I
découle directement de la définition de (V;);>0 que cette famille est un semi-groupe algébrique
d’opérateur.

+
Soit F' € H*(II'") ¢ L*(R). Nous montrons que V;F 200, F dans L*(R). Soit t € RT. Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer ¢ < 1.

ViF - Fliag = [IGF - PO &
R

= /}(exp (te ") -1) F(z)|2 dz

Or, pour tout ¢ € [0;1] et pour tout z € R,
|exp (te*iz)‘ <exp(t) <e.
Ainsi,

Vz € R, Vt € [0;1], |(exp (te™%) — 1) F(z)
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Comme F € LZ(RJ“), nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée et nous
obtenons

. 2 o o
hlgg+ IViF' = F[| 2@y = /0 dz = 0.
R

Ceci valant pour tout F' € H2(IIT), nous avons bien que (V;);>0 est un semi-groupe continu
d’opérateurs (d’apres le lemme 4.5).

Nous montrons maintenant que A est le générateur de (V;);>g. Soit F € H*(IT"). Commen-
gons par établir une majoration technique.
Rt — C

I o exp (te_iz) . La fonction «, est

Soient z € R et la fonction auxiliaire o, : {

dérivable et, pour tout t € RT,

Remarquons en particulier que 'on a

Vz € R, Vt € [0;1],

o ()] <exp(t) <e.

Alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis, nous avons

exp (te_iz) —1

Vz € R, Vt €]0;1], ;

<L e.

Nous en déduisons en particulier que 'on a

CEEBR

Nous pouvons maintenant utiliser cette majoration pour déterminer le générateur de (V;);>0. En
effet, pour tout ¢ €]0;1],

2

Vz € R, Vt €]0;1], <(A+e)? |F2)f.

. 2
V,F — F 2 te=?) — 1 :
Ht_AlF :/ et =1 i) gy ae
R
Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, nous avons bien
V.F — F 2 exp (te_iz) -1 . ?
lim ||~ — AF :/ lim [————2 ¢ x|F(Z)]? dz:/O dz = 0.
t—0+ 2 t—0t t
L2(R) R ?
Ainsi, la fonction g : t — Vi F est dérivable en 07, donc F € D(A) et
AF = (Z— e * F(Z)) = A/ F.

Ceci achéve la preuve. O

Les mémes arguments et techniques de preuve s’appliquent au cas du semi-groupe dont le
générateur est G.
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Corollaire 4.29 (admis) Soit (Vi)i>0 le semi-groupe dont les membres sont définis par

v {HQ(W) - HAIT) e L(H2(ITY)).

F +— (Zwexp(te?) x F(2))

Alors, (Vi)i=0 est un semi-groupe continu d’opérateurs dont le générateur est unitairement
équivalent o G1.

A.4.c) — Semi-groupes co-engendrés par un opérateur de décalage

Nous terminons notre série d’exemples en étudiant le semi-groupe dont le co-générateur est
Ds.

Proposition 4.30 Pourt c R™, soit

H*(ITY) — H?(11H)

DIV
! F o — <Z+—>exp <t eiZ_1> x F(Z)

) € L(H2(ITT)).

La famille (3¢)¢>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs dont le générateur est

H*(II") — H?(11H)

iz 1
P o <Z»—>ZZZ+1><F(Z)>

et le co-générateur V.= A1 est unitairement équivalent a D1.

Démonstration : Comme Ay € L(H*(ITT)) est une contraction telle que 1 ¢ 0,(A;), d’aprés
le théoréme 4.20, il existe un semi-groupe fortement continu de contractions (i)@o dont le co-
générateur est Aq. De plus, d’aprés le lemme 4.25, nous savons que le générateur de (g)@o est
Popérateur non continu sur H2(II") décrit par

o H*(II) — H?(11H)
A= Iy eiZ—l-l
F — <Z>—> <ez'Z_1> XF(Z))

Nous montrons maintenant que pour tout t € R, ¥; = i;
Soit F' € D(A). Soit Z € II'". Nous considérons la fonction

_ Rt —s C
o { b — S(F) (2)

Comme F € D(A), d’aprés la proposition 4.12 et vu que l'évaluation ez : F +— F(Z) est
continue, la fonction ¢r 7 est dérivable sur R™ et, pour tout t € R,
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Orz(t) =

<dd (7= S F))) |T:t]

= ez [A%(F)]
- (Z s @)

= (55 enator

En d’autres termes, la fonction ¢ z est une solution du probléme de Cauchy

etz
o L 0= (5 ) v
4(0) = F(2)

Par unicité de la solution du probléme de Cauchy ci-dessus, nous avons finalement

ZZ+1
vt e RT SOFZ_eXp(t = 1>><F(Z).

En d’autres termes, pour tout ¢t € R* et pour toute F' € D(A), nous avons

VZ e IV, S(F) (2) = Su(F) (2).

Ainsi, les opérateurs ¥, et ¥ coincident sur D(A). Comme Y est continu et comme D(A)
est dense dans H?(IT") (d’aprés la proposition 4.12), nous avons que ¥; est bien un opérateur
continu sur H*(IT") et ¥; = ;. Ceci vaut pour tout ¢ > 0 et achéve donc la preuve. O

B) Universalité des semi-groupes d’opérateurs

ous allons maintenant aborder la question de I'universalité des semi-groupes d’opérateurs.
N Plus précisément, nous commencgons par préciser ce que I'on entend par « modélisation » ou
universalité pour des semi-groupes d’opérateurs. Nous montrons ensuite deux résultats d’univer-
salité partiels : le premier permet de modéliser les semi-groupes uniformément continus grace au
semi-groupe dont le générateur est D1 ; le second permet de modéliser les semi-groupes quasi-
contractifs ou concaves grace & un semi-groupe d’opérateurs dont le co-générateur est un opé-
rateur de décalage vers la droite de multiplicité infinie. Enfin, nous étendons rapidement les
résultats de cette section a la modélisation des groupes d’opérateurs.

Dans toute cette partie, sauf mention explicite du contraire, nous considérerons que les opé-
rateurs agissent sur un espace de Hilbert complexe H, de dimension infinie et séparable.

B.1 — Définition des semi-groupes universels

Commengons par préciser ce que l'on entend par « modélisation » pour les semi-groupes. La
définition est analogue & celle des opérateurs (définition 3.1), & ceci prés que la multiplication
par une constante multiplicative devient un « changement d’échelle » (au sens du lemme 4.13).
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Définition 4.31 Soient (13)i=0 et (Ut)i=0 deux semi-groupes d’opérateurs fortement continus
sur H. On dit que le semi-groupe (Uy)i=0 modélise le semi-groupe (T})i=0 s’il existe un sous-
espace fermé M de H invariant par (Up)iso, des constantes X € R et u € RT™ ainsi qu'un
tsomorphisme continu S : M — H tels que

vtz 0, =5 (MUu) ST
|M
Nous allons chercher a étudier des semi-groupes universels : intuitivement, il s’agit de semi-
groupes qui modélisent de « larges » familles d’opérateurs.

Commencons par une remarque qui peut paraitre contre-intuitive : ce n’est pas parce que
tous les opérateurs T; pour ¢ > 0 sont universels que le semi-groupe (7})¢>0 est universel. Le
contre-exemple ci-dessous détaille ce point.

Contre-exemple Considérons le semi-groupe (Gy)i>o d’opérateurs de décalage vers la gauche
sur L*(RT). Rappelons que pour tout ¢ > 0, Vopérateur Gy est décrit par

G {LQ(W) — LR pamy),

f —  f(e+1)
Nous avons déja vu que la famille (G});>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs

(corollaire 4.27). Par ailleurs, nous avons vu que, pour tout ¢ > 0 'opérateur Gy est universel
(d’aprés le théoréme de Caradus, cf. le lemme 3.4).

Proposition 4.32 Soit F un sous-espace vectoriel fermé de LQ(R+) de dimension supérieure a
2. Considérons le semi-groupe d’opérateurs (Ty)i=o0 défini pour tout t € RY par

etIdr 0 F
= (0 ) e [ A ]

Alors, le semi-groupe (Gy)i=0 ne modélise pas le semi-groupe (T})i>0.

Démonstration : La famille (T});>0 définit un semi-groupe uniformément continu de contrac-
tions sur L*(R™"). Nous montrons que quels que soient A € C et g € R il n’existe ni un
sous-espace M invariant par (Gy)=0, ni un isomorphisme S : M — H tels que

VE>0, T =8 (e’\tGut)‘M st

Soient A € C et u € R™. Supposons par I’absurde qu'il existe un sous-espace M invariant par
(Gt)¢=0 et un isomorphisme S : M — H vérifiant I'égalité ci-dessus. Soit N = S™1(F). Comme
S est un isomorphisme continu, le sous-espace N est un sous-espace fermé de H, invariant par
(Gt)i=0 et de dimension dim(N) = dim(F) > 2.

Le générateur du semi-groupe (Tt| ;) est —Idr. Rappelons que (d’aprés le corollaire 4.27) le
générateur du semi-groupe (Gy)i>o est 'opérateur

[ D(A) c L*(RT) — L*R")
A { ; M

Soit B le générateur du semi-groupe (e)‘tGMt) . D’aprés le lemme 4.13, nous avons
t>

=

B =pA+ M1d.
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Il existe donc un sous-espace fermé A de dimension supérieure a 2 tel que

By = (nA+AId) = —Tdy .

Alors,
!
Ay = Idar.
En particulier, 'opérateur A a un sous-espace propre de dimension supérieure a deux. Ceci four-
nit la contradiction souhaitée et achéve la preuve. O
B.2 — Cas des semi-groupes uniformément continus

Nous traitons dans cette partie la question de 'universalité des semi-groupes uniformément
continus. L’idée générale est d’appliquer le théoréeme de Caradus et la théorie des opérateurs
positivement universels (proposition 3.7) pour modéliser le générateur du semi-groupe.

Définition 4.33 Soit (U;)i>0 un semi-groupe d’opérateurs uniformément continu sur H. On dit
que (Up)i=0 est un semi-groupe uniformément continu universel s’il modélise tous les semi-groupes
uniformément continus sur H avec X\ =1 dans la définition 4.31, c’est-a-dire :

pour tout semi-groupe uniformément continu (1)1, il existe un sous-espace fermé M de ‘H
invariant par (Up)¢so, une constante u € R et un isomorphisme continu S : M — H tels que

vt 20, Ty =S (Uut)pg S

Rappelons qu'un opérateur A € L(H) est universel s’il modélise tous les opérateurs sur H
(voir la définition 3.2). Rappelons aussi que tout opérateur est universel si et seulement s’il est
positivement universel (proposition 3.8). Le résultat suivant énonce une condition nécessaire et
suffisante portant sur le générateur pour qu’un semi-groupe soit universel pour les semi-groupes
uniformément continus.

Théoréme 4.34 Soient (U)o un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs sur H et A
son générateur. Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) le semi-groupe (Up)i=o est un semi-groupe uniformément continu universel : il existe un
sous-espace fermé M de H invariant par (Up)iso, une constante p € R et un isomor-
phisme continu S : M — H tels que

Vi 20, T, =8 Ul S ;

(ii) Uopérateur A est universel.

Démonstration : (i) = (ii) : Montrons que A est universel. Soit B € L(H). Soit (1})i=0 =

(etB ) />0 le semi-groupe (uniformément continu) engendré par B. Comme (Ut)i=o est un semi-
groupe uniformément continu universel, il existe un sous-espace fermé M de H invariant par
(Ut)¢=0, une constante u € R™ et un isomorphisme continu S : M — H tels que

Vt >0, T, =S Uu)pg 5"
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Soit & € H. D’aprés la proposition 4.12, les fonctions

[ RT - X
Ya - t — Tix

b Rt —» X
v t — StS_l$

sont dérivables sur R et, pour tout t € R™, on a

ol (t) = S (il (t)) ,

cest-a-dire que Bz = pu SAS™ 2. Ceci valant pour tout 2 € , nous avons bien B = SAm St
Nous avons donc montré que A est universel.

(1) = (23) : Soit (T})¢>0 un semi-groupe uniformément continu. D’aprés la proposition 4.15, le
générateur B de (T});>0 est continu. Comme A est positivement universel, il existe un sous-espace
fermé M de H invariant par A, une constante y € R™ et un isomorphisme continu S : M — H
tels que B =y SA|pm S ~1. Par calcul fonctionnel holomorphe (détaillé par exemple dans ’annexe
B), il vient alors que
St

Vt>0, P =9 (e”tA)|M

Ceci achéve la preuve. ([l

Grace aux exemples de semi-groupes que nous avons déja décrits, nous pouvons donner un
exemple explicite de semi-groupe universel pour les semi-groupes uniformément continus.

Proposition 4.35 Soit (V;)i=0 le semi-groupe dont les membres sont définis par

Vi . {HZ(HJr) — Hz(HJr) Eﬁ(H2(H+)).

F — (Z > exp (te’z) x F(Z))

Alors, (Vi)i=0 est un semi-groupe uniformément continu universel : pour tout semi-groupe
uniformément continu (T})¢>0, il existe un sous-espace fermé M de H*(IT") invariant par (Vy)=o,
une constante p € R™ et un isomorphisme continu S : M — H tels que

vt 20, Ty =8 (Vi) pg S

Démonstration : D’aprés le théoréme de Caradus (3.3), 'opérateur Gy € £(L*(RT)) est univer-
sel. Alors, d’aprés le théoréme 4.34, le semi-groupe (Uy)i>o engendré par GG1 est un semi-groupe
uniformément continu universel. On conclut alors avec le corollaire 4.29. [l

B.3 — Cas des semi-groupes quasi-contractifs ou concaves

Nous traitons dans cette partie la question de I'universalité des semi-groupes quasi-contractifs
ou concaves. Comme rien ne garantit que le générateur soit un opérateur non borné, nous allons
plutot tenter de modéliser le co-générateur de ces semi-groupes. En revanche, la modélisation
du co-générateur ne peut plus faire intervenir de constante multiplicative. C’est pourquoi nous



196 CHAPITRE 4 — UNIVERSALITE DES SEMI-GROUPES

utiliserons les théorémes de Shimorin (théoréme 3.54) ou de modélisation des contractions de
classe Cpe (théoréme 3.59) pour modéliser le co-générateur. Comme précédemment, nous donnons
également des exemples explicites sur des espaces de fonctions holomorphes.

B.3.a) — Cas des semi-groupes quasi-contractifs

Nous traitons d’abord le cas des semi-groupes quasi-contractifs.

Théoréme 4.36 Soit (g)gg le semi-groupe fortement continu dont le co-générateur est D;.
Alors, le semi-groupe (i)@o est un semi-groupe d’isométries qui est universel pour les semi-
groupes quasi-contractifs :

pour tout semi-groupe fortement continu quasi-contractif (T;)i>0, il existe un sous-espace
fermé M de H invariant par (i]vt)@o, une constante A € R et un isomorphisme continu S :

M — H tels que

VE=0, T, = S (e”i) 51
M

Démonstration : Soit (T});>0 un semi-groupe quasi-contractif. Soit wg le type de (7})i>0. Soit
A € RT tel que =\ < wp. Alors, pour tout ¢t € R™, I'opérateur e M T} est une contraction
de classe Cpe. Par ailleurs, d’aprés le lemme 4.13, la famille (e_/\t Tt> est un semi-groupe

>0

fortement continu d’opérateurs. D’aprés le théoréme 4.20, le semi-groupe (e_’\t Tt) admet un
t=>

co-générateur V', qui est une contraction de classe Cy,. Alors, d’aprés le théoréeme 3.59, il existe
un sous-espace fermé M de H invariant par D; et un isomorphisme continu S : M — H tels que

V =S8DymS

D’aprés la proposition 4.23, le sous-espace M est invariant pour le semi-groupe (E)t}@ et

V>0, e MT, = 55,571

Ceci acheéve la preuve. O

Nous pouvons exhiber un exemple de semi-groupe universel pour les semi-groupes quasi-
contractifs grace a l'espace H*(IT).

Corollaire 4.37 Pourt e R, soit

H*(TTT) — H* ()
e +1
F — (Z»—>exp<teiz_1>><F(Z)
La famille (X¢)i>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs qui est universel pour
les semi-groupes quasi-contractifs :
pour tout semi-groupe fortement continu quasi-contractif (T};)i=0, il existe un sous-espace
fermé M de H*(II'T) invariant par (3¢)i=0, une constante A\ € R et un isomorphisme continu

S: M — H tels que

Et:

) e L(H2(ITT)).

VE=0, T, =S (e’\t zt) 51
M
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Démonstration : Ce résultat découle directement de la combinaison du théoréme 4.36 et de la
proposition 4.30. U

B.3.b) — Cas des semi-groupes concaves

Nous traitons maintenant le cas des semi-groupes concaves. Les arguments et techniques que
nous employons sont trés similaires & ceux utilisés dans 1’étude du cas quasi-contractif, sauf que
I’on remplace 'espace H 2(HJF) par un espace de Hilbert de fonctions holomorphes a valeurs
vectorielles & noyaux reproduisants (conformément a la définition 1.75). Les résultats principaux
auxquels nous ferons appel sont la décomposition de Wold des opérateurs concaves (théoréme
3.55) et le théoréme de Shimorin (théoréme 3.54).

Nous commengons par décrire les semi-groupes engendrés par un opérateur de décalage sur
un espace de Hilbert de fonctions holomorphes a valeurs vectorielles.

Proposition 4.38 Soient r > 0, £ un espace de Hilbert et $ C Hol (D(0;7);E) un espace
de Hilbert de fonctions holomorphes a noyauzx reproduisants (au sens de la définition 1.75).
Supposons que l’opérateur

@:{’3_> 5 € L(%)

f — (z—2z2x f(2))
est le co-générateur d’un semi-groupe fortement continu d’opérateurs (X¢)i=0. Alors, pour tout

t e R, Uopérateur ¥y est décrit par

H — 9
Bt f — (zHexp(ti—i_Z)f(z)) € L($).

—Z

Démonstration : Nous commengons par déterminer le générateur (non nécessairement borné)
du semi-groupe (X;);>0. Plus précisément, nous montrons que ce générateur est I'opérateur

DRHcCcH — )
A f — <z»—>z+1><f(z))

Soient f € D(2A) et z € D(0;r). Alors,

D -I)A f (2) =

Ceci valant pour tous z € D(0;7) et pour toute f € D(2), nous avons bien que (D —Id)2 =
(D +1d), c’est-a-dire que A = (D +Id)(D — Id)~!. Ainsi, A est bien le générateur de (3;);>0.
Nous déterminons maintenant les opérateurs ;. Soient f € D(2(). Considérons la fonction

[ RY - 9
Sof'{t = Si(f)



198 CHAPITRE 4 — UNIVERSALITE DES SEMI-GROUPES

Comme f € D(2), d’aprés la proposition 4.12, la fonction ¢y est différentiable et, pour tout
teRT, h(t) = AT, f.

Soit z € &£. Nous voulons déterminer la valeur de ¢¢(t)(z). Pour cela, nous allons montrer
que

Ve £, Wt eRY, (S(f)(2), e)e = (¢T1S(2), €) .
Soit e € £. Considérons alors la fonction
Rt — C
V= Ypae { t = (B(f)2), e)¢

Rappelons que I'on note k les noyaux reproduisants sur §) (voir la définition 1.75). Alors, pour
tout t € R,

(t) = (Bif, k(z,) e
= (pr(t), k(z,-) e)g -

Comme ¢y est dérivable sur RT, la fonction 9 l'est aussi et, pour tout t € R,

W) = (o k) €,
= (Apg(t), k(z,-) e
= (Agy(t) (2), e)¢

S

Par unicité des solutions, nous obtenons alors

vt € R, 4(t) = (£(0) (2), e)eexp <tzj—L D ’

ce qui fournit le résultat recherché.
Ainsi, nous avons montré que pour toute f € D(2l),

Su(f) = <z > exp <t1 fj) f(z)) .

Comme D(2l) est dense (d’aprés la proposition 4.12) et comme ¥; est continu, I’égalité ci-dessus
échoit pour toute f € $. Ceci achéve la preuve. O

Les semi-groupes décrits a la proposition précédente 4.38 modélisent les semi-groupes concaves
et purs.
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Théoréme 4.39 Soit (1})i>0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs tel que, pour tout
te R, lopérateur Ty est concave et pur.

Alors, il existe r > 0, un espace de Hilbert £ et un espace de Hilbert de fonctions holomorphes
a noyaux reproduisants $ C Hol (D(0;7);&) tels que, pour tout t € RT, lopérateur Ty est
unitairement équivalent a 'opérateur

H — )
= f o— (z»—>exp<ti+z>f(z)> € L(9).

Démonstration : Comme (T});=0 est un semi-groupe constitué d’opérateurs concaves, il admet
un co-générateur V€ L(H) d’aprés le lemme 4.21. Alors, 'opérateur V est concave d’aprés la
proposition 4.22. Nous montrons maintenant que 'opérateur V est pur. Comme V' est concave,
il admet une décomposition de Wold : il existe un opérateur unitaire Vi € U(Hoo(V)) et un
opérateur Va € L(Hoo(T)F) tels que on ait la décomposition orthogonale suivante

T
V= i 0 sur Hoof )J_ .
0 Vs Hoo(T)
Alors, d’aprés la proposition 4.23 et le théoréme 4.20, le semi-groupe (7});>0 admet la méme dé-
composition : soient (71 )¢>0 le semi-groupe fortement continu d’opérateurs unitaires sur Hoo (7'

dont le co-générateur est Vi, et (T5):>0 le semi-groupe fortement continu sur Heo (T )J‘ dont le
co-générateur est Vs. Alors,

T 0 Hoo(V)
+ _ 1.t
vVt e R y Tt = ( 0 T27t > sur |: HOO(V)L :| .

Or, pour tout t > 0, T} est pur. Cela signifie en particulier que 77 42 = 0, et donc que Hoo(V) =
{0}. En d’autres termes, l'opérateur V' est pur.

Ainsi, on peut modéliser V grace au théoréme 3.54 : Soit £ = H O TH = (ImT)*. Soit
r = r(T") le rayon spectral de T". Alors il existe un espace de Hilbert $ C Hol (D(0;7); ) de
fonctions holomorphes & noyaux reproduisants tel que I'opérateur

R I )
2 {70 Legy <20

est unitairement équivalent a 7. On peut alors appliquer la proposition 4.38, ce qui achéve la
preuve. ([l

Dans le théoréme qui suit, nous noterons

H*(ITM) — H*(ITT)

etZ +1

A
t F — <Zb—>exp (teiz 1> x F(Z)

) € L(H*(ITT))
les opérateurs qui interviennent dans le corollaire 4.37.

Le théoréme 4.39 ci-dessus permet de décrire les semi-groupes d’opérateurs concaves et purs.
Nous pouvons en déduire une modélisation des semi-groupes d’opérateurs concaves.
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Théoréme 4.40 Soit (13)i=0 un semi-groupe fortement continu d’opérateurs tel que pour tout
t e R, lopérateur Ty est concave.

Alors, il existe un sous-espace fermé N de H stable par (Ti)¢=0, un sous-espace fermé M
de H*(IT'") stable par (/E\;)tgo, une constante A\ € R, un isomorphisme continu S : M — N ;
ainsi qu’un réel r > 0, un espace de Hilbert £ et un espace de Hilbert de fonctions holomorphes
a noyauz reproduisants $ C Hol (D(0;7);E) tels que l'on a la décomposition

T 0 N
+ _ 1,t
VtGR,Tt—< 0 TM)SUT[NL]

ow, pour toutt € R™, on a
Ty, =S (e)‘t i) 51!
IM
et lopérateur Th; est unitairement équivalent a [’opérateur

H —

%S (e (A22) ) <00

1—=2

Démonstration : Comme (T});>0 est un semi-groupe constitué d’opérateurs concaves, il admet
un co-générateur V€ L(H) d’aprés le lemme 4.21. Alors, I'opérateur V est concave d’aprés la
proposition 4.22. D’apreés le théoréme 3.55, 'opérateur V' admet une décomposition de Wold : il
existe un opérateur unitaire Vi € U(Hoo(V)) et un opérateur Vo € L(Hoo(T)T) tels que l'on a la
décomposition orthogonale suivante :

Vi 0 Hoo(T)
V= .
(06 ) o [y
Par ailleurs, il existe r > 0, un espace de Hilbert £ et un espace de Hilbert a noyaux reproduisants
$ C Hol (D(0,7); &) tel que Vo est unitairement équivalent a 'opérateur de multiplication

_ Hn — H
0 {f o (2 ax f(2)

Alors, d’aprés la proposition 4.23 et le théoréme 4.20, le semi-groupe (7})¢>0 admet la méme dé-
composition : soient (77 ¢)¢>0 le semi-groupe fortement continu d’opérateurs unitaires sur Hoo (7')
dont le co-générateur est Vi et (To)i>0 le semi-groupe fortement continu sur ’HOO(T)J‘ dont le
co-générateur est V5.

Le semi-groupe (71,) étant borné, il peut étre modélisé par un semi-groupe de multiplication
sur H?(ITT) d’aprés le corollaire 4.37 : il existe un sous-espace fermé M de Hoo(T) invariant par

(i) , une constante A € R et un isomorphisme continu S : M — H (1) tels que
t

=

VE>0, Ty =S (eM ’27) St
M

Par ailleurs, comme (75 ¢)¢>0 a pour co-générateur 'opérateur D, le théoréme 4.39 nous dit que le
semi-groupe (T%¢)=0 est unitairement équivalent au semi-groupe (£¢)¢>0 ou, pour tout ¢ € RT,

H — H
i f o— (zHexp(tiij)f(z)) € L(9).
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Ceci achéve la preuve. O

B.4 — Extension au cas des groupes

Dans cette partie, nous montrons que les résultats de modélisation que nous avons présenté
ci-dessus s’étendent naturellement aux cas des groupes d’opérateurs. Ceci vient du fait que les
modeéles que nous considérons (qu’ils soient uniformément continus, quasi-contractifs ou concaves)
sont la restriction 4 R™ de groupes d’opérateurs. Nous pouvons donc déduire des énoncés 4.35,
4.37 et 4.39 les propositions suivantes.

Proposition 4.41 Soit (V;); le groupe dont les membres sont définis pour tout t € R par

v, - {HQ(W) - H () e L(H>(ITH).

F s (Z > exp (te'?) x F(Z))

Alors, (Vi) est un groupe uniformément continu universel : pour tout groupe uniformément
continu, (Ty), il existe un sous-espace fermé M de H*(IIT) invariant par (Vi);, une constante
w € R et un isomorphisme continu S : M — H tels que

VtER, Ty =8 (V) pg S

Proposition 4.42 Pourt € R, soit

H*(ITY) — H?(ITT)
. eiZ 211+ .
DI I (ZHeXp (Qwi) XF(Z)> € L(H*(ITT))

La famille (3¢)¢>0 est un groupe fortement continu d’opérateurs qui est universel pour les
groupes quasi-contractifs :

pour tout groupe fortement continu quasi-contractif (Ty)e, il existe un sous-espace fermé M
de H*(IT™) invariant par (X¢)¢, une constante X € R et un isomorphisme continu S : M — H
tels que

VteR, T, =S (e’\t zt) 51
M
Proposition 4.43 Soit (T}); un groupe fortement continu d’opérateurs tel que, pour toutt € R*,
l"opérateur Ty est concave et pur.
Alors, il existe 1 > 0, un espace de Hilbert £ et un espace de Hilbert de fonctions holo-
morphes & noyauz reproduisants $ C Hol (D(0;7); ) tels que, pour tout t € R, lopérateur Ty est
unitairement équivalent a l’opérateur

H — 9
= f — (z»—)exp(ti—i_Z)f(z)) € L(9).

—Z




202 CHAPITRE 4 — UNIVERSALITE DES SEMI-GROUPES



Chapitre 5 .

Semi-groupes d’opérateurs de composition
sur des espaces de Dirichlet pondérés

ANS ce chapitre, nous étudions les semi-groupes d’opérateurs de composition sur des espaces
D de Dirichlet pondérés D,. Dans la premiére partie de ce chapitre, nous étudions ces semi-
groupes en toute généralité. Le résultat principal que nous prouvons est que pour tout « € RT,
tout semi-flot (y)i>0 de fonctions holomorphes sur I induit un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs (Clp, ), sur Dq.

Dans un second temps, nous utilisons la théorie des semi-groupes d’opérateurs de composition
pour obtenir des résultats d’universalité. Plus précisément, dans [47|, Nordgren, Rosenthal et
Wintrobe ont montré que si ¢ € Hol(D) est un automorphisme hyperbolique de D et si A € C
est dans le spectre ponctuel de C, € C(H2), alors 'opérateur C, — A1d est universel. Dans
[24], Cowen et Gallardo donnent une nouvelle preuve de ce résultat en utilisant la théorie des
semi-groupes d’opérateurs de composition. Dans cette partie, nous verrons dans quelle mesure
cette technique de preuve se généralise aux espaces D, pour a > 1.

A) Semi-groupes d’opérateurs de composition

ETTE partie est dédiée a I’étude des semi-groupes (fortement continus) d’opérateurs de com-
C position sur des espaces D,. Commengons par remarquer que si la famille (Cy,) >0 est un
semi-groupe fortement continu d’opérateurs de composition, alors la famille de symboles (¢;)i=0
a des propriétés remarquables : I’étude de telles familles (appellées semi-flots) constitue le premier
temps de notre étude.

Nous montrons ensuite un résultat général sur les semi-groupes d’opérateurs de composition :
pour tout a € R, tout semi-flot (¢¢)s=0 de fonctions holomorphes sur D induit un semi-groupe
fortement continu d’opérateurs (Cy, ), sur Dq. La seconde sous-partie de cette section est dédiée
a la preuve de ce résultat.

Enfin, nous illustrons par un exemple les notions ci-dessus. Nous étudions ainsi en détail
un semi-groupe de composition par des automorphismes hyperboliques de . En particulier,

203
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nous déterminons explicitement le générateur de ce semi-groupe, ainsi que le spectre, le spectre
ponctuel et les sous-espaces propres du générateur. Cet exemple jouera un role important dans
I’étude du théoréeme de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe sur les espaces D,,.

A.1 — Semi-flots de fonctions holomorphes

Nous commencons par étudier les semi-flots de fonctions holomorphes sur le disque unité.
Ceux-ci sont définis dans I’énoncé suivant.

Définition 5.1 On appelle semi-flot continu toute famille (¢¢)ier+ d’applications holomorphes
de D dans lui-méme vérifiant les conditions suivantes :

(i) on a po=1d;
(ii) pour toust,s € RY, 0sy1s = @10 @s;

(iii) pourt — 0, ¢ CALEN)

Remarquons que si (¢t)icp+ est un semi-flot et si n € N, alors ¢, est bien l'itéré n fois de la
fonction .

Si (p¢)t = 0 est un semi-flot continu, nous notons
def { Rt xD — C
’ (t2) — @)

Commencgons par noter une propriété intéressante des semi-flots.

Proposition 5.2 Soit (¢1)i=0 un semi-flot continu de fonctions holomorphes. Alors, pour tout
t € RT, la fonction ; est injective.

Nous pouvons étendre aux semi-flots la notion de point de Denjoy-Wolff que nous avons
introduite pour une fonction au théoréme 1.18.

Proposition et définition 5.3 Soit (¢1);cr+ un semi-flot holomorphe tel que ¢ n’est pas un
automorphisme elliptique de D. Soit o le point de Denjoy-Wolff de 1. Alors, pour tout t € R,
« est le point de Denjoy- Wolff de ¢;.

On dit alors que « est le point de Denjoy- Wolff du semi-flot (¢¢)icr+-

En s’inspirant de la théorie des semi-groupes d’opérateurs, nous pouvons définir le générateur
d’un semi-flot.

Proposition et définition 5.4 Soit (¢1);cp+ un semi-flot continu de fonctions holomorphes.
Alors, il existe une unique application G € Hol(D) telle que, pour tout z € D, la fonction
Y, : t (2) est dérivable a gauche en O et

0 def
S 212D GE)

De plus, la fonction @, est dérivable sur Rt et, pour tout ty € RT,

0

5, (212 = Gl (2).
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FEsquisse de démonstration : Soit z € D. Le fait que ¢, soit dérivable en 07 est le théoréme 1.1
de [14]. Dans le cas ol tg € R™, on peut conclure par des arguments similaires, ou encore en
« transportant » le résultat par la fonction ¢y, . ([l

Nous allons maintenant énoncer un résultat présenté par Berkson et Porta ([14]) qui carac-
térise les fonctions qui peuvent générer un semi-flot de fonction holomorphes.

Notons P = {z € C | R(z) > 0} (c’est le demi-plan & droite de I’axe des ordonnées). Nous
énongons et démontrons le résultat sur P, puid nous le transportons sur D au moyen d’une ho-
mographie. Remarquons qu’on peut adapter au cas de P la définition de semi-flot de fonctions
holomorphes et I'existence du générateur d’un semi-flot.

Théoréme 5.5 (Berkson, Porta) Soit (¢;);cp+ un semi-flot continu de fonctions holomorphes
sur P de générateur G € Hol(D). Alors, l'un des trois cas mutuellement exclusifs suivants échoit
nécessairement :

(i) on a R(G) =0;

(i) il existe b € R et une fonction F' : P — C holomorphe telle que R(F') > 0 et, pour tout
z€eP,

G(z) = —F(2)(z - ib)*;

(iii) Il existe ¢ € P et une fonction F : P — C holomorphe telle que R(F) = 0 et, pour tout
z€P,

G(z) = F(2)(C+2)(¢ — 2).

Réciproquement, si G est une fonction vérifiant l'un des trois cas précédents, alors il existe
un semi-flot de fonctions holomorphes dont G est le générateur.

En outre, lorsque [’équivalence ci-dessus échoit, on dispose selon les cas des propriétés sup-
plémentaires suivantes :

: T .
Cas (i) pour tout z € P, Jam wi(z) = 00
g T o
Cas (ii) pour tout z € P, L oi(z) =ib;
T _c
Cas (iii) pour tout z € P, L wi(z) =¢

Nous pouvons alors « transporter » le résultat précédent sur D.

Corollaire 5.6 Soient g une fonction holomorphe sur D et o € D le point de Denjoy- Wolff. Les
assertions suivantes s’équivalent :

(i) la fonction g est le générateur d’un semi-flot holomorphe de point de Denjoy- Wolff « ;
(i) il existe une fonction f holomorphe sur D telle que R(f) = 0 et, pour tout z € D,

9(2) = (a = 2)(1 —@z) f(2).

Nous prouvons maintenant le théoréme 5.5.
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Démonstration : Commengons par supposer que G vérifie I'un des trois cas (i), (ii) ou (iii).

Supposons que G vérifie la condition (ii7). Grace & une homographie, nous allons nous ramener
au cas du disque unité et montrer que G engendre un semi-flot sur le disque unité. Soit

P — D
) 7
L 4 = 7£
Z+C
Remarquons que L(¢) = 0 et L(oo) = 1. De plus, ’homographie réciproque de la fonction L est
2R
donnée par L™1(2) = ¢z +¢ et la dérivée est donnée par L'(Z) = 7(9
1=z (Z+¢)?
Pour montrer que G engendre un semi-flot, on cherche une solution ¢ : Rt x P — C du
probléeme
I
r_a
5 = Gl
0(0,2) =2

Notons 9 : RT x D — C I'application définie par (¢, 2) o (e(t, L7(z))). Déterminons

alors I’équation vérifiée par 1. Commencons par calculer :

W2 ) e 1)
B dp 2RC¢

= 50 ey T o
) 2R

2RC
(p(t, L71(2)) + ¢)?

= F(o(t, L7(2))) (C+ L7Hw(t,2))) (¢ = L7H(w(t,2))

)
= F(p(t,L7'(2))) 2R¢ s o(t, L 1((2)() 7

= —F(p(t,L7(2))) 2R¢ L(L™ (4(t, >))
= —(t,2) x A(¥(t, 2))

ot A est définie par A(w) o 2R¢ x F(L™(w)). T suffit maintenant de dire que, pour chaque
z € D, le probléme de Cauchy
dy
=—yA
{ o = vAW)

y(0) =2
admet une unique solution. Comme de plus R(A) > 0, pour chaque z € D, I'unique solution du
probléme ci-dessus est strictement décroissante en module. Alors, w(t) = ¥(t, z) —— 2% 0. En

particulier, la solution est définie sur R* tout entier. En considérant la famille de ces solutions
pour z parcourant D, on construit un semi-flot holomorphe 1 : RT™ x I — . Remarquons en
outre que 0 est alors le point de Denjoy-Wolff de ce semi-flot. En revenant a P, nous avons bien
un semi-flot (¢(t,-)): dont le point de Denjoy-Wolff est .

Supposons maintenant que G la condition (ii). Pour cette preuve, nous allons approcher le
point de Denjoy-Wolff b par une suite d’éléments (,, € P. Nous obtenons alors le semi-flot en-
gendré par G comme limite des semi-flots associés aux ,.
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Soit une suite d’éléments ¢, € P telle que (, D2F0 b, Pour n € N*, nous définissons une
fonction G,, holomorphe sur P en posant Gy, (2) © F(2)((n+2)(¢y — 2) pour tout z € P. Alors,
pour chaque n € N*, la fonction G,, est holomorphe et vérifie la condition (7i7). Elle engendre

donc un semi-flot (¢, (t,-)):. D’aprés un argument de compacité, et vu que ¢, — b, il existe
1
une constante M € R™ telle que, dés lors que |z — 1| < 3 et pour tout n € N*, nous avons

|G (2)] < M. Par le théoréme des accroissements finis, nous avons alors pour tout n € N* et

1
pour tout t € |0; —— | la majoration :

2M

N |

Heuristiquement, elle signifie que quel que soit n, la trajectoire partant de 1 sous ’action du

semi-flot ¢,,, reste proche de 1 pendant une durée SV

1
Chaque ¢y, (t,-) pour n € N* et t € [O; BYYi { laisse P invariant. Ainsi, la famille

{gpn(t,-) |neN, te [0,2}\/‘[{}

est normale (d’apres le théoréme de Montel). De plus, d’aprés I’équation ci-dessus et le théoréme
de Hurwitz, toute fonction limite de fonctions de cette famille laisse P invariant.

Soit K un compact de P. La famille de fonctions {¢(n, -) | n € N*} est équicontinue sur 1'en-
oM
qui converge uniformément vers une fonction holomorphe ¢. On vérifie alors (par passage a la

1
limite) que ¢ est un semi-flot restreint a {0; 2]\4] x K.

1
semble compact [O' ] x K. D’aprés le théoréme d’Ascoli, on peut en extraire une sous-suite

Quitte & prendre une exhaustion de P par des compacts (et a effectuer un procédé diagonal),

on dispose d’une fonction ¢ : [O ] x P — C qui est solution du probléme

oM

{ % (t,2) = Glett, )
0(0,2) =z

Enfin, remarquons que si 'on dispose d'une solution ¢ du probléme ci-dessus définie sur
[0;to] x P, alors on définit une solution du méme probléme sur [0;2tg] X P en posant pour
te [to; 2t0],

o(t,2) X ot —to, o(to, 2)).

En itérant ce procédé, on construit finalement une solution du probléme sur R™ x P, c’est-a-dire
un semi-flot sur P dont le générateur est G.

Montrons maintenant que b est le point de Denjoy-Wolff du semi-flot ainsi créé. Il suffit de

montrer que, pour tout z € P, on a ¢(t, 2) 12E%0 b Soit z0 € P.
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i P a) = ¥ i (o))

%@(t,ZO)
_((p(t, 20) - Zb)Q
_ | _Gle(t %))
B %_(SO(tvzo)ib)Q]
= R[F(p(t 20))]

> 0

= R

Ainsi, la fonction t — R est croissante et, pour tout t € R™,

SO(t, ZO) —ib
1 1
D14

= — > 0.
o(t, zp) — ib 20 — b

On en déduit donc :

QRSD(t? ZO) = R ((,D(t, ZO) - Zb)
= R(e(t 20) —ib)
_ |io(t, 20) — ib?
-2 )

o(t, z0) — ib
o) - (L),

Zo—ib

WV

Ainsi, pour montrer que ¢(t,z9) — b, il suffit de montrer que R [¢(¢, z0)] — 0. Soit G une

primitive de — sur P (une telle primitive existe puisque |F| > 0 sur P). Alors,

G
S (@lettz) = Sltz0) x (@ (olt, )
1
= G((p(th())) G(@(t,ZO))
= 1

Ceci prouve que G(g(t, 20)) = t + G(z0).

Supposons maintenant par 'absurde que Rp(t, z9) - 0. Soit € > 0 et ¢, une suite de réels
strictement croissante telle que ¢, — +oo et R(p(ty, 20) = €. D’apreés le théoréme de Denjoy-
Wolff, I'ensemble {¢(tn, 20) | n € N*} est relativement compact. Soit K un compact contenant

cet ensemble. Alors, G est bornée sur K. Or, comme t, — +00, G(¢(tn, 20)) = tn + G(20) — .
Ceci fournit la contradiction souhaitée.

Supposons maintenant que G vérifie la condition (7). Remarquons qu’on peut voir le cas (i)

. I . 1
comme le cas (i7) ou l'on aurait pris b = co. On va effectuer le changement de variable z — —
z

pour se ramener au cas (i7) avec b = 0.
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1
Définissons sur P une fonction holomorphe H par H(z) = —2*G () Comme H vérifie la
z

1
P, 2)

condition (i7), elle engendre un semi-flot ¢ tel que % = —%(t,2) G (

5t ) On pose alors,

pour tout t € R™ et pour tout z € D,

def 1
So(t’z) :e 1)

Remarquons que ¢ est un semi-flot. On a en outre :

o  —FtY
a B ¢2(ag)
1

N G(wa,b)

= G(p(t,2)).

Donc G est bien le générateur du semi-flot (.

Il reste maintenant a montrer que les générateurs d’un semi-flot vérifient nécessairement 1'une
des trois conditions de I’énoncé. Soit une fonction G qui engendre un semi-flot . Nous allons
distinguer différents cas selon le point de Denjoy-Wolff de .

Premier cas Supposons que ¢ € P est le point de Denjoy-Wolff de . Nous allons montrer
que G vérifie alors la condition (iii). Comme dans la preuve du sens réciproque (traité précé-
demment), nous conjuguons par une homographie pour nous ramener au cas d’un semi-flot
sur le disque dont le point de Denjoy-Wolff est 0. Le lemme de Schwarz (1.11) permet alors
de montrer que pour tout Z € D, la fonction ¢t +— [¢(t, Z)| est décroissante. Alors, pour tout
z € P, la fonction t — |L(p(t, 2))|? est également décroissante. Ainsi, pour tout z € P, on a

% [ L(e(t, z))ﬂ < 0. En utilisant le fait que %\f(t, 2)|? = 2R(f'(t) f(t)), nous obtenons :

(1, 2) (p(t,2) +0) = (e(t,2) = G2t 2) @(t, 2) — C
((t, 2) +¢) p(t,2) +¢

Gle(t,2) olt,z) —¢C
(p(t,2) +C)? p(t,2) +¢ |

En évaluant en ¢t = 0 et vu que ¢ € P, nous obtenons finalement :

& et 1) = 2%[

— 4R R

R[c@GE=0 1
(z4+¢) (z+OEF+()
L|c0GE=a] _
(z+¢)
oi a fonction holomorphe sur éfinie par F'(z) = & ous voulons montrer
Soit F' la fonct 21 ph P définie par F(z) (Z+Z)(C—Z).N 1 t
que RE > 0. Or 8%[ (é(z—C)] :%[F(z)(g—z)(z—()} < 0. Comme ((—2)(z—() e R™™,

z+
nous obtenons R(F(z) = 0, ce qui prouve que G vérifie la condition (7i).
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Second cas Nous supposons maintenant que le point de Denjoy-Wolff ¢ du semi-flot se
trouve iR U {oo}. Considérons I'homographie L:zw Z;
z

T Remarquons que L:P — Dest

un biholomorphisme. On note ¢ le semi-flot sur D obtenu en conjuguant par L le semi-flot ®.
Comme ¢ € iRU {oo}, le point de Denjoy-Wolff « de 9 est sur T. Remarquons que pour Z € D,

5 a+Z laf? — | Z|?
on a = .
a—27 la — Z|?

Soit Z € D et t > 0. Le lemme de Julia (1.14) appliqué a la fonction (¢, -), au point base «
et a Z nous donne :

") 2R )

a+Y(t,2)
a—Y(t,2)

distinguons maintenant deux sous-cas : ¢ € iR (c’est-a-dire a # 1) et ( = 0o (c’est-a-dire v = 1).

En d’autres termes, pour tout Z € D, t — R [ } est une fonction croissante. Nous

Premier sous cas : ( € iR Rappelons que I’homographie inverse de Lest L' : Z

Z+1 ~ t,Z
i Soit z € P et Z = L(z). Un calcul direct permet de montrer que w

Z — 1. - w( ) Z)
ibp(t,z) — 1 1bp(t 1
M. Il découle alors des calculs précédents que la fonction ¢ — R M . En
o(t,z) —ib o(t,z) —ib

dérivant par rapport a £, nous avons :

d ibp(t,z) — 1

AUESE IR
ibG(e(t, 2)) (p(t, 2) — ib) — (ibp(t, 2) — 1)G(p(t, 2))

" (olt.2) — ib)? ) >0

En évaluant en ¢t = 0, nous obtenons :

ibG(z) (z —ib) — (ibz — 1)G(z)
" (= b > -0

Ceci prouve que G vérifie la condition (i7).

Second sous-cas Supposons que ¢ = oo. En appliquant (comme dans le sous-cas précé-

1 t, 2
dant) le lemme de Julia, nous montrons que la fonction ¢ +— [W} est croissante. Or,
- Lt 2) -
pour tout z € P, en posant Z = L(z), nous avons % = L(¢(t, Z)) = ¢(t, z). Donc, pour

tout z € P, t — R(p(t, 2)) est une fonction croissante. En dérivant par rapport a t, nous obtenons
que pour tout z € P, R(G(¢(t,2)) = 0. En évaluant enfin en ¢ = 0, nous avons R(G(z)) > 0
pour tout z € P. La fonction G vérifie bien la condition (7). Ceci achéve la preuve du théoréme. O
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A.2 — Semi-groupes d’opérateurs de composition

Nous étudions maintenant les semi-groupes d’opérateurs de composition sur des espaces de
fonctions holomorphes. Avant de commencer notre étude, nous présentons une application d’un
résultat déja vu (le lemme 4.5) au contexte spécifique des espaces de Banach de fonctions holo-
morphes.

Proposition 5.7 Soit X — Hol(ID) un espace de Banach de fonctions holomorphes contindment
inclus dans Hol(D) et (1})i=0 un semi-groupe algébrique sur X . Supposons que :

(i) Uespace des polynémes Clz] est dense dans X ;

(i) il existe 6 > 0 tel que sup ||Ti|| < +oo;
0<t<é

(iii) pour tout P € Clz], || Ty(P) — P||x — 0 fort — 0.

Alors, (T})i=0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs.

Démonstration : C’est une application directe du lemme 4.5. U

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette partie.

Théoréme 5.8 Soit (p1)i=0 un semi-flot continu de fonctions holomorphes sur D de générateur
G. Soit a € RT. Alors, la famille (Cp,)=g est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
sur Dy dont le générateur est l’opérateur non borné

4./ DACD. — D,
' f — Gxf.

De plus, le semi-groupe (Cy,),, est quasi-contractif.

Démonstration : Comme (¢;); est un semi-flot, pour chaque ¢ > 0, la fonction ¢; est une
fonction holomorphe et injective de D dans lui-méme. Alors, pour tout ¢ > 0, I'opérateur Cy,
est borné sur D, (d’apres le théoréme 2.54). De plus, la famille (C,,); vérifie bien Cy = Id et
Cyp, 0 Cyp, = Cy,, . Clest donc un semi-groupe algébrique sur D,.

Il nous suffit de montrer que I’on peut appliquer la proposition 5.7. Commencons par prendre
pour espace X = D,, qui est bien un espace de Hilbert constitué de fonctions holomorphes. Les
polynémes sont denses dans D,. De plus, si a > 0, le développement limité effectué durant la
preuve du théoréme 2.54 nous montre qu’il existe M > 0 et § > 0 tels que, pour tout t € [0; ],
on a |y || < M.

t—0

11 suffit donc de montrer que, pour tout polynéme P € C[z], on a ||Cy,, o P — P|| —— 0. Par
linéarité de la composition & gauche par un polyndéme, il suffit de le montrer dans le cas ou P
est de la forme P(z) = 2" avec n € N. Si n = 0, le résultat est clairement vrai. Si n € N*, on

n—1
remarque que (@¢(z))" — 2" = (pr — 2) % Z @i(2)F2" %=1 Ainsi, pour montrer par récurrence
k=0

sur n € N* que ¢} — 2" dans D,, il suffit de montrer que ¢ 129 14 dans D.. Rappelons que

loe =13, = e OF + [ i)~ 1> (1= )22

D
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Comme ¢y COVLU, Id, nous avons ¢;(0) — 0. De plus, le théoréme de Hurwitz permet d’affirmer
que nous avons ¢’ (t) — 1. Ainsi, le théoréme de convergence dominée peut suffire pour conclure ;
il faut juste vérifier qu’il s’applique bien dans notre situation. Le paramétre o étant positif, il

dA(z
suffit de montrer que l'intégrale / |cp£(z)|2 (1-— |z|2)°‘L est uniformément majorée lorsque
7r
D
t — 0. Fixons donc ¢t € RT. Comme ¢; est injective (proposition 5.2) et comme ¢;(D) C D, on

peut effectuer le changement de variable w = ¢;(z). On obtient alors :

Jla@Pa-emeE o [ a- et
D

™

/
—
Q
5=
£

< 1.

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée et on obtient que ¢; — Id dans
Dq. On a donc finalement montré I’hypothése (#i7). La démonstration du théoréme est alors une
application directe du lemme intermédiaire.

Le semi-groupe est quasi-contractif Le cas a = 0 étant connu (voir [11]), nous nous restrei-
gnons au cas ol a > 0. Notons que la preuve que nous présentons pour a > 0 est trés similaire
a celle du cas ot @ = 0.

Il nous faut prouver que le semi-groupe (Cy,); est quasi-contractif. Pour cela, il suffit de
prouver qu'il existe une constante M telle que, pour ¢t « petit », on a ||Cy,|lp, < 1+ Mt.

0)]*)™
Soit 8 € (RT*)N la suite telle que Dy = H%(S). Pour t € RT, notons L, = Z (|‘Pt(62)|) et
n>1 n
1 0)[\“
K, =L+ (W) — 1. Nous allons faire un développement limité sur le majorant de
— 1Pt

|Co, |lD, pour en déduire le résultat souhaité.
Nous commengons par faire un développement limité de sup 1+ K,z + 2/ Lyx(1 —x)
z€(0;1]

jw[?" L+ |w\*
lorsque |w| — 0, avec L, = Z 5 et Ky =Ly + —1.

D’abord,
Ly, = (a+1)*|w]* + O(lw[")

et
K., = 2a|w| + O(|jw|?).

Comme « > 0, il vient que K, > 0 dés lors que |w| est « petit ». Supposons donc que c’est
le cas. Alors,

K, K, 1 1
sup 1+ Kyr+2v/Lyx(l—2) = 1+ —+—" |—F—+2 /T, |~
cel0l] i 2 2\1+4 Wi+

= 1+ 0(lw|).
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De plus, si G est le générateur du semi-flot (o), nous savons que |p:(0)| = |G(0)|t 4+ O(t)
lorsque ¢t — 0. Ainsi, il existe une constante M telle que

ICy, D, < \/ sup 1+ Kyx + 2y/Loa(1l — 2) = 1+ O(1).
X

€[0;1]

Ceci permet donc d’affirmer qu’il existe une constante M’ telle que ||Cy,||p, < 1+ M't pour ¢
« suffisamment petit » et achéve donc la preuve. (I

Sur I'espace de Hardy du disque unité, nous disposons d’une condition nécessaire et suffisante
caractérisant les générateurs des semi-groupes d’opérateurs de composition. Le résultat qui suit
est dit & Avicou, Chalendar et Partington (il s’agit des théorémes 3.9 et 4.3 de [12], et du théoréme
2.8 de [13]).

Théoréme 5.9 Soit X = H*(D) ou D. Soit G : D — C une fonction holomorphe. Soit A
lopérateur (non nécessairement borné) sur X défini par A(f) = G x f'. Les assertions suivantes
s’équivalent :

(i) G engendre un semi-flot de fonctions holomorphes sur D ;

(i) Yz € D, 2R(ZG(2)) + (1 — |2)R(G'(2)) < 0;

(iii) A engendre un semi-groupe quasi-contractif;

(iv) A engendre un semi-groupe d’opérateurs de composition.
En outre, si les conditions ci-dessus sont vérifiées, alors le semi-groupe engendré par A est ana-

lytique.

Remarquons par ailleurs que Gallardo et Yakubovich d’une part (dans [35]) et Arendt et
Chalendar d’autre part (dans [9]) ont montré que 'hypothése de quasi-contractivité dans (i)
n’est pas nécessaire.

Théoréme 5.10 Soit X = H*(D) ou D. Soit G : D — C une fonction holomorphe. Soit A
Uopérateur (non nécessairement borné) sur X défini par A(f) = G x f'. Les assertions suivantes
s’équivalent :

(i) G engendre un semi-flot (¢¢)i=0 de fonctions holomorphes sur D ;

(ii) A engendre un semi-groupe (T})i=0 fortement continu.

En outre, si les conditions ci-dessus sont vérifiées, alors, pour tout t € RT, on a T) = Cy, €
L(X). De plus, le semi-groupe (T})i=0 est analytique et quasi-contractif.

A.3 — Exemple

Dans cette sous-partie, nous étudions en détail un exemple particulier de semi-groupe d’opé-
rateurs de composition qui jouera une role clef dans notre étude de la preuve du théoréme de
Nordgren-Rosenthal-Wintrobe. Pour ¢t € R, nous considérons I’application

D — D
l—e”? —t —t
o T (I+eM)z+(1—e)
zZ = — =
14 zi=e (I+e ) +2(1—-e)

1+e—t
Remarquons que, pour tout ¢ € R**, la fonction ¢; est un automorphisme hyperbolique de D dont
le point de Denjoy-Wolff est 1 et I'autre point fixe est —1. Par ailleurs, si ¢ est un automorphisme
hyperbolique de D ayant 1 pour point de Denjoy-Wolff et —1 pour autre point fixe, alors il existe
t e RT tel que ¢ = ;.
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Nous pouvons appliquer a la famille (¢;)¢>0 les résultats de la sous-partie qui précéde.

1— 22

2
En particulier, pour tout o € R, la famille (Cy,)i=0 est un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs sur Do. Le générateur de (Cy,)i=0 est Uopérateur non borné

Proposition 5.11 La famille (p4)i=0 est un semi-flot sur D de générateur G : z —

D, — D,
1—22

" ! r—>zr—>< 5 xf’(z))

Démonstration : Nous montrons d’abord que la famille (;);>0 est un semi-flot de fonctions
holomorphes. Soient ¢,5 € R* et z € D. On a

wsopi(z) = (1+e79) Eiiz_gi‘%g—z t; —i— (1 e
(14+e5)+ 812 t;j:;g Z t;(l — 9

_ A+ [0 te Nzt A-e )+ -e)[A+e ) +2(l—e)]

(I4+e ) [14+e ) +zl—eD)]+(1—e5)[(1+eH)z+( =

(1+e 7z + (1 —e 179
(I+e %)+ 2(1 — e t=9)
= oi1s(2).

La famille (¢¢)i>0 est donc un semi-flot d’opérateurs. Alors, d’aprés le théoréme 5.8, pour
tout a € RT, la famille (Cy, )¢=0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur D,.

Nous calculons le générateur G du semi-flot (¢;). Pour cela, il nous suffit de voir que, pour
tout z € D,

o [pe(2)] = “ii_t) (1 e t) - <z T 7em t) X Z(lii:tf.
dt (1—}—214_6;)2

En évaluant en t = 0, nous obtenons

1 1
5 — 2 XZ5 1—2z

Ceci achéve la preuve. O

2

Nous étudions maintenant le spectre et le spectre ponctuel du semi-groupe (Cy, ), . Les
résultats qui suivent peuvent étre trouvés par exemple dans [26] (notamment au lemme 7.3 et
au théoréme 7.4). Pour pu € C*, rappelons que si nous notons

D — C
<1 + z>“ € Hol(D),

1—=z2

9u 5

alors, d’aprés la proposition 2.38, nous avons

VteRY, VueC*, gyop = <
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De la description du spectre ponctuel de f +— f o ¢, € L(Hol(D)), nous pouvons déduire le
spectre ponctuel de C, € L(D,). Commengons par établir un lemme intermédiaire.

Lemme 5.12 Soit o € RT tel que o > 1. Alors, pour tout u € C, la fonction 9gu € Dy si et
Q@

seulement si |[R(p)| < 5

Démonstration : Soit p € C. D’aprés la proposition 1.86, les fonctions g;g(,) et g_ig(,) sont
des multiplicateurs sur Dy, donc g, € D, si et seulement si gg(,) € Dqo. Sans perte de généralite,
nous pouvons donc supposer que u € R.

Supposons que u € RT. Alors, la fonction z +— (1 4 2)* est un multiplicateur de D,. Il nous
suffit donc d’étudier la fonction

L\ Fin+up)
Ou 1z ( ) = Z 2"
1—2 = Fin+1) T'(w)
Ainsi, v, € Mult,, si et seulement si la série de terme général

nl'(n+1) I'(a) I'(n+p) 2
Z:Fm+n+U X(Hn+UFmD

n=0

converge. Une application de la formule de Stirling montre que c’est le cas si et seulement si
2p < 1.

Supposons maintenant que p € R™. Le raisonnement est similaire au cas précédent. Soit
v = —p. Alors, la fonction z +— (1 —2)” est un multiplicateur de D,. Il nous suffit donc d’étudier
la fonction

' B 1 V_ I'(n+v) "
s 2 (2 = () “ L e

Alors, 1, € Dq si et seulement si 2v < 1, c’est-a-dire si 0 > 2u > —1. Ceci achéve la preuve. [J

Nous déduisons du lemme 5.12 deux corollaires techniques.

1
Corollaire 5.13 Soient a € RY et e > 0 tel que ¢ < ok Alors, Uintégrale

(1= |o*)

1+ 2175 1 = 22
{zeD | |1+z|<1}

5 dA(z) € RT U {+00}

est finie.
Démonstration : La preuve repose sur le fait que g1 __ € D, d’aprés le lemme 5.12. Rappelons
2

- (! 2 [1+2\2
2)=(z—-¢) — | —— .
Tj—e 2 1-2\1—2

Considérons l'ensemble D1 = {z € D | [1 4+ z| < 1}. Alors, il existe n > 0 tel que, pour tout
z € Dy, |1 — z| > n. Ainsi, pour tout z € Dy,

que, pour tout z € D,
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L 1 1+2\"2 2 1 ? 1 11—z 2
5 PEETY PR 1— @ — — — 1_ o
|<2 6) 1- 22 <1_Z> (1 —1z%) <2 e) TP ‘Hz‘l_gg( 121%)
— 1 2 1— |z|?)>
s (o) 0
2 1= 2271+ 2]
Alors,
12
—rz| ) | ) L e 2
/\H i U el CRaby S p S BN B R
: ' (3-¢) .
1 2 dA(z
- : / ) (1 ey 4G
N CE
1 2 dA(z
S 1 /gll—a(z)‘ (1—12[*)* (z)
a2 (3 —¢)” ™
1 2
S Ie < 4o00.
A2 (- e) Do
5.12, toutes les intégrales ci-dessus sont finies. Ceci

Comme g1__ € D, d’aprés le lemme
2
achéve la preuve. O

1
Corollaire 5.14 Soient a € R" et ¢ > 0 tel que ¢ < 3 Alors, lintégrale

(; - =) —— dA(z) € R U {+o0}
{l1—z|<1}ND 1= 22 1=

est finie.

Démonstration : La preuve est naturellement similaire & celle du corollaire 5.13, sauf qu’elle
repose sur le fait que g_1,_ € D,. Rappelons que, pour tout z € D,
2

= (L 2 [(142\7°
g_%+az)— 27 )12 \1 = '

Considérons l'ensemble Dy = {z € D | |1 — z| < 1}. Alors, il existe n > 0 tel que, pour tout
z € Dy, |14 z| > n. Ainsi, pour tout z € Dy,

1.2
1 1 1+2z\2 °
7_5 — —_—
2 1—22\1-2

1 2 1 14 2|2
2 2
-t = (5-¢) T g (kP

2 2
S L CELC
2 |1_22|2|1_z|1—26

Alors,

dA(z)
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2

1
(1—|z*) 1 / (1 ) 1 (1—1—2)52 5
—: dA(z) € ——— s—¢)—=|— (1 —[z[7)*
l‘l_zzml_zll 2¢ 771725(%_5)2 1 2 1—22\1-2%
1 2 o dA(2)
— o [ | AR
' (4 -e)
1 2 o dA(2)
< [ -l
4171 2e (5—6) J 2
< 1 ?
B 4?71_26 (% _5)2 ’g_%+€ D < +00.

Comme g__1 € D, d’apres le lemme 5.12, toutes les intégrales ci-dessus sont finies. Ceci
2
achéve la preuve. O

Le résultat suivant est le lemme 7.2 de [26].

Lemme 5.15 Soit ¢ € Hol(D) un automorphisme hyperbolique dont le point de Denjoy- Wolff
estw € T. Soit o € RT tel que oo > 1. Alors, le rayon spectral de Cy € L(Dy) vérifie

Nous en déduisons une caractérisation spectrale des opérateurs de composition par un auto-
morphisme hyperbolique.

Corollaire 5.16 Soit ¢ € Hol(D) un automorphisme hyperbolique dont le point de Denjoy- Wolff
est 1. Soit a € R tel que a > 1. Alors, en tant qu’opérateur sur Dy, l'opérateur Cy € L(Dy) a
pour spectre

—a

o(C)={reC| Y <<y (1)}
et pour spectre ponctuel
op(Cp) = {ne €| d)F <lul </ ()7}

De plus, pour tout j1 € o,(Cy) et pour tout A € C tel que pn = e, le sous-espace propre associé

A
AGCtelque,uz(l—H'O(O)> ]

a p est B, = Vect | gx

1 —(0)

Démonstration : La description du spectre ponctuel et des sous-espaces propres découle direc-
tement des calculs effectués a la proposition 2.38 et du résultat du lemme 5.12. En particulier,
comme le spectre de C, est fermé et qu’il contient le spectre ponctuel, nous avons bien

—

o(Co) o {peC| i <<}

D’apreés le lemme 5.15, nous avons par ailleurs o(C,) C {)\ eC ’ A < 90/(1)_7&}. Nous établis-

sons maintenant la borne inférieure sur le spectre de C,.

dA(z)
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1

Pour cela, remarquons que comme ¢ est un automorphisme hyperbolique, alors ¢~ est
1

également un automorphisme hyperbolique et en notant w le point de Denjoy-Wolff de ™", nous

avons ¢’ (w) = . Alors, d’aprés le lemme 5.15,

¢'(1) )
s <w’}1)> 2} '

O’(C;l) C {,u eC

Or, comme C,, est inversible, nous avons

o(Cy) = { ‘ wE a(C';l)}.

1
1
Ceci montre que o(C,,) C {)\ eC ‘ |A] > ap’(l)%} et achéve la preuve. O

Nous étudions maintenant le générateur du semi-groupe (Cy,)¢>0 sur Dy.

Proposition 5.17 Soit o € RT tel que o > 1. Alors, le générateur du semi-groupe (C@t)go est
lopérateur non borné

Son spectre ponctuel est

op(H) = {)\ eC ‘ IROV)| < g}

De plus, pour tout X\ € o,(H), le sous-espace propre associé a A est Ex(H) = C - gy.

Démonstration : Le fait que (Cy,) +>0 SOit un semi-groupe de générateur H découle directement
de la proposition 5.11.
Soit A € 0,(H) une valeur propre et g € E)(H) un vecteur propre non nul associé. Alors,
comme F)(H) est un sous-espace invariant de H, c¢’est aussi un sous-espace invariant pour le
semi-groupe (th)@o et, pour tout t € RT, nous avons

C% (f) = ektg-

En particulier, e* est une valeur propre de Cy,, et g est un vecteur propre de Cy,. Il existe donc
Q
A€ {)\ eC ‘ IR(N)| < 5} tel que g = gy.

Il nous suffit donc de vérifier que, pour tout A € {)\ eC ‘ IR(N)| < %}, la fonction gy est un

vecteur propre de H. Fixons un tel A. Alors, pour tout z € D,

2
h(2) = A x ——0(2).

Ceci prouve que g\ € F\(H) et achéve donc la preuve. O
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B) Vers une généralisation du théoréme de Nordgren, Rosenthal
et Wintrobe

ANS l'article [47], Nordgren, Rosenthal et Wintrobe démontrent un résultat sur 'universalité
D des opérateurs de composition dont le symbole est un automorphisme hyperbolique.

Théoréme 5.18 (NRW, Nordgren-Rosenthal-Wintrobe) Soient ¢ un automorphisme hy-
perbolique de D et X\ une valeur propre de C, € ,C(HZ). Alors, lopérateur Cp, — N1d est universel.

Récemment, dans [24|, Cowen et Gallardo ont donné une nouvelle preuve de ce résultat en
utilisant la théorie des semi-groupes. L’idée générale de leur approche est la suivante : d’abord,
sans perte de généralité, on peut se rapporter au cas oil ¢ = ¢; pour un certain ¢t € RT. Alors,
un résultat de [25] permet de construire un isomorphisme continu S € L(H?) tel que le semi-
groupe (Cy,)¢>0 est équivalent via I'isomorphisme S & un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz
(ce fait repose sur I'observation selon laquelle les générateurs des semi-groupes en question ont
des propriétés spectrales similaires). On conclut alors en appliquant le théoréme de Caradus
(théoréme 3.3) aux opérateurs de Toeplitz (ce qui est plus simple que d’appliquer le théoréme
de Caradus directement aux opérateurs de composition).

Dans cette partie, nous allons tenter de généraliser cette preuve aux espaces D, pour o > 1.
Nous montrons que 'approche de Cowen et Gallardo fonctionne presque complétement, sauf
pour établir la continuité de I'isomorphisme .S.

B.1 — Un semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz

Dans cette sous-partie, nous commencons par étudier le semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz
qui servira de modele au semi-groupe (Cy, )i>0. Commencons par une définition.

Définition 5.19 On appelle semi-groupe (continu multiplicatif de fonctions holomorphes) sur D
toute famille (14)i=0 € Hol(]D))RJr vérifiant les propriétés suivantes :
(7’) onagboz(zr—)l);
(ii) pour tous s,t € RT et pour tout z € D, 1sy4(2) = Ps(t) X y(2) ;
Rt
(iii) pour tout z € D, la fonction ¥, : { - C est continue.

t — ¢t(25)
Exemple Pour t € RT, nous définissons

D — {/LEC|€_TM<‘,UJ‘<€%}
Y : 1—\% € Hol(D).
z
(1+z>

Proposition 5.20 La famille (¢;)i>0 est un semi-groupe multiplicatif de fonctions holomorphes
sur D.

A partir de la famille (1¢)1>0, nous pouvons construire un semi-groupe d’opérateurs de mul-
tiplication.
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Introduisons une notation. Pour t+ € R™ et o > 1, nous considérons I'opérateur (a priori non
borné) sur D, défini par

. D(th) CDo — D
My, - { f — (2 P(2) x f(2))

Nous commencons par montrer que les opérateurs My, sont continus.

Proposition 5.21 Soienta > 1 ett € RT. Alors, My, est un opérateur borné sur Dy, . De plus,
il existe C > 0 tel que, pour tout t € R,

ot
HM%HDQ < ”WHHOO(D) =ez2.

Démonstration : 1l s’agit d’'une application directe de la proposition 1.86. (Il
Nous pouvons maintenant montrer que la famille (M, ;>0 est un semi-groupe.

Corollaire 5.22 Soit o € R tel que a > 1. Alors, la famille (My,)i=0 est un semi-groupe
d’opérateurs fortement continu sur D,.

Démonstration : Pour prouver ce résultat, nous allons appliquer le théoréme 5.7. La famille
(My, )t=0 est un semi-groupe algébrique d’opérateurs. D’aprés la proposition 5.21, il existe M > 0
tel que, pour tout ¢ € [0;42], on a

at
[My, | < ez < M.
D’aprés la proposition 1.47, 'espace C[z] est dense dans D,. Nous montrons maintenant que
pour tout P € C[z], nous avons My, (P) — P dans D, lorsque t — 0. Comme la famille (e, )nen
est orthonormale dans D,, il nous suffit de montrer le résultat sur les monoémes. Soit n € N.
Alors,

dA(z)

Mplen) = enll, = 16:0) = 1 Lo + [ |0 x eaV @) (1= 12)°
D

a dA(z)

™

N

[ (= v |2 @ ) (1= 128)

D

De plus, pour tout ¢ € [0;42] et pour tout z € D,

ati
rooy ot =2 1+2\
Vilz) = 7'('1—2:2(1—2’) ‘
Alors,

1 212)"
0wz, (1)
2 1—22

(11— ()P n? [ 4 )P 1) (1= 1) < nB(M4+1)%+

Remarquons que pour tout z € D, nous avons |1 — z| > 1 — |z|. Il existe donc une constante
C1 > 0 telle que
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(1—|2*)?
VzeD, R(z) >20= ———— < (1.
11— 2|
Avec un argument similaire, nous pouvons montrer qu’il existe une constante Cy telle que
1—|z[%)?
Vz € D, 3‘%(2)<0:>¢< 2.
11— 2P

«
(1<)
1—22
uniformément sur tout compact de D, le théoréme de Weierstrass (théoréme 1.26) nous dit que,

pour tout z € D, ¥;(2) — 0 lorsque ¢ — +o0o. Finalement, d’aprés le théoréme de convergence
dominée, nous avons

Ainsi, la fonction z +— est bornée donc intégrable sur D. De plus, comme 9, — 1

1My, (en) — enll, =% [ 0 dA(2) =0.

D

Ceci prouve que My, (e,) — e, dans D,. Nous pouvons alors conclure la preuve en appliquant
le théoréme 5.7. O

Nous déterminons maintenant le générateur du semi-groupe (My, )i>0.

Proposition 5.23 Le générateur du semi-groupe (My, )i=o est l'opérateur non borné

Gy (szlog(ili)xf(z))

Démonstration : Soit G le générateur de (My,)i>0. Soient f € D(G) et z € . D’aprés la
proposition 4.12 et comme ’évaluation en z est une forme linéaire continue sur D, d’aprés la
proposition 1.48, la fonction ¢y, @ t+— My, (f)(2) est dérivable sur R et, pour tout ¢t € RT,

7 (t) = AMy, (£)(2).
Or, pour tout t € R,

oralt) = (1‘2)" < £(2),

1+ 2
et donc

ati

e = 2og (152) (152) T a0

En évaluant en t = 0, il vient

1.:0) = A1) = Tiog (157 ) 162

Ceci achéve la preuve. O

Avant de poursuivre notre étude, nous énoncons un lemme utile. Considérons la fonction
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{)\GC‘|%(>\)|<%} s D
v ) AT 1-— eMTW
A — —itan | — | = ——=
20/ 14t
Lemme 5.24 La fonction v est holomorphe et bijective. De plus, pour tout A € C tel que [ R(N)| <
a

3 on a

AT :
1— 1—e' o 1— 1—e' o
1-— 7()‘) _ 1+ei% — 1+ei>\al
1 +’7()\) 1+ 1_6%? 14+ 1—e i
1+617ﬂ— e

AT AT

Nous en déduisons

%log <1 — ’y()\)> al IAT
T «
= QA=A

Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons maintenant passer a I’étude du semi-groupe d’opérateurs de Toeplitz (qut) 50"

Rappelons que nous notons (K).cp les noyaux reproduisants sur D,. Nous introduisons une
«
nouvelle notation : pour tout A € C tel que |R(N\)| < 5 hous notons

> def
K= Ky

Proposition 5.25 Soit a € R" tel que o > 1. La famille (M{Zt) est un semi-groupe fortement
continu d’opérateurs sur Do, dont le générateur G* est l’adjoint de l’opérateur non borné

D, — D,
G* =G : ai 11—z
i | fuliied
f <2b—> - og(1+z) xf(z))
De plus, le spectre ponctuel de G* est
) — a
0,(G*) = {e@ ‘ ROV < 2}

et, pour tout \ € 0,(G"), le sous-espace propre associé a \ est Ex(G*) =C - K.
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Démonstration : Le fait que (M{Zt) est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs sur D,
vient du corollaire 5.22. Le fait que le générateur de ce semi-groupe est I'opérateur G* vient de
la proposition 5.23.

Soit p € 0,(G*). Soit g € D, un vecteur propre non nul de G* associé a la valeur propre p.
Alors, pour tout ¢t € R, la fonction g est un vecteur propre de M;Zt associé a la valeur propre

et Ainsi, d’aprés la proposition 1.81, il existe A € C tel que |R(p)| < % tel que g = K.
Réciproquement, soit A € C tel que |R(N)| < %. D’aprés le théoréme 1.81 et le lemme 5.24,

nous avons alors, pour tout ¢t € R+,

M;ZtkvA = (v A)g

= exp()\t)f/(\;\.

En dérivant par rapport a ¢, puis en évaluant en t = 0, nous avons bien que If(:\ est un vecteur
propre (non nul) pour la valeur propre A. Ceci achéve la preuve. ([

B.2 — Vers une extension de NRW

Nous passons maintenant a ’étude de la preuve du théoréme 5.18 proprement dite. Nous
commencons par un résultat sur I'universalité des opérateurs de Toeplitz que nous avons étudiés
dans la section précédente.

Théoréme 5.26 Soit o € RT tel que o« > 1. Alors, pour tout t € R™ et pour tout A € C tel que

1—et 2 1+e? 2
<A € ,
<1+e—t> Al <1—6_t

lopérateur Md’it — A1d est un opérateur universel.

Démonstration : Soient t et \ vérifiant les hypothéses du théoréme. Nous montrons que Mflt —
A1Id est universel en appliquant le théoréme de Caradus (théoréme 3.3).
Nous commengons par montrer que Ker(My, — Ald) = Ex(My,) est de dimension infinie.
Pour cela rappelons que d’aprés le théoréme 1.81, nous avons

dim E,(M;,) = Card {z eD ‘ iz) = )\} .

Remarquons que 'application

o 1+et 1—e? 2 1+et 2
—_ . — _— < <
uec|mm<gn ()} — frec| (55) <n< (B2)

[t — exp(p)

est surjective et que, pour tout £ € Im(n), la pré-image n~! ({£}) est infinie.
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Alors, pour tout z € D,

() =\ & exp[?log(ilz)]:)\

ti 1-—
& Fpent({A}) tel que att log < Z> =pu
T

1+ 2

_ pum — ot

& 3 LAY tel =
pen ({A}) tel que z P

Comme 7~ ({\}) est infini, nous avons bien montré que {z eD ’ P(2) = )\} est infini.

Nous montrons maintenant que MJH/ — Ad est surjectif. Pour cela, il suffit de montrer qu’il
admet un inverse a droite (méme si cet inverse n’est pas un opérateur borné). En passant a 1’ad-
joint, il nous suffit de montrer que 'opérateur My, —\Id admet un inverse a gauche. Considérons
alors 'opérateur non borné

D(N)c D, — D,
N : 1
e e ic)

Comme (My, — A1d)* = My, — A1d est I'opérateur de multiplication

D(N)C Dy — Do
I — (z — (wt(z) — )\) f(z)) ’
nous avons Im (M, — A1d) C D(N) et, pour toute f € D,,

My, — A1d : {

N (M¢t —XId) (f)=1r.
Alors, l'opérateur non borné N* est un inverse a droite de M:[,t, ce qui prouve que M;Zt est

surjectif. Le résultat découle alors du théoréme de Caradus (théoréme 3.3). u

Nous énoncons maintenant une série de lemmes intermédiaires, dont l'objet est de définir
Iisomorphisme S qui va réaliser 'équivalence entre les semi-groupes (Cy, )i=0 et (M, )i=o-

1
Lemme 5.27 Soit o € RT tel que o > 1. Il existe des constantes ¢,C € R et a,b € [0; 2[
telles que, pour tous A, u € [a;b],

0<c <I/€\, K”>D

Démonstration : Remarquons que la fonction

—a a]?

[2? 2} - c
)= (K K)o

K :

. o« . = .
est continue car pour tout u € [2; 2] , la fonction K, est un noyau reproduisant pour D,,.

Soit € = Too" Nous montrons maintenant que la fonction
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2
—«
G - |:2 +é& = — €:| — C
()‘7/'6) — <g)\7 gM>Da
est continue. Considérons la fonction
—« «@ 2
o |:2+5,2—€:| xD — C
' 1 4xn [1—2\"[/1-2\" e
)\ —_ — 1— «
(A 1, 2) 7r(1—22)2<1+z> (1—1—2) (1=12")
2
—« o
de sorte que, pour tout (A, u) € [2 + €; 5~ 5} ,on a

Gp) = / o0 s 2) dA(2).
D

Considérons les ensembles

Di={zeD| [1+2 <1},

Dy={zeD| |1-2z <1},
et D3 = D — (D1 U Dy). Alors, il existe c1,c2 et c3 € R™™ telles que, pour tous A, pu €

—Q «
[2 + ¢€; 3~ €:| et pour tout z € D,

a (L—|)* c2 (L= |2*)* |1 — 2|
5 L{zemi} T 11— 22’2

def
‘80()‘7M7Z)I < 1\{26D2}+C31|{26D3} = 7/)(2)

T - 22

D’aprés les corollaires 5.13 et 5.14, la fonction ¢ est intégrable sur . De plus, pour tout z € D,
la fonction (A, ) — (A, p, z) est continue. D’aprés le théoréme de convergence dominée, la
fonction G est donc bien continue.

11 —12 11 2
Remarquons par ailleurs que K <4,4> = HKi - # 0 et que G <4,4> = ‘g% - # 0.
Ainsi, il existe n > 0 tel que la fonction
1 1 2
——n;= — R*
[4 m 1 + 77}
" <K’\’ K“>D
(A ) — |
<g)\7 gM>Da

est bien définie. De plus, il existe ¢ et C € R tels que H est bornée inférieurement par c et
supérieurement par C'. Ceci achéve la preuve. O

Dans la suite, et sauf mention explicite du contraire, nous supposerons implicitement que les
constantes ¢, C, a et b vérifient la conclusion du lemme 5.27.

Lemme 5.28 Soit « € RT tel que o > 1. Soient ¢,C,a et b des constantes vérifiant les conclu-

sions du lemme 5.27. Alors, les familles <If(v>\> et (gA))\e[a;b] sont libres dans D,,.

AE[a;b]
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Démonstration : D’aprés la proposition 5.25, pour tout A € [a, b], la fonction If(v)\ est un vecteur

propre de G* pour la valeur propre \. En particulier, la famille (I’(V)\ Al est libre dans D,,.
cla;
De méme, d’aprés la proposition 5.17, pour tout A € [a,b], la fonction gy est un vecteur
propre de H pour la valeur propre A. En particulier, la famille (gy) e[asb] est libre dans D,,. Ceci

achéve la preuve. O

Lemme 5.29 Soit « € R tel que a > 1. Soient a et b des constantes vérifiant les conclusions
du lemme 5.27. Alors, le sous-espace Vect (KA ) A€ [a; b]) est dense dans D,,.

Démonstration : Nous montrons que
— 1
Vect (K,\ ) A€ [a;b]) = {0}.

—~ 1
Soit f € Vect (K,\ ‘ A€ @ b]) . Alors, en considérant la fonction v étudiée au lemme 5.24, nous
avons

A€ [abl, FOO) = (f. Kr) =0,

@

D’aprés le théoréme des zéros isolés, nous avons f = 0. Ceci achéve la preuve. (Il

Lemme 5.30 Soit « € R tel que a > 1. Soient a et b des constantes vérifiant les conclusions
du lemme 5.27. Alors, le sous-espace Vect (gy | A € [a;b]) est dense dans D,,.

Démonstration : Pour o = 1, le résultat est le lemme 1 de [25].
Nous supposons maintenant que o > 1. Commencons par rappeler que d’aprés la proposition
5.12, nous avons 'inclusion

Vect (gx | A € [a;b]) C Da.

En outre, d’apres le théoréme du graphe fermé, I'inclusion

L o

)

{D1—>Da
foo= f

est continue : il existe M > 0 telle que, pour toute f € Dy, on a ||f|p, < M|/ fl|p,-

Soit € > 0. Soit f € D,. Comme C|[z] est dense dans D, (d’aprés la proposition 1.47), il
existe P € C[z] tel que ||f — P||p, < e. Par ailleurs, comme le sous-espace Vect (gx | A € [a;b])
est dense dans Dy, il existe g € Vect (gx | A € [a;0]) tel que ||P — g[|p, <e. Alors, g € D, et

If =glp, < Ilf = Plip, + 1P =gllp, <e+M [[P=glp, <(M+1)e.

Ceci achéve la preuve. O

Nous pouvons combiner les lemmes qui précédent pour obtenir le résultat suivant.

Théoréme 5.31 Soit a € R tel que a > 1. Alors, il existe deux opérateurs S et T (a priori
non bornés) denséments définis sur Dy, et qui vérifient les propriétés suivantes :
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(i) Uespace Im(S) est dense et Im(S) C D(T);
(i1) Uespace Im(T) est dense et Im(T") C D(S) ;
1
(ii1) il existe a,b € {0; 2[ tels que la famille (gx)ejap) C D(T') engendre un sous-espace dense

dans D, et il existe c,C € R™ tels que, pour tous \, p € [a;b],

|9, Ta)p,| < (o0 g, < [T, TG, |5

1 N
(iv) il existe a,b € {0; 2[ tels que la famille (Kx)xe[ap) C D(S) engendre un sous-espace dense

dans D, et il existe c,C € RT™ tels que, pour tous \, p € [a;b],

< ‘<f{v’\’ IZL>D

cJis s,

I

(v) pour toute f € D(T), ST(f)

f’.
(vi) pour toute f € D(S), TS(f) = f.

Démonstration : Soient ¢,C,a et b des constantes vérifiant les conclusions du lemme 5.27.
D’aprés le lemme 5.28, nous pouvons définir deux applications linéaires en posant

g - { Vect (IZ\L)\ € [a; b]) — Vect (gx | A € [a;b])

Ky — 9x
et
T { Vect (gx | A € [a;b])) —  Vect (If(v)\L)\ € [a; b])
gx — K)\
Le résultat découle alors des lemmes 5.27, 5.29 et 5.30. (I

Nous pouvons maintenant utiliser le théoréme ci-dessus pour étudier I'universalité de Cy,, —
Ald.

Théoréme 5.32 Soit « € R tel que o > 1. Alors, pour tout t € R™ et pour tout A € C tel que

1—et\2 14+e )2
—— ] <A< )
(1+e—t> A <1—e—t)

il existe deux opérateurs a priori non bornés S et T' tels que ST =TS =1dp, et T(Cy,, — A1d)S
est un opérateur universel sur D,,.

Démonstration : Soient S et T les applications données par le théoréme 5.31. Soient a et b
deux constantes vérifiant les conclusions du méme théoréme. Alors, d’aprés les propositions 5.17
et 5.25, on a pour tout A € [a;b] et pour tout t € R,

TCcpzS I?;\ = TCsOt ar = eAtT gx = e)\tl?;\ = M'Zt I?;‘

et
SMy, T gy = SM,, K\ = MS Ky = eMgy = Cy, G-
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Or, pour tous t et A vérifiant les hypothéses de ’énoncé, I'opérateur ijt — Ald est universel
(théoreme 5.26). Ceci achéve la preuve. O

Le résultat précédent s’étend naturellement & tous les automorphismes hyperboliques de D.

Théoréme 5.33 Soit a € RT tel que a > 1. Soit ¢ € Hol(D) un automorphisme hyperbolique de
D. Alors, pour tout A € 0,(C.,), il existe un opérateur universel U € L(D,) et deux opérateurs S
et T densément définis (mais non bornés a priori) tels que ST =TS = Idp, et C,—A1d = SUT.

Démonstration : Comme ¢ est un automorphisme hyperbolique, nous savons qu’il existe un
automorphisme 1) de D et t € R tel que ¢ = 1o gy 0 ¢t Or, d’apreés le théoréme 2.51, nous
savons que Cy et Cy—1 sont des opérateurs continus sur D,, avec Cq; 1= Cy. Comme 'opérateur
Cy, vérifie le résultat que 'on cherche & montrer (d’aprés le théoréme 5.32), il en va de méme
pour l'opérateur C,. Ceci achéve la preuve. O

Remarquons que d’aprés les travaux de Cowen et Gallardo ([25] et [24]), si @ = 1 (c’est-a-dire,
si Dy = H? est Pespace de Hardy), alors les opérateurs S et T' étudiés ci-dessus sont continus.



Conclusion et perspectives

LES travaux présentés dans cette thése laissent ouvertes un certain nombre de questions. En
guise de conclusion & ces travaux, nous présentons ici quelques pistes de réflexion (& court
ou moyen terme) qui pourraient permettre de prolonger notre étude.

La premiére piste de réflexion s’inscrit dans le prolongement de nos travaux autour du théoréme
de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe. Plus précisément, nous aimerions montrer que les opérateurs a
priori non bornés S et T' qui interviennent dans les théorémes 5.32 ou 5.33 sont continus. Si ¢’était
le cas, alors nous pourrions généraliser le théoréme de Nordgren-Rosenthal-Wintrobe aux espaces
de Dirichlet pondérés D, (pour o > 1). En utilisant des arguments « de réflexion » développés
par Schroderus et Tylli (dans [61] notamment), nous pourrions également obtenir I'universalité
d’opérateurs de la forme C’:;t — M 1d sur des espace de Dirichlet pondérés (qui correspondent aux
espaces D, pour o < 0).

Sur H?*(D), Cowen et Gallardo prouvent la continuité de S et T en exhibant une relation

entre les quantités (gx, g,) et <I7,\, IZL> C’est cette relation qui n’est plus valide sur D, pour
a > 1, et qui fait que leur preuve ne se généralise a priori pas totalement aux espaces D,.

Une autre piste de réflexion serait de prolonger notre travail de modélisation des semi-groupes.
Par exemple, les techniques que nous utilisons pour modéliser les semi-groupes d’opérateurs
concaves semblent pouvoir s’étendre & d’autres familles de semi-groupes d’opérateurs presque iso-
métriques. Nous pouvons en particulier dans ce contexte penser au cas des m-isométries. D’apreés
[15], un semi-groupe fortement continu (7});>0 est constitué de m-isométries si et seulement si
son co-générateur est une m-isométrie. De plus, d’aprés [2], on peut modéliser les m-isométries
par des opérateurs de multiplication par e sur des espaces de distributions sur T. Dans ce
contexte, nous pouvons nous attendre & obtenir des résultats de modélisation des semi-groupes
de m-isométries pures similaires aux résultats obtenus au théoréme 4.39 pour les semi-groupes
d’opérateurs concaves purs.

Sur la modélisation des opérateurs et des semi-groupes, une autre piste de réflexion (peut-étre
plus diffuse que la précédente) découle de la remarque suivante : nous avons vu que 'on peut
munir I'espace de Dirichlet D de deux normes équivalentes définies par
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dA(z
Tt 1 = S+ 1) ol

n=0

1713, = £ O) + / 7))
D

Nous avons également vu que 'opérateur M : f — z x f € L(D) est concave pour la norme
[l g2 (o) mais pas pour la norme [|-||p . En d’autres termes, 'opérateur M € L£(Do) n'est pas

concave mais il est bien modélisé par I'opérateur M € L(H?(0)) qui Pest (et il en va de méme
pour les semi-groupes dont ils sont les co-générateurs). Il semble alors naturel de se demander
si la notion de concavité d'un opérateur — qui joue un réle important dans notre étude — ne
pourrait pas étre remplacée par une notion légérement plus générale, mais qui serait invariante
par changement de norme équivalente.

A moyen terme, il pourrait étre intéressant de poursuivre I’étude de la forme générale du
spectre des opérateurs de composition sur des espaces de Banach qui sont contintiment inclus
dans Hol(ID). Un exemple de probléme que I'on pourrait étudier est celui de 'existence de valeurs
propres « cachées » : si ¢ est un symbole de Koenigs et si X < Hol(D) est un sous-espace de
Banach tel que I'opérateur de composition C,, € L(X') est continue, existe-t-il des valeurs propres
de Cy, qui sont dans la composante connexe de 0 (ou dans I'intérieur de celle-ci) ?

D’une fagon plus générale, si ¢ : D — D € Hol(D) n’est pas un symbole de Koenigs, I’étude
des propriétés spectrales de Cy, (sur Hol(D) ou sur des espaces de Banach généraux) est un
probléme encore ouvert particuliérement digne d’intérét.



Annexe A ‘

Dérivation discréte des suites réelles

DANS cette annexe, nous précisons quelques propriétés de la dérivation discréte. Ces propriétés
sont utilisées dans ce manuscrit pour la description des opérateurs m-isométriques et m-
concaves (voir la sous-partie 1 de la partie B du chapitre 3).

L’opérateur de dérivation discréte sur I'espace des suites réelles est ’application linéaire

A { RN — RN
' (Un)neN — (“nH_un)neN

Nous commengons par décrire le comportement de la dérivée discréte d’ordre m.

Proposition A.1 Soit m € N. Alors, Uapplication A™ de dérivation discréte d’ordre m est
Uapplication linéaire

AN e (i(—lw(;‘)umm)

Démonstration : En notant

{ RN — RN
S
(UO,Ul,Ug,"‘) — (Ul,UQ,’LLg,"')

Popérateur de décalage vers la gauche, nous avons A = S — Id. Comme les applications S
et Id commutent, le résultat souhaité découle directement de la formule du binéme de Newton. [J

Nous étudions maintenant le cas particulier des suites polynomiales.

Définition A.2 Soit m € N. On dit que la suite u € RY est m-polynomiale s’il existe un
polynome P € R[X] de degré inférieur ou égal a m tel que, pour tout n € N, on a u, = P(n).
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Nous pouvons caractériser les suites m-polynomiales par leur dérivée discréte.

Proposition A.3 Soient m € N et u € RN, Les assertions suivantes s’équivalent :

(i) la suite u est m-polynomiale ;

(i) la dérivée discréte (m + 1)-éme de u est la suite nulle.

Esquisse de démonstration : Le résultat se prouve par récurrence sur m. L’observation clef &
utiliser pour I’hérédité est la suivante : pour tout m € N*, la suite u est m-polynomiale si et
seulement si la suite dérivée A(u) est (m — 1)-polynomiale. O

Nous pouvons également étudier le cas particulier des suites m-concaves.

Définition A.4 Soientm € N et u € RY. On dit que la suite u est m-concave lorsque sa dérivée
m-éme est négative : pour tout n € N, on a (A(u)), < 0.
Dans le cas ot m = 2, on dit également que la suite est concave.

Remarquons qu’une suite est O-concave si et seulement si tous ses termes sont négatifs. Par
ailleurs, une suite est 1-concave si et seulement si elle est décroissante.

Le cas particulier des suites concaves mérite d’étre détaillé.

Proposition A.5 Soit u € RN une suite concave. Alors, la suite v = A(u) est décroissante.
En particulier, pour tout k € N, ux < ug + k(up — up).

Nous pouvons en déduire le corollaire suivant, que nous utilisons lors de notre étude des
opérateurs concaves.

Proposition A.6 Soit u € RY une suite positive, décroissante et concave. Alors, la suite u est
constante.

Démonstration : Nous montrons que, pour tout k£ € N, nous avons ug4; = ug. Remarquons
d’abord que, quitte & « enlever » les k premiers termes de la suite u, nous pouvons supposer que
k = 0. Comme la suite u est décroissante, nous avons que u; — ug < 0. Supposons par I'absurde
que uy < ug. Alors, d’aprés la proposition A.5, nous avons que up — —oo lorsque k — +o00.
Comme la suite u est positive, ceci fournit la contradiction souhaitée. Ainsi, nous avons bien
ug = u1, ce qui achéve la preuve. O



Annexe B N

Calcul fonctionnel holomorphe et
projections spectrales

3OBJECTIF de cette annexe est double : d’abord, nous énoncons explicitement un résultat
L « classique » de calcul fonctionnel holomorphe (qui est utilisé & plusieurs reprise dans ce
manuscrit). Ensuite, nous montrons comment il est possible d’appliquer ce résultat pour définir
des projections spectrales associées & un opérateur sur un espace de Banach (par exemple, dans
le cadres de la proposition 2.11 ou de la définition 2.12). Nous suivons ici ’approche de Dunford
et Schwartz (voir 27|, chapitre VII, section 3).

Commengons par énoncer un résultat de calcul fonctionnel holomorphe.

Proposition B.1 (Calcul fonctionnel holomorphe) Soient X un espace de Banach et T €
L(X). Alors la fonction résolvante

I C—0o(T) — L(X)
' A — (AId-T7)7!
est holomorphe. Considérons alors

Hol(T) def {f : o(T) = C|3UCC ouvert, Ig € Hol(U) tels que f = gy } -

L’application
(Hol(T),+, x) —> (L(Xx

def

@ i — () /f(A
I

,+,0)

)
) (AId=T)"t dx

est bien définie et est un morphisme d’algébres :

(i) Uapplication ® est une application C-linéaire ;
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(i) pour toutes f,g € Hol(T'), on a f x g € Hol(T) et ®(f x g) = ®(f) o D(g).
De plus, ® vérifie les propriétés suivantes :

(11t) pour toute f € Hol(T'), on a f € Hol(T*) et f(T)" = f(T7);

(iv) pour toute f € Hol(T), on a o (f(T)) = f (o(T)).

Nous pouvons en particulier déduire de ce résultat une fagon de définir des projections spec-
trales. Le résultat qui suit est exactement la proposition 2.11.

Proposition B.2 (décomposition spectrale sur un espace de Banach) Soit X’ un espace
de Banach. Soit T € L(X). Supposons qu’il existe deuz sous-ensembles oo et o1 C (1) qui sont
non vides, ouverts et fermés dans o(T).
Alors, il existe deux sous-espaces fermés Xy et Xy tels que
(a) on a la décomposition X = Xy ® X ;
(b) les espaces Xy et Xy sont invariants par T ;
(c) si Ty € L(Xp) est lopérateur induit par T' sur Xy, alors son spectre est o(Tp) = o¢ ;
(d) siTy € L(X1) est Uopérateur induit par T sur X, alors son spectre est o(T1) = o71.
De plus, Uapplication résolvante R : i+ (uId —=T)~* € L(X) est holomorphe sur C — o(T).
Enfin, on peut calculer la projection P : X — Xy € L(X) sur Xy parallélement o X1 par

calcul holomorphe : si T est une courbe de Jordan telle que T No(T) =0 et Int(T') N o(T) = o,
alors

 um
I

p- L /(uld ~T)~' du € L(X).

Démonstration : En utilisant la proposition B.1, nous pouvons définir la projection P par
calcul fonctionnel holomorphe : en effet, on a

o(T) — C
f N 1 siz€op € Hol(T).
0sizé€eo

On pose alors P def f(T). 11 découle alors des propriétés du calcul fonctionnel holomorphe
(propriété (i7)) que P est une projection. On pose alors Xj o Im(P) et X} ey Ker(P). Le point
(a) de la proposition est donc démontré. Le point (b) se montre en remarquant que f x 1 =1x f,
et en appliquant de nouveau les propriétés du calcul fonctionnel holomorphe (notamment la
propriété (ii)). Le point (¢) découle directement de la propriété (iv) du calcul fonctionnel ho-
lomorphe. Le point (d) se prouve en remarquant que 7y = (1 — f)(T)x, , et en appliquant la
propriété (iv) du calcul fonctionnel holomorphe. O



Annexe C \

Notations

NOUS précisons ci-dessous quelques notations utilisées réguliérement dans ce manuscrit. Ces

>
>

notations sont ici classées par ordre alphabétique.

Clz] est I'espace des fonctions polynomiales a coefficients dans C.

D C C est le disque unité ouvert de C. On note D le disque unité fermé. Plus généralement,
pour zg € C et r > 0, on note D(zg, 7) le disque ouvert de C centré en zy et de rayon r.

D, est I'espace de Dirichlet pondéré pour la fonction de poids w. Il est défini ainsi :

dA(z)
< 400
T

Dy = { f € Hol(D) | [F(0)2 + / 7)) w (12
D

Pour a € Rt et w : r— (1 — 7‘2)a, on obtient I'espace de Dirichlet pondéré D,,.

> ey est la fonction polynomiale e, : z — 2" (pour n € N).
> f(e+t)et f(e—1t) :pour f € L*(RT)ett € RT ona f(e+1t) : z— f(z+1t) € L*(RY)

et f(e—1t) : x— f(x—1t)e LXRT).
‘H est un espace de Hilbert séparable sur C. Sauf mention explicite du contraire, il est en

général de dimension infinie.
H?(B) est espace de Hardy du disque unité pondéré par la suite 3 € (R+*)N. Il est défini

ainsi :
o0
> Balanl* < +oo}.

n=0

H*(B) = { f=Yanz" € Hol(D)

n=0

Dans le cas ot § = (1), on note cet espace H?(D) ou H?.
H(T) : pour T € L(X), on note H*(T') = ﬂ T"X.

n=0
Hol(ID) est le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D. Plus généralement, si €2
est un ouvert de C, on note Hol(£2) I'espace des fonctions holomorphes sur €. Si de plus £
est un espace de Hilbert, on note Hol(£2, £) I'espace des fonctions holomorphes sur et a
valeurs dans £.
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236 ANNEXE C — NOTATIONS

> (2(N,w) est Iespace de suites pondéré par la suite de poids w = (wy), € (RT*)N. 11 est

défini ainsi :
—+o00
2
g Wy, |an|” < +oo} :
n=0

H?*(B) = {(an)n ecN

Dans le cas ot w = (1), on note cet espace £*(N).

> L(X,)) désigne I'ensemble des applications linéaires continues de X vers ). Lorsque X =
Y, on note simplement L(X).

r(T) est le rayon spectral de T' € £(X'). On note r.(T") le rayon spectral essentiel.
o(T) est le spectre de 'opérateur T' € L(X).

op(T) est le spectre ponctuel de l'opérateur T' € L(X).

T est le cercle unité dans C.

X est un espace de Banach sur C.

v v Vv Vv Vv V

X < Hol(DD) signifie que X est un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D qui
est continiiment inclus dans Hol(D) pur la structure d’espace de Fréchet.
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Opérateurs et semi-groupes d’opérateurs sur des espaces

de fonctions holomorphes — Applications a la théorie de
I’universalité

Résumé : Les travaux de cette thése relévent du domaine de la théorie des opérateurs, et se situent a I'interface
de I'analyse complexe, de la théorie des semi-groupes et de la théorie de 'universalité.

Le premier résultat principal de cette thése reléve de ’étude des opérateurs de composition sur des espaces de
fonctions holomorphes : nous déterminons le spectre d’un opérateur de composition par un symbole de Koenigs
sur I'espace des fonctions holomorphes sur le disque unité, et en déduisons des informations sur la forme générale
du spectre des opérateurs de composition par un symbole de Koenigs sur des espaces de Banach de fonctions
holomorphes. L’outil principal que nous développons pour notre étude est une description des projections spectrales
associées a ces opérateurs.

Le second résultat principal de cette thése reléve de la théorie de 'universalité : nous étendons aux semi-groupes
d’opérateurs la notion d’opérateur universel, et établissons I'existence d’un semi-groupe universel pour les semi-
groupes quasi-contractifs en exhibant un semi-groupe sur un espace de fonctions holomorphes. Nous élargissons
ensuite ce résultats aux semi-groupes d’opérateurs concaves.

Mots clefs : analyse complexe, espaces de fonctions holomorphes, semi-groupes d’opérateurs, semi-
groupes universels, opérateurs de composition, opérateurs universels.

Operators and operator semigroups on spaces of holomorphic func-
tions — Applications to the theory of universality

Abstract : The works in this thesis address topics from operator theory and involves ideas and notions arising
from complex analysis, the theory of operator semigroups and the theory of universality.

The first main result of this thesis relates to the study of composition operators on spaces of holomorphic
functions: we compute the spectrum of an operator of composition by a Koenigs’s symbol acting on the space
of holomorphic functions on the open unit disk, and derive from it the general description of the spectrum of
composition operators on Banach spaces of holomorphic functions. The key tool we develop in this study is a
description of spectral projections associated with such operators.

The second main result of this thesis relates to the theory of universality: we extend to operator semigroups
the notion of universality. Then, we prove the existence of a universal semigroup for quasi-contractive operators
semigroups. We then show a similar result for concave semigroups.

Keywords: complex analysis, composition operators, operators semigroups, universal semigroups,
universal operators, spaces of holomorphic functions.

Image en couverture : Forme générale du spectre d’'un opérateur de composition par un symbole de Koenigs.
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