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Introduction

Ce mémoire présente mes travaux de recherche effectués aprés la thése. Ces travaux sont liés a
la contrélabilité de quelques équations aux dérivées partielles et aux problémes inverses, d’une
certaine fagon, duales aux problémes de contréle. Une caractéristique commune des travaux
présentés est la démarche qui consiste a toujours suivre un chemin allant des résultats théoriques
vers les applications numériques.

Pour donner une unité thématique a ce rapport, une partie de mes travaux ne sera pas discutée en
détail. Notamment, je présenterai seulement trés briévement les travaux thématiquement isolés
et les travaux qui ne traitent ni de contrdle ni de problémes inverses. Ce rapport est structuré
en trois parties.

La premiére partie de ce rapport traite de problémes de controlabilité et d’approximation des
controles pour des équations des ondes (Chapitre 1) et pour 1’équation des poutres d’Euler-
Bernoulli (Chapitre 2). Plus précisément, le Chapitre 1 résume les résultats obtenus dans les ar-
ticles [CEM13; CCM14 ; CM15a). Dans ces articles nous avons proposé une approche constructive
pour caractériser les controles frontiéres et les controles distribués, minimisant certains critéres,
pour I’équation des ondes. Cette approche réduit le calcul numérique d'un contréle & la réso-
lution par la méthode des éléments finis des systémes d’EDP dans un domaine espace-temps,
et a I'avantage d’éviter les problémes liés & 'apparition des fréquences purement numériques
non-uniformément controlables observées, par exemple, dans [Zua05]. Le Chapitre 2 présente
quelques résultats pour approximation du controle frontiére de norme L? minimale pour une
équation modélisant les vibrations d’une poutre [Bug+14; CMR16; CMR17|. Plus précisément,
nous avons démontré qu’en discrétisant en espace cette équation par un schéma & différences
finies centrées, les systémes ainsi obtenus ne sont pas uniformément observables par rapport au
pas de discrétisation. De plus, nous proposons une stratégie de filtration optimale assurant la
convergence des controles pour des données initiales filtrées.

La deuxiéme partie de ce mémoire présente des résultats liés aux problémes inverses pour des
équations des ondes et & leur approximation numérique. Ainsi, le Chapitre 3 traite les résultats
publiés dans [CM15b; CMI16] concernant la résolution de quelques problémes inverses liés a
I’équation des ondes. De maniére similaire aux problémes de controle évoqués dans le Chapitre 1,
on écrit les conditions d’optimalité associées au problémes inverses considérés sous la forme des
formulations mixtes dans un domaine espace-temps. Le Chapitre 4 présente quelques résultats
sur la convergence des observateurs pour des équations d’évolution aux dérivées partielles d’ordre
deux en temps. Plus précisément, nous formulons les résultats dans un cadre abstrait qui couvre
I’équation des ondes, le systéme de ’élasticité linéaire ou encore différents modéles de plaques.
Les travaux présentés dans ce chapitre ont été commencés durant le stage post-doctoral que j’ai
effectué pendant ’année 2010-2011 & INRIA Paris-Rocquencourt dans I’équipe MACS et ils ont
fait 'objet de trois publications [CIM15; Cha+12; CCM12|.

La troisiéme partie présente trés briévement mes résultats qui n’ont pas été inclus dans une des
deux autres parties [CMP12; CMP13; Cint15; ACC18; CC19] et donne quelques perspectives
pour mes recherches actuelles et futures.
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Méthodes espace-temps pour la controlabilité
de I’équation des ondes

Ce chapitre présente les résultats obtenus dans les articles [CEM13; CCM14; CMI15a| sur la
controlabilité et ’approximation des controles pour ’équation des ondes. Dans ces papiers nous
étudions 'approximation des controles pour I’équation des ondes, soit dans le cas frontiére, soit
dans le cas distribué, agissant dans un domaine fixe par rapport au temps, ou dans un domaine
variant avec le temps. L’idée principale de ces travaux est de proposer des méthodes constructives
pour le calcul du contréle minimisant un certain critére, en reformulant la condition d’optimalité
comme une équation aux dérivées partielles, ou comme un systéme d’ordre élevé, dans un domaine
espace-temps.

1.1 Contrélabilité frontiére

Considérons I’équation des ondes unidimensionnelle suivante :

Yy — (a(2)yg)e + bz, t)y =0, (z,t) € (0,1) x (0,7
y(0,t) =0, y(1,t) =v(t), te(0,7T) (1.1)
y(‘rv 0) = yO(x)7 yt(ma 0) = yl(l'), T (07 1)

On suppose T > 0, a € C3([0,1]) avec a(x) > ag > 0 pour tout = € [0,1], b € L>®(Qr),
(yo,y1) € L?(2) x H~1(Q2). Par v = v(t) on dénote un controle (une fonction de L2(0,T)) et
y = y(z,t) est 'état de 'équation des ondes. Ici, et partout dans ce chapitre, on note 2 = (0, 1),
Qr =(0,1) x (0,T) et ¥7 ={0,1} x (0,7"). On utilisera également la notation

Ly =Yt — (a(w)yz)x + b(xv t)y' (1'2)

Il est bien connu (voir, par exemple, la monographie [Lio88|) que pour toute donnée initiale
(vo,v1) € L2(Q) x H~1(Q) et pour tout v € L2(0,T) il existe une unique solution y de (1.1) telle
que

y € C([0,T]; L*(Q)) n C*([0, T]; H (). (1.3)

Pour tout T' > 0, on dit que I’équation des ondes (1.1) est contrélable & zéro en temps T > 0 si
pour toute donnée initiale (yo,v1) € L*(Q2) x H~1() il existe un controle v € L?(0,T) tel que
la solution y de (1.1) vérifie

y(,T)=0, w(,T)=0  dans Q.

La controélabilité de ’équation des ondes est maintenant un des résultats classiques de la théorie
du controle : si le temps T est supérieur & un temps critique T, alors I’équation des ondes
est controlable & zéro au temps T'. Si pour le cas a = 1 et b = 0 le temps T* est égal & deux
(voir [Lio88]), pour le cas général une condition géométrique liant le temps T, les fonctions a
et b, le domaine € ainsi que le domaine ot le contrdle agit doit étre vérifiée (voir [BLR92]). Il

3



CHAPITRE 1. METHODES ESPACE-TEMPS POUR LA CONTROLABILITE DES ONDES

est également bien connu, que la controlabilité a zéro de I’équation (1.1) est équivalente & une
inégalité d’observabilité pour le probléme adjoint associé : il existe une constante k* > 0 telle
que toute solution ¢ du probléme suivant :

Lo=0 dans Qr
$»=0 sur X7 (1.4)
(@(T), (-, T)) = (¢o, b1) dans Hj () x L*(2)
vérifie
T

160117 (@) + I1ll72(q) < /0 6o (1, )Pt V(go, 1) € Hy(2) x L*(Q).  (1.5)

La dualité contrdlabilité / observabilité a été mise en évidence en utilisant la méthode des mul-
tiplicateurs en [Lio88] par ce qu’on appelle la « méthode d’unicité de Hilbert » (HUM). Ainsi,
I'inégalité d’observabilité (1.5) assure la coercitivité de la fonctionnelle strictement convexe sui-
vante :

T 1
I(¢07¢1) - ;/O "bm(l?t)‘th +/0 yO(x)¢t(x7O)d‘r - <y17¢<'70)>71,1 (1'6)

définie pour toute (¢, ¢1) € H () x L*(Q) et ¢ solution de (1.4). On note (-, )11 le produit
de dualité de H=1(Q) et H}(Q).

L’approximation des contréles pour I’équation des ondes a été initialement focalisée sur la mini-
misation de la fonctionnelle duale Z donnée par (1.6). Une des premiéres contributions est due
a Glowinski, Li et Lions |[GLLI0| (voir [GLHO8| pour une mise a jour). Néanmoins, cette ap-
proche subit certaines difficultés numériques liées au fait que la constante d’observabilité k* n’est
pas indépendante du pas de discrétisation [GLLI0; Zua05 ; Miin05]. Plusieurs remédes pour ces
problémes ont été proposés : l'utilisation des éléments finis mixtes [CMMO08§|, utilisation d’une
viscosité numérique [MicO7], 'utilisation du principe de Russell [Rus78] « stabilisabilité implique
controlabilité » [CMT11], ou encore la filtration des hautes fréquences numériques [Erv09; EZ13],
etc.

Dans [CFM13| nous proposons une approche différente, consistant & minimiser directement la
fonctionnelle « primale », c’est-a-dire, on considére le probléme suivant :

1 e
Minimiser J(y,v) = 3 //Q P2 ly|2dadt + 2/0 palv|?dt an
T 1.7

sujet & (y,v) € C(yo, y1;T)

ot C(yo,y1; T) = {(y,v) : v € L*0,T), y solution controlée de (1.1)}. Ici on suppose que p et pg
sont des fonctions poids & choisir plus tard. Par dualité au sens de Fenchel et Rockafellar [Roc70;
ET99], si p et pp sont strictement positives, continues, uniformément minorées, on peut remplacer
le probléme de minimisation sous contraintes (1.7) par le probléme suivant :

(L 1 B 1T

Minimiser J* (11,60, 61) = 5 //Q p2uPdedt+ 5 [yl opar
T
1

+ [ (e, 0)ds — (. 00)) (18)
0

sujet a (1, go, é1) € LA(Qr) x H(Q) x L),

Cependant, comme la variable y apparait dans la fonctionnelle J, il est possible d’éviter la
méthode duale. On peut donc écrire directement les conditions d’optimalité pour la fonctionnelle
J, ce qui nous permettra d’exprimer son minimum (y,v) en termes d’une nouvelle variable,
solution d’une équation aux dérivées partielles d’ordre quatre dans le domaine Q7.

4
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Une deuxiéme possibilité, proposée dans [CM15al, est de réécrire le probléme de minimisation
duale (1.8) de maniére que la condition d’optimalité puisse étre vue comme une formulation
mixte. des controles de norme L? minimale.

Les deux situations sont intéressantes de point de vue numérique : en introduisant des espaces
de dimension finie adéquats on peut approcher numériquement les solutions des systémes d’op-
timalité et donc les contréles exacts correspondants.

1.1.1 Une méthode primale

La proposition suivante donne facilement, sous ’hypothése que l'inégalité d’observabilité (1.5)
soit satisfaite, 'existence et 1'unicité de la solution du probléme (1.7) :

Proposition 1.1. Soit T > 0 suffisamment grand. Supposons que p et py sont strictement
positives et vérifient p € C(Qr), po € C([0,T]) et p,po > p > 0. Alors, pour toute donnée
initiale (yo,y1) € L?(Q) x H-1(Q) le probleme (1.7) admet une unique solution.

Il est convenable d’'introduire la classe de fonctions suivante :

A(zg,a0) ={a € C3([0,1]) : a(x) > ag >0,

. / . 1 /
— — —(x — . 1.9
xren[g)fl”(a(w) + (v — wp)d'(z)) < xfg(l){ll](a(x) + 5 (@ —xo)a (w))} (1.9)
Si a € A(xp,ap) pour un xg < 0 et ag > 0, on peut choisir 5 tel que
- min (a(a) + (o~ 20)d/(x)) < < min (a(a) + 5o — a0}’ (2)

et définir les poids ¥ et ¢ ci-dessus :
o Y(x,t) = |v —x0|> — Bt? + My, ott My est choisi tel que 1 (z,t) > 1 pour tout (z,t) € Qr;
o o(z,t) = M@ on A > 0.

Avec ces notations, nous pouvons démontrer I'estimation de Carleman suivante :

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses précédentes et en supposant de plus que
1
T > — max v/a(x)(x —
> 5 max \/a(e)(z — x0),

il existe des constantes strictement positives sy et M (dépendant seulement de xg, ag, |all,
6/l Lo (@) €t T), telles que pour tout s < so on a

// 252 (Jwi* + [wg?) dxdt+s/ / 2 w|?dadt <

M/ / % | Lw|? dmdt—l—Ms/ 2P w,(1,1)2dt. (1.10)
-7

Il existe une littérature importante au sujet des inégalités de Carleman pour 1’équation des ondes.
La plupart de références considére le cas a = 1 (voir par exemple [BDE13; Ima02; Tat96]). Nous
démontrons donc ce résultat dans I'annexe de Particle [CFM13]. Cette inégalité est utilisée pour
démontrer qu'un certain espace P est un espace de Hilbert. Plus précisément, soit

Py={qeC*Qr) : ¢=0o0n X}

Il est facile & voir que la forme bilinéaire

T
<p,q>P:// szquda:dt—l—/ p62a(1)2px(1,t)qx(1,t)dt
Qr 0

est un produit scalaire sur FPy. Soit P ’espace obtenu en prenant I’adhérence de I'espace Py par
rapport a ce produit scalaire et & la norme induite. Alors P est un espace de Hilbert et de plus
on peut démontrer le résultat suivant :
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Lemme 1.3. Soit T > %maxme[oyl] Va(z)(x —xg) et s > sg. On considére les poids p et po
définies par
px,t) = e 5P@2=T) ot po(t) = p(1,t).

Soit P ’espace associé a ces poids, la fonction ¢ étant comme dans l'inégalité de Carleman (1.10).
Alors, il existe une constante co (dépendant seulement de xo, ao, ||lall, [[b]|gec (), As s et T) telle
que
2 2
PG O g2 @y + 1Pt Ol Z2() < Co(psp)p - VP EP. (1.11)
La preuve de cette lemme est une conséquence directe de I'inégalité de Carleman (1.10).
Remarque 1.4. L’inégalité (1.11) peut étre vue comme une inégalité d’observabilité généralisée.

Les poids p~' and pgl explosent de maniére exponentielle avec s. Cela crée de difficultés au

niveau numérique, donc de point de vue pratique peut étre souhaitable un changement de variable
z = pp dans (1.13). Une analyse similaire pourra étre faite pour toutes les poids p et py pour
lesquelles une inégalité d’observabilité (1.11) aura lieu. Notamment, si l’inégalité d’observabilité
est satisfaite, l'inégalité (1.11) peut étre démontrée pour p = pp = 1.

Du Lemme 1.3 on en déduit le résultat suivant donnant une caractérisation variationnelle de la
paire (y,v) € C(yo,y1;T) minimisant la fonctionnelle J.

Proposition 1.5. Sous les hypothéses et avec les notations précédentes, il existe p € P telle que
la solution (y,v) € C(yo,y1;T) de (1.7) est donnée par

y=—pLp,  v=—(a(z)pypa)le=1- (1.12)

De plus, p € P est l'unique solution de la formulation variationnelle suivante :

T
// p72Lqudxdt +/0 p0_26l2(1)px(1,t)q$(1,t)dt = <yOaQt('7O)>L2 - <yl7Q('70)>—1,1’ (1'13)
T
pour tout q € P.

L’idée de la preuve est d’utiliser donc la formule de représentation de Riesz dans l'espace de
Hilbert P pour montrer que (1.13) admet une unique solution p. Ensuite, il faut observer qu’en
remplagant (1.12) dans (1.13) on obtient la condition d’optimalité caractérisant la paire (y,v).

La formulation variationnelle (1.13) permet donc de construire une suite (vy)n>0 convergeant
fortement vers le controle v solution de (1.7). Nous présentons dans ce qui suit la démarche pour
mettre en place cette approche numérique.

Analyse numérique de ’approche variationnelle

Une approximation conforme

Introduisons d’abord la forme linéaire £ : P — R définie par

1
) = | wol@a(e.0)de = (a0
Alors, (1.13) s’écrit : trouver p € P telle que
(p,q)p =4(q) Vg € P. (1.14)

Supposons maintenant que pour tout h > 0, P, C P est un sous-espace de dimension finie de P.
Alors, le probléme (1.14) peut étre approché de maniére conforme par

(ph-anyp = L(qn)  Vai € P. (1.15)

Bien évidement, le probléme (1.15) est bien posé et, de plus, nous avons le résultat classique
suivant :
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Lemme 1.6. Soit p € P l'unique solution de (1.14) et soit pp, € Pp, l'unique solution de (1.15).
Alors,

P — pullp Sq lp = anll p-

inf

hEP
Ce résultat peut étre donc utilisé pour démontrer que p;, converge vers p si les espaces Pj, sont
bien choisis. Supposons donc que nous disposons d’un opérateur d’interpolation Iy : Py — Py

tel que
lp — pp|| p = 0 quand h — 0 pour tout p € F.

Le résultat de convergence suivant est obtenu rapidement :

Proposition 1.7. Soit p € P lunique solution de (1.14) et soit pp, € Pp Uunique solution
de (1.15). Alors,
lpn — pllp = 0 quand h — 0.

Démonstration. Soit € > 0. Comme Py est dense dans P, il existe p. € Py tel que ||p — pe||p < e.
Alors, en appliquant le Lemme 1.6,

Ip = pellp < llp — npellp < |lp — pell p + llpe — apellp
<e+ |lpe — Oppellp — 0.

Construction des espaces P,

Les espaces P}, doivent étre choisis de maniére que p~!Lp, appartienne & L?(Qr) pour tout
pn, € Pj,. Cela impose que les dérivées secondes des fonctions pj, soient dans L?(Qr).

Soit N, et N; deux entiers et Az = 1/N,, At = T/N;. Soit h = max{At, Az}. On définit Qp un
maillage formé d’éléments rectangulaires tel que Q1 = |J Kkeo, K- Alors, 'espace P, est défini
par

Ph = {Zh S Cl(QT) : Zk|K S P(K) VK € Qh, Zh = 0 sur ET}, (1.16)

ou par P(K) on dénote 'espace de fonctions polynomiales en x et ¢
P(K) = (P3: ®@P3¢)(K).

L’espace P3¢ est par définition I'espace des fonctions polynomiales de degré au plus 3 de va-
riable £.

On construit de maniére précise une base de cet espace ainsi qu’un opérateur de projection IIj.
La construction est assez classique et nous omettons les détails dans le présent mémoire.

La Proposition 1.7 donne le résultat suivant pour la convergence des controéles et des solutions
controlées correspondantes :

Proposition 1.8. Soit p, € Py l'unique solution du probléme (1.14) pour l’espace P donné
par (1.16). Posons
yn = p~>Lpn, vh = —poa(T)ph.a-
Alors on a
1y = ynll L2y = 0 €t [lv—vall 21y = 0 quand h — 0,

ot (y,v) est l'unique solution de (1.7).

Remarque 1.9. Le résultat de la Proposition 1.8 reste valable si on approche les poids p et pg
par leur interpolation sur ’espace de dimension finie Py,. Cela reviendra a remplacer dans (1.15)
le produit scalaire de P par une forme bilinéaire my, et la forme linéaire £ par une forme linéaire
ly. Néanmoins, ces nouvelles formes restent proches des formes initiales et on peut quantifier
de maniére précise la différence entre la solution de (1.15) et la solution py, € P du probléeme
sutvant :

M (Phs qn) = Cnlqn) Van € Py. (1.17)
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Simulations numériques

Nous présentons maintenant quelques résultats numériques liées au probléme (1.17). Ce probléme
peut étre vu comme un systéme linéaire de matrice creuse, symétrique, définie positive My, de
My, N (R).

Nous avons utilisé une méthode d’intégration exacte pour calculer la matrice My, et la méthode
de Cholesky pour la résolution du systéme linéaire. Une fois la forme bilinéaire my, calculée, le
controle vy, est donné par (1.12), donc, comme la dérivée par rapport a x est un degré de liberté
du probléme, cela ne requiert aucun calcul supplémentaire.

Sauf si précisé autrement, nous allons considérer a(x) = 1 et b(x) = 0. Le temps de controle
sera T = 2.2, g = —1/20, B3 = 0.99 et My = 1 — zg + BT?. Nous choisissons les paramétres
apparaissant dans les poids p et pg comme suit : A = 0.1 et s = 1.

Estimation de la constante d’observabilité

Avant de tester la méthode proposée pour une condition initiale donnée, on étudie le comporte-
ment de la constante d’observabilité par rapport a la discrétisation. Plus précisément, ’équivalent
discret de l'inégalité d’observabilité généralisée (1.11) est le suivant

(Ap{pn}, {pn}) < Con(Mp{pn}, {rn})  Vou € P,

ot Ay, est la matrice de My, n, (R) définie par

1
(Anlpn} {an}) = /0 (P (2, 0) e (2, 0) + prs (2, 0) s (2, 0)) dl.

Avec ces notations, la constante Cp, est la solution du probleme de valeurs propres généralisé
suivant :

Co,, = max{\ : Ipy € Py, py # 0 tel que Ap{pn} = AMp{pn}}

et peut donc étre calculée par la méthode de la puissance itérée. Dans le Table 1.1 nous recueillons
les valeurs ainsi obtenues de la constante Cpj pour plusieurs valeurs de h = Az = At et pour
deux temps T' = 2.2 et T' = 1.5. Remarquons que la constante d’observabilité reste bornée dans
le cas T' > 2 et explose si T < 2.

h 1/10 1/20 1/40 1/80
T=22]660x10"2 7.61x10"2 856x10"2 9.05x 102
T=15 0.565 2.672 17.02 96.02

TABLE 1.1 — Comportement de la constante Cj 5 par rapport a h.

Donnée initiale réguliére et vitesse de propagation constante

Pour un premier exemple numérique nous considérons une donnée initiale trés réguliére :
(yo,y1) = (sin(7x),0) et a =b = 1.

Dans la Figure 1.1 on représente I'évolution des normes [|p — pp|p et [0 — vn||12(o 1) Par rapport

a h. Nous avons noté p et ¢ la solution de référence de (1.17) obtenue en prenant h = ﬁ et le
controéle correspondant, respectivement.

Dans la Figure 1.2 nous représentons le contréle ainsi que la solution contrélée correspondante as-
sociées a la donnée initiale (yo, y1). Ces résultats sont obtenus en résolvant numériquement (1.17)
pour h = 8—10.
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18 ~16 1.4 12 -
log10(h)

FIGURE 1.1 — logyo [[p — prllp (%) et logyg |0 — vallz2(0,7) (o) vs. logyo(h).

FIGURE 1.2 — Controle (gauche) et solution contrélée (droite) associée a la donnée initiale
(yo(x),y1(x)) = (sin(7x),0). Le pas de discrétisation est h = (1/80,1/80).

Donnée initiale irréguliére et vitesse de propagation constante

On considére une donnée initiale dans L?(Q2) x H~1(2) en gardant une vitesse de propagation
constante a = 1. Plus précisément, soit yo(z) = Ljg5,0.7(z) et y1(z) = 0. Cette donnée initiale,
excitant toutes les fréquences du Laplacien, donne des comportements pathologiques quand on
approche le controle HUM associé, par exemple, en minimisant la fonctionnelle duale. Comme
pour le cas des données réguliéres, la méthode proposée donne une suite convergente de controles.
Le contréle ainsi obtenu pour un pas de discrétisation h = % ainsi que la solution controlée

associée sont représentés graphiquement dans la Figure 1.3.

Donnée initiale réguliére et vitesse de propagation non-constante

Le dernier exemple de cette section concerne la contrélabilité de la donnée initiale localisée
suivante (yo,y1) = (6_500(’”—0‘2)2 ,0), pour une équation des ondes avec une vitesse de propagation
variable a € C3(]0,1]) avec a’(z) > 0 telle que

a € C3([0,1]), a'(z) >0, a(z) =

{ 1, siz€[0,0.45] (1.18)

5, sixzel0.55,1].

La condition sur le temps 1" de controlabilité du Lemme 1.3 se traduit pour ce choix de @ comme
suit : T > 2(1 4 1/20)v/T = 4.69 (en prenant a nouveau xg = —1,/20). Malgré cela, on observe

9
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FIGURE 1.3 — Controle (gauche) et solution controlée (droite) associée a la donnée initiale
(o(z),y1(x)) = (L)0.5,0.7(2),0). Le pas de discrétisation est h = (1/80,1/80).

que la constante numérique d’observabilité reste bornée pour des temps plus courts. On prend
donc T = 2.2. Les résultats obtenus sont affichés dans la Figure 1.4.

FIGURE 1.4 — Controle (gauche) et solution controlée (droite) associée & la donnée initiale
(yo(z), y1(x)) = (e7P0@=02 () et une vitesse de propagation a donnée par (1.18). Le pas
de discrétisation est h = (1/80,1/80).

Quelques commentaires

La recherche d’un contréle minimisant J dans (1.7), ot l'état controlé apparait de maniére
explicite, est trés bien adaptée de point de vue numérique. En fait, cela se réduit & la résolution
d’une équation aux dérivées partielles qui est facile & analyser et a résoudre. Remarquer que
I’approche que nous proposons ne demande pas la discrétisation d’un opérateur des ondes, donc
ne génére pas des oscillations numériques parasites. Cela est une caractéristique importante de
la méthode et pourrait justifier son utilisation par rapport aux méthodes habituelles minimisant
la fonctionnelle duale par un algorithme de type gradient.

Une difficulté de cette méthode est liée a la présence des poids p~2 et Po 2 explosant de maniére
exponentielle par rapport aux paramétres s et A, dans le probléme variationnel a résoudre. En fait,
dans tous les expériences numériques que nous avons réalisé nous avons observé une trés faible
dépendance des résultats par rapport aux valeurs de s et de A. Cela est en parfait accord avec
la Remarque 1.4. La présence des poids est seulement une conséquence technique de I'utilisation
de I'inégalité de Carleman.

Remarquer que la solution de la formulation variationnelle (1.13) peut étre vue aussi comme le

minimum d’une fonctionnelle
1

I(p) = 5 (p.P)p — Up)

10
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qui est similaire a la fonctionnelle conjuguée J* de (1.8).

La démarche proposée dans un cadre unidimensionnel peut étre étendue & une dimension quel-
conque de ’espace. Néanmoins, de point de vue numérique, cela est plus compliqué, en nécessitant
I'utilisation d’éléments finis de classe C'' en dimension supérieure.

1.1.2 Une formulation mixte pour approximation du controéle de
norme L? minimale

Cette section présente briévement les résultats obtenus dans [CM15a] dans le cas de la contro-
labilité frontiére. Les mémes résultats peuvent étre écrits pour les controles distribués et seront
discutés et utilisés dans la Section 1.2. Plus précisément, nous adaptons les résultats de [CFM13],
décrits aussi dans la section précédente, pour approcher les controles de norme L? minimale.
L’idée principale sera de reformuler les conditions d’optimalité du controle sous la forme d’une
formulation mixte faisant apparaitre le controle et ’état du systéme adjoint. Le résultat princi-
pal démontre le caractére bien posé de cette formulation mixte et, en particulier, une condition
inf-sup. Cette méthode est une méthode constructive. Nous présenterons donc sa mise en oeuvre
et nous discuterons plusieurs résultats numériques.

Pour considérer donc les contrdles de norme L? minimale, les poids p et pg introduites en début
de la Section 1.1 sont choisis pour le reste du chapitre comme suit :

p=0 et po = 1.

L’idée de la méthode qu’on propose est d’éviter la minimisation de la fonctionnelle conjuguée
J* par rapport aux données initiales (¢g, ¢1). Comme la solution du systéme adjoint (1.4) est
uniquement déterminée par les données initiales (¢o, ¢1), nous proposons de reformuler la mini-
misation de J* en gardant la solution ¢ de (1.4) comme variable principale. Plus précisément,
on considére le probléme de minimisation suivant :

T 1
min 7°(0) = 5 [ 1aos(L0P + [ wo(@)n(e.00de = . 6(0) . (119

PpEW 2

avec l'espace W défini par :
W={¢¢c L*(Q7), ¢ = 0 sur L telle que Lo = 0 € L*(Q7), ¢(1,:) € LQ(O,T)} . (1.20)
Il est facile & voir que ’espace W est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

T
(6.3), = /0 a(1)26,(1,0,(1,0dt, Yo, 3 € W,

Pour tout ¢ € W on note ||¢||3, = (¢, @)y, la norme associée. Remarquons, que si p € W,
Pinégalité d’observabilité (1.5) donne (¢(-,0), ¢:(-,0)) € HE(Q) x L*(€2), donc la fonctionnelle J*
est bien définie sur W. Alors, la minimisation de la fonctionnelle J* sur W est équivalente a la
minimisation de la fonctionnelle J* sur Hg () x L%(Q).

La variable par rapport a laquelle on minimise la fonctionnelle J* est soumise maintenant a la
contrainte L¢ = 0. Pour s’affranchir de cette contrainte on considére une formulation mixte. Soit
® ’espace suivant contenant W :

® = {¢ € L*(Qr), ¢ =0 sur Ir telle que Lp € L*(Qr), ¢.(1,-) € L*(0,T)}, (1.21)
équipé du produit scalaire

T
<¢,¢>¢—/0 a(1)2¢$(1,t)¢x(1,t)dt+77// LoLodxdt, Vo, € P, (1.22)

11
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pour un réel fixé > 0. Considérons la formulation mixte suivante : trouver (¢, \) € ® x L?(Qr)
solution de

a(¢,9) +b(g,\) = (), Vo € @

LeeR e VA€ L(@Qn), (1:23)
a:dx® =R, alg,¢) = <¢>¢ (1.24)
b:®x L*Qr) =R, // Lo(x, )Nz, t)dxdt (1.25)
COSR, U(0) = - / o(@)61(x, 0)dz + (g1, 6(,0))_,, (1.26)

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :

Théoréme 1.10. Soit xg < 0, ag > 0 et a € A(zo,ap). Pour tout T > T*(a) les affirmations
suivantes sont vérifiées :

1. La formulation mizte (1.23) est bien posée.

2. L'unique solution (¢,\) € ® x L?(Qr) de (1.23) est l'unique point selle du Lagrangien
susvant :

Lo x IAQr) 5 R £(6.3) = 1a(6,6) +b(o, \) — ((6). (1.27)

3. La fonction ¢ donnée par 2. satisfait ¢ € W et est l'unique minimiseur de la fonctionnelle
J* sur W. Le multiplicateur de Lagrange \ est l’état de [’équation des ondes controlée
correspondante, vérifiée au sens faible.

Idée de la preuve. 1l est facile & voir que la forme bilinéaire a est continue sur ® x ®, symétrique
et positive et la forme bilinéaire b est continue sur ® x L?(Q7). De plus, la continuité de la forme
linéaire ¢ sur ® est une conséquence directe de I'inégalité de Carleman (1.10). Alors, le fait que
la formulation mixte est bien posée s’obtient des deux propriétés suivantes (voir [BBF13]) :

— a est coercive sur N'(b), ou par N'(b) on dénote le noyau de b :

N(b) = {¢ € ® telle que b(¢,\) = 0 pour tout A € L?(Qr)}.

— b satisfait I'inégalité inf-sup habituelle sur ® x L?(Qr) : il existe § > 0 telle que

inf  sup L > 4.
AeL?(Qr) geo |0l @Al 22 (o)

Le premier point suit facilement de la définition de a. Vérifions la condition inf-sup. Pour tout
terme source \g € L?(Qr) on considére ¢y I'unique solution de 1’équation des ondes Lgg = Mg
avec conditions initiales nulles dans espace Hg () x L?(€). Autrement dit, ¢ est la solution
d’une équation des ondes avec conditions initiales nulles, conditions frontiére de type Dirichlet
homogénes et un terme source \g € L*(Qr). Alors, il existe une constante Cao,r > 0 (voir par
exemple [Lio88]) telle que ¢ vérifie

(1.28)

T
| ana(t. 0Pt < Cora )l gy (1.29)
0

Donc, ¢g € @ et b(¢o, Ao) = || Mo . Alors,

200

b(d)v A0) b(¢07 A0)
sup >
oco 1BllellMoll2ry — ldollellMollz2(@q)

A
_ Mol z2(Qr) i ‘ (1.30)

(o a(D)e (1, ) 2dt + Mo a0, ) * IR0l 220

12
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De (1.29) et (1.30) on déduit facilement I'inégalité suivante :

b(¢05 )‘0) 1
sup >
soca 9ollellXollr2(qr) cora(l)?+n

et, donc, I'inégalité (1.28) a lieu avec § = (cora(1)® + 17)_%.

La deuxiéme partie du théoréme suit en prenant en compte la symétrie et la positivité de la forme
bilinéaire a. L’équation b(¢, ) = 0 peut étre vue comme L¢ = 0 dans L*(Qr), donc si (¢, \) est
la solution de la formulation mixte (1.23) alors ¢ € W et £(¢, \) = J*(¢). Finalement, la premiére
équation de la formulation mixte peut étre interprétée comme suit : A est la solution de I’équation
des ondes controlée (avec le controle v(t) = a(1)¢p,(1,t)) au sens de la transposition. O

Remarque 1.11. Le Théoréme 1.10 réduit la recherche du contréle HUM a la résolution de la
formulation mixte (1.23). En général, il est indispensable du point de vue numérique d’augmenter
le Lagrangien : pour tout r > 0 on considére le Lagrangien augmenté L, défini par

Lo(6,)) = ba.(6,6) + (6, \) — £(),
a.(¢,8) =a($,9) +r / / LoLadudt.

Effectivement, comme a(¢, ) = a,(¢, ) pour tout ¢ € W les points selle des Lagrangiens L et
L, coincident.

Remarque 1.12. En considérant le probléme dual au probléme de minimisation (1.19), on peut
réduire la résolution de la formulation mixte (1.23), ou équivalent, le probléme de point selle pour
le Lagrangien L., & la minimisation d’une fonctionnelle J** : L?>(Qr) — L*(Qr). Cela rend
possible lutilisation de la trés efficace méthode du gradient conjugué pour le calcul de la solution
controlée A.

Simulations numériques

Dans cette section nous décrivons la stratégie employée pour 'approximation numérique de la
solution de la formulation mixte (1.23). Nous illustrons cette stratégie en considérant plusieurs
exemples.

Discrétisation

Considérons la formulation mixte augmentée (1.23) (on suppose donc r > 0). Soit ®p et My,
deux espaces de dimension finie paramétrés par la variable strictement positive h :

®, C D, M, C L*(Qr).
Alors, nous considérons les problémes suivants : trouver (¢p, A\p) € @5, x My, solution de

ar(on, @n) + (0, A) = £(¢y), Yo, € Py, (1.31)
b(th))‘h) = 07 V)\h 6 Mh. ’

Comme dans le cas continu, le fait que la formulation mixte (1.31) est bien posée est la consé-
quence de deux propriétés : la coercivité de la forme bilinéaire a, sur le noyau Nj(b) et une
inégalité inf-sup discréte. La premiére relation découle directement de la coercivité de a, sur .
La condition inf-sup discréte suivante

inf  sup b(dn, An)

e > 0y > 0. 1.32
MEM g, eay || Onllon A0l M, (1.32)

est, en général, difficile & démontrer et dépend fortement du choix des espaces My, et @y,.
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CHAPITRE 1. METHODES ESPACE-TEMPS POUR LA CONTROLABILITE DES ONDES

Remarque 1.13. Sir =0 la formulation mizte (1.31) n’est pas bien posée. En fait, a n’est pas
coercive sur le noyau Np(b). Le terme d’augmentation peut étre donc vu comme un terme de
stabilisation : pour tout h > 0 il assure la coercivité de la forme bilinéaire a et tend vers 0 quand
h tend vers 0.

Considérons une approximation conforme du probléme (1.23). Pour cela, soit 7, un maillage
uniforme tel que Qr = UKeTh K. L’espace @y, est défini par :

@h:{%ecl(@) : onlk € P(K) VK € Tp et ¢, =0 sur ET},

ou P(K) est un espace bien choisi de fonctions des variables x et ¢. Nous proposons deux choix
pour ces espaces :

— Despace Bogner-Fox-Schmit (BFS) est un espace d’éléments finis C'* sur des maillages rec-
tangulaires. Pour cet élément fini on utilisera donc des maillage rectangulaires. Chaque élé-
ment du maillage sera un rectangle de cotés Ax et At. Dans les simulations numériques on
consideére cing niveaux de maillages : h = Az = At = 1/N pour N € {10, 20, 40, 80, 160}.

— lespace Hsieh-Clough-Tocher réduit (HCT) est un espace d’éléments finis triangulaires.
Dans ce cas on utilise cinq niveaux de maillages triangulaires réguliers et ou pas.

On définit également 'espace de dimension fini My, = {\; € C(Qr) : M|k € Q(K) VK € T},},
ot Q(K) est l'espace des fonctions affines par rapport a = et a t. Soit np, = dim(®y) et my, =
dim(Myp,). 11 est facile a voir que ®;, € ® et M), € L?(Qr) et que la formulation mixte (1.31)
s’écrit comme un systéme linéaire de la forme suivante :

App BE) <{¢h}> B (Lh>
(Bh 0 ) My oy, \AR I N (1.33)

ol
e (On, 0n) = (Arp{dnt, {0} ) gn - Yo, oy, € Oy
br(én. An) = (Br{on}, {AnHrmn gon » Von € @p, Ap € My
g(d)h) - <Lh7 {éh})R"h ) Yon € Pp,.

Comportement de la constante §p,
La constante inf-sup discréte 0y, vérifie
Op, = inf {\/S : BhA;,}llB]{{)\h} = dJp{An} avec { A} € R™\ {0}} ,

ou J € My, (R) est la matrice définie par :

//Q Nowndadt = (T nbgen s PAn Wy € My
T

On pourra donc approcher d;, en utilisant la méthode de la puissance. Comme attendu, d;, décroit
quand h — 0 et augmente quand r — 0. En prenant ’exemple de 'approximation utilisant
I'espace BF'S, on observe que la constante 0 a le comportement asymptotique suivant (voir la
Figure 1.5) :

h
Op ~ C,«—T quand h — 07,

N

avec (. une constante positive.

14



1.1. CONTROLABILITE FRONTIERE

10 10°

FIGURE 1.5 — Evolution de la quantité \/T0n, par rapport & h pour r = 1 (carrés), r = 1072
(cercles), r = h (étoiles) et r = h? (triangle) pour des éléments finis BFS.

Résultats numériques

Dans cette section nous présentons et discutons quelques résultats numériques obtenus en résol-
vant la formulation mixte (1.31) pour deux jeux de données initiales pour lesquelles I'expression
explicite du controle de norme L?-minimale est facile & obtenir.

Un premier exemple est le calcul numérique du contrdle frontiére de norme L? minimale associé
aux données initiales (yo, y1) = (sin(37wz),0) et au temps de controdle T' = 2. Pour ces données ini-
tiales on peut calculer de maniére explicite le controle de norme L? minimale : v(t) = %sin(37rt).
Ainsi, nous pouvons estimer et comparer les erreurs numériques faites en résolvant la formulation
mixte (1.31). Dans tous les simulations on observe la convergence des controles discrets vy, vers
le contréle v et, dés que h est suffisamment petit, 'influence du paramétre d’augmentation r
diminue. Les détails des résultats numériques sont disponibles dans le papier [CM15a]. Dans ce
mémoire on se contente de montrer les courbes des erreurs d’approximation dans la Figure 1.6.

10° ‘ ‘ 10°
Ry +
Pt
do-m T i AT _.-q
107 I o Lt 107 i 4o F
< o *.’ —_4,—’ o
-~ <-"
(o] ’/‘ o
o -
107 o 107 °
/"
e
-6 -6
10 : : 10 : :
107 107 107 10™
h h

FIGURE 1.6 — Donnée initiale (yo,v1) = (sin(37z),0) — Evolution de la norme |jv — a2 (0,7)

)
par rapport & h. (a) Eléments finis BFS. (b) Eléments finis HCT sur un maillage uniforme. r = 1
(4), r =102 (o), r = k% ().

On considére un deuxiéme exemple, un peu moins régulier, dans le sens que la position est
seulement dans L?(Q) mais elle n’est pas continue : (yo,y1) = (421(g1/9)(x),0) et T = 2.4.
Dans ce cas on connait également la forme explicite du controle : v(t) = 2(1 —#)1(1/23/9)(t). En
général, ce controle est mal approché en minimisant la fonctionnelle duale J*, des schémas non-
triviales étant nécessaires pour une approximation satisfaisante. Dans la Figure 1.7 on représente
le controle exact v et le controle approché vy ainsi que ’évolution de 'erreur d’approximation
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du controle en fonction du paramétre de discrétisation.

T T T T 0.4 T T
1t — VO] 0.35¢ 1
0.3f 1

- -

0.251 1

0.2f 1

0.15¢ 1

—+—BFS
—©—HCT uniform
—&—HCT non uniform

FIGURE 1.7 -~ Donnée initiale (yo,y1) = (421 1/9)(x),0). (a) Controle de norme L* minimale v
et controle approché vy,. (b) Evolution de la norme |[v — vy || £2(0,) Dar rapport a h.

Remarquer que la méthode variationnelle que nous proposons est trés bien adaptée pour 1'op-
timisation du maillage. Toujours pour le deuxiéme exemple, on montre dans la Figure 1.8 cing
maillages distincts de Q. La séquence est initialisée par un maillage grossier. Les quatre autres
maillages sont obtenus en raffinant localement le maillage précédent en fonction de la norme
du gradient de \p sur chaque triangle de la triangulation 7. Comme attendu, le raffinement
du maillage est localisé autour des caractéristiques associées & l’équation des ondes controlée.
Dans la Figure 1.9 on représente les deux composantes ¢y, et Ay de la solution de la formulation
mixte (1.31) associée & la donnée initiale (yo,y1) = (4x1(g,1/2)(2),0) sur le cinquiéme maillage
affiché dans la Figure 1.8.

25 25

0.5

F1GURE 1.8 — Cingq raffinements successifs du maillage adaptés pour le calcul du contréle associé
a la donnée initiale (yo,y1) = (4x1(g,1/2)(2),0).

En conclusion, cette méthode directe donne de trés bonnes approximations du contréle de norme
L? minimale, méme dans des situations singuliéres pour lesquelles les méthodes classiques, en
général, ne fonctionnent pas. Pour tout r > 0 la méthode converge quand h — 0, le choix de
r ne jouant pas un role trés important. Une valeur intermédiaire de r, par exemple r = 1072,
offre un bon compromis entre la convergence de la variable A, et la convergence de la variable
duale ¢y,. Le fait de choisir r ne dépendant pas de h renforce la contrainte Lo, € L?(Qr) par
rapport & h. Cela suggére que la contrainte Lo € L?(Q7) que nous imposons dans la définition
de 'espace W peut étre relaxée a Lo € L2(0,T; H~'(Q)) qui sera plus appropriée pour le cas de
la controlabilité distribuée.

Des résultats similaires sont obtenus en minimisant par la méthode du gradient conjugué la
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1.2. CONTROLABILITE DISTRIBUEE

phi(x, t)

FIGURE 1.9 — Donnée initiale(yo,y1) = (421 1/2)(z),0) — (a) la variable duale ¢, et (b) la
variable primale A\ sur le maillage le plus fin de la Figure 1.8.

fonctionnelle J** évoquée dans la Remarque 1.12. Le lecteur intéressé pourra consulter la Section
4.4 du [CM15a] ou sont données les détails concernant la mise en oeuvre de la méthode. Notons
seulement que le principal avantage de cette démarche itérative est que nous n’avons plus &
résoudre des systémes linéaires d’une taille éventuellement importante. En contrepartie, pour des
données initiales non-réguliéres et pour des valeurs petites du paramétre 7, le nombre d’itérations
nécessaires a la convergence de la méthode du gradient conjugué augmente.

1.2 Controélabilité distribuée

La méthode d’approximation des contréles de norme L? minimale présentée dans la Section 1.1.2
pour la contrélabilité frontiére peut étre facilement adaptée pour traiter la controlabilité dis-
tribuée de ’équation des ondes. Cette approche a été d’abord introduite dans [CM15a, Section
3| et ensuite généralisée pour les controles distribués a support variable en temps dans ’ar-
ticle [CCM14].

Soit gr C Q1 un sous-domaine du domaine espace-temps Q7 et soit 1, sa fonction caractéris-
tique. Nous allons considérer I’équation des ondes suivante :

Ly = 1qua dans QT
y =0, sur Yy (1.34)
(y(-,0),y:(-,0)) = (Y0, Y1), dans €.

On rappelle que L est 'opérateur des ondes donné par (1.2), Qr = Q x (0,7) et Xp = {0,1} x
(0,7). 11 est standard de montrer que 'équation (1.34) est bien posée et y € C([0,T]; HE(Q)) N
C*([0,T]; L?(£2)). Comme dans le cas frontiére, le probléme de la controlabilité de 'équation (1.34)
est le suivant : trouver un controle v € L%(gr) tel que la solution y vérifie y(-, T) = y,(-, T) = 0.

Le probléme dual de minimisation associé au controle de norme L? minimale pour I’équa-
tion (1.34) est le suivant : minimiser la fonctionnelle J* définie par

J*(¢o, ¢1) = // |¢|*dxdt + (1, yo)_ /@f)oyldﬂf (1.35)
qr

par rapport & (¢o, ¢1) € L2(Q2) x H1(Q2) avec ¢ la solution de (1.4) correspondant & cette donnée
initiale. Ce probléme de minimisation est bien posé dés que I'inégalité d’observabilité suivante a
lieu : il existe une constante k* > 0 telle que pour tout (¢g, ¢1) € L2(Q) x H~1(Q2) la solution ¢
de (1.4) vérifie

6Oy + 161 O ey < &° [ foPduat (130
ar
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Il est bien connu que si le domaine gr est de la forme w x (0,7"), avec w C € un ouvert non-vide,
I'inégalité d’observabilité est vraie si le temps de controle T est suffisamment grand (voir [Lio88]).
Dans le cas ol le domaine g7 n’est pas rectangulaire nous démontrons 1'inégalité d’observabilité
dans le cas de I'équation des ondes a coefficients constants et & potentiel nul : a =1 et b =0
(pour une preuve détaillé, voir [CCM14]).

En suivant les idées du cas frontiére, nous remplacons le probléme de minimisation par rapport
aux données initiales par un probléme de minimisation par rapport & ¢ € W :

ﬂngZ;/%WWMWH@@%mLu—AM%wML (1.37)
ol
W ={¢ € L*(Qr), Lo =0¢€ L*(0,T, H *(Q)) telle que ¢ = 0 sur Sr} . (1.38)

Il est facile & vérifier que W est un espace de Hilbert par rapport au produit scalaire

(03 = [

pour n > 0 fixé. Ensuite, on définit

— T —
ppdxdt + 17/0 (L¢, Lq5>_1 dt,

qr

D = {qb € LQ(QT), L¢ € L*(0,T, H_l(Q)) telle que ¢ = 0 sur ET}

et on considére la formulation mixte suivante : trouver (¢, \) € ® x L?(0, T, H}(2)) solution de

a(p,9) +b(p,\) = £(¢), Vo € @ (1.39)
b(¢,)\) =0, VA € L%(0,T, H} (), '
ol
a:dx®—R, alg,¢) = / dpdadt (1.40)
qr -
b:®x L*(Qr) =R, b(¢N) :/ (LoX)_y y dt (1.41)
0
SR U0) == (i, 0) 0y + [ 9O (1.42)

Pour le reste du chapitre on suppose qu’il existe une constante Cy > 0 telle que l'inégalité
suivante est vraie :

16,0, 62 (-, 0))l[72(0yx 110y < Co (HL¢||%2(O,T,H—1(Q)) + |’¢H%2(qT)> , Voed.  (143)

Si T est suffisamment grand, 'inégalité (1.43) peut étre démontrée a l'aide des inégalités de
Carleman [Zha00]. Dans le cas de I’équation des ondes & coefficients constants et sans poten-
tiel on démontre cette inégalité en utilisant les formules de D’Alemebert. Plus précisément,
dans [CCM14] nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 1.14. Soit gr C Q7 une réunion finie d’ensembles ouverts et connexes qui satisfait
la condition d’optique géomélrique suivante : toute ligne caractéristique partant d’un point z €
[0, 1] et suivant les lois de 'optique géométrique quand se refléte sur Y doit intersecter gr. Alors
il existe une constante Cy > 0 telle que l'estimation (1.43) est vraie.

Idée de la preuve. La preuve est présentée en détail dans [CCM14]. Nous donnons ici seulement
les étapes principales.
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1.2. CONTROLABILITE DISTRIBUEE

La premiére étape est de montrer que, en prolongeant en temps sur R une solution de I’équation
des ondes (1.4) de maniére que les conditions Dirichlet homogénes restent vérifiées, pour tout
teR, z€(0,1)et 6 >0o0na

t+9
[ o0t < 5[] (enol <l o) dyds, (144)
=6 (:ct+:c)

t+9 ) ) )
| ook < 5 f / (el )2 + Iy s)P) dyds, (1)
t— z,t—x)

ou Ll(ém) est un voisinage (x,t) de la forme Z/{(‘Sx’t) = {(y,s) tel que |z —y| + |t — s| < §} (voir
Figure 1.10). L’idée pour démontrer les inégalités (1.44)-(1.45) repose sur l'utilisation de la
formule de D’Alemebert.

u(i:,t+:1:)
t+x
t+of
t
t—0y
0
M(r,tfz)
T

et U?

FIGURE 1.10 — Les ensembles ouverts M( (o,t—2)"

z,t+x)

Dans une deuxiéme étape, on montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1@, 0), 610 ) 2 ey 200y < € (10813200 + 11602 13200

pour tout ¢ € W avec données initiales dans HE(Q) x L?(Q2). Pour cela, on combine I'inégalité
d’observabilité frontiére et les inégalités (1.44)-(1.45).

La troisiéme étape consiste & montrer que nous pouvons substituer ¢, par ¢; dans le membre
droit de l'inégalité précédente :

1660 0), B4 sz < € (16e32(qpy + 1613001 - (1.46)

Pour le quatriéme pas nous employons un raisonnement par absurde pour démontrer que nous
pouvons supprimer le dernier terme de l'inégalité (1.46) :

||(¢('70)’¢t('70))||?{3(9)><L2(Q) < OHQZ)tH%Q(QT)

Finalement, on affaiblit les normes apparaissant dans la derniére inégalité :

18- 0), @t (s )20y x-1(0) < CllElT2(gr (1.47)

pour tout ¢ € W avec données initiales dans H} () x L*(Q).

Pour conclure, il suffit de décomposer toute fonction de ¢ € ® comme la somme de deux fonctions
1, P2 € P telles que

{L¢1=L¢ {L¢2:0
(¢1('a0)7¢1,t('70)) = (070) (¢2('70)7¢2,t('70)) = (¢('70)7¢t('70))'
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Alors,
||(¢(70)>¢t(70))||%2(Q)><H*1(Q) = ||(¢2('¢O)a¢2,t('70))||%2(Q)XH*1(Q) < C||¢2||L2(qT)
< C (191 2(gp) + 16113201

< C (1813(qr) + 1201220, ) -

ol nous avons utilisé I'inégalité d’observabilité (1.47) pour ¢ et la formule de Duhamel combinée
avec une estimation de I'énergie pour majorer |[¢1z2(q.)- O

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :
Théoréme 1.15. Sous les hypothéses de la Proposition 1.14 les affirmations suivantes sont
vérifiées :
1. La formulation mizte (1.39) est bien posée.
2. L’unique solution (¢,\) € ® x L2(0,T; H}(Q)) de (1.39) est l'unique point selle du Lagran-
gien L : ® x L*(0,T; H} () — R défini par

£(6,3) = 32(6,6) +b(,3) — ().

3. La fonction optimale ¢ est Uunique minimiseur de la fonctionnelle J* donnée par (1.35). La
fonction optimale X est la solution au sens faible de I’équation des ondes controlée associée
au controle v = —14.¢.

La preuve du Théoréme 1.15 est trés similaire & la preuve du Théoréme 1.10 est on ne le re-
produit pas ici. Comme dans le cas de la contrélabilité frontiére il est convenable d’augmenter
le Lagrangien, donc de remplacer dans la formulation mixte (1.39) la forme bilinéaire a par une
forme bilinéaire a, : ® x & — R définie par

2
ar(9, ) = a9, @) + 7| Lol 120 1, 1-1(0)):
pour un parameétre r > 0. Il est également possible & remplacer la formulation mixte par un
probléme de minimisation de la fonctionnelle duale de J*.

1.2.1 Simulations numériques

Quelques domaines admissibles

Nous allons premiérement décrire plusieurs domaines de controle gr C Q7 que nous considérons
pour la suite. Soit «; : (0,7") — (0,1) quatre fonctions C* définies par :

3
yr(t) = 10’ t€(0,7), (1.48)
1 1 Tt
1
= -+ — — T 1.4
v (t) 2—|—10COS<T), t e (0,7), (1.49)
3t 1
2
t) = —-—— + — t T 1.
’YT() 5T+57 6(07 )7 ( 50)
1 1 8nt
3 P— J— PR
yp(t) = 5 + 7 €08 < T > , t e (0,7). (1.51)

Pour tout i € {1,2,3,4}, soit al, b4 : (0,7) — (0,1) deux fonctions définies par
ap(t) = 7p(t) = do,  Vp(t) =7p(t) + 0,  t€(0,T)
pour un dp > 0. On définit alors les domaines qiT comme suit
dr={(z,t) € Qr; afp(t) <z <Vh(t), t€ (0,7)}, i€ {1,234} (1.52)
Dans la Figure 1.11 nous affichons ces domaines pour 7' = 2.2 et 6y = 10™!. On vérifie facilement

que tous ces domaines satisfont la condition d’optique géométrique de la Proposition 1.14.
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Qr Qr Qr

FIGURE 1.11 — Les domaines ¢, i € {0,1,2,3} définis par (1.52).

Discrétisation

Comme pour le cas de la contrélabilité frontiére, nous considérons deux espaces finis dimen-
sionnels @, € ® et My, € L?(0,T; H}(0,1)) pour tout h > 0. Alors, on cherche & résoudre la
formulation mixte (1.31), avec cette fois les espaces et les formes linéaires et bilinéaires intro-
duites au début de la Section 1.2. Le fait que cette formulation mixte est bien posée est encore
la conséquence de deux propriétés : la coercivité de la forme a sur le noyau Ny (b) de la forme
b, et une condition inf-sup discréte :

b(on, A
inf sup __ben ) > 0. (1.53)
MM g, e, |Pnll@y 1 n 2z,

Si ces deux propriétés sont vérifiées pour chaque h, la formulation mixte discréte admet une
solution pour chaque h. Pour avoir la convergence des solutions (¢p, Ap) vers la solution (¢, A)
du probléme initial il faudra que la constante §;, soit uniformément minorée par une valeur oy > 0.
Cela n’est pas facile & démontrer et dépend du choix des espaces de dimension finie ®; et Mjy,.

Pour la suite, soit 7; une triangulation réguliére du domaine Qr. On note h le plus grand
diameétre des triangles format la triangulation 7. Pour chaque couple (Qr, ¢r) proposé dans la
Figure 1.11 on considére six niveaux de maillage. Dans la Figure 1.12 on représente graphiquement
les maillages numéro 1 correspondant au domaines (Qr, gr) décrits dans la Figure 1.11.
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FIGURE 1.12 — Maillages numéro 1 associés au domaines ¢, i € {0,1,2,3} (de gauche a droite).
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CHAPITRE 1. METHODES ESPACE-TEMPS POUR LA CONTROLABILITE DES ONDES

On définit &), par
Dy = {dn € ® C CHQr) : ¢ulk € P(K) pour tout K € Tp,, ¢, =0 sur L7},

ot pour P(K) on prend l'espace d’éléments finis de Hsieh-Clough-Tocher réduit (HCT réduit).
Pour la définition de cet espace on envoie vers [Cia78, p. 356] et vers [BH81; Meyl2| pour
I'implémentation pratique de cet élément fini. L’espace M}, est 'espace des fonctions continues
sur Q7 dont la restriction a chaque triangle K € 7, est une fonction affine par rapport aux
variables x et t.

Changement de la norme || - |[g2(g-1)

Par rapport au cas frontiére, dans le cas de la controlabilité distribuée on a une difficulté supplé-
mentaire : la contrainte L¢ = 0 présente dans la définition de ’espace ® est vérifiée en un sens
plus faible, notamment cette égalité a lieu dans espace L?(0,T; H=1(0,1)). Il n’est pas évident
de travailler avec cette contrainte au niveau discret. Néanmoins, il existe une astuce assez clas-
sique qui exploite le fait que toutes les normes sont équivalentes en dimension finie. On peut
donc remplacer , pour tout h fixé la norme ||L¢h||;2(0,7.“;H*1(0,1)) par la norme || Ly | 12(q,. (voir,
par exemple, [BG09; BPI6]). Plus précisément, s'il existe deux constantes Cy > 0 et > 0 telles
que
2
[¥nll12(0p) = Coh®l[¥nll 20 mmi@) V¥ € Pn

alors une inégalité similaire est vérifiée pour des normes plus faibles :

[Unl 220010y = Cob®I¥nll2ry Yo € ®n.

Pour chaque h > 0 on peut estimer les constantes Cy et « en passant par un probléme de valeurs
propres. Ainsi, pour le domaine q(%, on trouve que Cy =~ 1.48 x 1072 et o ~ 2.1993.

Pour tout h > 0 on considére les formes bilinéaires a, j, et by, définies sur les espaces de dimension
finie @y x @, et @y x My, respectivement :

8,1 (0 D) = a(n. Bp) + rCoh® / / Loy Lgpdadt
by (dn, An) = // Lop\pdadt.

A T’aide de ces formes bilinéaires on approche la formulation mixte (1.39) par sa version finie
dimensionnelle, donc par un systéme linéaire de la forme (1.33).

Condition inf-sup discréte

Avant de résoudre numériquement la formulation mixte discréte, on estime le comportement de la
constante d;, apparaissant dans la condition inf-sup (1.53). Comme dans le cas de la contrdlabilité
frontiére discuté dans Section 1.1.2, la constante d;, peut étre vue comme la plus petite valeur
propre d’un certain probléme aux valeurs propres généralisé et donc on peut ’approcher par
la méthode de la puissance itérée. Dans le Table 1.2 on donne les valeurs de la constante dj
obtenues pour différentes valeurs de h, pour r = 10~! et r = 102, et pour le domaine de controle
q%. Comme attendu, dp décroit quand h — 0 et augmente quand r — 0. Ces propriétés restent
vraies pour les autres domaines de controle (voir la Figure 1.13).

Résultats numériques pour g7 et comparaison avec la solution explicite

On considére seulement ’exemple du domaine de controle q% correspondant & une bande oblique
de largeur 26y = 1/5 et T' = 2. Méme pour des données initiales trés réguliéres, on ne connait
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1.2. CONTROLABILITE DISTRIBUEE

§ Maillage 1 2 3 4 5
h 718 x 1072 3.59x 1072 1.79 x 1072 8.97 x 1073 4.49 x 1073
r=10"" 18.8171 17.5466 17.0642 16.8880 16.8254
r =103 0.6981 0.8374 0.9246 0.9964 1.0826

TABLE 1.2 — Evolution de d, en fonction de h pour qr = g2, r = 107! et r = 10.

24
22
° q%,TzQ.Q;
* + ¢, T =2;
b 18 <q%,T:2;
2 _ .
16 .qg,T—2.2,
¢ ¢, T=2;
14 > ¢, T =22

12

107

107

h

F1GURE 1.13 — Valeurs de dy, en fonction de h pour différents domaines de controle q% etr =101

pas l'expression explicite du controle distribué agissant dans un domaine qui varient avec le
temps. Néanmoins, on peut déterminer une représentation semi-explicite du minimum de la
fonctionnelle J*, et donc du contréle v de norme L? minimale, en utilisant une décomposition
Fourier des solutions. Cela nous permet d’évaluer précisément 'erreur ||[v — vp|| 12(gp) AiDSi que
Verreur ||y — )\hHLQ(QT), ol y est la solution de I’équation des ondes contrdlée par v.

La Figure 1.14 affiche les courbes d’erreur pour l’approximation du contréle v de norme L?
minimale associé & la donnée initiale yo(x) = sin(nz), y1(x) = 0 pour tout = € (0,1) pour r =
10~1. On observe les taux de convergence suivants : ||v — Unll2(gp) = O(h'3) et |ly — Aullr2p) =

O(h'9%). Des résultats similaires ont été obtenus pour des données initiales moins réguliéres. Par

FIGURE 1.14 — Normes [[v —vp|[ ¢4,y ((®)) €t |y — Anllz2(q,) (#) pour la donnée initiale yo(z) =
sin(mz), y1(z) = 0, le domaine de controle g2 et r = 1071,

exemple, dans le Table 1.3 on reporte les résultats obtenus pour le calcul du contréle optimal
associé a la donnée initiale yo(z) = 321 (g,1/3)(%) + 3(1 — x) /21131 (z), y1(z) = 0. Ces résultats,
correspondant au domaine de controle q% et & un paramétre d’augmentation r = 107!, sont
illustrés graphiquement dans la Figure 1.15.

Pour toutes les données initiales considérées, nous avons constaté la convergence des controles et
des solutions contrélées. Nous avons analysé la dépendance du controle par rapport aux domaines
de controle ayant la méme mesure. En fait aucun des quatre domaines considérés ne minimise
la norme des contréles pour toutes les données initiales. La question du support optimal du
controle associé a une donnée initiale est étudié dans un travail en cours faisant partie de la thése
de doctorat d’Arthur Bottois. Les résultats numériques préliminaires confirment notre intuition
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§ Maillage 1 2 3 4 5
h 718 x 1072 3.59x 1072 1.79x 1072 897 x 107> 4.49 x 1073
lonll L2(gp) 5.350 5.263 5.195 5.172 5.165

v = vnllL2(gr) 1.3571 9.78 x 1071 6.91 x 107! 513 x 107! 3.69 x 10!
ly = Mllz2op) 712x 1073 3.23x 1073 1.19x107° 4.82x 107! 212 x 10~

TABLE 1.3 — Résultats obtenus pour l'approximation du controle associé a la donnée initiale
yo(z) = 3wl (g,1/3) () + 3(1 — ) /2131 (), y1(x) = 0 pour r = 107t et gr = 3.

50

FIGURE 1.15 — Fonctions ¢ (gauche) et A, (droite) associées & la donnée initiale yo(z) =
3x1(g,1/3)(z) +3(1 — ) /2131 (2), y1(z) = 0 pour r = 1071 et qr = g3.

que la norme L? du contréle est minimale si le support du controle suit les caractéristiques
concentrant I’énergie de la solution de 1’équation des ondes & controler.

Comportement des contrdles quand le support dégénére

Nous avons également étudié le comportement des contrdles quand la taille du support des
controles tend vers 0. Plus précisément, nous avons fait tendre vers 0 le paramétre J§y décri-
vant la largeur du support du controle qZ_'p. Dans le Table 1.4 nous donnons les normes L? et
L?(H~1) des controles de norme L? minimale obtenues pour la donnée initiale yo(z) = sin(7rx),
y1(z) = 0 et pour des domaines de contrdle q% de différentes largeurs &g. Ces valeurs numériques
suggérent que les controles convergent vers un contrdle ponctuel seulement pour la norme plus
faible L2(0,T, H=(Q)). Cela est en concordance avec le résultat de contrdlabilité a I’aide d'un

controle ponctuel supporté sur une courbe [Cas13].

5o 10-t 107t/2 10°1/22 1071/2% 10°%/2* 1071/25 1071/2¢
f triangles 68 740 68 464 68 402 68 728 68 422 68 966 68 368
lvnlli2gey 4830 7.330 11574 18805  29.735  47.315  123.970
ol L2g-1y 0.0035 0.0042  0.0066  0.0107  0.0170  0.0270  0.0704

TABLE 1.4 — Normes du contrdle vy, associée a la donnée initiale yo(x) = sin(nwz), y1(z) = 0 et
au domaine g5 pour différentes valeurs de &y.

Remarquons que nous pouvons appliquer la méme stratégie pour approcher le controle distribué
de norme L? minimale pour des équations des ondes & coefficients variables. La seule difficulté
est 'obtention d’une inégalité d’observabilité du style (1.43). Nous pouvons choisir également de
minimiser la fonctionnelle duale de J* au lieu de résoudre la formulation mixte (1.39) en utilisant
une méthode directe.

En conclusion, nous avons proposée une méthode constructive pour le calcul des contréles dis-
tribués de norme L?-minimale & support variable pour 'équation des ondes. L’approximation
numérique est basée sur la résolution directe du probléme de contréle a ’aide d’une formula-
tion mixte impliquant la variable duale et un multiplicateur de Lagrange qui coincide avec la
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solution contrélée. Le caractére bien posé de cette formulation mixte est la conséquence d’une
inégalité d’observabilité généralisée. De point de vue pratique, la formulation mixte est résolue
de maniére systématique en utilisant la théorie des éléments finis : en contraste avec les ap-
proches classiques, pour cette méthode n’est pas nécessaire de discrétiser séparément en temps,
on évite donc une grande partie des problémes liées a la stabilité des schémas et aux fréquences
numeériques parasites.

1.3 Conclusion et perspectives

Que ce soit dans le cas de la contrélabilité frontiére ou dans le cas de la contrélabilité distri-
buée, dans ce chapitre nous avons présenté des méthodes constructives pour la controlabilité de
I’équation des ondes. Le point commun de ces méthodes est le fait de réécrire le probléme de
controlabilité comme une équation aux dérivées partielles d’ordre quatre ou comme une formula-
tion mixte sur le domaine espace-temps Q7. Nous avons démontré le caractére bien posé de ces
problémes et nous avons proposé des méthodes numériques de résolution. Un point commun des
méthodes numeériques employées est 1'utilisation des éléments finis de classe C'. En fait, cette
régularité élevée des éléments finis a été nécessaire pour une approximation conforme du systéme
d’optimalité. Un développent futur de ces méthodes sera de proposer et d’étudier la convergence
des approximations non-conformes. Cela lévera les difficultés dues a 'utilisation des éléments
finis C! et permettra de calculer les contrdles pour 1’équation des ondes en dimension supérieure
et d’adresser la contrélabilité d’équations faisant apparaitre des opérateurs d’ordre élevé comme
I’équation des plaques. Une autre possibilité, exploitée dans [MM18], est de réécrire 1’'équation
des ondes comme un systéme hyperbolique d’ordre 1 et d’appliquer la méme méthodologie.

De maniére similaire, on peut étudier le probléme inverse de la reconstruction de la solution
d’une équation des ondes & partir d’une observation de la solution sur une partie de la frontiére
ou & partir d’'une observation distribuée. Nos résultats sur cette approche pour les problémes
inverses sont discutés en détails au Chapitre 3.
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Approximation des contréles pour une équation des poutres

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques résultats concernant ’approximation des contréles
frontiére de I’équation des poutres. Cette équation modélise les vibrations d’une poutre élastique
encastrée a une extrémité et controlée a l'autre. Les résultats présentés dans ce chapitre ont
fait I'objet de deux publications : d’abord une courte communication démontrant une inégalité
d’observabilité pour les modes propres du systéme semi-discrétisé en espace par différences finies
centrées [CMR16] et ensuite d’un article détaillé ot on démontre I'observabilité uniforme du
systéme discret dans une classe de solutions filtrées avec un seuil optimal de filtration [CMR17].
Contrairement & la méthode décrite au chapitre précédent, I’approximation proposée mainte-
nant met en évidence l'existence de modes propres numériques qui ne sont pas uniformément
observables ou controlables. Nous démontrons que les solutions filtrées (& un seuil optimal de
filtration) sont uniformément observables.

2.1 Introduction

Considérons ’équation modélisant les vibrations d’une poutre élastique encastrée a sa extrémité
gauche et contrélée a droite :

upt (2, 1) + Ugga (2, 1) = 0, (x,t) € (0,1) x (0,7,

w(0,1) = u(1,t) = 0, te(0,7) .
uzp(0,t) =0, ug(1,t) =v(t), te(0,7), (2.1)
u(z,0) = ug(z), u(z,0)=ui(z), x € (0,1).

Dans ’équation (2.1) on note u = u(z,t) la position de la barre au temps ¢t > 0 et au point
x € [0,1] et v représente le controle. Le probléme de la contrdlabilité de (2.1) est le suivant :
étant donné T > 0, pour chaque donnée initiale (ug,u;) € L%(0,1) x H~2(0,1) on se demande
s'il existe un controle v € L?(0,T) tel que la solution de (2.1) vérifie :

w(z,T) = u(z, T) =0 (x € (0,1)). (2.2)
Il est bien connu maintenant que pour tout temps 7' > 0 ’équation (2.1) vérifie la propriété
de controlabilité précédente (voir [TW09, Section 6.10] pour une solution utilisant la théorie des
semi-groupes ou [Kom94, Section 4.2] pour une solution utilisant la méthode des multiplicateurs).

De plus, la controlabilité de (2.1) est équivalente a I'inégalité d’observabilité suivante : il existe
une constante K > 0 telle que

T
”<y07yl)”?{%(o,l)xLQ(O,l) < K/O ‘ywx(l,t)|2dt, (2.3)

pour tout (yo,y1) € H3(0,1) x L*(0,1), ot y est la solution de 1’équation adjointe homogéne
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suivante :
Y (T, t) + Ypwaz (z,) =0, (x,t) € (0,1) x (0,7,
yx(oat) :yx(lat) =0, te (OvT)7 .
y(l‘,O) = yO(x)a yt(x70) = yl(x)v T € (07 1)

L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier la contrélabilité d’une semi-discrétisation en
espace de I’équation (2.1). Plus précisément, soit N € N* le nombre de points de discrétisation

équi-distribués dans l'intervalle (0,1) et soit h = ﬁ La sémi-discrétisation de (2.1) qu’on
considére est la suivante :
(L ) + uj2(t) — dujr () + 6u;(t) — duj1 () +uj2(t) ) 1<j<N
it i 7 te(0,7)
Uo(t) =0, UN+1(t) =0, t e (O,T) (25>
u_1(t) = ui(t), uni2(t) =un(t)+ hop(t), te(0,T)
uj(0) = uf, u;e(0) = uj, 1<j<N,

ou, pour tout 1 < j < N, u;(t) approche la solution u(jh,t) de (2.1) et (ug,ujl) est une approxi-
mation de la donnée initiale (ug,u1). Pour gérer les conditions frontiére, nous avons introduits
deux fonctions supplémentaires u_;(t) et uny2(t). Le probléme de la controlabilité de (2.5)
s’écrit : pour tout (U?,U})lgjg]\[ € C2N il existe un controle v, € L2(0,T) tel que la solution
de (2.5) vérifie :

w(T) = upu(T) =0 (1<j<N).

Remarquons que le systéme (2.5) peut étre écrit de maniére équivalente sous la forme vectorielle
suivante :

Uh,tt(t) + AhUh(t) = Fh(t), te (O,T)

(2.6)
Un(0) =Up, Upy(0) = UL,
ol
ul ul w1 (t) 0
0 1
us Us ua(t) 0
Uioz = : ) Ué = . ’ Uh(t) = . > Fh(t) = _% . >
uy Uy un(t) Up
1
et Ay, = ﬁA’ avec A la matrice de My« n(C) définie par
7 —4 1 0o ... 0
—4 6 —4 1 0o ... 0
1 —4 6 —4 1 0o ... 0
0 1 -4 6 —4 1 0 0

0
0 0o 1 -4 6 —4 1
0 1 -4 6 —4
0 1 -4 7
On considére dans CV le produit scalaire suivant :
N
(F,G)o = hz fi9; (F = (fi)i<i<n, G = (gi)1<i<ny € CY), (2.8)

=1
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et soit || - |lo la norme correspondante. Toujours dans C, on définit un autre produit scalaire :

(F,G)y = (A, F,G)o (F, GecCh), (2.9)
et soit || - [|2 la norme associée. On remarque que || - ||o est une version discrétisée de la norme
de L?(0,1), tandis que || - ||2 discrétise la norme habituelle de HZ(0,1). Finalement, on définit

sur C2VV le produit scalaire suivant :

<<1€;> ’ <g;>> = (F', G + (F?,G?)o (GZ;) , <g;> € CQN> (2.10)

avec la norme associée || - ||.

En approchant I’équation (2.1) par (2.5) on veut que les controles v;, convergent vers le controle
v quand h — 0. On sait maintenant que cela n’est pas vrai en général, par exemple pour ’équa-
tion des ondes approchée par différences finies [[Z99], pour 'équation de la barre avec d’autres
conditions frontiére et approchée par différences finies [LZ02; BMR16], ou, encore dans [Zua05].
Comme remarqué dans ces références, et déja mentionné au Chapitre 1, les résultats de non-
convergences sont dues & la mauvaise approximation des plus grandes valeurs propres de la
matrice décrivant le systéme semi-discrétisé et des vecteurs propres associés. Ce phénoméne est
visible au niveau de I'inégalité d’observabilité associée au systéme de dimension finie : la constante
d’observabilité diverge quand h — 0. Réciproquement, si la constante d’observabilité est bornée
par rapport h, la convergence des controles discrets vers le contréle continu a lieu. En fait, I’étude
de la constante d’observabilité discréte donne des idées pour remédier ce probléme : soit on filtre
les hautes fréquences, soit on ajoute un deuxiéme controle [LLZ02]. Un autre reméde possible est
d’ajouter un terme de viscosité numérique au schéma d’approximation [BMR16; Bug-|14].

Dans ce chapitre, on se propose donc d’étudier I'inégalité d’observabilité duale au probléeme de

la controélabilité de I’équation (2.6) : existe-t-il une constante Kj; > 0 telle que

Y (t)
h2

T 2
Y212 + IV < Ko / ] . 2.11)

vy

Yl) € C?N_ on1 Y}, est la solution du systéme homogéne
h

pour toute donnée initiale (

Yy 1(t) + ApYy(t) = 0, te (0,T)

(2.12)
Yi(0) =Yy, Y. (0) =Y,

Si supp,so Kpn < +00 on dit que (2.12) est uniformément observable. L’étude du comportement
de la constante K}, est I’objectif principal de ce chapitre : si K} est bornée les controles discrets
convergent vers le contrdle continu, sinon, il sera nécessaire de filtrer les hautes fréquences de Y3,
pour avoir la convergence. Ces résultats sont similaires aux résultats obtenus pour I’équation des
poutres avec les conditions frontiéres correspondant a une barre posée [LZ02; BMR16; Bug | 14].
La différence principale, est que pour les conditions frontiére que nous considérons 'opérateur
Ay, n’est plus le carré de 'opérateur obtenu en discrétisant par différences finies le Laplacien
avec des conditions frontiére de type Dirichlet. Cela rend I'analyse de Fourier des solutions, et
donc les preuves des résultats concernant 1’observabilité, plus techniques. Néanmoins, & ’aide
de certains calculs algébriques, des estimations asymptotiques et du théoréme de Rouché, nous
arrivons & localiser les valeurs propres de la matrice Ay,.

On mentionne également, que notre analyse montre quand et comment les propriétés d’obser-
vabilité commencent se détériorer. Notamment, on obtient des bornes de filtration plus précises
que celles obtenues pour les systémes hyperboliques abstraits [Erv11; Erv09].

Apreés cette introduction détaillée, dans la suite de ce chapitre nous présentons les résultats
obtenus dans [CMR16; CMR17] en omettant, en général, les détails des preuves.
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2.2 Quelques propriétés spectrales

Nous étudions I'inégalité d’observabilité (2.11) a l'aide d’une décomposition spectrale de 1'opé-
rateur Ay et de la décomposition Fourier de la solution Y}, de (2.12). Le but de cette section est
donc d’étudier les propriétés spectrales de 'opérateur Aj. Dans une premiére étape nous allons
caractériser les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice A donnée par (2.7). Ensuite,
nous obtenons des estimations pour la partie haute du spectre de A & ’aide du théoréme de
Rouché et d’estimations asymptotiques. La partie basse du spectre est analysée & l'aide d’un
résultat de convergence numérique et d’une méthode discréte des multiplicateurs.

2.2.1 Propriétés algébriques

Enoncons d’abord le résultat suivant qui est une conséquence des propriétés élémentaires de la
matrice A.

Proposition 2.1. La matrice A € My(C) donnée par (2.7) admet seulement des valeurs propres
réelles (An)1<n<n C (0,16) et il existe une base orthonormale de C (par rapport au produit
scalaire (2.8)) formée par les vecteurs propres (¢™)1<n<n de A.

La démonstration de cette proposition est élémentaire. En effet, A est symétrique définie positive,
donc les valeurs propres sont réelles et strictement positives. Le théoréme de Gershgorin (voir
[HJ85, Corollary 6.1.5]) donne la borne supérieure du spectre. Le reste de la preuve suit en
utilisant des résultats classiques sur les matrices symétriques.

La proposition suivante donne une caractérisation des valeurs et des vecteurs propres de A.

Proposition 2.2. Awvec les notations précédentes, A est une valeur propre de la matrice A si et
seulement si une des relations suivantes est vérifiée :

XN+ (AXZNTD /X
2 (27N - AXYH 4 2)

cos ((N + 1) arg(Xy)) = sin((N + 1) arg(X4)) > 0, (2.13)

ou

SXNTL 4 AXZNFD /X
2 <2X12(N D4 AXNHL 2)

cos ((N + 1) arg(Xy)) = , sin((N + 1) arg(X4)) <0, (2.14)

ou pour tout j € {1, 2, 3, 4} les nombres X; sont donnés par

24+ VA 2+ V)2 -4

X1a ; , (2.15)
X3,4:2_ﬁiivj_(2_ﬁ)2. (2.16)

De plus, chaque valeur propre X de la matrice A est associée & un vecteur propre unitaire

¢:(¢1a¢2a"'a¢N)T

dont les composantes sont données par

b = CLXT + Co X5 + O3 X5 + 4 XY (ke {1,2,...,N}), (2.17)
avec Q:
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¢
B Xl N+1 XQ N+1
03 = —« Cl ()(3) — 502 fg s (2.20)
)(1 N+1 X2 N+1
Cy=-pC ()(,4) —aCy (){4) , (2.21)

@) e
TN e

X
1 Ry 1 Ry
a—2(1 ZR)’ 5—2<1—|—1R_>, (2.24)

Ry =1/ (2+ V)2 R_=1/4—(2—V\)2 (2.25)

La constante positive € qui apparait dans (2.18)—(2.19) est choisi de maniére que ||¢|lo = 1.

Malgré le fait que la preuve est technique, les méthodes qu’elle emploie restent complétement
¢lémentaires. Pour les détails de la démonstration on envoie vers l'article [CMR17].

2.2.2 Analyse de la partie haute du spectre
Dans cette section on localise asymptotiquement les valeurs propres de la matrice A, en sachant
que, par la Proposition 2.1, ces valeurs propres vérifient (2.13) ou (2.14). Pour pouvoir exploiter

ces relations nous devons les réécrire de maniére plus simple. Remarquons d’abord que tout
nombre A € (0, 16) s’écrit sous la forme

A = 16sin* (h;> (2.26)

avec z € (0,7). Avec cette notation, on obtient de (2.15)-(2.16) que arg(X4) = 27 — zh et

XN £ VATV . (h;;) 2 (1 —sin* (1)) TN+1(Z)
2 (2x] V) 1 AXH 4 2) 2 ) rANHD(z) £ 2sin® () PN H(2)

On définit les fonctions complexes suivantes :

2 (1 — sin* (%))rNH(z)
r2(N+1)(z) F 2sin? (%)TNH () + 1’

g7 (2) = cos z + sin? <Z2h> et fE(2) =gt (2) — (2.27)

ou r(z) est une notation pour Xj :

r(z) = 1 + 2sin? <Z2h> + 2\/8111 <22h> <1 + sin? (Z;)) (2.28)

En conséquence, les relations (2.13)-(2.14) sont équivalentes & fT(z) = 0 et f~(2) = 0 respecti-
vement. Dans ce qui suit nous donnerons des informations sur les zéros des fonctions f* en les
comparant aux fonctions plus simples g a I’aide du théoréme de Rouché.

On énonce d’abord le résultat suivant :
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Lemme 2.3. Les fonctions g= ont chacune exactement un seul zéro z= dans chaque intervalle
(nm, (n + 1)7] pour 0 <n < N. De plus,

4 . . )
zZ, € (mr,mr + 5] st n est impaar,
(2.29)

z, € (TL?T,TL?T + g] st n est pair.

Remarque 2.4. On est intéressé seulement par les valeurs de z dans l'intervalle (0, 7). Le lemme
précédent affirme donc que chaque équation g=(z) = 0 a exactement N + 1 solutions réelles dans
Vintervalle (0, 7). De plus, on peut montrer que z > w, il faudra donc chercher les solutions de
ces deuz équations se trouvant dans les intervalles [nm,nm + 5| avec n > 1.

Pour tout 6 > 0 et pour tout n € {1,2,---, N} on définit les courbes T (8) = 9D (5) avec
DX()={zeC||z— 2| <6}

De plus, pour tout L € (0, N + %), on considére le domaine
D(L) = {z €C|IS(z)| <1, Lt <R(z) < Nr+ g}

Dans ce qui suit, on analyse les zéros des fonctions f*. Les zéros de f~ peuvent étre localisés
de maniére similaires aux zéros de f*, on considére ici, donc, seulement la fonction f. Pour
appliquer le théoréme de Rouché, les deux lemmes suivants donnent des estimations de |g*| sur
les cercles T';f (d) et de la différence |f* — g*| dans le rectangle D(L).

Lemme 2.5. [ eziste des constantes 61 > 0 et C > 0 telles que pour tout § € (0,01) et N € N*
les estimations suivantes sont vérifices :

lgT(2)| > C1hS (zeL}(8), 1<n<N, n impair). (2.30)

La démonstration de ce lemme utilise quelques éléments d’analyse complexe, des développements
limités par rapport a 4, et est laissée au lecteur. Pour une preuve détaillée voir [CMR17]. De
maniére similaire, on démontre le deuxiéme lemme :

Lemme 2.6. [] existent Lo > 0, Ny € N* et Cy > 0 telles que, pour tout L > Ly et N > Ny,
l'inégalité suivante est vraie :

FH(2) — g% ()] < Coexp(—L) (€ D(L)). (231)
Les deux théorémes suivants fournissent quelques informations sur le placement des zéros des
fonctions f7.

Théoréme 2.7. Soit o > 1. Il eziste 6o > 0 tel que, pour tout § € (0,0¢), il existe No(6) € N*
avec la propriété que pour tout N > No(9) et pour tout n impair vérifiant pln N < n < N, la
fonction fT a un unique zéro y, dans D ().

Démonstration. On applique le théoréme de Rouché aux fonctions f* et g™ données par (2.27).
Par le Lemme 2.5 il existe ;1 > 0 et C1 > 0 tels que pour tout ¢ € (0,01) et n € N*, on a

gt (2)] > C1hé (2 €T} (5), 1 <n < N).

De plus, par le Lemme 2.6, il existe Ly > 0, N1 € N* et Cy > 0 tels que pour tout L € (Ly, N+%)
et N > Njon a
[fT(2) —g"(2)] < Caexp(=L) (2 € D(L)).
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Soit 6y = min{d, 1}. Pour tout § € (0,dp), il existe N2(d) € N tel que, pour tout N > N; on
peut trouver un nombre L' € (Lo, N + 3) vérifiant

L' <In (écf;z5> <plnN —1.
1

En prenant L = L', on déduit que
C1ho
e -g e < L

De plus, D;F(8) € D(L') pour tout N > Ny(d) et n tel que pln N < n < N. En conséquence,
pour tout ¢ € (0,09) et N > Ny = max{N2(d), N1} on a

(z € D(L')).

T = 1fT(2) =g (2)] (2 €T;(d), pPnN <n<N).

Finalement, en appliquant le théoréme de Rouché, on obtient que f™ a un unique zéro dans
I'intérieur du disque D;!(d) pour tout n impair vérifiant pIn N < n < N. O

Théoréme 2.8. Soit o > 1. Il eziste 6o > 0 tel que, pour tout § € (0,0¢), il existe No(6) € N*
avec la propriété que pour tout N > Ny(0) et pour tout n pair vérifiant pln N < n < N, la
fonction f~ a un unique zéro y,, dans D, ().

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :

Théoréme 2.9. Soit o > 1. Il existe 69 > 0 tel que, pour tout § € (0,0¢), il existe Ny(d) € N*
ayant la propriété que les valeurs propres (Ap)pmm N<n<n de la matrice A € My (R) donnée
par (2.7) avec N > Ny(0) sont données par

+

\ 16 sin* ygh si m est impair (2.32)
= - 2.32
" 16 sin? % st m est pair,

oyt ety, sont les zéros des fonctions fT et f~ respectivement, localisés par les Théorémes 2.7
et 2.8.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme on utilise d’abord la forme des valeurs propres (2.26).
Comme les zéros de la fonction fT avec sin(z) < 0 sont donnés par y, avec n impair et le zé-
ros de la fonction f~ avec sin(z) > 0 sont donnés par y,,, la conclusion suit en appliquant le
Théoréme 2.7 et le Théoreme 2.8. O

Remarque 2.10. Pour chaque n € {1,2,--- , N} on définit les nombres

+ s est imoai
- { Yo SUT est impair (2.33)

Y, St n est pair,

et

- { zji sz: n est impaz’r (2.30)

st n est pair,
Avec ces notations, le Théoréme 2.9 affirme que X\, = 16 sin4(y77‘h) et |yn — zn| < 8 pour to}zltr

4

pIn N < n < N. Dans la Figure 2.1 on représente les fonctions z — cos(z) et z — £sin(%})
pour N = 10 et z € [0,(N + 1)x|. Les cercles représentent les points ({n,cos(Un)) avec U
calculés a partir de la relation A, = 16 sin‘%%) avec A\, étant les valeurs propres de la matrice
A approchées par calcul numérique.

Remarque 2.11. Pour des valeurs de ¢ suffisamment petites, il existe deux constantes oy et as
telles que la plus grande valeur propre de A vérifie :

16(1 — a1h?) < Ay < 16(1 — ah?).
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1

° (gm COS(@%))
0.5 ~h
------ J— 11 2 [
sin (2>
0 +—1—=.~"
e — i @)
sin (2
-0.5
—  cos(2)
-1 . ; . ; ; :
0 5 10 15 20 25 30 35

FIGURE 2.1 — Solutions des équations g*(z) = 0.

2.2.3 Analyse asymptotique des vecteurs propres

Soit A une valeur propre de la matrice A donnée par le Théoréme 2.9 et soit ¢ = (¢r)1<k<n le
vecteur propre associé normalisé. Dans cette sous-section on étudie le comportement de ¢y, la
derniére composante de ¢. De (2.18)-(2.23) on obtient

¢

C1 XN = X (2.35)
Co X3 Xi]zv (2.36)
O XN = )Z <—TO]1‘V + 7“%) , (2.37)
Cuxd = ;4 (—ﬁv + %) . (2.38)

Alors, de (2.17) et (2.35)-(2.38), on a

¢ 1 o 154 ¢ 1 B o
_ IR LN L LA 2.39
o =0T <X1 X3 X4)+r]2v( X2+X3+X4> (2:39)

Alors, en tenant compte de (2.39) on a
1 1
ox=eVA (- %), (2.40)
'N TN

avec la constante € = €(\) telle que ||¢]jo = 1. Dans ce qui suit on utilise (2.40) pour évaluer
on. Quelques estimations utiles sont données par le lemme suivant.

Lemme 2.12. [l existe Nog € N* tel que pour tout N > Ny et pour toute valeur propre A de A
ayant la propriété X > (3h1n N)4 les estimations suivantes sont vérifiées :

1
1
1 N+1
1 —ryl < <X1> : (2.42)
= CARE I, (2.43)
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Pour pouvoir estimer ¢ il faudra plus d’informations sur la constante € apparaissant dans (2.40).
Ainsi la Proposition 2.13 montre que pour de valeurs propres basses, la constante € est minorée
par une constante strictement positive quand h tend vers 0, et la Proposition 2.14 démontre que
pour la plus grand valeur propre Ay la constante correspondante € tend vers 0 quand A — 0.

Proposition 2.13. Soit o € (0,1). Alors il existe Ko > 0 et Ny € N tels que, pour tout N > Ny
et pour tout A valeur propre de la matrice A dans 'intervalle (0,16 — o), la constante associée €
vérifie

¢ > K. (2.44)

Proposition 2.14. Awvec les notations précédentes, il existe deux constantes positives K1, Ko et
Ny € N* tels que pour tout N > Ny la constante € associée 6 Ay vérifie 'estimation suivante :

Kih < € < Ksh. (2.45)

Nous omettons les preuves des Propositions 2.13 et 2.14. Pour les détails on envoie vers [CMR17].
Nous avons maintenant tous les ingrédients pour évaluer ¢y.

Théoréme 2.15. Soit o € (0,1). Il existe K > 0 et Ng € N* tel que, pour tout N > Ny et toute
valeur propre A de la matrice A située dans l'intervalle (0,16 — o), le vecteur propre normalisé
associé ¢ = (Pr)1<k<nN € RN a la propriété suivante

o] > KV (2.46)

De plus, si ¢V € RN est le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre Ay, on a

lonl _

T =0(h). (2.47)

Démonstration. Comme A € (0,16 — o), de (2.41), (2.42) et (2.43) on déduit qu'il existe C' > 0
telle que, pour tout N suffisamment grand, les inégalités suivantes sont vérifiées :

2> —>C> (2.48)

1 2
1 2
N ™~

En utilisant (2.40) et (2.48) on obtient :

oN = CVA (:1 - 12> VS P Cgﬁ. (2.49)

1
N Ty 2ry 2

donc, 'inégalité (2.46) est une conséquence de (2.44) et (2.49). De 'autre coté, en utilisant (2.45)
et (2.48), on déduit que (2.47) a lieu pour le vecteur propre normalisé associé a Ay. O]

Remarque 2.16. L’inégalité (2.46) montre que les vecteurs propres associés aux valeurs propres
situées dans l'intervalle (0,16 — o) sont observables. De plus, l'inégalité (2.47) montre que l’in-
égalité d’observabilité dégénere pour le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre quand
h — 0. De lautre coté, le résultat donné par le Théoréme 2.15 n’est pas utile pour les fréquences
basses A < o. Ce cas sera traité dans la Section 2.2.5. Dans la Figure 2.2 on représente gra-
phiquement la quantité (q:%N)Q en fonction de h. On remarque que % ~ 2.2h%. Les valeurs et
vecteurs propres utilisés pour la Figure 2.2 ont été obtenus a l'aide d’une méthode numérique.
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107

N2

o o o (9%)
Ay
2.2 h?
1071
107
107
107
107 107
h
N . (oN)? .
FIGURE 2.2 — Evolution de la quantité en fonction de h.
N

2.2.4 Estimations numériques pour la partie basse du spectre

Le but de cette section est d’analyser les valeurs propres pour lesquelles le Théoréme 2.9 ne
s’applique pas. Pour cela, nous allons utiliser le fait que les petites valeurs propres de la matrice
Ay, approchent bien les petites valeurs propres de I'opérateur différentiel de I’équation de la
barre (1.4). Soit A : D(A) — L?(0,1) I'opérateur défini par

{ o= w0y 0

L'opérateur A posséde une suite croissante de valeurs propres simples et positives (S\n)nZI telle
que

af~ 1
Ap = (n—|—2>7r+vn,

avec (vp)n>1 une suite convergeant exponentiellement vers 0 (voir [TW09, Lemme 6.10.2]). Donc,
pour tout ¢ > 0 il existe ng € N tel que

af5 1
Pour des valeurs pas trop grandes de n les valeurs propres de Ay, sont proches des valeurs propres
de A. Plus précisément, on peut démontrer le résultat suivant :

<46 (n > ng).

Théoréme 2.17. Soit € € (0,2). Avec les notations précédentes, il existe Ny > 0 et C > 0 tels
que, pour tout N > Ny on a

2l < on (1 <n< N%<2—€>) . (2.50)

De ce théoréme, on déduit facilement, le corollaire suivant :

Corollaire 2.18. Soit ¢ € (0,2). Il existe Ny > 0 et d > 0 tels que, pour tout N > Ny,
l’estimation suivante est vraie :

1
ﬁ‘\/)\nJrl_\/x

> dn (1 <n< Né@—f)) . (2.51)
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2.2.5 Une inégalité d’observabilité pour les basses fréquences

Le but de cette section est d’établir une inégalité d’observabilité pour les basses fréquences
de la matrice A (ou, autrement dit, pour les vecteurs propres de A associés aux plus petites
valeurs propres de A). Pour cela, on mettra en oeuvre une méthode discréte des multiplicateurs
présentée en détail dans [CMR16; CMR17]. Ici on omettra les détails des preuves et on énoncera
seulement les résultats. Plus précisément, le résultat qu’on obtient & ’aide de cette méthode des
multiplicateurs est le théoréme suivant :

Théoréme 2.19. Soit N € N*, 0 € (0,1) et ¢ = (¢g)1<k<n le vecteur propre normalisé de A
associé a une valeur propre X\ € (0,16 — o). Alors, il existe une constante K, indépendante de N
et de A, telle que linégalité suivante soit vérifice :

lon] > KV

Remarque 2.20. Ce théoreme généralise une partie des résultats démontrés par le Théoréme 2.15.
Plus précisément, le Théoréme 2.19 montre que l’inégalité d’observabilité a lieu pour les vecteurs
propres associés aux valeurs propres A € (0,16 — o). Les mémes estimations ont été obtenues
pour ’équation de la barre posée dans [LZ02].

2.3 Reésultats d’observabilité et de contrélabilité

Cette section présente les résultats principaux du chapitre concernant ’observabilité des solutions
de I’équation (2.12). Pour développer en série de Fourier la solution de (2.12), remarquons d’abord
que la famille (®");<, <y définie par

h2
VA
" = "ol << N,

—sgn(n) i

C2N

forme une base orthonormale de par rapport au produit scalaire (2.9). En fait, ®" sont les

vecteurs propres normalisés de Popérateur < /(1) _OI > associé a (2.12). Soit v € (0,1). On
h
définit 'espace de données initiales filtrées :
v n
(M =9 y1) = > an®", (an)i<pj<on CC o (2.52)
h
1<|n|<yN

Le résultat suivant concerne la séparation des valeurs propres de la matrice A et il va nous
permettre de démontrer le résultat d’observabilité désiré.

Proposition 2.21. Soit T > 0. Il existe Ny, np € N* tel que, pour tout N > Ny, les valeurs Ay,
de la matrice A vérifient

2
\mM—JMZ%M (nr <n <N —nr). (2.53)

L’idée de la preuve de cette proposition combine le résultat du Théoréme 2.9 et le Corollaire 2.18.
Le résultat principal du chapitre est le théoréme suivant :

Théoréme 2.22. Soit T > 0 et v € (0,1). Alors il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny
Uinégalité d’observabilité (2.11) est vérifiée, avec K une constante positive ne dépendant pas de
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h, pour toute solution de (2.12) avec données initiales dans l’espace Cp(y) donné par (2.52). De
plus,

VOU2 & (VL2 0
lim sup ”Th 2+ | hQHO (th> e C?N ¢t <Yh> solution de (2.12) » = oc. (2.54)
h—0 / Yiun (£) Y, Yh i
dt
0
0

n2
YO
Démonstration. Si la donnée initiale Y:l € Cp(7y) est donnée par (YZI> = 2 1<nj<yN P,

alors la solution correspondante de (2.12) est donnée par

<Yh(t) > _ Z ape Sgn(n)@tq}n. (2.55)

Yau(t) 1<|n|<yN

En tenant compte de la propriété (2.53) des valeurs propres donnée par la Proposition 2.21,

on peut appliquer I'inégalité d’Ingham démontrée dans [LZ02, Lemme 2.3| : il existe donc une

constante K’ > 0 et Ny € N*, ne dépendant pas de h, tels que I'inégalité suivante soit vérifiée

pour tour N > Ny et (an)1<jnj<yv C C:

In| T . \n In|

N_| <K' / ST et T L SN gy, (2.56)
0

VAR 1<|n|<yN VAnl

De l'autre coté, on peut remarquer que si n < N, alors

A\, = 16sin? (yn2h> < 16 sin? <(n—&—2l)h7r> < 16sin* <(7+2h)7f>

D, el

1<|n|<yN

et il existe o € (0,1) tel que A\, < 16 — 0. Le Théoréme 2.19 nous assure que la derniére
composante des vecteurs propres ¢™ de la matrice A vérifie :

ou K" est une constante positive qui dépend de v mais ne dépend pas de h. En combinant (2.56)
et (2.57), on obtient 'inégalité suivante :

2
T . VA nl In|
>, !anlzéK/O > apeETR t& dt  ((an)r<nj<v € C)

1<|n|<yN 1<|n|<yN
avec K = % Mais cela est équivalent a l'inégalité (2.11) avec une constante K indépendante

de h, et la premiére partie du théoréme est démontrée.

YO
Pour démontrer (2.54), il suffit de prendre <th> = ®" et de remarquer qu'en appliquant le
h

Théoréme 2.15 on trouve

YRI5+ IYEIE VAN o (1)
/T ‘YhN(t) h
0 h?

2 — 1iN|
||
ce qui finit la preuve du théoréme. O

dt

Remarque 2.23. Le Théoréme 2.22 montre que l’équation (2.12) est uniformément observable
si les fréquences propres |;‘L—Zf| > h% de l'opérateur Ay, sont filtrées, ot C est une constante positive
strictement inférieure a 16. De plus, ce théoréme montre qu’il existe des solutions contenant des
fréquences qui ne sont pas uniformément observables. Ces résultats sont similaires aux résultats
obtenus pour ’équation de la barre sujet a d’autres conditions frontiére étudiée dans [LZ02].
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Remarque 2.24. Le résultat du Théoréme 2.22 ne peut pas étre obtenu en utilisant seulement des
estimations pour le schéma numérique. Effectivement, en utilisant les estimations pour le schéma
numérique on obtient une inégalité d’observabilité seulement si on filtre une partie beaucoup plus
importante des fréquences propres : \;\L—ZH > %, Ce résultat plus faible est similaire au résultats

obtenus pour des systémes plus généraux dans [Ervil; Erv09].

Le résultat d’observabilité uniforme du Théoréme 2.22 permet de démontrer que nous pouvons
controler la projection de la solution de (2.5) sur I'espace Cp(y) a l'aide des controles uniformé-
ment bornés. Définissons I'opérateur de projection suivant :

U n U "
Hh,'y (U1> = Z anq) y (U1> = Z anq) ’ (258)
h7 a<nl<yN h/ 1<inl<n

et le produit scalaire dans C?VV défini par

<<1};;> ’ <g;> >_2 = (F1,Gh)o + (4,1 F?,G?)o <<§;) : (g;) e C2N> , (2.59)

avec la norme associée || - ||_2. On a le résultat de controlabilité suivant :
Théoréme 2.25. Soit T > 0 et v € (0,1). En prenant Ng € N et K > 0 fournis par le

0
Théoreme 2.22, pour tout N > Ny et <g}{> € C2N il existe un controle vy, € L2(0,T) tel que la
h

solution correspondante (Uh> de (2.6) vérifie

Uh,t
I . <$§t((TT))> = (8) : (2.60)

K
en satisfaisant ’estimation suivante :

UO
lonll o < 2VE th,v ( h)

o (2.61)

-2

La démonstration de ce résultat est assez classique et nous 'omettons ici. Pour les détails on
renvoie vers [CMR17].

2.4 Simulations numériques

Dans cette section nous discutons quelques simulations numeériques pour ’approximation des
controles associés a des données initiales dans L?(0,1) x H~1(0, 1). Plus précisément, on considére
la donnée initiale suivante :

ug(z) = Il( )(x), ui(z) =0 (x € (0,1)). (2.62)

13
474
Pour filtrer les hautes fréquences, pour une valeur donnée de NN, on approche d’abord numé-
riquement les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice A. Pour toute valeur de N
on calcule un controéle associé a la donnée initiale (2.62) filtrée au niveau [yN], avec le seuil de
filtration v € {0.1, 0.5, 0.9, 1}. Plus précisément, on considére des positions initiales de la forme

[vN]

ug = {up,¢")e" € CV,

n=1

tandis que la vitesse initiale est nulle. La Figure 2.3 (gauche) montre la donnée initiale filtrée
pour ces valeurs de .

39



CHAPITRE 2. APPROXIMATION DES CONTROLES POUR UNE EQUATION DES POUTRES
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: S| -—-y=0.9
0.8} ] {[——=1
. 06f
x
=0
=]
0.4t
0.2¢
0 Y 107 .
02 ‘ ‘ ‘ ‘ s
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.5 1

X t

FIGURE 2.3 — Donnée initiale u/ filtrée pour différentes valeurs de v et N = 400 (gauche) et
I’énergie des solutions contrdlées associées (droite).

Comme les solutions de ’équation (2.5) sont données par (2.55), on a un critére pour choisir le
pas de discrétisation en temps At pour représenter correctement ces solutions. Plus précisément,

/A
on prend At = h[;N]. Pour la discrétisation en temps on utilise un schéma de Newmark de

parameétres % et % (voir, par exemple, [Hug87]).

vy=01]~v=05]|~v=09 | y=1
N =25 4 6 12 29
N =50 4 6 15 92
N =100 4 6 17 87
N =200 4 6 20 168
N =400 4 6 19 321

TABLE 2.1 — Nombre d’itérations nécessaires & la convergence du gradient conjugué pour la
donnée initiale (u],0) et différentes valeurs de N.

Pour calculer effectivement les contrdles nous utilisons un algorithme de gradient conjugué pour
minimiser la fonctionnelle duale (avec un poids en temps) associée au probléme du controle.
Pour garder la solution dans 'espace C,(y) a chaque itération du gradient conjugué on filtre les
fréquences supérieures a A\, qui apparaissent comme une conséquence des termes frontiére non-
homogénes. Le Table 2.1 reporte le nombre d’itérations nécessaires a la convergence du gradient
conjugué. Le critére d’arrét du gradient conjugué est que le résidu soit inférieur 4 € = 1077, On
observe que pour une valeur fixée de N le nombre d’itérations croit quand -y s’approche de 1.
De plus, si v = 1 le nombre d’itérations croit linéairement avec N, tandis que pour v < 1 ce
nombre est clairement borné. Cela est liée & la non-uniformité de I'observabilité pour les hautes
fréquences.

vy=01]=05]|~v=09 ]| v=1
N =25 | 05691 | 0.5992 | 0.6411 | 0.9871
N =50 | 0.5986 | 0.6082 | 0.6462 | 0.8104
N =100 | 0.5880 | 0.5971 | 0.6104 | 0.8025
N =200 | 0.5927 | 0.5982 | 0.6064 | 0.8031
N =400 | 0.5960 | 0.5987 | 0.6028 | 0.8033

TABLE 2.2 — Normes des controles ||vp|[z2(p7) associés aux solutions filtrées dans Cp(7) .

Dans le Table 2.2 on donne les normes L? des controles associés aux données initiales (yg,0)
pour différentes valeurs de N et . La Figure 2.4 représente les controles calculés pour les mémes
données initiales en prenant N = 400 et v € {0.1, 0.5, 0.9, 1}. Dans la Figure 2.3 (droite)
on représente 1’énergie des solutions associées & ces controles. Comme attendu, les controles
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présentent des oscillations de plus en plus importantes quand v s’approche de 1. Néanmoins,
I’énergie des solutions contrdlées va vers 0 quand le temps s’approche du temps de controle
T=1.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 06 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 06 08 1

(a) y=0.1 (b) y=10.5 (¢c)y=09 (d)y=1

FIGURE 2.4 — Controles obtenus pour N = 400 et différentes valeurs de ~.

2.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous avons présentés quelques résultats concernant ’approximation des controles
de norme L? minimale pour une équation de d’Euler-Bernoulli modélisant les oscillations d’une
barre encastrée a ses deux extrémités. Plus précisément, nous avons déterminé le seuil optimal
de filtration des données initiales pour avoir une inégalité d’observabilité uniforme par rapport
au parameétre de discrétisation (par différences finies) h. De plus nous avons montré que la der-
niére fréquence de l'opérateur discret n’est pas uniformément observable. Cela a été possible en
estimant de maniére précise les valeurs et les vecteurs propres de cet opérateur.

Les résultats que nous avons obtenus sont similaires aux résultats connus pour 1’équation de la
barre posée [LLZ02] et plus précises que les résultats existants pour des systémes généraux [Erv1];
Erv09]. Nous mentionnons que la méthode proposée pour 'approximation des controles pour
I’équation des ondes dans le Chapitre 1 requiert, dans la forme actuelle, I'utilisation des éléments
finis de classe C® si on voudrait I'adapter pour I'approximation des controles pour 1’équation
des poutres. Cette régularité élevée des éléments finis rend la mise en oeuvre numérique de cette
méthode un peu délicate dans le cas de I’équation des poutres, mais reste néanmoins faisable.

Dans 'esprit du travail présenté dans ce chapitre, il sera intéressant d’étudier I’approximation nu-
mérique des controles pour I’équation des plaques en dimension 2, par exemple dans un domaine
carré. Dans ce cas on pourra estimer les valeurs et vecteurs propres d’une maniére similaire. Une
autre perspective possible dans l'optique de ce chapitre et de considérer d’autres modéles de
barres ou des plaques.
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Problémes inverses pour I’équation des ondes

Ce chapitre présente une méthode directe pour la résolution du probléme inverse de la recons-
truction de I’état et d’un terme source pour une équation des ondes & partir d’une observation
distribuée ou d’une observation frontiére. Les résultats présentés dans ce chapitre on fait 'objet
de deux publications [CM15b; CMI6].

Soit  un ouvert borné et non-vide de R (N > 1) de frontiére Lipschitz 99 et soit 7 = 0. On
note Qp = Q2 x (0,7) et Xp = 92 x (0,T). Dans ce chapitre on considére I’équation hyperbolique
suivante :

Yt — V- (a(x)Vy) + b(.%',t)y = f> (xat) € QT
y =0, (z,t) € Xp (3.1)
(y('70)ayt('70)) = (y07y1)a x € Q.

On suppose que a € CH(Q,R) avec a(x) > ag > 0 dans Q et b € L*(Qr). En fonction de la
quantité observée, nous allons supposer des régularités différentes des données initiales et des
termes source :
— pour une observation distribuée on suppose (yo,y1) € L?(2) x H1(Q) et des termes
source f € L2([0,T]; H~1(Q2)).
— pour une observation frontiére on suppose (yo,y1) € Hi(Q) x L2(Q) et f(z,t) = o(t)u(z)
avec o € C1([0,T]) et p € H-1(Q).
Dans les deux situations, il est clair qu’il existe une unique solution de (3.1) ayant la régularité
C([0,T], L*(2)) N C*([0,T]; H~1(R)) pour le premier cas, et dans le deuxiéme cas la régularité
C([0, 7], HE()) 1 CH([0. T]; A().

Pour tout le reste du chapitre, on notera L 1'opérateur des ondes suivant :

Ly =y — V- (a(2)Vy) + b(z, t)y. (3.2)

3.1 Observation distribuée

Soit w un sous-ensemble ouvert et non-vide de Q et soit gy = w x (0,7) C Q7. Un probléme
inverse typique pour (3.1) est le suivant : & partir d’'une observation distribuée yops dans L?(qr)
on veut reconstruire une solution de (3.1) qui coincide avec 'observation yops sur gr. On note X
I'espace défini par X = L(0, T, H=1(Q2)). En considérant I'opérateur P : Z — X x L?(qr) défini
par Py = (Ly,y|q,), o0 Z est I'espace suivant :

Z ={y € C(0,T),L2(Q)NCH([0,T], H () | Ly € L*(0,T; H (), ylsy =0}, (3.3)

ce probléme inverse peut étre reformulé comme suit :
trouver y € Z solution de Py = (f, Yobs)- (3.4)
En utilisant la propriété de continuation unique de (3.1), si le domaine gp vérifies certaines

conditions géométriques et si yYons est la restriction d’une solution de (3.1), alors le probléme
inverse (3.4) admet une unique solution.
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Comme les observations yohs sont sujet & des incertitudes dues, par exemple, aux erreurs de
mesure ou aux approximations numériques, le probléme (3.4) doit étre relaxé. Plus précisément,
la relaxation la plus naturelle et la plus utilisée consiste & considérer le probléme suivant de type
minimisation au sens des moindres carrées :

L 1 _
minimiser J(y(),yl) = iuy — yObSH%Q(qT) sur LQ(Q) x H 1(9) (3 5)

ol y est solution de (3.1).

Malgré le fait que dans (3.5) la contrainte y|q, = yobs est relaxée, si yops provient d’une solution
de (3.1) les problémes (3.4) et (3.5) coincident. Une suite minimisante pour J peut étre facile-
ment définie & I’aide de la solution d’un probléme adjoint. Minimiser la fonctionnelle J par une
méthode de gradient soufre de plusieurs problémes comme le ralentissement de la convergence
de I'algorithme de minimisation au voisinage du minimum, ou encore du fait que, en général, ce
n’est pas possible de minimiser dans un sous-espace de dimension finie de {y : Ly = f} [Isal7].
Ce méme genre de difficultés apparaissent quand on veut approcher numériquement les controles
discrets pour I’équation des ondes [Zua05|. A notre connaissance, ces problémes délicats ont requ
des réponses dans des situations assez spécifiques (voir [CM15b], [GLHO8|, [Miin05], [KLOT7]).

En suivant les idées employées dans [CCM14| pour la controlabilité de 'équation des ondes,
nous proposons une méthode directe pour la résolution des conditions d’optimalité associées
au probléme de minimisation (3.5). D’une maniére similaire aux méthodes proposées pour la
controélabilité dans le Chapitre 1, nous proposons une stratégie qui évite tout procédé itératif et
prend en compte la contrainte Ly = f & I'aide d’un multiplicateur de Lagrange. Cela permet
d’écrire les conditions d’optimalité associées a (3.5) comme une formulation mixte. Le caractére
bien posé de cette formulation mixte est la conséquence d’une inégalité d’observabilité pour le
probléme adjoint.

Un deuxiéme probléme inverse que nous allons étudier au cours de ce chapitre et le probléme de
la reconstruction simultanée de la solution y et de la source f de (3.1) a partir de I'observation
Yobs- Dans le cadre présenté plus haut, cela s’écrit :

. 1 _
minimiser J(yo,y1, f) = 5”3/ - yobSH%Q(qT) sur LQ(Q) x H 1(9) x X
ou (y, f) vérifie (3.1).

(3.6)

Sans autres conditions sur f € X, ce dernier probléme inverse n’est pas bien posé, le couple
(y, f) correspondant & yops n’étant pas unique.

3.1.1 Une reformulation mixte du probléme inverse (3.5)

On suppose donc que la donnée initiale (yo,y1) est inconnue et on considére le probléme in-
verse (3.5). En tenant compte que ’équation (3.1) est linéaire, on peut supposer, sans restreindre
la généralité, que f = 0 dans Q7. On fait également 'hypothése suivante.

Hypothese 3.1. Il existe une constante Cops = C(w, T, ||al c1(gp), 10l (@) telle que l'inéga-
lité suivante est vérifiée :

(-5 0),9(- ) 122 () x r-102) < 00b5<|y||%2(qT) + HLZ/H%() Yy € Z. (3.7)

L’estimation (3.7) est une inégalité d’observabilité généralisée : pour I’équation des ondes &
coefficients constants cette estimation est satisfaite si le triplet (w,T,Q) vérifie la condition
d’optique géométrique [BLRI2|. En particulier, le temps T' doit étre suffisamment grand. Sous
la méme condition géométrique, l'inégalité (3.7) est vraie pour le cas ou le domaine w varie en
temps (voir [CCM14| pour une preuve en dimension un de ’espace).
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Sous ces hypothéses, pour tout > 0, on définit sur Z la forme bilinéaire suivante :

T
w7z = // y(t) () dadt + /0 (Ly(t), L) g dt V.52 (38)

De (3.7) on obtient que cette forme bilinéaire est en fait un produit scalaire sur Z. De plus, on
peut facilement démontrer que Z est un espace de Hilbert par rapport a ce produit scalaire. On
note la norme associée par ||z||z = \/(y,y) ;. Alors, nous considérons le probléme de minimisation
suivant :

L 1 2
minimiser J(y) = §Hy - yObSHL2(qT)’ (3.9)
sujet a la contrainte y € W,

ou W est le sous-espace fermé de Z défini par
W ={yeZ; Ly =0 dans X}

et muni de la norme de Z. Remarquer que le probléme extremal (3.9) est bien posé : J est continue
sur W, est strictement convexe et J(y) — 400 quand ||y|lw — +00. De plus, la solution de (3.9)
ne dépend pas de 7.

On rappelle que si y € Z alors Ly € X. De plus, (3.9) n’admet plus une solution unique si
I'Hypotheése 3.1 n’est pas vérifie. On rappelle également que, comme le probléme (3.1) est bien
posé, il existe une constante Cq 1 telle que pour tout z € Z

1211720 < Carr (H(z('a0)7Zt('ao))H%?(Q)xH*l(Q) + HLZH%?(O,T;H*l(Q))) : (3.10)
A Taide de l'inégalité d’observabilité généralisée, (3.10) donne

121220,y < Car (cobs||z|y§2(qT) +(1+ Cobs)HLz||L2(07T;H71(Q))> Vee Z.  (3.11)

Pour résoudre (3.9), nous allons traiter la contrainte y € W a l'aide d’un multiplicateur de
Lagrange A € L%(0,T; H}((2)). Plus précisément, nous considérons la formulation mixte suivante :

b(y,A) = 0, VA e L2(0,T; Hy(92)),
ol
a:Zx 7R a(y,y):// y g dud, (3.13)
q
’ T
b2 x X0 T H(®) R () = [ (0), Ly myon -yt (3.14)
(:Z =R, Uy = // Yobs Y ddt. (3.15)
ar

Le systéme (3.12) est le systéme d’optimalité pour le probléme de minimisation (3.9). Plus
précisément, le résultat suivant peut étre démontré.

Théoréme 3.2. On suppose I’Hypothése 3.1 vérifiée. Alors les affirmations suivantes sont véri-
fices :
1. La formulation mixte (3.12) est bien posée.

2. L’unique solution (y,\) € Z x L*(0,T; H}(Q)) de (3.12) est l'unique point selle du Lagran-
gien £ : Z x L*(0,T; H}(Q)) — R défini par

L(y,\) Z%a(y,y) +Db(y, A) — £(y).
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3. On a Uestimation suivante :

19llz = Il 2y < NYobsllz2arys  NMz20/mm3 ) < 27/ Car + 0llYobsl L2y (3.16)

La démonstration de ce théoréme est similaire a celle du Théoréme 1.15 et elle est omise ici.
Notamment, il faudra vérifier qu’il existe § > 0 tel que la condition inf-sup suivante est satisfaite :

sup bly, ) > . (3.17)

inf >
ACL2(0.T5H () e lyllz A 20,7112 (00))

En pratique, il est nécessaire d’augmenter le Lagrangien (voir le livre [FG83]) : on considére donc
le Lagrangien £, défini par

£1(5:2) = 52 (y,9) + By, ) — (),

avec a,(y,y) = a(y,y) + r||Ly||% pour tout r > 0.

Remarque 3.3. En supposant que la solution X est plus réguliére, notamment que L\ € L*(Qr)
et (A, At)|i—or € HE(Q) x L3(Q), on peut facilement démontrer que les conditions d’optimalité
pour \ s’écrivent comme suit :

L= _(y - yobs)]qua dans QT
A=0, sur X (3.18)
A=X\=0, sur € x {0,T}.

Autrement dit, X est une solution contrélée de l’équation des ondes par le controle —(y—=yops) Lqg, €
L2 (qT).

Le systéme (3.18) peut étre utilisé pour définir une nouvelle formulation mixte qui sera intéres-
sante pour les applications numériques. Plus précisément, on considére I’espace A défini par

A={XeC(0,T], H}(Q)) N C*[0,T],L*(Q)), LA € L*(Qr), (\,A)(-,0) = (0,0)}. (3.19)

En utilisant encore l'inégalité d’observabilité généralisée (3.7), on peut vérifier que 'espace A
muni du produit scalaire <)\, )\> A= | fQT(/\)\ + LALX)dxdt est un espace de Hilbert. Alors, pour
tout parameétre o € (0, 1) on considére la formulation mixte suivante : trouver (y,\) € Z x A tel
que

Ba(y, ) — Ca(X, )

a(y,9) +ba(@N) = la(®), ez (3.20)
A 627Q(X), Y e A,

ol
T
i 2% 2R aa(ys) = (1= a) [[ ymdedtr [ (Lyle) Lale) st
qr 0

T
b Zx AR, baly,\) :/ ), Ly (D) 3 e 1110yt — a// y LA dadt,

0 qr
WiAXA SR, Ca(AN) = // LA LN dudt,
Uo:Z =R, oy (1—a) // Yobs Y dxdt,

qar

lro:AN—=R, lra(N)=—a // Yobs LA dxdt.
ar

La formulation mixte stabilisée (3.20) correspond au probléme de point selle suivant :

sup inf L, o(y, ),
AeAYEZ

«
Erua(y7 )‘) - ET(:U? )‘) - EHLA + (y - yobs>ﬂqTH%2(QT)-
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Proposition 3.4. Si I’Hypothése 3.1 est vérifiée, alors la formulation mixte (3.20) est bien posée
pour tout o € (0,1). De plus, son unique solution (y,\) € Z x A satisfait la relation suivante :

2 2 (1- a)2 ao? 2
O1llyllz + 02l Al < <91 + 0y ”yobs||[,2(qT)' (3.21)
ou
T «
01 = mi l—a,— ), Oh=———.
1 mln( « 77) 2 1 +CQ7T

La preuve de la Proposition 3.4 ne nécessite pas la vérification d’une condition inf-sup. En effet,
il suffit de vérifier que les conditions de la Proposition 4.3.1 de [BBE13] soient satisfaites. Le
terme || LA + (4 — Yobs) Lgr || 72 (Qp) APparaissant dans l'expression du Lagrangien £, , a un role
de stabilisation. Il assure la coercitivité du Lagrangien L, par rapport a la variable A et donc
le fait que la formulation mixte (3.20) est bien posée.

La relation entre les formulations mixtes (3.12) et (3.20) est donnée par la proposition suivante :

Proposition 3.5. i la solution (y,\) € Z x L*(0,T; HY) de (3.12) a de plus la propriété X € A,
alors les solutions des formulations mixtes (3.12) et (3.20) coincident.

Remarque 3.6. En échangeant les priorités des deux contraintes y — yops = 0 dans L?(qr) et
Ly — f = 0 dans L*(0,T; H-Y(Q)), il est possible de minimiser la fonctionnelle y + || Ly —
fH%Q(O’T;H,l(Q)) pour y € Z sous la contrainte y — yops = 0 gérée a l'aide d’un multiplicateur de
Lagrange. Une analyse supplémentaire sera nécessaire pour établir le caractére bien posé de la
formulation mizte ainsi obtenue.

3.1.2 Une reformulation mixte du probléme inverse (3.6)

On considére maintenant le probléme suivant : étant donnée une observation partielle yops sur le
domaine gr C Q7 on veut reconstruire la solution y de (3.1) ainsi que le terme source f supposé
dans L?(0,T; H1(£2)). On suppose toujours que les données initiales (yo,y1) € L?(2) x H1(Q)
sont inconnues.

La situation est différente de celle décrite dans la Section 3.1.1, au sens que si on ne suppose
aucune autre information sur f, le couple (y, f) n’est pas unique. Néanmoins, si le terme source
est de la forme f(z,t) = o(t)u(z), avec o € CLY([0,T]), o(0) # 0 et p € L*Q), on peut
reconstruire la partie spatiale p de la source en supposant connue la dérivée seconde de la
solution yy; sur le domaine gr et en supposant les données initiales nulles [LYZ03, Théoréme
3.3]. Comme l'observation de la quantité y; n’est souvent pas disponible pour les applications
pratiques, nous allons relaxer encore le probléme (3.6).

Supposons encore Hypothése 3.1 vérifice. On note Y = Z x L2(0,T; H () et, pour tout
e, 7 > 0 on définit sur Y la forme bilinéaire suivante :

T T
(D @Dy = [[ wwdodern [ (- rig-patve [ (£F) . 322)
qr 0 0
Cette forme bilinéaire est en fait un produit scalaire sur Y et Y est un espace de Hilbert avec ce
produit scalaire. On note ||(y, f)||y la norme associée a ce produit scalaire.

Pour tout € > 0 on considére le probléme suivant :

o 1 €
minimiser Je(y, f) = 5”9 - yObSH%Z(qT) + §||f||%2(O,T;H*1(Q))7 (3.23)

sous la contrainte (y, f) € W
oit W est I'espace fermé de Y défini par W = {(y, f) € Y; Ly — f = 0 dans L?(0,T; H~1(Q2))}

et muni de la norme de Y. Plus précisément,

1@ Dllw = 19132 + el B0y Y £) €W
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Le probléme de minimisation (3.23) est bien posé : la fonctionnelle J. est continue sur W, est
strictement convexe et J:(y, f) — +oo quand ||(y, f)|lw — +oo. Noter que la solution de (3.23)
dépend de € mais ne dépend pas de 7. Si € = 0 la fonctionnelle J. est seulement convexe, donc il
n’y a pas unicité du minimum. Le terme en € peut étre vu comme un terme de pénalisation pour
obtenir y — yops petit sur gr et en méme temps f de norme minimale dans L2(0,7; H=(9)).

Procédant de la méme fagon que dans la Section 3.1.1, on considére la formulation mixte suivante :
trouver ((ye, f2), Ae) € Y x L2(0,T; H}(2)) solution de

a-((ve. £2). @ 1) + D@ L) = (@, V@HeY 520
b((ye, f),A) = 0, VA € L0, T; HE(Q)),
A Y XY SR Al .0 = [ vwdedte(£.F) o o (3.25)

T
b Y x L2(0.TsHY(®) R (5 £ 0) = [ (0, Lult) — [y vt (320
(:Y =R, Uy, f)= // Yobs Y dxdt. (3.27)

Comme dans la situation quand le terme source était connu (Section 3.1.1), on a le résultat
suivant :

Théoréme 3.7. On suppose I’Hypothése 3.1 vérifiée. Alors les affirmations suivantes sont véri-
fices :
1. La formulation mizte (3.24) est bien posée.

2. L’unique solution ((ye, f=),\e) € Y x L2(0,T; HY(Q)) de (3.24) est l'unique point selle du
Lagrangien L. : Y x L?(0,T; H}(Q)) — R défini par

Lo((5: V) =523 1), (0, ) + B((, £, )~ €, ).
De plus le couple (ye, fe) est la solution de (3.23).

3. On a les estimations suivantes :

9 9 1/2
(e, fo)lly = (||y5HL2(qT) Jr5||fe||L2(0,T;H—1(Q))) < llyobsl z2(47) (3.28)
et
[Aellz2@r) < 24/ Car + nllyobs| L2 (qr) (3.29)

pour une certaine constante CQ’T > 0.

Comme d’habitude, pour démontrer que la formulation mixte (3.24) est bien posée il faut vérifier
que les formes bilinéaires a. et b sont continues, que a. est coercive sur le noyau de b ainsi que la
condition inf-sup. En fait, on démontre que la condition inf-sup a lieu uniformément par rapport
a €, tandis que la constante de coercivité de a. n’est pas uniforme.

Pour tout € > 0 et tout yobs € L%(q¢r), la méthode proposée permet de retrouver un couple
(Ye, fe) tel que Ly. = f. dans Qr et y. proche de yops dans gp. Comme pour € = 0 on n’a plus
I'unicité de la solution de (3.23), la suite (y., f:) peut diverger quand ¢ — 0.

On peut associer & la formulation mixte (3.24) une formulation mixte stabilisée. Ainsi, nous
n’avons plus & démontrer une condition inf-sup, cela étant trés intéressant pour 'approximation
numérique. On peut également augmenter le Lagrangien et, donc, considérer le Lagrangien L. ,
défini pour r > 0 par

Ler( 1)) = 32 (1), (1)) + By X) = v, ),

as,r((ya f)v (y7 f)) = aa((ya f)a (yv f)) + THLy - fH%?(O,T;H*l(Q))'
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3.1. OBSERVATION DISTRIBUEE

3.1.3 Analyse numeérique

Dans cette sous-section nous donnons quelques résultats concernant Iapproximation numérique
des formulations mixtes considérées.

Approximation numérique de la formulation mixte (3.12)

Soit Zj, et Aj deux espaces de dimension finie tels que Z, C Z et Ay, C L?(0,T; H}(2)) pour
tout A > 0. On considére donc le probléme suivant : trouver (yp, Ap) € Z, X Ay solution de

a(yn n) +D@ns An) = @), VI, E Zn (3.30)

Le fait que (3.30) est bien posé décours de deux propriétés :
— le coercivité de la forme a, sur I’ensemble

Niw(b) = {yn € Zn; b(yn, An) =0V Ny € Ap}.

Cette propriété est une conséquence du fait que a, est coercive sur tout l'espace Z.
— la condition inf-sup : pour tout h

0<é,= inf sup b(yn, An) .
A€My, €2), H/\hHL2(o,T;H5(Q))HthZ

(3.31)
On suppose donc cette condition satisfaite, ainsi pour tout h > 0, la formulation mixte
discréte posséde une unique solution.

De la théorie classique de I'approximation des problémes de point selle, on peut obtenir les

estimations suivantes :

Proposition 3.8. Soit h > 0. Soit (y, A) et (yn, An) les solutions de (3.12) et de (3.30), respec-
tivement. Soit 0y, la constante de l'inégalité inf-sup discréte (3.31). Alors,

ly —ynllz < 2(1 + >d(y, Zn) + \}d(A,Ah), (3.32)

1
V/10n

1
IA = Al 2o, m2 (o)) < (2 + ~d(y, Zn) + 7d()\ Ap) (3.33)

1)
N NS

ot d(A, Ap) = infy, en, [IA = Anllz20,mm1 () €t

d(y, Zp) = inf —
(Y, Zn) y;gzhﬂy ynllz

1/2
o 2 _ 2
—y;ggh(\ly Ynll T2 (g + 0lIL(y yh)HLZ(O,T;H—l(Q))> :
Remarque 3.9. Si le paramétre d’augmentation r est nul, la formulation mizte (3.30) n’est pas
bien posée. Effectivement, a,—g n’est pas coercive sur le noyau discret de b : [’égalité b(yp, A\p) = 0
pour tout N\, € Ay, n’implique pas Lyp, = 0. Le terme r||Lyy|| apparaissant dans le Lagrangien L,
peut étre, donc, compris comme un terme de stabilisation.

Soit Tp, une triangulation du Q. Pour construire ’espace Zp, nous allons utiliser les éléments finis
de classe C! de Bogner-Fox-Schmit (BFS) ou encore les éléments finis de Hsieh-Clough-Tocher
(HCT). L’espace Ay, sera l'espace d’éléments finis P; sur le maillage 7y,.
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CHAPITRE 3. PROBLEMES INVERSES POUR L’EQUATION DES ONDES

Pour le cas N = 1 (donc pour une équation des ondes uni-dimensionnelle) on peut démontrer le
résultat suivant :

Proposition 3.10. Soit h > 0 et k € {1,2}. Soient (y,\) et (yn, An) les solutions de (3.12) et
de (3.30), respectivement. Alors, si (y,\) € H*"2(Q7) x H*(Qr), il existe deur constantes K,
et Ko independantes de h et telles que

k—1

h
ly —wnllz < K
N4

hkfl

1
A=l < Ko ((Vi+ ) 08+ vm+1). @

<(\ﬁ7 + 51h> (h® + /nh) + 1) , (3.34)

Pour démontrer une estimation de la vitesse de convergence de y, dans I’espace L?(Qr) on utilise
le fait y — y, est solution de

L(y — yn) = —Lyn dans Qp
((y =), (v —yn)e) (0) € L*(Q) x HH(Q)
y—yn =0, sur .

Ensuite, a I'aide de I'inégalité (3.11) on déduit

ly — yh”%Q(QT) < C(Ca,r, Covs)(lly — yh”%Q(qT) + ||Lth%2(o,T;H—1(Q)))
et, donc,

2
1y — ynll2(p) < C(Car, Cops) max <17 \/ﬁ) |y — ynllz. (3.36)

Finalement, en couplant 'inégalité (3.36) et la Proposition 3.10 on obtient le résultat suivant
(toujours pour les éléments BFS et N =1) :

Théoréme 3.11. Supposons [’Hypothése 3.1 vérifiée. Soit h > 0 et k € {1,2}. Soient (y,A)
et (yn, A\n) les solutions de (3.12) et de (3.30), respectivement. Alors, si (y,\) € H*2(Qr) x
H*(Q7), il existe une constante positive K indépendante de h telle que

k—1
ly — ynll2(p) < K max (1, jﬁ) h\/ﬁ ((\/ﬁ—i- ;h)(h3 +/nh) + 1). (3.37)
Remarque 3.12. L’estimation (3.37) n'est pas complétement satisfaisante : si la constante Oy,
tend vers 0 quand h — 0 ['inégalité dégénére. Vue la structure compliquée de ’espace éléments
finis Zy, et de la contrainte Ly = 0, démontrer que la constante O est uniformément minorée
par un & > 0 est un probléme difficile. Néanmoins, comme dans le Chapitre 1, on peut estimer
numériquement cette constante. Les simulations numériques montrent que oy, se comporte comme
Cy/\/r, avec C, une constante indépendante de h.

Des résultats similaires s’obtient en prenant Zj I’espace HCT réduit.

Approximation numérique de la formulation mixte stabilisée (3.20)

On considére maintenant I’approximation de la formulation mixte stabilisée (3.20). On rappelle
que Pavantage principal de cette formulation est le fait qu’elle ne nécessite que la condition
inf-sup soit vérifiée. Soit h > 0 et Z; et Aj, deux espaces de dimension finie tels que

Zy C Z, Ay CA, Vh>O0.

On cherche donc (yp, A\n) € Zp X Kh solution de

(3.38)

{ 8.0 (Yn Tn) + Pa@n. An) = L1a(T), Yo € Zn
Po(Yns An) — Ca(Ans An) = Loa(An), VAn € Ap,
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3.1. OBSERVATION DISTRIBUEE

On continue de prendre Zj, espace d’éléments finis BFS (ou l'espace HCT réduit) et Kh donné
par

Ap ={z € Zn; A-,0) = \e(-,0) = 0}. (3.39)

Le résultat principal concernant les solutions de cette formulation mixte (avec Zj étant choisi
comme l'espace d’éléments finis BFS) est le suivant :

Théoréme 3.13. Supposons I’Hypothése 3.1 vérifiée. Soit h > 0 et k € {1,2}. Soit (y,\) et
(Yn, An) les solutions des formulations miztes (3.20) et de (3.38), respectivement. Si la solution
(y,\) € H*"2(Qr) x H*(Qr), alors il existe une constante positive K indépendante de h telle
que

hk
ly — ?JhHL?(QT) < K% (3.40)

3.1.4 Quelques simulations numériques

Dans cette sous-section nous présenterons briévement quelques exemples numériques correspon-
dant a la résolution des formulations mixtes (3.30) et (3.38) pour N =1et N = 2.

Résultats pour N =1

Pour vérifier la convergence de la méthode on considére quelques solutions explicites de (3.1) et
on génére des observations a partir de ces solutions. Plus précisément, on considére la donnée
initiale (yo, 1) € (H2(Q) N HL(Q)) x H}(Q) :

yo(r) = 162%(1 — x)?
{ y1(z) = (3x — 4.%3)]10’0.5(37) + (423 — 1222 + 92 — 1)1ps1(x) (z €(0,1)) (3.41)

et le terme source f = 0. La solution de (3.1) avec a = 1 et b = 0 est donnée par

y(z,y) = Z (ak cos(kmt) + L3 Sin(lmt)) V2sin(kr), (ke N¥)

km
k>0
ou B2k Y
32v/2(r2k? — 12) . 48v/2sin(rk/2)
ay = g (0F=1), b= = (3.42)
On considére également des données initiales moins réguliéres (yo,y1) € H3(Q) x L3(Q) :
yo(z) =122 -1],  wyi(x) = Lyza/s(x) (2 €(0,1)), (3.43)
avec les coefficients ay et by correspondants donnés par :
44/2 1
ar = V2 sin(7k/2), b, = —(cos(mk/3) — cos(27k/3)) (k € N¥). (3.44)
w2k 7k

Le domaine d’observation peut étre cylindrique ou non cylindrique mais il doit vérifier la condition
d’optique géométrique.

En prenant ¢r = (0.1,0.3) x (0,2) et les données initiales données par (3.41), les estimations
suivantes sont obtenues en utilisant les éléments finis BF'S pour Zj, :

ly = ynll2(gp)
9l 22(gp)

1y = vrll2(0r)

= O(h?),
”yHL2(QT)

= O(h**), | Mallzz@r) = OR*™).

Comme yops est calculé comme la restriction a g7 d’une solution de (3.1), la suite A\j converge
vers 0 quand h — 0. La norme L? de Ly, converge également & 0 quand h — 0 :

I Lynllz2(Qp) = O(RO™).
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Nous obtenons des résultats similaires, éventuellement avec des taux de convergence plus bas,
pour la donnée initiale (3.43).

La solution de référence y correspondant aux données initiales (3.43), la solution reconstruite
(yn) & partir de l'observation sur le domaine g7 non cylindrique, ainsi que le domaine g7 utilisé,
sont affichés dans la Figure 3.1.
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FIGURE 3.1 — Résultats pour les données initiales (3.43) avec domaine d’observation non-
cylindrique. (a) Solution de référence (y). (b) Solution reconstruite (yz). (¢) Domaine gr.

Résultats pour N =2

La méthode proposée s’applique sans efforts supplémentaires trés importants en dimension 2 de
I’espace dans le cas d’une observations localisée dans un domaine gy cylindrique.

Pour définir la formulation mixte (3.30) on considére un maillage 7 du domaine Q7 formé par
des prismes triangulaires. Ce maillage est obtenu par I'extrapolation en temps d’un maillage
triangulaire de 2. Dans la Figure 3.2 on illustre un exemple de €2, w et du maillage associé. L’ex-
trapolation en temps est faite avec un pas constant, c’est-a-dire, tout les éléments prismatiques

ont la méme hauteur.

0.5

(a) - (b)

FIGURE 3.2 — (a) Exemple de domaines Q2 et w. (b) Exemple de maillage du domaine Q7.

On considére I'espace d’éléments finis Z;, défini par

h wp =0o0n Xp pour tout K = Ky 0o X K €Ty, | '
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3.2. OBSERVATION FRONTIERE

ot P(K,,.,) est espace des fonctions correspondant aux éléments finis Hsieh-Clough-Tocher
(HCT) ; Q(K%) est I'espace des polyndomes de degré inférieur ou égal a 3 sur les intervalles K
de la forme [tj,t;41] définis par leur valeurs et les valeurs des leurs dérivées aux points t; et
tj+1. Autrement dit, Zj est l'espace d’éléments finis obtenu comme produit tensoriel entre les
éléments finis HCT réduits et I’espace des éléments finis cubiques d’Hermite. Sur chaque élément
K = K;, 4, X K; du maillage, la fonction ¢y, est déterminée seulement par les valeurs suivantes :

Yk = {@(ai)’ Py (ai)’ Pxa (ai)7 QOt(ai)v @Jfl,t(ai)’ @Iz,t(ai%i =1,-- 76}

ou a; sont les sommets de I'élément K. Donc, le nombre de degrés de liberté sur chaque élément
est dim X g = 36.

Un exemple de donnée initiale utilisée pour générer les observations et la donnée initiale re-
construite & partir de ces observations & l'aide de notre méthode est illustré dans la Figure 3.3.

FIGURE 3.3 — (a) Donnée initiale utilisée pour générer yops. (b) Donnée initiale reconstruite a
partir de la connaissance de Yops.

Si Q C R? (N = 2), la version courante de notre code de calcul ne traite pas des domaines
d’observation gy non-cylindriques. Pour cela il faudra, soit considérer des éléments finis de classe
C' sur des maillages formés par des tétraédres, soit prendre en compte dans le code de calcul le
fait que la frontiére du domaine g7 n’est pas maillée de maniére exacte. Une autre possibilité,
serait d’écrire et d’approcher numériquement de maniére différente la formulation mixte pour
s’affranchir de 1'utilisation des éléments finis C.

3.2 Observation frontiére

Nous étudions maintenant le cas des observations frontiére. Plus précisément, soit I' une partie
ouverte et non-vide de la frontiére 02 qu’on suppose suffisamment réguliére, et soit I'y = I' x
(0, T) C Xr.

Nous considérons deux problémes inverses associés a 1’équation (3.1). Le premier est le suivant :
étant donné un terme source f € L2(QT), a partir d’une observation ¥, ons de la dérivée normale
sur la partie de la frontiére I'p, on veut retrouver une solution y de (3.1) telle que sa dérivée
normale 0,y coincide avec I’observation y, obs sur I'r. Supposant y, ons dans L? (T'r), on définit
Vopérateur P : Z — L*(Qr) x L?(I'7) par Py = (Ly, a(x)(?,,y|FT) ol Z est I'espace

Z={y : yeC(0,T],Hy() N C([0,T], L*(Q))), Ly € L*(Qr)} . (3.46)

Remarquer que si y € Z alors d,y € L?(X7) (voir, par exemple, [Lio88, Chapitre 1]). De maniére
formelle, le premier probléme inverse est, donc, le suivant :

trouver y € Z solution de Py = (f, a(x)yu,obs)- (3.47)
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Si une propriété de continuation unique est vérifiée pour 1’équation des ondes (3.1) et y,, ops €st
la restriction a I'y de la dérivée normale d’une solution de I’équation (3.1), alors le probléme
inverse (3.47) est bien posé. Néanmoins, dans la pratique il est inévitable que I'observation ¥, obs
ne soit pas affectée par des erreurs de mesure. On relaxe donc le probléme (3.47) :

minimiser sur Hg(Q) x L*(Q) la fonctionnelle J(yo,y1) = |la(z)(dyy — y,,,obs)”%g(FT)
ot y est solution de (3.1).
(3.48)

Pour éviter les problémes numériques dus & la stratégie classique qui consiste d’abord & tout dis-
crétiser et ensuite & minimiser la fonctionnelle J, nous mettons en place une méthode similaire
a la méthode proposée dans la Section 3.1 pour le cas d’une observation distribuée. Plus pré-
cisément, nous allons considérer les conditions d’optimalité associées a (3.48) et leur résolution
numeérique.

Le deuxiéme probléme inverse considéré dans ce chapitre est le suivant : supposant que la donnée
initiale (yo,y1) € H(2) x L*(2) est connue, a partir de Uobservation y, obs on désire reconstruire
la solution y ainsi que la composante spatiale p du terme source f(z,t) = o(t)u(z) :

trouver (y, ;1) € Z x H~1(Q) solution de Py = (041, a(2)yy obs ), (3.49)

oil (y, f) est solution de (3.1) et o € C*(]0, T]) est une fonction donnée. Si o(0) # 0, a I'aide d'un
résultat de stabilité de Yamamoto et Zhang [YZ01] et de la condition d’optique géométrique, on
obtient I'unicité des solutions de (3.49). Nous pouvons ainsi appliquer le méme genre de stratégie
pour les deux problémes inverses (3.47) et (3.49).

3.2.1 Une reformulation mixte du probléme inverse (3.47)

Pour cette sous-section on prendra, sans restreindre la généralité, un terme source f nul. On
rappelle également, qu’il existe une constante Cq 7 > 0 telle que pour tout y € Z on a

la(@)3y1 2200 < Cor (105 0), 0 s 120y + L0320y ) - (3:50)

On formule I’hypotheése suivante :

Hypothése 3.14. I existe une constante Cyps telle que estimation suivante est vérifiée :
(- 0), w0 0D By < Cons (Ia@autl3arpy + 1L0l3a0n) (e 2).  (351)

L’inégalité (3.51) est une inégalité d’observabilité généralisée, et, elle est satisfaite, par exemple,
pour I’équation des ondes & coefficients constants si le temps d’observation T est suffisamment
long.

Sous cette hypotheése, pour tout 7 > 0 on définit la forme bilinéaire
<y> ?) = <aauy7 aavy>L2(1—‘T) +n <Ly7 Ly>L2(QT) (yag € Z) (352)
et la norme associée ||y||z. Une conséquence de 'inégalité (3.51) est le résultat suivant :

Lemme 3.15. Awvec les notations précédentes et sous Uhypotheése (3.51), lespace (Z,(, -),)
est un espace de Hilbert. De plus, il existe une constante C telle que [’estimation suivante soit
vérifice :

14 (14 1)Cops
Iyl 22 < C\/ ( ; ) lvllz (v €2). (3.53)
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Comme dans le cas distribué, on relaxe la contrainte de (3.48) : pour tout r > 0 on considére le
probléme de minimisation suivant

minimiser J,.(y) = %Ha(x)(avy - yl/,obS)”2L2(rT b) ”LyHLZ (Qr)’ (3.54)
sous la contrainte y € Z. '
On considére également la formulation mixte suivante :
b(y,X) = 07 VXG L2<07T7 H&(Q))a
ou
ar:ZxZ =R, a(y,y) =(advy, ad¥) 21y + 1LY LY) 120, (3.56)
b:Zx L*(0,T; Hy(2) = R, by, A) = (A Ly) 20, - (3.57)
t:7Z —R, E(y) = <ayu,0b5a aauy>L2(pT) . (358)

Le probléme (3.55) est le systéme d’optimalité de (3.54), A est un multiplicateur de Lagrange qui
gére la contrainte Ly = 0 et r est un paramétre d’augmentation. On obtient le résultat suivant :
Théoréme 3.16. Supposons I’Hypothése 3.1/ vérifiée. Alors

1. La formulation mizte (3.55) est bien posée.

2. L’unique solution (y,\) € Z x L*(Qr) de la formulation mizte (3.55) est l'unique point
selle du Lagrangien L, : Z x L*(Qr) — R défini par L,(y, ) = 2a,(y,y) + by, A) — £(y).

8. La solution (y,\) € Z x L*(Qr) vérifie les estimations
lyllz < la@)yvobsllr2gy,  IMz2@r) < 2v/Car +lla@)yw,obsll z2(ry)-

En suivant les idées du cas de I'observation distribuée, on peut considérer une formulation mixte
stabilisée. Pour cela, on définit on nouveau espace

A= AEC(0 T LX(Q) N CH([0, T); H~H()),
T LA e L0, T; H 1)), A(0) = X(-,0) =0, A, € L*(T'7)
muni du produit scalaire <)\, X>A = <L)\, LX>L2(0 T H-1()) + <a)\, QX>L2(FT)' Utilisant le fait

que
[Mlr2Qr) < Cary/ (X Ay (A€,

I’espace A est un espace de Hilbert. Contrairement au Lemme 3.15, 'Hypothése 3.14 n’est pas
nécessaire pour montrer que ||-||a est une norme, cela étant une conséquence de la continuité de la
dépendance de la solution de I’équation des ondes par rapport aux données. De maniére similaire
au cas distribué, les solutions des formulations mixtes stabilisée et non-stabilisée coincident.

3.2.2 Une reformulation mixte du probléme inverse (3.49)

On considére maintenant le probléme inverse (3.49) de la reconstruction simultanée de 1'état et
du terme source dans (3.1) a partir de I'observation y, ops. On suppose que la donnée initiale
(Yo, y1) est connue. Sans autres hypothéses sur f le probléme inverse (3.49) est mal posé au sens
qu’il n’a pas de solution unique.

En conséquence, on suppose que f(x,t) = o(t)u(x) avec o € C([0,T]), 0(0) # 0 et p € H1(Q).
Dans ce cadre, on peut appliquer [YZ01] : ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que toute
solution y = y(u) de (3.1) correspondant & a =1, b =0 et yp = y; = 0, vérifie

CHula-1@) < 10vyllrewy) < Cllullg-10)  (w€ HH(Q)).
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Ce résultat de stabilité donne 'unicité de la source correspondante a ’observation ¥, ohs-
On relaxe le probléme (3.49) :

{ minimiser J(y, 1) = 5lla(2)(0vy — Yuobs) 720, + 5 1LY — oVl 12(Qr)s

3.99
sous la contrainte (y, u) € W, (3:59)

ou 'espace W est défini par

W:{ (v, 1); v € C((0,T], Hy(Q)) N CH([0, T, L*()), p € H(Q) }
Ly —op =0 dans Qr, y(-,0) = 5(-,0) =0 '

Alors 0,y € L?(Xr) pour tout (y, 1) € W. On peut aussi vérifier que W est un espace de Hilbert
pour la norme ||(y, v)|lw = [[a(x)9yyl|L2(r,) et que le probléme (3.59) est bien posé.

Comme d’habitude, on considére une formulation mixte pour la prise en compte de la contrainte
Ly — op =0 et on définit 'espace suivant

Y:{ (y, )5 y € C([0, 7], Hy () N CH([0, T, L*(Q)), p € H (D) }
Ly —ope L2(QT)7 y(,O) = yt('vo) 0 .

On fait 'hypothése suivante :

Hypothése 3.17. Il existe C,ps telle que lestimation suivante soit satisfaite :
el -1 () < Cops(la(@)yllizryy + 1Ly = oullizg,y),  ¥(y,n) €Y.
Sous cette hypothése, pour tout n > 0 I'espace Y est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
((on), @ m)y = (advy, ady) 2y +n{Ly —op, Ly —0om) 2y -

La formulation mixte s’écrit comme suit : pour tout r > 0, trouver ((y,u),\) € Y x L?(Q7)
solution de

{ar((y,u),(y,u))+b((y,u),A) = U@w), VmmeY (3.60)
b((y,n),A) = 0, VA € L3(Qr),

ou

a, : Y XY — R7 aT((ynu)a (yv ﬁ)) = <aal/y7 aal/g>L2(FT) +r <Ly — 0N, Ly - Uﬁ>L2 ’ (361)
b:Y x L*(Qr) =R, b((y,1),\) = (X, Ly—opu), (3.62)
0:Y =R, Uy, p) = (aYu,obss a&,y)LQ(FT) ) (3.63)

Comme pour les autres formulations mixtes considérées dans ce mémoire, nous avons démontré
que (3.60) est bien posée et l'unique solution de (3.60) est, en méme temps, 'unique point
selle d’'un Lagragien associé. Pour éviter la preuve d’une condition inf-sup, et, surtout de son
équivalent discret, nous pouvons ajouter des termes stabilisants.

3.2.3 Quelques simulations numériques

L’idée principale que nous utilisons pour approcher numériquement les solutions des formulations
mixtes (3.55) et (3.60) est la méme que celle employée pour la Section 3.1.3, ou, encore, pour la
Section 1.13 : nous considérons des sous-espaces de dimension finie des espaces Y, Z, L?(Qr), etc.
Plus précisément, on met en pratique une approximation conforme par la méthode des éléments
finis. Nous avons & surmonter les mémes difficultés techniques liées a l'utilisation des éléments
finis de classe C'' en espace et en temps. Néanmoins, la base du code de calcul est la méme pour
toutes les simulations numériques des Chapitres 1 et 3.
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3.3. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Nous ne donnons pas ici le détail des résultats démontrés, en se contentant seulement de montrer
quelques exemples de résultats que nous sommes capables d’obtenir dans le cas de ’'observabilité
frontiére. Le lecteur désireux de plus de précisions pourra consulter la référence [CM16].

Un premier exemple que nous présentons c’est la reconstruction de la solution y; de I’équation
des ondes a coefficients constants, en dimension 1 de I’espace, a partir d’une observation frontiére
synthétisée a partir d’'une solution exacte y associée aux données initiales

yolz) =1 — 20— 1], y1<x>:;§n<l/3g/3><x> (x € (0,1)) (3.64)

et f =0, T = 2. Dans la Figure 3.4 (gauche) on montre I'observation frontiére y,, obs générée pour
ces données initiales. Dans le méme figure, a droite, nous illustrons la vitesse de convergence des
solutions numériques yp, de I'approximation de (3.55) vers la solution exacte y.

3

5 107"} .o
___0'—'
1 @ Al-n
Lo Qo
1072} o-" e
0 P
g

At 1 e
107} oot
o
U

-3 : ‘ : 107 ‘
0 0.5 1 15 2 10’2 10"

(a) (b)

FIGURE 3.4 — (a) Observation y, ons associée a la donnée initiale (3.64) et f = 0. (b) Erreur
relative ||y — yullL2(@r)/ Yl L2(@r) Pour une approximation utilisant les éléments finis BFS avec
r = h2(+) et r = 1(%) et les éléments finis HCT réduits avec r = h2(0)) et 7 = 1(o).

Pour la suite, nous montrons un résultat de simulation numérique pour la reconstruction d’un
terme source, toujours pour ’équation des ondes unidimensionnelle & coefficients constants. Plus
précisément on prend des données initiales nulles et on se propose de reconstruire la partie
spatiale ¢ d'un terme source f(x,t) = o(t)u(x) & partir d’une observation ¥, ops générée a priori.
On choisit donc o(t) =1+t, T =2 et
T 1—2z

() = 511[0,9) (z) + mﬂ[o,l] (z), avec ¢ =
Dans la Figure 3.5 on représente a gauche la fonction p (trait continu)
(trait pointillé) et & droite 'erreur entre ses deux quantités.

. (3.65)

W=

t son approximation uyp,

@

D’autres expériences numériques ont été réalisées pour la reconstruction des solutions et la re-
construction des termes sources pour des équations des ondes deux dimensionnelles ou encore en
perturbant les observations par un bruit blanc. Dans toutes les situations les résultats ont été
satisfaisants : pour toutes les expériences numériques réalisées nous avons observé la convergence
des reconstructions ; en particulier, le bruit présent dans les observations n’est pas augmenté par
la résolution.

3.3 Conclusion et perspectives

Ce chapitre a été consacré aux problémes inverses de la reconstruction de la solution, ou d’un
terme source, pour des équations des ondes, & partir d’observations distribuées ou encore d’ob-
servations frontiére. Les méthodes employées sont similaires aux méthodes utilisées dans le Cha-
pitre 1 pour la contrélabilité de I’équation des ondes. Notamment, on écrit le probléme inverse
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CHAPITRE 3. PROBLEMES INVERSES POUR L’EQUATION DES ONDES
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FIGURE 3.5 — (a) La fonction p donnée par (3.65) et son approximation p obtenue comme

solution numérique de (3.60). (b) La quantité MM

—1 .
M”H%

comme un probléme de minimisation sous contraintes, pour lequel, on écrit les conditions d’op-
timalité comme une formulation mixte. L’avantage de considérer une formulation mixte, est,
comme dans le cas de la contrélabilité, qu’on n’a pas a résoudre d’équations d’ondes discrétes,
et, ainsi, on n’a pas a gérer les issues causées par l'apparition des hautes fréquences purement
numériques. Néanmoins, il reste a vérifier une condition inf-sup discréte, qui doit avoir lieu uni-
formément par rapport au paramétre de discrétisation. Finalement, pour s’affranchir de la preuve
du fait que la condition inf-sup est uniforme, on stabilise la formulation mixte et on considére
une approximation numérique par des éléments finis conformes. Le prix a payer est que cette
approximation conforme requiert que les éléments finis soient de classe C', ce qui est assez res-
trictif, surtout en dimension supérieure. Une premiére perspective de ces travaux sera donc de
reformuler les problémes de maniére qu’on obtient des approximations convergentes pour des élé-
ments finis de classe C¥ : cela pourra étre réalisée, par exemple, par la méthode proposée pour la
contrdlabilité de I’équation des ondes dans [MM18] ou encore en considérant des approximations
non-conformes [BFO19].

Une fois levée la restriction liée a 'utilisation des éléments finis réguliers, on pourra utiliser cette
approche pour la résolution des problémes inverses pour des équations des plaques, ou encore
pour le systéme de 1’élasticité linéaire.
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Assimilation des données et observateurs

Ce chapitre présente quelques résultats obtenus sur la convergence des observateurs pour des
équations d’évolution aux dérivées partielles d’ordre deux en temps. Plus précisément, nous
formulons les résultats dans un cadre abstrait qui couvre ’équation des ondes, le systéme de
I’élasticité linéaire ou encore différents modeéles de plaques. Les travaux présentés ici ont été
commencés durant le stage post-doctoral que jai effectué pendant 'année 2010-2011 a INRIA
Paris-Rocquencourt dans 1’équipe MACS et ils ont fait 'objet de trois publications [CIM15;
Cha+12; CCM12].

Dans larticle [CCM12| nous avons proposé 'utilisation des observations disponibles de ’état
d’un systéme de type ondes pour controler les erreurs dues a la discrétisation numérique en
temps. Plus précisément, nous avons adopté une stratégie inspirée de I'assimilation séquentielle
des données, et qui consiste a corriger le systéme discret en utilisant la différence entre la solution
et les observations. Cet article fait ’objet de la Section 4.1.

Dans un deuxiéme article [CIM15] nous avons proposé un schéma séquentiel d’assimilation des
données, basé sur l'utilisation des observateurs de Luenberger, quand seulement des données
partielles en temps sont disponibles. Pour utiliser ces données deux stratégies ont été analysées :
la premiére consiste & assimiler les données seulement quand elles sont disponibles et la deuxiéme
assimile les données qui ont été préalablement interpolées en temps. Pour traiter les problémes
dues & l'apparition des fréquences parasites quand on discrétise I’équation des ondes, un terme
de viscosité numérique a été ajouté au schéma. Ce travail sera discuté dans la Section 4.2.

4.1 Améliorer la convergence des schémas numeériques a 'aide
des observateurs

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) et de la norme associée. Soit un
opérateur auto-adjoint Ay : D(Ag) — H, défini positif et a résolvantes compactes. On considére
le systéme suivant :

{ w(t) + Aow(t) = 0, t >0, (4.1)

w(0) = wp, w(0) = wi.
Soit Z un autre espace de Hilbert, et soit Hy € £(D(Ap), Z). On considére 'observation suivante :
z(t) = How(t). (4.2)

Définition 4.1. On dit que le systéme (4.1)- (4.2) est exactement observable en temps T > 0

1
s’il existe Kp > 0 telle que pour toute donnée initiale (wo,w1) € D(Ag) x D(AF) la solution
de (4.1) vérifie

1 T
146 woll® + [lws ||* < kT/O [ How(t)||Zd. (4.3)

Le systéme (4.1)- (4.2) est exactement observable s’il est observable en un certain temps T
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CHAPITRE 4. ASSIMILATION DES DONNEES ET OBSERVATEURS

En posant z(t) = <:j((i))>, on peut écrire (4.1) comme un systéme d’ordre 1 en temps :
t

i 0

1 1
ot A: D(A) = X, D(A) = D(Ay) x D(AZ), X = D(AZ) x H et A = < " é) On pose
—<0

xo = <ZO> et on définit H € L(X, Z) par H = (Hy 0).
1

Le but de larticle [CCM12|, que nous allons synthétiser pendant cette section, a été de montrer

qu’on peut obtenir des meilleurs propriétés de convergence quand on discrétise (4.1) si on intégre

dans le schéma les observations (4.2). Pour cela, soit (Vj,)n>0 une famille de sous-espaces de
1

dimension finie approchant D(AZ) quand h — 0 vérifiant les propriétés suivantes :

||%0h”D(A§) <ChHenl  Ven € Vi, (4.5)
Il g <Cllel, p Ve € DAY (1.6

o @Il < Ol g, Vo € DAY (4.7
e =@l ) < Oh'ligliogany Vi € Do), (4.9
e~ ol < CHlgll, 1y, Vo € DAY (1.9
e =@l ) < Oh'liglipgasy Vi € Do), (4.10)

ol 7y, et 7, sont les projecteurs orthogonaux sur V;, par rapport aux produits scalaires dans H et
1

dans D(AE), respectivement. Il faudra définir I'équivalent discret de Ay : soit donc Ao, € L(V4)
I'opérateur défini par

1 1
(Aonen, tn) = <A§ ©hs A§1/1h> Von, Yn € V. (4.11)

Soit 0 < AP < M < ... < )\ﬁh les valeurs propres de Agp et (ngp)j:l’.‘.’nh les vecteurs propres
associés normalisés. On note alors

Ch(n) = span {¢>§L avec A < 77} (4.12)

et Vopérateur Hyy, € L(V}, Z) donné par la restriction de Hy a Vj,.

Pour construire un systéme de premier ordre discret on définit également X = Vj, x Vy, Ap €
L(Xp) et Hy € L(Xy, Z) -

0 I
Ah:(_AOh 0), Hy = (Hon 0).

On peut maintenant considérer le systéme discret suivant

k+1 k k k+1
xy, th:Athrxh keN
At h— "y ) (4.13)
Ty = Hhm07

ol I est un certain projecteur de X dans X}, et xﬁ étant destiné a approcher z(kAt). L’analyse
de ce schéma est classique et on obtient ’estimation d’erreur suivante :

|z} — z(nAt)||x < C(T)(h? + At?),
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4.1. AMELIORER LA CONVERGENCE A L’AIDE DES OBSERVATEURS

ou C(T) est une constante dépendant de manicre linéaire de T' et 6 est une constante positive
1
caractérisant la précision de I'approximation de D(Aj) par Vy.

Le principal objectif de Particle [CCMI12] a été donc de démontrer que si nous utilisons les
observations (4.2) on peut proposer un schéma tel que 'erreur soit controlée par des puissances
de h et de At de maniére uniforme par rapport & 7T'. Dans ce but, nous avons construit un schéma
inspiré par les observateurs de Luenberger [Lue66|, [HR12], ou encore, par le nudging [ABO5] :

{ 24(t) = AZ(t) + yH*(2(t) — H2(t)), t>0, (4.14)

2(0) = .

Un tel observateur est construit ayant comme but de suivre le systéme cible en partant d’une
condition initiale différente. Plus précisément, I’erreur & = x — Z est solution de

{ %t(t) =(A —:yH*H)%(t), t>0 (4.15)
Z(0) = xg — Zo.

Il est bien connu que la propriété d’observabilité (4.3) est équivalente & la décroissance exponen-
tielle de la norme de lerreur x (voir, par exemple [Har89] ou [Liu97]). Des soins supplémentaires
sont nécessaires pour préserver la décroissance exponentielle quand on discrétise le systéme de
Perreur. Dans [EZ09| la décroissance exponentielle d’un tel systéme est préservée par le schéma
de discrétisation a l'aide d’un terme de viscosité numérique. Nous employons donc les mémes
idées pour la discrétisation de (4.13). Plus précisément, soit V. € L(A},) un opérateur de vis-
cosité numérique satisfaisant certaines propriétés de « petitesse » et de commutativité avec le
projecteur Il :

1. siII5 est le projecteur orthogonal de &), dans (Cp(1/¢))? alors

[V, = V.IE: 4.16
h h
2. il existe ¢ > 0 et C' > 0 telles que
1
VEI-Voyle < Clllles we @1/ wn
VEl(=Ve)2yllx = cllyllx, y € (Cn(1/e)h)%
3. D'estimation suivante est vérifiée :
3
van (9)]| < ce (el g+ lowg ) (o0 € DUAG) x D). (418)
X 0

L’opérateur V, = 6A,QL est un exemple d’un tel opérateur de viscosité. On peut constater l'efficacité
de I'introduction de cet opérateur de viscosité en comparant les parties réelles des valeurs propres
des matrices Ay, Ay —vHj; Hy et Ap,—vH} Hy, +5A%L. Plus précisément, on sait que la décroissance
exponentielle du systéme

{ Tni(t) = (Ap — YHyHy + A7) Tn (1), t>0
zp(0) = Tho-

est uniforme par rapport au parametre de discrétisation A si les valeurs propres A} de I'opérateur
A — vH} Hy, + €A? sont de partie réelle strictement négative et vérifient R(A?) < ¢ < 0. Dans
la Figure 4.1 on illustre les valeurs propres de ces opérateurs pour le cas d’une équation des
ondes uni-dimensionnelle avec une observation distribuée de la position, discrétisée par éléments
finis Py. Dans cette figure on observe que les valeurs propres de Aj sont de partie réelle nulle
(le systéme associé est conservatif), si on n’ajoute pas de viscosité numeérique les plus grandes
valeurs propres (en module) de l'opérateur A;, — yH} Hj, s’approchent de I’axe imaginaire, donc
on perd la décroissance uniforme de d’énergie du systéme associé, et si ¢ = h?, les valeurs propres
ont leur parties réelles uniformément négatives.
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Ap An —yHy
500 - -
-500 -500 -500
15 .10 5 0 15 10 -5 0
R(N) R(A)

FIGURE 4.1 — Valeurs propres des matrices Ay, Ay, —vHy Hy, Ay, —vH} Hy, —I—SA%L correspondant a
une discrétisation par éléments finis d’une équation des ondes uni-dimensionnelle avec observation
distribuée de la position, pour h = 1/200, v = 10 et £ = h2.

En supposant que nous disposons des données (des observations) de la forme
28 = Ha(kAt),

on peut définir le systéme discret suivant :

( ~k+1  _ _ ~k+1 _ ~k+1
T, —TF :Ahx’fL—i-xh oy H? (zk—i—zk—i-l _Hhx’fl—i-:rh )
At 2 2 2 ’
_ ~k+1
xi‘*‘l -7, Vot (4.19)
Al =E&Vexy -,
52 = Il xq,

ot v > 0 est un paramétre fixé. Le résultat suivant a été démontré dans [CCM12| et, dans ce
mémoire, nous omettons les détails de la preuve.
Théoréme 4.2. Soit Ay : D(Ag) — H un opérateur auto-adjoint, défini positif avec des ré-

1

solvantes compactes et soit Hy € L(D(Ag), Z) un opérateur linéaire et borné tel que le sys-

téeme (4.1)-(4.2) soit exactement observable. Soit (Vi,)o<h<n+ une famille de sous-espaces de di-
1

mension finie de D(AZ) vérifiant (4.5)-(4.10) et soit At € (0, At*) un pas de discrétisation. Soit
e = max{At, h'} et soit V. un opérateur de viscosité satisfaisant (4.16)-(4.18).

3
Alors, pour toute donnée initiale xg € D(AG) xD(Ap) il existe une constante C(xg), indépendante
de h, At et n, telle que

|Z7 — z(nAt)|x < C(z0) max(e, e2h~'At) Vn € N. (4.20)

4.1.1 Application a I’équation des ondes

Soit © € RY un ensemble ouvert connecté avec une frontiére réguliére, et soit w C € un sous-
ensemble ouvert et non-vide de £2. On considére I’équation des ondes suivante :

w(z,t) — Aw(z, t) =0, x,t) € Q2 x (0,00)
w(z,t) =0, x,t) € 09 x (0, 00) (4.21)
w(z,0) =wo(z), wi(z,0)=wi(z), x € Q.

Nous illustrons le schéma (4.19) pour la discrétisation de (4.21) en supposant que nous disposons
des observations suivantes :
2(t) = w(-, t)|w, t>0. (4.22)
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4.1. AMELIORER LA CONVERGENCE A L’AIDE DES OBSERVATEURS

On construit 'opérateur d’observation en suivant les idées de [Cha-+12]. Plus précisément, soit
Vopérateur L, : H'(w) — HE(Q), Lo¢ = 1, ot 1 est Punique solution de 'équation elliptique
suivante :

—Avy =0, dans Q \ w
Y =0, sur 0f)
P = @, dans @.
Pour rentrer dans le formalisme décrit au début de la section, on note H = L2(f2) et soit

Ap : D(Ag) — H le Laplacien de Dirichlet :

App = —Ap,  D(Ag) = H*(Q) N Hy(Q).

1
Alors, D(AZ) = HY(Q). Soit Z = H!(w) équipé de la norme ||£,(- )||H1 y et I'opérateur d’ob-
1
2
0

servation Hy € L(D(A{), Z) défini par
1
Hop=lo Vo € D(A]).
L’adjoint Hy de cet opérateur est 'opérateur L,
(Hge, §>H5(Q) = (¢, H05>H1(w) = (¢, §|w>H1(w) = (Lo, Lolw >H5(Q) = (Lup, 5>H3(Q)-

Avec ces notations, le systéme (4.21)-(4.22) est exactement observable au sens de la Définition 4.1.
Plus précisément, dans [Cha+ 12, Proposition 2.2| nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 4.3. Supposons que la condition d’optique géométrique est vérifiée par un sous-
ensemble stricte de w et pour un temps Ty > 0. Alors, il existe une constante kr telle que toute
solution de (4.21) vérifie

T
ol Zs oy + 0122y < kr /0 ey 822 o .

La preuve de cette proposition est inspirée par [Zha0O0| et elle est omise dans ce mémoire.

4.1.2 Application a I’équation des plaques

Dans cette sous-section on adapte les résultats pour un opérateur Ay d’ordre quatre en temps.
Plus précisément, soit @ C RY un ensemble ouvert, non-vide & frontiére lisse. On considére
I’équation suivante :

Wt (t,l’)—i—AQ (t,l‘):(), (71:) ( )XQ7
w(t,z) = Aw(t,z) =0, (t,z) € (0,T) x 09, (4.23)
w(0,z) = wo(x), we(0,2) =wi(z), x € €.

On note H = L%(Q) et Ag : D(Ag) — H l'opérateur définit par
D(Ag) = {p € H*(Q) | ¢ = Ap =0 sur o0}, Agp = A%p pour tout ¢ € D(Ay).

L’opérateur Ao ainsi deﬁnl est auto-adjoint, défini positif et & résolvante compacte. De plus,

I'opérateur A2 : (AQ) — H est donné par

1 1 1
D(AZ) = H*(Q) N Hy(Q), AZ¢ = —Ap pour tout € D(AZ).

Comme dans le cas de I’équation des ondes, nous avons introduit un opérateur de relévement L,
1

défini sur Z = H?(w) et a valeurs dans D(AZ2) correspondant aux observations

z2(t) = w(,t)|n, t>0.
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CHAPITRE 4. ASSIMILATION DES DONNEES ET OBSERVATEURS

Plus précisément, cet opérateur associe a chaque ¢ € Z la solution ¢ de I’équation suivante :

( A% =0, dans Q \ w
=AY =0, sur Jw
ov _ 0% sur 0
on  on’ o
P = ¢, dans w.

L’espace Z est muni du produit scalaire (¢, ©); = (AL,p, AL,) 2()- La norme engendree

par ce produit scalaire est équivalente & la norme usuelle de H?(€2). Si on note Hy € E(D(AS ), 2)
1
I'opérateur d’observation donnant z, c’est-a-dire, Hy¢ = ¢|, pour tout ¢ € D(Af), il est claire
1
que son dual Hy € L(Z,D(A])) n'est rien d’autre que l'opérateur L. Dans I'appendix de

l'article [CCM12]|, nous avons démontré I'inégalité d’observabilité suivante :

Proposition 4.4. Soit w un sous-ensemble de 2 tel que la condition de contrdle géométrique
soit verifié par un sous-ensemble ouvert, non-vide & de w avec dist(w,dw) > 0. Alors, pour tout
T > 0 il existe une constante kr > 0 telle que toute solution w de (4.23) vérifie

T
2 2 2
ol + ol < hr [ e ) g .

1
(45)

Dans ce cadre, toutes les hypothéses du Théoréme 4.2 sont vérifiées et donc on peut appliquer
la méthode introduite au début de la section.

4.2 Assimilation des données sous-échantillonnées en temps a
I’aide des observateurs

Cette section présente briévement les résultats de l'article [CIM15]. Plus précisément, le but du
cet travail a été de proposer une méthode pour prendre en charge dans le schéma de discrétisation
en temps de (4.4) les observations « sous-échantillonnées » par rapport au pas de discrétisation.

Nous avons considéré la discrétisation en temps de l'observateur (4.14) suivante :

~n+1 -~n n+1

xT =l + 33+
= A
AL 2 , n >0
?IJ\TH_I /x\n+1
% = Vo1 H* (z”‘*‘1 H:B"H) + vaAg A2x”+1 n>0 (4.24)
~0 _ [(Wo
= ()
\

avec A lopérateur apparaissant dans (4.4). La viscosité numérique dans le schéma est controlée
par le paramétre va;. Typiquement, on choisit va; de I'ordre de At?. Pour décrire quand les
observations z"*! sont disponibles, nous considérons (j,),cn une suite strictement croissante des
nombres entiers positifs de maniére que les observations disponibles soient données par

2" = z(jr At), r € N.

Nous avons proposé deux stratégies pour introduire ces données dans (4.24) :
— on utilise les données seulement quand elles sont disponibles : ~,, = 0 quand 2"
n’est pas disponible;
— on interpole les données disponibles.
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Les deux stratégies peuvent étre décrites par le systéme suivant :

Zhtl /gj\'i gntl + 7
- =A— + >0
At 2 ’ n
gl _ antl
% = 5n+1fYH* (dn+1 - H§1+1) + VAtA2/«T\3_+17 n>0 (4.25)
~0 _ [Wo
%= (un):
Pour la premiére stratégie on a
5 — 1 dn — z" sfil exite 7 € N tel que n = j, (1.26)
0 0 sinon.

La deuxiéme stratégie correspond au choix suivant des parameétres §" et d” :

0™ = 1 pour tout n d" = Mz”l + <1 — _n_‘]r,zr) Jgr <n < jey1. (4.27)
Jr+1 — JIr Jr+1 — Jr

Nous avons démontré les deux résultats suivants, donnant des estimations de convergence de
I'observateur (4.25) pour chacune des situations (4.26) et (4.27).

Théoréme 4.5. Soit A un opérateur anti-adjoint & résolvante compacte et H € L(X,Z) un
opérateur d’observation linéaire et borné tel que le couple (A, H) soit exactement observable.
Supposons que (0" )neN et (d")nen sont donnés par (4.26) et qu’il existe une constante p € (0, 1]
telle que

cn=card{j, 1 <j<n, §; =1} > pn, n > 0.

3
Alors, pour tout zo € D(A3) x D(Ag) il existe des constantes positives My, g, C1 et Co indé-
pendantes de At € (0,1) et n, telle que lerreur Tl entre le systeme observé (4.4) et l'observa-
teur (4.25) vérifie :

At

7% [ < Moeoen B 20 + T

AtQCl + VAtCQ).

Théoréme 4.6. On fait les mémes hypothéses sur A, H et xg que pour le Théoréeme 4.5. Sup-
posons que (6™ )nen et (d")nen sont donnés par (4.27) et soit

ey = Hx(nAt) — d" n € N.

Alors, il existe des constantes positives My, ug, C1, Co et Cs indépendantes de At € (0,1) et n,
telle que Uerreur 7, entre le systéme observé (4.4) et lobservateur (4.25) vérifie :

N B At /
7t < Moem [+ g (A7 + v +2Cs s el )

Ces deux théorémes illustrent trés bien le fait que le choix de la stratégie d’utilisation des données
repose sur un compromis entre la stabilité et la consistance. Le premier observateur, & correction
intermittente, est exactement consistent avec les données mais il pourra souffrir d’instabilités. Le
deuxiéme observateur interpole les données et donc corrige & tous les pas de temps. Ainsi, il a
une excellente stabilité mais 'interpolation introduit des erreurs dans les données et ces erreurs
se retrouvent dans 1’état de 1’observateur.
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4.3 Conclusion et perspectives

Ce chapitre a présenté quelques résultats concernant la convergence numérique des observateurs
pour des systémes de type « ondes ». Dans la Section 4.1 les données, disponibles pour tout
temps, ont été utilisées pour améliorer la convergence du schéma de discrétisation en temps du
systéme (4.4). La deuxiéme section du chapitre traite le cas des données sous-échantillonnées
en temps. Les observateurs proposés dans les deux sections ont en commun la présence d’une
viscosité numérique ayant comme but de dissiper les modes propres numériques correspondant
aux hautes fréquences. Les résultats ont été illustrés numériquement dans les articles [CIM15;
CCM12] et nous envoyons le lecteur intéressé vers ces articles.

La totalité des résultats présentés au cours de ce chapitre utilisent des observations distribuées.
Cela est pratique, car dans ce cas, I'observabilité du systéme homogeéne (4.4) est équivalente
a la décroissance exponentielle de 1'énergie du systéme (4.15). Dans le cas d’'un opérateur H
correspondant & des observations frontiéres, cette équivalence n’est pas vérifiée en général. Une
perspective intéressante de ces travaux, sera donc d’adapter les observateurs proposés au cas
frontiére et d’étudier leur convergence.
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Autres travaux

Cette troisiéme partie de ce mémoire se fixe comme premier but de briévement présenter mes
« autres travaux » de recherche qui n’ont pas fait I’'objectif d’un chapitre d’une des deux autres
parties. Ces travaux peuvent étre classés dans trois catégories :
— existence et approximation numérique des solutions périodiques des systémes dissipatifs
ou faiblement dissipatifs [CMP12; CMP13];
— controélabilité d’'un modele simplifié fluide-structure [Cin+13; Cin+15];
— modélisation et simulations numériques pour des systémes ayant des applications en mé-
decine [ACC18] et en mécanique des fluides [CC19].
Dans ce qui suit nous allons présenter trés briévement les résultats obtenus dans les travaux cités
ci-dessus, en essayant de justifier le fait qu’ils ont été placés dans la partie « autres travaux » de
ce mémoire.

5.1 Solutions périodiques des systémes dissipatifs

Dans [CMP12] nous avons démontré I'existence des solutions périodiques du systéme suivant :

u(z,t) — ugy(x,t) =0, dans (0,1) x (0,00)
u(0,t) =0, sur (0, 00)
u(1,t) + ug(1,t) + au(1,t) = f(t), sur (0,00)
u(z,0) =uo(z), w(z,0)=mwui(x), sur(0,1),

(5.1)

avec a > 0 et f une fonction périodique de période T'. Plus précisément, le résultat principal
démontré dans [CMP12] est le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Soit f : [0,00) — R une fonction périodique de période T > 0 telle que f| 1)
est dans HY(0,T). Alors (5.1) admet une unique solution v € C([0,T],V) N CY([0,T], L?(0,1))
périodique de période T, ot V = {@ € H*(0,1) | »(0) = 0}.

Si flo,r) est seulement une fonction de L?(0,T), nous avons démontré I'existence des solutions
périodiques sous une hypothése de non approximation de la période T par des suites rationnelles
ayant une certaine forme. Pour illustrer numériquement ces résultats nous avons proposé un
algorithme de type point fixe pour I'approximation de la solution périodique. Par exemple, la
solution périodique associée & une période T' = 7 et & la fonction

Ft)=1- % <t - g) (5.2)

est représentée dans la Figure 5.1. Les questions liées a la convergence de I'algorithme numérique
proposé dans [CMP12] ont été étudié pour des systémes dissipatifs dont la dissipation est plus
forte que celle du (5.1). Plus précisément, dans [CMP 13| nous avons considéré I’approximation
numérique des solutions périodiques des systémes de la forme

u(t) + Au(t) + BB u(t) = f(t), (5.3)
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06

Time (1) 0 o

FIGURE 5.1 — Solution périodique de (5.1) associée au terme source (5.2).

ou

— H et U sont des espaces de Hilbert ;

— A :D(A) — H est un opérateur linéaire, positif, auto-adjoint, a résolvantes compactes;

— f:]0,00) = H périodique;

— BeL(U,H).
Sous ces hypothéses, couvrant, par exemple, ’équation des ondes et I’équation des plaques avec
de termes dissipatifs distribués, nous avons démontré I’existence d’une unique solution périodique
et nous avons proposé un schéma pour approcher numériquement cette solution. Comme pour les
problémes d’approximation des controles présenté au Chapitre 2, nous avons ajouté une viscosité
numérique au schéma.

5.2 Controlabilité d’un modéle fluide-structure simplifié

Dans [Cin+15] nous avons étudié la controlabilité du systéme fluide-structure suivant :

'Ut(ta y) — Uyy tvy) + U(tv y)vy(tay) = 07 te (O?T)7 Yy e (_17 1)7 Yy 7& h(t)

u(t,—1) =v(t,1) =0 te(0,7)

B () = v(t, h(1)), te(0,7) 5.4)
R (t) = [vy](t, h(t)) + u(t), te(0,7) '
U(Ovy) = UO( )7 Y€ (_17 1)

h(0) = ho, 1'(0) = go.

Le résultat principal de cet article affirme que, en agissant sur le point matériel  I'aide du controle
u, la position du point matériel h(t) peut étre amenée arbitrairement proche d’une position cible,
tandis que la vitesse du fluide v(¢) et la vitesse du point matériel h'(¢) sont nulles.

Théoréme 5.2. Soit vg € L?>(—1,1), go € R et hg € (—1,1). Alors, pour tout hp € (—1,1) et
n > 0 il existe un temps T > 0 et un controle uw € L*°(0,T) tels que la solution du systéme (5.4)
vérifie

v(T,")=0, |W(T)—hp|<n, K(T)=0.

La stratégie utilisée pour démontrer le Théoréme 5.2 consiste en un choix préliminaire et en-
suite en trois étapes principales. Le choix préliminaire est la sélection d’un nombre irrationnel
algébrique hy tel que |hy — hp| < 1. La premiére étape est de construire une fonction u sous la
forme d’un terme de stabilisation. Lors d’une deuxiéme étape, on montre que le feedback proposé

v(t) 0
a létape précédente rameéne l'état du systéme |h'(t)| arbitrairement proche de I'état | 0
h(t) ha
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0
Finalement, on montre la contrélabilité locale vers le point d’équilibre | 0

hi

Malgré le fait que l'article [Cin | 15] traite un probléme de contrdlabilité d’une équation aux déri-
vées partielles, et donc il aurait pu étre inclus dans la premiére partie de ce mémoire, nous avons
décidé de ne pas le discuter en détail ici. La raison principale justifiant ce choix est que ce travail
emploie des outils assez différentes par rapport aux outils employés pour les Chapitres 1 et 2.
Notamment, contrairement aux autres équations considérées dans ce mémoire, le systéme (5.4)
est un systéme non-linéaire.

5.3 Modélisation et applications

Le but de cette section est de présenter briévement mes deux plus récents travaux [ACCI1S8;
CC19]. Ces deux travaux ont en commun le fait qu'’ils étudient des problémes de modélisation
liés a la mécanique des fluides.

Dans [ACCI18| nous avons proposé et résolu numériquement un modéle mathématique pour les
échanges chimiques ayant lieu dans un dialyseur pendant une séance de dialyse. Ce modéle couple
deux parties :

— partie « fluides ». Le domaine 2 dans lequel on pose le probléme est formé de trois sous-
domaines €y, ,, et Q4. Dans chaque sous-domaine les équations choisies pour modéliser
I’écoulement sont différentes. Pour €2, domaine correspondant & la partie centrale d’une
fibre d’un dialyseur, ’écoulement du sang est modélisé par les équations de Navier-Stokes
avec une viscosité dépendant de la vitesse, donc par un modéle de fluide non Newtonien.
Dans le domaine 2,,,, correspondant a la membrane de la fibre, I’écoulement est modélisé
par le systéme de Darcy. Finalement, dans le domaine 23 occupé par le fluide de dialyse,
I’écoulement est gouverné par les équations de Navier-Stokes.

— partie « échanges chimiques ». Les échanges chimiques ayant lieu dans les fluides
sont modélisés par un systéme de réaction/convection/diffusion, faisant intervenir dans la
partie convective le champs de vitesse calculé pour la partie « fluides ». Une difficulté sup-
plémentaire du modeéle est que les concentrations de certaines espéces chimiques présentes
dans le sang exercent une pression oncotique qui intervient dans le systéme gouvernant
I’écoulement des fluides.

Une fois les équations du modéle choisies, nous avons pris en compte la géométrie particuliére
d’une fibre de dialyse pour simplifier le modéle. Plus précisément, un dialyseur est composé d’un
grand nombre de fibres, ayant des longueurs 10000 fois plus grandes que leur diamétres (voir la
Figure 5.2 pour une représentation schématisée de la géométrie du domaine). Les simulations

L

- \

R

1

FIGURE 5.2 — Réduction du probléme initial, posé dans une géométrie complexe, a un probléme
posé dans un carré.
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numériques (en utilisant des paramétres physiques et chimiques adaptés) ont eu comme but
d’illustrer ’évolution du Calcium dans le sang des patients sous dialyse pour plusieurs liquides
de dialyses, contenant ou pas du Citrate.

Dauns le travail [CC19] en collaboration avec Laurent Chupin, nous avons reformulé en dimension
trois un modeéle, écrit initialement pour la dimension deux |GHO7|, ayant comme but d’illus-
trer la migration inertielle des particules dans des fluides & bas nombres de Reynolds. Dans les
années 1960 Segre et Silberberg [SS62] ont observé que les particules sphériques plongées dans
un écoulement de Poiseuille migrent vers certaines positions d’équilibre. Notamment, dans un
cylindre circulaire les particules se placent dans une couronne circulaire, située & une distance
bien déterminée en fonction du rapport entre le diamétre des particules et le rayon du cylindre
(voir Figure 5.3 (a)).

(a) (b)

FIGURE 5.3 — Positions d’équilibre d’une particule dans un écoulement de Poiseuille a4 bas nombre
de Reynolds dans un cylindre. (a) Cylindre de section circulaire. (b) Cylindre de section trian-
gulaire.

Un des intéréts du modeéle que nous avons proposé dans [CC19| est que nous pouvons cher-
cher numériquement, avec de ressources informatiques raisonnables, les positions d’équilibre des
particules dans des écoulements de Poiseuille pour des cylindres de différentes géométries. En
particulier, nous avons calculé numériquement les positions d’équilibre (voir la Figure 5.3 (b)
pour les résultats obtenus pour un cylindre de section triangulaire) dans plusieurs configurations
géométriques qui ont récemment eu l'intérét des expérimentateurs pour des applications comme
la séparation des micro-particules de différentes tailles placées en suspension dans un fluide.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de ce rapport est de rendre compte de mes activités de recherches effectuées apreés la
fin de ma thése de doctorat, en mars 2010. Ces travaux ont fait ’objet de treize articles publiés
dans des revues a comité de lecture, de trois notes de conférences et d’un preprint, et ont été
présentés dans ce manuscrit, avec plus ou moins de détails.

Le noyau central de mes travaux de recherche est la théorie du controle des équations aux dérivées
partielles, avec un intérét particulier pour les aspects numériques de cette théorie. Par la dualité
controlabilité / observabilité, a chaque probléme de controle on peut associer un probléme inverse.
Mon intérét a été donc partagé entre des problémes de controle (Partie I) et des problémes inverses
(Partie II) avec toujours une démarche allant de la théorie vers les applications numériques. La
plupart de mes travaux ont étudié des propriétés de contrdle, ou des problémes inverses, pour
des équations aux dérivées partielles d’évolution de second ordre en temps : ’équation des ondes
et I’équation de plaques. Dans le Chapitre 5, j’ai présenté trés briévement d’autres travaux qui
étudient la contrdlabilité d’autres équations (un modéle fluide-structure simplifi¢) ou des travaux
qui n’ont comme objet ni un probléme de contrdle ni un probléme inverse (approximations des
solutions périodiques ou des travaux de modélisation pour les échanges chimiques pendant une
session de hémodialyse).

En continuation des travaux exposés dans le Chapitre 1, dans le cadre de la thése d’ Arthur Bottois
que je co-encadre avec Arnaud Miinch, nous étudions actuellement le probléme de I'optimisation
du support (variable en temps) du controle de 'équation des ondes uni-dimensionnelle dans le
but de minimiser la norme L? du controle de norme L? minimale.

Dans un deuxiéme travaux en cours, en collaboration avec Arnaud Miinch et Ionel Roventa, nous
étudions la controlabilité de ’équation des poutres de Mindlin-Timoshenko par un seul contréle
frontiére. Les résultats partiels que nous avons démontré utilisent le méme genre d’outils que ceux
employés dans le Chapitre 2. Pour 'approximation numérique des contréles, nous envisageons
utiliser la méthode numeérique proposée pour le calculs des controles frontiéres pour I’équation
des ondes dans le Chapitre 1.

En collaboration avec Annabelle Collin et Ghislain Haine nous avons proposé des observateurs
pour le systéme fluide-structure que j’ai briévement évoqué pendant la Section 5.2. Plus préci-
sément, dans ce travail en cours, on se propose de reconstruire la vitesse d’'un fluide gouverné
par ’équation de Burgers visqueuse couplée & une équation décrivant l'interaction avec un point
matériel dont on connait la position et sans connaitre la vitesse initiale du fluide.

Nous continuons également le travail (en collaboration avec Julien Aniort et Laurent Chupin),
briévement évoqué dans la Section 5.3, sur la modélisation des échanges chimiques en hémodia-
lyse. Plus précisément, nous essayons de répondre aux demandes de notre collégue Julien Aniort,
néphrologue au CHU de Clermont-Ferrand, en prenant en charge plus d’éléments dans le modéle
et en précisant les paramétres, pour valider le modéle par des expériences cliniques.

Dans un travail actuellement soumis pour publication [Cin+ 19| en collaboration avec Anadaluzia
Matei, Sorin Micu et Constantin Nité, nous étudions un probléme de contréle optimal pour un
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systéme modélisant la déformation antiplane d’un corps cylindrique, élastique, isotrope et non-
homogéne ayant une partie de sa frontiére en friction avec une fondation rigide. Malgré le fait que
le modeéle considéré dans ce travail est assez différent des équations que j’ai étudié auparavant,
une fois donné un sens précis aux solutions, les idées employées pour démontrer la controlabilité
du systéme, ainsi que pour I’approximation numérique du controéle optimal, ont une grande partie
commune avec les idées évoquées dans les autres chapitres de ce rapport.
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