N
N

N

HAL

open science

Modélisation hamiltonienne N-corps de I’échange de
moment dans l’interaction onde-particule non-linéaire

Damien F. G. Minenna

» To cite this version:

Damien F. G. Minenna. Modélisation hamiltonienne N-corps de 1’échange de moment dans
linteraction onde-particule non-linéaire. Physique des plasmas [physics.plasm-ph].

Université, 2019. Francais. NNT: . tel-02479923

HAL Id: tel-02479923
https://theses.hal.science/tel-02479923
Submitted on 14 Feb 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Aix Marseille


https://theses.hal.science/tel-02479923
https://hal.archives-ouvertes.fr

Aix--Marseille
universite

Initiative d'excellence

Ccnes % PIiv~

Aix-Marseille Université

Ecole Doctorale 352, Physique et Sciences de la Matiére

Centre National d’Etudes Spatiales

Thales AVS/MIS

"THALES

Physique des Interactions Ioniques et Moléculaires, UMR, 7345-CNRS

Dissertation soumise pour obtenir le grade universitaire de docteur

Discipline : Physique et Sciences de la Matiére

Spécialité : Energie, Rayonnement et Plasma

Par

Damien F. G. MINENNA

Modélisation hamiltonienne N-corps de 1’échange de moment dans
I'interaction onde-particule non-linéaire

Many-body hamiltonian modeling of the momentum exchange within
the nonlinear wave-particle interaction

Soutenue le 12 novembre 2019 devant le jury composé de :

Frédéric ANDRE
Didier BENISTI

Yves ELSKENS
Marie-Christine FIRPO
Alain GHIZZO

Julien HILLAIRET
André NICOLET
Juliette PLOUIN
Jérome PUECH

Nikita M. RYSKIN

Thales AVS/MIS, Vélizy

CEA, DAM, DIF, Arpajon

Aix-Marseille Université, PIIM

CNRS, LPP, Ecole Polytechnique, Palaiseau
Université de Lorraine, Institut Jean Lamour
CEA, IRFM, St-Paul-lez-Durance
Aix-Marseille Université, Institut Fresnel
CEA, IRFU, Gif-sur-Yvette

CNES, Toulouse

Saratov State University

Co-encadrant de these
Rapporteur

Directeur de these
Présidente du jury
Rapporteur

Examinateur

Invité

Examinatrice
Responsable CNES, invité

Examinateur



Dissertation de thése, soutenue le 12 novembre 2019 a Uuniversité d’Aix-Marseille.

Ce document a été composé en KIX2. par Damien F. G. Minenna. Il s’inspire visuellement de plusieurs patrons
disponibles sur https://www.latextemplates.com/template/.

Certaines figures ont été réalisées avec I'aide d’Elise Duverdier.

©0cO

Cette oeuvre est mise a disposition selon les termes de la Licence Creative Commons : Attribution - Pas
d’Utilisation Commerciale - Pas de Modification 4.0 International.
This document is put at disposal under the terms of the Creative Commons Licence: Attribution - Non-
Commercial - NoDerivatives 4.0 International (CC BY-NC-ND 4.0).

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019 MINENNA


https://www.latextemplates.com/template/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

A ma grand mere,
Ginette Minenna

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019 MINENNA



The European Physical Journal volume 44 - number 1- February 2019

@ Recognized by European Physical Society

Historical Perspectives
on Contemporary Physics

wave wave
electron input focusing magnets  wave optical path  ouput
cathode grid anode beam

heater

O O
electron gun slow-wave structure collector

Schematic of a traveling-wave tube with a folded waveguide

From: The traveling-wave tube in the history of telecommunication
By Damian F.G. Minenr

e(l?sciences @ Springer

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019 MINENNA



Traveling-wave tubes: The unsung heroes of space exploration
An invention from the 1950s is still being used today

Date:  March 27, 2019
Source:  Springer

Summary:  What do televisions and space exploration have in common? No, we're not talking about a
cheesy physics joke; rather, this is the story of an often-overlooked piece of equipment that
deserves a place in the annals of telecommunication history. Now, researchers have reviewed
the history of TWTs.

FULL STORY

What do televisions and space exploration have in common? No, we're not talking
about a cheesy physics joke; rather, this is the story of an often-overlooked piece of
equipment that deserves a place in the annals of telecommunication history. Some
would argue that the traveling-wave tube (TWT) has not received the recognition it
deserves when it comes to the history of space travel and communications -- until
now. A group of researchers based at the Aix-Marseille Université in France has
published a review looking into the history of TWTs, recently published in EPJ H.

This is the first time a paper aimed at the general public has described the vital role of this technology in
various areas of development. The team collected and read hundreds of papers on the history and evolution of
the traveling-wave tube. First introduced in the 1950s, a TWT is a relatively simple piece of equipment used for
transmitting data across long distances, including the vast expanses of space.

A TWT is made up of three parts -- an electron gun that produces the beam; a slow wave structure made up of
a series of magnets, through which the beam travels; and a collector that limits the amount of energy lost in the
process. The paper describes how the TWT was pivotal to the development of the television in the 1950s, and

to the space programme in the 1960s.

But it is just as relevant today. "Traveling-wave tubes are still frequently used in space telecommunication and
for deep-space missions," says Damien Minenna, a PhD student who worked on the paper. For example, the
NASA probe New Horizons recently sent images of Kuiper belt objects, the most distant images from Earth
ever taken by a spacecraft, and they were transmitted using a TWT.

In Minenna's own research, he uses TWTs to study chaos in plasmas. He hopes the review article will help
others understand, and appreciate, the importance and history of the traveling-wave tube.
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Résumé

On s’intéresse a l'interaction onde-particule au travers d’'une description N-corps (souvent jugée
difficile a mettre en ceuvre a cause du nombre de degrés de libertés mis en jeu). L’évolution de notre
systeme repose sur un hamiltonien composé de la partie électromagnétique fv(€0|E|2 + uo|H[?)/24dV,
de la partie particules |p — eA|?/(2m) et d’'une partie de charge d’espace. Pour les guides d’onde pé-
riodiques, nous employons une technique de réduction, appelée le « modeéle discret », pour diminuer
drastiquement le nombre de degrés de libertés. Ce modele décompose les champs électromagnétiques
E(r,t) =), Vo(t)En(r) et H(r,t) = Y, I,(t)H,(r) avec des amplitudes temporelles et des formes de
champs dépendant de la géométrie de la structure. Cette méme technique permet d’obtenir des termes
de couplage lisses rendant possible I'utilisation de macro-particules. Notre hamiltonien est ré-exprimé
avec le modele discret pour obtenir une théorie N-corps auto-cohérente unidimensionnelle capable
de décrire les effets non-linéaires (oscillations, piégeages et chaos) de l'interaction onde-particule en
domaine temporel.

En appliquant le théoréme de Noether, nous étudions aussi 'échange de moment canonique a I’ori-
gine de l'interaction. Une reformulation de la puissance électromagnétique en domaine temporel est
proposée dans la représentation du modeéle discret. De plus, notre théorie est validée analytiquement
avec un modele robuste de circuit équivalent. Nous étudions aussi une version tridimensionnelle de
notre théorie reposant sur la géométrie hélicoidale.

Notre hamiltonien sert de base a la construction d’'un intégrateur numérique symplectique. Cet algo-
rithme est utilisé pour modéliser diverses géométries de tubes a ondes progressives (du MHz au sous-
THz, avec des tubes a hélice et a guides repliés, et longs de quelques centimetres a plusieurs metres).
Une validation de notre algorithme est réalisée avec des mesures expérimentales. Notre algorithme per-
met aussi I’étude de ces tubes, notamment des effets non-linéaire ainsi que la distorsion de signaux de
télécommunication.

Finalement, nous montrons que, lorsque la vitesse de phase d'un champ électromagnétique n’est
pas égale a la célérité de la lumiere dans le vide, alors ce champ admet une quantité de mouvement
mécanique et un moment conjugué distincts. Ce phénomene, au coeur de la controverse Abraham-
Minkowski, n’avait été observé que dans les milieux diélectriques. Nous étendons sa portée aux guides
d’ondes et aux plasmas et suggérons l'universalité de ce dilemme.
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Abstract

We investigate the wave-particle dynamics using an N-body description (often deemed impossible
due to the number of degrees of freedom involved). The evolution of our system rests on a hamiltonian
composed of an electromagnetic part [, (eo|E[* + 10[H|?)/2dV, a particle part [p — eA|*/(2m) and a
space charge part. For periodic waveguides, we use a model reduction, called the “discrete model”, to
drastically reduce the number of degrees of freedom. This model decomposes electromagnetic fields
E(r,t) = Y, Vo(t)Ey(r) and H(r,t) = >, I,(t)H,(r) with time amplitudes and field shapes depen-
ding on the geometry. This technique enables us to obtain smooth coupling terms, enabling the use of
macro-particles. Our hamiltonian is reformulated with the discrete model to obtain a one-dimensional
N-body self-consistent theory able to describe non-linear effects (oscillations, trapping and chaos) of
the wave-particle interaction in time domain.

Applying Noether’s theorem, we investigate the canonical momentum exchange at the origin of the
interaction. A reformulation of the electromagnetic power in time domain is proposed using the discrete
model’s representation. Moreover, our theory is validated analytically against a robust equivalent circuit
model. We also investigate a tridimensional version of our theory resting on the helix geometry.

Our hamiltonian provides the basis to build a numerical symplectic integrator. This algorithm is
used to simulate several traveling-wave tube geometries (for MHz to sub-THz, with helix and folded
waveguide tubes, from centimeters to meters long). Our algorithm is benchmarked against experimental
measurements. It also allows the investigation of nonlinear effects in tubes as well as the analysis of the
distortion of telecommunication signals.

Finally, we demonstrate that, when the phase velocity of an electromagnetic field is not equal to the
speed of light in vacuum, then this field has distinct kinematic and canonical momenta. This phenome-
non, at the heart of the Abraham-Minkowski controversy, was only observed in dielectric materials so
far. We extend its scope to vacuum waveguides and to plasmas, and we suggest its universality.
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« Careful. We don’t want to learn from this. »

— Bill Watterson, Calvin and Hobbes, 1987

Préface

Plan de lecture

Cette dissertation est divisée en cinq parties, d'un ou deux chapitres, auxquelles se ra-
joutent une conclusion et des annexes. Tous les chapitres sont volontairement courts d’une
dizaine de pages pour faciliter une lecture rapide.

La premiére partie, composée des deux premiers chapitres, sert d’introduction a cette
dissertation. Le chapitre 1 introduit la description a N corps et présente de maniere pédago-
gique l'interaction onde-particule avec un modéle N-corps simple. Le chapitre 2 introduit les
tubes a ondes progressives, leurs usages, fabrications et fonctionnements.

La deuxieme partie établit notre modele théorique. Le chapitre 3 présente les bases du
modele discret (notre modeéle de réduction) que nous utiliserons dans quasiment tous les
autres chapitres. Il décrit aussi la propagation des ondes avec notre approche. Le chapitre 4
présente notre modele hamiltonien N-corps combiné au modeéle discret. Il décrit aussi la
propagation des particules et les couplages avec les ondes.

La troisiéme partie, avec le chapitre 5, introduit notre algorithme DIMOHA. Nous y dé-
crivons le fonctionnement de ce dernier et nous présentons les résultats obtenus sur des
simulations de tubes a ondes progressives. Ces résultats incluent des comparaisons avec des
codes existants et des mesures expérimentales.

Dans la quatrieme partie, nous étudions I'échange de moment onde-particule. Le cha-
pitre 6 est une suite directe du chapitre 4. Nous y vérifions que notre modéle hamiltonien
N-corps admet des quantités physiques conservées en utilisant le lagrangien associé et le
théoréme de Noether pour obtenir le moment conjugué. Nous y proposons aussi une re-
formulation de la puissance électromagnétique pour le modele discret. Au chapitre 7, nous
proposons une résolution de la controverse Abraham-Minkowski pour les guides d’onde et
évoquerons l'universalité de cette controverse.
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La cinquiéme partie étend 'usage du modele discret. Le chapitre 8 décrit une version
en domaine fréquentiel du modéle discret et sa comparaison avec un modele de TOP établi.
Enfin, avant de conclure, le chapitre 9 décrit une version tridimensionnelle du modéle discret
avec un modéle d’hélice ainsi qu'un deuxieme calcul de la puissance électromagnétique.

L’appendice A propose un rappel sur la dynamique du pendule, modéle de base dans la
compréhension intuitive de l'interaction onde-particule, et nous permet aussi de présenter
l'intérét des intégrateurs symplectiques avec un exemple. L’annexe B propose des démons-
trations de calculs.

Un lecteur pressé pourra aussi se reporter aux publications (listées a la fin du document
avant la bibliographie) issues du travail de cette these.

Introductions historiques

Le traitement scientifique réalisé dans ce document est a la croisée de la mécanique clas-
sique hamiltonienne, de I’électrodynamique classique, de la physique des plasmas et de l'in-
génierie des tubes électroniques. Au début de chaque chapitre, nous proposons des résumés
historiques introduisant ces disciplines, entrant plus ou moins en résonance avec le contenu
du chapitre associé. Le lecteur remarquera que ces introductions sont trop courtes pour étre
exhaustives. Nous proposons les résumés suivants : une introduction sur la mécanique a N-
corps, la physique des plasmas et le chaos hamiltonien au chapitre 1; un résumé sur l'histoire
des télécommunications avant et apres 'apparition des tubes a ondes progressives et leurs
applications spatiales au chapitre 2; une introduction sur I'électromagnétisme et I'électrody-
namique, ainsi qu’au modele discret de Kuznetsov au chapitre 3 ; une esquisse de l'histoire
de la mécanique classique au chapitre 4 ; une précision au chapitre 5 sur les évolutions théo-
riques ayant mené a notre code; un résumé sur I'histoire du concept de moment et des
controverses vis viva et d’Abraham-Minkowski au chapitre 7; un résumé, au chapitre 8, sur
les développements théoriques ayant mené a l'invention du tube a ondes progressives, ainsi
que les modeles théoriques concus pour les étudier; un résumé sur l'histoire de la structure
hélicoidale en électrodynamique, pour I’étude des tubes a ondes progressives et du dévelop-
pement des solveurs numériques au chapitre 9; et finalement, en appendice A, un résumé
sur 'histoire des pendules et des méthodes numériques temporelles.

Remarques

Quantité de mouvement et moment

Bien qu'ils soient fréquemment utilisés, les définitions physiques des termes « quantité
de mouvement, moment, et impulsion » (momentum, moment, impulse) peuvent étre confon-
dues, probablement a cause d’hésitations historiques dans la terminologie, d’abus de langage
et d’anglicismes. Dans cette dissertation, nous étudions I'échange de moment de l'interac-
tion onde-particule ; une définition des termes s’impose donc. Nous appellerons quantité de
mouvement, moment mécanique ou moment cinématique (quantity of motion, mechanical
momentum ou kinetic momentum) le produit de la masse par la vitesse

mq,
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d’une particule. Nous appellerons moment conjugué de Lagrange ou moment canonique
(conjugate momentum ou canonical momentum) ou impulsion la quantité définie par

_ oL
P= g

avec L le lagrangien. Dans les cas simples de la mécanique classique et en ’'absence de champ
électromagnétique, la quantité de mouvement et le moment conjugué coincident, ce qui peut
porter a confusion. On remarquera que dans la littérature anglaise, ces deux définitions sont
souvent simplement dénommées momentum. D’autres dénominations existent aussi.

Pour la lumiére dans le vide, lorsque la vitesse de phase v, vaut ¢, la quantité de mou-
vement d’un photon Aw/c est égale a son moment conjugué, et la densité de quantité de
mouvement « mécanique » d’'un champ électromagnétique E x H/c? est identique a sa den-
sité de moment conjugué, mais cela n’est plus vrai lorsque vy, # c. Cette distinction entre
quantité de mouvement mécanique et moment conjugué est cruciale dans la résolution de
la controverse Abraham-Minkowski au chapitre 7. C’est pour cette raison que nous insistons
sur la différence entre les deux notions. La plupart du temps, nous emploierons le terme
de moment, méme s’il est moins populaire que quantité de mouvement ou impulsion, car
I'échange de moment peut étre mécanique ou canonique.

Le moment cinématique (quantité de mouvement) ne doit pas étre confondu avec le
moment cinétique (angular momentum, non utilisé dans ce document) qui correspond au
produit vectoriel v x (md), avec v un vecteur position, ni confondu avec le moment d’'une
force (torque, non utilisé dans ce document) défini par le produit vectoriel ¢ x §F. Le moment
conjugué, que ce soit pour une particule ou un champ, est souvent appelé impulsion dans la
littérature ; toutefois nous éviterons ce terme, car I'impulsion est aussi utilisée pour définir la
variation de la quantité de mouvement lors d’une percussion.

Controverse Abraham-Minkowski

La controverse Abraham-Minkowski a été et reste encore sujette a polémique. De nom-
breux articles sur le sujet sont encore débattus. Nous ne débattrons pas de l'intérét, ni des
applications de cette controverse, et nous ne privilégierons pas une théorie (Abraham ou
Minkowski) par rapport a 'autre. Nous nous contenterons de dire que la notion de quantité
de mouvement des champs dans un guide d’onde était mal définie et nous proposons deux
solutions, une avec Abraham et une avec Minkowski, ainsi que les contextes ou nous les
utilisons.

Etymologiquement parlant, nous gardons les notions de « controverse » (contestation sur
une question) et de « dilemme » (deux propositions contradictoires) Abraham-Minkowski
car elles sont historiques. Toutefois, la controverse n’existe plus réellement, et il n’y a pas
de dilemme puisque les théories d’Abraham et de Minkowski sont toutes les deux vraies et
équivalentes, répondant a des questions différentes.

Autres remarques

En présence, respectivement en I'absence, du faisceau d’électrons, les champs électroma-
gnétiques sont dit chauds, respectivement froids.

En régime harmonique, pour représenter les variables dépendant du temps et de I’espace,
nous choisissons la convention d’espace-temps de Fourier suivante

§(zt) = R(F(B,0) 77,

avec 3 le nombre d’onde et w la pulsation.
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Traditionnellement, le formalisme lagrangien est abordé avant le formalisme hamilto-
nien. Toutefois, la construction de notre modeéle nous conduit a faire I'inverse pour rester
cohérent.

Financements

Cette thése est co-financée par le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES), par Thales
AVS/MIS, et soutenue scientifiquement par les moyens du laboratoire PIIM, université d’Aix-
Marseille-CNRS.
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“[...] the way that elementary particles such as electrons [...] and pho-
tons all take each other into account in their very core. The notion is a
mathematical one, but for a good metaphor, recall how your own iden-
tity depends on the identities of your close friends and relatives, and how
theirs in turn depends on yours and on their close friends’ and relatives’
identities, and so on, and so on.”

— Douglas R. Hofstadter, Metamagical Themas, 1985

Interaction onde-particule par la dynamique
N-corps

Ce chapitre propose une description intuitive de Uinteraction onde-particule s’appuyant sur
la dynamique a N-corps. Ce modéle intuitif correspond a un analogue de notre modéle présenté
au chapitre 4.

De la mécanique & N-corps,...

C’est en voulant calculer la dynamique de « N > 2 » corps célestes, chacun en interaction
gravitationnelle avec les autres, que Newton (1687), dans ses Principia, posa le fameux pro-
bléme a N-corps. Pour N = 2, il démontre que les corps décrivent des ellipses autour de leur
centre de gravité commun. Par contre, Newton sous-entend que le simple probléme a trois
corps (le systéme Soleil-Terre-Lune) est insoluble. Ce probléme fut alors considéré comme
un important défi a tel point que le Roi Oscar II de Suede établit un prix pour sa résolu-
tion. Ce prix fut octroyé a Poincaré (1890), qui ne résolut pourtant pas le probléme initial
mais démontra que les trajectoires pouvaient étre chaotiques et posa des bases importantes,
amenant plus tard a la théorie du chaos.

a la physique des plasmas,...

Prenez un morceau de I'univers dans une fiole et observez sa composition. Un cosmo-
logiste vous dira que dans votre fiole il y a 72% d’énergie sombre (dark energy), justifiant
I'expansion accélérée de I'univers au travers d’une forme d’énergie agissant comme une force
gravitationnelle répulsive, et 23% de matiére sombre (dark matter) agissant comme une
masse additionnelle aux galaxies, modifiant leurs mouvements de rotation. Il existe de nom-
breuses théories essayant de justifier ces deux phénomeénes, mais, actuellement, aucune ne
fait consensus. Les 5% restants sont ce que les physiciens des particules appellent la matiére
baryonique et leptonique et composent tout I'univers visible et connu, c’est-a-dire les étoiles,
les planetes, nous, etc. Les radiations électromagnétiques sont négligeables. Parmi ce faible

pourcentage de matiére, il y en a 99% que nous appelons plasma. Les plasmas! sont un 'Du grec ancien :
plasma « forme ».
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des quatre états fondamentaux de la matiére (avec les solides, liquides et gaz) composée de
particules chargées électriquement.

Lorsque Tonks et Langmuir (1929) commencérent a étudier les filaments de tungsténe
pour les lampes a incandescence, ils mirent en place les bases d'une nouvelle discipline : la
physique des plasmas. Dans un premier temps, cette discipline prit de 'ampleur progressi-
vement avec ’étude de 'ionosphére terrestre responsable de la réflexion des ondes radio,
mais aussi de I'astrophysique (vents solaires, formation stellaire, milieu interstellaire, etc.)
qui mena notamment au développement de la magnétohydrodynamique (MHD) par Alfvén
dans les années 1940. La physique des plasmas est aussi au coeur de la création de la bombe
a hydrogéne en 1952 et des projets de fusion thermonucléaire contr6lée apres leurs déclas-
sifications en 1958. C’est a partir des années 1960 et avec le développement des lasers de
plus en plus puissants que l'interaction laser-plasma commence a étre étudiée. De nos jours,
l'on retrouve les plasmas froids (10*~10° K) dans de nombreuses applications, telles que les
tubes d’éclairage fluorescents, les écrans a plasma, les propulseurs électriques (Hall thrus-
ter), dans les industries pour les traitements métallurgiques ou thermiques, les soudures, ou
le traitement des déchets ou des polluants, et, plus récemment, pour quelques traitements
médicaux.

L'un des phénomenes les plus connus en physique des plasmas est probablement ’amor-
tissement des ondes de charge d’espace, aussi appelé ’amortissement Laudau! (Landau dam- *Mouhot et Villani
ping). Découvert théoriquement par Landau (1946), il fallut attendre prés de deux décennies 2011
avant que Malmberg et Wharton (1964) observent expérimentalement cet effet. Historique-
ment, Laudau étudia cet amortissement en utilisant ce qui est probablement I'équation la
plus connue de la physique des plasmas : 'équation de Vlasov (1945). En réalité, cette équa-
tion était déja utilisée par Jeans (1915) pour étudier la dynamique stellaire et est toujours
appelée, entre autres,? ’équation de Boltzmann sans collision par la communauté astrophy- ZHénon 1982
sique.

au hamiltonien N-corps auto-cohérent en physique des plasmas.
Pour étudier l'instabilité faisceau-plasma, le modeéle cinétique Vlasov-Poisson (un stan-
dard en plasma) requiert une résolution tres fine en vitesse (du corps et de la queue de la
fonction de distribution) posant de nombreux problemes techniques notamment pour la mo-
délisation numérique (ce qui était d’autant plus problématique dans les années 1970). Pour
pallier ce probléme, Onishchenko et al (1970) et O’'Neil et al (1971, 1972) s’intéresserent a
un modeéle intuitif a faible nombre de degrés de liberté en utilisant un traitement particulaire
a N particules. Leurs équations furent réécrites par Mynick et Kaufman (1978) en utilisant
un hamiltonien auto-cohérent, repris par la suite par de nombreux auteurs.> On notera que, 3Antoni 1993;

si on fait tendre N vers I'infini dans I'approche hamiltonienne N-corps, on peut revenir* & la Tennyson et al
1994; Antoni et al
1998

4Firpo et Elskens
1998; Elskens et al
2014

description vlasovienne.
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1.1

1.1.1

Modeles d’interaction

L’interaction entre ondes et particules chargées est 'un des processus les plus importants
en physique. Sans parler de la mécanique quantique! (dans ce travail, les effets quantiques
sont négligeables), cette interaction est reliée aux aspects fondamentaux de I'électrodyna-
mique classique et de 'optique, que ce soit dans le vide? ou dans les milieux.® Elle est aussi
au cceur de la physique des plasmas dont les plasmas froids,* comme ceux utilisés dans les
processus industriels ou les moteurs a plasmas, et chauds, comme en fusion par confinement
magnétique® (Magnetic Confinement Fusion (MCF)) ou la fusion par confinement inertiel®
(Inertial Confinement Fusion (ICF)). Toujours en plasma, elle est a la base de la synchro-
nisation onde-particule,” de amortissement (ou croissance) Landau® (Landau damping or
growth) ou de l'interaction laser-plasma.® De plus, cette interaction est un facteur clé de la
caractérisation des accélérateurs de particules,'? des tubes électroniques sous vide,!! et des
lasers a électrons libres.!2

Pourtant, une description compléte et détaillée des champs électromagnétiques est tou-
jours un défi car ces champs sont, par définition, des fonctions de I'espace et du temps,
mettant en jeu un grand nombre de parametres et requérant une modélisation assez fine.
Ce défi est d’autant plus grand lorsque I'on prend en compte toutes les particules chargées,
interagissant avec les champs, ce qui ajoute autant de variables de positions et de vitesses,
c’est-a-dire de degrés de liberté. Il devient rapidement indispensable d’utiliser des descrip-
tions réduisant le nombre de variables dynamiques, donc réduisant le nombre de degrés de
liberté.

Les prédictions sur l'interaction champ-matiere, se déroulant dans les tubes électroniques,
tels que les tubes a ondes progressives du chapitre 2, sont réalisées avec les mémes outils que
pour étudier les évolutions d’un plasma, parce que le faisceau d’électrons peut étre vu comme
un plasma a lui tout seul, composé d’'une seule espece. On peut généralement découper
les modeles d’interaction en deux grandes parties : le circuit (propagation des ondes) et le
faisceau (propagation des particules).

Partie circuit : propagation des champs

La premiére partie est la description de la propagation des ondes, aussi appelée le circuit.
Pour étudier les champs électromagnétiques, il existe une large variété d’approches. La plus
directe est de résoudre directement les équations de Maxwell-Lorentz en espace-temps, mais
cette approche inclut trop de degrés de liberté et est donc extrémement coliteuse numérique-
ment (en temps de calcul et matériels). Pour les champs électromagnétiques, il existe trois
catégories principales de modéle de réduction :

¢ Les modeles regroupant les variables phénoménologiques (“lumped” models) tels que
les modeles des télégraphistes utilisant des circuits RLC ou des éléments non-linéaires
comme les transistors, diodes, etc. Pour les tubes a ondes progressives, le modéle de
Pierce (cf. section 8.3) est un bon exemple de cette catégorie.

¢ Les représentations en Fourier ou données en termes de champ élémentaire. Pour
les TOPs, on trouve dans cette catégorie les modeéles fréquentiels d’enveloppe (cf. cha-
pitre 8) et le modele discret de Kuznetsov.

o Les méthodes des éléments finis (finite elements) ou des différences finies (finite
differences) représentant les champs par des maillages plus ou moins fins. Pour les mo-
délisations en temps (domaine temporel), c’est généralement cette catégorie qui est
privilégiée (souvent associée avec une représentation particle-in-cell (PIC) de la ma-
tiere).

1Halzen et Martin
1984

2 Jackson 1999;
Spohn 2004; Rohr-
lich 2007

3Landau et al 1984

4Nicholson 1983;
Rax 2005

5Chen 2010
6Bénisti 2016
"Doveil et al 2005a
8 andau 1946;
O’Neil et al 1971
9Kruer 2003

10D avidson et Qin
2001

1 Bichmeier et
Thumm 2008;
Carter 2018; Doveil
2018

12ponifacio et al
1990; Marshall
1985; Pellegrini
2010
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non-resonant motion

unbounded

FIGURE 1.1 — Minenna et al (2019a). Portrait de
phase (p,q) du pendule pour un électron dans une
onde. La largeur de « U'ceil de chat », délimité par
la séparatrice (courbe discontinue), est proportion-
nelle & V4. Ce portrait est dans le référentiel de
I’onde, donc p = 0 correspond au synchronisme avec
I'onde (si bpns = cte). Plus le moment de la particule
s’éloigne de p = 0, moins sa dynamique est affectée.
Elle entre en résonance lorsque la dynamique est
suffisamment affectée par l'onde (quand la vitesse
de phase et la vitesse moyenne de la particule coin-

1.1.2

cident), c’est-a-dire & peu prés lorsque [p| < 2Vl

Le mérite des modeles de réduction repose dans I’équilibre entre précision des prédictions et

cofit (en temps, prix du matériel et effort d’analyse numérique) des simulations numériques.

On notera qu’il est parfois possible de développer un modele analytique a partir de ces ca-

tégories (surtout avec les deux premieres). Ces catégories peuvent servir de base a I'écriture

d’un solveur numérique, qui peut étre en domaine temporel, en domaine fréquentiel, ou
hybride.

Partie faisceau : dynamique des particules

La deuxiéme partie des modeles d’interaction est la partie matérielle, dite de faisceau.

En général, il y a trois classes d’approches! pour décrire I'évolution de la matiére :

¢ La plus connue est la description fluide (et par extension la magnétohydrodynamique

MHD) ot les variables de densités de fluides évoluent a partir de I'équation de conti-
nuité. Puisque les fluides ne sont pas créés ou détruits, la densité locale de fluide change
en un point donné en ajoutant ou retirant des petits paquets de matiére. Cette approche
est réputée plus facile comparée aux autres mais elle résout mal? les effets dépendant
de la vitesse (tels que l'effet Landau ou le regroupement de particules).

La description cinétique® (kinetic theory), par exemple la description vlasovienne,
est une approche qui prend en compte le mouvement des particules au travers d’'une
fonction de distribution sur 'espace cinétique (z,v). Le but est d’étudier I’évolution de
la distribution des vitesses. Les théories cinétiques ne cherchent pas toujours a décrire
le mouvement exact de chaque particule mais essayent d’en déduire les caractéristiques
moyennes du plasma, considéré comme continu. Cette approche peut s’avérer tres utile
pour étudier les larges groupes, comme les 1023 particules présentes dans un tokamak.*
L’approche cinétique sert de base aux codes particle-in-cell (PIC).

1En négligeant les
effets quantiques.

2Nicholson 1983

3Du grecque an-
cien : kinetikds,
« qui met en mou-

vement ».

4Chen 2010
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1.2

¢ La plus complexe a mettre en place est la description en particules discretes (dite
description N-corps, N-body, ou many-body) car chaque particule du systéme est gou-
vernée par les lois fondamentales de la dynamique (comme la force de Lorentz). Les
fonctions de distribution continues de la description cinétique deviennent des distribu-
tions. Cette approche est un cauchemar a numériser a cause de 'immense nombre de
degré de liberté mis en jeu. Toutefois, et paradoxalement, cette description permet une
caractérisation remarquablement intuitive et pédagogique pour comprendre l'interac-
tion onde-particule. On utilise notamment cette description dans les manuels de nom-
breux domaines de la physique tels que I'électrodynamique classique® (par exemple, la
dynamique d’un électron plongé dans un champ électrostatique), la caractérisation des
lasers & électrons-libres? (LEL, free electron laser) et la physique des plasmas,? incluant
létude du synchronisme onde-particule et du chaos hamiltonien.* On notera que cette
description est commune en astrophysique et en cosmologie.

Dans ce document, nous utiliserons la description N-corps. Le N du N-corps est la somme
de N, particules résonantes et de M ondes (dans la limite finie ou M < N).

Nous proposons dans cette section un exemple pour la mécanique & N-corps. Cet exemple
(modele aux conditions initiales) nous sert d’analogue a notre approche plus compléte (mo-
déle aux conditions limites, cf. chapitre 4). On remarquera que cet exemple est utilisé comme
base & de nombreux modeéles N-corps® tels que ceux décrivant la synchronisation onde-
particule responsable de 'amortissement Landau (voir section 1.5).

Faisceau d’électrons libres en interaction avec une onde si-
nusoidale

La base de I'analogie de notre modele repose sur le pendule (non-linéaire) décrit en ap-
pendice A.1. Ici, nous appliquons la formulation du pendule a un faisceau d’électrons libres
en interaction avec une onde sinusoidale. Ce modele est utilisé® pour représenter intuitive-
ment la dynamique dans les lasers a électrons libres (LEL, Free Electron Laser). La physique de
l'interaction onde-particule dans les LEL est similaire aux tubes a onde progressive (voir cha-
pitre 2). Dans le jargon des tubistes, on dit que ce modele est a gain faible car on considére
I'amplitude du champ comme constante (malgré le transfert de moment par les électrons),
et a grand signal car le mouvement des électrons est fortement perturbé.

On considere donc un faisceau d’électrons a la vitesse initiale ve ¢ en résonance avec
un champ électrique sinusoidal &;(3,t) = €&, ¢sin(k; — wt) dirigé selon I'axe 3 du faisceau,
avec une vitesse de phase v,, = w/« telle que vy, ~ v o permette I'accélération des élec-
trons. L'utilisation de la force électrique m.j =
mouvement de chaque électron comme

—e€; nous permet de réécrire 'équation du

.y —265 0

3= = sin(k3'), (1.1)

4

analogue a I'équation (A.1) en annexe, apres un changement de variable 3’ = 3 — vt pour
se placer dans le référentiel ot1 le champ est immobile, et avec ¢ la charge électrique d’'un
électron, et m, la masse d’un électron. Comme le montre la figure A.2 en appendice, des zones
d’accélération des particules apparaissent aux positions q = k3’ € [—7 + 2n7,0 + 2n7], Vn €
Z, et des zones de décélération apparaissent en q = k3 € [0 + 2nw, 7 + 2n7]. Cet effet
provoque le regroupement des particules (electron bunching, I'effet est observable sur les
diagrammes d’Applegate : position en fonction du temps).

1L andau et al 1984;
Jackson 1999

2Marshall 1985;
Bonifacio et al
1990; Freund and
Antonsen 1992
3Nicholson 1983;
Elskens et Escande
2003; Escande et al
2018

4Flskens et
Escande 2003;
Doveil et al 2007;
Escande 2018
5Escande et al
1996; Elskens

et Escande 2003;
Escande 2018

6 Marshall 1985
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t =0 t >t t, >t

0 1 0 2 1

FIGURE 1.2 — Minenna et al (2019a). Echange de quantité de mouvement/moment canonique entre une onde et un
faisceau de particules pour un systéme auto-cohérent, inspiré de Firpo et al (2001). La largeur de « l’ceil de chat »
(courbe traitillée) est proportionnelle & VU o JYV4. Au temps to (image de gauche), on considére un faisceau mono-
cinétique de vitesse b, ou les particules sont représentées par la courbe noire continue. Apres avoir ajouté une onde
avec une vitesse de phase vy, S Vel 0, les trajectoires commencent a étre modulées. Certaines particules sont accélérées,
d’autres sont ralenties. A cause de la synchronisation des particules avec l'onde, il s’avere que l'effet de décélération
domine, et donc que la quantité de mouvement totale des particules diminue. Le moment perdu est transférée a ’'onde
qui est donc amplifiée (ce qui augmente la taille de « U'ceil de chat », image centrale). Ce processus d’amplification se
poursuit jusqu’a ce que les particules soient piégées (image de droite) lorsqu’elles traversent la séparatrice. Cela initie
le régime non-linéaire. L’effet inverse se produit si on prend vy 2 beo : les particules vont gagner du moment et
Pamplitude de 'onde va décroitre (voir Doveil et al (2005a); Escande (2010)). On remarque que cet exemple exprime
I'amplification en temps, alors que, dans un tube a onde progressive, 'amplification est spatiale. Pour les TOPs, ces

effets non-linéaires (tels qu’a t2) sont étudiés depuis 'apparition de ces appareils (voir Cutler (1956)).

On note alors la vitesse des particules dans le référentiel co-mouvant avec 'onde comme

. . 2e¢ 0
= /6002 + 252 (con() — costi) (12)
m.K
ol ji = be0 — bpn et 35 = 0. On peut donc tracer un portrait de phase identique a la fi-
gure 1.1, ot la demi-largueur de la séparatrice («~ segment vertical en 0) est /2[e€; o|/(m.K).
On peut aussi avec ce modele calculer ’énergie cédée par 'onde au faisceau. Notons la va-
riation d’énergie cinétique
AT — 1 o .o

T= Eme 3 —d0) - (13)
On développe le membre entre parenthéses, soit 3> — 2 ~ 2v,,(3’ — ;) en considérant
3 =~ vpp, au premier ordre. En faisant la moyenne de la variation d’énergie (1.3) sur le temps
d’interaction, on obtient I’énergie transférée de 'onde au faisceau

Thrans = menph<3/ - 56> . (14)

En utilisant (1.2), on peut trouver! une vitesse j{, optimale pour maximiser soit le transfert Plouin 2004
d’énergie de I'onde vers les électrons, soit I'inverse.

Pourtant ce modele est incomplet. Il ne prend pas en compte les modifications de 'onde
engendrées par le faisceau.
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1.3

Remarque 1.2.1 (Résonance) En mécanique hamiltonienne, le mot « résonance » a un sens
géométrique. « L’ceil de chat » dans l’espace de phase (fig. 1.1) est souvent appelé « ilot de
résonance » (resonance island) ou juste résonance. La succession périodique des yeux de chat
dans 'espace crée une chaine d’ilots (island chain) et la « résonance » qualifie alors toute la

chaine.

Modeéle hamiltonien auto-cohérent

Le systeme précédent est incomplet pour décrire correctement l'interaction onde-particule
car il néglige I’évolution des champs (la partie circuit d'un modéle d’interaction). Il faut donc
ajouter les équations d’évolution des ondes. Une théorie prenant en compte I'action de 'onde
sur les électrons et la rétroaction des électrons sur I'onde est appelé auto-cohérente (self-
consistent). Nous présentons dans cette section le modele qui servira d’analogue a notre
approche. Notons aussi que le modele de cette section est électrostatique.

Repartons du hamiltonien du pendule H(p,q) = % — $lcos q (voir appendice A), mais,
maintenant, ajoutons 1'énergie des oscillateurs harmoniques correspondant a l'oscillation
libre des ondes. On obtient alors le hamiltonien auto-cohérent! (ici pour un champ élec-
trostatique et des constantes de couplage unitaires)

2
H(p73737 (p){r’,s} = Z % + Z wsjs - Z Zus COS (Ksét - (Ps) P (15)

r

dans le référentiel du laboratoire, pour des particules (r) et des ondes (s), ou I'énergie élec-
trostatique (et I'action) des ondes est proportionnelle au carré de leur amplitude 4, o< /T,
ol les ondes ont une phase (angle) ¢, et une pulsation angulaire w, = Ksbpn, s pour vy, ¢ la
vitesse de phase et k,; le nombre d’onde. La dynamique de ce systéme est schématisée par la
figure 1.2. La transition abrupte entre le hamiltonien du pendule et (1.5) est mieux détaillée
par Antoni et al (1998) et Elskens et Escande (2003).

Cette approche hamitonienne conserve le caractere réversible de la dynamique. Comme
(1.5) est invariant par translation de l'origine du temps (¢’ := t + b, Vb), la dynamique
conserve I'énergie totale H. Et puisque ce hamitonien est aussi invariant par translation
spatiale (3. := 3, + ¢, @, := @ + Ks¢, Vc), alors la dynamique conserve aussi la quantité de
mouvement totale

Pot = D _Prt > KJs. (1.6)

Cette quantité de mouvement totale est une simple somme des quantités de mouvement
des particules et des ondes. L'interaction onde-particule est un effet fondé sur '’échange de
moment, tel que schématisé par la figure 1.2. La figure 1.6 présente le résultat d'une simu-
lation du hamiltonien (1.5) pour une onde et 200 particules en utilisant le code PARONHA.2
La séparatrice de 'onde s = 1 (courbe rouge) en z suit w/k & 2(23)'/4| cos(ks3 — @) /2|, avec
Pamplitude de I'onde v/23J. Les parametres initiaux sont 200 particules (), p,.(t = 0) = 0.5,
réparties aléatoirement sur [—m, 7], avec pour I'onde J(¢ = 0) = 0, v,;, = —0.5, w = —0.5, et
k = 1. Dans notre formalisme, le piégeage (et donc le régime non linéaire) intervient lorsque
les particules traversent la séparatrice de 'onde. On notera qu’avec ce modele électrosta-
tique, la quantité de mouvement (masse fois vitesse) des particules est égale au moment
canonique (ce qui est vrai dans ce modele mais ne le sera plus dans les chapitres suivants).

1Myni(:k et
Kaufman 1978;
Antoni et al 1998;
Elskens et Escande
2003

2Elskens, communi-

cation privée
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FIGURE 1.3 — Inspiré d’Escande et al (2018). Représentation de la synchroni-
sation onde-particule. Le portrait de phase montre 'effet de la synchronisation

. > sur deux particules avec la méme vitesse initiale mais démarrant avec un dépha-
\ +. sage de w dans leur position. Si on suppose un faisceau initial mono-cinétique
avec pn S Del,0 comme & la premieére image (to = 0) de la figure 1.2, on peut
voir qu’en moyenne les particules vont perdre leur quantité de mouvement. Si
0 q on avait pris initialement vy, 2 ve1 o, Veffet inverse se serait produit : les parti-
cules auraient gagné de la quantité de mouvement. Gréace a la synchronisation,
les particules vont, en moyenne, rapprocher leur vitesse de la vitesse de phase.

FIGURE 1.4 — Minenna et al (2018). Vitesse des élec-
trons (divisée par la vitesse initiale v o) en fonc-
tion de la position selon une simulation unidimen-
sionnelle en temps d’un tube a onde progressive
(sans tapers ni atténuateurs) a partir d’'un modele
hamiltonien auto-cohérent décrit au chapitre 4. Le
TOP choisi est fictif, mais trés proche d’'un tube
industriel spatial en bande Ku (12-18 GHz). Les
parameétres initiaux (tels que courant et potentiel
de cathode, impédances de couplage et vitesse de
phase) sont choisis pour que amplification atteigne
la saturation de puissance avant la fin du tube, et
les effets de charge d’espace sont pris en compte.
Chaque point représente une macro-particule. Au
début du tube, les particules sont émises avec la
méme vitesse e o (faisceau mono-cinétique). Les
particules avec v (t) < vg10 ont donné de leur mo-
ment a l'onde et, puisqu’il y a plus de particules
en dessous de ve(t) = vel,0, 'onde est amplifiée. La
courbe traitillée représente la vitesse de phase vpy
de 'onde (divisée par la vitesse initiale v ). Les
effets non-linéaires (piégeage) débutent approxima-
tivement lorsque 3 = 80 mm (quand certaines par-
ticules ont traversé la séparatrice centrée sur vpy).

En régime linéaire, la synchronisation onde-particule impose, entre autres, que les parti-

cules en résonance avec une onde vont, en moyenne, rapprocher leurs vitesses de la vitesse
de phase.? Cet effet est observable sur la figure 1.3 et est & la base de nombreux phénomeénes 3Macor et al 2005

en physique, dont le fonctionnement des tubes a ondes progressives.

Ce hamiltonien auto-cohérent, bien qu’il nous serve simplement d’analogie, est utilisé

dans d’autres contextes, notamment pour décrire le systéme faisceau-plasma’ (cf. section 1.5), *Elskens et
la physique des lasers a électrons libres? ou l'interaction onde-particule dans un tube 4 ondes [scande 2003;

progressives.3

Escande 2018

2(Chaix et Iracane
1994

3Hartmann et al

1.4 Interaction entre ondes et électrons dans un tube a ondes .. ruodn ot

progressives

1987b

Suivant la section précédente, le processus physique apparaissant dans un tube a onde
progressive (TOP), décrit au chapitre 2, est facile a comprendre (voir figure 1.4). La structure
a onde lente (c-a-d. la ligne a retard) est concue pour imposer une quasi-résonance entre la
vitesse de phase de l'onde v, le long de I'axe longitudinal et la vitesse des électrons v
émis depuis une cathode. Par exemple, la vitesse de phase dans un TOP a hélice est environ
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FIGURE 1.5 — Premiére observation expérimentale
de la synchronisation non-linéaire responsable de
Pamortissement Landau pour une seule onde (voir
Doveil et al (2005a)). Mesure provenant du TOP
du PIIM (Aix-Marseille Université, CNRS). L’axe
des ordonnées est orienté vers le bas. Le faisceau est
injecté & ve o = 2.32 x 10° m/s en présence d’une
onde avec une vitesse de phase vy, = 3.45 x 10°
m/s. La couleur visualise la fonction de distribution
en vitesse moyenne en fonction de l'amplitude de
I’onde. Les droites symétriques marquent la portée
de la modulation linéaire de la vitesse du faisceau.
La synchronisation se manifeste dans une correction
quadratique tirant la vitesse du faisceau vers la vi-
tesse de phase de I'onde (ici nous avons ve1,0 < vpn).

1.5

vpn = cd/(2ma), avec a le rayon et d le pas de I'hélice, et c la vitesse de la lumiere dans le
vide (voir figure 2.2). Pour les tubes spatiaux, on a vy, /c =~ 0.10. Pour assurer 'amplification
de I'onde, on doit juste avoir v.; 2 vp,. La synchronisation onde-particule force les vitesses
électroniques a se rapprocher de la vitesse de phase. Durant I'interaction, la quantité de
mouvement totale (1.6) est conservée, donc les électrons perdent en moyenne leur quantité
de mouvement au bénéfice de 'onde qui s’amplifie. Nous disons que cet effet est linéaire
(car le gain de 'amplification est linéaire) jusqu’a ce que les électrons aient perdu assez de
moment pour traverser la séparatrice dans leurs espaces (p, 3) individuels et soient piégées.
On notera qu’a la différence du modele de la section précédente, 'amplification de 'onde
dans un tube a onde progressive est spatiale et non temporelle.

Des modeles plus réalistes peuvent inclure la propagation d’une onde électromagnétique
(dite de circuit) en plus des effets de charge d’espace (c-a-d. la répulsion coulombienne des
électrons entre eux a cause de leurs charges de méme signe). Dans les TOPs, c’est 'onde de
circuit qui domine la dynamique du faisceau. La charge d’espace est modérément significa-
tive dans les tubes, car elle réduit le bunching d’électron et donc impose de construire des
lignes a retard légérement plus longues. On remarquera aussi que, dans un vrai TOP, I'émis-
sion électronique n’est pas unidirectionnelle ni mono-cinétique, la vitesse de phase n’est pas
constante et des pertes apparaissent.

Le fonctionnement des TOPs est parfois assimilé! a Ieffet Tcherenkov (Cerenkov ou
Vavilov-Cherenkov radiation (VCR)), puisqu’il s’agit de 'émission d’un rayonnement et du
ralentissement d’une particule chargée électriquement intervenant lorsque cette particule se
déplace plus vite que la vitesse de la lumiere dans ce milieu (vitesse de phase).

Lien entre la physique des plasmas et les tubes a ondes pro-
gressives

Le modele de la section 1.3 décrit trés bien la propagation d’ondes de Langmuir s cou-
plées de facon significative avec des particules dites du faisceau (beam) dont la vitesse est
proche de leurs vitesses de phase, et faiblement couplées avec d’autres particules (bulk) du
plasma (cas de l'instabilité bump-on-tail). On parle de systéme faisceau-plasma. L’amplitude
des ondes i, est alors déterminée? & partir de celle des oscillations des particules « de fond »

1pierce 1955

2Elskens et
Escande 2003
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1.6

et de leur fonction diélectrique e.

Pour étudier ce systéme, on peut utiliser un tube a ondes progressives (TOP), présenté
au chapitre 2, permettant des expériences dans un environnement mieux contrélé. En effet,
le bulk du plasma, qui est le milieu de propagation de nos ondes, est fortement bruité et
difficile a contréler, alors que ce plasma peut étre ingénieusement remplacé par un guide
d’onde comme la ligne a retard d’'un TOP. Le taux de croissance de 'onde dans le premier
cas est fixé par la fonction de distribution du plasma, tandis que dans le second cas, il peut
se calculer a partir de 'impédance Z. de la structure (en régime linéaire). Quantitativement,
le parametre clé de la caractérisation du couplage faisceau-guide d’onde est le paramétre
sans dimension de Pierce C, (voir section 8.3.3) qui donne le taux de croissance de 'onde
(Pamplification est spatiale dans un TOP). Pour une onde se propageant dans la ligne a
retard d’un tube & ondes progressives en interaction avec un faisceau, ce parameétre vaut
Cp, = 1o Z./(4Vp) (voir équation (8.24)), avec Vj, I, le potentiel et le courant de cathode.
Pour un plasma, le paramétre de Pierce est donné! par l'identification

—1

2

win, | b 0
C3(s) = ——B =0 | k0,22 : (1.7)
ws nP

S
Wy aKs Ws,Ks,0

avec ny,, 1, les densités du faisceau et du plasma, v la vitesse initiale du faisceau, w;, la
pulsation plasma et €( fy) la fonction diélectrique du plasma liée a la fonction de distribution
fo. Dans le cas d’un faisceau froid (cold beam, faisceau initial mono-cinétique), le taux de
croissance de 'onde (wave growth rate) est ymax,s 21/3./3 Cpw,. Dans le cas d’un faisceau
chaud (warm beam), le taux de croissance vaut Cg Ov fo(vpn).

Le remplacement du plasma par un TOP permet une analyse détaillée de I'interaction
auto-cohérente entre des ondes instables et un faisceau d’électrons froid? ou chaud.® Depuis
1994, un TOP de 4 meétres* ('un des plus longs du monde) est utilisé & Marseille pour étu-
dier expérimentalement les modéles faisceau-plasma. A la place du collecteur, un analyseur
trochoidal® permet de mesurer la distribution en énergie du faisceau. Ce TOP a permis d’ob-
server expérimentalement® le mécanisme de synchronisation (cf. figure 1.5), en accord avec
la théorie N-corps hamiltonienne.” Il a aussi permis 'observation de caractéristiques im-
portantes du chaos hamiltonien,® de tester de nouvelles méthodes de contrdle du transport
chaotique,® ainsi que de tester le chauffage de particules par des ondes.?

Objectifs : description N-corps en physique des plasmas et
échange de moment

La description N-corps n’a jamais été, a notre connaissance, utilisée pour modéliser en
entier des appareils expérimentaux en physique des plasmas. Pour cette discipline, la dyna-
mique en particules discrétes est limitée a I'interprétation intuitive de certains phénomenes.
C’est aussi une description pédagogique que I'on trouve de nombreux manuels (p. ex., pour
décrire le mouvement d’une seule particule chargée dans un champ électromagnétique). Mais
le nombre de degrés de liberté en jeu rend difficile I'utilisation de la description N-corps pour
des cas appliqués, ce qui améne les physiciens des plasmas a privilégier des modéles ciné-
tiques ou fluides.

L'un des objectifs de cette these est de démontrer la viabilité de 'approche N-corps. No-
tamment, nous emploierons cette approche pour simuler des tubes a ondes progressives in-
dustriels. Nous pouvons le faire car nous combinons a cette approche un modele de réduction

1O'Neil et al 1971;
Tsunoda 1982;
Tsunoda et al 1991

2Dimonte et
Malmberg 1978
3Tsunoda et al
1987a, 1991
4Doveil 2018
5Guy()mar(:’h et
Doveil 2000
6Doveil et al 2005a
"Elskens et
Escande 2003;
Doveil et Macor
2006; Santos et
Elskens 2017
8Doveil et al 2005¢;
Macor et al 2005;
Doveil et al 2006,
2007

9 Macor et al 2007
10D 6veil et Macor
2011
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que nous appelons le modeéle discret (présenté au chapitre 3). Notre théorie hamiltonienne
N-corps est décrite au chapitre 4 et nos résultats de simulations sont présentés au chapitre 5.

Dans notre contexte, I'interaction onde-particule repose sur un échange de moment, qu'’il
soit mécanique (quantité de mouvement) ou conjugué. L’équation (1.6) présente la conserva-
tion du moment pour I'analogie ci-dessus. Un autre des objectifs de cette thése est d’étudier
cet échange avec notre théorie hamiltonienne N-corps et de 'observer dans nos simulations.
C’est ce que nous faisons au chapitre 6. L’étude de cet échange nous aménera aussi a étudier
la controverse Abraham-Minkowski. Cette controverse porte sur la définition de la quantité
de mouvement mécanique ou du moment conjugué de la lumiéere dans les milieux diélec-
triques. Au chapitre 7, nous proposons une extension de cette controverse aux guides d’onde
sous vide grace a une approche N-corps et suggérons son application aux plasmas.
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FIGURE 1.6 — Piégeage d’un faisceau de particules dans une onde selon le hamiltonien (1.5).

Vitesse des électrons (points bleus) en fonction de leur position (avec des conditions de

t = 005655

t=006.597

frontieres périodiques).
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« Any sufficiently advanced technology is indistinguishable from magic. »

— Arthur C. Clarke’s third law, Profiles of the Future, 1973

Tubes a ondes progressives

Ce chapitre propose une introduction sur le fonctionnement et les utilisations des tubes a
ondes progressives (TOP).

Du début des télécommunications sans fil,...

Si les communications a longues portées existent depuis 'utilisation des signaux de fu-
mée, des tambours, du langage sifflé, des balises, du sémaphore, etc., elles ont pris une autre
ampleur avec 'apparition des appareils radio. L’histoire des radio-télécommunications! com- Minenna et al
mence lorsque Hertz (1888) observe pour la premiére fois la propagation des ondes de Max- 2019
well dans lair. 11 suffira de quelques années seulement pour que débute I’exploitation com-
merciale des premieres radios, d’abord pour des transmissions radio-télégraphiques, comme
la premiére transmission transatlantique en 1901 par Marconi, puis vocales, comme le pre-
mier coup de téléphone transatlantique en 1915 par AT&T. L’arrivée des tubes électroniques
a vide, inventés indépendamment par Fleming en 1904 et de Forest en 1906, permet d’amé-
liorer grandement les performances de la nouvelle technologie, a la fois pour la réception
et 'amplification. Les tubes deviendront indispensables notamment pour 'amplification des
transmissions filaires ou hertziennes des les années 1910 et pour les applications radar (RA-
dio Detection And Ranging) a partir des années 1930 et 1940. Dans la méme période apparait
timidement la télévision. Ce nouveau médium requiert '’émission d’un important flux d’in-
formation, ce qui nécessite des sources haute fréquence et donc des tubes plus performants,
c-a-d. avec une grande bande passante, ce qui est 'opposé des premiers tubes qui étaient
«résonnants ».

a l’invention du tube a ondes progressives,...
La paternité du tube a ondes progressives (TOP) est a partager, indépendamment, entre
Haeff (1936),2 Lindenblad (1942) et Kompfner (1946), qui ont tous les trois su reconnaitre 2Copeland 2015
les qualités et avantages des TOPs. Pourtant, ce sont les noms de Kompfner et de Pierce qui
sont restés les plus connus, notamment apres avoir popularisé I'appareil aupres des labora-
toires de recherche et des industries. Apres 1946, la démocratisation des TOPs se répand trés
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rapidement car I'appareil est idéal pour I'amplification des signaux télécoms : puissance de
sortie importante pour les hautes fréquences, large bande passante et faible bruit. Les TOPs
sont utilisés dans les réseaux hertziens dés 1952 pour le relais radio Manchester-Edinburgh
au Royaume-Uni et dés 1953 pour la ligne Paris-Lille en France. Il s’ensuivra I'apparition du
réseau de distribution mondiale de la télévision : I'une des toutes premiéres toiles mondiales.

et ses applications spatiales.

La connexion mondiale d’'un réseau de télévision permit la retransmission en direct d’évé-
nements importants, comme les jeux olympiques ou le couronnement de la reine Elisabeth II,
a travers les continents. Mais cette expansion se retrouva bloquée par la courbure de la Terre.
En effet, les relais radio avaient besoin d’établir un lien direct et visuel entre deux stations,!
ce qui empéchait toute émission a travers les océans. L’idée de placer les relais dans I'espace
émergea alors peu a peu. Aprés la mise en orbite de Sputnik 1 en 1957, élément déclencheur
de la conquéte spatiale, I'idée sera enfin concrétisée. Le satellite Telstar 1 lancé en 1962,
construit sous I'impulsion de Pierce et Kompfner, sera le tout premier satellite de commu-
nication, dont 'amplification du signal est assurée par un TOP embarqué. Depuis le milieu
des années 60, et encore de nos jours, les satellites de communication commerciaux et les
sondes spatiales envoyées en espace lointain sont majoritairement équipés de TOPs. Parmi
eux, on distinguera notamment les sondes jumelles Voyager qui ont plus de 40 ans et qui
continuent de nous transmettre des informations (rayons cosmiques, magnétométrie) grace
a leurs TOPs embarqués, mais aussi des missions plus récentes comme Rosetta (atterrissage
sur une comete) ou New Horizon (survol de Pluton).

Roéles des tubes a ondes progressives

Les tubes & ondes progressives? (TOPs) ou en anglais traveling-wave tubes® (TWTs), sché-
matisés par la figure 2.1, sont une catégorie de tubes électroniques sous vide (thermionic
valves, vacuum electronic tubes, ou electron tubes), au méme titre que les klystrons (source
de puissance pour les accélérateurs de particules), les gyrotrons (utilisés au chauffage du
plasma pour la fusion) et les magnétrons. IIs sont utilisés pour 'amplification de signaux de
télécommunication, et ont été utilisés pour la détection d’onde radio-fréquence. La majorité
des TOPs fonctionnent a des fréquences élevées, entre 1 et 100 GHz (voir table 2.1) pour
les tubes commerciaux, méme si certains fonctionnent a basse fréquence comme le TOP du
PIIM#* (entre 10 et 100 MHz) et que le record pour un prototype de TOP actuellement® soit
de 1 THz.

La premiére utilisation des TOPs fut comme amplificateurs des relais radio a micro-ondes
entre les années 1950 et 1990, notamment pour la télévision. Depuis les années 1960, les
TOPs sont embarqués dans la plupart des satellites de communication et sondes spatiales. Les
TOPs sont caractérisés par une large bande passante (atteignant parfois deux octaves) et une
importante puissance de sortie (plusieurs centaines de watts) qui en font des appareils idéaux
pour les applications radar et télécom. L'une des ambitions actuelles a court terme dans le
développement des TOPs est de réaliser des appareils commerciaux fonctionnant au-dela de
20 GHz (bande sub-THz). Ceux-ci permettront d’améliorer les réseaux de communication
tels que la cinquiéme génération (5G) du réseau télécom, ou l'internet par satellite.

Parmi les amplificateurs, on notera deux types prédominants et rivaux® : les tubes élec-
troniques sous vide (vacuum tubes), tel que les TOPs, triodes, klystrons et magnétrons, et les
amplificateurs a état solide (solid-state power amplifiers (SSPAs)), comme les transistors. Pour
les télécommunications spatiales,’” le TOP domine le marché depuis bient6t 60 ans en raison

1A haute fré-
quence, ’ionosphere
ne réfléchit plus les

ondes.

2Pierce 1950;
Gilmour 1994,
2011; Lemoine
2017; Minenna et al
2019a

3 Certains auteurs
I’écrivent & l'an-
glaise en mettant

deux [ a travelling.

4Guy0marc"h 1996
5Tucek 2016

8 .emoine 2018

7Minenna et al
2019a
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FIGURE 2.1 — Minenna et al (2019a). Schéma d’un tube a ondes progressives (TOP). L’appareil est divisé en trois
parties : le canon & électrons, la structure & onde lente (ol se produit I'interaction) et le collecteur.

2.2

2.2.1

de ses performances (rendement, bruit, robustesse, durée de vie, masse) et de ses régimes de
fonctionnement (forte puissance a haute fréquence), malgré son prix (entre 40 000 et 150 000
euros le tube spatial).

Les TOPs sont 'un des tubes sous vide les plus durs a fabriquer en raison de la précision
d’horloger requise pour construire des structures millimétriques. L’augmentation des fré-
quences de fonctionnement (liées au débit d’information transmise) impose des contraintes
sur les nouveaux tubes telles que 'absorption atmosphérique extrémement forte au-dela de
la centaine de GHz (requérant des TOPs plus puissants) ou les difficultés a fabriquer des
tubes de plus en plus petits (la fréquence étant inversement proportionnelle a la longueur
d’onde). L’assemblage des divers composants d'un TOP prend entre 1 et 2 mois. Le tube est
ensuite mis sous ultravide (ultra-high vacuum (UHV)), en dessous de 10~8 Pa. Enfin, un ajus-
tement des caractéristiques du tube (chaque TOP est unique) suivi d'un déverminage (test
du tube sous diverses conditions) est réalisé et prend entre 5 et 6 mois. Par exemple, pour
un TOP spatial, le confinement du faisceau est réalisé avec des aimants permanents (moins
chers et lourds que des bobines) ajustés et collés a la main.

Un exemple de grand TOP destiné a la recherche est celui utilisé au laboratoire de phy-
sique des interactions ioniques et moléculaires (PIIM) de Marseille. Il s’agit d’'un tube a hélice,
avec des antennes mobiles, utilisé pour 'étude de I'interaction onde-électrons. Ce tube est
long de quatre métres pour permettre I'utilisation d'un générateur d’onde de forme arbitraire,
plus précis qu'un générateur haute fréquence, mais imposant des fréquences faibles, donc de
grandes longueurs d’onde.

Fonctionnement des tubes a ondes progressives

Il existe deux classes d’interaction entre une onde électromagnétique et un faisceau
d’électron : soit le faisceau interagit avec une onde stationnaire (standing wave) comme pour
les klystrons, soit il interagit avec une onde en mouvement (travelling wave) comme pour
les TOPs. Ces deux classes different par les conditions a mettre en place pour déclencher
l'interaction.

Comme schématisé par la figure 2.1, les tubes a ondes progressives comportent trois
parties sous vide : un canon a électrons, une ligne a retard et un collecteur.

Canon a électrons

Le canon a électrons, souvent nommé cathode sans considération pour le reste du canon,
émet les électrons de masse m, et charge ¢ avec pour rapport = |¢|/m,. La cathode est com-
binée a une anode et un diaphragme pour focaliser le faisceau. La cathode est caractérisée
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IuT IEEE Frequency H Used for ‘
High frequency Short\yave broadcasti.ng, ama.teur
Dekametric waves HF 3-30 MHz radio, over-the-horizon radio
(reflected off the ionosphere)
Very bigh freq, VHF 30-300 MHz FM and TV broadcasting TABLE 2.1 - Nomer}clature
Metric waves des bandes de fréquence
Ultra high freq. UHF 0.3-1 GHz micro-onde selon 1’ Institute
Decimetric waves L 1-2 GHz of Electrical and FElectronics
0.3-3 GHz S 9-4 GHz . TV broadcastir.lg, - Engineers IEEE (2003) et
microwave communication, I"International Telecom-
Super high freq. C 4-8 GHz modern radars, munication Union IUT
Centimetric waves X 8-12 GHz direct-broadcast satellite (DBS), (qui  délimite D’ensemble
3-30 GHz Ku 12-18 GHz radio astronomy, du spectre radio de 3 Hz
K 18-27 GHz mobile phone, a 3 THz). La bande mm
Extremely high freq. Ka 27-40 GHz wifi, blue.tooth, . est souvent appelé b.ande
Millimetric waves v 40-75 GHz GPS, satellite radio G.- . D’autres organismes
30-300 GHz \ 75-110 GHz utilisent leurs
mm (G) | 0.11-0.3 THz propres nomenclatures et
Tremendously high freq. Condensed-matter physics, leurs propres gammes de
Sub-millimetric / Far infrared 0-3-3 THz terahertz communication fréquence.
par une tension d’accélération Vj, (potentiel électrique) et un courant Iy. Dans cette disserta-
tion, le faisceau émis est considéré comme mono-cinétique et entiérement confiné sur 'axe z
méme si ce n’est pas exactement le cas. L’énergie cinétique initiale ¥ = mev,fh0 /2 du faisceau
est égale a la différence {4 = —eVj d’énergie potentielle entre la cathode et la grille de la
triode. Dans le régime classique, on trouve que la vitesse initiale des électrons est
Vel,o = V20Vo; (2.1)
dans le cas relativiste, on aura
" 2
Velg =Cq|1l— (1 + m602> , (2.2)
en utilisant T = m.c?(yy — 1), avec o = (1 — vg%)‘l/ 2 le facteur de Lorentz, et ¢ la vitesse
de la lumiere dans le vide. Pour un tube a ondes progressives spatial, on aura ve o ~ 0.15¢,
donc I'approximation non relativiste reste acceptable, méme si nous utiliserons un modele
N-corps relativiste pour améliorer la précision.
2.2.2 Ligne a retard
Le principe de fonctionnement des TOPs est de permettre l'interaction onde-matiére par
leurs designs. En effet, pour autoriser une telle interaction, les électrons doivent avoir une
vitesse proche de la vitesse de phase de 'onde a amplifier. L’invariance de Lorentz implique
que toute masse peut étre considérée au repos dans un référentiel donné alors que la lumiere
gardera sa vitesse ¢, dans le vide, quel que soit le référentiel. Nous voyons donc immédia-
tement l'intérét de ralentir 'onde, plutét que d’essayer d’accélérer les particules. On peut
ralentir la lumiére en augmentant son chemin optique. On parle alors de ligne a retard (de-
lay line), aussi appelée structure a onde lente (slow-wave structure, SWS). Le cceur d’'un TOP,
la ot se déroule I'interaction onde-particule, est le guide d’onde, c-a-d. la ligne a retard. Dans
cette dissertation, nous nous concentrerons sur cette derniére.
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FIGURE 2.2 — Minenna et al (2019a). Hélice d’un tube & ondes progressives.
L’hélice est entourée par un milieu diélectrique, de permittivité relative e,

|‘—d—’| comme que le fourreau protégeant I'hélice et maintenant le vide.
Period o o . )
d FIGURE 2.3 — Variation de pas, dite pitch tapering, typique d’'un TOP commer-
cial a hélice. Le pas d de chaque période change le long de 'axe z. A chaque
5 3 nouvelle période, ou le pas varie, est associée une nouvelle relation de disper-
1 sion. Dans la zone 1, on laisse l'interaction onde-particule démarrer. La zone

2 sert & augmenter le regroupement (bunching) des électrons. Et dans la zone

3, le pas est réduit pour baisser la vitesse de phase de 'onde, permettant ainsi

de garder la résonance et d’éviter le piégeage alors que les électrons perdent de
Zz plus en plus leur vitesse le long du tube.

Bien que leurs fonctionnements soient identiques, on distinguera deux catégories prin-
cipales de TOPs, les tubes a hélice (helix) et les tubes a cavités couplées (coupled cavities),
incluant les guides repliés (ligne & méandres ou folded waveguides). La différence réside dans
la forme de la structure a onde lente. D’autres géométries existent mais elles sont marginales
en comparaison de celles-ci. Nous travaillerons principalement sur les TOPs a hélice, notam-
ment parce que c’est la forme utilisée pour les tubes spatiaux et le tube du PIIM. Dans les
tubes a hélice, le guide d’onde est hélicoidal (voir figure 2.2). Pour un rayon a de I'hélice et
un pas (pitch) d donnés, la vitesse de phase de 'onde sera de l'ordre de v,,/c ~ d/(27 a).
En réalité, de nombreux détails modifient cette vitesse comme, par exemple, les montants
supportant 'hélice. De plus, les guides d’onde d’'un TOP sont des milieux dispersifs. On regar-
dera plutot la relation de dispersion du tube pour obtenir la vitesse de phase. Aux extrémités
de la ligne a retard, on trouve une antenne d’injection du signal a amplifier et une antenne
de sortie. Autour du guide d’onde, on trouve une bobine magnétique ou des aimants perma-
nents pour confiner le faisceau d’électrons le long du tube. Pour amplifier 'onde, on s’assura
que vy, 2 vel,o OU la vitesse d’éjection a la cathode est ajustée pour maximiser le gain du
TOP.

Dans un souci d’optimisation du gain des tubes industriels, il est possible d’altérer la
périodicité de la ligne a retard. Cette altération se caractérise par une variation du pas d que
I'on appelle pitch tapering ou taper (voir figure 2.3). En jouant sur ce pas, on va favoriser
la formation de paquets d’électrons et modifier la vitesse de phase de 'onde. La premiére
raison pour jouer sur le pas est que, a la fin du tube, les électrons ont transmis une partie
de leurs quantités de mouvement a 'onde : ils sont ralentis. Pour garder la synchronisation,
on peut modifier la forme du guide d’onde pour réduire la vitesse de phase. Dans un TOP
a hélice, puisque v, /c ~ d/(2ma), cela revient a réduire le pas de I'hélice (voir zone 3 de
la figure 2.3). On notera que, pour un TOP a hélice, la variation du rayon est aussi utilisée.
Par abus de langage, nous désignerons par taper toutes les variations de la géométrie d’'une
cellule pour modifier la relation de dispersion et I'impédance de celle-ci.

La propagation des ondes dans le coeur de la ligne a retard est normalement bien décrite
avec la relation de dispersion et I'impédance du tube. Par contre, les deux extrémités de
la ligne & retard constituent des ruptures d’impédances.! Il y a donc réflexion d’une partie Lemoine 2017
du signal et, compte tenu du gain du tube, un risque d’oscillation critique. En effet, 'onde
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2.3

inverse (rétrograde) qui est réfléchie va se coupler avec les électrons dits « retour » (électrons
réfléchis a grande vitesse du collecteur pour revenir dans la ligne a retard) et peut s’amplifier.
La réflexion est généralement quantifiée par un coefficient appelé le taux d’onde stationnaire
(TOS, ou voltage standing-wave ratio (VSWR)). Ce probléme de désadaptation des entrées
et sorties d'un TOP peut générer un gain de boucle tres élevé : on dit que le tube oscille.
Pour s’en prémunir, un moyen simple est d’introduire un atténuateur (sever, généralement
juste une couche de résine sur les montants) au tiers de la ligne a retard pour absorber les
ondes. Si l'atténuateur est suffisamment court, 'onde directe est rapidement rétablie grace
au couplage avec le faisceau. Par contre, 'onde inverse (rétrograde) est fortement atténuée.

Il est aussi possible de générer un gain de boucle en ayant un faisceau suffisamment
intense pour que les coefficients de couplage avec 'onde inverse soient assez importants.
C’est le mode backward wave oscillator (BWO). On peut s’en prémunir en réduisant le courant
de cathode I.

Dans cette dissertation, seule la physique de la ligne a retard nous intéressera. Au cha-
pitre 8, nous présentons un modele analytique assez simple (dit modele de Pierce) permet-
tant de comprendre intuitivement l'interaction onde-particule dans les TOPs.

Collecteurs

Finalement, a la fin du tube est placé un collecteur d’électrons récupérant la puissance
résiduelle en capturant les électrons. Pour les tubes industriels, le collecteur est déprimé par
étages (avec des tensions successives), permettant d’augmenter le rendement du tube. On
notera que les collecteurs déprimés augmentent le taux d’électrons retour.

Le TOP du PIIM posséde a la place un analyseur trochoidal’ donnant la fonction de
distribution en vitesse du faisceau en sortie du tube.

Gain, puissance et rendement des TOPs
L’amplification de 'onde dans un tube a ondes progressives se caractérise par son gain,
exprimé en décibels

POll
Gag = 10log;, P—f, (2.3)

avec P, la puissance de 'onde a 'antenne de sortie et P, la puissance a 'antenne d’en-
trée. Pour un TOP a hélice spatial, le gain peut atteindre 50 dB. Il est d'usage d’exprimer la
puissance en dBm en fonction logarithmique d’une puissance en mW

Plapm) = 101og; Pmw , (2.4)

soit 1 mW pour 0 dBm, avec réciproquement P = 10” asm)/10, Le calcul de la puissance
générée est 'une des caractéristiques les plus importantes dans la conception des tubes a
ondes progressives. En effet, pour les ingénieurs travaillant a leur fabrication, la qualité d'un
TOP se détermine notamment par le rapport de la puissance de 'onde en sortie (en excluant
les harmoniques) avec la puissance électrique apportée a la cathode : il s’agit du rendement
d’interaction global? (overall tube efficiency)

Poutflji

2.5
P (2.5)

Tlov =

1Guyomarc’h et
Doveil 2000

2Gilmour 1994
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2.4

ol la puissance électrique totale utilisée par le tube est Py = Py + Py + Psol — Prec, avec
Py = Vplj la puissance du canon a électrons a la cathode pour Vj et Iy, la tension et le
courant électrique a la cathode, P, la puissance pour chauffer la cathode, P, la puissance
utilisée par les aimants solénoidaux pour confiner le faisceau et P,.. la puissance récupérée
par le collecteur. Les valeurs de 7, sont généralement comprises entre ~ 30% et 70%. Devant
le gain important de puissance d’un tube hyperfréquence, on négligera P,, devant P,;. Ainsi,
on peut définir le rendement d’interaction (beam efficiency)

Pout + Pcir

2 , (2.6)

Ne =
ou P, correspond aux pertes RF par I'hélice : I'atténuation du signal le long du tube car
I'hélice n’est pas un parfait conducteur. Les valeurs de 7, sont généralement comprises entre
~ 1% et 50%.

Objectifs : modélisation des tubes a ondes progressives

Bien que le développement des TOPs date des années 1940, la modélisation de ces der-
niers reste difficile de nos jours, surtout en régime non-linéaire. En effet, 'onde traversant
un TOP est modulée en amplitude (c’est le r6le d’un amplificateur), en phase (sachant que
I'information d’un signal de télécommunication est codée dans cette phase) et en fréquence
(génération d’harmoniques et de raies d’intermodulations indésirables). En plus, a forte puis-
sance, les TOPs génerent des instabilités critiques amplifiées par la présence de défauts dans
le tube.!

La principale finalité de la collaboration entre le laboratoire PIIM, le CNES et Thales, qui
finance cette thése, est de modéliser numériquement les tubes a ondes progressives. Cela in-
clut les TOPs spatiaux (avec des particularités industrielles) de 15 cm fabriqués par Thales et
utilisés par le CNES pour les télécommunication spatiales, mais aussi le TOP de 4 m du PIIM
utilisé pour la recherche en physique des plasmas. La modélisation doit reproduire l'interac-
tion onde-particule responsable de 'amplification des champs, aussi bien en régime linéaire
qu’en régime non-linéaire. En outre, les simulations doivent étre capables de reproduire aussi
bien la distorsion des signaux de télécommunication que la propagation des ondes en régime
chaotique. Cela implique que les simulations doivent étre réalisées en domaine temporel et
étre suffisamment rapides pour simuler les signaux longs.

Actuellement, il existe deux principales approches pour simuler numériquement les TOPs.

— Les codes en domaine fréquentiel (voir chapitre 8), souvent a partir de circuits équi-
valents ou de modéles d’enveloppe. Ces codes sont des standards industriels car ils
sont rapides (au pire quelques minutes) et assez précis dans une bonne partie des cas
simples. Mais ces codes sont connus pour avoir des problémes a reproduire l'interac-
tion onde-particule (voir section 8.1.3). De plus, ils ne représentent les champs que
comme des fonctions cosinus (au mieux des sommes de fonctions cosinus) mais ne
peuvent pas modéliser des champs a forme arbitraire (régime chaotique, signaux de
télécommunication, etc).

— Les codes généralistes tridimensionnels en temps (domaine temporel) du type particle-
in-cell (PIC), souvent combinés a une méthode des éléments finis pour les champs
électromagnétiques. Ces codes permettent de combler les lacunes des codes fréquen-
tiels. Sur le papier, ces codes répondent a tous nos besoins. En pratique, ces codes sont

extrémement lents (les simulations peuvent durer plusieurs jours voire quelques mois

11 emoine 2017
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pour des cas simples) et ils sont difficiles a mettre en place car chaque nouveau tube

requiert un nouveau maillage. A notre connaissance, il n’y a eu qu'une seule modélisa-

tion réussie? d’un TOP & hélice en domaine temporel avec un code PIC. L'utilisation des 2Safi et al 2018
codes PIC pour simuler des TOPs a cavités couplées et a guide replié est plus courante,

surtout car les codes fréquentiels ont plus de difficultés a les simuler. Mais le temps

d’exécution de ces codes les rend inutilisables pour des signaux longs.

Dans cette dissertation, nous proposons une troisieme approche avec la description N-
corps. A l'aide d’'un modele de réduction appelé le modéle discret et présenté au chapitre 3,
nous proposons une théorie hamiltonienne N-corps décrite au chapitre 4. Cette théorie est
appliquée a des simulations unidimensionnelles (1D) en domaine temporel au chapitre 5.

Au chapitre 8, nous décrivons une version en domaine fréquentiel du modele discret.
Cette version peut étre utilisée pour construire des modeéles analytiques ou des codes fré-
quentiels de linteraction onde-particule. Au chapitre 9, nous décrivons une version tri-
dimensionnelle (3D) du modéle discret, reposant sur la géométrie hélicoidale (la plus utilisée
pour les TOPs), et ouvrant la voie vers des codes 3D.

Nous proposerons aussi une définition de la puissance électromagnétique en temps au
travers du modele discret. La puissance est une caractéristique clé dans la caractérisation des
TOPs et, a notre connaissance, celle-ci n’est jamais exprimée en temps mais en fréquence. Au
chapitre 6, nous proposons une approximation 1D de cette puissance, et, au chapitre 9, nous
proposons une expression 3D reposant sur la géométrie hélicoidale.
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“I'm not afraid of death. 'm an old physicist. I'm afraid of time.”

— Interstellar, 2014

Modele discret de Kuznetsov

Dans ce chapitre, nous décrivons le modéle discret de Kuznetsov qui est utilisé, entre autres,
pour réduire fortement le nombre de degrés de liberté du champ électromagnétique. Ce modéle est
applicable a toutes les structures tri-dimensionnelles, périodiques dans une direction. La forme
exacte et les subtilités de ces structures ne sont pas importantes. Ce chapitre ne couvre que
la propagation des ondes et leur décomposition suivant le modéle discret. Le traitement de la
dynamique des particules est effectué dans le chapitre suivant.

De l’électromagnétisme,...

L’attribution des premiéres observations en électro- et magnétostatique peut étre impu-
tée au philosophe grec Thalés de Milet (625 av. J.-C.-546 av. J.-C.), souvent cité comme le
« pére de la science », aprés avoir remarqué la capacité de 'ambre! A attirer les matériaux 'L’ambre et I'al-
légers ou la poussiére, et aprés avoir étudié les propriétés d’aimantation de minéraux na- liage Or-Argent se
turellement magnétisés.? L’électromagnétisme restera un phénomeéne mystérieux jusqu’a la traduisent en grec
Renaissance bien qu’utilisé pour certaines applications, notamment la boussole. En 1600, le
savant et médecin anglais Gilbert, aussi néologiste de I'adjectif « électrique », sera un pion-

nier dans I'étude de 1’électromagnétisme. Pendant les 17¢, 18¢ et 19¢ siécles, de nombreux nant de Magnésie.

ancien par elektron.

2F R
Etudes réalisées
sur des aimants ve-

progres sont accomplis notamment avec 'apparition des générateurs électriques, des com-
posants électriques, tels que les condensateurs (p. ex. la bouteille de Leyde en 1745) ou les
batteries (comme celles de Galvani et Volta), et des premiéres lois (p. ex. la loi de Coulomb
en 1785). C’est sans conteste a Maxwell (1865) (sur la base des travaux comme ceux de
Fresnel, Ampére ou Faraday) et sa théorie de l'unification de ’électromagnétisme (seconde
grande unification en physique apres celle de Newton) que I'on doit 'une des plus grandes
avancées dans le domaine, notamment avec les quatre équations fondatrices qui portent son
nom. Vingt-trois ans plus tard, Hertz (1888) découvre que les ondes électromagnétiques se
propagent dans lair.
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3.1

3.1.1

au mouvement d’une particule chargée.

Ala fin du 19¢ siécle, Lorentz définit la force qui porte son nom et commence 3 utiliser des
électrons dans ces modeles. Quelques années plus tard, en 1898, Thomson découvre alors
expérimentalement ces €lectrons et ouvre la porte vers la physique subnucléaire. Par la suite,
Abraham et Lorentz développérent® un modéle des équations du mouvement relativiste pour
les électrons juste avant les articles d’Einstein sur la relativité restreinte.

Le modéle discret de Kuznetsov.

En s’appuyant sur les travaux de Gel'fand (1950), Kuznetsov (1980) propose une dé-
composition des champs dans un milieu périodique que 'on appelle le modéele discret. Ses
travaux seront trés vite utilisés! pour étudier les bords de la bande de transmission (prés
des fréquences de coupure) des tubes a onde progressive (TOPs) a cavités couplées. Depuis
lors, ce modele est encore employé par 'université de Saratov, notamment pour modéliser?
des TOPs a cavités couplées en domaine fréquentiel. En parallele, cette décomposition sera
utilisée pour simuler les TOPs a hélice industriels, en domaine temps, par une collaboration®
entre I'entreprise Thales AVS/MIS a Vélizy, France, et ’équipe Turbulence Plasma du labora-
toire PIIM, université d’Aix-Marseille-CNRS, en remplacement d’'une approche par les circuits
équivalents.* Depuis 2013, le modéle discret est utilisé® pour construire une description ha-
miltonienne auto-cohérente des champs. Cette construction est étendue au chapitre 4 a un
modele d’interaction N-corps.®

Champ électromagnétique dans une structure périodique

Dans ce chapitre, nous décrivons les bases du modele discret. Cette théorie nous servira
surtout pour réduire le nombre de degrés de liberté d’'un systeme ondes-particules grace
a une décomposition des champs électromagnétiques dans des structures périodiques. Les
principaux avantages du modeéle sont détaillés a la fin du chapitre (section 3.5). La figure 3.1
représente la structure périodique quelconque considérée.

Equations de Maxwell

Dans les tubes électroniques (dits tubes a vide), les champs électromagnétiques sont en
interaction avec un fluide chargé. La densité de ce dernier étant faible, on peut considérer
qu’il ne constitue pas un milieu de propagation a part entiere (qui aurait une permittivité
et une perméabilité relatives non unitaires). Les champs électromagnétiques sont engendrés
par les équations de Maxwell dans le vide avec sources’ (particules chargées ou fluide a
faible densité)

OH
rot Egot (v, 1) = —uoﬁ(r,t) , €0 div Etot (v, t) = p(r, t),
OE
rot H(r, 1) = € 82‘“ (r,t)+J(r,t), podivH(r,t)=0, (3.1)

ol E;,; est le champ électrique, H = B/u le champ magnétique, J et p les densités de
courant et de charge, ¢, la permittivité du vide et g la perméabilité magnétique du vide. La
célérité de la lumiére dans le vide est ¢ = 1/,/jo€o. Les champs électromagnétiques dérivent

3Yaghjian 2006

TKuznetsov et
Kuznetsov 1984;
Kuznetsov et al
2004

2Ryskin et al 2007,
2009; Terentyuk
2016; Terentyuk et
al 2017

3Bernardi et al
2011a,b; Bernardi
2011

4 Aissi 2008; Aissi
et al 2009

5 André et al 2013
8 Minenna 2016;
Minenna et al 2018

7 Jackson 1999;
Landau et al 1984
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3.1.2

3.1.3

n-1 n n+1
| | - FIGURE 3.1 — Le systéme périodique considéré. Chaque période (aussi appelée
cavité ou cellule), numérotée n € Z, a un volume Vy, une longueur (pas spa-
tial) d le long de 'axe longitudinal z et une relation de dispersion Q;; Dans
les premieres étapes du modele discret, il n’est pas nécessaire de définir plus
spécifiquement la forme de la structure tant que celle-ci est périodique dans
-— z . .
d —=—>  une direction.

du potentiel scalaire ¢ (r,t) et du potentiel vecteur A(r,t) tels que

Buoe(0,1) = ~ Ve, 1) — X(x,1), (32

poH(r, t) = rot A(r,t). (3.3)

Le choix de jauge n’est pas explicitement défini dans ce chapitre, mais dans les chapitres
suivants nous utiliserons la jauge de Coulomb div A(r,t) = 0. La partie E = —9; A du champ
électrique est souvent appelée champ de circuit, alors que la partie Eq. = —V ¢, est appelée
champ de charge d’espace.

Définition 3.1.1 (Champs a froid) Dans le jargon des tubistes, les champs se propageant dans
un tube sans faisceau électronique (J = 0) sont souvent appelés champs a froid (cold field)

ou systéme sans faisceau (beamless).

Conditions de bord

Avant de décrire la décomposition des champs, on commence par définir les particularités
géométriques du guide d’onde employé (voir figure 3.1). On considére avoir une structure
de périodes uniformes, indexées par n € Z, le long de I'axe z avec une longueur périodique
(pitch ou pas spatial) d. En supposant que le guide d’'onde est un conducteur métallique
parfait, on écrit les conditions de bord (ou de paroi) sur les parois

E(r)xe, =0, et H(r)-e;, =0,Vres, (3.4)

pour des champs respectant les équations de Maxwell (3.1), ot S est la surface du mur
interne et e est le vecteur unitaire normal a la surface. La forme exacte des cellules n’est
pas nécessaire. Le point important de ce modeéle est de conserver I'invariance par translation
selon la longueur des cellules permettant d’introduire la condition de Floquet (énoncée plus
bas). Une version du modéle discret avec une géométrie hélicoidale, telle que pour les tubes
a hélice, est étudiée au chapitre 9.

Modes de propagation

Les transformées des champs électriques E(r, ¢) et magnétiques H(r, ¢t) peuvent étre dé-
composées en fonctions exponentielles simples caractérisées par la pulsation 25 (angular fre-
quency) et le nombre d’onde (ou constante de propagation, wave number, phase constant) (3.
Dans la représentation harmonique (ou en domaine fréquentiel), les champs sont décom-
posés en une ou plusieurs fréquences. Par exemple, dans les modeles d’enveloppe, le champ
électrique est exprimé comme E(r,t) = R[E(r)c?#*] Dans ce chapitre, nous n’utiliserons
cette représentation que pour les champs a froid (systeme sans faisceau) car elle est inadé-
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quate pour correctement exprimer les variations temporelles d’'un systeme auto-cohérent.
Toutefois, le modeéle discret peut étre exprimé en domaine harmonique (voir chapitre 8).
Dans cette dissertation, nous utiliserons majoritairement la représentation temporelle avec
le modéle discret de Kuznetsov non-linéaire et ses variables dépendantes du temps V(¢) and
[(t) (voir les sections suivantes).

Dans une structure a onde lente (ligne a retard), la vitesse de phase de 'onde caractérise
le lien entre la pulsation et le nombre d’onde

Q
Uph = 2B #£ec, (3.5)
B
ol le nombre d’onde dans la premiere zone de Brillouin, homogene a l'inverse d’une dis-
tance, est
B €l|-rn/d,n/d], (3.6)

avec d la longueur de la période (pas spatial) et ¢ = d le déphasage par pas. Pour assurer
la résonance dans I'amplificateur, on doit permettre a la vitesse des électrons de presque
coincider avec la vitesse de phase v, ~ ve.

Remarque 3.1.2 (Indice de réfraction dans un guide d'onde) Dans les guides d’onde tels que les
structures a onde lente, la vitesse de phase de 'onde est inférieure a la célérité de la lumiere
dans le vide, générant un indice de réfraction np, = c¢/vpn supérieur & un. Il s’agit 1a d’'un
indice géométrique dépendant de la forme du guide d’onde. Bien que son effet sur la propaga-
tion des ondes soit le méme, il ne doit pas étre confondu avec l’indice de réfraction généré par
la permittivité et perméabilité relative d’un quelconque milieu. Notre milieu de propagation
reste le vide.

Pour étre plus précis, dans un guide d’onde, les champs électromagnétiques sont impactés
par la forme géométrique du guide et par les propriétés d’interfaces des matériaux (condi-
tions de bord). Pour les caractériser, il est courant d’utiliser une autre forme des équations
de Maxwell appelée équations des ondes électromagnétiques!

OE=0, (3.7)
OH=0, (3.8)

pour les champs a froid (systeme sans faisceau, J = 0 et p = 0), et avec 'opérateur de
d’Alembert O = C%% — V2. Les équations (3.7) et (3.8) ont un nombre infini de solutions
linéairement indépendantes, ou modes, pour des champs, fixées par la géométrie transverse
du guide. Ces modes sont donnés par les fonctions propres E® et H® du champ, ou s € Z
catalogue ces solutions. Par exemple, dans un guide d’onde rectangulaire,2 on peut définir
les modes transverses électriques (TE, ,+) ou transverses magnétiques (TMy ,). Chaque
mode s est associé a une valeur propre Q3 € R de la pulsation. On remarquera que, dans
nos applications, il existe généralement un mode dominant s = 0 permettant de négliger les

autres. Nous verrons dans le chapitre 9 I'intérét de garder cet indice.

Transformée de Gel’fand et condition de Floquet

La propagation d'un champ dans un guide d’onde peut étre exprimée en fonction du
nombre d’onde 3. Si cette structure est périodique, comme pour les tubes a onde progressive,

171 suffit d’ap-
pliquer 'opéra-
teur rotationel

aux équations de
Maxwell-Faraday
et Maxwell-Ampere
(3.1).

2 Jackson 1999
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nous pouvons utiliser une décomposition spéciale des champs appelée la transformée-5 de

Gel’fand?® (Gel’fand transform or mapping), définie par 3Gel'fand 1950
By(r) = Z &(r + nde.) P4 = Z &, (r) e (3.9)
nez ne”Z

pour tout champ & quelconque, avec n € 7Z la n®™ période (ou cellule) de la structure. La
fonction ®4(r) existe si la fonction &(r) approche zéro suffisamment vite pour z — +oo. La
transformée de Gel'fand (1950) est probablement plus populaire sous le nom de représen-
tation kq (Kq-Representation) en physique de I’état solide depuis les travaux de Zak (1967).
Cette transformation garantit que & vérifie la condition de Floquet! (aussi appelée condi- !Largement utilisée

tion de Bloch) pour étudier les
TOPs, comme

dans Crepeau et

o —infBd
Gg(r + nde,) = Gg(r)e ) (3.10) Mclsaac (1964).

signifiant que la translation d'un champ &4 a l'intérieur d’'une structure périodique induit un
déphasage ¢ = (d a chaque pas. En d’autres mots, les champs &4 entrant dans une cellule
sont les mémes en sortie a un déphasage prés. On remarquera que tous les champs & se
propageant dans la structure ne satisferont pas forcément la condition de Floquet (&(r +
nde.) # ®(r) e~ "4 en général), mais grace a la transformée-3 de Gel'fand, les champs &4
satisfont cette condition. La condition de Floquet est aussi invariante par la transformation
B— B+ Q”T”', avec n’ € Z, puisque €2 = 1. On a donc la propriété

Gs(r) =6 (r),Vn' €Z, (3.11)

ﬂ'77./
B+

qui nous sera utile au chapitre 9.
Les champs originaux peuvent étre reconstruits en intégrant (3.9)

/ ) d(Bd) = Y / " B(r + nde.) e d(8d) (3.12)
-7 nez”’ T
=Y &(r + nde.) /ﬂ e d(Bd) (3.13)
newz -
= 276(r). (3.14)

On obtient alors la transformée-S inverse de Gel’fand
1 [" ;
®(r + nde.) = 8,(x) = 5 [ Bslr)e " d(Bd). (3.15)

Cette expression est une transformée de Fourier spatiale et donc ’équation (3.9) est la trans-
formée inverse (et discréte) de Fourier appliquée a des champs vérifiant la condition de
Floquet. Avec le modele discret, on notera les coefficients de Fourier (&,,), dite représenta-
tion par cellule, comme la contribution de I'onde pour le mode de propagation s a la cellule
n. Cette représentation par cellule s’obtient a partir de la représentation-5 (&g). Il sera tres
utile de passer d'une représentation a 'autre. La relation (3.9) sera utilisée pour reformuler
les équations de Maxwell dans la base associée a (3.10), et simplifiera les calculs pour les
champs électromagnétiques. Les champs électriques et magnétiques respectant la condition
de Floquet sont aussi des solutions des équations de Helmholtz (3.18) et (3.19) plus bas.
On notera que, pour 'intégrale en 3 (3.15), les notations 5= [ _---d(5d) et £ f:/f/ld ~-dB,

sont équivalentes mais nous préférons la premiere. Par contraste avec Ryskin et al (2009) et
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André et al (2013), on utilise la phase Sd € [—n, 7] par pas, au lieu de € [0, 2], pour assurer
plus de symétrie dans les calculs. En particulier si & € R, alors nous avons la réciprocité
65 =06_3 (voir section 3.3.2).

En dernier point, il sera utile de savoir que la transformée-{3 inverse de Gel’fand du pro-
duit de deux facteurs en représentation-3, avec le méme nombre d’onde, est la convolution

discrete
1 T )
% Q[,B%,B eimﬁd d(ﬁd) = Z A By = Z Ay—n/ By 5 (316)
- n'€z n’'€Z

comme démontré en annexe B.1.

3.2 Décomposition des champs électromagnétiques

On applique maintenant la transformée-g (3.9) aux équations de Maxwell (3.1) et, apres
un réarrangement, on les réécrit comme

OH .
rot Eg(r,t) = —,uoa—tﬁ(r, t), eodivEg(r,t) = pg(r,t),
OEg .
rot Hg(r,t) = € (r,t) +Js(r,t), podivHg(r,t) =0, (3.17)

ot

avec Eg le champ électrique, Hg le champ magnétique, et Jg et pg les densités de courant
et de charge.

3.2.1 Equations de Helmholtz et champs en représentation-/3

Remarque 3.2.1 (Notation SANS SERIF) On utilisera la notation sans serif pour distinguer les
fonctions propres Eg et Hf, (utilisées plus bas), des champs physiques Eg et Hg, ainsi que
les variables temporelles V et I3 (utilisées plus bas), des potentiels V' et courants I, surtout

quand s = 0.

On note Ej; et H} les modes propres (similaires aux éléments finis) pour un mode de
propagation (s, 3) donné et pour les champs de carré sommable deux fois continument dé-
rivables. En utilisant la transformée-3 de Gel’fand, on peut utiliser les équations de Maxwell
pour des champs froids sous leur forme harmonique pour obtenir les équations de Helm-
holtz! 1K uznetsov 1980

rot Ej(r) = —ipoQ3H3(r) , (3.18)
rot Hj (r) = ieoQ3E}(r), (3.19)

avec des champs solénoidaux,
divEj =0, et divHj; =0, (3.20)

vérifiant la condition de Floquet® et les conditions de bord (3.4). Bien entendu, les valeurs 2Ej(r + nde.) =
propres €5 des équations de Helmholtz correspondent a la relation de dispersion (c-a-d. le Ej (r)e—mAd
diagramme de Brillouin) du mode s.

Puisque les équations (3.18)-(3.19) correspondent aussi aux équations de Maxwell avec
des termes de source nuls, les fonctions E} et Hj; constituent une bonne base de Hilbert pour
exprimer les champs physiques Eg et Hs radiatifs de la structure a onde lente. Grace aux
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3.2.2

équations de Helmholtz, nous pouvons effectuer une décomposition spectrale de ces champs
avec les amplitudes complexes V3,15 € C, nous donnant les champs électromagnétiques
dans la représentation-f3

t)=> VitE;(r), (3.21)
SEL

t) =iy I3H5(), (3.22)
SEL

qui respectent les équations de Maxwell (3.17), avec un facteur arbitraire i sur la deuxieme
équation pour assurer la réciprocité avec les champs réels (voir section 3.3.2) et pour sim-
plifier la consistance entre les équations de Maxwell et 'approche hamiltonienne (voir cha-
pitre 4). Cette décomposition est exacte. Dans le vide, Vi =13, mais, en présence d’un
faisceau, les amplitudes temporelles doivent étre distinctes Vg + IG (voir remarque 3.2.3).
En partant des équations des champs propres (3.21)-(3.22) et en utilisant la transformée-g
inverse de Gel'fand (3.15), nous pouvons reformuler! le champ électrique de circuit

Z/ Vi ()E3(r) d(Bd) , (3.23)
sz’ T

et le champ magnétique

Z/_ i3 (t)H5 (r) d(Bd) (3.24)

en représentation-f.

Equations d’évolution en représentation-

Pour compléter le modeéle, il reste a ajouter un terme de source —V¢s. au champ élec-
trique, avec le potentiel scalaire de charge d’espace ¢, du faisceau souvent associé a I'équa-
tion de Poisson électrostatique Agg.(r,t) = —%O’t). Le champ électrique total résultant est la
somme des champs de circuit et de charge d’espace

circuit charge d’espace
/—/\—,_/%
Es(r,t) + Bep(r,t) = > V(H)E;(r) =V s(r,t) . (3.25)
SEL

Pour le champ magnétique, on gardera (3.22).
En repartant des équations de Maxwell (3.17) en représentation-3 et de la décomposition
des champs définie par les relations (3.22) et (3.25), nous obtenons les relations d’évolution

temporelle
dVi(t) Jp(r,t)  OVosep
S BOUE(r) = — LBy (r) + S - e (3.26)
B B B )
s€Z SET dt €0 ot
s WL dlé(t) s
SVEmQsHE ) = fu H(r), (3.27)
SEZL SEZ

qui sont une reformulation de Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday. Les sommes disparai-
tront en ne considérant qu'un seul mode de propagation.

1 André et al 2013
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3.2.3

Normalisation et contributions par cellule

Le volume d’une période (ou cellule) est noté V,, tandis que le domaine total du systeme
est noté V;. Nous définissons un facteur de normalisation®

N385 = uo/ H3 - Hy* d’r = 60/ E;-E;"d°r, (3.28)
Vo Vo
avec V, le volume d’une cellule et dans le cas ot les parois de notre systeme sont parfaitement
conductrices. La présence du symbole de Kronecker §%, résulte du fait que les modes s # s’
sont orthogonaux si les valeurs propres sont non-dégénérées. La démonstration de cette
orthogonalité est donnée en annexe B.2. Pour le reste de cette dissertation, on supposera
que s = s’ et le facteur 4%, sera omis car il ne joue aucun réle. Nous remarquons que cette
normalisation est utilisée pour des champs propres ayant le méme nombre d’onde, donc pour
E} - EZ siet seulement si § = 3.

On divulguera prématurément que, plus tard, dans le formalisme hamiltonien, nous po-
serons que cette normalisation est égale a la valeur propre des équations de Helmholtz

Q5 = N3, (3.29)

permettant, en outre, d'imposer aux amplitudes V3 et |3 d’étre les variables généralisées ca-
noniques des champs. Cette égalité tres commode sera établie au chapitre 4. Pour le moment,
nous gardons la distinction entre les deux termes.

Remarque 3.2.2 La normalisation N3 peut s’identifier par analogie & deux fois I'énergie élec-
trostatique W = (e0/2) fvo |E[2d’r, stockée dans une cellule (et aussi deux fois I’énergie
magnétique), en notant cependant que les fonctions propres Ez et H; n’ont pas forcément

les dimensions des champs électromagnétiques physiques (voir la remarque 3.3.1).

Considérant ce facteur de normalisation, nous pouvons multiplier 'équation (3.26) par le
complexe conjugué E}" et multiplier I'équation (3.27) par Hj;". Nous intégrons ensuite sur le
volume pour obtenir les évolutions temporelles! de Vet

dV5(t) Q315 (t) = L Js(r,t)-ES(r)d® 3.30
TR0 = - s(r,t)-E5(r)d’r, (3.30)
B Y Vo
di(t)
ﬁ S S
— Q3V5(t) =0. (3.31)

Le terme de source impliquant V¢s. a disparu de (3.30). En effet, nous avons d’abord exprimé

le champ électrique radiatif par le rotationnel du champ magnétique a partir de ’équation

de Maxwell-Ampére a froid (3.19)

0 | 0:(Vsep) Ef(r)d’r = %at/ (Vése,3) V x HY (r) d’r. (3.32)
Vo QB Vo

Puis, en utilisant l'identité? V- (A x B) = 2A-(V x B) — B-(V x A), et le théoréme de

flux-divergence (théoreme de Green-Ostrogradski)

/Vo(v-m)d?’r:]f (A-ey)d’r, (3.33)

Vo

2 Cette normalisa-
tion vient directe-
ment de la référence
Ryskin et al (2007).
Dans Kuznetsov
(1980), elle valait
5:, seulement.

1 André et al 2013

2 Abramowitz et
Stegun 1965; NIST
2019
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3.2.4

on remarque que les termes en V¢, s'annulent a cause des conditions de paroi (3.4) et de
Floquet (3.10).

Pour finir, il suffit! de transformer l'intégrale du deuxiéme terme de I'équation (3.30) en
une intégrale sur le domaine complet V; par l'utilisation de la condition de Floquet et la
transformée-(3

/ Js(r,t)-EJ(r)d’r = / > I(r+ nde.,t) - EF (r) e’ d’r (3.34)
Vo Vo nez
_ / S 3(x + nde., ) E5 (x + nde.) d°r (3.35)
Vo nez
= / J(r,t)-E}(r)d’r. (3.36)
Vz

Equations d’évolution en représentation par cellule

La transformée-S inverse de Gel'fand (3.15) peut étre appliquée a toutes les expressions
dans la représentation-{3, respectivement 3%, \ T 5> H3, -, pour trouver leurs expres-
sions associées dans la représentation par cellule, respectivement QF, Vi, I35, E;, H. ---.

En utilisant cette transformée sur le couple d’équations (3.30) et (3.31), on peut réécrire les
équations d’évolution temporelle des champs?

dvs
Py =— | I dr, (3.37)

de n'€Z Ve

ds

—n QS/ s ;) = .

= Eejz Vi =0, (3.38)

déterminant I'évolution des amplitudes temporelles V¢ et |2 dans la représentation par cel-
lule. Nous définissons le champ F° , par la relation®

s a1 " EE* —infd
Fl, = o 7,rN7ge Al q(Bd), (3.39)
avec Fj = Ej/N3. Les équations (3.37) et (3.38) sont une réécriture des équations de

Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday (voir section 3.4).

Remarque 3.2.3 (Variables temporelles distinctes) Le modele discret est introduit par Kuznetsov
(1980), Ryskin et al (2009) et Bernardi et al (2011a,b) avec les notations
Ci(t) = Vi(t) = il3(t), et c;

n

(t) = Vo(t) =il5(t), (3.40)
ou les deux variables temporelles des champs électromagnétiques sont les mémes. Or on
remarque immédiatement qu’en présence d’'un faisceau (J # 0) les équations (3.30) et (3.31),
ou (3.37) et (3.38), sont incohérentes avec 'utilisation d’un unique C. Il est primordial de

choisir deux variables distinctes. Par contre, en régime harmonique (voir section 8.4), on aura

Vi =il (3.41)

=e

avec V3(t) = \7;, et et 15(t) = TE “! et on pourra prendre Q% = w lors de la résonance des

ol
modes propres avec la pulsation d’excitation de 'onde. On se retrouve alors avec une seule

1 André et al 2013

2 André et al 2013

3Notons une co-
quille dans André
et al (2013) : dans
(3.39), exposant
doit étre négatif.
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54 3. Modeéle discret de Kuznetsov

I équation d’évolution (voir équation (8.33)) similaire & Ryskin et al (2009) et Bernardi et al
(2011a).

3.3 Champs électromagnétiques en représentation par cellule

Finalement, on peut réécrire les champs électromagnétiques réels dépendant des coor-
données spatiales a la place du nombre d’onde. La transformée inverse de Gel'fand (3.15)
des équations (3.22) et (3.25) redonne les champs électromagnétiques en représentation par
cellule

Z\/ (3.42)
(r,t) = IZ| (3.43)

ou E; et H) € H'(V,,C?) sont des bases dans 'espace de Hilbert des champs solénoidaux
de carré sommable, et respectant les conditions de bord respectives. Ces dernieres relations
peuvent étre reformulées par la condition de Floquet! pour avoir les champs électromagné- LES(r + nde.) =
tiques dans le modele discret? Ej(r) e mad

2 André et al 2013
Z VS (1)ES(r — nde.) (3.44)

(r,t) = 12 I (¢ — nde.). (3.45)

Ainsi, les champs électromagnétiques, a la position arbitraire r, sont des superpositions de

champs propres E? ,, et H? , , avec des amplitudes V? et |?. Les champs physiques sont expri-

o
més en fonction de toutes les cellules de la structure infinie. En effet, Ej, Fj et Hj sont non
nuls en dehors de la période (n — 1/2)d < z < (n+ 1/2)d. En 1D, ils oscillent et s’atténuent
comme une fonction sinus cardinal, et leur valeurs dépendent de la structure géométrique
(voir section 6.5). Si on connait la géométrie, on peut retrouver les champs propres et on
a alors uniquement besoin de calculer les amplitudes V2 et |2, ce qui est possible avec un
modéle d’interaction (voir chapitre 4 pour un modéle N-corps et chapitre 8 pour un modéle
fluide).

Si on a besoin d’inclure le champ de charge d’espace, on construira alors le champ élec-
trique total comme

E+E, = Z V3 (t — Ve (r, 1) . (3.46)

Toutefois, pour la suite de cette dissertation, nous préférons éviter de mélanger le champ de
circuit E et le champ de charge d’espace Eq..

Remarque 3.3.1 (Analyse dimensionnelle) Avec apparition des variables Q7, V2, 15, ES et HS
(et leurs analogues dans la représentation-£3), on peut se demander, avant toute application, &
quelles grandeurs physiques ces variables sont associées. Dans cette dissertation, pour utiliser
le formalisme hamiltonien au chapitre suivant, nous imposerons aux coefficients de couplage
02 et N2 (3.28) d’étre homogenes & une pulsation. Dans ce cas, les variables temporelles V2

et I ont la dimension d’une racine carrée d’une action.
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Dauns les références Ryskin et al (2007, 2009) et Terentyuk (2016), on définit N® homogéne
a une énergie (de sorte que (3.28) soit proportionnel & I’énergie électrique et magnétique sto-
ckée). Ainsi les V2 et |2 sont sans dimension et les ES, respectivement H?, ont les dimensions
d’un champ électrique, respectivement magnétique.
3.3.1 Potentiel vecteur
Pour plus tard, nous devons exprimer la décomposition du potentiel vecteur. Puisque
rot A = uoH, on obtient le lien entre les champs propres en représentation 3
poH}j = rot A%, (3.47)
et son équivalent en représentation par cellule
uoH; =rot Al . (3.48)
A partir de I'équation (3.22), on déduit alors le potentiel vecteur
Alr,t) =) I5(t)A%,(r) + VI(r,t), (3.49)
s,n
ol J est une fonction quelconque respectant le choix de jauge du systéme. Pour la suite, on
prendra la jauge de Coulomb avec VJ = 0. Au chapitre 4, avec Nj = 03, on aura le lien
entre les champs de base
—iA} (r) = F; (r), (3.50)
Es
—iAj(r) = F3(r) = Ne (3.51)
B
pour notre modéle N-corps.
Remarque 3.3.2 (Potentiel vecteur dans un milieu) On remarquera que les amplitudes temporelles
[2 du potentiel vecteur A (3.49) et celles du champ magnétique H(3.43) sont identiques car
nous avons une propagation des champs dans le vide. Dans un milieu quelconque, le passage
entre potentiel vecteur et champ magnétique fait intervenir la perméabilité magnétique du
milieu et impose de prendre des amplitudes distinctes.
3.3.2 Conditions de réciprocité
Puisque Q3 > 0, on a
Q=0 =Q2;>0, (3.52)
5=Ng =Niz>0, (3.53)
en accord avec N3 € R provenant de la définition (3.28). Grace au nombre imaginaire dans
Iéquation (3.43) et a notre choix E3" = E’ 5, les composantes en 3 du champ électrique
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S S
Q()»/Ql\«
S S
v Uven L
- E E -~ FIGURE 3.2 — Représentation de la propagation d’une onde avec le modele
-|_ n | | n+1 j discret. Les termes Q7 s définissent le couplage entre les cellules n et no.

respectent les conditions de réciprocité suivantes

Ey =E,, (3.54)
5= —H,, (3.55)
V' =Ve g, (3.56)

=1, (3.57)

qui sont déduites grace aux équations de Helmholtz. Ces conditions nous seront utiles par la
. . 5 [ s s S S 4S8 :AS S s
suite. On remarque aussi qu'avec ces conditions les V2, 15, E;, F;, iH;, iA;, Q2 et N sont

des quantités réelles. On en déduit! aussi 1 Minenna 2016
s 1 S 3 s 1 S* 3
Vﬁ(t) = Nilsj . Eﬂ(r,t)'EB (I‘)d r, Iﬁ(t) = Niz . ng(r,t)Hﬁ (I‘)d r, (358)
0 0

en notant le réle différent des champs physiques Ez (3.21) et Hg (3.22) et des fonctions
propres E3, H3.

On notera que ce choix de conditions de réciprocité impose 'utilisation d’une relation de
dispersion Qj réelle et donc qui ne peut pas contenir d’atténuations dans la partie imaginaire.
Nous ajoutons des atténuations avec I'utilisation de coefficients de perte a la section 3.4.3.

3.4 Propagation des champs avec le modele discret

Dans cette section, nous décrivons la propagation des champs électromagnétiques (3.42)-
(3.43) avec le modele discret.

3.4.1 Chaine d’oscillateurs

On reprend les équations de Maxwell-Ampere (3.37) et de Maxwell-Fadaday (3.38) sans
sources

avs
i >, (3.59)

n'

dIfL S S
o= > Vi (3.60)

On remarque que le couple d’équation (3.59)-(3.60) représente une chaine d’oscillateurs
harmoniques infinie (voir figure 3.1) ol les facteurs Q° __, sont les coefficients de cou-
plage entre les cellules n et n’. On rappelle que les Q2 sont les transformées-3 inverses
de Gel'fand de la relation de dispersion (c-a-d. la valeur propre des équations de Helmholtz)
Q3=>,9; ¢4 et donc dépendent de la géométrie du guide d’onde.

Puisque, pour un mode s donné, les termes de couplage Q5, = 5= [* Q% e" "4 d(3d)
proviennent de l'intégration de la relation de dispersion, on remarquera que la valeur nu-
mérique de ces termes dépend de I’échantillon donné pour la relation de dispersion et que
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—— reference
30t & N~ 2 2 _
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E temn N = 201/
— 20t 3 |
> 3 .
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S : }
[l | ," ‘\ 4
Y— 1 O /m ‘m‘
i3y X
&f . FIGURE 3.3 — Bernardi et al (2011a). Relation de
0 0 1 2 dispersion (noir) typique de la ligne & retard d’un
TOP a hélice et approximations pour plusieurs va-
phase/n leurs de n. = Npy, d’aprés le modéle discret.

les points manquants doivent étre interpolés. Cela signifie que le modeéle discret requiert la
plus large relation de dispersion possible (incluant toute la zone de Brillouin) et non pas
juste la fréquence d’intérét de la bande de transmission (comme c’est le cas pour les modéles
fréquentiels). C’est un des avantages du modele discret : la propagation des ondes prend
intrinsequement en compte toutes les fréquences.

3.4.2 Portée de couplage

A partir des transformées de Gel'fand, nous avons introduit les termes de couplage

1 (" :
Q) / Qg qe" " dy, (3.61)

:E o

avec le déphasage ¢ = (3d, et, réciproquement, la pulsation

080 =Q5(p) = )_ Q5 eme. (3.62)
nez

Nous allons maintenant décrire leurs constructions a partir de la relation de dispersion (dia-
gramme de Brillouin) du guide d’onde.

Dans le modele discret, la relation de dispersion est décomposée en base de Fourier.
Or pour les TOPs, le diagramme de Brillouin ressemble a une fonction cosinus. Cela rend
la décomposition de la ligne extrémement réduite, car les grands coefficients de Fourier
deviennent rapidement négligeables (nli_{r;o Q2 = 0). En d’autres termes, on peut limiter la
série (3.62) & un nombre |n| < N, fini, et donc le champ a la cellule n sera couplé jusqu’aux
cellules n + N,;,. Pour les TOPs a cavités couplées, le diagramme de Brillouin est quasiment
un cosinus et ne nécessite qu'une portée de N, ~ 1. Pour les tubes & hélice, il faut prendre
plus de termes Ny, =~ 5 — 20. L'erreur commise & la fois pour les TOPs & cavités couplées
et a hélice avec cette troncature est de moins de 1%?! (cf. figure 3.3). La portée de couplage 'Bernardi et al

Npp, devra étre augmentée autour des singularités de la relation de dispersion. Avec cette 2011a; Bernardi
2011

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019 MINENNA



58 3. Modeéle discret de Kuznetsov

troncature, '’équation (3.62) devient

Nph Nph
Qy ~ Z Qs elnhd — Qs 1 Z 207 cos(nfBd), (3.63)
n=—Npn n=1

avec (2 les valeurs approchées des Q3.
Pour étre utilisé, le modele discret requiert impérativement la relation de dispersion (23
pour chaque mode de propagation s considéré. Cette relation de dispersion peut étre estimée
par des solveurs numériques tels que HELICOF, HELMOTH-3D, HFSS!, CST et MAXWELL3D, ou !Aloisio et Waller
elle peut étre directement mesurée expérimentalement. 2005

3.4.3 Atténuateurs et pertes

Dans les tubes a ondes progressives et autres appareils expérimentaux, la propagation
des ondes est réduite a cause des pertes telles que les effets de peau ou les pertes diélec-
triques. Pour les tubes industriels, des atténuateurs locaux sont volontairement ajoutés pour
améliorer leurs caractéristiques.

Dans les modéles fréquentiels d’enveloppe, avec des champs décomposés en ¢! 1% (voir
section 8.1.2), on définit la perte spatiale par

(Z—C: = —ipC®* — &/(s)C*, (3.64)
avec C%(z) = CS e~17* le facteur d’enveloppe spatiale des champs, vy = 3 — i’ le nombre
d’onde perturbé et «’ le coefficient d’atténuation spatiale.

En suivant ce schéma, on veut définir les pertes pour le modéle discret. Si on inclut
un courant cE (loi ’Ohm) dans I'équation de Maxwell-Ampére rot H = ¢;0;E + oE sans

faisceau, on peut réécrire I'équation d’évolution (3.59) comme? 2Bernardi et al
2011a,b
dvs
= >l —als)Vs, (3.65)
nl

avec « le coefficient d’atténuation temporelle de 'onde provenant de o (si o est indépendant
de I’espace). Ce coefficient est mesurable ou calculable avec des solveurs numériques a froid.
Pour les TOPs, il est courant d’employer des coefficients d’atténuation spatiaux. On cherche
donc le lien entre « et «’. Dans une approximation monochromatique et fréquentielle du
modele discret (voir section 8.4), on imposera que V3 (t) = V§e~™#4elvt avec w et 3 fixés.
En rappelant que Q5 = > Q3 ™79, les équations (3.60) et (3.65) meénent 2 la relation de
dispersion avec pertes

w? = (Q)? — iwe, (3.66)
avec w(f) = Qj sans pertes. La série de Taylor w(8 —ia) = Qf —iawg + ... méne a
o =2avg(B), (3.67)

au premier ordre, avec vy = Jgw la vitesse de groupe. Dans les cas ot les atténuations varient
(p. ex. un atténuateur local dans un TOP industriel), on pourra utiliser des «,, par cellule
dans (3.65).
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3.5

Avantages du modele discret

Le premier avantage du modele discret est qu’il permet une réduction drastique du
nombre de degrés de liberté pour les champs. En effet, 'usage de la base de fonctions propres
E3, H} et l'inversibilité de la transformée-3 permettent de décomposer le champ électroma-
gnétique dans une structure périodique suivant les relations (3.44) et (3.45) avec des termes
Vs, et |2, ou n est le numéro de cellule. Par exemple, dans un tube a ondes progressives
composé de 200 périodes (cellules), pour un mode dominant s = 0, les champs pourront
étre décomposés en 200 termes V,,, et |,,, ce qui revient a dire que le systéme posseéde 200
degrés de liberté, les E,,, H,, et A,, étant des constantes (vis-a-vis du temps) associées a la
géométrie du tube. La différence est drastique comparée avec les codes particle-in-cell (PIC)
ol les champs a eux seuls doivent étre décrits par des millions de degrés de liberté. Toute-
fois, le modele discret est censé décrire une structure infinie dans I'axe de propagation, mais,
comme nous 'avons vu a la section 3.4.2, le couplage entre cellules de plus en plus éloignées
tend vers zéro et des conditions de bord dégressives peuvent étre mises en place ne pertur-
bant presque pas la dynamique générale. On notera aussi que le modeéle discret s’applique
en théorie uniquement aux structures périodiques. Cependant, nous l'utiliserons avec succes
au chapitre 5 pour des TOPs dont la périodicité est légérement variable (variation du pas et
du rayon : taper). Notre hypotheése “adiabatique” est que la variation est assez faible entre
cellules voisines. Toutefois, la principale limite du modele est que la longueur d’onde doit
étre supérieure au pas d’une cellule.

Initialement, le modéle discret fut développé! pour étudier le comportement en bord de
bande de transmission des TOPs a cavités couplées. En effet, prés des fréquences de coupure,
lorsque I'impédance de Pierce tend vers l'infini, les tubes générent des oscillations critiques
qui ne sont pas reproduites par les modéles de circuit équivalent et les modéles fréquentiels
(voir section 8.1.3). Or, 'une des premiéres critiques adressées a ces modeéles est qu’ils sont
limités & quelques harmoniques données et qu'ils violent les équations de Maxwell.2 Ce n’est
pas un probléme pour le modele discret, car, grace a sa construction en domaine temps, les
amplitudes V¢ et |$ prennent en compte toutes les harmoniques (toute la relation de disper-
sion est utilisée dans la propagation des champs, voir section 3.4). En plus, le modeéle discret
est un modele rigoureux qui se fonde sur les équations de Maxwell (3.1) et les respecte.
Cette robustesse a été déja suggérée théoriquement® et nos simulations* (voir chapitre 5)
vont dans ce sens. Le modele discret permet une description exacte des caractéristiques dis-
persives des modes de propagation a froid de la ligne. I’approche linéaire du modéle discret,
permettant une caractérisation simple et rapide des tubes a onde progressive, notamment en
régime linéaire (petit signal), est détaillée au chapitre 8. A la section 8.5, une comparaison
analytique® entre un modele classique de TOP (modeéle de Pierce) et le modéle discret en
régime fréquentiel est réalisée, permettant de valider ce dernier.

On remarquera aussi que le modéle discret n’impose aucune forme tridimensionnelle
pré-établie pour la structure observée, tant que celle-ci est périodique dans la direction z. Ce
modele est donc adapté a toutes les formes de guide d’onde utilisées pour les TOPs telles que
les cavités couplées ou les guides repliés. La seule contrainte est de déterminer les formes
de champ E;, H;, et A}, et les coefficients 2, pour chaque géométrie, mais cela peut se
résoudre soit par des modeles analytiques, soit par des mesures expérimentales, soit avec des
solveurs numériques 3D. Le modele discret est donc tres flexible 1a ot d’autres modeéles (p.
ex. les modeéles de circuit équivalent) requierent un redéveloppement pour chaque nouvelle
ligne a retard. Nous étudions la structure hélicoidale par un modele analytique au chapitre 9.

TKuznetsov et
Kuznetsov 1984;
Kuznetsov et al
2004; Ryskin et

al 2007, 2009;
Terentyuk 2016;
Terentyuk et al
2017; Minenna et al
2019b

2Thévcny et al
2016; Théveny 2016

3Ryskin et al 2009;
Minenna et al
2019b

4Minenna et al
2019c,d

5Minenna et al

2019b
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60 3. Modeéle discret de Kuznetsov

L’apport du modéle discret par rapport aux autres solutions temporelles est qu’il permet
une analyse unidimensionnelle précise. Le principal souci des simulations numériques est le
cotit de calcul a la fois en temps et en prix des machines. Or généralement, les approches
temporelles, telles que les codes PIC, requiérent de réaliser les simulations en trois dimen-
sions (au moins en 2.5D). Avec le modeéle discret, il est possible de faire des simulations en
1D (voir chapitre 5), réduisant d’autant I'effort de calcul numérique. Cette performance est
d’autant plus importante pour des activités industrielles telles que la conception de nouveaux
TOPs. Pour utiliser le modele 1D, nous proposerons une approximation (voir section 6.5)
pour déterminer les formes de champ longitudinales E;, , et A; ..

Un dernier avantage du modele est qu’il n'impose aucune limite sur la description du
faisceau électronique. C’est la partie champ du modele d’interaction. On pourra le combiner
avec une approche N-corps (voir chapitre 4) ou une description fluide (voir chapitre 8).
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«Je suis de ceux qui pensent que la Science a une grande beauté [...] Un savant dans
son laboratoire n’est pas seulement un technicien : c'est aussi un enfant placé en face
des phénoménes naturels qui I'impressionnent comme un conte de fées. Nous ne devons
pas laisser croire que tout progreés scientifique se réduit a des mécanismes, des machines,
des engrenages, qui d’ailleurs ont aussi leur beauté propre. [...] Je ne crois pas non plus
que, dans notre monde, l'esprit d’aventure risque de disparaitre. Si je vois autour de moi
quelque chose de vital, c’est précisément cet esprit d’aventure qui parait indéracinable et
s’apparente a la curiosité [...]. »

— Marie Sktodowska-Curie, rapportée par Eve Curie, Madame Curie, 1938

Dynamique hamiltonienne N-corps pour le
modele discret

Nous avons vu la décomposition des champs électromagnétique avec le modéle discret au
chapitre 3. Dans ce chapitre, nous ajoutons la dynamique des particules chargées au systéeme
en utilisant la description a N-corps. La dynamique totale est exprimée grdce au formalisme
hamiltonien, offrant de nombreuses propriétés de conservation. On notera que la description de
notre modéle dans le formalisme lagrangien est réalisée au chapitre 6.

La mécanique classique.

La mécanique classique porte! sur I'étude du comportement des corps matériels, a sa- Gignoux et
voir : les conditions mises en ceuvre pour qu’ils soient au repos (statique) ; comment ils se Silvestre-Brac 2002
déplacent (cinématique) et pourquoi ils le font ainsi (dynamique). Les premieres réflexions
sur le mouvement des corps sont attribuées aux philosophes grecs, tels qu’Aristote ou Archi-
meéde. Le début de la mécanique classique moderne revient a Galilée pour ses travaux sur
le principe d’inertie et sur le calcul d’orbites célestes. Ce fut Newton (1687) qui posa, avec
ses trois lois fondamentales, les bases mathématiques et physiques de la mécanique, aidé des
travaux de Kepler. En 1760, Euler écrivit les premiers systémes avec des coordonnées géné-
ralisées. Ses idées furent reprises par Lagrange pour développer la formulation lagrangienne,
largement utilisée pour reformuler la mécanique newtonienne. C’est au 19¢ siécle que sera
développé le formalisme hamiltonien.
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4. Dynamique hamiltonienne N-corps pour le modele discret

4.1

4.2

Modeles N-corps en électrodynamique et en plasmas

Pour étudier I'interaction onde-particule, les descriptions cinétiques sont trés communes
car elles permettent de caractériser le mouvement global des particules. L'une de ces des-
criptions, et probablement la plus connue en physique des plasmas, utilise ’équation de
Vlasov,! aussi appelée équation de Boltzmann sans collisions. La dynamique des particules
est décrite a partir de fonctions de distribution f(q, p,t), pour chaque espece, évoluant dans
I'espace cinétique a six dimensions. Le milieu étant percu comme « continu », on note la li-
mite cinétique N, — oo, avec N, le nombre de particules chargées. La description N-corps
(N-body, ou many-body), quant a elle, peut étre vue comme une “version finie”, ot N, < co.
Avec une approche N-corps, il est possible? de revenir a la limite cinétique de la description
vlasovienne, tant que les couplages sont assez lisses.

L'un des bénéfices majeurs des descriptions cinétiques, qui servent de base aux codes
particle-in-cell (PIC), est qu’elles permettent d’utiliser des fonctions lisses obéissant a des
équations aux dérivées partielles, alors que la dynamique N-corps a longtemps été jugée im-
praticable a cause du nombre excessif de degrés de liberté mis en jeu. En effet, 'approche N-
corps requiert en théorie de prendre en compte la dynamique individuelle de toutes les par-
ticules. Cela rend cette description peu attrayante pour étudier les grands systémes (comme
des TOPs longs de plusieurs centimetres, voire plusieurs meétres).

Paradoxalement, la description N-corps est utilisée dans de nombreux cours de physique
pour introduire intuitivement I’électrodynamique classique® (comme la dynamique d’une
particule chargée plongée dans un champ électromagnétique), la physique des lasers a élec-
trons libres* ou les phénomeénes microscopiques en physique des plasmas® (comme I'amor-
tissement Landau ou le chaos hamiltonien, voir section 1.3). De plus, la description N-corps
est trés courante en astrophysique et en cosmologie,® tandis que l'utilisation de modeles
cinétiques y est récente et moins répandue.

Le modele décrit a la section 1.3 est analogue a I'approche décrite dans ce chapitre.
Toutefois, nous allons plus loin que l'introduction intuitive : nous proposons un modele N-
corps applicable a la simulation de vraies expériences (en I'occurrence les tubes a ondes
progressives). Notre approche est une alternative viable a la description vlasovienne.

Dans notre systeme, la dynamique N-corps s’étend aux NN, particules (électrons) indexées
1 < r < N, et M ondes. On remarquera que pour une structure donnée, la propagation des
ondes autorise théoriquement un nombre infini de modes, solutions de I'’équation d’onde.

Formalisme hamiltonien

La base du formalisme hamiltonien dit que le mouvement d’une particule peut étre carac-
térisé par sa coordonnée généralisée g, et son moment conjugué p,., aussi appelé moment
canonique. Ce dernier est défini comme la dérivée du lagrangien L par rapport a la vitesse
généralisée

s OL
déf
= - 4.1
L (4.1)
pour chaque particule indexée par 1 < r < N,. Cette définition du moment canonique
permet d’exprimer le formalisme hamiltonien par rapport aux vecteurs q,. et p,. dans 'espace
de phase a 2N, D dimensions (ou D est le nombre de degrés de liberté par particule).

1 Jeans 1915;
Vlasov 1945; Hénon
1982; Nicholson
1983

2Firpo et Elskens
1998; Elskens et al
2014

3Landau et al 1984;
Griffiths 1999;
Jackson 1999
4Bonifacio et al
1990; Freund and
Antonsen 1992
5Elskens et
Escande 2003;
Escande et al 2018
6Binney et
Tremaine 1964
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4.3

4.3.1

Si on a déja le lagrangien, on peut définir le hamiltonien a partir de la transformation
de Legendre

Ne
H(qapvt){re[l,Nc]} = Zp:qr - L(q, qat) ’ (42)

r=1

ol H est une fonction de (R? x RP)Ne dans R et ou la dimension D des coordonnées g, et
moments généralisés p, correspond au nombre de degrés de liberté par particule. A partir du
hamiltonien, on peut décrire I'évolution temporelle du mouvement d’'un systéme dépendant
du temps en écrivant les équations d’évolution, aussi appelées équations canoniques de
Hamilton,

OH
i = —— 4.
o= Fp. (4.3)
. 0H
L=t 4.4
P oa, (4.4)
Les variables p,. et g, sont dites canoniques si elles satisfont les égalités suivantes
[prapr’] = 0; [q'ra qr’] = Oa [qur’] = 6:’ y (45)

ol 'on note le crochet de Poisson canonique de deux fonctions § et &

act 0% 06 03 06
5.0] = Z <8qr dp,  Op, 8qr> ’ (4.6)

avec notre convention imposant que j = [3, H] + ;3.

Dynamique des N, particules dans un champ

Dans ce chapitre, nous décidons de considérer la partie matiere comme un systeme de
N, particules chargées (description N-corps). La dynamique des particules est représentée
par les points (¢, q,.) dans 'espace de phase R"e, et catalogués par I'indice r. On admettra
n’avoir qu'une seule espece : des électrons.

Force de Lorentz
Le cinquieme pilier de I’électrodynamique classique, apres les quatre équations macro-
scopiques de Maxwell, est la force de Lorentz, qui représente 'action d'un champ électro-
magnétique sur une particule chargée (ici relativiste)®
d(me Tr q.)

FL,r(qmqrat) = T = eE(qT7t) + eqr(t) X /J‘OH(qr>t)7 (47)

avec e la charge électrique (négative pour des électrons), m,. la masse, et v, le facteur rela-
tiviste de Lorentz défini par (4.10). La densité de courant du chapitre précédent est devenue
discrete

Ne
I, t) = > ea,(t)6 (r —an(t)) - (48)

1 Jackson 1999
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4.3.2

4.4

4.4.1

Hamiltonien des particules

Le hamiltonien d’un systeme est le générateur de ’évolution de celui-ci en présence d’une
2-forme de Poisson. Pour construire la partie matiere, nous choisissons des variables géné-
ralisées canoniques : les particules du systéme sont caractérisées par leurs positions q,.(¢) et
leurs moments canoniques p,(t) = v, (Qq,)meq,(t) + eA(q,,t). Le hamiltonien des parti-
cules? relativistes en interaction avec le champ radiatif dérivant d’'un quadri-vecteur (¢, A)
est

N,
= 1
Hel(pr7QT){re[1,Ne]} = XT: \/7715(«‘4 +c?pr —e A2 + 9 Z e Psc(dr — ) - (4.9)

r/Z#r

Tant qu'aucune action extérieure n’intervient, ce hamiltonien est une constante du mouve-
ment. Le premier terme de (4.9) correspond?! & v,m,.c? avec le facteur de Lorentz

. ~1/2 :
|4 / |40 |2 1
=11- =1/1 2 =4/1
o ( c? T c? * (mec)?

puisque v,m.q, = pr — €A pour des particules relativistes. On remarquera aussi que ce
hamiltonien engendre la force de Lorentz. En effet, en comparant pT’el = d%d%qr “LeAa
(4.12), on retrouve bien (4.7). Le second membre de (4.9) e 3., ¢sc(ar —ax)/2 correspond
a la partie électrostatique (dite de charge d’espace ou énergie potentielle) associée au champ
électrostatique E,. = —V,., souvent obtenu a partir de I'équation de Poisson V?¢,. =

Ipr —eAl”, (4.10)

—p/€o, avec ¢y le potentiel scalaire. Dans ce chapitre, nous utiliserons une autre approche
pour calculer le champ de charge d’espace (voir section 4.6.2).

Les variables q,, p, sont canoniques et respectent donc la relation (4.5). Les variables
d,, pr obéissent aux équations du mouvement (4.3)-(4.4)

el
|cl _ OHq Cz(pr| B eA) _ 1

el
op, 2 m(pr| 76A>’
Pr \/mgc4+62|pr\elfeA| Trille
|el o _8Hel e

S = e (2l = eA) VoA Vo6,

dr (4.11)

Pr (4'12)
avec V, = %. On utilisera la notation |*! pour une variable obéissant uniquement au hamil-
tonien des particules H,) et non pas au hamiltonien total du systeme. On remarquera que le
couplage avec les champs électromagnétiques se fait au travers du potentiel vecteur A mais
que le hamitonien (4.9) ne décrit pas I'évolution des champs (cf. section suivante).

Dynamique des M ondes en interaction avec le faisceau

On ajoute maintenant les champs électromagnétiques (partie circuit) dans notre systéme
grace au théoréeme de Poynting (1884) et on réécrit le hamitonien des champs en utilisant le
modeéle discret.

Hamiltonien électromagnétique du modele discret
Le hamiltonien des champs électromagnétiques? dans le vide

(4.13)

H., = 7/ (60|E|2 + ,u0|H\2) ar
2 ),

2L andau et
Lifshitz 1975;
Jackson 1999

1A ne pas
confondre avec
I’énergie cinétique
mec?(yr — 1)

et ’énergie des
masses au repos
mec?. Dans le cas
non relativiste, on
pourra remplacer ce
premier terme par
[pr — 6A|2-

_1
2me

2 Jackson 1999
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est obtenu grace au théoréme de Poynting® en partant des équations de Maxwell dans le vide,
avec V7, le volume total. On fait donc 'hypothése raisonnable que le faisceau n’engendre pas
de permittivité ni de perméabilité relative significatives pour perturber les champs. Avec le
théoréme de Poynting, on notera aussi le vecteur de Poynting*

S=ExH, (4.14)

utilisé plus tard.

Le hamiltonien des champs électromagnétiques (4.13) peut étre réécrit avec la décompo-
sition des champs du modéle discret. En utilisant les équations du champ (3.23)-(3.24) en
représentation-/3, nous obtenons que

Hon =3 55 / // (coVEVHES - ES + pol3I5HG - HE) d(Bd) d(8'd) d’r

(4.15)

En réalité, cette expression fait intervenir une double somme sur les modes de propa-

81,82
gation distincts, mais, comme démontré en annexe B.2, nous avons fvo Egl . EZf* d3r = 0 et
fVo Hf; . Hff* d3r = 0 pour s, # ss.

Avec la normalisation (3.28) et la relation de Parseval

" E(r + nde,) / "B (r)Pd(3d). (4.16)

!
- (2m)?

on réécrit le hamiltonien électromagnétique en représentation-33

Hon (V") pscty = 5 5 [ (VVE NG + 15157 N3) (5, (@.17)

SEZ

ou en représentation par cellule!

Heom (V2 19) {SEZ}_ Z > (Ve Ve, AN (4.18)

SEZ ni,no€Z

avec Ny, la transformée- de Gel'fand (3.15) de Nj. Ce calcul est donné en annexe B.3.
Comme on le sait, le hamiltonien d’un systéme est le générateur des évolutions, mais avec
la décomposition des champs, la question est de savoir quelles sont les variables qui évoluent.
Puisque maintenant les amplitudes V;,(¢) et |5, (¢) expriment les seules dépendances tempo-
relles des champs, cela veut dire qu’elles sont des variables généralisées de notre systéme.
On impose VZ (t) comme le « moment » canonique généralisé conjugué a la « coordonnée »
généralisée |2 (t). Elles obéissent alors aux équations différentielles du mouvement sous la

forme canonique de Hamilton (en représentation par cellule)

avs

em 8Hem
= — = E 1>, / 4.1
dt 8'791 =, n—n’> ( 9)
dl$ jem 8Hem . jem
n = = E VS NG 42
dt ovs non'o (4.20)

n'€Z

pour un hamiltonien a froid (sans faisceau). On utilisera la notation |*™ pour une variable
obéissant uniquement au hamiltonien électromagnétique H.,, et non pas au hamiltonien

3Poynting 1884;
Feynman et al 1964

4 Jackson 1999

1 André et al 2013
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total du systeme. C’est notre choix de normalisation (3.28) qui assure que les variables sont
canoniques. On a donc les crochets de Poisson (voir (4.6))

Voo Via] = [, 15,1 =0, (4.21)
(15, Vo,] = 6507, . (4.22)

Le formalisme lagrangien du modéle discret est décrit a la section 6.1.

4.4.2 Hamiltonien complet et retour aux équations de Maxwell

Le systeme onde-particule complet est décrit par le hamiltonien total
Hiot = Hem + Hel y (423)

soit la somme des parties champs (4.18) et matiere (4.9). On rappellera que, dans le hamil-

tonien des particules, le potentiel vecteur est décomposé selon la relation (3.49),! et donc 1A = Do ilnAS
que le hamiltonien des particules (4.9) dépend aussi des I%. Les équations d’évolution du

systeme nous sont données comme les équations de Hamilton

2
H,, c (pr — eA) 1
= O _ - (pr - eA) : (4.24)
opr Vm2ct + lp, +eAPR e
OH
pr = — - (pr - eA) “ViA —eVigge, (425)
dq, VrMle
dl$  OHyot
n = = V2N 4.26
avs oM, 4l
tot ..
= =— 2NS_. — A 4.27
avec V, = %. On constate que pour respecter les équations de Maxwell, le couple (4.26)-

(4.27) doit étre égal aux équations d’évolution (3.37)-(3.38) obtenues a partir de Maxwell. En
rappelant la discrétisation de la densité de courant (4.8), la comparaison des deux couples

nous impose les relations? 2 André et al 2013
5 =195, (4.28)
NS = Qf (4.29)
—iAl (r) =F° (r), (4.30)
: S S ES
—iA5(r) = F(r) = Ni , (4.31)
B

et nous force a choisir la jauge Weyl VJ = 0 pour le potentiel vecteur (3.49). Ce choix de
jauge est fait pour le champ électrique de circuit (décomposé par le modele discret) mais ne
tient pas compte de la partie charge d’espace. Par la suite, la notation en N sera remplacée
par les Q et la notation en F (voir éq. (3.39)) sera remplacée par les A. Le coefficient de
Fourier

1 4 :
Qs _ Q% e~ i(n1—n2)pd d(ﬁd) (4.32)

ny—n2 2
Y
—T

remplace N? dans (4.18), et s'interprete comme le coefficient de couplage entre la cellule

niy—na2

ny et la cellule ny dans le systeme (voir section 3.4).
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4.5

4.5.1

Evolution temporelle et intégrateurs numériques symplec-
tiques

Le formalisme hamiltonien permet d’exprimer les trajectoires dans I’'espace de phase en
fonction du temps. Pour décrire I’évolution des variables canoniques, la voie la plus directe
passe par la construction analytique de ces fonctions, si on les connait. Dans notre cas, on
peut les calculer a partir de conditions initiales connues en utilisant leurs propriétés de va-
riations temporelles. En effet, I'’évolution pour notre systéme nous est entierement donnée
par les équations de Hamilton (4.24) a (4.27). Avec ces équations, on peut réaliser un in-
tégrateur numérique® symplectique (voir appendice A). Cet intégrateur sera caractérisé par
une méthode numérique (mapping), aussi appelée le flot discret ou numérique (discrete or
numerical flow), telle que &, : a] . &| b ou h est le pas de temps, qui fait évoluer nos
variables canoniques du temps ¢ au temps ¢ + h.

L’étude numérique d’'un systeme hamiltonien permet souvent d’utiliser des méthodes
symplectiques. Les plus connues (voir appendice A) sont les méthodes de Vogelaere, dites
Euler symplectiques, ou de Stormer-Verlet, dites saute-monton (leap-frog). La discrétisation
temporelle du systéme et son application numérique impliquent des erreurs indésirables sur-
tout pour des simulations en « temps long » et avec des pas h grands. Grace a leurs propriétés
de conservation, les méthodes symplectiques! peuvent limiter ces erreurs. L’appendice A pré-
sente un exemple simple d’intégrateur symplectique pour le pendule non-linéaire.

Dans cette section, nous séparons notre hamiltonien total en trois générateurs élémen-
taires, respectivement les hamiltoniens de charge d’espace, des champs et des particules. La
combinaison de chaque partie, dans une méthode a pas fractionné,? définit I'intégrateur com-
plet et son ordre dépend de la complexité de la combinaison. On remarquera que, pour notre
hamiltonien total, nous pourrions proposer une infinité de méthodes numériques différentes.

Charge d’espace

Ici, nous ne considérons que le hamitonien de charge d’espace (space charge) Hs. =
eZT,;éT osc(qr — q,7)/2, provenant de (4.9), comme notre générateur élémentaire. Celui-ci
ne modifie que les moments canoniques des particules. Il n’y a donc qu'une seule équation
de Hamilton non nulle

OHyge

=—Gq. = > Vibeelar —ar), (4.33)
T r#£r!

constante dans le temps. A partir de cette équation, on peut discrétiser I'évolution des mo-
ments canoniques entre le temps ¢ et le temps ¢ + h comme pr|jih = p,|," + b, |, quiest
exacte car q, = 0 dans cette partie. En rappelant que p, = v,m.q, + €A, et que I |*° et q,|**
sont constants dans cette méthode, on obtient
SC . sC sC . SC Sc
me’Yr’tJrh QT’tJrh = MeYr|, Ar|, + hn Z vr¢sc(qr ¢ A
r'#r

). (4.34)

avec h le pas de temps et n = |e|/m, > 0. Plus important, "équation (4.34) est exacte pour
H,.. Le modele de charge d’espace et 'expression de son potentiel scalaire ¢s. sont donnés a
la section 4.6.2.

3Hairer et Hairer
2001; Hairer et al
2003, 2010

1 Arnold 1976

2Hairer et al 2010
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4.5.2 Propagation a froid des champs

4.5.3

Pour intégrer le champ de vecteur ) = h(p), on utilisera ci-apres I'’équation intégrale

h
() =], + / b5 (v)) (4.35)

avec le flot §;, pour le pas de temps h tel que H,(y) = t)|t+h.
Dans cette méthode, seul le hamiltonien des champs électromagnétiques (4.18) est consi-
déré. On écrit de facon vectorielle les équations de Hamilton (4.20) et (4.19) de H,,, comme

dvs:(n1) jem -

dt =~ e, (4.36)
dl5»(n1) jem 5.(M1 ) rs. (ma) (00

| =, s

avec les vecteurs V= (") = (V3 Vs, .. )", 150 = (15,15,...)" et la matrice ng)l) correspon-
dant aux coefficients de couplage entre les cellules n; et ny. On définit alors la matrice de
couplage carrée

0o —q>m)
M= (n2) (4.38)
Qo 0

Pour simplifier les écritures, on regroupe alors toutes les amplitudes temporelles V? et I?
T P 7 . . 7

sous un seul vecteur VI®(™) = (V$ Vs, ..., I5,15,...) . En utilisant I'équation intégrale, on

discrétise les équations d’évolution

t+h
VI = vism )2 +/t MVIEM T At = exp (hM) VI (4.39)

sous la forme matricielle exacte avec une exponentielle matricielle. On notera que cette
représentation matricielle des couplages nous permettra d’incorporer facilement par la suite
les atténuations calculées a la section 3.4.3. Dans ce chapitre, nous n’ajoutons pas encore les
pertes.

On remarquera que le hamiltonien électromagnétique du systeme provoque aussi I'évo-
lution des vitesses des particules. En effet, nous avons vu que le potentiel vecteur A (3.49)
dépend des I? () et donc de leurs variations temporelles. Or, puisque p,|*™ = 0 en ne consi-

, em em . o Iy . .
dérant que H.pp, On a p, | h = pr‘ . »qui se réécrit comme I’évolution des vitesses
em . em _ . . s s em s em
me%"’t+h qr’t—i—h - me%|t qr‘t te § :IA*n(q’“) (In t+h I”‘t ) ) (4'40)
s,n
. o . em
qui est exacte pour H,,,. On notera que les positions restent constantes et que les I, ] 14, SONE

donnés par (4.39). Les A;, sont déterminés a partir de la géométrie de la structure. Nous les
donnons pour une géométrie unidimensionnelle a la section 6.5 et une géométrie hélicoidale
3D au chapitre 9.

Propagation des particules et couplages

Finalement, dans cette méthode, nous ne considérerons que le hamitonien des particules
(4.9) sans la charge d’espace. Puisque ~,m.c? est constant pour chaque r, cela impose aux -,
et par extension aux normes des vitesses d’étre des constantes du mouvement. Pour chaque
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4.5.4

4.6

4.6.1

particule, les positions évoluent de facon exacte en suivant

el el el
¢

A, =ar|, +ha (4.41)

OHe _
Vs,

Concernant les champs, seuls les termes V5 évoluent. Les I? sont constants puisque
On a donc I'équation de Hamilton

N,
dvy e OH,) S el s
i =-—Z5 =~ E 1eqr‘ A7 . (4.42)

Sous forme intégrale, et aprés un changement de variable ¢ — q,, on a donc le sous-pas
exact

s (el s (el . s
Valeen =Vale = Zle/ A’ (qy)-da;. (4.43)

r ar| t

Méthode a pas fractionné

En concaténant les trois méthodes précédentes, nous trouvons les coordonnées généra-
lisées et les moments canoniques discrets a chaque itération. La succession des sous-pas est
libre. Les méthodes des trois fractions précédentes nous ont permis d’écrire deux versions de
I'algorithme : une symplectique d’ordre 1 et une symplectique d’ordre 2. Le fait d’avoir des
sous-pas exacts implique qu’ils sont symplectiques, de sorte que leur composition I'est éga-
lement. L’appendice A présente un exemple de construction d’'un intégrateur symplectique
pour le pendule non-linéaire. Pour des raisons de protections industrielles, la combinaison et
les subtilités des intégrateurs que nous utilisons pour DIMOHA ne sont pas dévoilées dans ce
document. Nous ne discuterons pas non plus la commutation des intégrateurs.

Modeéle unidimensionnel

Pour rendre praticable notre modele discret, nous le projetons sur I'axe longitudinal = et
nous proposons un modele de charge d’espace adapté.

Couplage onde-particule

Pour résoudre les équations (4.24)-(4.27), nous prenons

A :
AS () — _i8. | VeZe —ip= 4.44
B,Z(Z) 15 Q%d € ) ( )

pour le potentiel vecteur (responsable du couplage avec les particules) avec A} = Aj; -e.. Le

détail des calculs pour obtenir (4.44) est donné a la section 6.5 pour une approximation 1D,
et ala section 9.3 en utilisant un modele d’hélice tridimensionnel. On remarque que (4.44) ne
dépend que de la relation de dispersion (déja indispensable pour déterminer la propagation
des champs, voir section 3.4) et de I'impédance. Avec la transformée-/3 inverse de Gel'fand
(3.15), la forme de champ du potentiel vecteur est

As (2) 1 / ) A5 L (z)e ™ d(Bd) . (4.45)

T o o

Les formes de champ des A? . ressemblent a un sinus cardinal, une fonction assez lisse.

n,z

Au lieu d’utiliser les électrons individuels, on peut alors utiliser un agrégat d’électrons que
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‘ \‘ \ ‘ \ ‘ \‘ \‘ \‘ FIGURE 4.1 — Inspiré de Rowe (1965). Représenta-

tion du modele 1D de disques pour la charge d’es-
pace

nous appelons macro-particule. Cela nous permet de réduire drastiquement le nombre de
particules de notre modéle N-corps. Chaque macro-électron de charge e et masse m,. (et
d’indice k) est caractérisé par sa position ¢, et sa vitesse ¢ le long de I'axe z.

4.6.2 Modele de charge d’espace de Rowe et faisceau

Pour représenter notre charge d’espace en 1D, nous utilisons le modele de disques de
Rowe (1965) (voir figure 4.1). Ce modele était utilisé auparavant par Tien et al (1955)
pour les TOPs et par Webber (1958) pour des klystrons. De plus, Bernardi et al (2011a)
envisagerent dans leurs travaux d’utiliser ce modele associé avec le modéle discret. Dans ce
modele, le champ de charge d’espace est donné par

) sign <q’fb72q’“') , (4.46)

pour un cylindre de faisceau de rayon b. Les effets du rayon de 'hélice a sont négligés dans ce
modele. La charge d’espace est dynamique car elle dépend de la position de chaque particule
a un instant donné. Toutefois, dans notre algorithme (voir chapitre 5), nous pré-calculerons a

Ne

2e
Esc(qk) = Z ?Obzexp <_

k' #k

qk — gk’
b/2

I'avance la matrice de charge d’espace pour un maillage de positions données et appliquons
aux particules les termes de charge d’espace liés au point du maillage le plus proche. Le
temps de calcul est grandement réduit et 'erreur générée dépend de la finesse du maillage
pris (voir section 5.3.4).

4.7 Avantages de notre modele N-corps

Le modele hamiltonien N-corps 1D présenté dans ce chapitre est une alternative aux des-
criptions cinétiques telles que les équations de Vlasov et aux modéles fluides. Remarquons
que nous n’avons pas vu dans ce chapitre si notre approche est applicable pour des struc-
tures centimétriques voire métriques. Toutefois, comme nous le verrons avec les simulations
au chapitre 5, ce modéle est significativement plus rapide que les codes PIC basés sur les des-
criptions cinétiques (voir les avantages du modele discret a la section 5.8). Notamment, les
termes de couplage provenant des formes de champ du potentiel vecteur sont suffisamment
lisses pour permettre I'utilisation de seulement 100 000 macro-électrons au lieu de simuler
les plusieurs milliards d’électrons d'un TOP. Nous notons aussi que notre hamiltonien com-
plet (champs et N corps) est intuitif et facile a utiliser pour quelques particules (voir son
analogue a la section 1.3).

Un avantage majeur du formalisme hamiltonien est qu’il permet de construire des intégra-
teurs symplectiques qui respectent des propriétés de conservation et permettent d’augmenter
le pas de temps numérique h sans ajouter trop d’erreur aux simulations (voir appendice A).
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On notera aussi que ce modeéle permet d’étudier plusieurs modes de propagation en ajoutant
des termes supplémentaires grace a I'indice s.

Le principal probleme avec 'approche hamiltonienne est qu’elle ne prend pas en compte
les phénomeénes de dissipation, pertes et défauts qui surviennent dans les vrais tubes. I
est donc impossible de conserver la nature symplectique du systeme. Toutefois, aprés avoir
caractérisé ces défauts, on pourra admettre que les erreurs générées sont faibles dans les
régimes de fonctionnement normaux des tubes. Un autre probléme est la nécessité d’utiliser
une géométrie périodique. En effet, les champs propres de base doivent respecter la condition
de Floquet. On pourra toutefois étudier les systémes avec de légers changements de pas en
considérant I'erreur générée comme faible.

Les résultats numériques tirés de notre théorie sont présentés au chapitre 5. Au cha-
pitre 6, nous étendrons cette théorie au formalisme lagrangien pour pouvoir exprimer la
conservation du moment total du systéme.
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5.1

“Beware of bugs in the above code; I have only proved it correct, not tried it.”

— Donald E. Knuth’s website

Simulations de tubes a ondes progressives avec
DIMOHA

Le chapitre 4 a mis en place notre théorie N-corps. Dans ce chapitre, nous utilisons cette
derniére pour construire Ualgorithme DIMOHA et pour simuler des tubes a ondes progressives. La
premiére partie décrit notre algorithme et la seconde présente nos résultats.

L’algorithme DIMOHA.

Pour répondre aux problématiques liées aux tubes a ondes progressives, le modele dis-
cret a été choisi comme base théorique a des simulations numériques. Dans ce but, le modele
discret a été développé durant les théses de Bernardi (2011)! et Théveny (2016)? au travers
d’une collaboration entre I'industriel Thales et le laboratoire PIIM, université d’Aix-Marseille-
CNRS. Récemment, une approche hamiltonienne N-corps® fut établie car elle est mieux
adaptée pour les phénomeénes non-linéaires et elle permet de construire des intégrateurs
symplectiques. A partir de cette théorie, nous avons écrit I'algorithme pIMoHA* (pour DIs-
crete MOdel with Hamiltonian Approach) avec le financement du CNES, de Thales AVS/MIS
et du PIIM. Parce que cet algorithme présente un intérét industriel pour les fabricants de
TOPs et les opérateurs télécoms, il a été déposé a I'agence de protection des programmes
(APP). En accord avec les différents co-financeurs, certains détails sur le fonctionnement de
DIMOHA sont volontairement omis.

Approches usuelles pour simuler un TOP

Bien que la technologie ait plus de 70 ans, la modélisation d’un tube a ondes progressives
(TOP) reste de nos jours un défi, notamment a cause du nombre de parameétres mis en jeu
et parce qu'en régime non-linéaire, les hautes puissances a haute fréquence générent des
instabilités critiques. Ce phénomeéne s’amplifie avec le développement de nouveaux tubes a
plus hautes fréquences. Actuellement, pour modéliser les TOPs, il existe deux domaines de

1Bernardi et al

2011a,b

2 Théveny et al

2016

3 André et al 2013;
Minenna 2016;
Minenna et al 2018
4Minenna 2017;
Minenna et al

2019d
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résolution : les codes en domaine temporel (time domain) et ceux en domaine fréquentiel
(frequency or steady-state domain).

5.1.1 Codes en domaine temporel

En principe, les codes en domaine temporel permettent d’étudier la majorité des pro-
blémes d’un TOP, notamment les réflexions, oscillations, non-linéarités, générations d’harmo-
nique et de raies d’intermodulation, distorsions des signaux multi-fréquences. Généralement,
ces codes utilisent un maillage 3D d’éléments finis (millions de points) pour discrétiser les
équations de Maxwell couplées a une dynamique particle-in-cell (PIC) du faisceau se fondant
sur les théories cinétiques. Comme exemples, on peut citer les codes CST,! KARAT,2 MAFIA,2 Safi et al 2018;

ou MAGIC3D.# Le probléme majeur de ces codes est le temps de calcul faramineux rendant ST
2Tarakanov 1992

3Weiland et al 1997
4Goplon 1995

cette approche peu attrayante notamment pour des activés industrielles ou du traitement du
signal (requérant des longues simulations de plusieurs micro- voire millisecondes physiques,
soit des millions voire des milliards de pas de temps). En plus de cela, a chaque nouveau
tube, le maillage doit étre refait, ce qui limite la flexibilité de ces codes.

Pour donner un ordre de grandeur, il a fallu au minimum 12 heures a Safi et al (2018)
avec le code PIC c¢ST pour simuler 5 ns d'un TOP a hélice, sachant que trés peu de modé-
lisations de TOP a hélice ont été réalisées a ce jour a cause de la difficulté pour réaliser le
maillage. Et il faut 1000 heures® avec MAGIC3D pour simuler 10 ns d’un TOP a cavités cou- 5F. André, commu-
plées (simulation plus longue qu’une hélice). La premiére étape pour caractériser un TOP est nication privée
de réaliser un diagramme AM/AM (puissance de sortie en fonction de la puissance d’entrée
pour une fréquence), ce qui nécessite une vingtaine de simulations (durant entre 5 et 10 ns
chacune), pour chaque fréquence. Les codes en domaine temporel actuels requierent donc
plusieurs mois d’utilisation. A notre connaissance, ces codes n’ont jamais été utilisés pour
reproduire la distorsion de signaux télécoms dans un TOP.

5.1.2 Codes en domaine fréquentiel

Les codes en domaine fréquentiel sont beaucoup plus rapides et donc s’affranchissent du
cotit de calcul. En plus, les approches fréquentielles sont plus flexibles a un changement de
géométrie du tube. Ces codes reposent généralement sur des modéles d’enveloppe ou sur
des modeéles de circuit équivalent (voir section 8.1). On peut citer comme exemples les codes
d’enveloppe MVTRAD,® CHRISTINE’ ou BWIS.® Pourtant, ces codes ont d’importantes difficultés Swaller 1999
a simuler les TOPs (voir section 8.1), notamment en régime non-linéaire et en bord de bande. 7 Antonsen and
Par définition, ces codes sont inadaptés pour simuler des signaux multi-porteuses et il leur g‘“’“‘“h 1997
est impossible de reproduire les réflexions et oscillations d’un tube et de simuler des signaux Li et al 2009
télécoms.

On notera que certains codes comme MVTRAD sont des hybrides avec une représenta-
tion en enveloppe des champs et un faisceau particle-in-cell (simulé a chaque cellule sur une
période temporelle). Cela rend MVTRAD capable d’étudier les saturations et une ou deux
périodes de piégeage en régime non-linéaire. Toutefois, la nature fréquentielle de la repré-
sentation des champs dans MVTRAD le rend sujet aux problématiques de ce domaine (voir
section 8.1).

5.2 Algorithme DIMOHA

Comme alternative aux codes PIC temporels et aux codes fréquentiels, nous proposons
une troisiéme option : nous utilisons la dynamique N-corps du chapitre 4 pour construire
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FIGURE 5.1 — Minenna et al (2019d). Déroulement des processus de DIMOHA. L’algorithme est divisé en trois parties :
(i) le pré-traitement qui calcule les parametres & froid (cold-field parameters) ; (ii) 'intégrateur temporel; (iii) le post-
traitement (non représenté) qui réalise les diagnostics comme le calcul de la puissance. Les entrées et sorties sont listées

a la table 5.1.

un code en domaine temporel, 'objectif étant d’avoir un code significativement plus rapide
qu'un code PIC pour la méme précision. Pourtant, par nature, la description N-corps est
jugée impraticable pour de vrais tubes. Cette description implique normalement un plus
grand nombre de degrés de liberté que les PICs car la dynamique de toutes les particules doit
étre prise en compte. Pour les structures périodiques, comme les TOPs, on surmonte cette
lenteur grace au modele discret qui réduit drastiquement le nombre de degrés de liberté.
Pour un TOP spatial, la réduction est extréme (~ 100000 degrés de liberté) en comparaison
des PICs qui impliquent plusieurs millions de degrés de liberté. A cela s’ajoute le fait que notre
approche est 1D, alors que généralement les codes temporels doivent simuler la totalité de
la ligne a retard en 3D.

Notre modele de réduction, présenté au chapitre 3, est combiné avec un modele hamil-
tonien N-corps auto-cohérent, présenté au chapitre 4. L’approche hamiltonienne nous per-
met un meilleur controle sur les propriétés de conservation dont les invariants de Poincaré-
Cartan.! A partir de ce modele, nous avons construit un algorithme symplectique® DIMOHA3
pour Discrete MOdel with HAmiltonian approach.

L’algorithme DIMOHA reproduit l'interaction onde-particule dans la ligne a retard d’'un
TOP et inclut diverses caractéristiques des tubes industriels (dont le pitch tapering, les severs
et les pertes réparties). Sa vocation principale est de servir a la recherche sur I'interaction
onde-particule mais aussi d’étre un outil pour la conception de TOPs et 'analyse de signaux
par des opérateurs télécoms. Un premier prototype opérationnel a été construit sur Matlab*
(ou son alternative libre Octave®). Pour améliorer le temps de calcul, la version actuelle est
écrite en fortran. Cette version est modifiée pour prendre en compte les caractéristiques
des tubes industriels. Elle utilise les librairies MPI,® pour la parallélisation processeurs/CPU

1 Arnold 1976
2 Hairer et al 2010;
Saitoh et al 2001

Minenna et al
2019c¢

4
www.mathworks.
com
5
www.gnu.org/
software/octave/
WWW.open-mpi.

org
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Inputs

Tube (per cell) :  Pitch d, dispersion relation w(f),

impedance Z.() and attenuation «,,

Beam (cathode) :  Current Iy, potential Vp, beam diameter b

Signal :  Injected 1D electric field in time at the tube inlet

Simulation parameters

tmax Duration of the interaction

h  Time step size

0 Initial spacing between macro-electrons
Nos  Number of grid meshes per cell

Npn__Range of coupling between cells TABLE 5.1 — Entrées (inputs) et sorties

Outputs (outputs) de DIMOHA. En émission mono-

1D electric field in time inside the tube
1D distribution function of electrons (positions, velocities)

5.3

5.3.1

du code, Lapack, pour les opérations matricielles, et fftw, pour les transformées de Fourier
discrétes (base des transformées de Gel'fand).

La figure 5.1 présente le déroulement des deux premiéres parties de DIMOHA. La premiére
partie (pre-processing) calcule les parameétres a froid du modele discret a partir de la géomé-
trie du tube. La seconde partie (time integrator) est le coeur de I'algorithme : l'intégrateur
temporel. Cet intégrateur modélise I'interaction onde-particule dans la ligne a retard jusqu’a
un temps t;,.x donné. Une derniere partie (post-processing) effectue les diagnostics finaux
aprés l'interaction. Les entrées (inputs) et sorties (outputs) de DIMOHA sont données par la
table 5.1.

Initialisation des parametres a froid

La premiere partie de DIMOHA, décrite dans cette section, sert au calcul des parametres
a froid (indépendants du temps) et au pré-calcul (voir ci-dessous) de la charge d’espace
en utilisant les données du tube et du faisceau (tube and beam inputs) de la table 5.1. Ces
entrées s’obtiennent soit a 'aide d’un solveur numérique, soit analytiquement, soit a partir
de mesures expérimentales.

La premiere étape de DIMOHA est de lire les entrées. Les entrées “faisceau”, “signal” et
les parametres de simulations sont lus par la routine load_input. Les entrées “tube” sont
lues dans des routines load_bil et load_don (les .bil et .don sont les extensions utilisées par

Thales pour caractériser leurs tubes).

Maillage 1D du tube

Les simulations sont réalisées en utilisant deux maillages spatiaux le long de I'axe z, pre-
nant en compte la variation de pas (pitch tapering) et de rayon et générés dans la routine
cons_taper. Le premier maillage, nommé z..j et de taille n..;, contient la position de toutes
les cellules. Le second maillage est un sur-échantillonnage (oversampling, noté os) du pre-
mier. Pour chaque cellule, on redéfinit N,s nouveaux points pour créer la grille zg.q de taille
ngeq. ON remarque que pour les TOPs spatiaux, la valeur de N,s n’a pas besoin d’étre tres
grande (IN,s = 20 dans nos simulations). L’avantage d’un facteur de sur-échantillonnage N,s
identique pour chaque cellule du tube est qu’il permet de gérer plus facilement les variations
de pas des tubes industriels.

chromatique, seules la fréquence et la puis-
sance de l'onde injectée sont requises.
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5.3.2

5.3.3

Termes de couplage et atténuateurs

Comme nous 'avons vu a la section 3.4, la propagation des champs électromagnétiques
avec le modele discret s’'interpréte comme une chaine d’oscillateurs harmoniques dont la
portée peut étre tronquée au Npp-iéme terme. La principale modification de DIMOHA par
rapport a la théorie est I'utilisation de tubes industriels dont les pas et les rayons de I'hélice
peuvent varier, brisant ainsi la périodicité du systéme. On estime que la brisure reste assez
faible. Toutefois, chaque nouvelle période spatiale (i) du tube aura une relation de dispersion
QZ’(i) et une impédance z» (s, B) différentes. Pour garder la symétrie entre les couplages des
cellules n; vers ny (qui doivent étre égaux aux couplages des cellules ns vers n), on réécrira
(3.59) en imposant a la main la pondération suivante

oy QU0

(ng) — 1—n2 2 1—n2 , (5.1)

dans 'équation (4.36).

Pour le mode s = 0, la routine coldField_eachCell calcule alors les coefficients de cou-
plage an(; ) 3 chaque cellule ¢, & partir de sa relation de dispersion Qg = Zgi‘_ Ny S elnfd
et en utilisant une méthode des moindres carrés.! La portée de couplage N, est estimée
a la section 3.4.2. Pour calculer avec précision les §2,,, notre modeéle requiert une relation
de dispersion tres large (p. ex. contenant toutes les harmoniques pouvant apparaitre). Les
points manquants sont interpolés par une méthode linéaire ou cubique.

Les coefficients d’atténuation «, utilisés dans I’équation (3.65) sont introduits sous forme
d’une matrice diagonale a&)). Ces atténuations prennent en compte les atténuateurs locaux
(severs) et les pertes réparties selon les données du tube. Puisque la dynamique de la pro-
pagation des champs est analogue a une chaine d’oscillateurs harmoniques infinie (voir sec-
tion 3.4), une coupure abrupte du tube aux bords ménerait a une réflexion totale du signal.
Pour éviter cela, on utilise une couche absorbante analogue a une perfectly matched layer
(PML) se traduisant pas I'allongement virtuel du TOP pour ajouter des termes «, croissant
a mesure que l'on s’éloigne du vrai tube. Pour un TOP spatial, I'atténuation progressive est
donnée par

p = XPML COS2 <(TLj)’/T) sil g n < npML Ou — NpML < N — Neell < 0, (52)
2npML

avec j € {1,ncn}, apmr un coefficient d’atténuation assez grand et npyy, la portée de

la partie fictive du tube telle que npyp, + 1 = ny, la premiére cellule du tube simulé et

Neell — MPML — 1 = Nyt 1a derniére cellule du tube. En accord avec 'équation (4.38) de la

propagation des champs, on définit finalement la matrice carrée de couplage dans DIMOHA

ENOREPNG
M= ("G o) (5.3)
a0

de taille (2ncen X 2neen), construite dans la routine coldField_matCouplage. La matrice de

Zfield)
n)

couplage M est la plus importante de notre systeme avec la matrice AE ci-dessous.
Formes de champs

Avant de calculer les amplitudes temporelles, nous devons obtenir les formes de champ de
base E,,, H,,, A,, pour le mode dominant s = 0. En 1D, le systéme est projeté le long de I'axe z
et on néglige le champ magnétique interne (H, ,,(z) = 0, voir (9.30), (9.31) et (9.32)). Dans

I Théveny 2016
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5.3.4

5.4

(zhcld
(n)
toutes deux de taille (ngaq X neenn) €t construites dans la routine COldFleld_eaChCell. Ces

matrices sont obtenues a partir d'une transformation de Fourier rapide (FFT) des équations
(6.73) et (6.74) sur 'échantillon de 8d € [0, «]. La matrice 6((:;5“) ne servira qu’a réécrire le
champ électrique

DIMOHA, les E,, ,(z) et A,, .(z) sont représentés sous forme de matrices € (z‘“ld) et A

B (21, 1) = E 5V (1), (5.4)
pour s = 0, en accord avec (3.44), avec le vecteur V(") = (V;,V,,...)". La matrice A, Zﬁe“)
quant a elle sera utilisée dans l'intégrateur temporel.

Faisceau et charge d’espace

On suppose que le faisceau au niveau de la cathode (z = 0) est mono-cinétique et est
composé de macro-électrons émis de facon homogene. En parameétre d’entrées de DIMOHA,
on posera ¢ la distance spatiale (espacement) initial entre chaque macro-électron. Plus § est
grand, moins il y a de macro-électrons dans la simulation et plus leur charge est grande. La
charge électrique négative des macro-électrons du faisceau est e = —|Iy|d/vel 0, avec et Iy le
courant de cathode. Méme si la correction relativiste est faible, notre algorithme est construit
avec des variables relativistes. La vitesse initiale du faisceau est

2
.
Vel =cq|1— (1 - M) , (5.5)

m.c?

donnée par I'équation (2.2), avec V; le potentiel de cathode, ¢ la charge d’un électron et m,
la masse d’un électron. On a donc imaginé un faisceau monocinétique composé d’une ligne
de macro-électrons également espacés. Il est possible de modifier individuellement la vitesse
de chaque macro-électron pour générer, p. ex., un faisceau pulsé d’électrons ou avoir une
fonction de distribution gaussienne. Le faisceau est initialisé dans la routine cons_Beam de
DIMOHA.

Pour la charge d’espace, nous utiliserons le modele de Rowe (voir section 4.6.2) dans la
routine cons_SpaceCharge de DIMOHA. A partir de 'équation (4.46)!, nous construisons une
matrice de charge d’espace, de taille (ngelg X ngela),

e 2e . Zfield — Zfielc
SCEE = reo? P (‘ ) sign (zj/gﬁ”) ! (5.6)

avec e la charge des macro-électrons et b le rayon du faisceau. Cette matrice est statique et

/
Zfield — Zfeld

b/2

pré-calculée avant I'intégration sur le maillage zg.q. Durant I'intégration temporelle, apres
chaque déplacement des particules, on leur assigne la position la plus proche dans la grille
Zfield- Ainsi, la force de la charge d’espace est calculée au point du maillage le plus proche
de leur position. Cette astuce permet de calculer tres rapidement les effets de charge d’es-
pace sans introduire de variable dynamique. Notre modéle de disque reste toutefois assez
approximatif mais dans un TOP le champ de circuit domine largement le champ de charge
d’espace.

Intégrateur et diagnostics

La seconde et principale partie de DIMOHA est son intégrateur temporel. Cet intégra-
teur résout les équations d’évolution (4.24)-(4.27) du systeéme et nous donne les amplitudes

1Rowe 1965
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5.5

5.6

V., (t),1,(t) des champs et les positions g (t) et vitesses g (t) 1D des macro-particules. L’évo-
lution est calculée de ¢ = 0 a t,,,x pour un pas de temps h donné. En régime monochro-
matique, h est donné par h = 1/(Na¢F'), avec Na; le nombre de divisions temporelles par
période 1/F, et t,.x est posé assez grand pour que l'interaction onde-particule se stabilise.
Dans ce régime, 'onde est excitée dans l'intégrateur en posant V,,, (t) = U cos(27F't), ala
cellule d’entrée ny, pour la fréquence F voulue avec le U adéquat en fonction de la puissance
d’entrée Py, voulue. En régime multi-porteuses, on pose V,,, (t) = >, Uy cos(2mFyt), avec
les fréquences et puissances voulues.

Avec le formalisme hamiltonien, nous avons construit un algorithme symplectique! assu-
rant sa robustesse et permettant d’augmenter le pas de temps h sans induire trop d’erreurs.
L’algorithme est parallélisé en multi-processeurs. Cette parallélisation est réalisée en divisant
spatialement le tube entre les threads alloués auxquels on associe une section de I'espace
correspondante zhead et zfhread de nos deux maillages.

La derniére partie de DIMOHA nous sert pour les diagnostics, notamment le calcul de la
puissance, du spectre de fréquence et de la fonction de distribution (position, vitesse) du
faisceau. La puissance électromagnétique est calculée pour chaque fréquence par (6.44) en
utilisant une transformation de Fourier rapide en temps du champ électrique sur une période
temporelle 1/F'.

Pour valider DIMOHA, nous avons effectué plusieurs validations (voir ci-apres).

Comparaison avec un code fréquentiel

En domaine temps, une comparaison entre DIMOHA et MVTRAD a été effectuée.? MVTRAD®
est un code fréquentiel spécialisé conforme a I'état de I'art et utilisé par Thales pour la
conception de TOPs depuis une vingtaine d’année (ce code est réguliérement amélioré). La
propagation des champs est représentée par un modele d’enveloppe comme celui présenté a
la section 8.1.2. Le faisceau est représenté par un modele cinétique PIC 2.5D ot le faisceau
est recalculé pour chaque cellule sur une période de temps RF. Cela rend MVTRAD capable
d’étudier les premiéres zones de piégeage en régime non-linéaire (et donc de calculer la
puissance a saturation d’un TOP).

Notre comparaison est présentée au chapitre 6 car nous utilisons les mémes simulations
pour analyser le moment canonique et la puissance des champs électromagnétiques avec
le modele discret. Cette comparaison est réalisée pour un tube sans défaut, sans pertes ni
atténuateurs et sans variations de pas (taper). Seule l'interaction onde-particule et la charge
d’espace sont considérées. Le régime choisi est en milieu de bande de transmission du tube
et plus précisément dans un régime oli MVTRAD marche trés bien. Les parametres initiaux
sont ajustés pour observer une oscillation de piégeage (MVTRAD ne converge plus au-dela).

Comparaison avec un tube industriel a hélice

Notre premiére comparaison®

avec des mesures a été réalisée pour un tube commercial
de Thales : un TOP a hélice en bande Ku (10-13 GHz) avec variation du pas, qui possede
des atténuateurs locaux (severs) et 140 W de puissance de sortie. Ce tube est utilisé dans des

satellites de communication.

1 Arnold 1976

2Minenna et al

2018

3Waller 1999

4\ inenna et al

2019c¢,d
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5.6.1 Diagrammes AM/AM et AM/PM

La figure 5.2 montre la puissance de sortie pour différentes fréquences en fonction de

née pour différentes fréquences en fonction de la
puissance d’entrée. L’axe horizontal se lit comme
101log1(Pin/Pinsat) €0 dB avec Pi, ot la puissance
a saturation. L’erreur typique de la mesure est de
1W.

FIGURE 5.3 — Minenna et al (2019d). Méme compa-
raison que pour la figure 5.2. Le déphasage non-
linéaire est donné pour différentes fréquences en
fonction de la puissance d’entrée. L’erreur typique
de la mesure est de 0.5°.

la puissance d’entrée (diagramme AM/AM). La puissance est la premiére caractéristique qui
définit un amplificateur. P,, .+ représente la puissance a saturation (puissance maximum).
La figure 5.3 montre le déphasage de 'onde a diverses fréquences (diagramme AM/PM). La
phase de sortie est la deuxiéme caractéristique qui définit un amplificateur pour les télécoms.
Dans notre contexte, le déphasage représente la différence de phase pour une puissance
d’entrée P, donnée par rapport a la puissance d’entrée a -20 dBm sous la saturation Pi, gat.

Le tube a hélice utilisé posséde environ 200 périodes. On doit donc calculer 200 couples
V,(t),1,(t). Pour les simulations des figures 5.2 et 5.3, il y a 20 points pour chaque fré-
quence. Nous avons pris un espacement de § = 10~% m. De ce fait, la simulation implique
approximativement 150 000 macro-électrons, menant a un total de 150 000 + 200 degrés
de liberté. Nos posons ¢,,.x = 5 ns avec le pas de temps h = 334 fs. La résolution choisie des
J et h est assez fine pour assurer la convergence numérique de la puissance a +0.1 W. Il a
fallu moins de 10 minutes a DIMOHA pour simuler chaque point avec un ordinateur person-
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130 [ ,',

MVTRAD, Vh: -50V, error phase shilft: +5°

115 L& [ MVTRAD, Vh: -100V, no error

RF output power at saturation (watt)

11 11.5 12

12.5

FIGURE 5.4 — Comparaison entre DIMOHA (courbe
noire continue), MVTRAD (courbes traitillées bleue,
cyan et magenta) et des mesures d’'un TOP & hé-

125 B lice en bande Ku (courbe pointillée rouge). L’accord
J===== Measurement entre les mesures et DIMOHA est excellent. Pour Mv-
——DIMOHA TRAD, le potentiel de cathode V est ajusté par un

120 ----- MVTRAD, error phase shift: +9° petit V}, entre 0 et —100 V pour avoir, soit la bonne

puissance mais avec un déphase plus important, soit
la bonne phase mais alors la puissance de sortie dé-
vie par rapport a la mesure. Comme le montre la
figure 5.3, le déphasage est identique a la mesure

5.6.2

5.6.3

Frequency (GHz) avec DIMOHA.

nel (8 threads avec un Intel®Xeon® E5640 a 2.66 GHz). Sur un cluster HPC,! cela a pris
2 minutes (32 threads avec un Intel®Xeon® Gold 6142 a 2.6 GHz). Ce temps de calcul est
un net progreés en comparaison avec les 12 heures requises par point par Safi et al (2018)
avec CST pour le méme tube et la méme précision.

Comparaison avec un code fréquentiel

Nous proposons aussi une comparaison de ce méme tube avec MVTRAD.! Ce dernier est
un code industriel en domaine fréquentiel utilisé pour le design de TOP. Pourtant, ce code
n’est pas exempt des problématiques des modeles fréquentiels présentées a la section 8.1.3
comme nous le montrons ci-apres.

La figure 5.4 présente la puissance a saturation pour différentes fréquences de la bande
passante du méme tube en bande Ku. La comparaison est faite entre les mesures, DIMOHA et
MVTRAD. Comme le montre cette figure, le potentiel de cathode V;, pour MVTRAD est ajusté
entre 0, —50 et —100 V pour les trois courbes traitillées. Cette modulation modifie la vi-
tesse initiale du faisceau et donc modifie le couplage onde-particule. Comme le montre la
figure 5.4, avec MVTRAD, soit on reproduit correctement la puissance de sortie a saturation
du TOP, soit on reproduit le déphasage généré par I'appareil. L’ajustement de 1}, permet de
retrouver un bon déphasage au détriment de la puissance. Cet ajustement est fait de maniére
empirique. D’un autre coté, DIMOHA reproduit extrémement bien les mesures, tant pour la
puissance que pour le déphasage (voir les figures 5.2 et 5.3).

Le TOP a hélice en bande Ku que nous utilisons est un des tubes que MVTRAD reproduit
le mieux. On conclut donc que DIMOHA est plus précis que MVTRAD. On notera toutefois que
chaque point avec MVTRAD prend environ 20 secondes a calculer et que, dans ce cas précis,
les déviations montrées a la figure 5.4 restent assez faibles.

Simulations multi-porteuses

L'un des avantages principaux de DIMOHA est que la décomposition des champs électro-
magnétiques en temps (et non pas en enveloppe) permet a l'algorithme de travailler avec
toutes sortes de signaux (dont les signaux de télécommunication) en régime non linéaire.
Pour démontrer cet aspect, nous proposons un cas relativement simple : un signal avec deux

IMESO

T Waller 1999

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019

MINENNA



84 5. Simulations de tubes & ondes progressives avec DIMOHA

==uus \eas.

1 11.5 12 12,5 FicuRrE 5.5 — Minenna et al (2019d). Comparaison
de DIMOHA (lignes noires) et des mesures & partir
d’'un TOP commercial en bande Ku (lignes poin-
tillées rouges). La puissance de sortie moyenne est
donnée en fonction de la fréquence apres .« = 100
ns. Les entrées sont F; = 11.65 GHz et Fp = 11.75
GHz et les deux fréquences ont la méme puissance
d’entrée P, = —10 dBm. Le graphe du dessus
montre les deux fréquences principales et toutes les
23 23.2 23.4 23.6 23.8 24 harmoniques générées a proximité. Celui du dessous
Frequency (GHz) montre les secondes harmoniques.

porteuses, une a F; = 11.65 GHz et lautre a F; = 11.75 GHz. On pose alors
Vi, (t) = U (cos(2n Fit) 4 cos(2m Fat)) (5.7)

pour la puissance d’entrée P, = —10 dBm. La figure 5.5 montre le spectre de sortie pour ce
cas en utilisant le méme tube en bande Ku qu’avant. Ici, la puissance de sortie est obtenue en
utilisant I'équation (6.44), ot1 enveloppe du champ électrique E, est obtenue en faisant la
transformée de Fourier rapide (FFT) de I'équation (3.42)1 Sur tmax = 100 ns (en soustrayant 'E, = >, VaE
les 5 premieres ns pour laisser le signal se stabiliser). On remarque que DIMOHA reproduit
I'amplification des deux raies fondamentales a F; et F» (les deux raies les plus intenses
de la figure du dessus), mais aussi toutes les raies d’intermodulation (figure du dessus) et
toutes les secondes harmoniques (figure de dessous), en accord avec la mesure. Pour les
secondes harmoniques, la calibration du banc d’essai n’est pas optimale a ces fréquences.
Pour ¢,,,x = 100 ns avec un pas de temps h = 83 fs, le temps de calcul avec DIMOHA est de 5
heures avec un ordinateur personnel (8 threads avec un Intel®Xeon® E5640 a 2.66 GHz).

Ce cas simple ouvre la porte vers des cas plus complexes comme du multi-porteuses avec
des raies d’émissions plus espacées ou de la modulation digitale comme la modulation par
changement de phase (phase-shift keying (PSK)).

5.7 Comparaisons avec des tubes a cavités couplées

Puisque nous utilisons le modele discret unidimensionnel, aucunes suppositions ne sont
faites sur la structure de la ligne & retard. DIMOHA est donc capable de simuler d’autres types
de géométrie, tant que nous avons la relation de dispersion et 'impédance des cellules. On
utilise maintenant DIMOHA pour modéliser deux tubes a cavités couplées différents, dont un
TOP a guide replié.

5.7.1 Tube a guide replié TWEETHER

Le projet TWEETHER? est un projet européen Horizon 2020 regroupant plusieurs orga- 2TWEETHER;
nismes universitaires et industriels, dont Thales. La finalité du projet est le développement André et al 2017,
des technologies et des réseaux de cinquieme génération (5G) en Europe. Pour amplifier 2018
les ondes millimétriques, un prototype de TOP (le tube TWEETHER) en bande W (92-96
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Frequency (GHz) coefficients. De méme pour CST 3 et MAGIC3D 2.

GHz) est en développement. Actuellement, les dimensions et caractéristiques du tube sont

établies et des prototypes sont en fabrication. Ce tube est un TOP a guide replié (folded wa-

veguide) de 130 mm avec un atténuateur (sever) central. La relation de dispersion® du tube, 3André et al 2017

son impédance et ses pertes ont été estimées par un solveur numérique.
Comme le montre la figure 5.6, le tube TWEETHER a été simulé en régime non-linéaire

a laide de trois codes temporels distincts : les codes PIC! csT? et MAGIC3D,3 et DIMOHA, et 'F. André, commu-

aussi simulé avec le code fréquentiel MVTRAD. Pour les trois simulations avec CST et les deux nication privée

avec MAGIC3D, les conductivités du mur en cuivre (coefficients d’atténuations) sont 1égére- 2osT

ment modifiées. Ces coefficients sont identiques pour les simulations DIMOHA, MVTRAD et 3Goplen 1995

CST 1; les simulations CST 2 et MAGIC3D 1; et les simulations CST 3 et MAGIC3D 2. DIMOHA

prédit une trés large bande passante (86-97 GHz). A 95 GHz, l'accord entre les trois simula-

tions est excellent. Entre 90 et 96 GHz, I'accord avec CST reste tres bon malgré I'écart avec

MAGIC3D. Nous pensons que les désaccords entre CST et DIMOHA a 97-98 GHz proviennent

du manque d’information d’entrée de ce dernier. La relation de dispersion n’a pas été calculée

au-dela de 98 GHz, or le modele discret requiert le plus de point possible aprés pour calculer

les coefficients de couplage (voir section 3.4). Les points manquants ont été extrapolés, ce

qui est un processus délicat. Un des points importants de la figure 5.6 est que les simulations

avec MVTRAD montrent un fort décalage de la bande passante qui n’est pas observé avec par

les codes temporels ainsi qu'une plus faible largeur de bande. Pour les guides repliés, MVTRAD

est connu* pour étre moins fiable. 4F. André, commu-
La figure 5.7 présente la puissance de sortie (diagramme AM/AM) et le déphasage de nication privée

sortie (diagramme AM/PM) en fonction de la puissance d’entrée pour le tube TWEETHER

a F = 93 GHz simulé avec DIMOHA. La résolution des simulations est affinée pour assurer

la convergence du code a +0.1 W. La figure 5.8 montre la puissance électromagnétique de

la fréquence fondamentale (F = 93 GHz) en fonction de la position z dans la ligne a re-

tard pour P, = 8 dBm. L’atténuateur central (sever) positionné entre 55 et 64 mm réduit

l'intensité de I'onde. Les oscillations de I'onde a 0 mm sont typiques de DIMOHA. En effet,

'excitation de I'onde V), (t) = U cos(2n F't), avec I'amplitude U adéquate, se fait sur la tota-

lité d’'une cellule. Cela génere de faibles oscillations indésirables pres de la cellule d’entrée.

Pour éviter ces oscillations, nous avons testé, par ailleurs et avec succes, une méthode® ex- 5D. Safi, communi-

cation privée
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citant constructivement les 5 cellules aprés n;, et destructivement les 5 cellules avant njy,.
Cette méthode est prometteuse mais nous ne l'utilisons pas car nous n’arrivons pas a ajuster
correctement la puissance d’entrée voulue sans passer par une méthode essai-erreur.
Chaque point sur la figure 5.7 correspond a une simulation telle que celle de la figure 5.8.
11 nous faut environ une dizaine de points pour faire un diagramme AM/AM correct et trou-
ver la puissance a saturation. Avec DIMOHA, chaque point a pris 2 heures avec un ordinateur
personnel (8 threads avec un Intel®Xeon® E5640 a 2.66 GHz). En comparaison, il a fallu
environ 1000 heures par point avec MAGIC3D et environ 10 minutes avec MVTRAD. Des me-
sures préliminaires! sur un tube TWEETHER indiquent que sa bande passante est trés large,
au moins de 6 GHz, voire 8 GHz, ce qui est en accord avec les simulations de DIMOHA (voir
figure 5.6). Pour nos simulations, nous avons pris une portée de couplage de N, = 1.

Tube a cavités couplées

Nous considérons aussi un autre type de TOP : un TOP a cavités couplées dit staggered
double-grating fonctionnant en sous-THz avec une trés grande bande passante. Le tube en
question est présenté par Karetnikova et al (2018) avec toutes les informations requises
(relation de dispersion, impédance, pertes) pour le simuler avec DIMOHA (voir table 5.1).
C’est un tube assez court (2.5 cm) et sans atténuateur central (sever). Par contre, a haute
fréquence, le pas de temps doit étre réduit. Une des particularités de ce tube est que la
relation de dispersion est donnée pour chaque demi-cellule. Pour utiliser DIMOHA, nous avons
simplement doublé le nombre de cellules du tube avec un pas d — d/2 et avec une portée de
couplage de Ny, = 2.

La figure 5.9 présente la comparaison en régime linéaire (la puissance d’entrée est assez
faible) entre DIMOHA et des simulations réalisées par Karetnikova et al (2018) utilisant cST,2
KARAT? et leur code 1D provenant d’'un modéle fréquentiel. Le gain est donné par (2.3). L'ac-
cord entre CST et DIMOHA en milieu de bande (200-240 GHz) est remarquable. Chaque point
n’a pris que 23 minutes avec DIMOHA avec h = 18 fs avec un ordinateur personnel (8 threads
avec un Intel®Xeon® E5640 a 2.66 GHz). Aux bords de bande, des désaccords significatifs
avec DIMOHA apparaissent. Selon nous, cela provient du manque d’information d’entrée de
ce dernier. La relation de dispersion provenant de Karetnikova et al (2018) ne s’étend que

FIGURE 5.7 — Simulation de la puissance de sortie
(courbe AM/AM) et du déphasage de sortie (courbe
AM/PM) en fonction de la puissance d’entrée avec

1p, André, commu-

nication privée

2¢sT
3 Tarakanov 1992
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0 ‘ ‘ de la fréquence fondamentale (F' = 93 GHz) en fonc-
0 50 100 tion de la position z dans la ligne a retard pour
. P;,, = 8 dBm avec DIMOHA. Dans cette simulation,
Position along the tube (mm) le systéme n’est pas entré en régime non-linéaire.

de 177 a 260 GHz. Or le modele discret requiert le plus de point possible de la relation de
dispersion pour calculer les coefficients de couplage (voir section 3.4). Les points manquants
ont donc été extrapolés. De plus, les modéles de charge d’espace sont différents : Karet-
nikova et al (2018) utilisent un faisceau rectangulaire alors que nous utilisons un faisceau
cylindrique (voir section 4.6.2). On remarque quand méme que des mesures expérimentales* *Hu et al (2014).

sur d’autres TOPs a cavités couplées ne montrent pas de pics sur les bords de bande. F. André, commu-
nication privé

5.8 Avantages de DIMOHA

Notre algorithme DIMOHA est un outil prometteur a la fois pour la recherche sur I'inter-
action onde-particule mais aussi pour le design industriel de tubes électroniques, tels que les
tubes a ondes progressives, ou encore I'analyse de signaux de télécommunication pour les
opérateurs. Pour la recherche, DIMOHA peut étudier la dynamique non-linéaire de l'interac-
tion onde-particule.

D’un point de vue industriel, DIMOHA possede de nombreux avantages. Son premier avan-
tage est sa robustesse, sa rapidité et sa précision. Notre code est extrémement rapide : entre
200 et 500 fois plus rapide que les codes alternatifs PIC testés pour une précision similaire.
De plus, il est meilleur en précision que MVTRAD (un code fréquentiel en amélioration per-
manente depuis plus de vingt ans et actuellement une référence pour le design des TOPs a
Thales) bien que ce dernier soit plus rapide. On rappellera que notre modéle DIMOHA nous
sert pas a déterminer la relation de dispersion ou I'impédance d’un guide d’onde. Pour cela,
il faut passer par un modéle ou solveur prenant en compte la géométrie du tube.

DIMOHA est aussi tres flexible et peut étre pris en main assez rapidement. Le nombre
de parametres d’entrée reste assez faible (voir table 5.1). En plus, comme le modéle discret
1D n’impose aucune exigence sur la structure utilisée (si elle est périodique), notre algo-
rithme peut simuler n’importe quelle géométrie de tube. Nous avons testé DIMOHA sur des
TOPs de 2.5 cm a 15 c¢m, pour des fréquences allant de la dizaine de GHz au sous-THz et
pour des TOPs a hélice et a cavités couplées, dont un guide replié. D’autres géométries, et
peut-étre d’autres types d’instrument (gyrotrons, lasers a électrons libres), devraient étre ac-
cessibles avec notre approche. En outre, il peut reproduire la puissance, la phase de sortie
et le gain d’'un TOP mais aussi simuler des signaux complexes comme du multi-porteuses
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ou un signal de télécommunication, ainsi qu'observer la génération d’harmonique, de raies
d’inter-modulation et des effets de distorsions. Nous avons validé DIMOHA pour un signal
2-porteuses.

Des différences existent entre les mesures et DIMOHA. Nous estimons que dernier est
améliorable sur les points suivants :

— La gestion des défauts n’est pas optimale. Il faut s’assurer que la variation de pas, tres
importante sur certains tubes, ne génere pas d’erreur. La gestion des atténuateurs (se-
vers) est plutot simpliste et doit pouvoir s’améliorer. De plus, certains défauts majeurs
comme les désadaptations des antennes d’entrée et de sortie ne sont pas pris en compte
alors que celles-ci peuvent générer des oscillations critiques. Dans le jargon des tubistes,
on parle de taux d’onde stationnaire (TOS, voltage standing-wave ratio (VSWR)).

— La gestion de la charge d’espace est approximative. On doit pouvoir construire un
meilleur modele.

— La gestion de I'injection de 'onde peut étre améliorée (voir les oscillations a 0 mm de la
figure 5.8). L’excitation de I'onde se fait pour le moment sur une cellule entiere. Nous
avons pu tester une méthode d’excitation destructive/constructive de part et d’autre de
la cellule d’entrée.

De plus, la formulation 1D du modéle nous empéche d’étudier les défauts dans le confine-
ment du faisceau et les asymétries 3D.

Comme DIMOHA est flexible et rapide, nous envisageons de 'utiliser pour étudier de nom-
breux cas. Notre prochain défi est la modélisation du TOP de 4 métres du PIIM. Ce tube est
utilisé pour étudier I'interaction onde-particule non-linéaire et le chaos hamiltonien. Nous
souhaitons aussi étudier la distorsion des signaux télécoms (multi-porteuse et modulation
digitale) dans la ligne a retard. Enfin, notre validation de DIMOHA s’est surtout concentrée
sur les TOPs a hélice. Nous souhaitons réaliser une analyse complete des TOPs a cavités

couplées.
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REMEMBER: WITH GREAT
POWER COMES GREAT
CURRENT SQUARED
TMES RESISTANCE .
OHM NEVER FORGCT HIS
DYING UNCLE'S ADVICE.
— Randall Munroe, http://www.xked.com/643
(permission for a not-for-profit publication).
. V4 .
Moment conjugue et puissance
V4 Vé . \ .
électromagnétique pour le modele discret
unidimensionnel
Ce chapitre est une suite au chapitre 4 dans lequel nous avons établi une théorie hamilto-
nienne N-corps unidimensionnelle avec le modéle discret. Maintenant, nous vérifions que cette
théorie admet des quantités physiques conservées. Pour cela, nous écrivons le lagrangien associé
et utilisons le théoréme de Noether pour obtenir le moment conjugué du systéme. Nous proposons
aussi une reformulation de la puissance €électromagnétique pour le modeéle discret.
6.1 Lagrangien du modele discret
Pour pouvoir utiliser le théoréme de Noether, et ainsi écrire la conservation du mo-
ment conjugué du systeme, nous employons le formalisme lagrangien (lié au principe d’ac-
tion stationnaire). On repart du modele discret hamiltonien N-corps unidimensionnel du
chapitre 4. Avec la projection sur I'axe z de propagation, nos variables généralisées sont
(9,9) — {q,., ar, 17, ifb}, et en employant la transformation de Legendre (4.2), on obtient le
lagrangien total du systeme
Ne
Ltot == Lem + Lel = Zprdr + Zvilfy - Htot )
T
avec Hit la somme des hamiltoniens des champs (4.18) et des particules (4.9). Le lagrangien
électromagnétique, associé a (4.18), est
Lem( {SEZ} Z Z (IfnUle nzIsz - IS QTSM 7l2|787/2) )
SEZ ni,mo EZ
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92 6. Moment conjugué et puissance électromagnétique pour le modeéle discret unidimensionnel

Qs = 6", et en

n’'—ns no?

ol nous notons U la matrice inverse de (2, de sorte que »_ , U;, .
rappelant que 27 = N?. On remarquera qu’en inversant la décomposition des champs, il

est possible de revenir a expression classique tri-dimensionnelle! L., = 1/2 fVZ (eo|E[* — Jackson 1999
po|H|?) d3r, et vice-versa. Nous ne prenons pas en compte les atténuations et pertes.

Le lagrangien des particules sur 'axe z de propagation est

N, 59 N,
. s MeC . |
Lel,z (QM qr, l ){re[l,Ne],sel} = - Z + Z Z € 1|nQ7’An - 5 Z e ¢Sc(q7‘ - qw) s (63)
T Ir roosn r/F#r
avec e la charge (négative) des électrons et v, = [1 — Z—z]*% le facteur de Lorentz donné par
(4.10). On a donc les équations d’évolution des variables généralisées en représentation par
cellule
Pr = L = YrMedr + Z Z eily Ay, = yrmedr + €A, (64)
aqr n-mn
SEZ n€EZL
. aLtot . . aAS aQSSC
r = = Iy i T — ) 6.5
Pr= "o, ;ZT;ZQI"(J o¢ Oq (6.5)
. 0L ‘s ocs
Vi=—2 =30, (6.6)
al% n' ez
N,
tg 8Lt0t N N = .
Ve= T = NS08+ D e Ay, (6.7)
8I” n’€Z r

avec p, le moment conjugué des particules et V? '’équivalent de ce moment pour les champs
avec notre normalisation. On rappellera que la décomposition du potentiel vecteur A est
donnée par (3.49). Les équations (6.6)-(6.7) deviennent en représentation-/3

o Lt 5
8|E Qﬁ
N,
VEES BLtOt S*()S - © SAS
vy = ai; =15705 + > egriAy, (6.9)

gréace a la transformée-g inverse de Gel'fand (3.15).

6.2 Application du théoreme de Noether

En mathématiques et en physique théorique, les lois de conservation sont indissociables
de la compréhension des systémes étudiés, et le théoréme de Noether (1918) est probable-
ment l'outil le plus profond et le plus influent utilisé pour décrire ces conservations. Pour un
systéme possédant des propriétés de symétrie continues, toute translation infinitésimale qui
laisse le lagrangien invariant implique I'existence d'une quantité conservée. Considérons la
transformation infinitésimale de q(t) en q'(t) = q(¢) + €dq(t). Si le lagrangien est invariant
au voisinage de ¢ = 0, soit L(q’, §’,t) = L(q, 4, t), alors la quantité

_ oL dd

- = 6.10
04 dele=0’ (6.10)

J(q.4,t)

est une constante du mouvement, soit 47 = 23 4 [J, H] = 0.
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6.2.1 Invariance du lagrangien

Nous appliquons le théoréme de Noether sur notre lagrangien total. Par choix, nous dé-

cidons de travailler en 3 plutét qu’avec la représentation par cellule (dans laquelle nous

formulons les équations d’évolution). Il est nécessaire de commencer par regarder comment

agissent les translations de I'espace sur les coefficients complexes I, avant d’appliquer le

théoréeme de Noether. Grice a la section uniforme du guide d’onde, nous considérerons la

dépendance spatiale sous forme exponentielle Ej(2) = Eg e~ 2, La translation infinitésimale

e de la position induit la variation de la coordonnée canonique I3 — I35 = 13 e8¢ 11 sagit

simplement du déphasage occasionné par la translation. Les transformations infinitésimales

des coordonnées généralisées et leur effet sur les vitesses sont au premier ordre

ogr =¢,
815 = —iely
6(1r = 07
515 = —iBel.

La variation infinitésimale du lagrangien est

aLtot z aLtot Z ¢ > 1 /Tr 8Ltot z aLtot zZ ¢
5LOZ=§ 265G + ——2 5G|+ — E Z 515+ —= 618
tot, ( dqr q dd, q or | =~ a'% B aléﬁ B

T

6.11
6.12
6.13
6.14

AA,_\,_\
—_— — ' ~—

d(Bd),

(6.15)

ol Lo, est la somme de (6.2) et (6.3). On remarquera que le potentiel de charge d’espace

agissant sur toutes les particules est invariant par la translation de l'origine des z et donc ne

contribue pas a (6.15). Par simple substitution, on obtient

(9Ltotz ZZ / I3 TQS YT

T SEZ

1 2 Q1S 7yS [s*

—ZZ / quQS OF5 +e,6’|5qTQS } d(Bd)

T seZ

,Z%/ wgg[“* V3V ] d(8d),
SEZL -

+ieplf g,

(6.16)

(6.17)

en utilisant I'équation (4.31)! pour remplacer la forme de champ du potentiel vecteur par

celle du champ électrique et '’équation (6.6) pour remplacer les i; par V3. En rappelant

que Ej(2) = E% e~"#%, on remarque que la premiére intégrale dans (6.17) sannule d’elle-

méme. La seconde intégrale s’annule aussi en considérant les relations de parité Vj
15" =125 et Qf = Q2 4 (voir section 3.3.2). En effet,

™

—T —T

/ iBVEVE Q3 d(5d) = / C(CAVE VL0, d(Bd) = — / iBVEVEQ3 d(Bd)

(6.18)

et de méme pour l'intégrale avec I315". Puisque I'équation (6.17) s'annule, le lagrangien Lyos, »

est invariant par translation et I'action totale est inchangée. Selon le théoréme de Noether,

cela implique I'existence d’une quantité conservée : le moment canonique total.

1 .
—iAg = E5 /0.
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6.2.2 Moment conjugué canonique

6.3

D’apres le théoreme de Noether, si le lagrangien est invariant par translation, alors

aLtot,z _ dptot,z

= 1
Oe dt 0, (6.19)

avec piot,, le moment conjugué canonique total du systéme. En utilisant les relations d’évo-
lution (3.44) et (3.45), en représentation-3, on réécrit (6.17)

Ne

aLtot,z o 8Ltot,z 1 " : S*|s VEAEL
&;8%+§%/W15[v5 ﬁ+vm}d(5d), (6.20)

avec p, = 0y, Liot,.. On obtient donc le moment conjugué canonique total du systéme sur
I'axe longitudinal

N,
2 1 T : s*x|8
Do) =Y e+ 5 [ iBVEIZABA), (6.21)
T SEL -

en accord avec (6.10). L’équation (6.21) est simplement la somme des moments conjugués
canoniques des particules et du moment conjugué canonique de 'onde.

Pour passer en représentation par cellule, on doit trouver comment réécrire l'intégrale
du nombre d’onde 5. On définit donc une transformée de Fourier modifiée (a cause de la
présence du i)

B =-B%, = %/ iBe "M q(Bd), (6.22)
-1 n+1
_ =0 >d . Vn#£0, (6.23)
n

avec B§ = 0. On finit par obtenir le moment conjugué électromagnétique canonique de
Ponde (second terme de (6.21)), en représentation par cellule!

Pem=(t)=>_ > Vil B .. (6.24)

SEZ n1,n2

On notera pour plus tard (voir chapitre 7) I'analogie lointaine avec la relation de de Broglie
quantique 7 en rappelant que, dans I'application de notre modéle, nous imposons a Vg, I?

d’étre chacun homogene a la racine carrée d'une action. Au chapitre 7, nous appellerons
(6.24) le moment de Minkowski pyjink.

Moment canonique des champs en régime monochromatique

En régime monochromatique (dit continuous wave (CW) dans le jargon des tubistes), on
se limite & une onde parfaitement sinusoidale avec une seule fréquence (sin(wt)). Nous utili-
serons cette approximation pour simplifier I'expression du moment conjugué et la puissance
des champs. Mais dans un premier temps, nous devons exprimer la vitesse de groupe avec le
modéle discret.

IMinenna et al

2018

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019

MINENNA



6. Moment conjugué et puissance électromagnétique pour le modéle discret unidimensionnel 95
6.3.1 Vitesse de groupe dans le modeéle discret
La vitesse de groupe des champs est la dérivée de la relation de dispersion
o5
vg(B) = B (6.25)
Pour les guides d’ondes, la vitesse de groupe est souvent donnée en régime harmonique par! Pierce 1950;
vg = (P)d/Wem avec (P) la puissance électromagnétique harmonique (8.28) et W I'énergie Watkins 1958;
. fos ; Jackson 1999
électromagnétique stockée.
On souhaite exprimer la vitesse de groupe en utilisant le modeéle discret. On commence
par dériver la normalisation (3.28) (car nous avons posé N3 = Q3)
005 OE} OE;
— b= (52 By + B —22) dr. 6.26
7 =), (% 59 (6:26)
Les dérivées des champs s’obtiennent par les dérivées des équations de Helmholtz (3.18)-
(3.19)
OEj OH;
. s B .
rot % = 71[&09{3 W — l‘LL()'UgH% 5 (627)
OH} OE}
rot —— 5 = i€ —-- a5 54 ieougE}, (6.28)
que nous remplagons dans (6.26). En utilisant la dérivée de la condition de Floquet dgE}(r +
de,) = 9p (Eg(r)e*iﬂd) = e~18d (8gE§(r) —id Ez(r)) et le théoréme de la divergence, on
peut finir par exprimer? 2Minenna et al
2018
d
vg(s, 8) = - / R(EF (r) x Hy(r)) e d®r (6.29)
Q3 Js
Le calcul complet est donné en annexe B.4. Nous définissons S comme une section transverse
dans le tube, p. ex. la base du cylindre (en z = 0). L’intégrale sur une cellule correspond a
la somme des intégrales surfaciques effectuées sur la longueur de la cellule (d dans notre
cas). Observant que la vitesse de groupe ne peut pas dépendre de I'abscisse associée a S, on
note que le membre de droite de (6.29) n’en dépend pas, et on réexprime ainsi la vitesse de
groupe comme la moyenne du membre de droite,
1 S% s 3
w(8) = o %(Eb (r) H‘[,(r)) ce. dr. (6.30)
B Vo
Ce résultat n’est pas surprenant car, en rappelant que le flux du vecteur de Poynting est
P. = [4(E x H)-e. dS, on retrouve 'analogie avec vy = (P)/Wem, en admettant que 23 est
analogue a I'énergie stockée.
6.3.2 Moment canonique des champs
Un aspect important de la vitesse de groupe (6.30) est qu’elle nous permet d’établir 'iden-
tité bien utile pour le nombre d’onde associé au modele discret temporel
NphNg 5% s 3
8= T/ %(EB (r) x Hﬂ(r)) ‘e, dr, (6.31)
C Vo
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96 6. Moment conjugué et puissance électromagnétique pour le modeéle discret unidimensionnel

valable pour tout guide d’onde sous vide. On note I'indice de réfraction (refractive index)

C

nph(svﬁ) = Ha (632)
1%

avec la vitesse de phase vy, = 23/, et P'indice de réfraction de groupe (group index)
ng(s, ) = —. (6.33)

Nous définissons alors le nombre d’onde de réfraction monochromatique! 1 Minenna et al
2018

(6.34)

vgﬂg Jé]
o nphng

Ks = o2
1 S% s 3
62/\}03%(55 (1) x (1)) -e. &r, (6.35)

ol Ej, H}; sont normalisés par (3.28). Comme nous le verrons plus tard, ce noyau sera utile
pour calculer la puissance électromagnétique sans avoir besoin d’analyser la forme tridimen-
sionnelle de la ligne a retard. Il nous suffit d’avoir la relation de dispersion (cette derniere
étant de toute facon indispensable pour établir la propagation des ondes avec le modele dis-
cret). Pour passer en représentation par cellule, on observera que la transformée de Fourier
inverse (3.9) de la pulsation Q2 = > Q3 "4 permet de récrire la vitesse de groupe comme
vg = 1Y, ndQs "4, Le nombre d’onde de réfraction monochromatique (6.34) s’obtient &
partir d’'une transformation de Fourier modifiée
1 [ .
Ké = —K*, = iK§ e "0 d(Bd) (6.36)

),

d S S
=3 > (i —n)Q_, 2 (6.37)
ni

Il est possible de réduire notre approche au régime monochromatique (aussi appelé
continuous waveform CW) lorsque 'on considére les champs comme des ondes sinusoidales
(p. ex., un simple cos(wt)) en temps avec une seule pulsation w = 27 F. Les applications dans
ce régime sont trés variées, car c’est le cas le plus simple a étudier. Par exemple, le domaine
harmonique peut étre vu comme la superposition d’'une multitude de régimes monochro-
matiques dont les champs sont exprimés en e“*. Dans ce régime, les vitesses de phase et
de groupe, et respectivement leurs indices de réfraction, deviennent des constantes par rap-
port au nombre d’onde (un seul w est considéré). Ainsi, en intégrant (6.34) avec les indices
constants, on obtient 'approximation d’indice constant en régime monochromatique

B; ~ npnngKs . (6.38)

Le moment conjugué canonique des champs électromagnétiques (6.24) se réduit a2 2Minenna et al
2018

Pem=(t) @ npung > > Vo In K (6.39)

SEZ m1,n2
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115
111
1.05
.2
+
01
>
PS
3 0.95F FIGURE 6.1 — Minenna et al (2018). Rapport de
g ogF ~ "~ T-~=———~--= vitesse des électrons ¢,(t)/ve,0 en fonction de la
g position dans une simulation unidimensionnelle en
g 0.851 ' temps d’un tube & onde progressive (sans tapers
% ni atténuateurs) avec DIMOHA. Le TOP choisi est
0.8+ 84 & fictif, mais proche d'un tube industriel spatial en
o — B | bande Ku (12-18 GHz). Chaque point représente
0.75 ectron zk/.zmi ) @ °  une macro-particule. La droite traitillée représente
— — Phase velocity vpn/Zini & . ,
0.7 ‘ ‘ | | s la vitesse de phase vpn/veio de l'onde. Les ef-
50 60 70 80 90 100 fets non-linéaires (piégeage) débutent approximati-

Position 2z (mm) vement lorsque z = 80 mm.

En remplacant (6.31) dans (6.21) et en recomposant les champs électromagnétique avec
(3.42)-(3.43), le moment conjugué canonique! des champs dans un guide d’onde devient?

1 T SIS \/S* NphN
Pem: ()= %/ iB15VE d(8d) = PCQg/V (ExH)-e.d’r, (6.40)
SEL - 0

dans le cas monochromatique, avec sa densité (a une jauge € pres)

om. (2, 1) = ”P(%(E(r, t) x H(r,t)) ‘e, +dive. (6.41)

L’apparition du terme n,,n, dans la définition du moment conjugué renvoie a la controverse
Abraham-Minkowski (voir chapitre 7). On notera que, dans ce contexte, le moment cano-
nique des champs ne peut pas s’exprimer comme c% fvo (E X H) -e, d°r, que I'on voit dans

la plupart des cours de physique fondamentaux.3

6.3.3 Validation de notre algorithme DIMOHA

Un des moyens de vérifier les propriétés de conservation de DIMOHA (voir chapitre 5) est
de tester la conservation du moment canonique total (6.21). On rappelle que p., . est, en
théorie, conservé d’apres I'application du théoreme de Noether (voir section 6.2) et que cette
conservation est essentielle pour s’assurer de la cohérence de nos simulations.

Pour avoir une représentation locale, on discrétise le moment électromagnétique cano-
nique total (6.39) par cellule sous la forme

1 s X
pem,n,z(t) ~ §nphng Z Z (V’rsll’fll - V;";) ;fn’ .

se€Z n'

(6.42)

Le passage de I’équation (6.39) a (6.42) est le méme que pour la puissance par cellule (6.68)
ci-dessous. On doit alors calculer le moment canonique des particules par cellule pour le
comparer a (6.42). On note que dans un TOP, la vitesse d’injection ¢,(0) = ve;o (donnée
a partir de la cathode (2.2)) des particules est trés grande et que, globalement, celles-ci ne
perdent que 10% de leur vitesse (voir figure 6.1). On ne regarde donc que la différence de
moment pour les particules. On note donc le moment canonique perdu (échangé avec 'onde)

I Minenna et al
2018, 2019e

20n notera une er-
reur dans Minenna
et al (2018). Ce
terme n’est pas le
moment canonique
dans un milieu.

3Feynman et al
1964; Landau
et Lifshitz 1975;
Griffiths 1999;
Jackson 1999
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£ 40 F [ — Electron momentum lost

‘;ao — — Field momentum gained

= 35F

S 30t

%o 25 -

é o0l FIGURE 6.2 — Minenna et al (2018). Conservation

@ du moment total par cellule, en fonction de la posi-

Gé 15 tion, pour l'interaction onde-particule pour la méme

=il simulation que la figure 6.1 et la figure 6.3. Courbe

\g 10k continue noire : moyenne temporelle sur une période

I RF (1/F) du moment des particules perdu (6.43).

g 50 Courbe traitillée bleue : moyenne temporelle sur

% une période RF (1/F) du moment de I'onde (6.42).

= 0 ‘ ‘ | | | L’échelle en 107'® N s résulte du fait que la masse
0 20 40 60 80 100 120 des électrons est tres faible et le moment des champs

Position z (mm) est pondéré par ¢~2.

des particules par cellule comme

_p:ﬁ};%z = Z (pr’(t) _pel,O) 5 (643)
()

avec r'(n) : |¢ — nd| < d/2 pour les particules dans la cellule n. L’amplification de 'onde
étant de presque 50 dB dans un TOP (voir figure 6.3), on négligera la soustraction du mo-
ment initial de 'onde (infime devant le moment final). On remarquera que le théoréme de
Noether s’applique a un systeme invariant par translation et que, puisque nos simulations
sont ouvertes sur les bords, on s’attend a des variations.

Pour notre simulation avec DIMOHA, on prend un tube fictif, sans défaut (pas d’atténua-
tions, ni de variation de pas a part les atténuations de bord, en dehors du tube simulé)
mais trés proche d’'un tube industriel spatial en bande Ku (12-18 GHz). La fréquence de
I'onde est de 12 GHz. Les parametres de fonctionnement (tels que courant et potentiel de
cathode, impédances de couplage et vitesse de phase) sont choisis pour que I'amplification
atteigne la saturation de puissance avant la fin du tube, et les effets de charge d’espace sont
pris en compte. La vitesse initiale est de ve o = 4.56 x 107 m/s pour les macro-particules
de charge 103270e avec un espacement entre elles de 6 = 10~° m. Comme le montre la
figure 6.1, au début du tube, les particules sont émises avec la méme vitesse ve o (faisceau
mono-cinétique). Les particules ralenties, avec ¢, (t) < ve o, ont transféré leur moment perdu
a l'onde et, puisqu’il y a plus de particules en-dessous de ¢,(t) = vel,0, 'onde est amplifiée
(voir section 1.3). La droite traitillée représente la vitesse de phase vy, de 'onde. Les effets
non-linéaires (piégeage) débutent approximativement lorsque z = 80 mm (quand certaines
particules ont traversé la séparatrice centrée sur vpy). La figure 6.2 présente notre compa-
raison des moments en utilisant la méme simulation. A cause de la variation du nombre
de particules dans chaque cellule, nous faisons une moyenne temporelle de (6.42) et (6.43).
L’accord entre les deux est treés bon. On remarquera que 'on peut remplacer nynngK? par B},
dans (6.42) : le résultat est quasiment le méme et la différence est indistinguable par rapport
a la figure 6.2.
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6. Moment conjugué et puissance électromagnétique pour le modéle discret unidimensionnel

6.4

6.4.1

Puissance électromagnétique

Pour caractériser un appareil d’amplification tel que les tubes a ondes progressives, la
puissance est probablement le parameétre le plus important, et notamment le rendement
d’interaction!® (rapport entre la puissance de 'onde amplifiée et la puissance électrique dé-
pensée par l'appareil). Généralement, elle est calculée a partir d’'une approche harmonique
pour une fréquence (donc en régime monochromatique) oti la puissance harmonique vaut?

.|
(P)(B) = 2822.(8) (6.44)
avec Z. 'impédance de circuit de la ligne a retard. En domaine fréquentiel, le champ élec-
trique de circuit devient E.,(2) = R[E. .e~??]. On retrouvera cette relation a la section 8.3.4.

Dans cette section, nous proposons plutot un calcul en domaine temporel grace au mo-
dele discret et a partir du flux du vecteur de Poynting. En effet, les expressions en domaine
temporel sont bien adaptées pour observer, par exemple, les oscillations d’onde et les ré-
flexions transitoires de la puissance, qui sont normalement impossibles a voir avec des mo-
deles fréquentiels. Le calcul dans cette section est unidimensionnel mais nous emploierons la
géométrie hélicoidale au chapitre 9 pour calculer la puissance avec moins d’approximations.

Remarque 6.4.1 (Conservation de I'énergie) Une autre facon de définir la puissance est donnée
par la dérivée temporelle de 1’énergie (c-a-d. le hamiltonien). En prenant I’énergie totale Hyo
comme la somme des énergies mécaniques et électromagnétique, on obtient la puissance totale

(sans la charge d’espace)

dH,, 1 [ d
Poot(t) = d; : :/ J-Edr+ 5/ o [eo|E* + po|H|?] d°r. (6.45)
VZ VZ

En effet, J - E est la densité de puissance associée a la force de Lorentz. Pour le modele
discret, en utilisant (3.30) et la dérivée de (4.17), on démontre que ’équation (6.45) s’annule

et donc que I’énergie totale de notre systeme est conservée.

Flux du vecteur de Poynting

La puissance électromagnétique, en domaine temporel, est obtenue a partir du flux du
vecteur de Poynting sous la forme!

P.(z,t) = /S(z) (E(r,t) X H(r,t)) e, dS, (6.46)

le long de I'axe z, avec S la section transverse du guide d’onde a l'abscisse z. Les décom-
positions des champs (3.42)-(3.43) dans le modele discret permettent d’obtenir directement

Pat) =30 30 Vi (05,085, 0 (2), (6.47)

s ni,n2

avec

85, () = /S . (B2, () x 7, (1,1)) . dS. (6.48)
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6.4.2

en rappelant que les indices négatifs viennent de la convention technique de la décompo-
sition. On notera que I'annexe B.2 démontre que fVO(EZI x HF") e, d3r = 0sis; # 59
pour des tubes de section uniforme. Nous notons donc (6.47) avec une seule somme sur les
modes de propagation s. Le principal probléme pour exprimer la puissance est que les termes
R dépendent de la géométrie de la structure périodique. Pour déterminer K? on doit

mn1,Nn2 T1,n2°
S

trouver la dépendance en z ou r des champs de base E;, H;, ou, de maniére équivalente,
des champs propres E3, Hj. Nous utiliserons deux méthodes pour exprimer ces termes : une
premiére en 1D avec 'approximation monochromatique (voir ci-dessous) et une seconde au
chapitre 9 avec l'utilisation de la géométrie hélicoidale pour déterminer les fonctions de base
E (r) et H) (r).

Dans les deux cas de figure, que I'on soit en 1D ou en 3D, on suppose que la dépendance
en z des champs propres est telle que

Ej(z,y,2) = ¢ P Ej(2,y), (6.49)
H3(z,y,2) = e P Hj(2,y), (6.50)

en coordonnées cartésiennes. En représentation-3, 'équation (6.48) devient

s 1 " " i z—n - z—n s
ﬁnhng (Z) = W §R |:/ [ € (62( Qd) Bl( ld))kﬁl,,fj’g d(ﬂld) d(ﬂgd) 5 (651)

avec
€55 = /5 (E?;{ (z,y) % iHéz(ﬂs,y)) re:ds, (6.52)

indépendant de z. On remarque alors la difficulté pour calculer &2 (ou son équivalent

ni,n2

Egl 52) : le produit vectoriel intervient sur deux nombres d’'onde 3, # (2 (voir ci-dessous).
Pour la suite, il sera utile de noter que

Ks ¢2

: s __ ps _ .8 . S% s .
Jim =, =1 _l/sgfe(EBl(r) X H3, (1)) -e. dS, (6.53)

en accord avec (6.35).

Puissance électromagnétique par cellule

Puisque le modéle discret permet une discrétisation par période, nous posons la contri-
bution de la ni*™€ cellule a la puissance électromagnétique comme

TAOED DD RN OLN (3! S— (6.54)

S MNni,n2

avec le facteur géométrique

| [nt1/2)d
ks _1 / & (2)de. (6.55)
(

ni—n,ng—n d 1/2)d ni,N2
n—

On remarque alors que l'intégrale (6.55) est identique a l'intégrale d’une fonction porte IT sur

la totalité de la longueur de la structure, soit que [, (Szljll//;)j &(z)dz = [ _TI(z/d—n)&(z) dz

pour tout &, avec II(y) = 1si |y| < 1/2 et II(y) = 0si |y| > 1/2. La transformée de Fourier

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019

MINENNA



6. Moment conjugué et puissance électromagnétique pour le modéle discret unidimensionnel 101
d’une fonction porte est un sinus cardinal sincu = sin(u)/u, on a donc
- —id(Ba-50)z gy — Lgine (¢ —ind(Ba—f1)
I(z/d —n)e 2TPUEdy = Zsine 5(52 —p1) ) e LR (6.56)
apres le changement de coordonnée z/d—n +— z’. La puissance électromagnétique par cellule
(6.54) devient, en représentation-3,
! d —ind(8251)
P, .(t)= V (t) €5, B2dsmc §(ﬁ2 1)) e 2P d(B1d) d(B2d) (6.57)
5€Z -

6.4.3

On remarque donc que I'équation (6.57) fait intervenir deux nombres d’onde /3, et 82 (pro-
venant de la transformée de Fourier de n; et ny). Ici, on ne peut pas imposer que 31 = 32
(donc supposer l'interférence destructive entre différents nombres d’onde) car on ne consi-
deére qu'une seule cellule (n — 1/2)d < z < (n + 1/2)d, et non pas la structure entiere
—00 < z < oo. Forcer 'égalité 5, = (; dans ’équation (6.57) ferait disparaitre 'exponen-
tielle et ménerait a la perte de I'indice n : la puissance a la cellule n serait donc composée
d’une double somme sur n; et no mais indépendante de n, ce qui n’a pas de sens.

Approximation unidimensionnelle et monochromatique de la puissance
Pour calculer 'équation (6.57), on propose une résolution 1D. A partir de (6.54) et (6.57),
on réécrit (6.55) comme

SEZL

en rappelant que la transformée-3 inverse de Gel'fand d’'un produit en représentation-f est
donnée en annexe B.1. Sans connaitre la valeur de ¢3 il est difficile de résoudre cette in-
tégrale. Au chapitre 9, nous proposons une résolution exacte pour un modele tridimension-
nel d’hélice. Pour ce chapitre, nous proposons une résolution abrupte en utilisant le régime
monochromatique. En supposant que A = [, — (51 n'est pas trés grand (approximation
monochromatique), on peut approcher la fonction sinus cardinal de notre intégrale par une
fonction porte

sinc (gAﬁ) ~ 11 (gAﬁ) . (6.59)

Ce remplacement nous permet de résoudre I'équation (6.58). Bien entendu, ce choix arbi-
traire est trés approximatif et nous aurions pu prendre une autre fonction.
Avec un changement de variable dans I'intégrale, on obtient que

K mngn = (27r) {/ / 3. 5, dsmc( (52—51)> “im=mBid gitna=mBad (3, 4) d(Bod)| ,  (6.58)

" T S 1 dAB —i(n1—n2)B1 i(no—n
Ky —nns—n EI( ) ?R[ / / %l,mde(Q)e( Jhrd gi(na=mABd 43, d) d(dAB)  (6.60)
Z —1Tr —1T

dAB —i(n1—n2)B2d ,i(n1—mn
/ / &, - mdﬂ< 3 )e (mmne)fad ol =B A(dAB) d(Bad)

(6.61)
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FIGURE 6.3 — Minenna et al (2018). Amplification
spatiale de la puissance électromagnétique pour un
tube & ondes progressives fictif (sans défauts). La
simulation est la méme que pour la figure 6.1 et la
figure 6.2. L’onde est excitée a F = 12 GHz pour
P (0,t) = 1 mW (soit 0 dBm). La courbe rouge
et la courbe discontinue noire correspondent a la
puissance harmonique (6.44) a la fréquence d’exci-
tation et, respectivement, a la seconde harmonique
(2F) avec DIMOHA. Les courbes bleue et cyan corres-
pond & la puissance instantanée (6.68) & tax = 6 ns
et, respectivement, a un tiers de période plus tard
tmax + 1/(3F). Une comparaison avec le code fré-
quentiel MVTRAD est réalisée. La courbe pointillée
noire correspond a la puissance harmonique de la
fondamentale, et les points verts correspond a la
puissance de la seconde harmonique avec MVTRAD.

avec E%hﬁz = E%hﬁl +AB = E?32—A/37/32' PUiSque

/“ N <dA,3) e—2i(ni—n)ABd/2 4 (dAﬁ> = sinc(m(ny —n)),

62
. 2 2 (6:62)

Dans le cas monochromatique (AS = 32 — 31 — 0), on arrive finalement a

2
1 1 T 1. —i(nq—

Ko = 2 (27r> 2t / / B, 01 ap gsine(m(ny —n)) e~ d ()

SGZ —T —Tr
(6.63)

s ™ 1 .
+ / 82— 5,5, gStne(m(m = n))e‘““l-”ﬂﬁzdd(ﬁgd)} o (6.64)
L. .

~ Kflrn202§ (smc(w(nl —n)) + sinc(m(ng — n))) ) (6.65)

ol K? est le nombre d’onde de réfraction monochromatique donné par (6.37), ne dépendant
directement que de la relation de dispersion du systeme, et non pas de la géométrie tri-
dimensionnelle de la structure périodique. La puissance électromagnétique a la n'*™¢ cellule
devient simplement! (les deux expressions de droite sont égales)

1 ¢? . .
Pat) % 5 5 30 30 Vi (1, (0K, (Slnc(ﬂ(nl — 1)) + sine(r(ng — n))) . (6.66)
S MNi,n2
A cause des valeurs du sinus cardinal, cela revient au méme que de poser
s 1 (TLJr%)d s 1 2KSs n n
Koi—nnz—n = d/( Y Ry (2)dz & 9¢ Ko —ny (6, +077,) (6.67)
soit
1 C S S S S S
Pa®) = 5 S 303 (Va0 () = Vi, 01,0 ) K, (6.68)

I\ linenna et al
2018
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6.4.4 Simulation de la puissance avec DIMOHA

Nous avons donc deux moyens de calculer la puissance avec DIMOHA. Le premier est
d'utiliser la puissance harmonique (6.44) ot E, sera la transformée de Fourier temporelle
sur une période 1/F du champ €lectrique 1D E.(z,t) = >, V3 (¢)EZ, . (2) (il sagit donc de
enveloppe de (3.42) et avec les E;, , donnés a la section suivante). Le second moyen est de

calculer directement la puissance temporelle par cellule (6.68).

Nous testons maintenant notre calcul de la puissance avec DIMOHA dans les mémes condi-
tions que pour le moment a la section 6.3.3. La figure 6.3 présente nos résultats pour les
deux calculs de la puissance. La puissance temporelle (6.68) est représentée a deux instants :
a tmax = 6 ns (courbe bleue) et a t,.x + 1/(3F) (courbe cyan) aprés un tiers de période
en plus. On voit donc bien la propagation temporelle de cette puissance. Puisque les élec-
trons sont regroupés (bunching) avec une période proche de 1/F (voir figure 6.1), de larges
oscillations apparaissent en régime non-linéaire quand la modulation de la vitesse des élec-
trons est importante. La transformée de Fourier temporelle de la puissance en temps (non

représentée sur la figure) redonne quasiment la puissance harmonique.

La figure 6.3 présente aussi une comparaison de la puissance harmonique entre DIMOHA
et le code fréquentiel MVTRAD. L’accord entre les deux est excellent pour la puissance fonda-
mentale. Des différences apparaissent pour la seconde harmonique mais, pour ce régime et
avec ce type de tube, les mesures expérimentales qui pourraient départager les deux codes
sont difficiles a réaliser avec précision. Pour DIMOHA et MVTRAD, nous sommes en dessous de

l'incertitude expérimentale (lorsque ’on compare avec un vrai tube).

6.5 Fonction propre unidimensionnelle des champs

Puisque nous avons défini la puissance, nous pouvons maintenant calculer la valeur des
champs propres Ej} _(2) et Aj _(z) ainsi que des formes de champs E; ,(z) et A;, .(z) en
une dimension. Comme ces termes sont indépendants du temps, on peut utiliser 'approche

fréquentielle (voir le modéle discret en domaine fréquentiel a la section 8.4).

En domaine fréquentiel, on impose que la variation temporelle des amplitudes du champ

électromagnétique (3.23)-(3.24) devienne

On réécrit donc le champ électrique (3.23) unidimensionnel au carré comme

I 1 " \ /S \/S*[ES ES*
E.|* = *Z/ VEVEESES d(Bd)

en imposant le régime monochromatique. D’un autre c6té, on redéfinit la puissance électro-

magnétique a partir du flux du vecteur de Poynting (6.46) comme

1¢2 1 [ ~S~S*ngg
<P>:§EZ%/7WVBV6 y d(Bd).

avec \72 = il5, un facteur 1/2 en domaine fréquentiel et en utilisant la vitesse de groupe

(6.29).
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6.6

En replagant les équations (6.71) et (6.72) dans (6.44), on obtient le champ propre!

QSv.Z. .

plsZc _
Bj.(2) =B\ ——e 77" (6.73)
Cette fonction s'obtient uniquement a partir des parametres a froid du tube, c-a-d., Qj, Z.(53)
et d. On notera que l'on retrouve aussi cette équation pour le champ longitudinal sur 'axe

du modele 3D hélicoidal présenté au chapitre 9. En rappelant (4.31),2 on a

s _ s ngC —ifz
5..(2) = —ip die : (6.74)

La transformée-f inverse de Gel'fand (3.15) nous permet finalement d’obtenir les formes de

champs
1 " —in
() = 5 [ B3 a(sa), (6.75)
1 (" .
AL = oo [ ASL()e ™ d(Bd). (6.76)
2 J_,

Avantages du modéele discret N-corps

Nous avons écrit le lagrangien de notre théorie hamiltonienne a N corps (présentée au
chapitre 4). Puisque ce lagrangien est invariant par translation, nous avons pu appliquer
le théoréme de Noether. Nous avons aussi exprimé la conservation de moment canonique.
On rappelle que la dynamique de l'interaction onde-particule repose sur 'échange de mo-
ment entre ondes et particules. Il était crucial de démontrer cette conservation dans notre
dynamique. Nous avons aussi examiné la conservation de moment canonique avec notre
algorithme DIMOHA. Cela nous permet d’affirmer la consistance de ce dernier. De plus, la
remarque 6.4.1 met en avant la conservation de I'énergie de notre modéle N-corps.

La représentation des champs, et donc toutes les quantités associées, change avec le mo-
déle discret. Il est alors nécessaire de ré-exprimer celles-ci. Nous avons proposé de nouvelles
expressions pour la puissance électromagnétique et pour le moment canonique de 'onde en
fonction des amplitudes V¢, I2 du modele discret.

Avoir une puissance exprimée en domaine temps est important. Celle-ci est généralement
calculée pour une fréquence donnée (voir (6.44)), ce qui limite son usage a des signaux mo-
nochromatiques ou a des signaux décomposés spectralement. Avec une représentation en
temps, on peut obtenir I'intensité temporelle, p. ex. d’un signal de télécommunication. Par
contre, dans ce chapitre, pour avoir une expression unidimensionnelle, nous avons di uti-
liser ’approximation monochromatique. Cela réduit 'importance de notre expression. Pour
remédier a ce probléme, il faut étre capable d’exprimer les termes &}, ,,,(z) de I'équation
(6.48). Au chapitre 9, nous proposons une résolution exacte de la puissance en domaine
temps, s’abstrayant de 'approximation monochromatique, pour un modele tridimensionnel
d’hélice.

On remarquera aussi que Ryskin et al (2007, 2009) et Terentyuk (2016) proposent aussi
un calcul de la puissance électromagnétique en utilisant le modele discret. Leur but est no-
tamment d’exprimer la puissance totale comme la somme de la puissance du faisceau avec
la puissance stockée dans une cellule plus la puissance entrant dans la cellule moins la puis-
sance sortant de la cellule.

I\Minenna et al
(2018). Notons
I’absence d’un
facteur 2 dans la
racine. Ce facteur,
présent dans les
références Ryskin et
al (2007); Bernardi
et al (2011a), est
probablement dua

a Poubli du 1/2
dans la puissance
harmonique. Nos
mesures numé-
riques confirment
I’absence de ce

facteur.
Es
Q

2 as _
—1Aﬂ7

e
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“If you thought that science was certain — well, that is just an error on your part.”

— Richard P. Feynman, The Character of Physical Law, 1965

Universalité de la controverse
Abraham-Minkowski

Dans ce chapitre, nous traitons de la définition de la quantité de mouvement mécanique et
du moment canonique de la lumiére et notamment pour les guides d’ondes. Nous n’utiliserons
pas explicitement le modéle discret mais une formulation plus générale des champs. Une partie
des calculs de ce chapitre sont redondants avec le chapitre 6 mais la finalité est différente.

Du concept de moment,...

D’apres la physique aristotélicienne,! les objets sont mus par deux mouvements : le mou- Sayili 1987
vement naturel qui ramene les objets vers leur milieu naturel (une pierre qui tombe vers la
Terre), et le mouvement violent impulsé par un objet a un autre. Toutefois, 'interruption de
'action qui déplace I'objet entraine I'arrét de celui-ci. Pour justifier la trajectoire parabolique
d’un lancer de pierre, Aristote explique que la pierre provoque en se déplacant une raré-
faction de T'air derriere elle qui se re-remplit immédiatement, poussant la pierre en avant.
Bien qu’Aristote fit consensus jusqu’a Galilée, cette notion sera contestée, notamment par
Philoponus qui proposa les bases de la doctrine de I'impetus : lorsque la pierre est lancée, on
lui communique un impetus qui entretient le mouvement jusqu’a I’épuisement de cet impetus
au profit du mouvement naturel. Au XIV€ siecle, Buridan décrit I'impetus de maniére tres
similaire a ce qui deviendra plus tard la quantité de mouvement. Notamment, en I'absence
de résistance, 'impetus d’un objet maintient constante sa vitesse le long d’une ligne droite
(on reconnait les prémices de I'inertie). Buridan définit aussi I'impetus comme étant propor-
tionnel a la fois au poids et a la vitesse, méme si I'impetus était décrit comme une force avec
le méme statut physique que la gravité, la 1égereté, ou le magnétisme. Le concept d’'impetus
fut abandonné apres la description du mouvement inertiel par Galilée, et apres la définition
de la quantité de mouvement mgq par Descartes.
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7.1

7.1.1

a la controverse vis viva,...

Au 17¢ siécle, Leibniz pose une des premieres formulations de la conservation de 1’éner-
gie. Il nomme notamment vis viva? (latin pour « force vive ») la quantité mg? qui est aujour-
d’hui une forme obsoléte de I'énergie cinétique. S’ensuit une controverse entre Leibniz et
Descartes concernant la définition de la force d’'un objet. En effet, les notions de quantité de
mouvement et de vis viva étaient toutes les deux assimilées au concept de force. La contro-
verse sera résolue au 18¢ siecle par Boscovich et d’Alembert qui dissocierent les concepts
d’énergie, de quantité de mouvement et de force.

et a la controverse Abraham-Minkowski.

La controverse Abraham-Minkowski peut étre vue comme une version moderne, dans
le contexte de I’électrodynamique, de la controverse vis viva. Apres des suggestions de Ke-
pler, Maxwell (1891) détermine la pression de radiation qu’exerce la lumiere du soleil sur la
terre. Ce fut Poynting (1884) qui détermina que le flux d’énergie électromagnétique était le
produit vectoriel des champs électriques et magnétiques. Dans le vide, il est facile d’identi-
fier le vecteur de Poynting a la densité de quantité de mouvement électromagnétique. Mais
dans les milieux diélectriques, I'expression correcte de la quantité de mouvement des champs
devient plus difficile a établir. Deux propositions contradictoires pour cette expression sont
alors faites a un an d’intervalle. Pour Minkowski (1908), la densité de quantité de mouve-
ment électromagnétique dépend du produit vectoriel du déplacement électrique et de I'in-
duction magnétique, alors que pour Abraham (1909), elle dépend du produit vectoriel des
champs électriques et magnétiques. Depuis, le débat a été reformulé de maniere équivalente
par la mécanique quantique pour exprimer la quantité de mouvement d'un photon. Selon
I'approche de Minkowski, respectivement d’Abraham, le moment de ce photon sera propor-
tionnel, respectivement inversement proportionnel, a 'indice de réfraction du milieu (voir
ci-dessous).

Une telle contradiction phénoménologique devrait pouvoir étre résolue par des expé-
riences. Et effectivement, durant un siécle, de nombreuses expériences! ont bien été me-
nées en ce sens, mais celles-ci concluaient, soit dans le sens de Minkowski (p. ex. Ashkin
et Dziedzic (1973) ou, plus récemment, Campbell et al (2005)), soit dans celui d’Abraham
(p. ex. Walker et al (1975) ou, plus récemment, Mansuripur (2009)). Le cceur de la contro-
verse est finalement résolu par Barnett (2010) lorsqu’il démontre que les deux théories sont
correctes. Depuis lors, cette résolution est globalement acceptée mais la controverse reste
toujours étudiée.

Controverse Abraham-Minkowski

Dans ce chapitre, nous notons k le nombre d’onde, au lieu de g ailleurs.

Quantité de mouvement de la lumiere
La question posée? est simple :
Quelle est la quantité de mouvement de la lumiére (photon ou champ électromagné-

tique) traversant un milieu diélectrique (par exemple de Ueau ou du verre) ?

Cette question semble assez simple pour apparaitre dans un cours de physique élémentaire.
Et pourtant, elle est a I'origine d’un débat plus que centenaire appelé la controverse Abraham-
Minkowski. Selon la théorie de Minkowski,? la quantité de mouvement de la lumiére est

21itis 1971

1Brevik 1979;
Pfeifer et al 2007,
Barnett et Loudon

2010

21 eonhardt 2006;

Cho 2010

3 Minkowski 1908,

1910
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roportionnelle a I'indice de réfraction n,;, = ¢/v,;,. Pour un photon, on aura
p p

Nph
DPMink = %ﬁw, (7.1)
avec i la constante de Planck réduite. A 'opposé, selon la théorie d’Abraham,? cette quantité
de mouvement est inversement proportionnelle a I'indice de réfraction

1

PAbra = —hw .
NphC

(7.2)

La problématique est la méme pour les champs électromagnétiques que pour les photons
(voir section 7.1.2). Malgré de nombreux travaux théoriques et expérimentaux,? il fallut
un siécle avant que des contributions récentes® proposent une solution de la controverse,
arguant que les deux théories sont correctes. Bien que la résolution soit largement acceptée,*
ce dilemme est encore activement étudié dans les matériaux diélectriques.® Par exemple, il a
été récemment étendu® au spin et au moment angulaire de la lumiére avec pour application
les polaritons et les plasmons de surface a I'interface des matériaux diélectriques, mais aussi
les guides d’onde diélectriques (fibres optiques) et des fils métalliques (plasmonique). Dans
ce chapitre, nous étendons le dilemme au dela des matériaux.

L’origine de la controverse Abraham-Minkowski provient de la différence entre la quan-
tité de mouvement mécanique et le moment canonique. Dans le formalisme hamiltonien, la
quantité de mouvement mécanique (dite moment mécanique, mechanical momentum ou
kinetical momentum) d’une particule (r) est définie comme le produit de la masse par la
vitesse

Pkin,r = MGy , (7.3)
dont I’évolution est souvent liée a une force. D’'un autre c6té, le moment canonique (cano-
nical momentum, moment conjugué de Lagrange, ou conjugate momentum), est défini par la
relation
, (7.4)

Pcan,r = aqr
intimement liée a I'action, avec L le lagrangien. Dans les autres chapitres, nous avons uti-
lisé la notation pc.n,» = p,. Dans la littérature anglaise, ces deux définitions sont souvent
simplement dénommées momentum et il existe encore d’autres dénominations (p. ex. pseu-
domomentum pour le moment canonique). D’un point de vue personnel, une appellation
cohérente pour la quantité de mouvement mécanique serait le « moment cartésien ».

Dans les cas simples de la mécanique newtonienne classique et en I'absence de champ
électromagnétique, la quantité de mouvement et le moment conjugué d’une particule coin-
cident, ce qui peut porter a confusion. Cela n’est plus le cas en physique quantique ou en
électrodynamique. Dans notre contexte, en présence d'un champ magnétique, le moment
canonique’ d’une particule est Pean» = Pkinr + €¢A(q,), avec e la charge et A le potentiel
vecteur tel que B = rot A.

La différence entre les deux termes vient de 'implication du champ. On s’attend donc a
observer une différence entre la quantité de mouvement mécanique et le moment canonique
de la lumiére : c’est précisément la d’ot provient la controverse. Pour les champs électroma-
gnétiques et les photons, le moment canonique est 'expression de Minkowski pyrink (moment

1 Abraham 1909,
1910

2 Jones et Richards
1954); Peierls
1976); Jones
1978); Brevik
1979); Pfeifer et al
(2007). Voir aussi
Griffiths (2012) et
McDonald (2017)
pour plus de 300

(
(
(
(

références sur le

sujet.

3Hinds et Barnett
2009; Barnett 2010;
Barnett et Loudon
2010

4Milonni et Boyd
2010; Kemp 2011;
Garrison and Chiao
2004; Philbin 2012;
Dodin et Fisch
2012

5Silveirinha 2017,
Brevik 2018
Bliokh et al
2017a,b; Picardi et
al 2018

7 Jackson 1999;
Griffiths 1999
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de Minkowski) tandis que la quantité de mouvement mécanique (moment mécanique) des
champs est I'expression d’Abraham pay,,, (moment d’Abraham).
7.1.2 Résolution de la controverse dans les milieux diélectriques

Dans les milieux diélectriques, on admettra® que la densité de quantité de mouvement
mécanique, dite d’Abraham, est

ExH

8Abra = 072 5 (75)

et que la densité de moment canonique, dite de Minkowski, est
gMink — D x B7 (76)

pour les champs électromagnétiques. On notera les champs électrique E et magnétique H, le
déplacement D = ¢E, I'induction B = pH, la permittivité € = ¢,¢q, la perméabilité u = u, g,
et la célérité de la lumiére dans le vide ¢ = (egp0) /2. De la méme maniére, on admettra?
aussi que la quantité de mouvement mécanique, dite d’Abraham, est

hk hw

PAbra = = (77)
NphNg  Ng C

(on notera le remplacement de n,,;, par n, par rapport a (7.2)), et que le moment canonique,
dit de Minkowski, est

Ptnic = hik = npuh= (7.8)

pour un photon,® avec k = w/vp, = npnw/c le nombre d’onde, w la pulsation et vy, la vitesse

1pfeifer et al 2007;
Milonni et Boyd
2010; Kemp 2011

2Pfeifer et al 2007;
Milonni et Boyd
2010; Kemp 2011

3 Certains auteurs

de phase. L’indice de réfraction est n,,, = c/vg, et I'indice de groupe dans un milieu dispersif Posent k = w/c avec

est ng = ¢/v,, avec la vitesse de groupe v, = dyw. Puisque

8nph
Oow '’

Ng = Npp + W (7.9)
on peut considérer que n, ~ npp, pour des fréquences basses ou si npy, est indépendant de la
pulsation w comme dans les milieux non-dispersifs. Pour les photons, il y a alors un rapport
nf)h entre la quantité de mouvement mécanique et le moment canonique. Si on définit nj,;, =
Ve, et vy = (eu) /2 (pour un milieu homogene, isotrope, non-dispersif et indépendant
du temps), on obtient le méme rapport nf)h pour les champs classiques. Dans les milieux
dispersifs, un rapport n,,n, est admis pour les photons* et parfois utilisé> pour les champs
classiques, méme si aucun consensus n’est établi pour les champs.

D’aprés Barnett (2010),° dans les matériaux diélectriques et magnétiques, les deux quan-
tités sont liées par deux expressions égales du moment total

matter X __ . matter 7 10
Pcan + PMink = Pkin + PAbra » ( . )

avec patter Jle moment canonique de la matiére et pji2**“’ la quantité de mouvement mé-
canique de la matiere. L’équation (7.10) résout la controverse en montrant que chacune des
deux théories donne une expression pour le moment total.

PMink = Npnlk,
PAbra = hk/ng-

4Garrison and
Chiao 2004

5 Jones 1978; Pfeifer
et al 2007; Philbin
2012; Dodin et
Fisch 2012

6Hinds et Barnett
2009; Barnett et
Loudon 2010
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7.1.3

Remarque 7.1.1 Pour observer rapidement la controverse pour un photon, on peut utiliser
lanalogie simple de Leonhardt (2006). On rappelle que 1’énergie d’un photon est Fy = hw.
Ensuite, en utilisant expression de de Broglie p = ik, avec le nombre d’onde k = w/vp, =
nphw/c, on obtient que p = npnEp/c, qui est la formule de Minkowski. D’un autre coté, si
on utilise la formule d’équivalence masse-énergie d’Einstein Ey = m.c?, avec la quantité de
mouvement du photon p = mgvph, avec m,, la masse effective du photon, on trouve que
p = Eo/(nphc) = hk/n2; qui est la formule d’Abraham. On retrouve donc bien un facteur
nih entre les deux expressions. Le probleme provient du fait que Ak est le moment canonique,

alors que hk/ ngh est la quantité de mouvement mécanique du photon.

Extension de la controverse

Il pourrait sembler que le dilemme n’intervienne que lorsque la lumiere se propage dans
un milieu, et donc que 'effet provienne de la permittivité ou la perméabilité du matériau.
Pourtant, ce n’est pas le cas. Le mécanisme clé du dilemme Abraham-Minkowski est la mo-
dification de la vitesse de 'onde ou du photon par rapport a la célérité de la lumiere dans le
vide, ou, ce qui est équivalent, la modification du nombre d’onde, peu en importe la raison.
Bien que le dilemme n’ait été observé que dans la matiere, dans ce chapitre nous présentons
deux systémes oli les causes de la modification de la vitesse de la lumiére sont complétement
différentes. Le premier systeme considére la propagation des champs électromagnétiques a
l'intérieur du guide d’onde dispersif métallique d’un tube électronique. Le second systeme
considere les ondes de Langmuir dans les plasmas dans le contexte de I'amortissement Lan-
dau. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le premier systéme car les définitions de
force et d’énergie dans le vide sont trés bien établies. De plus, nous avons développé I’al-
gorithme DIMOHA et I'avons validé au chapitre 5 avec des mesures expérimentales. Nous
pouvons utiliser ce dernier pour observer la controverse dans un tube a ondes progressives.
Pour les deux systémes, la résolution du dilemme va plus loin que la résolution pour les
matériaux, puisqu’elle implique un moment circulant (moment passant, coulant ou flowing
momentum) associé au tenseur de contrainte de Maxwell. Nous rappelons que nous utilisons
la description N-corps.

Peu importe la cause, lorsque la vitesse de la lumiere est ralentie, cela conduit a un indice
de réfraction ny,,, = ¢/vph, avec la vitesse de phase vy, et, pour les systémes dispersifs (n,,
dépendant de la fréquence), un indice de groupe n, = c/v,, avec la vitesse de groupe v,.
Dans la matiére, les deux indices (et vitesses) sont liés naturellement a la permittivité et la
perméabilité. Dans les guides d’onde, tels que les cavités résonantes d’'une ligne a retard,
cest la géométrie de I'appareil qui détermine les deux vitesses. La relation de dispersion
peut s'obtenir! & partir des équations de Maxwell dans le vide sans source en résolvant les
équations d’ondes avec les conditions de bord des parois métalliques. Par exemple, 'hélice
métallique d’un tube a ondes progressive (TOP) (voir chapitre 9) peut ralentir la vitesse de
phase d’un facteur 7. La figure 7.1 présente la puissance de sortie pour les mesures d'un TOP
spatial en comparaison avec I'algorithme DIMOHA utilisé ci-dessous. Des grands indices de
réfraction (p. ex. n ~ 7) sont courants dans les guides d’ondes, rendant la différence entre les
moments d’Abraham et de Minkowski plus spectaculaire. Les effets sur la décélération de la
propagation de 'onde sont les mémes que pour la matiere, mais il est plus simple d’étudier la
controverse dans les guides d’ondes car nous pouvons partir des équations de Maxwell dans
le vide. On considérera un faisceau se propageant en interaction avec I'onde (|v| ~ v,). Pour

1 Jackson 1999
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— — —Measurement TWT1

=100 | - Measurement TWT2
E —Simulation FIGURE 7.1 — Minenna et al (2019¢). Comparai-
= 5 son de la puissance de sortie entre les mesures de
A deux tubes a ondes progressives (construits avec les
mémes spécifications) et notre algorithme temporel
0 : : ‘ ‘ DIMOHA. Il s’agit du méme TOP en bande Ku que
-20 -15 -10 -3 0 celui utilisé a la section 5.6. L’erreur typique des

Pin/Pin,Sat, (dBm) mesures est d’1 W.

un faisceau d’intensité modérée, les particules ne modifient pas la relation de dispersion du
guide d’onde, et donc I'échange de moment ne modifie pas I'indice de réfraction.

7.2 Résolution pour les guides d’onde

Retrouver les expressions d’Abraham et Minkowski pour les guides d’onde requiert une
définition des indices de réfraction et de groupe dans ce domaine. Nous proposons d’utiliser
la décomposition du modele discret du chapitre 3 en séparant les dépendances spatiales (r)
et temporelles (¢) des champs électromagnétiques

E(r,t) =Y Vi(t)Ex(r), (7.11)
k

H(r,t) = > il (t)Hx(r), (7.12)
k

avec k le nombre d’onde lié a la propagation de 'onde dans le guide d’onde. Le nombre
imaginaire i dans '’équation (7.12) simplifie la connexion entre les équations d’évolution pro-
venant de Maxwell et de Hamilton. Une somme au lieu de I'intégrale sur les nombres d’onde
k est choisie par commodité. En théorie, une somme sur tous les modes de propagation
(s dans les autres chapitres) est nécessaire mais, par simplicité, seul le mode dominant est
considéré ici (s = 0). En utilisant la jauge de Weyl, le champ électrique devient E = —A,
avec le potentiel vecteur A = ), i7;.A;,. Puisque I'on travaille dans le vide, nous utilisons
les mémes coefficients Z; pour le champ magnétique et pour le potentiel vecteur.

Avec cette décomposition des champs, on obtient les équations de Helmholtz (Maxwell
sans source) rot £, = —ipowirHp, et rot Hy = iegwi €, avec les valeurs propres (pulsations)
wg. On normalise les champs propres &y, Hi, par

ka/ eo\gk(r)FdV:/ po | Hi ()2 dV . (7.13)
Vo Vo

Avec cette décomposition les équations d’évolution de Maxwell-Ampére et Maxwell-Faraday
deviennent respectivement

€i(ar)
k

0, (7.14)

Vi(t) = 0V = —Tp(t)wi + > _ e
7
Ti(t) = OuTh, = Vi(t) wy - (7.15)
On peut alors réexprimer I'énergie! (hamiltonien) des champs électromagnétiques dans le !Jackson 1999

vide % fV(GolE‘Q + M0|H|2) dV comme? 2 André et al 2013;
Minenna et al 2018
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How = 37 5 (MOVE() + TehTE () 2% (7.16)
k

Dans cette représentation, V. et Z, sont les variables canoniques avec V;, le « moment conju-
gué » et Z;, la « coordonnée généralisée ». La normalisation (7.13) assure que leurs crochets
de Poisson sont canoniques en posant wy = ).
La dynamique des particules chargées (r) dans les champs électromagnétiques est dictée
par la force de Lorentz mq, = —eA(q,.) + eq, x uoH, menant a 'énergie des particules! !Jackson 1999;
(hamiltonien de couplage) Hep = >, (2m) ! [Pean,» — €A(q,)|?. Les expressions relativistes Landau et al 1984
laissent inchangé le moment des champs. A partir de I'énergie totale (hamiltonien auto-
cohérent) Hiyoy = Hem + Hepl, les équation de Hamilton sont les équations (7.14)-(7.15) si
—iwi Ay, = &}, en accord avec la jauge de Weyl et en posant Q0 = wy.
Le lagrangien du systéme est obtenu avec la transformation de Legendre (4.2), sous la
forme Lot = Y, Pean,r *Qr + >, VL — Hyot. Ce lagrangien est invariant par les translations
spatiales q, — q,. + d, et 7, — T, e "% "9 Donc, la variation infinitésimale de celui-ci, c-a-d.
la force généralisée du systeme

OLtot  dpto . aodoe,

doit s’annuler. L’application du théoréme de Noether méne a la formulation d’un premier
moment total conservé dans les guides d’onde

Ptot = Z Pcan,i + Z iV]:Ikk7 (718)
T k

qui correspond a la somme des moments canoniques des ondes et des particules, avec le
moment de Minkowski dans les guides d’onde

Pk = O IViTik. (7.19)
i

D’un autre c6té, la dérivée de la normalisation (7.13) permet de calculer la vitesse de
groupe vy = Opwy, avec wy = (. En utilisant la dérivée des équations de Helmholtz, I'iden-
tité B+ (VxA) = V- (AxB)+2A- (V xB), pour les fonctions arbitraires A, B, et le théoreme
de la divergence, on obtient v, = (1/ws) [, £x(r) x Hi(r)dV + c.c., avec c.c. dénotant le
complexe conjugué. Un simple réarrangement, avec wy, = kvg = kc/npp et vy = ¢/ng, amene

a la relation pour le vecteur d’onde

Npnn

Kk — PChQ g / E:(r) x Hi(r)dV + c.c., (7.20)
v

dans le régime monochromatique ot les indices de réfraction et de groupe sont considérés

comme des constantes. Ainsi, '’équation (7.19) mene a la densité de moment de Minkowski

NphNg
g&gink(rft) = 13072 E x Ha (721)
pour les guides d’onde dispersifs dans le régime monochromatique (voir la différence avec
les matériaux a la section 7.1.2).
D’un autre coté, le moment d’Abraham est obtenu comme dans le vide en utilisant la

reformulation? de la densité de force de Lorentz 2 Jackson 1999;
sriffiths 1999
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f=V-0—-0(ExH)/?, (7.22)

obtenue a partir des équations de Maxwell avec sources, avec le tenseur de contraintes de
Maxwell o, et la densité de moment d’Abraham

w 1
gibn(rt) = SExH, (7.23)

identique a celle pour les matériaux (voir section 7.1.2). Pour les guides d’onde, on utilise la
décomposition (7.11)-(7.12) et 'équation du vecteur d’onde (7.20) pour réexprimer '’équation
(7.23) comme le moment d’Abraham

W, 1 =y 9k
pRE. = Z — WViTik . (7.24)
L philg

Le dernier élément manquant pour résoudre le dilemme Abraham-Minkowski dans les
guides d’onde est le lien entre les deux moments (7.19) et (7.24). Nous obtenons ce lien
grice aux deux bilans de force du systeme : le premier provenant du moment canonique
de Noether (7.17), > Pcan,r + Pmink = 0, et le second provenant de la force de Lorentz
(7.22), >, Pxin,r + PAbra — fv Vo dV = 0. En comparant les deux, on obtient une seconde
formulation pour le moment total conservé

Ptot = Z Pcan,r + PMink = Z Pkin,r + PAbra + Pflow (725)

T T

qui est la relation clé pour résoudre le dilemme. Dans notre représentation des champs, cela
nous donne le moment circulant comme

Pflow = Z <1 -
k

YTk + Y eileAi(ar) (7.26)
NphNg rk
qui est exactement la différence requise pour valider 'équation (7.25).

Plus important, I'utilisation de la force de Lorentz fait introduire la dérivée temporelle?
Pow = — J;, V-0 dV du moment circulant quittant le volume V. Dés qu'une amplification
ou une atténuation se passe, le systéme n’est plus spatialement homogéne car le champ
exerce un effort. De ce fait, le bilan de force doit étre complété avec le tenseur de contraintes
de Maxwell. En effet, la dérivée temporelle de I'équation (7.26) coincide avec l'intégrale de
la divergence du tenseur de contrainte?

Vo =¢(V E)E+ 1o(VxH) x H+ ¢(Vx E) x E. (7.27)

La différence clé entre 'équation (7.25) et la résolution du dilemme dans les matériaux3
est 'ajout du moment circulant, qui devient cruciale pour les amplificateurs a guides d’onde
(alors qu'il peut disparaitre dans un milieu passif).

Remarque 7.2.1 On notera qu’avec les nouvelles formes pour Abraham et Minkowski, on
peut forcer la quantification en posant iV;Z; — Nkh, dans les équations (7.19) et (7.24),
pour quantifier les champs classiques en termes de photons avec 'opérateur Ni. Bien que
sommaire et ne reposant sur aucune démonstration, cette procédure montre que le débat se
poursuivra pour les photons. En utilisant cette transformation, le moment de Minkowski,
et respectivement Abraham, pour un seul photon prend la forme connue pninx = hk, et

respectivement papra = fik/(npnng) (voir section 7.1.2).

1 Griffiths 1999

2 Jackson 1999;
Griffiths 1999

3Barnett 2010;
Barnett et Loudon

2010
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7.3

Validation avec notre algorithme DIMOHA

Pour valider les deux expressions de I'échange de moment total (7.25), nous utilisons
notre algorithme DIMOHA (voir chapitre 5). Cette validation a déja été faite a la section 6.3.3
pour I'échange de moment canonique avec notre théorie N-corps du modele discret. Nous
reprenons cette approche en y ajoutant ’échange de moment mécanique.

Comme DIMOHA utilise une représentation des champs par cellule, nous devons adapter
nos expressions des moments d’Abraham et de Minkowski. Pour le moment de Minkowski
(7.19), nous reprenons '’équation (6.42) par cellule

W, 1 S |s s s B
ngink,n,z(t) ~ inphng Z Z ( nin' Vn"n) n—n'’» (728)

SEZ n’

qui avait été obtenue avec I'application du théoreme de Noether pour notre théorie N-corps
du modéle discret. Cette équation repose sur I'approximation monochromatique du chapitre
précédent. Nous posons le moment d’Abraham par cellule comme

wg 1 s|s s s s
pA%rafn,z(t) ~ 5 Z Z (ann’ - Vn’ln) n—n’>» (729)

SEZ n'

respectant (7.24). L’amplification de 'onde étant de presque 50 dB dans notre TOP (voir
figure 7.1), on négligera le moment initial de 'onde (infime devant le moment final). Dans un
TOP, la vitesse d’injection ¢, (0) = ve1,o (donnée a partir de la cathode (2.2)) des particules est
trés grande. On ne regarde donc que la différence de moment pour les particules. Exactement
comme I’équation (6.43), on note le moment canonique perdu (échangé avec 'onde) des
particules par cellule comme

—pibe == (pr(t) = pero) (7.30)

r'(n)

et on prendra la quantité de mouvement mécanique perdue (échangée avec 'onde) des par-
ticules par cellule

D == Y Ve (G () — ver0) (7.31)

r(n)

avec 1'(n) : |g~ — nd| < d/2 pour les particules dans la cellule »n et en rappelant que DIMOHA
est relativiste. Pour le moment circulant par cellule dans la représentation du modéle discret,
on pose

Pllow,n,z & %ZZ (nphng—1) (v;|;,_v:;,|;)+<:;,n,+z 33 el AL (g (1), (7.32)

s€Z n' SEZr'(n) n'

a partir de '’équation (7.26), dans 'approximation monochromatique du chapitre précédent.
On remarquera que le théoréme de Noether s’applique a un systéme invariant par translation
et que, puisque nos simulations sont ouvertes sur les bords, on s’attend a quelques écarts.
Pour notre simulation avec DIMOHA, on prend un tube fictif avec des caractéristiques simi-
laires aux TOPs simulés a la figure 7.1 avec un grand nynn,. La simulation est réalisée apres
avoir retiré toutes les caractéristiques spécifiques des tubes réels (pertes dans le guide d’onde,
ajustements industriels, adaptations imparfaites) pour limiter l'interaction a I’échange de
moment (7.25). Les parametres de fonctionnement (tels que courant et potentiel de cathode,
impédances de couplage et vitesse de phase) sont choisis pour que 'amplification atteigne la
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7.5

saturation de puissance avant la fin du tube. A cause de la variation du nombre de particules
dans chaque cellule, nous faisons une moyenne temporelle de nos différents moments.

La figure 7.2 montre un exemple d’échange de moment par cellule dans un TOP en utili-
sant des parametres similaires a la figure 7.1. Comme on peut le voir, I'’échange de moment,
qu’il soit canonique ou mécanique, est respecté. Dans les TOPs a hélice, les champs sont qua-
siment longitudinaux, menant a une tres faible différence entre la quantité de mouvement
mécanique et le moment canonique des particules. De plus, comme le moment d’Abraham
est largement plus petit que le moment de Minkowski dans les tubes a électrons typiques a
cause du large facteur n,,ng, le moment circulant ne peut absolument pas étre ignoré.

Occurrence pour les plasmas

Le dilemme ne s’étend pas qu’aux guides d’onde sous vide mais devrait apparaitre aussi
pour tout systéme onde-particule (avec v, # ¢) impliquant un échange de moment. Proba-
blement, le phénomeéne le plus fameux dans ces systémes est 'amortissement Laudau® (et la
croissance Landau (bump-on-tail instability) qui a la méme origine?) en physique des plasmas
(systeme faisceau-plasma). Dans ce contexte, le milieu de propagation des ondes de Lang-
muir est un plasma, et la relation de dispersion provient des fonctions de distribution des
électrons (bulk) en vitesse et position. L'interaction entre les ondes et les électrons du fais-
ceau (beam) est I'élément clé de 'amortissement Laudau. On rappelle qu’au chapitre 1, nous
avons vu le lien entre 'amortissement Laudau et les guides d’onde et que cette connexion est
déja établie depuis des décennies.® En plus de la transition vers le chaos,* la synchronisation
non-linéaire entre des ondes et un faisceau d’électrons est étudiée® avec un TOP. Dans les
deux cas, la physique est essentiellement la méme, reposant sur '’échange de moment, mais
la différence majeure est 'origine de la relation de dispersion pour la propagation des ondes.

Pour étudier 'amortissement Laudau, 'approche N-corps hamiltonienne® a déja démon-
tré que la dynamique conserve un moment total analogue a '’équation (7.18). Cette conserva-
tion a été démontrée expérimentalement’ et théoriquement® (voir section 1.3), sans identi-
fier le moment de Minkowski. On notera que, dans ce cas, les ondes de Langmuir sont consi-
dérées comme électrostatiques, ce qui implique que la quantité de mouvement mécanique
et le moment canonique des particules sont égaux (Pcan,r = Pkin,r). Pourtant, le dilemme
Abraham-Minkowski s’applique toujours grace au crucial moment circulant. Pour trouver le
moment d’Abraham et le moment circulant, on peut utiliser une densité de force similaire
a I'équation (7.22), mais maintenant avec un tenseur de contraintes de Maxwell dépendant
de la fonction de distribution diélectrique. Cette approche a déja été suivie dans les plasmas
par Klima et Petrzilka (1972, 1978) pour obtenir le moment d’Abraham et le moment cir-
culant. On notera que Klima et Petrzilka (1975) étaient prés d’obtenir a la fois Abraham et
Minkowski pour les fluides diélectriques avec cette approche.

Universalité de la controverse

La représentation de 'échange de moment (mécanique ou canonique) pour les guides
d’onde sous vide était mal modélisée. Pour les guides d’onde sous vide des tubes électro-
niques et pour les plasmas, on peut obtenir deux formulations différentes de la conservation
du moment total : une avec le moment canonique (Minkowski) provenant d’un systeme
hamiltonien ou de sa force associée et une avec la quantité de mouvement mécanique (Abra-
ham) provenant d’'une reformulation de la force impliquant le tenseur de contraintes de

11 andau 1946;
Mouhot et Villani
2011

2Escande et al 2018

3Dimonte 1977;

Tsunoda et al 1991
4Doveil et al 2005b
5Doveil et al 2005a

Gl\rlyni(:k et
Kaufman 1978;
Elskens et Escande
2003

"Doveil et al 2005a
8Flskens et
Escande 2003;
Escande et al 2018
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FIGURE 7.2 — Conservation du moment (moyenne par période temporelle 27 /wy,) par cavité
(cellule du guide d’onde) pour un tube & ondes progressives. La simulation est faite en
régime monochromatique avec l’algorithme DIMOHA. Ce tube est fictif (sans pertes) mais les
caractéristiques du guide d’onde (telles ques les dimensions et la relation de dispersion) sont
similaires a celui de la figure 7.1. Pour nous assurer de la conservation du moment total, nous
avons adapté la simulation pour ne considérer que ’échange onde-particule dans le systeme
et nous avons retiré toutes les pertes et les interactions externes. La vitesse du faisceau
d’électrons est ajustée pour étre plus rapide que la vitesse de phase (donnée par la géométrie
de la structure) afin d’imposer une amplification de I'onde depuis le début. Apres 175 cavités,
le piégeage non-linéaire des particules (voir chapitre 1) commence & réduire le moment de
I'onde. a) Conservation de I'expression (7.25) Y Pcan,r + PMink par cavité. Ligne continue :
moment canonique perdu (transféré & 'onde) par les particules (représenté positivement)
simulé en faisant la moyenne temporelle de (7.30). Ligne discontinue : moment de Minkowski
simulé en faisant la moyenne temporelle de (7.32). b) Conservation de l’expression (7.25)
> Pkin,r + PAbra + Priow Par cavité. Ligne continue : quantité de mouvement mécanique
perdu (transféré & onde) par les particules (représenté positivement) simulée en faisant la
moyenne temporelle de (7.31). Ligne discontinue : moment d’Abraham simulé en faisant
la moyenne temporelle de (7.29). Ligne traitillée : moment circulant (flowing) sortant des
cavités, simulé en faisant la moyenne temporelle de (7.32). La conservation du moment total
(7.25) est observée puisque le moment perdu (transféré a ’onde) par les particules coincide
avec le moment de ’onde. Dans cet exemple, le rapport entre les moments de Minkowski et
Abraham est de nyung = 62.2, avec n = 7.2 et n, = 8.6, en accord avec les parametres du
tube. L’échelle en 10718 N s résulte du fait que la masse des électrons est treés faible et le
moment des champs est pondéré par ¢=2 (caché dans les K&, voir équation (6.37)).
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Maxwell. On peut donc conclure que le dilemme Abraham-Minkowski s’applique aux guides
d’onde et aux plasmas.
Ce dilemme est déja bien établi pour les matériaux diélectriques?, incluant des observa- 1Brevik 1979;

tions récentes? dans les systémes de plasmons et polaritons, les fibres optiques cylindriques Pfeifer et al 2007;
Barnett et Loudon
. . N . . s 2010; Milonni et
vide, au-dela du cas standard de la matiere, implique que la différence entre Abraham et pyq 2010; Kemp

et les fils diélectriques. Trouver deux moments de la lumiére dans les guides d’onde sous

Minkowski est une problématique universelle, pertinente pour de nombreux domaines de la 2011

physique. Etudier ’échange de moment dans I'interaction onde-particule requiert de prendre 2Bliokh et al
2017a,b; Picardi et

en compte le dilemme. Ce dernier résulte de la modification de la vitesse de phase dans la L9018
at

propagation de I'onde et nous nous attendons a voir ce débat apparaitre dans de nombreux
domaine ou la dynamique résulte d’'un échange de moment entre ondes et particules. De
plus, comme les simulations de la figure 7.2 sont réalisées avec notre algorithme DIMOHA
et que nous voulons l'utiliser pour des applications industrielles, la distinction entre les ap-
proches d’Abraham et Minkowski (avec le tenseur de contraintes) est pertinente pour les
tubes électroniques actuels.

Pour les guides d’onde et les plasmas, a la différence des matériaux, la résolution de la
controverse implique de prendre en compte le moment circulant, signifiant que le dilemme
met aussi en évidence I'impact du tenseur de contraintes de Maxwell sur I'expression du
moment de la lumiére.
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8. Modele discret linéaire en domaine fréquentiel 119

“The most exciting phrase to hear in science, the one that heralds new discoveries, is not ‘Eureka!’,
but ‘That’s funny ...””

— Isaac Asimov, rapportée par le quote of the day du logiciel fortune (Unix), Juin 1987

Modele discret linéaire en domaine fréquentiel

Dans ce chapitre, au lieu d’utiliser le modéle N-corps pour représenter les particules, nous
emploierons le traditionnel modéle de faisceau fluide en régime linéaire. Une comparaison entre
le modéle de Pierce (un standard pour les TOPs) et le modéle discret est aussi réalisée, permettant
de valider analytiquement ce dernier. Ce travail sur le modéle discret en domaine fréquentiel a
été réalisé en collaboration avec N. M. Ryskin et A. G. Terentyuk de Uuniversité de Saratov.

Des bases théoriques avant I’invention du TOP,...

Pour développer un tube a onde progressive, deux éléments fondamentaux doivent étre
associés : une ligne a retard pour guider 'onde et un faisceau d’électrons pour le transfert
d’impulsion. La modification de la vitesse de phase par le guide d’'onde permet a 'onde d’étre
synchrone avec la vitesse des particules. La premiere ligne a retard fut construite par Hertz
(1888). S’ensuivirent les premiers travaux théoriques sur les guides d’onde par Thomson
(1893), Rayleigh (1897) et Pocklington (1897). Les premieres cathodes datent aussi de la
fin du 19¢ siecle avec les études sur I'émission thermionique, redécouverte plusieurs fois
au moins par Becquerel, Thomson, Richardson, et Edison. Il s’agit simplement de '’émission
d’un flux d’électrons provenant d’un filament métallique chauffé. Ce sont les travaux d’Edison
sur cet effet qui permirent 'amélioration de la lampe a incandescence classique. Apres avoir
travaillé pour 'Edison Electrical Light Company, Fleming, alors en poste a la Marconi company,
réalisa que «I'effet Edison » pouvait s’appliquer pour détecter les ondes radio et construisit,
en 1904, le premier tube a vide, aussi appelé Fleming valve ou thermionic tube. Dans les
années 30, 'émergence des applications radar permit 'apparition des premiers appareils
micro-ondes tels que le klystron et le magnétron. C’est en étudiant ce dernier que Posthumus
(1935) chez Philips rédigea 'une des toutes premieres théories sur l'interaction électron-
onde progressive, lorsqu’il remarqua que la vitesse axiale de 'onde doit se synchroniser avec
la vitesse moyenne des électrons, permettant le transfert d’énergie des particules vers I'onde.
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8.1

a l’invention du tube a onde progressive,...

Les deux premiers inventeurs des tubes a ondes progressives, Haeff (1936) et Lindenblad
(1942), avaient compris le raisonnement physique derriere les TOPs, c’est-a-dire le besoin
de synchroniser vitesse électronique et vitesse de phase. Lindenblad est méme allé plus loin
en comprenant que, comme les électrons perdent de la vitesse a la fin du tube, il peut étre
intéressant de baisser la vitesse de phase en réduisant le pas d de I'hélice pour que 'ampli-
fication dure plus longtemps : une méthode encore pratiquée de nos jours et appelée taper
ou pitch tapering. Toutefois les travaux de Haeff et Lindenblad, limités a quelques brevets,
furent largement ignorés et oubliés. Pendant la seconde guerre mondiale, Kompfner (1946),
travaillant alors sur les sources radio-fréquences pour les radars de I'amirauté britannique,
se rendit compte qu’il était difficile d’améliorer la sensibilité des klystrons de I’époque, car
le couplage onde-particule était trop faible. Cela le conduisit a concevoir son tube a onde
progressive en 1942.

et au développement des premier modéles théoriques sur les TOPs.

Ala fin de la guerre, Kompfner rencontra Pierce, employé aux Bell Labs. Bien que les Bell
Labs s’intéressassent aux applications radars pendant la guerre, c’était avant tout le cadre
de recherche de la société de communication téléphonique AT&T. Pierce réalisa le potentiel
que les TOPs pouvaient avoir pour les communications et entreprit de formuler un modele
théorique associé. Lorsque Kompfner, Pierce et leurs collégues respectifs présenterent leurs
résultats préliminaires a la 4™ IRE Electron Tube Conference, en 1946, 'engouement pour
I'appareil se répandit a travers les institutions travaillant sur les tubes a vide. Les premieéres
publications dans des revues a comité de lecture sur une théorie autour des TOPs furent réa-
lisées par Blanc-Lapierre et Lapostolle (1946), Bernier (1947) et Pierce et Field (1947). A
la fin de ’'année 1950, plus de 100 papiers et brevets avaient été publiés sur les TOPs. Un
condensé des papiers théoriques fut réalisé par Pierce (1950). Son modéle, devenu popu-
laire dans la communauté des tubistes, encore référencé aujourd’hui et considéré comme le
premier modeéle théorique, est un modele linéaire que I'on appelle modéle des circuits équi-
valents de Pierce. L'un des tout premiers modéles non-linéaires sur les tubes sera introduit
par Nordsieck (1953) et complété par Rowe (1965). Comme pour celui de Pierce, ’évolution
de 'onde est décrite dans le modeéle Nordsieck-Rowe par les équations des télégraphistes. De
nos jours, les modéles analytiques les plus utilisés sont les modéles fréquentiels d’amplifica-
tion d’ondes froides,! ou CoOWAMs pour Cold Wave Amplification Models, qui ont pour base
le théoréme de réciprocité de Lorentz et les équations de Maxwell (méme si ces derniéres ne
sont pas complétement respectées, voir section 8.1.3). Le modéle discret de Kuznetsov, que
nous avons développé dans le domaine temporel dans cette dissertation (cf. chapitre 3), fut
a l'origine développé en domaine fréquentiel? dans le but d’étudier les tubes & onde progres-
sives a cavités couplées.

Modeles fréquentiels actuels

Dans le jargon des tubistes, on distinguera les modeles a gain fort ol 'amplification est
importante, des modeéles a gain faible. On distinguera aussi les modeles a petit signal (ré-
gime linéaire), lorsque les électrons sont faiblement perturbés, des modéles a grand signal
(régime non-linéaire). Pour simuler la dynamique de l'interaction onde-particule dans les
TOPs, il existe deux domaines de résolution pour représenter les champs (partie circuit du
modeéle d’interaction) :

T Waller 1999

2 Kuznetsov 1980;
Kuznetsov et
Kuznetsov 1984;
Kuznetsov et al

2004
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8.1.1

¢ La résolution en domaine temporel n’est pas censée faire d’approximation sur la fré-
quence fondamentale du signal ni méme sur la forme de I'onde. Cette approche est
réputée fiable mais trop longue et cofliteuse (numériquement) pour les activités indus-
trielles.

¢ La résolution en domaine fréquentiel (ou harmonique) ot les variables d’intérét sont
exprimées en el“?,

11 est important de noter qu'un modele fréquentiel pour le champ peut étre combiné avec
une représentation temporelle PIC du faisceau (sur une période RF), permettant une repré-
sentation grand signal (en régime non-linéaire) de la dynamique onde-particule. C’est par
exemple le cas pour le code MVTRAD! qui peut étre utilisé pour simuler le gain & saturation
d’un TOP.

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur la résolution en domaine fréquentiel. Nous
emploierons une version en régime harmonique du modéle discret et une représentation
fluide du faisceau en petit signal. Puisque nous sommes en régime linéaire, il est commode
d’incorporer le taux de croissance spatial de 'onde dans le nombre d’onde 5 € C.

Modeles de circuit équivalent

Les modeéles utilisant des circuits équivalents sont parmi les plus vieux modeles pour étu-
dier les structures électromagnétiques et sont encore régulierement utilisés de nos jours a
cause de leur robustesse et de leur simplicité. Les modéles de circuits équivalents sont donc
fondés sur les équations des télégraphistes (telegrapher’s equations), aussi appelées modele
de Heaviside (1894) du nom de leur inventeur. Il s’agit simplement de substituer le systeme
a étudier par un circuit électrique fictif (voir figure 8.1) établi a partir de composants élec-
troniques linéaires (condensateurs, inductances, résistances, et conducteurs). La substitution
est précise car ces composants respectent les équations de Maxwell. L’enjeu pour le physi-
cien est de choisir correctement le modéle qui reproduit le mieux son systeme. En se fondant
sur les lois de Kirchhoff (1845), on peut alors décrire les évolutions du potentiel électrique
Ve(z,t) et courant I.(z,t) du circuit par les équations

IV oI,

a_ *Lcic - CI07 1
0z ot R (8.1)
ol. V.
5: = o

-G Ve, (8.2)

avec L. I'inductance linéaire, C.. la capacité linéaire, R. la résistance linéaire, et G la conduc-
tance linéaire. Dans un modele sans perte, on imposera R. = 0 et G, = 0. En régime harmo-
nique, on aura V.(z,t) = R(Ve(2) e“!), de méme pour /..

Remarque 8.1.1 11 est possible d’utiliser le modele des télégraphistes pour caractériser, en
domaine temporel, un tube a onde progressive. En partant des expressions de Poynting,
de I'énergie électrique |V.|?/(2C.), et de I'énergie magnétique |I.|?/(2L.) (avec le terme de
puissance en R(V.I})/2), on peut arriver & un systéme d’équations matricielles en V; et I,

PY FIGURE 8.1 — Représentation des équations des télégraphistes.

Waller 1999

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019

MINENNA



122
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8.1.2

dépendantes du temps. Ce systéme d’équations ressemble beaucoup & ensemble (3.30)-(3.31)
utilisé au chapitre 3, d’ott notre utilisation de la notation V et | (écrite en sans serif pour bien
distinguer la nature des termes). A Porigine, I'utilisation du modele discret était étroitement
liée & un modele de circuits équivalents (voir Théveny (2016)).

Historiquement, le premier modele théorique d’interaction onde-particule pour les TOPs
est le modeéle de circuit équivalent de Pierce appartenant a la catégorie des “lumped” models
(voir section 8.3). C’est un modéle a gain fort car 'amplification du champ est importante. Le
modele de Pierce a trois ondes! (Pierce’s three-wave theory) en régime petit signal est toujours
utilisé? de nos jours avec succeés pour décrire les TOPs notamment gréce & sa précision dans
ce régime et a sa simplicité. Dans ce modéle, les trois ondes sont I'onde directe de circuit
(forward circuit wave, qui est le mode du guide d’onde qui nous intéresse), et les ondes
rapide et lente de charge d’espace du faisceau (fast and slow space-charge waves). Tant que
le TOP opere dans le régime d’amplification linéaire, dit régime petit signal, comme c’est le
cas pour la majorité des dispositifs de télécommunications, alors ce modele fréquentiel est
suffisamment précis. Son extension, le modéle de Pierce a quatre ondes® (Pierce’s four-wave
theory), décrit a la section 8.3, est tout aussi utilisée,* car il contient en plus 'onde inverse
de circuit (backward circuit wave).

Il existe d’autres modeles de circuit équivalent, basés sur les équations des télégraphistes.
Par exemple, il y a le modéle théorique non-linéaire développé par Nordsieck (1953) et repris
par Rowe (1965) qui a la particularité d’étudier le faisceau d’électrons avec le formalisme la-
grangien (modeéle a gain fort et grand signal). On trouve aussi des modéles multi-lignes.®
Pour I'étude des TOPs, on trouve une multitude de codes d’interaction basés sur les circuits
équivalents tels que PAWAIC,® ou TESLA.” On notera que I'approche avec un électron ponc-
tuel (donc N, = 1) combiné & un modeéle de circuit équivalent a déja été considérée® pour
modéliser les TOPs.

Modeles fréquentiels d’enveloppe

Le modéle de Pierce n’est pas le seul standard pour étudier les TOPs. On trouve no-
tamment les modéles fréquentiels d’enveloppe, dits d’amplification d’ondes froides COWAMs
(pour Cold Wave Amplification Models). Dans cette approximation, les champs électroma-
gnétiques a chaud (en présence du faisceau) sont écrits simplement comme une somme de
modes froids (champs sans faisceau) modulés par un facteur d’enveloppe variant lentement
le long de I'axe de propagation z. On a donc

Epot (r,w) = Z C'*(2) E*(r,w) + Eg (1), (8.3)
Hyoo(r,w) = Z C"*(2) H*(r,w), (8.4)
avec s le mode de propagation de I'onde et Eq.(r) = —V¢,.(r) le champ de charge d’espace

(utilisé ci-dessous). Généralement dans les COWAMs, le facteur d’enveloppe est simplifié en
posant des amplitudes spatiales identiques (C* = C’* = C”%). En l'absence de faisceau, le
facteur d’enveloppe devient unitaire et les champs sont dits froids. On remarquera immé-
diatement la différence avec les équations (3.44)-(3.45) du modéle discret. Les modeles fré-
quentiels d’enveloppe servent de base a de nombreux codes numériques, tel que MVTRAD,?
CHRISTINE!? et BwIs.!! Pour calculer la puissance électromagnétique, ces modéles utilisent
le théoréme de réciprocité de Lorentz (1896).

1pjerce 1947, 1950;
Gilmour 1994
2Qiu et al 2018;
Tamma et
Capolino 2014;
Wong et al 2018

3Pierce 1950;
Gilmour 1994;
Louisell 1960

4Qiu et al 2018;
Datta et al 2011,
Booske et Converse
2004; Simon et al
2017; Pchelnikov
2018

5Figotin et Reyes
2013

GSetayesh et Abiri
2018; Setayesh et al
2018

TVlasov et al 2002
8Ppierce 1955

9Waller 1999

10 A ntonsen and
Levush 1997
1Li et al 2009
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8.1.3 Problématiques des modeles fréquentiels

8.2

Pourtant, les modeles fréquentiels ont des problemes dans certains cas pour reproduire
la dynamique d’un TOP. Plusieurs articles récents! posent la question de combien d’ondes
(donc combien d’harmoniques d’espace) doivent étre prises en compte dans la théorie de
Pierce pour avoir un gain réaliste en régime linéaire. En outre, ces modeles échouent a dé-
crire les TOPs aux fréquences de coupure (cutoff), c-a-d. aux bords de bande de la relation de
dispersion (bande de transmission), 1a ou 'impédance de circuit de Pierce tend vers l'infini.
Cette situation, largement étudiée,? est critique dans les TOPs car cest la cause de généra-
tion d’oscillations indésirables. C’est d’ailleurs pour tenter de résoudre ce probleme que le
modele discret, décrit au chapitre 3, sera pour la premiére fois utilisé.> On remarquera que
ce probleme est généralement associé avec I'étude des TOPs a cavités couplées.

D’un autre c6té, un probléme majeur avec les modeles fréquentiels est qu’ils violent* les
équations de Maxwell quand le couplage est fort. C’est peut-étre cette violation qui justi-
fie les écarts a la théorie de Pierce (basée sur les équations des télégraphistes) en bord de
bande. On peut montrer rapidement cette violation pour les modeles d’enveloppe. En partant
de I'équation de Maxwell-Faraday rot Ehot(r,w) = —iwpoHpet (r,w) et Péquation de Helm-
holtz rot E*(r,w) = —iwpeH?(r,w) (sans distinction entre les valeurs propres et la fréquence
d’excitation), on obtient que

/s

rot Epos = Z - & x E* —iC"wuoH? | | (8.5)

en rappelant que le champ de charge d’espace est un gradient. On ajoute iwsuHpe (r,w) a
I'équation pour avoir

rot Epop + iwu()I:Ihot = Z %ez x B + i(C”sw — C’Sw),uoﬁs (8.6)
s

L’équation de Maxwell-Faraday impose que le membre de gauche de (8.6) soit nul. Cette

affirmation est correcte pour un champ électrique purement longitudinal, e, x E* = 0 (ou

pour un modele unidimensionnel), et si on force C'* = C"*,

Dans le cas tridimensionnel avec un champ électrique non longitudinal, si on impose
C's = ("% (comme C’est le cas pour la majorité des COWAMs), alors on doit nécessairement
avoir 9,C’* = 0, ce qui implique une absence totale d’amplification de I'onde. Pour ne pas
violer les équations de Maxwell, il faut prendre C'* # C’s. Toutefois, I'erreur induite en
négligeant C”* — C’* est modérée.’

Modeéle faisceau fluide

Dans ce chapitre, nous détaillons deux modeles d’interaction : celui de Pierce et le mo-
dele discret en domaine fréquentiel. Pour les deux, nous employons la méme description de
I’évolution du faisceau. Au chapitre 4, nous avons utilisé une description N-corps. Nous au-
rions pu aussi utiliser une description cinétique. Ces deux approches en domaine temporel
sont toutefois coliteuses numériquement. Dans ce chapitre, nous utiliserons une description
fluide® en domaine fréquentiel car elle est trés simple & combiner avec les modeles fré-
quentiels, et elle fut historiquement utilisée dans le modéle de Pierce, ce qui permettra une

comparaison de ce dernier avec le modeéle discret.

1Qiu et al 2018;

Simon et al 2017;
Soltani et Abiri

2016

2Miller et al 1994;
Bessudnova et
Rozhnev 2000;
Hung et al 2015;
Antoulinakis et al
2018

3Kuznets0v et
Kuznetsov 1984;
Kuznetsov et al
2004

4 André et al 2015;
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8.2.1

Le modéle faisceau fluide est fondé sur 'équation de continuité et '’équation de Poisson.
La premiere hypothése du modele faisceau fluide est que le faisceau est faiblement perturbé
par la présence de 'onde. Dans le jargon des tubistes, on parle de modele a petit signal car il
ne permet pas d’étudier les effets non-linéaires (notamment le piégeage), et donc d’atteindre
une amplification importante dans les TOPs. Toutefois, comme une partie des TOPs pour les
télécommunications ne sont pas utilisés en régime non-linéaire (la non-linéarité nuit a la
netteté des signaux), cette limitation du modéle reste parfaitement acceptable dans le design
de tubes a faible amplification. Par contre, 'augmentation des performances des TOPs rend
de plus en plus indispensable 'utilisation de modéles en régime non-linéaire.

Ondes de charge d’espace

Dans un premier temps, on considére uniquement le faisceau sans la partie circuit. Le
faisceau d’électrons est décrit comme un fluide en écoulement stationnaire uniforme faible-
ment perturbé transportant des ondes de charge d’espace le long de I'axe longitudinal z. Les
variables temporellement et spatialement dépendantes sont exprimées par la représentation
d’espace-temps de Fourier comme! F(z,t) = %(@(ﬁ,w) ew), avec ¢ = fz — wt la phase

INotons une faute

locale, 8 = w/vpn le nombre d’onde, w la pulsation et vy, la vitesse de phase. Comme on de frappe dans
. . L. ; P . . Minenna et al
pourra étudier des régimes non résonants, on définit aussi la constante de propagation des (2019b) : =% doit
1 . . ., . . : 1
électrons [, = w/ vy, et leurs vitesses vy + %(ﬁ e‘“"). La vitesse initiale du faisceau (non rela-  j; oi¢
tiviste) vo = /2Vy7, donnée par (2.1), s'obtient en comparant I'énergie cinétique m.vZ/2 et
I’énergie potentielle eV}, avec V; > 0 le potentiel de cathode (faisceau en courant continu,
direct current dc), et n = |e|/m.. Les densités de charge des particules sont pg + §R<[) ei‘P),
avec la densité initiale pg = Ip/(voSh) < 0, dépendant du courant de cathode Iy < 0, et de
la section du faisceau Sy,.
En régime linéaire, en combinant la relation entre les densités de charge et de courant
perturbées J, = py@ + vop et ’équation de continuité (continuity equation)
aJ, 0
21 9Py, (8.7)
0z Ot
Cest-a-dire i8J, — iwp = 0, on obtient que
- ‘ ]0| -
(w — Bvo)SbJZ =—w—7r W, (8.8)
2Vy
avec Vi, = vy /n la perturbation du potentiel du faisceau. On remarquera que 'équation de
continuité reste inchangée en présence des ondes de circuit, donc on gardera I'équation (8.8)
dans les sections suivantes. Si on ne considére que les ondes de charges d’espace dans le
systéme, alors I’équation du mouvement d’Euler
0 0
= v v = —nFE. 8.9
(7 +% ez (8.9)
devient, en la linéarisant,
AN .
( —iw + 1&)0) — = —Fg,, (8.10)
Vo
ol le champ de charge d’espace provient de I’équation de Poisson
OFE;
s _ P (8.11)
0z €0
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512 wave
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FIGURE 8.2 — Minenna et al (2019a) Diagramme
de Brillouin (relation de dispersion) typique d’un
TOP en bande Ku (12-18 GHz) a froid (sans cou-
plage). Il s’agit des solutions de (8.25) pour le mo-
dele de Pierce ou, autrement dit, des solutions de
(8.42) pour le modele discret, avec Cp, = 0 (comme si
Pimpédance de Pierce Z. = 4C3Vy/|Io| tendait vers
zéro). Les solutions sont purement réelles. L’onde
directe (forward) est aussi le mode & froid du guide
d’onde (dépendant de la géométrie du tube). Les
deux ondes de charge d’espace sont données par
(8.16).

soit ifEs. , = p/eo. Grace a I'équation de continuité, on a aussi Es. , = iJ,/(eow). On intro-

duit alors la pulsation plasma du faisceau d’électrons?

o — Mool _ ] mllo]
P €0 60’[108]0.

Cela nous permet d’obtenir

7 2 7 2,20 7
- J, wp J, wpv5Sh Js

iEsczzf = — =

€ow NPy W vonlp w

2Nicholson 1983

(8.12)

S . (8.13)

D’un autre c6té, la relation entre le champ de charge d’espace et le courant d’électrons peut
étre réécrite en termes de la modulation du potentiel de charge d’espace V. et reliée linéai-
rement avec la modulation du courant de faisceau I, de sorte que

Esc,z = *iﬂVb = 71ﬂZbib = 715Zb/ jz dz dya (814)
Sh
avec Zy, 'impédance caractéristique du faisceau. En comparant (8.13) et (8.14), on trouve
immédiatement I'impédance caractéristique du faisceau perturbé! comme
2i() = — 2. 2 (315)
bP)=——" 57, :
WY ‘I0|

en rappelant que 2Vy/|1o| = vo/(|po|nSy). Le rapport Vi /|Io| est 'impédance du faisceau a la
cathode (dc) dans le cas d’un faisceau non perturbé (J, = V;, = 0).

Si on injecte (8.8) dans (8.10), on trouve alors la relation de dispersion de Bohm-Gross>
a froid

(w — 61}0)2 = wg, (8.16)

pour les ondes de charge d’espace seulement. Cette relation est représentée sur la figure 8.2.

IMinenna et al
2019a. Cette im-
pédance est no-
tée %’ |2T‘30\ dans
(Louisell, 1960,
eq. (2.41)), mais
Louisell travaillait
alors dans le réfé-
rentiel du faisceau,
au lieu d’étre
comme nous dans
le référentiel du
laboratoire.
2Bohm et Gross

1949
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8.2.2

8.3

Remarque 8.2.1 Dans un contexte plasma, le terme « froid » pour le faisceau signifie que 1’on
néglige la température (et la pression) du faisceau dans le référentiel balistique co-mouvant.
Il s’agit donc d’un faisceau mono-cinétique.

Couplage avec les ondes lentes de circuit

Maintenant, on considére que le faisceau est couplé avec un modele de propagation des
ondes (dit le circuit) quelconque. L’évolution des variables de circuit, comme le champ élec-
trique de circuit E,, se fera en utilisant, au choix, les modeles des sections suivantes. Pour
représenter 'onde de circuit, on ajoute simplement le terme —E. a droite de 'équation du
mouvement (8.10). En combinant les équations (8.8) et (8.13), on trouve!

~ 1

E,=—-i—
W7o

2V o =

(w— Buo)? — wg] T S (8.17)

Or, de la méme maniére que (8.14), ce champ est égal a

E, = -V, = —iBZuwp 1y , (8.18)
avec 'impédance circuit-faisceau Z.,, correspondant a la réponse du potentiel de circuit aux
oscillations de courant. On réécrit donc I'impédance circuit-faisceau?

(w— Boo)? — w? 2V}

wpug

Zev(B) = (8.19)

Lol -
A la résonance, quand 3, = 8 (soit que la vitesse de phase est égale 4 la vitesse du fais-
ceau), Z., joue le role de I'impédance de faisceau comme s’il n’y avait que des ondes de
charge d’espace. Dans un tube & onde progressive, on augmente la vitesse du faisceau par
rapport a la vitesse de phase (cf. chapitre 1), de sorte que . # § généralement. Notons que
I'équation (8.19) sera comparée aux autres modeles des sections suivantes.

On remarquera que, dans ce modele, le traitement du faisceau est tres incomplet. Le
facteur de réduction plasma (plasma reduction factor) ou le paramétre de charge d’espace de
Pierce® QC, dépendant de la géométrie du tube et des modes, sont totalement ignorés. Nous
justifions cette simplification parce que le but de ce chapitre est de présenter les bases de
la description fluide et de réaliser une comparaison entre le modéle discret et le modéle de
Pierce : I'impédance circuit-faisceau (8.19) sera la méme pour ces deux théories de circuit.

Modele de Pierce

Dans cette section, nous présentons brievement le modéle de circuit équivalent de Pierce
car c’est un modele simple et intuitif pour calculer le taux de croissance linéaire d'un TOP
et il nous servira pour une comparaison avec le modéle discret en domaine harmonique. Le
modele a quatre ondes de Pierce* (Pierce’s four wave theory) est un modéle fréquentiel en
régime linéaire (petit signal) qui se compose d’une combinaison des équations des télégra-
phistes (8.1)-(8.2) et du modele fluide de la section 8.2 (voir figure 8.3). Dans ce modele 1D,
toujours exploité aujourd’hui,® la ligne & retard est remplacée par un circuit équivalent uni-
dimensionnel et le faisceau d’électron est considéré comme un fluide respectant ’équation
d’Euler du mouvement et la relation de continuité.

10n notera une
coquille dans Rys-
kin et al (2007) :
il manque un signe
moins devant wg.

2Minenna et al
2019a

3Pierce 1950;
Gilmour 1994,
Simon et al 2017

4Piorce et Field
1947; Pierce 1947,
1950; Gilmour 1994

5Qiu et al 2018;
Datta et al 2011;
Booske et Converse
2004; Simon et al
2017; Pchelnikov
2018

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales

Version du 11 décembre 2019

MINENNA



8. Modele discret linéaire en domaine fréquentiel

127

8.3.1

8.3.2

Impédance de circuit-faisceau

Toujours avec la représentation espace-temps §(z,t) = R( (5, w) ei“’), avec ¢ = —f3z +
wt, on peut, a partir des équations des télégraphistes (8.1)-(8.2) sans pertes, écrire les évolu-
tions des potentiel V, et courant I, de circuit couplés 4 un courant de faisceau I;,, comme®
—ipV, = —iLwl,, (8.20)

—ipl. = —iCwV, + i1, . (8.21)

Sans faisceau (I;, = 0), le nombre d’onde non-couplé est 5y = wvCL, et on notera Lw =
Z.Bo grace a la définition classique de I'impédance caractéristique Z. = V./I. = \/L/C que
Pierce définit comme I'impédance de circuit. On combine (8.21) et (8.20) pour obtenir?

Zen(B) = PP 7., (8.22)

- P
avec 'impédance de circuit-faisceau 7., = V. / I,,. Nous insistons sur le fait que le nombre
d’onde 3y et 'impédance de circuit Z. sont des parametres, dits a froid, ne dépendant pas de
la présence du faisceau.

Combinaison avec le modéle fluide
En imposant que I'équation (8.19) soit égale a I'’équation (8.22), on arrive a
L, (Be—B)2— B2 B2 — B2

W T d BB’ (529

avec 3. = w/vo and B, = wp,/vg. On définit alors le parameétre de gain de Pierce?

‘IO| 1/3
Cp = <4VOZC) : (8.24)

de maniére a réécrire (8.23) comme la relation de dispersion a chaud® (admettant des
solutions complexes)

2_ 2 2 2.2
03— (w = Buo)® —wy w” = Bugy g

8.25
p 2w Bvg wWhVph,0 ( )

du modele a quatre ondes de Pierce, avec /3, = wy/vg et la vitesse de phase sans faisceau
vph,0 = 1/vCL. L'équation (8.25) est le produit de deux parties, une venant du faisceau et
une venant du circuit. L’équation du 4¢ degré mene aux quatre modes naturels de propaga-
tion.

FIGURE 8.3 — Principe du modeéle de Pierce : un
circuit équivalent et son interaction avec un faisceau
d’électrons dans un tube & onde progressive. L’hélice
est remplacée par le circuit équivalent.

8 Picrce 1950

11e développe-
ment de Pierce
amene directement
a (8.24), de sorte
qu’il n’exprime ja-
mais Z.p. Or nous
avons besoin de
I’impédance circuit-
faisceau pour notre
comparaison (cf.

section 8.5).

2Pierce 1950

3Gilmour 1994
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it
Discrete _ _ J_ A%
model ---L Is |_| . J___

Q0

N FIGURE 8.4 — Minenna et al (2019b). Interaction onde-particule ou la ligne a
10 V2+1—|_ retard d’un guide d’onde est représentée soit avec le modele discret (dessus) soit
avec un circuit équivalent (dessous). On suppose que le faisceau est un fluide

faiblement perturbé de section transverse Sy,. Les variables Vi, Vi, Vj et I, I, Iy

ZD]V_OI_O. VoI, Intacwelr’s eqs sont les potentiels et courants de circuit, de faisceau et de cathode (faisceau

ot S, Beam [ Telegrapher’s eqs dc) respectivement. V2 et 15 sont les amplitudes temporelles du champs élec-
athode . . tromagnétiques a la cellule n (voir équations (3.42)-(3.43)) pour le mode de
Equivalent f"/] zaxs - propagation s. Les °, sont les coefficients de couplage entre les cellules de
cireuit 7T T L portée n’ (voir section 3.4).

8.3.3 Solutions de I’équation de propagation

8.3.4

Dans le modele de Pierce, la dépendance sinusoidale des ondes est donnée en temps par
el“?, et en espace par* e~'7% avec la partie imaginaire de /3 (associée le taux de croissance)
dépendant du parameétre de Pierce C,,. La pulsation plasma wy, est ignorée ici. On notera alors
quatre solutions, 3;, avec 1 < j < 4 (onde couplée au faisceau), a I'équation (8.25) : trois
ondes directes (forward) ol le nombre d’onde devient

B1,2,3 = Be —ifeCp 1,23, (8.26)

avec 019 = +1/3/2 —i/2, et 63 = i; et une quatriéme onde inverse (backward)

Bi=—Pe+ B.C3/4. (8.27)

La solution f3; correspond a une onde croissante selon z, 85 a une onde décroissante, 83 a
une onde d’amplitude constante, et 84 a une onde d’amplitude constante se propageant dans
le sens opposé a celui des électrons (dite onde rétrograde). Ces solutions sont couplées avec
le faisceau et donnent les diagrammes de dispersion de couplage!® (dits & chaud).

Puissance électromagnétique

La puissance électromagnétique est I'une des caractéristiques principales des TOPs. His-
toriquement, 'une des formulations les plus répandues passe par I'approche par circuits
équivalents. Dans ce chapitre, nous n’utiliserons pas cette puissance mais nous en aurons
besoin ailleurs. En régime harmonique, la propagation de I'onde de circuit est donnée par
E. = iBV,, avec V, le potentiel du circuit. En partant directement de la puissance électrique?
V2/(2Z.), on peut aussi définir la puissance harmonique de 'onde (moyenne temporelle

4Noté I = i8 dans
Pierce (1950).

1Briges 1964

2 Avec un facteur

1/2 en régime

fo. h, i .
sur une période 27 /w) comme armoniate
|E.|?
(P)Y(B) = 5257 (8.28)
282Z(B)
identique a I'équation (6.44) déja utilisée auparavant. Cette puissance est calculée a une
fréquence donnée (équivalente a un nombre d’onde donné).
Remarque 8.3.1 (Impédance de circuit) L’impédance de circuit Z. est souvent appelée, a tort
selon nous, impédance de couplage. En regardant I’équation (8.24), on pourrait penser que,
dans un cas sans faisceau (Vo = Iy = 0), Zc = 4VoC3 /|Io| soit mal définie. Pourtant, 'impé-
dance de circuit est aussi donnée par ’équation (8.28) qui est indépendante du faisceau. Le
parametre de Pierce C,, compense les effets de I'impédance de faisceau non perturbée V4 /|Io|.
C’est donc Cp, qui exprime le couplage avec le faisceau et non pas Z..
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8.4

8.4.1

Modele discret linéaire

Le modéle discret de Kuznetsov, présenté en domaine temporel au chapitre 3, était origi-
nellement linéarisé en domaine fréquentiel® pour étudier les TOPs a cavités couplées en ré-
gime linéaire (petit signal). Les amplitudes temporelles du champ électromagnétique (3.23)-
(3.24) deviennent alors

Vi(t) = Vie™!, (8.29)
15(t) = 15e“" . (8.30)
On prendra aussi la densité de charge comme J(r,t) = Jo + R(J(r)e!*?). De facto, les évo-

lutions temporelles de Vj et I3 (3.30)-(3.31) (respectivement Maxwell-Ampére et Maxwell-
Faraday) deviennent

03 2 _ UJ2 B i _
> (B)TVEEE(T) = —Ja(r) —wVs(r), (8.31)
seN
N Z(f')jﬁvg, (8.32)
seN seN

grace a I'orthogonalité des champs propres. Comme démontré a la section 3.2.3, le terme de
charge d’espace V¢, disparaitra® par I'intégration sur le volume avec les conditions de bord.
Ensuite, on fait le produit scalaire de 'équation (8.31) avec le complexe conjugué E;" et on
intégre sur le volume (avec une projection sur les modes (s, 5)) pour obtenir

(Q%)Q_WQNS . ¢ T sx
V= —iS, / Jos(2)F2s(2) dz (8.33)

pour un faisceau de section uniforme et de petit rayon. Les termes F ";(z) = EJ%3(2)/Nj
sont liés aux fonctions propres du potentiel vecteur (voir équation (4.31)) et Nj = Qf avec
notre normalisation (3.28). L’équation (8.33), dérivée de Maxwell, remplace les équations
des télégraphistes dans I’évolution de la propagation des ondes. Pour ne pas nous limiter a
certaines solutions de la propagation, nous étudions les cas hors résonances, donc lorsque
Q3 # w. On peut voir 2} comme la relation de dispersion a froid pour tous les nombres
d’onde (c-a-d. les valeurs propres des équations de Helmholtz) et w la fréquence angulaire
de 'onde amplifiée.

Impédance de circuit-faisceau

Pour compléter le modéle d’interaction, nous utilisons le modele de faisceau fluide (partie
faisceau), de la section 8.2, pour représenter le faisceau électronique faiblement perturbé,
mais cette fois-ci en représentant le champ de circuit (8.17) par 'équation du modele discret
(3.42).2 On pose aussi que la densité de charge est modulée spatialement en z par .J,(z) =
J,e~1#=_Utilisant la transformée de Fourier inverse, on obtient

Tl = S e b 4 = 3 g
nez nez

_ 7 —ipz g —B—b
—J.e > )Zé (% d), (8.34)

be(2r/d

3 Kuznetsov 1980;
Kuznetsov et
Kuznetsov 1984;
Kuznetsov et al
2004; Ryskin et al
2009; Terentyuk
2016; Minenna et al
2019b

L André et al 2013

n-—nm

2E =3 V3E®
s,m
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pour tout nombre d’onde ', avec § la distribution de Dirac. On fait de méme pour 'amplitude
du champ électrique

\/S /s 2m
Vg = Vis(8 - B - b))~ (8.35)
b
L’équation (8.33) devient
O3 2 _ w2 R . d/2 )
%vg = —iSsz/d/Q e BThzps (2)d. (8.36)

Dans l'expression du champ électrique en représentation-£3 (3.23),! l'intégration sur 3d ne se
fait que sur [—, 7], donc la somme se réduit au seul terme b = 0 (en effet, un seul mode
s = 0 nous intéresse pour 'onde), donc on omettra 'indice b. Puisque les champs propres de
Gel'fand satisfont ES ,(z) = ES e7'#% (avec F$*(2) = E3* ¢/ /N3) pour notre modéle 1D, on
a la perturbation du champ de circuit comme

B, = V°E; 4(z) e"* = V°ES . (8.37)

Finalement, on obtient donc une reformulation de I'équation (8.36) comme?

Qs 2 _ w2 R . ES*
Lvs = —iSyJ.d = (8.38)
w Nﬂ

On reformule aussi 'équation (8.17) avec les relations (8.34) et (8.37).
D’un autre coOté, nous avons déja vu que I'impédance de circuit du modéle discret prove-
nant de (6.73) (obtenue a partir de (8.28)) est3

B, (r=0)Pd

Z.(B) BNy

(8.39)
avec vg(s, 3) la vitesse de groupe. On remarque que notre impédance de circuit tend vers

I'infini au bord de la bande passante lorsque la vitesse de groupe s’annule. L'impédance de
circuit-faisceau pour le modele discret est obtenue a partir de (8.18) et (8.37)

1 ASAS
i VES

Z. (ﬂ)Z*BSbJA

: (8.40)

pour un faisceau de section uniforme. En insérant cette équation dans (8.38), avec (8.39), on
réécrit 'impédance de circuit-faisceau sous la forme

Zen(B) = %Zﬁ (8.41)

qui nous sera utile pour la comparaison.

8.4.2 Combinaison avec le modeéle fluide

En combinant les équations (8.19) et (8.41) avec la définition (8.24), la relation de disper-
sion a chaud du modeéle discret est

08— (w — Bug)? — w w? — (925)* .

P 2wy wBvg (842)

1E=

2r 2. J ViERde

2Minenna et al

2019b

3Minenna et al

2018
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FIGURE 8.5 — Minenna et al (2019b). Diagramme
de Brillouin (relation de dispersion) typique d’un
TOP en bande Ku (12-18 GHz) a chaud (avec cou-
plage C, > 0). La constante de propagation (pro-
pagation constant) est le nombre d’onde. Ordonnée
de gauche : partie réelle de la fréquence (pour les
courbes rouges et noires). Ordonnée de droite : par-
tie imaginaire de la fréquence (pour les courbes ma-
genta et bleues). Les courbes rouges et magenta sont
les solutions & (8.25) pour le modele de Pierce. Les
courbes noires et bleues sont les solutions & (8.42)
pour le modele discret. Les deux modeles donnent
des résultats quasiment identiques sauf aux bords
de bande (un zoom est donné a la figure 8.6). La
relation de dispersion & froid est donnée par la fi-
gure 8.2. On remarque que la bande passante (taux
de croissance non nul) du tube est de 10-18 GHz.

Méme si elles ont I'air similaire, les équations (8.25) et (8.42) ne sont pas identiques.

8.5 Comparaison entre le modele discret et le modele de Pierce

La comparaison entre le modeéle discret et le modele de Pierce (voir figure 8.4) est possible

car on a défini la relation de dispersion a chaud. De plus, comme on a pris le méme modele

fluide pour la partie faisceau, la comparaison se limite a la partie circuit des deux modeles.

8.5.1 Comparaison sans couplage et au premier ordre

On considere d’abord le cas ot le parametre de Pierce tend vers zéro, C, = 0. Les quatre
solutions des relations de dispersion (8.25) et (8.42) sont identiques (solution a froid, voir
figure 8.2). En effet, les solutions pour 'onde directe (forward) et inverse (backward) du

circuit sont w = £Puvpn 0, avec f = £f..

On prend maintenant le couplage avec le faisceau en compte, mais avec C, petit. Si on
développe en série de Taylor les numérateurs des secondes fractions de (8.25) et (8.42), on

obtient au premier ordre

w? — 521’3}1,0 = 2wopn,o (6 = fo) + -+

w? = (25) = 2wvg (B — o) + -+ .

(8.43)
(8.44)

8.5.2

a proximité de la résonance avec 'onde (w ~ QF, soit 8 ~ (;). Donc, au premier ordre,
les équations (8.25) et (8.42) sont égales. On notera que '’équation (8.43) est solution du
modele de Pierce & trois ondes lorsque vpp o est constant. On peut conclure qu’avec cette
approximation, le modele discret et le modéle de Pierce sont identiques lorsque la relation
de dispersion est 1égérement perturbée. Cette approximation est d’autant plus pertinente que
la plupart des TOPs actuels fonctionnent en régime linéaire avec C,, petit.

Comparaison au second ordre et plus

En dehors de 'approximation au premier ordre, on peut s’attendre a des différences entre
les deux modéles. Les différences les plus grandes entre les ondes non-couplées et couplées
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T | [TDiscrete Model FIGURE 8.6 — Minenna et al (2019b). Détail de

;;. la figure 8.5 pour la partie réelle uniquement. La

S 95 constante de propagation (propagation constant) est

> le nombre d’onde. Les courbes rouges sont les solu-

L%’ | | . | | | tions & (8.25) pour le modele de Pierce. Les courbes
1300 1350 1400 1450 1500 1550 noires sont les solutions & (8.42) pour le modele dis-

Propagation constant (rad/m) cret.

apparaissent aux bords des bandes passantes (aux limites ot le taux de croissance tend vers
zéro, 3(B3) — 0).

Pour établir les différences entre les deux modeéles, on a utilisé un solutionneur symbo-
lique pour calculer les quatre solutions des équations (8.25) et (8.42). Comme exemple, nous
utilisons la relation de dispersion a froid typique d’un TOP a hélice en bande Ku (12-18 GHz)
donnée par la figure 8.2. Le résultat est présenté par la figure 8.5, et son zoom a la figure 8.6.
Il s’agit de la relation de dispersion a chaud pour nos deux modeéles avec les parties réelle et
imaginaire de la fréquence en fonction du nombre d’onde (aussi appelé constante de propa-
gation). On remarquera que, contrairement a l'usage, nous avons résolu les équations (8.25)
et (8.42) pour w en fonction des § a froid, ce qui nous donne des w(3) complexes (donc
I'amplification est considérée en temps). La partie imaginaire non nulle des w (c-a-d. le taux
de croissance) définit la bande passante du tube (entre 10 et 18 GHz pour notre exemple, en
dehors de ces fréquences il n’y a pas d’amplification).

La figure 8.5 montre la grande similarité entre le modéle discret et le modeéle de Pierce a
quatre ondes qui se superposent presque. La courbe du haut correspond a I'onde de charge
d’espace rapide, celle du dessous correspond a 'onde de charge d’espace lente. Entre les
deux se trouve I'onde directe de circuit. L’'onde rétrograde de circuit, avec des fréquences ou
nombres d’onde négatifs, n’est pas montrée. Entre 10 et 18 GHz, les solutions réelles pour
I'onde de charge d’espace lente et 'onde directe de circuit se superposent. Pour les deux, on
a une partie imaginaire non nulle (c-a-d. le taux de croissance) qui définit la bande passante
du tube. Un zoom aux bords de bande est présenté a la figure 8.6, montrant de 1égeres
variations sur la partie réelle R(F') entre le modéle de Pierce et le modele discret, surtout sur
la taille de la bande passante. La différence de taux de croissance 3(F') est plus importante
(~ 5-10%). Une conclusion sur la validité des deux modeles est donnée a la section suivante.

8.6 Avantages du modele discret en régime linéaire

La comparaison analytique réalisée dans ce chapitre démontre que le modéle discret en
domaine fréquentiel et le modele de circuit équivalent de Pierce donnent des résultats iden-
tiques sans amplification (C,, = 0) et a 'approximation linéaire du premier ordre (Pierce a
trois ondes). Au second ordre ou plus (Pierce a quatre ondes), les deux théories restent qua-
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8. Modele discret linéaire en domaine fréquentiel 133

siment identiques surtout en milieu de bande passante. Puisque la théorie de Pierce est bien
établie et encore utilisée, cela valide le modéle discret en régime linéaire.

On notera que notre comparaison a fait intervenir I'impédance de circuit-faisceau, qui,
a notre connaissance, n’a jamais été utilisée dans I'étude des TOPs. L’intérét d’utiliser cette
impédance est que I'on peut facilement séparer les parties circuit et faisceau de nos modeles
d’interaction. Cela rend les comparaisons entre différentes théories plus faciles a réaliser.

L'un des avantages majeurs du modeéle discret en domaine fréquentiel, en plus de combi-
ner les avantages du modele en domaine temporel (cf. chapitre 3), est qu’il permet d’étudier
l'interaction onde-particule avec la méme rapidité et simplicité que les modeles fréquentiels.
Notamment, il permet une résolution analytique du systeme en régime linéaire avec qua-
siment la méme précision que le modéle de Pierce. On notera qu’en domaine fréquentiel,
comme pour le domaine temporel du chapitre 3, le modeéle discret ne prend pas en compte
la forme du guide d’onde. Cette derniere est cachée dans les valeurs de la relation de disper-
sion. On peut donc facilement représenter la ligne a retard avec un modeéle 1D.

Toutefois, a la section précédente, on a identifié des différences entre le modele de Pierce
a quatre ondes et le modele discret. Juste avec leurs descriptions analytiques, il nous est
impossible de dire lequel des deux, s’il y en a un, a raison. Pourtant, le modéle de Pierce
est connu! pour avoir d’importants écarts en bord de bande, 1a ou l'impédance de circuit *Qiu et al 2018;

tend vers linfini. On pourra aussi argumenter que les équations des télégraphistes sont une Simon et al 2017;
Soltani et Abiri

version approximative des équations de Maxwell et que les modeles fréquentiels peuvent 9016

violer Maxwell quand le couplage est fort (voir section 8.1.3). D’un autre c6té, le modele
discret en domaine fréquentiel, directement obtenu a partir de Maxwell, ne souffre, selon
nous, d’aucune approximation, a part pour la troncature sur le nombre de modes. En outre,
des comparaisons entre MVTRAD (qui souffre des mémes problémes que les modeles fré-
quentiels) et DIMOHA ont montré que ce dernier avait un meilleur accord avec des mesures
expérimentales. Nous affirmons donc que le modeéle discret est meilleur en bord de bande. 11
a d’ailleurs été construit initialement dans ce but. Donc, I'un des avantages du modele discret
est de pouvoir étudier avec précision les régimes opérant aux bords de bande de la relation
de dispersion.

On notera que la description fluide utilisée est approximative, mais comme nous avons
utilisé celle-ci pour les deux modeéles, notre comparaison est indépendante du comportement
du faisceau. On notera aussi qu’'une comparaison entre les modéles d’enveloppe MVTRAD et
BWIS et une ancienne version du modele discret a été réalisée par Théveny (2016). Cette
comparaison montre le méme type de déviation que 'on peut voir sur la figure 8.6.

La limite du raisonnement de ce modéle est facile a comprendre : le faisceau est faible-
ment perturbé et sa vitesse reste en moyenne vy. Or, pour avoir amplification, il faut que
les électrons en moyenne ralentissent. De plus, la présence d’harmoniques a été négligée. Ce
modele permet de comprendre le fonctionnement des TOPs & bas niveau en régime linéaire
mais est impuissant a quantifier leurs fonctionnements en régime non-linéaire.
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“But the key question is, no matter how much you absorb of another person, can you
ever have absorbed so much of them that when that primary brain perishes, you can
feel that that person did not totally perish from the earth, because they (or at least a
significant fraction of them) are still instantiated in your brain, because they still live on
in a ‘second neural home’? [...] In the wake of a human being’s death, what survives is a
set of afterglows, some brighter and some dimmet, in the collective brains of all those who
were dearest to them. [...] Though the primary brain has been eclipsed, there is, in those
who remain and who are gathered to remember and reactivate the spirit of the departed,
a collective corona that still glows. This is what human love means.”

— Douglas R. Hofstadter, I am a strange loop, 2007

Structure hélicoidale tridimensionnelle pour le
modele discret

Un des avantages majeurs du modéle discret, présenté au chapitre 3 et au chapitre 4, est la
séparation des champs entre les variables temporelles et les variables spatiales. Pour calculer ces
derniéres, nous avons vu une approche unidimensionnelle reposant sur la relation de dispersion.
Dans ce chapitre, nous utilisons un modeéle analytique de la géométrie hélicoidale pour calculer
les fonctions spatiales tridimensionnelles. Nous proposons aussi un calcul de la puissance plus
rigoureux que Uapproximation donnée au chapitre 6.

La structure hélicoidale en électrodynamique,...

Vingt ans apres le développement de la théorie de 1’électromagnétisme, en partie intro-
duite par Maxwell (1865), Hertz (1888) fut le premier a observer expérimentalement les
ondes électromagnétiques se propageant dans I'air. En poursuivant ses recherches, c’est aussi
Hertz (1889) qui réalisa les premiers guides d’onde, dont la premiére hélice métallique, avec
pour idée de mesurer la vitesse des ondes. Mais Hertz n’étudia pas a proprement parler la
structure hélicoidale. Les premiers fondements analytiques sur les guides d’onde furent ac-
complis par Thomson (1893), Rayleigh (1897) et Pocklington (1897). Le modéle analytique
de Pocklington suppose que le fil de I’hélice est fin (thin wire) et parfaitement conducteur de
sorte que la vitesse de phase est réduite d'un facteur sin ¥ (voir figure 9.1). Ce sera Ollen-
dorff (1926) qui sera a l'origine des modeles d’hélice en feuille (sheath model) : I'hélice est
remplacée par des feuilles conductrices de courant anisotropes. Cette approche est particu-
lierement utile pour décrire le mode de propagation le plus bas m = 0 (cf. ci-apres). Ce fut
aprés l'apparition du tube a ondes progressives que l'intérét pour la géométrie hélicoidale

s'intentifia,! notamment avec l'utilisation des modéles d’hélice en ruban. 1Voir Sensiper
(1955) pour un ré-
pour 1’étude des tubes a ondes progressives,... sumé plus complet.

Les premiers prototypes de tubes a ondes progressives construits d’abord par Lindenblad
(1942) puis par Kompfner (1946) utilisaient une simple hélice comme structure a onde lente.
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9.1

9.1.1

- d -]

est donné par (9.1). Le faisceau passe au milieu de 1’hélice.

Avant eux, le premier tube a ondes progressives inventé par Haeff (1936) utilisait deux hé-
lices paralleles avec le faisceau d’électrons se propageant entre elles. Depuis lors, la structure
hélicoidale reste la géométrie de prédilection des TOPs. On parlera de deux modéles ana-
lytiques pour caractériser I'hélice. Le premier, et le plus simple, est le modéle d’hélice en
feuille? qui fut rapidement généralisé vers une version plus compléte : le modéle d’hélice en
ruban.? Ces modéles sont encore utilisés de nos jours, parfois sous des versions améliorées,*

méme si les solveurs numériques sont maintenant majoritaires.

et développement des solveurs numériques.

La structure tridimensionnelle (3D) d'un TOP est en réalité complexe a décrire analy-
tiquement, et les modeles évoqués dans ce chapitre sont tous simplifiés. Avec le dévelop-
pement des capacités de calculs en informatique, des résolveurs numériques sont apparus,
permettant de simuler en 3D des TOPs et d’en déterminer les parametres a froid (relation
de dispersion, impédances, ...). La majorité d’entre eux utilise une approche particle-in-cell
(PIC) pour étudier le faisceau. Toutefois, dans le modele discret, I'interaction onde-particule
ne fait intervenir que la partie temporelle des champs, laissant donc la possibilité de calculer
les variables spatiales avec des modeles analytiques.

Hélice du tube

Pour étudier la propagation des champs dans un environnement tridimensionnel, on doit,
en premier lieu, définir les parametres a froid du champ (cold field parameters) dépendant
de la géométrie du systéme tels que la relation de dispersion, I'impédance de circuit, et, pour
le modele discret, les formes de champs E; et H] . La structure 3D d’un TOP est complexe
a décrire analytiquement car il faut retrouver les solutions aux équations de Maxwell. Le
modele d’hélice que nous utilisons dérive des travaux de Sensiper (1955), Tien (1953) et
Crepeau et Mclsaac (1964).

Dans ce chapitre, nous utiliserons m l'indice de 'harmonique de I'onde, au lieu d’utiliser
s le mode de propagation (voir ci-dessous).

Hélice métallique

L’hélice d’un TOP est représentée a la figure 9.1. Le systéme considéré est sans pertes. Le
cylindre de I'hélice est supposé infini dans les deux directions et périodique de pas d le long
de l'axe z avec z € R. En coordonnées cylindriques (r, 6, z), on définit ’angle d’inclinaison
(ou de pas, pitch angle)?! par

2
¥ = cot~t 22 , (9.1)

FIGURE 9.1 — Hélice d’un tube a ondes progressives. Le pas de I’hélice est noté
d, son rayon est noté a et 1’épaisseur de I'hélice est notée J. L’angle de pas ¥

2Cutler 1948;
Pierce 1950
3Sensiper 1951,
1955; Tien 1953
4D’Agostino et al
1998; Chernin et al
1999

1Les modéles ou

WU = 0 sont appelés
sheath ring, et ceux
ou ¥ = 7 sont
appelés sheath tube.
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l
i

FIGURE 9.2 — Le modele d’hélice en feuille de rayon a, inspiré de Tien (1953).
L’hélice est représentée par un cylindre infini idéal et composé de feuilles ani-
sotropes conductrices de courant le long de la direction d’enroulement.

FIGURE 9.3 — Le modele d’hélice en ruban, inspiré de Tien (1953). L’hélice
est représentée par des bandes conductrices fines de longueur 2mwacos W et de

largeur 6.

avec a le rayon du cylindre représenté a la figure 9.1. Comme le systéme est périodique, les
champs électromagnétiques peuvent étre exprimés comme des superpositions linéaires de
champs satisfaisant la condition de Floquet (voir équation (3.10))

Eg(r, 0,z +nd) = Eg(r, 0, 2) e inbd
Hg(r, 0,2z +nd) = Hg(r, 0, z) e P4

(9.2)
(9.3)

en coordonnées cylindriques (r, 6, z), avec 8 € [—n/d, n/d] le nombre d’onde fondamental.
On considére que les champs sont spatialement décomposés!, en coordonnées cylindriques
(r, 0, z), par?

E(r,0,z) = Z EZ'(r) e iml =ifmz (9.4)
mEZ

H(r,6,2) = Z H' (r) e imb o=ifmz (9.5)
meZ

avec m € 7 le numéro des harmoniques spatiales, et E™ et H™ les m/®™ coefficients de
Fourier du champ électromagnétique. Le mode de propagation s des chapitres 3 et 4 est
maintenant noté m. On redéfinit aussi le nombre d’onde (c-a-d. la constante de propagation)
par

cot ¥

=B+ 2 = g4 m® Y e, 96)

pour tenir compte dans (9.4)-(9.5) de la symétrie hélicoidale de la frontiere (z — zp)/d

(6 — 6o)/(2m).

Conditions de bord

Les champs électromagnétiques, satisfaisant les équations de Maxwell (3.1), sont décom-

9.1.2

posés spatialement comme

E.(r,0,z) e, + Ey(r,0,2)eg + E.(r,0,2) e,
Hr(rv 97 Z) e+ HQ(T,67 Z) €y + HZ(Ta 03 Z) €.

1Sensiper 1955;
Crepeau et
Mclsaac 1964

20n trouve aussi
dans la littérature
une décomposi-
tion avec deux
nombres m et m’
(par exemple en
e—im,9 e—iﬁm27
avec m ’harmo-
nique et m’ 'indice
axial). Le s du
chapitre 3 et du
chapitre 4 dénotait
alors les nombres
m et m/. Pour une
hélice d’un TOP,
I'approximation

m = m’ est large-

ment suffisante.
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138 9. Structure hélicoidale tridimensionnelle pour le modele discret

On définit les vecteurs unitaires e et e, respectivement parallele et perpendiculaire au fil
de I'hélice et reliés aux vecteurs unitaires des coordonnées cylindriques e, eq et e, par

e =e,sinV +egcos V¥, (9.9)

el =e.xe| =e;cosV —epsinV. (9.10)

Pour I'hélice, la liaison entre les deux régions, interne avec r € [0, a] (indice i) et externe
avec r € [a, co[ (indice 0), se fait grice aux conditions de continuité! appropriées pour 7 = a Sensiper 1951

Ej(a) = Ej(a) =0, (9.11)
E' (a) = ES (a), (9.12)
Hj(a) = Hj(a), (9.13)

en supposant que le fil est un conducteur parfait, et ot les indices || et L font référence
aux composantes paralléle et perpendiculaire au fil. En termes de coordonnées cylindriques
(r,0, z), on obtient

Ei(a) = E2(a), (9.14)
Ey(a) = E(a) (9-15)
F'(a) = —E}(a)cot ¥, (9.16)
Ef(a) = —Ej(a)cot ¥, (9.17)
H!(a)+ Hj(a) cot ¥ = H(a) + HS(a)cot ¥, (9.18)

ol les exposants i et o dénotent respectivement les quantités a I'intérieur et I'extérieur de I'hé-
lice. Pour des géométries d’hélice plus compleétes, il est possible d’ajouter d’autres conditions
de bord, dépendant du mode de propagation, par exemple, si on impose un mode transverse
magnétique,? ou transverse électrique.? 2H.(r,0,2) =0
3E.(r,0,2) =0
9.1.3 Modeles d’hélice en feuille et d’hélice en ruban

Pour I'hélice, on distinguera deux régions : a I'intérieur de I'hélice lorsque r € [0, a] avec
l'indice i, et a 'extérieur de I'hélice lorsque r € [a, co[ avec I'indice 0. On considerera les deux
modeles suivants pour la structure :

— Le modeéle d’hélice en feuille* (sheath helix) est le modeéle le plus simple pour schéma- 4Ollendorff 1926;
tiser une hélice (voir figure 9.2). Il se limite au mode fondamental m = 0 et I'hélice est Cutler 1948; Pierce

. . . L . 1950
représentée par des feuilles conductrices idéales de courant anisotropes.

— Le modele d’hélice en ruban (tape helix, voir figure 9.3) est une alternative plus com-
pléte qui fait intervenir toutes les harmoniques d’espace m. L’hélice est représentée
par des rubans conducteurs inclinés et fins, avec § I'épaisseur radiale du fil. Lorsque
a < r < a4, il est possible de considérer un milieu diélectrique de permittivité relative
e # 1, tel que le fourreau protégeant I’hélice et maintenant le vide (voir figure 2.2).
Certains auteurs® ont déja considéré un modéle en ruban plus complet entouré d'une ®D’Agostino et al

stratification radiale de différent diélectriques, voire prenant en compte des montants. 1998; Chernin et al
1999
Nous utiliserons principalement le modéle d’hélice en feuille, notamment pour sa simplicité

et parce que I'impédance de ce modéle est déja établie, ce qui validera nos calculs avec le
modele discret.
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9.2

9.3

Modele discret pour la géométrie hélicoidale
On rappelle les équations de Helmholtz (3.18)-(3.19)

rot B (r) = —ipo Q3" HE' (r) (9.19)
rot H' (r) = iegQF Ef' (1), (9.20)

avec div Ej}’(r) = div Hj'(r) = 0, pour les champs propres E}}', H}' respectant la condition de
Floquet.! On précise que les champs propres sont décomposés comme

Egl(r) = ( ra(r)er + E’gfﬁ(r)eg +Elg (r)ez> e im0 g=iBmz (9.21)
HY (r) = (H:}ﬁ(r)er + Hp (r)eq + H’Z’fﬁ(r)ez) e~ imf g =ifmz (9.22)
Le premier objectif de ce chapitre est de résoudre les équations de Helmholtz pour la géomé-

trie hélicoidale. En utilisant 'opérateur rotationel en coordonnées cylindriques

108, 0B
r 00 0z

OE, B oF,
0z or

VxE= (9.23)

LO(E) 108,
r  Or r 00

et 'opérateur divergence en coordonnées cylindriques

10

1 108, , OF.
T ror

VB TR

(rE.) +

(9.24)

on peut, par exemple, obtenir la composante en z du champ propre électrique
10 9 cm 2 2\2 m? m -
?E(TEEZ’E(T)) - ((ﬁm — k)T 72) Zs(r) =0, (9.25)

avec le nombre d’onde du vide k(s) = Q3 /11060 = Q3/c.

Modele discret pour I’hélice en feuille

On commence par utiliser le modele d’hélice en feuille ou m = 0. On définit le nombre
d’onde transverse (transverse constant ou radial phase constant)

v= VR, (9.26)

avec, pour m = 0, le nombre d’onde du vide k = Qg /lgeg = Qg /cet g = Q%

1Eg’(r + nde.) =
Egl(r) e~inBd,
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A Tintérieur de I'hélice, pour 0 < 7 < a, les solutions des équations (9.19)-(9.20) sont

i 5 i
Eﬁ,r(r) = I;Aﬁj(/)(‘yr) ;
i Q HO i
Lo(r) =—1—i BY I (yr)

b2 (r) = Aglo(yr)

i B

B,r(r) = 1;Bﬁlé(ﬁ/r)»

i g0 4

5,9(7") =i OA/aIé(VT),

5.2(r) = Bylo(yr).

(9.27)

(9.28)
(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

En dehors de I'hélice, pour r € [a, o], les solutions sont

o ﬁ o

ﬁ,r(r) = I;AﬁK(I)(’YT) )

o .QBMO o 77/
5,9(7") =1 v B@KO(V’“)7

5,2(r) = AgKo(yr),
B

B r) =10 BRK(y7)
° Q €0 o
5,9(7") =1 f/ A/aK(/J(W”) )

5,2(r) = BgKo(yr).

(9.33)

(9.34)
(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)

Les facteurs I,,, et K,, sont les fonctions de Bessel modifiées a 'ordre m de premiere et

deuxieme especes respectivement, avec les notations I],(z) = 0,1, et K, (x) = 0,K,

(voir annexe B.5). En utilisant la décomposition des champs (3.44)-(3.45) du modele discret,
les champs propres (9.27)-(9.38) sont donnés par Watkins (1958), au choix des constantes

Aly, A, By, Bg pres.

Le lien entre les constantes Aiﬁ, A3, B;i% Bj est donné par les conditions de bord (9.14)-
(9.18). En effet, si r = a, 'application des conditions de bord aux équations (9.27)-(9.38)

nous permet d’obtenir! les proportionnalités

A° — Io(ya) i
7 Ko(ya) "

A%,

(va)
(va)

olva) iy 1
(va)

et la condition de compatibilité

)2 _ Ni(ya)Ki(va) (Qs)*copo .

1
(cot\IJ - I(ya)Ko(ya) — y2

(9.39)
(9.40)
(9.41)

(9.42)

(9.43)

Pour une hélice donnée, dont on connait le rayon « et la relation de dispersion {2 (valeur
propre des équations de Helmholtz qui est fixée par la condition de compatibilité pour le

1 Sensiper 1951
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9. Structure hélicoidale tridimensionnelle pour le modele discret 141
modele d’hélice en feuille), il nous manque uniquement les valeurs des Aiﬂ pour pouvoir
exprimer complétement les équations (9.27)-(9.38). On notera que, puisque Ip(0) = 1, cela
implique que
5,2(0) = Aj. (9.44)
9.3.1 Régime monochromatique
Puisque les champs propres Eglzo(r), Hg’zo(r) sont indépendants du temps (et donc
aussi les valeurs de Aiﬂ), on exprimer les champs en régime harmonique comme E(r,t¢) =
R[E(r) e“!] (voir chapitre 8). Dans ce régime, la moyenne du flux du vecteur de Poynting
(puissance harmonique) est! (P) = [ $R[E*(r) x H(r)] -e. dS. Comme vu au chapitre 6, Jackson 1999
dans l'approximation monochromatique, on peut réécrire la puissance moyenne dans la
représentation-{3
@ =25 [T vk asa) (9.45)
T2 o PR dP '
meEZ
B
=2 9.46
2 2.(5) (240
avec
3 m m : KﬁmCZ : m* m
Jim g, =, =i :1/8%(% (r) x HE(r)) -e. dS. (9.47)
En ne considérant que 'harmonique fondamentale m = 0 (on omet I'exposant m), le
produit vectoriel de (9.47) se réduit &
KB C2 ¢ ix i ix i >~ ox o o* 110
T =27 o |: B8,ri1B.0 — E/579H7.,B:|7’d7‘ + 2w i |: Ber‘gvﬂ — ﬂ,@H v Tdr, (948)
ol l'intégrale sur 6 est égale a 2. Avec les solutions des champs propres (9.27)-(9.38) pour
les conditions de bord (9.39)-(9.43), I'’équation (9.48) devient
Ksc? _ BQse0_ 5 4ip2
= o) ma” |Ag|” F(ya), (9.49)
avec le facteur sans dimension de réduction de 'impédance? 2Cutler 1948;
Pierce 1950
To(ya) K1 (va)\ (2
F a:(l—i—i)(f a) — Ip(ya)l a)
(y ) Il('YCl)KO('Ya:) 1(Y ) O(Y ) Q(V )
Io(va) \? I (ya)Ko(ya) 2
1+ ——— | K K - K . 9.50
- (Ko(ya)) (1+ TLi(va)K, (ya)) (Kova) Kalve) - K (va)) (9.50)
9.3.2 Impédance de circuit
Comme le champ sur 'axe du cylindre est longitudinal, le carré de la norme du champ
électrique (3.23) vaut
[ 1 T \ /* i
BOF = o [ VsV3la5P d(sa) (9.51)
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9.4

pour r = 0 et dans 'approximation monochromatique 8; = . On injecte (9.51) dans la
puissance harmonique (9.46) et (9.45) pour obtenir 'impédance de circuit

2

20) = e oo [Fva)] (9.52)

dans le modele d’hélice en feuille. La méme équation que (9.52) a déja été donnée par Pierce
(1950), mais a partir de champs réels avec le modéle d’hélice en feuille. Bien que nous utili-
sions le méme modele d’hélice, notre approche est différente car nous utilisons des champs
décomposés par le modele discret (nous résolvons les équations de Helmholtz (9.19)-(9.20)
au lieu de résoudre les équations d’onde (3.7)-(3.8) comme Pierce l'a fait). Puisque nous re-
trouvons ’équation (9.52), nous concluons que notre approche est cohérente. On rappellera
que ce qui est propre au modele discret est la discrétisation par cellule des champs.

Nous pouvons maintenant trouver les valeurs des Aj;. Puisque ¢’Kg = Qsv,, 'équation
(9.49) se réécrit comme

\AiB‘Z - 12;50(;7)ra2 [F('ya)} 71. (9.53)

Avec I'impédance de circuit (9.52), on trouve le champ propre électrique sur 'axe z

5.2(0) = A = 5\/%, (9.54)

qui est exactement égal a '’équation (6.73) utilisée dans 'approximation 1D. Puisque AiB est
indépendant du temps, cette relation est vraie pour les régimes harmoniques et temporels.

Puissance électromagnétique en régime non-monochromatique

Au chapitre 6, nous avons proposé une approximation 1D et monochromatique de la
puissance électromagnétique. Nous résolvons maintenant I'équation (6.55) de maniére plus
rigoureuse. Dans le modele d’hélice en feuille (m = 0), I’équation (6.52) devient donc

a oo
ts, 5, = 2m< /0 R |E5, Hb, 0 — EF, oM, , |7 dr + / R (B2, (1)HS, 0 — E(B’TVOH%Z’T}rdr>, (9.55)

2mia (QB 182 niv i P182By€0 4iv 4
= ! Bj B — —2— A% )(y[ voa)ls(via) —vo I (via)l ya)
-2\ iy, T Yiys s 111 (v2a)l2(via) — vali(via)l2(v2a)

2mia (Qﬂ fo B2 B182s, €0
- By Bp, — ——— A% 02) (YzKo Y2a)K1(v1a) — v1Ko(y1a)Ki(y2a ) ) 9.56
‘Y% —Yg Y1Y2 g Y1Y2 P ( MK ) ( MK ) ( )

avec y; = /37 — k2 et yo = /35 — k2. Nous pouvons donc ré-exprimer la puissance élec-
tromagnétique en temps avec le modele discret.

Pour valider cette relation, nous nous proposons de calculer cette puissance avec DIMOHA.
En faisant la moyenne temporelle du résultat obtenu, nous devrions pouvoir la comparer
avec des mesures expérimentales. Pour éprouver le régime non-monochromatique, nous pro-
posons de tester des signaux multi-porteuses. Ce travail est toujours en cours.
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9.5 Modele discret pour ’hélice en ruban
Pour le modele d’hélice en ruban (m € Z), on définit les nombres d’onde transverses
Y = /B2 — k2, (9.57)
lorsque r € [0,a], pour le nombre d’onde du vide k(m) = QF\/fioeo = Q' /c. Lorsque
r € [a, 00[, on aura
Ym = VB — (k)% (9.58)
pour le nombre d’onde du mode m dans le di€lectrique k°(m) = Q' \/uo€ et € = eco.
A lintérieur de I'hélice, pour 0 < r < a, les solutions des équations de (9.19)-(9.20) sont
i,m . B i,m Qmp’o m i
B (r) == A5 L, (Yir) + —5—— B Ly (Y1) , (9.59)
Ym Yin T
im Bm m im Qm'uo i,m
E(r) = 727,4[3 In(Ymr) — 1 j By, (Ymr) (9.60)
EZ’Z (T) = AiémI"L(Y7nT) ) (9'61)
i,m -ﬁm i,m g/ aneom i
H: =i—B2"I mT) — 7*Almlm m'l), 9.62
) = A B () =~ AR D) (9.62)
im ﬂm m im .Qmeo im
50 (r) = (2 5 B Im(Ymr) 41 wfm A" I (Ym) (9.63)
HE" (r) = By Iy (Ymr) - (9.64)
A Pextérieur de I'hélice, pour r € [a, oo], les solutions des équations des champs propres sont
o,m Bm o,m o Qm/.to m o,m o
EST(r) = lﬁAﬂ K. (yo,r) + (yfjon)Q T B Ko (Vo). (9.65)
,m 5771 m o,m leu’o ,m
B (1) = ey AR o (Viur) = 0= B, (Vir). (9.66)
Eg (r) = Ag" Km(vpr) (9.67)
o,m ﬂm o,m o Q €m o,m o
H,B,r (T) = l,Yi%Bﬁ K;n(ymr) + (,Y;)i)z 7145 m(YmT)v (968)
,m Bm m ,m -Qme ,m
HYG (1) = ey 3 BE " Ko (Vour) 1= e— AG™ K (V) (9.69)
HZ (r) = By K (vo,r) - (9:70)
Le lien entre les constantes Aiﬁ’m, Ag’m, Bgm et Bg’m est donné par les conditions de frontiére
(9.14)-(9.18). En utilisant la décomposition des champs (3.44)-(3.45) du modéle discret, nous
retrouvons les champs propres (9.59)-(9.70) de Crepeau et Mclsaac (1964), au choix prés
des constantes Aiﬁ’m, AR, B;;”ﬁ By™. 1l sera possible par la suite d’exprimer la puissance
pour le modele d’hélice en ruban.
9.6 Avantages et perspectives du modele discret pour la géomé-
trie hélicoidale
L'utilisation du modéle discret implique la séparation des amplitudes temporelles Vg, I?
et des formes spatiales E; , H; des champs. Pour déterminer la valeur des amplitudes tempo-
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relles, on utilisera un modéle d’interaction tel que le modéle N-corps présenté au chapitre 4
ou le modele fluide présenté au chapitre 8. Si la propagation des champs est dictée par le
modele discret, ce dernier n'impose aucune contrainte sur la structure a utiliser (tant qu’elle
est périodique dans une direction). Le calcul des formes spatiales repose sur la connaissance
de la géométrie du systeme. Au chapitre 6, nous avons proposé une résolution unidimension-
nelle. Dans ce chapitre, nous avons utilisé un modele d’hélice pour identifier les E; , H; . Ce
travail valide aussi notre approximation 1D des Ej, ..

La simulation 3D d’un TOP a de nombreux avantages, comme pouvoir prédire la distri-
bution en vitesse et en position des particules en sortie de la ligne a retard, et notamment
améliorer les collecteurs. Le principal intérét d’un modele discret tri-dimensionnel est de
pouvoir modéliser n'importe quelle structure en 3D sans ajouter plus de degrés de liberté
pour les champs que pour le modele 1D. Les E; , H;, sont des constantes de la géométrie et
seules les variables V¢, I° sont dépendantes du temps. On peut donc, par exemple, imaginer
une version 3D de DIMOHA. On remarquera qu’avant de réaliser cette version 3D, il faudra
repenser toute la propagation du faisceau en 3D et cela imposera de nombreuses contraintes.
Par exemple, le modeéle de charge d’espace en disque de la section 4.6.2 sera inutilisable, et
le confinement du faisceau par le champ magnétique extérieur devra étre incorporé. Cela
ajoutera énormément de parametres aux simulations et il n’est pas certain que I'approche
N-corps reste la meilleure solution. On pourra toutefois imaginer un modéle discret 2.5D
avec un faisceau PIC comme le fait MVTRAD, qui devrait étre aussi rapide que ce dernier mais
bénéficier de la robustesse du modele discret.

L’approche que nous avons utilisée dans ce chapitre peut servir de base pour définir les
formes spatiales pour d’autres géométries telles que les guides a cavités couplées ou les
guides repliés pour les TOPs. 1l est aussi envisageable, au lieu de développer une résolution
analytique, de passer par un solveur 3D pour définir les fonctions spatiales des champs.

Toutefois, le travail présenté dans ce chapitre est incomplet. Il nous reste a vérifier numé-
riquement notre calcul de la puissance en temps pour le modeéle d’hélice en feuille, et a finir
les calculs théoriques pour le modele d’hélice en ruban.
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“Are you suggesting that coconuts migrate ?”

— Monty Python and the Holy Grail, 1975

Conclusions et perspectives

Bref résumé

Pour résumer trés briévement cette dissertation, 'étude de 'échange de moment, méca-
nique ou canonique, entre ondes et particules nous permet de formuler deux conclusions
majeures :

— En électrodynamique et en physique des plasmas, la description a N-corps est une
alternative viable, sous certaines conditions, pour étudier des dispositifs expérimentaux
centimétriques, voire métriques. L'astuce indispensable est de pouvoir appliquer un
modele de réduction du nombre de degrés de liberté au systéme. Dans notre contexte,
la combinaison du modéle discret (un modéle de réduction) a notre approche N-corps
1D nous permet de bénéficier d'une méthode 200 a 500 fois plus rapide que les codes
particle-in-cell pour la méme précision.

— Quand la vitesse de la lumiéere est modifiée par rapport a sa célérité dans le vide
(vpn # ¢), peu importe la cause de cette modification, il existe deux formules diffé-
rentes donnant le moment de la lumiére, une canonique et une mécanique. Ce fait,
déja établi en optique pour les milieux diélectriques sous I'appellation de controverse
Abraham-Minkowski, est démontré dans cette dissertation pour les guides d’ondes sous
vide, et fortement suggéré pour les plasmas. Nous suggérons aussi 'universalité de cette
controverse en physique.

Conclusions

Dans cette dissertation, nous avons approfondi le modéle discret de Kuznetsov, un modeéle
de réduction du nombre de degrés de liberté permettant de ré-exprimer les champs électro-
magnétiques. Ce modeéle posséde de nombreux avantages. En premier, on notera I'exactitude
de la décomposition des champs, équations (3.42)-(3.43) pour les structures périodiques,
et son accord avec les équations de Maxwell. Cette décomposition permet d’interpréter la
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propagation des ondes dans la structure périodique comme une chaine d’oscillateurs dont
les termes de couplage entre cellules, s’annulant rapidement en s’éloignant, ne sont que les
transformées de Fourier de la relation de dispersion du guide d’onde (voir section 3.4). Plus
important encore, cette représentation de la propagation des ondes réduit la description tem-
porelle de tout le champ électromagnétique a un tres faible nombre de degrés de liberté. Ce
nombre est seulement égal au nombre de périodes du systeme (p. ex. un TOP spatial pos-
seéde n ~ 100 périodes, ce qui représente 100 degrés de liberté pour les champs). Les défauts
majeurs du modéle discret ne sont pas trés contraignants a gérer avec un TOP : en théorie,
la structure doit étre infinie, mais les couplages entre cellules s’annulent rapidement, et nous
travaillons avec des longueurs d’onde supérieures a la longueur des cellules. De plus, ce mo-
dele de réduction est, dans une certaine limite, adaptable aux modifications industrielles,
telles que les variations de pas (taper) et les atténuateurs (severs), comme le montrent nos si-
mulations au chapitre 5. Avec le modéle discret, les couplages pour la propagation des ondes
prennent en compte naturellement toute la relation de dispersion ce qui nous laisse suggérer
sa meilleure rigueur en comparaison avec les approches fréquentielles actuelles (voir cha-
pitre 8). De plus, on notera la flexibilité du modele a toute sorte de structure (tant que 'on
connait la relation de dispersion) et la possibilité de I'utiliser pour des représentations uni-
dimensionnelles ou tri-dimensionnelles. Le modéle discret n'impose aucune contrainte sur la
forme de la structure étudiée, a part sa périodicité le long de 'axe longitudinal. Cela est un
bon avantage quand on sait que certains modeles de circuits équivalents doivent étre réécrits
lorsque la géométrie change.

L'utilisation du modeéle discret se fait par la résolution de la décomposition des champs
(3.42)-(3.43). La valeur des amplitudes temporelles V2 et IS s’obtient avec un modeéle d’in-
teraction : nous avons proposé un modele N-corps au chapitre 4 et un modele fluide au

s
ns

chapitre 8. Pour déterminer les formes de champs E;, H;, et A;, nous avons proposé un cal-
cul unidimensionnel au chapitre 6 et un calcul tri-dimensionnel au chapitre 9 reposant sur la
géométrie hélicoidale.

Pour valider le modéle discret analytiquement, nous avons construit une version en do-
maine fréquentiel de ce dernier et nous 'avons comparée a un modele fréquentiel (le modele
de Pierce) déja bien établi (voir chapitre 8). Cette comparaison a démontré que notre modele
en version fréquentielle et le modeéle de Pierce sont identiques a I'ordre 1 et quasiment iden-
tiques aux ordres supérieurs. Des différences apparaissent dans les régimes d’opération ot le
modele de Pierce n’est pas précis. Les comparaisons au chapitre 5 entre MVTRAD, qui souffre
des mémes problemes, et DIMOHA donnent raison a ce dernier et donc a notre modéle. La
version fréquentielle du modéle discret combine la rigueur du modéle discret avec 'adapta-
bilité et la facilité d’exécution des modeéles fréquentiels. Ce modéle permet aussi, en théorie,
d’étudier le comportement en bord de bande de transmission des TOPs a cavités couplées ol
apparaissent des oscillations critiques.

Au chapitre 9, nous avons construit une version tri-dimensionnelle du modéle discret pour
la géométrie hélicoidale. Bien que le modeéle d’hélice que nous utilisons soit simple, notre ap-
proche ouvre la voie vers la construction de versions 3D plus complétes et pour d’autres
géométries. On pourra utiliser des approches analytiques ou bien utiliser des solveurs nu-
mériques pour exprimer les champs propres spatiaux. Cela nous permettra de réaliser des
modeles d’interaction plus complets prenant en compte les déviations radiales du faisceau,
notamment en construisant des codes d’interaction 3D.

Au chapitre 6, nous avons exprimé la conservation du moment canonique entre ondes et
particules de notre théorie hamiltonienne /N-corps, avec la décomposition du modeéle discret.
Cette conservation renforce la robustesse théorique de notre approche. De plus, nous avons
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vérifié cette conservation avec notre algorithme DIMOHA afin d’affirmer la consistance de
ce dernier. 1l est aussi envisageable d’ajouter a notre théorie '’échange de moment avec les
parois du systéeme et ainsi mieux prendre en compte les pertes.

Dans cette dissertation, nous avons aussi proposé de nouvelles expressions de la puis-
sance électromagnétique en temps, associées a la décomposition du modeéle discret. Une
premiere expression unidimensionnelle a été proposée au chapitre 6 en utilisant 'approxi-
mation monochromatique. Au chapitre 9, nous avons proposé une formulation exacte de
cette puissance en domaine temps, s’abstrayant de I'approximation monochromatique, pour
un modele tridimensionnel d’hélice.

Plus important encore, le modele discret est un modéle de réduction du nombre de de-
grés de liberté. Combiné avec une approche N-corps hamiltonienne auto-cohérente 1D, le
modele discret nous permet d’étudier facilement la dynamique onde-particule en régime
non-linéaire, et le formalisme hamiltonien offre d’importantes propriétés de conservation.
Notamment, les termes de couplages provenant des formes de champs du potentiel vecteur
sont suffisamment lisses pour permettre 'utilisation de seulement 100 000 macro-électrons
au lieu de simuler les plusieurs milliards d’électrons d’'un TOP. Le formalisme hamiltonien
nous a permis de construire 'algorithme symplectique DIMOHA et de démontrer la viabilité
de 'approche N-corps dans notre cas.

Notre algorithme DIMOHA est un outil prometteur a la fois pour la recherche sur 'inter-
action onde-particule mais aussi pour le design industriel de tubes électroniques, tels que
les tubes a ondes progressives, ou encore I'analyse de signaux de télécommunication pour
les opérateurs. Pour la recherche, il peut étudier la dynamique non-linéaire et la turbulence
dans les TOPs, et par analogie, dans les plasmas. Notre algorithme possede de nombreux
avantages. DIMOHA est capable de simuler les TOPs en domaine temporel et est significative-
ment plus rapide que les codes particle-in-cell testés pour une précision similaire. De plus, il
est meilleur en précision que MVTRAD (un code fréquentiel utilisé pour le design industriel).
Nous en concluons que les codes temporels présentent un intérét a des fins de conception
(ce qui nétait pas admis il y a peu!). DIMOHA est aussi trés flexible et peut étre pris en main Bernardi 2011
assez rapidement (le nombre de parametres d’entrée reste assez faible). Notre algorithme
peut aussi simuler n'importe quelle géométrie de TOP. Nous avons testé DIMOHA sur des
TOPs de 2.5 cm a 15 cm, pour des fréquences allant de la dizaine de GHz au sous-THz et
pour des TOPs a hélice et a cavités couplées, dont un guide replié. D’autres géométries, et
peut-étre d’autres types de machine (gyrotrons, lasers a électrons libres), devraient étre ac-
cessibles avec notre approche. En outre, il peut reproduire la puissance, la phase de sortie
et le gain d'un TOP, mais aussi simuler des signaux complexes comme du multi-porteuses
ou un signal de télécommunication, ainsi qu’observer la génération d’harmonique, de raies
d’inter-modulation et des effets de distorsions. Nous avons validé DIMOHA pour un signal
2-porteuses (cas relativement simple).

Enfin, 'étude de 'échange de moment entre ondes et particules nous a amené a étudier
la définition de la quantité de mouvement mécanique et du moment canonique des champs
électromagnétiques dans les guides d’onde sous vide. Cela nous a permis de prouver l'oc-
currence de la controverse Abraham-Minkowski dans les guides d’onde. En effet, nous avons
pu écrire deux expressions du moment total de notre systeme et, avec notre algorithme DI-
MOHA sur un cas validé, nous avons pu simuler 'échange de moment qui soit mécanique ou
canonique. Plus important encore, nous avons introduit le « moment circulant » dans notre
systeme qui provient directement du tenseur de contrainte de Maxwell. En outre, nous avons
suggéré que la controverse Abraham-Minkowski s’applique aussi pour les plasmas, impli-
quant donc que cette controverse est universelle.
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Perspectives

Le travail présenté dans cette dissertation peut étre poursuivi sur de nombreux aspects.
D’un point de vue théorique, il reste un important travail a faire sur la puissance électroma-
gnétique en temps avec le modele discret. Nous n’avons pas réussi a proposer une expression
exacte (non limitée au régime monochromatique) pour la puissance dans un modele unidi-
mensionnel. Notre approche tri-dimensionnelle, avec le modeéle d’hélice en feuille, n’a pas été
validée numériquement. Nous pensons que cela peut se faire avec DIMOHA pour des signaux
multi-porteuses. On rappellera que pour le moment dans DIMOHA, les courbes de rendements
sont calculées avec la puissance harmonique de 'onde (moyenne temporelle sur une période
RF). De plus, le modéle d’hélice, présenté au chapitre 9, est trés avancé mais n’est pas com-
plet. Il manque des validations numériques de notre théorie. Dans le méme esprit, on peut
imaginer étudier analytiquement d’autres géométries de ligne a retard, comme les TOPs a
cavités couplées, ou combiner DIMOHA a un solveur numérique qui donnerait les valeurs des
formes de champs pour une géométrie donnée.

D’un point de vue numérique, DIMOHA n’est encore qu'un prototype prometteur. Il peut
étre grandement amélioré sur de nombreux points. On notera, par exemple, la gestion des
pertes, la gestion de I'injection de 'onde ou le modele de charge d’espace qui peuvent étre
améliorés. Des versions alternatives de DIMOHA sont aussi envisagées. Il serait intéressant
de combiner la version fréquentielle du modéle discret avec une propagation PIC 2.5D du
faisceau, sur une période RF, comme le fait MVTRAD. La finalité est de réaliser un code aussi
rapide que MVTRAD mais avec la robustesse et la précision du modéle discret. On peut aussi
envisager une version 3D en domaine temporel qui concurrencerait directement les codes
PIC actuels. Nous avons déja une théorie 3D simple pour la partie circuit (champ) pour une
hélice. Toutefois, nous n’avons pas étudié la propagation 3D du faisceau et nous ne sommes
pas certains que la description N-corps soit alors plus efficace qu'une description cinétique.
En effet, notre modele de disque pour la charge d’espace n’est pas suffisant en 3D et il
faudrait prendre en compte le champ magnétique externe guidant le faisceau le long de la
ligne a retard.

Il est aussi prévu d’exploiter DIMOHA pour étudier de nombreux cas. Par exemple, on
prévoit d’étudier la distorsion des signaux de télécommunication avec DIMOHA. De plus, il
est également possible d’étudier la formation de structure chaotique dans les TOPs. Un cas
simple a réaliser est de faire boucler le tube, c-a-d. connecter la sortie du signal RF du TOP a
son entrée.

Finalement, nous n’avons pas démontré I'occurrence de la controverse Abraham-Minkowski
pour les plasmas. Il serait intéressant de prouver que dans un plasma, il existe deux moments
totaux équivalents, et voir comment le moment circulant intervient dans ce systéme.
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Pendule non lin€aire et intégrateurs
symplectiques

Cet appendice sert de rappel sur la dynamique du pendule, modéle de base dans la compré-
hension intuitive de Uinteraction onde-particule, et nous permet surtout de présenter Uintérét des
intégrateurs symplectiques avec un exemple.

Le pendule dans ’histoire,...

Le mouvement pendulaire! a longtemps été un parent pauvre dans la physique aristoté- Signore 2011
licienne car c’est un mouvement qui n’est ni uniforme, ni rectiligne. Au 17¢ siécle, Galilée,
I'inventeur des pendules selon '’encyclopédie de Diderot, utilise des pendules pour démontrer
sa loi sur la chute des corps. En 1656, Huygens invente le pendule d’horlogerie. Par la suite,
Newton invente son fameux pendule de Newton pour illustrer sa troisiéme loi sur I'action
et la réaction. Ce dernier, avec Eo6tvos plus tard, s’attaque au principe d’équivalence. Au 18¢
siécle, le pendule devient un instrument de gravimétrie notamment utilisé par Maupertuis
pendant son expédition en Laponie. Le pendule entre au Panthéon en 1851, lorsque Foucault
voulut démontrer la rotation de la Terre sur elle-méme. Depuis le siecle dernier, le pendule,
bien que détroné en métrologie par les horloges a quartz et des appareils plus sophistiqués,
reste un outil théorique indispensable a la description de I'interaction onde-particule ou du
chaos. Le pendule est aussi un paradigme pour 'analyse numérique.

et des méthodes numeériques.
Pour analyser le pendule et ses alternatives plus complexes, ainsi que pour résoudre les
problémes a N-corps, les premiéres méthodes numériques apparurent rapidement, comme
celles d’Euler (1768) ou de Vogelaere (1956). L'une des méthodes les plus connues est la
méthode de Stormer-Verlet, dite de saute-mouton. Cette méthode? fut utilisée par Stormer 2Hairer et al 2010
(1907) en astronomie puis par Verlet (1967) en dynamique moléculaire. Ironiquement, Ver-
let s’intéressa plus tard a l'histoire des sciences et découvrit précisément « sa » méthode chez
différents auteurs en mécanique classique, notamment dans les Principia de Newton (1687).
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Momentum

Pendulum phase space

Position lorsque |p| < 3VAl.

Pendule non-linéaire mathématique

Partons d’'un systeme composé d’une seule particule chargée en mouvement rectiligne,
de coordonnée 3 = q/k, et d'impulsion p, soumise a un potentiel électrostatique de nombre
d’onde k. Son équation du mouvement est

= —4Using, (A1)

avec 'amplitude 4 du potentiel (normalisée compte tenu de la masse de la particule, de sa
charge et de «) et la phase du potentiel placant le fond du puits a 'origine. On remarque que
ce systéme obéit aux mémes relations que le pendule mécanique idéal si on pose 4 = g/I,
avec g 'accélération gravitationnelle, [ la longueur du pendule et q 'angle avec la verticale.

L’énergie cinétique de la particule de masse unitaire est p?/2 et son énergie potentielle
est —il cos q, donc la somme des deux est 'énergie totale qui est aussi le hamiltonien

2
H(p,q) = % ~ {lcosq. (A.2)

Puisque ce hamiltonien est indépendant du temps, la trajectoire de la particule est une courbe
dans l'espace de phase (p, q). La figure A.1 représente les orbites typiques de la particule pour
diverses valeurs de H. La figure A.2 montre la variation de 1’énergie potentielle en fonction
de la position. Si la particule est positionnée dans [0, 7] avec une vitesse positive, elle fait
face a une barriere de potentiel en 7 et son mouvement est ralenti a cause de l'effet du
champ. Si la particule est dans [—, 0], elle est dans un puits de potentiel dont le fond est 0
et est accélérée. En fonction de la valeur de H, on a trois mouvements possible (outre les 2
solutions stationnaires) :

o Pour H > I, la particule a un mouvement de circulation (rotation si g est considérée
modulo 27) dans l'espace de phase. Elle n’est pas confinée et peut atteindre toutes
les positions possibles g, a la maniére d’'un pendule en rotation perpétuelle dans une
direction (vers la droite si p > 0, vers la gauche sinon). Dans le cas ot H > 4, la
particule ne voit presque pas le champ et son mouvement est trés peu modifié. Si
H 2 1, la particule est proche de la résonance avec le champ et son impulsion est
modulée significativement en fonction de 'onde. Par exemple, pour H = 24, |p| varie

entre v/l et v/641.

o Pour =44 < H < 4, la particule est piégée dans le puits de potentiel et forme une
courbe fermée dans I'espace de phase qui n’atteint jamais les positions —= et 7. Pour
le pendule, cela correspond a un mouvement de libration entre deux points, sans ja-
mais avoir assez d’énergie pour effectuer un tour complet. La encore, on distingue deux

FIGURE A.1 — Portrait de phase (p,q) du pendule pour linteraction onde-
particule. La demi-largeur de « I'ceil de chat », délimité par la séparatrice (ligne
noire épaisse), est proportionnelle & 2v/4. Ce portrait est dans le référentiel de
I’onde, donc p = 0 correspond au synchronisme avec I’onde. Plus I'impulsion de
la particule s’éloigne de p = 0, moins sa dynamique est affectée par I'onde. Elle
entre en résonance lorsque la dynamique est suffisamment affectée par I'onde
(quand la vitesse de phase et de la particule coincident), c’est-a-dire & peu prés
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U

unbounded

A.2

accelerating field | decelerating field

FIGURE A.2 — Variation de I’énergie dans un poten-

tiel électrostatique associée a la figure A.1.

cas : lorsque 1 — H/$l < 1, la particule est proche de la séparatrice, subit des change-
ments d’impulsion importants, et passe beaucoup de temps pres des points (—,0) et
(7,0); alors que si 1 — H/4 ~ O(1), la particule est « profondément piégée » et oscille
doucement autour du point (0, 0).

o Pour H = I, la particule est sur la séparatrice constituée de deux orbites instables for-
mant un « ceil de chat » dans I'espace de phase et séparant les mouvements de rotation
et de libration (elle asymptote I’équilibre instable pour ¢ — +00).

La résonance onde-particule (ou du pendule) décrite ci-dessus correspond au cas paradigme?!
des résonances non-linéaires en mécanique classique.

Méthodes numériques

Nous souhaitons maintenant modéliser numériquement le pendule au cours du temps.
Pour cela, nous utiliserons plusieurs méthodes numériques différentes. La plus simple de
toutes les méthodes numériques pour un systéme ot &(t) = f((t)) est la méthode explicite
d’Euler (1768)? d’ordre 1. Partant des équations d’évolution du systéme p = —sinq et 4 = p
(avec k = 1 et 44 = 1), nous les discrétisons sur un intervalle de temps h pour obtenir

pli+n = ple — h singl, (A.3)
Alern = ale + hple, (A4)

ou les variables au temps ¢ + h ne dépendent que des variables au temps ¢. Par contraste avec
(A.3) et (A.4), la méthode d’Euler implicite® d’ordre 1 est

plevn = ple — h singleqn, (A.5)
Alern = ale + hpleqn (A.6)

cette fois-ci avec des dépendances envers les variables au temps ¢ + h.

D’un autre c6té, nous proposons de construire une méthode dite symplectique. Une trans-
formation symplectique* préserve les aires de I'espace de phase (p, q). A partir du principe
de Hamilton, on peut construire un intégrateur numérique assurant cette propriété. L'inté-
grateur est donc « plus robuste ». Nous proposons un exemple. Nous partons du lagrangien
du systéme L(q,q) = §%/2 + cos q et appliquons le principe d’action stationnaire, soit §.4 = 0
pour une perturbation dq de la trajectoire (A(q + dq,q + 6q9) = A(q, q) + 6.A) avec I'action

1 Chirikov 1979;
Escande 1985, 2018

2Hairer et al 2010

3Hairer et al 2010

4 Arnold 1976
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A(q,4) = [ Ldt. On obtient donc au premier ordre

~2

/ [@ + cos(q + 5q)} dt — / [% + cos q} dt

- / [qaq - (Sinq)éq} dt = / [f i — sin q] Sqdt = 0. (A.7)
On revient donc a I’équation du mouvement § = — sin q. Notre objectif est de discrétiser le
principe d’action.! Prenons IKraus 2013;

Hairer et al 2010

imax—1 2 imax—l
a1 — Ylin
An(alosaln.alen, .. .) = ( |(+1)2hh2 in) h+ E cos qinh (A.8)
i=0 =0

pour un pas temporel h, avec inax = tmax/h et imposons au premier ordre J.4;, = 0 avec qlo

etql,,.. fixés:
imax_l . _ . . — .
3 {— (‘”““)2 Al _ Al 2'“‘1)h> - hsinqlih} 5qlin = 0. (A.9)

i=1
Avec des perturbations dq|;;, indépendantes, 'équation (A.9) impose que, pour tout 4,

le4n —ale  qle —qle —h
h h

+ hsingl; =0, (A.10)

et on définit p|; = (q|¢+n — q|¢)/h comme pour la méthode d’Euler explicite. On arrive fina-
lement a la méthode d’Euler symplectique? d’ordre 1, aussi appelée méthode (partitionnée) 2Hairer et al 2010
de de Vogelaere (1956) du pendule

ple+n = ple — b singlein, (A.11)
qle+n = ale + hple, (A.12)

construite a partir du principe de Hamilton. Les équations (A.11)-(A.12) correspondent spé-
cifiquement & I'application chaotique de Chirikov-Taylor (standard map) de paramétre k = h?
si on pose p’ = ph. L'équation (A.11) correspond exactement a (A.3) de la méthode Euler
explicite sauf pour le terme en ;5. C’est ce détail qui, pour notre exemple, assure que la
méthode est symplectique. On notera dans cette exemple que 'équation (A.11) est égale a
I'équation (A.5) de la méthode implicite et que I'équation (A.12) est égale a I'’équation (A.4)
de la méthode explicite. De la méme maniere, on peut écrire une deuxieme méthode d’Euler

symplectique® d’ordre 1 3Hairer et al 2010
ple+n =ple — b sing|e, (A.13)
Alern = ale + hpletn - (A.14)
En fait, ces deux méthodes symplectiques dérivent d’une fonction génératrice.* 4Gignoux et

La figure A.3 présente le portrait de phase du pendule obtenu avec, soit la méthode Silvestre-Brac 2002
d’Euler explicite (A.3)-(A.4) d’ordre 1, soit la méthode d’Euler symplectique (A.11)-(A.12)
d’ordre 1. Le pas de temps est h = 0.3. On remarque immédiatement que la méthode explicite
génere une application dilatant les volumes dans I'espace de phase; cette méthode est dite
instable. Pour le méme pas de temps, la méthode symplectique conserve les surfaces dans
I'espace de phase. Elle n’ajoute pas « d’énergie » au systéeme. Bien entendu, en réduisant
le pas de temps, les deux méthodes se rapprocheront de la solution analytique idéale, ce
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Momentum

3 O Non-symplectic version
: ®  Symplectic version
: ° Exact tr&jectory
: o :
: © o
: O O
e |
o
OO
0 «g -1 FIGURE A.3 — Portrait de phase [p,q] du pro-
°6 bleme du pendule avec deux intégrateurs numé-
© o riques : le premier construit avec la méthode d’Eu-
-1 g "1 ler explicite (A.3)-(A.4) (cercles bleus) et le se-
cond construit avec la méthode d’Euler symplec-
‘ tique (A.11)-(A.12) (points rouges). Pour les deux
=27 B | intégrateurs, on prend un pas de temps de h = 0.3
3 et on ne considére qu’une particule démarrant du
3 : : ‘ ‘ : point (1,1). On représente la particule a chaque pas
- -3 ) -1 0 1 ) 3 de temps. La ligne noire représente la trajectoire

Position

qui veut dire que cet effet sur la méthode explicite sera moindre. Mais réduire le pas de
temps signifie augmenter le nombre de calculs et donc augmenter le temps d’exécution. Pour
un méme pas de temps donné, la méthode symplectique sera « plus robuste® ». Avec un
intégrateur symplectique, on peut, jusqu’a une certaine mesure, augmenter le pas de temps
et donc réduire le temps d’exécution sans ajouter trop d’erreur aux calculs. L’illustration ici
est seulement d’ordre 1, mais, par exemple, une méthode de Runge-Kutta non symplectique
d’ordre 4 souffrira des mémes inconvénients. En électrodynamique, le bénéfice des fameuses
méthodes de Yee (différences finies) pour résoudre les équations de Maxwell, provient aussi
de la nature symplectique de ces équations.®

Dans ce domaine, le formalisme hamiltonien est important, car il permet de construire fa-
cilement un intégrateur symplectique. Connaissant le hamiltonien H(p, q), on pourra utiliser
des méthodes connues telles que les méthodes (partitionnés) de Vogelaere (Euler symplec-
tiques) d’ordre 1

Pletn = Pl —thH(p|t+h7CI‘t)a (A.15)
Ale+n = qle + AV H(Plexn, qlt) (A.16)

ou son adjointe

plecn = ale — AVGH(ple, qle1n) 5 (A.17)
qle+n = ale + AV H(Ple, qle4n) (A.18)

ou les méthodes de Stormer-Verlet aussi appelées saute-mouton (leap-frog)

h
Plesnsz = ple — quH<p|t+h/2, qle), (A.19)
h
Ale+n = qle + 5 (VpH(p|t+h/27 qle) + Vo H (plisrn/2, Q\Hh)) ) (A.20)
h
Plecn = Plegn/z — §VqH(p|t+h/2a lt+n) s (A.21)

exacte que la particule est censée suivre.

5Gig110ux et
Silvestre-Brac 2002

63aitoh et al 2001
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ou
h
Ale+ny2 = als + §va(p|t7 Aletns2) (A.22)
h
Plon = ple = 5 (VaHPlesalesn2) + VoH (len alens2)) (A.23)
h
Ale+n = dlegns2 + §va(p|t+hv Aletn/2) 5 (A.24)

qui sont des méthodes symplectiques d’ordre 2. Elles sont construites! en utilisant la symé- Hairer et al 2010
trisation des méthodes d’Euler symplectiques d’ordre 1 par leur méthode adjointe.

Aix-Marseille Univ. / CNES / Thales Version du 11 décembre 2019 MINENNA



B. Démonstrations et relations utiles 157

B.1

Démonstrations et relations utiles

Cette annexe présente le détail de certains calculs utilisés dans cette dissertation.

Transformée-g inverse de Gel’fand d’un produit
La transformée inverse de Gel'fand du produit de deux facteurs est la convolution discrete donnée par

I’équation (3.16).

Démonstration. On rappelle 'expression du peigne de Dirac III en série de Fourier

Ml (B — B) £ Y e =M, (B.1)

d
neZ

avec 3, 8" € R, et la propriété fondamentale du peigne

s

1
Gs =5 | Gplll

pot.g
d

(8" —pB)d(s'd), (B.2)

—T

pour Bz arbitraire. En posant €3 = B en représentation-f, alors on a, en représentation par cellule,

1 g . 1 & )

_ —ingd _ —inpBd

¢, = o | Cge d(pd) o [W AsBge d(sd) (B.3)

= % / / As By Mz (5 — 5) ™™ d(5'd) d(Ba) (B.4)
1 4 4 oo ’ . ’

- , —in’(B—pB")d ,—inp’d ’

=5 [ﬁ [ﬂ By » e e d(p'd) d(Bd) (B.5)

n' €z
=S L [Magemsta@a L [y e85 (B.6)
2r ), 2r ),

n' €z

= Z 2[n’%n—n’ y (B.?)
n' €z
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et on peut inverser les indices n’ et n — n’ si nécessaire de sorte que
= U B (B.8)
n' €z
d
B.2 Orthogonalité des modes
Lorsque s; # s et que les valeurs propres (23 sont simples, on peut démontrer que fVo Ey -ER” dr =0
et que fVO(Ef‘; x H}") e, d3r = 0, peu importe la géométrie du systéme. Ces deux égalités seront utiles pour
exprimer la normalisation (3.28), liée a I'énergie, et la puissance électromagnétique. Elles permettent 'emploi
d’un delta de Kronecker ¢3! (caché dans cette dissertation).
B.2.1 Preuve pour I’énergie électromagnétique
Démonstration. Dans un premier temps, on rappelle 'identité
V- AxB)=B - (VxA-A - (VxB), (B.9)
et la condition de bord E x e, = 0 sur la paroi métallique. Nous appliquons cette identité & A = E‘;l,B =
V x E’" pour trouver
/’G7XE§)-G7XE?ﬂd% (B.10)
Vo
:/ EY - (V x (V x EZ)) d’r (B.11)
Vo
= 60#0(922)2/ ES - E;;z*d3r, (B.12)
Vo
avec la disparition d’un terme dans (B.11) & cause de la condition de bord (et de l'utilisation du théoréme
de flux-divergence). On obtient (B.12) parce que Ej" obéit aux équations de Helmholtz (3.18)-(3.19). Le
méme argument implique aussi (B.12) avec (QZI)Q. Puisque QZI + sz pour des modes non-dégénérés, on doit
avoir fVo Egl : E?f* d®r = 0, quelle que soit la géométrie du systéme. Par la méme technique, on trouvera
fVo HY - HEP” d®r = 0 pour le champ magnétique. O
B.2.2 Preuve pour la puissance électromagnétique

La puissance totale est la somme des puissances de tous les modes de propagation individuels s et, pour une
structure cylindrique (c-a-d. de section uniforme), il n’y a pas de termes mixtes. Cela a déja été démontré pour
les harmoniques spatiales d'un modele d’hélice par Watkins (1958). Nous montrons ici que les modes s; # so
avec le méme nombre d’onde 5 ne contribuent pas pour la puissance électromagnétique.

Démonstration. Dans un premier temps, on rappelle l'identité (A x (V x B)) e, = A 3.B— (A - V)B,.
Pour des A solénoidaux, cela implique que [}, (Ax (VxB)) - e.d’r = [, A - 9.Bd’r— [,, el - AB.d.
On pose

G. — _/ (V% E3) x (Vx HE)] - e r (B.13)
Vo
_ B "B S81 So% | | 3
— /VO [HB x Ej } e, dr, (B.14)
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pour deux modes s; and sg, ol la deuxiéme ligne vient des équations de Helmholtz (3.18)-(3.19). En prenant
A=V x HP", B=E} dans (B.13), on a

G. :/ (V x HE") - 0.E} d3r—/ el - (VxHF)EY, d°r. (B.15)
Vo 3V0

Le deuxieme terme disparait avec les conditions de bord d’une structure de section uniforme. On a donc que
G. = —ieQ /v E" - 0.E} d’r. (B.16)
0

On réécrit (B.16) comme

032

G.= 2 160951/ E} - 0.E " d°r ) (B.17)
o (00 [ EF - 0.8 d)

ou l'intégrale donne

So $2\2
Qﬁ S1()S2 S2 1%\ * 3 (Q/B) S2% S1 3
QZ:@QB QB (HB XEB ) . ezd r = C2 . (HB XEﬂ) . ezd Ir. (BIS)
0 0

De la méme maniere, en prenant A=V x Ej', B=HZ", on a

G, = —/ (VxE}) - 0. HZ" d3r+/ el - (VxEZ)HZ] d*r (B.19)
Vo Vo ’
:iuoﬂgl/ HY - azng*d?’r—iqu;l/ (er - HY)HFI d’r (B.20)
Vo Vo

ou la surface de la derniére intégrale implique deux types de frontieres. Hgl est tangent au mur conducteur et
donc les termes de paroi disparaissent. Sur les sections transverses, H;l Hff: est périodique sur z avec la période
d, donc l'intégrale disparait aussi. Cela ne laisse que 'intégrale sur le volume qui se réécrit par parties comme
2
(€3")

G. = _iuoagl/ H?* - 0.Hy dPr= —2 / (H* x E3) - e, d’r. (B.21)
Vo ¢ Vo

Puisque les équations (B.18) et (B.21) sont égales, cela signifie que si Q3 # Q7 pour s1 # sz, on doit avoir
Sy, (B3 x HZ™) - e, d’r = 0. O
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B.3 Hamiltonien électromagnétique

Le hamiltonien des champs électromagnétiques (4.13) peut se réécrire comme (4.18) avec le modéle discret.

Démonstration. Pour le champ électrique uniquement, on a

|E|2d3r—eo/ E - E* dgr—eo/ E(r +n/de,) - E*(r +n/de,)d’r (B.22)
Ve Vo nrez
€ * 1n
v,/ / Bs(r) - By ()" 0 a(5a) () & (5.23)
= Es( d B.24
60/%2#/#,3 () () ¢ (B24)
s\/s’* s s’ % 3
—af 5[ ﬂgvﬂvﬁ B3(r) - By (1) () &' (5.2
1 T S S* S
= TT/ > VEVEN; d(d) (B.26)
.
=2 2 VaViig; / NG o105 d(d) (B.27)
SEZ ni,n2€L -
=30 VRN L, (B.28)
SEZ ni,naEL

avec V2* = V¢ dans notre décomposition des champs (voir section 3.3.2). Les étapes sont les mémes pour le

champ magnétique. ([l

B.4 Vitesse de groupe

Avec le modele discret, on peut réécrire la vitesse de groupe comme (6.29) ou (6.30).

Démonstration. On rappelle la normalisation (3.28),

Q3 :60/ E} - E}d’r :MO/ H3 - Hy d’r, (B.29)
Vo Vo

et donc la vitesse de groupe est

69% aEz S* s aES* 3
OH; 8HS*
B s* s 3
Ho /V ( ap 7T B ) (B-31)

Pour des champs froids, les dérivées des équations de Helmholtz (3.18)-(3.19) sont

rot —8EE = —ipe OHj — ipougH7 (B.32)
B bop 86 e

rot oH; = iegQ? —aEE + iegveE% . (B.33)
B Fop &0
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On a alors (voir identité (B.9))

1 s . s S* s S* . S%
vg(s,B) = 1(2?3/‘) [(V x OgH} — 1eongB) - Ej —Ej - (V x OsHE" +iegugEj )] d3r (B.34)
1 OH3, OH3,
_ = (2B Es* 2B, Es*
i3 Jy, v (86 X f’)+ op (V< E5')
8Hg* 8HE* 3 2€9v
~V (- xE) - —2 - (VxE))|d’r - g/ E} - E5 d°r. B.35
( a9 ﬁ) o5 | ﬁ)] oy N, 50 (B-35)
On obtient alors
vg = (mg)*l/ [V - (9sH3 < By - sy x E5)| d'r + 0 — 20, (B.36)
Vo
soit
20, = (ng)—l/ |V - (9sH x By — 05Hy" x E3)| d’r (B.37)
Vo
_ _(m;)—l/ |V - (B3 x 9} — B3 x 05Hy) | d’r (B.38)
Vo
- (mg)—l/ le- - (E5" x 9Hj — Ej x 95Hy) | d*r. (B.39)
Vo

On calcule la dérivée de la condition de Floquet
9sE(r + de,) = 9 (E(r) e*iﬁd) = o184 (35E(r) - idE(r)) . (B.40)

On choisit de borner la cellule Vy par des section planes Sy et Sy d’abscisses z = 0 et z = d, et on obtient

finalement que

1
Vg = = / e. (Eg* x (g — 1dH3) — ES x (9gHY +ing)) d%r (B.41)
QIQﬁ So+de,
d
- .- (B x HS —ES x HY ) d B.42
29;/306 (B5" x My — B x Hy') as (B.42)
d , ,
== m(e;*(r) x Hg(r)) e, dS. (B.43)
2 Js,

O

B.5 Fonctions de Bessel modifiées

On rappelle quelques propriétés utiles sur les fonctions de Bessel modifiées (voir Watson (1922), Abramo-
witz et Stegun (1965) ou NIST (2019)). Nous avons

Ino(0) =1, (B.44)
Inz0(0) =0, (B.45)
Ij(x) = L(z), (B.46)
Ko(z) = Ki(x), (B.47)
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avec les notations I/, (z) = 0,1, et K/ (x) = 0, K,,. On utilise aussi les intégrales

/Oa IZ(yr)rdr = aj([f('ya) Iy(va)Iz(va ) (B.48)
/ K2(yr)r dr = %Q(Ko('ya)Kg (va) — K(a ) (B.49)
| 1ot earirar - S (MR 02011 (10) — 22l (1) o4 (120) ) (B.50)
/aoo K, (mir) K, (yor)rdr = H(’YQKV_l(’YQa)KV(’yla) 1Ky —1(m1a)K,(y2a ) (B.51)

qui se déduisent aisément de
Z,(2) = Zua(2) = Z2u(2), (B.52)
= Zyn(2) + 2 Z,(2), (B.53)

ouz,=1,ouk,.
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Résumé

On s’intéresse a l'interaction onde-particule au travers d’'une description N-corps (souvent jugée difficile a
mettre en ceuvre a cause du nombre de degrés de libertés mis en jeu). L’évolution de notre systeme repose sur
un hamiltonien composé de la partie électromagnétique |, (eo|E|* + po[H|?)/2dV, de la partie particules |p —
eA|?/(2m) et d’une partie de charge d’espace. Pour les guides d’onde périodiques, nous employons une technique
de réduction, appelée le « modéle discret », pour diminuer drastiquement le nombre de degrés de libertés. Ce
modele décompose les champs électromagnétiques E(r,t) = ) Va( (r)yetH(r,t) =) In( (r) avec des
amplitudes temporelles et des formes de champs dépendant de la geometrle de la structure. Cette méme technique
permet d’obtenir des termes de couplage lisses rendant possible I'utilisation de macro-particules. Notre hamiltonien
est ré-exprimé avec le modéle discret pour obtenir une théorie N-corps auto-cohérente unidimensionnelle capable
de décrire les effets non-linéaires (oscillations, piégeages et chaos) de l'interaction onde-particule en domaine
temporel.

En appliquant le théoréme de Noether, nous étudions aussi I'échange de moment canonique a l'origine de
l'interaction. Une reformulation de la puissance électromagnétique en domaine temporel est proposée dans la
représentation du modele discret. De plus, notre théorie est validée analytiquement avec un modele robuste de
circuit équivalent. Nous étudions aussi une version tridimensionnelle de notre théorie reposant sur la géométrie
hélicoidale.

Notre hamiltonien sert de base a la construction d’un intégrateur numérique symplectique. Cet algorithme est
utilisé pour modéliser diverses géométries de tubes a ondes progressives (du MHz au sous-THz, avec des tubes a
hélice et a guides repliés, et longs de quelques centimeétres a plusieurs metres). Une validation de notre algorithme
est réalisée avec des mesures expérimentales. Notre algorithme permet aussi 'étude de ces tubes, notamment des
effets non-linéaire ainsi que la distorsion de signaux de télécommunication.

Finalement, nous montrons que, lorsque la vitesse de phase d'un champ électromagnétique n’est pas égale a la
célérité de la lumiere dans le vide, alors ce champ admet une quantité de mouvement mécanique et un moment
conjugué distincts. Ce phénomene, au cceur de la controverse Abraham-Minkowski, n’avait été observé que dans
les milieux diélectriques. Nous étendons sa portée aux guides d’ondes et aux plasmas et suggérons I'universalité de
ce dilemme.

Abstract

We investigate the wave-particle dynamics using an N-body description (often deemed impossible due to the
number of degrees of freedom involved). The evolution of our system rests on a hamiltonian composed of an
electromagnetic part [, (eo|E|*+po[H|?)/2dV, a particle part [p—eA|?/(2m) and a space charge part. For periodic
waveguides, we use a model reduction, called the “discrete model” to drastically reduce the number of degrees of
freedom. This model decomposes electromagnetic fields E(r,t) = Y Vn(t)E,(r) and H(r,t) = > I.(t)Hu(r)
with time amplitudes and field shapes depending on the geometry. This techmque enables us to obtain smooth
coupling terms, enabling the use of macro-particles. Our hamiltonian is reformulated with the discrete model to
obtain a one-dimensional N-body self-consistent theory able to describe non-linear effects (oscillations, trapping
and chaos) of the wave-particle interaction in time domain.

Applying Noether’s theorem, we investigate the canonical momentum exchange at the origin of the interaction.
A reformulation of the electromagnetic power in time domain is proposed using the discrete model’s representation.
Moreover, our theory is validated analytically against a robust equivalent circuit model. We also investigate a
tridimensional version of our theory resting on the helix geometry.

Our hamiltonian provides the basis to build a numerical symplectic integrator. This algorithm is used to simu-
late several traveling-wave tube geometries (for MHz to sub-THz, with helix and folded waveguide tubes, from
centimeters to meters long). Our algorithm is benchmarked against experimental measurements. It also allows the
investigation of nonlinear effects in tubes as well as the analysis of the distortion of telecommunication signals.

Finally, we demonstrate that, when the phase velocity of an electromagnetic field is not equal to the speed of
light in vacuum, then this field has distinct kinematic and canonical momenta. This phenomenon, at the heart of the
Abraham-Minkowski controversy, was only observed in dielectric materials so far. We extend its scope to vacuum

waveguides and to plasmas, and we suggest its universality.
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