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❖❋❉▼ ❲❋✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦✇♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦st✲❖❋❉▼ ❲❋s✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✭P❤②❞②❛s✮✱ ♣r♦✈✐✲

❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ♦✛❡rs ❤✐❣❤ s♣❡❝tr✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② s✐♥❝❡ ✐t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈P ❛♥❞ ❧❛r❣❡

❣✉❛r❞ ❜❛♥❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐♥ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡

✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ❧♦st ✉♥❞❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡

❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r ❛♥❞

s✐♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ❢♦r M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

✐✐✐



✐✈ ❆❜str❛❝t

s②st❡♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s✐❣♥❛❧✱ ✇❡

❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❘❊❙❍ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t♦ ❛ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❖❋❉▼✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ P❆▼✱ ■❙■✱ ■❈■✱ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡s✲

s✐♥❣✱ ♥✉♠❡r♦❧♦❣②✱ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧



❘és✉♠é

▲❛ ❢♦rt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❡t ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❧❡ ♠♦✲

t❡✉r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧s ♠♦❞❡r♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s

s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭2●✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲

♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ✭▼❈✮

✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4● ❡♥ s❡♥s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s

❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✭❲❋✮ ▼❈ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜❛ttr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❡

♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ♦✉

❞❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ▼❈ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡

❡st ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮✱ q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ très ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡t

❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♥♦r♠❡s s❛♥s ✜❧✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮✲

❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮ ❡t ❧❡ ❲✐✲❋✐✳ ▲❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❖❋❉▼ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ à s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s

♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

❋♦✉rr✐❡r r❛♣✐❞❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭■❋❋❚✮ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ✭❈P✮✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧❡s

✭■❙■✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳

▼❛❧❣ré ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❋❉▼✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ❈P✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ r❡❝✲

t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❖❋❉▼✳ ❈❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♦♥t été ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡

♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ▼❈ ❲❋✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ t♦✉t ❡♥

❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♠♦❞éré❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é

❞❡ ▼❈ ❲❋ ♣♦st✲❖❋❉▼ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❡t ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① s❝é♥❛r✐♦s

❡t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✺● ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✢❡①✐❜❧❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡ à ❜❛s❡ ❞❡s ❜❛♥❝s ❞❡ ✜❧tr❡s ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮ ❛ été

♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❲❋ ❖❋❉▼ ❡t ❝❡ ♣♦✉r s✉r♠♦♥t❡r s❡s ✐♥❝♦♥✲

✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✭P❤②❞②❛s✮ q✉✐

❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❡ q✉❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ s✉♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st

❛♠é❧✐♦ré❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❈P ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❛r❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té

❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱

❝❡tt❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡st ♣❡r❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣✲

✈



✈✐ ❘és✉♠é

♣❧✐q✉és ❛✉① s②stè♠❡s ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♣❡✉t

êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡

s♦✉s ♣♦rt❡✉s❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✇✐❞❡❧② ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t②✐♦♥ M−P❆▼✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r

❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ❊♥

♦✉tr❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

♣r♦♣♦sés ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❋❘❊❙❍ ✭❋❘❊q✉❡♥❝②

❙❍✐❢t✮ q✉✐ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❖❋❉▼✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ P❆▼✱ ■❙■✱ ■❈■✱ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐✲

♥❡❛r✱ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡✱ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s s②stè♠❡s r❛❞✐♦✲♠♦❜✐❧❡s ♥❡ ❝❡ss❡♥t ❞❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉①

é♥♦r♠❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭2●✮✱ ❧❡s

s②stè♠❡s r❛❞✐♦✲♠♦❜✐❧❡s ♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ é✈♦❧✉é t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❡t ❞✉

♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉①✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s

♠♦❜✐❧❡s ❡st ♣❛ssé ❞❡ 62.6 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ 2010 à 171 ♠✐❧❧✐♦♥s ❡♥ 2014 ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ 285.6 ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡♥ 2023 ❬✶❪✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❜❡s♦✐♥s ❡t

❡①✐❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❢♦✉r♥✐s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦rés ❡t

❞✐✈❡rs✐✜és✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❢♦✉r♥✐s ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s

❞❡ ❧❛t❡♥❝❡✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✭❊❊✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ✭❙❊✮✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥❥❡✉①✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s

✜❧✱ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❡t ♠♦♥t❛♥t✮✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts✱

❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❬✷❪✱ ❡t❝✱✳✳✳ ❡t✱ ❝❡✱ ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡

❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ✭❲❋✮ ✉t✐❧✐sé❡ ❛ s✉❜✐ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s

❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡ ♣rés❡♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡

❞❡ ❧❛ ❲❋ ♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡ ✭s②stè♠❡s 2●✴3●✮ ✈❡rs ❧❛ ❲❋ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ✭▼❲❋s✮ ♣♦✉r ❧❡s

s②stè♠❡s 4● ❡t 5●✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡

r❛❞✐♦✲♠♦❜✐❧❡ ❞❡ 4è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡st ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮

❬✸❪✳ ▲✬❖❋❉▼ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs st❛♥❞❛r❞s ❞❡ r❛❞✐♦❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❡❧s q✉❡✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮✲ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮✱ ❧❛ ❚◆❚ ❡t ❧❡ ❲✐✲❋✐✳ ▲❡ s✉❝❝ès

❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s

❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ r❛♣✐❞❡ ✭■❋❋❚✮ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡

❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ✭❋❋❚✮ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ✭❈P✮✱ ❣❛r❛♥t✐t

✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s ✭■❙■✮ ❡t ✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥ é❣❛❧✐s❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❬✹❪✳

▼❛❧❣ré ❧❡ s✉❝❝ès ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧✬❖❋❉▼✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦ssè❞❡✱

♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉✐ ❧✬❡♠♣ê❝❤❡♥t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡rt❛✐♥s ❞é✜s ❡♥✈✐s❛❣és ♣❛r

❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ 5● ❡t ♣❧✉s ❬✺✕✼❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❖❋❉▼ s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❡t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❧❛

♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡ ❝②❝❧✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡

❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❡♥✈✐s❛❣és ♣♦✉r ❧❛ 5●✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❝❧❛ss❡r ❞❛♥s 3 ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ♠❛ss✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t②♣❡

✈✐✐



✈✐✐✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

♠❛❝❤✐♥❡ ✭♠▼❚❈✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✐♥t❡r♥❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭■♦❚✮✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✭❡▼❇❇✮

❡t ✉❧tr❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❯❘▲▲❈✮ ❬✷✕✽❪✳ ❈❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s

♦♥t ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡▼❇❇ ♥é❝❡ss✐t❡♥t

✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡t ❞❡s ❞é❜✐ts é❧❡✈és✳ ■❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ré❞✉✐t ❬✺❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠▼❚❈ ♥é❝❡ss✐t❡♥t

✉♥ ❡s♣❛❝❡♠❡♥t étr♦✐t ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛✜♥ ❞❡ s✉♣♣♦rt❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬éq✉✐♣❡♠❡♥ts

❝♦♥♥❡❝tés ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬❛✉ 106 ❛♣♣❛r❡✐❧s✴❦♠2❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❯❘▲▲❈ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡

❣r❛♥❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡✳

❱✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❡①✐❣❡♥❝❡s✱ ❧✬❖❋❉▼ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♠❛✲

♥✐èr❡ ✢❡①✐❜❧❡✱ ❞✬♦ù ❧❛ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❡❛s❡ 15 ✭◆❘✮ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❥❡t ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❞❡

❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭✸●PP✮ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ s✉♣♣♦rt❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉rs

❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧ ❞❡ ❧❛ 5● ❡st ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥é ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s✉♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s✳ ❊♥

♦✉tr❡✱ ✐❧ ❞❡✈r❛✐t s✉♣♣♦rt❡r ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ❬✹❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛✈❡❝

♣❧✉s✐❡✉rs ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ◆❘ ❬✸✱✾❪✳

❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s ❛✉ss✐ ♣♦st✲❖❋❉▼ ▼❲❋s✮

♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s 5●✳ P❛r♠✐ ❝❡s ▼❲❋s✱ ❧❛ ♠♦❞✉✲

❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ❜❛♥❝s ❞❡ ✜❧tr❡s ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡

ét❛♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧✬❖❋❉▼ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛✉✲

✈❛✐s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❤♦rs ❜❛♥❞❡ ✭❖❖❇✮ é❧❡✈é❡ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❣râ❝❡ à

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ très ❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭✜❧tr❡ P❤②❞②❛s✮ ❬✶✶❪✱ ❝❡ q✉✐

♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❛✐♥s✐

q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥

❞✬✐♥sér❡r ❞❡ ❈P ♥✐ ❞❡ ❧❛r❣❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❛r❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝✲

tr❛❧❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❖❋❉▼✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❧❛ts ♥♦♥ sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s✉r ❞❡s

❝❛♥❛✉① ❢♦rt❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡

❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✈❛♥❝és ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞♦✐t ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✱ à ❧✬♦r❞r❡ 2✱

❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❛✜♥ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r é❣❛❧✐✲

s❡✉r✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s♦✐t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ à ❧✬♦r❞r❡

2 ✭❙❖❈✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭◆❙❖❈✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡✲

♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❡st ❞✐✛ér❡♥t✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

❝✐r❝✉❧❛✐r❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ✭❙❖❈✮✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st s✉✣s❛♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st

❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ◆❙❖❈✱ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱

♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❛♥❣❧❛✐s ❞❡ ✓ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✔ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❣❛❧✐s❡✉r✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡s

❛✉ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❖◗❆▼ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

M−P❆▼ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡✳ ▲❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s M−P❆▼ ét❛♥t ◆❙❖❈✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t

q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣♦✉rr❛ ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳

▲❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ✐①

❈❤❛♣✐tr❡ 2 ✿ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❡t ❞❡ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❛✈❡❝

✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

✭❙❖❈✮ ♦✉ ❞❡ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭◆❙❖❈✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ ✭❋✐❧t❡r ❇❛♥❦ ❜❛s❡❞ ▼✉❧t✐✲❈❛rr✐❡r✲ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖✛s❡t ◗❆▼✮ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐♦❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ 3 ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡t ❞❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té s♦♥t

✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s

❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❛✉① s✐❣♥❛✉① s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❡t ❧❡✉r st❛t✐♦♥♥❛r✐té✳

❈❤❛♣✐tr❡ 4 ✿ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✭❲▲✮ à

❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✭♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ◆❙❖❈ ❞❡ t②♣❡ M−P❆▼✮ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉①

♣❧❛ts ♦✉ sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ♠✐s ❡♥

♦❡✉✈r❡ ❡t ❝♦♠♣❛rés s♦♥t ✿ ✉♥ é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✭❲▲✮✱ ❡t

✉♥ é❣❛❧✐s❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❋r❡s❤ ✭❋❘❊q✉❡♥❝② ❙❍✐❢t✮✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❲▲ ❡t ❋r❡s❤ s♦♥t

❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ 5 ✿ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✉① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳

▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❖✛s❡t ◗❆▼ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉①

♠♦❞✉❧és ❡♥ M−P❆▼ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s ♣♦rt❡✉s❡✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t

❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❛❞❛♣té❡s ❡t ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ❡t ♠♦♥tr❡♥t ❧❡

❣❛✐♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❲▲ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❋r❡s❤✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✿ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢✉t✉r❡s

❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ●é♥ér❛❧✐tés ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐té ❡t sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❛♥❛❧

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♥♦t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t à ❧✬é❧❛✲

❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛r✐té é❧❛❜♦ré❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ s②s✲

tè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✲♠♦❜✐❧❡✳

❈✐r❝✉❧❛r✐té

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞é❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛✲

t✐st✐q✉❡s à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ s✐❣♥❛❧✳ P♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r z✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r

R = E
[
zzH

]
✭✵✳✶✮

C = E
[
zzT

]
✭✵✳✷✮



① ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❯♥ ✈❡❝t❡✉r z ❡st ❞✐t ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❙❖❈✮✱ s✐ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

E
[
zzT

]
= 0. ✭✵✳✸✮

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✸✮✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✉❧❧❡

❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ ❙❖❈✱ ❛✉tr❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡

♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭◆❙❖❈✮✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rté❡ ♣❛r

❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❙❖❈ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ♥✉❧❧❡✱ t♦✉t❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❬✶✷❪ ❞✉ s✐❣♥❛❧ z ❝♦♠♠❡ s✉✐t

δ
∆
=

E[z2]

E[|z|2]
∆
= |δ|ejφ, ✭✵✳✹✮

♦ù φ ∈ [0, 2π) ❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ z✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡

♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té |δ| ✭✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✮ ❬✶✸❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❧❛ss❡r ❧❡s

s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✖ ❙✐ |δ| = 0✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❙❖❈ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❛❧✐✜é ❞❡ ✓♣r♦♣r❡✔✱

✖ ❙✐ |δ| 6= 0✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞✐t ◆❙❖❈ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❛❧✐✜é ❞✬✓✐♠♣r♦♣r❡✔✱

✖ ❙✐ |δ| = 1✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ◆❙❖❈ ❡st q✉❛❧✐✜é ❞❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❬✶✹❪✳

❊①❡♠♣❧❡s ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❙❖❈ ❡t ◆❙❖❈

▲❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ M−◗❆▼ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❙❖❈✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s M−P❆▼ ❛♣✲

♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭◆❙❖❈✮✳ ▲❡s ♠♦✲

❞✉❧❛t✐♦♥s M−P❆▼ s♦♥t✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ❝♦♠♠❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

◆❙❖❈✱ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐✱ ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ✭◗❘✮ q✉✐✱ ❛♣rès ✉♥❡ ❞ér♦✲

t❛t✐♦♥✱ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s

q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❈P▼ ❡t ❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❖✛s❡t ◗❆▼ ✭❖◗❆▼✮✳

▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−◗❆▼ ❡t M−❖◗❆▼ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶

❉✬❛♣rès ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ◗❆▼ s♦♥t tr❛♥s✲

♠✐s à ❝❤❛q✉❡ ❞✉ré❡ ♣ér✐♦❞❡ T ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−◗❆▼✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

M−❖◗❆▼✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ◗❆▼ s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✲

♠❡♥t à ❧❛ ❝❛❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♠✐✲♣ér✐♦❞❡ ◗❆▼✱ ❝✲à✲❞ T
2 ✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−❖◗❆▼

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s M−P❆▼ ✭❧❡s

♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ◗❆▼✮ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ T
2 ✳

❋❇▼❈✲❖◗❆▼

▲❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts

❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈P✲❖❋❉▼ ❬✶✺❪✱ ❬✶✻❪✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ 4●✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈P✲❖❋❉▼ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❛✉s❡

❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐♥sér❡r ❧❡ ♣ré✜①❡

❝②❝❧✐q✉❡ ✭❈P✮ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①✐

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✿ ▲❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s 4✲◗❆▼ ❡t 4✲❖◗❆▼✳

▲❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ❞❡ ♣❛r s❡s q✉❛❧✐tés✱ ♣❡✉t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞✉ s②stè♠❡ 5●✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞✉ ✜❧tr❡ P❤②❞②❛s ❬✶✼✕✶✾❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧

♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡ ❈P ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛r❣❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❛r❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s②stè♠❡s✳ ■❧ ❡st

❛✉ss✐ ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ à ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✳

▲❡s ré♣♦♥s❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡s ❞❡✉① ✜❧tr❡s✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡t P❤②❞②❛s✱

✉t✐❧✐sés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s✱ ❖❋❉▼ ❡t ❋❇▼❈✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s

✵✳✷ ❡t ✵✳✸✳ ▲❡ ✜❧tr❡ P❤②❞②❛s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t

✭♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r✮ K = 4✳

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✸✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ P❤②❞②❛s ♣♦ssè❞❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡

❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❧♦❜❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ✐♠✲

♣♦rt❛♥ts ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❆✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥és✱

❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥s ♠♦❞❡r♥❡s t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡

❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛❞♦♣té ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✵✳✹ ❡t ✵✳✺

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ ❛✈❡❝ N s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ♣♦ssè❞❡ 4 ❜❧♦❝s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉✐ s♦♥t ✿ ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❖◗❆▼✱

❧❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ✭❙❋❇✮✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✱ ❧❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡

❞✬❛♥❛❧②s❡ ✭❆❋❇✮ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é♠♦❞✉❧❛t❡✉r ❖◗❆▼ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✺✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈ ❝♦té tr❛♥s♠❡tt❡✉r✱ ♦ù ❧❡s s②♠✲

❜♦❧❡s ◗❆▼ ❝♦♠♣❧❡①❡s ck(i) tr❛♥s♠✐s s✉r ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐s ❡♥ ❞❡s s②♠✲

❜♦❧❡s ré❡❧s xk(n) ✈✐❛ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ C2R ✭❈♦♠♣❧❡① t♦ ❘❡❛❧✮ rés✉❧t❛♥t ✉♥ ✢✉① ❞♦✉❜❧é✳ ▲❡s ♣❛rt✐❡s

ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ck(i) s♦♥t tr❛♥s♠✐s❡s à ❝❤❛q✉❡ ❞❡♠✐ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡

✢✉① ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r θk(n) q✉✐ ❝♦♥✈❡rt✐t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ré❡❧s xk(n) ❡♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s

q✉✐ s♦♥t s♦✐t ♣✉r❡♠❡♥t ré❡❧s s♦✐t ♣✉r❡♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s vk(n)✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ θk(n)



①✐✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡
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Rectangular

❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✿ ❘é♣♦♥s❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡s ✜❧tr❡s P❍❨❉❨❆❙ ❡t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
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PHYDYAS
Rectangular

❋✐❣✉r❡ ✵✳✸✿ ❘é♣♦♥s❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ✜❧tr❡s P❍❨❉❨❆❙ ❡t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳

❞❡ ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✵✳✺✮

θk(n) = jk+n. ✭✵✳✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝ ❙❋❇✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à s✉r✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ vk(n) s✉r

❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r N
2 s✉✐✈✐ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ P❤②❞②❛s

❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ p(m) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①✐✐✐

❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✿ ▲❡ tr❛♥s♠❡tt❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✺✿ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳



①✐✈ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ej2π
k
N

m✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✐ss✉s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s s♦♥t

s♦♠♠és ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s s(m)✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐

s(m) =
N−1∑

k=0

∞∑

n=−∞

(

[xk(n)θk(n)]
↑
N
2
⋆ p(m)

)

ej2π
k
N

m. ✭✵✳✻✮

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ é♠✐s ♣❛r ❧❡ tr❛♥s♠❡tt❡✉r✱ s(m)✱ ❡st ✜❧tré ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ h(m) ❡t

♣❡rt✉r❜é ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢ ❜❧❛♥❝ ●❛✉ss✐❡♥ ✭❆❲●◆✮ b(m) ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ z(m)✳

❆ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✺✮✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ z(m) ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é✱ à ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡✱

♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r e−j2π
k
N

m ♣✉✐s ✜❧tré ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ p(m) ❡t s♦✉s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r N
2 ✳ ▲❡s

s✐❣♥❛✉① ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❆❋❇ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r θ∗k(n)✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st q✉❡ ❧❛ ❞ér♦t❛t✐♦♥

❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t rés✉❧t❡ ❡♥ ❧❡ s✐❣♥❛❧ yk(n) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳ ▲❡s

s✐❣♥❛✉① γk ❡t x̂k r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ é❣❛❧✐sé ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡

❞é❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥✈❡rt✐r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ré❡❧s ❡♥

❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✈✐❛ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ R2C ✭❘❡❛❧ t♦ ❈♦♠♣❧❡①✮✳

❈❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

▲♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s à tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐

♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✿ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✷✵❪✱ ❬✷✶❪✳

❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝❛✉s❡♥t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❛✈❡❝

❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❞❡s r❡t❛r❞s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❣é♥érés ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛❥❡ts✳ ❆✐♥s✐✱

❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ ✜❧tr❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ h(t, τ) ❬✷✶❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

h(t, τ) =

Lh−1∑

k=0

ak(t, τ)e
j{2πfhτk(t)+φk(t,τ)}δ(τ − τk(t)), ✭✵✳✼✮

❛✈❡❝ Lh r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛❥❡ts✱ ak ❡t τk ❞és✐❣♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t

❧❡ r❡t❛r❞ ❞✉ keme tr❛❥❡t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✲

r✐té ❡t ❞❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t

❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ◆❙❖❈ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❡✉r q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡

❧❛ t❤ès❡ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✿ ➱❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✱ ➱❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ➱❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✳

❈②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té

❊♥ ♣❧✉s ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t

êtr❡ ❝❧❛ssé s❡❧♦♥ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦✐t ♥♦♥

st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❡st ét✉❞✐é❡ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

✭❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ✭♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ❙✐ ❧❡s



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①✈

♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ♥❡ ✈❛r✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ✭❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ t❡♠♣s✮✱

♥♦✉s q✉❛❧✐✜♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ✈❛r✐❡♥t ❛✈❡❝

❧❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱

❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡♥t ✉♥ r②t❤♠❡ ré♣ét✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐ s❡

ré♣èt❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳

❆✐♥s✐✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ x(t) ❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ y(t) ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✈ér✐✜❡♥t

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

✖ P♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ x(t) ✿

E[x(t)] = mx(t) = mx ✭✵✳✽✮

E[x(t)x∗(t+ τ)] = Rx(t, τ) = Rx(τ), ∀t ✭✵✳✾✮

E[x(t)x(t+ τ)] = Cx(t, τ) = Cx(τ), ∀t ✭✵✳✶✵✮

✖ P♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ✿

E[y(t)] = my(t) = my(t+ T ) = E[y(t+ T )] ✭✵✳✶✶✮

E[y(t)y∗(t+ τ)] = Ry(t, τ) = Ry(t+ T, τ), ∀t ✭✵✳✶✷✮

E[y(t)y(t+ τ)] = Cy(t, τ) = Cy(t+ T, τ), ∀t ✭✵✳✶✸✮

P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ y(t) ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2

s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

Ry(t, τ) =
∑

αi∈Aα

Rαi
y (τ)ej2παit ✭✵✳✶✹✮

Cy(t, τ) =
∑

βi∈Bβ

Cβi
y (τ)ej2πβit ✭✵✳✶✺✮

❖ù ❧❡s t❡r♠❡s

✖ αi ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❙❖✮ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡s q✉✐ s♦♥t

é❣❛❧❡s à ✿ αi =
i

T
, i ∈ Z✱

✖ βi s♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❙❖ ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t s♦♥t é❣❛❧❡s à ✿ βi = 2∆f+
i

T
, i ∈ Z

❬✷✷❪✱ ♦ù ∆f ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦rt❡✉s❡✱

✖ Aα ❡t Bβ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝②❝❧✐q✉❡s ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡s

αi ❡t ❝♦♥❥✉❣✉é❡s βi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱

✖ Rαi
y (τ) ❡t Cβi

y (τ) s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❝②✲

❝❧✐q✉❡s ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❞❡ ♣ér✐♦❞❡

T ✳

➱❣❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st r❡q✉✐s q✉❛♥❞ ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡st ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ❞❡s

✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t✴♦✉ ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ s②♠❜♦❧❡s ❝❛✉sé❡s

♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ré❝✉♣ér❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❧❡s

s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s✱ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❆♣rès ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥



①✈✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❝r✐tèr❡ ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ✜❛❜❧❡ ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ♥♦✉s

❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r s✬✐❧ ❡st ❙❖❈ ♦✉

❜✐❡♥ ◆❙❖❈✱ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❜❛s❡r s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡

❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✿ ❙②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s x(n) s♦♥t tr❛♥s♠✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✉ré❡ s②♠❜♦❧❡ é❣❛❧❡ à

T1 ❛✈❡❝ T1 = M1Te ♦ù Te ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ✜❧tré ♣❛r ✉♥

✜❧tr❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♣✉✐s ♣❛r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ é♠✐s ❡st ♣❡rt✉r❜é ♣❛r

❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ✈❡♥❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❛❞❞✐t✐❢✳ ❆

❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ✜❧tré ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❛❞❛♣té ❛✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧

à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡✱ y(m)✱ ❡st s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❡♥ ♣r❡♥❛♥t P é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r s②♠❜♦❧❡

❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥té à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳ ❙✐ P = 1✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬é❣❛❧✐s❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥

s❡✉❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r s②♠❜♦❧❡✳ ❙✐ P > 1✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❛❧♦rs ❞✬é❣❛❧✐s❡✉r ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❛r

❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s γ(n) ❡t q(n) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s é❣❛❧✐sés ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ❧❛ ♣r✐s❡

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ x̂(n) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❡st✐♠és✳

◆♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭▼❙❊✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s é♠✐s ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s r❡ç✉s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ▼❙❊✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✭✵✳✶✻✮ s❡rt à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

✵✳✶✼ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳

MSEγ = E[|γ(n)− x(n−∆)|2], ✭✵✳✶✻✮

MSEq = E[|Re(γ(n))− x(n−∆)|2]
= E[|q(n)− x(n−∆)|2], ✭✵✳✶✼✮

❛✈❡❝ ∆ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

➱❣❛❧✐s❡✉rs à ❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❡t é❣❛❧✐s❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s

❈❡ t②♣❡ ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝❧❛ss✐✜é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ♣r✐s

P ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✻✮✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ P ✈❛✉t 1✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐t❡ à ❡s♣❛❝❡♠❡♥t

❞❡ s②♠❜♦❧❡ ✭❙❙❊✮✳ ❙✐✱ P > 1✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ♣❧✉s ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣❛r s②♠❜♦❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❋❙❊✮✳

➱❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r yp(l) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Le t❡❧ q✉❡ ✿ yp(l) = [yp(lT1), yp(lT1 −
Te), ..., yp(lT1 − (Le − 1)Te)]

T ✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①✈✐✐

❈❡t é❣❛❧✐s❡✉r ✉t✐❧✐s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉

s✐❣♥❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ▼▼❙❊✲▲❊ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r Le ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

wLE = rxyp
R−1

yp
, ✭✵✳✶✽✮

♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r rxyp
= E[x(n)yH

p (l)] ∈ C
1×Le r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s

s②♠❜♦❧❡s é♠✐s ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ryp
= E[yp(l)y

H
p (l)] ∈ C

Le×Le ❞és✐❣♥❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳

➱❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ❡st ◆❙❖❈✱ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r✱ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s

❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✼✿ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ỹp(l) = [yT
p (l),y∗

p(l)]
T ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2Le q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥✲

tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❬✶✹❪

w̃WL = rxỹp
R

−1
ỹp

, ✭✵✳✶✾✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r rxỹp
∈ C

1×2Le ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s é♠✐s ❡t

❧❡ s✐❣♥❛❧ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Rỹp
∈ C

2Le×2Le r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ỹp(l)✳

➱❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤

▲♦rsq✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✐t ❋r❡s❤ ♣❡✉t

êtr❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ♣r♦✜t✳ ❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡ ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡

❢réq✉❡♥❝❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ α1 ❡t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝②❝❧✐q✉❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ β1✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡



①✈✐✐✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❋✐❣✉r❡ ✵✳✽✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❡s❤✳

❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❋r❡s❤ ❞❛♥s ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r s♦♥t ❞♦♥♥és✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱

♣❛r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✵✳✽ ❡t ✵✳✾✳

❙♦✐❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs zp(l) = [zT
1 (l), zT

2 (l), zT
3 (l)]T ❡t z̃p(l) = [zT

1 (l), zT
2 (l), zT

3 (l), zT
4 (l), zT

5 (l), zT
6 (l)]T ✱

♦ù zi(l) = [zi(lT1), zi(lT1 − Te), ..., zi(lT1 − (Le − 1)Te)]
T ✱ ♣♦✉r i = 1, .., 6✳

zi(l), i ∈ {1, 3} ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❞é❝❛❧é ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝②❝❧✐q✉❡s

+α1, 0 ❡t −α1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ zi(l), i ∈ {4, 6} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝❛❧é❡ ❞✉

s✐❣♥❛❧ y∗p(l) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝②❝❧✐q✉❡s +β1, 0 ❡t −β1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱

♣❛r

wLFresh = rxzp
R−1

zp
, ✭✵✳✷✵✮

w̃WLFresh = rxz̃p
R

−1
z̃p

, ✭✵✳✷✶✮

♦ù ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs rxzp
∈ C

1×3Le ❡t rxz̃p
∈ C

1×6Le r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r✲❝♦rré❧❛t✐♦♥

❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s tr❛♥s♠✐s ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r✳ Rzp
= E[zp(l)z

H
p (l)] ∈

C
3Le×3Le ❡t Rz̃p

= E[z̃p(l)z̃
H
p (l)] ∈ C

6Le×6Le ✱ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ à

❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❡s❤ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❝❧❛s✲

s✐q✉❡s ❡t ❋r❡s❤ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡

✸✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ t②♣❡ M−P❆▼✱ ❡♥

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ K ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡

♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t❡st❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❋r❡s❤ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣❛✐♥s ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❞❡s

é❣❛❧✐s❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①✐①

❋✐❣✉r❡ ✵✳✾✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❡s❤✳

■♠♣❛❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s é❣❛❧✐✲
s❡✉rs

P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐✲

♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é

♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✵

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✵✿ ▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ K ✐♥t❡r❢ér❡✉rs✳

❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s tr❛♥s♠❡tt♦♥s ❞❡s s②♠❜♦❧❡s M−P❆▼✱ x(n)✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡

s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡ ❡st ♣❡rt✉r❜é ♣❛r K ✐♥t❡r❢ér❡✉rs M−P❆▼✱ i1(n), .., iK(n)✳

h(n), hI1 , .., hIK ❞és✐❣♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ré♣♦♥s❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥térêt ❡t ❞❡s K ✐♥t❡r❢ér❡✉rs✳ b(n) ❡st ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❛❞❞✐t✐❢ ●❛✉ss✐❡♥ ❡t

r(n) ❡st ❧❡ s✐❣♥❛❧ à é❣❛❧✐s❡r✳

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭■❯■✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲

♠✐❡r t❡♠♣s ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣❧❛ts✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡



①① ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡
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✭❛✮ K = 2 ✭❜✮ K = 3
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simulated BER L
simulated BER WL
BER with estimated pdf L
BER with estimated pdf WL
BER with pdf conv L
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WLE

✭❝✮ K = 4 ✭❞✮ K = 5

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✲

❢ér❡✉rs K✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✶✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✶✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s K ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

❝❡❧✉✐✲❝✐ r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬é❣❛✲

❧✐s❡✉r ❲▲ ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ◆❙❖❈ ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊✱ ❲▲❊ ❡t ❋r❡s❤

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❋r❡s❤ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡

♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✷ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

▲❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✷ s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥térêt ✭❯❖■✱

x(n)✮ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭❯◆❖■✱ i(n′)✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t s✉♣♣♦sés s②♥❝❤r♦♥✐✲

sés ❡♥ t❡♠♣s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛

st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✈❡rs ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♠♦❜✐❧❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s

❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ✐❧s ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❯♥ é❝❛rt ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡①✐st❡

❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ❝❡❧❛ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ Bg ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①①✐

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✷✿ ❙②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ à ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡

❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ét✉❞✐é✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ▼❙❊ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡

♣♦✉r
Eb

N0
= 20 ❞❇✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✸✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t

❋r❡s❤ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ét✉❞✐é✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❲▲ ❋r❡s❤ ❡st

❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ rés✉❧t❛t ✭❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✸✮ q✉✐ ❡st ❧✬❡①✐s✲

t❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❝r✉❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ✈❛❧❡✉rs ❜✐❡♥ ♣ré❝✐s❡s

❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❛r❞❡✳ P♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ ✭Bg.T0 = 0.125✱

0.25✱ 0.375✱ 0.5✱✳✳✳✮✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❲▲ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t

êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡✱ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡

❝②❝❧✐q✉❡ ❝♦♥❥✉❣✉é❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st ♥✉❧❧❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r s②♠❜♦❧❡s✱ P ✳ P♦✉r



①①✐✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❝❡❧❛ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ é❣❛❧❡ à ✿ Bg =
0.65

T0
♦ù T0 ❡st ❧❛ ❞✉✲

ré❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧✬❯❖■✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r s②♠❜♦❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✳

0 5 10 15 20 25 30
−11

−10.5

−10

−9.5

−9

−8.5

−8

−7.5

−7

−6.5

Number of samples per symbol

M
S

E
 (

dB
)

 

 

LE
WLE 
L Fresh
WL Fresh

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✹✿ ■♠♣❛❝t ❞❡ P s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ♣♦✉r
Eb

N0
= 20 ❞❇ ❡t Bg =

0.65

T0
✳

◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✹ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❋❙❊✮ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥t❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❙❙❊✳ P❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ P ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s❡r❛ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❊❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✿ ❆♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r s✉r

✉♥ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦✲✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ M−P❆▼ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥✲

❞r♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊ ❡t ❲▲❊ ♣♦✉r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦♥♦✲
✉t✐❧✐s❛t❡✉r

▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❇▼❈ ❛✈❡❝ M1 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✵✳✹ ❡t ✵✳✺ ✭❡♥

♣r❡♥❛♥t N = M1 ❡t L1 ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ L✮✳



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①①✐✐✐

❙♦✐❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

gk(m) = p1(m)ej
2πk
M1

(m−
L1−1

2 )
, ✭✵✳✷✷✮

fk(m) = g∗k(L1 − 1−m). ✭✵✳✷✸✮

gk(m) ❡t fk(m) r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❙❋❇ ❡t ❧✬❆❋❇ ♣♦✉r ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡

❡t L1 ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ✜❧tr❡ P❤②❞②❛s✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧❛❜♦r❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ ❙❋❇✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧

❡t ❧✬❆❋❇ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ❬✷✸❪ ✿

qji(n) = (gi ⋆ h ⋆ fj)(m)
↓

M1
2
, ✭✵✳✷✹✮

♦ù ⋆ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ gi(m) ❡t fj(m) r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡

❙❋❇ ❡t ❧✬❆❋❇ s✉r ❧❛ ieme ❡t ❧❛ jeme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡✳

❆✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈ à M1 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ keme s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❡st ✐♥t❡r❢éré

♣❛r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✈❡♥❛♥t ❞❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❀ ❝✲à✲❞✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡

❧❛ keme − 1 ❡t ❞❡ ❧❛ keme + 1 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ M−P❆▼

éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✺

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✺✿ ▲❡ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é❧❛❜♦rés ✈✐❛ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✵✳✶✽✮ ❡t ✭✵✳✶✾✮ r❡st❡♥t

t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❇❊❘ ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s ♣♦rt❡✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ❡♥ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛t ❡t ❡♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢

s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✵✳✶✻ ❡t ✵✳✶✼✳

❙✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✻✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t

✭♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ s②stè♠❡ M−P❆▼ éq✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✻ q✉❡ ✿

✖ ■❧ ② ❛ ✉♥ très ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t s✐♠✉❧és ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s

❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱

✖ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ tr❛✐✲

t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥✜r♠♦♥s ❛✐♥s✐✱ ❧✬✐♥térêt ❡t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ◆❙❖❈ ❞❡ t②♣❡ ◗❘✱

✖ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲

♣♦rt❡✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❞✬✐♥térêt✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♣❡r✲



①①✐✈ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡
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LE sim 2 Active Neighbours
WLE theo (0,1 and 2 Active Neighbours)
LE theo 2 Active Neighbours		
LE theo 0 Active Neighbours
LE sim 0 Active Neighbours
LE theo 1 Active Neighbour
LE sim 1 Active Neighbour
WLE sim (0,1 and 2 Active Neighbours)

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✻✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊ ❡t ❲▲❊ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✢❛t

❢❛❞✐♥❣✳

❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

✐❞é❛❧ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛❝t✐✈❡s✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛s✲

s✐q✉❡ ❡t✱ ❝❡❧❛✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛❝t✐✈❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐s❡✉rs

s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❛✈❡❝✱ t♦✉❥♦✉rs✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❲▲❊✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r
❋r❡s❤ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✉♠ér♦✲
❧♦❣✐❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛✲

t✐♦♥ ✿ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉①

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r✈❛♥t à ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st

♣rés❡♥té s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✵✳✶✽ ❡t ✵✳✶✾✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✽ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦té tr❛♥s♠❡tt❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ét✉❞✐é✳ ■❧ ❡①✐st❡

❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥térêt ✭❯❖■✮ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞

r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥t❡r❢ér❡✉r ✭❯◆❖■✮✳ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧✬❯❖■ ❡st ❝❡❧❧❡

♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✹✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥t❡rêt ♣♦ssè❞❡ M1 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s

❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡
1

M1
❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s✳ ▲❡ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ P❤②❞②❛s ❡st

❞és✐❣♥é ♣❛r p1(m) ❡t ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L1 = KM1 ♦ù K ❡st ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥t❡r❢ér❡✉r ✭❯◆❖■✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❯❖■✳ ❈❡t



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①①✈
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LE, 2 active neighbours
WLE, 2 active neighbours
WLE, 0 active neighbours
LE, 0 active neighbours
LE, 1 active neighbours
WLE, 1 active neighbours

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✼✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊ ❡t ❲▲❊ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢

❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✽✿ ▲❡ tr❛♥s♠❡tt❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♥✉♠é✲

r♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❯◆❖■ ♣♦ssè❞❡ M2 > M1 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❞❡
1

M2
❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s✳

▲❡ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ P❤②❞②❛s p2(m) ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L2 = KM2✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✾ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛❞❛♣té à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥térêt ❛✈❡❝ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✈❡♥❛♥t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❡r❛ é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❡



①①✈✐ ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

❋✐❣✉r❡ ✵✳✶✾✿ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥térêt ❞❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡ 1✳

❝❛s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❧✐❡♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✈❡rs ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉①

♠♦❜✐❧❡s✮ ❡t ❞✬✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭❧✐❡♥ ♠♦♥t❛♥t ❞❡s t❡r♠✐♥❛✉① ♠♦❜✐❧❡s ✈❡rs ❧❛

st❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ q✉✐

❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✵✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✵✿ ▲❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥ s❡♥s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t s②♥❝❤r♦♥❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧

∆t ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✵ ❡st ❞♦♥❝ ♥✉❧✳

◆♦✉s ❛❧❧✉♠♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ 5 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡ ❡t
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✭❛✮ P = 1 ✭❜✮ P = 8

❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❙Ps ❛❝t✐✈❡s ❞✉

❯❖■ ❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐❞é❛❧❡✳

8 s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ é❣❛❧❡ à δB = 1
M1

✳ ◆♦✉s

❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡♥

♠♦❞❡ ❙❙❊ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ♠♦❞❡ ❋❙❊✳ ▲❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ▼❙❊ ❡st ❞♦♥♥é❡

♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✶✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✶ s♦♥t ✿

✖ ▲❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ ❝❡✉① ❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊✱

✖ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣♦rt❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛s✲

s✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱

✖ ▲✬é❣❛❧✐s❡✉r ❲▲ ❋r❡s❤ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❧❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❝❧❛ss✐q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t

♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❞❡ ❜♦r❞✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r q✉✬✐❧ s♦✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦✉

❜✐❡♥ ❋r❡s❤ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡

❞❡ ❧✬❯❖■✳

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♥ s❡♥s ❛s❝❡♥❞❛♥t

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s ❞❡ ❜♦r❞ s♦♥t ✐♠♣❛❝té❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r

❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡ ❡st

❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧✬❯❖■ ❡t ♣♦✉r ❧✬❯◆❖■✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s❡ ❢❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥

❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❝❤♦✐s✐❡ é❣❛❧❡ à δB = 2
T1
✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✷✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✷✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡

❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

tr❛♥s♠✐s✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✈✐❡♥t

❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❝❡tt❡

❋✐❣✉r❡✱ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ré❝✉♣ér❡r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s

tr❛♥s♠✐s✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦rt Eb

N0
✳
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✭❛✮ ❯t✐❧✐s❛t❡✉rs s②♥❝❤r♦♥❡s✳ ✭❜✮ ❯t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✵✳✷✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ q✉❛♥❞ δB =
2

T1
✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❛❜♦r❞é ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s

❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❡t s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ❋❇▼❈

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼✳ ▼♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼ ♣❡✉t êtr❡

❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① ♠♦❞✉❧és ❡♥ M−P❆▼✱ ❡t q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♣♣♦rt❡ ❞✉ ❣❛✐♥ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱

♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t

❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts à ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐té ét✉❞✐és ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❙❖❈✮ ❡t ❛✉tr❡s ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭◆❙❖❈✮✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s✱ ❛✉ss✐✱ ❞é❝r✐t ❧❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❜❛♥❝ ❞❡ ✜❧tr❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✐♥s✐

q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ st❛t✐♦♥♥❛r✐té✳

▲❡s s✐❣♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés s❡❧♦♥ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ st❛✲

t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①

❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❇✐❡♥ ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐s ♣❡r♠❡t ❞❡

❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❜♦♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬é❣❛❧✐✲

s❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r é❣❛❧✐s❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❙❖❈ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ◆❙❖❈✱ ♥♦✉s

❞❡✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❋r❡s❤ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡

❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥

♠♦❞❡ s②♠❜♦❧❡ ✭❙❙❊✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❋❙❊✮✳

▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s 4 ❡t 5 s♦♥t ❞é❞✐és à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❞❡ ❧❛



❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ①①✐①

t❤ès❡✳ ❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r

✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ 4✮ ❡t s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ 5✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs

❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊✱ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼ ❡♥

♣rés❡♥❝❡ ❞❡ K ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣❧❛t ♦✉ ❜✐❡♥ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱

❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡

❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r s❡ ❞é❣r❛❞❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉❛♥s

✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❋r❡s❤ ❡t ❝♦♠♣❛ré ❧❡s

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❙❙❊ ❡t ❋❙❊✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r ❋r❡s❤ ❢♦✉r♥✐t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ t✐❡♥t

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❋r❡s❤ ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼✳ ❈❡tt❡

ét✉❞❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é✱ ♣♦✉r ✉♥ s②s✲

tè♠❡ ❋❇▼❈ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❛♣♣❧✐q✉és ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ■❈■ ❡t✴♦✉ ❞✬■❙■✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t é❧❛❜♦ré

❡t ♣r♦♣♦sé ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ t②♣❡ M−P❆▼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐s❡✉r

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t✱ ❝❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢

❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts

❞❡s é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊ ❡t ❋❙❊✮ ♣♦✉r

✉♥ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳ ◆♦✉s

❛✈♦♥s t❡sté ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s❡♥s ♠♦♥t❛♥t ✭❯▲✮ ❡t

❞❡s❝❡♥❞❛♥t ✭❉▲✮✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ét✉❞✐és✱ ❧❛ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡

♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❋r❡s❤ ❡st

❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡

♣❛r ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❋r❡s❤ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛r✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❋❇▼❈✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és à ❞❡s s✐✲

❣♥❛✉① r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼✮ ❡t q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡s ✭❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼✮✳

❈❡s é❣❛❧✐s❡✉rs s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡t ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭▼❙❊✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s é♠✐s ❡t

❧❡s s②♠❜♦❧❡s é❣❛❧✐sés✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ▼❙❊✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡

❝♦♠♣❛ré❡s à ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ✜❧tr❡s q✉❛s✐ ♦♣t✐♠❛✉① ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❜❛sés s✉r ❧❡

❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭▼▲✮✱ ❞ér✐✈és ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥✲

tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ▼▼❙❊ ❲▲ ❋❘❊❙❍✱ ♣r♦♣♦sés ❛✉

❝❤❛♣✐tr❡ 5✱ à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♣s❡✉❞♦✲▼▲✱ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❬✷✹❪✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t✴♦✉ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼▼❙❊✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s ❞✉



①①① ❘és✉♠é ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡

s✐❣♥❛❧ à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❛♣♣♦rt ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s

é❣❛❧✐s❡✉rs ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐st✐q✉❡s à ✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à 2✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❲▲ ❡t ❲▲

❋r❡s❤ à ❣ér❡r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦✲❝❛♥❛❧ ❞❡ t②♣❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♦✉

q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❝❡s é❣❛❧✐s❡✉rs✱ ✐❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t

❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s✱ s✉rt♦✉t ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✳ ➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ✭❈❱✮ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ tr♦✐s✐è♠❡

♦r❞r❡ ❬✷✺✱ ✷✻❪✱ ❡①♣❧♦✐t❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐té ❡t ❧❛ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❥✉sq✉✬❛✉

s✐①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❬✷✼❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼✱ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ✭❈❱✮✳

❉❛♥s ❧❡ ✹è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

M−P❆▼ ♣❡rt✉r❜é ♣❛r K ✐♥t❡r❢ér❡✉rs✳ ▲✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❙❙❊✴❋❙❊

❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❈❙■✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s

❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧s✱ ❧❡ ❈❙■ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛✈♦✐r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❈❙■ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡✳

❚♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ♥❡ s✉♣♣♦s❡♥t

❛✉❝✉♥❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❖◗❆▼ tr❛♥s♠✐s✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ r❛❞✐♦

❢réq✉❡♥❝❡ ✭❘❋✮ ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❞✬✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ■✴◗✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱

♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ❝♦ût❡✉①✱ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ③ér♦s✲■❋ ✭❋réq✉❡♥❝❡

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✮ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❛ttr❛②❛♥ts ♣✉✐sq✉✬✐❧s é✈✐t❡♥t ❧❡s ✜❧tr❡s ■❋ ❝♦ût❡✉① ❬✷✽❪✳ ❈❡♣❡♥✲

❞❛♥t✱ ❝❡s ré❝❡♣t❡✉rs ♣♦✉rr❛✐❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞é♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ■◗ à ❧❛ ❘❋✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝

♣❛s êtr❡ ❢❛✐t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐s❝♦r❞❛♥❝❡ ■◗✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥✲

tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ✭❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✮ ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ à ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥

❞é❝❛❧❛❣❡ ■✴◗✳

▲♦rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝♦♥❝❡♥trés s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ❙■❙❖✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❣❛❧✐s❡✉rs ✭❧✐♥é❛✐r❡✱ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❡t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✮ à ❞❡s s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ▼■▼❖✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❛ été ❛❝❝♦r❞é ❛✉① ❯❆❱ ✭❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❱❡❤✐❝❧❡s✮

♣♦✉r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧❛ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡rr❡ ✭s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱

✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❡t ❞❡s ♣♦♥ts✳✳✳✮✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

❞❡s ❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✮✱ ❡t❝✳ P♦✉r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❯❆❱ ❡t ❧❡ s♦❧ ✭♦✉

❜✐❡♥ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ③♦♥❡s ❞é♣♦✉r✈✉❡s ❞✉ rés❡❛✉ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❡rr❡str❡✮✱

❧❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s à ♣❤❛s❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ✭❈P▼✮ ♦♥t été st❛♥❞❛r❞✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ t❡rr❡str❡ ❬✷✾❪✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡st ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝❛r ❧❡s

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❈P▼ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣❛r ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡ ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ❛❧tér❛t✐♦♥s

❣râ❝❡ ❛✉① ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❤❛✉t❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭❍P❆✮✳ ●râ❝❡ à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛✉r❡♥t ❬✸✵❪✱

❧❡s ❈P▼ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐❣♥❛✉①M−P❆▼✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥

❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐

❆❜str❛❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐✐✐
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✵✳✸ ❘é♣♦♥s❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ✜❧tr❡s P❍❨❉❨❆❙ ❡t r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐

✵✳✹ ▲❡ tr❛♥s♠❡tt❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐✐

✵✳✺ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐✐✐

✵✳✻ ❙②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈✐

✵✳✼ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈✐✐

✵✳✽ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❡s❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✈✐✐✐

✵✳✾ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥é❛✐r❡ ❋r❡s❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐①

✵✳✶✵ ▲❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ K ✐♥t❡r❢ér❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①✐①

✵✳✶✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r✲

❢ér❡✉rs K✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①

✵✳✶✷ ❙②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ à ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ à ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐

✵✳✶✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡

♣♦✉r
Eb

N0
= 20 ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐

✵✳✶✹ ■♠♣❛❝t ❞❡ P s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ♣♦✉r
Eb

N0
= 20 ❞❇ ❡t Bg =

0.65

T0
✳①①✐✐

✵✳✶✺ ▲❡ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼✳ ✳ ✳ ①①✐✐✐

✵✳✶✻ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊ ❡t ❲▲❊ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ✢❛t

❢❛❞✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐✈

✵✳✶✼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ▲❊ ❡t ❲▲❊ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢

❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈

✵✳✶✽ ▲❡ tr❛♥s♠❡tt❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ♥✉♠é✲

r♦❧♦❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈

✵✳✶✾ ▲❡ ré❝❡♣t❡✉r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥térêt ❞❡ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡ 1✳ ✳ ✳ ①①✈✐

✵✳✷✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈✐

✵✳✷✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ▼❙❊ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❙Ps ❛❝t✐✈❡s ❞✉

❯❖■ ❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐❞é❛❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈✐✐

✵✳✷✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s é❣❛❧✐s❡✉rs ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❇❊❘ q✉❛♥❞ δB =
2

T1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈✐✐✐

✷✳✶ 4−◗❆▼ ❛♥❞ 16−◗❆▼ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❞✐❛❣r❛♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷ 4✲◗❆▼ ❛♥❞ 4✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✸ ❚✐♠❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❍❨❉❨❆❙ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✹ ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❍❨❉❨❆❙ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✜❧t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✺ ❚✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛♥ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

①①①✐✐✐



①①①✐✈ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✻ ❖◗❆▼ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✼ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✽ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s♠✐tt❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✾ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ r❡❝❡✐✈❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✵ ▲❖❙ ❛♥❞ ◆▲❖❙ ♣❛t❤s ❬✷✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✶✶ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✷✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✷ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✸ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✹ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦❧② ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✺ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✻ ❲✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✽ ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✾ ❲✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ K ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✷ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❇❊❘✱ K = 1✱ ρ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✸ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ♣❞❢ ❛t Eb
No

= 10 ❞❇✱ K = 1✱ ρ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✹ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ◆♦✐s❡ ♣❞❢ ❛t 42 ❞❇ ✇✐t❤ K = 5 ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡s

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✺ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s K✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹✳✻ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ K ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✼ ❊rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 1✱ L = 3 ❛♥❞ M = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✽ ❊rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 5✱ L = 10 ❛♥❞ M = 2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✾ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 1✱ L = 3 ❛♥❞ M = 16✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶✵ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ✉s❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶✶ ▼❙❊ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ●❇ ❢♦r
Eb

N0
= 20 ❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✶✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ P ♦♥ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t
Eb

N0
= 20 ❞❇ ❛♥❞ Bg =

0.65

T0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✶ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ t✇♦ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳ ✻✷

✺✳✷ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ✐♥t❡♥❞❡❞ ❯❖■ ❤❛✈✐♥❣ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✸ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② M ✲P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✺✳✹ ❇❊❘ ❢♦r h = 1 ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✺✳✺ ▲❊ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡

❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✻ ❇❊❘ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ✼✵

✺✳✼ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠s ✇✐t❤ t✇♦ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺✳✽ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❯❖■ ❛❝t✐✈❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ♦✈❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✳ ✼✶

✺✳✾ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ①①①✈

✺✳✶✵ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼❙❊ ✇❤❡♥ ❯❖■ ❛♥❞ ❯◆❖■ ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳ ✼✸

✺✳✶✶ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼❙❊ ✇❤❡♥ ❯◆❖■ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✇✐t❤

❤❛❧❢ ❛♥ ❯◆❖■ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✶✷ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
3

2T1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✸ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
1.7

T1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✹ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
2

T1
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻



①①①✈✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❆❝r♦♥②♠s

❆❲●◆ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❲❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡

❇❊❘ ❇✐t ❊rr♦r ❘❛t❡

❇P❙❑ ❇✐♥❛r② P❤❛s❡ ❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣✳

❈P ❈②❝❧✐❝ Pr❡✜①

❉▲ ❉♦✇♥❧✐♥❦

❊❊ ❊♥❡r❣② ❊✣❝✐❡♥❝②

❡▼❇❇ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ▼♦❜✐❧❡ ❇r♦❛❞❇❛♥❞

❋❇▼❈ ❋✐❧t❡r ❇❛♥❦ ❜❛s❡❞ ▼✉❧t✐❈❛rr✐❡r

❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

❋■❘ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡

❋r❡s❤ ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❤✐❢t

✐✳✐✳❞✳ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

■❈■ ■♥t❡r✲❈❛rr✐❡r✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

■❉❋❚ ■♥✈❡rs❡ ❉✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

■❊❊❊ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❊♥❣✐♥❡❡rs

■❋❋❚ ■♥✈❡rs❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

■♦❚ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ ❚❤✐♥❣s

■❖❚❆ ■s♦tr♦♣✐❝ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❚r❛♥s❢❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠

■❙■ ■♥t❡r✲❙②♠❜♦❧✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

■❯■ ■♥t❡r ❯s❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

▲❊ ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❡r

▲❚❊ ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥

▲❚❊✲❆ ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✲❆❞✈❛♥❝❡❞

▼❈ ▼✉❧t✐❝❛rr✐❡r

▼■▼❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t

▼■❙❖ ▼✉❧t✐♣❧❡✲■♥♣✉t ❙✐♥❣❧❡✲❖✉t♣✉t

▼▲ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞

▼▼❙❊ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r

♠▼❚❈ ♠❛ss✐✈❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡ ▼❛❝❤✐♥❡

▼❙❊ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r

▼❲❋ ▼✉❧t✐❝❛rr✐❡r ❲❛✈❡ ❋♦r♠

❖❋❉▼ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣

①①①✈✐✐



①①①✈✐✐✐ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❖❖❇ ❖✉t ❖❢ ❇❛♥❞

❖◗❆▼ ❖✛s❡t ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

◆❙❖❈ ◆♦♥ ❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r ❈✐r❝✉❧❛r

P❆▼ P✉❧s❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥

P❍❨❉❨❆❙ P❍❨s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r ❉❨♥❛♠✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❆❝❝❡s❙❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ r❛❞✐♦

P❙❉ P♦✇❡r ❙♣❡❝tr❛❧ ❉❡♥s✐t②

◗❆▼ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

◗P❙❑ ◗✉❛❞r❛t✉r❡ P❤❛s❡ ❙❤✐❢t ❑❡②✐♥❣

❙❊ ❙♣❡❝tr❛❧ ❊✣❝✐❡♥❝②

❙■◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲♣❧✉s✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦

❙■❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❘❛t✐♦

❙■❙❖ ❙✐♥❣❧❡✲■♥♣✉t ❙✐♥❣❧❡✲❖✉t♣✉t

❙■▼❖ ❙✐♥❣❧❡✲■♥♣✉t ▼✉❧t✐♣❧❡✲❖✉t♣✉t

❙◆❘ ❙✐❣♥❛❧✲t♦✲◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦

❙❖❈ ❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r ❈✐r❝✉❧❛r

❙◆❖■ ❙✐❣♥❛❧ ❖❢ ◆♦♥ ■♥t❡r❡st

❙❖■ ❙✐❣♥❛❧ ❖❢ ■♥t❡r❡st

❙❘❘❈ ❙q✉❛r❡ ❘♦♦t ❘❛✐s❡❞ ❈♦s✐♥❡

❙❯ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❯s❡r

❯▲ ❯♣❧✐♥❦

❯◆❖■ ❯s❡r ♦❢ ◆♦♥ ■♥t❡r❡st

❯❖■ ❯s❡r ❖❢ ■♥t❡r❡st

❯▼❚❙ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼♦❜✐❧❡ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❙②st❡♠

❲✐▼❆❳ ❲♦r❧❞✇✐❞❡ ■♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❆❝❝❡ss

❲▲ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r

❲❖◆●✺ ❲❛✈❡❢♦r♠s ▼❖❞❡❧s ❢♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡s ❈♦♠♠✉◆✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡●r❛t✐♥❣ ✺●

◆❡t✇♦r❦s

❩❋ ❩❡r♦ ❋♦r❝✐♥❣



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ①①①✐①

◆♦t❛t✐♦♥s
❱❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜♦❧❞ ❧❡tt❡rs ✭❡✳❣✳ X✮✳ ❖t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❛r❡

s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

C
n×1✱ Rn×1 ❚❤❡ s❡ts ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳

C
p×n✱ Rp×n ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ p r♦✇s ❛♥❞ n ❝♦❧✉♠♥s✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ r❡❛❧

❡❧❡♠❡♥ts✳

N ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts✳

x∗ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ ①✳

|x| ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r✳

E{·} ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

[·]T ❚❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

[·]H ❚❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✳

X
−1 ❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ♠❛tr✐① X✳

In ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ n✳

‖v‖ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦r v✳

Re{x} ❘❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ ①✳

⋆ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳



①❧ ◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡

✈❛r✐♦✉s ❛♥❞ ❤✉❣❡ ✉s❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✷● ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✱ t❤❡r❡

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥♦r♠♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ♠❛♥② ❢♦r♠s✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ❛♥❞

✉s❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t②♣❡s ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❛✐s❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s

❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ✉s❡rs ✇❛s 62.6 ♠✐❧❧✐♦♥s ✉s❡rs ✐♥ 2010✱ r❛✐s❡❞ t♦ 171 ♠✐❧❧✐♦♥s

✐♥ 2014 ❛♥❞ ✐t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ r❡❛❝❤ 285.6 ♠✐❧❧✐♦♥s ✉s❡rs ✐♥ 2023 ❬✶❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡

✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉s❡r ❞❡♠❛♥❞s✱ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ s❡r✈✐❝❡s s❤♦✉❧❞ ❦❡❡♣ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱

❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ s❡r✈✐❝❡s✱ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❊❊✮

❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❙❊✮ t❤❛t ❜♦t❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ✇✐r❡❧❡ss

♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ ●❙▼ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✮✱ t❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠♦❜✐❧✐t②✱ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❞❛t❛ r❛t❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❯♣❧✐♥❦

❛♥❞ ❉♦✇♥❧✐♥❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦st✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣

t❤❡ ✉s❡❞ ✇❛✈❡❢♦r♠s ❬✷❪ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ t♦ ❛❞❛♣t ❡✈❡r② ❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♥❡❡❞s✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❤✉❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✱

t❤❡ ✉s❡❞ ❜❛s✐s ✇❛✈❡❢♦r♠ ❤❛s ❦♥♦✇♥ ♠❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ♠❛✐♥❧② t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦✲❝❛rr✐❡r

t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡❢♦r♠ ✭▼❲❋✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡s❡ ▼❲❋s ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐s s❤❛♣❡s ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦❣r❡ss t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤

♦♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ▼❲❋s✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮ ❬✸✱✶✺✱✶✻❪✱ ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❲❋ ❢♦r t❤❡ 4th

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❖❋❉▼ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇✐r❡❧❡ss

st❛♥❞❛r❞s ❧✐❦❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮✲ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮ ❛♥❞ ❲✐✲❋✐✳ ❚❤✐s ✇✐❞❡ ✉s❡ ✐s

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❖❋❉▼ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭■❋❋❚✮ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❋❋❚ ✐♥ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✭❈P✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧

✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ■❙■✲❢r❡❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥

✶



✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈P✲❖❋❉▼✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ t❛♣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❡r s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❬✹❪✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ✐t ♣r❡s❡♥ts✱ t❤❡ ❖❋❉▼ ✇❛✈❡❢♦r♠ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ✐♥

5● ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ ❬✺✕✼✱ ✸✶❪✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ♣♦♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧

❡✣❝✐❡♥❝②✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ 5● r❡q✉✐r❡❞ s❡r✈✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡

❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✿ ♠❛ss✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t②♣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♠▼❚❈✮

❦♥♦✇♥ ❛s ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ t❤✐♥❣s ✭■♦❚✮✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠♦❜✐❧❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✭❡▼❇❇✮ ❛♥❞ ✉❧tr❛

r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❯❘▲▲❈✮ ❬✷✕✽✱✸✷✕✸✹❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t

5● ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲

t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡▼❇❇ ❝❛t❡❣♦r② r❡q✉✐r❡ ❤✐❣❤ s♣❡❝tr❛❧

❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ 20 ●❜✴s✱ ❧❛r❣❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s♦ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❬✺❪✱

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♠▼❚❈ r❡q✉✐r❡ s♠❛❧❧ s✉❜✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ❛

♠❛ss✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ 106 ❞❡✈✐❝❡s✴❦♠2 ❬✾❪✳ ❯❘▲▲❈ s✉♣♣♦rts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❧❡ss t❤❛♥ 1 ♠s✳

❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❧❛✐♥ ❖❋❉▼ ❝❛♥ ♥♦t r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ 5● s❡r✈✐❝❡s✱ ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✇❛②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t s❡r✈✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞s✳

❚♦ ❝❛t❡r ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡r✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs❤✐♣ ♣r♦❥❡❝t ✭✸●PP✮ ❤❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❧❡❛s❡ ♦❢ 5● s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❧❡❛s❡ 15 ♦r ◆❡✇ ❘❛❞✐♦ ✭◆❘✮✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ 5● ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ s✉♣♣♦rt ❛ ❤✉❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ✇✐t❤

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡ ❝❧❛ss✳ ■t ✇✐❧❧ ❛❧s♦✱

s✉♣♣♦rt ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❬✹❪✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡

♦♣❡♥ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ◆❘ ❬✸✱✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♠❛♥② ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭❝❛❧❧❡❞ ❛❧s♦ ♣♦st✲❖❋❉▼ ▼❲❋s✮ ❬✸✺✕✸✽❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ 5● s②st❡♠ ♥❡t✇♦r❦ ❬✷❪✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ▼❲❋s✱

t❤❡ ♦✛s❡t✲q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✲❜❛♥❦ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮

❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❖❋❉▼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s ♠❛✐♥❧②

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐ts ❜❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♦✉t✲♦❢✲❜❛♥❞ ✭❖❖❇✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳

■♥❞❡❡❞✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦✇♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s

t♦ ✐ts ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✭P❤②❞②❛s✮ ❬✶✶❪✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣

❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ s♣❡❝tr✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②

❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞s ❛♥❞ ❈P✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✲♦✈❡r ❛ ✢❛t ❝❤❛♥♥❡❧✲ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ❧♦st ✉♥❞❡r ❢r❡q✉❡♥❝②

s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❡r t❤❛t ♠✐t✐❣❛t❡s ♠❛♥② ❢♦r♠s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❙❖✮ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❙❖ ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ♦r ♥♦♥ ❙❖ ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮✱ ✇❤❡t❤❡r

✐t ✐s st❛t✐♦♥❛r② ♦r ♥♦t✱ ❡t❝✳✳✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s s✉✣❝✐❡♥t

✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥



✶✳✷ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡ ✸

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ M−❛r② P✉❧s❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M−P❆▼✮

♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

✶✳✷ ❚❤❡s✐s ♦✉t❧✐♥❡

❈❤❛♣t❡r 2 ✿ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ❙❖❈ ♦r ◆❙❖❈✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡✲

q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥✳

❈❤❛♣t❡r 3 ✿ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱

s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r st❛t✐♦♥❛r② ♦r ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦✲

♣❡rt✐❡s✳

❈❤❛♣t❡r 4 ✿ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♣♣❧✐❡❞

♦✈❡r ❛ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s

❞♦♥❡ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✳

❈❤❛♣t❡r 5 ✿ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ▼✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r s②st❡♠ ✉s✐♥❣

❛ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ t❤❛♥❦s t♦

✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s✉♣♣♦rt ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥

❛s ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦

M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❝❛s❡s✳

✶✳✸ ❲❖◆●✺ Pr♦❥❡❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❲❖◆●✺ ♣r♦❥❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝②

✭❆◆❘✮ ✭❲❛✈❡❢♦r♠s ▼❖❞❡❧s ❢♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡s ❈♦♠♠✉◆✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡●r❛t✐♥❣ ✺● ◆❡t✇♦r❦s✮✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣❛rt♥❡rs ✭❈◆❆▼ P❛r✐s ❛♥❞ ❙❯P❊▲❊❈ ❘❡♥♥❡s✮✱ ♦♥❡ ✐♥❞✉str✐❛❧

✭❚❍❆▲❊❙✮ ❛♥❞ ♦♥❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡r ✭❈❊❆ ▲❊❚■✮✳ ❚❤❡ ❲❖◆●✺ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠s t♦ st✉❞② ❛♥❞

♣r♦♣♦s❡ ♣♦st✲❖❋❉▼ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭❲❋s✮ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ ✺● ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❈✲▼❚❈ ❝♦♥t❡①t✳



✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✹ ▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❏♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs

✶✳ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❘✳ ❩❛②❛♥✐✱ ❍✳ ❙❤❛✐❡❦✱ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s✱ ❇✳ ❙✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉❛❧❧❡❣✉❡ ✏❈♦♠♣❛✲

r✐s♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r✱ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❊q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ◆✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✑✱ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❲✐r❡❧❡ss ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ❈♦♠♣✉✲

t✐♥❣ ❏♦✉r♥❛❧✳

✷✳ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉❛❧❧❡❣✉❡ ✏❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧❧② ❙♣❛❝❡❞ ❲✐❞❡❧②

▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✑✱

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❲✐r❡❧❡ss ❛♥❞ ▼♦❜✐❧❡ ◆❡t✇♦r❦s ✭■❏❲▼◆✮✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✾✱ ✈♦❧✳

✶✶✳

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs

✶✳ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❍✳ ❙❤❛✐❡❦✱ ❘✳ ❩❛②❛♥✐✱ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s✱ ❇✳ ❙✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉❛❧❧❡❣✉❡✱✏❇❊❘

❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥✲

♥❡❧s ✇✐t❤ ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✑✱ ❲■▼❖❇ ✷✵✶✽✱ ▲✐♠❛ss♦❧✱ ❈②♣r✉s✳

✷✳ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❇✳ ❙✳ ❈❤❛♥❣✱ ❘✳ ❩❛②❛♥✐✱ ❍✳ ❙❤❛✐❡❦✱ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉❛❧❧❡❣✉❡ ✿ ✏P❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r ❋❇▼❈✴❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✑✱

■❈❚ ✷✵✶✽✱ ❙❛✐♥t ▼❛❧♦✱ ❋r❛♥❝❡✳

✸✳ ❇✳ ❙✳ ❈❤❛♥❣✱ ❈✳ ❆✳ ❋✳ ❞❛ ❘♦❝❤❛✱ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❘✳ ❩❛②❛♥✐✱ ❍✳ ❙❤❛✐❡❦ ❛♥❞ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s✱ ✏❖♥

t❤❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❙❈✲❋❉❊ ❙②st❡♠ ❯♥❞❡r ▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✑✱ ■❊❊❊ P■▼❘❈ ✷✵✶✼✱ ▼♦♥tr❡❛❧✱ ◗❈✱ ❈❛♥❛❞❛✳

✹✳ ❍✳ ❋❤✐♠❛✱ ❘✳ ❩❛②❛♥✐✱ ❍✳ ❙❤❛✐❡❦✱ ❉✳ ❘♦✈✐r❛s✱ ❇✳ ❙✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❘✳ ❇♦✉❛❧❧❡❣✉❡✱ ✏❲✐❞❡❧②

▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✑✱ ■❊❊❊ ■❙❈❈

✷✵✶✼✱ ❈r❡t❡✱ ●r❡❡❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞

❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇s

✉s t♦ ❧❡❛❞ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ st✉❞✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s P❤✳❉ t❤❡s✐s✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✐s ❛❜♦✉t ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ s✐❣♥❛❧s✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t

❢♦r ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧s✳ ❙♦✱ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛ r❛♣✐❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝✐r✲

❝✉❧❛r✐t②✴ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡

♦❢ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❡❞

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❈P✲❖❋❉▼ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇✐r❡✲

❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❝t✐♦♥✱ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s

❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✷✳✶ ❈✐r❝✉❧❛r✐t②

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❬✸✾❪ ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦rs

❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ◆♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡s

❬✹✵❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✴❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

❬✷✷✱✹✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✳

✺



✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

✷✳✶✳✶ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r

❉❡✜♥✐t✐♦♥1 ✿ ❆ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r z ∈ C
N×1 ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❝✐r❝✉❧❛r ✐❢ z ❛♥❞

zejθ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❛❧❧ θ ❬✸✾❪✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ z ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛

❝✐r❝✉❧❛r ✈❡❝t♦r ✐❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

Φz(e
jθu) = Φz(u), ∀θ ∈ [0, 2π[. ✭✷✳✶✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥2 ✿ ❆ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r z = (z1, z2, .., zN ) ∈ C
N×1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ♦❢

♦r❞❡r r ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❬✹✵❪ ✿

E






∏

∑

ai=p

zai
i

∏

∑

bj=q

z∗j
bj




 = 0, ✭✷✳✷✮

∀(p, q) ∈ N ✇❤❡r❡ p+ q 6 r ❛♥❞ p 6= q ❬✹✷❪✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ✇❤❡♥ r = 2 ❀ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡

✈❡❝t♦r z s❛t✐s✜❡s ❊q ✭✷✳✷✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ✈❡❝t♦r✳

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮ ♦♥❡✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❊q ✭✷✳✷✮✱ ✇❤❡♥ r = 2✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ✿

E[zzT ] = 0. ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥ E[zzT ] ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r z✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦t❡ ✐t ❛s C✱

✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❬✹✸❪✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❬✹✹❪ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❘❋✮ ✐♥ ❬✹✺❪✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♠❛tr✐① ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡

❙❖ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r✱

❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s ❊q ✭✷✳✸✮✱ ♦r ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✐❢ ✐t

♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦♥ ♥✉❧❧✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r z

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r ✐t ❜② R✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡ C✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✿

R = E
[
zzH

]
& C = E

[
zzT

]
✭✷✳✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❙❖❈✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐ts ♣s❡✉❞♦✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ♦♥❧②

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡

◆❙❖❈ ❢❛♠✐❧②✱ ✐ts t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❀ t❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜②

t❤❡ ❙❖ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ❬✹✹❪✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ✭♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t②✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦r❞❡r ✐s ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣r✐❡t② ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✹✻❪ ✭✐♠♣r♦♣r✐❡t② ✐♥ ❬✹✼✱ ✹✽❪✮✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✸✮ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❙❖❈ ♦r ♣r♦♣❡r ❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ✐s

❝❛❧❧❡❞ ✐♠♣r♦♣❡r ♦r ◆❙❖❈✳

✷✳✶✳✷ ◆♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ z ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r✱ ✐❢ E[z2] 6=
0✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ♦r❞❡r 2 ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✶✷❪



✷✳✶ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ✼

❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

δ
∆
=

E[z2]

E[|z|2]
∆
= |δ|ejφ, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ φ ∈ [0, 2π) ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ♣❤❛s❡ ♦❢ z✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② |δ| ∈ [0, 1] ❬✶✸❪ ✐♥❢♦r♠s ❛❜♦✉t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✿

✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❝✐r❝✉❧❛r ♦r ♥♦t✳

■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ |δ|✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❬✹✷❪ ✿
✖ ■❢ |δ| = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ♦r ♣r♦♣❡r✱

✖ ■❢ |δ| 6= 0✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮ ♦r

✐♠♣r♦♣❡r✱

✖ ❲❤❡♥ |δ| = 1✱ t❤❡ ◆❙❖❈ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❬✶✹❪ ❛♥❞ ✐ts ❝✐r❝✉❧❛r✐t② s♣❡❝tr✉♠

✐s ♠❛①✐♠✉♠✳

✷✳✶✳✸ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❙❖❈ ❛♥❞ ◆❙❖❈ s✐❣♥❛❧s

❙❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✿ M−◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ M−❛r② q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗❆▼✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r✲

❝✉❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢❛♠✐❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

s(t) =
∑

n

anv(t− nT ), ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ T r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥✱ v(t) ✐s t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r ❛♥❞ an ❛r❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠✲

♣❧❡① tr❛♥s♠✐tt❡❞ ◗❆▼ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① M−◗❆▼ s②♠❜♦❧s an ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s an =

aRn + jaIn✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s aRn ❛♥❞ aIn ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t
{

±A,±3A, ..,±(
√
M − 1)A

}

✳

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ 4−◗❆▼ ❛♥❞ 16−◗❆▼ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ 4−◗❆▼ ❛♥❞ 16−◗❆▼ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥s ❞✐❛❣r❛♠✳



✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r✮

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭❘✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s✮

❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ◆❙❖❈ ♦♥❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❡q✉❛❧ t♦ 1✮✳ ❆♠♦♥❣

t❤❡s❡ ❘ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞✱M−❛r② ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M−P❆▼✮ ❬✶✹✱✹✾❪✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q ✭✷✳✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ M−P❆▼✱ t❤❡ tr❛♥s✲

♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s an ✐♥ ❊q ✭✷✳✻✮ ❛r❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t {±A,±3A, ..,±(M − 1)A}✳
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♥♦♥ ③❡r♦s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ t❤❡

♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

E[s(t) sT (t)] = E

[{
∑

k

akv(t− kT )

}{
∑

k′

ak′v(t− k′T )

}]

,

=
∑

k

E
[
a2k
]
v2(t− kT ), ✭✷✳✼✮

6= 0,

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❢❛♠✐❧②✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

E[s(t) sH(t)] = E

[{
∑

k

akv(t− kT )

}{
∑

k′

a∗k′v∗(t− k′T )

}]

,

=
∑

k

E
[
|ak|2

]
|v(t− kT )|2. ✭✷✳✽✮

❆s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ak ♦❢ t❤❡ M−P❆▼ ❛r❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❡♥ ✿

∑

k

E
[
|ak|2

]
|v(t− kT )|2 =

∑

k

E
[
a2k
]
v2(t− kT ) = E[s(t) sT (t)]. ✭✷✳✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✽✮ ❛♥❞ ✭✷✳✾✮✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥♦♥ ❝✐r❝✉✲

❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ M−P❆▼ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✭✷✳✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✽✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳

◗✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭◗❘✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

◗✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❢❛♠✐❧② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❢t❡r ❛ ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱

❛s ❛ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤✐s ❢❛♠✐❧②✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ♦✛s❡t

q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❖◗❆▼✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥

❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

s(t) =
∑

n

aRn v(t− nT ) + jaInv(t− nT − T
2 ), ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✱ v(t) ✐s t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r✱ aRn ❛♥❞ aIn ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡❛❧

❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ◗❆▼ s②♠❜♦❧s ✭an✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ aRn + jaIn = an✳ ❚❤❡

r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ✭aRn ❛♥❞ aIn✮ ♦❢ t❤❡ ◗❆▼ s②♠❜♦❧s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡

s❤✐❢t ♦❢ ❤❛❧❢ ❛ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r❛t✐♦♥
(
T
2

)
✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s



✷✳✶ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ✾

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ✢♦✇s aRn ❛s ✇❡❧❧ ❛s aIn✮

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❤❛❧❢ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ 4✲◗❆▼ ❛♥❞ 4✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s P❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭❈P▼✮

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✭❈P▼✮ ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ❛s ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s

❬✺✷❪✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ◆❙❖❈ ❢❛♠✐❧② ✇❤❡r❡✱ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

s(t) =
√

Es

T
ejϕ(t,a), ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Es ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ❡♥❡r❣②✱ T r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ϕ(t,a) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❝❛rr②✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✿

ϕ(t,a) = 2πh

∞∑

i=0

aiq(t− iT ), ✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ a = {ai} ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❛❦❡s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t {±A,±3A, ..,±(M − 1)A}✳
h ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 1✱ q(t) ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ✐t r❡✲

♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣✉❧s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥♦t❡❞ g(t) ✿

q(t) =

∫ t

0

g(τ)dτ, ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ g(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t ∈ [0, LT ]✱ ✇❤❡r❡ L ∈ N
∗✱ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

∫ ∞

0

g(τ)dτ =

∫ LT

0

g(τ)dτ = 1
2 . ✭✷✳✶✹✮



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❈P▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭▼❙❑✮ ❛♥❞

t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐♥✐♠✉♠ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭●▼❙❑✮✳ ❚❤❡ ▼❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❛ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭◗❘✮ ♦♥❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛s t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱

✇❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱

t❤❡ ●▼❙❑ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ✇❛②✱ ❛s ❛ ◗❘ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❬✺✸❪✳

✷✳✷ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜①❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❈P✲❖❋❉▼✮ s②st❡♠s ❬✶✺❪✱ ❬✶✻❪✱

✐♥ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈P✲❖❋❉▼ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❛s

❛ ♣♦♦r s♣❡❝tr✉♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ str♦♥❣❧② ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ 5● s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ ❋❇▼❈

s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥s❡rt ♥❡✐t❤❡r ❈P ♥♦r ❧❛r❣❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡

s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖❋❉▼ s②st❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡

♦✉t ♦❢ ❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✭❖❖❇✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥ ❖❋❉▼ s②st❡♠ ❀ ✇✐t❤ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ✐t ✐s

r❡❞✉❝❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❋❇▼❈ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝②

❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s

❬✺✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❖❋❉▼ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣✱ ❛♥❞ t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣

♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r t❤❛t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

♦♥❡ ✭✉s❡❞ ✐♥ ❖❋❉▼✮ ♠✉st ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ▼❛♥② ✜❧t❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧

t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ✜❧t❡rs✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ s♦

❝❛❧❧❡❞ ■❖❚❆ ✭■s♦tr♦♣✐❝ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❬✺✺✱ ✺✻❪ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❛♥

❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣✉❧s❡ ✐♥t♦ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ ❬✺✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r

♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❋❇▼❈ s②st❡♠ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② P❍❨❉❨❆❙ ❬✶✵✱ ✶✼✕✶✾✱ ✺✽❪

✭♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ r❛❞✐♦✮ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r✱

✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡❧❧❛♥❣❡r ✐♥ ❬✶✽❪✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

❬✶✼❪✳ ■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♦♥❡✳

❚❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛✐♥❧② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rK ✭s❡t ❡q✉❛❧ t♦K = 4✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs N ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✲

♦✛ ♣❛r❛♠❡t❡r ζ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ζ = 1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡

❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ζ = 1✱

♦♥❧② t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐s ❝♦♠✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ kth − 1 ❛♥❞ kth + 1

s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜❧t❡r st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ L = KN ❞❡s✐r❡❞

❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s P̄ [k]✱ 0 < k < L − 1✱ ✇❤❡r❡ L r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡

✜❧t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✶✾❪ ✿







P̄ [0] = 1,

P̄ [1] = 0.97195983,

P̄ [2] =
1√
2
,

P̄ [3] =
√

1− P̄ [1]2 = 0.23514695,

P̄ [k] = 0, k ≥ 4.

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞



✷✳✷ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✶✶

❜② ❛♥ ■❉❋❚ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

p(t) =







1√
B

[

P̄ [0] + 2
∑K−1

k=1 (−1)kP̄ [k]cos
(
2πkt
KT

)]

, t ∈ [0,KT ]

0, ❡❧s❡✇❤❡r❡

✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

B =

∫ KT

0

[

1 + 2

K−1∑

k=1

(−1)kP̄ [k]cos
(
2πkt
KT

)

]2

dt

= KT

[

1 + 2

K−1∑

k=1

(−1)kP̄ [k]2

]

. ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

♦♥❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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PHYDYAS
Rectangular

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚✐♠❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❍❨❉❨❆❙ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✜❧t❡rs

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✐s ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥

❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❖❋❉▼ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✭P❍❨❉❨❆❙✮ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ s♣❡❝tr✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ❛♥❞

❧❛r❣❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞s ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❈P✲❖❋❉▼✳

▼❛①✐♠✉♠ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦♥❧② s❛t✐s✜❡❞ ✇✐t❤



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②
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PHYDYAS
Rectangular

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❋r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ P❍❨❉❨❆❙ ❛♥❞ ❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✜❧t❡rs

t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❤❛♣❡ ✜❧t❡r ♦❢ ❈P✲❖❋❉▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐t

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞r♦♣ ❡✐t❤❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦r ❝♦♠♣❧❡① ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❬✺✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

P❍❨❉❨❆❙ ✜❧t❡r✱ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s st✐❧❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✉t t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞

r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ♦♥❧② t❤❡ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ tr❛♥s♠✐t✲

t✐♥❣ st❛❣❣❡r❡❞ ♦r ♦✛s❡t ◗❆▼ s②♠❜♦❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◗❆▼ ♦♥❡s✳ ▼❡❛♥✐♥❣✱ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣

t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ◗❆▼ s②♠❜♦❧s s❤✐❢t❡❞ ❜② ❤❛❧❢ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❖◗❆▼ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❜♦t❤ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r✱ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈ s②st❡♠ ✇✐t❤ N s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✱ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❜❧♦❝s ❬✺✾❪✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ✭❙❋❇✮✱ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡

❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ✭❆❋❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖◗❆▼ ❞❡♠♦❞✉❧❛✲

t♦r✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❚❤❡ ❋❇▼❈ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✾✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❋❇▼❈ ♠♦❞✉❧❛t♦r ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥✈❡rt

t❤❡ ◗❆▼ ❝♦♠♣❧❡① s②♠❜♦❧s s❡♥t ♦♥ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ck(i) ✭✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
c ✮✱ t♦ r❡❛❧ s②♠✲

❜♦❧s xk(n) ✭✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
x✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✲t♦✲r❡❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ C2R✱

❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡❞ ✢♦✇ r❛t❡✳ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ ck(i) ❛r❡ s❡♥t ❡✈❡r② ❤❛❧❢ s②♠✲



✷✳✷ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❚✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛♥ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ ✭❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❖✛s❡t ◗❆▼ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r θk(n) ❝♦♥✈❡rts

t❤✐s r❡❛❧ str❡❛♠ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ♣✉r❡ r❡❛❧ ♦r ♣✉r❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② s②♠❜♦❧s vk(n)✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

❢❛❝t♦r θk(n) ❛t t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

θk(n) = jk+n. ✭✷✳✶✻✮

■♥ t❤❡ ❙❋❇ ♣❛rt✱ ✇❡ ✜rst ✉♣✲s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r N
2 ❜❡❢♦r❡

✜❧t❡r✐♥❣ ✐t ❜② ❛ s❤❛r♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✜❧t❡r p(m)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ L =

KN ✱ ✇❤❡r❡ K r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧ ✐s

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ej2π
k
N

m✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❙❋❇

♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ s(m)✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r s✐❣♥❛❧ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(m) ✭✇✐t❤ Lh t❛♣s✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛

❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉❧❛r ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ b(m)✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
b ✱ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

s✐❣♥❛❧ z(m)✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ z(m) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

z(m) = [s ⋆ h](m) + b(m)

=

Lh−1∑

i=0

h(i)s(m− i) + b(m), ✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ⋆ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❋❇ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

✭❛✮ ❊✈❡♥ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ✭❜✮ ❖❞❞ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❖◗❆▼ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

s(m) ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

s(m) =

N−1∑

k=0

∞∑

n=−∞

(

[xk(n)θk(n)]
↑
N
2
⋆ p(m)

)

ej2π
k
N

m. ✭✷✳✶✽✮

❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✮✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ z(m)✱ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

✜❧t❡r ❜❛♥❦ ✭❆❋❇✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❋❇ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ N ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs s✐❣♥❛❧s✱ t❤❛t

✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❖◗❆▼ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✳

■♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐s ✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r

e−j2π
k
N

m t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r p(m) ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
N
2 ✳ ■♥ t❤❡ ❖◗❆▼ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ kth

s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r θ∗k(n)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✶✻✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡✲r♦t❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✲r♦t❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r yk(n)

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧s γk ❛♥❞ x̂k ❛r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜❡❢♦r❡

❛♥❞ ❛❢t❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❖◗❆▼ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✱ ✐s

t❤❡ r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ R2C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C2R ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ r❡❛❧ s②♠❜♦❧s x̂k ✐♥t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s ĉk✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐✲

❣✉r❡s ✷✳✽ ❛♥❞ ✷✳✾✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ h(m) = δ(m)✱ t❤❡ tr❛♥s♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡

✜❧t❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ■❢ ❛ s②♠❜♦❧ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐s s❡♥t ♦♥ t❤❡ kth0 s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✭❙❈✮ ❛t

t✐♠❡ n0
T
2 ✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❙❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❛❜❧❡ ✷✳✶✳



✷✳✷ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✶✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s♠✐tt❡r



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ r❡❝❡✐✈❡r✳



✷✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧s ✶✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s♠✉❧t✐♣❧❡①❡r r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤ t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r✳

n0✲✸ n0✲✷ n0✲✶ n0 n0✰✶ n0✰✷ n0✰✸

k0✲✷ 0.0006 −0.0001 0 0 0 −0, 0001 0, 0006

k0✲✶ ✵✳✵✹✷✾❥ ✲✵✳✶✷✺ ✲✵✳✷✵✺✽❥ ✵✳✷✸✾✸ ✵✳✷✵✺✽❥ ✲✵✳✶✷✺ ✲✵✳✵✹✷✾❥

k0 ✲✵✳✵✻✻✽ ✵✳✵✵✵✷ ✵✳✺✻✹✹ ✶ ✵✳✺✻✹✹ ✵✳✵✵✵✷ ✲✵✳✵✻✻✽

k0✰✶ ✲✵✳✵✹✷✾❥ ✲✵✳✶✷✺ ✵✳✷✵✺✽❥ ✵✳✷✸✾✸ ✲✵✳✷✵✺✽❥ ✲✵✳✶✷✺ ✵✳✵✹✷✾❥

k0✰✷ ✵✳✵✵✵✻ ✲✵✳✵✵✵✶ ✵ ✵ ✵ ✲✵✳✵✵✵✶ ✵✳✵✵✵✻

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1 ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ kth0 ❙❈ ❛t t✐♠❡ n0
T
2 ✳ ❆t t✐♠❡ n0

T
2 + T

2 ♦r

n0
T
2 − T

2 ❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❛❧✉❡ 0.5644 ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ kth0 ❙❈✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♣✉r❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② s②♠❜♦❧s

❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡s❡ t✐♠❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡s❡ t✐♠❡✴❢r❡q✉❡♥❝② ♣♦✐♥t✳ ❯s✐♥❣

❜♦t❤ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡

r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❖◗❆▼ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✷✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧s

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❬✷✵✱✻✵❪✱ t❤❛t t♦ tr❛♥s♠✐t ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s♠✐tt❡r t♦ ❛ r❡❝❡✐✈❡r✱

✐t ♣❛ss❡s ♥❡❝❡ss❛r② t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❲❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ s❡✈❡r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❝❛✉s✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥

❛♥❞✴♦r ❢❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ ♠❛✐♥❧② ✿ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞

s❝❛tt❡r✐♥❣ ❬✷✵❪✱ ❬✷✶❪✳

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ✿ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♣♦♥ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✭❜✉✐❧❞✐♥❣s

♣❛r ❡①❛♠♣❧❡✮ ❤❛✈✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✿ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐♦ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ♦❜str✉❝t❡❞

❜② ❛ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❤❛s s❤❛r♣ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❡❞❣❡s✮ ❬✷✵❪✳ ■t ❛❧❧♦✇s r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧s t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❜❡❤✐♥❞ ♦❜str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s

♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ♣❛t❤ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✱

st✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳

❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✿ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♣♦♥ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✱ ❛♥❞

✉♣♦♥ s♠❛❧❧❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❞✲♦❜❥❡❝ts t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❣❡ts ♠❛♥② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐t✲

t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❞❡❧❛②s✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤

❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t

✭▲❖❙✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡✲♦❢✲s✐❣❤t ✭◆▲❖❙✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❖❙ ♣❛t❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s

❡①✐st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛♥❞ ♠♦✉♥t❛✐♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s✱ ✐t ❝❛✉s❡s ❛ ❧♦ss ♦❢ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❖❙ ♣❛t❤s r❡♣r❡s❡♥ts ✉s✉❛❧❧②

t❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t s✐❣♥❛❧ ❬✷✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛❧✲

❧❡❞ ❛❧s♦✱ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❢❛❞✐♥❣ ♦r s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❞✐♥❣✳ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❢❛❞✐♥❣ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦♥❣

❞✐st❛♥❝❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥t❡♥♥❛s✱ ❡♥❣❡♥❞❡r✐♥❣ ❛

❧♦ss ♦❢ ♣♦✇❡r✳ ❙♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢❛❞✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ✈❡rs✐♦♥s

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❝❡✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❧❛②s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✳



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ▲❖❙ ❛♥❞ ◆▲❖❙ ♣❛t❤s ❬✷✶❪✳

✷✳✸✳✶ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❞❡❧❛②s ❛rr✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤s✱

t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ✭❚❱✮ ✜❧t❡r✱ ✇✐t❤

t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ h(t, τ) ❬✷✶❪ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

h(t, τ) =

Lh−1∑

k=0

ak(t, τ)e
j{2πfhτk(t)+φk(t,τ)}δ(τ − τk(t)), ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡✱ Lh r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s✱ ak✱ fh ❛♥❞ τk st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭r❡❛❧✮✱

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ kth r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t❡r♠ {2πfhτi(t) + φi(t, τ)} ❛♥❞ δ(.) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ♠✉st ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✿ t❤❡ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐s✲

♣❡rs✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s♣r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡❣✐♦♥ ❬✷✵❪✳

❉❡❧❛② s♣r❡❛❞

❚❤❡ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❛rr✐✈✐♥❣

❛t s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✿

▼❡❛♥ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② ✿ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

τ =

∑Lh−1
k=0 a2kτk
∑Lh−1

k=0 a2k

. ✭✷✳✷✵✮

▼❛①✐♠✉♠ ❡①❝❡ss ❞❡❧❛② ✿ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❛rr✐✈❡❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡

✇❤❡r❡ ✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❛rr✐✈❡❞ ♦♥❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ ✐t ❛s τmax✳



✷✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❈❤❛♥♥❡❧s ✶✾

❘♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ✭❘▼❙✮ ✿ ■t ✐s ♥♦t❡❞ ❛s ✿ στ ♦r ❛❧s♦ τRMS ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

στ =

√

τ2 − τ2, ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡

τ2 =

∑Lh−1
k=0 a2kτ

2
k

∑Lh−1
k=0 a2k

. ✭✷✳✷✷✮

❈♦❤❡r❡♥❝❡ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✿ Bc

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s Bc✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥✲

♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✢❛t✳ ■t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❘▼❙ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✷✶✮✱ ✇✐t❤ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Bc ≃
1

ατστ

, ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ ατ ∈ R
∗+✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❝✐t❡❞ ✐♥ ❬✷✵❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪✳ ■❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✈❡ 0.9✱ t❤❡♥ ατ = 50 ❛♥❞

✐❢ ✐t ✐s ❛❜♦✈❡ 0.5 t❤❡♥✱ ατ = 5✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐❢ ❛

❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ Bc ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bs✱

t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✢❛t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ Bc < Bs✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②

s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳

❉♦♣♣❧❡r s♣r❡❛❞

❚❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s♣r❡❛❞✱ ♥♦t❡❞ BD✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉♦♣♣❧❡r s♣❡❝tr✉♠✱ ✐s

❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❬✷✵❪✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✱ r❡❢❡rr❡❞ ❛s fd✱ ❛s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡

♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

fd =
v

λ
cos(θ), ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ v, λ ❛♥❞ θ r❡♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧✳

■❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s♣r❡❛❞ BD ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛s❡❜❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s♣r❡❛❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡

tr✐✢✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❛ ❢❛st ❢❛❞✐♥❣

❝❤❛♥♥❡❧ ✐❢ BD ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳

❈♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✿ Tc

❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ Tc✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡

✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ■t ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Tc =
1

αffm
, ✭✷✳✷✺✮



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

✭❛✮ ❯s✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞ ✭❜✮ ❯s✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✷✵❪

✇❤❡r❡✱ fm r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t ✭fm = v
λ
✮✱ ❛♥❞ αf ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✷✵❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✖ ✐❢ Bs ≫ Bc ♦r Ts ≪ στ ✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳

✖ ✐❢ Bs ≪ Bc ♦r Ts ≫ στ ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ✢❛t✳

✖ ✐❢ Bs ≫ BD ♦r Ts ≪ Tc✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣✳

✖ ✐❢ Bs ≪ BD ♦r Ts ≫ Tc✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❢❛st ❢❛❞✐♥❣✳

❚❤❡s❡ st❛t❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳

✷✳✸✳✷ ❈❤❛♥♥❡❧ t❛♣s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❆s ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✾✮ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♠✉❧t✐✲♣❛t❤

❝❤❛♥♥❡❧ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐t ✐s

t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛♥② ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦♥ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥st❛♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ak✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❧❧ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦♥ ❛❧❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ s✐❣♥❛❧s

❢♦❧❧♦✇ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❘✐❝❡❛♥ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦r t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❖❙ ♣❛t❤✳

❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ s♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❤s ❛r❡ ◆▲❖❙ ♦♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡

♣❤❛s❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮

♦❢ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿

p(u) =

{
u
σ2 e

− u2

2σ2 , u ≥ 0

0, u < 0,

✇❤❡r❡✱ σ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ u✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ✇✐t❤ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥



✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✶

❜② ✿

Mean : mu = E[u] = σ
√

π
2 , ✭✷✳✷✻✮

V ariance : σ2
u = E[u2]− (E[u])2 = σ2(2− π

2 ). ✭✷✳✷✼✮

❘✐❝❡❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ❘✐❝❡❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ▲❖❙ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞

t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❡❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

p(u) =

{
u
σ2 e

−u2+D2

2σ2 I0(
D u
σ2 ), u ≥ 0, D ≥ 0

0, u < 0,

✇❤❡r❡ σ2 ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❛❧ ♦r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱ D ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡

▲❖❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ I0(.) ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ❛♥❞ ③❡r♦✲♦r❞❡r✳

◆❛❦❛❣❛♠✐−m ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❘✐❝❡❛♥ ♦♥❡ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡

♥❡✐t❤❡r ❘❛②❧❡✐❣❤ ♥♦r ❘✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st

t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥♦r t❤❡ ❘✐❝❡❛♥

♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❛❦❛❣❛♠✐−m ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

p(u) =
2

Γ(m)

(m

Ω

)m

u2m−1e−
m
Ω u2

, u ≥ 0, ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ Γ(.) ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ Γ(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1dt✳

Ω = E[u2] ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ m ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡♣t❤ ❬✻✵❪✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤✐s P❤✳❉ t❤❡s✐s✳

❲❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ♥♦♥ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦♥❝❡♣t ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡✲

❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥✉❧❧ ♦r ♥♦t✱ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s✐❣♥❛❧✴♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ♦r ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛

q✉❛s✐ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐ts

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦✇♥✐♥❣ ❛ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐✲

③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡

♦♥❡s✳



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ●❡♥❡r❛❧✐t✐❡s ✿ ❈✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❈❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t②

❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛t✐♦✲

♥❛r✐t② ❛♥❞ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞

st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t ❛ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐ts s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭❙❖❈✮ ♦r

♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r✐t② t❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✻✶❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦r ♥♦t✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧✱ ✐t ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛s ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r♦❝❡ss

❝❛❧❧❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t ❛♥❞ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t♦

r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❜② t❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②

❝♦♥❝❡♣t✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♥❛t✉r❡

❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs✳

✸✳✶ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐♦♥❛r✐t②

✸✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❘❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r

st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡

t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢

t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞

✷✸



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s st❛t✐♦♥❛r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐❢ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

❛♥❞ t❤❡② ✈❛r② ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❛✐❞

t♦ ❜❡ ◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✳

❋♦r ◆♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛r❡ t✐♠❡✲♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❙✐❣♥❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛r❡

❝❛❧❧❡❞ ❈②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s ✭✐♥ t❤❡ ✇✐❞❡ s❡♥s❡✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡✮ ✈❛r② ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ T ✳

❇r♦❛❞❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s x(t) ❛♥❞ y(t) ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ st❛t✐♦♥❛r②

❛♥❞ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ T ✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿

✖ ❋♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ x(t) ✿

E[x(t)] = mx(t) = mx ✭✸✳✶✮

E[x(t)x∗(t+ τ)] = Rx(t, τ) = Rx(τ), ∀t ♦r ✭✸✳✷✮

E[x(t1)x
∗(t2)] = Rx(t1 − t2) ✭✸✳✸✮

E[x(t)x(t+ τ)] = Cx(t, τ) = Cx(τ), ∀t ♦r ❛❧s♦ ✭✸✳✹✮

E[x(t1)x(t2)] = Cx(t1 − t2), ✭✸✳✺✮

✖ ❋♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ✿

E[y(t)] = my(t) = my(t+ T ) = E[y(t+ T )] ✭✸✳✻✮

E[y(t)y∗(t+ τ)] = Ry(t, τ) = Ry(t+ T, τ), ∀t ♦r ❛❧s♦ ✭✸✳✼✮

E[y(t1)y
∗(t2)] = Ry(t1, t2) = Ry(t1 + T, t2 + T ), ✭✸✳✽✮

E[y(t)y(t+ τ)] = Cy(t, τ) = Cy(t+ T, τ), ∀t ♦r ❛❧s♦ ✭✸✳✾✮

E[y(t1)y(t2)] = Cy(t1, t2) = Cy(t1 + T, t2 + T ), ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ mx ❛♥❞ my ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧s x(t) ❛♥❞ y(t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ Rx ❛♥❞

Ry ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② x(t) ❛♥❞ y(t)✳ Cx ❛♥❞ Cy ❛r❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s x(t) ❛♥❞ y(t)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s

x(t) ❛♥❞ y(t) ❛r❡ ❙❖❈ t❤❡♥ Cx ❛♥❞ Cy ❛r❡ ♥✉❧❧✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞ T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ♣❡r✐♦❞

♦❢ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ y(t)✳

❋♦r t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ y(t)✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✮ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛

♣❡r✐♦❞ T ✱ t❤❡♥ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ry(t, τ) =
∑

αi∈Aα

Rαi
y (τ)ej2παit ✭✸✳✶✶✮

Cy(t, τ) =
∑

βi∈Bβ

Cβi
y (τ)ej2πβit ✭✸✳✶✷✮

✇❤❡r❡

✖ αi ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭❙❖✮ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❝②❝❧✐❝ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s ❀ ✐✳❡✱ αi =
i

T
, i ∈ Z✳



✸✳✶ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ✷✺

✖ βi ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ❝❛rr✐❡r

❢r❡q✉❡♥❝② ✭✇❡ ♥♦t❡ ✐t ∆f ✮✱ ♣♦ss✐❜❧② ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s t❤❡ ❜❛✉❞ r❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s✱

❬✷✷❪✱ ✐✳❡✱ βi = 2∆f +
i

T
, i ∈ Z✳

✖ Aα ❛♥❞ Bβ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡ts ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡

❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ αi ❛♥❞ βi✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✖ Rαi
y (τ) ❛♥❞ Cβi

y (τ) r❡♣r❡s❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ T− ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧ y(t)✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Rαi
y (τ) =

1

T

∫ T
2

−T
2

Ry(t, τ)e
−j2παitdt ✭✸✳✶✸✮

Cβi
y (τ) =

1

T

∫ T
2

−T
2

Cy(t, τ)e
−j2πβitdt ✭✸✳✶✹✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t

t❤❡ ♥✉❧❧ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✭αi, βi✮ ❂ ✭0, 0✮✮ r❡♣r❡s❡♥t✱ r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ Rαi=0
y (τ) =

Ry(τ) ❛♥❞ Cβi=0
y (τ) = Cy(τ)✳

❲❤❡♥ ❛ s✐❣♥❛❧ y(t) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧✐❝ ♣❡r✐♦❞ T ✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝

❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Rαi
y (τ) ✐s ♥♦♥ ③❡r♦ ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αi✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❛r❡

s♦♠❡ αi 6= 0 ✇❤❡r❡ Rαi
y (τ) 6= 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ s✐❣♥❛❧ x(t) ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡

♦♥❧② ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ αi = 0✱ ❛♥❞ ❢♦r αi 6= 0✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝

❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥✉❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ Rαi
x (τ) = 0 ❢♦r αi 6= 0 ❛♥❞ Rαi=0

x (τ) 6= 0✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡

❤❛s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤

❛ s✐♠♣❧❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ ✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❉✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Sy(t, f) = T Fτ [Ry(t, τ)] ✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ P❙❉ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥

t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ P❙❉ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥❧② ❛♥❞ ✐t ✐s t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❚❤✐s ✐s ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s ✭✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧✐❝ ♣❡r✐♦❞ T ✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

P❙❉ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s T ✲♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ✿

Sy(t, f) = Sy(t+ T, f); ∀t ✭✸✳✶✻✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ P❙❉ ✐s t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ T ✱ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Sy(t, f) =
∑

αi∈Aα

Sαi
y (f)ej2παit, ✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡ Sαi
y (f) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ✿

Sαi
y (f) =

1

T

∫ T
2

−T
2

Sy(t, f)e
−j2παitdt ✭✸✳✶✽✮



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❛ s✐❣♥❛❧ x(t) ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡

❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧ ❢♦r ♦♥❧② ♥✉❧❧ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❀ ✐✳❡ ✿ Sαi
x (f) =

0,✇❤❡♥ αi 6= 0 ❛♥❞ Sαi
x (f) 6= 0, ❢♦r αi = 0✳ ❋♦r ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ y(t) ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲

♣❡r✐♦❞ T ✱ ∃ αi 6= 0 ✇❤❡r❡ Sαi
y (f) 6= 0✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ αi 6= 0 ✇❤❡r❡ Sαi

y (f) 6= 0✱

t❤❡ s✐❣♥❛❧ y(t) ❜❡❝♦♠❡s st❛t✐♦♥❛r②✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Sαi
y (f) ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s Rαi
y (τ) ✿

Sαi
y (f) = T Fτ [R

αi
y (τ)]. ✭✸✳✶✾✮

■♥❞❡❡❞✱ ❊q✳ ✭✸✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❊qs✳ ✭✸✳✶✸✮✱ ✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s

❢♦❧❧♦✇s ✿

Sαi
y (f) = T F t[Sy(t, f)],

= T F t [T Fτ [Ry(t, τ)]] ,

= T Fτ [T F t [Ry(t, τ)]] ,

= T Fτ






T F t [Ry(t, τ)]
︸ ︷︷ ︸

R
αi
y (τ)






,

= T Fτ [R
αi
y (τ)]. ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ P❙❉✱ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s ❬✻✷❪✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧



✸✳✶ ❈②❝❧♦✲❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ✷✼

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② αi = 0 ❛♥❞ ♦♥❧②

♦♥❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② βi = 0 ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❡r❣② ❀ ✐✳❡ Rαi
y (τ) ❛♥❞ Cβi

y (τ) ❛r❡ ♥♦♥

③❡r♦ ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② αi = 0 ❛♥❞ βi = 0✱ ❛♥❞ t❤❡♥ Rαi
y (τ) = Cβi

y (τ) = 0 ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

αi 6= 0 ❛♥❞ βi 6= 0✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ Ry(t, τ) = R0
y(τ) = Ry(τ) ❛♥❞ Cy(t, τ) = C0

y(τ) = Cy(τ)✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss

✐s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❜❛✉❞ r❛t❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❜❛✉❞ r❛t❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②

❡①✐sts ❀ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ❬✻✸❪✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ✇❤❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛r❡ t✐♠❡ ♣♦❧②✲♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s Aα ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✸✮✱ ❜❡❝♦♠❡s ✿ Aα =
{

i
T1
, i
T2
, .., i

TN
, i ∈ Z

}

✱ ✇❤❡r❡ Ti 6= Tj ✱ ❢♦r

i 6= j✳

❚❤✉s✱ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♣r♦❝❡ss✳

✸✳✶✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞

♠❛✐♥❧② ♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧

❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦✐s❡

✭❆❲●◆✮✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ t❤❡ ❙❖ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❲●◆✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s α = 0✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♦t❤❡r ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡

st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦♣❡r ✭❙❖❈✮✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐① ✐s ♥✉❧❧✱ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ❛❧❧ βi✳

❈❛s❡ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧

❋♦r t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ❬✻✹❪✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r u1(t)✱ ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r

s✐❣♥❛❧ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r ✇✐t❤ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢♦r♠ p1(t)✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡

r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s s❡t

t♦ ❜❡ T1✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✿

u1(t) =
∑

n

anp1(t− nT1), ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ {an} ∈ {±1}✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡

st❛t✐♦♥❛r② ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✭❛✮Rα(τ) ✭❜✮ Cβ(τ)

✭❝✮ Sα(f)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧✳

♦♥❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❢♦r α = 0✱ ♦t❤❡r ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r t❤✐s

s✐❣♥❛❧✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s i
T1
, i ∈ Z✳

❈❛s❡ ♦❢ ❛ P♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧

❲❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦❧② ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮

❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥s ✭✈❛r✐♦✉s ❜❛✉❞ r❛t❡s✮✳

❚❤✉s ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r u(t)✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

u(t) = u1(t) + u2(t)

=
∑

n

anp1(t− nT1) +
∑

n

bnp2(t− nT2), ✭✸✳✷✷✮

✇❤❡r❡ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t✇♦ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧

❞✉r❛t✐♦♥s✳ {an} ❛♥❞ {bn} ∈ {±1} r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❇P❙❑ s②♠❜♦❧s ♦❢ u1 ❛♥❞ u2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✷✾

✭❛✮Rα(τ) ✭❜✮ Cβ(τ)

✭❝✮ Sα(f)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②

s✐❣♥❛❧✳

p1 ❛♥❞ p2 ❛r❡ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛♥❞ T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✱ u1 ❛♥❞ u2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r T2 = 2 T1✳

❚❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ u(t) ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛✉❞ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ u(t)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s s❡t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ Aα = { i
T1
, i
T2
, i ∈ Z}✳

✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡s

✇✐t❤ s♦♠❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❞✉ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❈❤❛♣t❡r✮✱ ❛♥❞✴♦r ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡r s✐❣♥❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱

t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮✱ ✐♥t❡r✲✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❯■✮✱



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✭❛✮Rα(τ) ✭❜✮ Cβ(τ)

✭❝✮ Sα(f)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❉❙P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣♦❧② ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✳

✐♥t❡r✲❝❛rr✐❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❈■✮✱✳✳✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ✜♥❞✐♥❣

❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ❝♦♥❝❡✐✈❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ✜① t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■t ❝❛♥ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮✱ ▼❛①✐♠✉♠ ➹ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮✱ ♠❡❛♥

sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✱ ✳✳✳



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✸✶

✸✳✷✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ➹ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❬✻✺✱✻✻❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ x(n)✱ ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ t❤❡ M ♣♦ss✐❜❧❡ s②♠❜♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬✻✼❪ ✿ Pr (x(n) = m|y(1), .., y(n+K))✱ ✇❤❡r❡ y ✐s t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✿

x(n)MAP = ❛r❣max
m∈M

Pr (x(n) = m|y(1), .., y(n+K)) ✭✸✳✷✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✻✽❪✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Pr (x(n) = m|y(1), .., y(n+K)) =
Pr (y(1), .., y(n+K)|x(n) = m)Pr (x(n) = m)

Pr (y(1), .., y(n+K))
✭✸✳✷✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

x(n)MAP = ❛r❣max
m∈M

Pr (y(1), .., y(n+K)|x(n) = m)Pr (x(n) = m). ✭✸✳✷✺✮

✸✳✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮

❚❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❬✻✾❪ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ s②♠✲

❜♦❧ ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ♦❢ t❤❡ MK ♣♦ss✐❜❧❡ s②♠❜♦❧s ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✿

{x(1), .., x(K)}ML = ❛r❣max
m∈MK

Pr (x(1) = m1, .., x(K) = mK |y(1), .., y(K)) ✭✸✳✷✻✮

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❬✻✽❪✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✷✻✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

{x(1), .., x(K)}ML = ❛r❣max
m∈MK

Pr (y(1), .., y(K)|x(1) = m1, .., x(K) = mK)×

Pr (x(1) = m1, .., x(K) = mK) . ✭✸✳✷✼✮

✸✳✷✳✸ ❩❡r♦ ❋♦r❝✐♥❣ ✭❩❋✮

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬✼✵✱✼✶❪ ❧❡❛❞s t♦ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❡✛❡❝t

♦❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r ✭✇✐t❤ Z− tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ H(z)✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ③❡r♦ ❢♦r❝✐♥❣ ✭❩❋✮ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣

✜❧t❡r ✭✇✐t❤ ❛ Z−tr❛♥s❢♦r♠ W (z)✮ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❧t❡r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✿

W (z) =
1

H(z)
✭✸✳✷✽✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t✱ ✐t ✐s tr✉❡ t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②

❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❝r✐t❡r✐❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✸✳✷✳✹ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r ✭▼❙❊✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❬✼✷✱ ✼✸❪ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

▼❙❊ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s x(n) ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s x̂(n)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② ✿

ǫn = x(n)− x̂(n) = x(n)−w y(n), ✭✸✳✷✾✮

✇❤❡r❡ y(n) ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ w t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✳

❚❤❡ ▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ✜♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r w ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

argmin
w

E
[
||x(n)−w y(n)||2

]
, ✭✸✳✸✵✮

✇❤❡r❡ E st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✺ ❊q✉❛❧✐③❡rs✬ t②♣❡s

❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✜①❡❞✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞

t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ♥❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✉st

❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❛ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ❙❖❈ ♦r ◆❙❖❈✱ st❛t✐♦♥❛r② ♦r ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣

✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡s✐❣♥

t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧

♥❛t✉r❡✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡s✉♠❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❛ s✐❣♥❛❧

✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s❤♦✉❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ x(n) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❡♠✐tt❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
x ❛♥❞

✇✐t❤ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ T1✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T1 = M1Te✱ ✇❤❡r❡ Te ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s

s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r✱ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧

✐s ✜❧t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡

♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r y(m) ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ P s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ❜❡❢♦r❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❛❢t❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ x̂(n) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧s✳



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✸✸

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ▼❙❊s ✿

♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✬ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ ✐t ▼❙❊γ ✱ ❛♥❞ t❤❡

♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t❡❞ ❛s ▼❙❊q ❬✹✾❪✳

MSEγ = E[|γ(n)− x(n−∆)|2], ✭✸✳✸✶✮

MSEq = E[|Re(γ(n))− x(n−∆)|2]
= E[|q(n)− x(n−∆)|2], ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❧❛② ❢♦r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❬✼✹✕✼✻❪✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❞❡❧✐✈❡rs ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t

r❛t❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❙❊ ✐s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙❊q ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠✐tt❡❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s✳

❙②♠❜♦❧ ❙♣❛❝❡❞ ✭❙❙❊✮ ❛♥❞ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧❧② ❙♣❛❝❡❞ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭❋❙❊✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✱ ✇❡ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✳

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ P s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r

✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳ ❲❤❡♥ P ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ ✐s ❦❡♣t ❀ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s②♠❜♦❧ s♣❛❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❙❙❊✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t

t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ P ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞

❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭P ❋❙❊✮ ❬✼✼✕✽✶❪✳

◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✐♥ ❋❙❊ ✇❡ ✉s❡ P t✐♠❡s ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ t❤❛♥ ✐♥ ❙❙❊✱ ✇❡ ❤❛✈❡ P

t✐♠❡s ♠♦r❡ ✐♥♣✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❋❙❊ ✐s P t✐♠❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

t❤❡ ❙❙❊✳

❈❧❛ss✐❝❛❧ ▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭▲❊✮

❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥✉❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡

❡rr♦r ❜❛s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭▼▼❙❊✲▲❊✮ ❬✶✹✱✷✸✱✹✾❪ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭■❙■✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r yp(l) ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Le✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s yp(l) = [yp(lT1), yp(lT1−Te), ..., yp(lT1−
(Le − 1)Te)]

T ✳

❚❤❡ ▲❊ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s yp(l)✳ ❆s t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ y(l)✱ t❤❡ ▲❊ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ∈ C
1×Le ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✹❪ ✿

wLE = rxyp
R−1

yp
, ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ rxyp
= E[x(n)yH

p (l)] ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ∈ C
1×Le ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t ❛♥❞ Ryp
= E[yp(l)y

H
p (l)]

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ∈ C
Le×Le ✱ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❲▲❊✮

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧ ✭◆❙❖❈✮✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢

t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥♦♥ ♥✉❧❧✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❡q✉❛❧✐③❡r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❖

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐t ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ♦♥❡ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❡✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥

♥♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤

t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❙❖ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r

✭❲▲❊✮ ❬✶✹✱✺✾✱✽✷✱✽✸❪✳

❋♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❲✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ỹp(l) = [yT
p (l),y∗

p(l)]
T t♦ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 2Le✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❲▲ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t✳

❚❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

t❤❡ ❲▲❊ ✐♥♣✉t ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❞♦✉❜❧❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❡❛❝❤

❜r❛♥❝❤ ✭t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✈❡rs✐♦♥✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛ s✉❜✲❡q✉❛❧✐③❡r ❤❛✈✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛♣s ❛s t❤❡ ▲❊ ✭✐✳❡✳✱ Le✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ✈❡❝t♦r ∈ C
1×2Le ✱ ✇❤♦s❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✹❪ ✿

w̃WL = rxỹp
R

−1
ỹp

, ✭✸✳✸✹✮

✇❤❡r❡ rxỹp
✐s ❛ ✈❡❝t♦r ∈ C

1×2Le ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t ✐♥ ✐ts ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✈❡rs✐♦♥ ✭✐✱❡ ✿ ỹp(l)✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱

Rỹp
✐s ❛ ♠❛tr✐① ∈ C

2Le×2Le ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ỹp(l)✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐①

❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✿

Rỹp
= E[ỹp(l)ỹ

H
p (l)] =

[

Ryp
Cyp

C∗

yp
R∗

yp

]

, ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡r❡ Cyp
= E[yp(l)y

T
p (l)] r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭∈ C

Le×Le✮ ♦❢ t❤❡ s✐✲

❣♥❛❧ yp✳



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✸✺

✭❛✮ ▲✐♥❡❛r ❝❛s❡

✭❜✮ ❲✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❊q✉❛❧✐③❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡✲

r❡♥❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❞♦ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛❧✐③❡rs ❜❡❤❛✈❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ❇P❙❑ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ❡♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s

❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❙❙❊ ♠♦❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ yp(n)✳ ❇❡❝❛✉s❡

✇❡ ❤❛✈❡ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤♦✉t ■❙■✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❧❡♥❣t❤ Le ✐s s❡t t♦ ♦♥❡ ❛♥❞ yp(n) ✐s

❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♦♣❡r❛t❡ ✭t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❤❛s❡ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ π
4 ✮✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✭✇✐t❤ r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❡❞

❧✐♥❡s✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❇P❙❑ s②♠❜♦❧ ✭❡✐t❤❡r +1 ♦r −1✮✳ ❯s✐♥❣ ❛ ▲❊ ✇✐t❤ ♦♥❧②

♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❡ ▲❊ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r yp(n) ♦♥

t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts A1 ✭✐♥t❡r❢❡r❡r −1✮ ❛♥❞ A2 ✭✐♥t❡r❢❡r❡r +1✮✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r

✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❲▲❊ ❤❛s t✇♦

st❡♣s ✿ (1) ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r yp(n)

❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② (2) ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥



✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s A1 ❛♥❞ A2✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✭A1 ❛♥❞

A2✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✈❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜❧✉❡ ●❛✉ss✐❛♥

s❤❛♣❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ A1 ❛♥❞ A2✳ ❋♦r t❤❡ ❲▲❊✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ yp(n) ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② ❛

❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣❛✐♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞

A1 ❛♥❞ A2✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ♣❞❢ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢

❝❡♥t❡r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ A1 ❛♥❞ A2✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❤❛s ❛ ✏❜❡tt❡r

s❤❛♣❡✧ ✭♠♦r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ +1 ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇❡r ❇❊❘✮ ❢♦r t❤❡ ❲▲❊ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲❊✳

❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❛t t❤❡ ❲▲❊ ✇✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳

▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭▲ ❋r❡s❤✮ ❛♥❞ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❲▲ ❋r❡s❤✮

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❬✷✷❪✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♠✐♥✐s❝❡

t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r② ❙❖❈ s✐❣♥❛❧✱ ♦♥❧② ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱

❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❙❖❈ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭❲▲❊✮ r❡♠❛✐♥s t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦r ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ❬✽✹✕

✽✼❪✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ◆❙❖❈ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r s✐❣♥❛❧✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞

❝❛❧❧❡❞ I(l)✱ ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t✐♠❡ ❬✽✺❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✷✮✱

t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

RI(t, τ) =
∑

αi

Rαi

I (τ)ej2παit ✭✸✳✸✻✮

CI(t, τ) =
∑

βi

C
βi

I (τ)ej2πβit. ✭✸✳✸✼✮

❍❡r❡✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ Rαi

I (τ) ❛♥❞ C
βi

I (τ) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ αi ❛♥❞ βi ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r ✭❙❖✮ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r s✐❣♥❛❧✳

■❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r

❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ TI ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✿






αi =
i

TI

❢♦r i ∈ Z

βi = ±2∆f +
i

TI

❢♦r i ∈ Z.

∆f st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s q✉❛s✐ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭◗❘✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❬✽✺❪ ✿







αi =
i

TI

❢♦r i ∈ Z

βi = ±2∆f +
2i+ 1

2TI

❢♦r i ∈ Z.



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✸✼

❲✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ q✉❛s✐ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ❛s r❡❝t✐❧✐♥❡❛r

♦♥❡ ❬✺✾✱ ✽✺❪✮✱ t❤❡ ❙❖ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❖❈ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊ ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✲❢r❡q✉❡♥❝② α = 0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❙❖❈ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❧s♦ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡

♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡♥ s❝❛tt❡r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♦t❤❡r ❙❖

♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▼❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦ ♠♦r❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ α = 0✱ ❜✉t ✐s s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱

❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❛ ◆❙❖❈ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ♦♥❧② ❡①♣❧♦✐ts t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (α, β) ❂ (0, 0)✳ ❋♦r ❛ ◆❙❖❈ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✐s β = 2∆f ❬✽✺❪✱ t❤❡♥ ✐❢

t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡♥ t❤❡ ❲▲❊ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥❡r❣② ❛t β = 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❲▲❊ ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r ◗❘ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❡ ♠♦st t✇♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ β = 2∆f

❛♥❞ β = 2∆f − 1

TI

✱ ❬✽✹✱ ✽✺❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ∆f 6= i

2TI

✱ t❤❡ ❲▲❊ ❣✐✈❡s ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞

❜❡❝♦♠❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▲❊ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚♦ ❜❡tt❡r t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥♦t❤❡r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡r

❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ❜❡tt❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❋❘❊q✉❡♥❝② ❙❍✐❢t ✭❋❘❊❙❍✮ ❬✽✺❪ ❡q✉❛❧✐③❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❙❖❈ ♦♥❡✱ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐ts ❧✐♥❡❛r ✈❡rs✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❆♥❞ ✐♥ ❝❛s❡

♦❢ ◆❙❖❈ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❋r❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✐ts ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭❲▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡r✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ (±α1,±β1)✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡s ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✿

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦st t✇♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♥✉❧❧ ♦♥❡ t♦

❢♦r♠ ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ 3 ❜r❛♥❝❤❡s✱ s♦ 3 t✐♠❡s ♠♦r❡ t❛♣s t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱

✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♥✉❧❧ ♦♥❡s

(α = 0, β = 0)✱ r❡s✉❧ts t♦ ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇✐t❤ 6 ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ 6 t✐♠❡s ♠♦r❡ t❛♣s t❤❛♥ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs zp(l) = [zT
1 (l), zT

2 (l), zT
3 (l)]T ❛♥❞ z̃p(l) =

[zT
1 (l), zT

2 (l), zT
3 (l), zT

4 (l), zT
5 (l), zT

6 (l)]T ✱ ✇❤❡r❡ zi(l) = [zi(lT1), zi(lT1 − Te), ..., zi(lT1 −
(Le − 1)Te)]

T ✱ ❢♦r i = 1, .., 6✳

zi(l), i ∈ {1, 3} ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ yp(l) ❀ t❤✐s s❤✐❢t ✐s

❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s +α1, 0 ❛♥❞ −α1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ zi(l), i ∈
{4, 6} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ y∗p(l)

❛♥❞ t❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s +β1, 0 ❛♥❞ −β1✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② t❤❡ ❊qs✳



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳

✭✸✳✸✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✾✮ ✿

wLFresh = rxzp
R−1

zp
, ✭✸✳✸✽✮

w̃WLFresh = rxz̃p
R

−1
z̃p

, ✭✸✳✸✾✮

✇❤❡r❡ rxzp
✐s ❛ ✈❡❝t♦r ∈ C

1×3Le ❛♥❞ rxz̃p
✐s ❛ ✈❡❝t♦r ∈ C

1×6Le ✱ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉ts ✐♥ t❤❡ ❧✐✲

♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭✐✳❡✳✱ zp(l)✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✈❡rs✐♦♥s z̃p(l)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ Rzp
=

E[zp(l)z
H
p (l)] ✐s ❛ ♠❛tr✐① ∈ C

3Le×3Le ❛♥❞ Rz̃p
= E[z̃p(l)z̃

H
p (l)] ✐s ❛ ♠❛tr✐① ∈ C

6Le×6Le ✱

❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s zp(l) ❛♥❞ z̃p(l)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❧s♦ ◆❙❖❈✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♥✉❧❧ ♦♥❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉r❡ ❛

❜❡tt❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✱ ♥♦♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❡✐t❤❡r ✐♥ ✐ts

❧✐♥❡❛r ✭▲ ❋r❡s❤✮ ♦r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✭❲▲ ❋r❡s❤✮ ✈❡rs✐♦♥s✮✳

✸✳✷✳✻ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ✐s

✈❡r✐✜❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t ◗❆▼ ✭❖◗❆▼✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r ❛ ✢❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦r ♦✈❡r ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs st✐❧❧ ❡①✐st ❛♥❞ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ t❛♣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✇✐✲

t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❬✺✾❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲

❝❛rr✐❡rs ✐s ❧♦st ❝❛✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✲❝❛rr✐❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭■❈■✮ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡



✸✳✷ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❲✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✭■❙■✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡

❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡ ❢♦r♠s ♦❢ ✐♥t❡r❢❡✲

r❡♥❝❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs s❤♦✇❡❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②s✲

t❡♠ ❬✺✻✱✽✽✱✽✾❪ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s✐❞❡ ❬✷✹✱✾✵❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs

✐♥ ❬✷✸❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ✭s②♠❜♦❧ s♣❛❝❡❞✮ ✈❡rs✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞

s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r

✐♥ ✐ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛s ❢♦r ✐ts ❋r❡s❤ ✭❋r❡q✉❡♥❝② ❙❤✐❢t✮ ✈❡rs✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✽✹✱ ✽✺❪ ✉s✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡

st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✾✶❪✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢

❛ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✾✷❪✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ▼❙❊ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧✐③❡r

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼▲❙❊ ✭▼❡❛♥ ▲❡❛st ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✾✸❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ■❈■✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥ ❬✾✹❪✱ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧❧②

r❤②t❤♠✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤❡r❡ ✇❡

❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②

♦♥❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✈✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❡st ❡q✉❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❛❜♦✉t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

❆❢t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✜❧t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧

❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠

✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✾✺❪✱ ❬✾✻❪✱ ❬✶✹❪✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞

s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ♦r ♦♠✐tt✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣r❡ss ♦♥❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ✐t ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦r ♣♦❧②✲

❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r②✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♥♦♥ ♠♦r❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡

❋r❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❡q✉❛❧✐③❡rs ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✐❣♥❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡

✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ❛s t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①t❡r♥❛❧

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s

❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s❤ ✜❧t❡r✐♥❣✳

✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊

■♥ t❤✐s ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

✹✶



✹✷❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s

❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ M−❛r② ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼✳ ❚❤❡ P❆▼ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s

❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t {±A,±3A, ..,±(M − 1)A}✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ❢♦r t✇♦ ❝❛s❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ✭❋❧❛t ❝❤❛♥♥❡❧s ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮ ♦r ❋r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡

❝❤❛♥♥❡❧s ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮✮✳

✹✳✶✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❚❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✹✳✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ K ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳

■♥ ❋✐❣✉r❡✱ ✹✳✶✱ ✇❡ tr❛♥s♠✐t t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ x(n) ❛t t✐♠❡ n✱ ✇✐t❤ s②♠❜♦❧✲❞✉r❛t✐♦♥ T ❛♥❞

✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
x✳ ik(n) ✐s t❤❡ kth ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✭k = 1, ...,K✮ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2

I ✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss

♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ M ✲❛r② ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M ✲P❆▼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∈ {±A,±3A, ..,±(M − 1)A}✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞

s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ h(l) ❛♥❞ hIk(l)✱ l ∈ {0, 1, .., L− 1} ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡

❞♦♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ kth ✐♥t❡r❢❡r❡r✳

b(n) ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦♠♣❧❡① ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ σ2
b ✳ r(n) ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r

✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✱ γ(n) ❛♥❞ q(n) ❛r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦✉t♣✉ts ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣ ✐ts r❡❛❧ ♣❛rt✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ x̂(n) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s②♠❜♦❧s ❛❢t❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ r(n) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

r(n) =

L−1∑

l=0

h(l)x(n− l) +

K∑

k=1

[
L−1∑

l=0

hIk(l)ik(n− l)

]

+ b(n)

= h(k0)x(n− k0) +

L−1∑

l=0,l 6=k0

h(l)x(n− l) +
K∑

k=1

[
L−1∑

l=0

hIk(l)ik(n− l)

]

+ b(n)

= ✉s❡❢✉❧ t❡r♠ ✰ {■❙■ ✰ ■❯■} + ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡

✭✹✳✶✮

❊q✉❛❧✐③❡rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐✲

③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ▼❙❊ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✮

MSEγ = E
[
|γ(n)− x(n− k0)|2

]
, ✭✹✳✷✮



✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ✹✸

✇❤❡r❡ k0 ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❧❛② t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❬✾✻❪✱ ❬✾✼❪✳

▲❡t ✉s ❡①♣r❡ss r(n) ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤N ❣✐✈❡♥ ❜② r(n) = [r(n) r(n−1)... r(n−N+1)]T ✳

❲❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✶✹❪✱ ❬✷✸❪ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢

❧❡♥❣t❤ N ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ γ(n) = fLr(n)✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fL = rxrR
−1
rr , ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ Rrr = E[r(n)rH(n)] ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ rxr = E[x(n−k0)r
H(n)] r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✐♥t❡r✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N ✳

❲✐t❤ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬✽✸❪✱ ❬✶✹❪✱ ❬✾✺❪✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞

s✐❣♥❛❧ r(n) ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ r∗(n)✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③✐♥❣ ✜❧t❡rs ✭s❛t✐s❢②✐♥❣ γ(n) =

f1W r(n) + f2W r∗(n)✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

fH
1W =

[
Rrr −CrrRrr

−1∗Crr
∗
]−1

[rrx −CrrRrr
−1∗rr

∗
x] ✭✹✳✹✮

f2W = f∗

1W , ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ Crr = E[r(n)rT (n)] ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ N ✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① R−1
rr ❛♥❞ C−1

rr ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r rxr ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✭✹✳✸✮ ✭❢♦r t❤❡ ▲❊✮ ❛♥❞ ✭✹✳✹✮ ✭❢♦r t❤❡ ❲▲❊✮ ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦❢

♦r❞❡r N2 ❛♥❞ N3✳

✹✳✶✳✷ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❛✐♠s t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ❲▲❊ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❊✱ ✐♥ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✱

✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✭❋❇▼❈✮ ❜❛s❡❞ s②st❡♠s ❬✷✸✱ ✾✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♠✐♥❣

❢r♦♠ ❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦♥

t❤❡ ❲▲❊ ❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❊✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳

❊q✉❛❧✐③❡rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s

❆s ❝❧❛✐♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r

❜♦t❤ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✱ ✐✳❡✳✱ ✿ h(n) = α0δ(n) ❛♥❞ hIk(n) = αkδ(n),✭k = 1, ...,K✮✳

❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ r(n)✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

r(n) = α0x(n) +
K∑

k=1

αkik(n) + b(n). ✭✹✳✻✮

❲❡ ♥♦t❡ ρ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r r❛t✐♦✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ✐s ❡q✉❛❧ t♦

ρ =
P■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s

P❯s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧
=

∑K
k=1 |αk|2
|α0|2

. ✭✹✳✼✮

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧✉s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦

❢♦r α0✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧✱

✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥s



✹✹❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

αk(k = 1, . . . ,K) ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠♦❞✉❧✉s ❡q✉❛❧ t♦ |αk| =
√

ρ
K

❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡✱ ϕk✱ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[✳

❖✈❡r ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥t❡r✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ ❛s

❢♦❧❧♦✇s

Rrr = E[rrH ] = (|α0|2 + σ2
b +

K∑

k=1

|αk|2)IN , ✭✹✳✽✮

Crr = E[r(n)rT (n)] = (α2
0 +

K∑

k=1

α2
k)IN , ✭✹✳✾✮

rxr = E[x(n)rH(n)] = [α∗
0 0..0],∈ C

1×N ✳ ✭✹✳✶✵✮

✇❤❡r❡ IN r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ N

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs

✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞ ❢♦r s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r M = 2 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ st✉❞② ❛♥❞

r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦rM ✲P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M > 2✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

✭●▼❙❑✱ ▼❙❑✱✳✳✳✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❤❛s❡s✱ ϕk✱ ♦✈❡r [0, 2π[✳

▼✉❧t✐♣❧❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭K > 1✮ ✇✐t❤ ♣❤❛s❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[

♣❞❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❲❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ K ✐♥t❡r❢❡r❡rs✱ ❤❛✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛ ❣❛✐♥ ♠♦❞✉❧✉s

❡q✉❛❧ t♦
√

ρ
K

❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ϕk ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥

✐♥t❡r❢❡r❡r s✐❣♥❛❧ ❜② ❛ s②♠❜♦❧ t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ✭+1 ♦r −1✮ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 2K ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❇P❙❑ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥t♦ 2K ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✱

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✭ϕ1✱ ϕ2✱✳✳✳✱ϕK✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✉♠ ♦❢ 2K ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

pdf(ϕ1, ..., ϕK) =
1

2K

2K∑

p=1

1
√

2πσ
′2
b

e
−

(u−Ap)2

2σ
′2
b , ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Ap ✐s t❤❡ pth ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭p = 1, ..., 2K✮ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r r(n)✱ ❛♥❞ σ
′2
b ✐s t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❛♥❣❧❡s ✭ϕ1✱ ϕ2✱✳✳✳✱ϕK✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❞❢ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ■❢ ✇❡

✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣❞❢

♦❢ ✭✹✳✶✶✮ ♦✈❡r ✬Γ✬ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

pdfest =
1

Γ

Γ∑

m=1

pdf(ϕ(m,1), ..., ϕ(m,K)). ✭✹✳✶✷✮

❆ss✉♠✐♥❣ Γ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✶✷✮✳



✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ✹✺

♣❞❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②

t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

♣❧✉s ♥♦✐s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

I(n) =
K∑

k=1

αk ik(n) + b(n). ✭✹✳✶✸✮

❆❢t❡r ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ I(n) ❜❡❝♦♠❡s Ip(n) t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦

Ip(n) =

K∑

k=1

Re(αk)ik(n) + bp(n)

=

K∑

k=1

(

√
ρ

K
cosϕk)ik(n) + bp(n), ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ bp(n) ✐s t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✹✮✱

✇❡ s❡❡ t❤❛t Ip(n) ✐s ❛ s✉♠ ♦❢ K + 1 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ ♣❞❢ ♦❢ Ip(n) ✐s t❤❡♥

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉♠✱ ✐✳❡✱

pdfconv = pdf1 ⋆ pdf2 ⋆ ... ⋆ pdfK ⋆ pdfb, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ✭⋆✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ pdfb ✐s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ bp(n) ❛♥❞ pdfk ❜❡✐♥❣ t❤❡

♣❞❢ ♦❢ t❤❡ kth t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐♥ ✭✹✳✶✹✮✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

pdfk = pdf(

√
ρ

K
cosϕk) =

1

π

1
√

ρ
K

− u2
; |u| <

√
ρ

K
. ✭✹✳✶✻✮

❯s✐♥❣ ✭✹✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✺✮✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡

✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✱ K✱ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❞❢ t❡♥❞s t♦

❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✶✺✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✳

❇❊❘ ❊①♣r❡ss✐♦♥s

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ α0 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❢t❡r ▲❊ ♦r ❲▲❊✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡

❛♥❞ t❤❡ ❇❊❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

BERsim =
1

2
Pr(1 + Ip(t) < 0) +

1

2
Pr(−1 + Ip(t) > 0), ✭✹✳✶✼✮

BERest =

∫ ∞

1

pdfest(u)du, ✭✹✳✶✽✮

BERconv =

∫ ∞

1

pdfconv(u)du. ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ pdfest ❢♦r ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡

❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❢♦r ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s



✹✻❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
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✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ❡q✉❛❧ t♦ π
4 ✳ ✭❜✮ P❤❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❇❊❘✱ K = 1✱ ρ = 1✳
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✭❛✮ ❈♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ❡q✉❛❧ t♦ π
4 ✭❜✮ P❤❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ♣❞❢ ❛t Eb
No

= 10 ❞❇✱ K = 1✱ ρ = 1✳

✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✶✼✮✮ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭♣r❡s❡♥✲

t❡❞ ✐♥ ❊qs✳ ✭✹✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✾✮✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❞❢ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞

t❤❡ ♣❞❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ♦r ❛ ♣❤❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ [0, 2π[✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✳

❙✐♥❣❧❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭K = 1✮

❈♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ϕ1 = π
4 ✱ ρ = 1 ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡s

♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡s ❢♦r ❜♦t❤ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❝❛s❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘ ♦❢ t❤❡ ❲▲❊ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▲❊✳ ❚❤✐s ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

❥✉st✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ t❤❡

❲▲❊ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲❊✱ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✭t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥ Eb

N0
❡q✉❛❧ t♦ ✶✵ ❞❇✮✳



✹✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ✹✼

❯♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❤❛s❡ ϕ1 ♦✈❡r [0, 2π[ ❛♥❞ ρ = 1 ❲❤❡♥ ϕ1 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0 ♦r π
2

t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✮✳

❋♦r ♣❤❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ 0 ❛♥❞ π
2 t❤❡ ❲▲❊ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ▲❊✳ ❚❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ s❧✐❣❤t ❢♦r ♣❤❛s❡s ❝❧♦s❡❞ t♦ 0 ♦r π
2 ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❣r❡❛t❡r ❢♦r ♣❤❛s❡s

❛r♦✉♥❞ π
4 ✳ ❚❛❦✐♥❣ ϕ1 ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ [0, 2π[✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷✭❛✮ ❛♥❞ ✹✳✷✭❜✮✱ t❤❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐s

♣❧♦tt❡❞✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▲❊✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❇❊❘ ✭✹✳✶✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❇❊❘ ✇✐t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✹✳✶✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✾✮ ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

❋♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ✭4.12✮✱ 5×104 r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❡r❡ ❞♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸

✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r Eb

N0
= 10 ❞❇✳ ❆s st❛t❡❞

❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ♣❞❢ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r s❤❛♣❡ t❤❛♥ t❤❡ ▲✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤

❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇❡r ❇❊❘✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✱ t❤❛t ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲✐♥❡❛r ♦♥❡✱ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ✐s

❝♦♥st❛♥t ♦r ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ♦✈❡r [0, 2π[✳

▼✉❧t✐✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭K > 1✮

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ t❤❛t t❤❡ ❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▲❊ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ ❲▲❊ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ❤❛✈❡

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❤❛s❡s ϕk ♦✈❡r [0, 2π[✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ K✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥✱

❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K✱ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✇❡r ρ ❣✐✈✐♥❣ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s❛♠❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s

❢♦r t❤❡ ▲❊✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❇❊❘ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ▲❊ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❡q✉❛❧ t♦ 2× 10−3✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❇❊❘ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ ❢♦r K = 5 ❛t Eb

N0
❡q✉❛❧ t♦ 42 ❞❇✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ♣❞❢s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❣✐✈✐♥❣

t❤✉s s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ③♦♦♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❞❢ t❛✐❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❲▲❊ ♣❞❢ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❡tt❡r s❤❛♣❡ ✭♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✮ t❤❛♥

t❤❡ ▲❊ ♦♥❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤✉s ❜❡tt❡r ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✺✭❛✮ t♦ ✹✳✺✭❞✮

❣✐✈❡ t❤❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r K = 2 t♦ 5✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ❣r♦✇s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❛ ❲▲❊ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥

✐ts ❧✐♥❡❛r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❞❢✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ❣❡ts ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ♥♦✐s❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ✭✹✳✶✽✮✮✳

✹✳✶✳✸ ❊q✉❛❧✐③❡rs P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❖✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♦♥❧② ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭■❯■✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ■❙■ ❛♥❞ ■❯■✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡✱

✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘ ❛♥❞ ▼❙❊✳ ■♥

t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥

♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ♠✉❧t✐ ❝❛rr✐❡r✲♦✛s❡t q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❋❇▼❈✲

❖◗❆▼✮ s②st❡♠ ❬✷✸❪✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r s②st❡♠✱ ◗❆▼ s②♠❜♦❧s ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉s✐♥❣

t✇♦ P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s st❛❣❣❡r❡❞ ❜② ❤❛❧❢ ❛ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ◆♦✐s❡ ♣❞❢ ❛t 42 ❞❇ ✇✐t❤ K = 5 ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡s

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r [0, 2π[✳

s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ P❆▼ s✐❣♥❛❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡✱

❛❞❥❛❝❡♥t ❝❛rr✐❡rs ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✱ ✐♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ ❜②

■❯■ P❆▼ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

▼❙❊ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r MSEq ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡

❡rr♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧

MSEq = E
[
|Re(γ(n))− x(n− k0)|2

]

= E
[
|q(n)− x(n− k0)|2

]
. ✭✹✳✷✵✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✮ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✬ r❡s♣♦♥s❡s✮ ✐s ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❲▲❊ ✐s r❡❛❧

✭q(n) = γ(n) ❢♦r t❤❡ ❲▲❊ ❝❛s❡✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ▲❊ ✭fL✮ ❛♥❞ ❲▲❊ ✭f1W ❛♥❞ f2W ✮ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ q(n) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

q(n) = γ′(n) + γ′∗(n) = f1r(n) + f2r
∗(n),

✇❤❡r❡ f1 = f1W ❢♦r ❲▲❊✱ f1 = 1
2fL ❢♦r ▲❊ ❛♥❞ f2 = f1

∗ ❢♦r ❜♦t❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❝❛s❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ q(n) ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ ✇❤❡r❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r

❜r❛♥❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s②st❡♠ ♠♦❞❡❧

r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❝❛s❡s✱ ❜② t❛❦✐♥❣ f1(n) ❛♥❞ f2(n) ❡q✉❛❧ t♦ f1W (n) ❛♥❞
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✭❛✮ K = 2 ✭❜✮ K = 3
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✭❝✮ K = 4 ✭❞✮ K = 5

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s K✳

f2W (n) ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✮ ❢♦r t❤❡ ❲▲❊✱ ❛♥❞ f1(n) =
1
2fL(n) ❛♥❞ f2(n) =

1
2f

∗
L(n) ❢♦r

t❤❡ ▲❊✱ ✇❤❡r❡ fL(n) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✮✳

❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❡q✉❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

q(n) = α x(n− k0) + nE(n) + bE(n), ✭✹✳✷✶✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ r❡❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧✳ nE(n) ❛♥❞ bE(n) ❛r❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ISI + IUI ❛♥❞ ♥♦✐s❡✱ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡s σ2
NE ❛♥❞ σ2

BE ✳

❚❤✉s✱ ✭✹✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

MSEq = |α− 1|2σ2
x + σ2

NE + σ2
BE . ✭✹✳✷✷✮

❋r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛♥❞ ▼❙❊ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ MSEq ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✷✷✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✭P❙❉✮ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✐t ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚♦

❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s P❙❉ ✇❡ ♠✉st ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ K ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳

❆s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❡rr♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

EΓ(ω) = Γ(ω)−X(ω) e−jωk0T ✭✹✳✷✸✮

EQ(ω) = Q(ω)−X(ω) e−jωk0T

=
[
F1(ω)H(ω) + F ∗

1 (−ω)H∗(−ω)− e−jωk0T
]
X(ω)

+

K∑

k=1

[F1(ω)HIk(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗

Ik
(−ω)]Ik(ω)

+ F1(ω)B(ω) + F ∗
1 (−ω)B∗(−ω), ✭✹✳✷✹✮

✇❤❡r❡ EΓ(ω)✱ EQ(ω)✱ Γ(ω)✱ X(ω)✱ Q(ω)✱ F1(ω)✱ H(ω)✱ HIk(ω)✱ B(ω) ❛♥❞ Ik(ω)✱ k ∈
{1, ..,K} ❛r❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② eγ(n)✱ eq(n)✱ γ(n)✱ x(n)✱ q(n)✱ f1(n)✱

h(n)✱ hIk(n)✱ b(n) ❛♥❞ ik(n)✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❲▲❊ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❛❧ ✭✭γ(n) = q(n)✮✮✱ EΓ(ω) = EQ(ω)✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ▲❊

❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

EΓ(ω) =
[
FL(ω)H(ω)− e−jωk0T

]
X(ω) +

K∑

k=1

[FL(ω)HIk(ω)] Ik(ω) + FL(ω)B(ω). ✭✹✳✷✺✮

❆s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② SeΓ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r eγ(n) = γ(n)− x(n− k0) ✇❤❡r❡

SeΓ(ω) = E[|EΓ(ω)|2] = E
[
|Γ(ω)−X(ω)e−jωk0T |2

]
. ✭✹✳✷✻✮

❋♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✱ EΓ(ω) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✺✮✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❝❛s❡✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮ ✇✐t❤ F1(ω) = F1W (ω)✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ E
[
|Γ(ω)−X(ω)e−jωk0T |2

]
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ FL(ω) ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥ ✭✹✳✷✼✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ▼▼❙❊✲▲❊✳ ❚❤❡ ▼▼❙❊✲❲▲❊✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E
[
|Q(ω)−X(ω)e−jωk0T |2

]
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

F1W (ω) ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✹✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✾✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✭✹✳✷✽✮ ✲ ✭✹✳✷✾✮✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

FL(ω) =
σ2
xH

∗(ω) e−jωk0T

σ2
x|H(ω)|2 + σ2

I

∑K
k=1 |HIk(ω)|2 + σ2

b

, ✭✹✳✷✼✮
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O(ω) = σ2
x|H(−ω)|2

[

σ2
I

K∑

k=1

|HIk(ω)|
2
+ σ2

b

]

+ σ2
x|H(ω)|2

[

σ2
I

K∑

k=1

|HIk(−ω)|2 + σ2
b

]

+ σ2
b

[

σ2
b + σ2

I

K∑

k=1

(
|HIk(ω)|2 + |HIk(−ω)|2

)

]

− 2σ2
Iσ

2
xRe

(

H(ω)H(−ω)

K∑

k=1

H∗
Ik
(ω)H∗

Ik
(−ω)

)

+ σ4
I





(
K∑

k=1

|HIk(ω)|2
)(

K∑

k=1

|HIk(−ω)|2
)

−
∣
∣
∣
∣
∣

K∑

k=1

HIk(ω)HIk(−ω)

∣
∣
∣
∣
∣

2


 ✭✹✳✸✵✮

F1W (ω) = e−jωk0T
σ2
xH

∗(ω)
[

σ2
b + σ2

I

∑K
k=1 |HIk(−ω)|2

]

− σ2
xσ

2
IH(−ω)

∑K
k=1 H

∗
Ik
(ω)H∗

Ik
(−ω)

O(ω)

✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡ O(ω) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✵✮✱ ❛♥❞

F2W (ω) = F ∗
1W (−ω). ✭✹✳✷✾✮

◆♦t❡ t❤❛t FL✱ F1W ❛♥❞ F2W ✭❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✼✮✱ ✭✹✳✷✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✾✮✮✱ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② fL✱ f1W ❛♥❞ f2W ✭❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✮✮✳ ❖♥❝❡ t❤❡

❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② SeQ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r eq(n) = q(n)−x(n−k0)

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s SeQ(ω) = E[|EQ(ω)|2]✱ ✇❤❡r❡ EQ(ω) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ SeQ ✐s

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

SeQ(ω) = |F1(ω)H(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗(−ω)− e−jωk0T |2σ2

x

+

K∑

k=1

|F1(ω)HIk(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗

Ik
(−ω)|2σ2

I +
[
|F1(ω)|2 + |F ∗

1 (−ω)|2
]
σ2
b , ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ F1(ω) =
1
2FL(ω) ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ❛♥❞ F1(ω) = F1W (ω) ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❝❛s❡✳

❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❬✾✽❪✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞

❜② ✭✹✳✸✷✮✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❜② s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✷✮✳ ❚❤✐s

✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✿

α =
T

2π

∫ π
T

−
π
T

ejωk0T [F1(ω)H(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗(−ω)] dw. ✭✹✳✸✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❇❊❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

❇❊❘

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❊❘ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ M ✲P❆▼ s✐❣♥❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

BER =

[
2(M − 1)

M log2(M)

]

Pr (nE(n) + bE(n) > αA) . ✭✹✳✸✹✮
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MSEq =
T

2π

∫ π
T

−
π
T

SeQ(ω) dw.

=
T

2π

∫ π
T

−
π
T

|F1(ω)H(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗(−ω)− e−jωk0T |2σ2

x

+

K∑

k=1

|F1(ω)HIk(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗

Ik
(−ω)|2σ2

I +
[
|F1(ω)|2 + |F ∗

1 (−ω)|2
]
σ2
b dw.

=
T

2π

∫ π
T

−
π
T

∣
∣F1(ω)e

jωk0TH(ω) + F ∗
1 (ω)e

jωk0TH∗(−ω)− 1
∣
∣
2
σ2
x

+

K∑

k=1

|F1(ω)HIk(ω) + F ∗
1 (−ω)H∗

Ik
(−ω)|2σ2

I +
[
|F1(ω)|2 + |F ∗

1 (−ω)|2
]
σ2
b dw.

✭✹✳✸✷✮

❙✐♥❝❡ nE(n) ❛♥❞ bE(n) ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥✱ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡q✉❛❧ t♦ σ2
NE

❛♥❞ σ2
BE ✱ t❤❡ ❇❊❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

BER =

[
2(M − 1)

M log2(M)

]

Q

(

αA
√

σ2
NE + σ2

BE

)

=

[
2(M − 1)

M log2(M)

]

Q

(

αA
√

MSEq − σ2
x(α− 1)2

)

✭✹✳✸✺✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❡q✉❛❧ t♦

A =

√

3

M2 − 1
σ2
x. ✭✹✳✸✻✮

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❡①♣r❡ss❡❞

❜② ✭✹✳✷✹✮✱ ✭✹✳✸✶✮✱ ✭✹✳✸✷✮✱ ✭✹✳✸✸✮✱ ✭✹✳✸✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✺✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞

❢♦r ❜♦t❤ ▼▼❙❊✲▲❊ ✭✇❤❡♥ F1(ω) =
1
2FL(ω)✮ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ✭✇❤❡♥ F1(ω) = F1W (ω)✮✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❇❊❘s

❛♥❞ ▼❙❊s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r

❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧

t❛♣s L ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s K✳

❉✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ L t❛♣s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②

❤❛✈✐♥❣ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ [0, 2π] ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ▲✐❦❡✲

✇✐s❡✱ t❤❡s❡ t❛♣s ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 106 ▼✲P❆▼ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡

❡q✉❛❧✐③❡r ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t t♦ N = 30✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❛② k0 = 20✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ 100 ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❛r❡

L = 3✱ K = 1 ❛♥❞ M = 4✱ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ L = 10✱ K = 5 ❛♥❞ M = 2 ❛♥❞ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✱

L = 3✱ K = 1 ❛♥❞ M = 16✳
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✭❛✮ ❇❊❘ ✭❜✮ ▼❙❊

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 1✱ L = 3 ❛♥❞ M = 4✳
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✭❛✮ ❇❊❘ ✭❜✮ ▼❙❊

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 5✱ L = 10 ❛♥❞ M = 2✳

❚❤r♦✉❣❤ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✼ t♦ ✹✳✾✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥s ✭✹✳✸✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✷✮ ♠❛t❝❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r s❤♦rt❡r ♦r ❧♦♥❣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡s✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r ♦r ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✐❣♥❛❧s✱ ❢♦r 2−P❆▼✱ 4−P❆▼ ❛♥❞

16−P❆▼ ❛♥❞ t❤✐s r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② P❆▼ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✭∀L, ∀K, ∀M✮✳ ❋r♦♠

t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ■❯■ ❛♥❞ ■❙■✱ t❤❡ ❡rr♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ▼▼❙❊✲▲❊ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✱ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣

❛ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ▼▼❙❊✲▲❊✳

✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛✲

❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
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✭❛✮ ❇❊❘ ✭❜✮ ▼❙❊

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r K = 1✱ L = 3 ❛♥❞ M = 16✳

✐♥ t❤❡✐r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♠♦❞❡ ✭❋❙❊✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥✲

t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥ ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❞♦✇♥❧✐♥❦ ✭❉▲✮

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ✉s❡rs tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡

✉s❡rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♣r✐♠❡r ✉s❡r ✭P❯✮ ♦r ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉s❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❯❖■✮✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉s❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❡st ✭❯◆❖■✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡r t♦ t❤❡ ❯❖■✳ ❲✐t❤♦✉t

❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥ M−❛r② ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M−P❆▼✮ ❢♦r

t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❛ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ✭❉▲✮ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t✇♦ ✉s❡rs✳

❋♦r t❤❡ ❯❖■✱ ✇❡ tr❛♥s♠✐t M−P❆▼ s②♠❜♦❧s x(n)✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
x ❛♥❞ s②♠❜♦❧✲❞✉r❛t✐♦♥

T0✳ x0(m) ✐s t❤❡♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❉✐r❛❝ ✐♠♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

M−P❆▼ s②♠❜♦❧s x(n)✱ ❛♥❞ s♣❛❝❡❞ ❜② T0✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ x0(m) r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧❡❞

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ x(n)✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r M1✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❙❖■✮✱ ✐s t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡

s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r✱ ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ p1(m)✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ i(n′) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ M−P❆▼ s②♠❜♦❧s

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
i ❛♥❞ s②♠❜♦❧✲❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ T1✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣✱ ✇✳❧✳❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T1 > T0✳ i0(m) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❡st ✭❙◆❖■✮

❛♥❞ ✐t ✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❉✐r❛❝ ✐♠♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ M−P❆▼



✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✺✺

✐♥t❡r❢❡r❡r s②♠❜♦❧s✱ i(n′)✱ ❛♥❞ s♣❛❝❡❞ ❜② T1✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t T0 = M1Te ❛♥❞ T1 = M2Te✱

✇❤❡r❡ Te ✐s t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❙◆❖■ ✐s ❛❧s♦ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ✐♠♣✉❧s❡

r❡s♣♦♥s❡ p2(m)✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❉▲ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❙◆❖■ ✐s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

✇✐t❤ t❤❡ ❙❖■✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❙◆❖■ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡❞ ❜② Bg✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡✲

s❡♥ts t❤❡ ●✉❛r❞ ❇❛♥❞ ✭●❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs✳ h(m) ✐s t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦♠♣❧❡①

❆❞❞✐t✐✈❡ ❲❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ◆♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮ b(m)✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2
b ✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❢r♦♥t ❡♥❞ ✐s

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜❧t❡r ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡r ♦❢ t❤❡ ❯❖■✱ p1(m)✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤✐s

♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✱ y(m)✱ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤ P s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜② t❤❡

❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ x̂(n) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

r❡❝❡✐✈❡❞ M−P❆▼ s②♠❜♦❧s✳

✹✳✷✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭▲❊✱ ❲▲❊✱ ▲ ❋r❡s❤ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤✮✱

s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r

✭▼❙❊✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉s❡❢✉❧ s✐❣♥❛❧ x(n) ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ♦♥❡ γ(n)✱ t❤❡ s❛♠❡

❡q✉❛❧✐③❡rs ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠

♠♦❞❡❧✳

❲❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❝❤❛♣t❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✖ ▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮ ✿

wLE = rxyp
R−1

yp
, ✭✹✳✸✼✮

✖ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭❲▲❊✮

w̃WL = rxỹp
R

−1
ỹp

, ✭✹✳✸✽✮

✇❤❡r❡ yp(l) ❛♥❞ ỹp(l) ❛r❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Le ❛♥❞ 2Le✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿ yp(l) =

[yp(lT1), yp(lT1 − Te), ..., yp(lT1 − (Le − 1)Te)]
T ❛♥❞ ỹp(l) = [yT

p (l),y∗

p(l)]
T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❙❖ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

✖ ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡r ✿

wLFresh = rxzp
R−1

zp
, ✭✹✳✸✾✮

✖ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭❲▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡r ✿

w̃WLFresh = rxz̃p
R

−1
z̃p

, ✭✹✳✹✵✮

✇❤❡r❡ zp(l) ∈ C
1×3Le ❛♥❞ z̃p(l) ∈ C

1×6Le ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ zp(l) = [zT
1 (l), zT

2 (l), zT
3 (l)]T

❛♥❞ z̃p(l) = [zT
1 (l), zT

2 (l), zT
3 (l), zT

4 (l), zT
5 (l), zT

6 (l)]T ✱ ✇❤❡r❡ zi(l) = [zi(lT1), zi(lT1−Te), ..., zi(lT1−
(Le − 1)Te)]

T ✱ ❢♦r i = 1, .., 6✳

❚❤❡ s✐❣♥❛❧ zi(l), i ∈ {1, 3} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ yp(l)
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s +α1, 0 ❛♥❞ −α1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ zi(l), i ∈ {4, 6}
✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ y∗p(l) ✉s✐♥❣ t❤❡

❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s +β1, 0 ❛♥❞ −β1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✺✻❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

✹✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ M−P❆▼✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢②

♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ M = 2 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❜✐♥❛r② ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ❦❡②✐♥❣ ✭❇P❙❑✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t❡❞

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ M > 2✳

❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ✉s❡r ✭❯◆❖■✮ ✐s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣

✇✐t❤ ❛ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✉s❡r ✭❯❖■✮ ❀ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t

T1 = 2T0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ M2 = 2M1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ✜❧t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs ❛r❡

❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇P❙❑ s②st❡♠ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✭●❇✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✭P ✮ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆s

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✱ P ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ t❛❦❡♥✱ ❛❢t❡r

❞♦✇♥✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧✳

■♠♣❛❝t ♦❢ ●✉❛r❞ ❇❛♥❞

❍❡r❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✭●❇✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ●❇ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ t❤❛t ❛t ❛ ✜①❡❞ s✐❣♥❛❧

t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✿ Eb

N0
= 20 ❞❇ ❛♥❞ ♦✈❡r ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s

♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✭❋■❘✮ ✜❧t❡r ✇✐t❤ 3 × M1 t❛♣s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ 104

s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ❯❖■ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧ ❤❛s M1 = 32 s❛♠♣❧❡s✱ P ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 16

❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮ ❧❡♥❣t❤ Le = 15× P ❢♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭▲❊✱ ❲▲❊✱ ▲ ❋r❡s❤ ❛♥❞ ❲▲

❋r❡s❤✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱

✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❙❖ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ α1 = 1
T1

❛♥❞ β1 = 2 Bg + 1
T1
✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ♦♥❧② α1 ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ α1

❛♥❞ β1 ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✳

❋r♦♠ r❡s✉❧ts ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✿

✖ ❚❤❡ ❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❡✛❡❝t ❛♥❞

t❤❡ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✿ ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ◆❙❖❈

❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❲▲ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊ ♦♥❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪✱ ❬✹✾❪✳

✖ ❚❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ✜❧t❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧

✐s ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❧② t❤❡ ♥✉❧❧

❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜✉t s♣r❡❛❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♥♦♥ ♥✉❧❧ ♦♥❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ s✐♥❝❡ ♦✉r

❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡❞ ❝②❝❧✐❝

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✐t ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ♦♥❧②

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❧❧ ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭✐✳❡✳✱ α0 = 0 ❛♥❞ β0 = 0✮✳

✖ ❚❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭▲ ❋r❡s❤✮

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ◆❙❖❈ ❛♥❞ ♣♦❧②✲

❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜♦t❤ ◆❙❖❈ ❛♥❞



✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✺✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ▼❙❊ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ●❇ ❢♦r
Eb

N0
= 20 ❞❇✳

❛❧s♦ ❛ ♣♦❧②✲❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ✐♥ ✐ts ❋r❡s❤ ✈❡rs✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✇ r❡♠❛r❦s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✿

✖ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❲▲❊ ❝✉r✈❡ ✇❤❡♥ Bg =
i

4T0
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❲▲❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❛t

r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❙❖ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✿







αi =
i

T1

βi = ±2Bg +
i

T1

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❲▲❊ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♥✉❧❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❀

✐✳❡✳✱ βi = 2Bg +
i

T1
= 0 ⇔ Bg =

i

2 T1
✳ ❆s T1 = 2T0 t❤❡♥ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥

Bg =
i

4 T0
✳

❲❡ ♠♦✈❡ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ✇❤❡r❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✇ r❡♠❛r❦ ❝❛♥ ❜❡

❛❞❞❡❞ ✿

✖ ❚❤❡❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ❤❛s ❛❧s♦ ♥♦t❝❤❡s ✇❤❡♥ Bg = i
8T0

= i
4T1

✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❙❖ ❝②❝❧✐❝

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ βi = ±2Bg +
i
T1
✱ ❛❢t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ±β1✱ t❤❡

♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s βi ± β1 =



✺✽❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

±4Bg +
i
T1

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥✉❧❧ ❢♦r Bg =
i

4 T1
=

i

8 T0
✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜❡❢♦r❡

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦t❝❤❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♠♣❛❝t ♦❢ P

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t ❛ ✜①❡❞
Eb

N0
= 20 ❞❇ ❛♥❞

♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❛ ♥♦t❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ ❲▲ ❝❛s❡s✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Bg =
0.65

T0
6= i

8T0
, ∀ i✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ M1 = 64 ❛♥❞

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❀ ✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❋■❘ ✜❧t❡r ✇✐t❤ 3 × M1

t❛♣s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ 104 ❯❖■ s②♠❜♦❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊✱ ▲ ❋r❡s❤ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs

✈❡rs✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ P ✳

0 5 10 15 20 25 30
−11

−10.5

−10

−9.5

−9

−8.5

−8

−7.5

−7

−6.5

Number of samples per symbol

M
S

E
 (

dB
)

 

 

LE
WLE 
L Fresh
WL Fresh

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ P ♦♥ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛t
Eb

N0
= 20 ❞❇ ❛♥❞ Bg =

0.65

T0
✳

❲❡ ❞❡❞✉❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ t❤❛t t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r

♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❡q✉❛❧✐③❡rs ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ▲❊ ❤❛s t❤❡ ✇♦rst

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r P ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❣❛♣ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤✐s



✹✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✺✾

✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ P ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r r❡❝❡✐✈❡s ♠♦r❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱

✐♥ t❤❡✐r ❙❙❊ ♠♦❞❡✱ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠✉❧✲

t✐♣❧❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

▼▼❙❊✲❲▲❊ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❲▲❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡rs ❣♦t ❧❛r❣❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ✭▲❊✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

✭❲▲❊✮ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡

s❛♠❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❛❧❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❙❙❊✴❋❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❯❖■ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡r✳ ◆❡✇ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❝❤❡s ✇❤❡r❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❲▲ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛✲

❧✐③❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ ♥✉❧❧ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝②❝❧✐❝

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮✱

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡

❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ✭❋❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✮ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❢♦r t❤❡ t✇♦ ❲▲ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✲❜❛s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡s✳



✻✵❈❤❛♣✐tr❡ ✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❙②st❡♠ ✇✐t❤ ❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛

◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s②st❡♠

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r st✉❞✐❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss❡s ✭▼▼❙❊✲▲❊✱ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②s✲

t❡♠s ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡

✜rst ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❙❙❊ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ■❈■ ❛♥❞✴♦r ■❙■ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ✉s❡r ❛♥❞ ♦♥❡

✐♥t❡r❢❡r❡r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✱ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ■❙■✱ ■❈■ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥t❡r✲✉s❡r✲

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭■❯■✮✮✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭▲❊ ❛♥❞

❲▲❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❜♦t❤ s②♠❜♦❧ s♣❛❝❡❞

✭❙❙❊✮ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✭❋❙❊✮ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞♦✇♥❧✐♥❦

✭❉▲✮✴✉♣❧✐♥❦ ✭❯▲✮ ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❯▲ s❝❡♥❛r✐♦s✳

✺✳✶ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧

❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✭▲❊✮✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✭❲▲❊✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭❲▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♦✈❡r

❛ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✉s❡rs ✭❯s❡r #1 ✇❤✐❝❤ ✐s

✻✶



✻✷❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✉s❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❯❖■✮ ❛♥❞ ❯s❡r #2 ❝❛❧❧❡❞ ❯s❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❡st ✭❯◆❖■✮✮✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t

♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡❢♦r♠✱ s✉❝❤

❛s s✉❜✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣✱ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✭❈P✮ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦♥✜✲

❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ tr❛♥s♠✐tt❡r ✇✐t❤ t✇♦ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦✲

❣✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ✐♥t❡♥❞❡❞ ❯❖■ ❤❛✈✐♥❣ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② 1✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✱ t❤❡ ❋❇▼❈ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♠❛✐♥ ❜❧♦❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ✭❙❋❇✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r ❝♦♥t❛✐♥s



✺✳✶ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✻✸

t✇♦ ❞✉❛❧ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ✭❆❋❇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❖◗❆▼ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✳ ❋♦r

❝❧❛r✐t② r❡❛s♦♥s✱ ♦♥❧② ❯s❡r #✶ ♠♦❞✉❧❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ▼♦❞✉❧❛t♦r ♦❢ ❯s❡r

#2 ✐s s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣②✱ ✐✳❡ ✿ M2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ M1✱ p2(m) ✐♥st❡❛❞

♦❢ p1(m)✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ✉s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❯s❡r ♦❢ ■♥t❡r❡st ✭❯❖■✮ ❤❛s

✐♥t❡r✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦
1

M1
✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝❛❧❧❡❞ ❯◆❖■✱ ❤❛s ✐♥t❡r✲❝❛rr✐❡r

s♣❛❝✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦
1

M2
✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t M2 > M1✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 2 ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✐ts ❙❙❊ ✈❡rs✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ✐ts P−❋❙❊
✈❡rs✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r

t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs✮ ✐s st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ✜❧t❡rs ❢♦r t❤❡ ❯❖■ ❛♥❞ t❤❡ ❯◆❖■ ❤❛✈❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧❡♥❣t❤ L1 = KM1 ❛♥❞ L2 = KM2✱ ✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

❢❛❝t♦r✳

❚❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❙❋❇s ✭❯s❡r #1 ❛♥❞ ❯s❡r #2✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❆❲●◆

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❆t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ z(m) ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜②

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ♥✉♠❜❡r 1 ✭❆❋❇1✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❯s❡r#1 ❛s t❤❡ ❯❖■✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t

♦❢ t❤❡ ❆❋❇1 ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ M1 ♣❛r❛❧❧❡❧ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs s✐❣♥❛❧s✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜②

t❤❡ ❖◗❆▼1 ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✳

■♥ t❤❡ ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r✱ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐s ✜rst ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡

❢❛❝t♦r e
−j2π

k
M1

m t❤❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r p1(m) ❛♥❞ ❞♦✇♥✲s❛♠♣❧❡❞

❜② ❛ ❢❛❝t♦r M1

2P ✱ ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥

t❤❡ ❖◗❆▼1 ❞❡♠♦❞✉❧❛t♦r ✭♣❛rt ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✱ t❤❡ ✜rst ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡✲r♦t❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧

♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ❚❤✐s ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ kth ❆❋❇1

♦✉t♣✉t ❛t t✐♠❡ l ❜② ❛ ❢❛❝t♦r o∗k(l)✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

o∗k(l) = j
−

(

k+l
P

)

. ✭✺✳✶✮

❆❢t❡r ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t s✐❣♥❛❧ yk(l) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡ kth

s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❜r❛♥❝❤✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ❚❤❡

s✐❣♥❛❧s γk ❛♥❞ x̂k ❛r❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ γk(n) ❜❡❢♦r❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ■t

❤❛s t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t γk(l) ❛♥❞ γk(n) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛❧ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ✭γk(l) ✐s

s❛♠♣❧❡❞ ❛t T0

P
❛♥❞ γk(n) ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❛t T0✮✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡

r❡❛❧ s②♠❜♦❧s x̂k ✐♥t♦ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡s ĉk✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧ r❡❛❧✲t♦✲❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ R2C✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡✲r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ❆❋❇1 ♦✉t♣✉t✱ ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r

s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ❬✽✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧✱ ✜rst✱ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❢r♦♠ q✉❛s✐✲

r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✐♥t♦ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧✮ ❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲

❖◗❆▼ tr❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧❡①❡r ✭❚▼❯❳✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡r ✐s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧

✜rst ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❝❛rr✐❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ✉s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊✲▲❊

❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ♠♦❞❡✳



✻✹❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠

✺✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞▼▼❙❊✲❲▲❊ ❢♦r s✐♥❣❧❡

✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ♠♦❞❡ ✭✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✉s❡r ✐s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r P = 1 ❛♥❞ ✇❡ ✐❣♥♦r❡

t❤❡ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡r ✭❯◆❖■✮✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❧❡t ✉s

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

gk(m) = p1(m)ej
2πk
M1

(m−
L1−1

2 )
, ✭✺✳✷✮

fk(m) = g∗k(L1 − 1−m). ✭✺✳✸✮

gk(m) ❛♥❞ fk(m) r❡♣r❡s❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❙❋❇ ❛♥❞ ❆❋❇ ❢♦r t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❝❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❙❋❇✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ h ❛♥❞ t❤❡ ❆❋❇ ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷✸❪ ✿

qji(n) = (gi ⋆ h ⋆ fj)(m)
↓

M1
2
, ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ ⋆ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ gi(m) ❛♥❞ fj(m) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❙❋❇ ❛♥❞ t❤❡

❆❋❇ ❛t t❤❡ ith ❛♥❞ jth s✉❜✲❝❛rr✐❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✹✮✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❋❇ ♦♥

t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✿

rk(n) =

M1−1∑

i=0

qki ⋆ vi(n) + (b ⋆ fk(m))
↓

M1
2

✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡

vi(n) = θi(n)xi(n). ✭✺✳✻✮

❆❧s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ b1(n) ✇✐t❤

❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✜❧t❡r fq(n)✱ ✇❤❡r❡

fq(n) =

√

M1

2
(fk(m))

↓
M1
2

. ✭✺✳✼✮

❲✐t❤ t❤✐s ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡✱ ✭✺✳✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

rk(n) =

M1−1∑

i=0

(qki ⋆ vi)(n) + (fq ⋆ b1)(n). ✭✺✳✽✮

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧❡①❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ ❜②

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 2✱ ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡r♠ qji ✇❤❡♥ h(m) = δ(m)✳ ■t ❛❧s♦

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❛❜❧❡✳

✺✳✷✳✶ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t M✲P❆▼ ▼♦❞❡❧

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 2 t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s

❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

✐♥❞❡① i ✐♥ ✭✺✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ [k−1, k, k+1]✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ M ✲P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ❍❡♥❝❡✱



✺✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② M ✲P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳

t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

■♥ t❤✐s ❋✐❣✉r❡✱ t❤❡M ✲P❆▼ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ kth s✉❜✲❝❛rr✐❡r xk(n) ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❝❤❛♥♥❡❧ h0(n)✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② t✇♦ M−P❆▼ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✿ xk−1(n) ❛♥❞ xk+1(n)

❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ kth−1 ❛♥❞ kth+1 s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s✲♠✉❧t✐♣❧❡①❡r✳ h1(n) ❛♥❞ h2(n) r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s xk−1(n) ❛♥❞ xk+1(n)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ h0(n), h1(n)✱ h2(n) ❛♥❞ fequ(n) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ◆♦t❡ t❤❛t Lq

✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦t❤ qki ❛♥❞ fq✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r ❞❡✲r♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

yk(n) = θ∗k(n) rk(n) ✭✺✳✾✮

= θ∗k(n)

[
k+1∑

i=k−1

qki ⋆ vi(n)

]

+ θ∗k(n) [fq ⋆ b1(n)]

= j−(k+n)





k+1∑

i=k−1

Lq−1
∑

l=0

qki(l)j
(i+n−l)xi(n− l)



+ j−(k+n)





Lq−1
∑

l′=0

fq(l
′)b1(n− l′)





=

Lq−1
∑

l=0

[qk,k−1j
−(l+1)xk−1(n− l)] +

Lq−1
∑

l=0

[qkk(l)j
−lxk(n− l)]

+

Lq−1
∑

l=0

[qk,k+1j
−(l−1)xk+1(n− l)] +

Lq−1
∑

l′=0

[j−(k+l′)fq(l
′)b1(n− l′)j−(n−l′)]

=

Lq−1
∑

l=0

[h0(l)xk(n− l) + h1(l)xk−1(n− l) + h2(l)xk+1(n− l)] +

Lq−1
∑

l′=0

fequ(l
′)be(n− l′)

✇❤❡r❡ h0(l) = j−lqkk(l), h1(l) = j−(l+1)qk,k−1(l)✱ h2(l) = j−(l−1)qk,k+1(l)✱ fequ(l) = j−(k+l)fq(l)✱

❢♦r l = 0, .., Lq − 1 ❛♥❞ be(n) = j−nb1(n) ✐s st✐❧❧ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ yk(n) ❛t t❤❡ k✲t❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞

❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦♥❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

yk(n) = (h0 ⋆ xk)(n) + (h1 ⋆ xk−1)(n) + (h2 ⋆ xk+1)(n) + fequ ⋆ be(n). ✭✺✳✶✵✮

▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ✉s✐♥❣

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮



✻✻❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥❡ xk(n)✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✾✻❪

MSEγ = E
[
|γ(n)− xk(n−∆)|2

]
, ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❧❛②✳

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r ❧❡♥❣t❤ ✭Le✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ ❛s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❡❝t♦r yk(n)✱ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ Le ❣✐✈❡♥ ❜② yk(n) =

[yk(n) yk(n− 1) . . . yk(n− Le + 1)]T ✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3 ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❊qs✳ ✭✸✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✹✮✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s ✿

✖ ▼▼❙❊✲▲❊ ✿

wLE = rxyk
R−1

yk
, ✭✺✳✶✷✮

✖ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ✿

w̃WL = rxỹk
R

−1
ỹk

, ✭✺✳✶✸✮

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✱ t❤❡ s✉❜✲❡q✉❛❧✐③❡r w0 ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ❡①♣r❡ss❡❞

✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✈❡r✐✜❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✽✸❪ ✿

w0
H =

[
Ryk

−Cyk
Ryk

−1∗Cyk

∗
]−1

[sxyk
−Cyk

Ryk

−1∗s∗xyk
] ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ Cyk
= E[yk(n)yk

T (n)] ✐s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ yk✳

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s②st❡♠s

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ ♠♦r❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥ t❤✐s

s✉❜s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘✳ ❚♦

❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Σ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ h0 ❛♥❞ t❤❡

❡q✉❛❧✐③❡r ✭wLE ✐❢ ▲❊ ❝❤♦s❡♥ ♦r w0 ❛♥❞ w0
∗ ✐❢ ❲▲❊ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ ▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❲▲❊ ♦♥❡ ❬✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ♦❢

❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s✐❣♥❛❧s✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ Σ ✇✐t❤ Nc > 1 ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ■❙■ st✐❧❧ ❡①✐st

❛❢t❡r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ●❛✉ss✐❛♥

❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜✉t t❤❡ s✉♠ ♦❢ Nc ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇s✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❡ ❇❊❘

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r 2−P❆▼ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ 2Nc−1 Q−❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ❜②

BER▲❊ =
1

2Nc−1

2Nc−1
∑

i=1

Q

(
ζi√
Σ0

)

, ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ Σ0 = 1
210

−Eb/N0
10 ×

∑Le

j=1(|wLE(i)|2) ❛♥❞ ζi ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r

♦✉t♣✉t ✇❤❡♥ ❛ M ✲P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r s❝❤❡♠❡✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ■❙■ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

❛♥❞ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❇❊❘ ❡①♣r❡ss✐♦♥

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ s✉♠ ❛♥❞ Σ0,WL = 10
−Eb/N0

10 ×
∑Le

j=1(|w0(i)|2) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Σ0✳



✺✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼▼❙❊✲▲❊ ❛♥❞ ▼▼❙❊✲❲▲❊ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✻✼

✺✳✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦r ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✮✳

❲❡ s❡t t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❧❡♥❣t❤ t♦ Le = 3✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞②✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❖♥❡ t❛♣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✢❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ✭h = 1✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❇❊❘ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❲▲❊ ❛♥❞ ▲❊ ❢♦r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s✐❣♥❛❧s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ 4−❖◗❆▼ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
√
4−P❆▼ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ❇P❙❑✮ ♠♦✲

❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ 2 × 107 s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ M1 = 16 s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣

t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧

s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ P❍❨❉❨❆❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ K = 4✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♦♥❡ t❛♣ ❞❡t❡r♠✐✲

♥✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❋✐❣✳ ✺✳✹ s❤♦✇s

t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❊❘ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊✮ ❢♦r

t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✿ ✭1✮ ♥♦ ✐♥t❡r❢❡r❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ✭2✮ ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ✭3✮ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r❡r

♥❡✐❣❤❜♦rs✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♥♦t❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✭✺✳✶✺✮ ❛♥❞ s✐✲

♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❛t ✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t

❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ▲❊ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ♥♦ ✐♥t❡r❢❡r❡r ♥❡✐❣❤❜♦r ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r

♥❡✐❣❤❜♦r ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❲▲❊ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ■❙■ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✹✮✮ ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♣s❡✉❞♦✲❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Cyk
✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✇♦

❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✮ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❲▲❊ ❛♥❞ ▲❊ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ✐s

❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦

❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛♥❞ ✐s t♦t❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭✐♠❛❣✐♥❛r②✮ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧

♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❊ t❛♣s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮

t❡♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛♣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❛♣s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥

❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❧ t❛♣ ▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡r

✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❋r❡q✉❡♥❝② ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❈❤❛♥♥❡❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ♣r❡s❡♥ts ❇❊❘ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ h ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ h ❤❛s ❜❡❡♥

t❛❦❡♥ ❛s [ξ1 0 0 ξ2]✱ ❛ 4 t❛♣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤❡r❡ ξ1 ❛♥❞ ξ2 ❛r❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❘❛②❧❡✐❣❤

♠♦❞✉❧✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 2π✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❋✐❣✉r❡

✺✳✻ ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 500 r❛♥❞♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ■❈■ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣✉r❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞

✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ■❈■✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❝t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥❧② ■❙■

✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❲▲❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ▲❊ ❬✾✻❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤

■❙■ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r✳ ❍❡r❡✱ ❲▲❊ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▲❊ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

t❤❛t ❲▲❊ ❝❛♥ s✉♣♣r❡ss ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦♥❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r ❬✶✹❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛❝t✐✈❡

♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊ ❞✐s❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ■❈■ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥



✻✽❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠
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LE sim 2 Active Neighbours
WLE theo (0,1 and 2 Active Neighbours)
LE theo 2 Active Neighbours		
LE theo 0 Active Neighbours
LE sim 0 Active Neighbours
LE theo 1 Active Neighbour
LE sim 1 Active Neighbour
WLE sim (0,1 and 2 Active Neighbours)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❇❊❘ ❢♦r h = 1 ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳

✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲▲✲❋r❡s❤

❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ◆✉♠❡✲

r♦❧♦❣✐❡s

❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭▲❊ ❛♥❞ ❲▲❊✮ ✐♥ t❤❡✐r ❙❙❊

♠♦❞❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ■❙■ ❛♥❞ ■❈■✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ♥♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲✉s❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❯■✮ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ✉s❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛t t❤✐s

st❛❣❡✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✭▲❊✮✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ✭❲▲❊✮ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ✭❲▲ ❋r❡s❤✮ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ✉s❡rs✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞

❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r s②st❡♠ ❤❛s ❛ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✭t❤❡ P❍❨❉❨❆❙

♦♥❡✮ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t❤❡ s②st❡♠ t♦ s✉♣♣♦rt ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ♠✐①❡❞

♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

s②st❡♠s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❋❇▼❈ ❜❛s❡❞ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s

❣✐✈❡♥ ✐♥ 2D✱ ❚✐♠❡✴❋r❡q✉❡♥❝②✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❋❇▼❈ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ✉s❡rs ✭❯❖■ ❛♥❞ ❯◆❖■✮ ✇✐t❤ ◗❘

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❖◗❆▼✱ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠

✇✐t❤ ◆✉♠❡r♦❧♦❣② 1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❯❖■ ❛♥❞ ✐t ❤❛s M1 = 64 s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✭❙❈s✮✱ ✇❤❡r❡❛s



✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲▲✲❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ◆✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✻✾
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 convolution: real part module
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2 Active neighbours

1 Active neighbour

0 Active neighbours

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ▲❊ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡

❛❞❥❛❝❡♥t s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳

t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠ ✭❯◆❖■✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② ❤❛s t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯❖■✬s

s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✱ ♠❡❛♥✐♥❣ M2 = 2 × M1 = 128✳ ∆t ✐s t❤❡ t✐♠❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡r

s✐❣♥❛❧s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯◆❖■ ❛♥❞ ❯❖■✳ ■❢ ∆t = 0✱ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs

❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳ δB ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❣✉❛r❞

❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ 64−❖◗❆▼✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② M−❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲▲

❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ t❤❡ ❙❖ ♥♦♥ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉s❡❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿






α1 =
1

T1

β1 = 2δB +
1

T1
.

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡

❞♦✇♥✲❧✐♥❦ ✭❉▲✮ ❛♥❞ ✉♣✲❧✐♥❦ ✭❯▲✮ ❝❛s❡s✳

❉♦✇♥✲▲✐♥❦ ✧❉▲✧ ❝❛s❡

❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❉▲✱ t❤❡ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❇❙ s❡r✈❡s t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❛t ∆t = 0 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦♥❧② 5 ❙❈s ❢♦r t❤❡ ❯❖■ ✭✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② #1✮

❛♥❞ 8 ❙❈s ❢♦r t❤❡ ❯◆❖■ ✭✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② #2✮✳ δB ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❯❖■

s✉❜✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣ ✭δB ❂
1

M1
✮✳ ❲❡ st✉❞② ❤♦✇ ❝❛♥ t❤❡ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱



✼✵❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠
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LE, 2 active neighbours
WLE, 2 active neighbours
WLE, 0 active neighbours
LE, 0 active neighbours
LE, 1 active neighbours
WLE, 1 active neighbours

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❇❊❘ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ✉s❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠s ✇✐t❤ t✇♦ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✳

✐♥ t❤❡✐r ❙❙❊ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋❙❊ ✈❡rs✐♦♥s✱ ♣❡r❢♦r♠ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❯❖■ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②♠❜♦❧s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❯◆❖■ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ ▼❙❊✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡



✺✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲▲✲❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ◆✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s✼✶
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✭❛✮ P = 1 ✭❜✮ P = 8

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✈❡rs✉s ❯❖■ ❛❝t✐✈❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ♦✈❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♥♦✐s❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧✳

♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✺✳✽✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ▼❙❊ ❢♦r t❤❡ t✇♦

♠♦❞❡s ✿ ❙❙❊ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✭❛✮✮ ❛♥❞ ❋❙❊ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✭❜✮✮✳ ❙✉❜✲❝❛rr✐❡rs 28 ❛♥❞ 32 ❛r❡ t❤❡ ❡❞❣❡

❙❈s ♦❢ t❤❡ ❯❖■✱ ✇❤✐❧❡ ❙❈ 30 ✐s t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦♥❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✿

✖ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs

✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✳

✖ ❲▲ ❋r❡s❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❲▲❊ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

❜❛♥❞✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❛❜♦✉t 2 ❞❇ ❛♥❞ 6 ❞❇ ♦❢ ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ P = 1 ❛♥❞ 8✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✖ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✭✐♥ ❋❙❊ ♠♦❞❡✮✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❣❡t ❜❡tt❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲❊ ♦♥❡ ❣❡ts ✇♦rs❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❲▲ ❋r❡s❤ ❛♥❞ ❲▲❊ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ P ❣❡ts ❤✐❣❤❡r✳

✖ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊ ❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

✇❛②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢

t❤❡ ❜❛♥❞✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡♠ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♦✈❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧

♥♦✐s❡❧❡ss ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❲❡ ♠♦✈❡ ♥♦✇ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✉♥❞❡r ❛ r❡❛❧✐st✐❝

❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ♥❡✇ ✜♥❞✐♥❣s ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ❙❈s ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞

❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦♥❡ ❯◆❖■ ❙❈

♦♥ ♦♥❡ ❯❖■ ❙❈✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ r❡❥❡❝t✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r ❯◆❖■ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❜②

❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❢♦r ❯s❡r #1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❙❈ ❢♦r ❯s❡r #2 ✇✐t❤ ∆t = 0 ❛♥❞ ✇✐t❤

❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❯❖■ s✉❜✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡

❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳ ■t ✐s ❛ ❋■❘ ✜❧t❡r ✇✐t❤ 8 t❛♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❋❙❊ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✺✳✾✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✾✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ✐s ❝❧❡❛r✱ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ t❤❛t t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❜♦t❤ t❤❡ ▲❊ ❛♥❞

❲▲❊✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✇♦rst ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ▲❊✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❙❙❊ ❛♥❞

❋❙❊ ❝❛s❡s✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ P ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❣✐✈❡s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳



✼✷❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠
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✭❛✮ P = 1 ✭❜✮ P = 8

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❇❊❘ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❯♣✲▲✐♥❦ ✧❯▲✧ ❝❛s❡

❋♦r t❤❡ ❯▲ ❝❛s❡✱ ✉s❡rs ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r

▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❋❙❊ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ P = 8✳

❆s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❉▲ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✜rst ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ 5 ❯❖■ ❙❈s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ 8 ❯◆❖■ ❙❈s✳

❲❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ δB ♦♥ t❤❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs✳ ■♥ ❛ ✜rst

t❡st✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮

❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❯◆❖■ ❛♥❞ ❯❖■ ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✱

t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠ ✐s ❤❛❧❢ ❛♥ ❯◆❖■ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞
(
∆t = T1

2

)
✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡①ts✱ ❛♥ ✐❞❡❛❧

❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❡q✉❛❧✐③❡r ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✶✶✭❛✮ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❢♦r ❡❛❝❤

❛❝t✐✈❡ ❯❖■ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s (∆t = 0) ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
(
∆t = T1

2

)
❝❛s❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵✭❜✮ ❛♥❞ ✺✳✶✶✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭❲▲❊✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵✭❝✮ ❛♥❞ ✺✳✶✶✭❝✮✳

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛s❡s✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙❈s ✐♥

t❤❡ ❡❞❣❡ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡r✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❙❈s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✳

❚❤✐s r❡♠❛r❦ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦ t❤❡ δB s✐③❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠ t✐♠❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❲▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ❙❈s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✳

❲❤❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❙❈s ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❧♦r ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡

▲❊ ❣✐✈❡s t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✵ ❛♥❞ ✺✳✶✶✮ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✇ ✜♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡

❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✿ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉s❡rs ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ ❛ ♥♦t❝❤ ✇❤❡♥ t❤❡

δB =
3

2T1
✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ δB =
3

2T1
✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ δB =

i

2T1
✱ ✇❤❡r❡
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✭❛✮ ▲❊ ✭❜✮ ❲▲❊
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✭❝✮ ❲▲ ❋r❡s❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼❙❊ ✇❤❡♥ ❯❖■ ❛♥❞ ❯◆❖■ ❛r❡ s②♥❝❤r♦✲

♥♦✉s✳

i = 3 ∈ Z✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♥✉❧❧ (β = 0)✮ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❲▲❊ ✉s❡s t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭β = 0✮✱ t❤❡ ❲▲❊ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♥♦t❝❤✱ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ δB ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs ❛r❡

s✉✣❝✐❡♥t❧② s♣❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ❯◆❖■ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡

❯❖■ ❛♥② ♠♦r❡✱ s♦✱ t❤❡ t✇♦ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥s

✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥t❡①ts ✭s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❛s❡s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✮✱ ✇❤❡♥ δB =
3

2T1
✱ t❤❡

♥♦t❝❤ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ t❤❡ ❲▲❊ ❛♥❞ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❙✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡

✐♠♣❛❝t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❇❊❘✱ ♦❢ ♦♥❡ ❯◆❖■ ❙❈ ♦♥ ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❯❖■ ❙❈ ♦✈❡r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝✲

t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ ❋■❘ ✜❧t❡r ✇✐t❤ 8 t❛♣s ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❚✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭∆t = 0✮ ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
(
∆t = T1

2

)
✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞

✈❛❧✉❡s ✿
3

2T1
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✮✱

1.7

T1
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✮ ❛♥❞

2

T1
✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲

❋r❡s❤ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❋❙❊ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ P = 8✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❊❘ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❤❛s t❤❡ ✇♦rst ♣❡r✲



✼✹❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ❊q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◗✉❛s✐✲❘❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠
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✭❝✮ ❲▲ ❋r❡s❤

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ▼❙❊ ✇❤❡♥ ❯◆❖■ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✇✐t❤

❤❛❧❢ ❛♥ ❯◆❖■ s②♠❜♦❧ ♣❡r✐♦❞✳

❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛t δB =
3

2T1
✭❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✷✭❛✮ ❛♥❞ ✺✳✶✷✭❜✮✮✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t❡❞✱

✐♥ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉s❡rs ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳

❲❤❡♥ δB =
1.7

T1
(❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸)✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✐ts

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❊✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❲❡ ♠♦✈❡ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ δB =
2

T1
(❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹) ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❲▲❊ ❜❡❤❛✈❡s

❜❡tt❡r✱ ❜✉t ♥♦t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ∀ δB ✱ ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞

♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤

♣r♦❝❡ss❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ✭▲❊✮✱ ✇❤❡r❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ■❈■✳
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✭❛✮ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉s❡rs ✭❜✮ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉s❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
3

2T1
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✭❛✮ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉s❡rs ✭❜✮ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉s❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
1.7

T1

❇❡s✐❞❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ◆❙❖❈ ♦♥❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ❡①♣❧♦✐ts

t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❯❖■ ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡r ❤❛✈✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡tt✐♥❣s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ✐♥

✉♣✲❧✐♥❦ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲❧✐♥❦ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❝❡♥❛r✐♦s✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ❲▲ ❡q✉❛❧✐③❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❇❊❘ ✇❤❡♥ δB =
2
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r s②st❡♠s ✉s✐♥❣

♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r ✭◆❙❖❈✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ t❤❡ ◆❙❖❈ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ M−❛r② ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭M−P❆▼✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞

q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭◗❘✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦✛s❡t q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

✭❖◗❆▼✮✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✜❧t❡r ❜❛♥❦ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✭❋❇▼❈✮ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r t❤❡ 5● ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s②st❡♠✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐✲

❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ 4● s②st❡♠✱ ♦✇♥s ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛✈❡ ❢♦r♠s

✭❲❋✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ❤❛s ❛ ❣♦♦❞ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ s✉♣♣♦rt ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞

♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ M−P❆▼ ✢♦✇s

♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ✭❙❈✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❛s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛s✲

s✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ st✉❞②

❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst st❛rt❡❞ ❜② ❣✐✈✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❜❡ ✉s❡❞

t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❤❛♣t❡r 2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ s✉❝❤

❛s s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ✭❙❖❈✮✱ ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r✐t② ✭◆❙❖❈✮✱ ❤♦✇ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❛

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❙❖❈ ♦r ◆❙❖❈✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♦✉r st✉❞②✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 3✱ ✇❡ ❣❛✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t②

❝♦♥❝❡♣t ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐♥t♦ st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s

♦r ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✱ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ✭❙❖✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ ❤♦✇

✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st ❛❞❡q✉❛t❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

✼✼



✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r ♦r ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❙❖❈ ♦r ◆❙❖❈✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❋❘❊❙❍ ♣r♦❝❡ss ♦r

♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r② ♦r st❛t✐♦♥❛r② ♦♥❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

✭▲❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭❲▲❊✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❘❊❙❍ ✈❡rs✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♠❜♦❧ s♣❛❝❡❞ ♠♦❞❡ ✭❙❙❊✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♦♥❡

✭❋❙❊✮✳

❈❤❛♣t❡r 4 ❛♥❞ 5 ❤❛✈❡ ❞❡✈♦t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ st✉❞② ❤❛s

❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦✈❡r r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 4 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✈❡r q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦♥❡

✐♥ ❝❤❛♣t❡r 5✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s ♦✈❡r s②st❡♠ ✉s✐♥❣ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ K ❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡

✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❘❡s✉❧ts ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞ ✇❤❡♥

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡r✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r st✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❜❡tt❡r✳ ❚❤✐s ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❲▲❊ ✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ♠♦❞❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭■❙■✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱

t❤❡ ❋r❡s❤ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❙❙❊ ❛♥❞ ❋❙❊ ♠♦❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥ ❛ ❞♦✇♥✲❧✐♥❦ ✭❉▲✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✿ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ❤❛✈✐♥❣

t✇♦ ✉s❡rs ✭❛ ♣r✐♠❡r ✉s❡r ✭P❯✮ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ✉s❡r ✭❙❯✮✮ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧s✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

♦♥❡s ✐♥ ❜♦t❤ st✉❞✐❡❞ ♠♦❞❡s ✭❙❙❊ ❛♥❞ ❋❙❊✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ❝②❝❧♦✲

st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡

❙❙❊✴❋❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❯ ❛♥❞ t❤❡ ❙❯✳ ❲❡

❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡✇ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧ts ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❝❤❡s ✇❤❡r❡

t❤❡ ▼❙❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ❋r❡s❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱

✐♥❝r❡❛s❡s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r t❤❡s❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦s✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❝tr❛❧ ❡♥❡r❣② ❡①✐sts✳ ❇❡s✐❞❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❊

❛♥❞ ❋❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧

♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♣❡r s②♠❜♦❧✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❋❙❊ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❙❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❈❤❛♣t❡r 5 ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

✭❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ❜❛♥❦

✭❋❇▼❈✮ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❡q✉❛❧✐③❡rs ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❙❊ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❧② ■❈■ ❛♥❞✴ ♦r ■❙■✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞

❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ♥✉♠❡r♦❧♦❣② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱

✐✳❡✳✱ ❢♦r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✉s❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❛❝t✐✈❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❡r ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ♦♥❡ P❯ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ ❙❯ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r♦❧♦❣②✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▲❊✱ ❲▲❊ ❛♥❞ ❲▲✲❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♥ ❜♦t❤ ❙❙❊

❛♥❞ ❋❙❊ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✉♣✲❧✐♥❦

✭❯▲✮ ❛♥❞ ❞♦✇♥✲❧✐♥❦ ✭❉▲✮ s❝❡♥❛r✐♦s ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s

❯▲ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛❧❧ s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r



✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✼✾

❡q✉❛❧✐③❡r ❤❛s t❤❡ ✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡r ❛♥❞

t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼

s✐❣♥❛❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ♦✉t♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r

t❤❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❝❛s❡ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 4✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❙❊ ❛♥❞ ❋❙❊ ♣r♦❝❡ss

❛♥❞ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ s②♠❜♦❧

s♣❛❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❯ ❛❧s♦

❝❛❧❧❡❞ ✉s❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❯❖■✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❯ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉s❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❡st ✭❯◆❖■✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✿ t❤❡ ▲❊✱ ❲▲❊

❛♥❞ ❲▲✲❋r❡s❤✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦t❝❤❡s ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞

✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭❲▲❊ ❛♥❞

❲▲ ❋r❡s❤✮✳

✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❤❛s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♥♦♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝✐r❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧s

♦❢ t②♣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭✉s✐♥❣ t❤❡ M−P❆▼✮ ❛♥❞ q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ✭✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✜❧t❡rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ❛♥❞

t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ ♦♥❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡

▼❙❊ ❜❛s❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✜❧t❡rs✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮

❝r✐t❡r✐♦♥✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼▼❙❊

❲▲ ❋r❡s❤ r❡❝❡✐✈❡rs✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 5✱ t♦ t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲▼▲ r❡❝❡✐✈❡rs✱

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡rs ❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤✐s

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▼▼❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❲▲ ❛♥❞ ❲▲ ❋r❡s❤

❡q✉❛❧✐③❡rs t♦ ❤❛♥❞❧❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✴♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ♦r

q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r ❝♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡s❡

st✉❞✐❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs✱ t❤❡② st✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r q✉❛s✐✲r❡❝t✐❧✐♥❡❛r s✐❣♥❛❧s✳ ■♥

t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❝♦♠♣❧❡① ❱♦❧t❡rr❛

✭❈❱✮ ✜❧t❡r✐♥❣ ❬✷✺✱ ✷✻❪✱ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝✐r❝✉❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥✐t② ♦❢ t❤❡

s✐❣♥❛❧s ✉♣ t♦ t❤❡ s✐①t❤ ♦r❞❡r ❬✷✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ st✉❞②

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r

❈❱ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❲▲✴❲▲ ❋r❡s❤ ♦♥❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r 4✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

❡q✉❛❧✐③❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ K

❡①t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡rs✳ ❚❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❙❊✴❋❙❊ ♠♦❞❡s ✇✐t❤

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❙■ ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦

♦❜t❛✐♥ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❲▲✴❲▲ ❋r❡s❤ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✇❤❡♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❈❙■ ✐s ♦❝❝✉rr❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✱ ❛ss✉♠❡ ♥♦ ♠✐s♠❛t❝❤

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❖◗❆▼ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐♦ ❢r❡✲



✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ tr❛♥s❝❡✐✈❡r s❤♦✇s ♥♦ ■✴◗ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r tr❛♥s❝❡✐✈❡rs✱ ③❡r♦✲■❋ ✭✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❋r❡q✉❡♥❝②✮

r❡❝❡✐✈❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛✈♦✐❞ ❝♦st❧② ■❋ ✜❧t❡rs ❬✷✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡

r❡❝❡✐✈❡rs ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ■◗ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❘❋✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❞✐❣✐t❛❧❧② ❛♥❞

t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ■◗ ♠✐s♠❛t❝❤✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉❛❧✐③❡rs ✭❧✐♥❡❛r✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❋r❡s❤✮✱ ♣r♦♣♦s❡❞

❢♦r t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✱ t♦ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ■✴◗ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✳

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② s✐♥❣❧❡ ✐♥♣✉t s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ✭❙■❙❖✮ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❡q✉❛❧✐③❡rs ✐♥

❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉t ✭▼■▼❖✮ s②st❡♠s✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st t♦✇❛r❞s ❯❆❱ ✭❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s

❱❡❤✐❝❧❡s✮ ❢♦r s❡r✈✐❝❡s ❧✐❦❡ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ❡❛rt❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❜♦r❞❡r s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣s

❛♥❞ ❜r✐❞❣❡s ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✳✳✳✮✱ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞✐s❛st❡rs

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❣♦♦❞s ❞❡❧✐✈❡r②✱ ❡t❝✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❯❆❱

❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭♦r t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ♥♦ t❡rr❡str✐❛❧ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♥❡t✇♦r❦✮✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s P❤❛s❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❈P▼✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞

❢♦r t❤❡ t❡rr❡str✐❛❧ ❧✐♥❦ ❬✷✾❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❦ ✐s ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥❡❞

❜❡❝❛✉s❡ ❈P▼ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ❍✐❣❤ P♦✇❡r

❆♠♣❧✐✜❡rs✳ ❈P▼ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✵❪✱ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢

s❡✈❡r❛❧ M−P❆▼ s✐❣♥❛❧s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ✏◆✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t❡❞ st❛t❡s ❢r♦♠ ✷✵✶✵ t♦ ✷✵✷✸ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥s✮✱
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r❛s✱ ▼❛r✐❡✲▲❛✉r❡ ❇♦✉❝❤❡r❡t✱ ❈❛r♦❧✐♥❡ ❇❛③✐❧❡✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲❉✐❞✐❡r ●❛②r❛r❞✱ ▲❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

à ♣❤❛s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬♦♥❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉①
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❬✾✺❪ ❇r✉♥♦ ❙ ❈❤❛♥❣✱ ❈❛r❧♦s ❆❢ ❉❛ ❘♦❝❤❛✱ ❉✐❞✐❡r ▲❡ ❘✉②❡t✱ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❘♦✈✐r❛s✱ ✏❲✐❞❡❧②

❧✐♥❡❛r ♠♠s❡ ♣r❡❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r s❝✲❢❞❡ s②st❡♠s✱✑ ❊❯❘❆❙■P

❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✷✵✶✹✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✷✹✱ ✷✵✶✹✳

❬✾✻❪ ❍ ●❡rst❛❝❦❡r✱ ❘♦❜❡rt ❙❝❤♦❜❡r✱ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ▲❛♠♣❡✱ ✏❘❡❝❡✐✈❡rs ✇✐t❤ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r

♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱✑ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱

✈♦❧✳ ✺✶✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣♣✳ ✶✺✶✷✕✶✺✷✸✱ ✷✵✵✸✳

❬✾✼❪ P❛✉❧ ❆ ❱♦♦✐s✱ ■♥❦②✉ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ▼ ❈✐♦✣✱ ✏❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞❡❧❛② ✐♥ ✜♥✐t❡✲

❧❡♥❣t❤ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱✑ ■❊❊❊ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✳

✹✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✻✶✽✕✻✷✶✱ ✶✾✾✻✳

❬✾✽❪ ❑❊ ❇❛❞❞♦✉r ❛♥❞ P❏ ▼❝▲❛♥❡✱ ✏❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ ❞✐✈❡rs✐t② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝✐s✐♦♥

❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ r❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣✱✑ ✐♥ ✶✾✾✾ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡♦r② ▼✐♥✐✲❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❈❛t✳ ◆♦✳ ✾✾❊❳✸✺✷✮✳ ■❊❊❊✱ ✶✾✾✾✱ ♣♣✳ ✷✶✕✷✻✳



❍❛②❢❛ ❋❍■▼❆

❙t✉❞② ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❲✐❞❡❧② ▲✐♥❡❛r ✭❲▲✮ ❘❡❝❡✐✈❡r ❢♦r ❋✐❧t❡r ❇❛♥❦

❜❛s❡❞ ▼✉❧t✐❝❛rr✐❡r ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❡❧❡❝t✐✈❡

❈❤❛♥♥❡❧s ✳

❘és✉♠é ✿ ▲❛ ❢♦rt❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❡t ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s

✜❧s ♠♦❞❡r♥❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡♣✉✐s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✭2●✮✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s

♠♦♥♦✲♣♦rt❡✉s❡s ❛✉① ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡s ✭▼❈✮ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 4● ❡♥ s❡♥s ❞❡s❝❡♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s

❢♦r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ✭❲❋✮ ▼❈ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜❛ttr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s

❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s s♦✉s✲❝❛♥❛✉① ♦✉ ❞❡s s♦✉s✲♣♦rt❡✉s❡s à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❧❛ts✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ▼❈ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❡st ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮✱ q✉✐ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ très ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♥♦r♠❡s s❛♥s ✜❧✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

✭▲❚❊✮✲ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮ ❡t ❧❡ ❲✐✲❋✐✳ ▲❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❖❋❉▼ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ à s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s

❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉rr✐❡r r❛♣✐❞❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭■❋❋❚✮ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❋❋❚ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡

❝②❝❧✐q✉❡ ✭❈P✮✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧❡s ✭■❙■✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳

▼❛❧❣ré ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❋❉▼✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡

à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈P✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❖❋❉▼✳ ❈❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♦♥t été ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ▼❈ ❲❋✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♠♦❞éré❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱

✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ▼❈ ❲❋ ♣♦st✲❖❋❉▼ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❡t ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① s❝é♥❛r✐♦s ❡t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✺● ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✢❡①✐❜❧❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲♣♦rt❡✉s❡ à ❜❛s❡ ❞❡s ❜❛♥❝s ❞❡ ✜❧tr❡s ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❲❋ ❖❋❉▼ ❡t ❝❡ ♣♦✉r

s✉r♠♦♥t❡r s❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✭P❤②❞②❛s✮ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥

❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❡ q✉❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡♥ s✉♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❛♠é❧✐♦ré❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❈P ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❣❛r❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❡❧ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❖◗❆▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡st ♣❡r❞✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛♥❛✉①

sé❧❡❝t✐❢s ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① s②stè♠❡s ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡

❡♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✢✉① ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ M−P❆▼ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s ♣♦rt❡✉s❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✇✐❞❡❧② ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t②✐♦♥ M−P❆▼✱ ♦♥ ✈❛ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s

❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧

❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sés ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❛♥❝é❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❋❘❊❙❍ ✭❋❘❊q✉❡♥❝② ❙❍✐❢t✮ q✉✐ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ✉♥

s②stè♠❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡s✳

▼♦ts ❝❧és ✿ ❖❋❉▼✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼✱ P❆▼✱ ■❙■✱ ■❈■✱ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥✱ tr❛✐t❡♠❡♥t ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r✱ ♥✉♠ér♦❧♦❣✐❡✱ ❝❛♥❛❧ sé❧❡❝t✐❢ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❆❜str❛❝t ✿ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✉s❡r✬s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s ✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ ✷● ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛♥② ❝❤❛♥❣❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦ ❝❛rr✐❡r t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✭▼❈✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❉♦✇♥✲▲✐♥❦ ✭❉▲✮ ✹● tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ▼❈ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✭❲❋✮ ✐s t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡✛❡❝ts✱

❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ♦✈❡r ✢❛t ❢❛❞✐♥❣ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s ♦r s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✇✐❞❡❧②

❛❞♦♣t❡❞ ▼❈ ❲❋ ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ✭❖❋❉▼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇✐r❡❧❡ss st❛♥❞❛r❞s ❧✐❦❡

❧♦♥❣ t❡r♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮✲ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ✭▲❚❊✲❆✮ ❛♥❞ ❲✐✲❋✐✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❋❉▼✱ ❢♦r t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r s♦♠❡ ♦t❤❡rs✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❛❞✈❛♥t❛❣❡s s❤♦✇♥ ❜② t❤✐s ▼❈ ❲❋✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s ✐ts s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭■❋❋❚✮ ❛t t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ ❛ ❋❋❚ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ❆❧s♦✱ ❖❋❉▼ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ✭❈P✮✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r❡❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✭■❙■✮✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❖❋❉▼ ❲❋✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈P✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❜❛❞

❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡s❡ ❖❋❉▼ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ❤❛✈❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ r❡s❡❛r❝❤❡rs t♦ ❞❡s✐❣♥ ♥❡✇ ▼❈ ❲❋✱ ✇✐t❤ ❜❡tt❡r

❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜❡tt❡r r♦❜✉st♥❡ss t♦ ✉s❡r✬s s②♥❝❤r♦♥✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣♦st✲❖❋❉▼ ▼❈ ❲❋ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ♠❡❡t ✺● s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✛s❡t✲q✉❛❞r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✲❜❛♥❦ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✭❋❇▼❈✲❖◗❆▼✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❖❋❉▼ ❲❋✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♦✇♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❢r❡q✉❡♥❝② ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦st✲❖❋❉▼

❲❋s✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♣r♦t♦t②♣❡ ✜❧t❡r ✭P❤②❞②❛s✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ♠✐①❡❞ ♥✉♠❡r♦❧♦❣✐❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳

❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ♦✛❡rs ❤✐❣❤ s♣❡❝tr✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② s✐♥❝❡ ✐t ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❈P ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐♥ r❡❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❖◗❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐s ❧♦st ✉♥❞❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ st✉❞② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣

♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡ ❢♦r M−P❆▼ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦✈❡r ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s②st❡♠✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❇▼❈✲❖◗❆▼ s✐❣♥❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❘❊❙❍
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