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Introduction

L’appellation « membrane cristalline » englobe I’ensemble des matériaux bidimensionnels do-
tés d’une structure interne périodique a I’échelle microscopique. L’exemple le plus connu est le
graphéne, matériau basé sur un réseau bidimensionnel hexagonal d’atomes de carbone, obtenu
pour la premiére fois par K. Novoselov et ses collaborateurs [Novoselov 2004] par exfoliation
mécanique & partir d'un échantillon de graphite (un autre allotrope du carbone qui est tridi-
mensionnel). L’obtention d’un tel matériau d’une seule épaisseur d’atomes est rendue possible
par la structure en feuillets du graphite dans laquelle chaque atome est relié a ses voisins dans
un méme feuillet par des liaisons covalentes fortes, alors que 'interaction entre feuillets, de type
van der Walls, est d’amplitude beaucoup plus faible.

La réduction de la dimensionalité du matériau, de trois dimensions & deux dimensions, a des
conséquences drastiques sur ses propriétés physico-chimiques, conférant au graphéne un certain
nombre de propriétés exotiques qui en font I’'un des matériaux les plus étudiés aujourd’hui. Par
exemple, le passage & deux dimensions augmente 'amplitude des fluctuations quantiques dans
le systéme, ce qui permet au graphéne d’étre I'un des seuls matériaux dans lesquels 'effet Hall
quantique peut étre observé & température ambiante. Le graphéne est en outre un matériau
particuliérement rigide (son module d’Young est sept fois plus grand que celui de D'acier) et
léger, qui peut subir des déformations relatives de lordre de 20% sans se fracturer, ce qui en
fait un candidat intéressant pour de nombreuses applications. Grace a ses propriétés chimiques,
notamment sa perméabilité trés sélective suivant les espéces, c’est un matériau de choix pour la
fabrication de filtres, et de capteurs électrochimiques de précision. De plus, le graphéne est un
semi-métal, et ses électrons de conduction se comportent comme des particules relativistes sans
masse, ce qui lui donne une conduction thermique et des propriétés de transport exceptionnelles.

L’absence de bande interdite dans le spectre de bande du graphéne pose cependant probléme
pour certaines applications dans les domaines de ’électronique et de 'optoélectronique, ou il est
souhaitable de pouvoir utiliser alternativement des comportements conducteurs et isolants. Cela
a motivé la recherche d’autres structures cristallines bidimensionnelles, dont quelques exemples
sont présentés sur la Figure 1, qui ont des propriétés semi-conductrices. La diversification des
types de cristaux bidimensionnels ayant chacun leurs spécificités physico-chimiques démultiplie
les applications possibles pour cette famille de matériaux : par exemple, les propriétés d’ad-
sorption du silicéne et du stanéne 'en font des candidats particuliérement intéressants pour la
conception de batteries au lithium plus performantes, les propriétés de conduction du MoSs
lui conférent des caractéristiques cruciales pour des applications en optoélectronique, et le
phosphore noir 2se distingue des autres matériaux bidimensionnels par son caractére fortement
anisotrope.

Les membranes cristallines ne se restreignent cependant pas aux seuls matériaux dont I’épais-
seur est proche de la taille d’'un atome, elles regroupent également tous les matériaux treés fins

1. Matériaux similaires aux graphéne construits a partir d’atomes de silicium et d’étain respectivement.
2. Le phosphore noir est un allotrope du phosphore qui, de méme que le graphite, est doté d’une structure en
feuillets qui peuvent étre séparés les uns des autres. Nous nous référons ici & un feuillet individuel.
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FIGURE 1 — Figure extraite de [Roldan 2017] présentant différentes membranes cristallines aux propriétés
de conduction électronique variées ainsi que leurs structures de bande : NbSes est un métal, le graphéne
est un semi-métal, TiSs, antimonéne, le phosphoréne, SnS et MoS, sont des semi-conducteurs, et h-BN
est un isolant.

que l'on trouve notamment dans les systémes biologiques présentant une organisation interne a
I’échelle microscopique qui leur confére des propriétés élastiques semblables aux matériaux pré-
cédents, comme les capsides virales, les réseaux de spectrine qui rigidifient les parois de certains
types cellulaires comme les globules rouges (érythrocytes), ou encore les bicouches lipidiques
(constituants majeurs des membranes plasmiques) lorsqu’elles se trouvent a I'état de gel. Outre
I'intérét certain que revét la compréhension du comportement de tels objets du point de vue de
la biologie, I’étude de leurs propriétés physiques a aussi pour but certaines applications comme
la stabilisation de liposomes pour effectuer de la médication ciblée.

Il n’est bien str pas possible de traiter la physique de ces objets dans toute sa diversité
dans ce manuscrit. Le travail présenté est restreint & 1’étude des propriétés mécaniques de ces
matériaux. En effet, celles-ci jouent un roéle prépondérant dans un grand nombre d’applications
mentionnées ci-dessus, ne serait-ce que parce que les degrés de liberté mécaniques sont couplés
aux autres types de degrés de liberté, électroniques notamment. Par exemple, il est possible
de modifier la taille de la bande interdite dans les membranes cristallines semi-conductrices
en appliquant une contrainte sur le matériau. La présence de défauts au niveau de la matrice
cristalline induit également de forts changements de comportement, ce qui a ouvert tout un
champ de recherche lié 4 I’ajustement des propriétés de ces matériaux a des situations diverses par
ajout controlé d’impuretés. De plus, la plupart des applications des matériaux comme le graphéne
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requiérent de les coupler & un substrat. Les propriétés d’adhésion et de friction de la membrane
sur son substrat dépendent de son état de déformation mécanique. Les aspects mécaniques
sont également impliqués dans certains processus biologiques. Par exemple, une transition de
phase, observée dans des vésicules partiellement polymeérisées, induit une déformation réversible
des vésicules vers une configuration plus fortement froissée qui peut leur permettre d’expulser
une partie de leur contenu. L’affaiblissement des propriétés élastiques des globules rouges peut
également conduire a des déformations irréversibles de leur forme de discocyte habituelle en
des formes d’echinocyte (voir Figure 2). Ce mécanisme est impliqué dans certaines maladies
hématologiques.

)

a) b)

FIGURE 2 — Différentes formes possibles de I’érythrocyte. a) Discocyte. b) Echinocyte.

Une des propriétés mécaniques singuliéres les plus importantes des membranes cristallines
est la possibilité qu’elles ont de se trouver & température ambiante dans une phase « plate »
caractérisée par un ordre orientationnel & longue portée, c’est-a-dire I’existence d’une direction
privilégiée pour les vecteurs normaux & la surface engendrée par la membrane. Suivant les
caractéristiques des matériaux, les configurations associées peuvent avoir la forme d’un plan,
comme c’est le cas pour la plupart des feuilles de graphéne, d’'une sphére pour des grains
de pollen par exemple, voire des formes plus complexes comme les discocytes mentionnés
précédemment. L’existence d’une telle phase ordonnée stable a longue distance est rare dans les
systémes bidimensionnels car elles sont généralement détruites par les fluctuations thermiques
(ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Mermin et Wagner). Une description adaptée
de la physique de ces systémes doit donc intégrer une description adéquate de leffet des
fluctuations thermiques. L’approche choisie dans cette étude est basée sur les méthodes dites
du « groupe de renormalisation » qui visent & établir des liens entre la physique des systémes
aux échelles microscopique et macroscopique en présence de fluctuations. Nous détaillerons en
particulier une méthode issue du formalisme de « l'action effective moyenne » qui permet de
construire une grande variété de schémas d’approximation adaptés & des situations variées.

Le manuscrit est organisé de la maniére suivante :

e Tout d’abord, le premier chapitre constitue une présentation générale des méthodes du
groupe de renormalisation utilisées dans ce travail. Ce chapitre, plutét technique, vise a
la fois a introduire le formalisme utilisé dans la suite et & mettre en valeur les différents
aspects des méthodes utilisées qui sont importants pour la compréhension de I'exposé.

e Ensuite, le deuxiéme chapitre est une introduction a la physique des surfaces fluctuantes,
et en particulier des membranes cristallines. En utilisant une présentation qualitative des
modes de fluctuation controlant le comportement de ces systémes, nous expliquerons les
mécanismes a la base de la stabilisation de la phase plate.
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L’essentiel du travail réalisé lors de cette thése est concentré dans les chapitres suivants :

e Le chapitre 3 présente les différentes méthodes utilisées dans la littérature pour décrire le
comportement & longue distance des membranes cristallines dans la phase plate : les déve-
loppements en couplage faible, ’approximation d’écrantage auto-cohérent, et I’approxima-
tion du potentiel local améliorée, basée sur le formalisme de I’action effective moyenne. Afin
de permettre une comparaison non-triviale entre les résultats obtenus par ces méthodes,
nous avons poussé le développement en couplage faible au voisinage de la dimension cri-
tique supérieure au-dela de 'ordre le plus bas ou l'accord avec les autres méthodes est
direct par construction. Cela fournit également un test supplémentaire de la validité de
I'approximation du potentiel local améliorée.

e Dans le chapitre 4, nous établissons les liens entre les équations de flot obtenues par le
groupe de renormalisation dans ’approximation du potentiel local améliorée et les obser-
vables thermodynamiques qui décrivent la physique du systéme. Nous étudions I’ensemble
des coefficients thermoélastiques, les modules d’élasticité, et les chaleurs spécifiques des
membranes cristallines dans la phase plate. L’effet de I'introduction d’une contrainte ap-
pliquée par un opérateur extérieur est également détaillé, et particuliérement la loi de
Hooke, qui a un comportement anormal dans ces systémes.

e Dans le chapitre 5, nous examinons l'effet des fluctuations quantiques, qui deviennent
dominantes & basse température, sur les propriétés thermodynamiques de la phase plate.
En particulier, nous étudions leur impact sur la stabilité de cette phase aux grandes échelles
de longueur, la modification des lois de I’élasticité aux basses températures, ainsi que la
question de la définition d’une échelle appropriée de température caractérisant I’émergence
de nouveaux effets dus aux fluctuations quantiques.

e Enfin, le chapitre 6 présente ’étude des conséquences sur la physique de la phase plate de
Iintroduction de différents types de défauts dans la membrane. Aprés une présentation de
I’état actuel des connaissances théoriques et des études expérimentales qui ont motivé ces
travaux, nous détaillons les prédictions de I’approximation du potentiel local améliorée sur
I’émergence de nouveaux comportements liés a la présence de désordre gelé.



CHAPITRE 1

Groupe de renormalisation

Sommaire

1.1 Le groupe de renormalisation de Wilson . .. ... ... ......... 7

1.1.1 Approche naive de la théorie pseudo-gaussienne . . . . . . .. ... .. ...

1.1.2  Organiser les fluctuations . . . . ... ... ... . 0oL 8
1.1.3 Flot de renormalisation . . . . . ... .. ... ... oL 10

1.2 Développement en dimension . . . . . ... ...t vv vttt 12
1.2.1 Approche de la dimension critique supérieure . . . . . . ... ... .. ... 12
1.2.2  Autres développements perturbatifs . . . . . .. .. ... L. 13
1.2.3 Reégularisation dimensionnelle . . . . . .. .. ... oo 15

1.3 Groupe de renormalisation et théorie des perturbations . . . ... ... 16
1.3.1 Organisation de la série perturbative . . . . . . . .. ... ... ... ... 16
1.3.2 Méthode des contretermes . . . . . . . . ... 18
1.3.3 Nature des divergences . . . . . . . . . .. ... e 20
1.3.4 Reéarrangement infrarouge . . . . . . . ... oL oL oL 22

1.4 Formalisme de ’action effective moyenne . . . ... ... ......... 23
1.4.1 Organiser les fluctuations . . . . . ... ... ... 0oL 24
1.4.2 Equationde flot . . . . .. ... ... 26
1.4.3 Schémas d’approximation . . . . . . . .. ... ... L. 28
1.4.3.1 Fonctionsan points . . . . . . . .. ... Lo 28

1.4.3.2 Développements dérivatifs . . . . . . .. .. ... 28

1.4.3.3 Développements en champ . . . . ... ... ... ... ...... 30

1.4.4 Action effective moyenne en présence de désordre . . . . . . ... ... ... 30
1.4.4.1 Thermodynamique des systémes désordonnés . . . . . . . .. ... 30

1.4.4.2 Méthode des répliques . . . . . . . . . ... oL 31

1.4.4.3 Développement en sommes de répliques libres. . . . . . . .. ... 32

1.5 Conclusion . . . . . . . @ @ i i i i i e e e e e e e e e 33

La plupart des systémes étudiés en physique comportent un trés grand nombre de degrés de
liberté a I’échelle microscopique. Le réle des modéles théoriques est de réduire ce grand nombre
de degrés de liberté en un minimum de variables indépendantes, de fagon a pouvoir donner des
prédictions. Cela est possible notamment gréace au fait que les observations se font généralement
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a des échelles macroscopiques, trés grandes devant les échelles microscopiques, ce qui est essentiel
pour la réduction des degrés de liberté. Par exemple le modéle des gaz parfaits réduit environ
N4 ~ 6 x 10?3 degrés de liberté microscopiques en 3 variables : P, V et T. Cette réduction
est d’autant plus importante en théorie des champs ol le nombre de degrés de liberté est infini
(puisque les valeurs d’un champ donné en chaque point de 'espace constituent des degrés de
liberté différents).

Continuons avec I'exemple des gaz : il semble évident que la loi des gaz parfaits n’est pas
altérée suivant que ’on considére un volume de 10 L ou de 1 L, mais jusqu’otl peut-on aller de
cette fagon-1a 7 Comment caractériser une bonne échelle macroscopique 7 La plus petite échelle de
longueur d’un systéme pouvant étre considérée comme étant macroscopique est appelée longueur
de corrélation &. Elle caractérise 1’échelle jusqu’a laquelle deux éléments du systéme interagissent
fortement entre eux.

Si € est petite devant 1’échelle a laquelle le systéme est observé, celui-ci peut étre décrit
de maniére satisfaisante par un grand ensemble de blocs de taille typique & décorrélés les uns
des autres; les fluctuations thermiques aux échelles plus grandes que £ sont donc gaussiennes
en vertu du théoréme central-limite. Dés lors que £ est beaucoup plus grande que la longueur
microscopique caractéristique du systéme, ses propriétés sont fortement altérées sur une grande
gamme d’échelles de longueur, et son comportement macroscopique peut étre qualitativement
assez différent du microscopique a cause de ’émergence de phénomeénes collectifs (voir Figure
1.1).

Considérons par exemple un matériau ferromagnétique décrit par le modéle d’Ising de ha-
miltonien 4 dans un champ magnétique B :

,H({S,},B) = —JZSZ‘.S]‘ — ZB.SZ‘ . (1.1)
) @

‘H donne une description du systéme a 1’échelle du réseau, c’est-a-dire 1’échelle microscopique
du systéme. Ses propriétés macroscopiques sont elles décrites par son énergie libre W, définie a
partir de la fonction de partition Z par! :

WIB] = —log (Z[B]) = —log [ > e/ 2sst B ) (1.2)
{si}
Afin de renforcer 'analogie avec H,, il peut étre utile de travailler avec sa transformée de Legendre

I", qui est le bon potentiel thermodynamique si nous travaillons & aimantation fixée plutét qu’a
champ magnétique fixé :

P[{Si}] =-WI[B] =) B.Si=log [ Y e/xZsstiBsi | _N"pg,

{si} (1.3)

S = () = %Z s, M3 kB
{s5}

A cause de la présence de la somme sur les configurations, s; n’a pas de sens a 1’échelle ma-
croscopique. La bonne variable pour décrire la réaction du systéme & un champ magnétique a

1. Afin de simplifier les expressions, nous nous plagons dans un systéme d’unités pour lesquelles kT = 1.
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cette échelle est I'aimantation S; qui inclut une somme sur toutes les combinaisons de valeurs
possibles pour les spins microscopiques, qui sont des variables aléatoires.
De plus, dans 'approximation de champ moyen, I et H ont la méme forme [LeBellac 2012] :

T[{Si}] =-7> 5.8, — > B.S;. (1.4)
(4,9 i

En effet, étudier un spin plongé dans un champ magnétique moyen causé par ses voisins revient
& considérer que le systéme est formé de sous-systémes de la taille d’un spin évoluant plus ou
moins indépendamment les uns des autres; autrement dit cela suppose implicitement que la
longueur de corrélation du systéme est peu différente de 1’échelle microscopique. En revanche,
a l'approche de la température de transition paramagnétique-ferromagnétique, £ devient trés
grande et 'expression de I' est trés différente de (1.4) [LeBellac 2012.

Ainsi, les fluctuations des champs microscopiques, matérialisées par la somme sur les confi-
gurations, peuvent changer drastiquement les propriétés d’un systéme a 1’échelle macroscopique.

Les méthodes du groupe de renormalisation ont pour but de relier les hamiltoniens micro-
scopiques aux grandeurs macroscopiques. Elles définissent des procédures de construction de
moyennes mésoscopiques a ’échelle de la longueur de corrélation afin d’expliquer comment les
phénomenes collectifs émergent aux échelles intermédiaires [Wilson 1974].

Ce chapitre présente les différentes approches du groupe de renormalisation qui seront uti-
lisées dans la suite de ce travail, & défaut d’étre exhaustif. Dans un souci de clarté nous avons
choisi d’utiliser pour nos exemples les modéles les plus simples méme si ceux-ci n’apparaitront
pas dans les chapitres suivants.

7 Gaussien
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FIGURE 1.1 — Séparation des échelles de longueur : entre & et la longueur L & laquelle le systéme est
observé, les fluctuations sont gaussiennes. Entre £ et 1’échelle microscopique a un grand nombre de degrés

de liberté doivent étre pris en compte.

1.1 Le groupe de renormalisation de Wilson

Le calcul des fluctuations est en général une entreprise trés difficile. Cependant, nous avons
exhibé un cas dans lequel les calculs sont simples : si £ ~ a, la théorie est gaussienne. Une pre-
miére tentative naturelle consiste donc a s’atteler au cas ot le systéme se trouve dans un régime
proche du régime gaussien, en supposant petites les corrections apportées par les fluctuations.
Afin de simplifier les expressions, nous travaillerons dans un systéme d’unités tel que A = 1,
c=1, kgT = 1.

1.1.1 Approche naive de la théorie pseudo-gaussienne

Considérons par exemple un champ scalaire p(z). Dans le langage de la théorie des champs,
le régime gaussien correspond a la théorie libre, ou 'action Sg[p] ne comporte que le terme ci-
nétique et la masse. Rajoutons a cette action un terme d’interaction Sy[y|, supposé petit. Notre
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objectif ici est de comprendre comment un tel terme affecte les propriétés macroscopiques du sys-
téme. Afin d’évaluer son impact sur les quantités thermodynamiques, nous pouvons développer
le terme exponentiel dans la fonction de partition en série entiére

z /D[QO]B_SGM_SI[L’O]

n! (1.5)

ol les moyennes sont évaluées dans la théorie gaussienne. Si 'interaction est suffisamment faible,
la somme dans (1.5) peut étre tronquée, donnant une approximation du résultat. L’intérét prin-
cipal de cette formulation est que les valeurs moyennes de polyndémes en ¢ sont a priori simples
a évaluer dans la théorie gaussienne, malgré le caractére fonctionnel de 'intégrale sur ¢, et que
la somme est organisée en puissances du terme d’interaction, supposé petit, ce qui donne une
hiérarchie naturelle entre les termes qui permet a prior: d’évaluer la précision du résultat. Plus
concrétement, supposons par exemple que S7[p] = fz g¢*(z). Le terme d’ordre n de la somme

(_g)n< (¢ )">. (1.6)

n!

dans (1.5) s’écrit alors? :

Si g définit la petitesse de chaque terme, ce terme est d’ordre O(g™).

Cependant, en régle générale, la valeur moyenne <(g04)n> est une intégrale divergente. En
effet, & part dans quelques cas trés particuliers, une fois la moyenne sur les champs effectuée,
elle fait intervenir une intégrale spatiale (en orange) qui diverge aux courtes distances. C’est une
conséquence de l'illégitimité de I'inversion de la somme et de I'intégrale dans (1.5). Une solution
peut consister & appliquer une coupure microscopique en définissant a comme borne inférieure
de l'intégrale, mais cela introduit une dépendance explicite des résultats dans les caractéristiques
microscopiques du systéme, et reste problématique dans la limite ot a est petit.

Ainsi, supposer g petit n’est pas suffisant pour assurer que les corrections & la théorie gaus-
sienne le soient également.

1.1.2 Organiser les fluctuations

Nous avons vu que les fluctuations thermiques sont gaussiennes pour des longueurs [ > &,
mais généralement pas en-dega; leur comportement dépend donc dans une large mesure de
I’échelle de longueur qui leur est associée. L’approche précédente, en traitant d’un seul coup
les fluctuations & toutes les échelles introduit des divergences dans le calcul de Z. Organiser
lintégration sur les fluctuations en fonction des échelles de longueur qui leurs sont associées
peut permettre de contourner ce probléme. En vertu de ce qui précéde, les systémes dont la
longueur de corrélation £ est grande devant 1’échelle microscopique a sont les plus difficiles a
décrire.

2. La notation fw est un raccourci pour désigner I'intégrale & D dimensions [ dPz.
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Dans [Kadanoff 1966], Kadanoff fait ’observation suivante : considérons un systéme avec une
grande longueur de corrélation. Si 'on effectue une moyenne locale sur le champ, en définissant
un champ effectif & une échelle de longueur un peu plus grande, le systéme se comporte de
maniére effective de fagon similaire au systéme initial, mais avec une longueur de corrélation
réduite (voir Figure 1.2). Il est donc possible, au moins en principe, d’atteindre le régime  ~ a
par itération de cette procédure.

()
® ®|® 0o 6 ® 6 0 00
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FIGURE 1.2 - Blocs de spins de Kadanoff : Un premier réseau (en bleu) permet de définir un ensemble
de spins s;;. Ces spins sont regroupés par quatre pour former les plaquettes rouges grace a une moyenne
locale. Chaque plaquette porte un spin effectif S;;. Le nouveau réseau ainsi obtenu est équivalent a un
réseau identique au réseau initial, mais avec une longueur de corrélation réduite de moitié dans la limite
ou la taille du systéme est infinie.

L’idée de Kadanoff a été reprise par Wilson [Wilson 1971a, Wilson 1971b| qui a forgé a
partir des blocs de spins la notion de transformation du groupe de renormalisation. Celles-ci
comportent deux éléments majeurs :

e Une procédure définissant des moyennes locales sur les champs a toutes les échelles de
longueur. L’idée est un peu similaire a celle utilisée en hydrodynamique : pour décrire les
propriétés macroscopiques des fluides, la notion de particule de fluide mésoscopique est
plus pratique que la définition du fluide par I’ensemble de ses molécules.

e En paralléle, il faut définir a chaque échelle une action effective décrivant les nouvelles inter-
actions entre les champs mésoscopiques, que I'on espére toujours locales. En effet, ces inter-
actions n’ont aucune raison d’étre les mémes que celles du hamiltonien microscopique. Par
exemple, 'application de la procédure de blocs de spins & un modéle d’Ising sur un réseau
triangulaire génére des interactions second-voisins entre les plaquettes [Delamotte 2012].

En procédant de cette fagon, il faut que la théorie effective soit bien définie de fagon complé-
tement cohérente & chaque échelle. Cela requiert généralement de définir des moyennes locales
a des échelles les plus proches possibles de 1’échelle courante (voir par exemple la section 1.4 de
[Delamotte 2012]). 11 est en effet plus facile de moyenner sur un nombre plus restreint de degrés
de liberté a la fois.

Finalement, ’application successive de transformations du groupe de renormalisation a la
théorie microscopique génére un ensemble d’actions effectives a toutes les échelles qui ont les
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mémes propriétés aux grandes longueurs (dans 'infrarouge). L’intégration successive des fluctua-
tions aux différentes échelles gomme l'influence des propriétés microscopiques inessentielles pour
ne singulariser que les quelques paramétres essentiels & la description du systéme & 1’échelle ma-
croscopique, que ’on peut espérer étre peu nombreux. Ceci permet I’émergence de I'universalité :
des systémes qui ne différent & 1’échelle microscopique que par des caractéristiques inessentielles
sont régis par les mémes lois a 1’échelle macroscopique.

1.1.3 Flot de renormalisation

La procédure de blocs de spins est rarement réalisable telle quelle en pratique, mais elle donne
les éléments que toute procédure de renormalisation doit respecter. En particulier, il faut :

e Choisir un jeu d’interactions minimales. A priori, toute interaction compatible avec les sy-
métries du systéme peut étre générée par une moyenne mésoscopique, mais nous pouvons
espérer que seules certaines d’entre elles auront une influence notable dans l'infrarouge.
L’universalité permet souvent de réduire le probléme & ’étude de quelques couplages seule-
ment (mais cela n’est pas systématique).

e Construire a chaque échelle k& une action effective courante Si[p]. Son expression n’est
pas toujours facile & établir; mais comme nous avons vu qu’il est préférable d’intégrer
un minimum de fluctuations & la fois, il est souvent plus facile d’avoir accés & OgSk,
appelé flot de renormalisation. Ainsi, avec un jeu de conditions initiales (données par la
théorie microscopique), il est possible de construire I'action effective a une échelle donnée

en intégrant le flot de renormalisation.

Il est important de noter qu’a priori, seule la limite thermodynamique (qui est la limite
des grandes longueurs) nous intéresse pour décrire la physique a ’échelle macroscopique. La
restriction aux seuls régimes asymptotiques simplifie considérablement 1’étude en restreignant le
nombre de résultats différents possibles selon les conditions initiales, et réduit les dépendances
résiduelles éventuelles dans la procédure utilisée pour générer les moyennes mésoscopiques. Nous
retrouvons donc ici la trace de 'universalité : certaines propriétés microscopiques donnant des
conditions initiales différentes peuvent conduire au méme régime asymptotique dans la limite
des grandes longueurs. L’étude du flot de renormalisation se rapproche donc de la recherche
des propriétés asymptotiques d’un systéme d’équations aux dérivées partielles couplées, avec des
outils analogues aux systémes dynamiques.

Comme pour les systémes dynamiques, la zoologie des différents régimes asymptotiques est
a priori complexe, mais dans la trés grande majorité des cas, il s’agit simplement de points fixes
dans le diagramme de flot3 correspondant aux solutions de 0S5y = 0. Atteindre un tel point
fixe requiert le plus souvent de travailler avec des variables adimensionnées. Par exemple, dans
le cas des blocs de spins (Figure 1.2), pour pouvoir comparer le systéme initial et le réseau de
spins de plaquettes et conclure que £ était réduite, nous avons comparé deux systémes qui ont
la méme taille de maille de réseau, ou autrement dit, nous avons divisé toutes les longueurs par
I’échelle intrinséque du réseau pour pouvoir les comparer entre elles.

3. C’est I'espace de toutes les théories intermédiaires accessibles au systéme. Si ’action effective est paramétrée
par N couplages, 'espace dans lequel évolue le flot a N dimensions.
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Si l'action effective atteint un point fixe, cela signifie qu'un couplage, ou une combinaison de
ceux-ci, devient invariant d’échelle dans la limite thermodynamique, autrement dit, le compor-
tement du systéme est régi par une loi d’échelle universelle. De méme que dans la théorie des
systémes dynamiques, ces points fixes peuvent avoir plusieurs natures. Lorsque les points fixes
sont entiérement attractifs, ils décrivent des comportements universels aux grandes échelles de
longueur indépendants des caractéristiques microscopiques ; cela correspond le plus souvent aux
différentes phases de la matiére. Si un point fixe est répulsif dans une direction, il s’agit le plus
souvent d’un marqueur d’'une transition de phase du second ordre?, qui requiert 1’ajustement
fin d’une grandeur pour étre atteint. C’est le cas par exemple du point critique de I’eau. Dans
le cas ou plus de paramétres doivent étres ajustés, il s’agit de points multicritiques. Pour plus
de détails, se reporter a la Figure 1.3.

9,

9,
\
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» —&— g, & 00— <«
A

FIGURE 1.3 — Diagrammes de flot d’une théorie décrite par deux couplages g1 et go. A gauche, le point
fixe est attractif. Quelle que soit la condition initiale, les lois d’échelle du systéme dans 'infrarouge sont
données par P. Les couplages g1 et go sont dits inessentiels. A droite, le point fixe P, est répulsif dans une
direction : il ne peut étre atteint que si go est parfaitement ajusté a 0. Le signe de go dans la condition
initiale déterminera si la limite thermodynamique du systéme correspond & P; ou P, méme si celui-ci
est trés petit : go est un couplage essentiel au voisinage de P, (il est en revanche toujours inessentiel au
voisinage de Py). P, décrit les lois d’échelle universelles a la transition de phase.

Maintenant que nous avons vu les propriétés générales des transformations du groupe de
renormalisation, nous allons voir comment celles-ci peuvent étre implémentées en pratique. En
effet, malgré ce découpage intelligent des fluctuations en modes a chaque échelle de longueur,
effectuer des calculs sans approximation supplémentaire est quasiment toujours impossible. L’ap-
proche de Wilson, par I’éclairage particulier qu’elle donne au probléme, permet de construire
plus facilement des schémas d’approximation cohérents.

4. Les transitions de phase du premier ordre présentent des comportements non universels, et ne sont donc
pas décrites par des points fixes dans le diagramme de flot.
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1.2 Développement en dimension

Approcher une théorie gaussienne dans un développement en un petit paramétre n’est pas
toujours simple, comme nous ’avons vu dans la section 1.1.1. Nous nous intéressons ici & diffé-
rentes maniéres d’y parvenir.

1.2.1 Approche de la dimension critique supérieure

Le comportement d’un systéme donné est fortement dépendant de sa dimension. Par exemple,
en deca de la dimension critique inférieure D, les fluctuations thermiques sont trop fortes et
détruisent sa phase ordonnée. D’autre part, au-dela de sa dimension critique supérieure D7, ses
caractéristiques universelles peuvent étre calculées dans la théorie gaussienne. Les problémes les
plus intéressants se trouvent généralement entre ces deux dimensions limites (dans la zone rouge
de la Figure 1.4).

Gaussien
D" D? D

FIGURE 1.4 — Dépendance des fluctuations avec la dimension D du systéme. Si D < D¢, il n’y a plus de
phase ordonnée, ni de transition de phase. Si D > D3, les fluctuations sont gaussiennes. La description de
Peffet de fluctuations non-triviales sur les propriétés d’une phase ordonnée ou d’une transition de phase
se fait donc dans la zone rouge.

Malheureusement, D est un paramétre discret, et les théories aux différentes dimensions ne
sont pas reliées contintiment entre elles. Une fagon possible d’approcher la théorie gaussienne est
donc de généraliser la dimension du modéle & un paramétre D réel pour approcher sa dimen-
sion critique supérieure dans un développement en ¢ = D7 — D. Ce développement, bien que
purement formel, a démontré son efficacité [Wilson 1972, Wilson 1973|. Notons que par conti-
nuité, au voisinage de la dimension critique supérieure ot les fluctuations sont gaussiennes, les
couplages peuvent généralement étre supposés petits, ce qui justifie le caractére perturbatif de
cette approche.

Comment se manifeste I’émergence de nouvelles lois d’échelle pour D < D? 7 Un nouveau jeu
de lois d’échelle correspond généralement & un nouveau point fixe. Lorsque D varie, les solutions
de I’équation de point fixe 9SSk = 0 changent, et les points fixes peuvent également changer de
stabilité. Typiquement D? marque le moment ou le point fixe gaussien G cesse de gouverner le
comportement du systéme dans 'infrarouge car un nouveau point fixe émerge lorsque D diminue
(voir Figure 1.5 pour une illustration). La séparation de ce nouveau point fixe par rapport au
gaussien doit étre au plus d’ordre € si le développement est cohérent. Les propriétés universelles
telles que les exposants critiques sont calculées comme des séries en €.

L’inconvénient majeur de ce type de développements est qu’il n’est valable que dans un proche
voisinage de DZ. Obtenir des résultats aux dimensions physiquement intéressantes (autrement
dit explorer la zone rouge de la Figure 1.4) requiert une extrapolation a des régimes ot £ > 1
qui peut s’avérer dangereuse puisqu’elle sort du cadre dans lequel le développement effectué
a un sens. Néanmoins, le point fixe gouvernant le comportement du systéme dans l'infrarouge
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FIGURE 1.5 — A gauche : les fluctuations du systéme dans I'infrarouge sont gouvernées par le point fixe
gaussien G. Cela peut étre un systéme & sa dimension critique supérieure par exemple. A droite : la
décroissance de la dimension a généré un nouveau point fixe P, qui est maintenant le point fixe attractif
dans 'infrarouge. Le comportement du systéme est gouverné par un autre jeu de lois d’échelle universelles.

aux dimensions considérées est souvent celui qui émerge du gaussien au voisinage de D?; le
développement en € = D? — D permet dans de nombreux cas de comprendre qualitativement le
comportement de 'objet étudié aux basses dimensions.

1.2.2 Autres développements perturbatifs

Le développement en € = DS — D n’est pas le seul qui permette de s’approcher d'un régime
gaussien. Nous discutons dans la suite de deux exemples d’alternatives & ce développement.

e Développement en ¢ = D — D’ : Le modéle o non-linéaire.

Considérons un modéle d’un champ scalaire avec la symétrie O(N). Ce modéle présente
une transition de phase du second ordre pour 2 < D, autrement dit D’ = 2. Pour D = D!,
la phase ordonnée est détruite par les fluctuations thermiques a toute température, la
transition de phase n’existe donc qu’a T' = 0. Si le modéle est généralisé & une dimension
D = 2, nous pouvons alors espérer que la transition aura lieu pour une température petite
mais non nulle, et effectuer un développement du résultat en basse température qui permet
d’estimer le comportement du systéme bidimensionnel.

Nous paramétrons ’action en fonction de la valeur du champ dans la phase ordonnée gy,
et restaurons la dépendance en température cachée dans le facteur 5 dans la fonction de
partition Z :Tr(e_m{) :Tr(e_s) :

S =57 [§(3i¢)2+g(¢2¢3)2] | (1.7)

Le facteur kgT devant peut étre absorbé dans le changement de variables @ — /kgT'@,
Bo — VksT@o, g — g/T. Lorsque T — 0, le couplage g/T diverge, ce qui impose sur le
modéle la contrainte dure p? = 3 , réduisant & N — 1 le nombre de degrés de liberté du
champ. Il est alors d’usage d’utiliser la paramétrisation suivante :

¢ =¢o (;Z;) , (1.8)



14 Chapitre 1. Groupe de renormalisation

ot le scalaire o est un mode massif qui correspond & la direction dans laquelle est orienté
I’état fondamental gy. Les modes 7 correspondent aux fluctuations dans les directions
transverses. Comme elles ne changent pas la norme du champ, celles-ci ne cotitent pas
d’énergie (ce sont des modes de Goldstone ®). Le mode o peut étre intégré pour définir une
théorie sans contrainte :
/! g T 2
BT 2 8 1—7?(x

)
s sy

ou a la deuxiéme ligne, la dépendance en température a été réabsorbée dans une redéfinition
des champs et de la constante de couplage :

(1.9)

=14 7?('%.) ! !
— = d'kpT . 1.10
7' (x) Jier 0 9 =9k (1.10)

A basse température, ce modéle est donc bien faiblement couplé. La théorie gaussienne peut
étre approchée dans un développement en € = D — 2, qui est cette fois un développement
autour de la dimension critique inférieure.

e Champ a grand nombre de composantes : O(N), N > 1.

Considérons toujours le modéle O(N). Si le champ a un grand nombre de composantes,
il est raisonnable de supposer que les fluctuations de chacune de ces composantes prise
individuellement sera d’autant plus faible. De plus, si ces composantes sont suffisamment
décorrélées les unes des autres, leurs fluctuations deviennent gaussiennes d’aprés le théo-
réme central-limite. Une analyse de la forme du couplage g* au point fixe de Wilson-Fisher
(celui on les fluctuations deviennent non-triviales) révéle en effet que sa dépendance en N
est de la forme g* ~ N~! [LeBellac 2012|. L’interaction renormalisée est donc d’autant
plus faible que le champ a beaucoup de composantes; cette propriété peut étre utilisée
pour former une nouvelle théorie de perturbation.

Afin de rendre la dépendance en N plus explicite, nous définissons § = N g, et gg = 2.

L’action (1.7) s’écrit :
Z g 9N\ 2

Sl 2/ [2(8 p)’ +8*N(802—N90(2>) } : (1.11)

Effectuons une transformation d’Hubbard—Stratonovitch :
2= [l [1E HEREN
:/ D[X]ef[g(&p) e N‘ﬁ%)} (1.12)
- [—ﬂXQ-F —Nxsﬁo}
= [ Dlxle ! :

5. Du moins tant que D > 2. En D = 2 l'interaction entre les champs est non-triviale, et ’action précédente
n’est plus valable a des échelles de longueur arbitrairement grandes.
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L’action du champ auxiliaire y est quasiment proportionnelle & N. Il est donc possible de
calculer Z par la méthode du point col dans la limite ot N > 1. Les fluctuations corres-
pondent aux corrections d’ordre O(N *”). Meéme sl est en général compliqué d’effectuer de
tels calculs aux grands ordres, ce type de développement est particuliérement intéressant
car il ne suppose rien a priori sur la dimension D de ’espace dans lequel évolue le champ.
I1 offre donc une complémentarité intéressante avec les développements au voisinage de D;
et D¢.

En combinant toutes ces approches, la théorie des perturbations peut décrire le comporte-
ment d’un systéme de maniére approchée dans une relativement vaste gamme de paramétres. La
multiplicité de ces développements permet la construction d’interpolations entre ces différents
régimes limites qui peuvent étre utilisées pour corriger les erreurs introduites lorsque le systéme
est étudié dans des régimes de paramétres ol aucun de ces développements ne s’applique. Cepen-
dant, l'existence de tels développements pour des théories plus complexes que le modeéle O(N)
n’est pas du tout garantie. Un exemple trivial est la théorie ¢* (ou O(N = 1)) pour laquelle
aucun de ces deux développements n’existe.

1.2.3 Reégularisation dimensionnelle

Les développements en dimension nécessitent de généraliser les modéles au cas ot D est un
nombre réel (voire complexe) et non un simple entier. Ceci nécessite 'utilisation d’outils adaptés.
La régularisation dimensionnelle est une des méthodes permettant d’effectuer des calculs dans un
tel formalisme [t Hooft 1972|. Ses deux avantages principaux sont les suivants : elle se généralise
facilement aux ordres ¢élevés de la théorie des perturbations (contrairement a la plupart des autres
méthodes), et elle préserve bien les symétries de la théorie .

Rappelons-nous, dans (1.6), les corrections apportées dans ’approximation de couplage faible
naive divergent a cause d’une intégrale spatiale. Le caractére convergent ou divergent d’une telle
intégrale dépend crucialement de la dimension D. Ces intégrales portant typiquement sur des
produits de propagateurs, il est possible d’identifier des formes génériques. En particulier, dans
le cas ou de telles intégrales convergent, elles peuvent étre exprimées en fonction de la fonction
I" d’Euler, avec un argument dépendant de D.

Une des propriétés remarquables de la fonction I' est qu’elle ne diverge qu’en des poles
isolés 7. 11 est alors possible de définir un prolongement analytique des intégrales intervenant dans
(1.6) sur 'ensemble du plan complexe, ou les dimensions pour lesquelles les intégrales divergent
correspondent a des poéles isolés. Ces podles peuvent étre approchés par un développement de
Taylor, ce qui permet d’identifier les « parties réguliéres » et « parties singuliéres » des intégrales
en question. Typiquement, & ’approche d’une singularité, le comportement de la fonction I' est
donné par :

VneN, I'(-n+e) = ﬂ-l—O(EO) . (1.13)
’ e<l nle
Seul le premier terme diverge, le reste donne accés a la partie réguliére du résultat. A I'ordre L
de la théorie des perturbations, la divergence la plus sévére sera typiquement d’ordre O(s~%).
Les méthodes de calcul des intégrales dans ce formalisme sont présentées dans I’Annexe B.

6. Elle fut originellement introduite pour renormaliser les théories de jauge.
7. Correspondant aux entiers négatifs.
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Finalement, la régularisation dimensionnelle peut étre utilisée comme une méthode de régu-
larisation d’intégrales divergentes : dans le cas ot une intégrale donnée diverge, la généralisation
du modéle & une dimension D légérement différente permet d’obtenir pour cette intégrale un
résultat fini, dépendant de ¢.

En conclusion, il est possible d’étudier les fluctuations au voisinage des théories gaussiennes
par différents types de développements en un petit parameétre, généralement € ou 1/N, ren-
dus possible notamment par la possibilité de définir des prolongements analytiques des théories
étudiées dans des régimes de dimensions non entiéres grace & la régularisation dimensionnelle.
Cependant la construction d’une théorie de perturbation cohérente n’est pas aussi simple qu’un
développement en un petit paramétre, comme nous l’avons observé dans (1.5). La section sui-
vante présente les principes du groupe de renormalisation perturbatif.

1.3 Groupe de renormalisation et théorie des perturbations

1.3.1 Organisation de la série perturbative

L’objectif d’un calcul du groupe de renormalisation est, nous l'avons vu, de calculer les
modifications des quantités macroscopiques induites par les fluctuations aux différentes échelles.
Une facon de décrire le comportement du systéme a 1’échelle macroscopique est de calculer
les fonctions de corrélations des champs fluctuants qui peuvent étre reliées & des observables
physiques. Elles sont généralement construites a partir de fonctionnelles génératrices, comme la
fonction de partition en présence de source externe, qui s’écrit typiquement :

Z[J] = / Dlple~Slel=I¢ (1.14)

Les dérivées fonctionnelles de Z par rapport & J évaluées en J = 0 donnent accés & tous les
moments du champ ¢.

Reprenons le développement en couplage faible (1.5) présenté précédemment. Dans un pre-
mier temps, nous laissons de coté le probléme des divergences aux courtes distances dans les
intégrales : nous supposons que celles-ci sont régularisées d’une maniére ou d’une autre, soit
par une coupure dure®, soit par un écart £ & la vraie dimension du modéle (si I'on utilise la
régularisation dimensionnelle) par exemple, de fagon a ce que toutes les quantités soient finies.
Un terme général a 'ordre n de la série se comporte comme g™ (™), m étant un autre entier.
Comme les moments de ¢ sont évalués dans la théorie gaussienne, nous pouvons utiliser le
théoréme de Wick : tous les moments du champ ¢ sont des fonctions des moments d’ordre 2°.
Cela nous permet de réécrire la série (1.5) sous la forme :

+oo
2= a,g"((¢*))"", (1.15)
n=0

o 'expression des coefficients a,, et m(n) n’a pas d'importance pour notre exposé. Ainsi, un
terme quelconque est décrit comme une combinaison des interactions de la théorie et du moment

8. La borne inférieure de 'intégrale est choisie comme étant a au lieu de 0.
9. Du moins tant que la source J est nulle, ce que nous supposons, auquel cas la moyenne de ¢ est nulle.
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d’ordre 2 du champ fluctuant, appelé propagateur du champ. Comme ’expression de a,, n’est
pas simple en général, et que toutes les combinaisons possibles de couplages et de propagateurs
apparaissent & un ordre donné, il est souvent utile de représenter les différents termes de (1.15)
sous forme de dessins, appelés « diagrammes de Feynman », qui sont plus simples & manipuler.

Pour notre exemple, les diagrammes de Feynman sont construits a partir des deux blocs
suivants :

e Le propagateur, représenté par une simple ligne :

R 1 —_
op24m?

{e(p)e(=p)) > : (1.16)

Il est souvent plus simple de travailler dans I'espace de Fourier. L’expression simple du
propagateur vient du fait que ce moment est évalué dans la théorie gaussienne.

e Le vertex d’interaction correspondant au terme gp*. Comme il couple quatre champs
ensemble, il est représenté avec quatre pattes. Le préfacteur provient simplement de son
coefficient de normalisation au sein de l'action Sr[p] :

g w17

A un ordre n donné du développement en couplage faible, la contribution des fluctuations est
donnée par I’ensemble de tous les diagrammes avec n vertex. Dans notre exemple, la contribution
au premier ordre & la renormalisation du propagateur est donc :

OO

— + N (1.18)

Le probléme de cette approche est que le nombre de diagrammes croit trés vite lorsque le déve-
loppement est poussé au-dela du premier ordre. Une premiére amélioration consiste & travailler
avec la fonctionnelle génératrice des cumulants de ¢, qui n’est autre que Iénergie libre W[J], et
dont le développement en couplage faible fait intervenir uniquement les graphes connezes. Dans
notre exemple, cela veut dire que le second terme de (1.18) ne contribuerait pas. Il est possible
d’aller encore plus loin en travaillant avec sa transformée de Legendre I' dont le développement
ne contient que des graphes I-particule irréductibles, c’est-a-dire des graphes qui sont connexes,
méme lorsqu’une de leurs lignes est scindée en deux [Kleinert 2001]. Les théories de perturbation
travaillent donc généralement directement au niveau de I', aussi appelée action effective.

En réalité, méme dans ce cas, un nombre trés important de graphes est généré aux grands
ordres, ce qui constitue une source supplémentaire possible de divergence de la série (1.15) lorsque
le facteur 1/n! venant du développement de I’exponentielle n’est plus suffisant pour compenser
le nombre de termes (ce sont les renormalons). L’étude de la théorie de perturbation est donc
en général réduite aux premiers ordres du développement seulement ot 'on espére que la série
débute sa convergence vers la bonne valeur asymptotique.

Finalement, nous pouvons restaurer A, auquel cas 'argument de ’exponentielle dans I'inté-
grale fonctionnelle est S/h. Le développement en couplage faible fait alors apparaitre le couplage
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via la combinaison g/h. Le propagateur porte, quant a lui, un facteur . Un graphe donné dans
le développement de I" portera donc un A par ligne, et un A~! par vertex. Les restrictions topolo-
giques apportées par le caractére 1-particule irréductible des graphes permet alors d’établir qu’a
un ordre n donné du développement, tous les graphes ont exactement L = n boucles fermées
[LeBellac 2012]. Le développement en couplage faible est donc également un développement en
boucles, du point de vue des diagrammes de Feynman, le terme & L = 0 boucle correspondant
a la théorie de champ moyen.

1.3.2 Meéthode des contretermes

Le développement en couplage faible comporte des divergences aux courtes longueurs (ou
hautes énergies) dans les valeurs moyennes du champ. Ces divergences peuvent étre régularisées
pour que le développement ait lieu, par exemple & I’aide de €, mais les résultats obtenus sont tou-
jours divergents dans la limite € — 0 . Gréace a 'approche de Wilson, nous pouvons comprendre
l'origine de ces divergences : les variables décrivant la physique & 1’échelle macroscopique ne
sont pas de simples extrapolations & grande échelle des variables microscopiques. En particulier,
le champ macroscopique qui constitue 'argument de I' n’est pas le champ microscopique ¢ de
l’action qui est une variable aléatoire, du moins au-delad de l'approximation de champ moyen.
Afin de distinguer ces variables, les variables de la théorie microscopique seront notées dans la

107 puisque

suite avec un indice B, car la théorie microscopique est aussi appelée théorie « nue
ses termes ne sont pas « habillés » par les fluctuations .

Considérons par exemple la théorie ¢ critique (sans masse). Comme cette théorie est renor-
malisable, nous n’avons pas besoin de nouveaux paramétres ! pour décrire le systéme a I’échelle
macroscopique. Dans I'approximation de champ moyen, les champs et couplages sont les mémes

dans les théories microscopique et macroscopique :

r=fos] = [ [5000)" + Len’| (1.19)

A partir de 'ordre d’une boucle cependant, I" s’exprime en fonction des variables renormalisées :

L=1 2 | gk" 4
ri=ifpi = [ 3007 + o] (1.20)
. !

En particulier, I'" est toujours fini, indépendamment de la procédure utilisée pour régulariser
les intégrales. Notons qu’a cause de la régularisation dimensionnelle, qui nous fait travailler e-
proche de la dimension du modéle, la dimension du couplage renormalisé pose probléme. En effet,
comme la dimension de g, A(g), dépend de D, g n’est pas dimensionné dans la théorie gaussienne,
mais ce résultat n’est vrai que dans la dimension D ou la théorie est gaussienne. La facon d’y
remédier de fagon cohérente est d’introduire une dépendance en une échelle d’énergie typique k
dans 'action effective renormalisée. Comme I' renormalisé est fini dans la limite € — 0, ceci ne
doit pas impacter le calcul des observables macroscopiques. Ce résultat n’est pas si surprenant
si 'on comprend qu’en vertu de la dépendance forte du comportement des fluctuations vis-a-vis

10. « Bare » en anglais.
11. Autre que le champ et le couplage g renormalisés.



1.3. Groupe de renormalisation et théorie des perturbations 19

de I’échelle, le comportement du systéme dans la théorie renormalisée dépend de 1’échelle de
longueur, ou d’énergie, considérée comme étant macroscopique.
Pour relier les théories nue et renormalisée, deux types de stratégies existent :

e soit les calculs des diagrammes de Feynman, construits a partir de ’action, sont effectués
dans la théorie nue avec l’action habituelle. Des prescriptions de renormalisation sont
ensuite utilisées pour relier ces quantités aux quantités renormalisées que ’'on veut calculer ;

e soit I'action est réexprimée en termes de variables renormalisées, et le calcul des graphes
se fait entiérement en termes de ces variables. C’est la stratégie choisie dans la méthode
des contretermes que nous décrivons ci-aprés. L’avantage de cette stratégie est qu’elle est
généralement plus simple & mettre en ccuvre aux ordres élevés de la théorie des perturba-
tions ol 'inversion de la relation en théorie nue et renormalisée dans des graphes mettant
en jeu des puissances élevées des constantes de couplage est difficile.

La méthode des contretermes repose sur la renormalisabilité de la théorie : les termes ad-
ditionnels apparaissant quand 'action S est exprimée en fonction des variables renormalisées
au lieu des variables nues ont nécessairement une forme similaire aux termes déja présents. Ces
termes supplémentaires sont appelés contretermes, et notés a ’aide de la lettre C dans la suite.
Chaque terme de P’action a un contreterme associé¢. Dans le cas de la théorie ¢* critique, cela
donne :

k¢ C C, gk*®
0)" + 5ot 000+ S8

)

1

2

1 N2 gk
5(1+C)(8Z90) + 1
A 2 Zggk*®

(1 +Cg)g04] (1.21)

ou Z et Z, sont les coefficients de renormalisation qui définissent le passage de la théorie nue a
la théorie renormalisée. Pour que tout soit cohérent, il faut bien stir que I'action soit la méme
dans les deux jeux de variables :

1 2 , 9B 4
S[p; k] = S[ps] :/ [2(&@3) +I(¢B) ] ) (1.22)
ce qui conduit & l'identification :
¥YB = Zl/Q(p , 9B = kaZ_ngg . (123)

Les relations (1.23) définissent la relation entre la théorie nue et la théorie renormalisée. En

12

particulier, elle permet d’établir les relations entre les vertex propres *“ nus et renormalisés :

F(BIL)[QDB;plw"?pTLvE] = Zn/QF(n)[(papla "'apnagak] 3 (124>

12. Ce sont les dérivées fonctionnelles de I' par rapport aux champs macroscopiques.
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oll nous avons rappelé la dépendance résiduelle de ces quantités dans le régulateur €. Si Z est

bien défini, I™ est fini dans la limite ¢ — 0, méme si Fgl)
)

la régularisation dimensionnelle, cela veut dire que Z doit contenir au moins toutes les parties

. . n . . ., N
divergentes de ’expression de FSB) en fonction des variables renormalisées. Dans le cas ot Z ne

ne l'est pas. En particulier cela

veut dire que Z doit réabsorber toutes les divergences de Fsgn . Concrétement, si nous utilisons

contient que ces termes, on parle de schéma minimal de soustraction de divergences.

Revenons sur le role de k. Dans (1.24), seul le membre de droite en dépend, il ne s’agit pas
d’une variable indépendante des autres. Dans le langage du groupe de renormalisation, la théorie
nue est définie & une échelle microscopique donnée, mais la théorie renormalisée peut s’écrire
differemment suivant 1’échelle choisie pour décrire le systéme. L’application de opérateur kd/dk
a la relation (1.24) permet d’obtenir la dépendance des variables renormalisées avec I’échelle
courante k, c’est-a-dire le flot de renormalisation :

—Z@Z+&Qi+8tﬂMWmhmmmaM=0, (1.25)

ou pour simplifier I’écriture, nous avons introduit la dérivée logarithmique 0y = kd, avec t =
log(ak), appelé aussi « temps » de renormalisation par analogie avec les systémes dynamiques.
Cette équation est ’équation de Callan-Symanzik. Le flot de renormalisation est souvent décrit
en fonction des deux quantités suivantes :

n=07 , By,=0yg. (1.26)

n est la dimension anormale du champ fluctuant a I’échelle £, et 3,4, appelée fonction beta, donne
I’évolution du couplage, qui décrit la force de I'interaction, en fonction de 1’échelle courante k.
Finalement,

e le lien entre les théories nue et renormalisée se fait via les coefficients de renormalisation Z
et Zy qui assurent a chaque ordre du développement perturbatif que les divergences ultra-
violettes ne perturbent pas le calcul des observables physiques a 1’échelle macroscopique;;

e en régularisation dimensionnelle, ceci est assuré par 'inclusion dans les coefficients de
renormalisation de toutes les parties divergentes des graphes. Il est intéressant de noter
que ce sont donc bien ces parties divergentes qui font le lien entre les théories microscopique
et macroscopique;;

e les résultats ci-dessus ne sont pourtant valables que pour les divergences de type ultra-
violet. Cette procédure ne régle pas le probléme de la convergence globale de la série
perturbative, et ne peut étre utilisée pour régulariser des divergences apparaissant dans la
limite infrarouge.

1.3.3 Nature des divergences

Malgré toutes ses qualités, la régularisation dimensionnelle a un gros défaut : elle ne discri-
mine pas les divergences du secteur infrarouge des divergences ultraviolettes. Plus précisément,
méme si les premiéres correspondent a des termes du type I'(D/2 — «) (la divergence apparait
quand D est suffisamment faible), et les secondes a I'(a — D/2) (la divergence apparait quand
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D est suffisamment fort) qui sont deux fonctions discernables, elles donneront le méme type de
pole une fois le résultat développé en série en puissances de €.

[lustrons ceci dans le cas des graphes de type « tadpole » (ceux dans lesquels 'impulsion
externe ne circule pas) sans masse. Dans les notations de I’Annexe B, celles-ci correspondent a
des intégrales I(c,0) qui sont nulles d’aprés (B.6) . Nous avons donc :

(e, 0) = _ /q;a o, (1.27)

et ce quel que soit a (les détails de calcul figurent dans 1’Annexe B).

Ce résultat est trés contre-intuitif, et mérite quelques remarques. D’abord, seul le prolon-
gement analytique de l'intégrale (1.27) est nul, elle n’est pas définie lorsque D est un entier.
Ensuite, ce résultat est souvent interprété de la fagon suivante : l'intégrale (1.27) diverge de
fagon évidente a la fois dans le secteur ultraviolet et infrarouge. L’absence de divergence dans
le résultat est simplement un signe que les deux divergences se sont mutuellement compensées.
Il s’agit d’'un exemple ou le mélange de divergences de type ultraviolet et infrarouge par la
régularisation dimensionnelle peut conduire & 'annulation de certains termes.

Considérons comme second exemple I'intégrale suivante :

[ I el \UILEL IR (129

=)' " (4m) P r(1)r(2) I'(D-2)

D’aprés les résultats de I’Annexe B, cette intégrale présente donc un unique péle, dans l'infra-
rouge (terme en rouge) au voisinage de 4 dimensions.

De maniére équivalente, elle peut étre calculée en développant le numérateur en somme de
carrés, ce qui fait intervenir des intégrales standard a une boucle I(«, 8) (voir Annexe B) définies

par :
I(a, B) :/qqm(pl_q)w. (1.29)

Apparait alors un tadpole :

/ 2(p-q) :/p2+q2—(p—(J)2
-9t J  Pl-9?

=p*I(1,2) + 1(0,2) — I(1,1)
=p?I(1,2) +0—I(1,1) .

(1.30)

D’aprés les résultats de I’Annexe B, I'intégrale en rouge diverge dans I'infrarouge, celle en bleu a
une divergence ultraviolette. En analysant chaque terme pris séparément, on voit donc apparaitre
une divergence ultraviolette dans un terme qui d’aprés (1.28) ne diverge que dans U'infrarouge ;
en réalité, le « 0 » contient une divergence infrarouge, et un terme ultraviolet qui doit compenser
la divergence en bleu. La régularisation dimensionnelle peut donc vite brouiller ’analyse des
divergences dans les théories sans masse.
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Mais méme dans des cas moins extrémes cette ambiguité est génante, car ces types de
divergences ont des origines trés différentes. En effet les divergences ultraviolettes viennent typi-
quement des termes comme (1.6) : la théorie ne peut pas s’extrapoler a des échelles de longueur
arbitrairement faibles, ne serait-ce que parce que 'action microscopique est elle-méme définie
a une certaine échelle. Ces divergences sont régularisées par la procédure de renormalisation
décrite dans la section précédente.

Les divergences infrarouges apparaissent en revanche dans la limite des grandes longueurs,
bien au-dela de celles ou les théories renormalisées sont définies. Leur signification est donc
en général beaucoup plus profonde. Elles peuvent étre notamment la marque que la théorie
des perturbations est construite a partir d’un état fondamental mal défini [Elitzur 1978|. Par
exemple, dans le modéle o non-linéaire, la théorie de perturbation est construite & partir d’un état
fondamental de la théorie de champ moyen réalisant une brisure spontanée de la symétrie O(N)
du modéle. Cependant & deux dimensions, les fluctuations thermiques restaurent dynamiquement
la symétrie O(N), I’état fondamental est détruit par les fluctuations [Amit 1980]. Une trace de
cet effet est que les vraies observables, qui sont invariantes sous O(N), sont bien finies dans
la limite infrarouge [David 1980, David 1981]. De telles divergences n’ont donc a priori aucune
raison d’étre régularisées par les transformations de renormalisation.

Il est donc trés important dans une théorie donnée d’identifier la nature des divergences
avant d’appliquer la régularisation dimensionnelle, pour s’assurer que seules des divergences
ultraviolettes sont présentes. Seulement dans ce cas, cette méthode pourra étre utilisée, sans
quoi le calcul devient hors de controle.

1.3.4 Réarrangement infrarouge

Le terme de « réarrangement infrarouge » désigne I’ensemble des méthodes qui visent a
calculer des divergences ultraviolettes en changeant le comportement des intégrandes dans le
régime infrarouge. Cela se justifie car dans la régularisation dimensionnelle en schéma minimal,
seules sont comptées dans les coefficients de renormalisation les parties des termes qui divergent
dans l'ultraviolet ; un réarrangement infrarouge ne vient donc modifier que des termes qui sont
de toute fagon oubliés. Le réarrangement infrarouge peut aussi étre utilisé pour vérifier la nature
des divergences d’une intégrale donnée : seules les divergences de type ultraviolet survivent a la
procédure.

La méthode la plus simple consiste & rajouter une masse aux modes causant des divergences
infrarouges. En effet, la masse est le régulateur le plus sir lorsque 'impulsion s’annule au déno-
minateur. Par exemple, dans la théorie p?, le propagateur est donné par :

1

== 1.31
p2+m2 ( )

(p(P)p(=p))

Dans la limite ultraviolette, il se comporte comme p~2, indépendamment de la présence de m.
Dans la limite infrarouge, m assure que n’importe quelle puissance de ce terme sera toujours
intégrable.

Examinons le cas le plus simple : le tadpole. Dans une théorie sans masse, cette intégrale est
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nulle, nous l'avons vu, mais ce n’est plus le cas pour un mode massif. D’aprés (B.62),

. 1 ()" ra-D/2)
I (a)_/q(q2+m2)a = T (1.32)

Prenons par exemple le cas a = 2. I(2,0) est nulle, nous ne connaissons pas ses poles a priori.
I'"™(2) admet un pole ultraviolet si D = 4. Comme les intégrandes de I™(2) et I(2,0) sont les
mémes dans la limite ¢ — 400, elles ont les mémes poles ultraviolets. On en déduit que 1(2,0) a
bien un pole ultraviolet, mais que celui-ci est annulé par un péle infrarouge. Son poéle ultraviolet
peut étre récupéré en faisant la limite de masse nulle sur le développement de I"(2,0) en e.
Comme la masse apparait avec une puissance —e dans I"™(2,0), cette limite est non-nulle, et
donne la contribution du tadpole au secteur ultraviolet. L’ambiguité sur la nature des poéles est
donc levée. Cette méthode est surtout utile dans des cas particuliers ou les calculs faits de cette
fagon se simplifient, le calcul d’intégrales massives étant généralement plus difficile que leurs
contreparties sans masses.

1.4 Formalisme de I’action effective moyenne

Les théories des perturbations permettent d’approcher le régime gaussien par différents dé-
veloppements en un petit paramétre (¢, 1/N, ...), mais elles souffrent de sévéres limitations :

e lasérie (1.15) est presque toujours divergente, et la convergence de ses sommes partielles est
également rare. Typiquement, au-deld d’un certain ordre, généralement difficile & évaluer,
I’addition de termes d’ordres supérieurs ne rend pas le résultat plus précis. Il existe des
méthodes pour récupérer des informations plus fiables sur la comportement aux grands
ordres (resommation, approximants de Padé-Borel, ... voir [Kleinert 2001| par exemple),
mais la encore, elles ne sont rigoureusement applicables que sur trés peu de modéles;

e 'approche d’un régime gaussien nécessite I'exploration d’une région de ’espace des para-
meétres le plus souvent sans recouvrement avec celle qui est la plus intéressante physique-
ment. La sortie de ces régions se fait par des extrapolations des résultats en dehors de leur
domaine de validité, qui est une source supplémentaire de perte de controle sur le résultat.

Ainsi, il est souhaitable de pouvoir traiter des modéles dans des régimes fortement non gaussiens,
ce qui n’est pas impossible puisqu’en principe les raisonnements de Wilson présentés en début
de chapitre ont un champ d’application bien plus large.

Dans cette section, nous présentons une autre méthode du groupe de renormalisation qui
n’est pas basée sur le développement (1.15), mais qui, en s’appuyant sur approche de Wilson
du groupe de renormalisation, incorpore petit & petit les corrections & 1’énergie libre au fur
et & mesure que I'échelle courante se rapproche de sa valeur macroscopique (voir par exemple
[Berges 2002| ou [Gies 2012] pour une revue).
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1.4.1 Organiser les fluctuations

La quantité centrale de ce formalisme est I’énergie libre I'. Le champ macroscopique sera
noté ¢ pour le distinguer du champ microscopique ¢. Ils sont reliés par :
ow
x) = {p(x)) = .
8(x) = (@) = 577

Nous rappelons également ’expression de la transformée de Legendre qui relie ’énergie libre de
Helmholtz W[J] et I’énergie libre de Gibbs I'[¢] :

(1.33)

Tlg] = —W[J] + / J(z).6() . (1.34)

Nous allons suivre les idées de Wilson exposées dans la section 1.1 pour construire 1’éner-
gie libre d’un systéme en présence de fluctuations thermiques. Afin de bien tenir compte de la
dépendance en échelle du comportement de ces fluctuations, il s’agit de créer, a chaque échelle
intermédiaire k, une action effective moyenne I'y[¢] & partir d’'un processus permettant d’ef-
fectuer des moyennes mésoscopiques. L'interprétation du sens de I'y[¢] est simple : il s’agit de
I’énergie libre qu’aurait le systéme si seuls les modes d’énergie plus grande que k étaient autorisés
a fluctuer.

A Téchelle microscopique & = A = 1/a, aucune moyenne n’est effectuée, aucune fluctua-
tion n’est intégrée, les paramétres du modéle sont tous donnés par leur valeur dans le modéle
microscopique : c’est la théorie de champ moyen.

Lalg] = Sl =¢] . (1.35)

Si, au contraire, k se rapproche de I’échelle macroscopique (qui correspond & la limite des
grandes distances k — 0), 'action effective moyenne intégre les effets des fluctuations a toutes
les échelles, jusqu’a la taille du systéme. Elle est donc égale a ’énergie libre réelle du systéme :

Lsold] =T[g)] - (1.36)

Mais comment réaliser ceci en pratique? Tout simplement en rajoutant dans ’action un
terme de masse dépendant de ’échelle ASk[¢] : si tous les modes d’énergie plus petite que k
deviennent massifs, ils sont écrantés dans la limite des grandes longueurs. En revanche, si 'on
veut intégrer les autres modes dans l'action effective, il faut éviter qu'une masse vienne modifier
leur comportement, d’ou la dépendance de ASy avec k. Dans la limite & — 0, la masse ASy
n’agit plus sur aucun mode, et toutes les fluctuations se comportent normalement.

Le terme de masse ASy est construit & partir d'une fonction de coupure Ry ()13 :
1 1
ASilel =5 [ elo)-Rule = w)eln) = 5 [ el Rulael—a) (137
Y q

Idéalement, Rj(q) donnerait une masse infinie aux modes infrarouges, et serait exactement
nulle dans le régime ultraviolet :

{Rid(Q) = +o0  q<k

(1.38)
Ri*q) = 0 q=k

13. Nous utilisons la notation « .» dans I’équation (1.37) pour symboliser la contraction des champs avec la
coupure dans le cas ol ceux-ci ne sont pas des scalaires.
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FIGURE 1.6 — Séparation des modes de fluctuation pour construire le flot de renormalisation de ’ac-
tion effective moyenne. Les fluctuations des modes ultraviolets sont laissées libres, celles a des échelles
d’énergie plus petites que ’échelle courante sont gelées par ’addition d’une masse. Dans la limite thermo-
dynamique, k devient de plus en plus petit et la zone bleue se réduit de plus en plus, jusqu’a disparaitre :
a ce stade toutes les fluctuations sont intégrées.

a

Cette fonction est trés peu réguliére, donc peu utilisée en pratique. D’autres familles génériques
de coupures lui sont préférées. Ry (q) doit vérifier un certain nombre de conditions afin de donner
le comportement attendu pour ASg :

e La coupure doit laisser intacts les modes ultraviolets :

R — 0. 1.39
K(a) — (1.39)

e Dans le régime infrarouge, la coupure donne aux modes une masse d’ordre k :

Bila) ~, O(k?) . (1.40)

Comme corollaire de ce résultat, la coupure devient grande dans la limite microscopique :

Ri(q) ~ A%, (1.41)

autrement dit, toutes les fluctuations deviennent gelées, nous retrouvons donc bien la limite
de la théorie de champ moyen ; la procédure ainsi définie est cohérente.

Les fonctions de coupures peuvent donc typiquement avoir la forme suivante :

Ri(q) = ok —¢)Ok*—¢)
2

q
Ri(q) = o ke /R

ot O(.) est la fonction de Heaviside. Les allures typiques de ces coupures sont données sur la
Figure 1.7.

Bien entendu, les résultats doivent étre indépendants de la forme choisie pour la fonction de
coupure. Cependant cette condition n’est pas automatiquement vérifiée lorsque des simplifica-
tions sont faites pour établir les équations de flot de renormalisation. Pour réduire 'influence
de ces troncations sur le résultat final, il est utile d’introduire des paramétres dans la définition
des fonctions de coupure, tel que o dans 1'équation (1.42) par exemple. En effet ces paramétres
peuvent étre ajustés de facon a ce que la dépendance des observables universelles dans leur
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R (q)
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F1GURE 1.7 — Allure des fonctions de coupure avec ¢q. Le régime ultraviolet est laissé intact ; les modes

fluctuations du domaine infrarouge acquiérent une masse, infinie dans le cas de la coupure idéale (en
rouge sur la figure).

valeur soit minimale : c’est le principe de sensibilité minimale (voir [Canet 2003a] pour plus de
détails).

Avec une telle procédure, la condition (1.36) est bien vérifiée. En revanche, dans la limite
infrarouge,

Lalg] = Slp = ¢] + AS,[¢] - (1.43)

La condition & I’échelle microscopique (1.35) n’est donc pas respectée. La solution & ce probléme
est simple : comme le terme de masse additionnel & 1’échelle courante k est nul dans la limite
infrarouge, il suffit de modifier la relation entre I'y[¢] et Wy[J], qui ne sont plus complétement
reliés par une vraie transformation de Legendre :

Tulo] = ~Wild)+ [ J(a).6(z)-ASi(0]. (1.49)
x
De cette fagon, l'action effective moyenne I'y[¢] définit une bonne interpolation entre les
régimes microscopique et macroscopique.

1.4.2 Equation de flot

Il n’est, bien sir, pas question de calculer T'y[¢] en intégrant explicitement sur toutes les
fluctuations de haute énergie. Au lieu de cela, nous pouvons chercher la dépendance de I'j vis-a-
vis de I’échelle courante k. L’équation de flot de T'x[¢] ainsi obtenue est exacte [Wetterich 1993].
La démonstration est donnée dans I’Annexe C. Le flot de I'y[¢] fait intervenir le propagateur

5°T'k[¢]

renormalisé F,(f) [Pz, y] = ——————

59 (2)0¢(y)

1 OrRy(q)
el = /‘1 7 [¢;q. —q) + Rilq) | .
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Quelques remarques s’imposent :

e Etant donné une condition initiale I'y[¢] = S[#] a I’échelle microscopique, I'intégration de
I'équation aux dérivées partielles (1.45) donne accés a l'énergie libre renormalisée I'g[¢],
indépendamment de la coupure Rj(q). Ceci est vrai, du moins, tant qu’aucune approxi-
mation n’est faite, ce qui n’est jamais le cas en pratique. Il est donc important que la
fonction de coupure respecte un maximum des symétries de ’énergie libre I'[¢] pour éviter
de polluer le flot.

e [’équation (1.45) se généralise sans difficulté au cas de champs fermioniques.

e (C’est une équation 1-boucle exacte : il n’y a jamais besoin de calculer des intégrales sur
un nombre élevé d’impulsions dans ce formalisme, méme aux ordres élevés des schémas de
troncation. De plus, elle ne présente jamais de problémes de divergences. En effet, Ry(q)
agit comme un régulateur infrarouge au dénominateur, et 0y R (q) régule a la fois le secteur
infrarouge, et ultraviolet, comme ’on peut s’en convaincre avec la Figure 1.8 par exemple.

R (q)
20l
OtRi(a) sl
1.0}
0.5F
L 1 2 3 4 s Uk

F1GURE 1.8 — Allure des dérivées fonctions de coupure avec g. Elle décroissent rapidement aux deux
extrémes du spectre.

e Contrairement a I’équation (1.5), elle ne fait plus intervenir explicitement l'intégrale fonc-
tionnelle sur le champ microscopique, il est donc un peu plus facile de former des schémas
de troncation variés. Le prix a payer est que I’équation (1.45) porte sur une fonctionnelle
du champ macroscopique, un objet difficile & bien manipuler.

e En raison de la présence de F;f) au dénominateur, (1.45) est par nature une équation non-

perturbative. Il est possible de retrouver le développement habituel en couplage faible,
mais celui-ci ne constitue plus qu’un schéma d’approximation parmi d’autres.

e Comme l'intégrale de boucle ne diverge jamais, les coupures ultraviolette et infrarouge
n’apparaissent jamais explicitement, ce qui permet de conserver ’auto-similarité des trans-
formations du groupe de renormalisation [Delamotte 2012].
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e La structure perturbative avec un développement en boucles peut se retrouver simple-
ment avec un développement adéquat. Pour souligner la similarité avec le développement
habituel, A est restauré ici.

A Tordre 0, aucune fluctuation n’est prise en compte, c’est la théorie de champ moyen :

M7 g] = Sg) . (1.46)

A Dordre suivant, il faut remplacer le propagateur dans l’équation (1.45) par sa valeur
dans la théorie de champ moyen (qui ne dépend plus de k) : T’ [qﬁ, q,—q| — S [gf), q, —q|.

B B Ry.(q)
) Fl loop / t k
Tk S®(¢;q,—q] + R(9))

/qlog (5(2) (619, —q] + Rk:O(Q)) +0(n?)

I~

= T [él =Talel + 5

(1.47)
= TMFg] 4 gTr log (5(2) [¢]) +O(R?) .

A partir de deux boucles en revanche, le raccordement des deux développements est bien
moins évident.

1.4.3 Schémas d’approximation
1.4.3.1 Fonctions & n points

La source principale de complexité de 1'équation (1.45) est le caractére fonctionnel de
Tk[¢]; il est donc naturel d’essayer de le simplifier en priorité. La dépendance en champs
aux ordres élevés est contenue dans les fonctions a n points F [qb, {pi}].- D’aprés (1.45),
leur flot fait intervenir seulement F,(cnﬂ [0; {pi}] et Fn+2 [0 {pz}] A un ordre n donné,
remplacer I‘én+1)[¢; {pi}] et F,(cn+2) [#; {pi}] par une fonction des I'} (m<n) [¢; {pi}] permet d’ob-
tenir un systéme fermé de n équations aux dérivées partielles, soluble au moins en prin-
cipe. Ce type d’approximation est appelé développement de Blaizot-Méndez-Wschebor (BMW)
[Blaizot 2006a, Blaizot 2006b, Blaizot 2006c]|.

L’utilité principale de ce type d’approximation est qu’elle tronque le contenu en champ de
I'x[¢], mais laisse intact le contenu en impulsion externe dans les fonctions & n points, et peut
donc permettre d’aller décrire des fonctions d’échelle dans des problémes hors de I’équilibre par
exemple [Canet 2011, Canet 2016], ou étudier I’émergence d’états liés [Rose 2016].

1.4.3.2 Développements dérivatifs

Dans de nombreux modéles, toute la dépendance en impulsion des fonctions & n points n’est
pas nécessaire pour décrire le systéme étudié. Cela n’est pas possible dans les cas cités précé-
demment, mais c’est une approximation trés utile en pratique dans des situations trés variées :
pour étudier des problémes a I’équilibre thermodynamique [Dupuis 2011], des systémes dans leur
phase ordonnée [Coquand 2016] ou proches de la criticalité [Debelhoir 2016] par exemple.
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Le développement dérivatif consiste a remplacer I'y[¢] par un ansatz ne faisant intervenir
qu’un nombre fini de dérivées du champ (nous donnons des exemples plus concrets ci-dessous).
Tronquer le développement en dérivées revient a ne garder que des termes pour lesquels I'im-
pulsion externe p est petite devant I'impulsion courante k. Aprés le passage & la limite thermo-
dynamique k£ — 0, tout le contenu impulsionnel est négligé.

L’ordre le plus bas du développement dérivatif est ’approximation du potentiel local (LPA).
Dans le cas de la théorie ¢* par exemple, il s’écrit :

rE = [ [3(00)" + vifel] (1.48)

x

Cette approximation un peu simpliste ne comporte pas de renormalisation de champ, et s’ap-
plique donc plutét & des modéles a faible dimension anormale. Cependant, le potentiel effec-
tif U[¢] est une fonctionnelle du champ ¢, et contient donc l'information sur une infinité de
constantes de couplage. Il est important de noter que malgré 'absence de renormalisation de
champ, aucun développement perturbatif n’est effectué sur (1.45) dans ce schéma. En effet, notre
paramétre de controle dans ce développement est le faible effet de I'impulsion externe p, et non
pas la faiblesse des couplages mis en jeu. En particulier, il n’y a pas besoin d’étudier le systéme
au voisinage d’une dimension particuliére pour que le développement soit valide.

Il existe également des raffinements de ce développement. Par exemple 'approximation
(LPA’), en rajoutant une renormalisation de champ constante a la (LPA), permet de calcu-
ler des dimensions anormales tout en bénéficiant de la simplicité du développement dérivatif au
plus bas ordre

oo = [ [i’“(aqb)?wm@ | (1.49)

Il est également possible d’étoffer légérement le contenu en impulsion du développement
dérivatif en utilisant pour les coefficients du développement non plus des fonctionnelles du champ,
mais des fonctions des dérivées. La nature du développement est donc différente. Il est aussi
appelé (LPA”) [Rose 2018] :

oo = [ [P 00+ vigol] (1.50

La (LPA”) donne accés a la dépendance en impulsion du propagateur dans le régime infrarouge.
L’ordre suivant, appelé O(9?), contient la dépendance fonctionnelle en champ jusqu’a 'ordre

il = [ |29 00" + vital] + 00" (1.51)

Notons que dans le cas d’un champ non-scalaire, I’écriture de ce développement peut étre un

deux en dérivée :

peu plus subtile. Par exemple, une fonctionnelle supplémentaire est nécessaire dans le cas d’un
modéle O(N) (& champ vectoriel) :

rd = [ |2 00 + B 06%)? + tufe)] + 001 (152

Le nombre de termes différents requis est donné par les symétries du systéme.

Ce développement peut bien entendu étre poussé plus loin, mais son implémentation
aux ordres plus élevés est généralement assez compliquée a mettre en ceuvre [Canet 2003b,
Canet 2004].
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1.4.3.3 Développements en champ

Il n’est pas toujours possible de construire le potentiel effectif Uy [¢] comme une fonctionnelle
des champs. Dans ce cas, il est nécessaire de pousser le niveau d’approximation un cran plus
loin en développant Ug[¢] en séries en fonction du champ. Ce développement en champ et
en dérivées est valable quand les puissances élevées du champ jouent un réle négligeable. Le
développement du potentiel fait apparaitre & nouveau des constantes de couplage (qui sont
donc maintenant en nombre fini), comme le développement perturbatif. Mais il est crucial de
comprendre que la troncation se fait maintenant au niveau de l'action effective I' et non de
I’action S, soit aprés que les fluctuations aient été intégrées. Par conséquent ce développement
contient toujours de I'information sur le contenu de la théorie bien au-dela de ’approximation de
couplage faible, approximation qui n’est jamais nécessaire pour obtenir notre développement 4.
Un tel développement dans la théorie ¢* s’écrit par exemple au niveau (LPA’) :

2
Fk[qb]:/ B’ﬁ(a@%%’w%i‘;& +0(¢,0Y). (1.53)

Dans le cadre d’un développement en couplage faible, la théorie de perturbation a 'ordre de
une boucle est toujours exactement retrouvée. En revanche, & partir de deux boucles, la tronca-
tion du contenu impulsionnel de la théorie introduit un décalage entre les deux développements
[Papenbrock 1995, Morris 1998|.

1.4.4 Action effective moyenne en présence de désordre

L’étude des systémes désordonnés ajoute un certain nombre de complications; il est donc
préférable d’adapter un peu notre formalisme dans ce cas.

1.4.4.1 Thermodynamique des systémes désordonnés

Les systémes désordonnés présentent, en plus des interactions habituelles, un potentiel aléa-
toire, ou un couplage aléatoire a des dérivées du champ. Ce type de modéle est utilisé pour
décrire des systémes comportant des impuretés ou des défauts.

Bien siir, il est en général impossible de décrire un systéme pour une réalisation particuliére
du désordre, qui peut faire intervenir un trés grand nombre de paramétres microscopiques. Il
faut donc espérer que, dans le systéme décrit, la limite thermodynamique réduise I'infinité des
configurations possibles du systéme désordonné en un petit nombre de variables macroscopiques.
Comme les détails microscopiques de la réalisation particuliére du désordre sont gommeés aux
grandes échelles, il est attendu que les quantités macroscopiques se construisent a 1’aide de
moyennes sur les configurations du désordre, notées a 'aide du symbole ﬂ En particulier, une
quantité X vérifiant la relation suivante :

X v [(X] , (1.54)
est dite auto-moyennante. Dans un souci de simplification, la limite thermodynamique est re-
présentée ici par une limite de volume V infini. Autrement dit, les variables auto-moyennantes

14. 11 s’agit en effet de négliger les effets des termes d’ordres élevés en champ, soit des couplages associés, mais
cela n’affecte en rien la force des couplages d’ordre plus bas.
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sont les « bonnes » variables thermodynamiques, elles ne dépendent du désordre que via sa loi
de probabilité.

Une autre fagon de comprendre cette égalité est que, dans la limite de volume infini, la
distribution de la variable aléatoire X devient extrémement piquée autour de sa valeur moyenne,
ce qui peut s’écrire : )

2
i PO (1.55)

Vo400 mQ

L’énergie libre est une grandeur auto-moyennante, contrairement a la fonction de partition
[Castellani 2005] ; c’est donc bien sur elle que nous devons nous concentrer. Tout au long de
cette section, nous noterons A un champ désordonné générique, de loi de probabilité P[A]. La
thermodynamique de notre systéme est donnée par :

W(J) = W[7; Al] = ~log (Z[7: A)] - (1.56)

1.4.4.2 Meéthode des répliques

Le comportement des paramétres du désordre vis-a-vis des fluctuations thermiques d’un
systéme peut étre multiple. Deux comportements limites sont généralement distingués :

e Si le temps de relaxation du désordre est petit devant le temps caractéristique associé aux
fluctuations thermiques, le désordre est recuit'®. Dans ce cas, il a le temps de s’équilibrer
avec le systéme, et de fluctuer avec lui. L’expression de ’énergie libre (1.56) devient alors :

1mﬂ:—bg</mmmMzmA0. (1.57)

C’est typiquement ce qui arrive aux suffisamment hautes températures. Puisque le désordre
s’équilibre avec le systéme & chaque instant, ce cas est assez peu intéressant pour étudier
la modification des propriétés d’un systéme en présence d’impuretés.

e Si la configuration du désordre apparait statique a 1’échelle & laquelle évolue le champ ¢,
le désordre est dit gelé '6. Sa présence introduit de la frustration dans la dynamique du
champ ¢. Dans ce cas, la formule (1.56) n’est pas modifiée :

sz—/DWPWMQaLM) (1.58)

Le calcul de la valeur moyenne du logarithme est assez ardu. C’est sur lui que nous allons
nous concentrer a présent.

Il existe une astuce pour calculer ’énergie libre en présence de désordre gelé appelée méthode
des répliques. Dans un premier temps, la relation suivante permet de permuter le logarithme et
la valeur moyenne :

[log (z)} ~ lim © (@— 1) . (1.59)

n—0n

15. « annealed » en anglais.
16. « quenched » en anglais.
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Ensuite, il est supposé que le second membre de (1.59) constitue un prolongement analytique
du cas ot n est entier, et que 'on peut donc se restreindre & ce cas. Cette derniére hypothése
n’a rien d’évident en pratique, mais elle est nécessaire pour effectuer le calcul.

Pour un entier n,

— [ Dl Dlga DIAIPlAJe Sl Slonb T e (1.60)

Tout peut donc se réduire a l’étude d’un systéme soumis & une action microscopique

Snl{en}; Al Z Slpa; Al mettant n répliques différentes du champ ¢ dans la méme confi-

guration du desordre Les indices en lettre latines majuscules correspondent & des indices de
réplique dans nos notations.

Il est possible d’associer & cette action .S,, une énergie libre de Helmholtz W[{Jp}], reliée a
son potentiel thermodynamique physique W[J] par la relation :

WL = lim W ({5} peqi] (161)

Le champ macroscopique porte alors un indice de réplique :

oaa) = (pato)) = 572l (1.62)

Une action effective moyenne dépendant des répliques des champs peut étre définie comme
auparavant :

Ti[{éB}Bepny] = =W [{B} Beiing] + Z / JA@)pa(x) — ASk[{dB}Beping) »  (1.63)
A=1Y7T

ou le terme de masse couple maintenant des répliques différentes, ce qui suppose que la coupure
a été elle aussi étendue & un objet tensoriel dans ’espace des répliques.

ASy o} = / 640V RAC ()6 (q) - (1.64)

1.4.4.3 Développement en sommes de répliques libres

Le flot de I'y[{¢5}] s'obtient simplement en généralisant (1.45) :
1 R
8trk[{¢B}] = Z/Tr{ (2) . k(Q) } : (1-65>
o Ty [{éB}i0,—d] + Ri(a)

Le nouveau propagateur dépend maintenant des répliques du champ :

| = 6Tk [{0}]
64 (q)09B(—q)

Son inversion n’est donc plus aussi simple que dans I'ancienne équation de flot.

T2 g [{0}a - (1.66)
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Plutot que de s’intéresser a la dépendance fonctionnelle compléte des potentiels thermody-
namiques, qui sera toujours tronquée en pratique 4 un moment ou un autre du calcul, effectuons
un développement en somme de cumulants :

W{J}] = Z WilJa) + Z WalJa, JB] + ... . (1.67)

ABl

Les n répliques sont couplées & des sources différentes, mais correspondent & la méme réalisation
du désordre. En introduisant des sources différentes, nous avons brisé explicitement la symétrie
des répliques |[Tarjus 2008].

Le méme type de développement peut étre appliqué a I'y, dont le développement en champ
peut étre organisé suivant le nombre de répliques différentes mises en jeu, c’est le développement
en somme de répliques libres :

T [{0}] = ZFk $a] — Z [3[pa, o5 + ... - (1.68)

ABl

Plus de détails sur les relations entre les cumulants des deux énergies libres sont donnés
dans [Tarjus 2008]. Pour ce travail, nous retiendrons simplement que grace au développement
en somme de répliques libres, nous pouvons :

e traiter les différentes répliques comme des champs indépendants dans I'y, et les compter
comme tels dans un développement en puissances du champ ;

e effectuer tous nos calculs sans nous soucier des éventuels problémes liés & la brisure spon-
tanée de la symétrie des répliques.

1.5 Conclusion

Finalement, comme les propriétés d’'un systéme dans la limite thermodynamique ne dé-
pendent pas de tous les détails de sa configuration microscopique, il peut étre décrit a ’échelle
macroscopique par un nombre restreint de quantités qui peuvent étre calculées en effectuant
des moyennes locales aux échelles intermédiaires. L’étude du comportement asymptotique de
grandeurs effectives dépendant de I’échelle dans la limite des grandes longueurs donne acceés
aux lois d’échelle universelles qui régissent 1’évolution du systéme dans ses différents régimes
thermodynamiques.

Si les interactions sont suffisamment faibles, un développement en petites perturbations au-
tour de ’état fondamental de la théorie de champ moyen peut étre effectué, mais c’est rarement le
cas en pratique. L’utilisation de développements en dimension donne toutefois un accés au com-
portement qualitatif du systéme. En combinant plusieurs de ces développements, il est possible
d’affiner cette image en ayant accés a différents régimes limites.

Alternativement, 'application d’une procédure de renormalisation non-perturbative au ni-
veau de I'action effective permet de gagner en adaptabilité en diversifiant les schémas d’approxi-
mation réalisables, ce qui évite d’avoir recours a des extrapolations pour donner des résultats.
Il faut cependant rester prudent car la construction de schémas de troncation non-perturbatifs
cohérents introduit une source supplémentaire de complexité.
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La suite du manuscrit présentera comment ces différents outils peuvent étre utilisés pour
décrire la physique de la phase ordonnée des membranes cristallines aux grandes distances. En
particulier, une étude comparative sera menée dans le Chapitre 3 pour illustrer sur un cas concret
les liens entre ces méthodes.
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L’état cristallin est un état de la matiére solide dans lequel les atomes sont répartis sur un
réseau périodique. Les fortes symétries de ce réseau ont permis de développer rapidement des
modeéles appropriés a la description de leurs propriétés macroscopiques. Il s’agit en outre d’un
des exemples les plus simples de systémes présentant une forme d’ordre a longue portée.

Si des cristaux a trois dimensions ont été observés depuis longtemps, dés la fin des années 1930
des arguments simples ont été avancés pour montrer que les fluctuations thermiques détruisent
Pordre cristallin & une dimension a toute température non nulle [Peierls 1934, Peierls 1935,
Landau 1937|, comme largument de Peierls, voir Figure 2.1. Essentiellement, sur un réseau
unidimensionnel de paramétre a, la position x,, de chaque atome vis-a-vis de son voisin fluctue :
Ty = Tp_1+a+ 6y, avec <(5,%> o kgT. La fluctuation de position de ’atome n par rapport a un
atome de référence est notée x, = xg + na + A,,. Comme A, = d1 + ... + I, est une somme de
iéme

variables aléatoires indépendantes, la variance de la position du n atome augmente comme

\/ (A2) o< /n kpT. Ainsi, au-dela d’une certaine longueur, nous n’avons plus aucune information
sur la position relative du n'™€ atome & I’échelle du cristal. Un édifice atomique est donc d’autant
moins stable qu'un atome a peu de voisins. Des arguments plus rigoureux ont permis d’étendre ce

résultat a des cristaux de plus haute dimension, notamment a deux dimensions [Mermin 1968].
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FIGURE 2.1 — Argument de Peierls : En haut : état fondamental du cristal & une dimension. En bas :
a cause de l'agitation thermique, la position de chaque atome vis-a-vis de son voisin fluctue.

Dans ce contexte, la premiére observation d'une feuille de graphéne [Novoselov 2004], ma-
tériau d’une seule épaisseur d’atomes de carbone répartis sur un réseau hexagonal, est apparue
comme une surprise. Depuis, bien d’autres cristaux & deux dimensions ont été observés : di-
chalcogénures de métaux de transition, phosphoréne, germanéne, stanéne, ... L’existence de ces
cristaux semble contredire les conclusions précédentes du traitement des fluctuations thermiques.
En réalité, nous verrons que d’autres modes de fluctuation entrent en jeu.

L’objectif de ce chapitre est d’expliquer la stabilité des matériaux cristallins & deux dimen-
sions. Nous présentons tout d’abord deux modéles simples pour bien comprendre la physique des
modes de fluctuation dans notre systéme, et en particulier le role de la troisiéme dimension dans
laquelle le systéme est plongé. Puis, nous nous intéresserons a la description qualitative de 'effet
des fluctuations thermiques sur les cristaux bidimensionnels. Une analyse précise des symétries
du probléme permettra également de cerner plus précisément les mécanismes a 'origine de leur
stabilité a température ambiante.

2.1 Ordre a longue portée a deux dimensions

2.1.1 Cristal bidimensionnel idéal

Considérons un cristal parfait & deux dimensions, tel que défini sur la Figure 2.2 par exemple.
Nous nous intéressons aux propriétés universelles de cet objet dans la limite thermodynamique,
les détails microscopiques tels que la forme de la maille n’ont aucune importance ici.

2.1.1.1 Theéorie de I’élasticité

Malgré son caractére granuleux a 1’échelle atomique, la matiére nous apparait comme un mi-
lieu continu. La théorie de I'élasticité décrit les déformations des matériaux ! dans un formalisme
adapté a I’échelle macroscopique a laquelle les observations ont lieu (pour une introduction voir
par exemple |Landau 1990]).

Un objet solide est décrit par un champ de vecteurs positions 7(x), ol  est un systéme de
coordonnées interne au matériau. La métrique dans ce milieu est alors g;j(x) = 0;7(x).0;7(x).
Bien entendu, notre description doit étre indépendante de l'origine choisie dans l’espace pour

1. Du moins tant que les efforts appliqués ne sont pas suffisants pour causer leur rupture.
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FIGURE 2.2 — Cristal parfait & deux dimensions. a est le paramétre de maille. Les fluctuations de position
des atomes par rapport a leur position d’équilibre sont repérées a ’aide du vecteur .

écrire le vecteur 7, ce qui nous intéresse étant un déplacement relatif de I’objet par rapport & une
situation de référence 7. L’objet central de ce formalisme est donc le tenseur de déformations
Eij -
eij(x) = 8277(.1‘)8]77(.7}) — 82770(33‘)8]?70(1‘) . (2.1)
Le plus souvent, 7y correspond simplement & 1’équilibre thermodynamique & partir duquel
le systéme est perturbé. Il est alors commode de choisir 7y de fagon adaptée au systéme de
coordonnées internes :
7o = Ca'e; (2.2)
ol {é’i}ie[[l; p] sont les vecteurs de base du systéme de coordonnées, et ¢ est le parameétre d’ex-
tension. Dans ces conditions, la métrique de référence est simplement 2 :

9% = (%65 - (2.3)

Pour un matériau sans contraintes et a ’équilibre, ( = 1 par définition. Cela permet de définir
une unité de longueur typique permettant de comparer les différents états de compression et
dilatation du systéme lorsque celui-ci est déformé.

Tant que les efforts appliqués sur le systéme ne sont pas trop violents, 1’énergie libre du
systéme peut étre développée en puissances des déformations :

Fy=FO 4 FDell 4+ F) ekt 1 (2.4)

ot F(9) est 'énergie de liaison du cristal, ¢’est une constante qui sera laissée de coté dans la suite ;
F() est I'énergie de rappel qui tend a redonner au solide sa forme a Péquilibre lorsque celui-ci
est déformé, elle ne joue de role que quand le systéme est sous contrainte ; et F;(fk)z est reliée au
tenseur d’élasticité c;;r;, c’est lui qui relie la contrainte a la déformation dans la généralisation
de la loi de Hooke.

A Péchelle macroscopique, nous considérerons que notre cristal est isotrope. Sous ces condi-
tions, ’énergie libre doit étre invariante par rotation; le terme d’ordre deux se décompose sur

les deux scalaires € et g;;¢% :

g 1 y 1 g
Fijeied :/8Cijkl el =/8()\5ij5kl+M(5ik5jl+5iz5jk))€”€kl :/

T

2. §;; est le symbole de Kronecker.
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ol fl, = dPz, D étant la dimension du cristal. A et p sont les coefficients de Lamé. Ils caracté-
risent la réponse élastique du systéme a une déformation. p est le module de cisaillement (voir
Figure 2.3). A et pu peuvent étre combinés pour former le module d’Young ), qui généralise la
raideur apparaissant dans la loi de Hooke pour des matériaux & D dimensions :

DX +2p
PO —1Da+2u-

L

y=2 (2.6)

r=---

9/ I

FIGURE 2.3 — Lors de 'application de la force F sur un matériau bidimensionnel, réalisant un effort de ci-
saillement, et pour des déformations suffisamment petites, la relation entre la contrainte et la déformation
est donnée, en fonction du module de cisaillement pu, par : F' ~ p6L.

Il peut étre intéressant de décomposer 1’énergie libre en un terme de cisaillement pur, et un
terme de compression pure :
k
. e K .
F2) ehight — / ['u(£~ — E6i)? + E'Z:| . (2.7)
ijkl . 4 ) D %] 8 1
K est le module de compression qui caractérise la réponse du matériau & une compression
isostatique. Il est relié au coefficient de compressibilité isotherme du matériau xr par la relation :

1 /oV 1
XT—_V <8P>T_K . (28)

D’aprés (2.7), le systéme admet un équilibre stable si et seulement si :

w>0

(2.9)

2
K=\+— 0.
—I—Du>

Finalement, afin de mieux examiner les effets d’'un écart & la position d’équilibre, le vecteur
position est décomposé suivant :

r=7p+u. (2.10)

Les modes de fluctuation de position « sont appelés phonons ; ceux-ci se décomposent en un pho-

non longitudinal (qui vibre suivant sa direction de propagation), et (D — 1) phonons transverses.
L’énergie libre du systéme s’écrit finalement & I’ordre le plus bas? :

Fel:F(O)+/

x

{u(aiujf + 2 (o)’ (2.11)

3. ( a été absorbé dans une redéfinition de ’échelle de longueur.
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ce qui permet de calculer par exemple la fonction de corrélation phonon-phonon :

<ul(f)u3(0)> = / <ui(q)uj(—q)>ei§'f

I . . (2.12)
= | | 753 P (@) + —5 PP (9)| €77
/q [(A +2u)g* EY gt T
. qu . . - 4
oun | = @mP (en accord avec notre convention de transformation de Fourier ), (.) est la
™
q
moyenne vis-a-vis des fluctuations thermiques, et P/ (g) = qq—g et P (q) = 6 — P/ (q) sont

respectivement les projecteurs transverse et longitudinal a I'impulsion ¢.

Nous allons maintenant montrer comment des quantités telles que <uiuj > qui sortent na-
turellement de la théorie de I’élasticité peuvent étre utilisées pour caractériser I'ordre dans le
systéme.

2.1.1.2 Mesure de 'ordre positionnel

La notion d’ordre dans un cristal est définie par rapport & 1’état fondamental ot tous les
atomes sont répartis sur le réseau périodique : c’est un ordre positionnel. Il est donc natu-
rel de s’y intéresser, au niveau macroscopique, a travers la fonction de corrélation de densité
G(r) = (p(r)p(0)). En effet, la densité p(7) caractérise I’écart des positions atomiques a celles
définies par le réseau R :

o) = 3 8-, (213)
Rer
de sorte que (p) # 0 dans l'état cristallin et (p) = 0 dans un état liquide® par exemple; (p)
constitue donc un paramétre d’ordre naturel pour la transition de fusion.
Trois cas sont & distinguer suivant le comportement & longue distance de G :

e (G converge vers une constante C :

Gr) — C. (2.14)

r—+00

Les densités sont corrélées aux grandes distances, comme attendu dans la phase ordonnée ;
le systéme présente de 'ordre a longue portée (LRO).

e G tend vers 0 dans la limite thermodynamique. Cela peut se faire de plusieurs fagons. La
décroissance la plus drastique est exponentielle :

G(r) — e7/¢. (2.15)

T—+00

¢ est une longueur de corrélation caractéristique du systéme. Dans ce cas, le systéme
est fortement désordonné aux distances grandes devant &, il présente de ’ordre a courte

4. De maniére générale, une intégrale sur une impulsion en notation abrégée présentera un facteur (271')D ,
contrairement & une intégrale dans ’espace direct.
5. Ou amorphe.
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portée (SRO). Ce cas est typique de la phase liquide par exemple, ou de fortes corrélations
de position persistent aux petites échelles de distance mais s’effacent sur des échelles plus
grandes.

G tend vers 0 suivant une loi de puissance, donc infiniment plus lentement que dans le cas
de 'ordre & courte portée :

-7

G(r) T_>—+>OO rToo. (2.16)
T est un exposant dépendant des caractéristiques microscopiques du systéme. Les corréla-
tions aux grandes distances sont trop faibles pour générer de I'ordre & longue portée, mais
elles sont encore visibles & toutes les échelles : c’est un état quasi-ordonné a longue
portée (QLRO). Généralement, T o< T, ordre a longue portée émerge donc de nouveau a
température nulle : le systéme présente dans ce cas une transition de phase a température
nulle.

De plus, I'observation d’un cristal par diffraction de rayons X donne accés au facteur de

structure S(q) qui est la transformée de Fourier de G. Ainsi, non seulement G' permet de ca-
ractériser sans ambiguité 'ordre dans le systéme, mais c’est également une variable accessible

expérimentalement.

En présence de fluctuations, il est commode de décomposer p en une partie moyenne et une

partie fluctuante :

G(r) = (({p(r)) +dp(r)) ({p(0)) + 3p(0)))
= (p(r)) (p(0)) + (3p(r)dp(0)) (2.17)
= GB<7") + GC(T) .

Ces deux termes peuvent étre étudiés séparément :

¢ Diffusion de Bragg Gp(r) : Nous sommes conduits & calculer la moyenne de la densité.

Pour cela, il est utile de passer dans l’espace de Fourier, ce qui fait apparaitre le facteur
de structure S(g). Dans ce dernier, la transformée du réseau atomique R est le réseau
réciproque R* :

ReR
_ <Z 3 eiq(ﬁ—m>
ReR G€R” (2.18)
_ Z euﬁ<z ez’(jé>
geER” ReR
= e 7S(q) .
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Le facteur de structure peut étre facilement calculé car I’énergie libre du systéme (2.11)
est harmonique :

P 1 _ u.u .
S(g) = e / Dlule” 5 30w ¢ =it
ReRr “
L= 2kpT
-5 o9
ReR

2
T - kpT
= E e U Re—"35% gD

Z, étant la fonction de partition associée aux phonons.

Le comportement de gp dépend de la dimension D du cristal :

-D=3:
d3k 1
=) —~—. 2.20
93D /(2#)3 k2 ma (2:20)

La densité moyenne consiste en une série de pics infiniment fins, les pics de Bragg,
situés en chacun des vecteurs du réseau réciproque. Leur intensité est donnée par le
facteur de Debye-Waller W (q, T) :

a®kgT

G(,r.) — Z e_i‘j-Fe_W(Q1T) — Z e_i‘T'Fe_ 2rn Ka (221)

qeER* JER*

Notons que 'amplitude des pics diminue avec g, conformément aux observations. Un
tel cristal & trois dimensions est donc ordonné a longue distance.

- D=1:

dk L
9ip = / a2 = @ (2.22)

Le facteur de structure décroit exponentiellement avec la taille du systéme. Seul le
mode zéro subsiste. Un cristal & une dimension ne présente pas de pics de Bragg.

-D=2:
92D = / (2;’:?51{:2 ~ (217r) log (5) . (2.23)

Le facteur de structure décroit comme une loi de puissance en fonction de L. Il n’y a

pas non plus de pics de Bragg pour un cristal & deux dimensions.

L’étude de la diffusion de Bragg permet de voir I’absence d’ordre & longue portée & partir
de deux dimensions dans les cristaux, mais elle ne permet pas de discriminer entre I'ordre a
courte portée et ’état quasi-ordonné a longue portée. En effet, quand les pics de Bragg sont
effacés par les fluctuations thermiques, c’est la partie connexe de la fonction de corrélation
en densité qui domine dans la figure de diffraction.



42 Chapitre 2. Cristaux bidimensionnels

e Partie connexe G.(r) :

Ge(r) = (0p(r)dp(0))
= > (0p(r + R)3p(R))

ReRr

= < DD eicﬁ.(él—F—%e@.(éz—ﬁ)> (2.24)

ReR \Q1€R* B eR 2ER* RyeR
-y (S ¥ )
geR* E1 ER Rz ER

Le facteur de structure associé ressemble beaucoup & celui de la diffusion de Bragg, mais
cette fois c’est la position relative Ry — Ry qui intervient. Le mode d’impulsion nulle Ry
intervient donc :

S(a) = < > X ei@’~<ﬁlﬁ2>>
RieR RaeR
_ Z ei(j.ﬁ <eiq*.(é—1?zo)> (2.25)
Rer
-y TR~ T g (R)

ReRr

Le calcul de la fonction de corrélation de paires gp(R) est un peu plus compliqué, mais il
peut étre simplifié si 'on s’intéresse a la limite oul la taille de I’échantillon L est grande.

-D=3:
- 3k o 2
R=2 [ ———(1- k.R)) ~—. 2.26
() =2 [ s (1= cos(F.F)) = — (226)
En effet, la partie périodique de l'intégrale s’annule par symétrie ; la dépendance en
R est donc perdue. On retrouve simplement le facteur de Debye-Waller, multiplié par

deux.
- D=1:
dk
a(R) :2/ (1~ cos(k R))
(2m) k
(2.27)
R
~ 2X —.
R>a 2

La fonction de corrélation connexe décroit aussi exponentiellement. Le facteur de
structure est donc une série de lorentziennes centrées sur le réseau réciproque.
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- D=2
. d2k - 5
g2p(R) = 2/(27T)2k2(1 —cos(k.R)) . (2.28)
Cette intégrale fait intervenir des fonctions de Bessel. Une fois encore, il n’est pas
possible de donner une expression analytique générale, mais le comportement & grand

R peut tout de méme étre analysé (voir [Chaikin 1995| par exemple) :

R
~ 2] — | . 2.2
w0 = 210s () (2.29)

Le facteur de structure présente donc une série de pics centrés sur les vecteurs du
réseau réciproque, mais il ne s’agit pas de pics de Bragg; ils s’étalent selon une loi de

puissance :
S(g) o< Y eTHRYa (2.30)
ReR
L’exposant dépend de I'impulsion selon T, = WTBT. A température nulle, la structure

en pics de Bragg est de nouveau présente. Proche d’un vecteur () du réseau réciproque,
le facteur de structure se comporte comme :

1

Q) < ——— . (2.31)
Q|- Q> Ta

Le comportement en loi de puissance caractérise ’état quasi-ordonné a longue portée.

En résumé, une trace du type d’ordre présent dans le systéme est visible au niveau de la fonc-
tion de corrélation du champ de fluctuation microscopique ((u.u) ici). Si celle-ci tend vers zéro,
le systéme est ordonné a longue portée, si elle diverge logarithmiquement, il est quasi-ordonné,
et si la divergence est plus sévére (loi de puissance typiquement), l'ordre existe seulement a
courte portée. Un résumé des fonctions de corrélation macroscopiques associées est présenté sur
la figure 2.4.

Un autre résultat important est le caractére quasi-ordonné des fonctions de corrélation de
position & deux dimensions. C’est un cas particulier d’application du théoréme de Mermin et
Wagner [Mermin 1966] : les fluctuations thermiques empéchent la génération d’une moyenne non
nulle pour un paramétre d’ordre a deux dimensions.

Comment expliquer alors la stabilité du graphéne & température ambiante ? Le modéle du
cristal bidimensionnel permet d’étudier les fluctuations des positions des atomes autour de 1’équi-
libre dans deux directions seulement. Cependant, pour un matériau réel, il existe un degré de
liberté supplémentaire : lorsque la surface engendrée par le matériau se déforme, les atomes
bougent dans la troisiéme direction de ’espace. Nous allons maintenant étudier ces fluctuations.

2.1.2 Membranes fluides

Considérons a présent une surface libre fluctuant dans ’espace. Afin de simplifier le probléme
au maximum, supposons dans un premier temps que les molécules constituant la surface sont
libres de se déplacer le long de la surface. Comme il n’y a pas de position de référence pour
les molécules, il n’y a pas de réseau cristallin, donc pas de phonons : un tel objet est appelé
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long-range order (LRO)

5 G5
1a  2a 3a 2nva 4wa 6ma
r q
quasi-LRO
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short-range order (SRO)
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FIGURE 2.4 — Figure extraite de [de Jeu 2003] présentant les fonctions de corrélation (a gauche) et
facteurs de structure (& droite) pour des cristaux présentant les différents types d’ordre. De haut en bas
nous avons des cristaux a trois dimensions, deux dimensions, puis une dimension.

membrane fluide. Ce type de modéle est surtout approprié pour décrire des systémes biologiques,
comme les parois cellulaires généralement constituées de molécules pour lesquelles la diffusion a
I'intérieur du milieu est trés peu cotliteuse en énergie, comme dans un liquide.

2.1.2.1 Surfaces fluctuantes

Dans leur phase fluide, les membranes ne possédent pas d’élasticité a proprement parler. Les
contributions a ’énergie qui controlent leur forme sont [Helfrich 1973, Canham 1970] :

e La tension o : ce terme est proportionnel & la surface de la membrane :
o
2 [va. (2.32)
T

ol /g est le raccourci de ,/}det(gij){. Ce facteur est simplement le jacobien associé a la
métrique g;; de la surface, de telle sorte que 'intégrale dans (2.32) donne toujours 'aire
de la surface. En effet, pour les membranes fluides contrairement aux cristaux, il n’y a pas
de métrique de référence euclidienne (2.3).
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FIGURE 2.5 — Schéma simplifié d’une coupe de paroi cellulaire. La membrane est constituée d’une double
couche de molécules, typiquement des phospholipides, dont la téte (en rouge sur le schéma), polaire, est
hydrophile, alors que la queue (en noir), aliphatique, est hydrophobe. Dans les conditions de température
offertes par le milieu biologique, cette membrane est dans une phase liquide ou les molécules échangent
fréquemment leur place avec celles de leurs voisines. Cependant les échanges de molécules entre les deux
couches sont trés rares.

Il faut cependant le distinguer du terme de tension de surface habituel & I'interface entre
deux fluides, ou un fluide et un solide [Barbetta 2010, David 1991, Peliti 2005|. En effet,
son origine physique est bien différente : il ne s’agit pas de la pénalité énergétique associée
a la création d’une interface avec le milieu environnant car il n’y a pas d’interface entre
un volume riche en molécules et un milieu externe & cause du caractére bidimensionnel de

la membrane 6

; c’est plutot ’énergie nécessaire pour vaincre l'interaction électrostatique
entre deux molécules voisines lorsque la membrane est étirée ou compressée. L’appellation

« tension de surface » sera donc évitée dans la suite.

D’autre part, il convient de distinguer cette notion du terme de F (1) dans la formule
(2.4) malgré les similitudes qu’ils entretiennent, car o est non nul méme a I’équilibre
thermodynamique. En effet, en ’absence d’élasticité, c’est le terme de tension qui joue le
role de module de compression et permet de définir y7.

e La courbure « : il s’agit simplement de I’énergie nécessaire pour plier la membrane. In-
troduire de la courbure revient a écarter ou rapprocher fortement les tétes des molécules
(voir figure 2.6). Cette contribution caractérise la relation entre la forme de la surface fluc-
tuante et ’espace dans lequel elle évolue : c’est la troisiéme dimension qui donne ce degré
de liberté supplémentaire. Elle s’exprime en fonction du tenseur de courbure extrinséque
(ou seconde forme fondamentale) K, qui est 'objet naturel en géométrie différentielle pour
décrire la relation entre une surface et son plongement. La formule de Weingarten permet
de le relier aux variations du vecteur 7 normal & la surface ” :

Dt = K&y, . (2.33)

e La courbure intrinséque kg : 'énergie associée & une forme donnée dépend de sa
courbure gaussienne. Cependant, d’aprés le théoréme de Gauss-Bonnet, celle-ci peut étre
réduite & une simple constante si la topologie de la surface ne change pas (si aucun trou
n’est percé notamment). Ce terme ne sera donc pas présent dans notre modéle simple.

6. D’autant plus que I'interaction avec le solvant, aqueux, se fait via la partie polaire des molécules impliquées
et est donc plutot favorable.
7. Rappelons que {e;} est une base de l'espace vectoriel tangent a la surface fluctuante.
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FIGURE 2.6 — Illustration de 'effet de la courbure sur une bicouche de lipides. En écartant les molécules
les unes des autres, la courbure les place dans des configurations énergétiquement défavorables.

La physique des membranes fluides est trés riche, et peut inclure bien d’autres effets
[Peliti 2005], mais nous nous en tiendrons ici & ce modéle minimal mais cohérent. Sous ces
conditions, I’énergie libre s’écrit donc :

Fyeo :/x \/g[; + g(@iﬁ(x))Q] . (2.34)

Comme il n’y a pas de réseau sous-jacent, le systéme n’a pas de métrique privilégiée, ou, de
maniére équivalente, il n’y a pas de systéme de coordonnées privilégié pour décrire la membrane :
le calcul des quantités thermodynamiques doit inclure ici une somme sur toutes les métriques
possibles. Ce type de modéle géométrique a métrique fluctuante a été abondamment étudié
en relativité générale® et en théorie des cordes [Polyakov 1975, Polyakov 1986, Polyakov 1987]
(quoique généralement sans courbure extrinséque).

En l'absence de systéme de coordonnées privilégié, I’énergie libre de la surface doit étre
inchangée si le systéme de coordonnées est modifié. Cette invariance par les reparamétrisations
de la surface est une invariance de jauge plutot difficile & traiter ; nous n’examinons dans la suite
que les ordres les plus bas de la théorie.

Afin de faire des calculs, il est nécessaire de fixer la jauge, c’est-a-dire choisir une métrique
particuliére. Un choix simple est la paramétrisation de Monge : la membrane est définie & partir
d’un plan de référence comme un champ de fluctuations de hauteur h(Z) (voir figure 2.7). Ce
choix est justifié tant que la membrane est peu froissée (en présence de plis trop importants la
fonction h pourrait devenir multivaluée).

Bien stir, I’énergie libre du systéme ne dépend pas du choix du plan de référence : h n’in-
tervient qu’au travers de ses dérivées. Ce champ de fluctuations de hauteur porte le nom de
flexuron. L’énergie (2.34) peut étre exprimée entiérement en fonction des flexurons. Au plus bas
ordre, elle devient :

Fyeo = / [g(&ih(x)f—i—;(a?h(x)f +O(hY . (2.35)

En particulier, la métrique g a été développée en puissances de h. L’équation (2.35) nous
donne accés aux fonctions de corrélation de flexurons.

8. Ou il n’existe pas de référentiel privilégié.



2.1. Ordre a longue portée a deux dimensions 47

FIGURE 2.7 — Paramétrisation de Monge : chaque point de la membrane est repéré par sa hauteur
(algébrique) relativement & un plan de référence.

2.1.2.2 Ordre orientationnel

Il n’y a pas de phonons dans les membranes fluides; 'ordre qui pourrait s’établir & longue
portée n’est pas de nature positionnelle. La forme de I’énergie libre (2.34) suggére plutot un
ordre défini & partir du vecteur normal 77 : c’est I'ordre orientationnel. L’ordre & longue portée
apparait si la fonction de corrélation entre normales G(r) = (7i(r).7(0)) tend vers une constante
aux grandes distances. Autrement dit, dans le cas de l'ordre orientationnel, c’est la fonction
de corrélation des vecteurs normaux qui endosse le role joué par la fonction de corrélation de
densité dans le cas de l'ordre positionnel.

Si les vecteurs normaux sont corrélés aux grandes distances, la surface est un plan présentant
quelques ondulations locales : la phase ordonnée est appelée phase plate. Si les fluctuations
thermiques deviennent trop importantes, il n’est pas possible de connaitre 1’orientation de la
surface aux grandes distances méme si elle est connue en un point de référence : la phase
désordonnée est appelée phase froissée.

Le paramétre d’ordre pour la transition plate-froissée est la valeur moyenne du vecteur normal
(11). Dans la phase plate, il caractérise le plan constituant I’état fondamental du systéme. Dans
la phase froissée, son orientation est aléatoire, sa valeur moyenne est nulle.

Afin d’étudier la nature de I'ordre & deux dimensions, nous allons procéder de maniére ana-
logue aux cristaux. Comme nous étudions les perturbations de la phase plate par les fluctuations
thermiques, la paramétrisation de Monge peut étre utilisée. Il nous faut également choisir un
plan de référence pour définir les flexurons. Nous choisissons 7i(0) = €., et définissons § comme
I'angle entre 7i(Z) et €, :

(7i(r)) . (7(0)) = (cos(8)) = <ei9> : (2.36)

De méme pour la fonction de corrélation connexe :

(67i(r).07(0)) = (cos (8(r) — 6(0))) = <ei<0<r>—9<°>>> . (2.37)

Ces résultats sont trés similaires a ceux obtenus pour les cristaux en (2.18) et (2.24).
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Finalement, dans la paramétrisation de Monge, 6 peut étre relié au champ de hauteur :
1
V14 (9:h)2

Ainsi, les petites fluctuations de 0 sont données par celles de la dérivée des flexurons
[Nelson 1987] :

cos(f) = (2.38)

(6%) ~ ((9;h)?) . (2.39)
Supposons d’abord que le role de la tension peut étre négligé. Les corrélations entre flexurons
sont déduites de (2.35). La moyenne du paramétre d’ordre est caractérisée par :

2
g2 — / (jﬂ’; (O:h(k)O'h(—k))

:/ kK (2.40)

(2m)2 Kkt

_ L e (E
T onk B\G)

ol a est une longueur caractéristique, de la taille des molécules typiquement. Nous retrouvons
donc une décroissance en loi de puissance pour la fonction de corrélation macroscopique, de
méme que pour les cristaux & deux dimensions (2.23).

La partie connexe de la fonction de corrélation, analogue a G, ne peut ici aussi étre calculée
que dans la limite des grandes tailles (voir (2.29)). Elle dépend de la fonction de corrélation de
paires :

d’k - -
gon(r) = / oy (O ROR(—E) x 2(1 = cos(F.)
(2.41)

1 T
~ —log(—) .
T>a TK a
Les membranes fluides sont donc dans un état quasi-ordonné vis-a-vis de 'ordre positionnel.

Cela se traduit concrétement par 'existence d’une longueur de persistance |[de Gennes 1982],
appelée longueur de De Gennes-Taupin :

27K

k= aerBT . (2.42)

Sur des échelles de longueur plus petites que &, la membrane apparait rigide, alors qu’elle
est froissée & plus grande échelle. De plus, & T' = 0, £, — +00, la transition de phase n’a donc
lieu qu’a température nulle, de facon complétement analogue au cristal & deux dimensions, ou
au modeéle ¢ non-linéaire (voir Chapitre 1).

L’ajout de o au propagateur des flexurons vient réguler la divergence de (2.40) avec L, mais
ne change rien dans (2.41).

En conclusion, I’étude des fluctuations d’une surface dans I’espace met en évidence un nou-
veau type de mode de fluctuation, les flexurons, associés & l'ordre orientationnel. Comme le
systéme a toujours deux dimensions, il se trouve dans un état quasi-ordonné a toute tempéra-
ture non nulle, conformément au théoréme de Mermin et Wagner. L’existence des flexurons seule
ne suffit pas a expliquer la stabilité du graphéne.
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2.1.3 Membranes cristallines

Une membrane cristalline est un réseau bidimensionnel d’atomes libre de changer de forme
en fluctuant dans I’espace. Les fluctuations de tels objets comportent donc & la fois des phonons
et des flexurons qui interagissent.

FIGURE 2.8 — Membrane cristalline : les atomes constituant la membrane peuvent se déplacer soit
dans le plan de celle-ci (phonons), soit hors de celui-ci (flexurons).

L’énergie libre du systéme met donc en compétition des effets élastiques et des effets géomé-

triques, dus a la courbure de la surface notamment. Elle s’obtient simplement & partir de (2.4)
et (2.34)

F:Fel+Fgeo
Gkl (2.43)

:/ |:I; (827_")2 + ?Ei]‘é‘kl

étriqu X nouveau gra u réseau cri in éfor ions sont définies a
La mét e est fixe de nouvea Ace au réseau cristallin, et les déformations sont définies a
partir d’un écart a 1’équilibre qui inclut maintenant les fluctuations hors de la membrane :

F=7o+ad+h. (2.44)

De plus, & partir de maintenant il convient de séparer I’espace interne a la membrane, & D
dimensions, dont les indices de sommation sont latins, du plongement, & d dimensions, dans le-
quel évolue 7 dont les indices sont grecs. Ainsi, par exemple, le tenseur d’élasticité ¢*/* porte des
indices évoluant seulement a I'intérieur de la membrane. En revanche, la métrique g;; = 9;70;7,
inclut une sommation sur toutes les composantes du vecteur position, y compris celles qui sont
dans 'espace externe, c’est-a-dire qu’elle couple & la fois les phonons et les flexurons. La codi-
mension de la membrane est notée d.. Elle est définie par d. = d — D.

D’aprés ce qui précéde, il y a a priori deux fagons de définir 'ordre dans une membrane
cristalline : celui-ci peut étre positionnel ou orientationnel. Dans les deux cas des effets fortement
anharmoniques entrent en jeu, donc les fonctions de corrélation ne peuvent pas étre déduites
simplement de I'expression de I'énergie libre (2.43). Le caractére anharmonique de la théorie est
décrit par un exposant anormal 7 €]0;1] qui est une quantité universelle (n de dépend pas des
caractéristiques microscopiques du systéme). Les calculs seront donc détaillés plus tard, nous
nous contentons ici de donner les résultats (voir aussi [Nelson 2004]).

e Ordre positionnel :
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L’ordre positionnel peut étre caractérisé grace a la fonction de corrélation (7(z).7(0)), qui
permet de définir 'analogue de gop pour ce type d’ordre. Celle-ci comprend a la fois la
corrélation entre phonons, et celle des flexurons. Les deux types de modes n’ont pas le
méme comportement aux grandes distances :

(@(x).a@(0)) ~ =
(2.45)
<ﬁ(x).ﬁ(0)> ~ 22

Tx>a

Ainsi, les phonons montrent un comportement typique d’ordre a longue portée, mais les
flexurons présentent les caractéristiques d’un ordre & courte portée. Afin de clarifier le sens
de cela, des figures de diffraction obtenues sur une feuille de graphéne sont présentées sur
la figure 2.9.

FIGURE 2.9 — Figure issue de [Meyer 2007] présentant trois images obtenues par microscopie électronique
& transmission sur une feuille de graphéne. La feuille de graphéne, initialement vue de dessus, est petit
& petit inclinée suivant un axe horizontal indiqué en bleu, de 14°, puis 26°. Au fur et & mesure que
Iinclinaison augmente, les pics de diffraction s’élargissent et s’affaiblissent.

Tout d’abord, si la feuille de graphéne est vue de dessus, les pics de diffraction semblent étre
ceux attendus pour un cristal hexagonal. Cela est di & 'ordre & longue portée apparent sur
la fonction de corrélation de phonons (2.45). Cette vue est insensible aux fluctuations de
hauteur. Ensuite, lorsque la feuille n’est plus orthogonale au faisceau, les pics de diffraction
s’élargissent et s’effacent, portant de plus en plus les marques du caractére courte portée
de 'ordre positionnel hors de la feuille.

Du point de vue de l'ordre positionnel, le graphéne (et par extension les autres cristaux
bidimensionnels) n’est donc pas vraiment dans une phase ordonnée (cristalline), mais il
n’est pas non plus dans une phase liquide, comme en témoigne notamment son module de
cisaillement non nul. En effet (2.45) met également en évidence le caractére stabilisateur
de l'interaction avec les flexurons pour les phonons, dont le comportement n’est plus celui
d’un systéme quasi-ordonné. Ainsi 'ordre dans les cristaux bidimensionnels n’est pas de
nature positionnelle.

e Ordre orientationnel :
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L’ordre orientationnel est caractérisé par les fonctions de corrélation (9;7(z).0'7(0)). Cette
fois-ci, elles incluent les dérivées des phonons. Il s’agit donc plutét de corrélation entre les
tangentes & la surface t; = (9;7) qu'entre les normales [Guitter 1989]. En effet, une surface
peut étre caractérisée aussi bien par ’ensemble de ses vecteurs tangents que de ses vecteurs
normaux, mais les tangentes peuvent porter de l'information additionnelle sur 1’état de
déformation interne au milieu. Par exemple, elles peuvent permettre de discriminer entre
deux états o la membrane est complétement plane, mais I’'un des deux est fortement étiré
dans une direction.

Le parameétre d’ordre associé & la transition plate-froissée n’est autre que le paramétre

d’extension ¢ (défini en (2.2)) :

14
i

=5

5 i £, (2.46)

Dans la phase plate, ¢ prend une valeur finie non nulle, { > 1 si la membrane est étirée,
¢ < 1 si la membrane est compressée. Dans la phase froissée ou l'orientation des tangentes
est arbitraire, ( = 0. Ainsi, contrairement aux membranes fluides, les membranes cristal-
lines possédent une infinité de phases plates différentes caractérisées par la valeur de (.

Les fonctions de corrélation dépendent encore de 7 :

(O3i(2).0'T(0)) ~ a2
(2.47)

<8¢ﬁ($).8iﬁ(0)> S

Grace a 'exposant anormal 7, les flexurons et les phonons présentent de l'ordre orienta-
tionnel & longue portée.

Finalement, la phase ordonnée des cristaux bidimensionnels n’est pas une phase cristalline,
mais une phase plate. La stabilisation de celle-ci aux grandes distances est assurée par le ca-
ractére fortement anharmonique des interactions entre phonons et flexurons, visible & travers
la dimension anormale 7. De plus, n est universel, c’est le méme pour tous les cristaux a deux
dimensions.

Mais ce résultat semble contredire le théoréme de Mermin et Wagner. En effet, nous avons
vu que ce théoréme s’applique a la fois aux phonons seuls (dans les cristaux), et aux flexurons
seuls (membranes fluides). Il est plus délicat de comprendre ce résultat dans une théorie telle
que celle-ci qui présente différents types de modes de fluctuation. Nous allons donc dans la suite
caractériser un peu mieux le comportement de ces objets, en examinant notamment le réle joué
par les symétries dans la génération de la phase plate.

2.2 Brisure spontanée de symétrie

Une particularité des modeéles présentés dans ce chapitre, et en particulier de celui des mem-
branes cristallines, est I’existence dans ces systémes de modes de fluctuation sans masse, ou
autrement dit peu atténués dans l'infrarouge, qui jouent donc un réle prépondérant dans la
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physique de ces objets aux grandes échelles de longueur. La génération de tels modes de fluc-
tuation peut étre associée aux relations entre les symétries de I’énergie libre? et celles des états
fondamentaux, notamment via le théoréme de Goldstone. Cette section vise & montrer comment
I’analyse des symétries du probléme permet de mieux comprendre le spectre & basse énergie dans
les membranes cristallines, et ses conséquences sur la physique de ces objets & grande distance.

2.2.1 Modes de Goldstone

Afin de bien analyser les symétries d’un probléme, il ne suffit pas de s’intéresser aux symétries
de I’énergie libre, mais il faut également se pencher sur celles des états accessibles au systéme
étudié, car rien ne les oblige a étre les mémes'0. Par exemple, I’énergie libre des systémes
magnétiques est invariante par rotation, mais dans la phase ferromagnétique, I’émergence d’une
aimantation spontanée non nulle est le signe de 'existence d’une direction privilégiée dans le
systéme. Le phénomeéne associé au choix par le systéme d’un état fondamental qui ne respecte
pas une (ou plusieurs) symétrie(s) de 'énergie libre est appelé « brisure spontanée de symétrie ».

Différents états de basse énergie, discernables les uns des autres, doivent avoir la méme
énergie s’ils sont reliés entre eux par une symétrie de ’énergie libre. En particulier, si un état
fondamental brise une symétrie de 1’énergie libre, tous les états qui lui sont reliés par cette méme
symétrie sont aussi des états fondamentaux. Ainsi, I’étude du mécanisme de brisure spontanée
de symétrie est reliée a celle des dégénérescences du spectre de la théorie.

Toutes les symétries de 1’énergie libre ne sont pas pour autant nécessairement brisées par les
états fondamentaux, il peut y avoir des symétries résiduelles. Dans le cas ot celles-ci sont asso-
ciées & des transformations continues, il est possible de relier contintiment n’importe quelle paire
d’états fondamentaux par un ensemble de transformations ne mettant en jeu que des états fon-
damentaux. Autrement dit, le spectre contient des excitations de masse nulle (qui correspondent
a ces transformations) : ce sont les bosons de Goldstone!!. Ces modes de Goldstone jouent un
role majeur dans la physique de tels systémes & basse énergie. Bien que ces modes n’aient pas de
masse, par définition, ils peuvent avoir plusieurs types de relations de dispersion dans la limite
de basse énergie dans les théories non invariantes de Lorentz, les plus courantes étant linéaire
w ~ q et quadratique w ~ ¢? [Nielsen 1976|. Par exemple, un matériau ferromagnétique décrit
par le modéle de Heisenberg posséde un mode de Goldstone de relation de dispersion quadra-
tique (le magnon), alors qu’un matériau anti-ferromagnétique posséde deux modes de Goldstone
de relation de dispersion linéaire [Nielsen 1976].

Le comptage des modes de Goldstone est relié a 1'algébre des groupes de symétries associés
a l’énergie libre et aux états fondamentaux par le théoréme de Goldstone : si GG est le groupe
des symétries de I’énergie libre, et H le groupe des symétries des états fondamentaux, ou groupe
de symétrie résiduel (avec nécessairement H C G), le théoréme de Goldstone dans sa version la
plus simple affirme que le nombre de modes de Goldstone est égal au nombre de générateurs de
G brisés par H, qui peut s’écrire dim(G/H). Cependant,

9. Ou plutdt de la densité d’énergie libre.
10. I1 y a cependant une relation d’inclusion : deux états physiquement indiscernables doivent avoir la méme
énergie.
11. Rien ne s’oppose a priori & l'existence de fermions de Goldstone, mais les transformations associées & des
générateurs fermioniques sont plus rares.
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e cette version du théoréme de Goldstone ne s’applique qu’aux théories invariantes de Lo-
rentz. Par exemple, dans le cas du ferromagnétisme, G = O(3) et H = O(2). L’état
ferromagnétique brise donc deux générateurs de G, mais il n’y a qu'un seul magnon
[Nielsen 1976] ;

e dans les théories non invariantes de Lorentz, cette formulation du théoréme de Goldstone
ne permet pas de connaitre la relation de dispersion des modes de Goldstone;

e la connaissance de 'algébre des générateurs brisés n’est pas tout a fait suffisante ; en effet,
deux générateurs différents peuvent induire des déformations de 1’état fondamental qui ne
sont pas indépendantes [Low 2002] (voir figure 2.10, d’autres exemples seront présentés
dans la suite), et ne générent donc pas de modes de Goldstone distincts. Ce type d’effet
est assez courant quand des symétries d’espace-temps sont brisées par 1’état fondamental.

FIGURE 2.10 — A gauche : effet d’une rotation sur une ligne (état fondamental). A droite : I’application
au méme état fondamental d’une combinaison linéaire de translations produit le méme effet. Il s’agit
d’un exemple simple ol des générateurs indépendants produisent la méme excitation d’un état donné.

Ce n’est que récemment qu’'une généralisation satisfaisante du théoréme de Goldstone aux
théories sans symétrie de Lorentz incluant un comptage des modes de Goldstone selon leur
relation de dispersion dans la limite infrarouge (basse énergie) a été exhibée [Watanabe 2012,
Watanabe 2014|. Afin de prendre en compte les effets mentionnés précédemment, H. Watanabe
et H. Murayama ont construit leur formalisme autour de la matrice p des commutateurs des
générateurs brisés Q, indépendants évalués dans I’état fondamental :

Pab = ([Qa, Qu]) - (2.48)

Il nous faut également distinguer les modes de Goldstone ayant des relations de dispersion
différentes : dans la suite, nous appellerons mode de Goldstone de type A ceux dont la relation
de dispersion est linéaire (il y en a ny), et mode de Goldstone de type B ceux dont la relation
12 (

de dispersion est quadratique *“ (il y en a np). La relation de comptage s’écrit :

na = dim(G/H) — rank(p)

rank(p) ‘ (2.49)

2

12. La définition originale des modes de Goldstone de type A et B est un peu plus subtile, mais les deux
définitions coincident dans notre cas.

np =
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Par exemple, considérons le modéle du cristal exposé dans la section précédente. L’état fonda-
mental cristallin, qui est un réseau d’atomes, brise spontanément les symétries de rotation et
de translation de la densité d’énergie libre de la théorie de 1’élasticité. Il y a donc en D dimen-
sions w générateurs de rotations brisés, et D générateurs de translations brisés. Cependant,
toutes les excitations générées par 'action des rotations et des translations sur le réseau cristallin
ne sont pas indépendantes [Watanabe 2013], et 'ensemble des générateurs brisés indépendants
se réduit aux générateurs des translations. Comme ceux-ci commutent entre eux, la matrice p est

nulle, et la relation (2.49) donne D modes de Goldstone de relation de dispersion linéaire corres-
) _ D(D+1)
-2

pondant aux D phonons acoustiques '3 décrits précédemment, et non pas D + D(g_l
comme aurait conclu une application naive du théoréme de Goldstone. Notons que 'apparition
de modes de Goldstone de type B est directement liée a I'existence d’une algébre non triviale
de générateurs brisés indépendants.

2.2.2 Application aux membranes

Le spectre de la phase plate des membranes cristallines est le suivant :
e D phonons acoustiques de relation de dispersion linéaire (modes de Goldstone de type A);
e d — D flexurons de relation de dispersion quadratique (modes de Goldstone de type B).

Quel mécanisme est a 'origine de sa génération ?

Le mécanisme de brisure & l'origine de la génération de la phase plate ne fait pas consensus
dans la littérature : O(d) — O(D) x O(d— D) [Aronovitz 1989], ISO(d) — SO(d) |Zanusso 2014],
ou ISO(d) — ISO(D) x SO(d — D) |Guitter 1989]. 1l est notable que la plupart d’entre eux
datent d’une époque ot le comptage des modes de Goldstone n’était connu que pour les théories
invariantes sous le groupe de Lorentz.

Le premier mécanisme n’inclut pas les translations qui jouent évidemment un réle, le se-
cond ne respecte visiblement pas les symétries de ’état fondamental (voir Figure 2.11). Nous
n’examinerons donc en détail que le dernier mécanisme. L’état fondamental est un plan infini
(dans la limite thermodynamique). Ses symétries sont récapitulées sur la figure 2.11. Les isomé-
tries a l'intérieur de plan ISO(D) sont préservées, ainsi que le groupe des rotations qui agissent
complétement hors du plan SO(d — D) 4.

Les générateurs brisés sont :

e les d — D translations dans les directions orthogonales au plan {Pu }ac[p41:] 5

e les Dx (d— D) rotations « mixtes » qui transforment un vecteur interne au plan dans la 1m®

direction en un vecteur hors du plan pointant dans la !*™¢ direction { Jia Yie[1:D],ac[D+1:d] -

Les relations de commutation entre ces générateurs sont données par ’algébre des isométries

13. Les phonons acoustiques sont les phonons sans masse, par opposition aux phonons optiques.
14. Dans le cas d’un plan plongé dans ’espace a trois dimensions, ce groupe est réduit au groupe discret Zs,
c’est la symétrie qui inverse le dessus et le dessous du plan.
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I ~
- &>
<]

FIGURE 2.11 — Symétries du plan infini dans l'espace & trois dimensions : le plan infini est invariant
sous deux translations et une rotation (en bleu), mais il brise les deux autres rotations et la derniére
translation (en rouge). Il posséde également une symétrie Zs correpondant a U'inversion entre le dessus

et le dessous du plan.

iso(d) :
[JIMM Jaﬁ] = 5V06J,LL5 - 5M0¢JV5 - 51’5‘]#06 + 5#5‘]”06
[Juw PG] = 5V9P,u - 5u9Pu (2.50)

[Py, P,)]=0.

Lesquels de ces générateurs agissent indépendamment sur I’état fondamental 7 Considérons
l'action d’une rotation mixte sur ’état fondamental |0) :

Jz’a ‘0> = (.%'Z'Pa — xaB) ’0) = xiPa ’0) . (2.51)

L’action d’une rotation mixte sur ’état fondamental peut donc toujours étre annulée par une
combinaison linéaire (locale) des générateurs de translation brisés.
Un raisonnement similaire permet de réduire le nombre de générateurs brisés indépendant

aux seules d — D translations externes {P,}. L’application de (2.49) donne alors :
na=d—D
4 (2.52)
ng =0 .

Un tel mécanisme génére donc d — D modes sans masse, de relation de dispersion linéaire,
ce qui ne correspond manifestement pas a la phase plate des membranes cristallines. Le nombre
d— D de modes de Goldstone indique qu’il s’agit de fluctuations hors du plan, les phonons acous-
tiques sont donc absents. Ce mécanisme apparait en réalité étre beaucoup plus approprié pour
traiter la phase plate des membranes fluides (qui n’existe qu'a 7' = 0) qui présente effectivement
d — D flexurons. En effet, dans les membranes fluides, le propagateur de ceux-ci est donné par :

(h(@)h(—q)) = ——
15

2.53
kgt +oq®’ (2:53)
ce sont donc bien des modes de fluctuation sans masse et de relation de dispersion linéaire *°.

Afin d’adapter ce mécanisme de brisure spontanée de symétrie a la phase plate des membranes

15. Ce résultat semble pouvoir étre contourné si la tension o dans la membrane est nulle. Cependant, cela n’est
pas possible, car un tel terme est toujours généré par les fluctuations thermiques, ce qui empéche notamment que
la compressibilité isotherme de la membrane s’annule.
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cristallines, il nous faut donc étre capables de générer des phonons, et des flexurons avec la bonne
relation de dispersion.

L’origine des phonons (acoustiques) dans les cristaux est la brisure spontanée des isométries
spatiales par le réseau cristallin. Un mécanisme similaire doit donc étre présent dans le cas
des membranes cristallines ou le groupe ISO(D) du plan est brisé par le réseau cristallin de la
membrane en un sous-groupe discret C :

1SO(d) — SO(d — D) x C . (2.54)

La théorie continue de I’élasticité présente une dépendance implicite dans le réseau sous-
jacent via la dépendance explicite de I’état fondamental (2.2) en le systéme de coordonnées. Celle-
ci est nécessaire pour une définition non ambigué de la métrique de référence g?j =( Qdij, d’autant
plus importante qu’une des différences majeures entre les membranes fluides et cristallines est la
perte de I'invariance par reparamétrisation, autrement dit ’existence d’une métrique privilégiée
dans ces derniéres.

Les générateurs brisés sont donc :

les d — D translations externes { P }ac[p414]>

les D translations internes {P;}ic[1;py;

les D x (d — D) rotations mixtes {Jia }ic[1;D],ac[D+1:d]5

o les w rotations internes {Ji; }(; j)e[1; 02

L’action des rotations et translations internes est redondante (comme dans n’importe quel
cristal). Cependant cette fois-ci, les rotations mixtes et les translations externes agissent indé-
pendamment (voir figure 2.12). En effet, 'action des rotations mixtes préserve la métrique de
I’état fondamental, contrairement & ’action de combinaisons linéaires de translations. Les iso-
métries de ’espace interne peuvent cependant étre utilisées pour relier entre elles les rotations
mixtes portant le méme indice externe «, mais des indices internes ¢ différents. Le nombre total
de générateurs brisés indépendants est donc : D translations internes + (d — D) translations
externes + (d — D) rotations mixtes, soit dim(G/H) = 2d — D.

La matrice p peut étre écrite grace aux relations de commutation de 'algébre iso(d) (2.50)
évaluées dans un état fondamental :

([Jais Jgi]) o (Jag) =0

([Pa, Ps]) =0

([Jai> Py1) i ? (2.55)
([Jai, Pol) = (Pi) # 0

([Jai, Pi]) = (Pa) # 0 .

p est écrite dans une base comprenant d’abord les d translations, puis les d — D rotations ot
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FIGURE 2.12 — A gauche : effet d’une rotation (mixte) sur un réseau d’atomes unidimensionnel. A droite :
un ensemble de translations locales peuvent aligner les atomes sur la méme droite, mais ceux-ci ne peuvent
pas occuper la méme position que dans le cas de la rotation. En effet, la translation induit une dilatation
des longueurs a cause du théoréme de Pythagore, alors que la rotation les préserve.

la détermination de son rang est simple, méme sans connaitre la valeur de ses coefficients :

0 0 0 O x x 0 0
0 0 0 O *x 0 % 0
0 0 0 O *x 0 0 =«
0 0 0 O * 0 0 O
P= % % * = 0 0 0 0 (2.56)
x 0 0 0 0 0 0 O
0 = 0 0 0 0 0 O
0 0 x O 0 0 0 O
Nous pouvons alors appliquer (2.49) :
na=2d—D—-2(d—D)=D
A (d=D) (2.57)
np = d—D .

Finalement, ce mécanisme génére D modes de Goldstone avec une relation de dispersion
linéaire qui sont les phonons acoustiques, et d — D modes de Goldstone avec une relation de dis-
persion quadratique qui sont les flexurons. Il permet de mettre en évidence a la fois la différence
profonde de comportement des deux types de modes de fluctuation dans l'infrarouge, mais aussi
le réle crucial du réseau cristallin, et donc de I’élasticité du matériau, qui permet d’obtenir pour
les flexurons un comportement différent de celui qu’ils ont dans les membranes fluides qui ne pré-
sentent pas d’ordre orientationnel a longue portée. Nous avons souligné auparavant la nécessité
d’une algébre de générateurs brisés indépendants suffisamment non triviale pour que cela soit
possible, pusiqu’il est en particulier impossible de générer des modes de Goldstone quadratiques
en ne brisant que des translations 6.

Le spectre de la phase plate présente donc une hiérarchie dans les modes de fluctuations :
sur des distances suffisamment grandes, les flexurons seront toujours moins atténués que les

16. En effet, celles-ci commutent, donc aucun mode de type B ne peut étre généré.
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phonons. Il est cependant important de garder en téte que les phonons sont néanmoins sans
masse, et qu’il n’existe pas par conséquent de longueur caractéristique a partir de laquelle ils
sont écrantés.

2.3 Le théoréme de Mermin et Wagner

Nous allons a présent examiner ’apparente violation du théoréme de Mermin et Wagner
dans les membranes cristallines & partir de I’étude précédente de leur spectre. Ces résultats
constituent un travail original de cette thése.

2.3.1 Interaction effective entre flexurons

Dans sa formulation originale [Mermin 1966], le théoréme de Mermin et Wagner s’écrit pour
une théorie avec un seul type de modes de fluctuation. Ce n’est pas le cas de la théorie des
membranes cristallines qui, comme nous I’avons montré ci-dessus, comporte & la fois des phonons
et des flexurons, avec des comportements trés différents dans 'infrarouge. Comme les flexurons
sont les modes dominants & basse énergie, il est naturel de chercher & calculer I’énergie libre
effective des flexurons seuls dans la limite des grandes distances.

La dépendance de ’énergie libre (2.43) dans les phonons est purement quadratique. L’in-
tégration sur les phonons est donc une simple intégrale gaussienne qui peut étre calculée sans
approximation supplémentaire.

La premiére étape consiste a développer le tenseur des déformations au plus bas ordre sui-
vant les différents modes de fluctuations. La paramétrisation (2.44) introduit une dissymétrie
fondamentale entre les phonons qui vibrent a I'intérieur de la membrane, et les flexurons dont le
produit scalaire avec la configuration de référence 7 est nul. Il est alors possible de développer
le tenseur des déformations de la fagon suivante :

z’:‘ij = 82778177— 81'7_”0.(93'7_"0
~ 82'U,j + 8jui + 825635 (2.58)
= 2’LLZ']' + alﬁa]ﬁ .

L’énergie libre peut alors s’écrire :

cabcd cabcd

K o2 . . cabcd
Flu, h] ~ 5(8 h) + 5 Uabled + ——ugp(0ch.0gh) +

5 (8ah-0ph)(0ch.Ogh)| . (2.59)

L’intégration sur les phonons produit un vertex effectif dépendant de 'impulsion qui couple
quatre flexurons ensemble. Plus de détails sur le calcul sont donnés dans I’Annexe A. Le vertex
effectif d’interaction entre les flexurons dépend de leur impulsion; il est donc plus commode
d’écrire I'énergie libre effective dans ’espace de Fourier. Afin de simplifier les notations, nous
définissons EZ = ﬁ(kz) La conservation de 'impulsion est implicite

K ror Ra C a c ror ror
gﬂm:/ [2%MMM+bf®h%@%wu@Umm) . (2.60)
k1,k2,k3,ka q=k1+kao=—k3—k4
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Gréace a la structure de la théorie, R“de(q) se décompose sur des produits de projecteurs
transverses (voir (2.12)). R(q) est décomposé selon les projecteurs orthogonaux suivants :

1
Nelg) = =L P PRa)
1 (2.61)
MUq) = S (Pr(9)Pr(a) + PP (a)Pr(a) — N**(q) -
L’interaction effective s’écrit alors (voir A.13) :
w(DX+2p
Rabcd(q) — ()\ e )Nabcd(q) + 'uMabcd(q) ) (2.62)

Le prix & payer pour obtenir une théorie avec un seul type de modes de fluctuation est donc
d’avoir un vertex d’interaction avec une structure en impulsion non triviale.

Remarquons que lorsque le systéme est bidimensionnel, I'interaction effective n’a plus qu’'un
seul terme (les deux projecteurs sont confondus), et que le couplage entre flexurons n’est autre
que le module d’Young Y (2.6) : c’est bien l'élasticité du milieu qui porte I'interaction effective
entre les fluctuations de hauteur. D’autre part, c’est la structure particuliére de l'interaction
effective qui permet de générer un exposant n non nul, contrairement a la théorie de flexurons
libres (membranes fluides).

2.3.2 Structure de l'interaction effective

La théorie effective est une théorie de purs flexurons en interaction. En ’analysant précisé-
ment, nous pouvons comprendre pourquoi le théoréme de Mermin et Wagner ne s’applique pas
ici.

Une des hypothéses fondamentales du résultat [Mermin 1966] est le caractére courte portée
des interactions. Plus précisément, si J(r) représente la force de I'interaction entre les paramétres
d’ordre a la distance r, le théoréme s’applique du moment que Z J (r)r2 reste fini lorsque r
tend vers I'infini.

Dans le cas de (2.60), I'interaction entre parameétres d’ordre est simplement :

—

|| @i auia) Rt~ ) @it 047 )| (2.63)
z,y

il faut donc analyser la structure de R*“!(x — 5) dans I’espace direct.
La brique de base typique de ce tenseur est un produit de deux projecteurs transverses. Nous

donnons un exemple avec des indices génériques, qui permet de comprendre la structure de M

ou dC N.
chd qaqb qaqchqd

La transformée de Fourier de chaque terme peut étre calculée séparément (pour les détails,
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voir Annexe A) :

§absedgia-(x—y) _ gabsed 5(D)($ —)

J
/ qa,qb eiq.(zfy) — (5ab - (xa B ya)(xb - yb>
¢ @ 2mlz — y|? o —y|t
/ qaqchqd eiq.(x—y) _ Xabcd B Yade(:L' o y) 2((La o :ya)(a:b o :l/b)(il/'c o y(t) ([L’d o yd)
. ¢ Anle —yl? 2z —yl! |z —yl© ’
(2.65)
o X%cd est le produit symétrisé de symboles de Kronecker :
Xuvpo = 00p5 + 0p0ug + 0usdup (2.66)
et Y24(F) est le produit symétrisé d’un symbole de Kronecker et deux vecteurs :
Yivpo (%) = 2200 p0 + 2pTp0ue + TpZTalyp + ToZpdue + TuTalpp + TpTadp - (2.67)

Le terme en bleu dans (2.65) est local, les termes en rouge sont non locaux, et non intégrables
en linfini lorsqu'’ils sont multipliés par (z — y)2. Autrement dit, I'intégration sur les phonons
transforme une interaction purement locale entre flexurons (donnée par le tenseur d’élasticité)
en une interaction effective non locale, et suffisamment & longue portée pour que le théoréme de
Mermin et Wagner ne s’applique plus.

Cela est a mettre en relation avec le fait que les phonons, bien que sous-dominants dans
I'infrarouge, ne sont pas des modes massifs, mais des modes de Goldstone ; I'interaction effective
qu’ils portent n’est donc jamais écrantée au-dela d’une longueur caractéristique. C’est cette
interaction qui, en faisant interagir les flexurons a longue distance, permet d’assurer la stabilité
de Dédifice cristallin & température finie.

2.4 Conclusion

Ainsi, la particularité des cristaux bidimensionnels réside dans la possibilité qu’ils ont de
vibrer également dans leur espace de plongement, leur physique est gouvernée par la compétition
entre ’énergie de courbure de la membrane et son élasticité. L’absence de voisins dans les
directions concernées donne une relation de dispersion a ces modes qui est différente de celle
des phonons acoustiques. Mais cela n’est pas suffisant pour expliquer la stabilité des cristaux a
deux dimensions : si les phonons et les flexurons n’interagissaient pas ensemble, le systéme serait
seulement quasi-ordonné & longue portée.

La théorie des membranes fluctuantes, en introduisant des brisures de symétries d’espace-
temps par I'état fondamental, permet 1’établissement d’un mécanisme de brisure spontanée de
symétrie suffisamment complexe pour générer une hiérarchie de modes de Goldstone. Dans un tel
scénario, les modes sous-dominants deviennent les vecteurs d’une interaction effective a longue
portée qui permet d’échapper au théoréme de Mermin et Wagner et rend possible la stabilisation
du systéme a longue portée malgré les fluctuations thermiques.
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L’ordre ainsi généré découle d’une interaction effective entre flexurons, il s’agit d’un ordre de
nature orientationnelle. L’accés aux figures de diffraction par rayons X dans le graphéne permet
de confirmer le caractére non pertinent de I'ordre positionnel pour décrire les cristaux bidimen-
sionnels. Cela souligne le role particuliérement important de la courbure dans la stabilisation de
la matrice cristalline.

La phase plate des membranes cristallines constitue donc un cas plutoét inhabituel d’une
théorie fortement anharmonique capable de générer de ’ordre & longue portée & deux dimensions.
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Les membranes cristallines présentent une phase ordonnée de nature orientationnelle, du
moins tant que la température n’est pas trop élevée. Sa stabilité est assurée grace & un com-
portement anormal des fonctions de corrélation correspondantes, caractérisé par un exposant
7, marqueur de l'existence d’interactions fortement anharmoniques entre les phonons et les
flexurons. Le calcul de n nécessite d’analyser I’émergence de phénomeénes collectifs entre les
fluctuations aux grandes échelles de longueur.

La théorie de I'élasticité, et celle des surfaces fluctuantes, permettent de construire une
énergie libre pour les membranes cristallines correspondant a la théorie de champ moyen (2.43).
A partir de 13, il est possible d’utiliser les méthodes du groupe de renormalisation exposées
dans le Chapitre 1 pour intégrer les fluctuations thermiques jusqu’a 1’échelle macroscopique
correspondant & la taille du systéme. Comme aucun des modes de fluctuation n’est massif,
aucune longueur de corrélation finie & ne leur est trivialement associée, il faut donc s’attendre a
ce que la gamme d’échelles ou l'intégration des fluctuations est non-triviale soit grande (voir la
Figure 1.1).

Nous proposons dans ce chapitre plusieurs approches du calcul de n. Tout d’abord, nous
présenterons les différentes approches de la théorie de perturbation qui, en extrapolant plusieurs
régimes limites (couplage faible, large codimension), permet d’obtenir une image qualitative
du flot de renormalisation. Un soin particulier sera apporté a la compréhension de la théorie
de perturbation autour de la dimension critique supérieure. Nous examinerons ensuite d’autres
schémas d’approximation, non basés sur la théorie des perturbations usuelle, qui permettent
d’étudier les fluctuations des systémes bidimensionnels plongés dans un espace & trois dimensions.
L’objectif principal du chapitre est de préciser les propriétés et relations qu’entretiennent ces
différentes méthodes entre elles.

3.1 Approches perturbatives

3.1.1 Action de phase plate

L’écriture d’une action est entiérement déterminée par ses symétries. Celle des membranes
cristallines décrit le comportement d’une surface fluctuante dans l’espace & trois dimensions,
mais nous avons vu qu’il est souvent utile pour construire une bonne théorie de perturbation de
pouvoir ajuster la dimension du systéme pour étudier le voisinage d’une théorie de fluctuations
gaussiennes. Nous allons donc décrire, dans un formalisme un peu généralisé, les fluctuations
d’une surface & D dimensions plongée dans un espace a d dimensions.

Le champ fondamental de la théorie des surfaces fluctuantes est le champ de positions 7(Z),
ol 7 est un vecteur de R? et la coordonnée # évolue dans RP 1. L’action vérifie donc les propriétés
suivantes :

e S ala symétrie SO(d) ;

1. De facon générale, x décrit une variété & D dimensions, mais la distinction est sans importance pour ’étude
de la phase plate.
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e la densité d’action ne doit pas dépendre de 'origine choisie pour définir le vecteur position
7, elle est donc également invariante par translation;

e Le terme cinétique est donné par 'action de Canham-Helfrich (2.34). Il correspond a
I’énergie de courbure de la surface.

Cet ensemble de propriétés est suffisant pour écrire 'action a l'ordre 4 en champs (ce qui
correspond a ne garder que les termes les plus essentiels lorsque D < D) :

ﬂﬂ:/[gm%f+;wﬂ2+5mﬁ@ﬁ2+gmﬁyﬁz+0@%. (3.1)

Le rapprochement avec la forme (2.43) de I’énergie libre permet d’identifier les constantes de
couplage des termes a quatre champs avec les constantes de Lamé.

Dans la théorie de champ moyen, la configuration d’équilibre est donnée par le minimum de
I’action. Ici la minimisation du terme cinétique est assurée en présence de configurations avec
0;7 constant, autrement dit la minimisation du terme de courbure est donnée par les surfaces
planes. Nous pouvons donc paramétrer le champ au minimum de la fagon suivante :

7= ¢x'e; (3.2)

ou nous rappelons que les indices latins évoluent dans [1; D].
L’action prend alors une forme particuliérement simple :

! A
S =V |5De? + Lpgt+ 2p%t (3:3)

ou V est le volume de la membrane.
Suivant le signe de ¢, S¢ présente un ou deux minima (voir Figure 3.1)

S _

dg_o

2 -2 .
{§ =0 ou 52:DA+'52H sit<O0 (3.4)

£2=0 sit>0

L’action S[7] est donc minimisée par les configurations du type (3.2) avec £ donné par (3.4).

Le systéme subit donc une brisure spontanée de symétrie. Dans la phase symétrique, & = 0,
la membrane est dans sa phase froissée. En effet, £ = 0 correspond a (9;7) = 0, autrement dit,
I'orientation des tangentes a la surface est aléatoire, ce qui justifie le nom donné a cette phase.
Dans la phase brisée, £ prend une valeur fixée, 7 décrit un plan. Il s’agit de la phase plate. La
valeur de ¢ dans la configuration d’équilibre donne le paramétre d’extension ¢ de la membrane
(voir Chapitre 2).

L’action (3.1) ne prend pas en compte les effets d’auto-évitement (on parle de membrane fan-
tome) ; cette description peut se révéler insuffisante pour décrire la phase froissée [Nelson 2004].
Ces considérations n’affecteront cependant pas I’étude suivante, qui se focalise sur la phase plate,
dans laquelle les effets d’auto-évitement sont négligeables.

Pour décrire la phase plate 7y = (2'€;, il nous faut reparamétrer I'action (3.1), qui décrit la
transition de phase, en termes de petites fluctuations autour de cette configuration. Le spectre des
fluctuations dans la phase plate a été donné dans le Chapitre 2 : il contient (d — D) flexurons h*
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FIGURE 3.1 — Evolution de S¢ en fonction de & (voir (3.3)). A gauche, t > 0, £ = 0 est le seul minimum.
A droite, t < 0, 'action admet deux minima symétriques par rapport a £ = 0, qui est maintenant un
maximum local.

correspondant aux fluctuations hors du plan défini par 7 (suivant les vecteur €,, a € [D+1;d])
et D phonons u’ correspondant aux fluctuations dans ce plan. La paramétrisation adaptée a la
phase ordonnée est donnée par (2.44)

ce qui donne :

S[u, h] = / {;(82/;)2—#;(826)2—1—2(C@iuj+C8jui+6iﬁ.8jﬁ+8¢ﬁ.8jﬁ)2—|—;\(2C8iui—|—8ifz.8ifl+3¢ﬁ.8iﬁ)2}

: (3.6)
La brisure spontanée de symétrie induite par le choix d’'un plan de référence introduit une
dissymeétrie entre les phonons et les flexurons au niveau de ’action, ce qui change en particulier
le comptage des termes essentiels et inessentiels. Par exemple, le seul terme quadratique en
flexurons est le terme de courbure, proportionnel & (02h)2, alors que les phonons possédent

également un terme quadratique proportionnel aux constantes de Lamé du type (81-27]-)2. Comme

ce terme a une dimension plus grande que le coefficient du terme de courbure (82u)2 qui met
en jeu deux dérivées supplémentaires, c’est le terme quadratique élastique et non le terme de
courbure qui définit le terme cinétique des phonons. L’introduction de la paramétrisation (3.5)
conduit donc naturellement & la séparation de modes de fluctuations de hauteur hors du plan de
la membrane avec un spectre w ~ ¢? dans l'infrarouge (donné par la courbure), et des phonons
vibrant a l'intérieur de la membrane, dont le terme cinétique est celui de la théorie de 1’élasticité
utilisée pour décrire les cristaux.

Moyennant une redéfinition des phonons par un facteur {, ’action de phase plate s’écrit alors
lorsque seuls les termes les plus essentiels subsistent :

S[u, h] = / |:g (825)2 + %(alu] + ajui + OlﬁOJH)Q + %(28{&1 + &fzﬁzﬁ)g]

K g2 catbcd cabcd . . cabcd IR . .
_ / S (0°R)* + S Buundena + - Dan (95 0aR) + “— (0uF.O4F) (0.F.04R) |

(3.7)
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abed

ol le tenseur d’élasticité ¢ a été défini au Chapitre 2.

Afin de simplifier I’écriture des différents termes apparaissant dans le développement pertur-
batif, un jeu de régles de Feynman peut étre défini a partir de (3.7). Ces régles sont écrites ici
dans 'espace de Fourier :

e Propagateur des flexurons :

5045 « p 5

o) = () = L= (3.8)

e Propagateur des phonons :

Gila) = (W@ (~0) = P+ rgmali@ = A (3

ou nous rappelons la définition des projecteurs transverse Pi:g(q) = 6ij — qiqj/q° et longi-
tudinal Plg(q) = qiqj/qz.

e Vertex a trois points :

‘ 91 «
: i q
Vis(aa) = =5 | Mara)d + n((a0)5 + (2-02)a1) | ap = . (3.10)
qQ p

Comme I'impulsion totale est conservée au vertex, V ne dépend que de deux impulsions.
Par exemple dans ce cas, g0 = ¢ — q1.

e Vertex & quatre points :

De méme que pour le vertex a trois points, 'impulsion totale est conservée :

8
a\q q3 0

Wapro(a1, 62, q3) = _1{)\[(QI-CIQ)(Q?)-%)(SadeG} + u{((q1-q3)(qz-q4) + (CI1~Q4)(CI2~Q3))501,6579}}

876 q N7
(3.11)

Comme ce vertex est asymétrique, il faut bien prendre garde & inclure toutes les contrac-
tions possibles de W, g,9 dans I’écriture des graphes de Feynman. Afin de simplifier leur
écriture, il est alors intéressant de définir une forme symétrique pour le vertex a quatre



68 Chapitre 3. Fluctuations thermiques dans la phase plate

points :
1
Was~e(q1,q2,q3) = o1 [A{(Q1-q2)(Q3-q4)5aﬂ5fyO + (q1-93)(q2-G4)0a~0p0 + (Q1-Q4)(QQ-(J3)5@95M}

+ M{ ((91-93)(q2-q4) + (q1-94)(q2-q3)) dapdre

+ ((q1.q4)(g2-43) + (q1-02)(q3-4) ) S O 6

(00 a200) + (01002000000 )|

® oq gz, 0

B 42 qa4 v
(3.12)

Puisque la structure tensorielle dans I'espace vectoriel associé & h est triviale, nous la
garderons implicite autant que possible dans la suite pour alléger les notations, en prenant
garde & bien attribuer un facteur d. & chaque boucle fermée de flexurons.

3.1.2 Identité de Ward

La séparation de modes entre flexurons et phonons dans l’action de la phase plate (3.7) brise
explicitement I'invariance par rotation qui était une des propriétés fondamentales de ’action de
la transition de phase (3.1). En réalité, une identité de Ward assure la conservation de cette
symétrie dans la théorie de la phase ordonnée, en contraignant les fonctions & N points V) a
tous les ordres de la théorie de perturbation |Guitter 1989]. Cette identité a des conséquences
extrémement importantes sur ’établissement des équations de flot de renormalisation.

Examinons donc l'action des rotations sur (3.7). Comme les groupes SO(D) et SO(d — D)
ne sont pas brisés par ’action de phase plate, il est suffisant de s’intéresser a des rotations R de

RS =e’~, Ta (TJ‘T) ; (3.13)

J étant un générateur du groupe des rotations (donc anti-symétrique), et A’ une matrice
rectangulaire de Mg(D,d — D).

Considérons une transformation infinitésimale J = O(g). A l'ordre le plus bas, I'action
de ce générateur sur des vecteurs dans ou hors du plan de référence génére des fluctuations

d’amplitudes différentes :
h=0(e)
. (3.14)

u = 0(£?)

En effet, Paction du générateur 7 de (3.1 ) ur un vecteur 7y € R s’écrit :

(D)) o

qui est un vecteur complétement hors du plan. Autrement dit, ’action d’une telle rotation sur

la forme suivante :

I’état fondamental ne génére que des vecteurs orthogonaux & celui-ci & 'ordre le plus bas.
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Gréce a (3.14), nous pouvons obtenir la transformation des champs sous 'effet d’une rotation
infinitésimale. Une telle transformation se décompose de la fagon suivante en fonction de son
générateur J :

1
R =13+ T+ 390 9,7+ 0 (3.16)

ou I est l'identité. L’action d’une telle transformation sur la configuration (3.5) s’écrit :
. 1 : 1 1
- B Y e
Rlrg =ra+ + T ug+J Phs + §Jauiﬁ rog + ijawfuﬁ + §J07thﬁ +0(£%) , (3.17)

les termes bleus étant d’ordre 3 en epsilon, les termes rouges d’ordre 2, les termes oranges d’ordre
1 et le terme vert contribue aux ordres 0, 1 et 2. L’identification terme a terme conduit & :

0(EY) : 1o
(3.18)
O(?) 1 uq + J,fhg + %JQ,W’/JA,,Z';L’/,', = ugy + ( — A/]-/“)h(Y + %( — A,,;“)Aajzl;j

Il est possible de vérifier que les termes d’ordre 1 sont bien tous dans l’espace externe R—P
alors que les termes d’ordre 2 sont dans R”, en accord avec la décomposition phonons-flexurons.
L’action d’une transformation infinitésimale de la forme (3.13) sur les phonons et les flexurons
s’écrit donc finalement :
h® — h® + Aalﬂjl
. (3.19)
Uj — Uj — (Ajaha) — %(AjaAal)(L'i

Les champs @ et h n’interviennent dans 'action que par 'intermédiaire de leurs dérivées, les-
)
quelles se transforment selon :

O:h® > O;h® + A,°

. . (3.20)
Biuj — &»uj — (Aja&-ha) — iAjaAai

Il n’est pas difficile de montrer qu’alors ’action de phase plate est invariante sous ’action des
rotations. Ainsi, I’asymétrie entre les termes faisant intervenir @ et h dans (3.7) est cruciale dans
la préservation de I'invariance de I’action sous le groupe des rotations. Méme si I’état fondamental
brise spontanément des symétries dans la phase ordonnée, ’action, elle, doit toujours rester
invariante.

La symétrie de rotation des champs lors d’un calcul en théorie de perturbation requiert donc
que cette dissymétrie entre modes soit préservée de fagon cohérente tout au long du calcul. En
particulier, la fonction de partition ne doit pas étre changée si les champs microscopiques (notés
en majuscule dans ce qui suit) subissent une rotation. Une telle transformation correspond en
effet & un changement de variable (U, H) — (U’, H'), ou U’ et H' sont les nouveaux phonons et
flexurons aprés application de la rotation :

Z[J] = / D[U|D[H]eSWH=Iu-U=In-H
(3.21)
= / D[U'|D|H|e~SW' H)=Ju U= In.H'
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Nous pouvons alors utiliser I'expression de 'effet d’une rotation infinitésimale sur les champs
(3.19) pour réexprimer l'argument de l’exponentielle en fonction des champs initiaux :

— /D[U]D[H]e_S[UyH]_Ju-U—Jh-H+Ji-(AiaHa)—Jh,u~A,,;axi+()f~W)

:/D[U]D[H]e—S[U,H]_Ju-U—J}L-H< / 7 ()/H /Jhoc a, 7+()( )>

ou nous avons utilisé le fait que I’action S est invariante par rotation. Comme Z[J] ne peut étre

(3.22)

modifiée par un changement de variable, nous obtenons :

</l <HQJ§L ~ :L‘J;>> =0 (3.23)

oT  , or
N A(h%m W) —0|. (3.24)

L’équation (3.24) est l'identité de Ward associée & l'invariance par rotation de l'action. Elle

permet d’établir des relations que cette symétrie impose entre les fonctions a N-points T'V),
et qui doivent étre vérifiées & tous les ordres de la théorie des perturbations. En particulier, en
dérivant (3.24) par rapport a h, puis u, nous obtenons :

52 5T 83T
ot + ), O e e~ e =

soit finalement, en utilisant le fait qu’il n’existe pas de vertex & trois points faisant intervenir
deux phonons, et en se plagant dans I’espace de Fourier :

s 0T 9 ( &
P Sudu;  9g; \ du;shPohe )|,

(3.25)
’V\v"\/\/ — za—(h =0.

\ q;=0

De méme, en dérivant trois fois (3.24) par rapport & h, nous obtenons :

5 L + 5 L + 5 L _ i L =0
B 5w 0h00hT " 5uiohf3hP | 5u;0h16hP ' Dg; \ ShOShohBShe o

¥ B B B
] +6 +4 ia Y 0
B o af - =VU.
i T i 94 o
0 0 gl 0

q;=0
(3.26)
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La conséquence majeure des relations (3.25) et (3.26) est que les fonctions a 2-,3-, et 4-points ne

sont pas indépendantes. Il est donc possible d’avoir accés a I'intégralité du flot de renormalisation
en ne s’occupant que des énergies propres des flexurons et des phonons acoustiques, ce qui est
une simplification majeure. Cette propriété est le reflet du fait que le propagateur des phonons
fait intervenir l'intégralité des couplages élastiques.

3.1.3 Approximation de couplage faible au voisinage de D?

Nous allons maintenant calculer les corrections au premier ordre & la théorie gaussienne. A
partir de (3.7), nous obtenons facilement les dimensions associées aux couplages de la théorie
de la phase plate A(u) = A(A) = 4 — D. Ainsi, il est attendu que les fluctuations liées aux
interactions élastiques soient importantes pour D < D? = 4. Nous pouvons donc effectuer un
développement en € = 4 — D. Dans le cadre de la régularisation dimensionnelle, ¢ fournit un
régulateur ultraviolet a la théorie des perturbations.

Procédons de méme que dans le Chapitre 1 grace a la méthode des contretermes. Nous devons
d’abord exprimer I'action nue S en fonction des grandeurs renormalisées. Puisque la théorie de
la phase plate est renormalisable, les nouveaux termes ainsi générés ont la méme forme que les
anciens. Nous appelons donc C le contreterme du terme cinétique, et Cy et C,, ceux qui sont
associés aux deux constantes de couplage élastiques. Rappelons également que la définition de
constantes de couplage en D = 4 — ¢ de fagon cohérente requiert l'introduction d’une échelle
d’énergie k :

SMMH=L

+

N =

(Wm2+%fgm@+@m+an@m2+ﬁf@aw+@nym1

C, pk*®
4

Crk® A

NN QN

(9*h)° + (Bsu;j + Dju; + 0;h.0;h)° + @&M+@nymﬂ

\
—

a+cxym2+“fa+cg@m@+@m+@h@m2+t§u+cg@a¢+@nym1

(th)Q + ZH/{E H (&u] + 8jui + 61}7,8]}7,)2 + kA

| s B e L L e |
ol N o=

[
S~

@@w+ama%f},
(3.27)
ol nous avons introduit a la derniére ligne les coefficients de renormalisation Z, Z,, et Z) qui

permettent de lier les grandeurs nues et renormalisées. La théorie nue correspond a l'action
microscopique (3.7) exprimée en terme des champs et couplages nus :

A 3 p .
S[uB, hB] = / |:; (82}1,3)2 + 'UTB((%’{IH_J' + 83"11,1-37,', + 8i}13.8j/13)2 + {(2@11}; + 81}1,3.81}13)2]
(3.28)

La comparaison de cette équation avec (3.27) conduit a 'identification suivante :

h, = ZV212pe uy = Zr 1!
(3.29)
g =K Z722 N up = k2722,

Le fait que les deux champs u et h ne portent pas de renormalisations de champ différentes est
une conséquence de l'identité de Ward (3.24), 'invariance par rotation dans l'espace relie les
fluctuations dans toutes les directions entre elles. xk n’est pas une quantité renormalisée puisque
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les renormalisations du terme de courbure sont comptabilisées comme des renormalisations du
champ de flexurons ﬁ; les constantes de couplage et les champs sont donc redéfinis de facon a
ce que Kk n’apparaisse plus explicitement.

Les coefficients de renormalisation peuvent tous étre liés aux énergies propres & travers
Popération /C, qui sélectionne la partie divergente des graphes. En schéma minimal seules les
parties divergentes contribuent :

Z=1+K[p*Sa(p)]
Zy =1+ K2 (S 0)| P () | . (3.30)
Zy=1+ K[p’2( <Eff(p)lpij(p)> -2 <25(p)\P%j(p)> )]

En particulier, nous n’avons pas besoin de calculer les fonctions a trois et quatre points, qui sont
reliées aux énergies propres par (3.25) et (3.26).
Il nous faut donc a présent calculer les parties divergentes des énergies propres.

e Energie propre des flexurons ¥, (p) : En régularisation dimensionnelle, les graphes de

type tadpole sont nuls pour des théories sans masse (voir Chapitre 1). Aucune contribution
n’est donc apportée par le vertex a quatre points? :

q q q
Q = ga + O =0. (3.31)
X

I1 ne reste plus qu'un seul graphe a calculer, I’arc-en-ciel [Aronovitz 1988 :

4
Yn(p) = m e<1 _127?25/;9:25)) +O() - 332

e Energie propre des phonons vy (p) :

L’énergie propre des phonons contient un seul graphe : la bulle. Comme elle présente une
boucle fermée de flexurons, elle est proportionnelle & la codimension d,? :

q

3 i J

Zi)= 1 ./)\. ) e<1 3272 ¢
\)/

p—q

de(202 + 2\ + p?) p* i de pi? p? i
CAL 21V i) 1 250 pia ) 4 O(E”)

(3.33)

2. Il ne faut pas oublier qu’il y a deux fagons de contracter ce vertex dans sa forme asymétrique.
3. Il y a d. flexurons.
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D’aprés (3.30), les coefficients de renormalisation en schéma minimal sont donc donnés par :

(1. 50" nA+p)
1672 e (A + 2u)
d M2p2
PR - (3:34)
. LT
2 2y 2
ZA=1+dC(6)\ +6Ap+ p7) p
9672 e

Ceux-ci sont ensuite reliés a la dimension anormale 7 et aux fonctions 8 dans une généralisation
simple de (1.26) a une théorie & deux constantes de couplage (les détails se trouvent dans
I’Annexe D) :

_, Olog(2) dlog(Z)
n =P 9\ + By o (3.35)

ou 3, = O¢p (de méme pour ), et ¢ est le temps de renormalisation défini par ¢ = log(k/A), ot
A est la coupure ultraviolette (typiquement A = 1/a). De méme, les fonctions 8 sont données

par :
—e+2n = BA(?A(log()\ZA)) + ﬁuau(log(/\ZA)) (5.36)
—e+21 = B0x(log(1Z,)) + Bu0u (1og(12,)) |
En schéma minimal, les coefficients de renormalisation n’ont pas de partie finie :
400 400 400
Z=14 Zne", Zy=14+Y Zune ", Zrn=1+Y Zyne ". (3.37)
n=1 n=1 n=1

Les sommes sont coupées a 'ordre L dans un calcul & L boucles.

Les fonctions 8 et la dimension anormale 7 peuvent aussi étre développées, mais sur les
puissances positives de €, car ce sont des quantités qui doivent rester finies dans la limite ou D
tend vers 4.

+o00 400 400
n= Znn e, ﬂu = Z/Bu,n e, Ba= Z’B)"" e, (338)
n=0 n=1 n=1

Une identification ordre par ordre a partir des équations (3.35) et (3.36) donne alors les
relations suivantes (pour plus de détails, se référer a I’Annexe D) :

n = —\o\Z1 — pduZ1

Bal = —A

Bug = —p : (3.39)
Bro = A(2n 4+ A0\Zx1 + pduZxr1)

Buo = M(217 + AO\Zu1 + pouZ ,1)
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Cela donne finalement le flot de renormalisation dans la phase plate & une boucle :

pe > p(A+ 1)
1672(\ + 2p)
do(6A2 + 6 2
By = —ex+ 2 4 L0 +62“+“) : (3.40)
967
de pi?

Bu=—ep+2p+ g3

Le flot de renormalisation dans la phase plate admet 4 points fixes [Aronovitz 1988].

e Point fixe gaussien P; : Il est instable dans toutes les directions. Tous les autres points

fixes sont e-proches de lui, ce qui valide le développement perturbatif.
{)\* =0, = 0,15 = 0} (3.41)

e P>, Point fixe de cisaillement nul p* =0 : Il est stable dans une direction, instable

dans l'autre.

1 2
{)\* - 6;; S =0, = 0} (3.42)

e P3, Point fixe compressibilité infinie K* =0 : Il est stable dans une direction, in-
stable dans ’autre.

4872 9672 10
{)\*: e e 8} (3.43)

T20+d." T214.™ T 2044,

e P4, Point fixe de phase plate : Ce point fixe est entiérement attractif; c’est lui qui
donne les lois d’échelle & longue distance dans la phase plate.

. 32m2e  ,  96mle 12¢
Af=— y M = y Tl =
24 4+ d, 24 +d. 24 +d.

(3.44)

La localisation de Pg et Pg sur le bord de la zone de stabilité du potentiel (voir la Figure 3.2)
met en doute leur pertinence pour décrire des systémes réels. P3 par exemple décrit la physique
a longue distance de membranes infiniment compressibles, de ’échelle microscopique & 1’échelle
macroscopique. Si K est trés petit mais pas exactement nul, I’attracteur infrarouge est Py.

P4 est situé sur la ligne 3\ + ¢ = 0 qui attire toutes les trajectoires dans l'infrarouge.
Par conséquent, le coefficient de Poisson des membranes cristallines dans leur phase plate est
universel et vaut v = —1/3. Ce résultat sera discuté plus longuement dans la suite.

Ainsi, la théorie de perturbation au voisinage de la dimension critique supérieure prédit
I’émergence d’un point fixe de phase plate avec une dimension anormale n non triviale lorsque
D < 4. D’aprés les résultats du Chapitre 2, cela suffit a expliquer la stabilisation de la phase
ordonnée a longue distance si ce point fixe persiste jusqu’en deux dimensions. En extrapolant
jusqu’a 2, la valeur prédite pour la dimension anormale est :

_ 24
T 55 = 0,96 (3.45)
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0 1 2 3 4 5 6 ILL

FIGURE 3.2 — Diagramme de flot pour d. = 1 et ¢ = 0.1. La ligne en pointillés 3\ 4+ p = 0 est attractrice.
La ligne bleue en pointillés plus serrés 2A + u = 0 est répulsive. La région grisée est interdite, elle
correspond a la zone ou le potentiel devient instable (voir (2.9)). La stabilité du potentiel est préservée
par le flot de renormalisation. Le point fixe Py n’est pas représenté pour que la figure reste lisible, il est
plus haut sur la ligne p = 0. P4 attire tous les systémes dont les conditions initiales ne se trouvent pas
sur un bord de la zone.

La valeur relativement forte de la dimension anormale ni_l‘wp ~ 1 est un indicateur de 1’échec

du développement en couplage faible en D = 2, puisqu’elle suggére 'existence d’effets fortement
anharmoniques dans la renormalisation des champs.

3.1.4 Théorie de perturbation en deux dimensions

Le probléme de la théorie de perturbation autour de D = 4 est que les vraies membranes
sont des systémes bidimensionnels. Est-il possible dans la théorie des membranes cristallines de
construire un analogue du modéle o non-linéaire avec une théorie de perturbation au voisinage
de deux dimensions (voir Chapitre 1)?

Pour le modéle O(N) a la criticalité, D = 2 est la dimension critique inférieure?. En cette
dimension en effet, la transition de phase n’a lieu qu’a température nulle, ce qui induit une
divergence de la constante de couplage du modéle qui introduit une contrainte dure sur la valeur
du champ. Cette contrainte réduit le nombre de degrés de liberté du champ de N & N — 1. Un
développement en D 2 2, correspondant & un développement en basse température permet alors
d’étudier le voisinage de cette dimension. Dans le cas ot N = 1, le modéle est surcontraint, il
n’y a pas de modéle o non-linéaire, mais la dimension critique inférieure est plus petite que 2.

Reprenons I'action de phase plate (3.7). Au niveau champ moyen, la dimension des couplages
élastiques est donnée par A(u) = A(A\) = 4—D. Le comportement des propagateurs des flexurons

4. Du moins tant que N > 1.
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Gh(p) (6.42) et des phonons G, (p) (6.43) dans l'infrarouge est donc :

1 1 1
Gh<p) 1 3 G

~Y .4
p—0 p4 (3 6)

p:O W p:[) pGj '
En D = 2, les deux types de propagateurs ont donc le méme comportement dans l'infrarouge, il
n’y a plus de différence entre phonons et flexurons, le spectre redevient symétrique : le systéme
n’existe que dans sa phase froissée. Autrement dit, D = 2 est bien la dimension critique inférieure
associée a la transition de froissage dans la théorie de champ moyen, ce qui justifie la recherche
d’un développement autour de cette dimension.

Le modéle o non-linéaire est obtenu a partir de Paction du modéle O(N) a la criticalité,
pour effectuer le développement autour de D: il nous faut donc travailler avec I'action de la
transition de phase (3.1). Afin de renforcer I’analogie entre celle-ci et 'action du modeéle O(N)
critique (1.7), il est utile de réécrire 'action (3.1) comme un développement autour de l'état
fondamental 7% en fonction de la métrique sur la surface g;; = 0;7".0;7 , du tenseur d’élasticité
c®ed et de restaurer le facteur 1/kpT :

) (82F)2 + (gab - C25ab) (gcd - CQécd) . (347)

1 K Cabcd
x |:

Le facteur kT peut étre absorbé dans le changement de variable 7+ kgT'7, ( — kpT'(
et ¢obed y cabed J/T.SiT — 0, le couplage effectif cabed /T diverge, ce qui impose une contrainte
dure ggp = (%04 sur la métrique. Comme le tenseur métrique est symétrique, cela donne D(D#H)
contraintes indépendantes. Puisque les membranes cristallines possédent d modes de fluctuations
en tout, si D =2 il y a d — 3 modes libres. Comme ’espace de plongement a trois dimensions,
la situation devient analogue au modéle O(N = 1) : la contrainte ne laisse aucun mode de
fluctuations. Il n’est donc pas possible d’effectuer un développement en dimension au voisinage

de D = 2 pour étudier la phase plate [David 1988|. Ce résultat appelle quelques remarques :

e Le modéle o non-linéaire réexprime la dynamique du systéme en fonction des modes de
Goldstone seulement ®. Ici, tous les modes sont sans masse, mais les flexurons sont plus
atténués dans l'infrarouge, nous pouvons donc penser qu’'un analogue du modéle ¢ non-
linéaire serait un modéle de la phase plate exprimé en fonction des flexurons seulement.
Nous connaissons un tel modéle : la théorie effective on I'on a intégré sur les phonons (dé-
tails dans I’Appendice A). Cependant, contrairement au modéle o non-linéaire, la théorie
effective est perturbative au voisinage de D = 4 et non pas D = 2 puisqu’elle n’est pas
obtenue par un développement & basse température.

e Pour comprendre un peu mieux ce mécanisme, il est instructif de regarder le modéle ou
p = 0. Dans ce cas, seule la trace du tenseur métrique est contrainte, il reste donc d — 1
modes de fluctuations. La contrainte dure imposée par A dans (3.1) relie maintenant le
phonon longitudinal aux flexurons et génére une nouvelle interaction, l'action résultante
s’exprime donc uniquement en termes des modes de fluctuations dominants dans la phase

plate : h et up (avec ul = P}j u;). Sip =0, le terme cinétique du phonon transverse up

5. Seuls les modes 7 apparaissent dans (1.9).
6. Car seul \/T diverge. Dans (3.1), A ne se couple qu’a la trace de gqs.
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dans la phase plate est & nouveau donné par le terme de courbure, sa relation de dispersion
devient quadratique, comme celle du flexuron :

1
~ kgT J,

_ /m [’;(a%’)g n g((‘ﬁu’T)2 + 921(@'(3’1')2)2] :

K/q9,72 K /42 2., 9 2\2
S[ur, h] [2(0 h)" + 5 (0%ur)” + 5 (9:(00) )]

2 (3.48)

avec h' = h/\kpT, v}, = ur/VkgT et ¢’ = gkpT. Cette action est donc bien perturbative
autour de D = 2 car ¢’ o< kpT.

e [’impossibilité de construire une théorie de perturbation en D = 2 est & mettre en relation
avec le fait que pour ce modéle, 2 ne correspond pas a la dimension critique inférieure au-
dela de I'approximation de champ moyen. Un argument simple pour s’en rendre compte se
trouve dans [Aronovitz 1989| : la phase plate correspond & I’émergence d’un ordre orien-
tationnel & longue distance dans le systéme caractérisé par un exposant anormal 7. La
généralisation de (2.47) s’écrit simplement :

(0;h(x).0"h(0)) 2 2P (3.49)

I’ordre orientationnel n’est donc plus stabilisé dés que :
Di—24+n(D)=0. (3.50)

11 est rappelé que 1 lui-méme dépend de la dimension du systéme, donc cette équation est
auto-cohérente. Cependant, elle porte un message simple : la dimension critique inférieure
de ce modéle dépend explicitement des fluctuations (via ), il n’est donc pas possible de
construire une théorie de perturbation directement autour de D:.

% modes de

e Quand le tenseur d’élasticité impose une contrainte dure, il reste d —
fluctuations. La théorie comporte d. = d — D flexurons. Si, de méme que dans le modéle
O(N), le nombre de composantes du champ est grand, soit d. > 1, ces deux nombres sont
du méme ordre de grandeur. Ainsi, il est possible de lever le caractére surcontraint de la
théorie de la phase plate a deux dimensions en étendant le plongement & un espace de trés

grande dimension, ce que nous faisons dans le paragraphe suivant.

3.1.5 Reégime de grande codimension d. > 1

De méme que dans la limite N > 1 du modéle O(N), lorsque d. > 1, le champ de flexurons
a un grand nombre de composantes, ce qui peut fournir un moyen de se rapprocher du régime
gaussien. Le principe de ce calcul est alors de construire une théorie des perturbations autour d’un
point col atteint dans la limite d. — +o00, en utilisant 1/d. comme paramétre de développement.

~abed __ d Cabcd
= U¢

Il est alors utile de définir un nouveau tenseur d’élasticité ¢ , et de maniére générale,

toutes les variables portant le symbole «~ » sont transformées de la méme maniére.
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3.1.5.1 Transition plate-froissée

Avant de s’attaquer directement au calcul de la dimension anormale au point fixe de phase
plate Py, il est instructif de comprendre comment se comporte le systéme quand d. est grand.
Notre action de départ est fonction du champ de position ﬁ, noté en majuscule car il s’agit
d’un champ microscopique. Les notations sont allégées grace aux définitions liées au tenseur de
déformation (2.1) et (2.3). Effectuons une transformée d’Hubbard-Stratonovitch pour séparer le
terme quartique a ’aide d’un champ auxiliaire y :

Z = /D[ﬁ] exp{ /m {2(821@)2 E;:dsabecd]}
- / DIAD[] exp { B / |5 (02R)*=2de xa (@) " Xea + X" } |

Afin d’étudier la transition de phase, il est utile de developper le Champ de position R autour
d’une configuration plate” suivant la paramétrisation : R = £x'¢; + §R. L utilisation d’un

(3.51)

paramétre d’extension £ générique permet d’étudier leffet de ’écart de celui-ci & sa valeur au
minimum (. L’intégration sur les fluctuations de position § R peut alors étre menée :

]. aoc 1 3
Z = /D exp{ de /[2Trlog (K84+2X”88)_2Xab(~ 1) bdXCd_i_dXiz(gQ_Cz)}}

Z/D[x]exp —S[x]) :

L’action a un point col de la forme X, = X0dap |Guitter 1989]. De plus, la minimisation de

(3.52)

I'action vis-a-vis du paramétre d’extension conduit & :

9S[x]
OE2

=2Dyo€ . (3.53)
X=X0

Dans la phase froissée, £ = 0 a ’équilibre (voir (3.4)), et xo est non trivial; dans la phase
plate, c’est xo qui est nul. L’étude de la phase plate quand d. > 1 correspond donc & un
développement autour d’une configuration de champ nul, ce qui est généralement attendu dans
un développement perturbatif.

L’équation de point col est donnée par la minimisation de S[y] par rapport a xo (les détails
se trouvent dans 1’Annexe D) :

oS[x] 0 = / 1 4D
dxo ¢ K2 +2x0  DX+2p
e Si D = 2, le premier terme de (3.54) est une intégrale logarithmiquement divergente, ce

qui est un signe de la disparition de la phase ordonnée. En effet, si d. — 400, la théorie
de champ moyen dans laquelle D = 2 est retrouvée. L’intégrale peut étre évaluée a I'aide

D ¢Z-¢)=0. (3.54)

X0+dc(

d’une coupure ultraviolette A par exemple :

1 1 Ak
= 1 . .
/q kq? +2x0 4wk 8 <2X0> (3.55)

7. Ce sont celles qui minimisent ’action champ moyen.
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Typiquement, si le systéme a une échelle de longueur microscopique a, un paramétre du
réseau cristallin de la membrane dans notre cas, la coupure A peut étre choisie égale a 1/a,
ce qui revient a exclure les processus aux échelles plus petites que celle du réseau cristallin.

Comme le systéme est dans sa dimension critique inférieure, les couplages A et u divergent,
et £ =0 d’apreés (3.53), donc 'équation de point col (3.54) s’écrit :

(M) 2
4k & 2x0 d,

_ 87k 4-2

N ongme e (3.56)

L’interprétation de ce résultat est la suivante : la fonction de corrélation orientationnelle
des flexurons est donnée par :

2/{
Oh)oh(-0) = [ e (5) .57

Il est donc possible de construire a partir de xo une longueur de persistance §, a partir
de laquelle une membrane cristalline & deux dimensions avec d. — 400 apparait froissée,
de maniére analogue a la longueur de De Gennes-Taupin introduite pour les membranes
fluides (2.42) :
1

& = o (3.58)
En effet, une fois les facteurs kgT restaurés, le facteur x dans xo devient k/kpT, et &, est
bien homogéne & une longueur.

e Il est possible d’approcher D par un développement en dimension D = 2 + ¢
[Pisarski 1983]. En utilisant ¢ comme régulateur, 'intégrale de (3.54) peut étre évaluée
grace a la régularisation dimensionnelle (c’est un tadpole massif, voir Annexe B) :

o~ D/2

1 D/2—1
/q KG® +2x0  (4m)P/2 (2x0)

I'(1-D/2) . (3.59)

L’équation de point col (3.54) devient alors :

KJ_D/Q (2X0)D/2_1
(47T)D/2

I'(1-D/2) - D Xo+d2(§2—<2) = 0. (3.60)

DX +2p c D#2

Dans le cadre du développement en dimensions, nous identifions { comme la valeur nue
de ¢. Puisque A(€2?) = D — 2, la définition de la variable renormalisée associée nécessite
I'introduction d’une échelle k, comme pour les développements autour de D?. Le coeflicient
de renormalisation Zg» associé est défini par [Pisarski 1983] :

(P =ERkT = Zp&? . (3.61)

Comme nous avons choisi £ # 0, d’aprés (3.53), xo = 0. L’équation de point col (3.60)
devient finalement :

de

1 2
4me€?

 27ke + de

C1=Zp)=0 = Zp=1- (3.62)
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La renormalisation de &2, donnée par la fonction Be2 = 0,£2, est donc :

de
Beo = —e& + e (3.63)

Cette fonction admet un point fixe a I'infini, il est donc d’usage d’étudier plutot w = €72,
dont I’évolution avec 1’échelle de renormalisation est donnée par :

= fuw=cw-— %wQ . (3.64)

4dr

Cette équation de flot admet deux point fixes : w* # 0, répulsif, correspondant a la
transition de phase, et w = 0, attractif, correspondant a la phase plate. Lorsque w — 0,
le paramétre d’extension renormalisé dimensionné ¢ = w™ 'k prend une valeur finie
définissant ’extension de la phase plate. La restauration de kg7 dans ’équation de point
col (3.54) dans la phase plate (xo = 0) s’écrit :

g=1- kiTcll) (3.65)
qui peut aussi s’écrire :
&g=1- 1:': , (3.66)
ou .
T, — [k/f ‘é } (3.67)

dépend explicitement du régulateur utilisé pour rendre finie I'intégrale en rouge de (3.65)
(A ou e par exemple). Pour T < T, le paramétre d’extension £ a ’équilibre est donc
d’autant moins grand que 7' augmente. A la limite de la température critique, & — 0, la
membrane se froisse. T, s’interpréte donc comme la température a laquelle la membrane
subit la transition de froissage.

3.1.5.2 Phase plate

Pour atteindre la phase plate, il suffit de changer de paramétrisation : R = Cxle; + 1 + h.
En effet, nous développons & présent le champ autour d’une phase ordonnée bien détermi-
née, ou le paramétre d’extension ( est fixé et les fluctuations sont des phonons et des flexu-
rons. Le résultat de l'intégration sur les phonons est connu : cela génére I'interaction effective
Rabed(q) = bNabea(q) + uMapea(q). L'introduction du champ auxiliaire x conduit alors a :

/ D[h exp{ / g(azﬁ)2+2dc /m } Xav(2) (R (2—y) xealy)— /x Xab(x)(aaﬁ(x).abﬁ(z))}.
(3.68)

Par conservation de I'impulsion, seule la composante continue du champ auxiliaire, x(¢ = 0),
contribue au propagateur de h. L’intégration sur les flexurons donne I'action du champ auxiliaire :

S[x] = de / [;Tr log (k" + Xab(0)g"¢") — 2xab(q) (ﬁ_l(Q))adeXcd(_Q)} : (3.69)

Le point col correspondant a été calculé dans la section précédente. Il est notable que seule la
partie longitudinale® de 4 intervient dans le logarithme de I’action (3.69). Cependant, comme

8. Celle qui se couple a sz () =d'¢ /¢
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le propagateur de x, donné par 7%, est purement transverse a cause de la structure de I'interaction
effective, il est naturel d’avoir un champ auxiliaire transverse, ce qui gomme l’influence du terme
logarithmique dans la détermination du point col. A 'ordre 0 du développement d. > 1,

> abed a q C
<X“b(q)XCd(—q)> = —R4d@ =  AAAMAA . (3.70)
¢ b d

3.1.5.3 Corrections a une boucle

Les perturbations au premier ordre en 1/d. pour le champ auxiliaire sont calculées grace a
I'action (3.68) [Pisarski 1983]. A cause de la structure transverse du champ auxiliaire, celui-ci
se couple uniquement & la partie transverse des dérivées de h dans le vertex & trois points de
(3.68). Grace a la décomposition des tenseurs & quatre indices purement transverses suivant les
projecteurs orthogonaux Ngpeq €t Mypeq (voir (2.61)), ce vertex peut s’écrire :

il
=~ (Namn(@) + Mabmn(@) ) ai" a5 - (3.71)
a2

La correction & une boucle au propagateur de y permet de définir une énergie propre E;bc‘l via

(Manct-0) = - [(R™) ™+ =) (372

qui est donnée par la bulle de flexurons [Pisarski 1983] :

q
abed a ¢
E4p) =
b d
pP—4q
Mo _ MYy _ 4]
= l de (Nabmn(p) + Mabmn(p)) /q a (p q459 )_(2)4 d )q (Nijcd(p) + Mijcd(p)> )

(3.73)

ol le terme en bleu est le facteur de symétrie du graphe, le terme en orange est issu de la
définition de X, (3.72), et le terme en vert vient de la boucle fermée de flexurons. L’intégrale
définit le tenseur de polarisation I (p) :

i) = [ (3.7)

Puisque celui-ci est contracté avec les projecteurs Nypmn €t Mapmn qui sont par définition or-
thogonaux & p, nous pouvons remplacer Il par une intégrale qui ne fait pas intervenir p au
numérateur sans changer le résultat :

1 m,n, i.j
22(p) = £ (Natn (6) + Matra(0)) / 2y oyt (Nitlp) + Migeap)) - (37)
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Cette intégrale a la forme générique 1™ (2,2) calculée dans I'annexe B. Elle se décompose sur
le produit symétrisé de symboles de Kronecker X™" .

J J J J

et toutes les combinaisons symétriques de produits d’impulsions p* et de symboles de Kronecker.
Mais comme elle est contractée avec les tenseurs transverses Ngpmn(p) €t Mapmn(p), seule sa
composante sur X™"J contribue & I’énergie propre :

E;de(p> = 1<Z\rabmn(p) + Mabmn(p)> <Nijcd(p) + Mide(p)>Immj(2’ 2>

2
D—4 G(2,2) (2’ 2)

1<Nabmn (p) + Mabmn (p)> (Nijcd(p) + Mijcd(p)>Xmmj (fﬂ)D/Q 4 ’

)

(3.77)

otl la fonction G(32)(2,2), définie dans I’Annexe B, donne simplement le coefficient de I"™"% (2, 2)
sur X™" _Elle a la forme d’un produit de fonctions I' d’Euler.
Finalement, le tenseur X™"J se contracte de la facon suivante :

Nabmn(p)anijNijcd(p) = (D + 1)Nabcd(p) ) Mabmn(p)anijNijcd(p) =0 (3 78)
Mabinn(p) X ™™ Mijea(p) = 2Mabea(p) , Nabmn(P)X™ Mijea(p) = 0
ce qui permet de conclure :
1 D—4 G(2,2) 2.9
Zabcd(p) - = p ( ) ) ((D + 1)Nabcd(p) + 2Mabcd(p))
X 2 (4m)P/2 4 (3.79)
D—4 '
p D D D bed bed
- 2D+37TD/2P(2 -5)B(3,7) ((D + )N (p) +2M*™ (P)) ;
ol B est la fonction Beta d’Euler.
Le nouveau propagateur, incluant les corrections a une boucle, est désormais noté :
1 . 1 1 a q Cc
(XMax(—a) = =7 |(R™@) "+ S )] = ~amman L (380)
¢ b d

Cet objet est assez abstrait et n’existe que dans le cadre de la théorie a large codimension.
Pour pouvoir comparer nos résultats avec les autres formalismes, il nous faut considérer des
grandeurs communes. Bien stir, comme l'objet central dans la phase plate est 1, c¢’est un bon
point de départ. Celui-ci se calcule & partir de I’énergie propre des flexurons, avec sa correction

d’ordre O(1/d,) :

510 = et — o [P0 o (R @+ 5| G- a).

(3.81)

(9}

Seulement le propagateur du champ auxiliaire (3.80) a cette fois une structure inhomogéne en
impulsion. En effet, les coefficients de R4 (p) par rapport & Mupeq et Nypeqg sont constants?,

9. Ce sont [ et b.
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alors que ceux de E‘;(b‘:d(p) sont proportionnels a p?~* d’aprés (3.79). ¥}, fait donc intervenir des

intégrales de type :
1

T = / -1+ AgP )’

ou A ne dépend pas de ¢. Le calcul des intégrales Z(A) est trés difficile dans le cas général, mais
des approximations peuvent étre faites lorsque p — 0. Une facon de procéder est donc d’utiliser

(3.82)

la définition de i & partir de la limite infrarouge de I’énergie propre :

Salp) — p" 7. (3.83)
p—0

Les calculs étant assez longs, nous ne les développons pas ici. Les détails se trouvent dans
I’Annexe D. En 'absence d’hypothéses particuliéres, n atteint sa valeur & P4 [Aronovitz 1989] :
8(D—-1)
D D D DY °
de(D+2)B(3,7)B(5.2- %)

N4 = (3.84)

La dimension anormale est d’ordre O(1/d,.). Sa valeur prédite pour D = 2 et d = 3 est
Ny = %, plutot en dega de la prédiction de la théorie en D = 4 — ¢, mais cela confirme ’existence
d’un exposant 7 de I'ordre de 1. Autour de D = 4, le résultat prédit est :

12¢

m = o O, (3.85)

en accord avec la théorie de couplage faible.
En imposant K = 0 ou p = 0, il est également possible d’atteindre les deux autres points
fixes non triviaux. A P, 12 = 0 automatiquement, & Pg sa valeur en fonction de D est :

8(D — 2)(D + 1)

n3 = ) (386)
d.D(D+2)B(%,.2)B(5,2- L)
et, ici encore, le résultat est cohérent avec le développement en ¢ donné par :
10e
= O(e?) . 3.87
B de +0() ( )

Enfin, il est possible de donner également un flot de renormalisation pour les constantes de
couplage grace a la dépendance en impulsion de X, (p) 10 Les constantes de couplage sont iden-
tifiées & partir de la décomposition du propagateur de x en projecteurs orthogonaux. L’évolution
avec l'échelle du propagateur renormalisé s’écrit grace a (3.80) :

pf)p[<xab(p)x0d(—p)>_l} = pdp [25(p)] | (3.88)

ce qui conduit finalement lorsque D =4 —¢ a 'l :

B;=—6A+(6 +6 /;—i—ﬂ)
967 (3.89)

2
~ K
IR = TR

10. Ce résultat n’est pas évident en général car 3(p) contient une intégrale sur toutes les échelles d’impulsion .
4=D en vertu de

11. En se rappelant que les variables d’élasticité renormalisées portent un facteur d’échelle p
(3.29).
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en parfait accord avec (3.40) a lordre O(e/d,) .

Finalement, méme s’il n’est pas possible de supposer que les fluctuations dans les membranes
sont petites en d = 3 et D = 2, leur comportement peut étre approché en extrapolant deux
régimes limites. Ceux-ci permettent de voir émerger P4 qui gouverne le comportement de la phase
plate dans la limite thermodynamique; ils donnent donc la bonne physique qualitative de ces
systémes. Les relativement fortes valeurs de 74 prédites par ces modéles sont un bon indicateur du
caractére fortement non-perturbatif de la nature de la phase ordonnée des membranes cristallines.

3.2 Perturbations au-dela du premier ordre

La littérature sur la théorie des perturbations dans les membranes cristallines ne traite que
des corrections a une boucle, quelle que soit 'approche utilisée. Cependant, ce n’est qu’a partir
de T'ordre suivant que la comparaison avec les autres approches non-perturbatives devient non
triviale [Papenbrock 1995, LeDoussal 1992|. Méme au sein de la théorie des perturbations, la
comparaison entre le développement en couplage faible et en grand nombre de composantes
du champ peut devenir compliquée & partir de deux boucles, malgré I'universalité du flot de
renormalisation (voir [Rim 1984, Campostrini 1992] pour une illustration dans le cas des modéles
o non linéaire et Gross-Neveu).

Calculer les ordres suivants de la théorie de perturbation en couplage faible nous servira
a mieux comprendre les liens entre les différentes approches de la phase plate dans la limite
thermodynamique, ce qui nous sera particuliérement utile pour tester la stabilité de notre schéma
de troncation du flot de renormalisation non-perturbatif dans la section suivante.

3.2.1 Nature des divergences

Pour aller calculer les corrections aux ordres supérieurs de la théorie en couplage faible, peu
de méthodes sont aussi efficaces que la régularisation dimensionnelle. Néanmoins, nous avons
évoqué dans le Chapitre 1 les confusions qu’elle peut générer sur la nature des divergences.
Comme les fluctuations dans la théorie de la phase plate sont toutes associées & des modes
de Goldstone, le risque que des divergences infrarouges soient générées est grand. Méme a une
boucle, les intégrales typiques ont la forme :

4“¢"¢"¢’ 390
Ty — )4’ (3.90)
¢0'(p—q)
qui diverge quand ¢ tend vers 0 par comptage de puissance. De plus, les résultats de I’Annexe B
pour ce type d’intégrales indiquent que ’enrichissement du numérateur par ajout de composantes

de ¢ supplémentaires n’est jamais suffisant a priori pour régulariser de telles divergences. En
effet, la composante de l'intégrale :

QMl("')QMn
I 2,2) = / G 3Gy 3.91
m(m)un( ) . (p—q)* ( )
sur le produit p, (...)py, est toujours donnée par :

(p2)D/2_4

WGWO)(Z 2), (3.92)
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ou la fonction G(”’m)(a, B) est définie par :

n m I'n+D/2 — «a)
anm) _ ___ an(@)am(B) (@) = 3.93
aatf-Da—m 9 I'(a) (3.93)
L’intégrale (3.91) comporte donc toujours a priori un terme proportionnel a :
G0(2,2) =T (n+ D/2 - 2)T(D/2 - 2) T(-Df2) (3.94)
’ I'(D—4+n)’

dont le terme en rouge contient une divergence infrarouge lorsque D — 4, et ce quel que soit n.

La méthode la plus simple pour séparer les divergences infrarouges et ultraviolettes est d’ef-
fectuer un réarrangement infrarouge en ajoutant une masse au dénominateur (voir Chapitre 1)
qui assure la régularité de I'intégrande quand ¢ — 0 et supprime donc les éventuels poles infra-
rouges. Appliquons-la a la bulle de flexurons (3.33) : une masse m est ajoutée au propagateur
des flexurons :

Vi(p)VI(—p)

Zg(p,m) = 2dc/

2 2
; (Q2 B m2) ((p - q>2 " m2) (3.95)
(2N + 22+ p2) p? iy dei® D
= ¢ PZ] c Pz] 0
ekl 3972 ¢ L (p) + 9672 T (p) +0(") ,

et ce indépendamment de m. Les podles qui contribuent a ce graphe ne sont pas modifiés par
I’ajout d’une masse, ils sont donc bien tous de nature ultraviolette. Cependant au-dela du pre-
mier ordre, les intégrales massives générées par ce réarrangement sont difficiles a calculer et le
réarrangement est difficile & mettre en place graphe par graphe.

Intéressons-nous au cas particulier des intégrales complétement transverses définies par :

4 . s .
L0 8) = [ oy = PROIPEG) | 0% = PR ) PR Ot 5) . (3.96)

ol qi = P%iqj, et o et B s’écrivent typiquement 2 4 ne/2, n étant un entier qui peut étre nul 2.

Le caractére transverse du numérateur simplifie au maximum l’expression de I, car elle
ne fait intervenir qu'un seul des termes de I;;x(c, B) (celui qui est proportionnel au produit
symétrisé de symboles de Kronecker Xjjz, voir (3.76)), ce qui rend plus simple l'analyse des
poles. D’apres (B.28),

(p?) 72 g2 (o, B)
(47r)D/2 4

I (a,B) = (D*-1) xT(a+B—-D/2-2), (3.97)

ou le facteur restant n’est pas divergent quand ¢ — 0. La fonction I' restante a bien un poéle
en D = 4 si a = = 2. Pour savoir si ce pole est de nature infrarouge ou ultraviolette, nous
effectuons un réarrangement infrarouge avec deux masses my et me, une pour chaque facteur au

12. Ce choix est lié a la structure du propagateur des flexurons G, (p) ~ p*. De telles intégrales interviennent
a L = n+ 1 boucles dans les graphes ou seuls des flexurons se propagent.
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dénominateur de I, . L'introduction d’un paramétre de Feynman = permet de réduire 'intégrale

a un tadpole massif, calculé dans I’Annexe B (voir (B.71)), de masse M2 = (1 — x)m? + xm3 :

(‘IJ_)4
J_( ) /q(qQ—i—m%)a((p—q)Q‘f'm%)

[ pDetd) [ s
a /q((h_) I'(a)l'(B) /0 ! [(p—q)?+ (1 —2)®+ (1 —2)m? + .7:771/2]&+’8

2

B

(
T(a+p) [ v (1 — 2)1g8-1 (q1)*

1 2 o\ D/2+2—a—p
_ Na—1.8-1/12 _ (M? 4 2(1 — z)p?)
= T () /Odgc(l )P TH(D* = 1) (4m)D72 1
1 2 o\ D/2+2—a-p
_ _ona-1,_B8-1/12 _ (M +a(l—a)p )
@ LMl (m)P7?
xT(a+B—-D/2-2),
(3.98)
qui est bien le pole de (3.97); la fonction A (a) étant définie par :
" IMNa—n—-D/2
A (q) = ( e ) (3.99)

Ainsi, les poles des intégrales transverses lorsque D — 4 (et avec « et 3 de la forme 2+ ne/2)
sont tous de nature ultraviolette, et ce quelle que soit la valeur de n. Ceci est d’autant plus
intéressant que dans la théorie effective oit 'on a intégré sur les phonons, le vertex effectif R¢(q)
est un objet purement transverse. Le résultat précédent garantit donc le caractére convergent
de la théorie de perturbation de la théorie effective dans l'infrarouge & un ordre de boucles
L = n + 1 arbitrairement grand. Nous pouvons donc appliquer la régularisation dimensionnelle
& cette théorie pour aller sonder les ordres supérieurs du développement en couplage faible.

3.2.2 Théorie effective de flexurons en interaction

La théorie effective est construite en intégrant sur les phonons dont ’action est quadratique.
L’action effective est donnée par (2.60) ; nous la donnons ici dans I'espace direct (voir Annexe
A pour les détails) :

S[h] = / g(@Qh(:c))2 + / %(%h(x).@bh(x))Rade(x —9)(9ch(y).0ah(y)) - (3.100)
xr T,y
Cette action, perturbative autour de D = 4, n’a de sens que dans la théorie de la phase plate ou
les roles de u et h sont dissymétriques, elle ne décrit pas la transition de froissement. Elle peut étre
utilisée a la place de l'action S[u, h] (3.7) puisque nous cherchons & décrire la limite des grandes
distances oul les flexurons dominent. Il n’y a plus qu'un seul type de champ avec un unique
vertex & quatre points, mais en contrepartie le vertex d’interaction a une forme plus complexe
et dépend explicitement de I'impulsion qui circule & travers lui. La forme la plus épurée (2.62)
dans laquelle R*“?(q) comporte seulement deux termes n’est valable que tant que I’action (3.7)
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est écrite a l'ordre le plus bas en puissance de u [Amorim 2014|. En termes graphiques, Rabc‘i(q)
sera représenté par un vertex asymétrique, avec une ligne pointillée décrivant la circulation de
I'impulsion (voir (3.101)).

La théorie effective posséde un certain nombre de propriétés importantes :

o Le vertex effectif (2.62) est purement transverse. Toutes les intégrales intervenant dans les
graphes a L boucles sont de la forme (3.96) avec n < L—1; la théorie effective ne comporte
donc pas de divergences infrarouges en vertu de (3.98). La régularisation dimensionnelle
peut donc étre appliquée.

e Puisque l'intégrale sur les phonons est effectuée sans approximation supplémentaire, il
existe une relation exacte entre le vertex effectif et les interactions de la théorie en u et h :

a q mo
Rabmn(Q) - > - < = 5 [Cabmn — Caba't/ qa sz (Q)qn Cm’n’mnj| 5
b n

(3.101)
ot ¢® est le tenseur d’élasticité, relié au vertex & quatre points W(qi, g2, ¢3) (3.11) par

W(q1, 2. q3) = 44505 (—q — @ — @) capij- En effet,

1 a/ b/ ’ ’ Cabmn Cabalbl ;i o1 1 b/ ’
S \CLabmn — Caba’b’ G," " m/n’mn) = - r" prm —Pr™ m’'n’mn
8(Cb cabaty ¢* G, (9)q" ¢ ) 3 g L ()\+2HL +‘uT ¢
_1[2 A pTpT L (PT P 4 P pT )}
) /\+2N ab®t mn am® bn an® bm
1
:7Ra mn .
7 vab (9)

(3.102)

Tout comme c,p;5, Rapij n'est pas symétrique sous I'inversion de sa premiére et sa deuxiéme
paire d’indices, ce qui justifie sa représentation sous la forme d’un objet asymétrique.

Cette relation est particuliérement intéressante, car elle permet d’établir dans le cas de
I’énergie propre des flexurons une correspondance entre les graphes des deux théories qui
permet d’effectuer des comparaisons. Par exemple, I'unique graphe a une boucle dans la
théorie effective contribuant & celle-ci est exactement égal & la somme des deux graphes

dans la théorie en u et h, et ce indépendamment du choix de régularisation '3 :

q
q q
Sup) = LN §2+ o (3.103)
p—q p—q

Cela est moins évident pour la renormalisation des couplages, car il n’y a pas de véritable
équivalent du vertex purement transverse dans la théorie de la phase plate & deux champs
(u et h).

13. 1l faut cependant faire attention a bien attribuer les impulsions de facon cohérente.
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e Le vertex effectif donne également le propagateur du champ auxiliaire x,; dans la théorie

de large codimension (3.70), ce qui facilite la comparaison entre les deux approches de la
théorie des perturbations en établissant des correspondances graphe par graphe également.

Il y a un graphe que nous n’avons pas pris en compte dans (3.103), c’est la partie du
tadpole faisant intervenir une boucle fermée de flexurons :

q
~ O
O = Ak=0 - (3.104)
X

Cependant, le vertex effectif n’a pas de composante continue : R%“(q = 0) = 0'4; ce
graphe est donc automatiquement nul. Il en est de méme pour tous les graphes de cette
forme, & tous les ordres en boucles.

P

Il apparait dans (3.100) une nette dissymétrie entre les roles des deux premiers et
deux derniers indices de R®¢? chacun couplant des termes a deux champs évalués a
deux positions différentes. Par conséquent, R apparaitra toujours dans un graphe
dans le sens ou circule 'impulsion externe; en particulier, le vertex effectif n’est jamais

dessiné a la verticale. Cela exclut de la théorie les graphes présentant des divergences

> @ < (3.105)

dont le calcul fait intervenir des intégrales de type losange J(«, o, 8,7,v") qui sont parti-
culierement difficiles & calculer (voir Annexe B).

superposées, comme

Cette propriété fait en réalité écho a 'identité de Ward (3.24), qui permet de simplifier ce
type de graphe dans la théorie & deux champs basée sur Slu, h], quoique de fagon moins
directe. En effet, écrivons (3.25) a une boucle :

O | O XK w-<{

ou nous avons indiqué en rouge les termes proportionnels & d., et en bleu les autres. La
fonction a trois points de la théorie de champ moyen (& 0-boucle) est donnée par le vertex
d’interaction :
Q1

i

F§3)(q,Q1,Q2) = = —5()\(611-(]2)qj +M((Q-Q1)qg + (Q-Q2)Q{)) . (3.107)

q2

14. Preuve dans ’Annexe A.
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Puisque la théorie est renormalisable, nous pouvons écrire la fonction & trois points a

(3),11

une boucle L= a l'aide de deux coefficients gy et g, qui sont fonctions des couplages

renormalisés et du régulateur, mais en conservant la méme structure en impulston :

q1

3),11
Fg ) (qa QI7QQ)

q2

O K v

= —é(g/\(/\ 1,€)(q1.92) ¢’ + gu(A pse )((q Q1)q +(-q2)q] )> :

(3.108)

(3),11

L’équation (3.106) fait intervenir la dérivée de I';
la conservation de I'impulsion g2 = ¢ —q1 (ou q1 = ¢ — ¢2) **. D’aprés (3.108), cela donne :

par rapport a g; (ou g2), en utilisant

(3),1
ar; |
oq;

= _% (gk()\a s 6)qiqj + g,u()\, K, 5) (q25ij + qiqj)) : (3109>

q1=0

L’injection de ce résultat dans (3.106) donne la relation entre gy, g, et les composantes de
¥ (q). Nous l’avons vu, la fonction & trois points n’apporte pas d’information supplémen-
taire sur la renormalisation des couplages. En particulier,

E;’Lj xd. = gA()\, /,6,5) xde gu()‘a /”‘75) o de . (3110)

La relation (3.110) montre que toute l'information sur la renormalisation des couplages
dans la fonction a trois points est comprise dans le graphe rouge de (3.106). Par consé-
quent, la somme des deux graphes bleus est exactement nulle. De plus, comme (3.110)
fait intervenir les fonctions gy et g, completes, elle a encore des conséquences aux ordres
suivants en induisant des compensations entre des graphes dont les graphes bleus sont des
sous-graphes. Par exemple, a ’ordre de deux boucles,

F§3)’”(q, qa,q2) xde = o dy

«z,@.,g + w =0, (3.112)

15. En effet, dans I'identité de Ward, c’est une des impulsions des flexurons qui est mise & zéro, celle du phonon
dans la fonction a trois points est la méme que celle qui circule dans ’énergie propre du phonon qui intervient

(3.111)

donc en particulier,

dans cette identité.
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car ces graphes ne comportent qu’une boucle fermée de flexurons, et donc une seule puis-
sance de d.. En appliquant ce résultat & 1’énergie propre des flexurons & deux boucles, le
graphe contenant des divergences superposées est aussi compensé par un autre. Notons
que ce résultat est indépendant de la méthode de régularisation utilisée.

Finalement, ’absence de divergences superposées, qui apparait comme une conséquence
de la structure de R dans la théorie effective, est en réalité aussi présente dans la théorie
a deux champs (u, h) comme une conséquence de l'invariance par rotation, mais de fagon
plus subtile puisque ce ne sont pas les graphes eux-mémes qui s’annulent, mais leurs contri-
butions aux énergies propres sont compensées par d’autres graphes. Ce n’est donc pas la
théorie effective elle-méme qui donne lieu & des résultats plus simples, mais sa structure
semble mieux accordée aux simplifications inhérentes & la théorie de la phase plate.

e Le coefficient de Lamé A\ n’apparait jamais explicitement dans la théorie effective, il est
remplacé par le coefficient de Ne¢(q) :

_ W(AD +2p)

b= 3.113
A 2p ( )

A une boucle cela ne change rien, mais comme ce changement de variables dépend expli-
citement de ¢, et que la construction du flot de renormalisation tronque le développement
en € en sélectionnant uniquement les péles des coefficients de renormalisation, la corres-
pondance entre les fonctions 5 de la théorie effective et celles de la théorie & deux champs
(u, h), qui sont exprimées en fonction de A et u, n’est pas du tout évidente aux ordres
supérieurs.

L’écriture (3.100) présente cependant des avantages : d’abord, la contrainte de stabilité du
potentiel élastique (2.9) s’écrit b > 0, et ne nécessite donc plus de mélange dépendant de
D entre les deux constantes de couplage; d’autre part, il n'y a plus dans ce formalisme
de constantes de couplage dans des dénominateurs. En particulier, la dimension anormale
courante s’écrit :

5(b+2pu)
= — 3.114
expression qui est plus réguliére que (3.40) :
S+ ) (3.115)

T T6r2 (0 + 2p0)

lorsque les couplages deviennent petits, bien que les valeurs aux points fixes soient les
meémes.

Nous avons donc choisi d’effectuer le calcul des corrections & deux boucles dans la théorie
effective plutét que dans la théorie & deux champs.
3.2.3 Corrections a deux boucles
3.2.3.1 Graphes a deux boucles

Les graphes a 'ordre deux du développement en couplage faible comportent un vertex sup-
plémentaire, et donc une intégrale sur une deuxiéme impulsion. Si ces deux intégrales comportent
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un pole ultraviolet, le terme le plus divergent dans le graphe sera d’ordre 1/¢2. La troncation du
schéma minimal, qui correspond & ne garder que les termes divergents, est donc une troncation
a Pordre sous-dominant. Les graphes & deux boucles de la théorie effective sont les suivants :

e Vertex effectif R*™"(p) :

— Double bulle :

}QQ&{

aba’b’ Halb Zj Rl]l J ( Hz’g’m’n’ (p)( - Rm’n’mn (p))
y AT G2 (<5 4 2)2T (2 — /2) T (2/2)° (3.116)
621 —|b P) Nabmn(p)
I(4—e¢)
4=6+en—4+e 27 (2 — 2/2)'T(e/2)°
- |:,LL3 i ( 2/ ) ( / ) :|Mabmn(p) s
I(4—e¢)

oil nous rappelons que le tenseur de polarisation II“™"(p) a été défini en (3.74). La
partie divergente est comprise dans le terme I'(¢/2)2, qui se développe selon :

(e/2) = - — —=+0("), (3.117)

ou vg est la constante d’Euler. La constante vg apparait dans tous les développements
de T' a Pordre sous-dominant. De méme, le facteur (47)/2, issu de notre convention
de transformée de Fourier, introduit des facteurs log(4m) a 'ordre sous-dominant.
Comme ces termes ne contiennent aucune information utile, il est d’usage de redéfinir
I’échelle k de la renormalisation, qui rappelons-le est arbitraire, selon :

k— k—r7!F (3.118)
47

ce qui permet d’obtenir des expressions plus simples pour les graphes a deux
boucles 0. Cette convention d’écriture est appelée « schéma MS ». Sous ces condi-
tions,

3 A P

d2 (=3 — be + 3clog(p?)) 0
[ 1105927 22 ]Mabm”(p ) +OE),
(3.119)

oit il faut comprendre log(p?) comme le raccourci de log(p?/k?). Dans la suite, nous
écrirons tous les graphes dans le schéma MS.

16. Les fonctions 5 en revanche sont inchangées.
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— Bulle-arc-en-ciel :

;/? ‘ (/i ~ Repary / VG2 Grlp — @) (@™ — ™) (=)

~ Rt /k Ry () Gk — ) (K — "))
~ [50%de (60e(b+ 2u) log(p?) — b(71e + 60) — 2u(41e + 60))
<1 2211847r4 e2 abmn
2 2
p? de (60e(b + 2p) log(p®) — b(83e + 60) — 2u(53¢ + 60)) o
+{ 11059274 ¢2 Matmn + O -
(3.120)

¢ Energie propre des flexurons %5 (p) :

— Arc-en-ciel-bulle :

@u /Gh p— )0 (4" = ") (— Ravis (@) 77 (@) (= Rirjrmn (@) (0™ — ¢™)(—™)

p*(60e(5b + 414%) log(p*) — 5b°(71e + 60) — 4p” (53¢ + 60))
el 44236874 2

+0(e") .
(3.121)

— Double arc-en-ciel :

7

(= Ravarw (0 = 0) 0* = ¢*)(=p" )G (q)?

% /Gh(/c — k' (¢’ = k) (= Rigmn (k) (K™ — ¢™)(—k")
k

~ 5p*(b+2u) (— 60e(b+ 2u) log(p?) + b(71e + 60) + 2u(11e 4 60)) L o)
= 22118471 ¢2 © /-
(3.122)

A une boucle, les composantes de R par rapport aux tenseurs N et M sont indépendantes de
p, et ¥p, o p*. Dans les expressions précédentes, ces comportements ne sont pas respectés a ’ordre
sous-dominant & cause des termes logarithmiques. En effet, les graphes précédents sont obtenus &
partir de la forme nue de 'action. Cependant, lorsque ’on applique la méthode des contretermes,
il faut utiliser 'expression de 'action en fonction des variables renormalisées. Plus précisément,
a deux boucles, nous devons utiliser I’action exprimée en termes des variables (couplages et

champs) renormalisées & une boucle, qui contient en plus de ces vertex les contributions venant
des contretermes.
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3.2.3.2 Contretermes

Reprenons I’action (3.100), et exprimons-la en fonction des champs et constantes de couplage
renormalisés & une boucle. Il y a un contreterme pour chaque terme de I'action : un contreterme
pour le champ Cp, qui a la forme du terme cinétique, et un contreterme pour le vertex Cg. Pour
simplifier I’écriture, nous I’écrivons dans I’espace direct :

K 2 k*
kahi/2m%@” +/ﬁ4(%M@0wuwﬂﬁmw—yxamwam@»
x

w)y

S [ 5 o ante)e e - ot )
:/gw%mf

+/ gﬁwm»mmmﬂ&mNW%mwn+4uM““@—wM@MW%MWV
T,y

(3.123)

Les contretermes intervenant a deux boucles sont déduits de 'expression des coefficients de
renormalisation Z, Z; et Z,, a une boucle en schéma minimal. Nous avons donc :

e Contreterme de champ :

5(b+2pu)
= AV4 = 124
Ch ) 9672 ¢ (3.124)
e Contretermes de vertex :
a m , ,
) = D =GN+ M)
b n (3.125)
5 b2 dc b M2 dc b
_ abmn o Mabmn )
19272 ¢ (P) = 6722 (p)

Ces nouveaux vertex doivent étre utilisés pour construire des graphes qui contribuent aussi a
l'ordre de deux boucles.

Il y a cependant une subtilité supplémentaire vis-a-vis du développement en . En effet, dans
le schéma minimal, seules les parties divergentes des graphes sont incluses dans les contretermes.
Cependant, ici, D (et donc ¢) apparait explicitement dans I'action, et donc dans I'expression du
vertex d’interaction Cr. Pour le montrer, nous allons nous concentrer sur ’expression du contre-
terme de vertex dans 'action (3.123) dans ’espace de Fourier. Par conservation de I'impulsion,
nous pouvons écrire ce terme de la facon suivante :

[etm@ [ ata - blahto- ) 6"~ @) hlahla—a) . (3120
q 1,92
ol nous avons omis le facteur global sans importance. Définissons :

Tobmn(g) = / g1 (a” — ) hla)h(a — q1) 454" — 45) h(g2)h(q — q2) - (3.127)

q1,92
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La structure tensorielle de cette intégrale se décompose sur des symboles de Kronecker et des
composantes de ¢ :

Igbmn(q) — I}i((q) Xabmn "‘I}}L/(Q) Yabmn(q) +IZ(Q) qaqquqn , (3128)

ot X est défini dans (3.76), le tenseur Y est le produit symétrisé des combinaisons de 2 impulsions
q¢' et un symbole de Kronecker (voir Annexe A). A cause de la transversalité de Cr, (3.126) se
simplifie :

CE™M ()T (q) = CR™™ (a) Tiy (9) Xabmn
= (Cb Nabmn<Q)Xabmn + Cp, Mabmn (Q)Xabmn> I}i(

:(gw+n@+%D+¢xD—2w0Eﬂ®

= ((D + 1)Cb Nabmn(Q) + 26# Mabmn(Q)) (Nabmn(q) + Mabmn(q))jf)f(Q) )
(3.129)

ot l'avant-derniére égalité découle de (3.78). Ainsi, méme si C, est purement divergent lorsque
€ — 0, le couplage entre flexurons qu’il génére au niveau de l'action, défini par la composante du
contreterme de vertex sur Ny, est proportionnel a (D +1) = 5 —¢ et posséde donc une partie
finie. Une fagon de prendre ces effets en compte est de modifier ’expression du contreterme
vertex (3.125) en incluant la partie finie dans la définition de Cy :

(5 —¢)b*d,

Cp — —
b 19272 ¢

(3.130)

Insistons sur le fait que ceci n’est pas contradictoire avec 'utilisation du schéma minimal. En
effet, 'expression (3.130) est juste une astuce pratique pour prendre en compte le fait que ce
n’est pas Cp mais (D + 1)Cp qui joue le rdle de composante du couplage effectif suivant Nypps,.
Il est tout a fait possible de procéder au calcul sans effectuer ce changement d’expression pour
le contreterme, mais en prenant garde & la présence explicite de € dans ’action.

La présence de € dans 'expression de ’action nous oblige & adapter la méthodologie standard
de la méthode des contretermes pour que le calcul reste cohérent. Ce type de subtilité est présent
dans d’autres théories pour lesquelles le respect de symétries dépendant explicitement de D (et
donc de €) est crucial. C’est par exemple le cas de 'étude de 1’équation de Kardar-Parisi-Zhang
a deux boucles pour laquelle les auteurs de [Frey 1994] ont da introduire un développement
partiel en €, ol certaines occurrences de D ne sont pas explicitées en € lors du développement
en série pour préserver les symétries de la théorie. L’utilisation de cette méthode a donné lieu
a une contreverse [Sun 1995, Tauber 1995, Wiese 1997|, et il n’existe pas aujourd’hui de théo-
rie standard de l'utilisation du développement en ¢ dans une théorie présentant des symétries
dépendant explicitement de D comme la phase plate des membranes cristallines. Nos résultats
sont justifiés par leur accord avec les autres développements dans les régimes appropriés.

Sous ces conditions, les contributions des contretermes sont les suivantes :
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e Vertex effectif R“bm”

}.O &{ = Croabarty (D)™ (p) ( = Rontwrmn (1))

_ [56*dZ( — 15elog(p?) + 13¢ 4 30) (3.131)
<1 44236874 2 abmn
3 2
3 do( — 3elog(p?) + 5e + 6) 0
M,
+[ 11059271 €2 abmn + O(€7)

‘ }@( " (= Rutar )T (1) (= R (1))
b n

[5 b? de(b + 2p) (15¢ log(p?) — 19¢ — 30)]
=, abmn

e<1 5529674 £2
5% de(b + 2u) (3e log(p?) — 5e — 6) 0
— M .
[ 2764874 £2 abmn + O(€7)
(3.132)
e Energie propre des flexurons %5 (p) :
+®+ = / 7 (0" = ¢")Cr.abmn (Q)Gr(p — @) (q™ — ") (—q")
q
~ 5p"(b+2u) (= 30(b+ 2u) 4 15e(b+ 2u) log(p?) — £(19b 4 224)) 0/
= 552967 £ +0()
(3.133)
@S = / 70" = ¢") (= Rabmn(0))Gnl(p — @)(¢™ — p™)(—q")Ch
g (3.134)
4 2\ _ —
. 5p*(b + 2) (15e(b + 24) log(p?) — b(19e + 30) — 4u(2e + 15)) L OE) .

ekl 5529674 2

Les expressions finales des parties divergentes de ¥, et ¥, ne dépendent alors plus de
log(p?/k?). Les coefficients de renormalisation sont alors déduits :

g1 5(b+2u)  de(b*(300 — 95¢) +4p*(60 — 37¢))  25(c + 12)(b + 2u)*

9672 ¢ 44236874 £2 22118474 2
2 3 g2 2 —
- 5b2d, N 563 d2(5 — 2¢) N 25b% de(b(e + 12) + 2p(12 — 5¢)) (3.135)
19272 ¢ 14745674 €2 22118474 2
p?d. 3 d? p? de (b(172 + 60) + 214(60 — 13¢))
Z,=1+ :

9672 3686474 2 11059274 2
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3.2.3.3 Flot de renormalisation

Les équations de flot de renormalisation sont construites & partir de (3.135) et des relations
(3.39) qui relient les fonctions [ aux pdles simples des coefficients de renormalisation. Les termes
d’ordre 1/¢% ne contribuent donc pas. Les équations de flot & deux boucles sont données par :

( ((549)b+10p) | 25(b+2u)*  de(950* + 148 %)
9672 1105927 2211847
5d.b*  25b6%d.(b—10pu)  5b3d?
= —eb+2b - - e |, 3.136
fo=—ebtambr 155 11059274 (192)274 (3-136)
dep®  de(17b = 26 p)p
Pu= et 2nnt g s 06

La correction en rouge dans 7 a une origine similaire & celle de (3.130), il s’agit du facteur (D+1)
apparaissant devant le couplage effectif b dans I'expression de ’action, et dont il faut garder la
trace indépendamment du développement en €. Il n’y a pas de nouveaux points fixes & cet ordre ;
Pallure du diagramme de flot a une boucle Figure 3.2 n’est pas modifiée. Les corrections a 'ordre
sous-dominant sont :

e Point fixe gaussien P; : Ce point fixe est bien stir inchangé :

{b*:o,p,*:o,oﬁzo}. (3.137)

e P>, Point fixe de cisaillement nul p* =0 :

Ce point fixe n’est pas accessible via la théorie effective. En effet, si u = 0, le terme
cinétique des phonons transverses est donné par le terme de courbure proportionnel a s
puisqu’il n’y a plus de contribution élastique (voir (3.48)). Sous ces conditions, la théorie
effective ot les phonons sont intégrés ne s’écrit plus sous la forme (3.100).

Une autre fagon de comprendre ce résultat est que par définition,

,_ (DA +2p)

R S 4 3.138
o (3.138)
donc Py est confondu avec Pj.
La théorie effective posséde cependant un point fixe p =0, b # 0 :
. 19277 64(—10 +dc(14 +3d.))m?e® . . 2e (192 +86d. + 5d2)e?
{b T 5(44d.) 25(4 + d.)? =0 = 4+d. 30(4 + d.)3 > (3.139)

qui est un artefact au vu de la discussion précédente.

e P3, Point fixe compressibilité infinie K* =0 :

Si K =0,b=0 (d’apres (3.138)) :

9612 320(5 + do)m? 10e  d.(890 + 37d,)e2
b* =0, u* = — x = — . (3.140
{ TS0 d, T T 20+d)3 BT 2041d. T 6(20 + do)3 (3.140)
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e P4, Point fixe de phase plate :

Ce point fixe, ol les deux couplages sont non nuls, est le point fixe attracteur dans 'infra-
rouge :

. 19272 192(264 + 24d. + d*)m?e? . 96m%e  2304(13 + d.)mw? &
= 524+ d.) 25(24 + do)? T o, 524 + do)®
. 12e  6d.(142 4 5d.)e> }

Moy d, T T 524+ do)y

(3.141)

En D =2, d. =1, la valeur prédite est 1} ~ 0,91, 1égérement inférieure a la valeur prédite
4 une boucle.

De plus, au point fixe P4, l'identité suivante est vérifiée :
(D+1)b—2u=(5—e)b—2u=0(?) . (3.142)

La ligne (D + 1)b — 2 = 0, qui correspond a (3 — ¢/2)\ + u = 0 dans 'ancien jeu de
variables, est la ligne attractrice sur la Figure 3.2. Comme nous le verrons dans la suite,
son caractére attracteur vis-a-vis des trajectoires dans l'infrarouge est vrai bien au-dela
du développement en couplage faible. Cependant, comme son équation mélange différents
ordres du développement en ¢, il n’est pas possible de montrer qu’il s’agit d’une ligne
attractrice dans le cadre de ce développement. Nous pouvons seulement vérifier a posteriori
que cette identité est valable, avec un degré de précision cohérent avec le nombre de boucles,
au point fixe de phase plate.

Il est également possible de comparer ces résultats au développement en large codimension en
examinant un développement jusqu’a I'ordre O(e2/d,). Puisque les fonctions 3 sont universelles
a deux boucles, il est attendu que les développements en d. > 1 et ¢ < 1 commutent a cet
ordre. Le développement des fonctions 8 a deux boucles (3.136) a l'ordre le plus bas en 1/d,, et
en termes des variables ji et E, s’écrit :

~ 502 508
Py=—cb+ 2 2)2
19~227r (19272) (3.143)
B
Pi = el g6

Il est rappelé que comme dans la limite d. > 1, n = O(1/d.), celui-ci n’intervient pas dans les
fonctions 8 & l'ordre le plus bas. La fonction 8 de & a de nouveau la structure d’une équation a
une boucle, contrairement a celle de b qui comprend une correction venant de la double bulle.
Comparons ces résultats a ceux du développement en 1/d, (3.89) en D =4 — ¢ :

~  (5—£) b
Br=—cb+ o2t
’ 1927% (3.144)
B =—cp+ i

9672
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Le changement de variable i best simple dans ce formalisme ott D n’est pas un paramétre de
développement. Comme le développement en d. > 1 a été conduit seulement & l'ordre le plus
bas, il n’est pas possible de générer de termes d’ordre 3 en couplages. En revanche, grace au
facteur (D + 1) au numérateur de la fonction f;, cette fonction présente bien un terme d’ordre
? égal & —eb/(192n2).

A premiére vue, I'universalité de la fonction B; est perdue a l'ordre O(£3/d.) puisque ses
expressions dans (3.143) et (3.144) différent. En effet, la fonction issue du développement d. > 1
ne peut générer de terme en 53, et le développement en € a deux boucles ne peut pas générer
de contribution dépendant explicitement de € hors du terme dimensionnel eb. Cependant, ces
deux expressions sont compatibles dans une certaine mesure dans l'infrarouge : considérons la
fonction 3; a 'ordre O(1/d.). A n’importe quel point fixe, celle-ci s’annule, donc :

~  5p?

Injectons ce résultat dans la premiére équation de (3.144) :

~  5b? b~ ~ 502 b b
B =—€b > — ——(eb) = —¢b > (5 ) (3.146)

* 19272 19272 + 19272 19272 \ 19272

qui est bien la premiére équation de (3.143). La correction a I’approximation (3.145) est d’ordre
plus élevé dans le développement. Ainsi, les deux expressions des fonctions S sont bien compa-
tibles au voisinage de n’'importe quel point fixe (ou encore suffisamment loin dans l'infrarouge),
mais 'obtention du résultat n’est pas directe.

Enfin, il est possible de comparer les valeurs des dimensions anormales aux points fixes Pg
et P4 en développant les expressions (3.86) et (3.84) a l'ordre &2 :

. loe 37¢? 3 1
= ea T OE) +O(dg> (3.147)
. 12 6e2 , 1
Moz g TOk )+O<c73) (3.148)

en accord avec la limite d. > 1 de (3.140) et (3.141).

Pour retrouver ce résultat, il est important de bien inclure le € dans 7 dans (3.136) (terme
en bleu). Afin de comprendre 'origine de ce terme, examinons qualitativement le comportement
de I’énergie propre X5 dans la limite d. > 1. Puisque chaque couplage b et 1L apporte une
contribution 1/d., et chaque bulle fermée de flexurons un facteur d., les graphes dominants dans
la limite d. ont la forme du graphe arc-en-ciel, avec un vertex effectif habillé par des bulles :

3.149)
Quel que soit le nombre de bulles, tous ces termes sont du méme ordre dans le développement
en 1/d..
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Par exemple, dans notre calcul précédent, la contribution dominante dans la limite d. > 1
est donnée par le graphe arc-en-ciel-bulle (3.121). Les termes comprenant un plus grand nombre
de bulles sont d’ordre plus élevé dans le développement en €.

Revenons au calcul de 'ordre dominant en 1/d.. La contribution a 7 dans cette limite peut
donc étre obtenue en remplacant dans I’expression du graphe arc-en-ciel le vertex par la somme
de toutes les bulles. Grace a la structure du vertex effectif, c’est une série géométrique. En effet,
rappelons la définition du tenseur de polarisation :

a b m,n

q99°q
() = [ S T () X0 Ty () Y ) £ T ) (3150
q

Comme le vertex effectif est purement transverse, seul IT; contribue. D’apreés les relations (3.78),
un graphe contenant n; bulles sera donc égal & :

RO 0, (RO =[ (D 4 1)BIL | Nere2tabe  [on | Apereztubs | (3.150)
et la somme de toutes les bulles sera :
b
1+ (D +1)bI1, (p)

aomn Iu’ aomn
Nabmn () 4 [WM] M () (3.152)

En dimension D =4 — ¢, IT (p) x p~¢ et devient donc dominant au dénominateur dans U'infra-
rouge. Finalement, la partie de la dimension anormale venant de la composante de R sur Nobmn
est proportionnelle & 1/(D+ 1) dans l'infrarouge dans la limite d. > 1. Autrement dit, le facteur
(D + 1) du couplage suivant N®™" dans I’action contribue comme 1/(D + 1) & la dimension
anormale, ce qui explique le facteur (5 + ) dans celle-ci.

3.2.4 Lien avec la théorie a deux champs

En principe, tous les résultats précédents peuvent étre obtenus dans la théorie a deux champs
basée sur Slu, h; k] (3.27). Cependant, 'utilisation de 'interaction phonon-flexuron au lieu du
vertex effectif R purement transverse réduit considérablement le nombre de simplifications pos-
sibles :

e linteraction avec le phonon longitudinal fait intervenir des intégrales non transverses. Il
n’existe pas aujourd’hui de preuve du caractére régulier de la théorie & deux champs dans
I'infrarouge. L’utilisation de la régularisation dimensionnelle pourrait alors étre probléma-
tique.

e le role de termes dépendant explicitement de D dans ’action, qui est crucial pour assurer
la cohérence des résultats a I'ordre O(e%/d.) notamment, n’est pas clarifié dans I'écriture
de S[u, h; k.

e le passage de By & [y, ou de B,(A, 1) & B,,(b, 1), se fait par un changement de variables
dépendant explicitement de €. Comme € ne peut intervenir explicitement dans une fonction
5 hors du terme dimensionnel, il est peu probable que I’équivalence des jeux de fonctions 3
issus des deux actions soit immédiate. Cela n’empéche cependant pas celles-ci d’étre com-
patibles dans un certain sens, comme les expressions de 7 obtenues par les développements
enc et 1/d,.
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e dans la théorie & deux champs, la condition de stabilité du potentiel DA+2u > 0 prend une
expression dépendante de €, dont la compatibilité avec les troncations de ce développement
a un ordre en boucles donné n’est pas évidente. Ceci pourrait étre par exemple une source
d’anomalies dans 3. Cette condition est pourtant automatiquement vérifiée a tous les
ordres des autres développement examinés dans ce chapitre.

L’étude comparée des deux formulations du développement en couplage faible est un travail
en cours.

3.3 Approches non-perturbatives

L’étude de la phase plate par la théorie des perturbations repose sur des extrapolations de
développements en ¢ < 1 ou d. > 1 au-dela de leur domaine de validité. Des méthodes de
resommation, basées sur des transformations de Borel des séries perturbatives (voir le chapitre
16 de [Kleinert 2001] par exemple), permettent de mieux controler ces extrapolations, mais elles
nécessitent en général au moins un développement & l'ordre 3. Afin de décrire de fagon plus
crédible la physique des membranes & deux dimensions, il est donc nécessaire d’avoir recours a
d’autres approches du probléme ne reposant pas sur un développement au voisinage d’un régime
de fluctuations gaussiennes, que nous appellerons un peu abusivement « non-perturbatives » 17.
Deux approches ont été développées pour les membranes cristallines : la premiére (SCSA) se
base sur une extension auto-cohérente du développement en d. > 1, et donne donc accés avec
plus de précision aux lois d’échelle au voisinage des points fixes, la seconde (NPRG) en utili-
sant le formalisme de 'action effective moyenne exposé dans le Chapitre 1 donne un point de
vue complémentaire sur ’évolution des caractéristiques du systéme avec 1’échelle grace & un
développement de I’énergie libre en puissances du gradient de champ 7.

3.3.1 L’approximation d’écrantage auto-cohérent (SCSA)
3.3.1.1 Principes généraux

L’approximation d’écrantage auto-cohérent (« Self-Consistent Screening Approximation »
en anglais) a été utilisée la premicre fois dans le cadre de I’étude du modele O(N) [Bray 1974],
puis adaptée aux membranes cristallines quelques années plus tard [LeDoussal 1992] (voir aussi
[LeDoussal 2017| pour une revue). Elle repose sur la construction d’une « bonne » interpolation
entre les deux limites perturbatives d. > 1 et ¢ = 4 — D <« 1. Pour ce faire, la structure des
équations issues du développement en d. > 1 est enrichie grace & un ansatz auto-cohérent.

Le régime d. > 1 a été étudié dans la section 3.1.5 par la méthode standard de la théorie
des perturbations associée : les fluctuations sont définies par un champ auxiliaire x4 qui maté-
rialise ’écart d’une configuration donnée a celle du point col atteint dans la limite d. — +o0.
L’ensemble des corrections apportées par ce champ de fluctuations s’organise comme une théorie
de perturbation usuelle.

17. Le caractére « non-perturbatif » doit se comprendre par rapport aux théories de perturbations usuelles ; en
particulier, il ne suppose pas ’absence d’un petit paramétre de développement comme nous le verrons dans la
suite.



3.3. Approches non-perturbatives 101

Il existe une formulation alternative qui consiste & exprimer les corrections dominantes dans
la limite d. > 1 en termes des champs et vertex de la théorie de perturbation en € = D] — D.
L’esprit est le méme que notre approche précédente de la valeur de n4 a partir de la somme
des diagrammes arc-en-ciel avec un nombre arbitraire de bulles habillant le vertex (3.149). En
général, la contribution dominante & un ordre donné en 1/d, contient une infinité de diagrammes

18 ce qui témoigne du caractére non-perturbatif vis-a-vis de e

de la théorie de perturbation en e
du développement en d. > 1. C’est ce contenu qui nous intéresse ici pour construire un modeéle
valable en D = 2, loin du régime ¢ < 1.

Il n’est pas simple, en général, de calculer la somme d’une infinité de diagrammes. Cependant,
il est souvent possible de construire les contributions dominantes dans la limite d. > 1 & un
ordre donné comme une série géométrique batie & partir des diagrammes & une boucle. Dans
notre exemple précédent, nous avons montré que la somme des diagrammes comportant un
nombre arbitraire de bulles les unes a la suite des autres est une série géométrique (3.152), et ces
diagrammes constituent bien les corrections dominantes a la renormalisation du vertex effectif R
dans la limite d. — 4o00. La construction des contributions & 1’ordre dominant quand d, > 1 par
des séries géométriques basées sur des graphes a une boucle du développement en € est appelée
« approximation de la phase aléatoire » (« Random Phase Approximation » en anglais).

Une différence fondamentale entre le développement RPA et le développement en € est que
la RPA ne cherche pas a obtenir de flot de renormalisation. Les corrections sont traitées comme
des quantités dépendant de I'impulsion externe p qui incluent une somme sur les processus a
toutes les échelles sans introduire d’échelle courante k. Il n’y a donc pas de contretermes dans
ce formalisme.

De méme que le développement en puissances de 1/d. est non-perturbatif en d., le dévelop-
pement en ¢ produit des quantités non-perturbatives en 1/d.. Par exemple, 14 a une boucle est

donné par (3.44) :
1—loop __ 12¢

K Y

Il est possible de raccorder cette limite avec le développement RPA qui n’est valable que dans

(3.153)

la limite d. — 400 grace a 'utilisation d’ansatz auto-cohérents inspirés du comportement des
constantes de couplage dans le développement en €.

Afin de mieux comprendre comment le caractére auto-cohérent permet de retrouver le déve-
loppement en couplage faible, examinons un exemple simplifié [Nelson 1987|. Considérons, dans
le cadre d’un développement en d. > 1 a l'ordre le plus bas, la correction a 1’énergie de cour-
bure x, qui décrit la renormalisation du champ avec I’échelle 1. Etendons celle-ci & un objet
dépendant de I'impulsion de la fagon suivante [Nelson 1987] :

Gr(p)™' = kp" + Zu(p) = k(p)p* . (3.154)
Par définition de 7,
Gu(p) ~ p*" = k(p) ~ p". (3.155)
p—0 p—0

18. L’ensemble des diagrammes arc-en-ciel avec tous les nombres possibles de bulles dans notre exemple pré-
cédent.

19. C’est le coefficient du terme cinétique. Comme le SCSA ne nécessite pas la construction du flot de renor-
malisation, I'introduction d’un coefficient Z décrivant la renormalisation du champ n’est pas nécessaire.
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C’est cet ansatz k(p) ~ p~" que nous utiliserons pour définir une équation auto-cohérente.
L’énergie propre Y, (p) est donnée au premier ordre de la théorie des perturbations par (3.103) :

~ 4
Zn(p) = ibJr(ZgD__l?)ﬂp“ /qq4(z(,qi)q)4,€ , (3.156)

ou ¢, est défini en (3.96). Remplagons « dans le propagateur de flexurons de (3.156) par I’ansatz
(3.155), et injectons le résultat dans (3.154) [Nelson 1987] :

k(p) =k +p *Sh(p)

o 2h+ (D2 (q0)"
R (D-1) /qq“ﬁ(p q)(p—q)*

2 b+ (D — 2),7/ (1) (3.157)
¢ o — )t

~ —

p—0 dc (D — 1)

2b+ (D —2)i
~N —— (2,2 —1n/2
0 dc (D—].) J_( ) 77/ )7

I'intégrale transverse I| étant définie dans (3.97) (ou dans I’Annexe B). Son comportement en
fonction de p est donné par (3.97), ce qui conduit a :

K(p) ~ (p?) P2 (3.158)

~Y
p—0

D’autre part, par définition, x(p) ~ p~ ", soit finalement n = % [Nelson 1987|. En particulier,
p—

e si D =4—¢, celadonne n =0,5¢, & comparer au résultat en couplage faible
1—loop __ .
My =0,48¢;

e si D =2, cela donne n = 1, & comparer au résultat en couplage faible niflool’ =0,96 .
Ainsi, le caractére auto-cohérent de ’équation permet de retrouver le développement en couplage
faible, o rappelons-le d. n’est pas contraint & étre grand.

Insistons sur le fait que k(p) est un objet différent de I’énergie de courbure a ’échelle courante
ki construit précédemment car il inclut les processus a toutes les échelles. En particulier la
stratégie d’utilisation des deux objets pour calculer 1 est trés différente : le flot de renormalisation
de ki permet de définir une dimension anormale dépendante de 1’échelle ng, qui sera emmenée
par le flot de renormalisation a sa valeur dans 'infrarouge donnée par le point fixe attirant le flot,
ou alternativement, n est défini a partir de x(p) par ansatz (3.155), puis sa valeur est contrainte
par une équation auto-cohérente. En particulier, il n’y a pas besoin de définir de point fixe dans
ce dernier formalisme. En revanche, 7 a bien le méme sens dans les deux approches (il est défini
par le comportement anormal de la fonction de corrélation de flexurons dans Uinfrarouge), et
peut donc étre directement comparé.

3.3.1.2 Energie propre et potentiel écranté

Le SCSA est basé sur les principes précédents. Il s’agit d’une amélioration du développement
RPA, valable seulement dans la limite d. — 400, grace a des ansatz dépendants de 'impulsion
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qui permettent de construire des équations auto-cohérentes. Le SCSA est plus complet que
Iexemple précédent puisqu'il inclut en plus de x(p) des constantes de couplage élastiques b et p
dépendantes de p. Il est défini & partir de la théorie effective de flexurons en interaction & partir
des ansatz suivants :

e Propagateur habillé éh(p) : son comportement dans l'infrarouge définit n de facon si-

milaire & (3.155). L’énergie de courbure corrigée par les fluctuations thermiques est %(p).
L’écart de la partie de K(p) indépendante de p & sa valeur nue k nécessite I'introduction
d’une constante Z,. Le propagateur habillé est alors défini par [LeDoussal 1992] :

. 1 z P

e Interaction écrantée R : l'ansatz utilisé pour 'interaction effective est construit a par-

tir des valeurs des constantes de couplage élastiques corrigées par les fluctuations, et donc
dépendantes de I'impulsion B(p) et i(p). Autrement dit, les fluctuations thermiques modi-
fient les valeurs des coefficients d’élasticité, le potentiel d’interaction est alors « écranté ».
Afin de différencier ces variables de celles construites par le développement RPA valable
seulement dans la limite d. — 400, elles sont notées a I’aide du symbole «~» au lieu de
« " ». Puisque la théorie est renormalisable, la structure du potentiel écranté est la méme
que celle du potentiel nu [LeDoussal 1992] :

p
ﬁabmn (p) = /I;(p)Nabmn(p) + ﬁ(p)Mabmn(p) = >= SEEsmECC =< . (3160)
b n

Examinons de plus prés la construction du potentiel écranté. Dans le développement RPA,
celui-ci est donné par l’ensemble de graphes en chaine de bulles comme nous ’avons vu précé-

demment :
¥----- ¢ + 3O + OO + - (3.161)
b nop nop n

Le SCSA améliore ce développement en remplagant le propagateur nu des flexurons Gy (p) par
le propagateur habille G, (p). Cela revient a utiliser a la place de la polarisation II (3.150) la
polarisation habillée II(p) définie par :

Y . a / \ m

Mapmn (p) = /(p ~Qa®s (P~ Dman Gr(@Gr(p— @) = -7-83 g, (3.162)

q b 0.‘ :" n
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qui se décompose de méme :
™" (p) = 1L (p) X" + Ty (p) Y (p) + T, (p) p"p"p™p" - (3.163)

Puisque le vertex effectif écranté est aussi purement transverse, seul I 1(p) contribue. Celui-ci
s’exprime en fonction des intégrales transverses (3.97) :

~ 1
I (p) = D21

I,(2—n/2,2—-n/2), (3.164)
ou la dépendance explicite en 1 est due au remplacement du propagateur nu par @h (p). Dans
la limite d. — +00, la dimension anormale 7 s’annule, G, (p) ~ @h(p) et le développement RPA
est retrouvé.

Finalement, le potentiel écranté est défini par une somme infinie de graphes, qui forme encore
une série géométrique, mais qui dépend maintenant de n via le propagateur habillé :

i $ok 304 3004

b - o N (3.165)
= _Rabmn(Q) + (_Raba’b’ (p))Ha bm'n (p)(_Rm’n’mn<p)) + ..

1 m/n’ _
= |:1_|_]A{/(p>f[(p):| » (—Rm’n’mn(p)) )

ce qui donne I’équation auto-cohérente suivante [LeDoussal 1992] :

~ ~ ~

Rabmn (p) = Rabmn (p) - Raba/b’ (p)ﬁa’b’m’n’ (p)ﬁm/n’mn (p)

:}{ :} -------- {:+}®{ . (3.166)

Comme la structure tensorielle du vertex écranté est la méme que celle du vertex nu, la solution
de (3.166) s’écrit en vertu de (3.78) et (3.164) sous la méme forme que (3.152) [LeDoussal 1992] :

g() 5 D? -1
p) = = S
1+ (%)2t11)) bIL(2—n/2,2—n/2) r=0 (DD ILE2=1/2,2-n/2) (3.167)
) i Dot
1i(p)

T+ R A2 = /2,2 - n/2) r0 212 1/2,2 - 1/2)

Dans la limite infrarouge, la forme du potentiel écranté se simplifie et prend une valeur uni-
verselle indépendante des valeurs des couplages nus [ et b. Ceci correspond dans ce langage
a latteinte du régime infrarouge universel contrélé par Py, ot la dépendance en la condition
initiale microscopique est perdue, dans le formalisme du groupe de renormalisation. Afin de
déterminer n défini par le comportement de @h (p), il est suffisant d’utiliser dans les équations
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SCSA la valeur limite du potentiel écranté dans I'infrarouge ; plus précisément, le fait de ne pas
inclure les effets du régime ultraviolet entraine une mauvaise détermination de Z,, mais pas de
7 qui est universel |Bray 1974].

L’écrantage du potentiel change la valeur de I’énergie propre des flexurons. Définissons 5 A(p)

comme ’énergie propre contenant un propagateur habillé et un potentiel écranté. Comme R a
la méme structure tensorielle que R, celle-ci a une forme similaire & (3.156) :

S /p“ (P = 0)° (» — @)™ P" Rabmn(0)Gr(p — q) : )
g 3.168
p4/3(q) + 1(q) (00)"
; rp—glp—a*’

dans laquelle nous pouvons injecter les coefficients élastiques écrantés (3.167) et 1’énergie de
courbure habillée (3.159) :

/. ((u)a
de K Jg(0— @) 1L(2-n/2,2-n/2)
D(D —1) Zp* " GP2(D/2 + 1,2 —1n/2)

de k  G22(2-n/2,2-n/2) "’

~ Z,.p*
Sn(p) = — =

(3.169)

ot nous avons utilisé dans la derniére ligne la valeur des intégrales transverses (3.97). La fonction
G22) a &té définie plus tot (3.93).

Finalement, afin de retrouver la limite d. > 1, le propagateur habillé est relié & I’énergie
propre & partir d’'une équation inspirée du développement RPA. Dans celui-ci, le propagateur
habillé est donné par la somme de toutes les chaines de graphes arc-en-ciel (qui dominent dans
la limite d. — +00). En SCSA, ce sont des chaines de S (p) :

+ o
()Zh(P)Galp) + - (3.170)

(3.171)
D’aprés (3.169), c’est bien £ (p) qui domine dans Uinfrarouge, soit :
~ Zy
Enlp) = = (3.172)
ce qui, par comparaison avec (3.169) donne finalement :
D(D —1)G®2)(D/2 41,2 —n/2

de  GED(2—1/2,2-1/2)
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(2:2)

ou encore, en remplacant G ar son expression (3.93) en termes de fonctions I', s’écrit
) p p p )

[LeDoussal 1992] :

m:dzD(D_l) F(2—774)F( —%)F(1+%>F(n4+D)

P (A (e ()

La résolution de cette équation auto-cohérente donne la valeur de n, dans la phase plate. No-

(3.174)

tons que l'utilisation de k(p) au lieu de ki nous conduit inévitablement dans la phase plate
d’exposant anormal 74. En effet, c’est le choix de 'ansatz auto-cohérent qui définit ici le régime
infrarouge atteint, plutét qu’une condition initiale microscopique dans le formalisme du groupe
de renormalisation. Cela ne veut pas dire pour autant que les autres régimes décrits dans le
diagramme de flot de renormalisation sont inaccessibles. Par exemple, en forgant B(p) =0 (ce
qui revient a choisir b=0 d’apres (3.167)), I’équation auto-cohérente sur la dimension anormale
devient [LeDoussal 2017] :

r@—m)r (2= %)r(1+ %) (5 + D)
e D (o (e o)

qui est la dimension anormale au point fixe de compressibilité infinie Pg.

_2
==

n3 (D+1)(D-2) (3.175)

3.3.1.3 Dimensions anormales

Examinons les différents cas limites :

e d. > 1 : puisque n I O(1/d.), cette limite est atteinte en posant 7 = 0 dans le membre
- o>
de droite des équations (3.174) et (3.175), ce qui donne [LeDoussal 1992] :

_ 8(D—1) 1
> de(D+2)B(5,2)B(5,2- L) O (dg)
8(D —2)(D +1) 1

1
- O
B i d.D(D+2)B(5,2)B(&,2- L) * (d(%) ’

(3.176)

en parfait accord avec le développement perturbatif associé (3.84) et (3.86), ce qui est
attendu puisque nous pouvons vérifier & chaque étape du calcul SCSA qu’imposer n = 0,
en transformant les propagateurs habillés en propagateurs nus, redonne le développement
RPA qui est équivalent a l'ordre d’une boucle des perturbations en 1/d.. En particulier,
nous avons aussi :

12¢  6e2 ; 1
Mgste<t do d, +0( )+O<d3>
2 (3.177)
10e 37e 3 1
3 de>le<l d,  6d, +0() +O(dg> ’

en accord avec le développement en d. > 1 du calcul & deux boucles en «.
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e £ < 1: cette limite s’obtient en développant en ¢ les deux membres des équations (3.174)
et (3.175) [LeDoussal 1992] :

_ 126 6dc(30 +d)e?
YdesTe<1 24+ d (24 +d.)3

n + 0(53)

(3.178)
10e d.(890 + 37 d,)e?

Boastect 20+ de  6(20 + dg)3

+0(%) .

Tout d’abord, notons que le SCSA reproduit parfaitement la structure non-perturbative
en d. & Pordre 1 en ¢ : le SCSA dans la phase plate redonne exactement les résultats a
une boucle des deux séries perturbatives [LeDoussal 1992|, contrairement au modéle O(N)
par exemple, ou la fiabilité des résultats numériques de n pour N ~ 1 n’est pas garantie
[Bray 1974]. De plus, n3 donne également exactement le résultat & deux boucles (3.140).
Pour 74, une différence numériquement faible apparait. En effet, le SCSA, en interpolant
entre les deux régimes limites, contient de l'information au-dela de l'approximation de
couplage faible.

e D=2 d.=1: dans ce cas, les équations doivent étre résolues numériquement, ce qui
conduit & [LeDoussal 2017] :

ng ~ 0,821
. (3.179)
n3=2Vu.

Le second résultat est une conséquence de la présence d’un facteur (D — 2) dans ’équation
(3.175). La valeur prédite par le SCSA pour 7 dans la phase plate se situe entre le résultat
(sur-estimé) issu du développement en epsilon ni_lwp ~ 0,91 et le résultat (sous-estimeé)
issu du développement en 1/d. n4 ~ 0,66. L’implémentation d’une procédure SCSA amé-
liorée change cette valeur en 1y ~ 0,789 [Gazit 2009).

Ainsi, le SCSA, en interpolant entre les deux régimes limites quasi-gaussiens, permet de
prédire une valeur de 74 dans la phase plate corrigée, située entre les prédictions des deux déve-
loppements pertubatifs. Les contraintes apportées par le caractére auto-cohérent des équations
SCSA restreignent suffisamment les valeurs possibles de la dimension anormale pour pouvoir la
calculer dans un régime ou les couplages ne sont pas faibles.

Cependant, le controle du régime infrarouge atteint est difficile dans le formalisme SCSA.
En particulier, celui-ci repose sur la conjecture que le comportement que l'on cherche a décrire
est bien reproduit par un comportement d’échelle bien identifié dans au moins une des limites
de. > loue < 1 |Bray 1974], qui semble étre trés bien vérifiée dans la phase plate des membranes
cristallines. De plus la précision du schéma d’approximation utilisé est particuliérement difficile
a évaluer dans ce formalisme [Gazit 2009).

3.3.2 Action effective moyenne des membranes cristallines (NPRG)

Une alternative au SCSA consiste & travailler dans un formalisme qui ne repose sur aucun
des deux développements € < 1 et d. > 1, par exemple en définissant un autre type de dévelop-
pement qui ne suppose pas un petit écart a une théorie gaussienne. C’est le cas du calcul du flot
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de renormalisation de 'action effective moyenne (« Non-Perturbative Renormalisation Group
en anglais).

3.3.2.1 Schéma de troncation

L’ansatz le plus simple que nous pouvons utiliser pour écrire I’action effective des membranes
cristallines découle d’un développement dérivatif au moins de type LPA’ (car I'exposant 7, crucial
dans la stabilisation de la phase ordonnée, correspond & la dimension anormale du champ de
position), et d’un développement en champs. Dans ce cas, les constantes élastiques peuvent
toujours étre identifiées comme des constantes de couplage des champs en interaction. Plus
précisément, 'ansatz s’écrit [Kownacki 2009 :

IS / [Z;(GQF)Q + écﬁbmn (0uT-0pT — CEdab) (OmT-OnT — Cdmn) | + O((07)°,0°%) . (3.180)

Le coefficient du terme cinétique est la renormalisation de champ Zj, ce qui suppose que k a été
absorbé dans une redéfinition des constantes de couplage? : 7 (Zy/k)\/2F, ¢ — (k/Z1)%ck,
k= (Z1/R)2G.

Le développement LPA’ est un développement en dérivées du champ de position. L’ansatz
(3.180) est donc basé sur un développement en puissances du gradient du champ 7 plutot qu’un
développement en couplage faible. Il est donc supposé étre efficace pour décrire des régimes dans
lesquels les configurations ot 7 présente de forts gradients sont énergétiquement pénalisées (voir
Figure 3.3), ce qui est notamment le cas de la phase plate.

Sous cette forme, 'y, permet de calculer & la fois les propriétés de la phase ordonnée, mais
aussi de la transition vers la phase froissée |Essafi 2014]. En effet, ces deux cas se distinguent
par la valeur du paramétre ¢;, dans l'infrarouge?! : si ¢ — 0, le systéme subit la transition de
froissement, s’il atteint une valeur finie non nulle, il est dans sa phase plate (voir Chapitre 2).
Dans les théories de perturbation examinées précédemment, le flot de (i n’est accessible que via
I’action de la transition de phase, et non celle de la phase plate qui fournit un développement
bien distinct.

Il est intéressant de noter que comme le développement LPA’ est non-perturbatif en constante
de couplage, le champ de position n’est pas contraint & paramétrer un écart au minimum champ
moyen supposé petit ; il est donc possible de travailler directement avec le champ 7 sans introduire
de brisure explicite de I'invariance par rotation. Bien entendu, la différence entre phonons et
flexurons doit nécessairement se retrouver dans le spectre de la théorie de la phase plate (prédit
par le mécanisme de brisure de symétrie) ; ce point sera discuté un peu plus tard.

Cet ansatz est-il suffisant pour décrire la physique des membranes cristallines 7

e L’influence d’une dépendance en impulsion non triviale des constantes de couplage, qui
est tronquée par le développement dérivatif, a été étudiée via ’enrichissement suivant de
lansatz [Hasselmann 2011] :

Ty[r] = / [Zk(Lz_y) (8277(17).027_’@))—}—éczbm"(a: — ) (0aT(2).07(2) —C26ab) (OmT(Y)-OnT(Y)—CiOmn)

(3.181)

20. Comme dans la théorie de perturbation.
21. (j joue un rdle analogue a ’aimantation dans le modele O(N).
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La conclusion de ce travail est qu'une telle dépendance ne change pas les résultats obtenus

pour les propriétés universelles de la phase plate. Ce n’est en revanche pas le cas & la tran-
sition de froissage ot des modifications sont apportées a la valeur de n [Braghin 2010]. En
effet, d’un point de vue qualitatif, 'impulsion p est importante dans les configurations ou le
champ de position 7 présente de forts gradients (voir Figure 3.3) qui sont énergétiquement
pénalisées dans la phase plate; les négliger semble donc étre une hypothése raisonnable
pour décrire la phase ordonnée, mais pas la transition de froissement.

FI1GURE 3.3 — Configuration typique ou le champ de position présente des gradients forts.

e L’influence des ordres plus élevés du développement en champ ?? a également été évaluée
[Essafi 2014]. Alors que ceux-ci semblent corriger le comportement du systéme au voisinage
de la transition vers la phase froissée, les constantes de couplage de tous les termes d’ordre
supérieur en champ n’interviennent pas dans le flot de celles qui apparaissent dans (3.180),
ni de 1 dans la phase plate. L’ansatz coupé a l'ordre 4 en champs semble donc décrire
correctement le comportement de la membrane dans cette phase.

Ainsi, 'ansatz (3.100), combinant simplicité et précision, est particuliérement efficace pour
décrire les propriétés de la phase plate des membranes cristallines. En effet, le développement
en puissances du gradient du champ de position a l'air mieux adapté a sa description qu'un
développement & faible valeur de 1’élasticité.

3.3.2.2 Flot de renormalisation

La description de la phase plate ne requiert pas d’obtenir toute la dépendance fonctionnelle
du flot de I'g[F] en fonction du champ; 'équation de Wetterich peut étre évaluée dans une
configuration particuliére, que nous choisirons égale au minimum de la théorie de champ moyen
Tmin- Cela vient du fait que dans le cadre du développement en champ, nous nous intéressons
principalement au flot de constantes de couplage et non pas de fonctionnelles du champ 7. Au
minimum de T,

Frin = Ca'€; (3.182)

ou nous rappelons que les indices latins parcourent [1; D].

22. Jusqu'a O((0r)®).
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Le propagateur renormalisé & I’échelle k s’écrit comme l'inverse de la fonction & deux points
I’](f), que nous évaluons au minimum (3.182) :
2) - o o
T2 5 [Foin s =) = Sag Z 9t + 0,05 PE(D) (N + 2u)CE 92 + 0,05 P (p) pueGEp? . (3.183)
Grace a sa décomposition sur des projecteurs orthogonaux, auxquels on peut ajouter le projecteur
sur I'espace externe 23,
Pls =605 — 6,68 , (3.184)

F,(C L 5 est simple & inverser, ce qui nous donne accés au spectre de la théorie :

e d. flexurons de propagateur :

1
G = . 3.185
e (D — 1) phonons transverses de propagateur :
1
Gi1(p) (3.186)

Zyp* + G p* + Ri(p)
Ces modes sont eux aussi sans masse, mais comme leur comportement est sous-dominant
comparé aux flexurons dans 'infrarouge, il est utile de définir une pseudo-masse donnée
par le terme proportionnel a p?, qui vaut ici ,ukC,f. Celle-ci permet de mieux comprendre
le phénomeéne de découplage des phonons dans U'infrarouge (voir section 3.3.2.4).

e 1 phonon longitudinal de propagateur :

Ga(p) !

T Zip + O+ 2u) 2 p% + Ri(p)

et de pseudo-masse (A, + 2ux)C3.

(3.187)

Nous retrouvons donc un spectre identique & celui des théories de perturbations étudiées précé-

demment, mais comme le spectre est identifié directement a partir de la fonction & deux points

2
i
champ 7 pour définir les phonons et les flexurons.

Notons également que bien que ce spectre soit celui de la phase plate a k # 0, cela n’empéche
pas d’utiliser ce formalisme pour décrire la transition de froissage qui peut étre atteinte dans la

il n’y a pas besoin d’introduire une brisure explicite de I'invariance par rotation sur le

limite infrarouge.
Comme dans la théorie de la phase plate développée en couplage faible, il est possible d’iden-
tifier toutes les constantes de couplage a partir des dérivées de la fonction & deux points par

rapport a p :
1 & e .
Zr = 2 d(p?)? [Pk,DH pa [T, —pH oo
Pe=Ur="rmin
1 d .o o
Pk = 5 == [F 7D, =D ] 3.188
C]% dp2 k,DD[ ] P20 T ( )

- MK

p2 =0,"="min

1 d B}
Ne= = = |Ticp p [0, =]

23. Nous rappelons que les indices grecs parcourent [1;d], et les indices latins [1; D].
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oll pp est la DM€ composante de p.
Considérons de fagon générale, la constante de couplage gi définie par :

d [r(” , (3.189)

b 5175 P, —p]}

pQZOyF:Fmin

ou suivant les valeurs de a, a et 3, gr peut décrire soit Zg, soit ug, soit Ax. Le flot de renorma-
lisation de g; est donné par sa dérivée partielle par rapport a ¢ :

Bigr = lim —
9k = 200 al d(p?)e

[atrl(ji 8 ['me;pa —p] + /F](j()x B [FminQ q—Dp,Dp,s _Q} T;Ym'n(Q)] . (3'190)
q

L’évaluation du second terme se fait & partir des dérivées de 'y, par rapport au champ (détails

de calcul dans ’Annexe E). Le premier, dépendant du flot de la fonction a deux points, est

directement donné par I’équation de Wetterich (1.45). Afin de condenser les expressions, il est

utile de I’écrire en fonction de la dérivée ét, qui est une dérivée par rapport a t qui agit seulement

sur la coupure Ry(q) :

vy

— 1 3 1 x
O\ [Fmini P, =) = = 2" {/q Lz(f) [Fmini ¢, —a] + Ri(q) {F’(f) Fnip b _qﬂ‘m”}

R 1
+ 50 / [ =

1
2
1 Ow
X T [7oins —psp — 4, 4] } :
[F,(f) [Frmins @ — .0 — q| +Rk(p—Q)] [ * }ﬁ““

(3.191)

vy

|:F§€3) ['szna D, —q,q9 — p}:| a0

La combinaison de (3.190) et (3.191) donne accés au flot de renormalisation de toutes les
constantes de couplage. Celui-ci est exprimé & ’aide de fonctions de seuil génériques dont les
définitions se trouvent dans I’Annexe F, et qui correspondent aux restes des intégrales sur I'im-
pulsion de boucle ¢, elles dépendent donc explicitement de la forme choisie pour la fonction de
coupure. Il existe plusieurs familles de fonctions de seuil (voir Annexe F), la plus courante dans
le flot des constantes de couplage est :

1 -
Ly = _6t/ ¢*Go(9)"G1(q)"Ga(q)° (3.192)
q

ot 1/(4vp) = 2P~17P/2 (D /2), et les fonctions G;(q) sont les propagateurs des différents modes
de fluctuation de la théorie de la phase plate définis en (3.185), (3.186) et (3.187). Grace a la
présence de la coupure Rjy(q) dans les propagateurs, les fonctions de seuil sont finies & la fois
dans l'ultraviolet et I'infrarouge.

Finalement, il est attendu que les équations de flot de renormalisation admettent des points
fixes lorsqu’elles sont exprimées en fonction de variables adimensionnées (voir Chapitre 1). Nous
noterons donc a présent & ’aide du symbole « = » les contreparties adimensionnées de nos gran-
deurs. Pour un couplage de dimension A(g), g, = k=2 g, Le flot des constantes de couplage
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élastiques s’écrit alors [Kownacki 2009] :

4up
D(D +2)( + M)
+ 204+ )3T+ WPl + Gt + A0 - 2D+ Al B1
+2CH R (i + M)deln |

-D+2  =D+2
)

Oy, = (D — 4 + 2mx )11y, + [zﬁkD(Xk + 271, (5010 — oo

2up

o~ .\ sDt2 =D2
—— [8/%()% +211) (oo~ — loo1 )
D(D + 2) (g + Ae)Cx
2~ 2 - oD+
+ GOk + 7) (12 + D(D + 6)) Xy, + 12(D + 4)7i Ak + 3672 ) Lgon (3.194)
+ Cr O +72) (D(D? + D — 2N + 8(D? + D — 25X + 4(2 + 3D)i ) oy

=2 ~ _ ~2 ¥ _o\7D+4
Gk Ok + i) de(D(D + 20X +4(D + 2)i N + 475 I |

Oy = (D — 4+ 20 )A\x, +

Ces équations, valables a la fois dans la phase ordonnée et a la transition de phase, sont non-
polynomiales grace au caractére non perturbatif en constantes de couplage du schéma de tron-
cation LPA’. L’expression générale de la dimension anormale 7 est assez longue, elle est sim-
plement donnée en annexe (voir (E.52)). Des exemples plus explicites seront détaillés plus tard.

3.3.2.3 Fonction de coupure

La dépendance en I’échelle courante k£ des quantités renormalisées dans le formalisme de
Paction effective moyenne est générée grace a un terme de masse ASy (1.37) qui gele les modes
de fluctuations aux énergies plus petites que k. Ce découpage entre modes gelés et fluctuants est
défini par la fonction de coupure R (q) (voir Chapitre 1) qui se comporte typiquement comme
k% dans la limite ¢ < k (1.40) :

51 1
AS =5 [ ra@ R @ = wrs) = 5 [re@RP@ra-a) . (3.195)
z’y q
Comme le champ 7 est vectoriel, Rgﬁ (¢) est promu au rang de tenseur; sa structure est
choisie la plus simple possible Rgﬁ (q) = 0*P Ry (q).
Une des particularités des membranes cristallines est qu’elles présentent des modes de Gold-
stone dont la relation de dispersion est quadratique (les flexurons), qui deviennent dominants

dans la limite infrarouge, et dont le propagateur est :

1

GO(Q) = qu4+Rk(Q) .

(3.196)

Cela requiert une adaptation de la forme de la fonction de coupure Rj(q) pour des raisons
d’homogénéité :

e soit Ry(q) se comporte encore comme une masse,

R ~ k2 3.197
k‘(Q) a<k ) ( )
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mais dans ce cas elle doit se coupler non plus au champ mais & ses dérivées :
L1 ,
ASy[7] =5 / Do () Ry, ()07 (—q) | (3.198)
q

de facon a ce que AS; ~ k*. Cette solution a 'avantage de respecter I'invariance par
translation de la théorie (car 'ajout d’un vecteur constant a 7 ne modifie pas sa dérivée, et
donc pas ASk non plus) ; cependant la coupure devient un moins bon régulateur infrarouge
pour le propagateur, et donc pour l'intégrale de boucle de ’équation de Wetterich (1.45).
Plus précisément, le flot de I'y est toujours bien défini, mais pas celui de ses dérivées
par rapport au champ (voir Annexe C). La combinaison d’une coupure invariante par
translation et d’un développement dérivatif est donc dangereuse ;

e soit le comportement de Ri(q) dans l'infrarouge est modifié en Ry(q) o k. 11 ne s’agit
(/558

plus d’'une masse, dimensionnellement parlant, et cela brise I'invariance par translation,
mais aucune divergence infrarouge ne peut étre générée en présence d’une telle coupure.
La brisure de l'invariance par translation est a priori dangereuse, il ne faudrait pas par
exemple qu’elle emmeéne le flot vers des points fixes fictifs, mais en réalité une identité
de Ward protége I'y, des conséquences d’une brisure de l'invariance par translation par la
coupure (détails dans I’Annexe E).

Les fonctions présentées dans le Chapitre 1 (1.42) sont donc adaptées en conséquence (voir
aussi Figure 3.4) :
Ri(a) = Zi(k' —q")O(K" - ")

4
q
Ri(q) = Zikte T/F

3.3.2.4 Paramétre d’extension et minimisation de ’énergie libre

Le parameétre d’extension (i définit le minimum de Paction effective I'k[r]. Son importance
est cruciale car c’est lui qui permet de discriminer la configuration d’équilibre parmi toutes les
configurations plates accessibles & la membrane ; grace a la présence de 1’élasticité, des configura-
tions plus ou moins étirées ou compressées ont des énergies différentes. Le minimum de 1’énergie
libre est généralement défini par :

Ok [P

’Z’W =0, (3.200)
mais & cause de l'invariance par translation, il peut étre vérifié que cette condition est rem-
plie quelle que soit la configuration plate choisie. Un critére plus précis est donc requis pour
singulariser (; comme le paramétre d’extension au minimum.

Plusieurs méthodes permettent d’obtenir le flot de (. La premiére consiste & dériver I'y non
pas par rapport au champ de position 7 mais & ses dérivées 0;7, ce qui supprime 'effet indésirable
de I'invariance par translation; le calcul résultant étant assez fastidieux, il est présenté dans
I’Annexe E. La seconde méthode, que nous présentons ici, repose sur ’analyse du potentiel
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R}{(Q) 1.0

08 }
06 }
04 |

02

1 2 3 4 5 4/1
FIGURE 3.4 — Fonctions de coupure adaptées a la théorie des membranes cristallines, voir (3.199). Leur

comportement est plus abrupt que celui des fonctions correspondantes de la Figure 1.7.

effectif Uy, défini par 'évaluation de I'y[r] dans une configuration de champ constant (c’est-
a-dire ici une configuration plate), et en particulier de ses variations en fonction de la valeur
du paramétre d’extension. La minimisation de ces variations donne la valeur du paramétre
d’extension (; au minimum de I'y.

Considérons une configuration plate générique de la membrane :
Fliar = E3'€; . (3.201)

Dans une telle configuration, le potentiel effectif s’écrit simplement :

D
Uk(§) = 3 (2 + MD)(E* = GB)* - (3.202)
Caractériser (; comme le minimum revient & imposer :

dU () ’
dC le=a,

=0. (3.203)

Pour obtenir le flot de (i avec ’échelle courante, il suffit alors de dériver cette derniére équation
par rapport a t :

dUk(§) d

Oy df‘gzg,j =0 = d€2

el S G

§=Cx

dQUk
129,23 5
20k ey

Le flot de Uy découle bien stir de 'équation de Wetterich (1.45), mais évaluée en 74 et non
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Fmin :
1 d
U, :/8R q =
AT A +9) Zeg* + (s + M B) (€2 — () + Ri(q)
1
+ 3.205
Ziq* + (ke + M) q?(€2 — CF) + (M + 2ur)q* + Ri(q) (3.205)
(D-1)

_|_
Zeg* + (2 + M B) (€2 — ) + 1i€2q2 + Ry(q)

La combinaison avec (3.204), et I'introduction des fonctions de seuil conduit au résultat final
[Kownacki 2009 :

4u
8t C’% = D D

Dae £ ) 0o MDIRE + (e + (D+ 2Nl 1+ (D= 1) e+ MDY

(3.206)

. . . . . L, =2 _
L’analyse des points fixes se fait avec sa contrepartie adimensionnée (}, = kP 2+”’€C2, de
flot :

_ _ 4 _ _ _

G = —(D=24+m) Gt e [ o2, + MeD)lio” + (67 (D+2)M) oo +(D—1) (A7 + e D)lovs |
D(2fiy + WD)

(3.207)

et en combinaison avec (3.193) et (3.194). ¢, admet deux points fixes :

e Un point fixe non-trivial Z* correspondant & (5 = 0, autrement dit a la transition vers la
phase froissée.

e Un point fixe & 'infini ot le paramétre d’extension dimensionné (y atteint une valeur finie
non nulle dans la limite infrarouge ; c’est le point fixe de phase plate.

Il est instructif d’examiner de plus prés le flot du paramétre d’extension dans la limite de phase
plate. L’étude perturbative préliminaire nous renseigne sur le fait que les couplages adimension-
nés A et 77 prennent une valeur non nulle au point fixe de phase plate P4. La divergence de ¢ au
voisinage de P4 entraine donc également celle des pseudo-masses des propagateurs G (3.186) et
G2 (3.187), qui deviennent négligeables devant G (3.185). Les fonctions de seuil associées aux
phonons prennent donc une valeur petite devant celles des flexurons : les phonons se découplent
du flot de renormalisation.

Notons que le découplage ne revient pas & négliger 'existence des phonons puisque leur
propagateur, défini & partir de Flji ; avec des indices dans [1; D], a toujours une renormalisation
non triviale. La conséquence du découplage est plutot que leur propagateur ne controle plus la
forme du flot de renormalisation, dans la détermination de laquelle les flexurons dominent. La
limite de phase plate est donc la limite de découplage des phonons. C’est elle qui permet de
différencier ’étude de la transition de phase de ’étude de la phase ordonnée dans le formalisme
NPRG.

Comme seules les fonctions de seuil associées aux flexurons survivent & la limite de phase
plate, seuls les termes indiqués en bleu dans les équations (3.193), (3.194) et (3.207) sont conser-
vés dans la phase ordonnée. Les constantes de couplage élastiques se découplent alors de I’équa-
tion de flot sur ¢, qui devient :

=2 =2 4 D+2
0iC, = —(D =2+ m)C + 5 deliog - (3.208)
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Cette équation de flot a également été calculée par la théorie des perturbations dans la limitg
d. > 1(3.64) en dimension D = 2+¢. Afin de pouvoir les comparer, écrivons le flot de wy, = ¢},
dans cette limite :

o vp de =D+2 __
By, :(D*2+77k)wk*7Dclloo wj,

_ dc Nl —o
~ Vg — 21 - 7}
D—21c (5 + 77k) Wk Ar |: 3 Wy

(3.209)

ou dans la deuxiéme ligne nous avons évalué tous les termes, sauf le terme dimensionnel, en
D = 2, ce qui correspond & la prise de limite D = 2 + ¢ dans ce formalisme?4. La fonction de
seuil est évaluée avec la coupure R,}; (¢), qui donne les résultats analytiques les plus simples.

Ainsi, (3.209) est trés semblable & son homologue dans la limite d. > 1, car puisque la
fonction de seuil associée aux flexurons dans (3.207) porte un facteur d. supplémentaire comparée
a ses homologues associées aux phonons, les limites d. — +oco et {;, — +oo conduisent toutes
les deux au découplage des phonons dans I’équation de flot de Zi Cependant, ’équation de flot
NPRG contient des contributions supplémentaires venant de la dimension anormale, dont nous
savons qu’elle n’est pas petite dans la phase plate. Autrement dit, I'information non-perturbative
des équations NPRG vis-a-vis de d. se trouve entiérement comprise dans la dimension anormale,
car la limite perturbative d. > 1 correspond exactement a une limite 7, — 0 au niveau de la
fonction By, 2°.

Enfin, par définition, wy > 0. Le point fixe w* # 0 de (3.209) ne peut donc exister que si
D — 2+ n, > 0, ce qui donne un autre argument en faveur d’une dimension critique inférieure
définie par :

Di—2+9*(D)) =0, (3.210)

puisqu’en n’importe quelle dimension plus basse, le point fixe n’existe plus et la transition de
phase n’a plus lieu. Ainsi pour les membranes cristallines, I'abaissement de la dimension critique
inférieure D! < 2, qui est cruciale pour que le théoréme de Mermin et Wagner ne s’applique
pas, est entiérement piloté par la valeur non nulle de la dimension anormale. Ceci illustre encore
une fois I'importance du caractére fortement non-gaussien des fluctuations thermiques dans la
physique de ces systémes en d = 3, D = 2.

3.3.2.5 Phase plate

Les équations (3.193) et (3.194) décrivent aussi bien la phase plate que la transition de phase.
Nous avons déterminé précédemment que la limite de phase plate correspond au découplage des
fonctions de seuil de phonons, ce qui revient & ne conserver que les termes indiqués en bleu. Les
équations de flot deviennent donc dans cette limite :
~D+4

8vp _
)dc e laoo (3.211)

= (D —4+2n)i + ————

24. En effet, ¢ joue essentiellement un réle de régulateur dans la théorie de perturbation. Comme les fonctions
de seuil NPRG sont finies, I'utilisation d’un régulateur n’est pas nécessaire ici. Seule subsiste la correction & la
dimension du couplage induite par le changement de dimension, qui est requise pour que la théorie soit cohérente.

25. En effet, n, = O(dc_l). En rendant petite la dimension anormale par le passage a la limite d. > 1 'infor-
mation non-perturbative est perdue.
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2UD
D(D +2)

de(D(D + 2)M, + 4(D + 2) Ml + 472 ) gy - (3.212)

O = (D — 4+ 2me) Mg +
La limite de phase plate simplifie donc grandement 1’écriture du flot. Afin de comparer nos
résultats au calcul & deux boucles en ¢, il est intéressant d’écrire ’équation de flot sur la constante
de couplage by, :

dop(D +1) , 72-D+4

b = (D — 44 2n)b 21
Oy, = ( + 2mp) b, + D(D+2) de by lagy s (3.213)

qui est particuliérement simple. La simplification induite par ce changement de variable est une
propriété du flot de renormalisation dans la phase plate, 'équation de flot sur by, n’ayant pas
une écriture plus simple que celle de A, avant le découplage des phonons. Ainsi, alors que A est
une constante de couplage naturelle & la transition de froissement, b semble étre plus adaptée
a la description de la phase plate. Notamment, certaines symétries dépendantes de D dans la
phase ordonnée deviennent plus évidentes.

En particulier, la partie non dimensionnelle du flot de renormalisation de by, a la méme forme
que celle de i, avec le méme type de préfacteur, a un coefficient (D + 1) /2 prés, ce qui fait écho
au facteur (D + 1)/2 reliant les deux composantes du potentiel écranté dans U'infrarouge dans le
formalisme SCSA (3.167). Dans le cadre du groupe de renormalisation, cette symétrie est liée au
caractére attractif de I’hypersurface (D + 1)b — 2z = 0, qui a été observé & une boucle (Figure
3.2)), et a deux boucles (3.142). Grace aux équations NPRG, il est possible de montrer que ce
résultat est vrai de fagon non-perturbative en couplage. En effet, d’apres (3.211) et (3.213),

bk) 41} D+4bk - _
O | — 7dl — (D +1)b, — 2 . 3.214
t<Mk D(D +2) 200 T, [( )bk, Mk] ( )

Puisque le facteur bleu est toujours positif, la ligne est bien attractrice dans l'infrarouge ?6. Ce
résultat a des conséquences physiques sur I'élasticité des membranes cristallines (voir Chapitre
4).

L’expression de la dimension anormale courante 7, qui peut étre rendue analytique grace a
la coupure Rj(q) est :

32vp(D +4)(D + 1) (b, + (D — 2)11,)
D%(D +2)(D +4) 4+ 320p(D + 1) (b + (D — 2)[1,)

M = (3.215)

Notons que la contribution des constantes de couplage ne se fait qu’a travers de la combinaison
by, + (D — 2)fi;, qui est celle qui gouverne le comportement de I’énergie propre ¥, dans le SCSA
(3.168).

Nous pouvons alors examiner les différents cas limites :

e d. > 1: dans cette limite, les couplages redeviennent faibles, et 7 s’écrit sous une forme
perturbative :

™ 4> 3?2%)1):21)125)1);4;) (b + (D = 2)fu] + 0 <dlg> : (3.216)

26. Attention, ¢ tend vers —oo dans la limite infrarouge.
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Comme 7y, est d’ordre 1/d,, il ne contribue pas a 'ordre le plus bas du développement des
fonctions 5 LPA’ en 1/d, :

D(D+2) D+4F

8'UD 8 ~9

Mk )
D(D+2)D+4

atgk = (D — 4)54—
(3.217)

Ot = (D —4)p +

ou l'utilisation de la coupure R}C(q) permet de donner une expression analytique de la

. ., 7D+4 . . . .
fonction de seuil l20—5 (voir Annexe F). En particulier, si :

— D =2 : les fonctions S s’écrivent :

- ~ 923 .
Otby, = —20by, + - — b}
3 8r
o (3.218)
T = 97 )
Ok Mk+347r k>

ou le facteur rouge dénote un écart entre le coefficient du terme quadratique du flot
entre les équations NPRG et celles issues du développement perturbatif en 1/d,.. Cette
différence vient de l’expression analytique des fonctions de seuil de flexurons avec la
coupure R}C, et a aussi une incidence sur la valeur de la dimension anormale, que nous
donnons & la fois & P4 et P3 comme auparavant :

L +o(z)
4 = D)
M i>1d, 2 (3.219)
n3 = 0.
L’annulation de 73 en D = 2 est une conséquence directe de l’écriture (3.215) qui
s’annule si b, = 0.

— D =4 — ¢ : les fonctions 3 s’écrivent :

(5-¢) ’gz

19127f2 (3.220)
a ~ L~
ik € p + 96,2 Mk

8tgk = —Egk +

elles sont cette fois-ci parfaitement en accord avec leur contrepartie perturbative
(3.144). Tous les formalismes étudiés donnent donc bien des fonctions 8 compatibles
a Pordre €3 /d..

Les dimensions anormales sont données par :

12 11 &2 1
S S, () +0()

M4 =
desle<t do 2 de 42
3 de>1e<1 de 4 d, d? ©

L’ordre le plus bas en ¢ est parfaitement reproduit, mais une légére différence persiste
a l'ordre suivant par rapport a (3.147) et (3.148). L’origine de cette différence peut
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étre a priori reliée & la fois & la troncation du contenu en impulsion présent a ’ordre
sous-dominant des théories de perturbations par le développement LPA’, mais aussi a
la dépendance en D de la fonction de seuil qui n’est pas identique & celle du coefficient
quadratique dans les fonctions 5 du développement en 1/d., et qui peut donc dévier
& l'ordre sous-dominant.

e £ < 1 : les fonctions 8 du développement LPA’ sont construites a partir de I’équation de
Wetterich (1.45) qui a la structure d’une équation & une boucle. Les corrections aux ordres
suivants se trouvent dans l’expression de 7y, :

7 I Gl I = Mk
Ouby = (=2 + 2m) by + o de By |1 - 1]
e = (e 2B g et 10 (3.222)
_ _ L Mk '
= (= + 2T+ g dert 1]
i = (=€ + 208) i + 5o de i |1 = 5
Le développement de (3.215) & I'ordre sous-dominant en e s’écrit :
(5 — )bk +27,) 3 25(bk + 275;)* 3
_ _9 19) 3.223
=3 9672 > 11060zt TOE) (3.223)

qui n’est pas directement égal a (3.136). Nous retrouvons le facteur 3/2 identifié dans le
développement en 1/d.. Cependant, le terme en bleu introduit une dépendance en e diffé-
rente de (3.136) dans le premier terme dont nous avons vu qu’elle pouvait cacher des termes
a deux boucles, notamment des termes proportionnels & d., lorsque nous avons examiné
I’accord entre les deux développements perturbatifs. Il se peut donc que ces expressions
soient en réalité plus compatibles qu’elles n’en ont 'air.

Aux points fixes P4 et Pg3, la dimension anormale se développe selon :

12¢ 2(3456 + 273d, + 5d?)e?

- - o(e*

M Ut d, 5(24 + dc)? ) (3.224)
10 (1600 + 165d, + 4d?)e? O .

B 2120+ d, 2(20 + de)?

La contribution a l'ordre le plus bas est exactement retrouvée, conformément & ce qui
est attendu, puisque nous avons montré dans le Chapitre 1 que l'ordre le plus bas du
développement en couplage faible de I'y est exactement sa valeur a une boucle (1.47). En
effet, la structure a une boucle de I'équation de Wetterich assure que le développement en
couplage faible & 'ordre le plus bas est toujours retrouvé. L’ordre sous-dominant différe,
& cause du contenu en impulsion du développement a deux boucles qui est tronqué par
la LPA’ notamment. La faible valeur numérique de ce désaccord témoigne de ’absence
d’importance de ce contenu méme au voisinage de 4 dimensions, ce qui rassure encore sur

la fiabilité de la LPA’.

e D =2 : pour un systéme bidimensionnel, 7; ne dépend plus de [y, :

_ 6hy
"D b+

(3.225)
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L’équation de flot sur by est alors assez simple pour que la recherche de points fixes soit
effectuée analytiquement :

T - de =2 N
Oube = (=2 + 2m) by, + by (1 10) , (3.226)

qui permet une seule valeur non nulle de by, 4 un point fixe :

— 2
b= d—” [—5(5 +de) +/25(5 4+ d.)? + 40dc} : (3.227)

Les valeurs des dimensions anormales aux point fixes sont alors :

354 5de — /25(5 + dc)? + 40d.
n 10 + d, (3.228)

M4

soit en particulier,

6 1
"L.S, . +0 <d§> ) (3.229)

commenté précédemment, et [Kownacki 2009] :

20 — \/235) ~ 0,849 . (3.230)

M1 (

La valeur élevée de la dimension anormale est un signe du caractére fortement non gaussien
des fluctuations thermiques dans les membranes cristallines avec D = 2 et d = 3, c’est-a-
dire dans les systémes réels. Les corrections apportées par la structure non polynomiale de
7, dans le développement LPA’ sont donc importantes.

Un résumé des résultats obtenus se trouve dans la Table 3.1, ainsi que certains résultats
de simulations numériques pour étoffer la comparaison.

Notons également le bon accord quantitatif entre 'exposant anormal (3.230) prédit par le
NPRG et les simulations ab initio dans le graphéne (voir Figure 3.5). Tous ces éléments
valident le schéma de troncation LPA’ comme un outil & la fois fiable et efficace pour la
description de la phase plate.
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Méthode ‘ i ‘ Référence
Perturbations (0(e < 1)) | 7 =0,96 | [Aronovitz 198§|
Perturbations (0(e < 1)?) | = 10,91 Non publié

Perturbations (d. > 1) n=0,66 | [Aronovitz 1989
SCSA n=0,821 | [LeDoussal 1992]
SCSA n=0,780 | [Gazit 2009]
NPRG n=0,849 | [Kownacki 2009]
NPRG n=0,85 | [Hasselmann 2011]
MD n=0,81 [Zhang 1993
MC n = 0,750 [Bowick 1996]
MC n=20,85 [Los 2009]
MC n=0,795 [Troster 2013]

TABLE 3.1 — Vue d’ensemble des résultats obtenus pour le calcul de i avec différentes méthodes. En noir,
les développements perturbatifs, extrapolés en D = 2, d = 3, en bleu, les méthodes non-perturbatives,
et en vert les méthodes numeériques, Monte Carlo (MC), ou Dynamique Moléculaire (MD). Malgré une

certaine dispersion des résultats, ceux-ci s’accordent sur une valeur de 7 relativement élevée autour de
0,8.

| | [ i
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le+01 e \\‘i q 23 N=1TRSS E
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FI1GURE 3.5 — Calcul du spectre des phonons dans une feuille de graphéne par un calcul ab initio basé sur
le pseudo-potentiel LCBOPII [Los 2016]. Le spectre a basse énergie s’accorde trés bien avec la tendance
de la droite rouge, correspondant & la valeur de 7 calculée par NPRG, en rouge dans la Table 3.1.
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3.4 Conclusion

En conclusion, nous avons présenté dans ce chapitre les différentes approches qui ont été
utilisées pour calculer leffet des fluctuations thermiques dans la phase plate des membranes
cristallines : a la fois des développements au voisinage des théories gaussiennes D = D? et
d. = +00, mais aussi d’autres méthodes qui ne s’appuient pas sur des développements en cou-
plage faible qui permettent de décrire le comportement d’objets bidimensionnels plongés dans
un espace a trois dimensions qui se trouve hors du domaine de validité des approches basées sur
des théories de perturbations usuelles : le SCSA qui construit une interpolation entre les deux
théories gaussiennes, basée sur ’espoir que ces deux limites contraignent suffisamment les para-
meétres mis en jeu pour que le comportement décrit dans le régime non-perturbatif en couplage
corresponde & celui que lon veut décrire?”, et Iapproximation LPA’ du NPRG qui construit
une série perturbative en puissances du gradient du champ de position.

Afin de pouvoir comparer ces différentes approches au-dela du régime ou leur accord est
trivial, nous avons poussé le développement en ¢ a I'ordre sous-dominant. Cette étude a mené
aux conclusions suivantes :

e malgré le caractére systématique des développements perturbatifs usuels, la mise en place
du développement en € dans la phase plate s’avére étre particuliérement subtil & cause de
la présence explicite de D dans 'action qui interfére avec le développement. En particulier,

— mnotre étude a deux boucles a été effectuée sur la théorie effective de flexurons en
interactions. La facon de procéder a partir de 'action contenant & la fois phonons
et flexurons n’est pas encore claire aujourd’hui. En particulier, nous ne savons pas

montrer que cette derniére théorie est réguliére dans l'infrarouge.

— nous avons di recourir a un développement partiel en € pour obtenir des résultats
cohérents, notamment dans la limite d, > 1. Le caractére nécessaire d’une telle astuce
est encore a 1’étude, mais dans tous les cas, le schéma minimal doit étre adapté pour
ne pas générer d’artefacts.

— D’universalité des fonctions 8 & deux boucles suggére que celles-ci doivent s’écrire de la
méme fagon dans le développement a l’ordre sous-dominant en e des fonctions obte-
nues dans le développement d. > 1, et dans la limite d. > 1 de notre développement
a deux boucles. La vérification de ce résultat s’est avérée trés indirecte.

Cette complexité inattendue du développement en ¢ est un frein & 'obtention des ordres
suivants, et donc a une resommation de la série perturbative qui permettrait de mieux
comprendre comment celle-ci se comporte hors du régime de couplage faible.

e du coté des approches non-perturbatives en couplage,

— le SCSA, qui reproduit parfaitement bien l'ordre dominant en 1/d. par construction,
donne également des résultats trés proches du développement en € a 'ordre sous-
dominant méme pour des valeurs d. ~ 1.

27. Cela souligne le role important des théories de perturbation usuelles méme lorsque les objets réels se trouvent
hors de leur régime de validité. En regle générale, il est en effet plus simple de bien controler un développement
perturbatif, au moins aux faibles ordres.
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— le contenu en impulsion tronqué par le développement LPA’ des équations NPRG,
mais présent au moins partiellement dans le calcul & deux boucles, joue un réle né-
gligeable méme au voisinage de D = 4. Cela fournit un argument supplémentaire en
faveur de I'applicabilité de ce développement pour décrire la phase plate.

La phase plate des membranes cristallines « réelles » 2® est donc bien mieux décrite par un
développement en faible gradient du champ de position 7 que par un développement en couplage
faible. Ce développement, bien que moins standard, se construit aisément dans le formalisme
de l'action effective moyenne. Maintenant que la fiabilité du schéma de troncation LPA’ a été
évaluée, nous pouvons l'utiliser pour comprendre les conséquences du caractére non-gaussien des
fluctuations thermiques sur la physique de ces systémes.

28. c’est-a-direen D =2, d = 3.
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L’étude comparée de différentes méthodes de calcul des fluctuations thermiques dans la phase
plate nous a permis de mettre en évidence lefficacité du schéma d’approximation LPA’ du NPRG
a travers le calcul de I'exposant anormal 7. Forts de ce résultat, nous allons dans ce chapitre
exploiter davantage les équations du groupe de renormalisation afin de caractériser le compor-
tement des membranes cristallines dans leur phase plate. En particulier, nous verrons comment
les fluctuations thermiques modifient les lois habituelles de 1’élasticité des matériaux cristalling
& deux dimensions grace aux fortes interactions entre fluctuations de hauteur et vibrations du
réseau cristallin. L’existence d’un point fixe non trivial P4 dans le diagramme de flot se traduit
par I’émergence de lois d’échelle indépendantes de la nature des matériaux conférant ainsi une
portée large aux résultats établis. Des ordres de grandeurs sont établis a partir de ’exemple du
graphéne, qui est le matériau le mieux documenté dans la littérature.

Enfin, nous montrerons comment notre formalisme donne également accés a la réponse du
systéme & une contrainte extérieure, correspondant a une tension. Celle-ci résulte généralement
de l'interaction du systéme avec son environnement, par exemple lorsqu’un opérateur externe
étire ou comprime le matériau. Nous pourrons alors étudier le diagramme des phases des mem-
branes cristallines, et avoir accés a leurs caractéristiques thermodynamiques.
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4.1 Phase plate d’une membrane libre

Considérons d’abord le cas le plus simple d’'une membrane fluctuant librement dans son
espace de plongement.

4.1.1 Elasticité et courbure anormales - Critére de Ginzburg

Le diagramme de flot de renormalisation a été établi pour des variables adimensionnées
intégrant 'effet des fluctuations thermiques & chaque échelle, et qui atteignent des point fixes
dans la limite infrarouge. Afin de pouvoir faire des prédictions physiques sur le comportement
du systéme, il faut tout d’abord tout réexprimer en termes de variables dimensionnées.

Prenons par exemple le module de cisaillement p!. Celui-ci a été décrit via sa contrepartie
adimensionnée i, qui sature dans l'infrarouge & la valeur 7* ~ 6,21. La relation entre les
variables dimensionnées et adimensionnées est ju, = fik*~P~2"  ce qui donne dans I'infrarouge,
e 0.

Bien entendu, toutes les membranes cristallines ne sont pas infiniment molles; en réalité, ce
comportement avec une contrepartie adimensionnée prenant une valeur de point fixe finie est le
signe d’un comportement dépendant de la taille du systéme L pour le module de cisaillement
dimensionné corrigé par les fluctuations thermiques pg. Celui-ci est d’autant plus faible que la
taille du systéme est grande mais il ne devient nul que dans la limite d’un systéme infini. Le
calcul du vrai module de cisaillement py d’'un matériau particulier se fait donc via ’analyse de
lois d’échelle dépendant de L.

Le calcul des corrections dues aux fluctuations par les méthodes du groupe de renormalisation
se fait dans un cadre dépendant explicitement de 1’échelle courante k, il y a donc aussi néces-
sairement une longueur caractéristique associée au comportement des fluctuations thermiques.
En effet, au début du flot (courtes échelles de longueur), la valeur de 71, est essentiellement
donnée par la condition initiale; alors qu’au contraire, dans le régime infrarouge i, ~ 7" et la
mémoire de la condition initiale est perdue (voir Figure 4.1). Autrement dit, a des tailles trop
petites devant la portée typique des interactions, le régime de fluctuations anharmoniques ne
peut pas s’établir. L’échelle typique de séparation entre les régimes de fluctuation harmonique
et anharmonique est appelée longueur de Ginzburg L.

Afin d’estimer L¢, il nous faut analyser le comportement des solutions de 1’équation de
flot sur le module de cisaillement (3.211). Cette analyse est tres difficile dans le cas général,
mais nous pouvons nous restreindre a I’étude de I’équation de flot simplifié dans le régime de
fluctuations harmoniques. Lg est alors identifiée comme la longueur typique marquant la sortie
du régime harmonique. Dans le régime harmonique, 7, n’intervient pas dans les équations de
flot. L’évolution de module de cisaillement dimensionné py, avec I’échelle courante k en D = 2
est alors donné par I’équation suivante [Coquand 2016] :

L

KOk pur, = Gl (4.1)

1. Le comportement des autres constantes élastiques dimensionnées (module d’Young, module de compression,
b, ...) est le méme.
2. Du moins pour D; < D < D;.
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FIGURE 4.1 — Evolution du module de cisaillement adimensionné Ji, avec le temps de renormalisation
t = log(ak), avec des conditions initiales correspondant au graphéne a 7' =300 K. La limite thermody-
namique k£ — 0 correspond & t — —oo. Pour les temps faibles, correspondant aux courtes échelles de
longueur, les fluctuations sont gaussiennes; au-deld du temps caractéristique t¢ = log(akg) ~ —1,65,
avec kg = Lal, le régime anharmonique est atteint, et i, est conduit vers sa valeur de point fixe ™.

qui s’intégre en :

fin

W = , (4.2)
(ka1 1
127 \AZ k2

ou up est la valeur de ug a I’échelle microscopique, qui est également la condition initiale du flot
de renormalisation. L’échelle typique marquant la sortie du régime harmonique est donc :

HA
k2 o~ 2 4.3
G 61 ( )
soit une fois restaurés les facteurs « et kT,
6m K2
L4 =— " 4.4
G = keT (4.4)

Il peut sembler curieux que p joue un role aussi particulier dans la détermination d’une longueur
caractéristique des fluctuations thermiques, en réalité un résultat analogue peut étre obtenu avec
les autres constantes élastiques comme Yy, ou Kj. Il faut bien comprendre (4.4) comme un calcul
d’ordre de grandeur.

Dans le cas du graphéne, pup ~ 9 eV.A 2 et k ~ 1 6V, ce qui donne & T = 300 K une
longueur de Ginzburg Lg ~ 7,3 A, remarquablement proche de I’échelle du réseau atomique .
Ainsi, dans ce matériau les fluctuations sont anharmoniques sur quasiment toute la gamme
d’échelles de longueur possibles.

Pour un matériau de taille L, les lois d’échelle dans la phase plate dépendent essentiellement
de la comparaison entre L et Lg :

3. Des comparaisons & la littérature suggérent que cette valeur est plutdt sur-évaluée.
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e Si L <« Lg, les fluctuations thermiques sont encore gaussiennes, c’est le régime harmonique.
D’aprés (4.2), la valeur de puy, est essentiellement donnée par la condition initiale :

K K K

o R 45
A s = g (4.5)

Hr =
ol 1, est la valeur du module de cisaillement adimensionné & 1’échelle microscopique a, non
corrigée par les fluctuations thermiques. C’est le régime contrélé par la condition initiale
dans lequel ’approximation de champ moyen est encore valable.

e Si L > Lg, le comportement des fluctuations thermiques est piloté par Py, c’est le ré-
gime anharmonique. La condition initiale n’intervient plus dans la loi d’échelle, qui fait
maintenant intervenir des quantités universelles comme 7* ou n* :

K p L —242n*
AL . 4.6
s u%kﬂ(w) (46)

Le module de cisaillement dimensionné s’annule dans la limite thermodynamique, les fluc-
tuations thermiques anharmoniques réduisent la valeur des modules d’élasticité pour les
grandes échelles de longueur. Cependant, la relativement forte valeur de n* ~ 0,849 ga-
rantit que cette évolution est lente, ce qui explique sans doute I'exceptionnelle rigidité

des échantillons de graphéne standard (de taille micrométrique) en dépit de leffet des
fluctuations thermiques (voir Table 4.1).

Notons également le role de la température qui tend & ramollir le systéme. Quand la
température devient trop importante, 1’élasticité du systéme n’est plus suffisante et celui-
ci se froisse.

Pour caractériser la rigidité d’un matériau, il est plus courant d’étudier son module d’Young
Y, ou son module de compressibilité K (voir Chapitre 2), mais ceux-ci suivent les mémes lois

d’échelle que p :
K

yL:yA%i L < Lg
a kBT (47)
—24-2n* .
—x K K L
=Y = — | — L>1L
yL Yy L2G k‘BT <LG> > Lg,
I(L:FAii L <« Lg
a? kgT
o s (LY (48)
ETR L kpT \Le G

avec V' ~ 8,30 et K ~ 3,11. Les fluctuations thermiques anharmoniques réduisent donc la
résistance des matériaux bidimensionnels vis-a-vis des efforts de compression, dilatation, ou
cisaillement.

Toutes les quantités étudiées jusqu’a présent sont des caractéristiques de 1’élasticité a deux
dimensions ; pour pouvoir comparer leurs valeurs a des ordres de grandeurs dans des matériaux
usuels, il faut les diviser par I’épaisseur du matériau. Dans le cas du graphéne, celle-ci est essen-
tiellement donnée par la longueur microscopique a puisque ce matériau a l’épaisseur d’'un atome
de carbone seulement. La Table 4.1 donne les valeurs prédites par ce modéle pour le graphéne a
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Matériau ‘ u (GPa) ‘ K (GPa) ‘ Y (GPa) ‘

Aluminium 25 70 70
Cuivre 45 120 120
Acier 80 20 210
Polyéthyléne 0,1 5 0,5
Verre 25 40 70
Diamant 460 540 1100
Graphite 7 10 15
Graphéne (eq) | 900 | 500 1300

TABLE 4.1 — Comparaison des constantes élastiques du graphéne & celles d’autres matériaux a tempé-
rature ambiante. La taille choisie pour les estimations est L ~ 107% m, en accord avec les matériaux
étudiés expérimentalement. La mention « (eq) » fait référence au fait que les quantités répertoriées pour
le graphéne sont des quantités équivalentes dans le langage de 1’élasticité & trois dimensions. Les maté-
riaux indiquées en bleu sont des allotropes du carbone, tout comme le graphéne, mais avec des structures
tridimensionnelles. Le graphéne apparait comme un matériau particuliérement rigide.

température ambiante, en bon accord avec les résultats expérimentaux connus. Celui-ci apparait
comme un matériau exceptionnellement rigide malgré 'effet des fluctuations thermiques.
Une étude similaire peut étre menée pour ’énergie de courbure du matériau :

KL = K L <« Lg

L n* (4.9)
K,L:K,<> L>Lg.
Lg

Dans le régime harmonique, x est indépendant de la taille du matériau. Quand les flexurons et
les phonons commencent & interagir cependant, le matériau acquiert une rigidité de courbure
anormale qui est d’autant plus importante que le matériau est grand, et qui permet la stabilisa-
tion de la phase plate. De plus, I’évolution de k1, avec la taille du systéme L est bien plus rapide
que la décroissance des modules d’élasticité.

Un mécanisme qualitatif pour expliquer ces effets a été donné par D. Nelson et A. Kosmrlj
dans [Kosmrlj 2013] (voir Figure 4.2). Ceux-ci proposent de s’intéresser a un systéme modéle
trés simple : une feuille de papier légérement froissée. Le caractére froissé rend compte de la
présence de fluctuations dont le réle est primordial dans I’explication des effets décrits ici, méme
si les configurations examinées dans ce cadre sont statiques. L’ondulation de la feuille la rend
plus facile & étirer ou & comprimer dans le sens des ondulations ((b) sur la Figure 4.2), mais
plus difficile & courber dans la direction perpendiculaire aux ondulations ((c) sur la Figure 4.2).
Dans une configuration ou de telles ondulations sont superposées dans différentes directions, la
rigidité de courbure globale du matériau augmente.

En résumé, le fort couplage entre phonons et flexurons dans les membranes cristallines leur
confére un comportement élastique anormal qui les rend plus mous aux grandes échelles de lon-
gueur, mais particuliérement rigides vis-a-vis des efforts de courbure, & condition que leur taille
soit grande devant la longueur de Ginzburg L¢g (4.4), liée a leurs caractéristiques microscopiques
et a la température. Une augmentation de la température accroit la gamme de longueurs sur
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FIGURE 4.2 — Figure extraite de [Kosmrlj 2013] décrivant les propriétés mécaniques d’une feuille de
papier légérement froissée. (a) La forme de la configuration froissée peut étre reconstruite a partir d’une
combinaison de modes de fluctuation simples. (b) Il est facile d’appliquer des efforts de compression,
dilatation ou cisaillement sur la feuille dans le sens des ondulations. (c¢) Il est plus difficile de plier la
feuille dans la direction orthogonale aux ondulations.

laquelle les fluctuations sont anharmoniques, mais conduit néanmoins & une chute de la valeur
des coefficients élastiques du matériau, qui déstabilise la phase plate si T est trop grande.

4.1.2 Coefficient de Poisson

Le coefficient de Poisson v est un autre coefficient élastique, qui a la particularité d’étre
sans dimension. Lors de 'application d’un effort de traction uniaxiale, v caractérise 1’élongation
d’'un matériau donné dans les directions orthogonales a l'effort (voir Figure 4.3). Nous nous
restreignons dans la suite a des matériaux et des contraintes complétement isotropes.

Le coefficient de Poisson v est relié au module de compressibilité K de la fagon suivante :

K= %‘ [1_1551)”} . (4.10)

La contrainte de positivité de K, nécessaire a la stabilité du potentiel élastique impose donc :

1

—1§v<m. (4.11)
Ainsi, méme si les matériaux conventionnels ont un coefficient de Poisson positif, rien n’empéche
celui-ci d’étre négatif. Des matériaux a coefficient de Poisson négatif tendent a s’étirer dans toutes
les directions lorsqu’ils sont allongés dans une direction® (voir Figure 4.3). Ces matériaux sont
appelés « auzétiques » [Evans 1991], c’est le cas notamment de certaines mousses [Lakes 1987],

et de certains cristaux [Baughman 1998|.
Ici, nous étudions des matériaux purement bidimensionnels, il est donc naturel que nous
étudiions le coefficient de Poisson a deux dimensions, qui varie donc entre -1 et 1 d’aprés (4.11),
v = —1 correspondant & une membrane infiniment compressible (K = 0), c’est-a-dire décrite

4. Et a se comprimer dans toutes les directions & la fois pour un effort inverse.
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| |
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FIGURE 4.3 — Lors d’une traction uniaxiale, le coefficient de Poisson est le rapport de 1’élongation relative
dans la direction transverse a Deffort par I’élongation relative dans la direction longitudinale a effort.
A gauche : un coefficient de Poisson v > 0 caractérise un matériau qui se contracte dans la direction
transverse a leffort, ce qui est le cas de la majorité des matériaux. A droite : certains matériaux ont un
coefficient de Poisson v < 0, et ont donc tendance a s’étirer dans toutes les directions.

par le régime controlé par Pg. Dans la suite, nous nous intéressons plutét au point fixe de phase
plate Py4.

Le comportement de v dans l'infrarouge est relié & une propriété importante du flot de
renormalisation : la ligne (D + 1)by — 277, = 0 (ligne rouge en pointillés sur la Figure 3.2) est
attractrice, comme nous ’avons montré dans le chapitre 3. En particulier, & Py,

(D+1)b" —2m"=0. (4.12)

Finalement, v s’exprime en fonction des constantes de couplage élastiques adimensionnées
au point fixe de la fagon suivante :

po_ - 1 (4.13)
(D —2)b + 1" 3

Cette valeur est universelle pour tous les matériaux dans la phase plate. En particulier, le modéle
prédit que toutes les membranes cristallines sont des auxétiques & température ambiante. Ce
résultat est d’autant plus intéressant que la fabrication de matériaux auxétiques, rares dans la
nature, est un sujet actif de recherche car il est attendu que ces matériaux soient plus résistants
aux chocs que les matériaux conventionnels (en présence d’un choc, le matériau se comprime
dans toutes les directions, devenant ainsi plus dense, et donc a priori plus résistant) et plus
difficiles & briser puisque leur capacité a s’étirer dans toutes les directions & la fois réduit les
possibilités de propagations de fractures a U'intérieur du matériau, et permettent au son de se
propager plus vite que dans les matériaux conventionnels [Jiang 2016].

Ce résultat peut étre mis en évidence par une expérience trés simple (voir Figure 4.4).
Prenons une feuille de papier. Supposons qu’elle soit dans une configuration plate en moyenne,
mais présentant des fluctuations de hauteur (la feuille est légérement froissée). Si l'on tire sur
deux coins opposés de cette feuille, elle s’étire dans la direction transverse a la direction de
traction, un comportement typiquement auxétique. Cet exemple permet d’illustrer le role des
fluctuations de hauteur dans ce mécanisme.
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FIGURE 4.4 — Expérience simple illustrant le caractére auxétique d’un feuille de papier froissée dans un
état quasi-plat. Lorsque la feuille est étirée dans une direction, elle s’étend également dans la direction
transverse.

La valeur universelle de v* dans la phase plate est fortement reliée aux symétries reliant
les différentes constantes élastiques au niveau de l'action effective (3.180), qui se retrouvent
également dans les équations de SCSA. Notamment, il n’est pas difficile de vérifier que (3.167)
conduit b(p) et ji(p) sur la ligne (4.12) dans la limite p — 0. Par conséquent, le SCSA prédit
également v* = —1/3, méme lorsque les équations auto-cohérentes sont enrichies & un ordre
quelconque de ce développement |Gazit 2009]. Des simulations numériques basées sur ce modéle
retrouvent ce résultat, méme en présence d’une contrainte d’auto-évitement® [Bowick 2001].

Du coté expérimental cependant, v est difficile & mesurer pour de tels matériaux, et les simu-
lations numériques basées sur des modéles réalistes du graphéne prédisent une vaste gamme de
valeurs pour le coefficient de Poisson, a la fois positives et négatives (voir notamment l'introduc-
tion de [Burmistrov 2018]). La solution a cette controverse réside probablement dans le role joué
par la force de traction, que nous examinerons dans la section suivante. En effet, nous verrons
que suivant amplitude des efforts appliqués, les caractéristiques de I'élasticité des membranes
cristallines, et en particulier leur coefficient de Poisson, peuvent étre trés fortement modifiées.

4.1.3 Coefficient d’expansion thermique

Il reste une grandeur que nous n’avons pas encore examinée : le paramétre d’extension (.
Celui-ci caractérise I’étirement de la membrane dans une configuration donnée : a 1’équilibre,
pour une membrane libre sans fluctuations, ( = 1, mais a cause des fluctuations thermiques ou
d’une interaction avec le milieu extérieur, la membrane a la possibilité de se dilater ou de se
contracter ce qui modifie la valeur de (. Le parameétre d’extension corrigé par les fluctuations
thermiques jusqu’a 1'échelle k, (i, donne donc accés aux variations relatives de volume® du
systéme, et donc en particulier les variations de son volume avec la température, c’est-a-dire le
coefficient d’expansion thermique du matériau « :

W LV _0G
- Vor  oT’

5. Ce qui donne une confirmation supplémentaire du role négligeable de I’auto-évitement dans la phase plate.
6. Ou de facon équivalente, d’aire pour un systéme bidimensionnel.

(4.14)
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ou (p désigne le paramétre d’extension corrigé par les fluctuations thermiques & 1’échelle macro-
scopique. Comme la membrane est un systéme bidimensionnel, ses variations relatives de volume
varient comme (3.

Plus précisément, le flot de renormalisation de C,? dimensionné dans la phase plate est
donné par :

4
8iC2 = kD=2 % d 1082 . (4.15)

Lorsque & — 0, (i devient indépendant de I’échelle k et sature a sa valeur macroscopique (p.
A cause de la présence de 1, qui dépend de la valeur des constantes de couplage élastiques a
chaque échelle, I’équation (4.15) n’est pas soluble analytiquement. La forme de (4.15) donne a
(o une dépendance dans I'histoire du flot, et ses conditions initiales. Cependant, il est possible
d’intégrer cette équation numériquement en partant de la condition initiale (12\ = 1 correspondant
a une membrane parfaitement libre et sans fluctuation, ce qui donne Cg a T fixé. a est obtenu
en dérivant ces résultats par rapport & T'. Dans le cas du graphéne & température ambiante par
exemple, cela prédit :

a~—1,62x10° K| (4.16)

en bon accord avec les valeurs mesurées par spectroscopie Raman [Yoon 2011] (a« = —8,0 &+
0,7 x 1079 K1), et en accord raisonnable avec les simulations numériques [Zakharchenko 2009]
(o= —4,841,0x 1075 K~1). En particulier, le NPRG reproduit la tendance & "augmentation
de a avec la température observée expérimentalement (voir Figure 4.5).

- -1
Q¢ (K™7)
274.8 274.9 275.0 2751 275.2

T(K)

o
-0.0000135205

-0.0000135210
-0.0000135215
-0.0000135220
-0.0000135225 - o

-0.0000135230

o

FIGURE 4.5 — Evolution de « avec la température pour une feuille de graphéne a T ~ 275 K calculée a
partir du flot de ¢, (4.15).

Les membranes cristallines ont donc toutes un coefficient d’expansion thermique négatif (elles
se contractent a cause des fluctuations thermiques, voir Figure 4.6), un autre comportement
assez peu commun. FEn effet, les conditions initiales & I’échelle microscopique changent la valeur
numérique de «, mais pas son signe.

Afin d’avoir un apercu analytique de la situation, et de faciliter la comparaison avec les
résultats prédits par la théorie en d. > 1 (voir [Burmistrov 2016|), il est utile de simplifier un
peu (4.15). En effet, dans le graphéne en particulier, la longueur de Ginzburg est petite (voir
Figure 4.1), donc la convergence de 7y, vers sa valeur de limite thermodynamique est beaucoup
plus rapide que celle de C}% I1 est donc possible de remplacer 7, par n* dans (4.15), qui peut
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T/

a<0

a= 0

FIGURE 4.6 — Le coefficient d’expansion thermique a caractérise la réaction du systéme & un changement
de température. Un matériau avec o > 0 se dilate lorsque T augmente, alors qu’un matériau avec o < 0
se contracte.

alors étre intégrée analytiquement :

« 1 -4
O ~ kN 2 boo - (4.17)

e La limite d. > 1 correspond a prendre n* = 0 dans 1’équation de flot (4.17). Dans ce cas,
le second membre est constant et l'intégration de I’équation donne lieu & I’apparition d’un
logarithme :

ATk A T’

ou la second équation fait écho au résultat exposé dans le chapitre 3 (3.66) donnant la
valeur de (p dans la phase plate en fonction de la température de froissement T.. Le
coefficient d’expansion thermique correspondant est :

kT k T
GG+ dlog <> =1- = (4.18)

kp k 1
a ~ —d.log| - ) =—5 — —© 4.19
d>1 4k ¢ 08 (A) T. k-0 ’ (4.19)
il diverge donc dans cette limite, ce qui montre la faillite du développement en d. > 1 a
I’ordre le plus bas pour établir des prédictions quantitatives pour a. Ce résultat permet

de souligner le role prépondérant de n* dans la description quantitative de la physique de
la phase plate.

e La non-divergence de « est due a I'interaction entre phonons et flexurons qui, en générant
n* # 0, rigidifie la membrane. Une fagon simple de corriger (4.19) consiste alors a remplacer
K par sa valeur corrigée par les fluctuations a 1’échelle L dans le régime anharmonique (4.9)
dans I’équation de flot (4.17) [Burmistrov 2016|. Cela donne alors :

kp
Adkm*

~

(4.20)

D’autre part, 'intégration de 1’équation NPRG (4.17) avec n* # 0 conduit & :

2 B n 2 B n
~ 1—— k" + N — 1 - = 4.21
gk AT kn* ( 8 ) <C AT kn* ( 8 >> ’ ( )
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soit, apreés la prise de limite & — 0,

k ok
a~——B (1) (4.22)
4mkn* 8

La prédiction (4.20) du développement d. > 1 amélioré se distingue du résultat NPRG

(4.22) par I'absence du terme en rouge, qui correspond a la partie anormale de la fonction
de seuil I3y,. Cette approximation a donc tendance & sous-évaluer la valeur du coefficient
d’expansion thermique, bien que son caractére négatif soit bien retranscrit. De plus, dans
ce modéle simplifié, o ne dépend pas de T.

Finalement, nous avons montré comment les équations du groupe de renormalisation éta-
blies dans le Chapitre 3 conduisent a des prédictions quant au comportement des caractéristiques
thermodynamiques des membranes cristallines dans leur phase plate. Ces prédictions sont en bon
accord avec les mesures expérimentales et les simulations ab initio pour le graphéne. Cependant,
pour décrire complétement la thermodynamique de la phase plate, il nous faut également exa-
miner I'effet d’'une contrainte extérieure sur une membrane cristalline. Cette contrainte entraine
I’apparition d’une tension dans le systéme, qui joue ici un réle analogue a celui de la pression
dans un gaz.

4.2 Membranes sous tension

Nous étudions dans cette section la réaction du systéme & une contrainte extérieure, et les
quantités thermodynamiques associées. Cette contrainte peut étre due & différentes interactions
de la membrane avec son milieu environnant, telles que 'action d’un opérateur extérieur, ou
une différence de pression entre les milieux de part et d’autre de la membrane par exemple.
Dans 'approximation de I’élasticité linéaire, qui suppose que la contrainte appliquée est petite
comparée aux caractéristiques de la réponse du matériau telles que le seuil d’entrée dans le
régime de déformations plastiques, ou le seuil de rupture, cette contrainte se couple linéairement
au tenseur de déformation, elle a pour forme aijaij . Nous supposons de plus que cette contrainte
agit de facon isotrope, de sorte qu’elle puisse étre représentée par un seul scalaire o appelé
« tension ».

4.2.1 Ensembles thermodynamiques

D’un point de vue thermodynamique, la tension ¢ est la variable conjuguée de Legendre du
volume du systéme 7. Suivant le jeu de variables internes choisies, le choix de potentiel thermo-
dynamique doit étre adapté. Dans un souci de simplification, nous travaillons dans cette section
au niveau de 'approximation de champ moyen.

7. Ou laire du systéme. Il faut en général distinguer ’aire propre du systéme, et son aire « projetée » qui
correspond & l'aire engendrée par la projection de celui-ci sur le plan de référence. En effet, deux systémes
présentant des fluctuations de hauteur trés différentes peuvent avoir des aires projetées similaires, mais ont dans
ce cas des aires totales trés différentes. La différence entre ces deux cas réside dans la définition de ¢ qui est
interprété comme une unité de longueur soit au sein du plan de référence (auquel cas il définit I'unité d’aire
projetée), soit dans ’espace interne de la membrane (auquel cas il définit I'unité d’aire propre du systéme).
Cette distinction n’est cependant pas importante pour la discussion des résultats de ce manuscrit qui s’intéresse
essentiellement a la phase plate dans laquelle la différence entre ces deux points de vue est négligeable.
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4.2.1.1 Evolution a volume fixé

Lorsque le systéme est décrit a volume et température constants, le potentiel thermodyna-
mique est ’énergie libre. D’aprés les résultats du Chapitre 2, celle-ci s’écrit en présence d’un
champ de contrainte o :

Kragaa2 | 0o onis 2 crbed 2 N )
F = / 5(6 ’I”) + 5(8#8 T — DC ) + T(E)ar.(‘)br - C (5ab) (acT.ad’l” — C 5cd) . (4.23)

La tension n’introduit pas de nouvelle puissance du champ de position dans I’énergie libre. En
effet, elle contribue seulement au coefficient du terme quadratique en champ, lequel est donc

maintenant : D
o
A 4.24
? - T K¢ (4:24)

Il est logique de voir apparaitre au c6té de la tension le module de compressibilité K, qui est la
constante élastique la plus appropriée pour décrire la réaction du systéme & un effort d’étirement
ou de compression isotrope.

L’interprétation de (4.24) est la suivante : tant que U'effort appliqué est suffisamment faible,
D/2K(? — 0o >0, donc o peut étre absorbé dans une redéfinition du paramétre d’extension ¢ :
son effet principal est une compression ou un étirement global du systéme. Le nouvel équilibre
thermodynamique correspond alors & :

o

o =C = 255 - (4.25)
Dans le cas d’un effort d’étirement, o > 0, et le facteur d’extension de la membrane & 1’équilibre
est réduit. En effet, considérons deux membranes fluctuantes fixées sur deux cadres identiques
(le volume est fixé). Celle dont le parameétre d’extension a I’équilibre est le plus petit est celle qui
est la plus étirée, autrement dit, celle qui supporte ’effort le plus important, ce qui est cohérent
avec (4.25). Comme (2 > 0, ce changement d’équilibre n’est plus possible si o est trop grand, le
systéme sort du régime élastique.

Si 'on tient compte des fluctuations dans cet ensemble thermodynamique, ¢ doit rester égal
& sa valeur prédite par la théorie de champ moyen, puisque le volume est fixé; les fluctuations
thermiques du terme quadratique en champ seront comprises comme des corrections a la valeur
de la tension o qui est ici une variable interne au systéme, et non pas un champ externe.

4.2.1.2 Evolution a tension fixée

Lorsque le systéme est décrit a température et contrainte fixées, le potentiel thermodyna-
mique est 'enthalpie libre G. Celle-ci différe de F par une quantité égale au travail fourni par
I'opérateur externe. Il est important de noter que dans le cas général, I’application d’une pression
se décrit a ’aide du tenseur des contraintes suivant :

o= < _Op _Op ) . (4.26)

Dans les formules de thermodynamique habituelles, le réle de la pression est donc joué par —o,
il faut étre vigilant aux signes. Un effort de compression correspond alors bien & une tension
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o < 0, et un étirement & ¢ > 0. L’enthalpie libre s’écrit alors :

Kroan2 0o o ois 2 crbed 2 N )
G= / S @) 2 (Or T DE) + S (@A o) (07007~ )| - (427

Les deux expressions (4.23) et (4.27) ne différent donc formellement que par le signe du terme
de tension. Les conséquences sont importantes : dans ce cadre, le changement de paramétre
d’extension a I’équilibre s’écrit donc maintenant :
o
¢, = <2+2ﬁ . (4.28)
Il faut bien avoir en téte que cette fois-ci, la membrane est libre de modifier son volume. L’équa-
tion (4.28) s’interpréte donc de la maniére suivante : en présence d'un effort d’étirement (avec
o > 0), le paramétre d’extension de la membrane a 1’équilibre augmente car la membrane
s’étire. Nous ne pouvons néanmoins considérer que la membrane s’étire que dans la mesure ou
son volume n’est pas fixé, c’est pourquoi les résultats (4.28) et (4.25) ne sont pas contradictoires.
En présence de fluctuations thermiques dans cet ensemble thermodynamique, c’est la valeur
de ¢ qui est modifiée. La tension o est traitée comme un champ externe qui se renormalise
« trivialement », c’est-a-dire que le flot de sa contrepartie adimensionnée est nul.

4.2.2 Diagramme des phases - Transition de flambage

D’apreés (4.23), la dimension du terme de tension est A(o) = 2 — 1. Autrement dit, o est
un couplage essentiel au voisinage de P4 : le point fixe de phase plate est entiérement attractif
sur 'hypersurface o = 0, mais est répulsif dans la direction associée & o. La transition de phase
associée est appelée transition de flambage |Guitter 1989).

Ce résultat peut paraitre surprenant & premiére vue : quelle que soit la valeur de la contrainte
appliquée, qu’il s’agisse d’'une compression ou d’un étirement, elle détruit la phase plate de la
membrane qui la subit, mais il est cohérent avec 'analyse des modules d’élasticité effectuée
dans la section précédente. En effet, nous y avons établi que dans la limite des systémes de
taille infinie, toutes les constantes élastiques dimensionnées du matériau devenaient nulles; il
est donc logique que dans cette limite la membrane devienne infiniment sensible & ’application
d’un effort. Pour comprendre la réaction d’un matériau réel a ’application d’une tension, il faut
donc analyser les transitions entre les différents régimes décrits par des lois d’échelle données
par le groupe de renormalisation pour des systémes de taille finie L®, et conclure en fonction

des caractéristiques dimensionnées du matériau.
Concrétement, l'introduction de la tension change le propagateur des flexurons en :

1

G =— . 4.29

h(Q) qu4 + O'q2 ( )
A faible tension, c’est le terme de courbure qui domine, et les flexurons ont leur comportement
habituel dans la phase plate. A partir d’une certaine longueur, le comportement des flexurons
est dominé par la tension, leur relation de dispersion devient linéaire, et non plus quadratique.

Cette longueur est donnée par L, = y/k/o dans la théorie de champ moyen, mais le régime

8. Qui ont donc des modules d’élasticité non nuls.
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de phase plate étant fortement anharmonique, cette valeur peut étre fortement modifiée par les
fluctuations thermiques. Il nous faut donc distinguer deux régimes :

e Si la longueur L, & partir de laquelle le comportement du systéme est dominé par la
tension est trés petite devant la longueur de Ginzburg L, < Lg, le systéme entre dans le
régime dominé par la tension alors qu’il se trouve toujours dans le régime harmonique. La
longueur de transition est donc donnée par sa valeur champ moyen :

Ly = \/f . (4.30)

e Lorsque L, > Lg, le régime de tension est atteint & une échelle ou les fluctuations ther-

miques sont anharmoniques. A ’échelle de la taille du systéme L, la courbure du systéme
est modifiée par un facteur dépendant de n* et Lg (voir (4.9)), ce qui transforme (4.30)
en :

_1

Ly = (a(i)’) o (4.31)

Ainsi les fluctuations thermiques ont tendance & augmenter la taille nécessaire pour que

le systéme entre dans un régime dominé par la tension, ce qui est cohérent avec leur effet
rigidificateur, a la fois pour I'élasticité et la courbure.

La transition entre les deux régimes précédents se fait pour une contrainte o* telle que
Lg ~ L=, soit :

o = kBT,LLA
Kk 6m

(4.32)

La tension de transition est d’autant plus forte que 1’élasticité du systéme est importante (il
est dans ce cas plus résistant aux effets extérieurs), et que la température est élevée. C’est
une conséquence de la diminution de Lg avec la température : plus T est élevée, plus la plage
d’échelles ot les fluctuations sont anharmoniques est grande. Dans le graphéne, a température
ambiante, cette tension est estimée & o* ~ 10 N.m~! [Kosmrlj 2016]. Sous des contraintes de
taille raisonnables, nous pouvons donc considérer que la transition se fait plutdt a 1’échelle
typique (4.31).

En résumé, les régimes de fluctuation sont donnés en fonction de la taille L du systéme par :

e 0o >o*:

Harmonique Tension

L

g

La longueur de transition L, est donnée par (4.30).
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e 0K o*:

Harmonique Anharmonique  Tension

| |
| | >

L. L, L

La longueur de transition L, est donnée par (4.31).

Une autre grandeur intéressante est la tension critique o, & partir de laquelle la phase plate
d’un systéme de taille donnée L est brisée. Autrement dit, o, est définie comme la tension pour
laquelle la transition vers le régime dominé par la tension a lieu exactement & la taille L, ce qui
d’aprés (4.31) donne :

k ([ L\"
dans le régime anharmonique, alors que d’apreés (4.30), elle vaut :
K
0c= T3 (4.34)

dans le régime harmonique.
Pour une feuille de graphéne de taille micrométrique, o, ~ 4 x 107* N.m™!, ce qui équivaut
4 une pression d’environ 3 MPa pour un matériau & trois dimensions. Notons que dans ce
cas, g, < ", donc la transition vers le régime dominé par la tension a lieu depuis le régime
anharmonique, ce qui est cohérent avec la trés faible valeur de L pour ce matériau.
Finalement, le diagramme des phases des membranes cristallines en fonction de la contrainte
isotrope o appliquée a I’allure suivante :

e o, Ko*:

Flambée Plate Sur-étirée

I 1 l

| ' | >
o)
-O¢ =0 Oc¢

— Phase plate :

Pour des tensions appliquées suffisamment faibles (0 < o0.), la membrane reste dans
sa phase plate. Sa rigidité est anormalement élevée, en accord avec les lois d’échelle
universelles déduites de P4. En effet, si o est encore suffisamment faible & 1’échelle
de la taille du systéme, elle peut étre absorbée dans une redéfinition de (j : I'appli-
cation d’une contrainte externe conduit la membrane vers une nouvelle phase plate
caractérisée par un parameétre d’extension & ’équilibre (g différent, ou autrement dit,
la membrane adapte son volume & la contrainte externe grace a son élasticité propre.
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FIGURE 4.7 — A gauche : la membrane est comprimée dans une direction. A droite : pour des efforts
de suffisamment faible amplitude, la déformation de la membrane reste dans le régime élastique. La
membrane est encore dans sa phase plate, seul son volume a changé, pour s’adapter a la contrainte subie.

— Phase sur-étirée :

Sio > 0 est trop importante, le propagateur des flexurons (4.29) est fortement atténué
a grande distance [Roldan 2011|. La modification du comportement dans l'infrarouge
du propagateur des modes de fluctuation dominants détruit 'anharmonicité dans le
systéme. Le matériau retrouve des lois de I’élasticité conventionnelle. Qualitativement,
en présence d’un étirement suffisamment fort, 1’éloignement entre les atomes de la
structure cristalline est tel que les fluctuations de hauteur sont fortement pénalisées
(voir Figure 4.8). Les propriétés de la phase sur-étirée sont discutées plus en détail
dans la section 4.2.4.

9
?
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FIGURE 4.8 — Effet d’un étirement sur un réseau d’atomes unidimensionnel. A gauche : en I’absence de
contrainte extérieure, les fluctuations de position de I’atome central sont plus favorables dans la direction
ou il ne comporte pas de voisin. A droite : lorsque le milieu est étiré, la moindre fluctuation de hauteur
a un coup énergétique trés élevé, la position de 'atome central n’est plus poussée a fluctuer de haut en
bas.

— Phase flambée :

Lorsque o < 0, I'entrée dans le régime dominé par la tension est marqué par une
divergence du propagateur de flexurons (4.29), la phase plate devient instable. Cette
divergence est la marque que I’énergie libre utilisée pour décrire le systéme n’est plus
valide dans ce régime. Les phonons acoustiques et les flexurons ne sont plus les modes
de fluctuation élémentaires.

La Figure 4.9 décrit comment le systéme devient hypersensible aux fluctuations de
hauteur lorsque le systéme est fortement comprimé : en rapprochant trop les atomes
les uns des autres, la compression rend les fluctuations de la position des atomes vers
Iextérieur du réseau extrémement favorables énergétiquement. Par conséquent, des
fluctuations thermiques trés faibles sont suffisantes pour détruire la phase plate.

Par analogie avec les systémes magnétiques, la phase correspondante, appelée phase
flambée, peut étre décrite comme une mosaique de domaines plats, orientés de fagon
aléatoire, et séparés par des parois de domaines ou la tension est localement trés forte



4.2. Membranes sous tension 141

[Guitter 1989].

o
9
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FIGURE 4.9 — Effet d’une compression sur un réseau d’atomes unidimensionnel. A gauche : en I’absence de
contrainte extérieure, les fluctuations de position de I’atome central sont plus favorables dans la direction
ot il ne comporte pas de voisin. A droite : lorsque le milieu est fortement comprimé, la position d’équilibre
de l’atome central sur le réseau devient instable. A cause de la frustration induite par la compression,
les fluctuations de hauteur sont sur-favorisées.

Méme si notre modéle est insuffisant pour bien décrire la phase flambée, il peut étre
utilisé pour calculer les propriétés de la transition de phase, qui a lieu a Py4. Par
exemple, dans [Kosmrlj 2017|, ce modeéle est utilisé pour étudier le rayon critique que
peuvent avoir des vésicules plongées dans un fluide : les vésicules avec un rayon plus
grand ont des constantes élastiques plus faibles. A cause de la différence de pression
entre le milieu extérieur et le milieu intérieur a la vésicule, sa paroi est soumise & une
tension. Lorsque cette tension est trop grande par rapport a la taille de la vésicule,
celle-ci flambe et sa forme n’est plus du tout sphérique.

e 0. >0":

Pour des matériaux suffisamment souples, la transition vers les phases dominées par la
tension se fait depuis le régime harmonique. De tels matériaux n’ont pas de phase plate.

Flambée Harmonique Sur-étirée
| 1 |
| i | ’O.
-O¢ o=0 Oc

4.2.3 Loi de Hooke anormale dans la phase plate

La loi de Hooke relie la contrainte appliquée par le milieu extérieur a la déformation du maté-
riau. Dans les membranes cristallines, la modification des lois d’échelle de 1’élasticité convention-
nelle par des fluctuations thermiques fortement anharmoniques est a ’origine d’une modification
inhabituelle de la relation contrainte-déformation appelée loi de Hooke anormale. Celle-ci a été
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mise en évidence dans différents calculs perturbatifs par des développements en couplage faible
[Aronovitz 1989], ou par une extrapolation des résultats du régime d. > 1 |Gornyi 2017|. Les
auteurs de |Guitter 1989] ont également prouvé que le résultat correspondant est valide a tous
les ordres du développement en &.

Dans cette section nous montrons que ces résultats sont valides y compris dans le régime
non-perturbatif. Nous verrons comment les équations du NPRG permettent de retrouver cette
loi, quel que soit I'ensemble thermodynamique choisi. Rappelons que, de toutes les méthodes
citées ci-dessus, seul le NPRG donne une valeur de 7 cohérente avec son schéma d’approximation
en D=2etd=3.

Grace aux considérations de la section précédente, nous pouvons supposer raisonnablement
que o, < 0", et que le systéme est donc dans un régime de fluctuations thermiques anharmo-
niques.

4.2.3.1 Evolution a tension fixée

Pour commencer, nous travaillons & tension et température fixées. C’est un choix naturel car
dans ce formalisme, la tension est égale au champ de contrainte externe appliqué : o5 = azzt qui
apparait dans la loi de Hooke. L’ansatz donnant I’action effective moyenne correspond donc a

Penthalpie libre (4.27) :

abed
INGES / [22’“(82?)2—"2’“(@?.8%— D(¢)?) +Ck8 (0aT 007 —(¢;F)?6up) (0047 — (g,jp)%cd)}
: (4.35)
A cause de la présence du terme de tension (en bleu), ¢;, atteint une valeur d’équilibre & k = 0
(o différente de celle qu’il aurait atteint si o était nul, que nous noterons ¢*P (c’est le paramétre
d’extension « spontané »). Ce comportement s’interpréte de la fagon suivante : comme le systéme

est encore dans sa phase plate, il est possible de définir {; comme le nouveau minimum &
I'équilibre thermodynamique dans (4.35), et d’exprimer I, en fonction de (), au lieu de ¢} grace
a (4.28), auquel cas o n’intervient plus mais le paramétre d’extension a I’équilibre définisant la
phase plate est modifié en conséquence (o # (*P.

Ceci s’interpréte également de la maniére suivante : 'application de o # 0 éloigne le systéme
de la courbe de coexistence (*P(T") (voir Figure 4.10). L’écart de (p a sa valeur spontanée (P
génére une longueur de corrélation finie £ entre les modes de fluctuation. La fagon dont £ diverge
a Papproche de la phase plate définit I'exposant critique v, [Guitter 1989] :

€~ 1[G —¢ol (4.36)

De plus, I’écart a la phase plate ‘(g — Cfp} correspond & la déformation du matériau engendrée
par la présence de la tension. En effet, dans une configuration presque plate, la métrique est
quasiment euclidienne, et (o définit I’échelle de longueur : g;; ~ Cgéij. Le tenseur de déformation
correspondant est 1’écart entre cette métrique et celle de la configuration spontanée atteinte en
I’absence de champ extérieur gf}’ ~ gfpéij. L’exposant critique d, relie 'écart a la phase plate
au champ externe o appliqué :

ot~ |GG - 3 (4.37)
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F1GURE 4.10 — Courbe de coexistence donnant I’évolution de (°P avec la température. La température de
froissage T est définie par T, = —1/«; cette courbe est obtenue avec I’approximation «(7") indépendant
de T présentée dans la section 4.1.3. L’application d’une tension éloigne le systéme de la courbe de
coexistence.

L’équation (4.37) relie la contrainte appliquée a la déformation : ¢’est donc elle qui définit la loi
de Hooke dans le matériau.
Dans cet ensemble thermodynamique?, le paramétre d’extension a 1’équilibre est relié a sa
valeur spontanée par la relation héritée de (4.28) :
2 o

G=(G")* + DR, (4.38)

ce qui n’est possible que parce que o = of*’. Dans le cas contraire, la renormalisation de la

tension est non triviale, et cette identité, héritée de la théorie de champ moyen, n’est plus valide
a une échelle arbitraire. Le champ externe est relié & sa contrepartie adimensionnée par :

oft = 2t (4.39)

Or, par définition, aﬁ;ﬂ = 0. La dépendance de la contrainte appliquée avec la taille du systéme

est donc donnée par la loi d’échelle suivante :

ext ext L s
05, = O\ E . (440)

Cette relation, combinée avec (4.38) et (4.8), est suffisante pour déduire les exposants critiques
Uy et 0, 10

ext
G- ) = BT~ L0

4.41
X , (4.41)

9. C’est-a-dire 4 champ externe fixé.
10. Nous avons utilisé ici des versions des lois d’échelle précédentes généralisées & D dimensions pour obtenir
la dépendance en D des exposants critiques et pouvoir les comparer & ceux des autres approches utilisées dans
la littérature.
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d’ott nous déduisons, grace a la définition (4.36) que :

1
= —|. 4.42
Vo D—2+n (442)

Ce résultat est le méme que celui établi dans [Guitter 1989], valable & tous les ordres du déve-
loppement en e.
En fonction de la contrainte externe appliquée, cela se réécrit :

2 ext . D—2+4n*
G =Gl = 55 ~ 0B LT (o) (4.43)

soit finalement :

2 — 4—D 27
T =T

6, =—— 1T _
7 D—-2+nF D —2+n*

(4.44)

Dans la théorie de champ moyen, 6, = 1, ce qui correspond & la loi de Hooke normale. La
contrainte est proportionnelle & la déformation :

’<2 B CS2p| ~ Uizt : (4.45)

Comme le terme en bleu dans (4.44) est toujours positif, la valeur de I’exposant d,, est plus grande
que sa valeur dans la théorie de champ moyen : la loi de Hooke dans la phase plate est anormale.
Puisque le matériau est anormalement rigide, il faut une contrainte anormalement grande
pour lui faire subir une déformation donnée. La valeur prédite par le calcul NPRG est §, ~ 1, 36.

4.2.3.2 Lien avec I’évolution a volume fixé

Les résultats précédents sont évidemment indépendants de l’ensemble thermodynamique
choisi pour décrire le systéme. Le calcul présenté dans [Guitter 1989] par exemple est effectué a
volume fixé. Afin de présenter comment le formalisme NPRG est implémenté dans cet ensemble
thermodynamique, nous allons montrer comment la loi de Hooke anormale peut étre retrouvée
& partir de celui-ci. Lorsque le volume et la température sont fixés, I’ansatz donnant ’action
effective moyenne est donc donné par I’énergie libre (4.23) :

OO

7 L2 O il s Cabcd o s
k[7] :/ [;(827') —{-?k(&r.@ 7 — D(Ckp) )—|— k (Oar.abr—( s ) ab) (8 7.047—(C; A )25cd):|
T
(4.46)
Cette fois-ci, en revanche, o # a,‘imt. En particulier, la relation (4.25) a I’échelle k s’écrit encore :

2 O.fi:tt 2 ok

G = (GN)? +57k # ( ZP)Q—EE : (4.47)

En effet, le premiére égalité découle du fait que le volume atteint par le systéme a 1’équilibre
est une grandeur indépendante de la description choisie. La tension o, en revanche, n’est plus
liée simplement & la valeur du champ externe o§** car elle inclut en plus de ce dernier leffet
des fluctuations anharmoniques. Ainsi, dans cet ensemble thermodynamique, il n’est pas simple
d’avoir accés a Cg — Cfp; nous avons besoin d’'un nouveau critére pour caractériser ’écart a la

situation sans tension.
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Du point de vue du groupe de renormalisation, la phase plate correspond a un point fixe Py
dans le diagramme de flot. Dans le plan ¢ = 0, les propriétés du point fixe de phase plate ne
sont pas modifiées par l'introduction de la tension, mais P4 est maintenant répulsif dans cette
nouvelle direction. L’existence d’une tension non nulle entraine donc un départ de P4 vers les
régions du diagramme de flot dominées par la tension (phase sur-étirée ou flambée). Comme le
flot est trés lent au voisinage de P4 (c’est un point fixe), un systéme de taille finie pour lequel
o) s’est peu renormalisé est encore gouverné par les lois d’échelle universelles & P4 (si L < L),
et est donc encore dans sa phase plate. L’écart & la situation a tension nulle est donc reliée & la
facon dont le flot quitte P4, c’est-a-dire aux caractéristiques du flot dans la direction associée a
la tension dans un proche voisinage de ce point fixe.

Plus précisément, ’écart & la situation sans tension est caractérisé par le comportement de
la tension adimensionnée au voisinage du point fixe de phase plate, définie par :

O = k2 [ (4.48)

En effet, si o, se comportait comme un champ externe, & serait indépendant de I’échelle courante,
et P4 ne serait pas répulsif dans la direction associée puisque le flot serait paralysé. Cela nous
permet de donner une nouvelle définition pour les exposants critiques. v, décrit précisément la
fagon dont le flot s’écarte de P4, ou de fagon équivalente comment une longueur de corrélation
finie £ est générée |Guitter 1989 :

&~ o] (4.49)

Cette relation est analogue a la définition de I'exposant critique v du modéle O(N) a partir de
la masse renormalisée, qui est aussi I'écart a la température de Curie |T" — T¢|.
L’exposant d, quant & lui relie la tension adimensionnée renormalisée au champ externe
appliqué [Guitter 1989] :
o ~ || (4.50)

Le flot de renormalisation de o) est non trivial dans cet ensemble thermodynamique. Il
peut étre défini a partir du flot du propagateur renormalisé avec deux indices pris hors de la
membrane Fl(f()i ., » autrement dit du propagateur de flexurons renormalisé. En effet, celui-ci s’écrit
au minimum de P'action effective (3.182) :

D2 [Foini 0, —p) = ok + Ziop* | (4.51)

Le flot de o est donc défini par :

0 o,
0o, = Oy 87])211’(“2’2”[7“;])’ _P] ) (4.52)

p2=0,F=Fmin
soit finalement,

Ohor, = —2vp de Ky 1pb2 (o) + gKk hCr (4.53)
ol maintenant les fonctions de seuil des flexurons ont une pseudo-masse non nulle & cause du
terme de tension dans (4.51).

L’équation (4.53) mélange les flots de oy, et (i ; en effet, ces deux grandeurs sont conjuguées
de Legendre. Dans un calcul & volume fixé, c’est le paramétre d’extension & I’équilibre (g, corrigé
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par les fluctuations, qui est fixé, pas sa valeur courante (. En particulier, cela ne détermine
pas si ce volume a été atteint spontanément par le systéme, ou a cause de la présence d’une
contrainte (voir Figure 4.11). o ne peut donc étre défini qu’a partir d’une configuration de
référence atteinte en I’absence de tension qui définit (*P. Le flot de (i intervenant dans (4.53)
est alors choisi comme étant le flot de C,ip , qui n’est autre que le flot du paramétre d’extension
dans la phase plate & 0 = 0 donné par (4.15). Le flot de o devient alors :

ooy, = 2vp de Ky, (11052(0) — 17552 (o) (4.54)

Le flot des constantes de couplage élastiques sont les mémes qu’auparavant, mis a part que les
fonctions de seuil mises en jeu sont pseudo-massives puisque dans l'ansatz (4.46), le terme de
tension affecte le propagateur de tous les modes de fluctuation.
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FIGURE 4.11 — Courbe de coexistence donnant I’évolution de (°P avec la température. La température
de froissage T, est définie par T. = —1/«; cette courbe correspond a I'approximation a(7") indépendant
de T présentée dans la section 4.1.3. La valeur de ¢ & une température donnée peut étre interprétée soit
comme la valeur (*P qu’aurait une membrane libre & cette température, soit comme la valeur de { d’une
membrane sous tension, mais & une température différente.

Pour étudier le voisinage de Py, il nous faut travailler avec des variables adimensionnées.
Comme par continuité, la phase plate doit étre atteinte pour @* = 0, les équations de flot
peuvent étre développées en puissances de & pour caractériser 'approche de ce point fixe. Ce
développement est justifié car les exposants critiques définis dans (4.50) et (4.49) peuvent étre
calculés a partir du jacobien du flot & P4, qui ne fait intervenir que les écarts linéaires au point
fixe, et n’est donc pas sensible aux ordres supérieurs.

L’essentiel de la dépendance en & est contenue dans les fonctions de seuil. Nous présentons ici
le développement dans le cas particulier ol la coupure est donnée par une fonction de Heaviside

Ri(q) = Zi (k* — ¢"O(K* — ¢*) , (4.55)

et ou les expressions analytiques sont plus simples, mais le méme raisonnement s’applique pour
une coupure quelconque. A cause de ’adimensionnement, les fonctions de seuil sont des intégrales
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. . . CaL . . =D+«
sur la variable sans dimension y = ¢?/k?. Considérons une fonction de la famille I,,5, de pseudo-
masse my, (voir Annexe F) :

“Dia._ 1 /1 J 4ayD/2—1 % 1 J ayD/Q—l(yQ o 1)
2 Jo (

laoo (M) =5 | dy ————+5
a00 1 +mz)a+1 2 0 (1 +mz)a+1

e D/2-1 | Tk ! D/2—1/,2 =2 =4
. [2/0 dydavy —|—2/0 dy ay (y*—1) (1—(a+1)mky+0(mk)>

D+« __95D+a+2
el Lo (0) — ammj, lat1y00 T O(my) -

(4.56)

Ainsi, les équations de flot des constantes élastiques au voisinage de P4 ne sont pas modifiées

par &} a l'ordre le plus bas. Pour la tension en revanche, la contribution du flot de Czp vient
supprimer la contribution de la fonction seuil 1{3032 & tension nulle pour faire apparaitre une

fonction de seuil d’ordre plus élevé :

o . — =D4+2 -D+2,__
0oy, = —(2 - Uk)Uk + 2vp d. Kk(lloJ(g (0) - lloJ(; (Uk))
. — ,_ =D+4 __

= —(2 = )Tk + 20p de K (Gl (0)) +O(37) -

(4.57)

La fonction i;ﬁf(()) est précisément celle qui apparait dans les équations de flot des constantes
élastiques (voir (3.211) par exemple). Ceci permet de relier le flot de la tension a celui du
module de compression K, dans la phase plate, qui décrit précisément la réaction du systéme a
I’application d’une contrainte isotrope dans la cadre de I’élasticité linéaire :

_ _ — ,_ =D4+4 __
O = —(2—m)or+2upde Ky (Trlage (0)) +O(a7)

<K<
(8th — (D — 4+ 277k)K;€)
= —(2—nu)ok+0 — O(?
i (2 — k)oK + 0% % + O(c%) (4.58)
= —(D—-2+n)ok + — +0 .
oo ( Nk)Tk + Ok i (@%)

Au voisinage de P4, K}, tend vers une valeur non nulle, mais son flot s’annule. Le comportement
de T au voisinage du point fixe de phase plate est donc dicté uniquement par le terme en rouge.

Le jacobien J} du systéme a P4 s’exprime alors simplement en fonction du jacobien réduit
du systéme sans tension J9 :

OpOcfty, Op0ifty,  OgOyfiy, 30 *
Ji=| OuOib O50ibr  O50:by = 4 * . (4.59)
6ﬁ&fﬁk ﬁgaﬁk Bg@ﬁk 4 0 0 2—D-— 77*

En effet, ’évaluation & P4 se fait & @ = 0, de sorte que le bloc en haut a gauche est inchangé
par rapport au calcul & tension nulle. De plus, comme 0;7) x Gk, les dérivées de ce terme par
rapport aux couplages élastiques deviennent nulles lorsqu’elles sont évaluées & Py4. Ainsi, les
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valeurs propres de J} sont données par les deux valeurs propres positives de P4 en I'absence de
tension, et le terme en rouge, négatif, qui correspond a la direction répulsive 1.
Finalement, la valeur propre du jacobien dans la direction répulsive donne v, par (4.49) :
! (4.60)
Vg = ——— , .
7 D—24n*

conformément au résultat calculé a tension fixée (4.42). Le second exposant se déduit directement
du comportement du champ externe avec la taille L du systéme :

L —2+n*
ot = oSt () , (4.61)
L
qui conduit naturellement & :
« D—24n*
[ ~ LP7240) (o5t T (4.62)
soit finalement : 5 .
—-n
0g = ————— . 4.63

Ainsi, le calcul des exposants critiques v, et d, & volume fixé, bien que moins direct que
celui a contrainte fixée, permet de donner un éclairage différent sur le probléme en reliant les
relations contrainte-déformation du matériau au comportement du flot de renormalisation. En
particulier, il apparait que ces quantités caractérisent le départ de P4 en présence d’une tension
non nulle, et sont donc aussi des exposants critiques universels caractérisant la transition de
flambage, qui décrit le passage de la phase plate vers une phase dominée par la tension, qu’elle
soit flambée ou sur-étirée.

4.2.4 Reégime sur-étiré

Dans la section précédente, nous avons étudié le comportement du flot de renormalisation
dans le voisinage de P4 par un développement & faible tension ; mais le domaine de validité des
équations NPRG est bien plus grand puisqu’elles sont non-perturbatives. Il est alors possible de
chercher quels nouveaux points fixes apparaissent dans le diagramme de flot grace a I'addition
de la tension. Cependant, I'expression générale des fonctions de seuil pseudo-massives, qui fait
intervenir des fonctions hypergéométriques (voir Annexe F), rend cette analyse difficile dans le
cas général.

Lorsque le flot s’écarte de Py, la tension renormalisée grandit et le systéme entre dans
un régime de fluctuations dominé par la tension. Méme s’il n’est pas possible de décrire la
phase flambée dans notre formalisme & cause de la divergence du propagateur des flexurons,
nous pouvons espérer obtenir le point fixe donnant les lois d’échelle valables dans la phase
sur-étirée 2. En effet, dans cette phase le propagateur des flexurons a un comportement plus
régulier dans 'infrarouge que dans la phase plate, et notre schéma d’approximation, adapté a
la description de phénoménes dans lesquels les configurations comportant de forts gradients du

11. En effet, la limite thermodynamique correspond & t — —oo.
12. Si toutefois celui-ci existe.
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champ de position jouent un roéle négligeable, est encore efficace. Qualitativement, I'allure de la
phase étirée ressemble a celle de la phase plate, mais avec des fluctuations de hauteur moins
importantes.

D’aprés ce qui précéde, il est attendu que le point fixe correspondant & la phase sur-étirée
soit associé & une valeur assez grande de & ; nous pouvons alors chercher celui-ci en effectuant
dans le flot NPRG un développement & forte tension. Bien stir, dans ce qui suit la tension ne
prend plus que des valeurs positives. Définissons l'inverse de la tension : Ty = 1/7%. Le flot de
renormalisation se développe de la facon suivante :

( b (—3b, + T
k(=3 k+7uk)Uz+O(@2)
4 (by — 271y,

OyU, :1 20 +

T
_ o _ 3b _ _
Oy, = —2f1;, + J1p, X K vy, + O(T})
vl 2 . (4.64)
== 3b_ .,
3by, _

= 5.+ 0w
\nk6<<1 47 Ok + O (W)

Ces résultats s’interprétent de la fagon suivante : dans le régime de forte tension, le propagateur
des flexurons Go(q) ~ Urq~? devient trés petit. Le flot des constantes de couplage élastiques est
donc gouverné par le terme dimensionnel, qui contient leur dimension dans la théorie de champ
moyen et la dimension anormale.

La solution des équations de point fixe donne deux valeurs possibles pour Uy : & savoir 0 et
une valeur non-triviale T*. En réalité, la similarité entre les flots des deux couplages élastiques
est telle que les deux équations qu’ils fournissent lorsque T = T* ne sont pas indépendantes,
donc la valeur précise de T* est indéterminée & ce stade, mais nous allons laisser cette subtilité
de coté. L’équation de flot pour la tension inverse peut donc s’écrire :

o ™ 73
0Ty, = 20y, (1 v*) + O(7y) . (4.65)

C’est donc le point fixe T = 0 qui est attractif dans 'infrarouge. La tension a donc un point fixe
a I'infini.

Cependant, il n’est pas difficile de prouver avec (4.64) qu’alors le seul point fixe possible est
le point fixe gaussien :

’lz{ﬁzo;ﬁzo;ézo}, (4.66)

et que celui-ci est répulsif dans les directions associées aux deux constantes de couplage élas-
tiques 3. Ce n’est donc pas lui qui gouverne le comportement de la phase sur-étirée.

13. En effet les fonctions beta associées sont négatives.
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Pourtant, en posant My = 1/7i;, et By = 1/by, :

( (=7By, + 3My,)
O = W+ = T2 + O(T}
2 20 B @B, 1y kO
— — 3M, _ L
oM, = 2M; — = 0) , (4.67)
R et k 2w By, O+ 05

— — 3 _9
{ 8tBk UZ<1 2Bk — % Uk + O(Uk‘)

nous trouvons que les constantes élastiques ont elles aussi un point fixe a l'infini :
Pm:{@:o;ﬁzo;ﬁzo}, (4.68)

au voisinage duquel le Jacobien du systéme n’a que des valeurs propres positives :
2 00
Jo~] 0 2 0 . (4.69)
0 0 2

Finalement P, est attractif dans 'infrarouge ; c’est le point fixe de la phase sur-étirée.

Gréce aux valeurs propres du Jacobien (4.69), et aux relations entre couplages dimensionnés
et adimensionnés (uy = k2ﬁk, o = k%G1 et by = kQEk), nous pouvons donner les lois d’échelle
dans la phase sur-étirée :

oL=00 , HL=4MHo , br=bo, (4.70)

oll gy, o et by sont des constantes dépendantes du matériau. La situation est analogue a celle
de ¢ dans la phase plate : les contreparties adimensionnées de ces grandeurs atteignent un point
fixe & 'infini. Les valeurs des paramétres dimensionnés correspondants sont alors dépendantes
de toute I'histoire du flot, et des paramétres extérieurs comme la température. En particulier,
ces lois d’échelle sont indépendantes de T', et de L, contrairement a celles de la phase plate.

Parmi les conséquences de ce résultat, notons que le coefficient de Poisson d’une membrane
cristalline dans sa phase sur-étirée n’est plus contraint a sa valeur universelle v* = —1/3, et
n’a a priori aucune raison d’étre négatif. C’est probablement une des explications de la forte
dispersion des résultats donnés pour ce coefficient dans la littérature expérimentale et numérique
du graphéne : suivant le protocole précis utilisé pour déterminer v, les valeurs des contraintes
appliquées comparées a la taille des systémes étudiés, la valeur de v peut varier entre sa valeur
universelle négative de la phase plate, et une valeur positive dans la phase sur-étirée.

D’autre part, le module de compression Ky ne dépend plus de la taille du systéme, ce qui
implique que :

A O-Sxt ext 4 71
‘QLO Csp’ - KO ~ 0y ( : )

autrement dit, les membranes cristallines dans leur phase sur-étirée sont de nouveau soumises
aux lois de I’élasticité conventionnelle, avec une loi de Hooke normale.
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4.2.5 Coefficients thermoélastiques

En thermodynamique, le comportement d’un systéme donné vis-a-vis de variations de pres-
sion, volume et température est décrit a ’aide d’une équation d’état. L’équation d’état peut étre
résumée grace a trois coefficients appelés coefficients thermoélastiques.

Les équations de NPRG permettent d’avoir accés a tous ces coefficients numériquement, mais
pas analytiquement. Nous utiliserons donc abondamment dans cette section l’approximation
que a ne dépend pas de T sous laquelle nous avons vu que ’équation de flot de (i s’intégre
exactement, et le probléme peut étre traité analytiquement, ce qui nous permettra de vérifier
des identités thermodynamiques. Insistons sur le fait que cette approximation n’est en aucun cas
nécessaire dans un calcul de NPRG, elle est uniquement motivée ici par ’obtention d’un modéle
approché analytique. En particulier, comme le NPRG reproduit la dépendance de o vis-a-vis de
T, nous pouvons estimer la précision de cette approximation :

a(T = 25°C) — (T = 0°C)
(T = 25°C)

~1% . (4.72)

Nous avons également établi au début de ce chapitre que cette approximation est équivalente
a supposer que les constantes de couplage élastiques et la dimension anormale saturent & leur
valeur de point fixe avant (i, ce qui donne I’équation de flot soluble (4.17). Elle peut étre
généralisée au cas ol une tension est appliquée grace a la relation (4.38) reliant le nouveau
paramétre d’extension a sa valeur en champ externe nul. En combinant ces équations, nous
obtenons 1’équation d’état suivante :

ext

@Z=1+al+ 2L |, (4.73)
Ky,

Le terme en noir correspond & la valeur du parameétre d’extension & ’équilibre pour une mem-
brane libre & température nulle. Le terme en bleu contient les corrections apportées par les
fluctuations thermiques : le matériau se contracte quand la température augmente. Le terme en
rouge est ’apport du champ de contrainte externe sous forme de travail.

Il est intéressant de relier le champ externe au champ de « contraintes internes » o ap-
paraissant dans l’ensemble thermodynamique (V,T'). Dans cet ensemble, c’est la tension qui
est renormalisée par les fluctuations thermiques, et non pas le paramétre d’extension. La seule
source de modification de la valeur du paramétre d’extension a 1’équilibre est donc le travail
correspondant au changement de volume imposé par les conditions aux bords. La recherche du
minimum de ’énergie libre renormalisée F, conduit alors & :

2=1- % : (4.74)
qui découle simplement de I'application de (4.25) a 'énergie libre renormalisée & ’échelle L.

Pour un matériau soumis a des conditions données, le volume doit étre le méme dans les

deux ensembles thermodynamiques, ce qui définit le lien entre les deux définitions de la tension :

op = 05" —aTKp|. (4.75)

Cette relation permet de faire le lien entre les deux ensembles thermodynamiques, et d’étudier
les coefficients thermoélastiques, qui sont :
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e Le coefficient d’expansion thermique « :

Le coefficient d’expansion thermique et sa dépendance vis-a-vis de T' ont déja été discutés
précédemment. Il est indépendant de la tension appliquée, et de la taille du systéme.

Le coefficient de compressibilité isotherme Y :

Le coefficient de compressibilité isotherme décrit les variations de volume induites par
une contrainte isotrope (étirement ou compression) a température fixée. Il est donc relié
simplement au module de compression K :

1 fovy o\ 1
X V<8P)T_+<3ert>T_KL ‘ (470

Le changement de signe est da au fait qu'un effort de compression (p > 0) correspond a

une contrainte o < (.

Par conséquent, yr est indépendant de la tension appliquée (dans la phase plate), et sa
dépendance en L et T est donnée par (4.8) :

xr ~ L7 ~ T (4.77)
Un matériau plus grand est plus mou, et donc plus compressible.

Le coefficient de compression isochore Sy :

Le coeflicient de compression isochore décrit la dépendance de la tension avec la tempéra-

_L(opy _ 1 (0
=1 <aT>V = o <aT>T ' (4.78)

Il peut étre calculé dans I'approximation « indépendant de T grace a (4.75) :

ture a volume fixé 1 :

K
By =-28L_ Y S, (4.79)
oL oL Xr

Si T augmente, (p diminue, puisque o < 0, ce qui correspond bien a une tension o qui
augmente lorsque 'on travaille & volume fixé, comme nous l’avions vu en (4.25).

Les trois coefficients thermoélastiques sont reliés par 'identité suivante :

(7). (5a), (5),
oT ) 2 \0C% ), \ 00 )

& a=-—oLPvXr, (4.80)

qui est bien cohérente avec (4.79).

14. Rappelons que le lien entre o et p est donné par (4.26).
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4.2.6 Chaleurs spécifiques

Finalement, 1’étude de I’équation d’état donne accés aux chaleurs spécifiques & pression
constante Cp et a volume constant Cy,, définies par :

_ (965 _ (07
cp_(aT)g , cv_( 8T><2, (4.81)

ou par commodité, nous avons utilisé des énergie et enthalpie libres surfaciques.

Les chaleurs spécifiques caractérisent la réponse énergétique des matériaux aux variations
de température. Par conséquent, nous allons les déterminer en appliquant & notre matériau une
déformation purement thermique €;; = o1 9;;. L’enthalpie libre surfacique s’écrit donc, en vertu
de (4.27),

Gs = %KL (aT)? — o5 (aT) | (4.82)

Nous avons négligé la contribution de la courbure puisque la membrane est dans une configu-
ration presque plane. Le terme en orange provient de la renormalisation de ’enthalpie par les
fluctuations thermiques qui lui conférent une dépendance anormale en la taille du matériau L,
de méme que k. La dépendance des différents termes avec la température sont donnés par les
lois d’échelle de la phase plate données précédemment. Cela permet de donner une estimation

de la capacité calorifique & pression constante d’une membrane cristalline 1% :
Cp = <BT U: 5KL04 T - o7 a : (4.83)
Pour une feuille de graphéne de taille micrométrique libre et & température ambiante,
Cp ~ 8Jg 1K, (4.84)
oert—()

en raisonnablement bon accord avec les valeurs trouvées expérimentalement et numériquement
Cp ~4 J.g7' . K~! [Pop 2012|. La valeur prédite est moins précise que celle de o, mais Cp, qui
met en jeu une dérivée par rapport a la température de (p de plus que «, est d’autant plus
sensible aux erreurs numériques et approximations. Etre plus prédictif demanderait d’utiliser
des algorithmes d’intégration du flot et des schémas d’approximation plus précis.

Nous pouvons procéder de méme avec 1'énergie libre, grace a la relation (4.75) :

Fg = %KL (aT)2+0‘L (OzT)}

- %KL (aT)?— (05" + a T K1) (aT)] (4.85)

1

ce qui conduit & :

_ a‘FS _ 1 2 ext
CV_<8T)C2 = [ 2KLoz T—-0f"a : (4.86)

15. En faisant bien attention a la dépendance de K, vis-a-visde T : K ~ 1/T.
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La différence entre les deux s’écrit donc :

(), () ol

qui, au terme orange prés (qui est la marque d’un comportement anormal des fluctuations

thermiques), n’est autre que la relation de Mayer 16 :

T (0 oV do ¢t a?
oo (), (30), - (), (8), - ronmeer s
Les valeurs prédites sont donc cohérentes avec les lois générales de la thermodynamique, & condi-
tion de bien se rappeler que les énergies ont dans la phase plate une dépendance supplémentaire
vis-a-vis de la taille du systéme donnée par le terme anormal (en orange). Dans un solide quasi-
incompressible, ou qui se dilate trés peu sous l'effet de la température, la relation de Mayer
implique que le systéme peut étre décrit avec une seule chaleur spécifique, la différence entre
Cp et Cy étant ténue. Cependant ici, la contribution anormale des fluctuations thermiques (en
orange) tend & augmenter assez fortement la différence entre les deux capacités calorifiques. En
effet, pour une feuille de graphéne de taille micrométrique, le terme orange est de I’ordre de 10%.
Il peut sembler curieux que la valeur prédite pour la chaleur spécifique C'y a contrainte nulle
soit négative. Une fagon de le comprendre est de regarder le paramétre de Griineisen g, qui
relie les variations de volume d’un cristal & celles des fréquences des phonons acoustiques. Ce
paramétre est intéressant puisqu’il est plus simple & mesurer expérimentalement que la plupart
des coefficients élastiques. En effet, la mesure d’'un module d’Young par exemple, ne peut se
faire qu’en appliquant un effort sur la membrane. Cependant, la détermination précise de I'effort
réellement appliqué sur le systéme est généralement trés compliquée, en raison de 'interaction de
la membrane avec le substrat sur lequel elle évolue, ou son support dans le cas d’'une membrane
suspendue. Le paramétre de Griineisen, en revanche, peut étre mesuré par spectroscopie Raman,
ce qui permet une mesure indirecte.
Il existe différentes facons de définir yg & partir des caractéristiques thermoélastiques d’un
solide. La plus courante est :

Op do 1
— - = = 4.89
G <8‘FS>C2 (3.7:s><2 o ( )
Ce coeflicient est donc positif.
Une définition équivalente est : N
= , 4.90
=0y (4.90)

qui ne peut étre positif que si Cy est négatif. En remplagant Cy par son expression & contrainte
nulle, nous retrouvons bien :

le 1

YT Nr (= 1K a?T) ~ aT’

16. Il y a un facteur volumique supplémentaire puisque nous travaillons avec des chaleurs spécifiques volu-
miques, définies a partir des potentiels thermodynamiques surfaciques.
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A température ambiante, notre modéle prédit vo ~ 20, ce qui est plus élevé que les valeurs
mesurées expérimentalement qui donnent plutot vg ~ 2 (voir par exemple [Mohiuddin 2009]).
Cependant, les déterminations expérimentales de - reposent sur I'utilisation d’un coefficient
de Poisson v > 0, ce qui suggére soit que leur détermination n’est pas basée sur des hypothéses
compatibles avec notre modéle, soit que le matériau étudié est dans la phase sur-étirée a cause
de I'application d’un effort trop important.

Enfin, la relation de Reech relie les chaleurs spécifiques au coefficient 7, de Laplace, qui nous
permet de calculer la compressibilité isentropique yg du matériau,

Cp _ Xxr
= —=— == . (4.91)
Cv  Xxs
Pour une membrane libre, v;, = —1; il augmente ensuite lorsque la membrane est sous contrainte.

La relation de Reech nous permet également d’estimer la vitesse du son dans le matériau,
définie par la variation de pression en fonction de la masse volumique & entropie fixée :

ARG E e

1

Pour une feuille de graphéne libre & température ambiante, cela donne cgop, ~ 104 m.s™t, ce qui
est colossal. Ce résultat est & mettre en relation avec ’exceptionnelle rigidité du matériau, qui
est directement reliée aux propriétés universelles de la phase plate. Comme la compressibilité
isotherme est proportionnelle & T, cg0,, tend & diminuer avec la température a cause du ramol-
lissement du matériau. L’application d’une contrainte externe, en réduisant la valeur absolue de

L, réduit aussi csop-

4.3 Conclusion

En conclusion, nous avons présenté comment les équations de flot de renormalisation donnent
accés aux propriétés thermodynamiques du systéme. L’existence de points fixes dans le dia-
gramme de flot permet de prédire :

e des caractéristiques universelles, telles que v* et n*, et des exposants critiques v, et §, qui
sont reliés & la réponse du matériau a des sollicitations extérieures donnée par la loi de
Hooke;

e des lois d’échelle universelles permettant de calculer les quantités dimensionnées caracté-
ristiques de I’élasticité du matériau telles que K, u, ou encore & ;

e des quantités non-universelles dépendant de I'histoire du flot telles que (py, o et Cp.

Suivant son volume, sa température, et la contrainte externe appliquée, la membrane cris-
talline peut se trouver dans différentes phases :

e Harmonique : cette phase n’existe que pour des systémes trop petits pour atteindre leur
longueur de Ginzburg, ou, a taille fixée, pour des températures inférieures a la température
de Ginzburg T définie par Lg(Tg) = L . Etant donné les ordres de grandeurs pour le
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graphéne, ’existence de cette phase pour des matériaux réels n’est pas évidente, puisqu’ils
pourraient n’exister qu’a des tailles ot ’approximation des milieux continus n’est plus
évidente.

Dans ce régime, les modules d’élasticité et 1’énergie de courbure sont donnés par la théorie
de champ moyen, et le matériau obéit aux lois de 1’élasticité conventionnelles.

Anharmonique : dans cette phase, la forte interaction entre fluctuations de hauteur et
phonons acoustiques entraine une rigidification anormale du matériau, ce qui lui confére
des constantes élastiques et une vitesse du son colossales. Sa réponse aux contraintes
externes est donnée par une loi de Hooke anormale avec J, ~ 1,36 . C’est aussi la seule
phase dans laquelle la courbure est modifiée par les fluctuations, ce qui est une conséquence
du fort couplage phonons-flexurons.

La phase anharmonique présente un certain nombre de comportements exotiques comme
I'auxétisme, ou encore un coefficient d’expansion thermique négatif, qui la rendent inté-
ressante pour de nombreuses applications. Cependant, le ramollissement du systéme aux
grandes échelles de longueur persiste, ce qui peut entrainer une transition vers les autres
phases du diagramme. Il s’agit peut-étre d’une des raisons pour lesquelles nous ne savons
pas aujourd’hui fabriquer des cristaux bidimensionnels & nos échelles.

La transition entre les régimes harmonique et anharmonique n’est pas une transition de
phase. Le régime transitoire entre ces deux régimes limites gouvernés par les lois d’échelle
différentes L > Lg et L < L est décrit grace a une interpolation réguliére entre ces lois
représentée par des fonctions d’échelle dont la détermination requerrait une amélioration
des procédures numeériques utilisées, et le cas échéant du schéma d’approximation (LPA’).

Froissée : au-dela d’une température critique T, les fluctuations thermiques sont trop
importantes, et la membrane se froisse. La valeur de « calculée pour le graphéne conduit a
T. ~ 10° K. Cependant, nous manquons aujourd’hui d’outils pour décrire cette transition
de phase; en particulier I'ordre de la transition est encore incertain. De plus & I’approche
de la phase froissée, 'auto-évitement, que nous n’avons pas pris en compte, pourrait jouer
un role, voire empécher la transition de phase de se produire. Il faut donc étre prudent
vis-a-vis des prévisions de notre modéle dans cette région du diagramme des phases. En
raison des ordres de grandeurs évoqués précédemment, la phase froissée n’est pas trés
importante du point de vue des applications.

Sur-étirée : au-dela d’une certaine taille L,, ou en présence d’'un effort trop important
|o| > 0., une membrane cristalline réalise une transition de phase du second ordre ap-
pelée transition de flambage. Si cet effort étire la membrane, elle entre dans une phase
sur-étirée, dans laquelle 1’élasticité conventionnelle des matériaux bidimensionnels
est restaurée : les constantes élastiques ne dépendent plus de la taille du matériau, la loi
de Hooke redevient normale avec d, = 1 , I’énergie de courbure ne varie plus. Les gran-
deurs mesurées expérimentalement semblent indiquer que la plupart des comportements
exotiques de la phase anharmonique, notamment ’auxétisme, sont alors perdus.

Flambée : dans le cas d’un effort de compression trop important, la membrane devient
hypersensible aux fluctuations de hauteur et flambe. La encore, notre modéle basé sur une
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hypothése de faibles gradients du champ de position n’est plus suffisant. La divergence
du propagateur des flexurons indique qu’une recherche des nouveaux modes de fluctuation
élémentaires est un prérequis a la description de cette phase, dans laquelle le réle de 'auto-
évitement doit également étre quantifié.

La possibilité de froissement des phases sur-étirée et flambée a haute température est
également un sujet de réflexion ouvert.

Le diagramme des phases complet est donné sur les figures 4.12, 4.13 et 4.14.
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Froissée

?

0O

FI1GURE 4.12 — Diagramme des phases dans le plan L—o. En haut : T' < T,.. Pour des tensions suffisamment
faibles, la membrane est dans sa phase plate. Si sa taille est plus grande que L, elle subit une transition
de flambage, vers la phase flambée, ou la phase sur-étirée. En bas : si T' > T, la phase plate est détruite
par les fluctuations thermiques. Le statut des éventuelles transitions de phase entre la phase froissée et
les phases dominées par la tension est aujourd’hui inconnu.
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Froissée o Froissée

T. T T, T

FIGURE 4.13 — Diagramme des phases dans le plan L —T. En haut : ¢ = 0. La membrane effectue une
transition vers la phase froissée & T' = T,.. Dans les quadrants suivants, le coté gauche correspond a o < 0,
et le coté droit & o > 0. Au milieu : la phase plate anharmonique existe pour T' > T*, c¢’est-a-dire quand
la membrane n’a pas encore atteint le régime dominé par la tension & la taille Lg. En bas : & trop forte
tension, les fluctuations anharmoniques n’ont pas le temps de se mettre en place avant la transition de
flambage.
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FIGURE 4.14 — Diagramme des phases dans la plan o — 7. A gauche : pour des tailles plus petites que la
longueur de Ginzburg a T,, L < Lg(T.), la membrane ne peut atteindre le régime anharmonique avant de
se froisser. A droite : dans la plupart des cas, la température Tz définie par L = La(Tg) est plus petite
que T,. La phase plate anharmonique de la membrane existe donc pour des températures Tg < T < T¢.
La dépendance de o, vis-a-vis de L dans le régime anharmonique augmente la tension critique marquant
le seuil vers la transition de flambage, ce qui est un autre signe de la rigidité anormalement élevée du
matériau dans ce régime.
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Nous avons établi dans le chapitre précédent le diagramme des phases des membranes cris-
tallines en tenant compte des corrections apportées par les fluctuations thermiques. Lorsque la
température devient de plus en plus faible, I'effet de ces fluctuations est de moins en moins
important et elles ne jouent plus de réle dans la limite de température nulle. Cependant, cela ne
veut pas dire que le systéme arréte de fluctuer a basse température ; en effet, dans ce régime, les
fluctuations de nature quantique, qui sont généralement d’amplitude négligeable & température
ambiante comparées aux fluctuations thermiques, deviennent les fluctuations dominantes, ce qui
peut conduire a I’apparition de nouvelles phases a basse température ou de transitions de phases
quantiques. Nous allons dans ce chapitre évaluer l'effet de ces fluctuations dans les membranes
cristallines & basse température.

Mais qu’appelle-t-on « basses températures » 7 La réponse a cette question n’est pas simple,
car les différentes quantités thermodynamiques ne sont pas affectées de la méme fagon par les
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fluctuations quantiques, comme nous le verrons. En réalité, suivant 'effet observé, différentes
températures d’entrée dans le régime ou les fluctuations quantiques sont importantes émergent.

Prenons 'exemple du graphéne. La température de Debye d’une feuille de graphéne, qui
indique la température a partir de laquelle les chaleurs spécifiques ne sont plus corrigées par
les fluctuations quantiques et saturent & leur valeur classique, est estimée a Tp ~ 1000 K. En
revanche, la température & laquelle les fluctuations quantiques et thermiques sont supposées étre
d’amplitude comparable est plutot de 'ordre de T ~ 100 K [DaSilva 2014]. Méme si ces ordres de
grandeur sont basés sur des théories quasi-harmoniques certainement insuffisantes pour donner
une description satisfaisante de la physique de la phase plate dans ce matériau, ils montrent &
quel point les différentes définitions des températures de transition entre les régimes thermique
et quantique peuvent donner des résultats qui différent par plus d’'un ordre de grandeur. De
plus, la proximité des valeurs numériques de ces estimations avec la valeur de la température
ambiante est un indice de l'intérét de bien comprendre le réle des fluctuations quantiques dans
le graphéne méme du point de vue des applications, hors des valeurs extrémes de température.

Nous allons donc dans ce chapitre adapter le formalisme NPRG utilisé dans le chapitre
précédent pour pouvoir étudier les membranes cristallines aux basses températures. Cela nous
permettra, dans un premier temps, de comprendre 'effet des fluctuations quantiques dans ces
systémes. En particulier, nous chercherons & savoir si la phase plate est toujours stable dans la
limite de température nulle. Nous conclurons ensuite sur 'impact de I’existence de ces fluctua-
tions sur les caractéristiques thermodynamiques des membranes cristallines et les modifications
qu’elles apportent au diagramme des phases.

5.1 Fluctuations quantiques

5.1.1 Quantification de ’action effective moyenne

La quantification de ’action effective moyenne I'y, des membranes cristallines découle direc-
tement de celle de 'action microscopique S du systéme, qui peut s’obtenir grace a une intégrale
de chemin par exemple. Le résultat de la quantification est 'apparition d’un nouveau paramétre
d’intégration 7 dans la définition de I'action. En mécanique quantique, 7 s’interpréte comme le
temps que met le systéme pour passer d’un état a un autre. En mécanique statistique, 7 est relié
a la température du systéme a l'équilibre L.

L’action effective moyenne quantifiée s’écrit :

- abmn
T[] = / dr / i {“2’“(32;)2 n %(aﬂr)z n %T(aambf— C20ap) (OO0 — g,%amn)] :
' (5.1)
ol pi est la masse volumique du systéme, corrigée par les fluctuations jusqu’a l'échelle k. La
premiére différence avec 'action effective classique est 'apparition d’un second terme cinétique
(en bleu). Afin de faire apparaitre explicitement les coefficients de renormalisation du champ, il
est utile d’effectuer le changement de variables suivant : k), = K Zy, 7 7/\/k, ™" s 2c20mn

1. Le signe du terme temporel est cependant différent dans les deux formalismes, qui sont reliés entre eux
par une rotation de Wick : en mécanique statistique, ’espace-temps est euclidien. A cause de ce changement de
signe, 7 est également appelé « temps imaginaire » en mécanique statistique.
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Ce — Cr/VE et pp — KZ]. Z] est le coefficient de renormalisation du champ associé a la direction
temporelle, qui évolue a priori indépendamment de Z; et porte donc une nouvelle dimension
anormale 7.

Le second apport de la quantification est I'intégrale en rouge. Comme elle est définie sur un
domaine d’extension finie, nous pouvons distinguer deux régimes :

e Hautes températures : si la température du systéme est suffisamment élevée, la borne

supérieure de l'intégrale en rouge s’effondre sur 0, et 'y s’écrit :

abmn

h Z a2 C L L
[g[r] ~ kBT/dDm[;(azr) + k8 (8(17".81,7“—{,35@)(8”17’.8”7’—Cgémn) . (5.2)

qui est l'action effective non-quantifiée que nous avons utilisée jusqu’a présent, dans le
systéme d’unités i # 1, kg # 1 (le préfacteur en rouge est en effet purement dimensionnel ;
il fait le lien entre I'expression des quantités thermodynamiques en termes d’énergie et
d’action : Z =Tr (e_BH) =Tr (e_s/h’) ). Notons également qu’en ’absence d’intégrale sur 7,
les seules configurations qui jouent un réle important sont celles qui minimisent localement
le terme (8777)2, si bien que ce terme cinétique peut étre négligé dans cette limite.

Plus précisément, le régime de haute température est atteint quand les variations « tem-
porelles » du champ de position? sont négligeables par rapport & ses variations spatiales
(c’est-a-dire k(0?7)2 < p(0,7)?), ce qui est équivalent & imposer que le systéme soit dans
un régime ou les fluctuations sont dominées par les effets thermiques. Les deux termes
cinétiques sont d’amplitudes comparables a 1’échelle de longueur typique I, et au temps

kpT\>
KITP e~ pr 2 = (;) . (5.3)

typique 7, si :

Cela permet de définir deux températures de transition :

— La température 17 ou les fluctuations quantiques dominent & toutes les échelles de
longueur a l'intérieur du systéme, dont la taille est notée L :

h K
Tr~— ]~ L2|. 5.4
= (5.4)

Dans le graphéne, p ~ 7,6 x 10" kg.m ™2 et k ~ 1 eV et L est généralement de I'ordre
de 1 pm, donc T ~ 1,8 x 1076 K.

— La température T ou les fluctuations quantiques ne jouent un roéle notable qu’a
I’échelle microscopique :

a h K a—?

~— = 5.5
iy (55)

Dans le graphéne, T ~ 178 K ; c’est cette température qui est généralement identifiée
dans les simulations numériques comme la température ou les fluctuations thermiques

2. C’est-a-dire ses variations par rapport a 7. 7 est bien homogéne a un temps.
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et quantiques jouent un role comparable (voir I'introduction du chapitre). En réalité,
cette affirmation n’est vraie qu’a I’échelle microscopique si 1" = T7.

Autant T correspond vraiment & une « basse température » a notre échelle, autant
l'ordre de grandeur de 7% est celui de la température ambiante.

Afin de pouvoir conclure sur I'importance des fluctuations quantiques & une température
donnée, il faut donc préciser la grandeur qui nous intéresse, qui donne le type de tempé-
rature de transition pertinente. Par exemple, les lois d’échelle donnant le comportement
des constantes élastiques en fonction de L et de T dépendent uniquement du type de
fluctuations dominantes & 1’échelle L (voir chapitre 4); il est donc attendu que ces gran-
deurs effectuent leur transition vers le régime quantique & T7. En revanche, les quantités
telles que (py, ou a dépendent de I'histoire du flot de renormalisation & toutes les échelles
intermédiaires entre I’échelle microscopique et I’échelle macroscopique; elles seront donc
sensibles aux effets quantiques dés 77 .

Basses températures : lorsque T' < T, I'intégrale rouge s’enrichit de plus en plus en
effets non triviaux issus de l'intégration sur la dépendance en 7 du champ de position, ce
qui correspond & la prise en compte d’effets quantiques de plus en plus importants.

Dans la limite ot 7' — 0, l'intégrale sur 7 a une extension infinie et se comporte donc
comme une intégrale sur une dimension supplémentaire pour le systéme. Pour des systémes
invariants de Lorentz, la symétrie d’espace-temps permet d’établir que le systéme quantique
a T = 0 se comporte comme un systéme & D + 1 dimensions, mais ce n’est pas toujours
le cas. La dimension de 7 est notée z et appelée « exposant critique dynamique ». Dans
Paction effective (5.1), Panalyse champ moyen conduit & :

Alr) =z =2]. (5.6)

Cela justifie le schéma de troncation de I'y en fonction des dérivées O, dans le cadre du
développement dérivatif. En effet, I’ajout d’un terme mélangeant des dérivées spatiales et
temporelles & 'ordre le plus bas, par exemple, serait tel que :

(9,0.7)> = 0(8°) . (5.7)
Il apparait donc bien a ’ordre suivant du développement.

La valeur de 'exposant critique dynamique z = 2 correspond & celle attendue pour des sys-
témes avec une symétrie d’espace-temps galiléenne, ce qui est le cas de la théorie classique
de I’élasticité des milieux continus dans laquelle les évolutions temporelles sont données
par le principe fondamental de la dynamique qui posséde bien cette symétrie.

En présence de fluctuations, le champ de position se renormalise. Cependant, ses coeflicients

de renormalisation dans les directions spatiales et temporelle ne sont pas reliés par une symétrie ;

ils évoluent donc a priori indépendamment. Le champ renormalisé porte donc deux dimensions

anormales : 7, dans les directions spatiales, et 7, = —0;Z] /Z] dans la direction temporelle.

La dimension du champ peut alors étre calculée séparément a partir de chacun de ses termes

cinétiques :

Dtz —4+mx D+ ozt g — 22
N 2 N 2 ’

A(r) (5.8)
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ce qui conduit & I'identité suivante :

22 = 4+ (M — k) ‘ : (5.9)

La différence entre les renormalisations de champ dans les directions spatiales et temporelle est
reliée a la dimension de la direction temporelle matérialisée par I'exposant critique dynamique
courant zg .

5.1.2 Quantification du champ de position

Le flot de renormalisation est généralement établi dans ’espace de Fourier. Comme l'inté-
grale temporelle se fait sur un domaine borné, nous pouvons choisir des conditions aux bords
périodiques et définir le champ de position dans cette direction comme une série de Fourier, qui
dans nos conventions s’écrit :

o _ kBT A (@ F—wnT)
T—wnT 1
@) = Z/'r , (5.10)

neZ

olt w, = 2mnkgT/h sont les fréquences de Matsubara. A haute température, les différentes
fréquences sont fortement séparées, et seule la fréquence wy = 0 donne une contribution non-
négligeable a cause du terme exponentiel fortement oscillant. A basse température, les fréquences
de Matsubara se rapprochent les unes des autres et de plus en plus de modes deviennent impor-
tants. Dans la limite T" — 0 , la somme de Fourier devient une série de Riemann qui converge
vers 'intégrale donnant la transformée de Fourier du champ de position dans la direction tempo-
relle, qui est maintenant bien définie car ’extension du domaine d’intégration temporel devient

k‘BT B +Ood7w
m -2 (...)_/0 (..). (5.11)

i
T—0 27h 2
nez

infinie :

La quantification du champ modifie les propagateurs des différents champs de fluctuations.
Dans la théorie de champ moyen, ceux-ci s’écrivent & présent :

Golg,w flexurons
0(q n) ﬁq4 n pW% ( )

G1(q,wn) ! (ph t ) (5.12)

, onons transverses) . .
RS = T 0+ p? P
1
Ga(q,wy) = honon longitudinal
| Claw) = o ag e P & )

Le nouveau terme fréquentiel régule donc le comportement des propagateurs dans la limite
infrarouge. En particulier, dans la limite de température nulle, les fonctions de corrélation orien-
tationnelles de la théorie champ moyen s’écrivent :

= i  .—D-2
(0;u(x).0'u(0)) R

<8¢i_i(x).aiﬁ(0)> ~ z7P

Tx>a

(5.13)
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A température nulle, il ne reste plus de fluctuations thermiques dans le systéme, les fluctuations
restantes sont de nature quantique. Comme le systéme quantique se comporte de maniére effec-
tive comme un systéme & D + z dimensions dans cette limite, le théoréme de Mermin et Wagner
ne s’applique pas, et la présence de fluctuations anharmoniques n’est pas requise pour stabiliser
I’ordre orientationnel & longue portée dans le systéme. La phase plate est donc stabilisée par les
fluctuations quantiques dans la théorie de champ moyen.

Il est instructif de s’intéresser également aux fonctions de corrélations positionnelles dans
cette méme limite :
- - -D
(t(z).u(0)) R

<H(x).ii(0)> I sl

(5.14)

A deux dimensions, la fonction de corrélation des flexurons diverge logarithmiquement ; le sys-
téme est donc seulement quasi-ordonné & longue portée vis-a-vis de 'ordre positionnel. Les
dimensions supplémentaires dans lesquelles les modes quantiques fluctuent ne sont pas suffi-
santes pour garantir ’existence d’un ordre cristallin a deux dimensions dans la théorie de champ
moyen & température nulle.

Ainsi, par leur possibilité de fluctuer de fagon effective dans un espace plus grand, les modes
quantiques ont un effet stabilisateur dans 'infrarouge, qui permet de stabiliser la phase plate
sans avoir besoin que la dimension anormale du champ de position soit non nulle. Nous allons
& présent examiner la validité de ce résultat au-deld de la théorie de champ moyen en étudiant
I'importance du réle joué par les interactions dans le systéme.

5.2 Propriétés du flot de renormalisation

Nous étudions dans cette partie les propriétés générales du flot de renormalisation, valables
a toute température.

5.2.1 Equations de flot aux basses températures

Avant toute chose, il nous faut choisir la configuration d’évaluation de I’équation de Wet-
terich. Dans le cas classique, nous avions choisi la configuration 7,;, (3.182) donnée par le
minimum champ moyen. Nous pouvons procéder de méme ici, mais il nous faut préciser les
variations de ce champ dans l'espace fréquentiel. La configuration qui minimise ’action champ
moyen ne dépendant pas de 7, la configuration d’évaluation s’écrit donc dans I’espace de Fourier :

3 | D
rfr{n‘n(%wn) = —i¢k Ono 0 jaiqus(‘.n . (515)

Les définitions des différentes constantes de couplage et renormalisations de champ a partir
du propagateur renormalisé sont donc essentiellement les mémes que dans la théorie de haute
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température puisque celui-ci est évalué dans une configuration triviale dans le secteur fréquentiel :

Zp =1 d? [p(2> [ _“’H

2 d(P2)2 k,D+1 D+1L" 15 ) p2=0,0=0,r=T'min
Zy, = - |:Fk,D+1 D1 [T;p’w’ —p, _wﬂ

p2:07w:0’,’1:7‘min
- (5.16)
(2)

MkZ——[F T;p,w,—pj_w}
Cl% dp2 kVD D[ ] p?=0,w=0,r=Tpmin

— HE -

p2 =0,w=0,r=rmin

1 d )
Ak = sz @ [Fz(f,jj plrip,w, —p, _w”

Etant donné les similarités de ces définitions avec celles des couplages & haute température
(3.188), et celles qui relient l'action effective quantifiée (5.1) et non-quantifiée (3.180), les équa-
tions de flot des constantes de couplage dimensionnées sont les mémes que dans le cas classique,
mais avec des fonctions de seuil de basse température & la place des fonctions de seuil habituelles.
En particulier, I'’équation de flot du parameétre d’extension, qui peut étre obtenue par la méme
méthode qu’auparavant, présente bien toujours son point fixe correspondant & la phase plate. Le
phénomeéne de découplage des fonctions de seuil de phonons a donc bien lieu & n’importe quelle
température, et nous pouvons utiliser I’expression simplifiée des flots de renormalisation dans la
phase plate. Nous avons vu que (b, pr;) forment un couple de variables intéressant dans cette
phase ; leurs flots sont donnés par :

dop(D+1) 19 apia
b= ————=4d.b
Orbr DD +2) 'k £200 5.17)
8up 2 pD+4 .
Oty = —D g2 pDHa
thk DD +2) K 2900

a comparer a (3.213) et (3.211).

Afin de mieux comprendre la relation entre les fonctions de seuil de haute et basse tempéra-

ture, examinons le cas de la fonction de seuil de basse température LCZL)OEO‘

1 kT A
D+a __ B a
£a00 = —@ ﬂ Z at/anO(Qawn(T))
nez q
1 kT - a . (5.18)

— —— "B 5, [ ¢°Gol(q,0

T>Tr 4vp K t/qq O(Q’ )

= la0°

La dépendance en température, qui est simplement linéaire dans les fonctions de seuil classiques
lﬁfga, se complexifie & basse température. Le changement de fonction de seuil constitue la seule
différence entre les flots de renormalisation des constantes de couplage dimensionnées a haute
et basse température.

Le flot de Z] qui n’a pas d’équivalent classique sera discuté plus tard.



168 Chapitre 5. Phase plate aux basses températures

5.2.2 Variables adimensionnées

L’étude du diagramme de flot de renormalisation se fait généralement en termes de variables
adimensionnées, puisque ce sont celles-ci qui atteignent des points fixes dans la limite infra-
rouge. Cela revient a se placer dans un référentiel comobile qui permet d’étudier les variations
intrinséques des constantes de couplage avec 1’échelle, indépendamment de la dépendance que
leur confére leur dimension propre. A cause de la présence de l'intégrale sur 7 cependant, la
dimension des variables n’est plus la méme dans la théorie de basse température, et il nous faut
adapter notre procédure d’adimensionnement.

Plus précisément, considérons ’exemple du module de cisaillement py . Il apparait dans I'y
sous la forme d’un terme de type :

Bh “ )
/ dr / P [f(aﬁ.aﬁ) ] : (5.19)
0

la variable adimensionnée associée, 114, est donc :

Dans la limite de haute température cependant, ce terme devient :
Bh / P {‘f(aﬁ.aﬁf] . (5.21)

Le terme en bleu étant une simple constante, il peut étre absorbé dans une redéfinition du champ
et des constantes de couplage, et n’affecte donc pas les propriétés du flot. En effet, ce terme est
controlé par la température du systéme T qui est fixée, et non plus la variable d’intégration 7.
La variable adimensionnée correspondante, i, devient alors :

fify = kP (5.22)

Les deux variables adimensionnées différent donc par un facteur k%.

Le choix de procédure pour définir les contreparties adimensionnées dépend donc du type de
phénomeéne que nous cherchons a décrire (voir Figure 5.1 ) :

e dans un régime ou les fluctuations quantiques sont importantes, le réle joué par l'inté-
grale sur 7 est incontournable. La variable Eil qui n’intégre pas ces effets diverge dans
I'infrarouge. La variable Tif en revanche atteint un point fixe & température nulle.

e dans un régime ou les fluctuations thermiques dominent, en revanche, 'effet de I'intégrale
sur 7 devient négligeable. La variable EZ, qui porte un k% supplémentaire, s’annule toujours
dans l'infrarouge, et ne nous renseigne pas sur la physique du systéme. C’est ce qui se
passe sur les flots de la Figure 5.1 : dans le graphéne & T' = 10 K | le régime infrarouge
correspond & la phase plate ou les fluctuations thermiques dominent car 10 K > Tp ~
107% K . Le module de cisaillement adimensionné ﬁz s’annule donc a cause de l'effet des
fluctuations thermiques, et ne nous renseigne pas sur la valeur de point fixe * ~ 6,21 |
qui intervient dans les lois d’échelle de la phase plate, contrairement a ﬁzl . Au début du
flot, en revanche, les fluctuations quantiques dominent (comme nous allons le voir dans la
suite), et I’évolution non triviale du module de cisaillement adimensionné est mieux décrite

par EZ .
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En résumé, dans un régime dominé par les fluctuations thermiques, I’adimensionnement se
fait de la méme facon que dans la théorie & haute température, alors que dans un régime dominé
par les fluctuations quantiques, les variables adimensionnées avec k*: , comme EZ , sont mieux
adaptées a la description du systéme.

0.3 gt 7

of

0.2 :
—9q —cl !
K Foy 4 !
0.1 X

21

é 1;() 1:2 1:4 0 5 1IO 1'5 2'()
—t —t

FIGURE 5.1 — Evolution du module de cisaillement adimensionné a I'approche du point fixe de phase
plate pour une feuille de graphéne a T'= 10 K . Le temps t% = log(akr) marque 'entrée dans le régime
dominé par les fluctuations thermiques a 1’échelle kz = 1/kgT/h\/p/k (voir (5.29)). A gauche : le module

de cisaillement est adimensionné dans la théorie de basse température zif = kP+2=42m 1, Une fois la
transition vers le régime thermique effectué, fij tend toujours vers 0. A droite : le module de cisaillement
est adimensionné dans la théorie de haute température 5! = kP~4+2m 1, . Cet adimensionnement
permet de bien décrire le régime dominé par les fluctuations thermiques, mais ¢ vaut toujours 0 dans
le régime dominé par les fluctuations quantiques.

5.2.3 Température adimensionnée

La température du systéme est un parameétre de controle fixé dans I’ensemble thermodyna-
mique que nous avons choisi. Cependant, c’est une grandeur dimensionnée pour laquelle nous
devons définir une contrepartie adimensionnée, qui devient dépendante de 1’échelle courante :

= . kB |p
Tp=k*—4/=T. 2
o=kl fe (5:23)

En effet, comme la dépendance en T dans I'action quantifiée se fait via le paramétre 7 dont la
dimension est zj par définition, T}, se comporte bien comme k~%#. Comme T ne dépend pas de
k , le flot de T}, est simplement donné par :

6tTk = —Zk Tk . (524)

Grace a la relation (5.9) reliant z aux dimensions anormales, et pour des valeurs raisonnables

de ny et 7 , .
Nk — Nk

Zk:2+ 9

>0, (5.25)
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T} croit donc exponentiellement vite avec I’échelle courante dans la limite infrarouge. Ainsi,
méme si aux alentours de I’échelle microscopique A, la valeur de la température adimensionnée,
peu altérée par la renormalisation, est controlée par T', le flot de renormalisation guide toujours
le systéme vers des régions de trés haute température adimensionnée.

Ce résultat a des conséquences importantes sur le comportement du flot des variables adi-

mensionnées. Examinons par exemple ’adimensionnement d’une fonction de seuil de type Eé)oga :

1 kgT A a
Lo == e 3 01 [ Golg.n(D)

dvp 2T K
D nez q

L h o pias ay-a Lk / J27 (0 — (7))@
_ st sy | 2
4UD o —k (ZKk™) 2 Go (y7wn,(Tk,)) (5.26)

h —D+a
— kD+zk+a(Zkk4)—a Eﬁ;& ’

NG

ot y = ¢%/k? est I'impulsion de boucle adimensionnée, et w, = 2anT}. Il apparait que le role
joué par T dans les fonctions de seuil dimensionnées est joué par Tj, dans les fonctions de seuil
adimensionnées. En particulier, dans le régime infrarouge,

Te>1 = w,=2mTr>1 (n#0) , (5.27)
ce qui conduit & :
—D+a 1 Tk ~ 2= o 1 Tk A / 2~ =D+«
Lo = d, | y**G — - £ *2Go(y,0)" ~ k= 1
0 =T g > t/yy o(y,wn)" b " dp an O yy o(y,0)* a00 -
n

(5.28)

Le facteur k~%¢ est le facteur habituel démarquant I’adimensionnement quantique de ’adimen-
sionnement classique. Ainsi, le flot des variables adimensionnées est controlé par la valeur de la
température adimensionnée T}, qui y joue un rdle de température effective. Si la température
T du systéme est suffisamment basse, les premiers instants du flot sont dominés par les fluc-
tuations quantiques. Dans la limite £ — 0 en revanche, la température effective du systéme est
grande, les fonctions de seuil se comportent comme des fonctions de seuil de haute température,
et le comportement du systéme est contrélé par ses fluctuations thermiques indépendamment
de sa température T. La transition entre les régimes dominés par les fluctuations thermiques et
quantiques se fait a 1’échelle typique kp telle que :

kpT

TkTﬁl = kr~ 3

(5.29)

voir Figure 5.2 .

L’exposant critique dynamique z; permet donc de comparer les échelles de longueur et de
temps, ou de température, qui sont reliées par un simple facteur i/kp. Il nous permet de com-
prendre que le comportement des fluctuations dominantes dans le systéme n’est pas lié & une
température, ou une longueur critique, mais plutét & une comparaison entre les deux. Ainsi,
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Thermique Quantique

0 k A

T

FIGURE 5.2 — Régimes de fluctuation en fonction de 1’échelle courante k. Le régime de haute énergie
k > kr est dominé par les fluctuations quantiques; le régime de basse énergie k < kp est dominé par
les fluctuations thermiques. Le flot de renormalisation emmeéne toujours le systéme vers la zone de basse
énergie dominée par les fluctuations thermiques.

e pour un systéme a une température 1" fixée, nous pouvons définir une longueur de transi-
tion,

h K

A= /= 5.30

qui sépare un régime aux courtes échelles de longueur L <« Lp dominé par les fluctua-
tions quantiques d’un régime aux grandes échelles de longueur L > L7 dominé par les
fluctuations thermiques;

e pour un systéme de taille L fixée, une température de transition 77 définie en (5.4) en
dessous de laquelle le systéme se trouve dans une phase gouvernée par les fluctuations
quantiques.

Ce changement de comportement des fluctuations en fonction de la température, ou de la
longueur d’onde, a été observé numériquement récemment dans le graphéne [Hasik 2018|. En
effet comme nous le verrons dans la suite, les modes de fluctuations thermiques et quantiques
ont des relations de dispersion différentes, ce qui permet de les identifier sans ambiguité.

5.2.4 Fonction de coupure

Dans notre étude, nous avons choisi d’adapter la fonction de coupure a la présence d’un
terme fréquentiel dans le propagateur a basse température. En régle générale, la coupure Ry(q)
est définie par :

Ri(q) = Zeq*ri(a/k) (5.31)

ou rj est une fonction d’une variable sans dimension. L’adimensionnement de la coupure s’écrit
simplement en termes de la variable y = ¢2/k? :

Ri(q) = Zik* y*ri(y) = Zik* Rily) - (5.32)

La fonction 7, coupe les modes d’impulsion ¢*> < k? , et laisse intacts les modes d’impulsion
q*> > k? indépendamment de leur fréquence.

Afin de réguler le secteur fréquentiel en plus du secteur impulsionnel, nous avons réalisé un
« ajustement spectral » : comme seules les fonctions de seuil des flexurons contribuent au flot
de renormalisation une fois prise la limite de phase plate, nous pouvons adapter 'argument de
la fonction r; & la relation de dispersion des flexurons. Définissons la variable adimensionnée :

Y =y +@2 . (5.33)



172 Chapitre 5. Phase plate aux basses températures

C’est la combinaison qui apparait dans le propagateur de flexurons adimensionné :

1
- Zygt + ZTw?

= (Zkk4)_1 1_ (Zkk4)_1 Go(Y) . (5.34)

Go(q) v

Le régulateur peut alors étre défini, par analogie avec (5.32), par :
Ri(q) = Zyk* Yri(Y) = Zik* R (Y) (5.35)

auquel cas la fonction de coupure éliminera aussi les modes dont la fréquence est trop faible
comparée a leur impulsion (ce sont maintenant les modes tels que Y < 1 qui sont coupés). En
particulier, dans 'infrarouge lorsque la température adimensionnée T, devient grande, les modes
Wy, avec n # 0 se comportent comme des modes massifs avec une masse plus grande que k et sont
donc éliminés par la coupure. La transition vers le régime thermique avec un régulateur ajusté
en fréquence peut donc s’interpréter comme un découplage progressif des modes de fréquence
non nulle dans la limite infrarouge.

5.2.5 Dimension anormale temporelle

A cause de I’addition d’une dimension temporelle supplémentaire, le champ de position porte
une seconde dimension anormale 7j, indépendante de 7, et définie a partir du flot de Z] :

YA
Ol = — T’“ ) (5.36)
Zk
Z[ est relié au propagateur de la fagon suivante :
d? 2
Zy, = J2 {Fl(c,%7+1 D+1 [r;p,w,—p, _WH (5.37)
p2:07w:07r:7'min

Le flot de Z; dépend donc de la dérivée de celui de F,(f) par rapport a la fréquence externe.
Cependant, & cause de 'invariance par translation de la théorie de la phase plate des membranes
cristallines, les vertex F,(f’) et F,(f) intervenant dans le flot de F,(f) contiennent tous au moins une
puissance de I'impulsion externe p, et par conséquent,

-0, (5.38)
p?=0

(2 .
|:6tFk,%)+1 D+1 [Tﬂ p,w, —p, —W]]

ce qui, comme le contenu fréquentiel de 7,;, est trivial, conduit & :

07 =0 = |i=0]. (5.39)

Il n’y a donc pas de dimension anormale temporelle dans ces systémes. Fn particulier, ’équation
(5.9) lie maintenant directement la dimension anormale 7 & I’exposant critique dynamique :

=2 %’“ . (5.40)
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5.3 Phase plate a température nulle

De méme que nous avons caractérisé auparavant le comportement des fluctuations ther-
miques, nous allons dans cette section analyser I'impact des fluctuations quantiques sur les
membranes cristallines. Nous nous plagons donc dans la limite de température nulle, ot aucune
fluctuation thermique ne subsiste.

5.3.1 Fluctuations quantiques et ordre a longue portée

Nous avons établi que la phase plate des membranes cristallines est encore stable & basse
température dans la théorie de champ moyen, mais cette stabilité est-elle mise en danger par les
fluctuations quantiques ? Pour répondre & cette question, il nous faut analyser les points fixes
des équations de flot de renormalisation. Puisque les fluctuations quantiques dominent, nous
étudions les flot des variables adimensionnées quantiques Ez et ﬁ%, qui découlent directement de
(5.17), en évaluant les fonctions de seuil & 7' = 0. Afin de pouvoir analyser le flot de maniére
analytique, nous utilisons la coupure Ri(Y) = (1 — Y)O(1 — Y) qui donne des expressions
simples. Les équations de flot sont alors données par [Coquand 2016] :

48
= o56m + 907
74 _ 3 a3 - Mk 5.41
52 5l 72 (1 T (5.41)
o = guebi+ g G (1-F)
g 3 _ T _ U
91 = 2. 79 q2<1_7> .
iy = 5k Fiy + 5o () g

Ces équations sont cohérentes avec les flots calculés par les méthodes alternatives dans les limites
appropriées : elles redonnent les résultats de [San-José 2011, Guinea 2014] dans la limite d. > 1,
et ceux de [Kats 2014] (une fois corrigés [Kats 2016]) dans la limite de couplage faible. Pour plus
de détails sur la comparaison, voir [Coquand 2016].

Comme la stabilité du potentiel élastique impose BZ >0et EZ > 0, le seul point fixe possible
pour le systéme (5.41) est le point fixe gaussien  :

P?:{M*zo;b*:o;n*zo}. (5.42)

De plus, la positivité des constantes de couplage entraine celle de leurs dérivées par rapport a t.
Le point fixe P? est donc attractif dans ’ensemble du diagramme de flot 4, ce qui signifie que
les fluctuations quantiques sont toujours gaussiennes dans l'infrarouge.

Puisque n* = 0, les résultats de la théorie de champ moyen sont encore valables : les fluc-
tuations quantiques, bien que non-anharmoniques, ne détruisent pas la phase plate grace a la
possibilité qu’elles ont d’évoluer dans un espace agrandi par la dimension temporelle. En effet,
la relation (5.9) avec deux dimensions anormales nulles s’écrit z* = 2 |, le systéme a température

3. Nous pouvons en effet raisonnablement supposer que 7, < 8.
4. En effet, si les constantes de couplage sont des fonctions croissantes de ¢, leur valeur diminue dans la limite
t — —oo qui correspond & la limite infrarouge.
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nulle se comporte de maniére effective comme une membrane & D + 2* = 4 dimensions, qui est
la dimension critique supérieure dans la théorie de la phase plate.
De plus, la ligne (D + 1)by — 2, est toujours attractrice :

O ((D +1)b, —2mf) = ((D + 1)by, — 27} . (5.43)

puisque le terme en orange est toujours positif. Cependant, comme le point fixe est gaussien, le
terme orange est d’autant plus petit que 'on se rapproche de P?, ce qui rend la convergence
d’autant plus inefficace que k devient plus petit. La Figure 5.3 présente le diagramme de flot a
température nulle dans le plan (Xq,ﬁq) pour faciliter la comparaison avec le diagramme de flot
a haute température (Figure 3.2). La ligne attractrice apparait en rouge, matérialisée par une
trajectoire puisqu’elle est stable (d’aprés (5.43)). A cause de la lenteur de la convergence du flot
vers la ligne attractrice, sa capacité a attirer les trajectoires est beaucoup moins visible que dans
le diagramme & haute température.
N q

1.0F ' ' ' ' '

0.5¢

-0.5f

-1.0L : : A
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ,LL

1 L

F1GURE 5.3 — Diagramme de flot & D = 2, d = 3 et T' = 0. Le seul point fixe est le gaussien P?. La
zone grisée correspond a la zone d’instabilité du potentiel élastique, inaccessibles aux systémes dont le
potentiel est stable & 1’échelle microscopique. La trajectoire en rouge matérialise la ligne 2!+ u?i =0
qui est bien attractrice dans I'infrarouge en dépit des apparences.

5.3.2 Flot de renormalisation a7 =0

5

Comme dans le cas du flot de renormalisation & haute température °, nous pouvons définir

pour le systéme & température nulle une échelle de Ginzburg quantique LqG séparant le régime

5. Il faut bien stir comprendre, ici et dans la suite, que haute température signifie que 7' est plus grande que
les échelles de transition thermique-quantique, mais toujours plus faible que la température correspondant & la
transition de froissement. Comme 7T, ~ 10° K dans notre modéle, nous considérons que 1’utilisation de I’expression
« haute température » ici est tout de méme légitime.
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des petits temps de renormalisation, ot le comportement du systéme est dicté par sa condition
initiale, du régime infrarouge ou ses propriétés sont celles du point fixe P?. De plus, puisque le
point fixe attracteur est gaussien, 'approximation de couplage faible est valable & température
nulle. Examinons par exemple le flot de EZ. A Tordre le plus bas en puissances des constantes
de couplage, son flot, donné par (5.41), devient :

_ 21 —
by = —(b)% . 5.44
b= () (5.44)
Cette équation est suffisamment simple pour pouvoir étre intégrée :
- bl
by = — 2~ . 5.45
k 1— 624717rtb?x ( )

e Pour [t| < 2614572 ,
A

by ~ b . (5.46)

C’est le régime des courtes échelles de longueur gouverné par la condition initiale. Celle-
ci est reliée & sa contrepartie dimensionnée par la relation B?X = hby/(p*/?k3/?). Grace
au facteur k* supplémentaire présent dans les variables adimensionnées quantiques, la
relation entre by et 5?\ ne dépend plus de kgT.

64w
e Pour |t| > 215
64w

B~ 00T
k 21t

(5.47)

qui est bien positif puisque ¢t < 0. Aux grands temps, le comportement du systéme est
dicté par le point fixe indépendamment de la condition initiale BZ, qui n’apparait plus

dans (5.47).

La séparation entre ces deux régimes se fait pour une longueur LqG telle que :

Lt =a exp (26145%) . (5.48)

Dans le cas du graphéneb, Lg ~ 5 x 10%a , ce qui est bien plus que la taille typique des
échantillons qui est plutot de I'ordre de 10% @ généralement. En effet, le point fixe attracteur
étant gaussien, le flot est d’autant plus lent qu’il s’approche du point fixe, ce qui donne aux
constantes de couplage élastiques une évolution typique avec I’échelle k qui est logarithmique .
Par conséquent, la convergence vers le point fixe est trés lente et la longueur associée a ’entrée
du régime gouverné par celui-ci dépend de la condition initiale via une fonction exponentielle,
et devient donc facilement trés grande comparée aux autres échelles de longueur caractérisant
le systéme.

6. Les valeurs numériques de ses caractéristiques sont données plus t6t dans le chapitre.
7. Car t = log(ak).
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5.3.3 Elasticité dans la phase plate quantique

Relions a présent le comportement des variables adimensionnées quantiques donné par les
équations (5.41) & celui des observables physiques décrivant ’élasticité des matériaux a tem-
pérature nulle et & I’échelle de la taille du systéme L. Le lien entre les constantes de couplage
¢lastiques dimensionnées et adimensionnées a 1'échelle courante k est donné par (5.20) :

p = kAP TE g (5.49)

Or, comme dans l'infrarouge zp = 2 et 1 = 0, 'exposant s’annule, et le passage d’un jeu de
variables & 'autre se fait par simple multiplication par une constante dimensionnée une fois
les facteurs s, p et h restaurés. A partir de I’étude précédente sur le comportement du flot de
renormalisation, nous déduisons que :

e Si la taille du systéme est telle que L < LY, le régime gouverné par le point fixe gaussien
dans lequel la mémoire de la condition initiale est perdue n’est jamais atteint. Dans ce cas,
la valeur des constantes de couplage élastiques du matériau est controlée par leur valeur
a l’échelle microscopique en vertu de (5.46), ce qui donne par exemple pour le module de

cisaillement : ,
3/2
DK
PL =P = A (5.50)

L’élasticité a température nulle est alors déterminée par la théorie de champ moyen. Ce
régime est appelé régime « quantique harmonique » dans la suite.

e Pour des systémes assez grands L > an, la valeur des constantes de couplage élastiques
adimensionnées et dimensionnées est corrigée logarithmiquement et ne dépend plus de sa
valeur microscopique (5.47) :

3277\/,5/£3/2 1
pL = — :
7 h 10%‘(#!)
G

Le ramollissement du systéme aux trés grandes tailles a donc encore lieu a température

(5.51)

nulle, mais il se fait infiniment moins vite. De plus, ce régime marque la résurgence du
comportement auxétique du systéme avec v = —1/3. En effet, a des échelles de longueur
suffisamment grandes, les trajectoires du diagramme de flot sont attirées par la ligne

(D +1)b— 2fi = 0 responsable de ce comportement. Ce régime sera appelé régime « quan-
tique logarithmique » dans la suite.

Ce type de comportement s’étend aux autres caractéristiques dimensionnées de la réponse
élastique du systéme telles que le module d"Young ou le module de compression :

L /{3/2
Yo =Ya 7\/5}1 L < L

12 3/2 1 (5.52)
v, = 2T V" L> LY,

21 h log(%>

QQ



5.3. Phase plate a température nulle 177

o 3/2
KL:KA\/ETK L <L,

3/2 (5.53)
Ky, = 0T VPR ! L> LY.
g LqG

Malgré le fait que n* = 0, I’énergie de courbure est elle aussi logarithmiquement modifiée

dans le régime quantique logarithmique. En effet, la dimension anormale courante donnée par
(5.41) devient lorsque la constante de couplage Ez est suffisamment faible :

3
~ 04
Nk 167 bk ) (5 5 )
soit dans le régime logarithmique (5.47) :
4
~ —— 5.5
M = (5.55)

L’évolution de I’énergie de courbure renormalisée ki, quant & elle, est essentiellement la méme
que celle de la renormalisation de champ Z;, 8 :

4
Otk = — Mg kg = = (5.56)
qui s’intégre en :
KL, = KA = K LK LqG
L \14¢7 (5.57)
KL = K [log <q>] L> L .
LG

Ici encore, nous retrouvons la tendance de la membrane a devenir plus résistante aux efforts visant
a la tordre lorsque sa taille augmente, mais dans une moindre mesure comparée & I’ampleur de
ce phénoméne & haute température.

Enfin, examinons la réponse du systéme & une contrainte externe dans chacun de ces régimes
de fluctuation. La tension se couple au tenseur de déformation exactement de la méme fagon que
dans la théorie de haute température. De plus, sa dimension A(c) = 2 — n, n’est pas modifiée
par I'ajout de l'intégrale sur le temps imaginaire 7. En particulier, il n’y a pas lieu de distinguer
les procédures d’adimensionnement quantique et classique pour la tension 0. A volume fixé, et
température nulle, I'action effective moyenne s’écrit :

- Zy, 2 N2 A A2, Ok N sp\2 CZde S o sp\2 S0 = sp\2
Ty[r]= 7(8 r) —|—7(8T7") —&—?(81'1".8 T—D(¢.") )—|— S (aar.abr—(gk ) 5ab) ((9cr.8dr—( o) 5cd) .

(5.58)
Comme pour les autres quantités, grace & la similarité des écritures de I'y, & haute et basse
température, le flot de G5 & température nulle a la méme forme que dans le régime de haute
température (4.58), mais avec des fonctions de seuil de basse température incluant une intégrale

sur 7 .

Ok = —(2 = i)k + 20 d. K1 (L10”(0) = Ligg (@) ) - (5.59)

8. Elles correspondent toutes les deux au terme cinétique de l’action effective (5.1).
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Rappelons que les lois donnant la réponse du systéme a ’application d’une contrainte sont reliées
au comportement de cette équation de flot au voisinage du point fixe de phase plate, qui est
maintenant P?, notamment via les exposants v, (4.36) et d, (4.37).
Les identités entre fonctions de seuil massives et non-massives dans le cadre d’un dévelop-
pement & faible pseudo-masses (4.56) sont encore valables a basse température :
Lo () = Lopn™(0) = amii Lo To0(0) + O(Ft) - (5.60)

mk<<1

L’équation de flot de la tension (5.59) peut donc étre développée a faible 7 exactement de la
méme fagon qu’auparavant :

_ _ —q _ —=D+4 _
0Tk Ek:<<1 —(2 — )oK +2vp d, KZ (0k£20€ (0)) + O(O’i)
(0:K} — (D + 2z — 4 4 2 K} 2
= —(2-— T T _ O
P ol D e % + O(o}) (5.61)
s (D + z + )0k + O K + O(ay)

De méme que dans la théorie de haute température, le terme vert s’annule a P? 9. et le terme
rouge donne la valeur propre associée & la direction essentielle @ du jacobien du flot au point

fixe de phase plate P(1;2 :
1 1
T D242 Fnr 2 (5-62)
La transition de flambage & température nulle se fait donc avec les exposants de la théorie de
champ moyen. De plus, comme le champ externe ne se renormalise que par sa dimension, qui

vaut toujours A(o) = 2 — ny, ce résultat conduit également & :

Dy D=2zt 2—n"
7o g KPR (o) TR S g, = e NI L)
pQ D—-2+24+1n

autrement dit, la loi de Hooke est conventionnelle & température nulle.

Finalement, les fluctuations quantiques ont un effet stabilisateur sur la phase plate des mem-
branes cristallines, sans pour autant modifier les lois de I’élasticité conventionnelle des matériaux
bidimensionnels. Aux trés grandes tailles L > L% , cependant, des corrections logarithmmiques
commencent & apparaitre dans la valeur des coefficients d’élasticité, méme si ces effets sont nu-
mériquement faibles, voire inexistants en pratique, ne serait-ce qu’a cause de 'ordre de grandeur

de L{,.

5.4 Thermodynamique aux basses températures

Le régime de température nulle est intéressant théoriquement car il permet d’étudier les
fluctuations quantiques dans un régime de fonctionnement ou elles sont seules & agir, mais en
pratique les deux types de fluctuations coexistent dans un matériau réel. Examinons 'influence
de la température T sur le comportement du systéme.

9. En effet, d’aprés (5.41), le terme vert est proportionnel & 7y qui s’annule dans la limite infrarouge.
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5.4.1 Elasticité et évolution en température

L’introduction d’une température permet la construction d’une échelle de longueur Ly (5.30)
séparant les modes de fluctuations de faible longueur d’onde [ <« L7 dominés par les modes
quantiques des modes de fluctuations aux grandes longueur d’onde [ > L dominés par les modes
thermiques. D’autre part, nous avons établi que dans chacun des régimes ou les fluctuations
thermiques ou quantiques dominent, le comportement des observables & 1’échelle L dépend de
la comparaison de celle-ci avec les échelles de Ginzburg correspondantes, L (4.4) et LY, (5.48)
respectivement :

e La détermination du régime depuis lequel 'entrée dans le régime thermique se fait dépend
de la comparaison de L1 et L'é :

— Si Ly < L% | le systéme ne peut pas atteindre le régime dominé par P? avant
d’entrer dans le régime thermique. La transition vers ce régime a donc lieu depuis le
régime quantique harmonique controlé par la condition initiale (voir Figure 5.4).

Q Harmonique Thermique

]
I )
LT

FIGURE 5.4 — Régimes de fluctuation d’un systéme de longueur thermique petite devant la longueur de

Ginzburg quantique. Un tel systéme sera dans un régime quantique harmonique si L < L, dans un
régime dominé par les fluctuations thermiques sinon.

L

— Si Ly > L | le systéme peut exister dans trois régimes différents suivant sa taille :
quantique harmonique si L < L(é, quantique logarithmique si LqG LK L < Ly, et
thermique au-dela (voir Figure 5.5).

@) Harmonique Thermique

I —
e L L
G T

FIGURE 5.5 — Régimes de fluctuation d’un systéme de longueur thermique grande devant la longueur de
Ginzburg quantique.

La comparaison entre Ly et Lé dépend de la température : typiquement, si T est élevée,
Ly sera d’autant plus faible, car les fluctuations thermiques seront déja importantes aux
faibles échelles de longueur. En revanche, a trés basse température, Ly ~ T~1/2 devient
trés grande, et finit toujours par dépasser LqG qui, elle, ne dépend pas de T'. Cela signifie
aussi que tout systéme peut atteindre son régime quantique logarithmique & suffisamment
basse température 0. Dans le cas du graphéne la température Tg pour laquelle Ly = Lg;

10. Ce qui n’est pas le cas du régime quantique harmonique par exemple qui, sous ces conditions, ne peut étre
atteint que si la taille L du systéme est plus petite que L.
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est : 5

K
To~—,/—
= kg p

(L%) 7 ~ 7x 1072 K . (5.64)
Ainsi T est typiquement bien plus faible que les températures des échantillons de graphéne
étudiés expérimentalement, et nous pouvons raisonnablement penser qu’il en est de méme
pour les autres cristaux bidimensionnels étudiés aujourd’hui. Par conséquent, en pratique,
le régime quantique est toujours un régime quantique harmonique, controlé par les valeurs
de I'élasticité des matériaux dans la théorie de champ moyen. En particulier, 'auxétisme

attendu dans la phase quantique a peu de chances d’étre observé sur des matériaux réels.

La détermination du régime wvers lequel 'entrée dans le régime thermique se fait dépend
de la comparaison de Ly et Lg :

— Si Ly <« L¢g , les fluctuations thermiques sont encore harmoniques lorsqu’elles de-
viennent dominantes. Suivant sa taille, le systéme sera donc dans un des régimes
quantiques précédents, dans le régime harmonique, ou dans le régime anharmonique
correspondant & la phase plate classique habituelle (voir Figure 5.6).

Quantique Harmonique Anharmonique

| |
| [ »>

L L L

T G

FIGURE 5.6 — Régimes de fluctuation d’un systéme de longueur thermique petite devant la longueur de
Ginzburg classique Lg.

Il est intéressant de constater que 'ordre entre Lt et La est indépendant de la tem-
pérature, et ne dépend donc que de la nature des matériaux. Le régime Ly < Lg
correspond aux matériaux « mous » définis par :

K3/2pl/2
L < Lg & T > pp - (5.65)
Le graphéne entrant dans cette catégorie, il faut comprendre 'appellation « mous »
relativement & ’exceptionnelle rigidité attendue pour les matériaux avec Lp > L¢ .

Cette comparaison conduit a la définition d’un module de cisaillement critique g :

3/2 ,1/2
K7p
=—. 5.66
He B ( )
Pour le graphéne, p. ~ 5ug , ce matériau est donc « faiblement mou ». En pra-
tique cela signifie que la plage de tailles sur laquelle un échantillon de graphéne peut
théoriquement exister dans le régime harmonique est extrémement faible.

— Si Ly > Lg, c’est-a-dire si le matériau est « dur » au sens de (5.65) avec pp > pe,
les fluctuations thermiques sont anharmoniques dans le domaine ou elles dominent
(voir Figure 5.7).
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Quantique Anharmonique

I >,
Ly

FIGURE 5.7 — Régimes de fluctuation d’un systéme de longueur thermique grande devant la longueur de
Ginzburg classique Lg.

Etant donné les ordres de grandeurs de pp et p. pour le graphéne, Iexistence de tels
matériaux est probable.

Finalement, pour faire le lien avec le flot de renormalisation, considérons ’exemple d’une
feuille de graphéne a T' = 10 K. Puisque T > Tr ~ 1075 K, le matériau est a 1’échelle L dans
le régime thermique anharmonique. Il est donc intéressant d’étudier 1’évolution des grandeurs
adimensionnées classiques, et non quantiques, qui sont celles qui atteignent un point fixe (Py4)
dans Uinfrarouge (voir Figure 5.1). Les flots de n, v, FZZ et y,gl sont présentés sur la Figure 5.8.
Etant donné la faible différence numérique entre Lg et L7, les effets de la présence du régime
thermique harmonique ne sont pas visibles. Pour des temps de renormalisation plus grands que
tr = log(a/Lr), les fluctuations thermiques deviennent dominantes et conduisent le systéme
dans le régime anharmonique. Le coefficient de Poisson v, entame dés le régime quantique son
évolution vers la valeur asymptotique —1/3, mais efficacité de la convergence est énormément
améliorée par les fluctuations thermiques anharmoniques.
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FIGURE 5.8 — Evolution de P’élasticité avec échelle courante pour des conditions initiales correspondant
au graphéne a T'= 10 K. En haut & gauche : le module de compression adimensionné classique, en haut
a droite : le module d’Young adimensionné classique, en bas & gauche : la dimension anormale courante,
en bas a droite : le coefficient de Poisson. La transition entre les régimes dominés par les fluctuations
quantiques et thermiques a lieu au temps tr = log(a/Lr).

5.4.2 Transitions de flambage a basse température

Pour étudier I'influence de la transition de flambage sur les diagrammes précédents, il nous
faut & présent comparer la longueur L, marquant 'entrée dans le régime de fluctuations dominé
par la tension (flambé ou sur-étiré suivant que la membrane est comprimée ou étirée) aux tailles
caractéristiques Lp, Lg et LqG. Rappelons que L, peut étre définie & partir du propagateur de

flexurons :
1

Go(q) = oo (5.67)

comme 1’échelle de longueur & partir de laquelle le terme bleu domine. Définissons tout d’abord
op comme la contrainte & partir de laquelle la transition de flambage a lieu & ’échelle Ly,
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c’est-a-dire Ly, ~ L7 . Nous pouvons alors distinguer les régimes suivants :

e Sio > o, la transition de flambage a lieu & des tailles L, < Ly , autrement dit la phase
plate thermique n’est jamais atteinte. D’aprés notre étude de la transition de flambage
depuis les phases quantiques, les exposants critiques de la transition de phase sont dans
ce cas les exposants champ moyen : v, = 1/2 et 6, = 1.

Pour savoir depuis quel régime de fluctuations quantiques la transition de flambage a lieu,

il nous faut comparer L, & L{, . Définissons :
. K
0y = —"—"—53 (5.68)
(L)

tel que Loy =~ L‘é. Les régimes de fluctuations accessibles au systéme sont donc :

— 0> o, : atres forte tension, la transition de flambage a lieu dans le régime quantique
harmonique. Dans ce cas, la longueur L, & laquelle le systéme flambe & o fixé est

Ly = \/E : (5.69)

et la tension critique pour faire flamber un systéme de taille L donnée est :

donnée par sa valeur harmonique :

K

73 (5.70)

O¢c =

@ Harmonique Tension

} >
L

g

L

— (o7 <)o < oy : la transition de flambage a lieu dans le régime quantique logarith-
mique. Dans ce cas, la longueur L, & laquelle le systéme flambe & o fixé est modifiée
par les corrections logarithmiques a 1’énergie de courbure (5.57). Elle est solution de
I’équation suivante :

L —2/7 K
L, |1 — =4/—, 5.71
e (17) z 7
et la tension critique pour faire flamber un systéme de taille L donnée est :
K I 4/7

QH Tension

I |—>

Lg L, L
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e Si o < or , la transition de flambage a lieu dans un régime dominé par les fluctuations
thermiques. Le type de régimes accessibles est maintenant donné par la comparaison de
o a o* défini en (4.32) comme la tension pour laquelle la transition de flambage a lieu a
I’échelle L. Nous avons donc :

— (o7 >)o > o* : si la tension est assez forte, la transition de flambage a lieu depuis le
régime harmonique. Elle est donc d’aprés les résultats du chapitre 4 caractérisée par
des exposants v, = 1/2 et 6, = 1. La longueur a laquelle la transition a lieu est

Ly =4/ 2, (5.73)
g

(5.74)

Quantique Harmonique Tension

| e
L. L

o

Notons qu'un tel scénario n’est pas possible pour des matériaux « durs » avec pp >> ..

— 0 < o : la transition de flambage a lieu depuis le régime anharmonique. Elle est
donc d’aprés les résultats du chapitre 4 caractérisée par des exposants v, = n% et

_p* R . . L
b0 = —I—an . La longueur a laquelle la transition a lieu est corrigée a cause de I'an-

harmonicité, et dépend de T' via L¢ :

e () (573

et la tension critique pour faire flamber un systéme de taille L donnée est :

k [ L\"

Les régimes accessibles dépendent de la rigidité du systéme : nous avons vu que pour
les systémes les plus rigides, la sortie du régime controlé par les fluctuations quantiques
se fait directement vers le régime anharmonique. Nous devons donc distinguer :

* les matériaux « durs » pp > pe :

Quantique Anharmonique  Tension
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* les matériaux « mous » pup < e :

Quantique H A Tension

Enfin, nous pouvons résumer tout cela par les corrections au diagramme des phases apportées
par I'étude des régimes de basse température. Nous n’avons représenté ni les portions identiques
au diagramme du chapitre 4, ni le cas T' < T ou la phase quantique logarithmique apparait
étant donné son peu d’intérét pratique au vu des ordres de grandeur discutés précédemment.
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, L 1,

-0 o o)
FIGURE 5.9 — Diagramme des phases des membranes cristallines dans le plan (L, ). En haut : diagramme

d’un matériau « dur ». Il n’y a pas de régime thermique harmonique. En bas : diagramme similaire pour
un matériau « mou ».
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L L,

L L,

Froissée o Froissée

T. T T, T

FIGURE 5.10 — Diagramme des phases des membranes cristallines dans le plan (L,T) pour un matériau
«dur » pip > 1. De haut en bas : diagramme a 0 = 0, 0 < |o| < 0* et |o| > o*. A gauche o est positif,
a droite il est négatif.
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Froissée

Froissée

4

Froissée Froissée

T T. T T T. T

FIGURE 5.11 — Diagramme des phases des membranes cristallines dans le plan (L,T) pour un matériau
«mou » fiy < fie. De haut en bas : diagramme a 0 = 0, 0 < |o| < 0* et |o| > o*. A gauche o est positif,
a droite il est négatif.
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o o

FIGURE 5.12 — Diagramme des phases des membranes cristallines dans le plan (o, T'). En haut : diagramme
d’un matériau « dur ». Il n’y a pas de régime thermique harmonique. En bas : diagramme similaire pour
un matériau « mou ». A gauche : L < Ly , pour des systémes trop petits, la transition vers le régime
thermique ne peut pas s’effectuer. A droite : L > Ly . La transition vers le régime thermique a lieu a
Tr.
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5.4.3 Coefficient d’expansion thermique et chaleurs spécifiques

Les grandeurs thermodynamiques que nous avons décrites jusqu’a présent sont données par
les lois d’échelle a ’échelle L. Ainsi, leur évolution en fonction de 7" telle qu’elle est mesurée n’est
pas impactée par la présence ou ’absence de fluctuations quantiques aux échelles de longueur
I <« L. Mais nous avons décrit dans le régime de haute température d’autres grandeurs, telles
que « par exemple, qui dépendent de toute 'histoire du flot entre les échelles microscopique et
macroscopique du systéme.

Ces quantités ont comme point commun de dépendre de la valeur du volume du systéme
a I'équilibre thermodynamique, ou plus précisément de son paramétre d’extension dimensionné
Co. Comme pour toutes les autres grandeurs dimensionnées, en vertu des fortes similitudes entre
les actions effectives quantifiée (5.1) et non-quantifiée (3.100), le flot de (i & basse température
a une expression similaire au flot a haute température (4.15), mais avec des fonctions de seuil
adaptées :

4v
G = 5 de L1h” - (5.77)
L’adimensionnement du seuil conduit d’aprés (5.26) a :

1 h -4
2 +z
S LR — . .
O dm /pK 100 (5.78)

Or, d’apres (5.40),

nk+zk:2+%’“>0, (5.79)

ce qui assure que le flot de (; (5.78) converge toujours vers 0 lorsque k — 0.

Nous avons également établi que le comportement de la fonction de seuil 2‘1100 est dicté par
la valeur de la température effective du systéme : si Tj, > 1, il se comporte comme un seuil
de haute température, si T} < 1, il inclut les contributions de d’autant plus de fréquences
de Matsubara @, que T} est faible. Ainsi, méme si pour k& < kr le seuil adimensionné dans
(5.78) se comporte toujours comme un seuil de haute température, la valeur de (; a 'entrée
de ce régime, (j,., dépend fortement de I'histoire du flot aux échelles & > k7 : deux systémes
ayant des valeurs différentes de (j, auront des parameétres d’extension convergeant vers des
valeurs asymptotiques (y différentes méme si leurs valeurs de 9;(; sont les mémes dans le régime
thermique. La dépendance précise de (y vis-a-vis de T" est donc trés difficile & évaluer.

Le paramétre d’extension a 1’échelle L, (y, donne accés aux quantités suivantes :

e Coefficient d’expansion thermique « :

A cause de la dépendance complexe de (o vis-a-vis de T, a est trés difficile & évaluer
analytiquement. Il est cependant possible d’y avoir accés en intégrant numériquement le
flot de (; a différentes températures, et en effectuant des dérivées numériques. Dans le cas
du graphéne, l'allure de «(T) est celle de la Figure 5.13.

Méme si les valeurs de o changent d’un matériau & 'autre, sa négativité, préservée aux
basses températures, est universelle. L’'influence de la présence de fluctuations quantiques
sur sa valeur est assez complexe : a T ~ 178 K, celles-ci apparaissent a 1’échelle microsco-
pique sans trop avoir d’effet immédiat. Vers T' = 50 K, elles donnent & a un changement de
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QK a
TT
0 T 50 1(I)O 15|O

E

200 250 300
] ]

-0.000017 F

Quantique Thermique

-0.000018 |
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-0.000020
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FIGURE 5.13 — Evolution du coefficient d’expansion thermique d’une feuille de graphéne libre en fonction
de la température. La température T'% correspond & celle ou les fluctuations quantiques deviennent
dominantes a 1’échelle microscopique du systéme.

monotonie, mais une inflexion de la courbe est déja visible aux échelles intermédiaires. Le
coefficient d’expansion thermique est donc sensible a 'arrivée des fluctuations quantiques
bien avant Tr ~ 10~ K. L’introduction d’une tension ne modifie pas .

A température nulle, o(T) — 0 comme prévu par la troisiéme loi de la thermodynamique :
en effet sa dépendance en température est liée a celle de (, . Pour des températures
T < Tg, la transition du régime quantique au régime thermique a lieu dans la phase
quantique logarithmique dans laquelle la mémoire de la condition initiale se perd peu a
peu. Dans la limite de température nulle, (j,. correspond & une valeur de ¢, dans un régime
quantique logarithmique de plus en plus profond, et devient donc peu a peu indépendant
de T

Ce raisonnement n’est valable que dans la limite ot le systéme est assez grand pour que le
régime quantique logarithmique soit atteint, mais la troisiéme loi de la thermodynamique
est elle-méme valable dans la limite thermodynamique L — +o0o ot cette condition est
toujours vérifiée.

Il est donc attendu qu’une autre transition importante dans le comportement de « ait lieu
alg ~ 10~'2 K, mais nous n’avons pas pu 'observer pour des raisons techniques. En effet,
la fonction de seuil 241100 fait intervenir une somme sur une infinité de fréquences héritée de
la quantification du champ de position (5.10). Grace a 'ajustement du régulateur dans le
domaine fréquentiel (5.35) seules les fréquences suffisamment basses w,,(Tx) < 1 donnent
des contributions importantes. Cependant a trés basse température, le nombre de termes
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présents a chaque pas de temps de renormalisation est déraisonnablement grand, d’autant
que la faible valeur absolue de « le rend trés sensible aux baisses de précision. Une étude
numérique plus sérieuse de ce probléme, encore manquante a ce jour, est donc nécessaire
pour décrire ces régimes de trés basses températures. En ’absence de modéle analytique
décrivant de maniére approchée la dépendance de (y vis-a-vis de T', nous n’avons donc pas
non plus accés au comportement de ce coefficient au voisinage de T' = 0, en particulier de
I’éventuel exposant m tel que « e .

Chaleurs spécifiques (Cy,Cp) :

Dans le régime de haute température, les chaleurs spécifiques peuvent étre évaluées sim-
plement grace a I'approximation consistant & négliger la dépendance en température de
« qui n’est bien sir plus valable. Il est cependant encore possible de donner une forme
approchée de ’équation d’état (4.73). En effet, a tension nulle,

G(T) = (1 +a(T)T)

T>1K = (T

<0,02% . (5.80)

Puisque, tant que nous restons dans la phase plate, la dépendance en tension est simple-
ment donnée par (4.38) comme dans la théorie de hautes températures, nous pouvons donc
raisonnablement approximer I’équation d’état par :

ext

C(T) ~ 1+ a(T)T + % : (5.81)

du moins pour des températures supérieures & 1 K. En dega de cette température, il est
de toute facon attendu que les contributions des électrons & Cy et Cp ne soient plus
négligeables [Pop 2012], donc que notre modéle purement élastique ne soit plus valide.

Grace a (5.81), nous pouvons généraliser la plupart des expressions obtenues a haute
température. Notamment, le champ de contraintes internes o lorsque 'on travaille a
volume fixé est relié au champ externe par une relation similaire & (4.75) :

op =05 —a(TT Ky , (5.82)
ce qui donnne accés & By, et comme x7 est I'inverse de Ky, nous décrivons bien tous les

coefficients thermoélastiques pour 7' > 1 K.

De plus, nous pouvons généraliser les équations (4.82) et (4.85) pour approximer la valeur
des énergies libres et enthalpies libres lors d’un changement de température :

*

Gg ~ BKL [a(T)T]? = 5% a(T) T] (LLG>77 : (5.83)
Fg = [— %KL [a(T)T]? = 05" (T) T} <LLg>n , (5.84)

ou nous rappelons que, comme T > T, les valeurs calculées a 1’échelle L sont corrigées
par 'exposant anormal n* ~ 0,849 de la phase plate anharmonique.
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La dérivation de ces expressions par rapport a la température permet d’obtenir les profils
de la Figure 5.14. De méme qu’a, les chaleurs spécifiques sont sensibles a la présence de
fluctuations quantiques dans le systéme bien avant T7p.

Ces quantités sont cependant encore plus sensibles aux erreurs numériques que «, puis-
qu’elles sont obtenues en dérivant (4.82) et (4.85) qui mettent déja en jeu o(T). A cause
de la tres faible valeur absolue de « par rapport aux autres grandeurs étudiées ({y ~ 1,
K1 ~ 100 N.m~! par exemple), de faibles erreurs aux étapes intermédiaires peuvent géné-
rer de gros écarts a la valeur réelle dans le résultat final. De plus, la présence de bruit dans
la valeur de a(T") peut générer des artefacts dans la valeur de ses dérivées par rapport a la
température. Ici encore, une amélioration des procédures numériques est souhaitable pour
améliorer la précision de nos estimations.

Cp(J.g".K")

Quantique Thermique

50 100 150 E 2(‘]0 250 3(‘)0
| T(K)

FIGURE 5.14 — Evolution des chaleurs spécifiques d’une feuille de graphéne libre avec la température. Tf
marque la température en dega de laquelle les fluctuations quantiques sont visibles dans le systéme.

5.5 Conclusion

Ainsi, a basse température, la phase plate des membranes cristallines est stabilisée par un
nouveau type de fluctuations : les fluctuations quantiques, qui sont toujours gaussiennes aux
grandes échelles de longueur. Ces fluctuations rendent la membrane plus rugueuse aux basses
températures que ne le prédit la théorie classique qui n’inclut que des fluctuations thermiques
(voir Figure 5.15). Cette rugosité n’est pas sans lien avec la rigidification du milieu, puisque ce
sont bien les fluctuations de hauteur, par leur interaction avec les phonons, qui stabilisent la
phase plate déja aux hautes températures. L’existence des fluctuations quantiques permet de
rétablir les régles de I'élasticité conventionnelle pour la réponse des membranes cristallines a des
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contraintes externes. En particulier, la transition de flambage a lieu avec les exposants de la
théorie de champ moyen, et la loi de Hooke redonne une dépendance linéaire entre contrainte et
déformation.

FIGURE 5.15 — Figure extraite de [Hasik 2018]. Elle compare des simulations d’une feuille de graphéne
libre avec N = 4860 atomes par des méthodes de Monte Carlo classique (& gauche), et basées sur
I'intégrale de chemin (Path Integral Monte Carlo) (a droite). Pour gagner en visibilité, 'amplitude des
flexurons a été multipliée par 10. Les différentes lignes correspondent aux températures suivantes : (a)
T=50K, (b)T=12,5K, (¢) T=2,5K.

La détermination d’une température de transition vers le régime quantique dépend de 'effet
que l'on cherche a décrire :

e la modification du comportement des coeflicients élastiques, qui dépendent du régime de
fluctuations dominantes a I’échelle L, a lieu a Ty ~ 1076 K.

e la modification du comportement des quantités dépendantes de (o(7T') a lieu entre T et
T ~ 180 K.

e l'arrivée dans le régime controlé par le point fixe de phase plate quantique a lieu & T ~
1072 K. Ce n’est que dans ce régime que le comportement auxétique par exemple n’est
retrouvé dans la phase plate quantique.

La détermination de la variation des grandeurs thermodynamiques vis-a-vis de la tempéra-
ture, bien que plus difficile que dans le cas classique, est toujours possible dans le formalisme
NPRG, au moins numériquement. Notre étude a montré que des prédictions quantitatives sont
possibles, en principe, dans le cadre de la théorie de 1'élasticité (c’est-a-dire sans les électrons)
et que les résultats préliminaires sont cohérents avec les comportements connus (valeurs des co-
efficients a haute température, troisiéme loi de la thermodynamique), mais du travail est encore
requis pour y parvenir. Notamment, la précision des procédures numériques utilisées doit étre
améliorée pour obtenir des prédictions quantitatives fiables.
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Nous avons jusqu’a présent décrit des membranes dont le réseau cristallin sous-jacent est
parfait. C’est cependant rarement le cas dans les systémes réels, qui présentent des impuretés.
Leurs origines sont multiples : il peut s’agir de défauts de polymérisation générés lors du processus
de fabrication, d’éléments adsorbés a cause d’une interaction de la membrane avec le milieu
environnant, ou encore de modifications locales de la forme de la membrane induites par des
inclusions de protéines pour des membranes biologiques par exemple.
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L’influence de ces imperfections sur les membranes cristallines a été étudiée expérimenta-
lement. Ces études ont montré que méme au niveau des caractéristiques mécaniques (c’est-
a-dire, pas les propriétés électroniques, optiques, ni les propriétés de transport), 'augmen-
tation de la densité d’impuretés peut changer radicalement le comportement du systéme :
par exemple, le module d’Young ) d’une feuille de graphéne percée augmente avec le
nombre de trous aux faibles densités, alors qu’il diminue lorsque la densité de trous est
forte [Lopez-Polin 2014]. Une transition de phase entre la phase plate et une phase « plis-
sée » a également été observée lors du refroidissement de vésicules partiellement polyméri-
sées |Mutz 1991, Chaieb 2006, Chaieb 2008|. Des modéles théoriques basés sur les approches
exposées dans le Chapitre 3 ont alors été développés pour expliquer ces phénoménes, et pré-
dire les caractéristiques des éventuelles nouvelles phases apparaissant en présence de désordre
[Nelson 1991, Radzihovsky 1991, Morse 1992, Gornyi 2015, LeDoussal 2017, Coquand 2018|.

Dans ce chapitre, nous étendons le modeéle étudié dans les chapitres précédents & des mem-
branes présentant des impuretés. Tout d’abord, nous présentons les différents modéles théoriques
utilisés et les résultats associés. Puis nous discuterons des prédictions de I’approche NPRG basée
sur un développement en faibles gradients du champ de position qui prédit une transition de
phase & basse température ou forte densité de défauts. Finalement, avec les méthodes exposées
dans le Chapitre 4, nous donnerons quelques caractéristiques de cette nouvelle phase de basse
température.

6.1 Membranes et désordre

6.1.1 Types d’impuretés

La dénomination « impureté » a un champ d’application assez large et peut rendre compte
de différents types d’effets. Il nous faut donc préciser le cadre dans lequel nous allons travailler.
Nous considérerons dans la suite deux grands types de sources de désordre :

e Contrainte locale aléatoire 0% (x) : ce type de termes peut rendre compte de diffé-

rents types d’imperfections de la matrice cristalline : défauts de polymérisation, atomes
manquants, introduction d’atomes d’espéces différentes, variations locales aléatoires de la
coordinence des atomes (voir Figure 6.1).

FIGURE 6.1 — Déformation d’une membrane cristalline due & différentes contraintes locales aléatoires :
inclusions d’atomes d’espéces différentes, modification locale de la coordinence, atome manquant.

Tout comme les contraintes externes, o™ se couple linéairement au tenseur des déforma-
tions €;;. Elle induit une modification de la métrique de I'é¢tat fondamental g?j qui devient
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[Radzihovsky 1991] :
gzoj +0gij(x) = <25ij + 2(071)”“50“(3:) ) (6.1)

ol nous rappelons que ¢7* est le tenseur d’élasticité.

Qualitativement, ce changement de métrique se traduit par une modification des propriétés
élastiques du matériau. De plus, lorsque la membrane est localement trop comprimée, elle
peut flamber dans la direction hors du plan, ce qui induit une diminution de sa rigidité de
courbure k [Radzihovsky 2003].

L’introduction de contraintes locales aléatoires brise localement la symétrie Zs dessus-
dessous de la membrane (ou la symétrie SO(d — D) en dimensions quelconques). Cette
brisure de symétrie est spontanée et dépend de chaque réalisation particuliére du désordre
[Radzihovsky 2003].

e Courbure spontanée aléatoire sC (z) : l'inclusion d’objets asymétriques peut conduire

localement a I’apparition d’une courbure spontanée aléatoire (voir Figure 6.2). Contrai-
rement au cas précédent, la brisure de la symétrie Zs est explicite, et non spontanée
[Radzihovsky 2003].

n_— lk

re

FIGURE 6.2 — L’introduction d’impuretés asymétriques modifie localement la courbure de la surface (vue
de coté ici).

Au niveau de I'action, §C se couple linéairement & la courbure de la surface 9%7. Le terme

=\ 2
(g2 ¢
/332<81" ﬁ), (6.2)

et le minimum de ’action champ moyen correspond a une configuration qui n’est plus

cinétique est modifié en :

plate, avec une courbure donnée par :

0*F(x) = : (6.3)

Ceci justifie la dénomination « courbure spontanée ».

Tous les types de défauts ne sont pas pris en compte dans cette modélisation. En particulier,
nous n’étudierons pas en détail le role des défauts topologiques du réseau cristallin (disincli-
naisons et dislocations, voir Figure 6.3), dont la prolifération peut mener a la fusion du cristal
bidimensionnel. Ceux-ci ont été étudiés dans [Nelson 1991] dans un cadre ot les temps d’évolu-
tion des disinclinaisons et dislocations sont petits devant ceux des autres types de désordre, et
dans la configuration inverse dans [Radzihovsky 1991]. La fusion bidimensionnelle laisse encore
aujourd’hui de nombreuses questions ouvertes, comme l’'identification entre la phase fluide ob-
tenue par fusion des membranes cristallines et celle décrite par le modéle des membranes fluides
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(voir Chapitre 2), la stabilité de la phase plate aprés fusion du cristal, ou encore existence
d’une phase hexatique intermédiaire ! [Nelson 1987]. Ces questions sont d’autant plus subtiles
que, comme nous ’avons vu au Chapitre 2, les membranes cristallines ne sont pas & proprement
parler des cristaux & température ambiante. Nous les laissons donc de c6té pour nous concentrer
sur 'influence des défauts mentionnés précédemment sur la stabilité de la phase plate.

e

1
Y

1

T

1

FIGURE 6.3 — Figure issue de [Beekman 2017]. A gauche : Une dislocation est une insertion d'une demi-
ligne (en pointillés rouges). Le disque rouge indique le cceur du défaut. Sa charge topologique correspond
au vecteur de Burgers, en rouge, qui peut également étre obtenu & partir du contour dessiné avec les
tirets verts. A droite : une disinclinaison est obtenue par une augmentation de la coordinence de I’atome
de coeur (en vert sur le dessin). Sa charge topologique, appelée « charge de Franck », est obtenue par
transport paralléle d’'un vecteur le long du contour en tirets verts. Elle vaut 90° ici.

Au vu des résultats expérimentaux mentionnés dans I'introduction, il est attendu que les
types d’impuretés mentionnés ci-dessus jouent un role important, au moins pour certaines

gammes de paramétres particuliéres.

6.1.2 Modéle

L’action des membranes cristallines, en présence d’'une contrainte locale 6o (z), et d'une
courbure spontanée locale C(x) aléatoires, s’écrit [Morse 1992] :

HGa

Cabmn

ey, yo L I (6.4)

S[7,6C, 60 _/ 5

x

Les fonctions aléatoires 60 (z) et 6C(z) sont caractérisées par leur distribution de probabi-

lité. Dans un souci de simplicité, nous choisissons de leur attribuer des distributions gaussiennes
de moyenne nulle, et de variances données par [Morse 1992] :

[6Ci(2)6C;(y)] = A6 (z — y)

| | _ o 6.5
[60%3 ()50 (y)] = A¥PSP) (z —y) = (Awaab + AL (6965 4 5@5“))5@) (x—y), (65)

1. Il n’y a pas de raison a priori que les deux types de défauts topologiques proliférent de la méme fagon. Ainsi,
il est théoriquement possible que le systéme se trouve dans une phase dans laquelle les dislocations proliférent,
mais pas les disinclinaisons. Une telle phase est appelée phase hexatique.
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ou nous rappelons que « [.] » désigne la moyenne sur I’ensemble des réalisations du désordre,
et Ay et A, sont définis par analogie avec la décomposition du tenseur d’élasticité ¢ gur les
deux constantes de Lamé.

La promotion de Ay, A, et A, & des fonctions de z permet d’étudier 'influence de
paramétres désordonnés ayant une action a longue portée. De tels modéles présentent un
diagramme des phases trés riche suivant le type de corrélations induites par le désordre
[Nelson 1992, LeDoussal 2017]. Nous laissons dans la suite ce cas de coté pour nous concen-
trer sur I’étude du désordre agissant a courte portée.

Les variances sont des quantités positives. Par conséquent,

A, >0, (6.6)

Pour obtenir les relations équivalentes pour Ay et A, il nous faut transformer I’équation sur la
variance de do en une équation scalaire. Il est alors intéressant de décomposer do en une partie
transverse (sans trace) et une partie longitudinale selon :

Soap(z) = 00 (2)0ap + 0oL, ()
(6.7)
Sole(z)=0.

Nous pouvons alors effectuer différents types de contractions sur la variance de 6o (6.5) et faire
intervenir la décomposition (6.7) :

506 (504 (2)60mn(y)] = D? [60L(x)dcl(y)]

= [JoL(z)écl(y)] = (AA + ;AM> 5 (z —y) . (6.8)

398" [00ay(2)0omn(y)] = D [dot(x)d0l (y)] + [do k()0 b (y)]
= [oL(x)oT b (y)] = (D - 1)(D +2)A,8P) (z —y) . (6.9)

Cela impose finalement les contraintes de positivité suivantes [Morse 1992] :

A)\—I—%A#}O

(6.10)
A,>0.
La fonctionnelle génératrice en présence de la source externe J est donnée par :
2[66,60%; 7] = / D[R]eSIRAC001-T R (6.11)
ce qui permet de définir ’énergie libre en présence de désordre :
W[(SC_", S ﬂ = —log (Z [6@, S j]) . (6.12)

Il n’est cependant pas possible d’effectuer des calculs en gardant explicite la configuration mi-
croscopique du désordre ; il est nécessaire de prendre la moyenne par rapport aux configurations
possibles de 6C et do. La fagon de définir I’énergie libre moyenne dépend alors de la compa-
raison entre le temps caractéristique associé a la dynamique des impuretés 745 et celui associé
aux fluctuations thermiques du systéme pur 7 :
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e Désordre recuit 74, < 73, : Dans ce cas, le désordre s’équilibre avec le systéme a toute

température. L’énergie libre est définie par :
W[J] = —log < / D[sC]|D[6c7|P[6C| P[50V 2[6C, 60, J}) : (6.13)

ouP [66_;] et P [50’” ] sont les lois de probabilités associées aux variables aléatoires décrivant
le désordre.

Nous avons choisi des lois de probabilité gaussiennes pour ces variables aléatoires :

. 5C? g i3 57 i s
PlsC) = 25t e 2B | Plsoh] = 2yt [ 00 oo (6.14)

ou Z¢ et Z, sont les facteurs de normalisation appropriés. L’intégration sur le champ de
courbure spontanée aléatoire s’écrit donc (en restaurant les facteurs kgT') :

- _ (e _ 1 rsC02R 1Ak [(52R)2
/D[ac]zcle 25, ¢ Tt J 0COR _ e (R (6.15)
De méme, 'intégration sur le champ de contraintes locales donne une contribution égale
a:

(azt) . a E;
/ Dloo)z; e/ g5 D s)”a"““be_k;Tf 00 ear _ Firpry | TECuc (646

1 ijab

Le facteur 1/(kpT') est réabsorbé dans le changement de variable suivant :

. 1
r = 3
VkpT .
! __ !
= r Ay = k:BTAI{ (6.17)
W =kpTp A:L =A,
N =kgT ) Y =Ay,
de telle sorte que la fonctionnelle génératrice :
EE / D[R] SIEI-TR (6.18)
s’exprime en fonction de I’action suivante :
- K—A o cobid . AP
S[R] = / [2 “(6*R)” + —gCarcij | » (6.19)
€T

qui ne dépend plus des champs désordonnés que par l'intermédiaire de leurs variances A,

AH et A)\.

Dans le cas du désordre recuit, le systéme se comporte donc comme un systéme non
désordonné avec une énergie de courbure k — A, un module de cisaillement y — A, et une
constante de Lamé \ — Ay. L’effet du désordre est donc seulement de réduire la résistance
du systéme aux différents efforts de compression, dilatation, cisaillement et courbure. Il
n’y a donc pas de comportement nouveau émergeant & cause de la présence de désordre.
Ce cas ne nous intéressera donc pas dans la suite.
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e Désordre gelé 74 > 7, : Dans ce cas la configuration du désordre apparait statique a

I’échelle a laquelle évolue R. L’énergie libre est alors définie par :
W[J] = — / D[sC]D (60| P[5C]P[66] log ( 2[6C, 007 7] ) . (6.20)

Afin de pouvoir estimer la valeur moyenne du logarithme, nous avons recours a la méthode
des répliques (voir Chapitre 1) qui transforme celle-ci en la limite du logarithme d’une
valeur moyenne, d’allure similaire a celle traitée dans le cas du désordre recuit :

[10g (2)] = 1im = ([Zn] -1) . (6.21)

n—0n

En espérant de plus que cette limite est donnée par le prolongement analytique a n € R
de ’ensemble des puissances entiéres de la fonction de partition Z, il suffit alors d’étudier
un objet comprenant n répliques du systéme correspondant & n réalisations différentes du
désordre. Pour bien les différencier des autres, les indices de répliques sont notés a 1’aide
de lettre latines majuscules. L’action (6.4) devient alors :

5 A - K(pma 6042 ettmn ab_A

SulR,86C,60] = 5(8 R - = ) e T A (6.22)
A=17"7

Grace a (6.21), la prise de valeur moyenne sur S, s’effectue de fagon trés similaire au cas

du désordre recuit. L’action finale une fois I'intégration sur le désordre effectuée met en

jeu n répliques différentes qui interagisssent deux & deux :

C Aabzg
/ [ 82RA) + —sabs ] / [ 82RA 62RB) 86“Ab55] ,
T A=1 T A,B=1

(6.23)
en fonction de laquelle I’énergie libre s’écrit :

.1 = S R—S"Ju.R
W{JB} Benml] = — lim —log </D[{RB}BG[[1;n}J]€ onlF] ZJARA) - (6.24)

Afin de compactifier les notations, il est utile d’étendre 1’énergie de courbure et les coeffi-
cients élastiques a des tenseurs dans I'espace des répliques de la fagon suivante :

kAB = 4B — A, JAB
T 5y AT AP (6.25)

/’LAB _ /,L(SAB o AMJAB

)\AB — )\(SAB o A)\JAB ’

ott JAB est la matrice dont tous les coefficients valent 1, de telle sorte que I’action S,
s’écrit :
~ (< AB abij
Sn[R] = / [ 5 (°RA.0*RP) + %ag‘baB . (6.26)
x
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Un autre avantage de cette décomposition est que ’espace vectoriel engendré par §4p et
Jap est stable par multiplication, ce qui permet d’inverser facilement les tenseurs dans
lespace des répliques (voir Annexe E). L’inverse de la matrice générique :

Mag =MD+ Mg, (6.27)
s’écrit dans la limite n — 0 :
1 M®)
-1 _ - o
My} = Vi SAB ( (1))2JAB . (6.28)

Par exemple, l'inverse de 1’énergie de courbure, qui intervient dans le propagateur des
flexurons, est simplement :

1 1 Ay
AB — ;5,43 + ﬁJAB . (6.29)

Le passage a I’action de phase plate se fait en décomposant le vecteur Ren partie moyenne,

phonons et flexurons? :

B = [(B)] + @+ 74 = o'+ at + B4 (6.30)

En présence de désordre, I’état fondamental n’est pas plat, le paramétre d’extension ( est

—

défini a partir de la moyenne de <R> par rapport a ’ensemble des réalisations du désordre.

La construction de 'action se fait de la méme fagon que dans le cas sans désordre (voir
Chapitre 3),
- RAB (927A 5278 CaAbg A_B
S|, h] :/x [2 (0°h*.0°h") + —g Cabij | > (6.31)
ou le tenseur de déformation est tronqué au plus bas ordre en fluctuations, de la méme
fagon qu’en (2.58) :
et = Ol + 9juf + O .05 (6.32)

Comme & cause du désordre gelé, les valeurs moyennes du type <hA> ne sont pas nulles,
les propagateurs sont décomposés d’une fagon plus adaptée a la présence du désordre. Par
exemple, le propagateur des flexurons se décompose selon :

G1P(q) = (W (9)hP(=q))] = [(h*(a) — (h4())) (hP(q) — (hB(a)))] + [(hA(a)) (PB(a))] -

(6.33)
Le premier terme quantifie I'effet des fluctuations thermiques autour de 1’état fondamental
non trivial, alors que le second terme quantifie les fluctuations de la valeur moyenne non-
triviale (h) d’une réalisation du désordre a l'autre. Leur importance relative permet de
savoir si le comportement du systéme est dominé par les effets des fluctuations thermiques
ou par les modifications induites par la présence du désordre. Il est donc utile de définir

2. 11 est rappelé que les indices latins parcourent [1; D].
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des notations associées a chacun de ces termes, dont les expressions sont données par :

GiP(a) = GY(a) 8*F + Gl (g) TP

Gy o) =7 — (@) (WP — (P @] = 2 (639
65 0) = T @) @] = 5% -

L’absence de kpT de la fonction de corrélation désordonnée G (g) est liée a la dissymé-
trie entre variables désordonnées et variables élastiques standard dans le changement de
variable (6.17). Ainsi & basse température, G} < Gg et le comportement de la fonction
de corrélation est gouvernée par sa partie désordonnée, alors que lorsque la variance des
variables aléatoires est petite, G’;l( > G¢, et le comportement de la fonction de corrélation
est controlé par les fluctuations thermiques.

Le comportement de ces fonctions dans l'infrarouge permet de définir deux dimensions
anormales :

1 1
X ~ —_— C ~Y —_—
M) 3y - Oh@) ey (6.35)

7 est 'exposant associé aux fluctuations thermiques, il est complétement analogue a la

dimension anormale étudiée dans les chapitres précédents ; 7’ est 'exposant anormal associé
au désordre.

La comparaison entre les deux exposants anormaux 7 et 1’ au point fixe attractif dans I'in-
frarouge permet de déterminer qui du désordre ou des fluctuations thermiques dominent :
- n<n:Gi(q) > GY(q). Les fluctuations thermiques dominent au point fixe.
- n>n": G (q) < GY(q). L'effet des impuretés domine au point fixe.

— n =17 :le point fixe est dit « marginal ». Au voisinage d’un tel point fixe, si T est
petite mais non nulle, les fluctuations thermiques jouent tout de méme un réle non
négligeable.

11 est alors utile de définir I'exposant

p=n—1 (6.36)
qui permet de déterminer si le réle de T" au voisinage du point fixe infrarouge est essentiel
ou inessentiel.

Les fonctions de corrélation de phonons sont décomposées de la méme facon. Elles sont
définies par les fonctions suivantes :

G (q) = Gy (q) 647 + GT Y (q) JHP

Gy ) = (@0 — @) @)~ @] = 25 P+ oy P )
G5 90) = @) @) = S5 P @) + S P a)

(6.37)
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dont le comportement infrarouge est donné par :

3 1 ) 1
X, 1] ~ C,ij ~
G~ 0 Cu (@) ~, e (6.38)
Grace a l'identité de Ward associée a l'invariance par rotation, celles-ci ne définissent pas
d’exposant caractéristique supplémentaire.

6.1.3 Reésumé des résultats des approches précédentes
6.1.3.1 Membranes sans courbure spontanée aléatoire

Le modéle établi ci-dessus a été d’abord étudié dans un développement en couplage faible
pour des membranes sans courbure spontanée aléatoire, c’est-a-dire avec A, = 0 [Nelson 1991,
Radzihovsky 1991|. Comme la dimension critique supérieure en présence de désordre n’est pas
modifiée, le développement autour de D7 correspond toujours a une dimension D = 4 — e.
Les propagateurs (6.34) et (6.37) ont maintenant une structure non triviale dans l'espace des
répliques. Les couplages eux aussi sont changés par (6.17). Par conséquent, 'énergie propre des
flexurons porte également deux indices de réplique ®.

Les auteurs de [Nelson 1991]| travaillent dans la théorie effective dans laquelle une intégra-
tion sur les phonons a été effectuée, ce qui est encore possible car 'action perturbative dans la
phase plate avec désordre (6.31) est encore quadratique en . Il est alors utile de définir Ay,
la variance associée au coefficient élastique b, qui est positive en vertu de (6.10). Comme 1'in-
troduction des paramétres désordonnés ne change pas la structure en impulsion de la théorie
(les constantes de couplage (6.17) sont encore des constantes, malgré I'ajout de la structure
dans l'espace des répliques), les propriétés de convergence infrarouge et, de maniére générale, les
intégrales impulsionnelles ne sont pas changées par 'ajout du désordre. Les contractions dans
I’espace des répliques peuvent étre traitées dans un second temps. L’introduction de contraintes
locales aléatoires modifie alors 1’énergie propre des flexurons en* [Nelson 1991] :

4

1 5
(b"7 + 2u"P)—5% + O(°) = 96;;% ((b+21) — (A + 2A,))5B + O(°) .
(6.39)

En étendant £ & un objet dépendant de 'impulsion k(p), la correction a I’énergie de courbure

5p4
9672¢

S0P (p) =

au premier ordre en couplages s’écrit :

5 p?

9672ek

k(p) =k +p (EHEP)[64P) = k + ((b+2u)—(Ap +24A,)) - (6.40)
L’introduction de contraintes locales aléatoires réduit donc la résistance des matériaux a la
courbure. De plus, cet effet est antagoniste & celui des fluctuations thermiques anharmoniques,
qui, au contraire, tendent & rigidifier le matériau.

Les auteurs de [Nelson 1991, Radzihovsky 1991] tirent les conclusions suivantes de leur étude :

3. De méme que le propagateur correspondant.

4. 1l faut prendre garde que les tenseurs 848 et JAP sont multipliés et non contractés dans la formule suivante.
C’est une conséquence de la forme de I'action (6.31) qui ne couple toujours que deux répliques différentes, méme
avec ses vertex a trois et quatre points.
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% a un effet inessentiel du point

e l'introduction de désordre dans la métrique de la membrane
de vue perturbatif dans la phase plate pour toute température non nulle. Cela signifie que
I’effet de I'introduction du désordre est de moins en moins visible aux trés grandes distances
et qu’il n’existe pas de nouveau point fixe dans le diagramme de flot de renormalisation
dans le cadre du développement en couplage faible, aprés I'ajout des couplages associés au

désordre.

e si a I’échelle microscopique, A, > p (ou Ay > b), le flot de renormalisation est entrainé
vers des régions de forts couplages ou le développement perturbatif n’est plus valable. Dans
ce régime, il est postulé d’aprés ce qui précéde que puisque A, est tres fort, 'énergie de
courbure est fortement diminuée. Les différentes configurations qui minimisent 1’énergie
élastique dans le plan de la membrane mais avec des courbures locales différentes ont
donc des énergies trés proches, et I'état fondamental du systéme devient quasi dégénéré
[Radzihovsky 1991]. La situation présente donc de fortes analogies avec les verres de spin,
ou l'analogue des spins est donné ici par les vecteurs normaux a la surface aux différentes
positions, ce qui a conduit les auteurs a postuler ’existence d’une phase vitreuse, fortement
plissée aux courtes échelles de longueur, mais plate aux grandes échelles (c’est-a-dire avec
¢ # 0), décrite par un point fixe non-perturbatif en couplage dans le diagramme de flot de
renormalisation.

e 'application du critére de Harris & la transition de phase plate-froissée indique 1’existence
d’un régime de fluctuations controlé par le désordre & la transition de phase également
[Radzihovsky 1991]. Les auteurs postulent donc I'existence d’une phase vitreuse froissée,
caractérisée par :

[@-m} x(=0 , [<a,;FA> . <ajFB>] £0, (6.41)

qui est qualitativement tres différente de la phase vitreuse plissée mentionnée précédem-

ment puisque la phase vitreuse froissée ne présente pas d’ordre orientationnel & grande
distance en moyenne (¢ = 0).

Il est donc nécessaire d’avoir accés a un formalisme non-perturbatif en couplages pour étudier
les transitions vers les hypothétiques phases controlées par le désordre & A, = 0.

6.1.3.2 Membranes avec courbure spontanée aléatoire

Les développements en couplage faible ¢ < 1 et d. > 1 avec a la fois des contraintes locales
aléatoires et de la courbure spontanée aléatoire ont été étudiés dans [Morse 1992|. L’action du
systéme désordonné (6.31) conduit a une modification des régles de Feynman pour prendre en
compte la structure dans I’espace des répliques :

e Propagateur des flexurons :

AB A B 1 AB A AB A P B
G2 (p) = (B PR (=p)) = 50 + S5 A = e (6.42)

5. C’est-a-dire uniquement des contraintes locales aléatoires.
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e Propagateur des phonons :

G 4p(@) = (ua(@)uf(—0))

(1 1 ij Ay ij Ay+2A0, i

= (qupT (q) + O QH)QQPL (Q)> dAB + <M2q2PT (q) + O 2M)quPL (@) | Jan
i q J

- ANANAAN

(6.43)
e Vertex a trois points :

; 1 ) . )
Vigle,q) = —3 (Map — AxJas)(q1.92)¢° + (16a — Apdas) ((q.¢1)a + (9.92)q])

Q. B
J q
A
@2 B
(6.44)
VIZ p e couple que deux répliques différentes.
e Vertex & quatre points :
1
Was(q1,q2,q3) = —8{()\5AB — M\JaB) (q1-42)(q3-q4)
+ (1éap — ApJan) ((¢1-93)(g2-q4) + (Q1-Q4)(Q2-Q3))}
(6.45)

A §q3< B
A9 q1+ B
Ce vertex aussi ne couple que deux répliques différentes. Toutes les contractions du type

JacJCB par exemple, qui produisent des facteurs n, deviennent nulles lors de la prise de
limite n — 0 (6.24).

Afin de pouvoir appliquer la méthode des contretermes a l’action (6.31), il faut également
exprimer celle-ci en fonction des variables renormalisées, ce qui nécessite 'introduction de coef-
ficients de renormalisation Z, Z,,, Zx, Za,., Za,, Za,, ainsi qu'une échelle d’énergie k£ pour les
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quantités dimensionnées :

Z kA8 — Zn A JAB
Silu, b k] = / [ - o )(GQhA)(GQhB)

N (Z, poAP — Z4A“ A TAE) ke (05uj, 4 + Oui A + Oiha.0;ha) (O5uj, 5 + Ojus g + Oihp.0;hE)
. (ZyA64B — ZSAAAAJAB)ICE (20500 + ;a0 ) (20, + &hB.aihB)}

= [ [T G ) (@)

N (s 0am _4Au,‘3 JaB) (O7udh j + Ojudp ; + 0ihi.0;hiy) (Ou ; + Ojuf ; + O;hi.0;hE)

N (Ag 645 _SAA,%JAB) (20iulys 4 + Oihsp 4.0'hg 4) (20l +6ih%,3.8ih$3,3)} :

(6.46)

ol les couplages nus portent un indice B pour ne pas introduire de confusion avec les indices
de répliques. Les relations entre couplages nus et renormalisés s’écrivent alors de fagon similaire
a (3.29) [Morse 1992] :

hy = 22512 uly = Zr Ml
A\g = k°Z7 2220\ Ay = k°Z72k*Za, Ay
(6.47)
o =k Z 2> Z,p A =k Z2:2 28,0,

Ap =K 2 ZA Ay

Les coeflicients de renormalisation en schéma minimal sont identifiés a partir des parties diver-
gentes des énergies propres, de méme que dans le cas sans désordre, grace aux relations (6.37)
et (6.34) :

(7 =1+ K[p™ (5P ()[077) |

Za, =1+ K[p <EﬁB(p)‘JAB>}

Zu:1+K[p—2<zjiAB )| P ()oas) |

2o, =14 K (S i) |

Zy =14 Ko ( (0 1p0)| PP ()45 — 2 (S 15 (0)|PH (9)0a5) ) |
(

<;jAB )P (0)Jag) =2 (S0 15 0)| P (0)ag) )| -

(6.48)

Zay =1+K[p?
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Ceux-ci sont reliés aux fonctions S par les relations suivantes :

n=—A\hZ1 — pduZ1 — MOa, Z1 — Duda, Z1

Br=A(—e+2n+ X021 + p0uZrg + Ax0a, Zag + Du0a, Zxn)
Bu=p(—e+20+XZu1 + pOuZyua + MO, Zu1 + DNuOA, Zy1)
5
B
Ba

A (—e+2n+20xZay1 + 10uZay s + Ba0a, Zay 1 + 2uda, Zay 1)
A

n

A A
AM( —e+2n+ )\EAZAHJ + MaMZAu»l + A)ﬁAAZA#J + A,,E)AHZAM)
K AK/

(1 + AN Za,1 + 1OuZa1 + DrOa, Za, 1 + Duda, Za,y + Ada.Za,1) -
(6.49)

Plus de détails sur 'obtention de ces résultats sont donnés dans I’Annexe D.

Les auteurs de [Morse 1992] tirent les conclusions suivantes de leur étude :

e l'hypersurface 3\ 4 1 = 0 est attractrice dans l'infrarouge, du moins a I'ordre d’une boucle

en . Rappelons que cette hypersurface, dont 'expression en D dimensions est (D + 2)\ +
2pu = 0, ou encore (D + 1)b — 2 = 0 en termes des variables de la théorie effective,
correspond au lieu des membranes ayant un coefficient de Poisson v = —1/3.

De plus, une relation analogue lie les couplages élastiques désordonnés : I’hypersurface
3A\ + A, = 0 est également attractrice. Ces deux relations permettent de réduire le
nombre de variables nécessaire pour décrire le flot de renormalisation du systéme. Nous
nous restreindrons donc aux trois constantes de couplage (u, A,, A,) dans la suite, ce qui
permettra notamment de représenter le diagramme de flot.

d’aprés (6.34) et (6.37), les parties des fonctions de corrélation des champs de phonons et
flexurons dominés par le désordre G (g) et G (q) deviennent d’autant plus importantes
par rapport a leurs contreparties thermiques que T est faible. Or, d’aprés (6.17), A, diverge
dans la limite 7" — 0 une fois effectué le changement de variable. Il est alors utile de définir
les variables suivantes [Morse 1992] :

gu = /’LAH ) g = AAH ) (650)

qui permettent d’approcher le régime de basse température de facon réguliére.

e le flot de renormalisation est donné a l'ordre le plus bas en € =4 — D par [Morse 1992] :

( de +12 d, + 24
Bu=—p <6+2Au— - u)

6 I 12

(6.51)

d.+ 18 d.+ 36
Bg. = —9u <5 +4A, — - N)

6 I 12

de+6 de+12 de o
s, (428, G, T
Tout d’abord, notons que l'espace A, = 0 (ou plutot ici g, = 0) est stable par le flot
de renormalisation. Cela signifie que ’absence de courbure spontanée aléatoire au niveau
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microscopique suffit & garantir son absence au niveau macroscopique donc I'approche dé-
taillée dans le paragraphe précédent a du sens. Au contraire, si A, = 0, mais A, # 0 au
niveau microscopique, a cause de l'existence du terme en rouge dans I'expression de fa,,,
des contraintes locales aléatoires seront générées aux échelles de longueur intermédiaires.
Une membrane ne peut donc pas présenter uniquement du désordre de courbure A, dans
la théorie renormalisée.

e Les équations de flot (6.51) admettent 3 points fixes % (voir Figure 6.4) [Morse 1992] :

— Point fixe gaussien Py :

Il est encore répulsif dans toutes les directions.

— Point fixe de phase plate Py :

P4 est attractif dans toutes les directions méme en présence de désordre. Ses coor-
données sont [Morse 1992] :

9672e

= gr=0; AT = . .52
(=i a=0: =0 (652

Les dimensions anormales 7 et 1’ sont [Morse 1992] :

I op 24e
K Y

(6.53)

Notons que 7} > n4 comme attendu & un point fixe ou les fluctuations thermiques
dominent.

— Point fixe désordonné Py : Ce nouveau point fixe émerge grace a la présence du

désordre. C’est un point fixe & u = 0, ou encore, d’aprés le changement de variable
(6.17), un point fixe & T' = 0. Son bassin d’attraction correspond a I’hypersurface
T = 0. T est une variable marginalement essentielle au voisinage de P5 : a toute
température non nulle la trajectoire dans le diagramme de flot est attiré par Py.

Ses coordonnées sont [Morse 1992] :

4872 ¢

2472 ¢
o0 g = —— Af = . 54
{u 05 gy, 6 d S 6+dc} (6.54)

Les dimensions anormales a Py sont [Morse 1992] :

3e
6+d.

s =15 = (6.55)

Comme 75 = 1}, le point fixe est marginal, I’exposant ¢5 (6.36) est nul.
Ces résultats ont été complémentés par une analyse & une boucle en 1/d, qui permet
d’établir également [Morse 1992] :

1
¢ i O (d%) : (6.56)

6. Les points fixes P2 et P3 ne sont pas présents car ils ne sont pas sur 'hypersurface 3\ + u = 0 & laquelle
nous nous sommes restreints.
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Le point fixe P5 apparait donc marginal dans les deux développements perturbatifs a
I’ordre le plus bas. Cela ouvre la possibilité d'une convergence lente vers P4, et donc de
I’existence d’une gamme de longueur assez étendue pendant laquelle le comportement
du systéme est encore sensible aux propriétés de Ps [Morse 1992].

Ay

P5

)

LA

P1

P4

™

FIGURE 6.4 — Figure extraite de [Morse 1992| représentant le diagramme de flot de renormalisation & une
boucle dans I’espace Vect({1, gu,A,}). Celui-ci présente trois points fixes : Py complétement répulsif,
P4 complétement attractif, et Pg dont le bassin d’attraction correspond & T' = 0.

Notons que cette analyse ne prédit pas de point fixe perturbatif gouverné par le désordre sur
I’hypersurface A, = 0, en accord avec I'approche détaillée dans le paragraphe précédent.

Finalement, dans le cadre du développement en couplage faible, le désordre est inessentiel a
toute température non nulle, et le comportement a longue distance du systéme est contrdélé par
le point fixe de phase plate sans désordre Py4.

6.1.3.3 Approximation de ’écrantage auto-cohérent en présence de désordre

Le calcul SCSA présenté dans le Chapitre 3 se généralise simplement en présence de désordre
gelé en ajoutant au calcul précédent la structure tensorielle dans ’espace des répliques. Les cing
constantes de couplage et k sont étendues a des objets dépendant de I'impulsion. L’ansatz don-
nant le comportement de ces quantités dans I'infrarouge est directement inspiré des définitions
de n et 0’ (6.35) [LeDoussal 2017] :

R(p)=Zep ™", Du(p) = Za,p" 2", (6.57)

ou Z, et Za, sont des constantes incluant le contenu non-universel de ces fonctions.
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La polarisation habillée est définie de méme qu’en (3.162), mais avec une structure tensorielle
supplémentaire dans 'espace des répliques [LeDoussal 2017 :

pP—q
AAB/ \AAB aA /£ \ m B
. (p /p Da @ (P—Vm @ G ()G (p—q) = -7/-43 { - . (6.58)
q bA & / nB
q

Notons que les deux propagateurs sont multipliés, et non contractés. A cause de la transversalité
HAB

S (@) sur Xgpmyp intervient. Il est alors intéressant

du vertex effectif, seule la composante de
de le décomposer selon la base suivante :

Habmn( ) = ﬁfB (p) Xabmn + ﬁéB (p) Yabmn (p) + ﬁ;‘B (p) PaPoPmPn - (659)

Seul ﬁfB (p) contribue donc. Celui-ci peut étre décomposé & nouveau en fonction de sa structure
dans 'espace des répliques :

4% (p) = (e (p) + 2l (p)) 647 + Taa(p) 747 (6.60)

a 'aide des quantités suivantes [LeDoussal 2017] :

A Z72 Z72
I =5 [(2-1/2,2-1/2) = —=5—_p?1= D1, D
wr (D) D7 1) 1(2-n/2,2-n/2) D1 (n, D)
-~ Z2 2, Z 22N iy -
wap) = e gy le@ = /2,2 /2) = (527_1)10"*" P, ', D) (6.61)

~ Z3 74 Z3 7t
Haa(p) = (D;i_”l)h(? +0/2,241//2) = (D?ﬁi—ﬁ)p% PII(y, D) |

qui different par le nombre de K(p) et Bﬁ(p) qu’elles incluent. Les intégrales transverses I |
sont définies dans (3.97). Dans la deuxiéme égalité, la dépendance en impulsion des intégrales
tranverses a été factorisée, ce qui permet de définir la fonction II(n,n’, D). Cette étape est
importante pour faciliter 'identification des termes dominants dans l'infrarouge.

La resommation de la série géométrique engendrée par les bulles habillées permet de définir
le potentiel écranté,

~RAE.)= P-4+ Bé -O- ;{ + a}é@@? + o, (6.62)
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de méme qu’en (3.167), dont les composantes s’écrivent a présent [LeDoussal 2017] :

b

b(p) = —= =

1+ (D + 1)b (Tl (p) + 20T (7))
Ru(p) = Ay + (~D + 1)32ﬁAA£p) 2

(1+ (0 + )b (Tan(p) + 2M,a ()
(6.63)

o — i
HP) = = =

1427 (Hm (p) + 2ILeA (p))
B,p) = — Dt FTlantr)

(127 (Flanlp) + 2M1rs )

Leur comportement dans l'infrarouge dépend des hypothéses faites sur 'ansatz (6.57), et en
particulier, de la relation d’ordre entre 1 et 7’. Notons les fortes similitudes entre g(p) et u(p)
qui imposent (D + 1)3 — 21 = 0 dans l'infrarouge, de méme que dans le cas sans désordre. En
termes de groupe de renormalisation, cela signifie que 'hypersurface v = —1/3 est bien toujours
attractrice dans cette limite. Comme dans ’étude perturbative du paragraphe précédent, une
relation similaire lie les variances associées :

(D +1)Au(p) = 2ji(p) —3 0. (6.64)

Enfin, les équations auto-cohérentes sur les dimensions anormales découlent de I'introduction
de 'ansatz (6.57) dans I'énergie propre des flexurons. Elles s’écrivent [LeDoussal 2017] :

A =t 2 [ )" ] D=2 th@[ 1 Ap-a], (D=2 +Ay() Aclp—0q)
de J, ¢*(p—q)* D-1 kp—¢q) Elp-9q)? D-1 RE(p—q)?
R _ 2 (q)* (D —=2)Au(@) + As(q) Axlp —q)
Aﬁ<p>fm+dc/qq4(p_q)4 ) g
(6.65)

La encore, il est utile de définir une fonction X(n,n’, D) dont 1’évaluation correspond aux
intégrales de (6.65) modulo la dépendence en impulsion qui est factorisée [LeDoussal 2017] :

S(n.0, D) = ) PL(D/2 =24 0.2 9/2) , (g0, D)=%(n.D).  (6.60)
Le choix des ansatz (6.57) détermine le type de régime infrarouge atteint |[LeDoussal 2017] :

e 7 > 1 : régime controlé par les fluctuations thermiques

L’équation (6.61) impose alors Il > II,a > IIaa dans la limite des grandes longueurs.
Les deux équations auto-cohérentes (6.65) se réduisent alors & [LeDoussal 2017] :

_ D(D-1)%(n, D)
- dc(n, D) (6.67)
n =2n,

qui redonne 74, et un exposant anormal associé¢ au désordre 7 = 2194, de méme qu’en
(6.53). Ce régime correspond donc bien au point fixe Py.
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e A, = 0: membranes sans courbure spontanée aléatoire

Dans ce cas, les équations (6.65) se réduisent a :

D(D —1)%(n, D)

1=
dCH(na D) ’

(6.68)

ce qui correspond encore a P4 [LeDoussal 2017|. Aucun nouveau régime n’émerge sous ces
hypotheéses, ce qui infirme I'existence d’un point fixe non perturbatif en couplage décrivant
une phase plate vitreuse postulée dans [Radzihovsky 1991].

e 1/ <1 :régime controlé par le désordre

Dans ce cas, 'équation (6.61) impose I, < IIxa < IIaa dans la limite des grandes
longueurs, et (6.65) s’écrit [LeDoussal 2017] :

ntn’
| _pw- [22(*F1D)  ngy.0)5:.0)
4dC H(nan/aD) H(ﬁﬂ?'aD)z

(6.69)
D(D — 1) H(nlv D)E(’I?, 77,’ D)

1=
4d, (n,n', D)?

La seule solution de ces équations contintiment reliée a n = 7’ = 0 dans la limite d, — +o0
est un point fixe marginal, avec 7 = /. Dans la limite ¢ = 4 — D < 1, cette solution s’écrit

[LeDoussal 2017] :

3¢
— ) = O(e? 6.70
K 77s<<16-|—dc+ (6)7 ( )

ce qui permet d’identifier ce régime avec celui associé au point fixe Pg (6.55).

Dans la limite d. > 1, celui-ci s’écrit [LeDoussal 2017] :

., 2(D-1 (D) 1
= S0 d, (D ¥ 2> r0/2re—Dnj2 T <d2> ’ (6:71)

ce qui confirme le résultat (6.56).

Le caractére non-perturbatif en couplage des équations SCSA permet de donner des va-
leurs aux exposants anormaux dans des régimes inaccessibles aux développements étudiés
précédemment. En particulier, en D = 2, d = 3, ceux-ci deviennent [LeDoussal 2017] :

9
—_— / f—
BT 0T G

Ce résultat valide la conjecture de Morse et Lubesky ¢5 = 0 [Morse 1992] au-dela du
développement en couplage faible.

~ 0,449 . (6.72)

D’autre part, les auteurs de |LeDoussal 2017| ont également calculé la dimension critique
inférieure dans le régime correspondant au point fixe Ps :

. 1
Di(de) = 5 (1 ~dd, + /17 24d, + 16dg) = 170, (6.73)

qui est plutdt supérieur a la valeur prédite par le SCSA & P4 Di(d. = 1) ~ 1,41.
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en=netT >0

L’utilisation de n = 7’ directement au niveau de ansatz (6.57) conduit au régime précédent
dans l'infrarouge [LeDoussal 2017]. Le SCSA ne prédit donc pas de nouveau point fixe
marginal non-perturbatif en couplage.

6.1.3.4 Conclusion

En conclusion, du cété expérimental, un changement qualitatif de comportement est observé
dans les membranes cristallines lorsque la densité de défauts est augmentée [Lopez-Polin 2014]
ou lors du refroidissement d’une membrane défectueuse [Mutz 1991].

En revanche, le modéle théorique que nous avons présenté ne prédit pas de nouvelle phase
controlée par le désordre, a laquelle serait associée un point fixe attractif dans le diagramme de
flot de renormalisation, & température non nulle, a la fois dans les développements en couplage
faible, et par 'approche SCSA. L’application du critére de Harris permet de prédire 'existence
d’une phase vitreuse froissée [Nelson 1991], mais l’existence d’une phase plate contrdlée par
le désordre dans un régime non perturbatif en couplage postulée dans [Radzihovsky 1991] est
fortement mise en doute par le calcul SCSA [LeDoussal 2017|. Cependant, un point fixe marginal
P5 contréle le comportement du systéme a température nulle.

6.2 Meéthode de I’action effective moyenne

Nous allons & présent détailler les résultats obtenus & partir de la méthode de ’action effective
moyenne, qui fournit une alternative au SCSA pour explorer les régions non-perturbatives en
constantes de couplage du diagramme de flot de renormalisation. L’étude que nous menons
s’inscrit dans la continuité du travail effectué dans [Essafi 2012] pour étudier l'influence du
désordre sur la transition de froissement.

6.2.1 Action effective moyenne en présence d’impuretés
6.2.1.1 Flot de Paction effective

Comme nous cherchons encore & étudier le voisinage de la phase plate, nous pouvons effec-
tuer de nouveau un développement en puissances du gradient de champ de position, ’ansatz
utilisé sera encore de type LPA’. Afin de prendre en compte l'effet de désordre gelé, celui-ci est
affiné grace & un développement en champ et en somme de répliques libres (voir Chapitre 1)
[Coquand 2018 :

I [7] = lim 1 Z/ [ZkaAB A Py (0%74) (9%7)
ABY%¥

n—0n 2
(6.74)

1 A o - B A
+ gcz?glg (0T .0p7™ — CR20up T ™) (O™ .08 — (Z0mn JB) | + O((01)°,0°) |
ot JA est le vecteur dont toutes les composantes valent 1. A cet ordre-ci du développement en
champ, seules deux répliques différentes peuvent interagir, de méme que dans l'action pertur-
bative (6.31). L’énergie de courbure a été réabsorbée dans le changement de variables suivant :
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7o (Ze)R)VPF, e — (K)Z1)%cr, Co — (Z3/K)Y?C, pour faire apparaitre explicitement le
coefficient de renormalisation de champ Zj.

Il nous faut ensuite choisir une configuration d’évaluation, que nous prendrons encore égale
au minimum champ moyen de I’action, mais nous devons a présent spécifier sa dépendance dans
I’espace des répliques :

P =G JA e (6.75)

min
Nous pouvons alors évaluer la fonction a deux points F,(f) au minimum (6.75), qui nous donne
accés au propagateur ’ :
D) 4 55 [Fmin: P, —P] =20 0agdan — niCRoi0iap°0an — (i + i) (Epapsdan (6.76)
— D uklapp* Jan + AukCRoL0is0° Jan + (Axk + M) CipapsJas -

De méme que dans le cas sans désordre, sa structure en impulsion est simple & inverser grace a sa
décomposition sur des projecteurs orthogonaux. De plus, sa structure tensorielle dans I’espace des
répliques est également simple a inverser d’aprés (6.28). Définissons alors les notations suivantes :

e Fonction de coupure dans ’espace des répliques :

R{P (p) = Ri(p)6™® + ARy (p) TP . (6.77)

Partie diagonale en répliques du propagateur de flexurons :

Go(p) ™' = Zip" + R(p) - (6.78)

e Partie diagonale en répliques du propagateur de phonons transverses :

Gi(p)~" = Zup" + mCip® + Ri(p) - (6.79)
e Partie diagonale en répliques du propagateur de phonons longitudinaux :
Ga(p) ™" = Zip"* + (M + 2u)ip” + Ri(p) - (6.80)
e Partie du propagateur de flexurons contrélée par le désordre :
AGo(p) ™" = Awrp" + ARy(p) - (6.81)
e Partie du propagateur de phonons transverses controlée par le désordre :

AGi(p) " = Awrp® + AurCip® + ARk(p) . (6.82)

Partie du propagateur de phonons longitudinaux contrélée par le désordre :

AGa(p) ™t = Aep® + (Ak + 24,) P + ARk (p) (6.83)

7. Plus de détails sur I'obtention de ce résultat se trouvent dans I’Annexe E.
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e Projecteur sur 'espace externe :

Pl =605 — 6505 - (6.84)

e Partie sans masse du dénominateur des propagateurs sans désordre P(q) :

P(q) = Aprq* + ARg(q) - (6.85)

e Partie sans masse du dénominateur des propagateurs contrélée par le désordre :

AP(q) = Awkq* + ARk (q) - (6.86)

Le propagateur complet en présence de désordre gelé s’écrit alors dans la limite n — 0 :

Gé‘? (p) = <G0(P)P£3 +Gi(p)Pis + Gz(P)Poeﬁ) 547

[ Go)? r | G or | Ga)? L1 4B (6.87)
<AGo(p) oo T 3t RGalp) > T

L’équation (6.76) permet alors d’identifier chacune des constantes de couplage ainsi que Zy,
(2

a partir de I';”’, de fagon analogue & (3.188) dans le cas sans désordre :

P E A
k= §d(p2)2 k,D+11,D+11 [r,p, _p] orr + Bxk

1 d [ (2) o }

Pk = =555 [ TPy, =P + Ak
2 dp? k,D 1,D1[ ] o I
1 d 2 .

Ak = Z dp? [FI(ijLDl 7 p, —p]] = e+ Dok + B
k pD p2:07F:Fmin

(6.88)

1 d? 2) .
Ak = ) d(p?)?2 Ly bi11,p412 [T5P7 _p]

p2:07F:Fmi7z

p p2:07F:Fmin
1 d (2)
Akk:_zz[rkpum[rvpv_?? — Ak -
\ Ck dpD T P?=0,"=Fmin

L’obtention des équations de flot se fait de la méme facon qu’auparavant, grace a 1’équation
(3.190) qui relie les dérivées des couplages par rapport au temps de renormalisation ¢ & celles
de F,(f). Ces derniéres sont données par 1'équation de Wetterich (3.191), qui inclut & présent une
trace supplémentaire sur les indices de réplique. A cause de la structure a priori non-triviale de
la fonction de coupure RfB (p) dans espace des répliques, la définition des fonctions de seuil

utilisées doit étre aménagée (voir Annexe F). Par exemple, la famille de fonctions la plus utilisée,

lD+a

abe > est remplacée par une famille de fonctions & quatre indices :

1 4
S ) / ¢“Co()*Cr(q)Calq)°AP(g)" (6.89)
4up q
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Cependant, en pratique, ARy ne joue aucun role notable, il est donc possible de travailler directe-
ment avec une fonction de coupure diagonale dans ’espace des répliques, auquel cas les fonctions
de seuil & quatre indices s’expriment en fonction de leurs homologues a trois indices utilisées
précédemment, ce qui simplifie considérablement les expressions. Par exemple, la fonction (6.89)
devient sous ces conditions :

=D+ ——d sD+a+4d
labc; = A.L:k: labca . (690)

Les équations de flot obtenues de cette facon sont valables & la fois & la transition de frois-
sement et dans la phase plate. Leurs expressions, assez longues, se trouvent dans I’Annexe E.
Elles se simplifient dans la limite de phase plate, de méme que dans le cas sans désordre, mais
pour cela, il nous faut d’abord étudier le flot du paramétre d’extension (.

6.2.1.2 Flot du paramétre d’extension (i

Nous allons procéder de la méme maniére que dans le Chapitre 3, en étudiant le potentiel
effectif Uy, dans une configuration plate quelconque. Celle-ci est définie par :

P = E T2 . (6.91)

Le potentiel effectif est minimisé lorsque & = (j, par définition. Dans la configuration (6.91), le
potentiel effectif s’écrit simplement :

1nD

Ui(§) = Tk [Ffiat] = lim *?(EQ - C/%)Q(?(Mk — ) + DA — nAyg))
noen (6.92)

~ (€= @)+ DN

Son expression est exactement la méme que dans le cas sans désordre (3.202). Caractériser (j
comme le minimum revient a imposer :

dU () ’
dc le=a,

—0. (6.93)

Pour obtenir le flot de (i avec ’échelle courante, il suffit alors de dériver cette derniére équation
par rapport a t :

dU(§) d

22U,
=0 = 2
dg L—CJ de?

() |,

O

[0 (6)] ‘ ~0. (6.94)

+ 20
k
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Le flot de Uy, découle de I’équation de Wetterich (1.45), mais évaluée en sy

1 1
0tUk(§) = ) /qatRk(Q) (d— D){qu4 I Rk(q) T (Ak% +/~Lk)(§2 _ C’%)qg
n Arg 2}
(Zha* + Re(a) + (W3 + ) (€2 - P)a?)
1
+D- 1){ Zrg* + Ri(@) + (5 + 1) (62 — ¢Ha® + mn€2q?
N +Ap,k§2q2 } (6.95)
(qu‘* + Ri(q) + (M + i) (€2 = CH)g® + uk£2q2)2
+ 1 x { 1
Zeg* + Ri(q) + (WS + 1) (€2 — (H)a® + (A + 2uk) €242
N Arrg* 4+ (Axi + 28 ,1) %62 i }] 7
(Z0a* + Bil@) + (B + 1) (€2 = GR)a> + O+ 20)€%°)

ce qui, une fois combiné avec (6.94), conduit a ’équation de flot suivante pour le paramétre
d’extension adimensionné :

=2 —2 8vp — D \-D+2 — D \-D+2
01l = — (D — 2+ m)C, + m [(d - D){ (/\k§ + Nk)llooo + (/\k§ + Mk)lzom}

- D _ \-D+2 — -D+2 - D _ \-D+2 — D _ \—— =2-D+4
+ (D — 1){ ()\k§ + 2Hk)lo1oo — Aurloroo + ()\k§ + 2!%)10201 + (Akg + 2#k)Aukalozoo}

— D+2 _ \-D+2 — —  -D+2 — D+2 — \-D+2
+1x {(Ak 9 + 3Nk)l0010 = (Axk +281) o010 + </\k + 3/%)50021
— D+2 N\ —  =2-D+4
+ (>\k + 3Mk> (Axg + 2A#k)Ckloogo }] .

(6.96)

De méme que son homologue dans le cas sans désordre (3.207), (6.96) admet un point fixe
a l'infini correspondant & la phase plate. Les équations de flot dans la phase plate sont donc
obtenues de nouveau par le découplage des fonctions de seuil associées aux phonons acoustiques.

6.2.1.3 Flot de renormalisation dans la phase plate

En plus du découplage des fonctions de seuil associées aux phonons, nous écrivons les équa-
tions de flot de la phase plate dans le cas d’une fonction de coupure diagonale dans ’espace
des répliques, a l'aide des fonctions de seuil & trois indices grace a (6.90). Le flot du paramétre

d’extension adimensionné (; dans la phase plate est donc donné par les termes en bleu dans
(6.96) :

=2 -2 4dv D42 — =D+6
001G = —(D — 2+ ) (, + fDdc(lloo + Awrlogy ) - (6.97)
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Dans la limite de désordre nul A,y — 0, 'équation du cas sans désordre (3.208) est bien re-
trouvée. La dépendance du flot (6.97) dans les parameétres du désordre associés aux contraintes
locales aléatoires se trouve dans ny.

Les équations de flot des constantes de couplage élastiques s’obtiennent & partir des expres-
sions de I’Annexe E. Comme dans le cas sans désordre, les équations les plus simples dans la
phase plate sont obtenues pour le jeu de variables (,u?B ) be ) et non (,u?B , )\ﬁB ). L’expression du
changement de variables découle de la généralisation de la définition de b (3.113) au formalisme
des répliques :

1
e =i sor or (DX +2417)
AR 2,

_ [Mk(D)\k-i-Mk) SAB _

Ak + 2p

= b 648 — Ay, JAB

D (A + 285p17) — 20 (Axwpir — 286 (Ar + Mk))] JAB
()\k + 2,uk)2

(6.98)

Les équations de flot de la phase plate dans ce formalisme sont alors données par [Coquand 2018] :

_ _ 8upde _o [-D+4 -+ -=D+8
Ot = (D — 4+ 2mp) 11, + mﬂ% [5200 + 28 k300 ]
— — 8upde _ [~ -D+4  —— —— =D+8 —2 _ =-D+12
Ak = (D — 4+ 2m) Apr, + mﬂk [2Auk1200 + 48k Apklzoo — AgrBrlaoo ]
- = 4D+ 1)vpdes2 [;D+4 . D+8
Otb, = (D — 4 + 2 )by + mbk [lzoo + 2Axkl300 }
4(D+ 1)vpde— _

Ay = (D — 4+ 2ny) Ay + —D+12]

A 7P+ A A, P8 2 -
D(D + 2) b, |:2Abkl200 + 4AI€]€Abkl3OO - Ankbklzloo
(6.99)

En particulier, nous retrouvons le facteur (D + 1)/2 (en rouge) et les grandes similitudes de
forme entre les équations de flot sur by et uy, qui est le signe que (D + 1)5k — 21, s’annule encore
dans l'infrarouge dans le formalisme LPA’ en présence de désordre [Coquand 2018, tout comme
dans le formalisme SCSA. En effet,

by dvp D44 =D+8\ b - _
Oy (/%) L)) de(l300 + 20kkl500 )ﬁ—k (D + 1)by, — 2] , (6.100)

et le terme en bleu est toujours positif. De plus, le flot de la quantité équivalente en termes de
constantes de couplage associées au désordre en supposant (D + 1)b, = 2fi,, s’écrit :

A 8vp Jis 2 - — —
o, <5k> _ D d A T P I(D + 1) By — 28] (6.101)
Auk/ DD +1)(D+2)A,;

donc I'hypersurface (D +1)Ay, — ﬁuk = 0 est également attractrice dans 'infrarouge. Sous ces
conditions, de méme que dans les calculs effectués dans les autres approches étudiées jusqu’a
maintenant, nous pouvons réduire le jeu de constantes de couplage utiles a la description du

probléme a (fig, Ak, Awk)-
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Sur cette hypersurface, ’équation de flot de A, se simplifie :

8up Zlik‘zuk

Ok = Milpk + DD +2)?

|(8D% +25D + 12)Iagq" — 4(D? +5D + 3)as®| . (6.102)
Le domaine A, = 0 est donc stable sous I'action du flot de renormalisation, méme au-dela
du développement en couplage faible, ce qui permet d’y chercher d’éventuels points fixes non-
perturbatifs postulés dans [Nelson 1991].

Finalement, se placer sur I’hypersurface permet de simplifier également ’expression des di-
mensions anormales, exprimées ici grace a la fonction de coupure R} (q) = (k* — ¢1)O(k* — ¢*)
[Coquand 2018] :

32up(D — 1)(D + 8) 2D, Ak + (D + 4) (7 — Apy)]

= TN b — A
D(D +2)(D +4)(D + 8) + 32vp(D — 1) [2Di, Ay + (D + 4) (7, — A i) (6.103)
8up Ak 9 =D+4 2 —D+6
= 20 + m [(SD +25D + 1299 — 4(D” + 5D + 3) gy } ‘

La structure de 7, en fraction rationnelle dont le dénominateur est un polynéme inhomogéne
est la source de contributions non-perturbatives en constantes de couplage dans les équations de
flot de la phase plate (6.99).

Les solutions des équations de flot de la phase plate (6.99), (6.102) et (6.103) dans les
différents régimes de dimension sont analysées dans les paragraphes suivants.

6.2.2 Membranes sans courbure spontanée aléatoire

Nous commengons par le régime A, = 0 étudié dans [Nelson 1991, Radzihovsky 1991], ou
nous rappelons que le développement en couplage faible ne prévoit pas d’autre point fixe que
P4, de méme que le SCSA [LeDoussal 2017]. Il existe cependant une région dans laquelle les
constantes de couplage sont emmenées par le flot vers une zone de trés fort couplage, ce qui pose
la question de I'existence d’un point fixe non-perturbatif attracteur dans une région de couplage
fort, a priori accessible par le NPRG.

Dans ce régime, les équations de flot de la phase plate sur Uhypersurface (i, A, 0) se sim-
plifient :

320p(D — 1)(D + 8) (7, — Dt
D(D +2)(D + 8) + 32vp(D — 1) (. — A k)
8upd. _9:D+4
— 6.104
DD+ Q)Mk 200 ( )
16vpd, _
D(D +2)"

Nk =

Oty = (D — 4 + 2mp )11y, +

— -D+4
Auklmo

A = (D — 44 2n5) Apg +
Ces équations de flot n’admettent pas de point fixe autre que P4 pour D < 4. 1l existe cependant
une ligne d’instabilité correspondant & ’annulation du dénominateur de 7, rendue possible par

l'occurrence de A, avec un signe « — » :

D(D 4 2)(D +8) + 32up(D — 1)(7iy — Aup) =0 . (6.105)
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Une divergence de la dimension anormale n’est pas possible dans le cadre de développements en
couplages faibles ol le dénominateur de 7 ne peut pas s’annuler, et est donc une caractéristique
du développement LPA’ utilisé.

Le diagramme de flot dans le plan (i, A,,) se trouve sur la Figure 6.5. Tout comme dans le cas
perturbatif, la quasi-totalité des trajectoires sont attirées par P4 dans la limite infrarouge. Les
trajectoires ayant des conditions initiales 1 < Zu sont attirées vers des régions de fort couplage
dans le développement LPA’ aussi, plus précisément vers la ligne d’instabilité du flot (6.105) ou
la dimension anormale diverge. Cependant, elles se recourbent en un temps de renormalisation

trés court, et convergent vers le voisinage de Py.

\
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\
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\
0.2 .
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P )
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0 02 0.6 1 H/ 0 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 6.5 — Diagramme de flot NPRG sur la surface A, = 0 en dimension D = 3.99, avec d, = 1. A
gauche : agrandissement du voisinage de l'origine. Le point fixe P4 attire les trajectoires dans la limite
infrarouge. A droite : & plus grande échelle, les trajectoires se rapprochent de la ligne d’instabilité du flot
(6.105) avant de converger vers le point fixe de phase plate. La zone grisée n’est pas accessible par des
systémes avec des conditions initiales physiquement acceptables.

Il existe cependant une zone du diagramme aux trés faibles valeurs de 1z, dont les conditions
initiales engendrent des trajectoires qui s’écrasent sur la ligne de singularité en un temps de
renormalisation fini. Ce résultat appelle quelques remarques :

e la divergence des fonctions 8 des constantes de couplage élastiques n’est pas reliée & une
divergence des propriétés élastiques physiques du systéme, mais bien de la dimension anor-
male 7, (voir (6.104), seul n, peut diverger). Ceci est probablement un signe que le modéle
utilisé n’est plus valable dans les régions ou la valeur moyenne du module de cisaillement
o est tres petite devant sa variance A, et ol lidentification de n & partir de la partie
des propagateurs controlée par les fluctuations thermiques (voir (6.34) et (6.37)) devient
problématique. La définition méme des coefficients de 1’élasticité comme des moyennes
de variables aléatoires petites devant les variances de ces mémes variables est d’ailleurs
pathologique ;

e sila conjecture de Nelson et Radzihovsky selon laquelle le systéme subit sous ces conditions
une transition de phase vers une phase plate vitreuse [Radzihovsky 1991] est correcte, il
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se pourrait que notre description simple soit trop naive pour bien décrire la physique de
ces objets dans ce régime;

e puisque 'émergence de la ligne d’instabilité (6.105) est une conséquence de I'écriture de 7
dans le développement LPA’ 'existence de cette ligne, ou d’une autre ligne d’instabilité
aux ordres suivants du développement des équations NPRG en puissances du champ et de
ses dérivées, n’est pas évidente. Une étude des ordres suivants, similaire & celle effectuée
dans [Essafi 2014], pourrait apporter de premiers éléments de réponse;

e les ordres de grandeur de A, nécessaires pour atteindre la singularité font douter de la
pertinence de ces considérations pour des systémes réels. Par exemple, si D = 2, I’équation
(6.105) s’écrit :

20m+p—A,=0. (6.106)

De plus, cette ligne existe encore si A, # 0, mais d’aprés (6.103), Patteinte du régime
d’intabilité est d’autant plus difficile que A, est grand.

L’éclaircissement de cette situation est un travail en cours.

En conclusion, pour des membranes sans courbure spontanée aléatoire, le NPRG ne prédit
pas de nouveau régime infrarouge dominé par les paramétres du désordre, mais il n’exclut pas
non plus la possibilité de ’existence d’une phase plate vitreuse a forte variance des coefficients
d’élasticité.

6.2.3 Membranes réelles : D=2, d =3

Afin de mieux décrire le régime de fort désordre et basse température, notamment le point
fixe P5, nous avons établi qu’il est préférable de travailler avec la variable g, = A, au lieu
de Aj. Le diagramme de flot du systeme en D = 2, d = 3 sur I'hypersurface (71, A,,g,) est
représenté sur la Figure 6.8. Il présente quatre points fixes :

e Point fixe gaussien P; :

Il est encore répulsif dans toutes les directions.

e Point fixe de phase plate P4 :

Ce point fixe est encore attractif dans toutes les directions, la phase plate des membranes
cristallines est donc stable en présence de désordre, au moins a densité d’impuretés modé-
rée, et & température suffisamment forte. Sa position est :

{ﬁ* ~6,21; g, =0; A = 0} . (6.107)
Il est caractérisé par les exposants anormaux suivants [Coquand 2018 :
ny~0,849 |, =2, (6.108)

en accord avec les développements en couplage faible (6.53) et le SCSA (6.67).
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e Point fixe de température nulle Py :

0.1734 |

0.1732 |

0.1730 |

0.1728 |

0.1726 |

Comme dans les approches précédentes, il se situe sur la surface g =0 :
{ﬁ*:o; gh~12,7; 3225,61}. (6.109)

Les dimensions anormales 4 Py ont été calculées avec chacune des trois fonctions de coupure
(3.199). De plus, afin d’améliorer la précision du résultat, celles-ci ont été définies & une
constante prés qui a ensuite été ajustée de fagon a minimiser la dépendance de 75 et 7} en
cette constante (voir Figure 6.6). Les valeurs finales sont [Coquand 2018] :

ns ~ 0,449 | 7k ~0,227 , ¢5~ —0,173 . (6.110)

Les trois premiers chiffres de ’exposant 75 sont les mémes que ceux prédits par le SCSA
(6.72). Cependant, le développement LPA’ prédit un exposant ¢5 non nul. Par conséquent,
Ps5 n’est pas dans ce formalisme un point fixe marginal, mais un point fixe dominé par
le désordre doté d’un bassin d’attraction non-trivial. Cela signifie en particulier que des
systémes & température non-nulle présentant une densité d’impuretés suffisamment élevée
sont décrits dans la limite des grandes distances par les lois d’échelle universelles & Ps,
ou autrement dit, qu’il existe dans les membranes cristallines une phase plate dont le
comportement est contrdlé par les impuretés plutot que par les fluctuations thermiques,
et qui est stable & des températures T # 0.

n 3
5 Rk(Q)
0,17334 3
° Rk(Q)
0453 |
0,17309
0452 |
°
0451 |
0.450 |
0,44914
0,44891
P ,
oss9 [ . d . . . .
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 Q 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 00 &

FIGURE 6.6 — Evolution de ¢5 (4 gauche) et 15 (a droite) en fonction du paramétre d’ajustement o des
4 4
fonctions de coupure R2(q) = a Zpq*/(e9 /%" — 1) et R3(q) = a Zpkte 1'/F",

La dimension critique inférieure peut également étre évaluée en remplagant n, par 2 — D!
dans les équations de flot (6.99) et (6.102). La recherche de points fixes peut alors s’effectuer
analytiquement. La combinaison de la position des points fixes & D% comme des fonctions
de D, 'expression de 1y (D) (6.103) et 'équation D! = 2 — n(D!) donnent une équation
que D vérifie si D = D!. Cela donne & Ps :

Di(d=3)~1,71 , Di(d.=1)~1,67. (6.111)

Le deuxiéme résultat est mentionné pour permettre la comparaison avec la valeur calculée
par le SCSA (6.73) [LeDoussal 2017|. L’accord entre les valeurs prédites par les deux
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méthodes est bon. D’autre part, d’aprés (6.73), le SCSA prédit Di(d = 3) ~ 1.74, en bon
accord avec le résultat NPRG également. La valeur de D est plus élevée que sa valeur a
P4 qui est Di(d = 3) ~ 1,33 dans le calcul NPRG. Ceci est cohérent car 15 < ny : les
fluctuations thermiques sont plus fortement anharmoniques en ’absence de désordre donc
leur effet stabilisateur est plus important. Cependant, la conséquence majeure, a savoir
D! < 2, qui garantit la stabilité des deux types de phases plates pour des systémes réels,
est la méme dans les deux cas.

Point fixe de transition P, :

Le développement LPA’ prédit I'existence d’un nouveau point fixe P situé en :

{ﬁ* ~0,899; 5, ~ 10,6 ; A, ~ 4, 85} : (6.112)

Il est caractérisé par les dimensions anormales suivantes [Coquand 2018| :
ne =1, ~ 0,492 | (6.113)

le point fixe est donc marginal.

Le jacobien du flot peut étre diagonalisé au voisinage de P¢. Il posséde une valeur propre
négative & ~ —0,131 associée & une direction essentielle, autrement dit, P, décrit une
transition de phase du second ordre entre les phases dont les lois d’échelle aux grandes
longueurs sont données par P4 et P5. La valeur propre &, permet de définir un exposant
critique universel

ve=—-1/& , (6.114)

associé a la divergence de la longueur de corrélation ®. En I’absence de connaissance de la
quantité précise controlant le passage d’un bassin d’attraction a 'autre (qui est une com-
binaison de la température et des densités de défauts), nous ne pouvons malheureusement
pas donner de définition plus précise de cet exposant.

Afin d’améliorer la précision de nos estimations numériques, les valeurs de 7. et £, ont été
calculées avec les trois fonctions de coupure (3.199). Ces fonctions ont été définies a une
constante prés, qui a été ajustée de fagon & minimiser la dépendance des exposants en sa
valeur (voir Figure 6.7).

L’équation sur DY peut également étre résolue a Pg, ce qui donne [Coquand 2016] :
Di(d=3)~1,67, (6.115)

un résultat cohérent avec la relation d’ordre ng4 > 1. > ns.

Le désaccord entre le NPRG et les développements en couplage faible vis-a-vis de 'existence

de P, et du caractére non marginal de Py sera traité dans le paragraphe suivant dans une

dimension appropriée. Il est plus étonnant que ce point fixe, non perturbatif en couplage, semble

contredire les conclusions du calcul SCSA |LeDoussal 2017]|. Notons cependant que :

8. De méme que v, a la transition de flambage par exemple.
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FIGURE 6.7 — Evolution de &, (a gauche) et 7, (a droite) en fonction du paramétre d’ajustement o des
4 4 4 4
fonctions de coupure R?(q) = a Ziq?/(e? /¥ —1) et R}(q) = a Zpke 9 /F".

e le SCSA repose sur des bases différentes des approches du groupe de renormalisation. En

particulier, les lois d’échelle aux grandes distances sont obtenues gréce a des ansatz pour les
quantités dépendantes de I'impulsion, et non des points fixes dans I’évolution de ces mémes
paramétres avec I’échelle courante k. Notamment, pour atteindre un régime contrélé dans
le langage du groupe de renormalisation par un point fixe donné, le SCSA doit choisir un
ansatz dans le bassin d’attraction de ce méme point fixe.

C’est par exemple ce qu'il se passe pour Pg3 dans le cas sans désordre : un ansatz k(p) ~ p~"
sans précision supplémentaire donne une équation auto-cohérente dont la seule solution
acceptable est 74 (voir Chapitre 3). Pour calculer 73, il est nécessaire d’effectuer tout le
calcul avec Z(p) = 0, ce qui revient dans le langage du groupe de renormalisation & se
placer dans le bassin d’attraction de Pg.

Comme la forme du bassin d’attraction de P, qui est un point fixe auquel aucune des
constantes de couplages utilisées ici ne s’annule, n’est pas connue aujourd’hui, nous ne
savons pas avec certitude si les hypothéses présentées dans la section précédente, qui
concluent & l'absence de solutions des équations SCSA pour un point fixe marginal a
T > 0 différent de Py, ne sont pas contradictoires avec la description de ce point fixe car
les ansatz utilisés se trouvent hors du bassin d’attraction de P, et ne peuvent donc décrire
que les régimes infrarouges associés a P4 et Ps.

le développement LPA’ prédit une valeur de 75 trés proche de celle prédite par le SCSA,
mais dans ce premier, le point fixe n’est pas marginal. Cela suggére un désaccord de fond
sur les prédictions des deux approches. Puisque dans le développement en € & 'ordre le
plus bas Py est marginal (6.55), ainsi que dans 'ordre dominant du développement en 1/d.
(6.56), il n’est pas étonnant que les équations SCSA, construites pour interpoler entre ces
deux régimes, reproduisent ce résultat. Il serait intéressant d’examiner des raffinements
de cette méthode, comme ceux présentés dans [Gazit 2009]|, qui construisent les équations
SCSA en injectant des ansatz auto-cohérents non pas dans les équations RPA, mais dans
le développement analogue, valable a ordre sous-dominant en 1/d,.

La clarification de cette situation est un travail en cours.

En conclusion, le développement LPA’ prédit une transition de phase dans les membranes
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g uk
FIGURE 6.8 — Figure extraite de [Coquand 2018] représentant le diagramme de flot quand D = 2 et

d = 3. Les deux points fixes P4 et Ps sont complétement attractifs. Le point fixe P instable dans une
direction contrdle la transition entre les bassins d’attraction associés a ces deux points fixes.

cristallines & forte densité d’impuretés, ou basse température. Le paramétre précis controlant
cette transition est cependant aujourd’hui inconnu. Comme il est un peu prématuré d’identifier la
phase dont les lois d’échelle sont données par P avec la phase plissée observée dans les vésicules
partiellement polymérisées lors de leur refroidissement [Mutz 1991|, nous appelons cette phase
« phase plate rugueuse ».

6.2.4 Développement au voisinage de D] , D =4 —¢

Afin d’établir une comparaison qui a du sens entre le développement LPA’ et le développe-
ment en €, nous pouvons étudier les équations de flot de renormalisation du NPRG en dimension
D=4—¢.

6.2.4.1 Equations NPRG a ’ordre dominant

D’aprés les résultats du Chapitre 3, il est attendu que le développement LPA’ en puissances
du gradient de champ de position ne reproduise pas exactement 'ordre sous-dominant de la
théorie de perturbations usuelle. Nous nous contenterons donc d’étudier le premier ordre non-
nul. D’autre part, nous centrerons notre analyse sur Py et P puisqu’il ne semble pas y avoir de
désaccord important & P4. Les propriétés de ces points fixes en dimension D = 4 — € sont :

e Point fixe de la phase plate rugueuse Pj5 : Sa position & l'ordre le plus bas est :

48m%e v 2472
U ”5}, (6.116)

{“ =0 = M T 64
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en parfait accord avec (6.54).
Il est caractérisé par les dimensions anormales suivantes :

 3e B _(27+5dc)d052
P <1 6+ d, et 2006+ d,)3

La marginalité de P5 est donc vraie & une boucle, mais semble étre perdue & ’ordre sous-

" +0(e%) , ms=m+ds ¢ +0(%) . (6.117)

dominant. Il n’y a donc pas en ce qui concerne P5 de contradiction entre le développement
en ¢ et le développement LPA’.

En revanche, la relation (6.56) n’est pas vérifiée. Cela fait écho au résultat déja observé
dans le Chapitre 3 pour la théorie sans désordre selon lequel les prédictions du développe-
ment LPA’ et du calcul & une boucle en 1/d. différent quantitativement, méme si ici les
conséquences sont plus drastiques.

e Point fixe de transition P, :

La position de P, a l'ordre le plus bas en € est :
_, AT*(27+do)e?  _,  8rle o 24w
T 6+d)? T 6+d TP 6+d )

ses coordonnées étant les mémes que celles de Py a 'ordre ¢, il ne peut pas apparaitre

(6.118)

comme une solution des équations de point fixe des fonction 8 & une boucle. Il est carac-
térisé par les dimensions anormales :

3e
= O(E?) , nt = ns+0(), 6.119
B 6 d (€) s =, s+ O0(7) (6.119)
et est donc bien marginal. La valeur propre répulsive &. associée a la transition de phase

entre Py et P est :

(27 + 5d,.)d, €*

T G rd)E TOE) =9+ O0E) (6.120)

Comme elle est d’ordre €2, elle ne peut étre décrite par le flot de renormalisation & une
boucle en &, ce qui est cohérent avec la conclusion précédente sur la proximité des points
fixes.

L’image qui se dégage de I'analyse des équations NPRG est la suivante : en D =4 — ¢, la
séparation entre les deux points fixes Py et P¢ est d’ordre €2. Le calcul & une boucle n’a
donc pas la résolution suffisante pour les séparer et attribue de fagcon erronée le caractére
répulsif et marginal de P, a P5. Insistons cependant que cette proximité pathologique des
deux points fixes n’est vraie qu’au voisinage de D = 4, et n’est en particulier pas vraie en
D = 2 pour des systémes observables.

11 est plus délicat de discuter du désaccord avec le développement en 1/d. et le SCSA qui
sont a priori non-perturbatifs en €, méme si encore une fois il n’est pas attendu que les
résultats du NPRG soient exactement reproduits par ces schémas d’approximation dans
cette limite.

L’analyse comparée des développements LPA’ et ¢ < 1 peut étre étoffée par 'examen des
ordres supérieurs du développement en couplage faible, dans lesquels il est attendu que P5 et
P, puissent étre discriminés.
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6.2.4.2 Développement a deux boucles

Le calcul a l'ordre sous-dominant que nous avons effectué est une généralisation de celui
présenté dans le Chapitre 3 en présence de désordre gelé, réalisé sur la théorie effective obtenue
par intégration sur les phonons. Grace aux fortes symétries entre les termes diagonaux et non-
diagonaux dans ’espace des répliques, les intégrales intervenant dans ce calcul sont les mémes
que celles du calcul sans désordre ; en particulier, la théorie effective est encore non-divergente

dans linfrarouge, ce qui nous permet d’utiliser sans danger la régularisation dimensionnelle.
Les régles de Feynman sont celles que nous avons utilisées jusqu’a présent modulo la pré-

sence de contretermes dans l'action générés par les contributions & une boucle. Ceux-ci sont les

généralisations naturelles dans l’espace des répliques des contretermes définis dans (3.123) :

ik = 3 [ A2 @ @) (0% @) + 3 [ 0k @00 @) REE @~ 0) 07 () 0uh” 1)

ABYZ A,BY Y

DNE G (0Pha(a)) (o )+ 2 [ o @0 @)kl - ) 20027 )

_ Z/ ZK6AB —2ZARJAB (82hA(17)) (82hB(x))

+ Z / (Bah™ (z).05h" (z)) [Zb BNz — ) + Zp p M — y)] (9.0 (y).04h™ (v))

-3 /I T  (8uh™ ().00h% (2)) [zAb Ay N4z — ) + Za, Ay Mz — y)] (8:h” (). 02 h(y)) -
(6.121)

En schéma minimal, les contretermes sont simplement donnés par les parties divergentes des
contributions & une boucle. Cependant, pour prendre en compte la présence de D explicitement
dans I’action, nous rappelons que nous avons choisi d’effectuer un développement partiel en € ol
les occurrences de D venant de I’action ne sont pas développées (voir Chapitre 3). En pratique,
cela revient & remplacer le facteur 5 du contreterme associé a b, qui est en réalité un D + 1, par
5 — e. Les contretermes s’écrivent alors :

e Contreterme de champ :

cip A B 5((b+2u)(1+ Ak) — (A +24,)) A8 DOK(By+24,) g

= N =
N 9672 ¢ 9672¢

(6.122)

e Contretermes de vertex :

aA m B

e = DW= G NG £ G )
bA nB
[ d(1+2Ak) up  (5—e)bde(bAZ — 285(1 + 2A:)) T+ abmn
- [ 192n2 o 19272 N )
2 2
p2de(1+20,) ap | dep(pA =38, (14200)) gl 2 rab
— | HE T 2R, JAB| prabmn(py
[ 0672 ¢ * 9672z 9

(6.123)
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Les expressions des graphes étant longues, elles ne sont pas données ici. Elles se trouvent a la
fin de I’Annexe D.

Finalement, les fonctions 8 & deux boucles en présence de désordre s’écrivent :

2
_ pde(2A, +1)
Bu = (—e+2n)p+ 062

(T + 1)BA +1) — (480 + D(ITA) + 944,) +94(An +1)(3A + 1)
5529671

50%d.(2A, + 1
ﬂb — (_5+ 277)b+ #

19272
5b%de (= 3bde(2Ax + 1)% +5b(Ax + 1)(3Ax + 1) — 5(4A, + 1)(Ap + 14A,) + 7T0(Ax + 1)(3Ax + 1))
_|_
11059274
_ pde ((40k +2)A = Afp) pde 2
Ba, = (—e+2m)A, + o e [ 34b(A s + 1) (A% + (=34, — 1A,

+51A,AZ — 2(4A, + 1)AL(1TAy + 94A,) — 188(Ay + 1)ALE + 94(Ax(9A, + 8) + 2)AMM]

5bde (Ap(4Ak +2) — bAY) 5bd..
Ba, = (—e+2n)A + 10272 * 1105927

+b(Ap(=9de(2Ak + 1)% + 5A,(9A« + 8) + 10) + T0AZ (3A, — 2(Ax + 1)) — 10A,(4A, + 1)(Ap + 14A,,)
+ 1400 (A + 1) (30, + 1)#]

[Qb%i(dc(am 1+3) = 5(An +1))

50 (Ap + 2A,.) A,
= AK‘ — Ll
Ban=n 9672 22118472

+ 150(Ap + 2A,)% — 8u(175A5(Ak + 1) 4 37dc(2A, + 1)A, +50(A, + 1)A,) + 148dCAiM2]

[5(19b2dCAi — 252, (190 (20, + 1) + 10(Ax + 1)) + 2006(Ax + 1)A,,)

B4 ((b+2u)(1+ Ag) — (A +2A,)) 1
= 9672 22118471
+10b(A5(—19de — 10)(2A, + 1) + 20((—=8Ax — 1) Ay + A (28 + 3)p + 1)) + 50(Ap + 24,)°

— 811(25A4(1 — 4A,) + (37de + 50)(2Ax + 1)A,) + 4p® (37de (3Ax(Ax + 1) + 1) + 50(A, + 1)(2A, + 1))]

[562(19dc(1 +300(1+ Ax)) +10(A, +1)(2A, + 1))

r_ BAK
n =n+ A, .

(6.124)

Il n’est pas simple de résoudre analytiquement les équations de points fixes associées avec au-
tant de variables. De plus, comme ’expression de I’hypersurface utilisée pour réduire le nombre
de variables dépend explicitement de D, elle n’apparait pas naturellement comme une hyper-
surface attractrice dans le développement en € au-dela de l'ordre le plus bas. Nous devons donc
travailler avec les cinq constantes de couplage u, b, A, Ay et A,. Pour étudier 'approche des
points fixes gouvernés par le désordre, suivant I’approche de [Morse 1992], nous remplagons A,
qui diverge a Ps, par g, = nA, et b par g, = bA,.

Cependant, puisque les positions de P5 et P¢ & une boucle sont confondues d’apres le dé-
veloppement des équations NPRG en ¢, il est possible de chercher toutes les expressions des
constantes de couplage a 'ordre O(g?) qui se raccordent a (6.54) a Pordre O(g), et qui annulent
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les fonctions 3 a I'ordre O(g%). Les solutions sont données par :

P = c,e? +0(e%)

ekl
247%e  36m%(9 +26d.)e?  d.(24 +d.)e?
; _ 7T5_ 7T( 3)€ —c, ( )25 —I—O(€3)
e<1 6+ d, 5(6 + d.) 2(6 + d.)
482 e 24(45 + 2d.(d. — 27))e? de(24 + d.)e? 3
- o O
b <1 5(6 + d,) 25(6 + d..)3 “ 56+ do)? +0() (6.125)
4872 27%(9 + 26d,.)e> 2 + 54d.. + d?
g = 8mee  T2m°(9 + 26d.)e _Cu(7 +5 +C)€+O(53)
e<1 6 +d. 5(6 + d¢)3 2(6 + d.)?
. 96m2e  48(45 + 2d.(d. — 27))e? 72 + 54d.. + d?)e
g e AU e =21 e, o).
e<1 5(6 4+ d.) 25(6 + d.) 5(6+d.)
Le coefficient ¢, n’est en revanche pas déterminé. En effet, la fonction 3, est telle que :
71"2 7T2 7T2 71"2
Bulp=cpe® Ay =22 Ay = 5%g+ e O = e gy = 75%22 =2 = oY), (6.126)

et ce quelle que soit la valeur des corrections & ’ordre sous-dominant. Les valeurs propres de la
matrice jacobienne associée au flot de renormalisation au point fixe de position ¢, sont données
par :

e’
Sp(Je,) =4 — g iEifigier . (6.127)

Dans le cas ou ¢, = 0, ce qui correspond & la situation a une boucle, le point fixe est bien
marginal, mais s’il existe un point fixe avec ¢, # 0, celui-ci est répulsif dans une direction,
comme attendu pour Pe.

Pour expliquer pourquoi le calcul a deux boucles ne permet pas de déterminer la valeur de
cyu, considérons le raisonnement suivant : P¢ est un point fixe avec pu* ~ 2 et gy, ~ €, soit
AY ~ 1/e. Par conséquent, le coefficient de g;, par rapport a €2, qui permet de discriminer P,

2 mais aussi de son coefficient

et Py, dépend a la fois du coefficient ¢, de p* par rapport a e
par rapport a £2. Il se peut donc que le contenu de la théorie aux ordres suivants soit nécessaire
pour déterminer la position de ce point fixe dans le développement en couplage faible.

En conclusion, les résultats du calcul & deux boucles ne sont pas incompatibles avec ’existence

du point fixe P¢, mais ne permettent pas de trancher sur la question de son existence.

6.2.4.3 Au-dela de 'ordre sous-dominant

Il est naturel de se demander si la question de 'existence de P est tranchée par 'analyse
des ordres suivants du développement en boucles. Un calcul exploratoire & trois boucles a été
commencé dans la théorie sans désordre : les graphes a trois boucles sans contretermes, et avec
les contretermes (6.122) et (6.123) issus de la renormalisation & une boucle ont été calculés dans
la théorie effective (résultats dans I’Annexe D). Cependant, 'obtention des expressions correctes
des contretermes issus du calcul & deux boucles nécessite une analyse trés précise des occurrences
de D n’étant pas développées dans le cadre du développement partiel en € qui manque encore a ce
jour. Si ce calcul aboutit, il ouvrira également la voie a la possibilité d’effectuer une resommation
de la série perturbative qui permettrait de donner un nouvel angle de vue complémentaire sur
le probléme.
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6.3 Thermodynamique dans la phase plate désordonnée

Le développement LPA’ prédit 'existence d’une nouvelle phase plate dans laquelle le role
joué par les impuretés est important, stable & des températures suffisamment basses, ou des
densités de défauts suffisamment élevées. Méme si nous ne savons pas encore déterminer exac-
tement les densité et température critiques correspondant & cette transition de phase du second
ordre, nous pouvons utiliser les outils du Chapitre 4 pour donner certaines caractéristiques de
la nouvelle phase plate rugueuse, et faciliter ainsi une éventuelle confirmation expérimentale de
notre prédiction. Dans toute cette section, nous travaillerons avec D = 2 et d = 3.

6.3.1 Elasticité et courbure

A partir des caractéristiques des points fixes, nous pouvons déduire les lois d’échelle donnant
I’évolution des différents coefficients d’élasticité du systéme avec sa taille et la température par
exemple. Ces paramétres sont importants car ce sont les plus faciles & mesurer expérimentale-
ment. L’influence de la présence de défauts dans le systéme dépend de la phase dans laquelle il
se trouve :

e Phase plate usuelle controlée par Py :

Pour bien identifier le changement de comportement induit par le désordre quand le sys-
téme change de phase, il est utile de comprendre qualitativement 'influence du désordre
méme dans le régime ou 'effet des fluctuations thermiques est dominant.

Considérons par exemple le module de cisaillement moyen p. L’évolution de sa contrepartie
adimensionnée fi;,, donnée par (6.99), avec des conditions initiales compatibles avec I’at-
teinte de P4 dans l'infrarouge, c’est-a-dire typiquement 7z, > ZMA,ZHA, n’est quasiment
pas affectée par la présence du désordre. Le module de cisaillement dimensionné corrigé
par les fluctuations thermiques pour un systéme de taille L s’écrit donc encore :

K K L —242n4
=i — (= 12
ML 1221 a2 kBT (LG> ) <6 8)

du moins dans le régime anharmonique, que nous supposerons atteint dans la suite (voir
Chapitre 4). La loi d’échelle n’est pas modifiée par I'introduction de défauts.

En revanche, pour des échantillons de taille L fixée, les protocoles expérimentaux utilisés
pour introduire des défauts entrainent généralement un affaiblissement de la rigidité du
matériau a 'échelle microscopique. Par exemple, dans [Lopez-Polin 2014], des échantillons
de graphéne sont percés a ’aide d’un laser. Les échantillons défectueux ainsi obtenus ont
donc un module de cisaillement & 1’échelle microscopique pp réduit par rapport a leurs
homologues les plus parfaits. Bien que ce changement soit sans effet sur la forme de la loi
d’échelle (6.128), il affecte la valeur de la longueur de Ginzburg L (4.4) qui varie selon
Lg ~1/ V#a. Par conséquent, pp ~ Lé—2774 est également affecté. La valeur du module
de cisaillement corrigé par les fluctuations thermiques a ’échelle L est donc plus grande
que celle qu’aurait un systéme de méme taille L mais sans défauts?. Autrement dit, pour

9. Car 2—2n; > 0.
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des échantillons d’un méme matériau de tailles identiques, les plus défectueux sont les plus
rigides.

Ce résultat peut sembler contre-intuitif a premiére vue mais peut s’interpréter de la facon
suivante : 'augmentation de la densité de défauts a un effet antagoniste & celui des fluctua-
tions thermiques. Or celles-ci tendent & faire chuter les valeurs des coefficients d’élasticité
du systéme aux grandes échelles de longueur. L’introduction d’impuretés augmente la lon-
gueur de Ginzburg du systéme qui donne ’échelle de longueur typique a partir de laquelle
les fluctuations thermiques sont efficaces. Ainsi a taille L fixée, la gamme de longueur sur
laquelle le régime anharmonique s’établit est d’autant plus restreinte que le systéme est
défectueux, et les échantillons sont donc d’autant plus rigides.

Ce phénomeéne a été observé expérimentalement, par exemple dans [Lopez-Polin 2014], au
niveau du module d’Young qui suit les mémes lois d’échelle que p (voir Chapitre 4).

Pour les mémes raisons, I’énergie de courbure, décrite par la loi d’échelle :

L \™
KL =K <L> , (6.129)
G

est d’autant plus réduite que la densité de défauts est importante.

Phase plate rugueuse controlée par Py :

Afin de déterminer les lois d’échelle a Py, nous allons effectuer une analyse similaire a
celle utilisée pour P4 dans le Chapitre 4. Pour cela, nous allons simplifier les expressions
des fonctions § dans le régime harmonique correspondant aux échelles de longueur pour
lesquelles I'influence des conditions initiales est forte. La dimension anormale 7y est négli-
gée dans 'approximation harmonique. L’échelle typique de longueur a laquelle le systéme
quitte le régime de fluctuations harmoniques Lg;s, qui est ’analogue de Lg pour les fluc-
tuations thermiques, marque 'entrée dans le régime de fluctuations controlées par le point
fixe Ps.

Considérons les variables dimensionnées py, gur et Ay,. Comme les conditions initiales
du systéme doivent se trouver dans le bassin d’attraction de P5, nous pouvons supposer
pa < Apua, Aga. En outre, il n’est pas nécessaire d’étudier duy, puisque fiz = 0. Les
fonctions 5 harmoniques, déduites de (6.99) et (6.102), s’écrivent alors :

9Bk 3 o
sr 107 kk

3 1
3 ~ 2
k2O gy = 5ﬂ_gukA,uk 7 ik -

k?’@kguk ~
(6.130)

D’apreés la forme de ces équations, nous pouvons supposer que g,x €évolue plus vite que
Ak, et remplacer A, dans Orgur par Ayp, auquel cas I'équation d’évolution de g, se
résout, et sa solution est :

B 109, A pn
Juk = M(L,L> ‘
ggMA + (10AMA _ 9g,m)6 6 \AZ k2

(6.131)
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L’échelle typique de sortie du régime contrélé par la condition initiale est donc :

Aun
Kiis = o (6.132)
soit, en restaurant les facteurs kT et k :
6
13, = 22 (6.133)
Aun

Cette formule est trés analogue a celle qui définit Lg (4.4), si ce n'est que comme le
désordre domine comparé aux fluctuations thermiques & Py, Lg;s est indépendante de T
Ceci peut étre relié a asymétrie vis-a-vis de T du changement de variable (6.17) dont
Iorigine est la prise de valeur moyenne sur les configurations désordonnées.

Les lois d’échelle donnant 1’évolution de la variance du module de cisaillement dimensionnée
en fonction de la taille L du systéme, dont la contrepartie adimensionnée atteint une valeur
finie au point fixe P5, sont donc trés similaires & celles des coefficients d’élasticité dans la
phase plate usuelle si 'on excepte la perte de dépendance explicite en T :

K

A,uL = Z,uA ) L< Ldis
a
A it (L —2+20 Lo (6.134)
pL — 2p LZ,LS Ldis = Lidis -

L’effet des fluctuations est donc de réduire la valeur de la variance des coeflicients élas-
tiques aux grandes distances. Bien entendu, des relations similaires donnent 1’évolution des
variances du module d’Young Ay et du module de compression Ag.

L’évolution de g, est également similaire, mais ce n’est pas une grandeur observable. Pour
construire I'évolution de la variance de 1’énergie de courbure A, il suffit de revenir a la
définition des dimensions anormales (6.34) par exemple, ce qui conduit & :

Axr = Aga K L < Lys

_ L \ 2B (6.135)
Apr, = Aga K I L > Lgs
dis

D’aprés les valeurs des exposants anormaux prédites par le NPRG (6.110), la variance de
I’énergie de courbure est donc augmentée par les fluctuations anharmoniques de la phase
plate rugueuse.

Cependant, ces variances sont rarement les quantités mesurées expérimentalement, il est
donc également important d’étudier les valeurs moyennes des variables étudiées. L’évolu-
tion de I’énergie de courbure est encore donnée par I’exposant anormal 75 :

KL = K L < Lgis

L\ 21 6.136
R, =R < ) L = Ldis . ( )
Ldis

Les fluctuations anharmoniques dans cette phase tendent a rigidifier le matériau vis-a-vis
des efforts de courbure, mais comme 75 < 74, cette augmentation de I’énergie de courbure
avec la taille est moins importante que dans la phase plate usuelle.
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Pour la moyenne des coefficients élastiques, il faut revenir a ’analyse du flot au voisinage de
Ps. Comme " = 0 & Ps, et que Oy, o [, la forme du jacobien du flot de renormalisation
a ce point fixe Jg se simplifie :

OpOifiy,  Og,0ify,  Ox, Orfig
J5 = %atg‘uk %M 8t§uk azu atgy,k‘ =

0 0
* ok . (6.137)
8ﬁ@AM;€ %HatAuk %HatAMk k%

* % %

Le flot de p;, au voisinage de P est donc donné par une des valeurs propres de Js, qui
correspond & ¢ :

T ~ k=9 . (6.138)
Ps
L’inversion de la relation d’adimensionnement donne alors :
L = T 22 o f—$5t2-205  p2-m5—; ’ (6.139)
Ps Ps

soit finalement, en restaurant tous les facteurs « :
K

M:L:ﬁl\ﬁ L < Lyis
& ( I >—2+775+?7é Lo (6.140)
L=0r75 | 7 2 Lais -
a Ha Lgls Ldis *

D’aprés (6.110), la chute de la valeur du module de cisaillement avec la taille du systéme
est donc plus importante que dans la phase plate usuelle. Des lois d’échelle similaires
s’appliquent pour I’évolution du module de compression et du module d’Young.

De méme que Lg est sensible & up, Lg;s est sensible & la variance des coefficients élastiques.
Notamment, d’aprés (6.133), Lgs est d’autant plus faible que la densité de défauts est
;S%fné est d’autant plus faible, a taille fixée, que la
densité de défauts est importante, cet effet étant amplifié par la décroissance de pp induite

grande. Par conséquent, py ~ LZ

dans la plupart des protocoles de génération de défauts discutée précédemment.

Ce changement de comportement des coefficients de 1’élasticité correspond & l'effet ob-
servé dans |Lopez-Polin 2014] : les modules d’Young d’échantillons de graphéne identiques
percés a I'aide d’un laser sont comparés. A faible densité de défauts, le module d’Young
est d’autant plus grand que la densité de défauts est grande, mais au-dela d’une densité
critique de défauts (correspondant a la transition entre la phase plate usuelle et la phase
plate rugueuse ?) le module d’Young devient une fonction décroissante de la densité de
défauts introduits (voir Figure 6.9). Il est bien str prématuré d’affirmer que ce qui a été
observé correspond exactement aux effets prédits par la transition de phase exhibée dans
les équations NPRG, mais ce scénario est au moins plausible. Cela illustre bien la nécessité
actuelle d’obtenir plus de données du coté expérimental, et de bien caractériser la phase
plate rugueuse du coté théorique, pour pouvoir tester la véracité de notre prédiction.

6.3.2 Caractéristiques thermodynamiques de la phase plate rugueuse

En plus des lois d’échelle décrivant les coefficients d’élasticité et 1’énergie de courbure dans la
phase plate rugueuse, ’étude du flot de renormalisation nous renseigne sur les caractéristiques

suivantes :



6.3. Thermodynamique dans la phase plate désordonnée 235
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FIGURE 6.9 — Figure extraite de [Lopez-Polin 2014] montrant 1’évolution du module d’Young bidimen-
sionnel de plusieurs échantillons de graphéne avec la densité de défauts qu’ils comportent. Les points sont
des données expérimentales, la ligne pointillée correspond & un ajustement de la tendance de la courbe.

e Coefficient de Poisson :

Puisque Pj5 se trouve sur 'hypersurface d’équation (D + 1)5* — 2" = 0, le coefficient de
Poisson vaut encore v* = —1/3. L’introduction de désordre ne brise pas I'auxétisme de
la phase plate sous ces conditions. De méme que dans le cas de la phase plate habituelle,
I’observation de ce comportement nécessite 'application d’efforts modérés sur le matériau,
sans quoi celui-ci subit la transition de flambage et se trouve dans la phase sur-étirée dans
laquelle la valeur de v n’est plus universelle.

e Rugosité :

Puisqu’elle est caractérisée par (y # 0, la phase plate rugueuse posséde un ordre orienta-
tionnel & longue portée, autrement dit les vecteurs normaux & la surface sont en moyenne
orientés dans la méme direction, c’est ce qui justifie la conservation de 'appellation « phase
plate ». Cependant, & une température non nulle donnée, la configuration de la membrane
n’est pas complétement plate, mais est ondulée. Afin de comparer le caractére plissé dans
cette phase a ce qu’il en est dans la phase plate usuelle, un outil intéressant est I’expo-
sant de rugosité v défini & partir de comportement & grande distance des fluctuations
quadratiques de hauteur par (voir par exemple [LeDoussal 2017]) :

<(h(w) - h(O))2> o 22 (6.141)
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L’étude de 1) est d’autant plus importante que celui-ci est mesurable a travers ’étude de
la diffraction de rayons X par la surface de la membrane. D’aprés les définitions (6.34) des
exposants anormaux, celui-ci est relié & n par :

(k) ~ h(@)?) = 2 /k (1 - ) (B(B)A(~R) x 2P 2 . (6.142)
La phase plate usuelle est donc caractérisée par un exposant de rugosité (universel) :
¢4:1—% ~ 0,56 (6.143)
alors que celui de la phase plate rugueuse est :
Y5 =1 ~078. (6.144)

L’aspect d’'une méme membrane sera donc plus fortement plissé a une température donnée
dans la phase plate rugueuse que dans la phase plate usuelle, ce qui justifie cette dénomi-
nation. Ce résultat est a mettre en relation avec 'affaiblissement de 'exposant anormal n
dans la phase plate rugueuse : toutes choses égales par ailleurs, I’énergie de courbure d’une
membrane dans la phase plate rugueuse sera plus faible que dans la phase plate usuelle,
les fluctuations de hauteur sont donc moins énergétiquement pénalisées dans le premier
cas, ce qui conduit & cet aspect plus « rugueux ».

Notons que cette prédiction va dans le méme sens que I'observation expérimentale conduite
dans I’étude [Mutz 1991] : des vésicules partiellement polymérisées se plissent lorsqu’elles
sont refroidies. Les auteurs mentionnent également la réversibilité de cette transition de
phase. Si leur observation correspondait & la transition entre P4 et Py via P, tout serait
cohérent : la transition s’effectue si la température décroit suffisamment, la phase plate a
P5 est d’aspect plus plissée que celle & Py, et cette transition est du second ordre, donc
elle est réversible : un réchauffement du systéme permet de changer de nouveau le bassin
d’attraction dans lequel se situe la condition initiale du flot de renormalisation. Comme
il est un peu prématuré de conclure que [Mutz 1991| constitue une observation de ce que
nous prédisons, nous préférons conserver deux appellations différentes : phase plate plissée
et phase plate rugueuse pour l'instant.

Coefficient d’expansion thermique :

Le coefficient d’expansion thermique « est obtenu & partir de l'intégration du flot du
paramétre d’extension (. D’aprés (6.97), celui-ci s’écrit dans la limite de phase plate :

1
aiGi = E(l%oo + Awiloo) - (6.145)

A partir d’'une condition initiale dans le bassin d’attraction de Ps, o est déduit de la
valeur (p de (; dans la limite infrarouge par la relation o = 9¢3/9T (voir Chapitre 4).
Les résultats obtenus pour des températures proches de la température ambiante sont
représentés sur la Figure 6.10.

Ces résultats appellent quelques commentaires :
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FIGURE 6.10 — Evolution du coefficient d’expansion thermique au voisinage de la température ambiante
dans la phase plate pour un matériau avec des coefficients élastiques a 1’échelle microscopique proches de
ceux du graphéne. A gauche : pour une densité de défauts modérée, le matériau est dans la phase plate
usuelle. A gauche : pour une densité de défauts suffisamment élevée, le matériau est dans la phase plate
rugueuse.

— méme si la valeur de a peut varier d’'un matériau a 'autre, il est toujours négatif dans
la phase plate rugueuse, ce qui signifie que de tels matériaux se contractent lorsqu’ils
sont chauffés ;

— contrairement & ce qui se passe dans la phase plate usuelle, a est une fonction dé-
croissante de 7' dans la phase plate rugueuse . En outre, sa dépendance en T est
encore plus faible que dans la phase plate usuelle. L’équation d’état approchée :

O.e:tt
3:1+aT+KL (6.146)
L
est donc encore valable dans ce régime. Les raisonnements du Chapitre 4 s’appliquent
donc encore dans cette phase;

— la valeur absolue de « dans la phase plate rugueuse est plus faible que dans la phase
plate habituelle ; la dilatation, ou la contraction du matériau & cause d’un changement
de température est donc moins important dans cette phase. Ceci est & mettre en
relation avec I'aspect plus rugueux des membranes dans cette phase qui rend moins
efficaces les changements de volume.

Faute de temps, la détermination des chaleurs spécifiques et leur comparaison aux valeurs
dans la phase plate usuelle n’ont pas été effectuées.

6.3.3 Loi de Hooke - Transition de flambage

Enfin, ’étude des équations de flot en présence d’un champ de contraintes externes renseigne
sur la réaction des matériaux dans la phase plate rugueuse & des déformations induites par un
opérateur extérieur. La méthode la plus simple consiste a se placer a volume fixé, et a considérer
le flot de la tension adimensionnée au voisinage de Py, qui détermine les exposants critiques a

d

la transition de flambage v% et 53”5 , reliés & 'expression de la modification de la loi de Hooke

par les fluctuations anharmoniques (voir Chapitre 4).

10. Il faut cependant prendre garde au fait que ces résultats ne s’extrapolent pas & des températures arbitrai-
rement hautes, & cause de la transition de froissement.
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Le champ de tension couple des répliques identiques du systéme [Morse 1992], il intervient
donc dans I'g[r] sous la forme du terme suivant :

> / %(aﬁf‘.aiﬂ‘ — D(}) . (6.147)
A X

Grace aux grandes similarités entre les formes de 'action avec et sans désordre, son équation
de flot est trés similaire & celle dans la phase plate usuelle, mis a part un terme proportionnel
a Ay, comme dans (6.145). Afin d’obtenir la dépendance en D des exposants critiques, nous
travaillons & D quelconque, méme si 'application intéressante est D = 2. Comme auparavant,
le flot de oy, fait intervenir des fonctions de seuil massives :

Or, = 20p do K (520 + Aaklf50(0) = 1352 (01) — Akl 555%(01,)) - (6.148)

Afin d’étudier le voisinage de Ps, il est utile d’utiliser un développement en puissances de 7
(qui vaut 0 au point fixe) :

_ _ — ,=D+2 — =D+6 -D+2,_ — =D+6,_
Ok = —(2 —m)ok + 2vp de Ky, (l100 (0) + Axklagy (0) =190 (Tk) — Arklano (Uk))

— +— (— 7D+4 —~ D+8 —
=, ~@= )7t 20p de K (ohlang (0) + 2B0laen (0)) +O(R) ,

(6.149)

ot, d’aprés (6.99), nous reconnaissons encore une fois la partie dimensionnelle du flot de Ky, ce
qui permet d’écrire :

(0:Kk — (D — 4+ 2my) Ky,
= (9 Vet
0iC k. — ( Nk)Tk + Ok 7

0,

+0(7%)
(6.150)

= —(D—-2+4n)Fk+0r — +0(@3) .

Ek_<<1 Ky

Finalement, puisqu’au voisinage du point fixe Ps, le comportement de K}, est le méme que celui
de fi;, donné par (6.138), le terme vert est égal a ¢. Le flot de 7, est donc enfin donné par :

0y _= —(D—=2+m+op)T + O(72) . (6.151)

0K

En appliquant les mémes raisonnements que dans le Chapitre 4, nous déduisons les exposants
critiques suivants :

Vdis: 1 _ 1

7 D—24n5+ ¢5 D—2+77§, (6152)
sdis — 2—ns . 2-15 :

g

D—2+mns+¢s D—2+n"

qui sont cohérents avec ceux prédits dans [LeDoussal 2017] si 'on excepte le fait que, Py étant
marginal dans ce dernier travail, les auteurs ne font pas de différence entre 75 et 7. Pour des
matériaux réels, grace a (6.110), nous obtenons :

vidis ~ 441 545~ 781 . (6.153)

D’aprés la valeur relativement élevée de 5gis (rappelons que la loi de Hooke habituelle correspond
a 0 = 1), nous déduisons que les matériaux dans la phase plate rugueuse sont trés résistants aux
déformations, méme comparés & ceux qui sont dans la phase plate usuelle ou ¢, ~ 1, 36.
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6.4 Conclusion

En conclusion, 'application du développement LPA’ & I'action effective décrivant les mem-
branes cristallines en présence de contraintes locales et courbure spontanée aléatoires conduit
a la description d’une transition de phase entre une phase plate rugueuse et la phase plate
usuelle décrite dans le Chapitre (4). Cette transition est distincte des transitions vers des phases
vitreuses discutées dans [Nelson 1991, Radzihovsky 1991], et n’a pas été décrite par les autres
approches, notamment parce qu’elle met en jeu du contenu au-dela de ’ordre le plus bas dans les
développements en couplage faible. Notre étude du développement en ¢ aux ordres supérieurs
révéle qu’il est nécessaire de pousser le développement au moins & l'ordre trois pour y avoir
acces.

Cette transition de phase est qualitativement en bon accord avec les effets observés expéri-
mentalement [Mutz 1991, Lopez-Polin 2014], mais le manque de données a la fois du coté théo-
rique et expérimental ne permet pas encore de trancher aujourd’hui. Notamment, nous n’avons
pas encore identifié précisément le paramétre qui controle la transition de phase. Afin de faciliter
cette hypothétique vérification, nous avons déterminé certaines des propriétés de la phase plate
rugueuse, notamment des exposants critiques et un coefficient de Poisson qui sont universels.

Outre les travaux en cours mentionnés dans le corps du chapitre, il serait intéressant d’utiliser
les méthodes du Chapitre 5 pour examiner comment les comportements décrits ici sont modifiés
a basse température, d’autant plus que la transition vers la phase plate rugueuse s’effectue pour
une membrane défectueuse par refroidissement, ainsi que ’effet de corrélations a longue portée
induites par le désordre qui enrichissent sensiblement le diagramme des phases [Nelson 1992,
LeDoussal 2017].






Conclusion générale

Le travail présenté dans ce manuscrit présente 1’étude de différentes problématiques liées
a la stabilité de la phase plate des membranes cristallines par des méthodes du groupe de
renormalisation, et particuliérement des méthodes non-perturbatives en couplage basées sur
I’étude de D'action effective moyenne. Ce travail porte & la fois sur des aspects formels liés a la
recherche d’un formalisme efficace pour décrire ces systémes et sur la relation entre ce formalisme
et les observables physiques, mesurables, qui permettent de comprendre le comportement des
objets décrits.

Le premier résultat important est apporté par ’étude du développement en couplage faible
au voisinage de la dimension critique supérieure a 'ordre de deux boucles. Celui-ci a donné
un argument de plus en faveur du schéma de troncation LPA’ en montrant que le contenu en
impulsion, négligé dans cette approche, ne joue pas de role important dans la description de
la phase plate; mais il a aussi révélé les pathologies qui apparaissent dans le développement
en ¢ au-dela de l'ordre le plus bas et rendent difficile 'amélioration des résultats déja obtenus
par ces approches. De plus nous avons exhibé un cas dans lequel les ordres les plus bas de ce
développement se révélent insuffisants : la description des membranes cristallines en présence
d’impuretés. Le développement en faibles gradients du champ de position apparait donc comme
un outil particuliérement efficace pour la description de la phase plate, et, de maniére générale,
des situations dans lesquelles les configurations présentant une orientation privilégiée pour les
vecteurs normaux a la membrane jouent un réle majeur.

Ce développement a été appliqué a ’étude des propriétés thermodynamiques de la phase
plate, controlées par 'influence des fluctuations thermiques fortement anharmoniques. Dans la
phase plate, les matériaux sont anormalement rigides vis-a-vis des efforts de courbure, mais les
fluctuations thermiques entrainent une décroissance lente de la valeur des différents modules
d’élasticité en fonction de la taille du systéme. Témoin de cette rigidification anormale, la loi de
Hooke est modifiée dans la phase plate car des efforts plus importants sont nécessaires pour ob-
tenir une déformation donnée. La généralisation du formalisme utilisé au cas ou une contrainte
est appliquée par un opérateur extérieur donne également accés aux exposants critiques a la
transition de flambage, ainsi qu’a la description de la phase sur-étirée dans laquelle les lois
de 'élasticité conventionnelle sont restaurées. Le diagramme des phases complet dans I'espace
(L,0,T) a été établi. Les matériaux bidimensionnels dans la phase plate sont également des
auxétiques a température ambiante, de coefficient de Poisson v* = —1/3 | ce qui ouvre la pos-
sibilité & de nombreuses applications. Mais les équations de flot de renormalisation ne donnent
pas seulement accés a des quantités universelles, grace a son efficacité particuliére pour décrire la
phase plate, le développement LPA’ est également le premier & pouvoir donner des prédictions
quantitatives pour tous les coefficients thermoélastiques et les chaleurs spécifiques des mem-
branes cristallines. L’accord quantitatif avec des valeurs expérimentales et numériques dans le
cas particulier du graphéne est satisfaisant.

La prise en compte des fluctuations quantiques nous a ensuite permis de décrire le secteur
de basse température du diagramme des phases. En outre, le caractére gaussien des fluctuations
quantiques permet une restauration des lois de ’élasticité conventionnelle quand la température
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est faible. Nous avons également discuté des liens entre la température et ’échelle de longueur
choisie pour décrire le systéme dans la détermination du type de fluctuations dominantes. Une
conséquence particuliére de cela est la grande variabilité d’échelles de températures qui peuvent
étre définies comme des températures d’entrée dans le régime quantique suivant le type d’obser-
vables que ’on cherche & décrire, qui varie entre 107 K et 102 K dans le cas d’un échantillon de
graphéne standard, suivant que I’on cherche & décrire 'influence des fluctuations quantiques sur
les modules d’élasticité ou sur le coefficient d’expansion thermique, par exemple. Ce travail n’est
pour autant pas complétement terminé. Notamment une amélioration des procédures numé-
riques utilisées pour calculer les coeflicients thermoélastiques et les chaleurs spécifiques & basse
température est souhaitable. D’autre part, la grande complexité des équations de flot a basse
température nous a jusqu’a présent empéché de décrire les effets au voisinage de la température
nulle, tels que 'exposant n caractérisant la mise & zéro du coefficient d’expansion thermique

T) ~ T™
a( )T—>O

Enfin, nous avons étudié I'influence de défauts qui introduisent des contraintes locales aléa-
toires ou de la courbure spontanée aléatoire dans la membrane. Le développement LPA’ décrit
une transition de la phase plate vers une phase plate rugueuse qui a lieu lors du refroidissement
de la membrane, ou de la génération d’une densité suffisamment élevée de défauts. Cet effet est
qualitativement en bon accord avec plusieurs observations expérimentales, dont celles qui ont
motivé les premiers travaux théoriques sur ce sujet, ce qui donne confiance en les résultats prédits
par la LPA’) malgré ’absence de cette transition dans les autres travaux théoriques. Dans cette
phase, ’aspect de la membrane est plus rugueux, et la majorité des propriétés qualitatives de la
phase plate usuelle sont conservées, si I’on excepte une décroissance beaucoup plus rapide des
modules d’¢lasticité avec la distance, et une loi de Hooke caractérisée par un exposant 6% net-
tement supérieur a celui de la phase plate, ce qui est le signe d’une grande résistance aux efforts
externes. La détermination des caractéristiques de cette phase n’est pas encore aussi compléte
que pour la phase plate usuelle, mais d’autant plus importante ici qu’une éventuelle confirma-
tion expérimentale serait fortement souhaitable. De plus, I'identification d’'un paramétre précis
controlant la transition fait encore défaut a ce jour.

Un des messages les plus importants a retenir de cette étude est que le développement LPA’
s’avére étre particuliérement efficace dans ce type de modéles pour décrire les phases possédant
un ordre orientationnel fort a longue portée (il y a peu d’espoir qu’il soit approprié pour décrire
la phase flambée par exemple), ce qui ouvre la voie a de multiples extensions de ce travail, dont
nous mentionnons ici deux qui nous semblent importantes.

D’abord I’étude de Deffet des fluctuations quantiques sur la physique de la phase plate ru-
gueuse, ainsi que la transition de phase associée. En effet, comme celle-ci a lieu entre deux
phases plates, le développement LPA’ reste valable & la transition, contrairement a ce qui se
passe & la transition de froissement. Il serait notamment intéressant de savoir si dans ce cadre,
une transition de phase a lieu jusqu’a la température nulle, puisqu’une telle transition de phase
quantique pourrait étendre le nombre de régimes de fluctuations possibles & température non
nulle et enrichir le diagramme des phases.

Enfin, il serait intéressant d’étudier la prolifération de défauts topologiques (disinclinai-
sons et dislocations) dans la phase plate, pour décrire la fusion des membranes cristallines.
Des études basées sur le développement en couplage faible ont donné des premiers résultats
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[Nelson 1991, Radzihovsky 1991|, mais la phase plate des matériaux bidimensionnels est hors du
régime d’application de ce type de méthodes. D’autre part, des études portant sur la fusion des
cristaux liquides a deux dimensions [Beekman 2017| ont montré comment ces défauts peuvent
étre traités dans une théorie des champs basée sur la théorie de 1’élasticité trés similaire & la
notre (et étendue au régime de basse température avec fluctuations quantiques), hormis 1'ab-
sence d’espace de plongement et d’effets de courbure dans leur approche. Un tel travail pourrait
permettre d’apporter des éléments de réponse a la comparaison entre la physique de la phase
obtenue par fusion des membranes cristallines, et celle des membranes dites « fluides » (qui ne
possédent pas d’ordre orientationnel & longue portée) par exemple.






ANNEXE A

Théorie effective

Cette annexe présente les calculs permettant de construire la théorie effective de flexurons en
interaction. Notre point de départ sera I’énergie libre des membranes cristallines dans la phase
plate (A.1) :

K cabcd cabcd cabcd
F[u, h] = / [2(82h)2 + 5 UghUed T+ Tuab(ach.adh) + T(aahﬁbh) (8Ch6dh) . (Al)

A.1 Séparation des modes

Afin de pouvoir intégrer les phonons dans la fonction de partition, il est plus simple de séparer
le phonon longitudinal des phonons transverses puisque ceux-ci n’ont pas la méme pseudo-
masse. Ce calcul est également plus simple & effectuer dans ’espace de Fourier, ou les opérateurs
dérivation sont remplacés par de simples impulsions. Les impulsions des flexurons sont notées
ki, i € [1;4]; d’aprés la conservation de I'impulsion, les phonons portent une impulsion ¢ =
k1 4+ ko = —ks — k4. La dissymétrie des deux premiers et deux derniers indices est héritée du
tenseur d’élasticité dont les quatre indices ne sont pas tous interchangeables. Nous séparons donc
les deux termes cinétiques :

1 1 1 1
§C“b0duabucd =3 [Aéabécd + 1(8acOba + 5ad6bc)} X §(qaub +¢'u®) x §(qcud + ¢%u)
1
=3 [)\(Q-U)2 +p(d*u? + (C]-U)2)} (A.2)

1. 1
= 50"\ +20)up + St
puis de méme, le vertex & trois points :
1 1 1
§c“b0duab(ach.8dh) = 5 |:)\5ab55d + /‘(6ac5bd + 5ad5bc)] X §(qaub + qbua) X k§kfll(h3h4)
- {A(q.u)(k-g.@) + p((q.ks) (wkea) + (q.k4)(u.k3))} (hs.ha)

1 — — .
= —q(A(ks-ka) + 2ukE kL )ur, (hs.ha) + iqu(krngZ + k§kd) . idr (hs.ha) .
(A.3)

Oy

La notation abrégée h; = h(k;) est utilisée. De plus, la séparation en composantes transverses
et longitudinale est étendue & tous les vecteurs.
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Comme les différents types de phonons n’interagissent pas entre eux, nous obtenons deux
actions distinctes : une purement longitudinale et une purement transverse :

1 . , 1
Splug] = / [2(]2@ + 2p)u? + 5q(A(kg.m) + 2uk§ ki ur, (hg.h4)]
q

(A.4)
1 1 - AN
Srlur] = / [2q2 i + §qu(kz§k¢j{ + kYk3) i (h3.h4)} .
q
Ces deux actions étant quadratiques, il est possible d’intégrer exactement sur les phonons
grace a la formule de l'intégrale gaussienne (A.5) :

b2a

a:2
/e_%_b'x xez . (A.5)

Le facteur global est simplement la fonction de partition des phonons. Il n’intervient plus dans
la suite de nos calculs.
Finalement, nous obtenons les contributions des deux actions a 1’énergie libre effective :

1/.. hi.ho)(hs.h
Sp— —3 ()\Z(k:l.krg)(kg.k:4) + 20 ( (K1 ko) kL + kP kE (ks k) + 4,ﬂk:fk;§k:§kf) W

1 - - - -
Sr— —gh(krky +kyky)-(kyki + kiks) (o) (ha.ha)
(A.6)

Ces deux contributions doivent étre combinées avec 'interaction a quatre flexurons déja présente
dans 'énergie libre (A.1) :

Cabcd

T(ﬁah(‘)bh)(f)chadh) = )\(A]Ag)(]ﬁ;}q) + ,LL((k‘] k&)(kglq) + (]{1 ]{4)(112115))} (hq.hg)(h;;.h@ .

(A.7)

O | =

A.2 Vertex effectif

Le vertex effectif est défini a partir de la forme suivante de 1’énergie libre. Comme l'intégrale
sur les phonons est gaussienne, le seul vertex présent est un vertex a quatre flexurons :

K 1
F.pplh) = / [ ki (hy1.he) + ZRabcd(q)/<;g/c3k§kgl(h1.hg)(hg.iu) (A.8)
k1,k2,k3,ka q=k1+ko
La encore, il est commode d’analyser les différentes contributions suivant un découpage en
composantes transverses et longitudinales :
4p? + A+ N2 B
8(A+2u)
A2 Y
S(A+2u)  4X+2pu

1
o klkLEEEE . g()\ +24) —

I |
o (R{.RD)KKD) : A

o o o o
o (FLEDEFD "
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S o i
CEACEER

8
WG RIS
o (FLRDREE "~ =0
o MRRGLRD) -1 -2 =0
o REREGELRD) 4~ =0

La simplicité du tenseur obtenu est fortement tributaire de la troncation utilisée en (A.1).
En particulier, la prise en compte des termes sous-dominants donnant l’action de la courbure
sur les phonons par exemple suffit & démultiplier le nombre de composantes non nulles de R(q).

Ainsi, R(q) ne couple plus que des dérivées transverses des flexurons. Afin de simplifier son
écriture, il est commode d’introduire une base des tenseurs a quatre indices adaptée au découpage
transverse-longitudinal. Considérons les tenseurs suivants :

1
Nopyw = D P 5P,
1 (A.9)
Mogyo = (PT Py + PauPy) = 55— FapPow -
Ils vérifient les identités suivantes :
1
Nogyo N1 = WP 5(D—1)PJ = N, 5% (A.10)
1
Moo M7 = (P P3P PR + P PP P + PUPE PP + P Py P YY)
1 1
— ———— (PP} + PI,P) x 24+ ——— Ply(D — 1)Pj®
2 — 1) For walr?) % 2+ Ty Fas(D = DI
_ Maﬁew ’
(A.11)
1 1
Mgy N = ——— [2x PLPf] — ————(D—1)PL3P}* = 0 = Nagy, M7 . (A12
o 2D —1) 2% ooy apy (A.12)
M et N sont donc des projecteurs orthogonaux. R peut alors étre décomposé sur cet ensemble :
A
Rabed(q) = 3 +M2 PP+ 5 (PTPbd + PP
AL D
= o Pg;PCE + 1 Mpeq + (D )P I PL (A.13)
w(AD + 2u)

= WNGM + 1 Mapeq -



248 Chapitre A. Théorie effective

¢ Remarque sur la composante continue :

La composante continue de R (sa limite ¢ — 0) est mal définie dans la formule (A.13). Elle
peut tout de méme étre définie simplement si l'intégrale gaussienne (A.5) est interprétée comme
une intégrale sur le tenseur de déformation du plan 2u;; = d;u; + 0;u; :

Rabcd(Q) = Cabed — Caba’b’<ua b u® d >Cc’d’cd 5 (A14)
qui a une limite bien définie lorsque ¢ tend vers 0. En effet,

(uue?y = [ DUyt e S remt Ut
q—0

—_1\a'bdd (A15>
=, )
q—0
Un fois cette relation injectée dans (A.14), le résultat devient :
Rabcd(Q) =0. (A16)

q=0

Autrement dit, le vertex d’interaction locale & quatre flexurons est exactement compensé par
I’action des phonons dans la limite ot leur impulsion est nulle.

A.3 Vertex effectif dans ’espace direct

R(q) fait intervenir différentes combinaisons de produits de deux projecteurs transverses.
Nous devons donc calculer la transformée de Fourier de ’objet suivant :

c,d a b a.b,c.d
Pgt(q)P(q) = 55t — g0 LT _ ged® T TG0 (A.17)
q q q
Le premier terme s’obtient directement :
/ §?sedet () = gobged 5P (3 — ) (A.18)
q

Les termes suivants sont déduits de I'expression de la transformée de Fourier des fonctions
puissances :

e e .

(»)* 4977 T(a) 22)7 7

Cette formule sera démontrée dans la section A.4.
Pour obtenir les termes d’ordre supérieur, il suffit de dériver cette relation :

e~ e )
(@) 2(1—a)dg"\ (¢%)**

_ 1 I'(D/2—a+1) iz, e

T 92a—1.D/2 I(a) o (22)D/2=at1 "
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qudv 1 5/,“/ _ i du
(@) 2(a—1) [(612)“‘1 9q ((qQ)‘H)]

0w T(D/2—a+1) elra 1 T(D/2-a+2) Tz, 1T
T 92a—1;D/2 I'(a) (22)D/2—a+1 ~ 4a—1;D/2 I'(a) . (22)D/2—at2 °
Soit finalement,
/ qaqb iq.(x—y) _ 5(lb _ (‘ra — ya)(xb B yb) A.20
2 € - 2 14 : ( : )
¢ 4 27|x — y| Tz — y|

9p9v90 _ 1 s qu +5 o . 8( quqv >
(@) 2a—1)| " (g?)et T T (gP)et 8¢ \ (¢2)e!
1 ID)2-a+2) [iZuwe(x)e™d
fa—1;D/2 I'(a) . (z2)D/2—at2
1 I(D/2—a+3) [izr,x,a,ed”
92a—3 7D /2 T'(a) s (22)D/2=a+3

_l’_

+ —

(q2)a—1 (q2)a—1 (q2)a_1 aqo
_ X;wae P(D/Q —a+2) pREX
= 4a—lﬂ—D/2 F(a) (xQ)D/Q—a—‘,Q
1 (D/2 —a —|— 3 Y/J,ya'ﬂ ’L$.q

_ 220‘_37TD/2 1’2 D/2 at3

1 (D/2 —a+4) [ Tux,T,10€7
4a—2,D]2 T'(a) (22)D/2—a+4

qu4v9099 _ 1 5,uGC.7VQU 51/9(]qu7 509QMQV _ 0 qudvqo
(¢®)*  2(a—1) (¢*)+!

+

Les tenseurs symétriques Z, X et Y sont définis ci-dessous :

Zyuwp(w) = S + Syptiy + Spptiy
Xw/pa = 6ul/6p0' + 5up(51/0' + 6ua5up (A21)

Yoo () = uuty0p0 + Uptipdue + Uptiobyp + UpUpOue 4 Uptgdpup 4 UptieOpu -

Ce qui donne enfin :

/ " gy X YU —y) 2t —y?)(2” —y) (@ — ) (@ —y)
— € = — .
g drlz —yl*  27fe —ylt mlz —y|°

(A.22)
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A.4 Transformée de Fourier des lois de puissance

Dans cette section, nous allons montrer la relation (A.19). Il est plus facile d’aborder ce
probléme & partir du second membre. La composante de x dans la direction de p est appelée
xg. Il sera utile d’isoler cette composante pour obtenir une intégrale a symétrie sphérique dans
I’espace transverse. La fonction B est la fonction beta d’Euler.

ip.xT +o00 . 1
/de e — = / dxg eP*o /lea: _—
(xz) 2@ —c0 (w% 4 x2) 2 a

+oo ) ) 1
= / dxg [ewwo + eﬂpxo} /dD_lm _
0 (23 +22)2 7"

2T D—1 —+00 B _
)7

D
2

+oo
= 2/ dxo cos(pzp) X
0

D—-1

Am > e e D—2_2a-D z 2\ F
_ -2,.2a—
= I’(Dgl)/o dxo cos(pxg) /0 dx x™ “xg (1 + <w—0) >

AR e 2a-p p-1 [T D—2 2ya-%
= Dl/ dxg cos(pxo)ry”™ "~ x / duu’"?(14u?)" 2
I'(%3 ) 0 0

D-3

D—

472 oo Too w2 _D

e dxg cos(pz mZal/ dv 1+0)" 2

F(D2_1)/0 0 (p 0) 0 0 ) ( )
D—1

2z [T 901 (D —11
= I‘(D2_1)/0 dﬂjo COS(pr).’EOa B<2, - — (I)

'+OO
a) dro cos(pro)zs® ! .
0

I
=
—~
|~}
\
&
—
/N
N[
|

(A.23)

L’intégrale restante peut étre calculée en passant par le plan complexe. Aprés un changement
de variable, I'intégrale s’effectue sur une variable imaginaire pure. Comme tous les poles sont
sur I'axe réel, il est possible de déformer le contour d’intégration en un contour de Hankel de

parameétre § (voir Figure A.1) qui raméne 'intégration sur I’axe réel, modulo un reste I5 qui
tend vers 0 lorsque § tend vers 0.
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A

I s

FIGURE A.1 — Déformation de la zone d’intégration (en bleu) en un contour de Hankel de paramétre 4.
Lorsque 6 tend vers 0, la partie violette, qui est une intégrale d’'une quantité finie sur un domaine de

plus en plus restreint, s’annule. Seules les branches rouges restent.
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—i00 0
i / dte " (it) " +i / dt e_t(—it)_a]
0 +i00

| =

Z' o —+i00 - 0
= —— G—HQQ/ dt et + e_zza/ dt e =@
2 0 —100

1 7 o
= lim — |eT2¢ / dt e + 6_220‘/ dt e 't~ + I
HE Hy

é

= — (ez5a — e_zfa) / dt e =@
2Z 0
= sin<ag> F(l — a) .

Nous obtenons finalement,

00 .
/ drg cos(pzo)zg® ! = p 2" T(2a) Sin<§(1 - 20,)) .
0

Le théoréme des résidus donne également la formule des compléments :

['(z)I(1—-2)=B(z,1—2) = /;Oo dt 71 (1414)"" =

sin(rz)

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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Ajoutons & cela la relation de duplication :
D(x)T(z 4 1/2) = 21727 /7T(2x) . (A.27)

Nous pouvons alors enfin conclure :

/dDa: (xz;pg_a = F?%T)Dja) F(% - a>p72“ I'(2a) sin(g(l - 2a))

27(% 2a—1 -
= ﬁp‘hf(lﬂ —a) 7 T'(a)T(a+1/2) sin<§(1 — 2a))
2
_ AT o D21 0)
(g-a’ v .
= ﬂp—mll‘\(a)



ANNEXE B
Calcul d’intégrales en régularisation
dimensionnelle

Cet appendice décrit les méthodes que nous avons utilisées pour calculer les intégrales sur
les propagateurs en régularisation dimensionnelle.

B.1 Intégrales sans masse

La théorie de la phase plate des membranes cristallines est entiérement exprimée en termes de
modes de Goldstone. Elle ne fait donc intervenir que des intégrales sans masse ; le seul paramétre
est 'impulsion externe p. Pour une revue sur le sujet, voir par exemple le treiziéme chapitre de
[Kleinert 2001].

B.1.1 Intégrales & une boucle /

La relation fondamentale pour la régularisation dimensionnelle est ’équation (A.19). Grace a
celle-ci, n’importe quel propagateur sans masse peut étre transformé en un produit de fonctions I'
d’Euler, dont le prolongement analytique au plan complexe est naturellement défini. L’intégrale
spatiale est en effet simple & effectuer.

Dans un premier temps, intéressons-nous aux intégrales typiques a une boucle, avec deux
propagateurs. En I'absence de masse, elles ont la forme générique :

(v B k()R
) (a,g)_/k ) (e =) (B.1)

p est 'impulsion externe. Le numérateur est important car la théorie de la phase plate des

membranes cristallines a des vertex dérivatifs.
Sous forme graphique, elles peuvent étre représentées de la fagon suivante :

Iu(...)u(a76) e — (BQ)

Il ne s’agit pas de graphe de Feynman, les deux branches peuvent représenter différents
types de champs. Les indices tensoriels sont portés par les pattes externes. Ces représentations
sont généralement utilisées pour compter les degrés de divergence infrarouge et ultraviolette de la



254

Chapitre B. Calcul d’intégrales en régularisation dimensionnelle

théorie, quoiqu’ici le caractére dérivatif des vertex rend ce comptage plus délicat. Elles indiquent

néanmoins la forme générale
d’intégrales est suffisant pour

des graphes de Feynman qu’elles permettent de calculer. Ce jeu
calculer toutes les énergies propres a une boucle, ce qui, en vertu

de I'identité de Ward (3.24), est suffisant pour I’étude de la phase plate puisque les contributions
des graphes & divergences superposées sont toutes compensées par d’autres graphes.

B.1.1.1 Intégrales scalaires

Les intégrales scalaires ont un numérateur trivial. Leur calcul est une simple application de

la formule (A.19) :

1
I(a, ) = /
b (k)2 ((k = p)?)”
B // 1 T(D/2—a) ek= 1 T(D/2-p) elr=Fy
= qorD/2 F(Oé) (x2)D/27o¢ AB7D/2 F(ﬁ) (yQ)D/Q*ﬁ
etk-(z—y) pip-y
= 4a+577-D / / D/2 a )0/275
vy (B.3)
e NI
4a+67TD /x,y xQ)D/Qfa(y2)D/27ﬁ
_ a(@)a(p) / e’y
— 4a+ﬁ7rD y (yz)D/Q—(OH-ﬁ—D/Q)
_ a(a)a(p) 1 qots-D/2 D21
4otB7xD " a(a+ B — D/2) (pQ)a+IB*D/2 ’
ot la fonction (D)2 )
-«
a été introduite pour alléger les notations. Nous introduisons également :
a(@)a(B)
= ) B.
Gl ) = ot (5.5)
Finalement, I s’écrit :
(p2)D/2—a—B
I(a, B) = 7D/QG(0@5) : (B.6)
(47)
L’analyse des poéles se fait au voisinage de la dimension critique supérieure, en D =4 — ¢ :
Ha. 5) = ?) P re—e/2— N2 —c/2— B)T(a+—2+¢/2) ©)
SR, Y FE———;) D(@)T(3) |

Conformément a ce qui est attendu, le tadpole sans masse, défini par une intégrale I dont

un des deux arguments est nul, s’annule :

(B.8)

1
I(Oé,O):/a
g @
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Afin de mieux comprendre ce résultat plutot surprenant, effectuons le calcul explicitement dans
le cas le plus simple. Pour cela, nous allons utiliser la représentation de Schwinger :

1 oo x
X:/o dre ™ . (B.9)

Nous pouvons définir le tadpole sans masse I(1,0) a partir d’'une décomposition en éléments

/mg_/” /'1
q qQ(q2+m2) - 2 q +m2
+oo
I
q
—D/2 —1m?
/qq2 (4n D/2/ dr 7—P/%e

1 m D/2 1
/qq2 47T 5 T(1-D/2).

Bien stir cela n’a pas de sens si D est un entier pair, mais c’est le prolongement analytique

Rappelons également :

simples :

(B.11)

naturel de cette fonction pour toutes les autres valeurs de D. L’équation (B.9) peut également
étre appliquée au membre de gauche :

2 +oo +o00
R W R
g (¢ +m?) qJ0 0
m2 +o0o

= —57 / dTo e—T2m? /+OO dr +—D/2
(47T) / 0 T2

9 1-D/2

m oo —T —rom
— W/O dTQ 1_271)/26 2 : (B12)

m2 (m2)—2+D/2

= ~@mpr 1-pp [@-P/2)
(m2)P/2-1
- T =D/,

Soit finalement,

1
— =0, (B.13)
Lq2

formule qui se généralise aisément & une puissance de ¢ arbitraire.
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B.1.1.2 Intégrales vectorielles

Il faut a présent calculer les intégrales avec des numérateurs non triviaux. Puisque les inté-
grales scalaires ne sont non nulles que lorsqu’une impulsion externe circule dans 'intégrande, il
est toujours possible de prendre leur dérivée par rapport a p :

9 o 8) = (-5)
3p“I( ”8)_/k (kQ)a((k_p)2)5+1(2pu

~2k,)

_ Ky — pu
_25/k (k:?)o‘((k:—p)Q)BH
= 218(Iu(aaﬂ + 1) _pli‘[(a76 + 1)) :

D’autre part, la dérivée peut également étre calculée directement a partir de la relation
(B.6) :

9y LPR2-aTD2-fT(a+f-D/2) (D)2=a=f)
opr- T I'(D—a-p) L(@)T(8)  (4m)D/2 (pg)aﬂﬂlfD/? Pu
= (g —a—ﬂ)zppgl(oz,ﬁ) .

Finalement, les identités de la fonction I' permettent de relier les intégrales scalaires avec
différents arguments :

o D/2- p—1
D-a-fBath—1-DJ2

Ia,—1)=p I{a,B) . (B.14)

B
o0 B=1) = 2(8 1)(L(a, B) — puI(a, B))

2 D/2— —1
(8-a-per)ep PRl Pl Ha,8) =206 - 1) (10 ) - puT(0 )

D/2 —
= Iu(a,p) = [11)1()(_55]]9# I(a,B) = mpu I(a, B)

La formule générale peut alors étre déduite :

(pQ)D/Q—a—,B

O, (B.15)
vy

Iu(aa ﬁ) =

ol dans un souci de simplification, les fonctions a et G ont été généralisées :

afay= L D2=a) ) an(@)am(B)
) =——5 TG i-Da—m (B.16)

() T3 —c/2— )T (2—¢/2— B)T(a+B—2+2/2)

MO S T T F(T(5)

pu - (B.IT7)

Le pole infrarouge de « a été décalé d’une unité.
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B.1.1.3 Intégrales tensorielles d’ordre 2

La méthode est exactement la méme.

i o _ k;L _ 2(pu_ku)
a0 = [, e

= 28(Lu (e, B+1) = pI (e, B+ 1))

0 D)2 — «

g W) =y o

D/2 -«

2p
+p“D—oe—B

I(a, B) (D/2 —a—p) p—; I(a, B) (B.18)

(D/2—a)(D/2 - B)
(D—a-B+1)(D-a-p)(a+B-1-D/2)

<qu(a7ﬁ)’5ﬂ’/> :%
(pz)D/QH_O‘_B I'(D/2—a)l(D/2—B)T(a+ - D/2)

X

(4m)D/2 F(D —a— 8) F'(a)(B)
()PP r(D2 41— a)T(D/24+1 - B) T(a+ 8- DJ2 1)
(4m)D/2 2T(D +2—a — ) T(a)l(B)
(B.19)
_ (D2-a)(D/2-a+1) ()PP T(D/2 - 0)T(D/2 - B) T(a+ 8- D/2)
(L (e, B)|[pupw) = (D—a-B+1)(D-—a-p8) (4m)P/2 I'(D—a-p) L(e)T'(8)
)PP (D2 42— 0)T(DJ2 - B) T(a+ 8- D/2—1)
- (4mPr? 2(D+2—a-p) T'(a)l(B)
(B.20)
nD/2+1—a—p onD/2—a—p
G (q,
INV(O‘7 B) = 5}“’ (p )(47T)D/2 2(04 IB) ‘|‘p,up1/ (p(zhr)D/Q G(Q’O)(Oé, ﬁ) . (B.21)

()’ r(3-c/2-a)P(3—2/2-B) T(a+ B -3+¢/2)

> Dl D) oS e (6—c—a—p) L@ ()
(1) r(4—e/2—a)T(2-¢/2- ) T(a+f—2+¢/2)
PP e F6—e—a-p) H(@)T(®)
(B.22)

B.1.1.4 Intégrales tensorielles d’ordre 3

o [ kuky (= B)(2p, — 2Kp)
= G
— 25(1;11/,0(04’ B + 1) - pPIMV(a’B))
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0 _ (D/2—=a)(D/2 - p)
aTopI“”(a’ﬁ)_5“”(D/2+1_0‘_6)pp D—a-F+ 0D —a-Ba+sri-Dj) @
(D/2 —a)(D/24+1—«)

+ (5,uppz/+5upp,u) (D—Oc—ﬂ)(D—l—l —a—ﬁ)l(a’ﬁ)
2pupupp o (D/2—=a)(D/2 —a+1) N
T (D/2 ﬁ)(D_a_B)(D+1—a—B)I( P)
Définissons Z,,,, comme :
Zyuwp(P) = Ouwpp + SupPp + Spupu - (B.23)
_ (D/2=)(D/2—a+1)(D/2 - B)
<I,LWP(O[76)‘Z#VP> _p2 2(D—04—5—1—1)(D—a—B+2)(D—a—5)(a+ﬁ—D/2— 1) I(O‘7B)
_ (D)2-a)(D/2—a+1)
(Luwp(r, B)|pupvp,) = D+1-a-8)(D—-a-p) (e, B)

N (D/2—a+1)(D/2-B)(D/2—a—F+1) Io.f)
D—a-pB)(D—a—-p+1)(D-—a—-B+2)(a+B-Dj/2—-1) "
2)D/2+1=a=8 ~21) o\ D/2—a—f

];wp(a,ﬁ) = Zuup(p) (p )(47T)D/2 ¢ 2( 7B) + PuPvPp p(4ﬂ_)D/2G(3’O)(a,ﬁ) (B'24)

) ()P r(4—e/2—a)T(3—¢/2— B) T(a+ B —3+¢/2)

= Lup(a, B) :EZ.LWP(p

D=i- (47)2—</2 (7T —c—a—p) I(a)0(B)
()T -2 )P (2 —¢/2- B D(a+ 5 -2 +¢/2)

+ PuPvPp (471_)2_5/2 F(7 e — o — /3) L'(a)(B)
(B.25)

B.1.1.5 Intégrales tensorielles d’ordre 4

9 [ kukuk, (= B) (205 — 2k,)
oy o) _/k ()" (k= p2)™
= 25(qupa(avﬁ + 1) _pal;wp(a,ﬁ + 1))
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B (D/2+2—a—3)(D/2—a)(D/2—a+1)(D/2—B+1)
ape el B = 1) = Lo o T N D0 — B+ 2)(D—a—BE3) a0 _2- D7)
) (D/2-B)(B—1) P
(D—a-B)a+f—1-DJ2) 2
. (D/2—a)(D/2—a+1)(D/2—B+1)
D-—a—-p+1)(D—-a—-08+2)(D—a—-8+3)(a+-2—-D/2)
(D=1 oo

D—a—B)a+B—-1-D/2)
(D/2 —a)(D/2—a+1)(D/2 — a+2)
D-—a-8+1)D—a—-p+2)(D—a—-+3)
2 (D/2—-B)(B—-1)

(D—Oé—ﬁ)(o(+lﬁ_1_D/2) I(aaﬂ)
(D/2+1—a—3)(D/2—a)(D/2—a+1)(D/2—a+2)
D-—a-B+1)D—-a—-B+2)(D—a—pB+3)

(D/2-B)(B-1)
(D_Oé—ﬁ)((\+d’fl—D/2) I(a, B)

xp I(aa 5) + (6/LP61/(T + 5/L<75up + 5/1.1/6[)0')

pr(

+ (5/Lz7pl/pa + 6vopupp + 5p0pup1/) (

xXp

+ 2pupl/pppo

Les termes en vert se combinent pour donner un facteur (—1).
Nous avons également besoin de définir de nouveaux tenseurs symétriques.

X,uz/pcf = 6;;1/6;)0 + 5,up(5110 + 5ucfdup (B'26)

(D/2 — a)(D/2 —a+1)
D—a—B)(D—a—-B+1)(D—a—F+2)(D—a—f3+3)
(a+B—-1-D/2)(a+B—-2-D/J2) "

2
<I/,wpcr(a> B)‘X,prcr> = %

(p?) 2P (D2 —a+2)T(D/2 - B+2)T(a+ B —2— D/2)
(47)D/2 AT(D +4—a - f) L(e)I'(B)

Yuupa (p) = p,upuépa + p,uppéua + p,upafsup + pupp5ua + pupaéup + pppaé/u/ (B'27)

(D/2—a)(D/2 —a+1)(D/2 - f)
(D—a—-B)(D+1-—a-p)(D+2—-a—B)a+B—1—-D/2)

D/2—-B8+1 ]p?
D+3-a—p) 2 *P

<]H’/PU (v, B) }YWW> =

X [1—

— (D/2 —a)(D/2 —a+1)(D/2 - B)(D/2+2—a) i[(a 5
(D—a=BD+1-a-AD+2-a-FD+3-a-patps-1-D2 2 "

)PP (D2 —a+3)I(D/2 - B+ 1) T(a+ B —1-D/2)
(4)D/2 20 (D +4 —a—f) L()I'(8)




260 Chapitre B. Calcul d’intégrales en régularisation dimensionnelle

(D/2—a)(D/2—a+1)(D/2—a+2) [, D/2-8

<INVPU(a7B)’prVpPpU> = (D*Oé*ﬁ)(D+ 1 7Oéfﬂ)(D+27Oé*ﬁ) - m I(O@ﬁ)
_ (D/2—a)(D/2 —a+1)(D/2 —a+2)(D/2 —a+ 3) I(a, B)
(D—a-B(D+1-a-BD+2—a-8)(D+3-—a—-8) """
PP (D2 —a+ 9T (D)2 - B) T(a + 8- D/2)
(47)D/2 I'(D+4—a-p) I'(a)1(B)
pQ D/242—a—f G(22) (o, B)
Iy,l/po'(a; 5) = X/'LVPU )(47-(-)D/2 4
p2 D/241—a—p G(?”l)(a,ﬁ)
+ Yywpo (p) ( )( PETIE 5 (B.28)
p? D/2—a—p
+ DuPvPpPo WGW) (o, B)

B.1.1.6 Ordres supérieurs

Cette procédure se généralise pour des tenseurs d’ordre n :
n 1
i I,u,1(...)un (OJ,B) al+ \;iJ termes .

o X

11 (.. )un désigne le produit symétrisé de fonctions d,,,;, dans le cas ou n est pair.

° Z(2j+1)
pa(--)pn
le cas ot n est impair. Par exemple, dans ces notations, Z,,,,(p) = Zﬁ)p(p).

(p) désigne le produit symétrisé de 2j + 1 impulsions et de fonctions d,,,,, dans

° Y#(fg.)“)#n (p) désigne le produit symétrisé de 2j impulsions et de fonctions d,,,,, dans le cas

ou n est pair. Par exemple, dans ces notations, Y, s (p) = YLEZZ,U (p).

Le terme d’ordre le plus haut en impulsion est proportionnel a G9(q, 3).

Pour chaque terme suivant dans 1’ordre des impulsions décroissantes, I’exposant de I'impul-
sion croit d’une unité (pour assurer ’homogénéité), un facteur 2 apparait au dénominateur,
le premier exposant de G décroit d’une unité, le second croit de méme.

1. |.] désigne la fonction partie entiére.
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Si n est pair,

(p2)D/2+n/2—a—ﬂ G(n/27n/2)(a’ B)
Ly (@5 8) = Xy (L (47)D/2 on/2

| )P G in i, )

(27)
Y o P (im0 e (B.29)
nD/2—a—p
p n
+ Dy )Py (()47T)WQG( Na, B)
Si m est impair,
7 (a.5) = Z(l) (p2)D/2+(n—1)/2fafB G((n+1)/2,(n71)/2)<a’5)
p1 (o) «, T T )pn (47T)D/2 2(n—1)/2
D/24(n—1)/2—j—a—p n (n— .
N S Cit) - (p2) [2+(n—1)/2—] G((n+1)/245,(n—1)/2 J)(a,ﬂ) (B.30)
palepn P (4m)D/2 o(n—1)/2—j
o\D/2—a-p3
p n
+pu1(-")pun %G( ’0)(04,5)
(4m)D/

B.1.1.7 Intégrales a4 deux boucles réductibles

Les formules (B.29) et (B.30) sont suffisantes & une boucle, mais elles sont encore trés utiles
& deux boucles. En effet, un dénominateur générique d’intégrale & deux boucles a la forme :

2\ya 2\0 2\ 2\7 2\’
() (@) (k=) ((k=p)*)" ((a-0)*)" , (B.31)
p étant toujours I'impulsion externe.

Dés que I'un des exposants est égal a 0, au moins une des deux impulsions de boucle apparait
seulement deux fois, et I'intégrale correspondante est de type I.

Essayons par exemple d’évaluer I'intégrale suivante :

/ 1

kg K22¢% (k — ) (k —p)»7
k apparait trois fois, son intégrale n’est pas de type I. Ce n’est pas cependant le cas de ¢; nous
pouvons donc l'intégrer en premier et terminer le calcul (I'intégrale sur ¢ inclut un des facteurs

(B.32)

au dénominateur de l'intégrale sur k) :
/ 1 _ / 1 G(O/yﬁ) (k2)275/27a’7,8
ha K0P (k= @)*(k—p)*  Jp k*(k —p)* (4m)P/2

_ G, B)
- (47)D/2

(B.33)
Ia+d +8-2+¢/2,7) .
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Un changement de variable peut étre nécessaire dans le cas ol le numérateur est non trivial.
Ainsi, seules les intégrales présentant les cinq termes au dénominateur sont non-réductibles a
des intégrales a une boucle imbriquées.

B.1.2 Intégrales losange J

Les intégrales losange sont des intégrales apparaissant au plus t6t & deux boucles. Elles ne
se réduisent pas & des intégrales & une boucle & cause de la triple occurrence de k et de ¢ au

dénominateur :
Jawa! g = | . (B.34)
S kg K200 (k — )% (k — p)*(q — p)*"
Elles correspondent & des configurations de graphe de type :
J(a, o, B,7,9") = (B.35)
B.1.2.1 Intégration par parties
Prouvons d’abord un résultat préliminaire :
1 1 T(D/2-a) /dD e
(p2)* - 4axD/2 0 T(a) ’ (22)"
1 0 1
= P k= — | ——=
(p?) 2(1 —a) Op* (p2)*
, B.36
1 1 T(D/2—a+1) /dD iz, e (8B.36)
pu— x —
2(1 —a)4e-17D/2 T(a—1) ( 2)D/2—a+1
En insérant la relation suivante :
0
ap, (Pa =) =D (B:37)

sous le symbole intégral, puis en effectuant une intégration par parties, une des intégrales de J
peut étre réduite :

1 0 1
N e A Ll

N /k 32 [km(k %Z)gﬁ%f)— p)”] - /k(kM - q”)aiﬂ (kQa(k - q)i"(k - p)2”>
(B.38)
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Prouvons que le terme de bord s’annule :

9 (ku — au) _ [0 1 D(D/2—a) ¢ 1 T(D/2—7) eith-r)z
/,C ok, {k%c(k — )28k —p)2’y:| B /k Ok, /x 4oqrD/2 ') (mQ)D/z—a /Z 477 D/2 I'(v) (z2)D/2ﬂ

(-1) 1 T(D/2-B+1) iy,
X /y 2(8 — 1) 48-1gD/2 r(B—1) (yQ)D/%BH
(-1) I'(D/2 —a)T'(D/2 - B+1)I'(D/2—7)
28— DEPaere ()08 — DI (7)
/ ) ( ) eik.z+i(k7q).y+i(k7p)_z
X iy (ixh +iy* 4 izt — — -
z,Yy,z Y x Yy z (;(;Q)D/2 a(yQ)D/2 B+1 (22)D/2 5
_ 1 I'(D/2—a)T(D/2—-3+1)[(D/2—7)
- 2mOP2gekP T(@T(B)T()

o] Iz L s(D)
x/ﬂgyzyu(.r +yt + 28 +y + 2) (332)1)/2%(yz)p/z—m-l(ZQ)D/Q_7 )

Le terme en rouge est automatiquement nul, donc (B.38) n’a qu’'un terme dans son membre de
droite. Réduisons encore ce terme :

1 0 1
R (U w5k, (k?a(k mE pw)
_ 1 k.(k—q) (k —q)* (k—q).(k —p)
= / K2k — % (k- p)> [2“ 2 e PTG
(B.39)

L’astuce suivante consiste & développer les produits scalaires en sommes de carrés. En effet,
tous les carrés possibles apparaissent au dénominateur des intégrales de type J :

2k.(k—q) =k + (k—q)* — ¢

2k —q).(k—p)=(k—q)?+ (k—p)* = (¢ —p)? (B.40)

1 _ 23 (k2 + (k—q)* — ¢?)
- D/k k2o (k — q)2P (k — p)> _/k k2 (k — q)?(k — p)27 - a/k k2t (k — q)28(k — p)?7
(k—p)?+(k—q)?—(¢—p)?)
- V/k K2a(k— q)(k —p)?0FD

(B.41)

Cette relation n’est cependant pas suffisante pour donner une expression générique des inté-
grales losange. Celles-ci sont uniquement définies par une relation de récurrence :

(D - 26 — Q= ’7)‘](0470/’67'777/) :a{J(a+ 1,0él,ﬁ - 17’777/) - J(a + 170/ - 1)67’77’7/)}

—|—’Y{J(Oé,0/,ﬁ - ]-77 + 1’7/) - J(Oé,O/,ﬁ,’}/—i— 17’7/ - 1)} ‘
(B.42)

Si 'un des arguments de J est nul, le probléme est de nouveau réductible & des intégrales de
type I. Les autres intégrales sont ensuite construites par itérations successives.
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B.1.2.2 Relations de récurrence

En réalité, la relation d’intégration par parties (B.37) peut étre appliquée a chacun des
dénominateurs de J, générant non pas une mais cinq relations de récurrence :

(D=28—a—7y)J(,d,B8,7,7)=a{J(a+1,0",8-1,7,9) = J(a+ 1,0/ = 1,8,7,7)}
+’}/{J(C¥,O/,B— 177—’_ 177/) - J(a7a/7677+17’7,_ 1)}

(D—Qa—ﬁ—’y)J(a,a/,ﬂyy,’y/) :/B{J(Oé— 170/75—’_1777’}/) —J(Og7al— 17/84_1777’}/)}
+’Y{J(O‘_ 17()/7/8)7—’_17’7/) —J(CK,O/— 17577+17’7/)}

(D—Qv—ﬁ—a)J(a,O/,ﬁ,’y,’y') :B{J(a,a’,ﬁ+1,7— 177,) _J(aaa/w@—i_l”yaﬁ)/_ 1)}
+a{‘](a+ 170‘/7577_ 177/) - J(Oz—l— 17a/7ﬁa77’7,_ 1)}

(D_20/_6_7/)‘](0570/7[3177’7/) :,B{J(OZ,O/— 1)5—"1)77’7/) —J(Oé— 170/76—*—17777,)}
+9{J(a,0' = 1,8,7,7 +1) = J(a = 1,&/, 8,7,7 + 1)}

(D - 27/ - B - O/)J(Oé,o/,ﬁ,’}/,’}/,) :ﬁ{J(Oé,O/,ﬁ—F 177’7, - 1) - J(Oé,()/,ﬂ—l— 17’7 - 17,}/)}
—I—O/{J(O[,Oé/-f- 17ﬁ57)7/ - 1) - J(O[,O/-f- 17/6’7_ 177,)} .
(B.43)

La somme a + o + 3 + v + 7 est conservée dans chaque expression, ce qui permet de définir
une bonne procédure itérative :

° Etape 1:
Si un des arguments est nul, le probléme est réductible & un calcul d’intégrales a une
boucle :
: 1 G(7.8)
J(0,¢/, 8,7, =/ ; F =L,y ++ +B—D/2
( ) ) kg q2a (k_q)Q,B(k_p)Q'y(q_p)Z"/ (47T)D/2 ( / )
: 1 G(v.B)
J(@,0,5,7,7 :/ A NELIN (CRE . Y
R T U T
1
J(a,a,0,7,7") —/ ; - = I(a,y)I(,+
( | kg K20q? (k= p)*'(q — p)* (e e 1)
, o 1 G(a, p)
J(a, ', 3,0,7 :/ . = ey ! —DJ2,
R Y e T L L E

. _ 1 _ G(O/,ﬁ) / ’
J(a, ', B,7,0) _/qu2aq2a,(k—Q)26(k—P)27 = (471-)D/2[(a+a +8—-D/2,7") .

° Etape 2:

Les étapes suivantes sont construites grace aux relations de récurrence (B.43), qui per-
mettent d’exprimer les intégrales d’une étape donnée en fonction d’intégrales des étapes
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précédentes seulement. Le but est d’augmenter progressivement les puissances au dénomi-
nateur. Dans notre cas, chaque argument doit atteindre 22 :

1
J(a,1,1,7,1) = { Ja+1,1,0,7.1) = J(a+1,0,1,7,1
(L1 1) = 55— a{J(a+1,1,0,7,1) = J(a+1,0,1,7,1)}
+{J(e, 1,0,y +1,1) = J(a, 1, 1,7 + 170)}]
1
o' 119 = fepe— [a’{J(1,a’+ 1,0,1,9) = J(0,0/ +1,1,1,7/)}

+'{J(1,a,0,1,7 +1) = J(1,0/,1,0,9" + 1)}]

1 .
J(17 1757777/) = D — 9% — ,B — |:B{‘](O* 17“1:{ + 1/77/) - ‘](1‘07/)) + 1-/’\/:7/)}
+~4{J(0,1, 8,7+ 1,7") —J(LO,/M%M”)}}
1
J(o, o, ,1,1) = D_2y-f-a [B{J(oz,a/,/JJr 1,0,1) — J(a, 0/, B+ 1,1,())}
+ oz{J(oz +1,¢/,8,0,1) — J(a+ 1,0/, 3,0, 1)}] .
° Etape 3:
1
J(a,1,1,7,2) = S pp—— [a{](a’qt 1,1,0,7v,2) = J(a + 1,(),1,7’,2)}
{0 1,0,9+1,2) = J(a, 1, 1,7 + 1, 1)}]
1
J(1,0',1,2,7) = o [O/{J(l,ar’+ 1,0,2,9') = J(0,0/ +1,1,2,7)}
+/{J(1,0,0,2,4 + 1) = J(1,0/,1,1, + 1)}]
1
J(,2,1,7,1) = D_Qﬂ_a_,y[a{J(a—i—1,2,0,%1)—J(a—i—l,l,l,*y,l)}
+9{J(,2,0,7 +1,1) = J (0,2, 1,7 + 170)}]
1
J2,d,1,1,7) = ST B [o/{J(Q,o/+ 1,0,1,9) = J(1,a/ +1,1,1,)}
+7{J(2,0,0,1,9 +1) = J(2,0,1,0,9" + 1)}]
1
J(a,1,2,7,1) = { Ja+1,1,1,v,1) = J(a+1,0,2,4,1
(@1.251) = j—gz——[a{J(@+ 1117 D) = J(a + 1,0.29.1)
+y{J(e 1,1,y + 1,1) = J(a, 1,2,y + 170)}]
1
T(,0,2,1,7') = Hegr—s 0T +1,1,1,9) = J(0,0 +1,2,1,9)}

+ (I 1,1, 1) = J(1,0),2,0,9 + 1)}}

2. Les propagateurs de flexurons sont en ,%4-
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1

J(2,1,8,7,7) = D 205 [B{J(l, LB+1,79)—J(2,0,8+1,7.7)}

+9{J (18,7 +1,7) = (2.0, + 1.9)}]

1
J(1727ﬁ77>fyl) - D — 2o/ — 6 _7/ |:/6{J(17175+ 17’77’7/) - ‘](023—"_ 17’\//77/)}

+7{I 18,77 +1) = J(0.2,8,7.9 + 1)}

J(a,d,3,2,1) = 5 271_ T a [B{J(a, o, B+1,1,1) = J(a, o/, 3+ 1,2,0)}

+a{J(a+1,d,8,1,1) = J(a+ 1,0, 3,2, 0)}]

1
J(a7 06/767 172) = D _ 2,}// _ 6 _ a/ [6{1](0{7 al?ﬁ + 17 ]" 1) - J((‘Y7 (¥/7[3 + 1707 2)}

+a/{J(a, o +1,8,1,1) — J(a,0' + 1, 8,0, 2)}} .

° Etape 4:

1
T@2,1,7,2) = Hogrm— [a{.](aJr 1,2,0,7,2) = J(a+1,1,1,7,2)}

+{J(0,2,0,7 +1,2) = J(a,2, 1,7+ 1, 1)}]

1
J(2,0',1,2,9') = 5— T R [O/{J(Q, o/ +1,0,2,7) = J(1,a/ +1,1,2,7)}

4+ {J(2,0/,0,2,4 +1) = J(2,0/,1,1, + 1)}}

1
T(0,2,2,7,1) = pgr——[o{J(@+ 1,217, 1) = Ja+1,1,2.7,1)}

+ {0,217+ 1,1) = J(0,2,2,7+1,0)}]

1
J2,0',2,1,9) = pgam o [a’{J(Q,a’ +1,1,1,9) = J(La +1,2,1,9)}

+ ' {J2,0,1,1,9 +1) = J(2,0/,2,0,4 + 1)}}

1
ﬂmL172%=D_Qﬁ_a_VP{KQ+LLL%%—JW+LQZWQH

+ {1 17+ 1,2) = S 1,29 + L1}

1
ﬂLdﬂﬂmU=D_m%ﬂﬂ_MP%ﬂLd+1J2ﬁU—ﬂ&d+Lllﬂﬂ

7 {I(1L0 1,29 4 1) = J(1,0/,2,1,9" + 1)}

1
J(272757777/) = D—2C¥—,8—’)/|:IB{J(17276+17’%7/) _J(2717B+1777’7/)}

+v{J(1,2,8,7v+1,7) = J(2,1, 8,7 + 1,7’)}}
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1
D—-2v—f3—«

J(a, ', 3,2,2) = [B{J(oz,o/,/ﬁ +1,1,2) — J(a, 0/, B+ 1,2, 1)}

+ a{J(a +1,d,8,1,2) — J(a+1,d, 3,2, 1)}] .

Ce jeu d’intégrales nous suffit & deux boucles. Il se généralise facilement & des ordres supérieurs.

B.1.2.3 Intégrales tensorielles

Notre théorie ayant des vertex dérivatifs, nous avons a priori besoin de tenseurs d’ordre re-
lativement élevé pour exprimer nos graphes. Ceux-ci peuvent étre obtenus, comme pour les inté-
grales & une boucle, en dérivant par rapport a I'impulsion externe. Typiquement, pour construire
le vecteur J*,

0
7‘](057 O/u 5)777/) = 2p,LL ny(Oé7 a/HBa’Y + 17’)/) + fy/‘](au O/u ﬂ)’%’yl + 1)]

Oy (B.44)

- 27‘]“(0‘70/7577 + 1)7,) - QW/JM(O/a OJ,B,’}’/ + 1)7) .

Il est possible de s’aider de la symétrie qui inverse k et ¢ pour simplifier les expressions. Nous
obtenons donc encore une relation de récurrence qui s’initialise sur des intégrales a une boucle.

Cependant, ce type de calculs peut vite devenir lourd, d’autant plus que les intégrales in-
tervenant dans les graphes de type losange de la théorie de perturbations dans la phase plate
peuvent faire intervenir des J & 14 indices! Dans ce cas, il est souvent préférable de se rame-
ner a des intégrales scalaires, en décomposant les graphes tensoriels sur des bases adaptées, et
d’utiliser les relations du type (B.40) pour réduire les numérateurs.

B.1.3 Intégrales triangle T'

Nous avons présenté les méthodes de calcul des intégrales I, mais il existe des configurations
& une boucle non décrites par ces intégrales, typiquement dans les fonctions & trois et quatre
points. Bien que grace a l'identité de Ward (3.24) le calcul de la fonction a trois points ne soit pas
nécessaire dans la théorie de la phase plate, nous examinons ici les intégrales correspondantes :

4

(6%

Le calcul est assez similaire a celui de J, mais avec une seule intégrale :
1
T(a, B,7v) = . B.46
0 = | e (240

Le principe est le méme : chercher des relations de récurrence en utilisant l'intégration par
parties. Par exemple, (B.41) donne :

(D=28—y=a)T (e, B,7) = a(T(a+1, B=1,7)=¢*T(a+1, 8,7)) +v(T(a, B=1,7+1)~(q=p)*T (v, B,7+1)) -
(B.47)
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En tout, trois relations indépendantes peuvent étre obtenues, soit en variant la relation
d’intégration par parties utilisée, soit en effectuant un changement de variables :

1 1 1
/k k2 (k — ) (k —p)» /k (k +q)*k2(k +q - p) /k (k +p)2(k +p— )2 k>~
(B.48)
La différence majeure avec J cependant réside dans le fait que k et ¢ ne jouent plus ici
des roles symétriques. La somme « + 3 + 7 n’est pas conservée dans (B.47). Nous pouvons
alors établir une hiérarchie d’intégrales, ou les termes de rang élevé (avec une grande valeur de
a + B+ 7) s’expriment en fonction des termes de rang plus faible. Dans un souci d’obtenir des
notations plus compactes, les arguments de T' seront temporairement notés en indice :

BQZTa,ﬂ-l—l,w +’Yp2Ta,,8,w+1 =A
aq*Tot1,6~ +9(q = p)*Taprer =B (B.49)
OépzTa—i—l,,B,'y +ﬁ(q - p)ZTawB‘i‘lv’Y =C

A= Qa+B+v—D)Tapy+ Bla-18+17 +7Ta-18~+1
B= (28+a+y—D)Tupy+alat1-14 +VTap-17+1 - (B.50)

C= 2v+a+B8-D)Typ~+aTos18y-1+ Bl pgt1-1

det(A
C’est un systéme de Kramers, sa solution est donnée par zp = dt((Ak))’ ou Aj est la matrice
e
du systéme dont la k™ colonne est remplacée par le membre de droite. Le déterminant A de

ce systéme est :

0 Bq? v p?
A= ag 0 v(g—p)? | =2aBv¢p*(q¢—p)*. (B.51)
ap? B(q—p)? 0
T(a+1,8,7) = %( — ABy(q —p)* + BBvp*(q— p)* + CByvq*(q — p)2)
o T(a,f+1,7) = %(Aorpr(q —p)? — Bayp® + Cayg? pz) . (B.52)
T(a,B,7+1) = %(Aaﬂf(q —p)® + Bafq® p® — Caﬁq4)



B.1. Intégrales sans masse 269

La relation de récurrence s’écrit finalement :

{2a+B+v—D)(g—p)’+2B+a+y—D)p’+ 2yv+a+B)d’}T(a,B,7)
1 —Blg—p)*T(a=1,8+1,7) —v(g—p)*T(a = 1,8,y +1)
Tt 157) = 50 +ap’T(a+1,8—1,7) + 7’ T(a, B — 1,7y +1)
+ag’T(a+ 1,8,y — 1)+ B¢*T(a, B+ 1,7 — 1)

{2a+B+~-D)a—p)’+28+a+y—D)p’+ (27 +a+ )¢’} T(a, 8,7)
B 1 +B8(g—p)*T(@=1,8+1,7) +7(a—p)*T(a—1,8,7+1)
T(Oé’B * 177) B 2B (q _p)2q2 - apQT(a + 176 - 177) - ’YPQT(OQﬂ - 177 + 1)
+aq’T(a+ 1,8,y = 1)+ Bg*T (o, B+ 1y — 1)

{@a+B+7-D)g—p)°+2B+a+y—D)p’+ (2v+a+B)d*}T(a, 8,7)
T(o By 4 1) = 1 +B(g—p)°T(a—1,8+1,7)+7(q—p)*T(a—1,8,v+1)
o 27 (q — p)? p? +ap2T(a+1,,6’f1,'y)+7p2T(a,,871,7+1)
- aq2T(a +1,8,y—-1)— ﬁqu(a,ﬂ +1y-1)

(B.53)

Contrairement aux losanges, la relation de récurrence peut donc étre résolue pour les tri-
angles. Malheureusement le revers de la médaille est qu’il n’est plus possible d’initialiser la
relation avec I car T'(1,1,1) n’est plus relié¢ & un triangle dont un des arguments est nul. Il faut
donc également calculer T'(1,1,1), qui est plutdt difficile & déterminer :

1
T(1,1,1) = /k k2(k — q)2(k — p)?

—+00
- / / dridradry TR0t ()
kJO

+o0o
= / / % 6—T248+2(T2Q+T3P)QO /e—Tzq2 6—72!12—731@2 ., TS =Ti+Ta+ T3
rimams J—oo 2T q

(72q+7'3p)2 D;l
T e ™= 1 T D -1 2 2
[ F SR S S RS P
rm VTR 2T 2D-27 5 (L) 2 2
+73p)2
_ 1 (TE)_D/Q e_T2q2_T3p26(T2qr;dp)
2D D/2

T1,72,T3

(B.54)

Cette intégrale a un pdle ultraviolet en D = 6. Afin de I'extraire, nous effectuons un chan-
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gement de variable sphérique pour extraire la fonction I' correspondante :

71 = rcos?(6)
5 = 1sin?(#) cos? ()
73 = 1sin?(#) sin®(¢)
cos(f) —rsin(26) 0
dridrydrs = | sin?(0) cos?(¢p) +rsin(20) cos?(¢) —rsin?(h)sin(2¢) | = 72 sin?(6) sin(26) sin(2¢) .
sin?(0) sin®(¢)  +rsin(20)sin®(¢) +rsin(6) sin(2¢)

(B.55)
T(1,1,1) = / drdfde r? sin?(0) sin(26) sin(2¢) r—P/2
> ef(pfq)zr sin?(0) cos? () sin?(¢p)—r cos?(0) sin2(0) (p? cos?(¢p)+4q2 sin?(¢))
= [ drdfde r*=P/2 (8, ¢) e 790
/ T ¢T f( 7¢)6 (B56)

3-D/2 -
ooy 40

_ r(s — g) /d@dqs £(0,8)(g(0,8)) 2%

u

= / dudfds

L’intégrale restante est convergente.

Ce résultat peut étre encore un peu simplifié. D’abord, effectuons un autre changement de
variables :

— cog?
{ hee 82(9§ , dudv = sin(20) sin(2¢) dod¢ , (B.57)

D/2-2

[ 00 1(0.0)(0(0.0) " = [V [0 (1 =) [0 = v =)= 0 + (1= W+ *(1 = )

D/2-2

:/Oldu/oldvu—u)D/“[a(l—UHﬁu} )
(B.58)

avec a = v(1 —v)(p — q)?, B = vp? + (1 — v)q®. Ensuite, nous transformons u en 1 — z :
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[ a6 10.0)(000.0) 7 = [0 o2 [z 2 [1- - 8)2 7

0 B
pP—2 L=/B e D/2—2
/dv —aD/2/ dt tP/271 (1 — )P/
1 D—2

_ B D D _
_/Odv(ﬁ—a)D/zBl(Q 2 1)

D/2

3)

1 D=2 (1_g
:/Odv(ﬂ—a)D/Q _D/2 2F1 5,2—5714‘5,1—5

1
D D D D a
— [ v Z P22 F(—Q——l f1—f)
/0 v2ﬁ 21( 5 2,+2, 5

(D D D a)

(B.59)

Malheureusement, cette expression ne se simplifie pas plus pour un D générique. Il est ce-
pendant possible d’effectuer des développements de son expression en € dés que D est fixé.
Les termes tensoriels peuvent étre déduits a partir d’un systéme de Kramers similaire.

B.2 Intégrales massives

Nous traitons & présent le cas d’intégrales avec des masses : tout d’abord le cas le plus simple
des intégrales ot 'impulsion externe ne circule pas, puis le cas général, en réinvestissant les
calculs précédents.

B.2.1 Tadpoles massifs

Les intégrales de type tadpole massif ne comportent qu'un seul dénominateur :

s S s

L’intégrale scalaire a déja été calculée dans la section B.1.1.1 grace a la représentation de Schwin-

B.60
e +m2 (B.60)

ger. Elle s’exprime en fonction de A, la contrepartie de a pour les divergences de type ultraviolet :

Ala) = W (B.61)
I™(a) = (ﬁr()i‘))p(m?)m‘“ . (B.62)

Bien évidemment la masse empéche 'apparition de divergences infrarouges. Il n’est donc pas
surprenant de voir ces intégrales se réduire a des fonctions A(a) (qui ne peuvent porter que des
divergences ultraviolettes) plutot que G (o, 3).
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Afin de calculer les intégrales tensorielles correspondantes, il est utile de faire circuler une
impulsion artificielle au dénominateur :

1

Main) = [ . (B.63)
¢ (% = 2(p.q) +m?)
L’équation (B.62) se généralise alors facilement :
A —a
I (a;p) = ﬂ(mz —pQ)D/2 ) (B.64)

(47T)D/2

Les deux intégrales sont évidemment reliées par un simple changement de variable, modulo une
redéfinition de la masse :

I"™(a) = I'"™(a; p) = M(mZ)D/H . (B.65)

m2—m24p? (47T)D/2

Grace a la dépendance en impulsion p, il est possible de construire des intégrales tensorielles
en dérivant, tout simplement, comme dans le cas des intégrales sans masse :

2aq
0 Im(a;p) :/ el -
8 ¢ (¢ = 2(p.q) +m2)*"

= 2al,"(a+ 1;p)

_ 2 onND/2—a—1

_ 2 .2 D/2—a—1

= —2p, (47T)D/2 (m P ) .

myo.. Ala) 2 2\ D/2—a
= |1, (a;p) = 7(4701)/2 (m —p ) Dy |- (B.66)

Le passage aux intégrales initiales se fait grace au changement de variables (B.65) :

dp — Pu
(o) = / —0. (B.67)
g ¢ (¢ —2(p.q) +p* +m?)*

Il est également intéressant de remarquer que le terme de dérivée 9, agit seulement sur les
impulsions externes, donc seulement sur les dénominateurs des intégrales. La structure tensorielle
non triviale découle au contraire de son action sur le second membre des équations du type (B.64).
Traitons le tenseur d’ordre deux comme exemple. D’abord, dérivons la forme intégrale :

2009,y
Bulm(a;p)Z/ . = 2al,(a+ 1;p) ,
1% q (q2 . 2(]7-(]) + mz)a-‘rl 224

puis la forme intégrée (B.66) :

I (a;p) = (4m)DP2 [(—2171,) (m? = p?) P2 py 4 S (m? _p2)D/27a]
— 2 2\D/2—a-1 Ala) 5 9\D/2-a
= —2pupv (47)D/2 (m —-p ) + (am)D/? (m P )
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Il est utile de généraliser :

W (q) (m2 — p? D/2—a+1 o .
= | Llasp) = [%u éﬁ)é/l ( p2) er,my(ﬁr()D)/z(m2 — )PP } (B.69)
D (a) (m2 D/2—a+1
I () = b éﬁ)é /l (m?) 5 (B.70)

Cette formule se généralise, comme dans le cas des intégrales sans masse, & un ordre n
quelconque.

Si n est pair,

(mz _ pz)D/2+N/2—a A/ (@)

L oun (@5 P) = [Xm(--.)un (4m) D72 /2
D/24n/2—j—a (n/o_i
LY@ ) (m? — p?) T AR (o) (B.71)
p1 ()i (4m)D/2 on/2—j
(m2 o pz)D/Q—a
+ By~ A
D/24n/2—« 9
. (m2) AM/2) ()
I,u1(~~.),un (Oé) = Xﬂl(“-)/‘n (47T)D/2 2n/2 (B72>
Si n est impair,
m g (M p?) PO g2 ()
Ml(...)[tn(a7p) - [ w1 (e i (47T)D/2 2(n—1)/2
D/24+(n-1)/2—j—« n— i
L e o (m? — p?) [2+(n=1)/2=j=a 4((n-1)/2 D (a) . (B.73)
pa (- P (47)D/2 2(n—1)/2—j
m? — p? D/2—a
;ﬁ(...)un(a) =0 (B.74)
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B.2.2 Transformée de Mellin-Barnes

Pour aller plus loin, il est nécessaire d’utiliser des outils assez complexes. La transformée de
Mellin-Barnes [Boos 1991] permet de réexprimer les intégrales massives en intégrales sans masse
(que nous avons déja calculées), au prix d’une intégration supplémentaire dans le plan complexe.
Elle est basée sur la formule suivante :

1111 /“‘” ds <m;>sf(—s)I‘(a—|—s). (B.75)

(@2 +m2)*  @*T(a)2im J_joq q

Le propagateur massif du membre de gauche est bien changé en un propagateur sans masse dans
le membre de droite. L’intégrale restante se fait grace au théoréme des résidus, tous les poles
se trouvant sur ’axe réel; il est en particulier important de bien distinguer les cas m < q et
m > g pour savoir si le contour se ferme a gauche ou a droite. Un avantage de cette méthode
sur la paramétrisation de Feynman est qu’elle traite avec le méme degré de difficulté les théories
entiérement massives et les théories ol seulement certains propagateurs sont massifs, tout en
se basant pour les intégrale & D dimensions sur les formules des intégrales sans masse qui sont
plus simples. Cependant, le résultat de U'intégrale s’écrit comme une série (infinie) de fonctions
I'" qu’il n’est pas toujours simple d’analyser.

Les calculs avec de telles méthodes deviennent vite assez lourds, d’oil 'intérét des réarran-
gements infrarouges qui visent a tout réduire a des tadpoles massifs.



ANNEXE C

Equation de Wetterich

Cette Annexe présente quelques résultats autour de 1'équation de Wetterich (1.45).

C.1 Démonstration

L’équation de flot de I'y[¢] est un résultat exact découlant des relations entre les potentiels
thermodynamiques. Pour les besoins de notre preuve, nous considérerons un champ ¢(z) scalaire,
mais la démonstration est la méme sinon (seules les notations sont plus lourdes).

L’action effective moyenne est construite en ajoutant a ’action le terme de masse suivant :

ASy = ;/‘P(Q)Rk(Q)‘P(—Q) : (C.1)

q

Gréace a ce terme, les fonctionnelles génératrices dépendent de 1’échelle courante.
Op 2] = / D] (-0 A8, )eSteImasilalt) 1o
L[, — Skl ]
=5 [ %Bi(a) | Dlele(a)p(—q)e"*
Jq

= 8k€W"[J] = 8}6Wk[ﬂ6w’“m

=3 qc%Rk(Q)<<P(q)<ﬁ(—Q)>k_JZk[J]

= O Wi[J] = *% 8kRk(q><s0(qw(7Q)>k 7
\

Dans la suite, nous appelons Féeg [¢] la transformée de Legendre de Wy[J].
ST 9] SWi|J]
= = = . 2
Ty = S 0@) = Ty = (#@), (C2)

D’autre part, la fonction de corrélation connexe est reliée & la dérivée seconde de Féey .
@y 1 _ _ —
W, i ¢, —q] <s0(Q)s0( Q)>U <80(Q)>A,“]<90( Q)>A,J
= (¢@)e(-q)), = ol@d(~q) (C.3)

= [Fl(f)’Leg (634, —Q]} o
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La transformation de Legendre peut aussi s’écrire :

ouWilI] = ~au [T lel] |+ au( [ Ja)ot)

x

- - [avriepl] |, +

= OhTk[g] = T (6] — O ASk[g]
= —OpWilJ] — /3kRk Jo(@)d(—q)

/51<;Rk Leg[éb, g — ﬂ B

1
= 5 o [rPla—a + )]

Ce qui conclut la preuve.

C.2 Cas pseudo-massif

La fonction de coupure Ry(q) doit respecter au maximum les symétries de I’action effective

pour éviter de générer des contributions artificielles au flot de renormalisation. Or, dans le cas

d’une théorie invariante par translation, le terme ASk[¢] brise la symétrie. Dans cette section,

nous nous proposons d’examiner les conséquences d’un couplage de la coupure aux dérivées du

champ plutot qu’aux champs eux-mémes, qui permet de conserver l'invariance par translation

au niveau de 'action a I'échelle courante Si[¢] = S[p] + ASk[p].
Nous ajoutons a présent le terme de pseudo-masse suivant :

AS, — /'R:3<q>aa<p<q>aw<—q> -

DO |

(C.4)

Reprenons la démonstration précédente. La couleur rouge nous aide & suivre les modifications

apportées par le changement de ASg[y].

()AZk; /D ();‘ SA) Slel=ASk[el+[ T

— 5 [0R @) [ Pleiup(@dse(-ae
Jq

= 6k€Wk[J] = 8ka[J] Wi lJ]

_ _/a R (g mo(fJ)f?N( )>,ﬁ_’,,zkm

= O Wi[J] = —/asz qa(16< (¢ )?(_Q)>

kg
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Wil J] = 0y [rgegm} ’¢ + 8k( / J (ar)ab(w))

x

: [l

= O Thle] = T ¢] — OpASk[¢]

= —OWi[J] - ;/GkRzﬂ(Q)qaqsw(qw(—Q)
q

1 af € -1
—3 / Oy (@)auas [T 1930,
q

1 af Qf -1
= ) \/8}6}%]‘,’9((])(]0{(]5 |:F](§2) [¢7 q, _Q] + Rk;sq((D(quq/@] :
q

oTild) =+ [ oR? r®(6:q, ] + B (Q)gaas] C.5
= k k[¢] 9 kAl (Q)quqﬁ k [¢7 q, Q]+ k (Q)(Juqd ( . )
q

Ainsi, la démonstration reste la méme avec un couplage pseudo-massif.

Ecrite sous cette forme, I’équation (C.5) est bien finie a la fois dans la limite ultraviolette et
la limite infrarouge. Cependant, le dénominateur est maintenant beaucoup plus dangereux. En
particulier, il n’est plus possible de dériver cette équation par rapport a ¢ un nombre suffisant de
fois pour avoir accés & la renormalisation de toutes les fonctions & n points, car dériver augmente
la puissance de ¢ au dénominateur mais pas au numérateur, ce qui peut générer des divergences
infrarouges pour n assez grand.

Cela peut étre le signe que le développement dérivatif est basé sur une série mal définie si
I'invariance par translation est imposée a la théorie. Il semble donc préférable d’avoir recours
& une coupure couplée au champ quelle que soit la situation pour avoir une théorie toujours
bien régulée. Dans le cas particulier de la théorie de la phase plate des membranes cristallines,
I'utilisation du développement dérivatif en combinaison avec une coupure couplée aux champs,
et non pas a ses dérivées, donne des résultats comparables aux calculs dans des schémas avec
dépendance en impulsion, et aux autres approches non-perturbatives ou numériques (voir le
Chapitre 3).






ANNEXE D
Théorie de perturbations - Annexe
technique

Cette annexe présente des détails de calcul relatifs aux théories de perturbations présentées
dans ce manuscrit.

D.1 Coefficients de renormalisation et fonctions

D.1.1 Phase plate des membranes pures

1 est défini & partir du comportement de la fonction de corrélation des flexurons dans I'in-
frarouge :

1 1
(hphp) = 5 =Z (k) (Bh) ~ -~ (D.1)

Le coefficient de renormalisation Z est donc relié & ’échelle courante k de la fagon suivante :

k n
Zx -] , D.2
(5) ©2
soit finalement,
n= k‘@k(log(Z)) (D.3)
_ ,0X0log(Z) Ou dlog(Z)

=Ko on T Far o

_, Olog(2) 0log(2)
= == th o (D.4)

Le flot de renormalisation des constantes de couplage s’obtient grace & la propriété selon
laquelle les quantités nues ne dépendent pas de l’échelle courante. La relation entre quantités
nues et renormalisées est donnée par (3.29). Nous avons donc :

s _, Op  MgdN  sop _
kL ok o ok " ou ok
dps _ Oup  Opp OA | Oppdu _
dk ok O\ Ok ' Op ok
8)\3 g 8AB 92 8AB £ -2
= A 2 — = YAV
o = B o N(AZ\Z?) o A OVAV AR
oup ¢ ’ oup _o\ Oup e —2
— e 5 A —— =k"0, (uz,Z
ok k'P N A (n2,277) EN u(nZ,277)
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6()\Z)\Z_2) + BrOx ()\Z)\Z_g) + ﬁ,ﬁ,‘()\ZAZ‘Q) =0
=

e(uZuZ™2) + BrON (12, Z7%) + Budy(nZ2,Z27%) =0

e+ Br0x(log(AZ)Z72)) + 8,0, (log(AZxZ72)) =0
=

e + 5r0x (log(nZuZ~?)) + Budu(log(nZuZ~?)) = 0

e+ BAaA(log()‘ZA)) + ﬁuau(IOg()‘Z)\)) + B,\(‘?/\(log(Z_Q)) + ﬁuau(log(Z_Q)) =0
€+ B,\a,\(log(,uZu)) + 8,0, (log(,uZ )) + [5’,\6>\(10g(2_2)) + Buau(log(Z_z)) =0
—e+2n =D — 4+ 21 = B0\(log(AZ)) + B.0u(log(AZ)))
= . (D.5)
—e+2n =D —4+2n=B0x(log(uZy)) + Buu(log(nZ,))

Dans le cadre d’une régularisation en schéma minimal, seules les parties divergentes des
graphes sont extraites,

+00
_1+ZZ5”, M_1+ZZM5”, Zy=1+Y Zyne". (D.6)
n=1 n=1

A Dordre de L boucles, les sommes sont tronquées a 'ordre n = L.
Nous pouvons alors développer les fonctions 5 et n en fonction de € :

—+o0 —+o0

n(\ e (1+Zz &) =B 9 (x(Zn)e) ) Y (0u(Zn)e™)
)\(5 — o\ e ) (1 T Z Znm e ”) = B\ ) (1 n io aA(AzA,n)e—“) B0 s e) io (au(AzA,n)e—")
u(e = 2n(\ p,e ) (1 + Z Zune ") = Ba(A p€) io (GA(MZu,n)e_") + Bu(A, s €) (1 + io au(ﬂZu,n)E_")

(D.7)

Comme les fonctions 3 et i doivent étre finies quand ¢ tend vers 0, nous pouvons supposer que
leur développement ne contient que des puissances positives de €. Si de plus nous supposons que
leur développement peut étre tronqué & un nombre fini de termes, nous obtenons les relations
suivantes :

M)yo1 =05 (Bran)yzo =0 (Bum)pan =0 (D.8)

(le ni*™ coefficient de n ne dépend que du (n — 1)*™¢ coefficient de () et (3, et ainsi de suite).

Nous pouvons alors examiner les développements en € ordre par ordre :
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e Ordre O(e?) :
n = —NO\Z1 — p0,Z1

Bri=—A (D.9)

Bu,l =K

Dans les fonctions 8, ce terme est la partie dimensionnelle du flot, due au fait que les
coefficients de Lamé ont une unité et ont donc une dépendance triviale en 1’échelle courante,
qui est découplée des couplages renormalisés grace au terme k°.

e Ordre O(£) :

Bro = A2n+ AZx1 + uduZra) (D.10)
Buo = (20 + XorZu1 + 1duZu)

e Ordre O(e™")p>1 ¢

N Ly = =AO\Zn+1 — 1O0uZnt1 + Bro0rxZn + Bu00uZn
20X Zyn = =N Zxni1 + BroOn(AZxn) — M0 Zx i1 + BuoX0uZan (D.11)
210 Zy = — 120 Zyn1 + BuoOu(1Zupn) — MO Zpni1 + Brott O Zyun
Ces relations doivent étre vérifiées ordre par ordre en théorie des perturbations pour assurer
la cohérence du calcul.
D.1.2 Phase plate des membranes désordonnées

La procédure est la méme, si ce n’est qu’il y a maintenant cinq constantes de couplage. Le
lien entre variables nues et renormalisées est cette fois-ci donné par (6.47).

1 = ko (log(2)) (D.12)
_ 0X0log(Z) Op dlog(2) n k@A)\ 0log(Z) n k:aA“ 0log(Z) n k&A,{ 0log(Z)
= ok 0O\ ok Ou ok  O0A, ok  0A, ok 0A,
0log(Z dlog(Z O0log(Z dlog(Z dlog(Z
n = B (2) + By (2) 5AA7() BAMA /BA,@A : (D.13)
B o DA, oA, A,
s Dp s ON  Dpdu  0p O | Op 0D, s OA. _
dk =0 ok oA Ok ou 0k  O0Ax Ok 0A, Ok 0N, Ok
duB_O %+%@+%aj+awam+6ugam auBBA,i_O
dk ok o\ Ok ou Ok  OAN Ok 0A, Ok 0N, Ok
dAxp 0Axg | OANBON | OANBOu | OAN B OAN | OANp OA, | OANp OAs _
& 07 ok T on ok op ok 0Ax Ok T oA, ok T oA, ok 0
dAuB 0Au B | OAuB @ O0AL B (97;; OAL,B OAN  0AL B OA, + 0A, B OA,. 0
dk 0 ok o\ Ok ou Ok 0A, Ok oA, 0k 0N, Ok
dAep ODip | 0D ON | OAupOp 0D 0Dy  OAup 0N, 0D 0A.
a0 ok o ok " ou Ok 0Ax Ok | 9A, Ok | 0A. Ok
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OXp _ € N5 _ yea, (\n22
ok k>\B ggi i ( )
8MB £ UB kO -2
“PE < —_— = \nZ,Z
ok k,UB gﬁl g ( H )
BA,\,B IS \NB —2
ok = %A)\,B ) 0g; - ksagi (A)‘ZAAZ ) ) gi € {)‘a Ky Ay, A/u Ar{}
0A,B € OAup . -2
TZ‘ = EA“’B agz =k agi (A/‘ZA#Z )
OArB OBRE _ o (AnZa. 2!
2 = - i K AKZ
e(\2,27?) +Zﬁg1 5 (A\Z2Z7?) =0 e+Zﬂgl g, (log(AZxZ7%)) =0
e(uZy +Zﬁgz (nz2,27%) =0 6+Zﬁg, g, (log(nZ,272)) =0
9i
N e(ArZaZ~ + Zﬂg (ArZaZ27%) =0 e+ Y By0: (log(ArZa,Z %) =0
9gi
e(AuZa, 27 +Zﬁg (AL Za,Z7%) =0 e+ > B0 (log(AuZa,Z %) =0
9gi
Zﬂqb qz A AN ) =0 Zﬁgiagi(log(A’iZAmZ_l)) =0
9i 9i

a+25g y: (log(AZ)) +Zﬂgl ,: (log(Z272)) =0
5—1—2591 i (log(nZ +Zﬁgl . (log(Z272)) =0
a+25g1 i (10g(AxZa,) +Zﬁgl , (log(Z72)) =0
8—1—2591 y: (log(AuZa,) +Zﬁgiagi(1og(2*2)) =0

9i
Z Bgiagi(IOg(AHZAm)) + Z Bgiagi(IOg(Zil)) =0

9i
—+2n=D — 4_‘_2777259 s log)\ZA)

—+2n=D — 4_‘_27772591 o (log (1 )

—+2n=D — 4_‘_27772591 i logAAZAA)

(
(
(
—e+2=D— 4+2nf25g 9y (log(AuZa,))

9i

n = Z th-agi ( log(AnZAn))

gi

Nous pouvons effectuer le développement en € en schéma minimal.

+oo
Zg =14 Zgne ™.
=1

+oo
Z=14Y Zne ",
n=1

(D.14)

(D.15)
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n({g:}, (1+ZZ€ ) Zﬁgi({gi}ys)f(%(%)s")

—+o0

>\<57217 {9}, )(1+ZZ)\71 ) :ﬁx({gi}ﬁ)(l+23A(/\Z>\,n)57n)

n=1

—+o0

+ Z Bg; ({9i},€) Z (agj ()\Zx,n)afn)

gjFEN n=1

(e - 2n({a:}.0)) (1+ Z Zune ") = Bul{as.e) (14 f Ou(1Zpn)e ™)

+oo

+ Z Bg; ({g:}. ) Z (8gj (NZu,n)Ein)

95 F 1 n=1

—+oo

,A;<€*277 {g:}, )(1+ZZA)\77,5 n) :ﬁﬁx({gi}ag)(lﬁLZOAA(A,\Z)\m)g*”) (D.16)

n=1

+oo
+ 3 8o, ({9:19) Y (80, (AnZaym)e ™)

9; AN n=1

~A (szn {g:}, )(1+ZZA e ”) :mﬂ({gi},e)@+§aAH(A#ZAH,n)g—“)

“+oo
+ 3 8o, {9k 0) Y (90, (BZa,m)e ™)
9; A n=1

n({g:}, (1 + Z ZA, m€ ") = Ba,.({gi},¢) (1 + f 8AR(AKZAN,n)E_n>

+oo
+ 3 8ok )Y (00, (AnZa, m)e ™)
9jF# Bk n=1

Supposons de méme qu’auparavant que le développement du flot de renormalisation peut
étre tronqué & un ordre fini en €, nous obtenons :

(nn)n>1 =0, (B/\m)n>2 =0, (ﬁﬂvn)n>2 =0, (6A»")n>2 =0, (BAML)@Q =0, (ﬁAK’n)n>1 =0

(D.17)
Remarquons le réle particulier joué par A, dont ’échelle est donnée par 7, mais pas . Il n’a
donc qu’'un terme constant dans sa fonction 8. L’analyse par ordre donne alors :
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e Ordre O(e?) :

n = —XNO\Z1 — p0uZy — A\, Z1 — Au0n, 21

Bai=—A

Bui = —p (D.18)
Baya = —Ax

Ba,1=—Ay

Le fait que Oa, Z1 n’apparaisse pas dans l’expression de 7 est une conséquence de ’absence
de terme d’ordre 1 en ¢ dans fa,, .

e Order O(£) :

Bro = MN20 4+ X021 + pOuZrg + Ax0a, Zag + Dpu0a, Zxn)
B0 = 1(20 + AZyu1 + 10uZya + DO, Zpt + DO, Zpt)
Bayo = Ax(20 4+ X0aZay 1 + 10, Zay 1 + AaOa, Zay 1 + DO, Za, 1)
Ba,o = D20+ A\Za, 1 + pOuZa, 1 + DrOA Za, 0 + Duda, Za, 1)

Bao = Du(n+X0Za1 + 1OuZa. 1 + DrOA Za, a0 + Dudn, Za,g + DO, Za, 1)

(D.19)
e Order O(e™"),>1 ¢
NZn ==Y 60, Zns1+ Y Bg;09.%n
9j# Ak 9i
A Zag = —N202Zxans1 + BroOr(AZan) — A Z 9i0g; Zxn+1 + A Z B:,009; Zx,n
95 FN Dk giFEX
2pZyn = _NQauZum-H + Bu,00u(bZun) — Z gjagj Zyntr+ Z Bg:,009; Zy,n
PRI YAV GiF M
20 A\ Zaym = —A30a, Zay st + Bay 002, (AxZay ) — Ax Z 950g; Za\ nt1
95 F BN Ak (D.20)

+Ax Zgi¢A)\ B9:.00g; Zay.n

2 Ay Zaym = —D50n, Za,nit + Ba,00n, (DuZa,n) =Dy > 909, Za,mi1
R TAYTRYAWY
+A, ZQ#AM Bg;,00, ZL\wn

nAN ZAK,n = BAnaAKZAN,n - Ar{ Z gjagj ZA,‘-,n«Fl + An Z ﬁgj,Oagj ZAN,TL .
P EAY P EAY

Ces relations doivent étre vérifiées & tous les ordres.
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D.2 Théorie de large codimension

D.2.1 Flot du paramétre d’extension

D’apreés (3.52), le propagateur du champ auxiliaire & la transition de phase plate-froissée est
donné par I'inverse du tenseur d’élasticité. Celui-ci peut se décomposer de la fagon suivante :

Cabcd _ )\]Iabcd + MJabcd ’ (D21)

avec Habcd — 5ab50d et Jabcd — 5ac5bd + 5ad5bc'
L’espace vectoriel Vect{L, J} est stable par multiplication :

LI = DI
LJ=2I , (D.22)
JJ=2]

. _1\abcd
nous pouvons donc chercher un inverse sous la forme (c 1) = AJabed  pJabed

c.c.c=c

{ (DA + 2u)(AAD + 2BX + 2Au) = 0

ABp® = pu
A
A= =
2u(DX +2u
= . ( ) . (D.23)
B=—
4p

Avec un point col de la forme x;; = x0d;j, il faut calculer la trace de ce tenseur.

D

—1\tJ i 1]
L’équation de point col associée & (3.52) s’écrit donc finalement :
0S[x] / 1 4D D, 6 o, 5
-0 = — + — (& — =0. D.25
dXo ¢ F?+2x0 DX+ Q,uXO de. (€&~ ( )

D.2.2 Correction a une boucle en phase plate
D.2.2.1 Approche alternative du calcul de I’énergie propre

L’énergie propre X, peut également étre calculée grace a la paramétrisation de Schwinger,

1 _ 1 oo a—1 —7X
Xa " Ta) Jo drt* e . (D.26)

Comme cette approche est assez souvent utilisée dans ce type de développement perturbatif,
nous présentons donc le calcul. Bien entendu, le résultat est le méme.
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Comme le vertex d’interaction entre le champ auxiliaire et les flexurons dans la phase plate se
décompose sur Nypeqd(p) et Myped(p), Uobjet central est la polarisation transverse I1 (D) définie
par l'intégrale suivante :

dec k'
10) = 71 |, 7

— di dP L
(D2 —1) xt
dC D 4 1 +oo — 72
:DZ— d $$LMA drte (D27)

|/
+ D-1
ch 1 //dt drtr / Iy gt e T g t(Dw0)? ot

e 27 ) (2m)P-1

00 . D—1
//dt thT/ dzo e et p—0)? /d T gt omat o ta®
-1 o 2m (2m)D-1

00 do - _ +
/ R / Fdzo _p (trr) (o t)? e
o0 27 — 50 2w
+
:/ ”Céie—;—i o~ () @05
oo 2m
1 . - (D.28)
= — ¢ t+7
" or t+7
B 2\5\/@ '
D—-1,. . +o0
/ d D;Ll g et e D711 / de g+ D=2 o= (t+7)a?
(27T) 2D_27TTF(£) 0
1 T D2 —(t4m)a?
— / dgp P12 e~ (t+7)z
 oD—2, 77 I’(u) 0
1 /+°° du u’ —u
= e
o2 PE (25l Joo 20t4T) (b4 1)

1 1 D+3
pr— F
202775 (25 (t+7) 72 ( 2 )

_2D 20 21P( )(t_}_T)D;:)’(D;l)(DQl)P(DZl)

_ PPl e

‘ S

U

2D+lﬂ. 3
(D.29)

Pour calculer I'intégrale restante, nous utilisons le changement de variables suivant :

t=ye’ch(z), T=ye “ch(z), dtdr=2ych?(z)dydz, (D.30)
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+oo +oo o +o00 +oo 2 h2 _ y2ch2(2)
/ / dtdr tT(t+T)_%_2 e T :/ / dy dz 2y ch?(z) ye (Z_>Q_2 e 2ueh?(2)
0 0 0 0 (2y ch2(z)) 2

+oo +oo
= / dz/ dy 2*1*%y1*%(ch(z))fDe*%
0 0

—1-D2 oo 1-L vy 42D +oo —-D
=27""72 dYY "7 e ¥ 2573 dz (ch(2))
0 0

+o0 D
=21-Pr(2 - 9)/ iz — 2
2 0 (ez + z—z)

1 /+°° dt  t% +/1 du ul=%
Xf e — e —
21t (140)” o v (147

(D.31)

= e oD 132 (D.32)

Finalement, il suffit de relier IT| (D) & £, :

D—4

Eabcd<p) — p HJ_(D) ((D + 1>Nabcd(p) + 2Mabcd(p))
i de (D.33)
pP! D D D bed bed '
_ aoc aoc
- 2D+37TD/2F(2 -2)B(3.3) <(D + )Np) +2M (p)) :
D.2.2.2 Dimensions anormales
Rappelons la définition de 1 en fonction de la limite infrarouge de 1’énergie propre :
Salp) ~ ptm. (D.34)

p—0
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Pour simplifier les expressions obtenues, nous décomposons le propagateur du champ auxi-
liaire (3.80) sur la base de projecteurs orthogonaux :

<Xab(p)Xcd(_p)> = XN(p)Nabcd(p) + XM(p)Mabcd(p)

b
b+ (D 1)”364HL(D)}NQM(]3) - [

I
p+ 2011, (D)

Mabcd (P) )

(D.35)

u(DA+2p)

oub= T

La correction & une boucle & I’énergie propre des flexurons est déterminée en injectant le
propagateur renormalisé & une boucle du champ auxiliaire (3.80) dans le graphe arc-en-ciel :

pP—q
Sa(p) = @,a
= i /q p(p— )’ (p — a)p* [(Tza"‘:d)‘l(q) + E;bc‘i(q)} 71(;(p —q)
AL 1];4@9 g [ @+ (0 =2t (D.36)
- | T @) + (D= 2 o)

2 D?—1 1
~ d.(D- 1)p4 D(D +2) / p—a)" [XN@ + (D~ Q)XM(Q)}

2D+ 1)p! 1
~ d.D(D+2) /q (p—Q)4[

xn(q) + (D — 2)XM(Q)} :

L’avant-derniére étape se justifie de la maniére suivante : le numérateur étant transverse, l'inté-
grale ne peut dépendre en aucune maniére de la direction de p.

Le calcul de l'intégrale restante est trés compliqué & cause de la structure inhomogéne en
impulsion du dénominateur de (D.35). Cependant, nous n’avons pas besoin de toutes les infor-
mations présentes dans cette intégrale pour obtenir le résultat final, car 7, qui est une correction
au comportement infrarouge de X;(p) en fonction de p, n’apparait que dans le coefficient de
cette intégrale par rapport a log(p). Nous pouvons alors appliquer une coupure infrarouge a
I’échelle p. Afin de simplifier les expressions, nous travaillons d’abord sur une forme d’intégrale



D.2. Théorie de large codimension 289

générique :
1

g P— @)1+ AgPH)
+OO D 1 1

T 17r2F( )¢t (1+AgP)

+Ooal D-5 +°od t(1+AgP—1)
= - te
= m@/p o | ory
1 400 0
S S / dt et / e
9D 7T2F( ) AtpD—4 At(D—4)

+o0o —t
/ dt & { —1+ e*AtpD“‘] :
)A(D —4) Jo t

L’intégrale finale est convergente, bien que ses deux termes pris indépendamment ne le soient pas.

Nl lv)

2D_17T%F(

Elle peut étre calculée grace au développement en série des fonctions exponentielles intégrales

+oo —x
Ei(z) = —/ %dm ;

—x

) <7+10g6a +Z "”)n> (D.38)

= log(p +Z nn,—l—ﬁ")
— log(B)
1
I(A) = — log (1 + ApP—* D.39
= I(4) 20 1xB1(2) AD 1 og (1+Ap"~) (D.39)

Il est alors possible d’extraire la dépendance en logarithme dans la limite infrarouge.

dlog (1 + ApP—* 1
I -
d log(p) 1+ Ap

1
— (D —4)
p—0

Grace a ce résultat simple, nous pouvons exprimer la dimension anormale, qui sans hypothése
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supplémentaire est 74 :

= = Il,i_% [papjf(p)]
. po, 2(D+1)p*
= lim % [ - 50+ 9 (bz(b(D + DILL(D)/d.) + (D — 2) uz(zum(p)/dc))]
2D+ 1) 1 bd, (de
N d.D(D + 2) 2D—17T%I‘(%) {b(D + DI, (D) +(D - 2)2MHL(D)]
B D(D - 1)d,
 d. 201737 (2)D(D + )11, (D)
_ (D —1)2P+2r(£H)
CdeyT(D+2)T(D)B(E,2- D)
B 8(D —1)
d.(D+2)B(5.9)B(5.2- %)

(D.41)

Pour atteindre Pg, 'autre point fixe ol 7 est non trivial, il faut se restreindre & '’hypersurface
sur laquelle il est attractif dans I'infrarouge : b =0 :

L ko 2(D+1)p*

= 3 —}17136 p 4. D(D +2) (D —2) pZ(2pI1L(D)/d,)
2(D +1) 1 pde

= D—-2)———

d.D(D +2) 2071W§p(§)( )

(D + 1)(D — 2)d,

- de 2D*1W§F(§)D(D + )11, (D) (D.42)
1

_ 2
~ deyaD(D+2)T(2)B(2,2 - D)
8(D —2)(D + 1)

%

d.D(D+2)B(%,2)B(Z,2-2) "

Cette méthode donne des expressions de la dimension anormale qui peuvent étre développées a
un ordre arbitraire en €.

D.3 Graphes & deux boucles pour les membranes avec impuretés

Les graphes a deux boucles de la théorie effective sont les suivants :

e Vertex effectif R*™"(p) :
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— Double bulle :

(OO

563d2 2A, + 1) (15e log(p?) — 19¢ — 15) SAB

a<21 4423687r452
5b%d2 (2Ax + 1) (15e log(p®) — 192 — 15) (2bA2 — 3A,(2A + 1))
+ 44 4.2 Nabmn (p)
2368me
N dop® (24 + 1) (3elog(p?) — 5 — 3) SAB
11059274¢2
dop®(2Ax + 1) (3elog(p®) — 5e — 3) ( — 247+ 6AL A, + 3A7) 715) Moy (9) + O)
110592%e? abmn (P ’
(D.43)
ot il faut comprendre log(p?) comme le raccourci de log(p?/k?).
— Bulle-arc-en-ciel :
> ‘ <
5bd. 2 2 2
—2b% (A, + 1)AZ (T1e 4 60) + 602 log(p?) (267 (Ar + 1)AZ — b(A,(9A2 £ 8A, +2) +6A%A,, —4(A, +1)A% )

c<1 22118471-4 2
+ 20, (40, A, + Ap — 2(3A2 4 4A, + 1)+ 8ALA, +24,)) + b(Ab<9Ai + 84, 4 2)(Tle 4 60) — 242 (41e + 60)(2(Ax 4+ D — 34,,))

+2085(—Ap(48k + 1)(T1e + 60) — 2(41e + 60)(—(3BA7 + 44, + D+ 485Dy + Ap))| 4P
5b%d.

221184742
+ 284A, Ay e 4 2408, Ay, + T1Ape + 604, — 360A2 11 — 246A2 jie + 3284, A, e + 4804, A, — 480A, 11 — 328A,, pie + 824 ¢

[ —b(3A2 +4A,, + 1)(71e + 60) + 60c log(p?) (3bAZ + 4bA, +b — 48 A, — Ay + 642 4 — 8AL A, + 84, u — 24, + 21)

+120A, — 1204 — 82;46*‘3] Nabmn (P)

{ dep
11059274e2
+ Ap(—3A2 0+ 8ALA, +2A,) + 443 1% + 242 (20 — 9AL) + 168, AL (AL — 1) + 44, (Ay — 1)) + 1808, A2 1 + 2494, A2 e

[ — 2b(83e + 60) (A, + 1)(A2 1 — 3A, A, — A,) + 60clog(p?) (26(Ax + 1)(AZu —3A,A, —A,)

— 480A, AL A, — 66408, A5A e — 1208, A, — 1664, A e — 240A% 1% — 212A3 1%e 4+ 108042 A, 1 + 95442 A, pe — 24042 2

—212A% u%e — 960A A? — 848A A2 e + 960A A + BA8A LAy pe — 240A7 — 212A% e + 2404, + 2124\##5] JAB

+ dcl"2
110592742

+ 2400, Ay + 3328, Ay + 604, + 8385 — 360A2 11 — 318A2 jie + 4804, Ay, + 4244, A e — 480A,p1 — 42440, pe + 1204,

{ — b(83¢ + 60)(3A2 + 4A,, + 1) + 60c log(p?) (b(BAZ + 44, + 1) — Ay (48, + 1) + 6A% 1 — 8BAL A, 4+ 8A,u — 24, + 24)

+106A,,c — 1200 — 106#5}5AB]Mabmn(p) +0(%) .
(D.44)

¢ Energie propre des flexurons %5 (p) :

— Arc-en-ciel-bulle :
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deDpp*

_ . A2 . 2 2 _ 2 2
AT — [517(715 +60)(Ap(4A, + 2) — bAL) + 60clog(p”) (5b(bA, — 2A,(2A, + 1) + 4AL 1 8(2A, + 1)App)
— 422 12 (53¢ + 60) 4 8(2A, + 1)A, (53¢ + 60)] JAB

dep*

FYerTT— [ — 5b(71e + 60)(3bA, (A + 1) + b — 2(2A, A4, + Ap)) + 60e log(p?) (5b(3bA, (A + 1) + b — 2(2A, Ak + Ay))
T=E

— 828k + 1)Aup +4BAL(Ak + 1) + 1)p?) + 828, 4+ 1A, u(53 + 60) — 4(3A4 (Ay + 1) + 12 (53¢ + 60)]6AB +0(Y) .
(D.45)

— Double arc-en-ciel :

_ 5p* 2 2\ 12
ey [b (A 4+ 1)(248 5 4 1)(7e — 20) + 20e log(p?) (b2 (Aw + 1)(2A, + 1) — 2b(2A, + 1)(Ap — 2(Ay + 1) + 2Ap)

— 4284 + V(A +248,) + (A +24,)% +4(Ax 4+ 1)(28, 4+ 1) p?) + 26(28, 4 1)(Ap(20 — 72) — 2(172 — 20)(A, — (A + Dp))

+ AZ(Te — 20) + 4484, (17¢ — 20) (A, — (284 + D) + 4(27¢ — 20) (— 28, (285 p + 1) + (Ag + 1) (24, + Dp® + Aﬁ)]aAB
5A,€p4 2
-t [ — 2b(Ay + 1)(TApe — 204y + 34A e — 40A,,) — 20e(Ay, + 2A,,) log(p?)(26(A, + 1) — 3(Ay +24A,,)
7372874e2

+4(Ak + Dp) — 4(Ap + Dp(17Ape — 20A + 544 e — 40A,,) 4 3(Ap + 248,,) (TApe — 204, + 544, — 40Au)] JAB 4 0% .
(D.46)

Les contributions des contretermes sont les suivantes :
e Vertex effectif R*™"(p) :

a A m B 3 2 2
[Sb (2de Ay + de)? (15e log(p?) — 13 — 30) SAB
=== ekl 442368742
bA n B

5b2dZ (28 + 1) (26A% — 38y (285 + 1)) (15e log(p?) — 13¢ — 30) 45]
i 442368742 abmn (P)

B ,U,Sdz(QA,{ + 1)2(35 log(p?) — 5e — 6) sAB
110592742
_ d2(2A, + Dp?(3(2A% + 1)Ay — 2A2 1) (3¢ log(p?) — 5¢ — 6) ;
110592742

AB] Mapmn () + O(0)
(D.47)
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>©<“

5bd,
e<1 | 552067m4e2

20,40 + D(Bp +28,) — 485 (An + 138k + D] J

(15¢ log(p?) — 19¢ — 30) 2b (Ar + 1)AZ —bAL (AL (98, + 8) 4 2) 4+ 2bA% (2(A, + 1) — 3A,)

AB

5b2 de

rpoo.izz (155 108(p7) = 195 = 30)[B(Ax + D(BAk +1) = (485 + 1)(Ap +28,) + 2(As + 1) (3Ax + 1)u]6AB]Nabmn(p)

B 5depu(3e log(p?) — 5e — 6) [

2 2
7648 n4e? —2b(Ak + D)(=A5n + 3850, + Ap) =308, A5 0+ 2(40, + DAL (A +24A,)

+4(Ak + 1)A2 U2 — 2(A (98, +8) + 2)4\.“#} JAB

5d.pu? (3¢ 10g(p2) — 5 —6
27648742

M08 + D88k +1) = (485 +1)(8p +28,) +2(A g + 1) (30, + 1>u]5“B]MQbmn(p> +0(") .
(D.48)

e Energie propre des flexurons ¥ (p) :

AG\B

_ ch»ip4
e<1 11059274e2

— 820 + 1)Ap) + 8A2 (26 + 15) — 16(2A, + 1)A (26 + 15)] JAB

[51)(135 +30) (bAZ — 244 (2A, + 1)) — 15 log(p®) (5b(bAZ — 2A4(2A + 1)) + 4A7 12

dep*
+ Tro80amize 0013 + 30)(3Ax(Ax +1) 45— 2824 + 1)

— 15¢1og(p®) (5b(3bAk (Ax + 1) + b — 286(2Ak + 1)) — 8(2A% + 1)Apup + 4(3Ax (A + 1) + 1)%)
—16(2Ax + 1)A (26 +15) + 8(3Ax (An + 1) + 1)p® (26 + 15)] 542 4+ O(") .
(D.49)

— P T 10(0%(Ak + 1)(2A% + 1) — 26(2A, + 1)(Ap — 2(Ap + D+ 2A,) — 4(2A, + 1) (A + 2A
E<<1184327r452[ (0% (Ar +1)(20% +1) = 2b(2Ax + 1)(Ap — 2(Ax + 1)+ 28,) — 4205 + 1)u(Ap + 24,)

+(Ap +28,)% + 4(Ak + 1)(2A, + 1)) — e(=5log(p?) — 7) (b? (A + 1)(2A, + 1)
—2b(2Ax + 1)(Ap — 2(Ak + D)p+ 2A,) — 4(20x + Dp(Ap 4+ 2A5) + (Ap + 2A.)% + 4(Ak + 1)(2A, + 1)p?)

+10e(b(Ax + 1)(28kp — Ap + 1) — p(3A AR + Ap + 8A Ay + 4A,) + Ap(Ap + 2A,) +2(Ax + 1) (20, + 1)#2)]#‘3

5A.pt

= Taumapics 0Bk 1) = 38y +4(Ax + D) — 6Ap) [Ab(7z-: — 10) 4+ 4A,(6c — 5) + 5e(Ap + 24A,) 1og(p2)] JAB 1 0 .

(D.50)

D.4 Graphes a trois boucles

Dans la suite, nous utilisons un code couleur pour repérer les graphes appariés pour ’annu-
lation des termes logarithmiques.
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e Vertex effectif R*™"(p) :

>

_25b%dc(b+ 2p)°
e<1  12740198476¢3

[6 log(p?) ( — 15¢ log(p?) + 38e + 60) + (5(372 — 88)e — 456) — 720] Nabvmn (D)

25u2dc (b + 2u)2
63700992763

>

25b%dc (b + 2u)2 2 2
= m 65 log(p?) ( — 15¢ log(p?) + 38¢ + 60) + £ (5(372 — 88)e — 456) — 720] Nabmn(p)

[65 log(p?) ( — 3¢ log(p®) + 10e + 12) + (372 — 112)e — 120) — 144] Mapmn(p) + O(E°)
(D.51)

2 2
_ Bden”(b +20)7 [65 log(p?) (— 3¢ log(p?) + 10e + 12) + £((372 — 112)e — 120) — 144] Mapmn (p) + O(°) .

12740198475¢3
(D.52)
a Ly m
b > < n
5b4d2 2 2 2
T e [ — 90¢ log(p?) (5¢ log(p?) + 226 — 20) + &((7572 — 3512)e + 3960) — 3600] Nabmmn (1)
+ ;1476[2' [6& log(pQ)(?)s log(p?) — 2(5¢ + 6)) +e((112 — 3n2)e 4 120) + 144] Mapmn (p) + O(€°) .
509607936763
(D.53)

)

> m 30 log(p?) ( — 15 log(p?) + 26 + 60) + £ (757> — 1744)e — 1560) — 3600] Nabmn (P)
e<1 5096079367r653 abmn

2,3
_ Sdep”(bt2u) [65 log(p?) ( — 3 log(p®) + 10e + 12) + &((372 — 112)e — 120) — 144] Mapmn(p) + O(°) .

127401984763
(D.54)
563d2(b + 2u — 180¢ log(p?) (5 log(p?) + 14e — 10) + & ((7572 — 3242)e + 2520) — 1800] (D.55)
< N
et 25480396876¢3 abmn (D)

5d243 (b + 2u) [45 log(p?) ( — 3 log(p?) + 10¢ + 6) + &((x2 — 54)e — 40) — 24]
2123366475¢3

+ Mab'mn(p) +O(€O) .
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5b4d3 — 180e log(p?) (5e log(p?) + 162 — 10) + ((7572 — 3746)e + 2880) — 1800] (D.56)
< 6 -3 Nabmn(p)
e<1 407686348876 ¢
a3t [45 log(p?) ( — 3¢ log(p?) + 10¢ + 6) + (72 — 54)e — 40) — 24] .
M, 0(%) .
+ 169869312763 abmn (P) + O(7)
5% [20e log(p?) ( — 15¢ log(p?) + 32 +30) + (2572 — 822)< — 640) — 600 (D.57)
< 6.3 Nabmn(p)
e<1 67947724876
d3pt [25 log(p?) (3e log(p?) — 10e — 6) + £(27e + 20) + 12] 0
- Mabmn(p) + O(E ) .
42467328763
5b2d. (b + 2u)
—7601 30e(b+ 2u) 1 b(71e 4 60) + 2u(41e + 60 D.58
= 25480396877683 elog(p?) (— 30e(b + 2u) log(p®) + b(Tle + 60) + 2u(41e + 60)) (D.58)
+ b(e((15072 — 7639)e — 4260) — 3600) + 24 (((1507% — 5509)e — 2460) — 3600)] Nabmn (p)
Sdep® (b +2p) 2 2
—C TP 19¢1 — 30e(b+ 2u) 1 b(83¢ + 60) + 120
137401934763 [ e log(p?) ( — 30e(b + 24) log(p?) + b(83¢ + 60) 1)
+ b(e((30m% — 1727)e — 996) — 720) + 24 (e((307% — 1229)e — 636) — 720)] Mapmn (p) + O(€°) .
5b2d. (b + 2
(b+2u) 605 log(p®) ( — 30e(b + 2u) log(p?) + b(71e + 60) + 2u(41e + 60)) (D.59)

e<1 2548039687r653
+ b(e((15072 — 7639)e — 4260) — 3600) + 24 (((1507% — 5509)e — 2460) — 3600)] Nabmn (D)

Sdep? (b + 24)

e 2 LA 126 log(p?) ( — 30e(b + 21) log(p?) + b(83e + 60) + 2u(53¢ + 60
ey |12¢108(p?) (— 30 (b + 20) log(p”) + b(83< + 60) + 2u(53¢ + 60))

+ b(e((30m% — 1727)e — 996) — 720) + 24 (e((307% — 1229)e — 636) — 720)] Mapmn(p) + O(£°) .



296 Chapitre D. Théorie de perturbations - Annexe technique

(<

M 60e log(p?) ( — 30e(b + 2u) log(p?) + b(71e + 60) + 2u(41e + 60))
<1 127401984n653 e(p H)joetp K

(D.60)
+ b(e((15072 — 7639)e — 4260) — 3600) + 24 (((1507% — 5509)e — 2460) — 3600)] Nabvmn (P)
5dep® (b + 2p) 2 2
- T 12¢ed 30e(b+ 2u) 1 — b(83¢ + 60) — 2(53¢ + 60
oot |12 log(p?) (302 (b + 241) log(p?) — (83 + 60) — 2p(53¢ + 60))
+ b(e((1727 — 3072)e + 996) + 720) + 24 (£((1229 — 307 )e + 636) + 720)] Mapmn(p) + O(£°) .
% 60¢ log( — 30e(b + 2p) log(p?) + b(59¢ + 60) + 211(29¢ + 60))
<1 10192158727r653 e(p 1) Joelp a (D.61)
+ b(e((15072 — 6787)e — 3540) — 3600) + 2u(((1507% — 5017)e — 1740) — 3600)] Nabpmn (D)
- A [125 log(p?) (30e(b + 2p) log(p?) — b(83¢ + 60) — 2u(53¢ + 60))
254803968763
+ b(e((1727 — 3072)e + 996) + 720) + 24 (£((1229 — 307%)e + 636) + 720)] abmn (P) + O(€0) .
vdg 6051 %) (302(5b% + 4u2) log(p?) — 5b (59 + 60) — 4% (41e + 60))
e o o _ _
<1 5096079367r653 e pos K (D.62)
+ 5b2 (£((6787 — 15072 )e + 3540) + 3600) + 442 (((5509 — 15072 )e + 2460) + 3600)] abmn (D)
e [125 log(p?) (30e(5b + 4p?) log(p?) — 5b°(71e + 60) — 41> (53¢ + 60))
254803968763
+ b2 (((7639 — 1507% )¢ + 4260) + 3600) + 42 (((1229 — 307%)e + 636) + 720)] abmn (D) + O(e°)
5b4d3 90e log(p?) (15¢ log(p?) — 38 — 20) + £((3644 — 7572)e + 2280) + 1200] (D.63)
ekl

N,
2717908992763 abmn (P)

d3pt [186 log(p?) (3 log(p?) — 10e — 4) +£((212 — 372)e + 120) + 48]
+ - Mabmn(p) + O(EO) .
339738624763
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> (OO«

5b3d2
7301 ) (456 (b + 2u) 1 — b(29¢ + 60) + 2u(e — 60
e<1 3397386247r653 e log(p") (456(b -+ 2u) log(p") — b(29 + 60) + 2ul — 60)) (D.64)

+ b(£((2339 — 7572)e + 580) + 1200) + 24 (£((2049 — 757%)e — 20) + 1200)] Napmn (p)

dzp?
84934656763
+ b(e((543 — 1572)e 4 212) + 240) + 2 (£((437 — 1572)e + 92) + 240)] Mapmn (p) + O(€°) .

a } < m
b n
)
‘._'

B 5b2d.
e<1 764411904763
+ 270e(b + 24) log(p?) (156 (b + 21) log(p?) — b(33¢ + 20) — 2u(13¢ + 20))

[65 log(p?) (45¢(b + 2p1) log(p?) — b(53¢ + 60) — 2u4(23¢ + 60))

[b2 (e((17047 — 2257%)e + 5940) + 3600)

+ 4bp(e((14077 — 22572)e + 4140) + 3600) + 4% (((12007 — 2257 )e + 2340) + 3600)] Navmn (p)

dCl/«2 2 2
el [2(((18379 — 225 6660) + 3600
t 382205952763 [ (=(( m*)e + 6660) -+ 3600)

+ 270e(b + 2u) log(p?) (15 (b + 21) log(p?) — b(37e + 20) — 2u(17e + 20))
+ 4bp(e((15049 — 22572)e + 4860) + 3600) + 4% (((12619 — 2257 )e + 3060) + 3600)] Mapmn (p) + O(E2) .

>‘<

5b2d,.
c<1 76441 190471'653

+ 90 (b + 2u) log(p?) (45e(b + 2) log(p?) — 4(26be + 15(b + 2) + 22pe))
+ 4bp(((12272 — 2257%)e + 4440) + 3600) + 4% (((10052 — 2257 )e + 2640) + 3600)] Nabmn (D)

b2 (e((15392 — 2257)e + 6240) + 3600)

dep?
382205952763
+ 90 (b + 2u) log(p?) (45 (b + 2) log(p?) — 4(29be + 15(b + 2) + 28pe))
+ 4bu(((13304 — 2257%)e + 5160) + 3600) + 4% (((10724 — 22572 )e + 3360) + 3600)] M gpmn (p) + O(£0) .
(D.66)

[b2 (=((16784 — 2257%)e + 6960) + 3600)
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>

b2d2
e<1 m
+ 502 (e((17047 — 22572 )e + 5940) + 3600) + 442 (((15049 — 22572 + 4860) + 3600)] Napmn (p)

298

2705 log(p?) (15¢(5b + 4u?) log(p?) — 5b2(33¢ + 20) — 4p>(27¢ + 20)) (D.67)

d2 2
Cla [ delog(p?) ( — 15e(5b + 4p2) log(p?) + 5b(37¢ + 20) + 4> (31¢ + 20))

* 764411904763
+ b2 (=((2257% — 18379)e — 6660) — 3600) + 4% (=((457% — 3233)e — 1116) — 720) | Mapmn (0) + O(°) .

>'<

& ((15392 — 22572 )e + 6240) + 3600)
£<<1 3822059527‘1’663
+ 90e(b + 2p) log(p? )(456(b + 2u) log(p?) — 4(26be + 15(b + 2u) + 22p¢))

+ 4bp (e((12317 — 22572)e + 4440) + 3600) + 4u? (€((10052 — 22572 )e + 2640) + 3600)] Napmn (D)

dep® 2 2
— b2 (e((16784 — 225 6960) + 3600
* 1911029767628 [ (=(( )€ +6960) + 3600)

+ 90 (b + 2u) log(p*) (45 (b + 2) log(p?) — 4(29be + 15(b + 2u) + 28pe))

+ 4bp (£((13304 — 22572)e + 5160) + 3600) + 4u2 (e((10724 — 22572)e + 3360) + 3600)] Mpmn (p) + O(e%)
(D.68)

e Energie propre des flexurons %5 (p) :

5pt(b+2u) 7,0 2
= b2 (e((757% — 4109)e — 380) — 1200
<1 2548039687023 (2 (e((75 ) ) )
+ 30(b + 2u) log(p?) ( — 45 (b + 2u) log(p?) + b(19¢ + 60) + 2u(60 — Tle)) + 4bu(e((7572 — 3824)e + 520) — 1200)

+ 4p2 (=((T572 — 4439)e + 1420) — 1200)] L O .
(D.69)

m (D.70)

dzp* 3 2 3 2

= — <~ 5 15392 — 225 6240) + 3600) + 8> (c((2896 — 4572)e + 1176) + 720

=<1 6115295232703 [30° (e(¢ )¢ +6240) +3600) + 8u” (< ( ™) ) )
+ 18¢ log(p?) (45¢(25b® + 8u3) log(p?) — 10063 (26¢ + 15) — 164°(49¢ + 30))] +0(e9) .
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_ dep?
e<1 152882380876¢3
+ 270 log(p?) ( — 5b®(33¢ + 20) + 15e(b + 2) (56 + 4p?) log(p?) — 106 1(23¢ + 20) — 4bp®(27e + 20) — 8u3 (17 + 20))

[5b3 (e((17047 — 2257%)e + 5940) + 3600) + 106 (£((14077 — 22572)e + 4140) + 3600)

+ 16bp2 ((3706€ + 1215) + 900) + 8 (((12619 — 2257 )e + 3060) + 3600)] +0(0) .
(D.71)

_ dep?
e<1 764411904763
+ 90e log(p?) (45 (b + 211) (56 + 4u?) log(p?) + 4(—5b(26¢ + 15) — 5b%14(37e + 30) — 2bp (43¢ + 30) — 8u>(14e + 15)))

[5b3 (£((15392 — 22572 )e + 6240) + 3600) + 1064 (e((12272 — 22572)e + 4440) + 3600)

+ 4bp? (£((13304 — 22572)e + 5160) + 3600) + 81> (€((10724 — 22572 )e + 3360) + 3600)] +0(e%) .
(D.72)

_ dep?
e<1 764411904763

[51;3 (e((17047 — 2257% )¢ + 5940) + 3600)

+ 106?11 (e((14077 — 22572)e + 4140) + 3600)
+ 270 log(p?) ( — 5b(33¢ + 20) + 15e(b + 2) (50 + 4p?) log(p?) — 100 p(23¢ + 20) — 4bp®(27e + 20) — 8u3 (17 + 20))
+ 4bu? (£((15049 — 22572)e + 4860) + 3600) + 81> (£((12619 — 2257%)e + 3060) + 3600)] +0(0) .

(D.73)
5pt(b+2p) [0 2
= b 22572 — 11552 3360) — 3600
=<1 3822059527023 [ (<((225m Je + 3360) ) (D.74)
+ 90e(b + 2u) log(p?) ( — 45e(b + 2u) log(p?) + b(60 — 56¢) + 4u(30 — T3¢))
+ 4bp(e((2257% — 14072)e + 6060) — 3600) + 4% (((22572 — 19292)e + 8760) — 3600)] +0(e0) .
5pt(b+2u) 7,0 2
= —— " 1} 15072 — 5159 540) — 3600
c<1 1274019847623 [ (s((150m ) +540) ) (D.75)

+ 180e(b + 2p) log(pQ)( — 10e(b + 2u) log(p?) + b(20 — 3¢) + 40p — 46p¢)
+ 4bp(e((1507% — 5429)e + 2340) — 3600) + 44 (e((15072 — 6599)e + 4140) — 3600)] +0(e%) .
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_ 5pt(b+2p)
e<1 25480396863
+ 1802(b + 24) log(p?) ( — 10e(b + 21) log(p?) + b(20 — 3e) + 40 — 46p¢)

+ 4bu(((1507% — 5429)e + 2340) — 3600) + 42 (((1507m% — 6599)e + 4140) — 3600)] +0(Y) .

[6% (=((1507 — 5159)= + 540) — 3600) (D.76)

B dep?
e<1 509607936763
+ 106?41 (£((1507% — 5897)e + 3060) — 3600)

+ 180¢ log(p?) (56° (20 — 7€) — 10(b + 2u) (5b% + 4p?) log(p?) + 106%14(20 — 17¢) + 4bp? (20 — 13¢) + 813 (20 — 23¢))

[51;3 (e((1507 — 5267)e + 1260) — 3600)

+ 4bp? (e((1507% — 5429)e + 2340) — 3600) + 81 (((15072 — 6599)e + 4140) — 3600)] +0(Y) .
(D.77)

B dep?
e<1 509607936763
+ 1061 (e((1507% — 5897)e + 3060) — 3600)

+ 180¢ log(p?) (56° (20 — 7€) — 10(b + 2u) (5b% + 4u?) log(p?) + 106%14(20 — 17¢) + 4bp? (20 — 13¢) + 813 (20 — 23¢))

[51;3 (e((1507 — 5267)e + 1260) — 3600)

+ 4bu? (e((1507% — 5429)e + 2340) — 3600) + 81 (((15072 — 6599)e + 4140) — 3600)] +0(%) .

(D.78)
5dcp* (b + 2p) 2 2 2 2 2 2
--- --- = 12¢1 — 30e(5b% + 4p?) 1 562 (71e 4 60) 4 4> (53¢ + 60
=1 peramaoce i | 122 108 (p?) ( — 30e(5” + 4u?) log(p?) + 56°(71e + 60) + 4% (53¢ + 60))
+ b2 (((1507 — 7639)e — 4260) — 3600) + 42 (((307% — 1229)e — 636) — 720)] +0(0) .
(D.79)

_ 5dept(b+2p)
=<1 509607936763

[125 log(p?) (— 30(56 + 4p2) log(p?) + 5b2(T1e + 60) + 42 (53¢ + 60))

+ b2 (((1507 — 7639)e — 4260) — 3600) + 42 (e((307% — 1229)e — 636) — 720)] +0(e0) .
(D.80)
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/ dgp4 2 3 3 2 3 3
- --- = 12¢1 — 30e(25b6° + 8%) 1 2563 (59 + 60) + 81> (53¢ + 60
. O 7T <1 2038431744763 [ elog(p®) ( — 30e(25b" + 84%) log(p”) + 255" (5% + 60) + 841" (53¢ + 60))
+ 5b3 (e((1507% — 6787)e — 3540) — 3600) + 8> (e((307% — 1229)e — 636) — 720)] +0(e%) .
(D.81)
( \ _ 25p* (b4 2p)? 2 2
..... Z1 1272019842053 [65 log(p?) (2(19be + 30(b + 2p) + 8ue) — 15e(b + 2p) log(p?)) (D.82)

+ b(e(5(3m% — 88)e — 456) — 720) + 2u(e((157% — 212)e — 96) — 720)] +0(%) .

5dept (b + 2
m _ _ Sdep (b4 20) [610g(p?) (— 152(5% + 4u) log(p?) + 106 (13¢ + 30) + 164% (22 + 15))

e<1  254803968m6e3
+ b2 (e((757? — 1744)e — 1560) — 3600) + 42 (e((1572 — 212)e — 96) — 720)] +0(0%) .
(D.83)

Ce calcul est incomplet. Les graphes avec les contretermes issus de la renormalisation & deux
boucles sont absents.






ANNEXE K

NPRG - Annexe technique

Cette annexe présente des détails de calcul relatifs au groupe de renormalisation non-
perturbatif.

E.1 Brisure de l'invariance par translation et coupure

Les fonctions de coupure (3.199) brisent explicitement I'invariance par translation de la théo-
rie de la phase plate. Afin d’évaluer 'impact de cette brisure, il est instructif de chercher I'identité
de Ward résultante. Nous allons donc examiner comment une translation globale infinitésimale
des champs :

r(z) — r%z) + (E.1)

affecte la fonctionnelle génératrice Z[J], sachant que l'action S[R] est invariante sous une telle
transformation :

Z[J] — /D[R]e—S[R}—ASk[R]-‘rJ.R
_ /D[R/}e—S[R’}ASk[R/H

> s (E.2)
= /D[R]@S[R}ASA[R} T2 Jay 2¢* Rk o (I,m RF + 0(02)

_ / D[R]e_S[R]_ASk[RHJ'R(l—i— / Juc — / caRk,aﬁ(x—ymﬁ(yHO(c?)) ,
T z,y

)

= </x (o - Rk,aﬂ.Rﬁ)ca> —0, (E.3)

sTkes
= / ( S Rkaﬁrﬁ) =0, (E.4)
2\ Or

ot T'F¢9[F] est la vraie transformée de Legendre de W[J]. T'F¢9[F] est reliée a l'énergie libre

courante I'y[7] par le terme de masse dépendant de la coupure.

Tilr] = Fleg[T]—ASk[T] , (E.5)
ol 1 o
/z <5T‘0‘+2 X 2Rk7a57“’8 — Rk’aﬂrﬁ)c =0, (E.6)

/x (%)w =0. (E.7)
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Finalement, Paction des translations globales infinitésimales sur T'y[F] s’écrit :

Ml e Tuld+ [ Sk + 0l =T+ 0) (B.5)
soit :
Culr] = D {00 hae] . (E9)

Ainsi, la brisure de 'invariance par translation par la fonction de coupure compense la brisure
explicite introduite par la source J, ¢’est-a-dire que I'alternative est : soit Ry (q) et J se couplent
aux tangentes ! et I'invariance par translation n’est jamais brisée, soit elles se couplent toutes
les deux au champ, et 'invariance par translation est préservée au niveau de I'y[r].

E.2 Fonctions & n-points

Afin de calculer le flot de Ff), nous avons besoin des fonctions & 3- et 4-points. Les dérivées
fonctionnelles sont plus simples a évaluer dans l'espace de Fourier. Dans la suite, () désigne
toujours I'impulsion nécessaire pour respecter la conservation de I'impulsion. Par exemple, dans
fq , Q = —q, mais dans fqu, , Q= —q— (¢, et ainsi de suite.

Le point de départ est I'action effective :

= |

+ 5 (f<q1>.f<q2>qiqé+<,%5“)(f<q>.?<@>qi@j+<,351,-)] .

4 q1,92

Zk 20 Ak

q)-7Q) + —

v () e ) + D) (7o) 7@ @)+ DGE)

(E.10)

Dans la suite nous garderons implicites les facteurs §(...) donnant la conservation de I'impulsion.

e Fonction a 1-point :

Tyl Pl o< Zep'ra(p) + A;/ Ta(a)(p-a) (7(d)- 7(Q)(d-Q) + DE)

(E.11)

+ 55 ra@0'd + 70 (7(d)- F(Q)diQ; + Gioy) -
9,9

Au minimum, FS)[sz‘n;p] =0.

e Fonction a 2-points :

A
D2 o170 1] o Zip'60 + o / o5 (p-0) (F(0)- F(Q) (¢-Q) + DEY)

5
+Ak/ra(q)7“5(62)(p O @'.Q) + “E ity + pip})ba ﬂ/(F(q),F(Q)quj 1 (267

2

2[00 + 90 0Q, + 5@ (@Q)

(E.12)

1. Les dérivées du champ de position
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Au minimum,

T3 sl Fmin: 0 —p) = Zip*0ap + 120?685 PL(p) + (\i + 2u) C2p* 6,085 PE(p) . (E.13)

e Fonction a 3-points :

D) o 170,00 cAk0ap (0.0) (9".Q)1 (Q) + Miebary (00" (1 -Q)15(Q) + My (-Q) (9 1" (Q)
+ %5%(1%” + /)P Q5 + P Q)T+ (Q) + %%(mp}’ +pip ) (" Q7 +p7Q")rp(Q)
+ %5/37(1?@ + Q" (Pip] + Pip)ra(Q) -
(E.14)
Au minimum,
T o Fonins 2.2 ") =G0 (0 + B + ") [ M (0085 + My (0-0 )0l + Mo (01"
-

+ dap ((0'-0")py + (0" -P)PY) + pndar (0005 + (0'-p"5)  (E.15)
+ by (00" )Pl + (p~p’)pfi)} :

e Fonction a 4-points :

4 =
F,(CL 07300 0", "] ARG 00 (00" (0".0") + Midandpa (") (0" 0")

+ Mbab0sy (p0") (0 -1") + 1rbasdae (0-0") (@' 2") + (pp™) (0 .p"))
+ Nkéa'y(sﬁe ((pp/) (p//.p///) + (p.p///) (p/.pll))

/I

+ 1e0a0dsy (p-0") (0" ") + (p-p") (@' P")) -
(E.16)

4 , .
Comme notre ansatz est d’ordre 4 en champ, F,i) ne dépend pas de sa configuration
d’évaluation, son expression est la méme au minimum.

E.3 Equations de flot

E.3.1 Flot de (; - Preuve par les tangentes

L’ambiguité sur la définition du minimum disparait si 'on dérive I'y, par rapport aux tan-
gentes 0;7 au lieu du champ de position. En effet, le minimum peut également étre défini par :

oLy [r]

=0, (E.17)

Ceci est suffisant pour calculer son flot :

WAL
% [5(22)]””-71 -
5 O°Tilr
éuym [atrk[ﬂ}mm + O ; [W

= 0i(0ars)| =0, (E.18)

min
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Calculons d’abord le second terme. Dans n’importe quelle configuration plate, r(p) o (p), de
telle fagon que la dérivée fonctionnelle est évaluée a impulsion nulle :

0u(Darihi) = 6.26(p) DuC - (E.19)

min

Le terme cinétique ne contribue donc pas au flot :

A
52 <2k(327")2) _, 5 (6“9(5(898w7'7) 2, )
5(0ur)0(Bars) T 0(0urs) \ 6(Bars)

(59“}32773(695“,& + 5ea8w))

0
3(0ury)
= 271680 (04a0? + 000,

=0.
p=0

= Z 20,0%rg)

Dans le cas de la théorie & basse température, le terme fréquentiel s’annule également pour des
raisons évidentes.

Toutes les contributions viennent donc du potentiel élastique qui peut s’écrire comme la
somme de trois termes et d’une constante qui ne contribue pas a la dérivée :

A A
%(aaﬁabf_ Clgéab)2 T {((%F@CLF— Dg}%)? = %aariﬁb'riaarjabrj + gkaan@ari@brjabrj
2
- %(2/% + Mg D)OyriOgri + cst .

(E.20)

La contribution de ces trois termes peut étre évaluée séparément. Le troisiéme terme d’abord :
o i’?(m + AD)6%5Y 0Oy ) = C2 (201 4 AD) Sy
8(0,ur2)0(Barg) \ 2 TF T E aliCeT3 | = Sk{SHk T Ak ) Oauly -
Les deux premiers termes sont construits a partir de la méme base tensorielle, mais avec diffé-
rents schémas de contraction. Définissons :

;o8 o
azb]ckdl - 5(aury) 5(aarﬁ)

8aTi8bT‘jach8dT‘l] . (E.Ql)

1)
Livjekar = 5@ 000 0i80b7§0cT10qT1 + 040 0j80aTi0cTkO4TL + 0caOka0aTiOT 04T + (Sdadlﬂaariabrjacrk]

uTv)
= 040 0i80b0,10cT0a71 + 0aa0i30cuOkyOv7j0art + daadipddudi, Opr;0cry
+ 6800580005 0cTk 0471 + 05008010k OaTi0dT1 + 0pa0580du01, 0aTi 0T,
+ 0ca0180au0i0b704T1 + 0ca0kp0b10510aTi0aT1 + 6cadkpddudi 0uTiOpT
+ 0400180au0i 070k + 040018061051 0aTiOcTk + 040 0180cuOky OaTiObT; -
Le premier terme de (E.20) est donc :

-
%5” L
r=r

mi

:uké-lg [5/3M6ay + 2504#6,81/] ) (E22)
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et le second,

%(Vjékléab(stIaibjckdl T %C}%péﬁ,ﬂéay + Déa,u(sﬁl/] ’ (E23>
de telle sorte que finalement,
§° Ty, [] 2

Nous devons donc maintenant calculer le premier terme de (E.18). Le flot de I'action effective
découle de 'équation de Wetterich (1.45) :

8 I ! 0 Ri.(q)
5(3#7“1,) [atrk} min 5(8;/‘,,) [2 /q 1_‘,22)((]7 —q) + Ri(q)

1 1
=—5 0; Ry, ()™
2[/kt . 0ol E.25
1 [F,(f)[r;q,—q] + Rk(Q)} (8.25)
0T g, —g] 1 ]
0(0,ry . Buw )
(Our) [F;(f) [, —q] +Rk(Q)} min

Grace a la décomposition spectrale du propagateur (3.183),

1 1
[F;(f) (7 g, —q) + Rk(‘])} - [F;(f) 7 ¢, —ql + Rk(‘])}ﬁﬁ . (E-26)
= (0:R(q)) (PLsG3(q) + PLGi(q) + PaLﬁGg(CI)) .

(O Rre(@)™

(2),08
k

3(0ury)
que les termes quartiques, qui sont les seuls & survivre & la dérivation fonctionnelle. Les fonctions
de Dirac concernant la conservation de I'impulsion sont implicites. Afin de réduire le risque

d’erreur, les contractions tensorielles sont effectuées a la fin du calcul.

. Dans un souci de simplification, nous n’écrirons

Il ne nous reste donc plus qu’a calculer

Définissons Jz’g jckdl contribution générique d’un terme quartique a la fonction & deux points :

a )
aigjckdl = Sra or5 [0ariOy10cT10ar] - (E.27)
0
Jgigjckdz = s [0i00a0p10cT0471 + 0j00a1i0p0:11:0ar1 + 010 0aTiOp10:0ar1 + 610 0aTi0p10cT 104

= 0;a0;80a00cT10q71 + 030 0k3040y70:0471 + 0;00180a0y7;0:7104
+ 600300 0y0ck0qT] 4 050 0k30a1i0y0:0ar1 + 0j0013047i0p0cT10q
+ 0500i80a0pT0:0471 4 0k 0j3047i0,0:0ar] + 010 0180a7i0p1 00
+ 01005800 0y70cT104 + 01003007 0y0cT104 + 0100130 Ti0p1 004 -
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Nous notons dans la suite avec un exposant * la dérivée agissant sur le champ restant :

IGLTS it = 000" OaOhDerdary + 0a0570 00375 + a0 TadiT 504
+ 5a55k18a3b8(;7’k8dn + 0,700,001 + 0700051304
+ 80567 DyriOyrj0:0q + a0y 13000 + 30400474
+ 3056 0uri0y1 004 + 00515071004 + Oir30405 004 -

I‘(z)vaﬂ
Appelons G la partie de W proportionnelle a d,45, et & le reste. Cette décomposition est
uTv
justifiée par le fait que seul G donne une contribution des flexurons, et donc survit dans la limite

de phase plate 2.

(5F(2)
g,uuaﬁ = ﬂ (Saﬁ
3(omr)
1)

1 1] ac ab cc
= 16‘156 I 21k + A6 d)W [000p0c1i0ar + 0a1i0p150:04)

— iaaﬁaij (2006 4+ X6 0°Y) [611 06100 Op0arj + 0510 0aOpOers + 8in0apOp1;0cda + 65100 0ari0edd]
= iéa[s (2/Jk(suc5bd —+ Ak(sab(;cd) [5.3#6@8};847’1/ + 5duaaabac71u + 6auab7'uacad + 6buaaruacad]

= 5aﬁck (zﬂkaua,u, + )\k5uu82) B

T="min

Gop = " Guvap = Ck0upd® 21k + \D) . (E.28)

2. En effet, & se décompose sur des produits d’impulsions p® qui sont les seules autres sources possibles
d’indices tensoriels. Par définition, il n’a donc aucune contribution non nulle quand un de ses indices est dans
[D+1;d]. De plus, comme les phonons se découplent, seuls les propagateurs de flexurons survivent dans la limite

de phase plate.
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De méme,
Bvap = é(ma“abd + Akéabacd)% [aaagraaca;rﬁ + 02010051504 + 010000515 + 0o 0050,
+ 005100 o + 20000 + DOy T30, 0O + a;rﬂaba:raad}
_ %(Zukéac(sbd + )\kéabécd)

( 5(1,,(51,“8@60627“,3 + 63,,6@8,18;7“&86 + 6(11,51)“8@8:7"58(1 + 65V66N6a8§ra6d
+ 60100,050:078 + 9810410, 7000 + 00100, 060,: 7304 + 881,00, 057a 004
+ 6ay<5du6a8§rﬂ8c + 63,,61,,,6(1808;7“& =+ 6W6d“8;r58b86 + 63,,6W8b808§ra
+ 6ay<5w@a8§rﬁad + 63V6bﬂaa8jra8d + 6ay(5m8;r58b8d + 5,3y5auab8:7“aad)

_ %(Qukéacabd + )\kéabécd)

T=Tmin

6au(sbu6db’aaac + 5ﬂ1/6dp,5baaaac + 5azl(sbu50ﬁaaad + 6ﬂu50u6baaaad

+ (;au(sa,u(sdﬁabac + (Sﬁuéduéaaabac + 6041/5a,u5dﬁabad + 5ﬁuécu5aaabad
+ 6au5du6bﬂ8aac + 6BV6bp,6daaaac + 6041/6(1;1,6(1,881780 + 65115(1M6da8b80

+ 6auacu5bﬁaaad + 5BV6bp,60aaaad + 6au60;46aﬁabad + 651/5au6caabadi|

= G [100(0%) Bas i+ BersB) + O+ 100) B 005 + 65,000

Bap = 0" G ap = 20k [1kq*0ap + (Mo + 1ik)4aqs) - (E.29)
Finalement, ces termes sont réinjectés dans (E.25).
0 1
S a (O] =5 [ @R@) [P0 + &) (Gola))? + PE(G + 8°)(Cr()?
5(0“7",/) min 2 q
+ PG + 6°7)(Ga(0)?] -
(E.30)
Chaque contribution peut étre examinée séparément suivant son contenu spectral.
P(f goc,B + @&B — Po}; gocﬁ
sl )= Fas (E.31)

= (g (2ux + A D)(d — D) .
PTG + 6°%) = G (2 + MeD)PL36%P + 20,42 P68 + 204 (s, + M) PTy PP
= Gd*(D — 1) [(2u + AeD) + 2u] -
(E.32)
PaLﬁ(gaﬂ + Qjaﬂ) = qu2(2,uk + )\kD)PO{JB(;a’B + ngqupoffﬁ(;aﬁ + 2<kq2(ﬂk + )\k)Pngfﬂ

= (kg [(Q,Uk + AeD) + 2pp + 2(pg + M) x 1] .
(E.33)

(E.30) se réécrit donc, en termes de fonctions de seuil :

1)
6‘“'76(8 . )[atrk[f]] - = —4¢p [(2uk+)\kD)(d—D)lﬁ‘52+(6uk+(D—|—2))\k)l(%T2+(D—1)(4/Lk+>\kD)l(?132] ;
nTv min
(E.34)
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soit avec (E.20) et (E.24) :

4up

D@pn + A D) (d— D) (2pu+Ne D)8 2+ (610 +(D+2) M) I T 2 +(D—1) (4 +Ae D)1 52

(E.35)

[31:(13] =

E.3.2 Fonctions de seuil et régles de remplacement

Dans cette section, nous donnons briévement les régles de calcul permettant d’obtenir les
équations de flot. En particulier, nous montrons comment le calcul se réduit & un nombre trés
restreint de fonctions de seuil calculées dans I’Annexe F.

Une constante de couplage générique s’écrit a ’aide de la fonction a deux points de la fagon

suivante :

, (E.36)

p2 =0,7=Tmin

gr = Coefficient [Fg/ [T p, =Dl X}

ol Y désigne un couple d’indice, et X une puissance de p. L’équation de flot correspondante

s’écrit en fonction de g, :
p2:07F:Fmin }

= Coefficient [8t{F,E:272,[F;p, —p]}‘ A +/F]E::?L7Y[Fmin;Qupa —plOrin(q) X
mn q

)

8tgk’ = at { Coefﬁcient |:1—‘](€22/ [77’ D, _p]7 X:|

(E.37)

p?=0
Calculons ces contributions une par une en commencant par la seconde.

e Flot de la configuration d’évaluation :

Nous distinguons deux cas, suivant les valeurs de Y :

-Y={DD}:
/F;(jLDD [me; q,p, —p] O in(q) = /Fl(jLDD [me;q,p, —p] ( - i&fgkéajaqjé(q))
q q

= / iCk P\k( — 640(q-P)PD — 6an(¢-P)PD — SDDP*¢0)

q
+ (= 8an((¢-p)Pp + P*ap) — ap((9-P)PD + P*aD)

— 300((@:)pa + (4)pa)) | (= 101687/ 0,16(q))
D

= CkﬁtCkZ [)\k (26a00"PD + P?)

a=1

+ 1k (2600 (P°PD + P70%) + 2p“pa)}

= GG | M (2% + D) + e (205 + %) +2%) |
(E.38)

ce qui donne finalement,
x X =p?:

/Fl(jLDD [szn, q,D, _p] atr%in(Q) - Ck‘atCk (D>\k + 4;“]6) . (E39>
q
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* X :p% :
/Fl(fg,()xDD [Fmin; q,D, _p] atr?r[zin(q) — gkatgk (2>\k + 2#/{}) . (E40)
q

— Y ={D+1D+1}: Le calcul est hautement simplifié¢ par le fait que les indices
impulsionnels sont dans [1; D] :

/F](ji D+1D+1 [sznv q,p, _p] atrfr[n'n (Q) = /Ft(xg)DJrl D+1 [Fm”“ q,p, _p] ( - iat(kéajaqjé(q))

q q

= /CkatCk5°‘j6qj5(Q) [ — Mo (P*qa) — 1k (2(q-p)pa)}
D

= WOhCry [)\kPQ + 2ukpapa}

a=1

= (k0:Ck [DMPQ + 2Mkp2} :
(E.41)

D’aprés (3.188), nous n’avons besoin que du coefficient de ce terme par rapport a p*,
qui est trivial :

3 N
/F,(Cyzy D41 D41 [Tmm; q,p, —p] Ororin(q) = 0 . (E.42)
q

e Coefficients dans I’équation de Wetterich :

La valeur de X controle la procédure utilisée pour dériver les termes, et donc le type de
fonction de seuil impliquée.

- X =p:
Gréce au caractére dérivatif des vertex de la théorie, tous les numérateurs dans (3.191)
portent au moins p?, nous pouvons obtenir ces coefficients en mettant a 0 'impulsion
externe circulant dans le dénominateur. Les intégrales peuvent alors étre simplifiées

comme des intégrales sphériques.

Par exemple, considérons pour une fonction f générique 'intégrale :

/ Gatqcqaf(d®) -
q

Sa structure tensorielle peut étre réduite en un produit de symboles de Kronecker. 11
existe une constante A scalaire telle que :

/Qaquchf(QQ) = A(bab0cd + OacObd + Gaddbe) /q4f(q2) . (E.43)
q q

A peut étre calculée en contractant I'intégrale avec 6%°6¢ par exemple :

1

DOTT (E.44)

/ ¢*1(¢?) = A(D* + D + D) / i) = A=

q q

Les contractions suivantes donnent les autres régles de remplacement :
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* 5Da6Db6cd .
IhT — =

% papbécd .

* papbch(ng . .
b~ q

(¢-p)°qh — m

L’expression finale se réduit donc a de simples produits de puissances de ¢ avec
les propagateurs de la théorie : Go(gq) pour les flexurons, Gi(q) pour les phonons
acoustiques transverses et Ga(q) pour les phonons acoustiques longitudinaux, soit
des intégrales de type :

1 .
5 [midiconn)] = g0 [ €°Go(@"G1@'Gala) . (Ba5)
q

dont les propriétés sont discutées plus en détail dans I’Annexe F.
_ .2 .
- X — pD .
Le calcul se fait exactement de la méme maniére.
- X =p*:
Cette fois-ci, il est nécessaire de développer les propagateurs faisant intervenir ’im-
pulsion externe p dans les diagrammes de type bulle ; autrement dit, la partie mettant
en jeu F,Sl) dans (3.191) n’intervient pas.
Considérons un des propagateurs G;(p — q), et développons-le en puissances de p :

(Gilp— )™ = Zelp+ )* + (m}p)*(p+ 9)* + Re (p + 0)?)
=, Zed" + (m})*¢* + Ri(q*)
= ' (E.46)
—4Zpq*(p-q) — 2(m},)?(p-q) — 2(p-q)0g2 Ri(q°)
+4Zk(p-9)* + 2Zkp* ¢ + (M)’ p? + p°0p2 Ri(¢*) + 2(p-q) 022 Ric(q) -

D’autre part,

Gi'(p—q) o G;H(q) + O1(p) + O2(p*) + O(p®)

=  Gilp—q) = Gi(q)—O01(p)G3(q) — O2(p)G?(q) +O1(p)*G3(q) + O(p®) (E.47)

p—0

Le calcul peut étre décomposé ordre par ordre en puissances de p. Comme cette fois-
ci de nouvelles combinaisons de Ry (q) et de ses dérivées interviennent, il nous faut
définir de nouvelles fonctions de seuil. Dans la suite, P désigne la partie sans masse
des propagateurs (celle qui est la méme pour tous) :

P(q) = Zrq* + Ri(q) - (E.48)
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* Ordre 1 :
A ce stade, 0,2 Ri(q) intervient. Nous avons donc en plus de [3; . les seuils suivants :

1 4 dP
nbhr {mitieoan] = —%Dat/qa <dqg> Go(q)"G1(q)"Ga(q)® . (E.49)
q

* Ordre 2 :
A ce stade, 822 Ry, (q) intervient. Nous avons donc en plus de [$; . les seuils suivants :

e I o d*p a c
e [midieonan] = 300 [ o (i) ol Grl@Cala)” . (E50)
q

Cependant, le carré du terme d’ordre 1 intervient également, ce qui conduit a la
définition de :

a 1 1o dp ? a c
mOr [{miticron.2y] = _4vD6t/q <dq2> Go(q)"G1(q)°Ga2(q)* . (E.51)
q

Le calcul nécessite également quelques régles de remplacement supplémentaires.

3¢*p*pa

* Qa(p~Q)3 = m

q4

D(D +2)

*

2 pa)® ~ (v +202)

qua

D

* go(p-q) —

3pte

* (p~Q)4 = m

q6

D(D +2)(D + 4)

*

@ (p.g)* — (3p4 + 12p2p§)
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E.3.3 Dimension anormale
La dimension anormale est définie par Zpn, = —9:Zx. Nous obtenons a partir du flot de Zj, :

92 _ _ 4o
e = =01 (— DD+ 22 +4(D? — 2D — 2)m e + 4(D? — 2D — 2)1i2) ¢y oo
D(D + 2)p;, (A + 27;,)Cpe

+ 71, (D(D + 2)X; + 4(4 — D) Ak + 4(D? — 4D + 6)72 )y lom

— o~ 458 5D+4 4~ =8 -D+4
+ 12Mk()\k + 2Mk)4<k loog +4(D — 1)Ni(>\k + 2uk)Ck lo:’z

= 7 Ok + 272, (D + 202 + 25D = 2)75,) G, Toos
— (D = 6)(D = DAL+ 27,)Cr lono” + 12785 (N + 272,) ¢ g
+4(D = DR\ + 27)C iGsh” — 4(D” = 3D + 27 ( + 275,)Cs loto
+ 2D + 2), (M + 278,)*C oo + 2478, i
= 270, (M + 25,) (— (D + 8) Ak + 2(D — 10)72,),, Tigwo
+12(D = 1) Ak + 25,)Cy s — 870 (3D Xk + 2(2D + 1), ) &y it
— 470, (= (D +5) Xk + 2(D — 7)i ) Cp Ty 2 + 1271, (\s + 271,)Co M
+20(D = Vi (A + 2084)Ci Tigro” + 4(D — L) (A + 2715 ) . it
+4(D + 2)5, (A + 272,); oo
—4(2(D — D)X + (2D + 1), )iino” + 8(D — 1) (A + 2,10
(E.52)
Il faut cependant bien comprendre que, du fait que les fonctions de seuil font intervenir des
dérivées de la coupure vis-a-vis de 1’échelle courante et que les fonctions de coupure sont pro-
portionnelles & Zj, les fonctions de seuil dépendent explicitement de 7. L’équation (E.52) écrite
sous cette forme est donc auto-cohérente, méme si trés simple a résoudre car il s’agit d’'un po-
lynéme d’ordre 1 en 7. Cette structure particuliére des équations de flot de renormalisation
donne & 7 une dépendance en constantes de couplage sous la forme d’une fraction rationnelle

inhomogéne, et est donc une des causes principales du caractére non-perturbatif en couplage des
équations de flot dans ce formalisme.

E.3.4 Remarque sur la théorie de basse température

La quantification de 'action introduit un seul terme, correspondant & un nouveau terme
cinétique, qui ne se couple pas aux autres. De plus, le contenu fréquentiel de la configuration
d’évaluation est trivial. L’obtention des équations est donc formellement la méme, & ceci prés
que I'expression des seuils est modifiée pour prendre en compte la sommation sur les fréquences
de Matsubara.

E.4 Membranes désordonnées

E.4.1 Vertex

Nous utilisons les conventions suivantes :

e Les fonctions & donnant la conservation de I'impulsion sont implicites.
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e J est une matrice ou un vecteur dont toutes les composantes valent 1.
e Les indices de répliques sont notés en lettres majuscules.
L’action effective du systéme désordonné dans l’espace de Fourier est :

N =y |

A=1"4

@@+ [ () @) +0d) (7@ 7 @)+ bd)

%/ql " F (qu). 7 (qz)q1q2+Ck5”)( (q).FA(Q)qujJrCE(;U)
’Z: { Kk 20204 Q)'AB(QH%/QW (;A(ql).fA(qg)(ql,qz)+D<§)(FB(q).FB(Q)(q.Q)+DC2)

[ (@) @aid + o) (7 B<q>.fB<Q>quj+<£6ij)H :

(E.53)

Grace au haut degré de symétrie entre les termes de la théorie pure et ceux issus de la sommation

sur les configurations désordonnées, la prise en compte du désordre ne génére pas de difficulté
supplémentaire dans ce calcul.

e Fonction a4 1-point :

MAlFR] < 2wl + 5 [ e (@) 7 QW@ + D)
+ﬁq@@@@%+ﬁwﬁﬂﬁfﬂ@ﬂ%+ﬁ%)
_ Z [ a8 (p) + Sk | @) @) + D)
+ A;k a0 + ) (7). 7P (Q)qQ; + Gidiy)

(E.54)
Au minimum, F,(:LA[F; p] = 0.

e Fonction a 2-points :

D [ 0] o Zi"80sban + 5 [ 80s(p) (7 (@7 Q@) + D)5
q
+ /7"3 (@75 (Q)(p-0)(P'-Q)das + % /(piqj +P ) (PiQ; + 1 Qi)rd ()7 (Q)das
q q

o)+ s [ (7@ TNQIQ + GE6) o
q

Db s an — 5 [ aso) Y (7 @) 7@ (a.Q) + DeE)oan

Cc=1

A [ @ Qw2 - A;k / ('a + 98 BlQ; + 7 QA (@5 (Q)

A _, ~C i
— =5 (0w} + i) aﬂ/Z ). 79 (Q)q'Q” + (267 )as .
7Cc=1

(E.55)



316 Chapitre E. NPRG - Annexe technique

Remarque :

2)

Il faut étre prudent lors de 'analyse de la dépendance de F,g dans les constantes de

couplage élastiques :

— Termes proportionnels & py :

J 4 " ;g s
WW(%% 7(q).7(q"))(¢" ¢""7(q").7(q"))
= wa 2% ra(p)(0'q’ + 17 ¢ )didj 7(a).7(d"))
= 2005(p"'p” + ') (0:0}) (F(@)-7(q")) + 2ra(p)rs () (p'd’ + 1" q")(Pig; + P}a))
= 20as((0".0) (p-d') + (0-0)(9".0"))(7(0)-7(d)) + 4ra(p)rs (@) (p-p) (a.4) + (p.d')(a.1"))
—in 2003 % X (—CI%) X 2])2 +4 (—(,3)(])26(13 + paps) -

* : vient de I’évaluation sur couche de masse en

* 0op : ce terme émerge lorsque les deux dérivées fonctionnelles agissent sur le méme
facteur de I'expression de départ. En particulier, il porte des indices parcourant
[1;d] indépendamment de la configuration d’évaluation.

* 0o @ ce terme apparait lors de I'évaluation du résultat au minimum,

ro(p)ra(p’) o Par conséquent, il devrait plutot s’écrire 5&1'52’3, avec i € [1; DJ.

— Termes proportionnels a A\ :

5707 5oy () )T ) 0 ) 7 )

= S X e

)(7(q")-7(¢"))
= 48ap(p.0)(0.4)(7(q)-7(q)) + 8ra(P)ra(p) (p.9) (1".d")
= 4605 X x (— 13) X p +8 (—Ci)pupa;

* : vient de I’évaluation sur couche de masse en

* 04 : ce terme émerge lorsque les deux dérivées fonctionnelles agissent sur le méme
facteur de ’expression de départ. En particulier, il porte des indices parcourant
[1;d] indépendamment de la configuration d’évaluation.

4 : le terme A\ est plus symétrique que celui proportionnel a py.

Dans tous les cas, le terme en bleu est compensé par la contribution du terme d’ordre 2
en champ (la pseudo-masse) :

(Qi(J}F(Q)-F(Q’)JrC%%)’ =0

mwn

(¢d)@)7d)+DF)| . (B50)

min

(2)

Toutes les contributions a I';™ proviennent donc de termes ot les deux dérivées agissent sur
des facteurs différents, proportionnels & d,3, et qui contribuent donc a la renormalisation

. NG . .
du propagateur transverse, mais sont nuls si F](C ) est évalué dans I’espace externe.
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Au minimum,

F;(CQBIA BB [Frnin: D, —p] =Zkp"60p0an — pkCi640i50*6 a8 — (M + 1) iPaPpdan

— NrbapD* Jap + A (Pt 8ipp® Ja T + (Axk + A k) EpapsJalp
(E.57)

e Fonction a 3-points :

T 4 554070, 0' D" kb (p.0)) (0 -Q)r4 (Q)0aBSaC + Aebar (pp”) (0 Q)15 (Q)0aBdac

+ Xedp (p.Q) (P ") (Q))daBdac + %%5(?%” + 70" )P/ Qs + p]Qi)ri (Q)5aBdac

s ) + 20 + 17 Q1A @b

/1

+ 7%7(?@ + 7 Q)i + il )ra (Q)3apdac
— Askbas () (P".Q)rS (Q)da5 — Axkdary (p0") (0 .Q)rE (Q)dac

! A 7 7 1
— Axikdpy (pQ)(P P")rd (Q))dno — T”k%ﬁ(p P74+ ") (0! Q5 + piQ)rS (Q)dan
A i iy
- T“k%w(pip;-’ + i) (@7 + 7 QY (Q)dac

A 7 j j ’
2‘”“ 35, (P' Q7 + 9 Q") wip] + pipi)ri(Q)dsc .

(E.58)

Au minimum,

F)(c3(>1A BB,~C [Tmmap p p } = ické(p + p, + pN) [Akéaﬂ (p~p/)pz5ABéACJA + Akdpy (pl~p”)pa5AB(5ACJA

+ Akbya(pp")P0aB0AC T A
+ pdas (0005 + (00" )py ) SadacJa
+ pbar ((p-0")Ps + (P -P")Ps)dandacta
+ pxdpy ((p-0")pa + (p0")pa)daBdacSa
— Axibap(pp)py6ac — Axedpy (P " )padBcda
- Akk(s'ya (p p”)ng(SCAJB
— Apibas ((p- + (p'.p")py)danJc
- Auk&w( p0")ps + (' .p")ps)dac s
— Aurds ((p- + (pp )pa)5BcJA] :
(E.59)
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e Fonction a 4-points :

F§c4aA BB,~C,sDIT s P, 0", p""] ccAikbapdys(pp )" " )64B64c0AD + Aebarydss(p.p”) (P 0" )6 aB6AcEAD

+ Mebasdsy (00" ) (0 0" )6 aBSacbaD
+ webasdys ((0-0")('0") + (pp") (0" .p"))daB0acdaD
+ pkdar 05 (00" (0" ") + (00" ' 1"))5aB0AcHaD
+ pxdasdpy (02" (0" 2") + (p2") (@' p")) 6480 AcEaD
— Axibapdys (pp )" 0" )0aB0cD — Axkbarydss(p-p”) (' " )oacdED
— Axkbasdpy (p- /")( ' p")6apdBC
— Aukbapdys ((p- )+ (pp"") (' ")) 6aBocD
Aukbardss ((p- P" pm) + (pp"") (' p"))6acdBD
((p

— Aukbasdsy " p") + (")) 0andBC

l /// / /1

(E.60)

E.4.2 Propagateur
2)

L’inversion de F,g est simple grace & sa décomposition sur des projecteurs orthogonaux Pfﬂ,

pT ap € Paﬁ, mais maintenant nous devons également tenir compte de sa structure tensorielle
dans 'espace des répliques. Heureusement, celle-ci ne dépend que de 2 tenseurs : dapg et Jap.
Considérons une matrice générique de cette forme :

Map = MWssp + MDD Jyp . (E.61)

Comme l'espace Vect{d, J} est stable par multiplication, nous déduisons que son inverse X
admet une décomposition de la méme forme,

Xap=XWosp+ XD J4p . (E.62)

MEXS = MO x5S + (MW X 4 A XD G + nm@ x3J§ |

xMWpr —1q
X=M"' &
X@OpO £ xOar@) L x@ a2 =
x = (M(l))—l (E.63)
= 2
@ _ M@

(M) 4 nM M)

Définissons les notations suivantes :

e Propagateur pur de flexurons :
Go(p)™" = Zkp* + Ri(p) - (E.64)
e Propagateur pur de phonons transverses :

Gi(p)~' = Zyp* + uCip® + Ri(p) - (E.65)
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e Propagateur pur de phonons longitudinaux :

Go(p)~' = Zkp* + (N + 2u)CEp* + Ri(p) (E.66)

e Partie désordonnée du propagateur de flexurons :

AGo(p) ™! = Awrp® + ARk (p) - (E.67)

e Partie désordonnée du propagateur de phonons transverses :

AG1(p)™! = Aep® + AukCEp® + ARk(p) (E.68)

e Partie désordonnée du propagateur de phonons longitudinaux :

AGa(p) ™ = Aep® + (Ak + 24,) P + ARk (p) (E.69)

e Projecteur externe :

POI;B = 504/3 — 5&51‘5 . (E70>
e Projecteur transverse : o
PLy = 6ia;p <5iﬁ' — p;;]) : (E.71)

e Projecteur longitudinal :

p'p

p
e Partie désordonnée de P(q) :

AP(q) = Aurq* + ARk(q) - (E.73)

Le propagateur complet en présence de désordre gelé s’écrit alors,

Ga s (®) = (Go(p) PLs + Gr()PT; + Ga(p) P )04
Go(p)* F Gi(p)* T Ga(p)* L >
— Ps+ P.s+ P3| JaB -
(nGo(p) +AGo(p) ™ nGa(p) + AGa(p) 7 nGa(p) + AGs(p)” 7)) P

(E.74)

E.4.3 Equations de flot

Nous procédons de méme que dans le cas pur, (E.37) étant toujours valable, méme si Y porte
maintenant en plus un couple d’indices de répliques.

e Flot de la configuration d’évaluation :
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~Y={D1,D1}:

/FI(;SLA D1,D1 [Tmmu q,p, — at'rmzn Z / aA D1,D1 Tmmu q,p, — ] ( - iatCkéajaqj&(Q)JA)
q

A=1Y49

= /iCk [Ak( — 8ap(q-p)PD — 6an(4-P)PD — 6DDP 4o )
q

+ pii( = 6ap((q-)pp + *ap) — San((a.p)PD + P’ aD)

—6pp((q-p)Pa + (4-P)Pa))
— 1Ak (= 6an(¢-p)PD — San(¢.P)PD—6D DD ¢0)
— 1Ak ( = dan((a.p)pp + p°ap) — dan((¢.-p)PD + P*aD)

_aDD«q.p)pa T (@p)pe)) | (— 0:645°70,35(0))

= CkatCk > Xk (20a0p™po + P?)+1tk (2000 (0% PD + P70D) + 29" pa)

a=1
— nAxk (2 «DP"PD + P ) AW (25aD(papD +p25%) + QPapa)}
= Ck@t(k[ k(2pD + Dp ) + g (2(1?20 +p°) + 2p2)
— nA)\k(QpD + Dp ) — II,AHk (2(}?2[) +p2) + 2p2)] .
(E.75)

*X: 2:

/ k,aA,D1,D1 Tmznv q,pP, — ]atrfnj?n(Q) — Ckatgk {D(/\k - ”AAA') + 4(,Uk - ”A/zk)} .
q
(E.76)

*X:pzD:

/FEC?()IA,D 1’D1[Fmin; q,P, — ]atrmzn( ) — gkatCk |:2()\k - ”AAA:) + Q(Mk - ”A//A:):| .
q
(E.77)

Les termes indiqués en vert s’annulent lors de la prise de limite n — 0.
— Y ={D1, D2} : Seule la structure dans 'espace des répliques est changée. Les termes

en bleu sont nuls.

=3 [T ol 0.0 8~ 10.G59,15()7)

A=1Y4

= /Z'Ck [ — nAxk (= dan(¢-p)pp — dan(g-p)PD)

(3) T
/Pk,aA,D 1,D o[Fimini ¢, P, — atrmzn
q

— nAuk (= dan((g-0)PD + 1°a0) — San((a.0)PD + quD))}
x (=067 8,36(q))

D
= *Ckatckz [rLA)\k (2§aDp0‘pD) + ”A#k (2(5aD(p0¢pD +p26%)):|

a=1

= —(k0:Cr [nAAk (2p2D) + nAuk (2(p% +p2))] .
(E.78)

Tout s’annule dans la limite n — 0.
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x X =p?:
/qu(jLA,D 1.0 2[Tmini @, Py — Plowros (@) = 0. (E.79)
* X :pzD
/qu(f’aA D 1.0 2 Pmin; @D, —PlOirin (@) = 0 . (E.80)
-Y={D+11,D+11}:
/sz(flA,mu,DHI[me;%n PlOeriin (g ‘Zl/q O Dt 1ot 1 [Fmini @9, —p] (= 10 Ck67 9,3 6(q) ™)

= /Ckﬁt@&‘”aqﬁ(q) [—Ak (p°qa) — 1k (2(¢-P)Pa)

+ nAxg (qua) + nAuk (2((1~p)p<¥)]
D

2 o i 2 i o
8/ § g ) — nA — nA 2 o
Ck tCk |:/\kp Mk X 2D Pa NAXkP NApk X 2P P, i|

a=1

= g‘k&tgk |:)\k>Dp2 + pr X 2p2 — HA)\kDpQ — NAMI@ X 2p2:| .

(E.81)
Le coefficient de ce terme vis-a-vis de p* est encore nul.
3 = a
[T 0411011 o =210 0) 0. (.52
q

—Y={D+11,D+ 12} : Les termes bleus, diagonaux en répliques, s’annulent. Le
résultat est trivial.

3
[ T80 0p411 12l 0. PO ) 0. (E.83)
q

e Fonctions de seuil :

Le principe du calcul est le méme que précédemment, mais & cause de la structure dans
I’espace des répliques, il nous faut étendre notre bibliothéque d’intégrales.

—X:pQOuX:p%:

Pour les mémes raisons que dans le cas pur, tout se réduit a :

1 .
i [midicona] = 50 [ °Gal@)Gr@)'Gala) AP@ . (B31)
q

- X =pt:
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(G —a) " = Zilp+q)*0aB + (M)’ (0 + ¢)*a5 + Ri ((p+q)°) das

— Awk(p+a) Jap — (Ami)*(p+ @) Jap — ARk ((p+9)°) Jas
=0 Za"0an + (mi)’¢*0an + Ri(¢*)dan

— Arq*Jan — (Am}) 2 Jap — ARk(¢%) Jas

— 42,4 (p-q)0an — 2(m},)* (p.q)dan — 2(p.q)0,2 R (¢*)dan

+ 4Arkkq* (p.q) Jan + 2(Amy)?(p.q)Jas + 2(p.q)02 ARk (¢%) Jan

+4Zk(p-q)?0aB + 2Zkp°q*0 a5 + (m},)?p 048 + p° 042 Re(¢7)dab + 2(p.q)* 022 Ri(q)dan
— 4Aﬁk(p.q)2JAB — QAKkaqQJAB — (Ami)QpQJAB

— 9" 02 ARk(¢%) Jas — 2(p-q)° 0 ARk(q) Jap + O(p°) -

(E.85)
Nous voyons intervenir de nouveaux termes via ARg(q).
% Ordre 1 :
1 = dP
nht e {miticoa] = —%Ot/q (d 2) Go(q)"G1(q)°G2(q)°AP(q)*
q
(E.86)
1 4 dAP .
abcd [{ml}ze{o,l,Q}] = _4@6'5/(] ( a2 )GO( )¢ GI(Q)bG2(Q) AP(Q)d
D q
(E.87)
* Ordre 2 :
kD {mitieqonny] = —15t/qa el Go(q)"G1(q)"G2(q)°AP(q)*
abed ? ’LE{ IE) } 4,UD q d(q2)2
(E.88)
1 d*AP
L.D+o . - a b c d
Kabed [{mz}ze{ﬂylﬂ}] 4,UD8t/qq (d(q2)2> Go(q)"G1(q)"G2(q)°AP(q)
(E.89)
1 4 «a dp ? a b c d
mhi midicona] =50 [0 (53 ) Gol@ "G GalaraPla).
v q q
(E.90)
- 1 dAP “ .
s midictonsy] = —5 -0 [ o (d2> 0(0)°G1 (0)Ga(a)* AP(g)"
q
(E.91)
. dAP dP .
mb e {miticqoa,] = / ( > <dq >G0( )*G1(q)*G2(q)°AP(q)" .
q
(E.92)

Dans le cas ou la fonction de coupure est diagonale dans I'espace des répliques, il est
possible de réduire le nombre de familles de seuil (voir Annexe F).
E.4.4 Expressions finales

Afin d’éviter d’alourdir des expressions déja longues, nous donnons seulement des flots di-
mensionnés.
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e Variance du module de cisaillement A, :

e d [ 2) ] 1 d | ) ]
Ay = +2——— | , -~ 1(or®
tRuk C]i dp2 k,D 1,D 2,min =0 C]? dpQ _( t >k,D 1.D 2,min -
1 d 3 i
- ?ﬁ |:/F/(€,t))¢i,D 1,D 2,min(q7p7 )8trmzn 2o
| p =
_ (E.93)
O1Ce o Ok 1 d @ }
=2—=(-A — —=(=2A ——— (1™
) = 2 = s (ar®) "

1 d
——— " |(oT®
2 dp? [( t )k,D 1,D 2,min:|

p?=0
Dk = %{ — 8(Axk + 28,8) (A + 1) *Celoho — 4(D? + 2D — 8) ALk piiCiclosoo

+ 16(A3% 4+ 68k Axk + 8AZL) (M + 3ur)Cilboss — 16(Axk + 28u1) Ak + 3pur) > CRlbpir
+8(D? + 4D — 12) ALk ik Gilongo — 8(D? + 2D — 8) Ak Ciilgror
B 8

(A + px)?

+ 285 (Aur (D + AR + 4(D + 2)pde + 4D + Dpi) — (e + ) (e + 3uk))] looso

+ 16(Ank 4+ 48,) Ak + 3ot — 8(Ak + 3k ) Lok

AV
(A + p)?

+ 240 (= 2(D = 2)A% = 4(D = i + o (DAxe = 2un(D = 2)) i
+8(D? + 4D — 12) A pelistt — 4(D* + 2D — 8)uilshss + 16(d — D)Awpun (Iopgo + 2ls001)

16DA Lk (Axk + 280k pore (A + 2pr) (lD+2 _ lD+2)
(e + 116)3C2 0100 — o010

[Arc((D+2)X2 +4(D + Dyaehi + (5D +2)11d)

[Aik(/\k + 111)? 4+ Axk Ay (D + 6)AF + 4(D + 3) A, + 2(2D + 3)p47)

(20 ((D* = 6)7% +2(D* = )usde + (D* +4D — 6)117)

—8(d — D)piliods +

4
(O )2

+ 20 (2(D + 1)AZ + 42D + 1)ae + (9D + 2)uk)] 12

4[2DAxepi + Apr (D + D — 2)A7 4+ 2(D? + 2D — 2) A + (D? + 9D — 2)3)] D42
O+ )2
o 8Dk + 3pun) (Ankpir + Bk (A + dpan)) (1Bo1 — 1B01)
(A + pk)3G
4[(D + 1)A% +2(2D + )ukAk+(5D+1)pi] b o
- (16202 + loo22)
(Ak + 1x)%¢
N 8[(D+ 1)AF +2(2D +1) kAk + (5D + 1) i ] (1852 — b )}
()\k +,uk)3<k 0102 0012

(E.94)

e Module de cisaillement moyen py :
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O d [ o) Ld Vare
0, = -2—— ) oA o,r®
Ik Clz, dp2 |: k,D 1,D 1,min 20 + Ot uk + C’z dp2 ( t )k,D 1,D 1,min p2=0
1 d 3 [e%)
+ —27d 5 [/Fé,ii,D 1,D l,min(q’p’ _p)atrmin:|
k @P" LJg p?=0
OiCk 2 DG 71 7d
_ _9Ytbk DX, +4 A re
. (L) + C (DAg + 4pr) + OcA ke + 2 dp? (at )k,D 1,D Lmin | | 2_g
e 1 d 2
— R (D +2 —— | (ar® — (ar®
Ck ( k+ Hk) + C]% dp2 |:< t )I@D 1,D 1,min ( ¢ )k:,D 1,D 2,min p2=0
(E.95)

v
Ot = D(TD_F%{gﬂi(d - D) (l%&? + 213%3?) + 8(D2 +2D — S)Mi [Auk(jﬁl(%gg + lo%éﬂ

+ 16(M\x + 3,uk)2 I:(A)\k + QA;LI@)CI?Z(%&? + lé)ogﬂ

4
ﬁ [ — 28, ((D? = D — 4\ + (D® = 2D — A)puy.) + (D + 2D — 8)use(Ai + /Lk’)] D44
8
BbYEm [(AM +28u) (D + 8) Mg + 2(D + 3)pic + 2A%) — (A + ) (A + 3uk)2] lgozo
8D

EIY T E [Mk (1 (Axi + 2) + A7+ 3\epe) — Dy (AR + Aot + 2@)] (1586 — 16013)
k

8Dy +208) [104z _ 2] }
Cg ()\k ¥ Mk) 0201 0021
(E.96)

e Variance du premier coefficient de Lamé A),; : Rappelons-nous que p? et p% se
comportent comme des variables indépendantes du point de vue de la dérivation.

0, d
Ot Az = +2t7<k7 [Ff?g 1,D 2,min:|

1 d
— A — = — | (8, T®
p2=0 5 uk ¢ dp% {( g )k,Dl,DQ,min

C}? dp2D p2=0
1 d [e%)
- g% |:/FI(63()MD 1,D 2,mm(‘J7p7 —p)atrmm] .
X q poe
e 9 0Gy 1 d
= 2708 A+ A - —2A, — 2Ax;) — = — | (0,10 — 8 Ak
C;Z’( Mo+ Apuk) G G (—2Auk k) s (@ )k’DLDQ"mm s Ak

1 d 1 d
— L 4 |(ar® L4 | (ar®
¢2 dp3, {( t )k,D 1,D 2,min o + ¢ dp? ( t )k,D 1,D 2,min

p2= p2=0

(E.97)
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OtAxg =

UD

D(D +2)

{ — 2(Axg +28,5)2((D? + 6D + 12)X2 + 12(D + 4)pgMi, + 36u2) CRIEES

—2A2, (D(D? + D = 2)A7 + 8(D? + D — 2)Xepuye + 4(2D + 3)3 ) RIS

+8(Axk +28,1) (D + 5D + 8)ApAxy, +4(D + DA Ay + 6(D + )i Axg + 244D, ) Gilgoho
— 4Dk +28,) ((D? + 6D + 12)AF + 12(D + )i + 3647 ) G lgosy

+ 82,5 (D(D? + D — 2)AAxg + 3(D? + D — 2)XMp A

+4(D? + D — 2)upAxg, + 2(5D + 2)pr Ak ) CEIELES

— 40, (D(D? + D = 2)A + 8(D* + D — 2) e, + 42 + 3D) ) CRIY

—2((D? + 6D + 12)A2 + 12(D + 4 pp My, + 36u2) 1500

+8(48,k (D + )Xk + 6p11) + Axip((D? + 5D + 8)Ag, + 6(D + 3))) 151

+ m |: - 2(D + 3)A?\k()\k + Mk)2 + 2A#k((>\k + Mk)z((D + 4)>\k + 6,U4k) - 4A,uk(>\% - 2/"%))
[D+4

+ A (D 4+ 2) Ak + 1) 2(D + 2)Ak + 6j11) = 48, (D + 4AF +2(D + By, + (D + Dud) | o
4

* (A + pk)?

— Auk((2D 4 3)AF +2(2D + 3) A + (2D — DpR)) + Ak ((D? + D — 2) (Mg + ) > (DAg + 4par)

=28,k ((D* + D = 222 +2(D? + D = 2\, + (D? + D — ) 15354

(280 (O + 1) (D + D = 20 + 4Dy

+8(D(D? + D = 2)A\pAxg +3(D? 4+ D — 2)AAus, +4(D? + D — 2)pup Ak + 2(5D 4 2) Ay ) 1555

—2(D(D? + D — 2)A} +8(D? + D — 2)Apui + 43D + 2)ud) 104

d— D) (D(D + )Xk + 2(D + A6 g, + 2(D + 2) 1 A + 4w D) (L + 20551

d— D)(D(D +2)A2 + 4(D + 2)Appus, + 4pi ) Uins

L4
(Mo + pr)2¢3

+2Auk<(D + N +2(D + 8k + (D + 18):3)) 152

+4(
—2(

[(AAK((D+ 22+ 2(D + i + (D + 10)3)

¥ rven M)Q O e (48 + 8 (D + D = 29X+ 2D(D + D + (D + D+ 1)y D) 1567

D+2 _ ;D+2
V) (e + .uk)BC Ak (Bxk + 285 ) e (Are + 21%)] (looto — lordo)

e+ 3pk) (Bakpr + Apue (O + 41%))] (16011 — 15101)

[

1

* (M +,LLk 3(;% [
— [ ((D 4 3)A2 4+ 2(D + 5) i + (D + 11) uk)] (B2 + 1502)

I

D—2
)\k +Mk)3<6 (D +3)A +2(D +5) g + (D + 11)p )](zoo12 10102)}
(E.98)
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e Premier coefficient de Lamé moyen )\j :

O = —

5 d
G [F(Q) + Os Ak + Os Axg — Oppig

C k,D1,D1 mvn:|

k p2=0
1 d [ 1 d -

IRERL I PR C) } 4 { / T b1 b1 min (@ Py —P)0erC,
¢ dp? ( >k,D LD Lmin] |2 Gdp3, | ), PorPLDY »

t(k 0¢Cr 1 d
Ck (M + )Ci + e (2Ak + 240) + C2 dp?, [(at )k7D1D1min:|

1 d 1 d
——— 1({o17® — (a r®
¢ dp?, [( t )k,D LD 2min | |2 * (¢ dp? t )k,D 1,D 2,min

1 d 8Ck
—— " 1({61r® t
(¢ dp? {( t )k,D 1,D 1,min

p*=0 k
0¢Cr L d 2
_ DX+ 2u1) + = —— | (8,0® - (ar®
Ck ( + ,uk) + Clz dp% |:( t )k,D 1,D 1,min ( t )k,D 1,D 2,min
(a

C%di [(atr(Q))k,D L,D Lmin tr(Q))

2—0

p?=0

p?=0

—(DAx + 2pu1,)

p?=0

k,D 1,D 2,’min:| p2=0

(E.99)

v
Ok = D(DiD—kZ){Q(d — D)(D(D + 2)A% + 4(D + 2)\pur. + 4p1) (Iz060 + 2l3001)

+4((D* +6D + 12)A} + 12(D + )Xkt + 3642 ) [(Axk + 28,6)Colovso + Loost]
+4(D(D? + D = 2)A + 8(D* + D — 2)Aepur + 42+ 3D) i) [AunCilio + losor ]

2
R [()\k + 1) (D? 4 6D + 12)A7 + 12(D + 4) Ay, + 363
Ak + pk

— 4Bk + 28,) (D + DAL + (D + 8)Aupur + 202) | 6550

2
s v [(,\k + i) (D(D? + D = 2)AF + 8(D* + D — 2)Appur, + 4(2 + 3D) i)
k k

— 40, ((D* + D = 2)A} + (D* 4+ 3D + 4) ek +2(D + 4),&)] 155s
16

+ m [Mk (,Ufk(AAk + 2,uk) + )\i + 3>\k,uk) — Auk (Ai + A ok + 2#%)] (l(%-{g — l(l):)l-(})—g)
k

160k (Ak + 20%) [,D+2 ;D42
+ m [10021 10201]
(E.100)
e Variance de 1’énergie de courbure A, :
0, ! ( (p,—p)
t=kk =75 d )2 k ,D+11,D+12,min PP 22=0
1 d
5 d 2 Fk ,ai,D+11,D+12 mzn(q p,— )atrmzn - (E101)
q pe=
1
- 9,02 )) —
2d(p )2 [< L k,D+11,D+1 2,min(p P) 220
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Cette fois-ci, il nous faut un grand nombre de seuils différents pour exprimer le résultat.

vD D D
Ot Ak :m{ —T72(Ag + Q#k)zCi (loolrgz + (Axg + QAmc)Ci ootf) — 144N + 2#k)("gg42 + (Axk + 2Ap,k)<k”()041)
D D D D D
+ 4N + 28,0 ((D + 22 + 205D = 2ur)¢iloost — 24D = Vi ¢ (loxgs + AunCilosor) = 48(D = Dpug (ngsos + Auningsor)
D+4 _ 7D+4 D+4 _:D+4 7D+4 D+4 D+4 _, . D+4
F12(Axk +28,,5) (2Kg051 — Koomo) +4(D — DALk (2Kt —Eoaho ) 4B ANk +(D + 5)A k) (kango —2k5001 +6magh1 —4Ms000
2(Axg +24 1)
_D42 D44 Ak k D+2 _D+2
FAD = D) (ke AgshT 68 umaihy) + =2 [20(D — 22) Ak +2(5D = 26)p)ngehy = ((D+D A+ 2D+ 1m0k |
k k
+4(D? — 15D + 14) (ug, 10300 + Bprndsns) +2(D +2)(5Axg + (D + 9)A 1) (Rapbs — 2nint?) — 2(D? + 9D — 10)A . 7d5b0
+4((D = 22)Ap, + 2(5D — 26) )3y + 4D — 7D + 6) i Ak CRITs0T + 8(D% = 3D + 2) A,k lFh01 — T2(Axk + 28,8 m ity
24 96(D—1)A 8(D — 1)((D+6)Ag —2(D —4) 1) (A ik A — Axrtik) D
- D42 D42 D42 prk D k k pnk Nk AkHFE D—2 D—2
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B2 (A + 2p5)2CH
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e Dimension anormale :

N, découle directement du flot de la renormalisation de champ Zj.

O Zy, 1 {1 d’ { @)
k= — = — 8tF . (p,—Dp +Ank
n Zk Zk 2 d( ) k,D+11,D+1 l,mzn( bl ) p2:0
L[L & [ 1 d )
T Z0 2 oiT| p_P] =53 0T i (P, =P
Zk { 2 d(p2) k D+1 1,D+11 mzn( ) V20 2 d(p2)2 k,D+11,D+1 2,mzn( ) o
(E.103)
Nk :AD(;D_‘. 5 {mm 4 205) 3 Ch (oot + (Aak + 28 ,1)CRIGHES) +48(D — Dui CE (nubt + A ukCindibd)
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ANNEXE F

Fonctions de seuil

Cette annexe présente les expressions des fonctions de seuil apparaissant dans les équations de
flot obtenues pas le NPRG. La forme de ces fonctions découle directement de celle de I’équation
de Wetterich (1.45). La structure exacte & une boucle réduit considérablement le nombre de
types différents d’intégrales qui peuvent apparaitre. Cependant, pour les constantes de couplage
définies comme des coefficients du propagateur renormalisé F,(f) par rapport & des puissances
élevées de p, il est nécessaire de définir plusieurs familles d’intégrales.

Les fonctions de seuil dépendent explicitement de la fonction de coupure Ry utilisée, ce qui
a deux conséquences majeures :

e Gréace a la coupure, les fonctions de seuil sont toujours bien définies. Ce ne sont jamais
des intégrales divergentes.

e Il n’est pas possible de donner de forme explicite aux fonctions de seuil tant qu’une forme
précise de Ry n’est pas choisie.

F.1 Définitions

Différentes familles de fonctions de seuil, définies ci-aprés, interviennent dans les équations de
flot. La notation s$; . sera utilisée pour désigner une fonction de seuil générique, indépendamment
de la famille a laquelle elle appartient. Les trois indices désignent les puissances des propagateurs
intervenant dans le seuil : a pour les flexurons, b pour les phonons acoustiques transverses, ¢ pour
le phonon acoustique longitudinal ; o désigne la puissance de I'impulsion de boucle mise en jeu.
Rappelons également que 'opérateur dy est une dérivée par rapport au temps de renormalisation
n’agissant que sur la fonction de coupure et que P désigne la partie des dénominateurs de
propagateurs commune a tous les modes : P(q) = Zrq* + Ri(q). Nous avons donc ainsi les
familles suivantes :

e Famille [3;  :

1 kpT A
i = don 2 at/ ¢*Go(q)*G1(9)*Ga(q)° . (F.1)
VD K q
e Famille n;  :
o 1 kgT s [ . . .
nhi == R0 [ 0, P)Gola)"Ga () Cala)” (F2)
vp K q
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. o .
e Famille mg;  :

1 kpT A
mbre — _ L koly / (0,2 P)2Co(0)*Cr (0)"Ca(q)° - (F.3)
dvp kK q
e Famille k[‘fbc :
1 kT -
hige® == 0, / q* (07 P)Go()"G1(q) Ga(q)° - (F.4)
VD K q

Dans la plupart des cas, grace au choix de systéme d’unités, le facteur kgT'/k est implicite.
Comme toutes les grandeurs intervenant dans les équations de flot, les fonctions de seuil ont

des contreparties adimensionnées, portant le symbole « = » comme toutes les autres. Dans ce

cas, il est nécessaire de redéfinir 'impulsion de boucle, qui, comme les intégrandes sont tous a

symeétrie sphérique, peut étre choisie comme :
2
q
Yy=12- (F.5)

Les fonctions de seuil dimensionnées et adimensionnées sont reliés par 'identité suivante :

5% = (Zpk) 700k 5 | (F.6)

abc

F.2 Identités remarquables

F.2.1 La famille k

N’importe quelle fonction de la famille k$; .
des autres familles par intégration par partie :

peut en réalité étre décomposée sur des fonctions

_D+a
2

/ ¢° (0% P)Go(q)G1 (9)"Gal)° =

q

/ ¢°(9,2 P)Gol9)" C1 ()G (q)°

q

4 / ¢°*2(0,2 P)Go(q)* G ()" Galg)"

q

X (a(6q2P + mg)Go(q) +b(0,2 P + mf)G1 (q) +c(0,2P + mg)Gg (q))

Le terme de bord s’annule grace a la fonction de coupure. Finalement,

pD+e — D+a p gig

D+« 2 D+o D+« 2 D+o D+« 2 D+o
e = 5 Mabe +a(my [ G.Ampn )+b(m +min )+c(m +msn )

a+1bc ab+1c ab+1c abc+1 abc+1
(F.7)

Il n’y a donc jamais besoin de calculer les intégrales de cette famille.

F.2.2 Formules de réduction

Les familles de fonctions de seuil sont définies naturellement & partir des intégrales de boucle
de I'équation de Wetterich ; elles contiennent donc a priori au dénominateur toutes les masses
du spectre. Cependant, des décompositions en éléments simples permettent de réduire n’importe
quelle fonction de seuil en une fonction & une masse seulement (ou de fagon équivalente en une
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fonction de seuil dont deux des indices sont nuls), dont les expressions finales explicites sont
beaucoup plus simples.

Puisque la dépendance des fonction de seuil en les propagateurs G;(q) est la méme dans toutes

D+«

les familles, nous pouvons travailler avec un seuil générique s ;'

. De plus, nous utiliserons les
notations suivantes :

e la présence de parenthéses autour des indices indique que l'expression est vraie indépen-

damment de leur ordre. Par exemple, lgg()‘; désigne de la méme fagon l{%‘go‘ , ZOD{OW ou
lD+Cv .
001 >

e la présence d’un indice sur un des indices entre parenthéses permet d’identifier la masse
associée. Par exemple, dans (1;2,0), n’importe quelle combinaison de deux modes apparait,
mais le propagateur de celui dont la masse est m; a une puissance plus élevée.

Nous ne donnons dans la suite que les identités utiles pour un calcul dans "approximation (LPA’)
utilisée dans ce travail.

1 1
D+o D—2+« D—2+«
5(1,1;0) = (mZ —m?) S,000 T mZ —m? S(1,00) - (F.8)
1 1 1
D4+a D—4+a—-4 D—4+« D—2+«
8(11,2]0) - (mZZ _ m?)g 3(12.00) (ml2 _ m3)2 3(1j00) + 7(”%2 — m?) 3(2j00) . (F9)
2 2 1 1
D+« D—6+a D—6+a D—4+« D—4+«
50.9.0) = 73 335100 — 73 335100 T 335200 T3 3350,
(2:2;0) (m? _ m?)?’ (1;00) (mlz _ mi)s (1,00) (mlz _ m?)2 (2,00) (mf _ m?)Z (2,00)
(F.10)
GDta 1 §D—6+a 1 $D—6+a_ 1 §D—d+a 1 (D-2+a
(1;3;0) (m? _ mj2)3 (1;00) (mf _ m§)3 (1,00) (mf _ m?)Q (2,00) (mZQ _ m?) (3,00)
(F.11)

Dans un souci de simplification, nous ne détaillerons que les formules des fonctions de seuil
4 une masse, la généralisation étant évidente par symétrie.

F.3 Expressions générales

F.3.1 Coupure quelconque

Tout d’abord, il faut exprimer les intégrandes en fonction de la variable sans dimension y.
La fonction de coupure est adimensionnée de la fagon suivante (par définition) :

Ri(q) = Zik"Ri,(y) = Zik™ y* rie(y) - (F.12)

Sous ces conditions, la contrepartie sans dimension de P est reliée aux coupures adimensionnées
par :
P(q) = v* + Ri(y) = y*(1 + r1(y)) - (F.13)

Nous obtenons alors les identités suivantes :

Oy Ry, (q) = Zik* [(4 — )y (y) — dyPri(y) — 23/30117%(3/)} = Zyk* [ — YT (y) — 2y38y7“k(y)}
(F.14)
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8, P = Zyk* [211(1 +re(y)) + yQByrk(y)} : (F.15)

D1y P = 0,00P = 0,0, Ry (a) = ~Zuk* | 2myri(y) + v 0k + 6)0ymi(y) + 2°02ri(y)| . (F.16)
Cela nous permet d’établir finalement :

e Famille [3; :

-Dta a Dia MkTr(y) + 290y (y)
l(a,00) = —2/dyy oL — a)+1 : (F.17)
(¥2(1 + re(y)) + m?y)

. o« .
e Famille nj;  :

—D4+a
" (q;00) =

T (21 + re(y)) +m?y)"
y2 (merr (y) + 2y0yri(y)) ] _

(y2(1 + ri(y)) +m2y) ™
(F.18)

1 / dy 5 [2nkrk(y) + y(me + 6)yr1(y) + 20201 (y)
2

—a(2(1+ ri(y)) + y0yrr(y))

3 o .
e Famille m{;  :

(2nx71(y) + y(m + 6)0y i (y) + 2y° 05k (y))

1 D+a+4
__D4a Dta+4
T (a,00) = 2 /dy v R0+ ) +y0yme(y)) 20 (y2(1 + rily)) +my) "

y2 (i (y) + 2y0yri(y))
(y2(1+ri(y)) + m2y)"

— (200 + () + yOyri(y))
(F.19)

F.3.2 Coupure de Litim

La coupure de Litim est la coupure R}C(q) dans le texte. Cette coupure s’exprime en fonction
de la fonction de Heaviside ©, ce qui permet d’obtenir des résultats simples pour les expressions
des fonctions de seuil. Son expression est :

Ri(q) = Z(k' — ¢")O (k" — ¢") = Zyk"Ri(y) = Zuk"y*ri(y) . (F.20)

ou les fonctions adimensionnées sont :

2
Ry) = (1- 1200 - %) . rmly) = 1y;" o1 - 4?) | (F.21)

Le calcul s’effectue simplement en injectant ry dans les formules (F.17), (F.18) et (F.19).
Les dérivées de ry sont :

2
Ayri(y) = —EG(l — )40, (F.22)
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ot la notation « 0 » désigne des distributions de type xd(x) qui sont toujours nulles lorsqu’elles
sont évaluées, mais dont les dérivées peuvent générer des termes non triviaux. La dérivée seconde
est alors :

6 8
rily) = 100~ y?) + 200 y*) +4(1—y*)8(1—y*) +0. (F.23)

Dans le dernier terme, se trouve la dérivée de la distribution de Dirac ¢’. Grace a son pré-
facteur rouge, la seule contribution non nulle qu’elle apporte est celle pour laquelle la dérivée
qu’elle induit dans I'intégrande agit sur ce facteur rouge!. Nous pouvons donc écrire de fagcon
équivalente :

6 4
Oori(y) = E@(l — %)+ ?5(1 — %) +0. (F.24)
F.3.2.1 Fonctions massives
e Famille lg‘bc :

- 4 —
D+a ( L)@ o Fy (1 ta, D;a7 D+§+2’ _m)

00 = TP
(000 Daj%a (F.25)
_ Yk po(1 Dtatd Dtat6 _ ..\
+D—|—4+oz2 1 (1 + a, 2o DEatl )
e Famille n;  :
_ 2 2,
Dta _ _ D+a+4 D4at6 _
e Famille mg‘bc :
4
—D+a
m(aZ'OO) - (1 _|_m12)a : (F27>
Ce dernier résultat dépend de I'hypothése ©(0) = 1/2.
F.3.2.2 Fonctions sans masse
e Famille [3;  :
D+« 4a 4a
l = — — . F.28
@) = Do ™ Dra)D+4+a) (F-28)
e Famille n;  :
2
—D+a _
ao)) =27 D g (F-29)
e Famille m{;  :
—D+a _
m((lOOO; =4. (F.30)

Ce dernier résultat dépend de 'hypothese ©(0) = 1/2.

1. Tous les autres termes sont proportionnels a (1 — 32)5(1 — y?).
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F.4 Fonctions de seuil a basse température

F.4.1 Ajustement spectral

La quantification de ’action introduit un contenu fréquentiel supplémentaire dans le propa-
gateur (voir Chapitre 5). La partie sans masse de ceux-ci s’écrit désormais :

P = Zyq" + Z[w} + Ri(q,wn) , (F.31)

et les fonctions de seuil comportent une somme sur toutes les valeurs de n.

Nous avons également choisi de reporter cette dépendance fréquentielle dans I’argument de
la fonction de coupure qui est ainsi adapté au nouveau spectre. Une variable adimensionnée
naturelle pour décrire le systéme est alors :

Y, =y? +@2, (F.32)
qui conduit notamment a :
P(Y) =Y, + Rp(Y,) = Yn(l + rk(Yn)) , (F.33)

qui est une écriture proche de celle utilisée dans la théorie non quantifiée (F.13).
Les fonctions de seuil sont alors construites a partir des quantités suivantes :

O Ri(q,w) = —Zgk* [m; (vPre(Yn) — @20y ri(Ya)) + 4YnQ(9Y?“k(Yn)] : (F.34)

0,P = Z.k" [Qy(l (YY) + Ynayrk(Yn))} . (F.35)

8,0, P = 9,0, P = 0,0, Ri.(q,w)
= =2y Zpk* | mer (Vo) + Yo (i + 8)0y 11 (Ya) + 4Y,2 05 mie(Ya) — @i (20y e (Ya) + Ynai%rk'(yn))} .
(F.36)

Les expressions de la théorie de haute température sont bien retrouvées dans la limite w — 0.

F.4.2 Expressions générales
F.4.2.1 Coupure quelconque

L’obtention des expressions se fait de la méme fagon ici, avec une somme supplémentaire sur
les fréquences de Matsubara.

e Famille [3;  :

Dt aTh, +00 Dia_, (77k (y2rk(Yn) — E%@yrk(Yn)) + 4Yn2(9yrk(Yn))
E(a¢00) = — 2 Z/ dy yTi 9 a+1
nez 0 (Yo(1 4 71(Yn)) + m2y)

(F.37)
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. o« .
e Famille nj;  :

—D+a D+a+2
N (@00 = Tk Z/ ’

[nkrk(Y)—i—Y(nk—i—S)(')yrk( )+ 4202y (V) — @2 (20y 1k (Yn) + Yn02ri(Yn))

(Va1 +7i(Ya)) + miy)
(7716 (yQMc (Yo) — wiﬁyﬁc (Yn)) + 4Yn28y7“k (Yn)>
(Y (1 + 74 (V) +2y) "™

—a(1+ re(y) + Y0y re(Ya))

(F.38)

3 (3 .
e Famille mg;  :

M(u 00) = 2T}, Z/ dy y Ea (1+ 7. (Yn) 4+ YOy ri(Yy))

neE”Z

[ankm(Y ) + Yo (i + 8)0yri(Ya) + 4Y2 051k (Yn) — (23Y7”k( o) + Y05k (Ya))
(Yol + ri(Ya)) +72y) "
(mc (yPri(Yn) —@hdyri(Ya)) + 4Yn25Y7“k(Yn))
(Yo (1 +7(Ya)) + miy)"

—(1+r4(Yy) + Yoy ri(Y2))
(F.30)

F.4.2.2 Coupure de Litim

Apres 'ajustement spectral, les fonctions de coupure adimensionnées correspondant a R,ﬁ (q)
s’écrivent :

B(Y) = (1-V)O(1—Y) , m(Y)= %@(1 —vy. (F.40)
Ses dérivées sont :
1
dyri(Y) = 3501 =Y) +0
2 2 1-Y (F.41)
Oir(Y) = 73001 - Y)+ Wau ~Y) - Ta’u ~Y).

Cest maintenant 1 — Y qui est passé en argument de la fonction de ©, ce qui impose Y,, < 1
En particulier, Wz < 1, ce qui impose :

2rnTEr <1, |n| < Nmaz = { £ J , (F.42)
27Ty,
ot |.] désigne la fonction partie entiére.

Ainsi, seul un nombre fini de fréquences interviennent dans les sommes calculées avec la cou-
pure de Litim. Lorsque I’énergie courante k est plus grande que I’énergie de transition thermique
kp, T) > 1, donc nymee = 0 et la fonction de seuil se comporte de nouveau comme sa contrepartie
a haute température. Pour plus de détails sur ce passage a la limite, se référer au Chapitre 5.
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L’utilisation de la coupure de Litim donne une image simple oil, suivant la valeur de T},
plus ou moins de fréquences participent a la somme sur les fréquences (alors qu’elles sont en
général toutes présentes a toutes les températures). En revanche, son manque de régularité vis-
a-vis de la température du systéme T rend son utilisation moins intéressante pour les études
numériques, notamment de I’évolution des grandeurs avec la température, ott d’autres formes
lui seront préférées.

Grace aux fonctions © et J, 'expression des fonctions de seuil se simplifie. Nous avons
choisi de couper la somme fréquentielle & n,q., ce qui revient a utiliser y/1 — @2 comme borne
supérieure de I'intégrale sur y. Il est possible de vérifier que les expressions des fonctions de seuil
de la théorie non quantifiée sont retrouvées dans la limite w,, — 0 (ce qui revient & sélectionner
uniquement la contribution de n = 0).

e Fonctions massives :

— Famille lgbc :

_ _ 4 — a
Loy =Tr > w(l—ﬁ)l’%gﬂ(wa,%,w,—m 1—@2)

D+a n n
[n|<nmaz
afg 9\ Dfotd D+a+4 D+a+6 —2
tpraral I T ofi (L R, Dt 1‘“’”)]

(F.43)

. o« .
— Famille nop.

— — 4 —w?)
Mo =Tn ¥ |
' e L2(L M1 —07)° (F.44)

2y o\ Dtatd —
“Drarall I A (0 B P o /T

_ 3 o .
Famille m?; _ :

— D+ta _ _ 5. Dtat4 4 — w%
Moe =T Y - UomE) gy

e Fonctions sans masse :

— Famille lg‘bc :

—D+a _ 4a _ 9, D+a CL(4 + (D + a)@%) _g9, D+a
=T E 1— - 1—
Lao0) = T [D+a( “n) 77’“(D+oz)(D+4+oz)( @)

|n|<nmaz

(F.46)

. o .
— Famille Nope

—D+ — L D+a 4+ D+Oéw2
N(aOS:Tk Z 21 —w?) 4 —ng

|n|<nmaz
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. o .
— Famille m{, _ :

— D+« _ . D+a+4 o
Moy =Tk > (1-o2) 75 (4—pw?) . (F.48)

lnl <Nimaz

Il est également possible de simplifier ces expressions dans la limite de température nulle,
ol la somme devient une somme de Riemann :

Tr >, —>/1dw (F.49)
T—0 -1 27T ’

‘TL‘ <Nmag

du moins pour les fonctions sans masse pour lesquelles 'intégrale restante peut étre effec-
tuée analytiquement en toute généralité :

— Famille [§;  :

v a T[2]  3a T[]
£(a00) - QﬁF [DJFEJFQ] — Nk 16ﬁF [D+110+a} . (F50>
~ Famille ng,, :
D 1T [D+4+a] 3 T [D+4+a]
N (ao0) = NZEy |:D+;é+a:| Tk 8T [D+§o+a} : (F.51)
— Famille m{; _ :
D+8+a D+8+a
Moy = — ol b v R (F.52)

ﬁl“ [D+io+a} — Tk AV/ET [D+i4+a] :

F.5 Fonctions de seuil avec désordre

A cause de la somme sur les répliques, il faut & présent tenir compte la partie de P dépendant
du désordre :

AP(q) = Aurq* + ARg(q) - (F.53)

Il nous faut donc élargir notre bibliothéque de fonctions de seuil :

1 .
lﬁjda[{mi}ie{og,z}] = —4UD8t/anO(Q)aGl(Q)bGz(Q)CAP(Q)d . (F-54)
q
D+« 1 A « dp a b c d
N [{mitiefo1,2)] = T o [ q el Go(q)*G1(q)°G2(q)°AP(q)" . (F.55)
q
~ o I o dAP a c
bt [{mi}ticro12)] = —%Dat/q <dq2> Go(q)"G1(q)’Ga(q)°AP(q)? . (F.56)
q

2
kD {miticqon2y] = —1Dét/qqa ( P >GO(Q)GGl(Q)bGz(Q)CAP(Q)d - (F.57)
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T.D+« L A e *AP a c

Wit [midieonan) =50 [ o (G ) ColGrlalCalaaP@® . (59)
q

D+« L A «a ap ? a b c d

M bed [{mi}ie{o,l,Q}] = _74111)8'5 q dTJz GO(Q) Gl(Q) GQ(Q) AP(‘]) . (F~59)
q

~ e I A «a dAP ? a c

bt [ bietnan] = -0 [0 (G7) G0 GG AP@ . (60
q

] 1 o [ o (dAPY (dP . ‘
bt [omicoan] = =0 [0 () (G ) Gowrr@'Gatarara? . (o
q

De plus, la partie non diagonale en répliques de la fonction de coupure ne semble pas jouer
de role. Par conséquent, nous pouvons choisir AR;(q) = 0, auquel cas les fonctions de seuil
précédentes s’expriment toutes a ’aide des fonctions de seuil de la théorie sans désordre qui ont
toutes été calculées ci-dessus.

e Famille [{; , :

D+a —~d sD+a+4d

labcd = Alik labc . (F62)
e Famille ng; , :

_ —~d _ d

Mg = D ot 4 (F.63)

a1 ~a L
e Famille n; , :

Al = 2N T (F.64)

e Famille £&; , :
Fabed = Bk ™ (F.65)

Cette fonction s’exprime en fonction des autres famille grace a la relation (F.7).

e Famille %gbcd :
kOt =2 Tt (F.66)

e Famille m?; , :
e = B gt (F.67)

e Famille m{; , :
e = ARG T (F.68)

e Famille mg, , :
bt — oAl pDtatadt (F.69)
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Fluctuations dans la phase plate des membranes cristallines

Résumeé : Cette these porte sur 'étude des propriétés mécaniques des membranes cristallines,
matériaux bidimensionnels comportant un réseau périodique d’atomes ou de molécules a 1’échelle
microscopique qui leur confére des propriétés élastiques. Il s’agit de 'un des rares exemples de
systémes bidimensionnels possédant une phase ordonnée stable & grande distance en présence
de fluctuations thermiques. Dans celle-ci, les vecteurs normaux a la surface engendrée par la
membrane sont fortement corrélés, d’ott son nom de phase plate. Ce manuscrit présente une
étude des propriétés de la phase plate a l'aide de méthodes du groupe de renormalisation,
inspirées notamment du formalisme de ’action effective moyenne.

Tout d’abord, en étudiant la structure de la théorie de perturbations au-deld de l'ordre le
plus bas, nous confirmons le bien fondé du schéma d’approximation de ’action effective moyenne
utilisé dans la suite et exhibons les pathologies du développement perturbatif.

Puis, nous montrons comment le flot de renormalisation non-perturbatif permet de calculer
les différentes propriétés thermodynamiques des membranes cristallines, et d’établir leur dia-
gramme des phases complet dans I’espace (volume, contrainte appliquée, température).

Nous améliorons ensuite le modeéle utilisé pour tenir compte des fluctuations quantiques grace
auxquelles le régime de basse température peut étre décrit.

Enfin, nous examinons l'effet de la présence d’impuretés dans le matériau. En particulier,
nous prédisons 'existence d’une nouvelle transition de phase en présence de désordre qui pourrait
expliquer les observations expérimentales dans ces systémes.

Mots clés :

Membranes Cristallines; Groupe de Renormalisation; Systémes Quantiques; Systémes
Désordonnés ; Théorie Statistique des Champs ; Thermodynamique .




Fluctuations in the flat phase of crystalline membranes

Abstract : This works deals with the mechanical properties of crystalline membranes, which
are two-dimensional materials with an underlying periodic lattice at the microscopic scale which
provides them with elastic properties. It is one of the scarce examples of two-dimensional systems
possessing a stable ordered phase at large distance in the presence of thermal fluctuations. In
that phase, the vectors normal to the surface generated by the membrane are strongly correlated ;
it is thus called the flat phase. This manuscript presents a study of the properties of the flat
phase with help of renormalisation group tools, and in particular the effective average action
formalism.

First, by studying the perturbation theory beyond lowest order, we confirm the stability of
our effective average action ansatz used in the following, and unveil some pathologies of the
perturbative development.

Then we show how the non-perturbative renormalisation group flow can be used to compute
various thermodynamic properties of crystalline membranes and draw their complete phase
diagram in the space (volume, applied stress, temperature).

Afterwards, we improve our model to account for the effect of quantum fluctuations, which
allows to describe the low temperature regime.

Finally, we examine the consequences of the presence of various defects in the material.
In particular, we describe a new disorder driven phase transition which seems to be in good
qualitative agreement with experimental observations.

Keywords :

Crystalline Membranes; Renormalisation Group; Quantum systems; Disordered systems;
Statistical Field Theory ; Thermodynamics .




	Groupe de renormalisation
	Le groupe de renormalisation de Wilson
	Approche naïve de la théorie pseudo-gaussienne
	Organiser les fluctuations
	Flot de renormalisation

	Développement en dimension
	Approche de la dimension critique supérieure
	Autres développements perturbatifs
	Régularisation dimensionnelle

	Groupe de renormalisation et théorie des perturbations
	Organisation de la série perturbative
	Méthode des contretermes
	Nature des divergences
	Réarrangement infrarouge

	Formalisme de l'action effective moyenne
	Organiser les fluctuations
	Équation de flot
	Schémas d'approximation
	Fonctions à n points
	Développements dérivatifs
	Développements en champ

	Action effective moyenne en présence de désordre
	Thermodynamique des systèmes désordonnés
	Méthode des répliques
	Développement en sommes de répliques libres


	Conclusion

	Cristaux bidimensionnels
	Ordre à longue portée à deux dimensions
	Cristal bidimensionnel idéal
	Théorie de l'élasticité
	Mesure de l'ordre positionnel

	Membranes fluides
	Surfaces fluctuantes
	Ordre orientationnel

	Membranes cristallines

	Brisure spontanée de symétrie
	Modes de Goldstone
	Application aux membranes

	Le théorème de Mermin et Wagner
	Interaction effective entre flexurons
	Structure de l'interaction effective

	Conclusion

	Fluctuations thermiques dans la phase plate
	Approches perturbatives
	Action de phase plate
	Identité de Ward
	Approximation de couplage faible au voisinage de Dcs
	Théorie de perturbation en deux dimensions
	Régime de grande codimension dc1
	Transition plate-froissée
	Phase plate
	Corrections à une boucle


	Perturbations au-delà du premier ordre
	Nature des divergences
	Théorie effective de flexurons en interaction
	Corrections à deux boucles
	Graphes à deux boucles
	Contretermes
	Flot de renormalisation

	Lien avec la théorie à deux champs

	Approches non-perturbatives
	L'approximation d'écrantage auto-cohérent (SCSA)
	Principes généraux
	Énergie propre et potentiel écranté
	Dimensions anormales

	Action effective moyenne des membranes cristallines (NPRG)
	Schéma de troncation
	Flot de renormalisation
	Fonction de coupure
	Paramètre d'extension et minimisation de l'énergie libre
	Phase plate


	Conclusion

	Thermodynamique dans la phase plate
	Phase plate d'une membrane libre
	Élasticité et courbure anormales - Critère de Ginzburg
	Coefficient de Poisson
	Coefficient d'expansion thermique

	Membranes sous tension
	Ensembles thermodynamiques
	Évolution à volume fixé
	Évolution à tension fixée

	Diagramme des phases - Transition de flambage
	Loi de Hooke anormale dans la phase plate
	Évolution à tension fixée
	Lien avec l'évolution à volume fixé

	Régime sur-étiré
	Coefficients thermoélastiques
	Chaleurs spécifiques

	Conclusion

	Phase plate aux basses températures
	Fluctuations quantiques
	Quantification de l'action effective moyenne
	Quantification du champ de position

	Propriétés du flot de renormalisation
	Équations de flot aux basses températures
	Variables adimensionnées
	Température adimensionnée
	Fonction de coupure
	Dimension anormale temporelle

	Phase plate à température nulle
	Fluctuations quantiques et ordre à longue portée
	Flot de renormalisation à T=0
	Élasticité dans la phase plate quantique

	Thermodynamique aux basses températures
	Élasticité et évolution en température
	Transitions de flambage à basse température
	Coefficient d'expansion thermique et chaleurs spécifiques

	Conclusion

	Désordre dans la phase plate
	Membranes et désordre
	Types d'impuretés
	Modèle
	Résumé des résultats des approches précédentes
	Membranes sans courbure spontanée aléatoire
	Membranes avec courbure spontanée aléatoire
	Approximation de l'écrantage auto-cohérent en présence de désordre
	Conclusion


	Méthode de l'action effective moyenne
	Action effective moyenne en présence d'impuretés
	Flot de l'action effective
	Flot du paramètre d'extension k
	Flot de renormalisation dans la phase plate

	Membranes sans courbure spontanée aléatoire
	Membranes réelles : D=2, d=3
	Développement au voisinage de Dcs , D=4-
	Équations NPRG à l'ordre dominant
	Développement à deux boucles
	Au-delà de l'ordre sous-dominant


	Thermodynamique dans la phase plate désordonnée
	Élasticité et courbure
	Caractéristiques thermodynamiques de la phase plate rugueuse
	Loi de Hooke - Transition de flambage

	Conclusion

	Théorie effective
	Séparation des modes
	Vertex effectif
	Vertex effectif dans l'espace direct
	Transformée de Fourier des lois de puissance

	Calcul d'intégrales en régularisation dimensionnelle
	Intégrales sans masse
	Intégrales à une boucle I
	Intégrales scalaires
	Intégrales vectorielles
	Intégrales tensorielles d'ordre 2
	Intégrales tensorielles d'ordre 3
	Intégrales tensorielles d'ordre 4
	Ordres supérieurs
	Intégrales à deux boucles réductibles

	Intégrales losange J
	Intégration par parties
	Relations de récurrence
	Intégrales tensorielles

	Intégrales triangle T

	Intégrales massives
	Tadpoles massifs
	Transformée de Mellin-Barnes


	Équation de Wetterich
	Démonstration
	Cas pseudo-massif

	Théorie de perturbations - Annexe technique
	Coefficients de renormalisation et fonctions 
	Phase plate des membranes pures
	Phase plate des membranes désordonnées

	Théorie de large codimension
	Flot du paramètre d'extension
	Correction à une boucle en phase plate
	Approche alternative du calcul de l'énergie propre
	Dimensions anormales


	Graphes à deux boucles pour les membranes avec impuretés
	Graphes à trois boucles

	NPRG - Annexe technique
	Brisure de l'invariance par translation et coupure
	Fonctions à n-points
	Équations de flot
	Flot de k - Preuve par les tangentes
	Fonctions de seuil et règles de remplacement
	Dimension anormale
	Remarque sur la théorie de basse température

	Membranes désordonnées
	Vertex
	Propagateur
	Équations de flot
	Expressions finales


	Fonctions de seuil
	Définitions
	Identités remarquables
	La famille k
	Formules de réduction

	Expressions générales
	Coupure quelconque
	Coupure de Litim
	Fonctions massives
	Fonctions sans masse


	Fonctions de seuil à basse température
	Ajustement spectral
	Expressions générales
	Coupure quelconque
	Coupure de Litim


	Fonctions de seuil avec désordre

	Bibliographie

