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Titre . METHODE EXPLICITE A PAS DE TEMPS LOCAL POUR LA SIMULATION DES
ECOULEMENTS TURBULENTS INSTATIONNAIRES

Résumeé : La simulation instationnaire d'écoulements turbulents (LES : Large Eddy Simulation,
par exemple) reste a I'heure actuelle colteuse en terme de temps de calcul. Un travail sur les
méthodes numériques d'intégration temporelle des équations de la mécanique des fluides peut rendre
de type de simulation plus accessible. Les méthodes d'intégration temporelle explicites présentent des
propriétés intéressantes telles qu'une bonne précision et une bonne compatibilité avec les techniques
HPC (parallélisation, vectorisation...). Néanmoins, le pas de temps de ces méthodes est fortement
limité : il est choisi de maniére a respecter la contrainte CFL la plus restrictive sur le maillage. Ceci
rend ces méthodes généralement trés colteuses. Dans le cas des méthodes explicites a pas de
temps local, le pas de temps varie sur le maillage en s'adaptant a différentes contraintes CFL locales.
Le pas de temps est plus optimal sur I'ensemble du maillage, ce qui réduit les temps de simulation par
rapport a une méthode explicite a pas de temps global (uniforme). Les schémas a pas de temps local
de la littérature sont essentiellement utilisés sur des cas-test académiques, et on recense peu
d'applications de ces schémas en CFD. L'objectif de cette thése est de montrer que ce type de
schéma peut étre utilisé de maniére efficace pour la LES. Pour atteindre cet objectif, deux nouveaux
schémas a pas de temps local ont d'abord été mis en place. Deux simulations LES ont ensuite été
réalisées a l'aide de notre schéma a pas de temps local le plus performant. Ces deux simulations ont
démontré la bonne précision et I'efficacité de notre schéma a pas de temps local pour la simulation
d'écoulements turbulents.

Mots clés : méthodes de Runge-Kutta explicites, Pas de temps local, Simulations
instationnaires, Ecoulements turbulents, LES, Calcul paralléle

Title : Explicit local time stepping method for unsteady turbulent flows

Abstract : Unsteady simulations of turbulent flows (LES: Large Eddy Simulation, for instance)
still present an important computational cost. Improvement of numerical time integration methods
could reduce the computational effort needed by these simulations. Explicit time integration methods
present attractive properties such that accuracy and good compatibility with HPC (parallelization,
vectorization...). Nevertheless, the time step used by these methods is strongly restricted: it is chosen
to respect the most severe CFL condition over the mesh. This makes explicit time integration methods
very expensive in terms of computational cost. Explicit local time stepping methods use a non uniform
time step to satisfy several local CFL conditions over the mesh. The time step is more optimal over the
mesh, which leads to a reduction of computational cost with respect to an explicit time integration
method with a uniform time step. Most of the local time stepping schemes proposed in the literature
are applied to academic test cases, and very few applications are performed in CFD. This thesis's goal
is to show the ability of explicit local time stepping schemes to carry out efficient and accurate
simulations of turbulent flows. To reach this goal, two new explicit local time stepping schemes have
been developed. Then, two LES have been carried out with our most efficient local time stepping
scheme. Both cases have demonstrated the accuracy and the efficiency of our local time stepping
scheme for the computations of turbulent flows.

Keywords . Explicit Runge-Kutta methods, Local time stepping, Unsteady simulations,
Turbulent flows, LES, Parallel computing
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Introduction

La simulation numérique instationnaire s’impose progressivement comme un moyen effi-
cace pour la compréhension des phénomeénes complexes et fortement dépendants du temps.
Des simulations instationnaires sont par exemple utilisées pour tenter de prédire les chan-
gements climatiques futurs [1], pour comprendre la propagation des tsunamis [2| ou bien
le fonctionnement du champ magnétique terrestre [3|. Dans le domaine de I’aéronautique,
ces simulations peuvent par exemple étre utilisées pour la prédiction du phénomeéne de
décrochage, responsable de la perte des performances aérodynamiques d'un avion [4], ou
bien pour I’étude de la propagation acoustique du bruit généré par les aéronefs [5]. La com-
préhension des phénomeénes aérodynamiques est d’une importance capitale pour améliorer
le confort, les performances, la sécurité des engins aéronautiques. En particulier, les simu-
lations instationnaires de type LES (Large Eddy Simulation) apparaissent comme un outil
de plus en plus fiable pour I'étude et la compréhension des écoulements turbulents. Cette
technique est un compromis entre la simulation de toutes les échelles spatio-temporelles de
la turbulence (Direct Numerical Simulation, DNS) et la modélisation physique des effets de
la turbulence (modeéles RANS) : il s’agit de calculer directement les plus grosses structures
turbulentes (les plus énergétiques) et de modéliser les plus petites. Les modéles RANS, ma-
joritairement utilisés dans I'industrie, permettent de réaliser des simulations rapides mais
leur fonctionnement est assez aléatoire : généralement, ils donnent de trés bons résultats
mais principalement sur les cas pour lesquels ils ont été "calibrés". Quant a la DNS, elle
requiert une puissance de calcul qui dépasse les capacités des supercalculateurs actuels;
aussi cette technique est limitée a des simulations académiques. L’utilisation de simula-
tions instationnaires de type LES (et DNS) peut permettre une meilleure description de
la turbulence, et peut également servir a enrichir des bases de données sur les écoulements
turbulents en vue d’améliorer les modéles RANS.

Les simulations instationnaires d’écoulements turbulents (de type LES par exemple)
restent tout de méme assez cotiteuses. En effet, le maillage doit étre suffisamment fin pour
capter les structures turbulentes les plus énergétiques. De plus, les phénomeénes turbulents
étant fortement aléatoires, un traitement statistique (moyenne temporelle) de ’écoulement
est nécessaire. Le calcul doit étre réalisé sur un temps physique assez long pour obtenir des
analyses statistiques de qualité. Il est donc important de pouvoir réduire au maximum le
cotit de calcul des simulations instationnaires. Deux approches sont envisageables pour at-
teindre cet objectif. La premiére approche consiste & travailler sur la modélisation physique
des phénomeénes turbulents. En effet, une modélisation physique fiable et précise permet
de réduire le nombre cellules dans le maillage, et donc de diminuer les temps de simu-



lation. En LES, 'effort de modélisation porte sur I’amélioration des modéles sous-maille
[6]. Une meilleure modélisation de la turbulence peut également étre obtenue avec des mé-
thodes hybrides RANS/LES [7]|. La seconde approche consiste a améliorer les méthodes
numériques de discrétisation spatiale et /ou d’intégration temporelle. Une idée intéressante
serait d’améliorer la précision des méthodes de discrétisation spatiale pour pouvoir utiliser
moins de points sur le maillage. C’est par exemple le cas des méthodes de type Discon-
tinuous Galerkin (DG), ou la solution sur chaque cellule du maillage peut étre construite
comme un polynéme d’ordre d’élevé (supérieur a deux). Ces méthodes donnent de trés bons
résultats et connaissent un développement important ces derniéres années en mécanique
des fluides [8, 9]. Néanmoins, la supériorité des méthodes DG par rapport aux méthodes
Volumes Finis, d’ordre moins élevé et nécessitant un nombre de points plus important sur
le maillage, n’a pas encore été clairement démontrée [10]. En revanche, les méthodes nu-
mériques d’intégration temporelle semblent représenter une source de gains potentiels plus
intéressante. Au cours des derniéres décennies, de nouvelles méthodes d’intégration tempo-
relle ont d’ailleurs permis d’améliorer 'efficacité des simulations instationnaires (méthodes
[Mplicite/EXplicite [11, 12, 13, 14, 15|, méthodes explicites & pas de temps variable en
espace [16, 17, 18, 19]). Cette thése s’oriente donc vers I'amélioration des méthodes nu-
mériques d’intégration temporelle en vue de réaliser des simulations instationnaires fiables
d’écoulements turbulents.

On distingue généralement deux types de méthodes d’intégration temporelle : les mé-
thodes explicites et implicites. Les méthodes explicites sont considérées comme trés précises
et sont dotées d’une bonne compatibilité avec le Calcul Haute Performance (HPC) : calcul
paralléle, optimisation des accés mémoire, vectorisation... Par contre, elles sont souvent
coliteuses en temps de calcul. En effet, le pas de temps des méthodes explicites est for-
tement limité par une contrainte de stabilité numérique, appelée condition C'F L. Cette
condition C'F'L est définie en chaque cellule et est proportionnelle au ratio entre la vitesse
locale de I’écoulement et la taille de la cellule. Or, ce ratio est bien souvent non uniforme
sur le maillage. D’une part, parce que la vitesse de ’écoulement varie dans ’espace. D’autre
part, parce que la grande diversité des échelles spatiales de ’écoulement nécessite de faire
varier la taille des cellules sur le maillage. Le pas de temps des méthodes explicites est
choisi de maniére a respecter la condition C'F'L la plus restrictive. Ce choix est d’autant
plus pénalisant que le nombre de cellules présentant une condition C'F'L treés restrictive est
faible devant le reste des cellules, dont la condition C'F'L plus lache. Ainsi, a cause d’une
minorité de cellules, le pas de temps est restreint et est non optimal sur une grande partie
du maillage. Cette restriction sur le pas de temps impose d’effectuer un grand nombre d’ité-
rations temporelles pour atteindre un temps physique donné, et cela engendre des temps
de calcul élevés.

Les méthodes implicites s’affranchissent de cette contrainte de stabilité numérique sur le
pas de temps, ce qui les rend généralement moins cotiteuses en temps de calcul. Par contre,
ces méthodes sont généralement moins précises que les méthodes explicites et également
moins compatibles avec les techniques de calcul paralléle.

Au cours des derniéres décennies, certains auteurs ont proposé de nouvelles méthodes



d’intégration temporelle pour remédier aux inconvénients des méthodes explicites et im-
plicites. On peut par exemple citer les méthodes IMplicite/EXplicite (IMEX), évoquées
précédemment. Ces méthodes se composent d’un schéma implicite pour intégrer les cellules
présentant la condition CFL la plus restrictive et d’'un schéma explicite pour I'intégration
des cellules présentant une condition C'F'L moins restrictive. Les méthodes IMEX donnent
de bons résultats pour la simulation instationnaire [11, 12, 13, 14, 15|, mais la partie im-
plicite de ces méthodes peut potentiellement limiter leur compatibilité avec les techniques
HPC. Aussi, cette thése s’oriente vers des méthodes purement explicites : les méthodes
explicites a pas de temps local. Ces méthodes ont été inventées pour gommer le principal
défaut des méthodes explicites : les temps de calcul élevés. Les méthodes explicites & pas
de temps local exploitent le fait que la condition C'F'L est bien souvent non-uniforme sur le
domaine de calcul. Le pas de temps varie sur le domaine de calcul pour respecter différentes
conditions C'F'L locales : de "petits" pas de temps sont utilisés sur les cellules présentant
une condition C'F'L trés restrictive, et des pas de temps "plus grands" sont appliqués sur
les cellules dont la condition C'F'L est moins restrictive. Ainsi, le pas de temps est plus
optimal sur I’ensemble du maillage, ce qui réduit le nombre global d’opérations a effectuer,
et diminue le temps de calcul par rapport & une méthode explicite & pas de temps global
(uniforme). Les méthodes explicites & pas de temps local peuvent donc permettre de cor-
riger la "lenteur" des méthodes explicites & pas de temps global tout en conservant leurs
avantages (précision, bonne compatibilité avec les techniques HPC). Ces méthodes pour-
raient donc apparaitre comme "presque idéales" pour la simulation instationnaire, d’ou le
choix de les étudier dans cette thése.

L’étude de la bibliographie sur les schémas a pas de temps local a révélé deux incon-
vénients pour ce type de schémas : leur ordre de précision temporel est souvent limité, et
ils sont souvent non conservatifs. De plus, les schémas a pas de temps local de la littéra-
ture sont souvent appliqués a la résolution de problémes de type académiques (équation
de Burgers, équations d’Euler 1D ou 2D...) |20, 21, 16, 17, 22, 23|. Quelques simulations
"de plus grande envergure" ont été réalisées, mais la littérature est peu fournie. On peut
notamment citer Sény et al [24], qui ont réalisé une simulation de I’hydrodynamique au
niveau de la grande barriére de corail a 'aide de schémas a pas de temps local. On peut
également citer Itam [25] qui a réalisé une simulation RANS/LES a l'aide d’un schéma
explicite a deux pas de temps. Il semble donc nécessaire de montrer que ce type de schéma
peut étre utilisé pour réaliser des simulations a caractére industriel : 3D, instationnaires de
type LES. Au vu de cette étude bibliographique, un objectif a été défini pour cette thése :
réaliser des simulations 3D, instationnaires sur des configurations de type industriel avec
un schéma a pas de temps local. Pour mener & bien cet objectif, deux nouveaux schémas
a pas de temps local d’ordre deux et trois ont été proposés.

Ce manuscrit a donc pour but de présenter les travaux menés pour construire, implé-
menter et évaluer ces nouveaux schémas. Ce manuscrit se décompose en cing chapitres.

Dans le chapitre 1, une présentation des méthodes d’intégration temporelle implicites
et explicites est d’abord réalisée. Ensuite, différentes méthodes dérivant des méthodes ex-
plicites et implicites sont décrites. Bien entendu, parmi ces méthodes, une attention parti-
culiére est portée a la présentation des méthodes explicites & pas de temps local.
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Dans le chapitre 2, un type de schémas a pas de temps local de la littérature est
présenté en particulier : il s’agit des schémas de Constantinescu et Sandu [16]. Ces schémas
présentent des propriétés trés intéressantes (ordre deux, conservativité); ils ont donc été
logiquement choisis comme points de comparaison pour les deux nouveaux schémas a pas
de temps local proposés dans cette theése.

Dans le chapitre 3, les deux nouveaux schémas a pas de temps local sont présentés.
Dans un premier temps, un schéma a pas de temps local précis a I'ordre deux a été mis en
ceuvre. Dans un second temps, un schéma précis a l'ordre trois (mieux adapté aux niveaux
de précisions requis pour la simulation instationnaire) a été mis en place. Dans la section
3.3 de ce chapitre, 'implémentation du schéma d’ordre trois est détaillée.

Dans le chapitre 4, les nouveaux schémas a pas de temps local sont confrontés aux
schémas de Constantinescu et Sandu [16] sur trois cas-test académiques. A l'issue de ces
cas-test, le nouveau schéma a pas de temps local d’ordre trois a été choisi pour réaliser
deux simulations instationnaires (LES) :

— un écoulement transitionnel autour du profil SD7003,
— un écoulement autour d’un cylindre (en conjonction avec une méthode de frontiéres
immergées)

Dans le chapitre 5, les résultats obtenus sur ces deux cas avec notre schéma a pas de
temps local sont soigneusement comparés a des résultats issus de schémas explicites et
implicites. On montre également dans ce chapitre des résultats de parallélisation MPI et
OpenMP obtenus avec le schéma & pas de temps local d’ordre trois.

Communication /Publication
Ce travail de thése a fait 'objet d’'une communication lors d’'un congres :

G.Jeanmasson, I. Mary, L. Mieussens. Explicit local time stepping scheme for the unsteady
simulation of turbulent flows. Tenth International Conference on Computational Fluid Dy-
namics (ICCFD10). Barcelona,Spain, July 9-13, 2018.

Ce travail de theése a également fait l’'objet d’une publication dans une revue :

G.Jeanmasson, 1. Mary, L. Mieussens. On some explicit local time stepping finite volume
schemes for CFD Journal of Computational Physics, 397 :108818,2019
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Chapitre 1

Méthodes d’intégration temporelle pour
la simulation numérique en mécanique

des fluides

Les écoulements de fluide sont modélisés par des équations aux dérivées partielles (équa-
tions de Navier-Stokes ou d’Euler). Comme des solutions analytiques a ces équations sont
bien souvent impossibles & obtenir, les scientifiques ont recours & des méthodes numériques.
Celles-ci reposent sur la transformation du probléme continu en un probléme discret et per-
mettent d’obtenir une solution approchée des équations aux dérivées partielles (EDP).

La transformation du probléme continu en probléme discret requiert dans un premier
temps de discrétiser le domaine spatial sur lequel les équations sont définies. L’espace est
alors fragmenté en un nombre fini d’éléments (également appelés cellules ou mailles), sur
lesquels sont définies les inconnues spatiales. Il s’agit de 1’étape de maillage du domaine
spatial. A l'issue de cette étape de maillage, une méthode de discrétisation spatiale peut
étre appliquée aux EDP. On distingue trois grandes méthodes de discrétisation spatiale :
la méthode volumes finis (VF), la méthode différences finies (DF) et la méthode éléments
finis (EF). Dans ce mémoire, on s’intéresse particuliérement a la résolution numérique des
équations de la mécanique des fluides, et la méthode VF est la méthode de discrétisation
spatiale la plus populaire dans ce domaine de la physique. En effet, les EDP régissant la
mécanique des fluides sont des lois de conservation, elles traduisent de maniére infinitésimal
le principe de conservation suivant : la variation temporelle d'une grandeur contenue dans
un volume est reliée a la différence entre les quantités sortante et entrante dans le volume.
Or, la méthode VF respecte parfaitement ce principe au niveau discret. C’est la raison
pour laquelle cette méthode est largement répandue dans les codes de calcul résolvant
les équations de la mécanique des fluides. C’est d’ailleurs la méthode de discrétisation
spatiale qui a été utilisée dans cette theése. Pour ces deux raisons, seule la méthode VF
est présentée dans ce mémoire. Précisons que malgré la popularité de la méthode VF, les
méthodes DF et EF (de type Galerkin-Disontinu) sont également utilisées et donnent de
bons résultats [26, 27, 8, 9]. Aprés application de la méthode de discrétisation spatiale, le
probléme spatio-temporel est transformé en probléme purement temporel : une méthode
numérique d’intégration temporelle est alors utilisée pour obtenir une solution numérique

12



a I’équation de conservation initiale.

La premiére partie de ce chapitre est dédiée a la présentation de la méthode de discré-
tisation spatiale volumes finis. Ensuite, une présentation des principales méthodes d’inté-
gration temporelle est réalisée.

1.1 Discrétisation spatiale des équations : la méthode
volumes finis

1.1.1 La méthode volumes finis (VF) dans le cas multidimension-
nel

On considére un domaine © de R?®, muni du repére (€7, €3, €3). Les variables d’espace
dans les directions €7, €5 et €3 sont notées x, y et z. La variable temporelle est désignée
par t. On considére également une grandeur vectorielle U évoluant dans le domaine () :

ul(xv Y, z, t)
us(z,y, 2, t)

un (2, 9y, 2, 1)

avec (x,y, z,t) € Q x RT. L’évolution de U est supposée régie par une EDP du type loi de
conservation, qui s’écrit :

O (2 0) + VU2, 1) =0, (r.y.20) € Q < B (1.2

avec des conditions initiales (C.I) et des conditions aux limites (C.L). On considére un
maillage du domaine 2 : celui-ci est décomposé en un nombre fini de volumes élémentaires
(cellules) €2;. Par commodité, nous supposons que les cellules sont invariantes au cours du
temps. La méthode VF requiert d’intégrer 1’équation (1.2) sur chaque volume élémentaire
(); de frontiére I'; :

///m%—[t](m,y,z,t) inJr// | VF(U(.y.2,1)d% =0. (1.3)

En appliquant le théoréme de Green-Ostrogradski, I’équation (1.3) devient :
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/// (x,y,2,t)d; +// U(z,y,2,t))n;dl'; =0, (1.4)

ou n; est le vecteur unité, normal & I'; et pointant vers 'extérieur de €2;. Le volume élé-
mentaire €); étant invariant au cours du temps, on peut "sortir" la dérivée temporelle de
I'intégrale dans le premier terme de (1.4) :

// atxy,ztdQ——///ny,zt d€;. (1.5)

On désigne par U; la valeur moyenne de U dans €2; :

Ui(t) = ﬁ///ﬁ Uz, y, 2. 4) A, (1.6)

ou || est le volume de I’élément ;. La valeur U; est la solution numérique sur la cellule
2;. En utilisant I’équation (1.6), la relation (1.5) devient :

///Q %_[t](x’y’z’t) ey = |Qi’%Ui(t)- (1.7)

Le volume élémentaire €2; peut étre un cube, comme sur la figure 1.1. Cette figure fait
également apparaitre la face I';; du cube, de normale sortante unitaire n;;, et de surface
S;1. L'intégrale sur toute la surface extérieure du cube 2; est donc égale a la somme des
intégrales sur chaque face I';; du cube :

//Iy F(U(z,y,2,t)).n;dl; = ; //F” F(U(z,y,2,t))ni;dlyy (1.8)

En considérant U constant sur chaque face I'; ;, 'intégration de F'(U) sur la face I'; ; revient
a multiplier le terme constant F'(U) par la surface S;; :

6
Z// F(U(z,y,2,t)n, ATy = > F(U).niy S (1.9)
I 1N

=1

Un des enjeux principaux d’une méthode VF est de trouver une bonne approximation de
F(U) sur les faces [28]. En effet, les seules données disponibles dans le formalisme VF sont
les solutions numériques U;, qui ne sont que des valeurs moyenne de U dans les cellules.
Les approximations de F'(U) aux faces sont appelés flux numériques. Ils peuvent dépendre
de la solution numérique sur la cellule €2; mais également de la solution numérique sur
plusieurs cellules "voisines" de ;. La discrétisation spatiale compléte de 1’équation (1.2)
par la méthode VF s’écrit donc :
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d 1
—Ul T~ E Uifaa'-'ana-'-an A2 Sz == O, 110
P ] ; 2 +8)-Mi0 i (1.10)

ot Fy(Ui—ay oy Uiy ... Uiy g) est le flux numérique sur la face [ de la cellule €2;, dépendant de
U; et de a + (3 solution numériques voisines de €2; (o et 5 étant des entiers). Les différentes
cellules dont dépend le flux numérique est le stencil du flux numérique. Il existe dans la
littérature une large gamme de flux numériques.

FIGURE 1.1 — Représentation d’un volume élémentaire €2; et des différentes données au
niveau de sa face [.

Pour des raisons de clarté, la plupart des schémas numériques présentés dans cette thése
sont basés sur la méthode VF appliquée dans un cas scalaire (unidimensionnel). Une bréve
présentation de la méthode VF dans ce cas particulier est donc fournie, et les notations
qui seront utilisées tout au long de ce mémoire sont introduites.

1.1.2 La méthode volumes finis dans le cas unidimensionnel

On considére maintenant un espace unidimensionnel muni de la variable d’espace z et de
la variable temporelle ¢. On considére également une grandeur scalaire u(x, t) évoluant dans
un domaine €). L’évolution de u est supposée régie par une EDP scalaire, unidimensionnelle,
de type loi de conservation, qui s’écrit :

ou OF (u(x,t))

E(I’t)—i_ O

=0 (z,t) e Q xR, (1.11)
avec des conditions initiales (C.I) et des conditions aux limites (C.L). Dans le cas uni-
dimensionnel, les cellules constituant le maillage sont des segments, comme le montre la
figure 1.2. On suppose que le maillage est constitué de N cellules réelles (en noir) et de
deux cellules fictives (en rouges) utilisées pour les conditions aux limites. Chaque cellule
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réelle 7, de milieu z;, est délimitée par les points x; i+l et z;,_1. La longueur de la cellule ¢
est Axl La solution numérique sur la cellule 7 est notée Us. La méthode VF est appliquée
uniquement sur les cellules réelles (cellules 1 & N). Le role des cellules fictives 0 et N + 1
est de permettre le calcul des flux aux bords du domaine de calcul. Le remplissage des
cellules fictives dépend des conditions aux limites du probléme.

Al’i
| oo e — |
Z; ZT; -
.CL"% :Ui_% ;L“+% +1 $+% .CEN+%
cellule 0 cellule 1 cellule 7 cellule 7 + 1 cellule N cellule

N +1

FIGURE 1.2 — Maillage unidimensionnel utilisé pour appliquer la méthode VF dans le cas
scalaire, avec les cellules réelles (en noir) et les cellules fictives (en rouge).

L’intégration de ’équation de conservation scalaire (1.11) sur la cellule ¢ donne :

Tivd Ou Tirl O
/ P (x,t) da +/ P —F(u(z,t)dr =0 (z,t) € QxR (1.12)
. , Ot e , Ox
i—5 i-g
L’intégration du terme en dérivée spatiale fait apparaitre les flux numeériques F; 41 et Fi_%
aux bords z,,1 et z; 1 de la cellule i. On introduit également la valeur moyenne u; sur
cette cellule :

i+3

1 [Ti+d
;= : 1.1
U; Ar /x u(z,t) dz (1.13)

Ceci permet d’obtenir la forme discrétisée en espace de ’équation de conservation scalaire
(1.11) :

d 1
it (Bt ts1) —

dt Az (Ui1tay s Wity ooy ui71+,8)> =0 (1.14)

1
2

ou les flux numériques peuvent dépendre de o + [ solutions numériques sur les cellules
"voisines" de la cellule i. Cependant, pour alléger les notations, on admettra sauf mention
contraire que les flux numériques aux interfaces dépendent uniquement de deux solutions
numériques, situées de part et d’autre des interfaces :

d 1

(ui_l,ui)> . (1.15)

Pour des raisons de clarté et dans 'optique d’alléger les notations, on introduit D;, le bilan
des flux sur la cellule 7 :
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1
Di(ui—1, ui, wig1) = s (FZ-JF%(UZ‘,WH) - Fi_%(ui—l,uz‘)> : (1.16)

L’équation discrétisée en espace (1.15) peut donc se réécrire sous la forme suivante, qui
sera fréquemment utilisée au cours de ce mémoire :

iui = —Di(ui_l, U, Ui+1>. (]_]_7)
dt

Le second membre D; dépend de trois solutions numériques : nous supposons donc que
le schéma numérique posséde un stencil égal a trois. La relation (1.17) est valable sur
chaque cellule 7. Un systéme différentiel dont la taille est égale au nombre de cellules sur
le maillage est donc obtenu :

dU
—=-D(U), (1.18)

avec U = (uy, ..., Uj, Uiy 1, ..., un)?, le vecteur des solutions numériques sur chaque cellule
et D= (D1,....D;, Dirq, ..., DN)T, le vecteur du bilan des flux sur chaque cellule.

Cette approche qui consiste a discrétiser spatialement une équation aux dérivées par-
tielles pour se ramener a un systéme d’équations différentielles, est appelée méthode des
lignes. Une méthode numérique d’intégration temporelle peut étre utilisée pour résoudre
le systéme (1.18) et ainsi obtenir une solution numérique (approchée) de I'équation de
conservation initiale.

1.1.2.1 Remarques sur les flux numériques

Différentes méthodes existent pour calculer les flux numériques. Dans la suite de ce
mémoire, nous serons amenés a utiliser des flux centrés et décentrés. Une bréve présentation
de ces deux types de flux est donc fournie ci-dessous.

— Dans le cas d'un flux centré, la solution a l'interface z,, 1 est approchée par la

moyenne arithmétique des solutions numériques de part et d’autre de cet interface.
Le flux numérique centré est I’évaluation de F' en cette valeur approchée :
Ui + Uiyl

2
— Dans le cas d'un flux décentré, la solution a l'interface z,, 1 dépend du signe de

la vitesse a laquelle la solution u est transportée. Pour une équation d’advection

a vitesse a constante, le second membre F(u(x,t)) de I’équation de conservation a

pour expression :

Fipa(ui, uign) = F( ) (1.19)

F(u(x,t)) = au(z,t) (1.20)
Si la vitesse a est positive, la solution wu; sur chaque cellule i est transportée de la
gauche vers la droite. Par conséquent, la solution & l'interface z, 1 provient de la
cellule de gauche : il s’agit donc de la solution wu;. Par conséquent, si a > 0 le flux
décentré a pour expression :

‘FH- (ui, U,Z'+1) = F(u,) = au; (121)

1
2
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Dans la suite, on présente un principe important d’'une méthode VF : le principe de conser-
vation, évoqué dans la présentation de ce chapitre.

1.1.3 Principe de conservation

Supposons que l'on ait un domaine hermétique contenant une certaine quantité de ma-
tiere. La quantité de matiére doit rester constante au cours du temps car aucun échange
n’est possible avec I'environnement extérieur (il n’y a aucune perte, ni aucun gain). On
va montrer que la méthode VF utilisée en conjonction avec la méthode d’intégration tem-
porelle Euler explicite vérifie cette propriété. On dit alors que les méthodes VF et Euler
explicite sont conservatives. On utilise pour cette démonstration la forme discrétisée en
espace de I’équation de conservation scalaire :

d 1

YT T AL <Fi+%(uiaui+1) —F_

(i1, u,-)) (1.22)

1
2

La forme discrétisée en espace (1.22) est intégrée temporellement a I’aide de la méthode
Euler explicite. On considére un instant ¢" quelconque et un pas de temps de temps At.
La méthode d’Euler explicite nécessite d’intégrer (1.22) entre " et t"*1 =" + At :

tn+1 tn+1

d 1
[n aul dt = —sz [n (E+%(Ui,ui+1) — F’F%(ui,l,ui)> dt (123)

Par définition de Iintégrale, le membre de gauche de I’équation (1.23) devient :

tn+1 d
1
/tn s dt = ul™ —uf, (1.24)
ott uf™ et u sont les solutions numériques sur la cellule i aux temps "1 et . Le membre

de droite de (1.23) est approché par la méthode des rectangles ('intégrande est évaluée au
temps " puis multipliée par At) :

tn+1

/tn (FH%(%UM) - Fif%(ui,l,ui)> dt = At <Fi+%(u?>u?—&-l) -k (U?_pu?)) (1.25)

1
2
Le schéma VF intégré temporellement avec la méthode Euler explicite s’écrit donc :

U U; ’H—% (u?7 u?+1) - E—

i i sz

1
2

ntl _ n At (F (U?A?u?)) (1.26)

La forme intégrée temporellement étant obtenue, on va maintenant prouver que la méthode
VF' utilisée conjointement avec la méthode d’intégration temporelle d’Euler explicite est
conservative. La quantité totale de la grandeur u dans le domaine de calcul §2 s’écrit :
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q:/Qudx. (1.27)

On peut approcher la quantité ¢ par la quantité ¢ qui s’écrit :
N
§=) wlAn; ~q. (1.28)
i=1

En sommant ’équation (1.26) sur toutes les cellules @ du domaine de calcul, on obtient :

N N N
n+1 o n n n n n
E i Ar = E u Az — E <Fi+§(ui  Uiyy) — Fi—%<ui—17 U )) (1.29)

ot "t et ¢" désignent respectivement la quantité de la grandeur u dans le domaine de
calcul Q aux temps ¢"*! et t". Dans I'équation (1.29), un changement d’indice dans les
termes somme peut étre réalisé :

N N—-1
=G =Y Fa )+ Fa(ufuly) (1.30)
=1 1=0

Ainsi, les termes de flux s’annulent deux a deux, sauf pour les termes de flux aux bords du
domaine : F' 1 et Fly +1- Or ces flux sont égaux a zéro puisqu’on suppose que le domaine de
calcul est isolé (il n’y a pas de flux a travers les bords du domaine). La quantité totale de
la grandeur v est donc inchangée entre les instants " et t"+1 :

gt =q" (1.31)

Par conséquent le schéma VF utilisé en conjonction avec la méthode Euler explicite est
conservatif. Néanmoins, 'utilisation de certaines méthodes d’intégration temporelle peut
amener a la perte de cette propriété de conservativité. Dans la revue des grandes méthodes
d’intégration temporelle réalisée ci-apres, une attention particuliére sera portée au caractére
conservatif (ou non) des méthodes.

1.2 Exigences concernant les méthodes d’intégration tem-
porelle

Dans cette théese, on s’intéresse particuliéerement a la simulation numérique des écoule-
ments de fluides turbulents. Dans cette partie, une description des écoulements turbulents
est d’abord effectuée, puis on s’appuie sur cette description pour déterminer trois grands
critéres que doivent satisfaire les méthodes d’intégration temporelle pour simuler correcte-
ment et efficacement ce type d’écoulement.
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1.2.1 Caractéristiques des écoulements turbulents

Les écoulements turbulents présentent différentes caractéristiques, énumérées ci-dessous.

— On estime qu’un écoulement devient turubulent lorsque le nombre de Reynolds Re
caractérisant 1’écoulement est supérieur a 2000 [29]. Le nombre de Reynolds est un
nombre sans dimension défini par :

Re="2""2 (1.32)

ol p est la masse volumique du fluide, V' une vitesse caractéristique du fluide, L une
dimension caractéristique de I’écoulement et y la viscosité dynamique du fluide.

— La tubulence a un caractére fortement instationnaire, aléatoire. Par exemple, si
on place une sonde de pression en un point de I’écoulement, le signal de pression
enregistré aura ’aspect montré par la figure 1.3 : des oscillations irréguliéres mais
qui se produisent autour d’une valeur moyenne [29].

— Un écoulement turbulent est extrémement sensible aux conditions initiales (carac-
téristique des systémes chaotiques).

— Un écoulement turbulent est tridimensionnel et rotationnel (les écoulements turbu-
lents sont constitués de tourbillons).

— Les grands tourbillons (associés aux petites longueurs d’onde) extraient de I’énergie
cinétique a I’écoulement moyen. Il y a ensuite un transfert d’énergie des grands
tourbillons vers les tourbillons plus petits (associés aux grandes longueurs d’onde),
jusqu’a ce que la viscosité moléculaire dissipe I’énergie de ces derniers. On appelle
échelle de Kolmogorov la taille des tourbillons dont I’énergie cinétique est totalement
dissipée par la viscosité. Le spectre d’énergie cinétique de la turbulence comprend
d’abord une zone de production aux petits nombres d’onde, une zone de transfert
d’énergie des petits nombres d’onde vers les grands, et enfin une zone de dissipation
aux grands nombres d’onde. Ceci est représenté par la figure 1.4.

Pour simuler des écoulements turbulents, une premiére approche consiste a résoudre
directement les équations de la mécanique des fluides (équations de Navier-Stokes) sur un
maillage trés fin afin de capter la totalité des échelles spatiales de la turbulence, et de simuler
I’ensemble du spectre d’énergie montré sur la figure 1.4. Cette approche est appelée DNS
(Direct Numerical Simulation). Les mailles doivent étre de taille inférieure a la plus
petite échelle spatiale turbulente. Ceci génére un nombre de points de maillage trés élevé,
ce qui rend cette approche actuellement inutilisable sur des configurations industrielles car
elle requiert une puissance de calcul qui dépasse les capacités des supercalculateurs actuels.
Le lecteur pourra se reporter a [30] pour plus d’informations sur la DNS.

Une seconde approche est 'approche RANS (Reynolds Average Navier-Stokes).
Elle consiste a modéliser ’ensemble du spectre d’énergie de la turbulence : chaque grandeur
(vitesse, pression...) est écrite comme la somme d’une valeur moyenne et d’une valeur
fluctuante. Cette décomposition est injectée dans les équations de Navier-Stokes, et un
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opérateur de moyenne est appliqué. Des inconnues supplémentaires apparaissent alors dans
le systéme des équations moyennées ; différents modéeles RANS existent pour "fermer" le
systéme. Les modéles RANS permettent de réaliser des simulations rapides mais ils donnent
généralement de trés bons résultats, mais principalement sur les cas pour lesquels ils ont été
"calibrés". Pour davantage de précisions concernant les différents modeles RANS existant,
le lecteur peut se référer a [31].

Enfin, 'approche LES (Large Eddy Simulation) est une approche intermédiaire
entre les deux précédentes. Elle consiste a simuler directement les grandes échelles turbu-
lentes (les plus énergétiques, responsable d’une part importante de quantité de mouvement)
et & modéliser les plus petites. Des modéles "sous-maille" sont utilisés pour la modélisation
des plus petites échelles. Le lecteur peut se reporter [6] pour davantage de précisions sur
la LES et les différents modéles sous-maille. C’est une approche prometteuse, qui permet
de décrire plus précisément la structure de I’écoulement que 'approche RANS puisqu’elle
donne l'avantage de représenter les grandes structures instationnaires. Néanmoins, cette
approche reste encore assez cotiteuse ; un travail d’optimisation de la méthode d’intégration
temporelle est réalisé dans cette thése pour tenter de rendre cette technique plus abordable.

Ek)

Production

Dissipation |/

t

FIGURE 1.3 — Allure d’un signal de pres-
sion enregistré en un point d'un écoule-
ment turbulent.

FIGURE 1.4 - Spectre de lénergie ci-
nétique turbulente E(k) en fonction du
nombre d’onde £.

1.2.2 Trois critéres essentiels pour la simulation des écoulements
turbulents

Nous avons déterminé trois critéres qui doivent étre respectés par la méthode d’inté-
gration temporelle pour une simulation efficace des écoulements turbulents.

— Critére de précision :
Comme le montre le signal de pression de la figure 1.3, un écoulement turbulent a
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un caractére fortement aléatoire et complexe. La méthode d’intégration temporelle
doit donc étre suffisamment précise pour décrire ce comportement

— Critére de cout CPU :

La méthode d’intégration temporelle doit fournir une solution numérique dans un
délai de temps raisonnable. Les simulations instationnaires de type LES (DNS)
nécessitent de calculer directement certaines (toutes les) échelles turbulentes. Un
maillage assez fin est donc nécessaire, ce qui tend & augmenter les temps de si-
mulation. La méthode d’intégration temporelle doit donc étre la plus performante
possible pour minimiser le temps de calcul. Ce critére est d’autant plus important
que les écoulements turbulents doivent étre simulés sur des temps assez longs. En
effet, la turbulence étant un phénomeéne trés aléatoire, il est judicieux d’effectuer des
moyennes statistiques de ’écoulement au cours du temps. Pour obtenir des gran-
deurs moyennes de qualité, qui pourront étre comparées aux grandeurs moyennes
obtenues de maniére expérimentale, les moyennes statistiques doivent étre accumu-
lées sur une durée assez importante.

— Critére de compatibilité avec le HPC (High Performance Computing) :

Il existe a I’heure actuelle plusieurs techniques, dites techniques HPC, permettant
d’accélérer un code informatique. Il y a d’une part les techniques de parallélisation
MPI (Message Passing Interface) et OpenMP qui permettent d’exécuter un
code informatique sur plusieurs cceurs de calcul "en paralléle". Les différentes par-
ties d’un code informatique sont exécutées simultanément par plusieurs coeurs de
calcul. Cela réduit le temps d’exécution par rapport au cas ol un seul cceur exécute
les différentes partie du code séquentiellement (les unes aprés les autres). Il y a
d’autre part les techniques de vectorisation qui permettent aux cceurs de calcul
d’effectuer plusieurs opérations simultanément. La vectorisation n’est possible que
sur des données contigués en mémoire. Enfin, il existe des techniques d’optimisa-
tion des accés mémoires. L’idée est de faire en sorte que le maximum de données
auxquelles le processeur accéde soient présentes dans sa mémoire cache L1 (zone
mémoire a accés rapide) plutdt que dans la RAM (zone mémoire & accés plus lent).
Toutes ces techniques peuvent permettre d’obtenir des accélérations spectaculaires
sur le temps d’exécution d’un code informatique. Si une méthode d’intégration tem-
porelle est intrinsequement rapide mais qu’elle est peu compatible avec les tech-
niques HPC, elle risque d’étre dépassée par une méthode intrinséquement moins
rapide mais mieux adaptée a ces techniques.

Dans la revue des grandes méthodes d’intégration temporelle réalisée ci-aprées, une
attention particuliére sera portée au respect (ou non) de ces trois critéres par les différentes
méthodes d’intégration temporelle.
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1.3 Les méthodes d’intégration temporelle explicites

1.3.1 Présentation générale des méthodes explicites

Nous avons vu dans la partie 1.1.2 de ce mémoire que 1’étape de discrétisation spatiale
d’une équation aux dérivées partielle permet de se ramener au systéme d’équations diffé-
rentielles (1.18). On suppose que l'intervalle de temps T sur lequel on résout le systéme
(1.18) est discrétisé en plusieurs instants " séparés par un pas de temps constant At :
t" = nAt (n un entier). Des estimations temporelles successives de la solution, notées U",
sont calculées aux instants discrets successifs t". Une telle discrétisation temporelle est
illustrée par la figure 1.5.

UO Ul U2 Unfl Un Un+1
- —
0ttt A A A
At

FIGURE 1.5 — Discrétisation de l'intervalle de temps

Cette discrétisation donne l'opportunité d’écrire des combinaisons linéaires de U™ et de
D(U™) pour approcher le systéme (1.18) et calculer U™ :

K

K

1

~ > Ut TF = =N "o DU, (1.33)
k=0 k=0

Il existe deux grandes familles de méthodes d’intégration temporelle : les méthodes im-
plicites et les méthodes explicites.

Dans le cas des méthodes explicites, le terme «q est forcément nul : le second membre D
ne dépend pas de U™, Par conséquent, U™! apparait seulement dans le membre de gauche
de I’équation (1.33), et se calcule directement & partir des solutions aux temps précédents.
Dans le cas des méthodes explicites a un pas, seule la solution au temps t" intervient dans
le calcul de la solution au temps t"*'. Dans ce cas, on a a; = oy = 0 pour k > 2 dans
(1.33). Eventuellement, des approximations & différents instants intermédiaires entre ¢ et
t"*1 peuvent étre utilisées (méthodes de Runge-Kutta). Dans le cas des méthodes multipas,
la solution au temps " ainsi que différentes solutions calculées a des temps antérieurs ("1,
t"=2...) sont utilisées pour le calcul de U™,

1.3.2 Meéthodes explicites & un pas : les méthodes de Runge-Kutta
explicites
Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont basées sur le calcul de différentes estima-

tions de la solution entre t" et t"*!1. La solution numérique au temps t"*! est construite
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par combinaison linéaire de la solution au temps t" et des différentes estimations calculées.
Pour la définition de ces méthodes, on considére I'équation modéle suivante :

du
= [t (1.34)

Une définition générale des méthodes de Runge-Kutta explicites est donnée dans [32] :

Définition 1.1. Soient a;;, b;, ¢; (1 < 1,5 < q) des réels. Soit u" la solution numérique au
temps t" de 'équation (1.34). Une méthode de Runge-Kutta explicite a q étapes appliquée
entre t" et t"1 =" + At pour la résolution de l'équation (1.34) s’écrit :

1—1
utt =+ ALY a K™, (1.35)
j=1
=" + ¢ At, (1.36)
K™ = f(u™, 1), (1.37)
q
utt =t ALY KM (1.38)
=1

Les termes u™ sont les différentes estimations de la méthode de Runge-Kutta entre t" et

t"*t1. Le terme t™" représente le temps (compris entre t" et ") auquel estimation u™"
est calculée. Le terme u™*! est la solution au temps t"1.

Chaque terme K™ dépend uniquement des termes calculés précédemment. On s’en convainc
facilement en écrivant quelques termes K :

(

K™t = f(u™ t" + c1 At)
Kn’2 = f(u” -+ At@glKn’l s tm + CQAt)
Kn,S = f(u" -+ At(CLglKn’l + &32Kn’2) s t" + C2At>
(1.39)

(K™= f(u" + At(ag K™+ agp K™ 4 4 agg 1 K71 17 + ¢ At)

Remarque 1.1. La matrice A contenant les coefficients a;; et les vecteurs b et ¢ contenant
respectivement les coefficients b; et ¢; peuvent étre rangés dans un tableau de Butcher [32].
Un exemple de tableau de Butcher est donné sur le tableau 1.1 ci-dessous :

La matrice A des méthodes de Runge-Kutta explicite est triangulaire inférieure : a;; = 0
si j > i. Le tableau de Butcher donne la formule des différentes estimations de la méthode
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C1 0
Ca | 421

C3 | 31 G32

bT

Qg1 Qg2 . - . Qgg-1

by by . . . b

b

q—1 q

TABLE 1.1 — Tableau de Butcher d'une méthode de Runge-Kutta explicite a ¢ étapes

de Runge-Kutta. La formule d’une estimation u™* (1 < i < q) est donnée par la i — eme
ligne du tableau de Butcher :

i—1

utt ="+ ALY a K™, (1.40)
j=1

K™ = f(u™ | t" + c;At). (1.41)

1

L’expression de u™t est donnée par la derniére ligne du tableau de Butcher :

q
utt =t ALY KM (1.42)

=1

Le coefficient ay; de la premiére ligne étant nul, on a d’aprés la formule (1.40) :

n,1l _ u™.

u
Le coefficient ¢, est donc également nul puisque u™' est une estimation au temps t™. Cette
premiere étape n’a pas beaucoup dintérét. Aussi, a partir du chapitre 2, cette premiére
étape sera "court-circuitée” : on désignera directement par u™' la solution de l’équation
(1.34) au temps t".

Il est possible d’évaluer de fagon théorique la précision d’'une méthode d’intégration

temporelle en calculant son ordre. Une définition de 1'ordre d’'une méthode d’intégration
temporelle, tirée de [32], est présentée ci-dessous.

Définition 1.2. Soit v la solution numérique obtenue par application d’une méthode
d’intégration temporelle a (1.34) entre les instants t™ et t"™'. Soit u(t"™') le développement
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de Taylor a t"™ de la solution exacte. Une méthode d’intégration temporelle est d’ordre p
%

[lu@ ) —u" ] < KA#T  avec K une constante. (1.43)

Autrement dit, u(t"™1) et u" ! doivent coincider jusqu’au terme proportionnel a AtP dans
le développement de Taylor. Plus 'ordre d’une méthode de Runge-Kutta est élevé, plus la
méthode est considérée comme précise.

L’ordre d’une méthode de Runge-Kutta est conditionné par un certain nombre de relations
portant sur ses coefficients. Tout d’abord, les méthodes de Runge-Kutta explicites vérifient
la condition suivante, dite condition de consistance [32] :

q
C = Zaij’ pour 1 <7 <gq. (1.44)

Jj=1

Cette condition assure que chaque solution intermédiaire de la méthode de Runge-Kutta
est d’ordre un [32]. Ensuite, la méthode de Runge-Kutta doit respecter des conditions,
dites conditions d’ordre, portant sur ses coefficients pour étre d'un ordre p donné. Dans le
tableau 1.2, les conditions d’ordre un, deux et trois d’'une méthode de Runge-Kutta sont
listées. Nous serons amenés a les utiliser dans la suite de ce mémoire.

Condition d’ordre 1 | Conditions d’ordre 2 | Conditions d’ordre 3

q _ q _ q _
i— bi =1 i— bi =1 im1bi =1
q 1 q 1

> iz bici =5 dic bici =3

a 1 2 __ 1

iy bici = 3

1
219,]‘3(1 biajjc; = 6

TABLE 1.2 — Conditions d’ordre 1,2 et 3 pour les méthodes de Runge-Kutta explicites

Enfin, nous concluons ce paragraphe en présentant quelques méthodes de Runge-Kutta
explicites que nous serons amenés a utiliser dans la suite de mémoire. Les méthodes sont
appliquées au systéme différentiel (1.18).

La méthode Runge-Kutta 1 (RK1) :

Cette méthode est également connue sous le nom de méthode Euler explicite. Son expression
et son tableau de Butcher sont donnés ci-dessous :
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0]0

Un,l _ Un )
Uttt =umt — AtD(U™)

TABLE 1.3 — Tableau de Butcher de RK1

La méthode RK1 est d’ordre un [32]. A notre connaissance, cette méthode n’est pas utilisée
pour réaliser des simulations instationnaires. Probablement a cause de sa faible précision
et de sa stabilité trés restreinte, qui limite grandement le pas de temps.

La méthode Runge-Kutta 2 (RK2) de ce mémoire :

Plusieurs méthodes de Runge-Kutta d’ordre deux a deux étapes existent. La méthode que
nous désignons par RK2 dans ce mémoire est la méthode de Heun. Son expression et son
tableau de Butcher sont donnés ci-dessous :

Un,l — Un O O
U™ =yum™ — AtD(U™) 11

At
Ut = U = S5 (DU + D) i 3

TABLE 1.4 — Tableau de Butcher de RK2

La méthode RK2 est d’ordre deux [32]. Cette méthode semble peu utilisée pour réaliser
des simulations instationnaires de "grandes envergures". Dans [33], elle a permis de réaliser
une simulation instationnaire mais "seulement" dans un contexte 2D.

La méthode Runge-Kutta 3 (RK3) de ce mémoire :

Comme pour la méthode RK2, plusieurs méthodes RK3 (méthodes de Runge-Kutta d’ordre
trois & trois étapes) existent. La méthode RK3 utilisée dans ce mémoire est la méthode
RK3 proposée par Lowery and Reynolds [34]. Cette méthode, d’ordre trois, est une mé-
thode de Runge-Kutta dite "low storage". Une méthode "low storage" est construite pour
que chaque nouvelle évaluation du second membre D et de la solution intermédiaire U™!
"écrase" la précédente. L’objectif est d’optimiser le cotit mémoire de la méthode. Pour plus
d’informations sur les méthodes "low storage", le lecteur peut se référer a [35]. La méthode
RK3 utilisée dans ce mémoire s’écrit :
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Un,l — Un
K™ = AtD(U™)

Un,? — Un,l o 51Kn,1 ﬁl — 1/2

K™? = 3 K™ 4+ AtD(U™?) vs = —0.6830127
Und = U™? — B, K™? By = 0.9106836
K™ = ng K™ 4+ AtD(U™3) v5 = —4/3

Untl = ynsd — g K™3 B3 = 0.3660254

Bien entendu, cette méthode peut aussi s’écrire sous la forme d’une méthode de Runge-
Kutta classique, et un tableau de Butcher peut y étre associé :

[l — n
Dl = D(U™)
U™2 =U" — ay; At D™! az = By
D2 = D(U™?) az1 = Bi + Baye 010
U3 = U™ — At(az D™ — az, D™?) azs = o C2 | A21
Co = % C3 | G31 (32
D3 = D(U™3) b1 = az1 + B37273 by by b
Ut = U™ — At(by D™ — byD™2 — bsD™3) | by = [ + B33
bs = B3
c3 = 0.7886751

TABLE 1.5 — La méthode RK3 de ce mémoire écrite sous forme classique avec son tableau
de Butcher

Les méthodes de RK3 sont beaucoup plus utilisées que les méthodes RK2 ou RK1 pour
réaliser des simulations instationnaires, grace a leur meilleure précision et leur meilleure
stabilité (qui permet d’accroitre le pas de temps, et donc de réduire le coit CPU). La
méthode RK3 de ce mémoire a par exemple été utilisée par I.Bennaceur [36, 37| pour
réaliser des simulations LES de la diffusion d’une onde acoustique au sein d’une couche
de cisaillement turbulente. Une autre méthode RK3 (différente de celle présentée dans ce
mémoire) a été utilisée dans [38] pour réaliser des simulations LES.

Une méthode Runge-Kutta 4 (RK4) :
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Cette méthode de Runge-Kutta d’ordre quatre a quatre étapes est probablement la mé-
thode de Runge-Kutta la plus connue et la plus utilisée, grace & sa bonne précision. Son
expression et son tableau de Butcher sont donnés ci-dessous :

Un,l ="

00
At

n2 _ gyl _ T~ n,l
Ut =7 5 DU™) LIl
Un,3 — Un,l - %D(Um?) % 0 % 0
Un,4 — Un,l _ AtD(Un’S) 1 0 0 1 0

n+1 n,1 At n,l n,2 fli % % %
Ut = U = S (DU + 2 D(U™)

19 D(Un,S) i D<Un,4)) TABLE 1.6 — Tableau de Butcher de RK4

Elle a notamment été utilisée dans [39] pour réaliser une DNS.

1.3.3 Les méthodes explicites multipas : les méthodes d’Adams-
Bashforth explicites

Les méthodes d’Adams-Bashforth explicites sont de la forme :

k
Ut =U" = Aty BDUF) (1.45)

i=1
En particulier, la méthode d’Adams-Bashforth d’ordre 2 s’écrit :

Urtt = U™ — At (gD(U”) — %D(U”*)) (1.46)

La méthode d’Adams-Bashforth d’ordre deux (1.46) est la méthode d’Adams-Bashforth
présentant le meilleur compromis entre stabilité et précision. En effet, les méthode d’Adams-
Bashforth d’ordre supérieur voient leur domaine de stabilité se réduire drastiquement, ce

qui impose de fortes limitations sur leur pas de temps et allonge considérablement les temps
de calcul [32].

La méthode d’Adams-Bashforth d’ordre deux (1.46) est utilisée pour réaliser des simula-
tions instationnaires. Par exemple, elle a été utilisée dans [40, 41| pour réaliser une DNS
d’un écoulement turbulent dans un canal. Dans [42], elle a permis d’effectuer une simulation
LES d’un jet turbulent.
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1.3.4 Stabilité concernant l'intégration d’une équation différen-
tielle

De maniére générale, I’analyse de stabilité d’'une méthode d’intégration temporelle per-
met d’estimer le pas de temps maximal qui peut étre utilisé par la méthode. Pour analyser
la stabilité d’une méthode d’intégration temporelle, une analyse de stabilité linéaire est
trés souvent pratiquée. L’analyse de stabilité linéaire est réalisée en appliquant la méthode
d’intégration temporelle a 1’équation test de Dahlquist :

% = Au, avec A € CetueR. (1.47)
Certes, I'analyse de stabilité sur un cas simple et linéaire tel que I’équation de Dahlsquist
n’est pas complétement représentative de la stabilité de la méthode dans un cas non linéaire.
Néanmoins, dans de nombreuses applications, I’analyse de stabilité linéaire suffit & donner
des informations valides sur le comportement de la méthode dans le cas non linéaire [43].
Pour plus d’informations concernant I'analyse de stabilité linéaire et I’origine de I’équation
test de Dahlquist, le lecteur peut se référer a [32].
La méthode Euler explicite appliquée a I'équation test de Dahlquist (1.47) s’écrit :

u" =" 4 Atdu”
= (14 z)u™ (en posant z = AAt) (1.48)
= R(z)u",

ot R(z) est la fonction de stabilité de la méthode. Cette fonction permet d’accéder au
domaine de stabilité de la méthode, dont une définition donnée ci-dessous est tirée de [32].

Définition 1.3. Le domaine de stabilité d’une méthode d’intégration temporelle est ’en-
semble S des complexes z tels que |R(z)| <1 :

S={ze€C:|R(z)| <1} (1.49)

D’aprés la définition 1.3, le domaine de stabilité de la méthode Euler explicite est I’ensemble
des nombres complexes z vérifiant [14z| < 1. Il s’agit donc du disque de diamétre 1 et centré
sur le réel —1. Sur la figure 1.6, on a représenté (& I'aide d’un programme informatique)
le domaine stabilité de la méthode Fuler explicite et celui de la méthode RK2, dont la
fonction de stabilité s’écrit : R(z) =1+ 2z + %

La figure 1.6 montre que le domaine de stabilité de la méthode RK2 est plus grand que
celui de la méthode Euler explicite. Dans le cas des méthodes de Runge-Kutta, 'augmen-
tation de 'ordre et du nombre d’étapes va généralement de pair avec une augmentation
de la stabilité. Cette figure 1.6 montre donc que les pas de temps utilisés par la méthode
RK2 peuvent étre plus grands que ceux utilisés par la méthode Euler explicite.
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FIGURE 1.6 — Domaine de stabilité¢ des méthodes Euler explicite (RK1) et RK2

1.3.5 Stabilité concernant ’'intégration d’une EDP discrétisée en
espace

Nous avons vu au début de ce mémoire que la discrétisation spatiale d’'une EDP meéne
a un systeme différentiel. Une analyse de stabilité similaire & celle réalisée dans le cas des
équations différentielles exigerait de trouver une relation récurrence entre le vecteur des
solutions au temps t"*! et le vecteur des solutions au temps t". Cette tache peut se révéler
assez difficile puisqu’elle nécessite de diagonaliser le systéme différentiel. Heureusement,
Von Neumann a publié dans les années 1950 une méthode simple et efficace pour analyser
la stabilité d’'une méthode d’intégration temporelle appliquée a une EDP discrétisée en
espace. A 'image de I’étude de stabilité sur les équations différentielles, I’étude de stabilité
concernant les EDP est réalisée sur un probléme linéaire, plus simples que les problémes
"réels", généralement non linéaires. L’étude de stabilité sur un probléme simple et linéaire
permet tout de méme d’accéder a des informations importantes sur le comportement géné-
ral de la méthode d’intégration temporelle. De plus, la stabilité dans le cas linéaire est une
condition nécessaire pour la stabilité dans le cas non linéaire [44]. A titre d’exemple, on
choisit de baser notre étude de stabilité sur une équation d’advection scalaire & coefficient
a constant et positif :

ou ou n
S taz- =0 (z) ERxR (1.50)

Cette équation (1.50) est discrétisée spatialement sur le maillage de la figure 1.2 par le biais

de la méthode VF. Un schéma flux décentrés est utilisé pour le calcul des flux numériques.
Le systéme différentiel suivant est donc obtenu :
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du; 1 .
CZ =—x, (aui—aui1), 1<i<N. (1.51)

La méthode Euler explicite appliquée a (1.51) s’écrit :

At
urtt = — s (au} —aul ), 1<i<N. (1.52)

La méthode de Von Neumann repose sur la transformée de Fourier discréte [43]. On pose
donc :

(1.53)

ou u" est 'amplitude, J = +/—1, et kAx est 'angle de phase associé au nombre d’onde k.
Le schéma (1.52) devient :

. . . . alAt , . N o
unJrleszA:c — uneszAx _ A (uneszAx . uneJk(z l)Ax) ) (154)
X

Aprés quelques simplifications, la relation (1.54) devient :

ant+l _ an Ana_At 1 — —JkAx 1.55
U il (1—e ). (1.55)
Le facteur d’amplification h du schéma, defini par h = ﬁgzl, s’écrit :
At
h=1-220(1 — e kan), (1.56)

Azx

D’aprés Von Neumann, le schéma est stable si |h| < 1 [43]. Un rapide calcul montre que
|h| < 1si:

At aAt
20— (1 — - =) < )
Qan (1 — cos(kAx)) (1 Ax) <0, (1.57)
Soit : A
a
— < 1. 1.
Axr — (1.58)

La condition (1.58) est appelée condition CFL (Courant, Friedrichs, Lewy). Cette condition
de stabilité ne porte plus uniquement sur le pas de temps At (comme c’était le cas pour
I’étude de stabilité concernant les équations différentielles), mais aussi sur la vitesse de
transport a de la solution et sur le pas d’espace Axz. On remarque notamment que le pas
de temps At est d’autant plus restreint que plus le pas d’espace du maillage Ax est faible,
et que la vitesse de transport a est grande. Le pas de temps des méthodes explicite est
donc toujours limité par une condition de stabilité numérique (condition C'F'L). Ce n’est
pas forcément le cas des méthodes implicites, comme on le verra par la suite.
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1.3.6 Précision des méthodes explicites

On reprend le schéma numérique (1.52) que 'on écrit sous une forme équivalente :

uttt — a
Zio M P e an ) 1.
A7 + s (ul ul,l) 0 (1.59)

Pour étudier la précision de la méthode Euler explicite, on se propose de déterminer I’équa-
tion modifiée du schéma [28]. En effet, les schémas numériques ne sont que des approxi-
mations discrétes de I'équation continue. Par conséquent, ils ne vérifient pas exactement
I’équation continue mais une équation légérement différente, appelée équation modifiée [28|.
Pour déterminer 1’équation modifiée du schéma, on définit ’erreur locale 7;*, commise en
injectant une certaine fonction u(z;, t") dans le schéma (1.59) :

u(x, t" + At) — u(z;, t")

;= O il ™) — e — n
e At + Az (u(w, t") — u(x; — Az, t")), (1.60)

On suppose que u(z;,t") admet des dérivées partielles par rapport a ses deux variables.
Dans ’équation (1.60), les termes u(z;, t" + At) et u(x; — Az, t") sont obtenus par déve-
loppement de Taylor autour de t" et de z; :

. . ou o A0 . 5

u(x;, 1" + At) = u(x;, t )+Ata(a:i,t )+ < o (2, ") + O(AL”) (1.61)
" " ou o Ax? 9% " 3

u(z; — A, t") = u(x;, ") — Ax%(xi,t )+ 5 92 (x;,t") + O(Az?) (1.62)

En introduisant les développements de Taylor (1.61) et (1.62) dans 1'équation (1.60), on
obtient I'expression suivante pour 'erreur locale 7 :

., Ou " ou n At 0%u N al\x 0*u " 9 9
T, = E(%ﬂf )+a%($i,f ) + 7@(%,15 ) — T@(%,t )+ O(A7, Az®)  (1.63)

Si u(z;,t") est solution de I’équation d’advection (1.50) alors les termes dominants dans
I'erreur 'erreur locale (1.63) sont de 'ordre de At et Az. Par contre, si u(x;, t™) est solution
de I’équation :

du du At 8%u alAz O?u

at(xl,t )+a8x(x“t )+ 5 a752(;161,15) . (x;,t") =0, (1.64)

alors les termes dominants dans l'erreur locale (1.63) sont de I'ordre de At? et Az?. Dans
ce cas, 'erreur locale (1.63) est plus faible, ce qui signifie que le schéma numeérique (1.59)
est plus "proche" de I'équation (1.64) que de 'équation d’advection (1.50). L’équation
(1.64) est I’équation modifiée du schéma. L’équation (1.64) peut s’écrire sous une forme
plus simple, en remarquant que :
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J%u 0%u

o (") = g, () + O(AL A)
82’& 82u
%(l‘i,t") = —a@(:v,-,t") + O(At, Ax),
soit :
0%u n 9%u .
8t2 (xlvt ) = 2@ Z(x“t )+O(At A(L’)

L’équation modifiée (1.64) peut donc étre réécrite sous la forme suivante :

ou ou 0%u

E(x“ t") + a@(%, t") = (Ax — aAt)8 5 (23, ") + O(AE?, Aa?). (1.65)

L’équation modifiée (1.65) est une équation d’advection-diffusion, de coefficient de dif-
fusion égal a §(Ax — aAt). Le schéma numérique produit donc de la diffusion numérique,
proportlonnelle a la valeur du coefficient de diffusion. Remarquons que la valeur du pas de
temps a une influence sur le coefficient de diffusion. Dans ce cas précis, le coefficient de
diffusion vaut 0 lorsque la condition CFL est égale a 1 (c’est a dire lorsque 9 “At =1), et il
tend vers “M lorsque At est tres petit.

Dans la suite, nous présentons de la méme maniére certaines méthodes implicites et
leur caractéristiques en terme de stabilité et de précision.

1.4 Les méthodes d’intégration temporelle implicites

1.4.1 Présentation générale des méthodes implicites

Dans le cas des méthodes implicites, le terme o de I’équation (1.33) est non nul : le
second membre dépend de U™, L’obtention de U™ nécessite de résoudre un systéme
d’équation qui peut étre non linéaire si D est non linéaire. Cela peut s’avérer cotiteux en
terme de temps de calcul mais on verra dans la suite que ce coiit est compensé par le fait
que ces méthodes ont de bonnes propriétés de stabilité qui leur permettent d’utiliser des
pas de temps beaucoup plus grand que les méthodes explicites. Comme pour les méthodes
explicites, on distingue les méthodes implicites multipas et les méthodes implicites a un
pas, suivant qu’on utilise ou non les solutions antérieures a t" pour le calcul de U™,

1.4.2 Les méthodes implicites & un pas
1.4.2.1 La méthode Euler implicite

La méthode Euler implicite est la méthode implicite & un pas la plus simple. Le premier
membre du systéme différentiel (1.18) est approché par différence fini et le second membre

34



est estimé a instant ¢! :

n+l _ 17n

Cette méthode, seulement d’ordre un, ne semble pas assez précise pour pouvoir étre utilisée
dans un contexte de simulations instationnaires. Par exemple, dans [45], la méthode Euler
implicite est comparée a plusieurs autres méthodes implicites sur un cas standard d’écou-
lement instationnaire autour d’un cylindre. Les auteurs montrent que la méthode Euler
implicite n’est pas compétitive par rapport aux autres méthodes en terme de précision.

1.4.2.2 La méthode de Crank-Nicolson

La méthode de Crank-Nicolson est une méthode implicite & un pas qui est plus précise
que la méthode Euler implicite puisqu’elle est d’ordre deux. Cette méthode appliquée au
systéme différentiel (1.18) s’écrit :

UMt U 1 .
= 5 (DU + D). (1.67)

Grace a sa plus grande précision, ce schéma semble étre un candidat plus crédible que le
schéma Euler implicite pour effectuer des simulations instationnaires. D’ailleurs ce schéma
a déja été utilisé dans ce contexte. Il a été utilisé pour simuler une intéraction choc-
couche limite instationnaire [46]. Dans [47], il a été utilis¢ pour réaliser une simulation
LES, instationnaire, d'un écoulement turbulent autour d’un profil d’aile.

1.4.2.3 Les méthodes de Runge-Kutta implicites

La précision de ces méthodes peut largement dépasser celle de la méthode de Crank-
Nicolson. Il existe par exemple des méthodes de Runge-Kutta implicites d’ordre 3 [48],
d’ordre 4 [49] et méme d’ordre 6 [49]. Pour présenter ces méthodes de la maniére la plus
claire possible, on les applique a la résolution de I’équation différentielle scalaire suivante :

du
pri f(t,u). (1.68)

Les méthodes de Runge-Kutta implicites utilisent différentes estimations numériques u™*
calculées entre t" et t"*! pour obtenir la solution numérique u™*!. Dans [32], une définition
des méthodes de Runge-Kutta implicites est donnée :

Définition 1.4. Soient a;;, b;, ¢; (1 < 1,5 < q) des réels. Soit u" la solution numérique au
temps t" de l’équation (1.68). Une méthode de Runge-Kutta implicite a q étapes appliquée
entre t" et "' =" + At pour la résolution de I’équation (1.68) s’écrit :

q
utt =+ ALY a K™ (1.69)

J=1
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t =" + ¢ AL, (1.70)

K™ = f(u™,t""), (1.71)
q

utth =t ALY b KM (1.72)
=1

Les termes u™" sont les différentes solutions intermédiaires de la méthode de Runge-Kutta
entre t" et t"T1. Le terme t™ représente le temps (compris entre t" et t" + At) auquel la
solution intermédiaire u™ est estimée. Le terme u™*! est la solution au temps t" 1.

Contrairement aux méthodes de Runge-Kutta explicites, I'indice j du symbole somme dans
I'équation (1.69) ne s’arréte pas & i — 1 : il y a une dépendance entre tous les termes K.
On s’en convainc facilement en écrivant quelques termes K :

/

Kn’l = f(un + At(aHK“’l 4+ ...+ CllqKn’q) s tm + ClAt)
Kn,? = f(u" + At(CLQlKn’l + ...+ CLQqKn’q) s tm + CQAt)
(1.73)

(K™ = f(u" + At(ag K™ 4 ...+ agg K971 | 7 + ¢ At)

Remarque 1.2. La matrice A contenant les coefficients a;; et les vecteurs b et ¢ contenant
respectivement les coefficients b; et ¢; peuvent étre rangés dans un tableau de Butcher [32].
Un exemple de tableau de Butcher est donné sur le tableau 1.7 ci-dessous :

c1 | 11 Q12 . . . . Q14
Coy | Q21 Q92 . . . . Q24
C3 | a1 Q32 . . . . a3q
cl A
R
bT
Cq | Qg1 Qg2 - . . . Agq.q—1
by by . . . b1 b,

TABLE 1.7 — Tableau de Butcher d'une méthode de Runge-Kutta implicite a ¢ étapes

L’obtention de I’ensemble des termes K nécessite de résoudre le systéme (1.73) de taille
q. Ce systéme est non linéaire si f est elleeméme non linéaire. Si une telle méthode est
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appliquée a un systéme différentielle de taille N (comme c’est la cas aprés 'étape de
discrétisation spatiale d'une équation aux dérivées partielles), 'obtention de l’ensemble
des termes K est au prix de la résolution d’un systéme de taille N x ¢. L’implémentation
de ce type de méthode peut donc étre complexe [50].

La résolution du systéme peut néanmoins étre rendue plus simple dans certains cas
particulier. Si a;; = 0 pour j > i, on est dans cas particulier des méthodes DIRK (Diagonal
Implcit Runge-Kutta) [32]. Dans ce cas, au lieu d’étre obtenus simultanément, les termes
K sont obtenus les uns apres les autres en résolvant ¢ systémes de taille N. Ceci rend
I'implémentation plus simple. D’aprés [50], les méthodes DIRK sont les méthodes de Runge-
Kutta implicites les plus largement utilisées. Elles ont par exemple été utilisées dans [51,
45, 52, 53] pour réaliser des simulations instationnaires d’écoulements fluides.

1.4.3 Une méthode implicite multipas : la méthode de Gear

L’utilisation de méthodes implicites multipas permet d’augmenter 'ordre sans aug-
menter la taille du systéme a résoudre, comme pour les méthodes de Runge-Kutta im-
plicites. Cependant, ces méthodes requiérent certaines solutions a des instants antérieurs
pour pouvoir mettre & jour la solution numérique. Ces solutions antérieures doivent donc
étre stockées. Par conséquent, ces méthodes sont généralement plus coliteuses en termes
de mémoire que les méthodes & un pas. Nous avons fait le choix de ne pr