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Résumé

L’objectif de ce travail de thèse est la résolution du problème de couplage de complétion des
données et identification des paramètres. Le problème de Cauchy est un problème de déter-
mination des mesures sur une partie inaccessible du bord d’un solide à partir des données
surabondantes sur le bord. L’identification des paramètres est un probléme de détermination
du paramètre de système . Ces deux problèmes sont connus pour être mal posés au sens
d’Hadamard. Le memoire de thèse se divise en quatres parties. La première partie est consa-
crée à une étude bibliographique. Dans le deuxième chapitre, nous avons appliqué la théorie
des jeux pour la résolution du problème de couplage de complétion des données et identifi-
cation de conductivité en électrocardiographie. On a évoqué la question d ’identifiabilité de
la conductivité. On a montré l’unicité de ce paramètre en utilisant seulement les données de
Cauchy sur une partie du bord. Nos expériences numériques ciblent les applications médicales
en électrocardiographie. Nous avons appliqué notre procédure dans un thorax bidimensionnel
et tridimensionnel. La troisième partie est consacré à la résolution du problème de couplage en
élasticité linéaire en appliquant la stratégie des jeux. Une étude numérique a été effectué o ùon
a considéré une configuration particulière pour assurer l’identifiabilité des paramètres. Dans
la dernière partie, on s’intéresse à un problème de thermoélasticité. Il s’agit de coupler deux
disciplines différents, la thermique et l’élasticité. Le problème de l’identification de fissure est
une application naturelle dans ce cas.

mots-clés : jeu de Nash, complétion des données, identification des paramètres, identifiabi-
lité, élasticité, thermoélasticité...
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Abstract

In this PHD-Thesis, we focused on solving the coupling problem of data completion and para-
meter identification. The Cauchy problem is a problem of identification of boundary condition
on a part of the boundary from overabundant data on the remaining part. Parameter identi-
fication is a problem of the system parameter. These two problems are known to be ill-posed
in the sense of Hadamard. This Thesis is divided into four parts. The first part is dedicated to
a bibliography study. In the second chapter, we applied the game theory on the resolution of
the coupling problem of data completion and the conductivity identification in electrocardio-
graphy. We talked about the identifiability of the conductivity. We have shown the uniqueness
of this parameter using only the Cauchy data on a part of the edge. Our numerical expe-
riments target medical applications in electrocardiography. We applied our procedure in a
two-dimensional and three-dimensional thorax. The third part is dedicated to the resolution
of the coupling problem in linear elasticity applying the game theory. A numerical study has
been done where we considered a particular configuration to ensure the parameters identifiabi-
lity. In the last part, we are interested in a problem of thermoelasticity. It’s about coupling two
different disciplines : thermal and elasticity. The problem of crack identification is a natural
application in this case.

Keywords : Nash games, data completion, parameters identification, identifiability, elasti-
city, thermoelasticity,...
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Introduction générale

Un problème inverse en sciences mathématiques est un processus qui consiste à déterminer
à partir d’un ensemble d’observations les causes qui les ont produites. On peut trouver des
applications dans nombreux domaines, par exemple en géophysique, en imagerie médicale et
en mécanique des structures.
Le problème inverse commence par les effets et calcule les causes. Ce type de problème revient
à reconstruire l’état passé d’un système physique connaissant son état actuel, contrairement
au problème direct qui consiste à prédire le futur connaissant sont état actuel. Les problèmes
directs sont en général bien posés. Cette notion a été introduite par le mathématicien français
Jacques Hadamard dans [34]. Un problème est dit bien posé si et seulement si il existe une
unique solution qui dépend continûment des données. Dans le cas contraire, le problème est
dit problème inverse mal posé, c’est à dire que la solution n’existe pas ou n’est pas unique ou
elle ne dépend pas continûment des données.
Les problèmes inverses sont très importants en sciences et en mathématiques car ils nous ren-
seignent sur des paramètres que nous ne pouvons pas observer directement. Leur résolution
mathématique est assez délicate où plusieurs stratégies ont été développées.
Dans cette thèse, nous allons introduire une approche basée sur les stratégies des jeux pour la
résolution de problème inverse. La théorie des jeux définit un cadre pour traiter les problèmes
d’optimisation multicritère et multidisciplinaire. Elle a été introduite par le mathématicien
Von Neumann [63] dans les années 30.
La théorie des jeux étudie la décision des joueurs. Chacun opte son propore choix qui dépend
de celui des autres. Pour cette raison, la théorie des jeux est parfois nommée "théorie de la dé-
cision en interaction". Le problème inverse est transformé en N sous problèmes d’optimisation
ou N disciplines qui sont considérés comme des joueurs. Chacun a pour objectif la minimisa-
tion de son propre critère. Le résultat du jeu dépend de ces régles et des actions des joueurs.
Il existe plusieurs types de jeux :
Le jeu de Pareto où les joueurs communiquent entre eux de façon coopérative. Les joueurs se
concertent et s’engagent à coopérer avant de choisir la stratégie à adopter.
Le jeu de Nash qui prend son nom du mathématicien américain John Forbes Nash, est un jeu
non-coopératif où les joueurs intéragissent de façon compétitive. Chacun cherche à améliorer
son critère simultanément et indépendamment des autres.
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Le jeu de Stackelberg est un autre type de jeu non-coopératif. Les joueurs n’ont pas un rôle
symétrique, mais ils communiquent de façon hiérarchique en désignant l’un d’eux comme lea-
der et les autres comme suiveurs.
Le problème inverse que nous allons traiter est le problème de couplage de complétion des
données avec l’identification des paramètres. Ce type de problème intervient dans nombreuses
applications. On peut citer par exemple l’électrocardiographie. Les maladies cardiovasculaires
sont une classe de maladie qui affectent le coeur et les vaisseaux sanguins. Elles sont la pre-
mière cause de décès dans le monde. L’électrocardiographie (ECG) est un examen médical qui
détecte les anomalies cardiaques par la mesure de l’activité électrique du coeur en utilisant des
électrodes placés sur la poitrine du patient. Le coeur est une source du courant dans le corp,
il dégage plusieurs signaux électriques. Ces dernièrs peuvent être présentés par des courbes en
utilisant l’électrocardiogramme. La présence d’une pathologie cardiaque entraine un dérégle-
ment du système électrique du coeur et entraine des troubles du rythme.
La résolution du problème de complétion des données permet d’identifier le flux et le potentiel
électrique sur le coeur à partir des données sur la surface de thorax. Chaque organe du thorax
est caractérisé par une conductivité. Des valeurs approchées peuvent être mesurées (ou esti-
mées) par les cardiologues. L’amélioration de ces valeurs conduit à des reconstructions plus
précises sur le coeur.
Cette thèse est composée de quatres chapitres. Le premier chapitre est consacré à une étude
bibliographique. On présente des travaux de la littérature qui traitent le problème de complé-
tion des données. Différentes méthodes de résolution sont utilisées pour différents opérateurs.
Des travaux sont aussi présentés concernant la résolution du problème d’identification de pa-
ramètres. Nous introduisons le problème d’identifiabilité et les conditions nécessaires pour
assurer l’unique identification de ces paramètres. Quelques méthodes de résolution sont déve-
loppées avec plus de details dans ce chapitre.
Le deuxième chapitre est dédié à la résolution du problème de couplage de complétion des don-
nées et identification de conductivité en électrocardiographie, qui a fait l’objet de la publication
[19]. Nous utilisons une formulation dans le cadre de la théorie des jeux pour la résolution de
ce problème. Dans la première partie, on présente le problème inverse et on introduit aussi le
problème d’identifiabilité de conductivité où nous prouvons l’unicité de ce paramètre. La mé-
thode de jeu de Nash est développée pour la résolution du problème de couplage. On introduit
les fonctionnelles utilisées ainsi que l’algorithme de jeu de Nash. Dans la deuxième partie, on
présente une étude numérique qui cible les applications médicales. Trois tests numériques ont
été effectués dans un thorax en bidimentionnel (2D) et en tridimentionnel (3D) qui montrent
l’efficacité de notre méthode.
Dans le troisième chapitre, on résout le problème de couplage de complétion de données et
identification des paramètres de Lamé en élasticité linéaire. Dans la première partie, on déve-
loppe l’approche de jeu de Nash pour la résolution du problème de complétion des données
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en élasticité linéaire. On présente les fonctionnelles et l’algorithme utilisés. On définit l’équi-
libre de Nash et on montre son existence et unicité. Pour des données de Cauchy compatibles,
cet équilibre correspond exactement aux données manquantes du problème de complétion des
données. Dans la deuxième partie, on introduit une nouvelle stratégie pour la résolution du
problème de couplage entre complétion des données et identification des paramètres de Lamé.
On développe le principe de la méthode de jeu de Nash comme les fonctionnelles coûts et l’al-
gorithme de reconstruction. Enfin, on termine par une étude numérique où nous avons utilisé
des conditions particulières pour assurer l’unicité des paramètres de Lamé reconstruits.
Dans le quatrième chapitre, on s’intéresse à un problème de thermoélasticité. Il s’agit de cou-
pler deux disciplines différents, la thermique et l’élasticité pour la résolution d’un problème de
complétion de données. Le problème de l’identification de fissure est une application naturelle
dans ce cas. Dans ce chapitre, on présente d’abord l’approche de jeu de Nash pour la résolu-
tion du problème de complétion de données afin de le tester, dans la suite, dans le cadre de
reconstruction des fissures en thermoélasticité.

Rabeb CHAMEKH 3



Chapitre 1

Problèmes inverses et algorithmes
d’identification

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est la présentation des travaux issus de la littérature concernant la
résolution du problème de complétion des données et identification des paramètres. Dans la
première section, plusieurs stratégies pour la résolution du problème de Cauchy sont présentées.
Dans la deuxième section, on discute le problème de l’unique identification des paramètres pour
lequel une variété des méthodes ont été développées.

1.2 Complétion des données

Nous considérons ici le problème de complétion de données, connu sous le nom du problème
de Cauchy. Ce problème consiste à reconstruire des données manquantes sur une partie inac-
cessible du bord en utilisant des données surabondantes sur la partie du bord accessible aux
mesures. Ce problème a de nombreuses applications telles que l’imagerie médicale, l’indus-
trie pétrolière, la géophysique, le traitement des images, etc... ([5, 13, 21, 44]). Par exemple,
dans la technique des travaux de contrôle non destructifs des structures, qui est une technique
d’évaluation des matériaux sans les dégrader, on peut citer l’exemple de la detection de fis-
sures dans un solide, en l’absence de mesures au voisinage de ces fissures. Afin de caractériser
l’état d’intégrité de ce solide et en utilisant des mesures accessibles sur sa surface, la technique
de contrôle non destructif consiste à résoudre un problème de complétion de données pour
l’identification complète de la fissure.
En 1932, Jacques Hadamard [34] a montré le caractère mal posé du problème de Cauchy par
le fait que, même lorsque la solution existe, elle ne dépend pas continûment des données. Des
données légèrement bruitées sur une partie du bord peuvent conduire à une forte perturbation
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Chapitre 1. Problèmes inverses et algorithmes d’identification

des données reconstruites sur l’autre partie.
Instabilité du problème de Cauchy. Dans [35], l’exemple d’Hadamard d’instabilité a été
présenté avec une discussion approfondie. Il s’agit du problème suivant :
Pour n ∈ N∗, On considère la solution du problème de Cauchy dans le demi-plan supérieur :

∆un = 0, dans {(x, y) ∈ R2/y > 0},

un(x, 0) = 0, pour tout x ∈ R,

un,y(x, 0) = An sin(nx), pour tout x ∈ R.

La solution de ce problème est :

un = An
n

sin(nx) sinh(ny).

Si on choisit An = 1
n
ou An = 1

np pour p > 0 ou An = e−
√
n, on trouve que :

un,y(x, 0) −→ 0 uniformement quand n −→∞

alors que, pour tout y > 0, la solution :

un(x, y) = An
n

sin(nx) sinh(ny) −→∞ quand n −→∞.

Dans un article de Alessandrini et al [4], les auteurs ont mentionné que la dépendance continue
peut être assurée si on connait une borne supérieure de la norme de la solution, ce qui est
appelé la stabilité conditionnelle. Ils utilisent le même exemple de Hadamard pour présenter
les conditions pour l’assurer. Pour cela, ils décrivent le problème de Cauchy dans un cadre
plus simple et plus favorable. Ils considèrent le problème de Cauchy dans un rectangle :

∆u = 0, dans ]0, π[×]0, 1[,

u(x, 0) = 0, pour tout x ∈]0, π[,

uy(x, 0) = ψ(x), pour tout x ∈]0, π[.

(1.1)

et pour simplifier le problème, ils supposent une condition de Dirichlet nulle sur les côtés
verticaux du rectangle :

u(0, y) = u(π, y) = 0, pour tout y ∈]0, 1[. (1.2)

La solution u appartient à l’espace de Sobolov H1(]0, π[×]0, 1[) et comme une information
supplémentaire sur l’inconnu u, ils utilisent :∫ ∫

(0,π)×(0,1)
(u2

x + u2
y)dxdy ≤ E2, pour une donnée E > 0. (1.3)

La donnée ψ, qui présente la condition de Neumann (partielle) sur le côté horizontal inférieur
du rectangle, est dans l’espace H−1/2]0, π[. Ils supposent que :

|| ψ ||H−1/2(0,π)≤ η, pour une donnée η > 0. (1.4)

Rabeb CHAMEKH 5



1.2. Complétion des données

Ils choisissent :
ψn(x) = An sin(nx), n ∈ N∗ (1.5)

Ils détermient An tel que l’inégalité (1.3) soit vérifiée :

A2
n = 2

π

2n
sinh (2n)E

2. (1.6)

Par conséquent, dans (1.4), η = ηn est donnée par :

η2
n = E2 2

sinh (2n) ∼ 4E2e−2n, quand n −→∞.

Pour estimer la norme L2 de u dans le rectangle ]0, π[×]0, T [, pour T ∈]0, 1], la solution de
(1.1), (1.2) avec ψ donnée par (1.5), (1.6), satisfait :

|| un ||L2((0,π)×(0,T ))∼
E√

2
( ηn2E )(1−T )(log 2E

ηn
)−1 −→ 0, quand n −→∞.

En général, les auteurs distinguent deux façons pour assurer la stabilité. Si Ω est un domaine
ouvert connexe tel que les données de Cauchy soient disponibles sur une partie Σ du bord ∂Ω :
(i) Stabilité à l’intérieur : l’estimation de u dans un sous domaine ouvert connexe G de Ω tel
que la distance entre G et ∂Ω \ Σ est positive.
(ii) Stabilité globale : l’estimation de u dans tout le domaine Ω avec une borne supérieure de
la norme de la solution est connue.
Plusieurs auteurs s’intéressent à développer des méthodes numériques permettant d’approcher
la solution du problème de Cauchy. Plusieurs travaux théoriques et numériques ont été pro-
posés. Nous pouvons citer par exemple le travail de Aboulaich et al [1], où une méthode de
contrôle optimale a été introduite. Andrieux et al ont posé une fonctionnelle de type énergie
pour la résolution du problème de Cauchy [8]. Marin et al ont présenté une méthode BEM
(Boundary Element Method) itérative qui construit des approximations de la solution du pro-
blème de Cauchy par la résolution successive des problèmes bien posés. Ils présentent aussi
une méthode BEM couplée à une méthode de décomposition en valeurs singulières (SVD) ou
à la méthode de Lanweber. Ces méthodes sont appliquées à l’équation de Helmholtz et au
problème d’élasticité linéaire [51, 52, 53, 54]. Pour la résolution du problème de Cauchy dans
[62], Reinhardt et al ont utilisé la méthode de régularisation de Tikhonov couplée avec la mé-
thode de gradient conjugué. Kozlov et al proposent l’algorithme de Kozlov pour la résolution
dans le cas de l’opérateur de Helmholtz [39].
Données compatibles et séparation de deux sous-problèmes. Soit Ω un domaine ouvert
borné de Rd (d=2 ou 3). On divise son bord, noté ∂Ω, en deux parties non vides et disjointes
Γi et Γc tel que :

∂Ω = Γi ∪ Γc et Γi ∩ Γc = ∅
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Γc est une partie accessible où des mesures surabondantes sont disponibles et Γi est une partie
inaccessible. Le problème de Cauchy est le suivant : chercher u ∈ H1(Ω) tel que :

div(k∇u) = 0, dans Ω,

u = f, sur Γc,

k∇u.n = φ, sur Γc.

(1.7)

où φ est un flux imposé sur Γc et appartient à l’espace H−1/2(Γc). f est un champ de potentiel
mesuré sur la même partie et appartient à H1/2(Γc). Les données f et φ sont appelées les
données de Cauchy. k ∈ L∞(Ω), tel que k > 0, est un coefficient de conductivité et n est la
normale extérieure au domaine.
On dit que les données (f, φ) sont compatibles, si elles appartiennent à l’espace qui suit :

D = {(ϕ, ψ) ∈ H1/2(Γc)×H−1/2(Γc), ∃ u ∈ H1(Ω) tel que ∆u = 0 dans Ω et (u|Γc , k∇u.n|Γc) = (ϕ, ψ)}
(1.8)

Dans ce cas, la question de complétion des données est de trouver (ηc, τc) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi)
tel que : 

div(k∇u) = 0, dans Ω,

u = f, k∇u.n = φ, sur Γc,

u = τc, k∇u.n = ηc, sur Γi.

(1.9)

Une idée introduite dans certaines procédures de résolution [6, 1, 17] consiste à diviser (1.9)
en deux sous problèmes directs bien posés, présentés comme suit :

(SP1)


div (k∇u1) = 0, dans Ω,

u1 = f, sur Γc,

k∇u1.n = η, sur Γi.

(SP2)


div (k∇u2) = 0, dans Ω,

u2 = τ, sur Γi,

k∇u2.n = φ, sur Γc.

(1.10)

Ces deux systèmes sont généralement distincts pour des valeurs quelconques de η et τ . Mais,
les deux solutions coincident dès que η = ηc et τ = τc. Dans ce cas, l’unique solution du
problème de Cauchy u vérifie : u = u1 = u2.

1.2.1 Minimisation d’une fonctionnelle de type energie

Dans un papier de Andrieux et al [6], on trouve une méthode de résolution de problème de
Cauchy basée sur la minimisation d’une fonctionnelle de type énergie en utilisant un algorithme
itératif. Le problème inverse est donné par (1.7). Les auteurs exploitent les problèmes (SP1)
et (SP2) de (1.10), pour résoudre le problème de minimisation suivant :

Trouver (ηN , τN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi) tel que (ηN , τN) = arg min
η,τ

E(η, τ)
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avec la fonctionnelle de type énergie :

E(η, τ) =
∫

Ω
(k(x)∇u1 − k(x)∇u2)(∇u1 −∇u2) dΩ

En appliquant la formule de Green, l’expression de la fonctionnelle peut être exprimée par une
intégrale uniquement sur le bord :

E(η, τ) =
∫

Γi

(η − k(x)∇u2)(u1 − τ) +
∫

Γc

(k(x)∇u1 − φ)(f − u2) dΓi

Cette méthode se compare avec la méthode introduite par Kozlov et al [45] :

Algorithme

1. On fixe η0, la première approximation u0 est obtenue par la résolution du problème
(1.10) avec η = η0.
Pour j ≥ 1 on construit une suite décrite comme suit :

2. u2j+1 est caractérisé par :
u2j+1 = u2(τ 2j+1)⇔ τ 2j+1 = argmin E(η2j, τ) avec η2j = ∇u2j.n|Γi

.

3. u2j+2 est solution de :
u2j+2 = u1(η2j+2)⇔ η2j+2 = argmin E(η, τ 2j+1) avec τ 2j+1 = u2j+1

|Γi
.

4. On répète les étapes 2 et 3 jusqu’à ce qu’ un critère d’arrêt sera satisfait.

Au cours de la procédure de minimisation, les auteurs ont besoin d’évaluer la différentielle de
E par rappot à η et τ . Ils l’ont calculé en utilisant la méthode de l’état adjoint.

Proposition 1.2.1 [6]
Pour tout (ψ, h) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi), les dérivées partielles de E sont les suivantes :

∂E(η, τ)
∂η

.ψ = −
∫

Γi

2v1ψ,

∂E(η, τ)
∂τ

.h = −
∫

Γi

2(η − k∇u2.n− k∇v2.n−)h.

avec v1 et v2 sont les solutions de deux problèmes adjoints :
div (k∇v1) = 0, dans Ω,

v1 = 0, sur Γc,

k∇v1.n = k∇u2.n− η, sur Γi.


div (k∇v2) = 0, dans Ω,

v2 = 0, sur Γi,

k∇v2.n = k∇u1.n− φ, sur Γc.

(1.11)

1.2.2 Approche par jeux de Nash

La théorie des jeux est l’étude mathématique de la stratégie et des conflits, dans laquelle le
succès d’un décideur à faire des choix dépend du choix des autres. Elle a été initialement déve-
loppée en économie pour comprendre une grande collection de comportements économiques,
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y compris les comportements d’entreprises, les marchés et les consommateurs. Elle est ensuite
étendue à des domaines plus vastes où les décideurs traitent des systèmes régis par des équa-
tions différentielles ordinaires, appelées jeux différentiels. Sur ce dernier, on peut citer le travail
de Isaacs [37]. Récemment, certains auteurs ont formulé dans un cadre théorique du jeu des
problèmes d’ingénierie avec objectifs antagonistes et des décideurs. Par exemple, Leòn et al
[47] pour l’aérodynamique. Habbal et al [33] pour la conception de la topologie structurelle et
Habbal et Kallel [32] pour les problèmes de complétion des données manquantes. Dans [32],
les auteurs utilisent l’approche de jeux de Nash pour la résolution du problème de complétion
des données.
Soit le problème de Cauchy (1.7). La condition de Neumann φ est le flux appliqué sur Γc et la
condition de Dirichlet f est le potentiel mesuré. Le couple (f, φ) sont les données de Cauchy
dans H1/2(Γc)×H−1/2(Γc) et le champ inconnu u dans H1(Ω) est la solution de Cauchy.
Supposons que les données (f, φ) sont compatibles (1.8), la question de complétion des données
est de trouver (τN , ηN) ∈ H1/2(Γi)×H−1/2(Γi) qui vérifient (1.9). Les auteurs décomposent la
solution u en deux fonctions u1 et u2 solutions de (1.10). u1 est la solution du problème direct
(SP1) dans lequel ils utilisent la donnée de Cauchy f sur Γc et un flux quelconque η sur Γi.
Pour la deuxième solution u2, ils utilisent la donnée surabondante φ sur Γc et un potentiel
quelconque τ sur Γi. η et τ sont appelées deux variables stratégiques.
Pour la résolution de ce problème inverse, les auteurs présentent l’approche de jeu de Nash,
qui est un jeu non coopératif et traitent les problèmes d’optimisation multicritère. Pour cela,
ils introduisent les deux fonctionnelles coût : pour tout η ∈ H−1/2(Γi) et τ ∈ H1/2(Γi)

J1(η, τ) = 1
2 || k∇(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (1.12)

J2(η, τ) = 1
2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (1.13)

Le jeu est composé de deux joueurs. Ils communiquent entre eux de façon compétitive. Le
premier joueur contrôle la variable η qui appartient à l’espace H−1/2(Γi) et le deuxième joueur
contrôle la variable τ qui appartient à H1/2(Γi).
Les deux fonctionnelles sont composées d’un écart en Neumann || k∇(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) qui
dépend de la variable stratégique η et un écart en Dirichlet || u2 − f ||2H1/2(Γc) qui dépend de
la variable stratégique τ . Le terme || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) est un terme de couplage entre les deux
fonctionnelles, qui représente un terme de régularisation introduit dans le cadre du jeu pour
minimiser l’écart entre u1 et u2. En fait, la minimisation de J1 selon η est effectuée avec u2

fixé et inversement pour J2 selon τ avec u1 fixé.
La solution de ce problème inverse est un équilibre de Nash défini comme suit :

Définition 1.2.1
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Une paire (ηN , τN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi) est dite un équilibre de Nash si :J1(ηN , τN) ≤ J1(η, τN), ∀η ∈ H−1/2(Γi),

J2(ηN , τN) ≤ J2(ηN , τ), ∀τ ∈ H1/2(Γi).
(1.14)

Les auteurs ont montré dans l’article [32] l’existence et l’unicité de cet équilibre. Quand les
données de Cauchy sont compatibles, l’équilibre trouvé correspond exactement aux données
manquantes du problème de Cauchy. Le choix des fonctionnelles et la structure séparable du
jeu sont indispensables pour la preuve, par le fait que l’écart en Neumann dans J1 dépend
uniquement de η et l’écart en Dirichlet dans J2 dépend uniquement de τ . Rappelons dans ce
cas les caractéristiques des fonctionnelles :

Proposition 1.2.2 [32]
L’application η → J1(η, τ) (respectivement τ → J2(η, τ) ) est quadratique et fortement convexe
dans H−1/2(Γi) (respectivement H1/2(Γi)) dans le sens où :

∀ψ ∈ H−1/2(Γi), d2
ηηJ1(η, τ)(ψ, ψ) ≥ c′ || ψ ||2H−1/2(Γi), avec c′ > 0

et

∀ξ ∈ H1/2(Γi), d2
ττJ2(η, τ)(ξ, ξ) ≥ c || ξ ||2H1/2(Γi), avec c > 0

Dans la suite, un théorème est présenté qui indique que le jeu de Nash est bien défini :

Proposition 1.2.3 [32]
Considérons le jeu de Nash défini par (1.12), (1.13) et (1.14) :
i) Il existe toujours un unique équilibre de Nash (ηN , τN) ∈ H−1/2(Γi) × H1/2(Γi), il est aussi
le minimiseur de la fonctionnelle L(η, τ), qui est donnée par :

L(η, τ) = 1
2 || k∇u1.n− φ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1
2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (1.15)

ii) Si le problème de Cauchy a une solution u, alors u1(ηN) = u2(τN) = u et (ηN , τN) sont les
données manquantes, tel que ηN = ∇u.n|Γi

et τN = u|Γi
.

D’après le théorème de Nash [32], l’existence de l’équilibre de Nash a été prouvé grâce à
l’ellipticité partielle de J1 et J2 par rapport à η et τ respectivement. Cette propriété permet de
limiter la recherche de l’équilibre de Nash à des sous-ensembles bornés des espaces de stratégie,
ce qui reste cohérent avec les résultats classiques de la stabilité conditionnelle du problème de
Cauchy [4]. La stricte convexité de la fonctionnelle L (1.15) assure l’unicité de l’équilibre. Par
contre, L n’est pas elliptique par rapport aux variables, ce qui montre l’importance du choix
des coûts J1 et J2 et la structure séparable du jeu.
Stabilité de l’approche de jeu de Nash. Vu le caractère mal posé du problème de Cauchy,
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un point important que les auteurs ont étudié est la stabilité de la solution vis à vis des faibles
perturbations des données. Ils considèrent alors le cas des données bruitées. Ils prennent une
famille des données (f δ, φδ) ∈ H1/2(Γc)×H−1/2(Γc) non nécessairement compatibles tel que :

|| f δ − f ||2H1/2(Γc) + || φδ − φ ||2H−1/2(Γc)≤ δ2. (1.16)

Pour (η, τ) ∈ H−1/2(Γi) × H1/2(Γi), les champs uδ1(η) et uδ2(τ) sont solutions des problèmes
respectifs :

(SP1)


div (k∇(uδ1)) = 0, dans Ω,

uδ1 = f δ, sur Γc,

k∇(uδ1).n = η, sur Γi.

(SP2)


div (k∇(uδ2)) = 0, dans Ω,

uδ2 = τ, sur Γi,

k∇(uδ2).n = φδ, sur Γc.

(1.17)

Ils définissent les fonctionnelles coûts associées :

Jδ1 (η, τ) = 1
2 || k∇(uδ1).n− φδ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u
δ
1 − uδ2 ||2H1/2(Γi), (1.18)

Jδ2 (η, τ) = 1
2 || u

δ
2 − f δ ||2H1/2(Γc) +1

2 || u
δ
1 − uδ2 ||2H1/2(Γi) . (1.19)

Les fonctions Jδ1 et Jδ2 ont les mêmes propriétés que J1 et J2. Il existe un unique équilibre de
Nash correspondant (ηδN , τ δN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi). Le théorème suivant présente un résultat
de robustesse.

Théoréme 1.2.1
Supposons qu’il existe une unique solution du problème de Cauchy u pour une paire de données
(f, φ) ∈ H1/2(Γc) × H−1/2(Γc) compatibles. Soit (f δ, φδ) ∈ H1/2(Γc) × H−1/2(Γc) une suite de
données bruitées telle que

|| f δ − f ||2H1/2(Γc) + || φδ − φ ||2H−1/2(Γc)≤ δ2.

Ensuite, le jeu de Nash correspond aux coûts Jδ1 et Jδ2 définis par (1.18)-(1.19) a un unique
équilibre de Nash (ηδN , τ δN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi) qui converge fortement, lorsque δ tend vers
zéro, vers les données de Cauchy manquantes (k∇u.n|Γi

, u|Γi
). En outre, les solutions des

problèmes (1.17), uδ1 et uδ2, convergent fortement dans H1(Ω) vers la solution du problème de
Cauchy u.

Dans la littérature, diverses méthodes de régularisation ont été exploitées [62, 26, 23, 11, 18].
Le principe de cette méthode consiste à commuer le problème mal posé par une suite de
problèmes bien posés dont la suite des solutions converge vers la solution du problème inverse
original.

Rabeb CHAMEKH 11



1.2. Complétion des données

1.2.3 Méthode de régularisation de Tikhonov

La régularisation de Tikhonov est la procédure la plus utilisée pour la résolution des problèmes
inverses. Elle a été présentée par le mathématicien russe Andréi Nicolaievitch Tikhonov [55].
Cette procédure consiste à approcher la solution le mieux possible en utilisant une fonction-
nelle de moindre carré à laquelle un terme régularisant est ajouté. Dans ce cas, il faut chercher
le coefficient de régularisation optimal multiplié à ce terme, afin de ne pas trop perturber la
solution du problème de Cauchy.
Dans un article de Cimitière et al [23], une procédure déduite de la régularisation de Tikhonov
a été exploitée pour la résolution du problème de Cauchy. Cette procédure est basée sur la
résolution successive de problèmes bien posés. Nous donnons un peu plus de détail ci-après :
Le problème inverse considéré dans l’article est pour l’opérateur de Laplace. Le problème de
Cauchy est présenté par (1.7) avec une conductivité k = 1. Soit ϕc = (f, φ) les données de
Cauchy sur Γc.
L’idée présentée dans l’article [23] est de reconstruire une fonction harmonique u qui corres-
pond aux données prescrites sur Γc. La solution appartient alors à l’espace :

H(Ω) := {v ∈ H1(Ω),∆v = 0 dans Ω}.

On définit aussi l’espace H(∂Ω), espace des couples compatibles (v|∂Ω,∇v.n|∂Ω), où v ∈ H(Ω) :

H(∂Ω) := {ϕ = (ρ, ψ) ∈ H1/2(∂Ω)×H−1/2(∂Ω);∃v ∈ H(Ω) tel que v|∂Ω = ρ et ∇v.n|∂Ω = ψ}.

Les auteurs prouvent que cet espace est un sous espace fermé de H1/2(∂Ω)×H−1/2(∂Ω). Il est
donc un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

< ϕ,ϕ′ >∂Ω=< ρ, ρ′ > 1
2 ,∂Ω + < ψ,ψ′ >−1

2 ,∂Ω où ϕ = (ρ, ψ) et ϕ′ = (ρ′, ψ′)

Le problème de complétion des données est le suivant :

Trouver u ∈ H(∂Ω) tel que u = ϕc sur Γc (1.20)

L’idée de la résolution consiste à considérer un problème de moindres carrés. L’originalité
de cette approche est d’utiliser des données entachées d’erreurs. Elles sont utilisées pour la
recherche d’une fonction harmonique qui est la plus proche de ces données sur Γc.
Si ϕc est une paire de données compatibles, alors le problème (1.20) admet une solution unique,
grâce au théorème de Holmgreen [24], mais elle ne dépend pas continûment des données. Si les
données ne sont pas compatibles, la solution n’existe plus. D’après [14], l’ensemble des données
compatibles est dense dans l’ensemble de toutes les données. Alors, on peut s’approcher de
ces données sur Γc par des données compatibles. Afin de transformer le problème de moindres
carrés en un problème bien posé, les auteurs définissent une mesure ϕ ∈ H(∂Ω), appelée
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gabarit, qui impose à la solution u de rester dans son voisinage. Ils introduisent un terme de
contrôle dans la fonctionnelle. Le problème d’optimisation est le suivant :Trouver u ∈ H(∂Ω) tel que Jc(u) ≤ Jc(v) ∀v ∈ H(∂Ω)

avec Jc(v) =|| v − ϕc ||2Γc
+c || v − ϕ ||2∂Ω .

(1.21)

Le coefficient de pondération positif c est essentiel pour rendre le problème de moindre carré
un problème bien posé. Son rôle peut également être vu comme un équilibre de la confiance
accordée au patron ϕ, par rapport à celle accordée aux données ϕc. Les auteurs prouvent dans
[23] que (1.21) admet une unique solution.
L’objectif est de chercher le couple ϕ = (ρ, ψ) dans H(∂Ω) qui étend (f, φ) sur toute la
frontière. Pour cela, les auteurs présentent l’opérateur T suivant :

T : H(∂Ω)→ H(∂Ω)
ϕ 7→ uϕ

avec uϕ est la solution du problème (1.21) associée à (ϕc, ϕ). Ils ont prouvé aussi que si les
données ϕc = (f, φ) sont compatibles, alors T admet un unique point fixe, qui est l’unique
extension de ces données sur tout le bord. Ils ont proposé le processus suivant :

— Initialisation : choisir u0 ∈ H(∂Ω)

— Itération : étant donnée uk ∈ H(∂Ω), résoudre le problème (1.21) associée aux données
(ϕc, uk) pour calculer uk+1 = T (uk) ∈ H(∂Ω).

Dans l’article, une étude numérique a été effectuée pour prouver l’efficacité de la méthode.

1.3 Identification des paramètres

Le problème d’identification des paramètres, distribués dans un modèle décrit par des équa-
tions aux dérivées partielles, est un problème inverse qui consiste à déterminer un ou plusieurs
paramètres d’un modèle en connaissant des mesures expérimentales. Dans la littérature, plu-
sieurs auteurs ont étudié ce problème pour différents cas. Dans un article de Nachmann et al
[56], les auteurs ont considéré le problème de la récupération de la conductivité d’un objet à
partir de la connaissance du champ de densité du courant à l’intérieur du domaine. Pour cela,
ils proposent une procédure de reconstruction itérative où ils montrent son efficacité par des
expériences numériques.
Brown a présenté dans [15] une autre méthode pour l’identification de conductivité. Il donne
une formulation de sa valeur sur le bord du domaine en utilisant l’application "Dirichlet-to-
Neumann". Dans des travaux plus anciens de Kohn et al [42, 43], des résultats sont présentés
concernant la determination de la valeur de conductivité à l’interieur du domaine à partir des
mesures sur le bord.
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Les matériaux élastiques sont caractérisés par deux paramètres de Lamé. Plusieurs auteurs ont
étudié le problème inverse d’identification de ces paramètres. Par exemple, Akamatsu et al ont
présenté dans l’article [3] une formule pour le calcul des dérivées des paramètres de Lamé dans
un matériau élastique isotrope non homogène à partir de l’application "Dirichlet-to-Neumann".
Khan et al ont proposé une méthode itérative utilisée pour la récupération des paramètres
de Lamé en élasticité linéaire. Le principe est basé sur la minimisation des moindres carrés
régularisées [28].
Le problème d’identifiabilité des paramètres était toujours un obstacle pour la reconstruction
de ces valeurs. Ce problème consiste à choisir les conditions qui assurent l’unique identification
des paramètres. Plusieurs travaux sont confrontés à ce problème. On peut citer l’article de Gut-
man et al [30] où ils présentent un théorème qui prouve l’identifiabilité de la conductivité dans
un domaine non homogène à partir de nombreuses observations en des points équidistants.
De même, Nachman et al ont introduit dans l’article [57] un résultat qui montre l’unicité de
la conductivité à partir de la connaissance d’une densité de courant à l’intérieur du domaine.
Concernant les matériaux élastiques, il existe plusieurs travaux qui traitent ce sujet comme
l’article de Nakamura et al [58] où les auteurs utilisent l’application "Dirichlet-to-Neumann"
pour la preuve d’identifiabilité. Dans un article de Zhongyan Lin [48], une preuve d’identifia-
bilité des paramètres de Lamé est présentée en utilisant deux mesures sur le bord. L’auteur
utilise une configuration particulière comme la forme du domaine utilisée et les conditions
imposées sur le bord.

1.3.1 Identifiabilité des paramètres de Lamé en utilisant deux me-
sures sur le bord

La plupart des auteurs utilisent un ensemble des mesures sur le bord pour prouver l’identi-
fiabilité des paramètres. Zhongyan Lin a présenté un cas particlulier dans [48], où il introduit
un théorème d’unicité des parmètres de Lamé dans un matériau élastique en utilisant deux
mesures sur le bord.
Dans l’article, le domaine utilisé est le disque unité élastique isotrope, caractérisé par deux
paramètres de Lamé λ et µ. Grâce à la géomètrie, Lin a utilisé les coordonnées sphériques
(r, θ, ϕ). Les deux composantes du champ de déplacement sont notées u et v.
Si on note σ le tenseur des contraintes, les relations entre les déplacements et les contraintes
sont données par la loi de Hooke :

σrr = λU + 2µ∂u
∂r
,

σϕϕ = λU + 2µ(1
r

∂v

∂ϕ
+ u

r
),

σθθ = λU + 2µ(u
r

+ cotϕ

r
v),
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σrϕ = µ(1
r

∂u

∂ϕ
+ ∂v

∂r
− v

r
),

Avec
U = ∂u

∂r
+ 2µ

r
+ 1
r

∂v

∂ϕ
+ cotϕ

r
v.

Lin a introduit l’ensemble des données sur le bord du disque {u(1, ϕ), v(1, ϕ), σrr(1, ϕ), σrϕ(1, ϕ)}
qui représente le déplacement normal, le déplacement tangentiel, la contrainte normale et la
contrainte tangentielle.
Avant d’énoncer les résultats principaux de l’article, l’ensemble des paramètres admissibles est
présenté :

H = {(λ, µ) / λ ∈ C[0, 1], µ ∈ C2[0, 1], µ > 0, 3λ+ 2µ > 0}

Il a noté {Pn(x)}∞0 l’ensemble des polynomes de Legendre avec la notation

(f, g)w :=
∫ ϕ

0
f(ϕ)g(ϕ)sin(ϕ)dϕ.

Le théorème d’identifiabilité est le suivant :

Théoréme 1.3.1 [48]
i) Si on a les données sur le bord {u(1, ϕ), v(1, ϕ), σrr(1, ϕ), σrϕ(1, ϕ)}, 0 ≤ ϕ ≤ π } qui
satisfait :

La contrainte normale σrr(1, ϕ) = 0 ou la contrainte tangentielle σrϕ(1, ϕ) = 0

et ∑
n∈M

1
n

=∞ (1.22)

avec M := {n ∈ N; | (u(1, ϕ), Pn(cosϕ))w | + | (v(1, ϕ), d
dφ
Pn(cosϕ))w |6= 0}.

Alors on peut déterminer µ(1) de façon unique.
ii) Si en plus des données dans (i), soit une deuxième mesure sur le bord {u(1, ϕ), v(1, ϕ), σrr(1, ϕ),
σrϕ(1, ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π} qui satisfait :

σrr(1, ϕ) + 2µ(1)(∂v(1, ϕ)
∂ϕ

+ cotϕv(1, ϕ)) = 0

ou
σrϕ(1, ϕ) = 2µ(1)∂u(1, ϕ)

∂ϕ

et ∑
n∈M

1
n

=∞.

donc on peut déterminer uniquement λ(r) et µ(r), ∀r ∈ [0, 1].
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1.4. Conclusion

Le théorème décrit un processus permettant de déterminer les coefficients de Lamé :
Dans la première partie (i) : l’auteur utilise une seule mesure sur la moitié supérieure du
bord du domaine pour prouver l’unicité de µ(1), c’est à dire, l’unicité de µ sur la frontière du
domaine.
Dans la deuxième partie (ii) : après détermination de µ(1), une deuxième mesure a été ajoutée
sur tout le bord afin de prouver l’identifiabilité des deux paramètres dans le disque.
La condition (1.22) est vérifiée, si u(1, ϕ) ou v(1, ϕ) est une fonction linéaire par morceaux et
n’est pas constante par rapport à ϕ.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé le problème de complétion des données et le problème
d’identification des paramètres. Il s’agit de deux problèmes inverses mal posé où plusieurs
travaux sont rencontrés dans la littérature afin de développer des méthodes de résolution. Le
problème de couplage de complétion des données et identification des paramètres n’a pas été
considéré auparavant par aucune approche. Dans les chapitres qui suivent, nous allons utiliser
l’approche de jeux de Nash pour la résolution de ce problème de couplage.
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Chapitre 2

Problème de couplage entre la
complétion des données et
l’identification de conductivité en
Électrocardiographie

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous aborderons le problème de couplage entre la complétion des données
et l’identification du paramètre de conductivité dans un problème de Cauchy elliptique. Ce
travail est publié dans "Mathematical Modelling of Natural Phenomena" [19]. Le problème de
complétion des données a fait l’objet de plusieurs travaux. Diverses méthodes ont été proposées
comme la méthode de contrôle optimal [1], minimisation d’une fonctionnelle de type énergie [8]
et un algorithme alternatif présenté par Kozlov et al [45]. Dans les articles de Habbal et Kallel
[31, 32], une approche par jeux de Nash est utilisée pour résoudre le problème de Cauchy. En
outre, les auteurs comparent l’algorithme de jeu de Nash à une méthode de type contrôle et
prouvent son efficacité. Dans un autre article [40], l’approche de jeu de Nash est utilisée pour
résoudre le problème de désocclusion d’image (inpainting) en tant qu’un problème de Cauchy
non linéaire.
Le problème d’identification du paramètre de conductivité a également été étudié dans plu-
sieurs articles. On peut citer le travail de Brown [15] qui donne une formulation pour récupérer
la conductivité en utilisant l’application "Dirichlet-to-Neumann" et le travail de Nachmann et
al [56] dans lequel les auteurs utilisent un champ de densité de courant à l’intérieur du do-
maine.
Dans ce travail, notre but principal consiste à coupler les deux problèmes inverses : nous visons
à identifier simultanément les données manquantes sur une partie inaccessible du bord et la
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2.2. Problème inverse de couplage de complétion des données et identification de conductivité

valeur du conductivité dans le domaine à partir des données mesurées sur un bord accessible
aux mesures. Nous allons introduire une méthode originale basée sur une approche de théorie
des jeux pour résoudre notre problème inverse couplé. Nos expériences numériques ciblent les
applications médicales et en particulier l’électrocardiographie (ECG). Cette dernière consiste
à mesurer l’activité électrique dans le coeur, à partir des électrodes placées sur le thorax, afin
de détecter des problèmes cardiaques. Le thorax contient plusieurs tissus comme les poumons,
les os et la graisse. Chacun se caractérise par une conductivité dont la valeur varie d’un or-
gane à l’autre et varie également d’une personne à l’autre. L’objectif de notre travail est de
reconstruire le potentiel et le flux sur la surface du coeur et la valeur de la conductivité des
différents tissus à partir des mesures effectuées sur la sufrace de thorax.
Dans la section 2, nous avons développé une approche de jeu de Nash pour la résolution du
problème de couplage. Nous avons discuté le problème d’identifiabilité de la conductivité et
nous avons prouvé un théorème d’unicité de ce paramètre. Nous avons consacré la section 3 à
présenter l’algorithme de jeu de Nash et nous avons effectué une étude numérique qui montre
l’efficacité et la robustesse de notre méthode, trois tests sont effectués dans un thorax en 2D
et 3D. Ensuite, nous avons fini par une conclusion.

2.2 Problème inverse de couplage de complétion des
données et identification de conductivité

On considère un domaine Ω ouvert borné de Rd (d=2, 3) . Son bord ∂Ω est divisé en deux
parties non vides et disjointes Γc et Γi tel que :

∂Ω = Γi ∪ Γc et Γi ∩ Γc = ∅.

On rappelle que Γi est la partie du bord inaccessible aux mesures et sur Γc, les données de
Cauchy sont connues. Soit f et φ le potentiel et le flux surabondants et compatibles dans
H1/2(Γc) et H−1/2(Γc) respectivement. Notre but dans ce chapitre est de chercher le potentiel
et le flux sur la partie inaccessible du bord Γi et la conductivité dans le domaine. Le problème
inverse est le suivant : trouver (η, τ, k) ∈ H−1/2(Γi) × H1/2(Γi) × L(Ω) tel qu’il existe un
potentiel u qui satisfait : 

div (k ∇u) = 0, dans Ω,

u = f, sur Γc,

k ∇u.n = φ, sur Γc.

(2.1)

où L(Ω) = {k ∈ L∞(Ω); k ≥ kmin > 0}, avec kmin est une constante positive . Afin de
résoudre notre problème inverse, nous allons appliquer l’approche de jeu de Nash, présentée
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Chapitre 2. Problème de couplage entre la complétion des données et l’identification de conductivité en
Électrocardiographie

dans la section 1.2.2 du premier chapitre.
L’une des questions difficiles à étudier est le problème d’identifiabilité de la conductivité. Elle
a été étudiée dans la littérature par plusieurs auteurs. Dans la suite, on présente un résultat
d’identifiabilité du paramètre de conductivité adapté à notre situation.

2.2.1 Identifiabilité de la conductivité

Le problème de l’identifiabilité de la conductivité revient à chercher les conditions sous lesquels
on est capable de garantir l’unicité de ce paramètre par rapport aux données de Cauchy.
L’identifiabilité de la conductivité trouvée n’est pas toujours garantie [16]. Pour cette raison,
ce problème difficile a été étudié par de nombreux auteurs (voir par exemple [29, 59]). Une
des méthodes pour la prouver consiste à utiliser l’application "Dirichlet to Naumann" définie
comme suit :

Λk : H1/2(∂Ω)→ H−1/2(∂Ω)
u|∂Ω 7→ (k∇u.n)|∂Ω

où k ∈ L(Ω) et u est la solution d’un problème de Dirichlet suivant :div (k ∇u) = 0, dans Ω,

u = f, sur ∂Ω.

Ce qui signifie qu’il faut un nombre infini de mesures sur la frontière. Dans notre travail, nos
expériences numériques ciblent les applications d’électrocardiographie. Le domaine Ω modélise
un thorax, composé de nombreux sous-domaines Ω = ⋃n

j=1 Ωj. On suppose que le bord acces-
sible Γc ⊂ ∂Ω1. La conductivité k du domaine est supposée constante par morceaux, c’est-à-
dire, sur chaque Ωj.

Figure 2.1 – La répartition de la conductivité dans le domaine.

L’identifiabilité de k à l’aide d’une unique mesure sur le bord est donnée par le théorème
suivant :
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2.2. Problème inverse de couplage de complétion des données et identification de conductivité

Théoréme 2.2.1
Soit Ω un domaine tel que Ω = ⋃n

j=1 Ωj, avec 1 < n <∞. Chaque Ωj est caractérisé par une
conductivité constante kj et la valeur de k1 est supposée connue dans Ω1, (voir Figure (2.1)).
Si k(1) et k(2) sont deux conductivités qui vérifient le problème de Cauchy :

div (k(p)∇u(p)) = 0, dans Ω,

u(p) = f, sur Γc,

k(p)∇u(p).n = φ, sur Γc,

avec p = 1, 2 et le potentiel f n’est pas une fonction constante sur Γc, alors k(1)
j = k

(2)
j dans

Ωj, ∀ j.

Preuve

Le domaine Ω s’écrit : Ω = ⋃n
j=1 Ωj, avec 1 < n <∞. Dans le sous-domaine Ω1, la conductivité

k(1) = k(2) = k1. On considère u(p), p ∈ {1, 2}, la solution du problème de Cauchy dans Ω1, il
satisfait l’equation suivante : 

div (k1∇u(p)) = 0, dans Ω1,

u(p) = f, sur Γc,

k1∇u(p).n = φ, sur Γc.

En utilisant le théorème de Holmgreen [24] et la continuité de flux sur le bord de Ω2, noté par
Γ2, on obtient l’égalité du potentiel et de flux sur Γ2 où Γ2 = ∂Ω2 :u

(1) = u(2) = f2,

k1∇u(1).n = k1∇u(2).n = φ2.

Dans Ω2, u(p) vérifie le problème direct suivant :div (k(p)
2 ∇u(p)) = 0, dans Ω2,

u(p) = f2, sur Γ2.

où k(p)
2 , p ∈ {1, 2}, est une constante, alors on peut simplifier d’après l’unicité de la solution

du problème direct et on obtient u(1) = u(2) dans Ω2.
D’après la continuité de flux et les conditions de tranmission sur Γ2, on obtient :

k
(1)
2 ∇u(1).n = k

(2)
2 ∇u(2).n = φ2

Si ∇u(p).n 6= 0, on conclut que k(1)
2 = k

(2)
2 dans Ω2 et on prouve l’identifiabilité.

Si on a ∇u(p).n = 0 sur Γ2, alors up vérifie :div (k(p)
2 ∇u(p)) = 0, dans Ω2,

k
(p)
2 ∇u(p).n = 0, sur Γ2.

20 Rabeb CHAMEKH



Chapitre 2. Problème de couplage entre la complétion des données et l’identification de conductivité en
Électrocardiographie

Le potentiel constant est la solution de ce problème dans Ω2. D’après le théorème de continuité,
on conclut que le potentiel u est constant dans Ω, ce qui est absurde car f est par hypothèse
n’est pas constante sur Γc. La preuve s’étend aux Ωj, j > 2 de la même manière.

2.2.2 Problème de couplage par une formulation de jeu

Nous commençons par définir l’espace admissible Aad des fonctions de conductivités recher-
chées :

Aad = {k est constante par morceaux, tel que kmin ≤ k ≤ kmax dans Ω et k = k1 dans Ω1},

où les deux bornes inférieure et supérieure des valeurs de conductivités kmin et kmax, res-
pectivement, sont des constantes positives. On suppose que les données de Cauchy f et φ
appartiennent à H1/2(Γc)×H−1/2(Γc). Dans cette partie, on suppose que le jeu est composé de
trois joueurs. Chacun a comme objectif la minimisation d’un critère et ils communiquent entre
eux afin de converger vers un équilibre qui représente la solution du problème inverse. Dans ce
cas, on définit trois sous-problèmes directs bien posés, dont les solutions sont respectivement
u1 := u1(η, k), u2 := u2(τ, k) et u3 := u3(τ, k) :

(SP1)


div (k∇u1) = 0, dans Ω,

u1 = f, sur Γc,

k∇u1.n = η, sur Γi.

(SP2)


div (k∇u2) = 0, dans Ω,

u2 = τ, sur Γi,

k∇u2.n = φ, sur Γc.

(SP3)


div (k∇u3) = 0, dans Ω,

u3 = τ, sur Γi,

u3 = f, sur Γc.
(2.2)

On définit une fonctionnelle coût pour chaque joueur. Pour la complétion des données, on
utilise les mêmes fonctions J1 (1.12) et J2 (1.13), présentées dans la section 1.2.2 du premier
chapitre, et on accorde au troisième joueur une fonction J3 de Kohn-Vogelius. Les trois coûts
sont les suivants :

J1(η, τ, k) = ν1

2 || k∇(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) +1
2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (2.3)

J2(η, τ, k) = ν2

2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1
2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (2.4)

J3(η, τ, k) =||
√
k∇(βu1 + (1− β)u2 − u3) ||2L2(Ω) (2.5)

ν1 et ν2 sont des poids spécifiques à chaque fonction coût et β ∈ [0, 1] est un poid de la
fonctionnelle J3 dédié à prendre en compte une combinaison convexe des solutions de (SP1)
et (SP2). En pratique, nous avons choisi ν1 = ν2 = 1 et nous avons essayé plusieurs valeurs
pour β afin d’observer l’effet d’utiliser les deux informations provonant de u1 et u2.
Pour la complétion des données, les deux premiers joueurs contrôlent le potentiel τ et le flux η
et ils jouent un jeu de Nash pour minimiser l’écart de Neumann || k∇(u1).n−φ ||H−1/2(Γc) contre
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l’écart de Dirichlet || u2 − f ||H1/2(Γc). Le terme de couplage en commun est la différence entre
u1 et u2 sur Γi, qui représente un terme de régularisation. Pour l’identification de conductivité,
le paramètre k est utilisé pour minimiser la fonctionnelle de Kohn-Vogelius J3 à laquelle on
ajoute un terme de régularisation de type Tikhonov au cours des itérations et il sera contrôlé
par le troisième joueur.
L’état d’équilibre souhaité est atteint lorsqu’aucun joueur ne peut améliorer son propre critère :

Définition 2.2.1
Un triplet (ηN , τN , kN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi)× Aad est un équilibre de Nash pour le jeu des
trois joueurs si : 

J1(ηN , τN , kN) ≤ J1(η, τN , kN), ∀η ∈ H−1/2(Γi),

J2(ηN , τN , kN) ≤ J2(ηN , τ, kN), ∀τ ∈ H1/2(Γi),

J3(ηN , τN , kN) ≤ J3(ηN , τN , k), ∀k ∈ Aad.

(2.6)

Dans [32], Habbal et Kallel abordent le problème de l’existence de l’équilibre de Nash pour
le problème de complétion des données dans le cas où la conductivité k est fixée et connue.
Ils ont prouvé l’ellipticité partielle des fonctionnelles J1 et J2 et ils ont appliqué le théorème
de Nash. Cela assure l’existence de l’équilibre de Nash à l’étape de la complétion des données
de notre algorithme (étape 1 de l’algorithme 1). Le problème d’existence d’un triplet de Nash
n’est pas facile à prouver. Le problème d’identification de conductivité seul est assez difficile
quand on a une seule donnée de Cauchy (f, φ) sur le bord [29, 42].

2.3 Procédure numérique

Nous présentons maintenant un algorithme dédié au calcul de l’équilibre de Nash, solution du
problème de couplage de complétion des données et identification de conductivité. La méthode
de gradient à pas fixe est utilisée pour résoudre les problèmes d’optimisation partielle de J1

et J2 et un algorithme de Newton est utilisé pour minimiser la fonctionnelle J3. L’algorithme
de jeu de Nash est fourni dans Algorithme 1 suivant :

Algorithm 1 Calcul de l’équilibre de Nash (ηN , τN , kN ) du jeu de couplage de complétion des données et identification de
paramètre de conductivité.

Les paramètres utilisés :

0 ≤ t < 1 : paramètre de relaxation

α > 0 : paramètre de regularization

ρ > 0 et ε > 0 : tolérances d’arrêt
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Les initialisations :

Soit p = 0 et Mp = (ηp, τ p) une estimation initiale

Soit q = 0 et kq une estimation initiale

Étape 1 Calculer (ηp+1, τ p+1), solution de

1. Calculer ηp, solution de min
η
J1(η, τ p, kq) et évaluer ηp+1 = tηp + (1− t)ηp.

2. Calculer τ p, solution de min
τ
J2(ηp, τ, kq) et évaluer τ p+1 = tτ p + (1− t)τ p.

3. Soit Mp+1 = (ηp+1, τ p+1).
Retourner à 1 jusqu’à ce que la suite Mp converge. Comme un critère d’arrêt, on
utilise :

||Mp+1 −Mp ||≤ ε.

Étape 2 Calculer kq+1, solution de

min
k
J3(ηp+1, τ p+1, k) + α

2 || k − k
q ||2L2(Ω),

Étape 3 Calculer || u2 − f ||L2(Γc).
Retourner à Étape 1 si || u2 − f ||L2(Γc)> ρ.

On suppose que les mesures sont bruitées et on note par σ le niveau de bruit. Le paramètre
de relaxation t dans la boucle d’optimisation est utilisé pour accélérer la convergence [32].
L’algorithme comporte deux boucles, une boucle principale et une secondaire. La boucle se-
condaire notée (étape 1) dans l’algorithme 1 sert à l’optimisation du problème de complétion
des données à partir des valeurs de conductivités fixées. L’étape 2 dans l’algrithme concerne
l’optimisation des conductivités en minimisant la fonctionnelle J3 en utilisant la solution opti-
male de complétion des données obtenue à l’étape1. Le critère d’arrêt global de l’algorithme est
|| u2−f ||L2(Γc)≤ ρ où ρ dépend du taux de bruit σ (ρ = ρ(σ) = aσ+b où les coefficients a et b
sont ajustés expérientalement, voir [32, 2]). Remarquons que , dans Algorithme 1, ci-dessus, à
l’étape 1, les joueurs J1 et J2 jouent quelques itérations d’un sous-jeu de préconditionnement
de Nash, ensuite, ils envoient leurs stratégies optimales au troisième joueur J3. Dans un algo-
rithme de Nash classique, chacun des trois joueurs minimise en parallèle son propre coût, sans
l’étape de préconditionnement. En effet, bien que cela puisse ressembler à une sorte de jeu de
Stackelberg. Ce n’est pas le cas, car le troisième joueur n’utilise pas les réponses optimales
ηopt(k), τ opt(k) des joueurs J1 et J2. D’après nos expériences, ça serait trop coûteux à déter-
miner. Plus précisément, le joueur J3 ne résout pas le problème : min

k
J3(ηopt(k), τ opt(k), k).

Afin de résoudre les problèmes de minimisation, nous devons calculer le gradient des coûts
∇ηJ1, ∇τJ2 et ∇kJ3, ainsi que la dérivée seconde de J3. Pour cela, on utilise la méthode de
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l’état adjoint. Pour simplifier le calcul des dérivées de J3, on choisit dans la suite le coefficient
β égal à 0.

Proposition 2.3.1
Nous avons les dérivées partielles suivantes de J1 et J2 par rapport à η et τ :



∂J1

∂η
.ξ = −

∫
Γi

λ1ξ dΓi, ∀ξ ∈ H−1/2(Γi)

avec λ1 ∈ W1 = {v ∈ H1(Ω) tel que v|Γc = 0}, solution du problème adjoint :∫
Ω
k∇λ1∇γ = −

∫
Γc

(k∇u1.n− φ)k∇γ.n dΓc −
∫

Γi

(u1 − τ)γ dΓi, ∀γ ∈ W1



∂J2

∂τ
.h =

∫
Γi

(k∇λ2.n− (u1 − τ))h dΓi, ∀h ∈ H1/2(Γi)

avec λ2 ∈ H1(Ω) solution du problème adjoint :
div (k∇λ2) = 0 dans Ω,

λ2 = 0 sur Γi,

k∇λ2.n = f − u2 sur Γc.

Pour la résolution du problème de minimisation de J3 (étape 2), on utilise l’algorithme de
Newton. Pour cela, nous devons évaluer les dérivées premières et secondes de J3 par rapport
à la conductivité.

Proposition 2.3.2
On suppose que Ω = ⋃n

j=1 Ωj et la conductivité k = kj dans Ωj. On définit les espaces
H1

0,Γi
(Ω) = {v ∈ H1(Ω) tel que v|Γi

= 0} et H1
0(Ω) = {v ∈ H1(Ω) tel que v|∂Ω = 0}. Les

dérivées sont les suivantes :

i) ∂J3

∂kj
.ϕ =

∫
Ωj

| ∇(u2 − u3) |2 ϕ dΩ +
∫

Ωj

∇u2∇v2 ϕ dΩ +
∫

Ωj

∇u3∇v3 ϕ dΩ, ∀ϕ ∈ L(Ω)

tel que v2 ∈ H1
0,Γi

(Ω) et v3 ∈ H1
0(Ω) sont solutions des problèmes adjoints suivants :



∫
Ω
k∇v2∇γ2 = −

∫
Ω

2k∇(u2 − u3)∇γ2 dΩ, ∀γ2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

and∫
Ω
k∇v3∇γ3 =

∫
Ω

2k∇(u2 − u3)∇γ3 dΩ, ∀γ3 ∈ H1
0(Ω).

ii) ∂2J3

∂ki∂kj
.(ϕ1, ϕ2) =

∫
Ωi

∇γ2∇v2 dΩ +
∫

Ωi

2∇(u2 − u3)∇γ2 ϕ2 dΩ−
∫

Ωi

2∇(u2 − u3)∇γ3 ϕ2 dΩ

+
∫

Ωi

∇u2∇ξ2 ϕ2 dΩ +
∫

Ωi

∇u3∇ξ3 ϕ2 dΩ, ∀(ϕ1, ϕ2) ∈ L(Ω)× L(Ω)
tel que (ξ2, ξ3, γ2, γ3) ∈ H1

0,Γi
(Ω)×H1

0(Ω)×H1
0,Γi

(Ω)×H1
0(Ω) sont solutions des problèmes
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adjoints suivants :

∫
Ω
k∇ξ2∇w2 = −

∫
Ωj

2∇(u2 − u3)∇w2 ϕ1 dΩ−
∫

Ωj

∇w2∇v2 ϕ1 dΩ−
∫

Ω
2k∇w2∇γ2 dΩ

+
∫

Ω
2k∇w2∇γ3, ∀w2 ∈ H1

0,Γi
(Ω),∫

Ω
k∇ξ3∇w3 =

∫
Ωj

2∇(u2 − u3)∇w3 ϕ1 dΩ−
∫

Ωj

∇w3∇v3 ϕ1 dΩ−
∫

Ω
2k∇w3∇γ3 dΩ

+
∫

Ω
2k∇w3∇γ2, ∀w3 ∈ H1

0(Ω),∫
Ω
k∇γ2∇h2 = −

∫
Ωj

∇u2∇h2 ϕ1 dΩ, ∀h2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
k∇γ3∇h3 = −

∫
Ωj

∇u3∇h3 ϕ1 dΩ, ∀h3 ∈ H1
0(Ω).

2.4 Résultats numériques : modèle anatomique

Notre code principal est implémenté avec FreeFem ++ [36], un langage et environnement
puissant qui permet la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles en utilisant la
méthode des éléments finis. Puisque nous ciblons les applications d’électrocardiographie, nous
allons présenter trois situations, les deux premières sont pour un modèle 2D réaliste du thorax
et le troisième est pour un modèle 3D. La frontière du domaine est divisée en deux parties. Le
bord extérieur du thorax est la partie accessible Γc où les données de Cauchy sont disponibles
et le bord du coeur est la partie interne inaccessible Γi où le potentiel électrique et le flux sont
manquants.
Chaque partie du thorax est caractérisée par un coefficient de conductivité de telle sorte que
nous ne connaisons qu’une valeur approximative de celui-ci. Notre objectif est de trouver le
potentiel électrique sur la surface du coeur et améliorer l’estimation de la conductivité dans
le domaine.

2.4.1 Le domaine du calcul et solution exacte

Pour effectuer les calculs, nous devons distinguer les différentes régions du domaine de calcul
pour lesquelles nous souhaitons estimer les valeurs de conductivité, pour cela, nous segmentons
une tranche de thorax en deux dimensions en utilisant l’imagerie par résonance magnétique
(IRM). L’IRM mesure la diffusion des molécules d’eau dans les tissus biologiques, ce qui est
utile pour distinguer les différentes régions du torse. Nous avons segmenté l’image dans Figure
2.2 (gauche) afin de construire les différentes régions.
Dans notre étude, nous allons considérer quatres organes : la surface du coeur, les poumons,
les muscles (cavités) et la graisse.
Après la segmentation, nous construisons un maillage 2D de la section transversale du thorax

Rabeb CHAMEKH 25



2.4. Résultats numériques : modèle anatomique

Sensitivity of the electrocardiography inverse solution
to the torso conductivity uncertainties
A simulation study
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Abstract
Electrocardiography imaging (ECGI) is a new non invasive technology used for

heart diagnosis. It allows to construct the electrical potential on the heart surface
only from measurement on the body surface and some geometrical informations of
the torso. The purpose of this work is twofold: First, we propose a new formulation
to calculate the distribution of the electric potential on the heart, from measurements
on the torso surface. Second, we study the influence of the errors and uncertainties
on the conductivity parameters, on the ECGI solution. We use an optimal control
formulation for the mathematical formulation of the problem with a stochastic dif-
fusion equation as a constraint. The descretization is done using stochastic Galerkin
method allowing to separate random and deterministic variables. The optimal con-
trol problem is solved using a conjugate gradient method where the gradient of the
cost function is computed with an adjoint technique . The efficiency of this approach
to solve the inverse problem and the usability to quantify the effect of conductivity
uncertainties in the torso are demonstrated through a number of numerical simula-
tions on a 2D geometrical model.

Main Objectives
1. Propose a new method for solving the ECGI problem.
2. Introduce the uncertainty of the conductivity in the ECGI problem
3. Evaluate the effect of uncertainties on the forward and inverse solutions.

Methods

Stochstic forward problem of electrocardiography
We denote by D the space domain and ⌦ the probability space.

8
><
>:

5.(�(x, ⇠) 5 u(x, ⇠)) = 0 in D ⇥ ⌦,
u(x, ⇠) = u0 on �int ⇥ ⌦,

�(x, ⇠)
@u(x,⇠)
@n = 0 on �ext ⇥ ⌦,

(1)

where, �int and �ext are the epicardial and torso boundaries respectively,
⇠ 2 ⌦ is the stochastic variable (it could also be a vector) and u0 is the
potential at the epicardial boundary.

Numerical descretization of the stochastic forward prob-
lem
We use the stochastic Galerkin method to solve equation (1). The stochastic
conductivity and solution are projected on the probability density functions
{ k(⇠)}p

k=1

�(x, ⇠) =

pX

i=0

�̂i(x) i(⇠, u(x, ⇠) =

pX

j=0

ûj(x) i(⇠)

The elliptic equation (1) projected in the stochastic basis could be solved

pX

i=0

pX

j=0

Tijkr.(�̂i(x)r)ûj(x)) =0 in D,

û0(x) =u0(x) on �int,

ûj(x) =0 on �int 8j = 1, ...p,

�̂i(x)
@ûj(x)

@n
=0 on �ext 8 i, j = 0, ...p,

(2)

where Tijk = E[ i(⇠), j(⇠), k(⇠)].

Anatomical data and computational mesh

Figure 1: MRI 2D slice of the torso (left), 2D computational mesh of the torso geometry
showing the different regions of the torso considered in this study: fat, lungs and torso
cavity, (right).

Forward problem results
Exact deterministic solution Mean value for conductivity ±50%

Stdev Lung conductivity ±50% Stdev Fat conductivity ±50%

Figure 2: Stochastic solution of the forward problem: Exact solution (top, left), Mean
value of the Stochastic solution for conductivity ±50% (top, right). Standard deviation
of the electrical potential for lung conductivity ±50% (bottom, left) and fat conductivity
±50% (bottom, right).

Main Remarks
1. The mean value of the stochastic solution matches with the exact forward

solution. This comes from the linearity of the forward problem.

2. For each organ, the uncertainty on the conductivity is reflected by a high
uncertainty of the solution at its boundary

3. The direction of the standard deviation iso-values are are modified when
they cross the the organ for which we introduce the uncertainty.

4. The magnitude of the uncertainty does not exceed ±2% of the magnitude
of the forward solution

Stochastic ECGI Inverse Problem

Mathematical formulatin
We look for the current density and the value of the potential on the epicar-
dial boundary (⌘, ⌧ ) 2 L�1

2(�int) ⇥ L
1
2(�int) by minimizing the following

cost function under a stochastic constraint on v
8
>>>>>>><
>>>>>>>:

J(⌘, ⌧ ) = 1
2E

⇣
kv(x, ⇠) � fk2

L2(�ext)
+ 1

2

����(x, ⇠)
@v(x,⇠)
@n � ⌘

���
2

L2(�int)

⌘

with v(x, ⇠) solution of :
5.(�(x, ⇠) 5 v(x, ⇠)) = 0 in D ⇥ ⌦,
v(x, ⇠) = ⌧ on �int ⇥ ⌦,

�(x, ⇠)
@v(x,⇠)
@n = 0 on �ext ⇥ ⌦.

(3)
In order to solve this minimization problem, we use a conjugate gradient
method as used in [1] where the components of the gradient of the cost
function are computed using an adjoint method. The gradient of the func-
tional J is given by:

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

<
@J(⌘,⌧ )

@⌘ .� >= �E[
R
�int

(�@v
@n � ⌘)�d�int] 8� 2 L2(�int),

<
@J(⌘,⌧ )

@⌧ .h >= E[
R
�int

�@�
@nhd�int] 8h 2 L2(�int),

with � solution of :
r.(�(x, ⇠)r�(x, ⇠)) = 0 on D ⇥ ⌦,

�(x, ⇠) = �(x, ⇠)
@v(x,⇠)
@n � ⌘ on �int ⇥ ⌦,

�(x, ⇠)
@�(x,⇠)
@n = �(v � f ) on �ext ⇥ ⌦.

(4)

We use the conjugate gradient method to minimize the energy function J .

Inverse problem results
Exact deterministic solution Mean value, lung conductivity ±50%

Stdev Lung conductivity ±50% RE lung conductivity ±50%

Figure 3: Stochastic solution of the inverse problem: Exact solution (top, left), Mean
value of the Stochastic inverse solution for lung conductivity ±50% (top, right). Standard
deviation of the electrical potential for lung conductivity ±50% (bottom, left) and relative
error (RE) between the mean value and the exact solution (bottom, right).

Organ % uncertainties 0% ±10% ±20% ±30% ±50%

Lungs relative error 0.1245 0.1439 0.2208 0.3333 0.485
Corr coeff 0.9930 0.9899 0.9767 0.9660 0.885

Fat relative error 0.1245 0.1248 0.1248 0.1251 0.127
Corr coeff 0.9930 0.9945 0.9943 0.9980 0.991

Table 1: Relative error and correlation coefficient of the stochastic inverse solution for
different levels of uncertainty on the fat and lungs conductivities

Main Remarks
1. The relative error between the mean value of the stochastic solution and

exact forward solution reaches 50%.

2. Like for the forward problem, the direction of the standard deviation
iso-values are are modified when they cross the the organ for which we
introduce the uncertainty.

3. The magnitude of the uncertainty reaches its maximum at the edge of the
considered orrgan

Conclusions
• The main contribution of this work was to introduce a new method for

solving the ECGI inverse problem. This method is based on stochastic
Galerkin approche. And the optimal control problem that we proposed
allowed us to incorporate the uncertainties on the conductivity values as
a constraint. The conjugate gradient method allow to take into account
the conductivity uncertainties during the optimization procedure.

• The results show a low effect of conductivity uncertainties on the for-
ward problem. On the contrary, their effect on the inverse solution is
very important.

• For both inverse and forward solution the standard deviation of the
stochastic solution achieves its maximum at the boundary of the organ
for which the uncertainty was considered.
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Figure 2.2 – Coupe IRM 2D du thorax (gauche), maillage de calcul 2D de la géometrie du
thorax montrant les différentes régions considérées dans ce travail : graisse, poumon et cavité
du thorax, (droite). L’angle θ est la deuxième coordonnée polaire.

dans lequel nous identifions les organes comme illustré dans la figure 2.2 (droite). Dans cette
représentation, on considère que toute la région de la cavité est occupée par les muscles. Le
maillage 2D contient 2395 sommets et 4540 éléments. Chaque couche est caractérisée par une
conductivité constante :

kex =


k1 = 1, dans Ω1=graisse,

k2 = 1, dans Ω2=cavité,

k3 = 0.8, dans Ω3=poumon.

Le bord extérieur du thorax joue le rôle de Γc, où les données de Cauchy sont disponibles. Le
bord du coeur joue le rôle de Γi, où le potentiel et le flux sont manquants. Les données de
Cauchy f et φ sont générées via la solution du problème direct suivant.

div (kex∇u) = 0, dans Ω,

u = excos(y), sur Γi,

kex∇u.n = φ = 0, sur Γc.

(2.7)

Durant les itérations, on choisit une valeur des paramètres α et t, tel que α vaut 1.5 × 10−4

dans test 1 sans bruit et 8 × 10−4 pour des données de Cauchy bruitées. Dans test 2, α vaut
5× 10−4. Le paramètre t est égal à 0.1 dans les deux tests.

Remarque 2.4.1 D’après nos expériences numériques, nous avons remarqué que notre algo-
rithme de Nash prend beaucoup du temps pour converger vers l’équilibre. Pour gagner du temps
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et accélérer la convergence, nous limitons le nombre d’itérations dans la partie complétion des
données (étape 1), ensuite, nous passons à la procédure d’identification de conductivité (étape
2).

2.4.2 Cas test 1 :

Dans ce cas test, nous souhaitons montrer comment l’optimisation des conductivités améliore
la solution du problème inverse. L’idée est, tout d’abord, de résoudre le problème de complétion
des données où les conductivités ne sont pas exactes, fournies par des valeurs expérimentales. Ils
seront appelés les conductivités mesurées. Puis, nous allons résoudre le problème de couplage
en optimisant la conductivité pendant la résolution du problème de complétion des données,
cela montrera le gain que nous obtenons en résolvant le problème de couplage.
Dans ce test, la conductivité mesurée est supposée k0

3 = 0.5 tandis que la conductivité exacte
k3 = 0.8. Nous résolvons le problème de complétion des données qui consiste à reconstruire
le potentiel et le flux sur Γi en utilisant l’algorithme de Nash (étape 1 de l’algorithme 1).
Pendant les itérations, la conductivité est égale à la conductivité mesurée :

k0 =


k1 = 1, dans Ω1=graisse,

k2 = 1, dans Ω2=cavité,

k0
3 = 0.5, dans Ω3=poumon.

Nous commençons par une estimation intiale (η0, τ 0) = (0, 0).

Figure 2.3 – Le potentiel reconstruit u1 (gauche) et la condition de dirichlet reconstruite
(droite) comparés à la solution exacte sur Γi en utilisant une valeur approximative de k3 =
k0

3 = 0.5.

La figure 2.3 présente le potentiel reconstruit sur Γi comparé à la solution exacte et la so-

lution optimale uopt1 := u1(ηopt, k0). À la convergence, l’erreur relative
|| τ opt − uex ||L2(Γi)

|| uex ||L2(Γi)
est

égale à 0.13 et
|| uopt1 − uex ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)
est 0.04, où uex est la solution de (2.7). Pour obtenir une
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meilleure reconstruction, nous avons appliqué notre algorithme, présenté dans la section 2.3,
pour améliorer la valeur de la conductivité et donc pour améliorer la complétion des données.
La valeur de l’estimation initiale est (η0, τ 0, k0

3) = (0, 0, 0.5). La figure 2.5 présente le potentiel
reconstruit sur Γi, comparé à la solution exacte. Nous montrons également la solution opti-
male u1 dans le thorax et l’évolution de la conductivité reconstruite au cours des itérations
de Nash. À la convergence, la conductivité obtenue kopt3 est égale à 0.794542 et les erreurs

relatives
|| τ opt − uex ||L2(Γi)

|| uex ||L2(Γi)
,
|| uopt1 − uex ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)
sont égales à 0.032 et 0.0054 respectivement.

Nous avons répété le même test mais en utilisant deux maillages différents. Le premier maillage
est plus grossier, il contient 2206 sommets et le second est plus fin et contient 17432 som-
mets. Les figures des deux maillages sont illustrées dans la figure 2.4. À la convergence, pour
le maillage grossier (respectivement fin), la conductivité obtenue vaut 0.84 (respectivement,
0.752 ) et l’erreur relative de la partie Dirichlet de la solution est égale à 0.026 (respectivement,
0.035). Dans les trois différents degrés de précision de la géométrie de calcul, l’erreur relative
sur la conductivité n’excède pas 6% et l’erreur relative sur le potentiel électrique reconstruit
(condition de Dirichlet) ne dépasse pas 0.5%. Nous montrons dans la Figure 2.3 les résultats de
la donnée de Dirichlet récupérée, obtenue pour une connaissance approximative ou initiale du
paramètre de conductivité. Ensuite, dans Figure 2.5, nous présentons les résultats de la donnée
de Dirichlet récupérée pour une conductivité identifiée de manière optimale. On peut facile-
ment constater à partir de ces deux résultats l’influence de l’identification des conductivités
sur la qualité de reconstruction des données manquantes sur le bord inaccessible Γi.

Figure 2.4 – Deux degrés de raffinement du maillage du torax. le maillage grossier (gauche)
contient 2206 sommets et le maillage le plus fin (droite) contient 17432 sommets.
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Figure 2.5 – Le potentiel reconstruit u1 (gauche) et condition de dirichlet reconstruite (milieu)
comparés à la solution exacte sur Γi sans bruit. Le comportement de la conductivité durant
les itérations est egalement tracé (droite). À la convergence , la conductivité reconstruite vaut
kopt3 = 0.794542.

Dans la Figure 2.6, nous présentons le comportement des trois fonctions lors des 100 pre-
mières itérations. D’après les courbes, on observe que les valeurs sont très proches de zero près
de la 100ème itération, mais pour atteindre la solution optimale, nous continuons pour plus
d’itérations.

Figure 2.6 – Le comportement des fonctionnelles J1 (gauche), J2 (milieu) et J3 (droite) durant
les premiers 100 iterations.

Pour évaluer la robustesse de notre procédure numérique, nous perturbons les données de
Cauchy en ajoutant du bruit. La Figure 2.7 montre le potentiel reconstruit sur Γi comparé au
potentiel exact et le comportement de la conductivité k3 au cours du processus d’optimisation
pour différents niveaux de bruit. La valeur estimée de kopt3 à la convergence est 0.7752, 0.8236
et 0.8733 pour 1%, 3% et 5% taux de bruit respectivement. Afin de montrer la performence de
notre méthode, nous calculons différents indicateurs d’erreur. Les résultats numériques sont
présentés dans le tableau 2.1. Nous remarquons que l’erreur relative de la conductivité estimée
est beaucoup plus sensible par rapport au niveau de bruit que la solution reconstruite. Afin de
prouver le choix de α, nous présentons dans la Figure 2.8 l’erreur de conductivité ||k

ex−kopt||2
||kex||2

et l’erreur de Dirichlet ||τ
opt−uex||L2(Γi)
||uex||L2(Γi)

par rapport au différentes valeurs de α. On remarque
d’après les courbes que le paramètre optimal est entre 10−4 et 3 10−3 sans bruit (identiquement
dans le cas de 3% de bruit).
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Figure 2.7 – La condition de Dirichlet reconstruite comparée à la solution exacte sur Γi pour
différent niveaux de bruit (1%, 3%, 5%) (gauche). Le comportemnt de la conductivité durant
les itérations de l’algorithme d’optimisation (droite).

Noise level
|| τ opt − uex ||L2(Γi)

|| uex ||L2(Γi)

|| uopt1 − uex ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)

|| uopt1 − u
opt
2 ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)

|| kex − kopt ||2
|| kex ||2

0% 0.032 0.0054 0.00015 0.006
1% 0.038 0.008 0.0011 0.0309
3% 0.066 0.017 0.0034 0.029
5% 0.11 0.028 0.0061 0.091

Table 2.1 – L’effet du niveau de bruit des données de Cauchy sur la solution reconstruite : les
erreurs relative de la solution reconstruite sur le bord du coeur et dans l’ensemble du domaine,
et l’erreur relative de k3 estimée par rapport au niveau de bruit.

Figure 2.8 – L’erreur de conductivité ||k
ex−kopt||2
||kex||2 et l’erreur de Dirichlet ||τ

opt−uex||L2(Γi)
||uex||L2(Γi)

sont
presentées par rapport aux différents valeurs de α sans bruit (gauche) et pour 3% de bruit
(droite).
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2.4.3 Cas test 2 :

Dans ce cas test, on considère le même thorax, mais on suppose que le patient présente une
pathologie affectant les conductivités dans le poumon, de sorte que les parties droite et gauche
du poumon ont différentes valeurs de conductivité constantes. Nous avons divisé le thorax en
quatre couches : graisse, cavité, partie droite et gauche du poumon. La conductivité dans le
domaine suit la même décomposition, étant constante dans chacun des quatres sous domaines.

kex =



k1 = 1, dans Ω1=graisse,

k2 = 1, dans Ω2=cavité,

k3 = 0.8, dans Ω3=poumon droite,

k4 = 0.4, dans Ω4=poumon gauche.

Les données de Cauchy sont simulées numériquement, comme dans le premier cas test, en
résolvant le problème direct suivant :

div (kex∇u) = 0, dans Ω,

u = excos(y), sur Γi,

kex∇u.n = φ = 0, sur Γc.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.9 – (a) Potentiel reconstruit u1 dans le domaine, (b) condition de Dirichlet recons-
tuite sur Γi. (c) Le comportement des conductivités k3 and (d) k4 durant les iterations sans
bruit. À la convergence, les conductivités sont égales à kopt3 = 0.821142 et kopt4 = 0.441652.

Nous supposons que nous avons une valeur approximative des conductivités k3 et k4. Notre
objectif est d’améliorer ces mesures ainsi que le potentiel et le flux sur le bord du coeur.
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Nous partons d’une hypothèse initiale (η0, τ 0, k0
3, k

0
4) = (0, 0, 0.6, 0.6). Nous exposons dans

la Figure 2.9 la condition de Dirichlet reconstruite sur Γi comparée à la solution exacte,
le potentiel reconstruit u1 dans le domaine et le comportement des conductivités durant les
itérations pour des données non bruitées. À la convergence, les conductivités reconstruites sont
égales à kopt3 = 0.821142 et kopt4 = 0.441652. Dans la Figure 2.10, nous présentons les mêmes
reconstructions illustrant la stabilité de notre méthode par rapport aux données bruitées.
kopt3 reconstruite est 0.71969, 0.831021 et 0.912696 pour 1%, 3% et 5% des taux de bruit
respectivemet et kopt4 vaut 0.5079, 0.510126 et 0.506341 respectivement pour les mêmes niveaux
de bruit. Table 2 montre différentes erreurs pour différents taux de bruit.

Figure 2.10 – Condition de Dirichlet reconstruite sur Γi (gauche) et le comportement des
conductivités k3 (milieu) et k4 (droite) durant les itérations pour différent taux de bruit
(1%, 3%, 5%).

Noise level
|| τ opt − uex ||L2(Γi)

|| uex ||L2(Γi)

|| uopt1 − uex ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)

|| uopt1 − u
opt
2 ||L2(Ω)

|| uex ||L2(Ω)

|| kex − kopt ||2
|| kex ||2

0% 0.027 0.0054 0.00017 0.05
1% 0.051 0.012 0.0011 0.15
3% 0.07 0.018 0.0035 0.12
5% 0.09 0.026 0.0059 0.17

Table 2.2 – Effet du niveau de bruit des données de Cauchy sur la solution reconstruite :
les erreurs relatives de la solution reconstruite sur le bord du coeur et dans l’ensemble du
domaine, et erreur relative du couple estimé (k3, k4) par rapport au niveau de bruit.

2.4.4 Thorax 3D :

Dans ce paragraphe, nous appliquons notre procédure numérique au thorax en 3D (figure
2.11). La surface extérieure du thorax joue le rôle de Γc et la surface du coeur est la partie Γi.
Nous divisons le corp humain Ω en trois parties : le poumon, les os et le reste du tissue.
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Figure 2.11 – Le thorax en 3D.

Chaque partie est caractérisée par une valeur de conductivité, qui sont issues d’expériences
faites sur un thorax réel :

kex =


k1 = 0.045, dans Ω1=os,

k2 = 0.096, dans Ω2=poumons,

k3 = 0.5, dans Ω3=reste de tissue.

La contraction du coeur est provoquée par la propagation d’un courant électrique. Partant du
noeud sinusal vers l’ensemble des deux ventricules, ce qui provoque un champ de potentiel sur
la surface Γi. On suppose que le thorax n’est soumis à aucune sollicitation extérieure, donc la
contrainte normale est nulle sur Γc. Les données de Cauchy sur la surface du thorax sont des
données synthétiques. Elles sont générées par la résolution du problème direct suivant :

div (kex∇u) = 0, dans Ω,

u = d, sur Γi,

kex∇u.n = 0, sur Γc.

où d est un potentiel électrique expérimental, mesuré lors du contraction du coeur. On suppose
qu’on a une valeur approximative de la conductivité k2 du poumon qui vaut k0

2 = 0.5.
On considère maintenant que le champ d est inconnu sur la surface du coeur. En connaissant
le couple (f, φ) sur la surface de thorax, on peut déterminer le potentiel et le flux sur Γi,
ainsi que la valeur de la conductivité du poumon. Dans ce but, on applique notre procédure
numérique. Au cours des itérations, les calculs des éléments finis sont effectués avec 21449
noeuds et 119124 éléments tétraédriques, par conséquent, le coût de calcul est assez coûteux.
La figure 2.12 présente une coupe tranversale du thorax. Dans (b) le champ de potentiel u1,
solution du problème (SP1), et dans (c) le potentiel u2, solution du problème (SP2) sont
exposés et comparés à la solution exacte dans (a). La figure 2.13 fait un zoom sur les mêmes
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reconstructions sur la surface du coeur sans bruit. Chaque couleur correspond à une valeur
qui est présentée dans l’échelle. La valeur de la conductivité k2 a été améliorée au cours des
itérations. À la convergence, kopt2 vaut 0.251881. La figure 2.14 expose le comportement de la
conductivité durant les itérations.

(a)

(b) (c)

Figure 2.12 – Reconstruction du champ de potentiel u1 (b) et u2 (c) comparé à la solution
exacte (a) dans le domaine.
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Figure 2.13 – Reconstruction du champ de potentiel u1 (b) et u2 (c) comparé à la solution
exacte (a) sur la surface du coeur.

Figure 2.14 – Evolution de la conductivité au cours des itérations.

2.5 Conclusion

La technique d’imagerie électrocardiographique est largement utilisée pour détecter les patho-
logies cardiaques. Le problème mathématique de cette technologie est de résoudre le problème
de complétion des données où la mesure du potentiel électrique sur la surface de thorax et
la condition de flux nul sont considérées comme des données de Cauchy. Outre ce problème
inverse, les mesures expérimentales de conductivité de chaque partie du thorax ne sont pas
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très précises. Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche permettant de résoudre le
problème de couplage en résolvant la complétion des données et en optimisant les conducti-
vités des organes de thorax en utilisant une stratégie originale de jeu de Nash. Trois joueurs
sont définis qui jouent de manière non coopérative un jeu de Nash : les deux premiers joueurs
consacrent leurs coûts au problème de complétion des données, tandis que le troisième coût est
lié au problème d’identification de la conductivité. Nous présentons l’algorithme qui est im-
plémenté avec FreeFem++. Nous avons effectué trois expériences numériques, évaluant le cas
où les données mesurées sont également perturbées par bruit aléatoire. Les résultats obtenus
prouvent que notre algorithme est efficace pour résoudre le problème de couplage complé-
tion/identification et qu’il est stable vis-à-vis des données bruitées.
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Chapitre 3

Complétion des données et
identification des paramètres en
élasticité linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas des matériaux élastiques. Ces matériaux sont
caractérisés par la capacité de retrouver leur forme et leur taille d’origine après supression des
forces provoquant la déformation. Ces forces ont une limite qui s’appelle limite d’élasticité, c’est
la contrainte à partir de laquelle le matériau cesse de réagir d’une façon élastique, réversible
(lineaire) et commence donc à réagir de façon irréversible (non linéaire). Pour notre étude,
on s’intéresse au cas d’élasticité linéaire où la déformation du matériau est due à des faibles
forces. La contrainte est linéairement liée à la déformation par une loi de comportement qui
s’appelle loi de Hooke, et s’écrit comme suit :

σ = C.ε (3.1)

Cette loi a été enoncée par le physicien anglais Robert Hooke en 1676. σ et ε sont deux
tenseurs symétriques qui représentent le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
respectivement. Ce dernier peut s’exprimer en fonction du champ de déplacement u comme
suit :

ε = 1
2(∇u+∇uT ) (3.2)

Dans la formule (3.1), C est le tenseur d’élasticité qui est un tenseur symétrique d’ordre 4. La
formule est très générale et on peut la simplifier si on considère un matériau élastique isotrope,
c’est à dire, ses propriétés physiques ne dépendent pas de la direction. L’expression peut être
réduite pour des raisons de symétrie à la forme suivante :

σ = 2 µ ε+ λtr(ε)I (3.3)
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où I est la matrice identité, tr est l’opérateur trace et (λ, µ) sont deux coefficients, appelés,
de Lamé qui caractérisent les propriètés du matériau.
Dans [32], les auteurs ont proposé une méthode de résolution du problème de complétion des
données en utilisant l’approche de jeux de Nash pour l’opérateur de Laplace. Durant [20],
nous avons adapté la même méthode pour la résolution du problème de Cauchy pour l’opéra-
teur d’élasticité linéaire. Nous avons montré les mêmes propriétés des fonctionnelles et prouvé
les mêmes résultats présentés dans l’article tel que l’existence et l’unicité de la solution ainsi
qu’un résultat de stabilité. Dans ce chapitre, nous allons aborder le problème de couplage de
complétion des données et identification des paramètres de Lamé.
Dans la littérature, on trouve plusieurs travaux qui traitent le problème de Cauchy et d’identi-
fication de paramètres de Lamé en élasticité linéaire séparément par plusieurs méthodes. Dans
[10, 9], les auteurs introduisent une méthode, dite énergétique, pour la résolution du pro-
blème de Cauchy qui consiste à introduire deux champs distincts et à minimiser l’écart entre
eux. Marin at al ont déterminé des approximations de la solution du problème de Cauchy en
élasticité linéaire à l’aide de la méthode BEM (Boundary Element Method) itérative. Cette
méthode consiste à réduire le problème de Cauchy à la résolution successive des problèmes
bien posés [51]. Les auteurs ont couplé cette méthode à une méthode de décomposition en
valeurs singulières (SVD) dans [52].
Concernant le problème d’identification des paramètres de Lamé, dans [38], une méthode a été
présentée en utilisant une fonctionnelle de type moindres-carrés. Dans ce travail, les auteurs
utilisent une mesure à l’intérieur du domaine pour assurer l’unicité des paramètres. Nous pou-
vons citer aussi le travail de Khan et al [41] où ils introduisent une méthode itérative à point
fixe pour l’identification des paramères de Lamé en élasticité linéaire.
Nous allons consacrer ce chapitre à présenter le problème de couplage de complétion des don-
nées et d’identification des paramètres de Lamé dans un matériau élastique en utilisant une
seule mesure sur une partie du bord. Nous introduisons trois fonctionnelles appropriées à
ce problème de couplage afin d’élaborer un jeu de Nash pour la résolution simultanée de la
reconstruction des données manquantes et l’identification des paramètres de Lamé.

3.2 Résolution du problème de complétion des données
par l’approche de jeu de Nash

Comme nous avons signalé dans l’introduction, dans [20], nous avons utilisé la stratégie de jeu
de Nash pour la résolution de problème de complétion des données en élasticité linéaire.
Soit Ω un domaine ouvert borné de Rd (d = 2 ou 3), son bord ∂Ω est divisé en deux parties Γi
et Γc. Γc est la partie accessible aux mesures et Γi est la partie où les données sont manquantes.
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Le problème de Cauchy pour l’opérateur d’élasticité linéaire est le suivant :
div (σ(u)) = 0, dans Ω,

u = f, sur Γc,

σ(u).n = φ, sur Γc.

(3.4)

On note φ la contrainte normale excercée sur la partie du bord Γc et f le déplacement me-
suré. Les données appartiennent à H−1/2(Γc) et H1/2(Γc) respectivement, appelées données de
Cauchy. Rappelons que pour f et φ compatibles, il s’agit de chercher le déplacement
τ ∈ H1/2(Γi) et la contrainte normale η ∈ H−1/2(Γi), solution de ce problème inverse.
Le jeu de Nash est composé de deux joueurs, où chacun a comme objectif la minimisation
d’un critère afin d’atteindre un équilibre. Nous avons introduit les fonctionnelles appropriées
à notre procédure :

J1(η, τ) = 1
2 || σ(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (3.5)

J2(η, τ) = 1
2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (3.6)

Comme dans [32], les champs de déplacement u1 et u2 sont les solutions respectives de deux
problèmes directs. Chacun est composé d’une donnée surabondante sur Γc et une donnée
manquante quelconque sur Γi. Les problèmes sont les suivants :

(SP1)


div (σ(u1)) = 0, dans Ω,

u1 = f, sur Γc,

σ(u1).n = η, sur Γi.

(SP2)


div (σ(u2)) = 0, dans Ω,

u2 = τ, sur Γi,

σ(u2).n = φ, sur Γc.

(3.7)

Dans la section 1.2.2 du chapitre 1, nous avons présenté les propriétés des fonctionnelles
et quelques résultats sur la solution du problème pour l’opérateur de Laplace. L’opérateur
d’élasticité lineaire est un opérateur elliptique, on a pu montrer les mêmes résultats pour cet
opérateur.

Proposition 3.2.1 [20]
L’application η → J1(η, τ) (respectivement τ → J2(η, τ) ) est quadratique et fortement convexe
dans H−1/2(Γi) (respectivement H1/2(Γi)) dans le sens où :

∀ψ ∈ H−1/2(Γi), d2
ηηJ1(η, τ)(ψ, ψ) ≥ c′ || ψ ||2H−1/2(Γi) avec c′ > 0

et

∀ξ ∈ H1/2(Γi), d2
ττJ2(η, τ)(ξ, ξ) ≥ c || ξ ||2H1/2(Γi) avec c > 0

En théorie des jeux, la solution de ce problème inverse est un équilibre de Nash, c’est une
solution optimale où aucun joueur n’a intérêt à dévier de la situation obtenue. La propo-
sition suivante prouve qu’il existe un unique équilibre de Nash qui s’avère être les données
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manquantes quand une solution de Cauchy existe. On introduit d’abord la fonctionnelle L tel
que :

L(η, τ) = 1
2 || σ(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1
2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi)

Proposition 3.2.2 [20]
i) Il existe toujours un unique équilibre de Nash (ηN , τN) ∈ H−1/2(Γi) × H1/2(Γi), il est aussi
le minimiseur de L(η, τ).
ii) Lorsque le problème de Cauchy a une solution u, alors u1(ηN) = u2(τN) = u et (ηN , τN)
sont les données manquantes, tel que ηN = σ(u).n|Γi

et τN = u|Γi
.

Afin de chercher le couple (ηN , τN), nous avons appliqué l’algorithme de jeu de Nash (étape 1
de l’algorithme 2). L’algorithme est composé de deux étapes parallèles, où les joueurs cherchent
à améliorer leurs critères. Nous avons montré aussi un résultat de stabilité de la solution par
rapport au faible perturbation des données de Cauchy. Le résultat est illustré dans le théorème
suivant :

Théoréme 3.2.1 [20]
Supposons qu’il existe une unique solution du problème de Cauchy u pour une paire de données
(f, φ) ∈ H1/2(Γc) × H−1/2(Γc) compatibles. Soit (f δ, φδ) ∈ H1/2(Γc) × H−1/2(Γc) une suite de
données bruitées telle que

|| f δ − f ||2H1/2(Γc) + || φδ − φ ||2H−1/2(Γc)≤ δ2.

Ensuite, le jeu de Nash correspond aux coûts Jδ1 et Jδ2 définis par

Jδ1 (η, τ) = 1
2 || σ(uδ1).n− φδ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u
δ
1 − uδ2 ||2H1/2(Γi) (3.8)

Jδ2 (η, τ) = 1
2 || u

δ
2 − f δ ||2H1/2(Γc) +1

2 || u
δ
1 − uδ2 ||2H1/2(Γi) (3.9)

a un unique équilibre de Nash (ηδN , τ δN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi) qui converge fortement, lorsque
δ tend vers zéro, vers les données de Cauchy manquantes (σ(u).n|Γi

, u|Γi
). En outre, uδ1 et uδ2,

les solutions de
div (σ(uδ1)) = 0, dans Ω,

uδ1 = f δ, sur Γc,

σ(uδ1).n = ηδN , sur Γi.


div (σ(uδ2)) = 0, dans Ω,

uδ2 = τ δN , sur Γi,

σ(uδ2).n = φδ, sur Γc.

(3.10)

convergent fortement dans H1(Ω) vers la solution du problème de Cauchy u.
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3.3 Problème de couplage de complétion des données et
identification des paramètres

On considère le même domaine élastique isotrope Ω tel que ∂Ω = Γc∪Γi, le bord Γc est soumis
à une force φ ∈ H−1/2(Γc) et f ∈ H1/2(Γc) est le déplacement mesuré sur la même partie. Le
domaine élastique est caractérisé par deux coefficients de Lamé λ et µ. Ces deux paramètres
appartiennent à l’espace :

Aad = {λ, µ sont des constantes dans Ω tel que µ > 0 et λ > 0}.

Notre but est de chercher la contrainte normale η et le champ de déplacement τ sur le bord
inaccessible Γi, ainsi que la valeur des paramètres de Lamé λ et µ. Le problème inverse est le
suivant : trouver η ∈ H−1/2(Γi), τ ∈ H1/2(Γi) et (λ, µ) ∈ Aad tel que :



div (σλ,µ(u)) = 0, dans Ω,

u = f, sur Γc,

σλ,µ(u).n = φ, sur Γc,

où σλ,µ(u) = 2µε(u) + λtr(ε(u)).I.

(3.11)

Les paramètres λ et µ dans le problème (3.11) sont implicites dans l’opérateur d’élasticité.
Les coefficients relient le tenseur des contraintes σ et le tenseur des déformations ε par la loi
de Hooke.

3.3.1 Principe de la méthode

Le problème (3.11) peut être divisé en trois sous-problèmes bien posés (SP1), (SP2) et (SP3) :
u1 := u1(η, λ, µ), u2 := u2(τ, λ, µ) et u3 := u3(τ, λ, µ) sont les solutions respectives dans
H1(Ω) :

(SP1)


div (σλ,µ(u1)) = 0, dans Ω,

u1 = f, sur Γc,

σλ,µ(u1).n = η, sur Γi.

(SP2)


div (σλ,µ(u2)) = 0, dans Ω,

u2 = τ, sur Γi,

σλ,µ(u2).n = φ, sur Γc.

(SP3)


div (σλ,µ(u3)) = 0, dans Ω,

u3 = τ, sur Γi,

u3 = f, sur Γc.
(3.12)

Pour résoudre le problème de couplage, il suffit que les données (η, τ, λ, µ) mènent au même
champ u1 = u2 = u3 dans Ω.
Nous convertissons ensuite le problème inverse en un problème d’optimisation par le biais de
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ces trois fonctionnelles :

J1(η, τ, λ, µ) = 1
2 || σ(u1).n− φ ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (3.13)

J2(η, τ, λ, µ) = 1
2 || u2 − f ||2H1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi) (3.14)

J3(η, τ, λ, µ) =
∫

Ω
λ div(βu1 + (1− β)u2 − u3)2 + 2 µ ε(βu1 + (1− β)u2 − u3)2 (3.15)

On considère un jeu de Nash pour la résolution du problème de couplage de complétion des
données sur Γi et identification des paramètres de Lamé. Le jeu est composé de trois joueurs, les
deux premiers sont consacrés à contrôler les données manquantes sur Γi et le troisième joueur
contrôle les paramètres de Lamé. La contrainte normale η est une variable stratégique qui est
utilisée pour minimiser l’écart en Neumann || σ(u1).n−φ ||2H−1/2(Γc) dans J1 et le déplacement
τ est une variable stratégique utilisée pour minimiser l’écart en Dirichlet || u2−f ||2H1/2(Γc) dans
J2. Le terme en commun || u1−u2 ||2H1/2(Γi) est un terme de régularisation qui est la différence
entre les solutions de (SP1) et (SP2). J3 est la fonctionnelle de Kohn-Vogelius en élasticité,
exploitée pour la recherche des paramètres de Lamé. Cette fonctionnelle est composée des
solutions des trois problèmes directs avec une combinaison convexe entre u1 et u2 pondérée
par β ∈ [0, 1].
Les joueurs sont en compétition pour la recherche d’une solution optimale. C’est un équilibre
de Nash défini comme suit :

Définition 3.3.1
On dit que (ηN , τN , µN , λN) ∈ H−1/2(Γi)×H1/2(Γi)× Aad est un équilibre de Nash si :

J1(ηN , τN , µN , λN) ≤ J1(η, τN , µN , λN), ∀η ∈ H−1/2(Γi),

J2(ηN , τN , µN , λN) ≤ J2(ηN , τ, µN , λN), ∀τ ∈ H1/2(Γi),

J3(ηN , τN , µN , λN) ≤ J3(ηN , τN , µ, λ), ∀(µ, λ) ∈ Aad.

(3.16)

Identifiabilité des paramètres de Lamé. Le problème d’identifiabilité des paramètres de
Lamé est un problème qui a été étudié par différentes méthodes [46, 27, 50, 25]. Parmi les
stratégies proposées, une est d’utiliser l’application "Dirichlet-to-Neumann", c’est à dire une
infinité de mesure sur le bord ou bien une mesure à l’intérieur du domaine. Nous avons dé-
veloppé plus de details dans la section 1.3 du chapitre 1. Dans notre travail, on s’intéresse à
l’identification des paramètres de Lamé avec une seule mesure incomplète sur le bord dans un
cadre d’identifiabilité. Dans un article de Zhongyan Lin [48], un cas particulier a été présenté
pour assurer l’identifibilité du paramètre de Lamé. Nous avons présenté le théorème détaillé
dans la section 1.3.1 du chapitre 1, où il montre un résultat d’unicité avec des conditions
particulières.
Pour des paramètres de Lamé dans Aad, on déduit de la première partie de ce théorème une
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configuration identifiable avec une seule mesure sur le bord : il utilise un disque élastique iso-
trope de rayon 1 comme domaine et il impose des conditions sur le bord tel que une contrainte
normale ou tangentielle nulle sur le demi-cercle supérieur.

3.4 Algorithme

Nous présentons maintenant l’algorithme de jeu de Nash pour la recherche du problème de
couplage en élasticité. L’algorithme est divisé en deux étapes principales. À L’étape 1, on
résout un problème de complétion des données en utilisant des paramètres de Lamé fixés. À
cette étape, les deux joueurs jouent quelques itérations d’un sous-jeu de Nash pour aboutir à
une reconstruction d’un champ de déplacement et une contrainte normale sur Γi. En utilisant
ces champs reconstruits, on passe à l’étape 2 où le troisième joueur résout un problème de
minimisation afin de reconstruire les paramètres de Lamé. Deux termes de régularisations de
Tikhonov sont ajoutés à la fonctionnelle J3 qui sont multipliés par deux paramètres α1 et α2,
les valeurs optimales seront choisies numériquement.

Algorithm 2 Calcul de l’equilibre de Nash (ηN , τN , λN , µN ) du jeu de couplage de complétion des données et identification
des paramètres de Lamé.

Les paramètres utilisés :

0 ≤ t < 1 : paramètre de relaxation

α > 0 : paramètre de regularization

ρ > 0 et ε > 0 : tolérances d’arrêt

Les initialisations :

Soit p = 0 et Mp = (ηp, τ p) une estimation initiale

Soit q = 0 et (λq, µq) une estimation initiale

Étape 1 Calculer (ηp+1, τ p+1), solution de

1. Calculer ηp, solution de min
η
J1(η, τ p, λq, µq) et évaluer ηp+1 = tηp + (1− t)ηp.

2. Calculer τ p, solution de min
τ
J2(ηp, τ, λq, µq) et évaluer τ p+1 = tτ p + (1− t)τ p.

3. Soit Mp+1 = (ηp+1, τ p+1).
Retourner à 1 jusqu’à ce que la suite Mp converge. Comme un critère d’arrêt, on
utilise :

||Mp+1 −Mp ||≤ ε
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Étape 2 Calculer (λq+1, µq+1), solution de

min
(λ,µ)

J3(ηp+1, τ p+1, λ, µ) + α1

2 || µ− µ
q ||2L2(Ω) +α2

2 || λ− λ
q ||2L2(Ω), (3.17)

Étape 3 Calculer || u2 − f ||L2(Γc).
Retourner à Étape 1 si || u2 − f ||L2(Γc)> ρ.

La résolution du notre problème inverse se ramène à la résolution de trois problèmes de
minimisations partielles. Afin de chercher η et τ , on utilise un algorithme de gradient à pas
fixe. Un algorithme de Newton a été exploité pour la recherche des paramètres de Lamé.
Au cours des itérations, nous avons besoin de calculer le gradient des fonctionnelles ∇ηJ1,
∇µJ2, ∇(µ,λ)J3 ainsi que la dérivée seconde de J3 en utilisant la méthode de l’état adjoint.
Cette méthode est une méthode générale pour le calcul du gradient d’une fonctionnelle coût
indépendament de la direction. Elle est introduite dans la théorie des problèmes inverses par
Chavent [22] et inspirée de la théorie du contrôle par Lions dans [49]. Par souci de simplicité,
nous supposons dans le calcul suivant que le coefficient β est égal à 0.

Proposition 3.4.1 [20]
Nous avons les deux dérivées partielles :

∂J1

∂η
.ξ = −

∫
Γi

λ1ξ dΓi, ∀ξ ∈ H−1/2(Γi)

avec λ1 ∈ W1 = {v ∈ H1(Ω) tel que v|Γc = 0}, solution de ce problème adjoint :∫
Ω
σ(λ1) : ε(γ) = −

∫
Γc

(σ(u1).n− φ)σ(γ).n dΓc −
∫

Γi

(u1 − τ)γ dΓi, ∀γ ∈ W1



∂J2

∂τ
.h =

∫
Γi

(σ(λ2).n− (u1 − τ))h dΓi, ∀h ∈ H1/2(Γi)

tel que λ2 ∈ H1(Ω) solution de ce problème adjoint :
div (σ(λ2)) = 0 dans Ω,

λ2 = 0 sur Γi,

σ(λ2).n = f − u2 sur Γc.

Avant de calculer les dérivées partielles et la hessine de J3, on définit les espaces

H1
0,Γi

(Ω) = {v ∈ H1(Ω) tel que v|Γi
= 0}

et
H1

0(Ω) = {v ∈ H1(Ω) tel que v|∂Ω = 0}
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Proposition 3.4.2
Les dérivées partielles de J3 sont les suivants :

i) ∂J3

∂µ
.ϕ =

∫
Ω

2 ϕ ε(u2 − u3)2 dΩ +
∫

Ω
2 ϕ ε(u2) : ε(v2) dΩ +

∫
Ω

2 ϕ ε(u3) : ε(v3) dΩ,
∀ϕ ∈ Aad

tel que v2 ∈ H1
0,Γi

(Ω) et v3 ∈ H1
0(Ω) sont solutions des problèmes adjoints suivants :

∫
Ω
σ(v2) : ε(γ2) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(γ2) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(γ2) dΩ,

∀γ2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
σ(v3) : ε(γ3) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(−γ3)−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(−γ3) dΩ,

∀γ3 ∈ H1
0(Ω).

ii) ∂J3

∂λ
.ϕ =

∫
Ω
ϕ div(u2 − u3)2 dΩ +

∫
Ω
ϕ div(u2)div(v2) dΩ +

∫
Ω
ϕ div(u3)div(v3) dΩ,

∀ϕ ∈ Aad

tel que v2 ∈ H1
0,Γi

(Ω) et v3 ∈ H1
0(Ω) sont solutions des problèmes adjoints suivants :

∫
Ω
σ(v2) : ε(γ2) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(γ2) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(γ2) dΩ,

∀γ2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
σ(v3) : ε(γ3) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(−γ3)−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(−γ3) dΩ,

∀γ3 ∈ H1
0(Ω).

Preuve

Pour le calcul de ∂J3
∂µ
.ϕ, on définit d’abord le Lagrangien :

L (λ, µ, u2, u3, v2, v3) =
∫

Ω
λdiv(u2 − u3)2 + 2µε(u2 − u3)2 dΩ +

∫
Ω
σ(u2) : ε(v2) dΩ

−
∫

Γc

φv2 dΓc +
∫

Ω
σ(u3) : ε(v3) dΩ

Pour une direction quelconque ϕ, la différentielle de J3 par rapport à µ vaut :

∂J3

∂µ
.ϕ =

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(u′2 − u
′

3) +
∫

Ω
2ϕε(u2 − u3)2 dΩ

+
∫

Ω
4µε(u2 − u3)ε(u′2 − u

′

3) dΩ (3.18)

avec u′2 = ∂u2
∂µ
.ϕ et u′3 = ∂u3

∂µ
.ϕ

On dérive le Lagrangien par rapport à u2, ∀γ2 ∈ H1
0,Γi∫

Ω
σ(γ2) : ε(v2) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(γ2) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3)ε(γ2) dΩ (3.19)
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En particulier, pour γ2 = u
′
2 :∫

Ω
σ(u′2) : ε(v2) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(u′2) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3)ε(u′2) dΩ (3.20)

De la même façon, on dérive le Lagrangien par rapport à u3 appliqué à une direction γ3 ∈
H1

0(Ω) :∫
Ω
σ(γ3) : ε(v3) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(−γ3) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3)ε(−γ3) dΩ (3.21)

On remplace γ3 par u′3, on obtient :∫
Ω
σ(u′3) : ε(v3) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(−u′3) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3)ε(−u′3) dΩ (3.22)

u2 est la solution du problème direct (SP2). ∀w2 un champ test dans H1
0,Γi

(Ω), on a :∫
Ω
σ(u2) : ε(w2) dΩ =

∫
Γc

φw2 dΓc

Si on dérive cette formulation variationnelle par rapport à µ et on remplace w2 par v2, on
obtient : ∫

Ω
σ(u′2) : ε(v2) dΩ = −

∫
Ω

2φε(u2) : ε(v2) dΩ (3.23)

De la même façon, on obtient la formulation variationnelle de u′3 :∫
Ω
σ(u′3) : ε(v3) dΩ = −

∫
Ω

2φε(u3) : ε(v3) dΩ (3.24)

D’après (4.13), (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit que :
∂J3

∂µ
.ϕ =

∫
Ω

2 ϕ ε(u2 − u3)2 dΩ +
∫

Ω
2 ϕ ε(u2) : ε(v2) dΩ +

∫
Ω

2 ϕ ε(u3) : ε(v3) dΩ,

∀ϕ ∈ Aad tel que v2 ∈ H1
0,Γi

(Ω) et v3 ∈ H1
0(Ω) sont solutions des problèmes adjoints (3.19) et

(3.21) suivants :


∫
Ω
σ(v2) : ε(γ2) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(γ2) dΩ−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(γ2) dΩ,

∀γ2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
σ(v3) : ε(γ3) = −

∫
Ω

2λdiv(u2 − u3)div(−γ3)−
∫

Ω
4µε(u2 − u3) : ε(−γ3) dΩ,

∀γ3 ∈ H1
0(Ω).

De la même façon, on calcule la différentielle de J3 par rapport à λ.
On a besoin aussi d’évaluer la hessinne de J3 :

Proposition 3.4.3
Les différentielles secondes de J3 sont les suivants :
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i) ∂2J3

∂µ2 .(ϕ1, ϕ2) =
∫

Ω
4 ϕ2ε(u2 − u3) : ε(γ2) dΩ +

∫
Ω

4 ϕ2 ε(u2 − u3)ε(−γ3) dΩ

+
∫

Ω
2 ϕ2 ε(v3) : ε(γ3) dΩ +

∫
Ω

2 ϕ2 ε(v2) : ε(γ2) dΩ
∫

Ω
2 ϕ2 ε(u2) : ε(ξ2) dΩ

+
∫

Ω
2 ϕ2 ε(u3) : ε(ξ3) dΩ, ∀(ϕ1, ϕ2) ∈ Aad × Aad

tel que (ξ2, ξ3, γ2, γ3) ∈ H1
0,Γi

(Ω)×H1
0(Ω)×H1

0,Γi
(Ω)×H1

0(Ω) sont solutions des problèmes
adjoints suivants :


∫
Ω
σ(ξ2) : ε(w2) = −

∫
Ω

4 ϕ1ε(u2 − u3) : ε(w2) dΩ−
∫

Ω
2 ϕ1ε(w2) : ε(v2) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(w2)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(w2)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(−γ3), ∀w2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),∫
Ω
σ(ξ3) : ε(w3) = −

∫
Ω

4 ϕ1ε(u2 − u3) : ε(−w3) dΩ−
∫

Ω
2 ϕ1ε(w3) : ε(v3) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(−w3)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(−w3)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(−γ3), ∀w3 ∈ H1
0(Ω),∫

Ω
σ(γ2) : ε(h2) = −

∫
Ω

2 ϕ1ε(u2) : ε(h2) dΩ, ∀h2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
σ(γ3) : ε(h3) = −

∫
Ω

2 ϕ1ε(u3) : ε(h3) dΩ, ∀h3 ∈ H1
0(Ω).

ii) ∂2J3

∂λ2 .(ϕ1, ϕ2) =
∫

Ω
2 ϕ2div(u2 − u3)div(γ2) dΩ +

∫
Ω

2 ϕ2 div(u2 − u3)div(−γ3) dΩ

+
∫

Ω
ϕ2 div(v2)div(γ2) dΩ +

∫
Ω
ϕ2 div(v2)div(γ3) dΩ

∫
Ω
ϕ2 div(u2)div(ξ2) dΩ

+
∫

Ω
ϕ2 div(u3)div(ξ3) dΩ, ∀(ϕ1, ϕ2) ∈ Aad × Aad

tel que (ξ2, ξ3, γ2, γ3) ∈ H1
0,Γi

(Ω)×H1
0(Ω)×H1

0,Γi
(Ω)×H1

0(Ω) sont solutions des problèmes
adjoints suivants :


∫
Ω
σ(ξ2) : ε(w2) = −

∫
Ω

2 ϕ1div(u2 − u3)div(w2) dΩ−
∫

Ω
ϕ1div(w2)div(v2) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(w2)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(w2)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(−γ3), ∀w2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),∫
Ω
σ(ξ3) : ε(w3) = −

∫
Ω

2 ϕ1div(u2 − u3)div(−w3) dΩ−
∫

Ω
ϕ1div(w3)div(v3) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(−w3)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(−w3)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(−γ3), ∀w3 ∈ H1
0(Ω),∫

Ω
σ(γ2) : ε(h2) = −

∫
Ω
ϕ1div(u2) : div(h2) dΩ, ∀h2 ∈ H1

0,Γi
(Ω),

et∫
Ω
σ(γ3) : ε(h3) = −

∫
Ω
ϕ1div(u3)div(h3) dΩ, ∀h3 ∈ H1

0(Ω).
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iii) ∂2J3

∂λ∂µ
.(ϕ1, ϕ2) =

∫
Ω

2 ϕ2div(u2 − u3)div(γ2) dΩ +
∫

Ω
2 ϕ2 div(u2 − u3)div(−γ3) dΩ

+
∫

Ω
ϕ2 div(v2)div(γ2) dΩ +

∫
Ω
ϕ2 div(v3)div(γ3) dΩ +

∫
Ω
ϕ2 div(u2)div(ξ2) dΩ

+
∫

Ω
ϕ2 div(u3)div(ξ3) dΩ, ∀(ϕ1, ϕ2) ∈ Aad × Aad

tel que (ξ2, ξ3, γ2, γ3) ∈ H1
0,Γi

(Ω)×H1
0(Ω)×H1

0,Γi
(Ω)×H1

0(Ω) sont solutions des problèmes
adjoints suivants :

∫
Ω
σ(ξ2) : ε(w2) = −

∫
Ω

4 ϕ1ε(u2 − u3) : ε(w2) dΩ−
∫

Ω
2 ϕ1ε(w2) : ε(v2) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(w2)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(w2)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(w2) : ε(−γ3), ∀w2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),∫
Ω
σ(ξ3) : ε(w3) = −

∫
Ω

4 ϕ1ε(u2 − u3) : ε(−w3) dΩ−
∫

Ω
2 ϕ1ε(w3) : ε(v3) dΩ

−
∫

Ω
2 λ div(−w3)div(γ2) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(γ2) dΩ

−
∫

Ω
2 λdiv(−w3)div(−γ3) dΩ−

∫
Ω

4 µε(−w3) : ε(−γ3), ∀w3 ∈ H1
0(Ω),∫

Ω
σ(γ2) : ε(h2) = −

∫
Ω

2 ϕ1ε(u2) : ε(h2) dΩ, ∀h2 ∈ H1
0,Γi

(Ω),

et∫
Ω
σ(γ3) : ε(h3) = −

∫
Ω

2 ϕ1ε(u3) : ε(h3) dΩ, ∀h3 ∈ H1
0(Ω).

3.5 Résultats numériques

Dans le cadre de ce chapitre, nous allons présenter trois tests numériques. Dans chacun, on
choisit un matériau élastique tel que son bord est scindé en deux parties : Γc, où les données sont
surabondantes, et Γi, qui est une partie inaccessible. Sur Γc, nous avons besoin des données de
Cauchy. Le champ de déplacement f et la contrainte normale φ sont des données synthétiques,
c’est à dire simulées numériquement par la résolution d’un problème direct. Notre but est de
chercher la contrainte normale et le champ de déplacement manquants sur Γi et estimer la
valeur des paramètres de Lamé dans le domaine. Dans la section 3.4, nous avons parlé du
problème d’identifiabilité des paramètres de Lamé. Dans l’article [48], Zhongyan Lin a imposé
des conditions pour l’assurer. Il a choisi le disque unité comme un domaine Ω. On divise son
bord en trois parties :


Γc1 := {(cos(θ), sin(θ)) tel que 0 < θ ≤ π}

Γc2 := {(cos(θ), sin(θ)) tel que π < θ ≤ 3π
2 }

Γi := {(cos(θ), sin(θ)) tel que 3π
2 < θ ≤ 2π}

D’après la première partie (i) du théorème 1.3.1, on considère une contrainte normale nulle

sur la partie Γc1. Sur Γi on choisit une condition de Dirichlet g =
α cos(θ)

0

 tel que une
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valeur arbitraire de α vaut 5 10−2 et Γc2 est une partie du bord encastrée. Avec ces conditions,
si le paramètre λ est une constante connue, alors, la constante µ est unique dans le domaine.
On choisit aussi, une valeur exacte des paramètres de Lamé, notée par λex et µex, qui sont
égales à 2 et 1 respectivement. On considère donc ce problème direct pour la génération des
données : 

div(σλex,µex(u)) = 0, dans Ω,

u = g, sur Γi,

σλex,µex(u).n = 0, sur Γc1,

u = 0, sur Γc2.

(3.25)

Une fois les données f = u|Γc et φ = σ(u).n|Γc sont disponibles, on suppose que le champ de
déplacement, la contrainte normale sur Γi et les paramètres de Lamé sont inconnus et on va
essayer de les retrouver en utilisant notre procédure numérique. Les résultats numériques sont
obtenus en utilisant FreeFem++.

3.5.1 Cas test 1

Pour le premier cas test, on considère le domaine Ω prescrit précédemment, discrétisé par un
maillage de 135 noeuds sur Γc = Γc1 ∪ Γc2 et 45 noeuds sur Γi. Pour des données de Cauchy
(f, φ) sur Γc et un paramètre de Lamé λ connu dans le domaine, notre but est de chercher
le champ de déplacement τ , la contrainte normale η et le paramètre de Lamé µ en utilisant
notre procédure numérique. On choisit une estimation initiale (η0, τ 0, µ0) = (0.1, 0.1, 2).
La figure 3.1 présente la reconstruction des deux composantes du champ de déplacement et
de la contrainte normale sur Γi, comparée à la solution exacte fournie par (3.25) avec des
données non bruitées. On peut voir que les reconstructions sont proches de la solution exacte
mais elles sont perturbées sur les extrémités de Γi, à cause du changement de conditions
aux limites différentes sur Γc. La figure 3.2(a) montre l’évolution de la valeur du paramètre
µ au cours des itérations. À la convergence, le paramètre obtenu µopt vaut 1.00055 sachant
que la valeur exacte est 1. Pour étudier la robustesse de notre procédure numérique, nous
avons perturbé les données de Cauchy en ajoutant un bruit aux champs f et φ. La figure 3.3
présente les mêmes reconstructions pour des différents taux de bruits. À la convergence, µopt

vaut 0.999304, 0.986312 et 0.963522 respectivement pour 1%, 3% et 5% de bruit. La figure
3.2(b) montre le comportement du paramètre de lamé µ au cours des itérations, on constate
que les résultats sont satisfaisants. Pour illustrer la stabilité de notre méthode, on présente
différentes erreurs dans le tableau 3.1. On note :

ERD =
|| τ opt − τ ex ||L2(Γi)

|| τ ex ||L2(Γi)
ERN =

|| ηopt − ηex ||L2(Γi)

|| ηex ||L2(Γi)
(3.26)
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ERµ = || µ
opt − µex ||2
|| µex ||2

avec τ ex = uex|Γi
et ηex = σ(uex).n|Γi

sachant que uex est la solution du problème (3.25). τ opt et
ηopt sont le champ de déplacement et la contrainte normale recontruits à la convergence. Les
valeurs trouvées dans le tableau pour les différents taux de bruit sont conformes à ce qui est
trouvé numériquement dans les figures.
Pour la recherche du paramètre de Lamé µ, on minimise la fonctionnelle de Kohn-Vogelius J3

à laquelle nous avons ajouté un terme de regularisation. α1 est un paramètre de régularisation
qui contrôle la balance entre la fonctionnelle et le terme de régularisation. Nous avons choisi
la valeur optimale dans l’intervalle [4.10−3, 4.5 10−3].

(a) (b)

(Fc) (d)

Figure 3.1 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi avec des données de Cauchy non bruitées.
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(a) (b)

Figure 3.2 – Evolution du paramètre de lamé µ au cours des itérations, (a) : sans bruit, (b) :
avec 1%, 3% et 5% de bruit.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.3 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi pour 1%, 3% et 5% de bruit.
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Noise level ERD ERN ERµ
0% 3.1% 21.7% 0.055%
1% 3.1% 22.3% 0.069%
3% 3.2% 24.5% 1.36%
5% 3.3% 27.9% 3.64%

Table 3.1 – L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : l’erreur
des solutions reconstruites sur Γi, et l’erreur de la valeur estimée de µ par rapport au taux de
bruit.

3.5.2 Cas test 2

On considère ici le disque Ω présenté auparavant. Les données de Cauchy (f, φ) sont simulées
numeriquement par la résolution du problème (3.25). Notre but dans ce cas est de trouver le
champ de déplacement τ et la contrainte normale η sur Γi, ainsi que les deux paramètres de
Lamé λ et µ dans Ω. Comme estimation initiale, on choisit (η0, τ 0, λ0, µ0) = (0.1, 0.1, 3, 2) et
on rappelle que la valeur exacte des paramètres est (λex, µex) = (2, 1). Au cours du processus
de minimisation de la fonctionnelle J3, par rapport à λ et µ, on utilise un terme de régula-
risation de Tikhonov pour chaque paramètre (3.17). Pour régler l’influence de ces termes sur
les reconstructions, on choisit la valeur de α1 dans l’intervalle [4.10−3, 4.5 10−3] et α2 dans
[7.5 10−4, 8.10−4].
La figure 3.4 présente les reconstructions du champ de déplacement et la contrainte normale
sur Γi. À la convergence, les paramètres de Lamé reconstruits sont égaux à λopt = 2.01508 et
µopt = 0.998809. Les courbes dans la figure 3.7 (a)(c) présentent l’évolution des paramètres au
cours des itérations. Les résultats dans la figure 3.5 et la figure 3.7 (b)(d) montrent encore la
stabilité de notre méthode en montrant les reconstructions pour des différents taux de bruit.
Le couple (λopt, µopt) vaut (2.01472, 0.997512), (2.00556, 0.98427) et (1.98094, 0.960363) pour
1%, 3% et 5% de bruit respectivement. On collecte dans le tableau 3.2 différentes erreurs pour
confirmer la robustesse de notre méthode. ERD, ERN et ERµ sont les mêmes erreurs définies
précédemment et ERλ est l’erreur du deuxième paramètre λ calculée de cette façon :

ERλ = || λ
opt − λex ||2
|| λex ||2
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.4 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi avec des données de Cauchy non brui-
tées.

Noise level ERD ERN ERµ ERλ
0% 3.1% 21.7% 0.11% 0.75%
1% 3.1% 22.2% 0.24% 0.73%
3% 3.2% 24.9% 1.57% 0.27%
5% 3.2% 27% 3.96% 0.95%

Table 3.2 – L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : l’erreur
des solutions reconstruites sur Γi, et l’erreur de la valeur estimée de λ et µ par rapport au
taux de bruit.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.5 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi avec différent taux de bruit (1%, 3% et
5%).
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.6 – Evolution des paramètres de lamé au cours des itérations, (a), (b) : évolution
de µ avec et sans bruit. (c), (d) : évolution de λ avec et sans bruit.

3.5.3 Cas test 3

Dans ce test, nous allons tester un autre domaine défini par une couronne Ω entre le cercle
extérieur de rayon 1 qui représente Γc et Γi le cercle intérieur de rayon 0.5. Dans ce test, le
paramètre λ est supposé connu, nous visons donc à déterminer le champ de déplacement τ
et la contrainte normale η sur Γi, ainsi que le paramètre µ dans la couronne. Le domaine est
discrétisé en utilisant 135 noeuds sur Γc et 45 noeuds sur Γi.
On considère une contrainte normale nulle sur la moitié supérieure de Γc, qu’on note Γc1. La
moitié inférieure du cercle, notée Γc2, est encastrée, c’est à dire que le champ de déplacement
sur cette partie est nul. Sur le bord Γi, nous avons la condition de Dirichlet g. Les données f
et φ sont générées par la résolution du problème (3.25) où les paramètes exacts (λex, µex) sont
égaux à (2, 1). Comme initialisation de l’algorithme, nous avons pris (η0, τ 0, µ0) = (0.1, 0.1, 2).
La figure 3.7 présente les reconstructions du champ de déplacement et de la contrainte nor-
male sur Γi, comparées à la solution exacte pour des données non bruitées. On note que les
champs reconstitués sont proches de la solution que l’on cherche à approcher, mais, on observe
des perturbations au milieu des courbes et aux extrémités. Ces parties sont les plus proches
des extrémités de Γc1 et Γc2, où on a un changement des données. Le paramètre de Lamé
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reconstruit µopt vaut 1.0247 sachant que la valeur exacte µex est 1. Dans la figure 3.8, on
montre l’évolution de µ au cours des itérations. Nous souhaitons maintenant éprouver l’ef-
ficacité et la robustesse de notre procédure, nous introduisons sur les données des différents
taux de bruit. Nous présentons dans la figure 3.9 les reconstructions du champ de déplacement
et de contrainte normale sur Γi pour 1%, 3% et 5% de bruit. De même, on montre dans la
figure 3.8 (b) le comportement du paramètre µ au cours des itérations. À la convergence, ce
paramètre vaut 1.03002, 1.00763 et 0.964721 respectivement pour les mêmes niveaux de bruit.
Afin de confirmer les reconstructions obtenues, on a présenté dans le tableau 3.3 des valeurs de
quelques erreurs pour des différents taux de bruit. Concernant le paramètre α1, la constante
multipliée dans le terme de régularisation, on choisit une valeur dans l’intervalle [5.10−3, 10−2].

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.7 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi avec des données de Cauchy non bruitées.
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Noise level ERD ERN ERµ
0% 0.96% 18.6% 2.9%
1% 1.4% 31.3% 3%
3% 1.5% 37.1% 0.7%
5% 1.6% 42.8% 3.2%

Table 3.3 – L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : l’erreur
des solutions reconstruites sur Γi, et l’erreur de la valeur estimée µ par rapport au taux de
bruit.

(a) (b)

Figure 3.8 – Evolution de paramètre de lamé au cours des itérations,(a) : sans bruit, (b) :
avec 1%, 3% et 5% de bruit.

Figure 3.9 – Reconstructions. (a) : première composante du déplacement, (b) : deuxième
composante de déplacement, (c) : première composante de la contrainte normale, (d) :
deuxième composante de la contrainte normale sur Γi pour 1%, 3% et 5% de bruit.
Rabeb CHAMEKH 57



3.6. Conclusion

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la méthode de jeu de Nash permettant de résoudre le
problème de couplage de complétion des données et identification des paramètres de Lamé
dans un matériau élastique isotrope en utilisant une seule mesure sur une partie du bord.
Nous avons présenté l’algorithme et les fonctionnelles exploités. Nous avons réalisé trois tests
numériques. Dans les deux premiers, le domaine est le disque unité. Nous avons considéré une
configuration assurant l’identifiabilité du paramètre à partir des données incomplètes sur le
bord selon le travail introduit dans [48]. Dans le troisième test, Ω est une couronne limitée
par Γc et Γi. Les résultats dans les trois tests que nous avons obtenu sont satisfaisants pour la
reconstruction du champ de déplacement, ce qui prouve l’efficacité de notre algorithme vis à vis
des données bruitées. Par contre, nous n’avons pas réussi à trop améliorer les reconstructions
des contraintes normales d’après le calcul de l’erreur ERN pour chaque test.
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Chapitre 4

Complétion de données en
thermoélasticité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la complétion des données dans un cadre thermoélastique. Il
s’agit de coupler la thermique avec l’élasticité afin de reconstruire des données manquantes. La
thermoélasticité est utilisée dans un matériau élastique, à lequel, on applique des sollicitations
d’origine thermique. Contrairement à l’élasticité, la thermoélasticité fait intervenir le champ
de température qui cause la dilatation du milieu.
Dans notre travail, on s’intéresse au cas linéaire, le matériau est soumis à des petites pertur-
bations. En effet, le tenseur des contraintes est linéairement lié au tenseur des déformations
et au tenseur de dilatation thermique par une loi de comportement, s’appelle la loi de Hooke
généralisée :

σT = C : (ε− αT )

avec ( :) est le produit tensoriel contracté. σT et ε sont le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations respectivement, ce sont deux tenseurs symétriques. α est le tenseur de dila-
tation, il est aussi symétrique et T est le champ de température dans le matériau. Le tenseur
C est le tenseur de rigidité, ces caractériques varient selon le type du matériau.
Nous considérons un domaine élastique isotrope, c’est à dire, ces propriétés physiques sont les
mêmes suivant chaque direction. Dans ce cas, les composantes du tenseur de rigidité dépendent
seulement de deux constantes qui sont les paramètres de Lamé λ et µ. Dans le cas d’un milieu
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tridimentionnel, C s’écrit sous cette forme :

C =



λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ


Le tenseur de dilatation s’écrit sous forme α I, où I est le tenseur identité et α est le coefficient
de dilatation. La loi de Hooke en thermoélasticité linéaire isotrope en dimension 3, par exemple,
est présentée par cette expression :

σT = C : ε− C : (αTI) = λtr(ε)I + 2µε− 3KαTI, (4.1)

avec tr est l’opérateur trace et K est le module de compressibilité élastique du matériau tel
que : 3K = 3λ+ 2µ.
Dans la littérature, nous pouvons trouver des travaux sur des problèmes inverses liés à l’opé-
rateur de thermoélasticité. Par exemple, le travail de Ben Ameur et al [12] où un problème
d’ientification de cavité a été étudié en élasticité lineaire et en thermoélasticité. Les auteurs
utilisent une formulation de moindres carrés pour la reconstruction à partir un champ de
déplacement et de température sur une partie du bord. Nous pouvons citer aussi l’article de
Andrieux et Bui [7] sur l’identification des fissures dans un cas tridimentionnel élastique iso-
trope et soumis à un chargement d’origine thermique. Le domaine contient une ou plusieurs
fissures planes, le but de ce travail est de présenter un algorithme basé sur l’écart à la réci-
procité pour déterminer seulement le plan porteur de la fissure. Dans ce chapitre, nous allons
développer une approche de jeu de Nash pour la résolution du problème de complétion des
données dans ce cadre.

4.2 Complétion de données en thermoélasticité

Nous considérons un domaine élastique isotrope Ω de Rd, d=2 ou 3, son bord ∂Ω est divisé
en deux parties non vides et disjointes Γi et Γc. Rappelons que Γc est la partie du bord sur-
abondante et Γi est la partie inaccessible aux mesures.
On applique un flux de chaleur φ sur la partie Γc. À cause du phénomène de dilatation du
matériau, un champ de déplacement se propage dans tout le domaine. Seule une mesure de
ce champ sera considérée sur Γc, qu’on notera umes. En absence de chargement mécanique, la
contrainte normale sera nulle sur cette partie. Notre objectif dans la suite est le suivant :
Connaissant les données de Cauchy (umes, F = 0), écrire un algorithme de jeu de Nash per-
mettant de retrouver des données manquantes sur Γi et le champ de température T dans Ω.
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Le problème direct dans ce cas est le suivant :

div(σT (u)) = 0, dans Ω,

∆T = 0, dans Ω,

σT (u).n = 0, sur Γc,

∇T.n = φ, sur Γc,

σT (u).n = 0, sur Γi,

∇T.n = 0, sur Γi.

Le problème inverse est le suivant :
Etant donné umes une donnée mesurée de u|Γc , on cherche (u, T ) ∈ H1(Ω)×H1(Ω) qui satisfait
le problème de Cauchy : 

div(σT (u)) = 0, dans Ω,

u = umes, sur Γc,

σT (u).n = 0, sur Γc.

(4.2)

où σT est le tenseur des contraintes en thermoélasticité défini par :

σT = C : ε− C : (αTI) = λtr(ε)I + 2µε− ξTI, (4.3)

tel que ξ = Dα, où D = 2λ+ 2µ en 2D (resp. 3λ+ 2µ en 3D).
En utilisant cette dernière, on peut développer l’expression de l’équation d’équilibre div(σT (u))
et les conditions aux limites. La température T va apparaitre comme un second membre, elle
est considéré comme un terme source. Le problème de Cauchy peut être exprimer comme suit :

div(σ(u)) = div(ξTI), dans Ω,

u = umes, sur Γc,

σ(u).n = ξTI.n, sur Γc,

avec σ est le tenseur des contraintes en élasticité définie par (3.3).

4.2.1 Algorithme de reconstruction

On introduit deux sous problèmes dont les solutions sont u1 := u1(η, T ) et u2 := u2(τ, T )
comme suit :

(SP1)


div(σT (u1)) = 0, dans Ω,

u1 = umes, sur Γc,

σT (u1).n = η, sur Γi.

(SP2)


div(σT (u2)) = 0, dans Ω,

u2 = τ, sur Γi,

σT (u2).n = 0, sur Γc.

(4.4)
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Outre que les deux variables stratégiques η ∈ H−1/2(Γi) et τ ∈ H1/2(Γi), le champ de tempé-
rature T sera considéré comme une variable stratégique implicite, qui appartient à l’espace :

H = {v ∈ H1(Ω); ∆v = 0 dans Ω}.

On associe à ces trois variables stratégiques, un jeu composé par trois joueurs, qui considère
respectivement les fontionnelles coûts données par :

J1(η, τ, T ) = 1
2 || σT (u1).n ||2H−1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi)

J2(η, τ, T ) = 1
2 || u2 − umes ||2H1/2(Γc) +1

2 || u1 − u2 ||2H1/2(Γi)

J3(η, τ, T ) = 1
2

∫
Ω
σT (u1 − u2) : ε(u1 − u2) + δ

2

∫
Γc

(T − Tmes)2 dΓc, δ ≥ 0

On considére un jeu de Nash dont les deux premiers joueurs contrôlent les variables η et τ et
minimisent les fonctionnelles J1 et J2 respectivement, le troisième joueur s’occupe du champ
T qui va être la solution optimale d’un problème de minimisation de la fonctionnelle J3 sous la
contrainte T ∈ H. Notons que Tmes représente la température mesurée sur Γc. Si cette mesure
n’est pas disponible, alors dans ce cas, on prend δ = 0.
Les trois joueurs intéragissent de façon compétitif pour la recherche d’un équilibre de Nash.
On cherche alors un triplet (ηN , τN , TN) ∈ H−1/2(Γi) × H1/2(Γi) × H qui assure un équilibre
de Nash dans ce jeu. D’où l’algorithme suivant :

Algorithm 3 Calcul de l’equilibre de Nash (ηN , τN , TN ) du jeu de complétion des données en thermoélasticité.

Les paramètres utilisés :

0 ≤ t < 1 : paramètre de relaxation.

ρ > 0 et ε > 0 : tolérances d’arrêt.

Les initialisations :

Soit p = 0 et Mp = (ηp, τ p) une estimation initiale.

Soit q = 0 et T q une estimation initiale dans H.

Étape 1 Calculer (ηp+1, τ p+1), solution de

1. Calculer ηp, solution de min
η
J1(η, τ p, T q) et évaluer ηp+1 = tηp + (1− t)ηp.

2. Calculer τ p, solution de min
τ
J2(ηp, τ, T q) et évaluer τ p+1 = tτ p + (1− t)τ p.

3. Soit Mp+1 = (ηp+1, τ p+1).
Retourner à 1 jusqu’à ce que la suite Mp converge. Comme un critère d’arrêt, on
utilise :

||Mp+1 −Mp ||≤ ε
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Étape 2 Calculer T q+1, solution de

min
T∈H

J3(ηp+1, τ p+1, T ).

Étape 3 Calculer || u2 − f ||L2(Γc).
Retourner à Étape 1 si || u2 − f ||L2(Γc)> ρ.

4.2.2 Approche de minimisation

L’algorithme est composé de deux étapes principales. Dans la première étape, on cherche les
données manquantes sur Γi par la résolution de deux problèmes de minimisations de J1 et
J2. Dans la deuxième étape et après la dualisation de la contrainte (T harmonique), nous
pourrons utiliser la méthode de Newton pour résoudre le système d’optimalité associé ou faire
directement la minimisation par l’algorithme d’UZAWA.
Il s’agit de : pour η et τ fixés, 

min
T
f(T ) = J3(η, τ, T ),

T ∈ H1(Ω), ∆T = 0.
(4.5)

Le lagrangien associé à ce problème d’optimisation est de la forme : Pour T ∈ H1(Ω), λ ∈
H1(Ω),

L(T, λ) = f(T )+ < λ, c(T ) >,

avec λ est un multiplicateur de Lagrange et c(T ) = ∆T . Notons que ce dernier est linéaire par
rapport à T. Si on note par (T ∗, λ∗) la solution optimale de ce problème , alors, elle vérifie le
système d’optimalité d’ordre 1 suivant :∇TL(T, λ) = ∇f(T ) + c

′(T )∗λ = 0,

∇λL(T, λ) = c(T ) = 0.
(4.6)

avec c′(T )∗ est l’opérateur adjoint de la jacobienne c′(T ).

Algorithme d’UZAWA

Cet algorithme consiste à chercher un point selle du Lagrangien. Le couple (T ∗, λ∗) est la
solution du problème d’optimisation :

L(T ∗, λ∗) = max
λ

min
T
L(T, λ).

1. On choisit une estimation initiale (T 0, λ0).

2. T k+1 est la solution du problème :

min
T
L(T, λ)
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3. λk+1 = λk + ζkc(T k), avec ζk est un pas fixé numériquement.

Algorithme de Newton

Le but de l’algorithme est de construire une suite (T k, λk) qui converge vers une paire (T ∗, λ∗)
vérifiant l’équation d’optimalité (4.6).

1. On choisit une estimation initiale (T 0, λ0).

2. Si on note dk1 et dk2 deux directions de descentes :T
k+1 = T k + dk1

λk+1 = λk + dk2

telles que (dk1, dk2) est la solution de l’équation de Newton :∇2
TTL(T k, λk) c′(T k)∗

c′(T k) 0

 dk1
dk2

 = −
∇J3(T k) + c

′(T k)∗λk

c(T k)

 (4.7)

Pour simplifier le système linéaire (4.7), on note Υk := λk + dk2 = λk+1. Alors, on cherche
(dk1,Υk) la solution de :∇2

TTL(T k, λk) c′(T k)∗

c′(T k) 0

 dk1

Υk

 = −
∇J3(T k)

c(T k)

 (4.8)

L’implémentation numérique de la méthode de Newton nécessite le développement du pro-
blème discret associé à (4.5). Nous considérons une discrétisation du domaine Ω dont h est le
paramètre de discrétisation correspondant à la taille maximale des éléments. Nous supposons
que le domaine comporte N noeuds.
Soit Vh(Ω) l’espace engendré par les fonctions affines par morceaux. On définit (ϕi)1≤i≤N

les fonctions de la base canonique de Vh(Ω) et nous allons présenter une expression discrète
associée au système (4.8). Soit une matrice A définie par quatres blocs :

A :=
 H CT

C 0


On note H = ∇2

TTL(T k, λk) dont ces coefficients (Hij)1≤i,j≤N sont données par :

Hij =< ∇2
TTL(T k, λk)ϕi, ϕj >= d2f(T k)(ϕi, ϕj).

On note C la matrice associée à c′(T k), ces coefficients (Cij)1≤i,j≤N sont définis par :

Cij =< c′(T k)ϕi, ϕj >=< ∆ϕi, ϕj >= −
∫

Ω
∇ϕi∇ϕj dΩ +

∫
∂Ω
∇ϕi.nϕj d∂Ω.

L’adjoint de la matrice C est présenté par la matrice transposé CT . Le dernier bloc de A est
la matrice nulle de taille N .
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Le second membre est un vecteur composé de deux sous vecteurs B1 et B2 de longeur N . Les
coefficients de B1 sont (b1

i )1≤i≤N tel que :

b1
i = df(T k).ϕi =< ∇f(T k), ϕi >1≤i≤N .

Le deuxième sous vecteur B2 = (b2
i )1≤i≤N :

b1
i =< ∆T k, ϕi >1≤i≤N= −

∫
Ω
∇T k∇ϕi dΩ +

∫
∂Ω
∇T k.nϕi d∂Ω.

La solution de ce système linéaire est un vecteur de longueur 2N , composé de la première
diretion de descente dk1 et le vecteur Υk.
Les calculs des dérivées nécessaires seront présentés dans les propositions suivantes :

Proposition 4.2.1
Les deux dérivées partielles de J1 et J2 par rapport à η et τ sont les suivantes :

∂J1

∂η
(η, τ).ξ = −

∫
Γi

λ1ξ dΓi, ∀ξ ∈ H−1/2(Γi)

avec λ1 ∈ W1 = {v ∈ H1(Ω) tel que v|Γc = 0}, solution de ce problème adjoint :∫
Ω
σ(λ1) : ε(γ) = −

∫
Γc

(σT (u1).n)σ(γ).n dΓc −
∫

Γi

(u1 − τ)γ dΓi, ∀γ ∈ W1.



∂J2

∂τ
(η, τ).h =

∫
Γi

(σ(λ2).n− (u1 − τ))h dΓi, ∀h ∈ H1/2(Γi)

tel que λ2 ∈ H1(Ω) solution de ce problème adjoint :
div (σ(λ2)) = 0 dans Ω,

λ2 = 0 sur Γi,

σ(λ2).n = umes − u2 sur Γc.

Preuve

Les démarches du calcul sont identiques avec la proposition (3.4.1).

Proposition 4.2.2
Les différentielles première et seconde de L(T, λ) sont les suivantes :

i) ∂L

∂T
(T, λ).ϕ =

∫
Ω
div(DαϕI)v1 +

∫
Ω
div(DαϕI)v2 −

1
2

∫
Ω
DαϕI : ε(u1 − u2) dΩ

−
∫

Γi

DαϕInv1 dΓi −
∫

Γc

DαϕInv2 dΓc −
∫

Ω
∇ϕ∇λ dΩ +

∫
∂Ω
∇ϕ.nλ d∂Ω

∀ϕ ∈ H tel que v1 ∈ H1
0,Γc

(Ω) et v2 ∈ H1
0,Γi

(Ω) sont solutions des problèmes adjoints
suivants :

∫
Ω
σ(v1) : ε(γ1) = −1

2

∫
Ω
σ(γ1) : ε(u1 − u2) dΩ− 1

2

∫
Ω
σT (u1 − u2) : ε(γ1) dΩ, ∀γ1 ∈ H1

0,Γc
(Ω),

et∫
Ω
σ(v2) : ε(γ2) = 1

2

∫
Ω
σ(γ2) : ε(u1 − u2) dΩ + 1

2

∫
Ω
σT (u1 − u2) : ε(γ2) dΩ, ∀γ2 ∈ H1

0,Γi
(Ω).
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ii) ∂2L

∂T 2 (T, λ)(ϕ1, ϕ2) = ∂2f

∂T 2 (T )(ϕ1, ϕ2) =
∫

Ω
div(Dαϕ2I)ξ1 dΩ−

∫
Γi

Dαϕ2Inξ1 dΓi

+
∫

Ω
div(Dαϕ2I)ξ2 dΩ−

∫
Γc

Dαϕ2Inξ2 dΓc −
1
2

∫
Ω
Dαϕ2I : ε(γ1) dΩ

+1
2

∫
Ω
Dαϕ2I : ε(γ2) dΩ

∀(ϕ1, ϕ2) ∈ H×H tel que (ξ1, ξ2, γ1, γ2) ∈ H1
0,Γc

(Ω)×H1
0,Γi

(Ω)×H1
0,Γc

(Ω)×H1
0,Γi

(Ω) sont
solutions des problèmes adjoints suivants :

∫
Ω
σ(ξ1) : ε(w1) = 1

2

∫
Ω
Dαϕ1I : ε(w1)− 1

2

∫
Ω
σ(γ1) : ε(w1) dΩ− 1

2

∫
Ω
σ(w1) : ε(γ1) dΩ

+1
2

∫
Ω
σ(γ2) : ε(w1) dΩ + 1

2

∫
Ω
σ(w1) : ε(γ2) dΩ, ∀w1 ∈ H1

0,Γc
(Ω),∫

Ω
σ(ξ2) : ε(w2) = −1

2

∫
Ω
Dαϕ1I : ε(w2) + 1

2

∫
Ω
σ(γ1) : ε(w2) dΩ + 1

2

∫
Ω
σ(w2) : ε(γ1) dΩ

−1
2

∫
Ω
σ(γ2) : ε(w2) dΩ− 1

2

∫
Ω
σ(w2) : ε(γ2) dΩ, ∀w2 ∈ H1

0,Γi
(Ω),∫

Ω
σ(γ1) : ε(h1) = −

∫
Ω
div(Dαϕ1I)h1 dΩ +

∫
Γi

Dαϕ1Inh1 dΓi, ∀h1 ∈ H1
0,Γc

(Ω),

et∫
Ω
σ(γ2) : ε(h2) = −

∫
Ω
div(Dαϕ1I)h2 dΩ +

∫
Γc

Dαϕ1Inh2 dΓc, ∀h2 ∈ H1
0,Γi

(Ω).

Preuve

Le Lagrangien est défini par :

L(T, λ) = f(T )−
∫

Ω
∇T∇λ dΩ +

∫
∂Ω
∇T.nλ d∂Ω

Pour une direction ϕ ∈ H, la dérivée de L par rapport à T est la suivante :

∂L

∂T
(T, λ).ϕ = ∂f

∂T
(T ).ϕ−

∫
Ω
∇ϕ∇λ dΩ +

∫
∂Ω
∇ϕ.nλ d∂Ω

On commence par le calcul de ∂f
∂T

(T ).ϕ par la méthode de l’état adjoint, on défini le Lagrangien
suivant :

L (T, u1, u2, v1, v2, v3) =
∫

Ω
σT (u1 − u2) : ε(u1 − u2) dΩ +

∫
Ω
σ(u1) : ε(v1) dΩ

+
∫

Ω
div(DαTI)v1 dΩ−

∫
Γi

ηv1 dΓi −
∫

Γi

DαTInv1 dΓi

+
∫

Ω
σ(u2) : ε(v2) dΩ +

∫
Ω
div(DαTI)v2 dΩ−

∫
Γc

DαTInv2 dΓc.

La différentielle de f par rapport à T vaut :

∂f

∂T
(T ).ϕ = 1

2

∫
Ω
σ(u′1 − u

′

2) : ε(u1 − u2) dΩ− 1
2

∫
Ω
DαϕI : ε(u1 − u2) dΩ

+ 1
2

∫
Ω
σT (u1 − u2) : ε(u′1 − u

′

2) dΩ (4.9)
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avec u′1 = ∂u1
∂T
.ϕ et u′2 = ∂u2

∂T
.ϕ.

Les dérivées du Lagrangien par rapport à chaque variable est nulle. On dérive L par rapport
à u1, ∀γ1 ∈ H1

0,Γc
:

∫
Ω
σ(γ1) : ε(v1) = −1

2

∫
Ω
σ(γ1) : ε(u1−u2) dΩ+ 1

2

∫
Ω
DαTI : ε(γ1) dΩ− 1

2

∫
Ω
σ(u1−u2)ε(γ1) dΩ

(4.10)
En particulier, pour γ1 = u

′
1 :

∫
Ω
σ(u′1) : ε(v1) = −1

2

∫
Ω
σ(u′1) : ε(u1−u2) dΩ+1

2

∫
Ω
DαTI : ε(u′1) dΩ−1

2

∫
Ω
σ(u1−u2)ε(u′1) dΩ

(4.11)
De la même façon, on dérive le Lagrangien par rapport à u2 appliqué à une direction γ2 ∈
H1

0,Γi
(Ω) :

∫
Ω
σ(γ2) : ε(v2) = 1

2

∫
Ω
σ(γ2) : ε(u1−u2) dΩ−1

2

∫
Ω
DαTI : ε(γ2) dΩ+ 1

2

∫
Ω
σ(u1−u2) : ε(γ2) dΩ

(4.12)
En particulier, pour γ2 = u

′
2 :

∫
Ω
σ(u′2) : ε(v2) = 1

2

∫
Ω
σ(u′2) : ε(u1−u2) dΩ−1

2

∫
Ω
DαTI : ε(u′2) dΩ+1

2

∫
Ω
σ(u1−u2) : ε(u′2) dΩ

(4.13)
u1 est la solution du problème direct (SP1). Si on dérive formellement sa formulation varia-
tionnelle par rapport à T et pour le champ test v1, nous obtenons :∫

Ω
σ(u′1) : ε(v1) dΩ +

∫
Ω
div(DαϕI)v1 dΩ =

∫
Γi

DαϕInv1 dΓi (4.14)

De la même façon, nous obtenons la formulation variationnelle de u′2 :∫
Ω
σ(u′2) : ε(v2) dΩ +

∫
Ω
div(DαϕI)v2 dΩ =

∫
Γc

DαϕInv2 dΓc (4.15)

D’après (4.11), (4.15), (4.14) et (4.15), on déduit l’expression de ∂f
∂T

(T ).ϕ est de la forme :

∂f

∂T
(T ).ϕ =

∫
Ω
div(DαϕI)v1 dΩ +

∫
Ω
div(DαϕI)v2 dΩ− 1

2

∫
Ω
DαϕI : ε(u1 − u2) dΩ

−
∫

Γi

DαϕI.nv1 dΓi −
∫

Γc

DαϕI.nv2 dΓc

tel que v1 et v2 sont les solutions des problèmes adjoints : (4.10) et (4.12). On déduit, ensuite,
l’expression de ∂L

∂T
(T, λ).ϕ.

Le terme < λ, c(T ) > est linéaire par rapport à T , alors, ∂
2L

∂T 2 (T, λ).(ϕ1, ϕ2) = ∂2f

∂T 2 (T ).(ϕ1, ϕ2).

De la même façon, nous appliquons la méthode de l’état adjoint pour le calcul de ∂2f
∂T 2 (T ).(ϕ1, ϕ2).
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4.2.3 Expérience numérique

Nous allons considérer comme test numérique, un problème lié à l’identification de fissures en
thermoélasticité. Andrieux et Bui [7] ont étudié le cas d’un solide tridimentionnel qui contient
une ou plusieurs fissures planes et ils ont donné des formules explicites permettant de trouver le
plan porteur des fissures. Dans ce travail, les auteurs ont considéré un domaine en 3D élastique
homogène isotrope et soumis à un chargement d’origine thermique. Le domaine contient une
ou plusieurs fissures portées par un même plan. Ils supposent que le champ de déplacement et
la force sont disponibles sur le bord. Le flux imposé et la température sont supposés inconnus.
Les auteurs ont présenté dans ce cas un algorithme basé sur l’écart à la réciprocité permet de
déterminer le plan hôte du fissure.
On note par Σ une fissure incluse dans Ω, tel que Σ+ et Σ− sont respectivement les lèvres
supérieur et inférieur de la fissure. L’idée dans notre travail consiste à diviser le domaine Ω en
deux sous domaines Ω1 et Ω2.

Figure 4.1 – Domaine divisé en deux parties

Le bord de Ωj, j = 1, 2, est divisé en deux parties Γjc et Γi, où Γi est la droite (ou le plan) de
la fissure qui contient les lèvres Σ+ et Σ− et Γjc = ∂Ωj ∩ ∂Ω (voir figure (4.1)).
Notre procédure consiste à appliquer l’approche de complétion des données présentée dans
la section (4.2.2), dans les deux sous domaines Ω1 et Ω2 afin de reconstruire les champs de
déplacements et de température sur Γi.
Si on note τ 1

N et τ 2
N les champs de déplacement reconstruits sur Γi de côté Ω1 et Ω2 respecti-

vement et de même, T 1
N et T 2

N les températures reconstruites.
La localisation de la fissure sur le plan Γi est donc déterminé par le support des fonctions saut
associés aux champ du déplacement et la température sur Γi. Il suffit de considérer le support
de la fonction :

ψ = β[τN ] + (1− β)[TN ],

où β ∈ [0, 1], [τN ] = τ 1
N − τ 2

N et [TN ] = T 1
N − T 2

N .
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Dans un premier temps, nous présentons un test numérique simplifié dans le cadre 2D concer-
nant l’identification de fissure. On suppose que le domaine est un carré de longueur 2 tel que
une fissure Σ est située sur l’axe des abscisses d’extrémités [−0.5, 0.5] (Figure (4.1) ). Un flux
de chaleur est imposé sur le bord extérieur du carré vérifiant la condition de compatibilité∫

Ω φ = 0, on choisit :

φ =


1, sur {(x, y) ∈ R2 tel que − 1 < x < 1 et y = −1},

−1, sur {(x, y) ∈ R2 tel que − 1 < x < 1 et y = 1},

0, sinon.

Pour la simulation des données de Cauchy sur Γc, on résout le problème direct :



div(σT (u)) = 0 dans Ω,

∆T = 0 dans Ω,

σT (u).n = 0 sur ∂Ω,

∇T.n = φ sur ∂Ω,

u = g sur Σ,

∇T.n = 0 sur Σ.

(4.16)

où ∂Ω est le bord extérieur du carré et g est le champ de déplacement sur la fissure qui vaut

g =
x+ y

x2

2



La température T est unique dès qu’on ajoute la condition de normalisation (
∫
∂Ω
T = 0). Dans

ce test, notre procédure consiste à déterminer à partir (umes, φ, Tmes) les données manquantes
sur la droite porteuse de la fissure puis identifier sa position. Nous avons divisé le domaine Ω
en deux sous domaines Ω1 et Ω2 (Figure 4.1). Dans Ω1 (resp. Ω2 ), la droite porteuse de la
fissure est la partie {(x, y) ∈ R2 tel que − 1 < x < 1 et y = 0}. Elle joue le rôle de Γ1

i (resp.
Γ2
i ) et Γ1

c (resp. Γ2
c) est le reste du bord où les données sont disponibles. Dans ce test, notre

variable stratégique T j, j = 1, 2, est supposé solution du problème (SP3) suivant :

(SP3)


∆T j = 0, dans Ω,

∇T.n = φ, sur Γjc,

T j = θj, sur Γji .

(4.17)
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(a) (b)

Figure 4.2 – Les isovaleurs du champ de déplacement et de température.

Figure 4.3 – Le saut de la fonction ψ.

La figure (4.2) représente les isovaleurs du vecteur déplacement et de la température dans le
domaine Ω. La discontinuité de ces champs est apparait à travers la fissure. Nous avons utilisé
la méthode de gradient à pas fixe pour la minimisation des trois fonctionnelles J1, J2 et J3

avec un pas qui vaut 0.1. Comme estimation initiale, nous choisissons (ηj,0, τ j,0, θj,0) = (0, 0, 0),
j = 1, 2. Dans la figure (4.4), nous avons présenté le résultat de reconstruction des deux com-
posantes du champ de déplacement et contrainte normale, ainsi que la température sur Γ1

i .
Nous avons exploité aussi l’algorithme de Nash pour la reconstruction des mêmes champs sur
Γ2
i .

La fissure Σ est de coordonnées x ∈ [−0.5, 0.5] et y = 0. Nous avons tracé la fonction saut ψ
dans la figure (4.3). D’après le support de cette dernière, la fissure reconstruite est d’extrémi-
tées [−0.58, 0.6], après élimination des petites perturbations. Alors, notre algorithme permet
d’identifier la position de la fissure dans le domaine.
L’objectif principal du test numérique sera le cas où la mesure du flux de chaleur est suppo-
sée non disponible. Dans ce cas, le but sera la reconstruction du champ de déplacement, la

70 Rabeb CHAMEKH



Chapitre 4. Complétion de données en thermoélasticité

contrainte normale sur Γi et la température T dans le domaine à partir des mesures mécaniques
sur le bord Γc. Ce travail est en cours d’implémentation.

(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figure 4.4 – (a) Première composante du déplacement reconstruit sur Γ1
i , (b) deuxième

composante du déplacement reconstruit sur Γ1
i , (c) première composante du contrainte normale

reconstruite sur Γ1
i , (d) deuxième composante du contrainte normale reconstruite sur Γ1

i et
(e) température reconstruite sur Γ1

i .

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé le problème de complétion des données pour le cas de la
thermoélasticité isotrope. Nous avons présenté le problème inverse ainsi que les fonctionnelles
considérées dans un jeu de Nash défini dans un cadre multidisciplinaire. Nous avons développé
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l’approche de minimisation pour la recherche des inconnus dans le cas où un champ de dé-
placement et une force nulle sont disponibles sur le bord du matériau. Numériquement, nous
avons testé un exemple simplifié de détection de fissure en utilisant des mesures mécaniques
et thermiques sur le bord accessible du domaine. Les résultats obtenus sont satisfaisants. Une
perspective de ce travail est la localisation des fissures en utilisant seulement des mesures
mécaniques.
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Au cours de cette thèse, nous avons porté notre intêret à la résolution du problème de cou-
plage de complétion des données et identification des paramètres. Le problème de Cauchy est
un problème d’identification des conditions aux limites sur une partie du bord à partir des
données surabondantes sur la partie restante. L’identification des paramètres est un problème
de détermination du paramètre de système. Ces deux problèmes sont connus pour être mal
posés au sens d’Hadamard. Il y a une littérature théorique et numérique foisonante pour l’ap-
proximation de la solution. Le premier chapitre est consacré à la présentation de quelques
exemples de ces travaux.
Dans notre travail, nous avons utilisé la théorie des jeux pour la résolution de notre pro-
blème inverse. Cette théorie est efficace pour résoudre le problème d’optimisation multicritères
d’après Périaux et al [60, 61]. Elle s’intéresse aux intéractions des joueurs. Dans les jeux de
Nash, ces derniers intéragissent parallèlement où chacun fixe comme objectif la minimisation
d’un critère.
Dans le deuxième chapitre, nous avons appliqué notre stratégie sur la résolution du problème
de couplage de complétion des données et identification de conductivité en electrocardiogra-
phie. Dans [32], l’approche de jeu de Nash a été développée pour la résolution du problème
de complétion des données pour l’opérateur de Laplace. Nous avons adapté la même méthode
dans notre travail. On a décrit le problème inverse, et ensuite les trois critères à minimiser
par les trois joueurs. On a évoqué la question d’identifiabilité de la conductivité. On a mon-
tré l’unicité de ce paramètre en utilisant seulement les données de Cauchy sur une partie du
bord. L’algorithme de jeu de Nash a été présenté, il est composé de deux étapes principales.
Dans la première étape, les deux premiers joueurs résolvent un problème de complétion des
données avec une conductivité fixée, puis, le troisième joueur minimise une fonctionnelle de
Kohn-Vogelius pour la recherche du paramètre de conductivité dans la deuxième étape. Nos
expériences numériques ciblent les applications médicales d’électrocardiographie. Nous avons
considéré un thorax comme un domaine, tel que chaque partie est caractérisée par une conduc-
tivité. Le bord extérieur du thorax est la partie où les données de Cauchy sont disponibles et
le bord du coeur est considéré comme une partie inaccessible. Trois tests numériques ont été
effectués. Dans les deux premiers tests, nous avons appliqué notre procédure dans un thorax
bidimentionnel et dans le troisième, nous avons considéré un thorax tridimentionnel. Notre
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stratégie a fournit des résultats prometteurs, en particulier, lorsque les données de Cauchy
sont bruitées.
Dans le troisième chapitre, nous avons appliqué la stratégie des jeux pour la résolution du
problème de couplage en élasticité linéaire. L’identifiabilité des paramètres est un problème
difficile à étudier, où de nombreux chercheurs ont montré des différents pistes de résolution.
En utilisant un article de Z. lin [48], on a extrait des conditions particulières pour assurer
l’unicité des paramètres de Lamé. L’algorithme de jeu de Nash pour la résoluton du problème
de couplage a été implémenté avec la méthode de gradient à pas fixe dans l’étape de complé-
tion des données et la méthode de Newton a été exploitée pour l’identification des paramètres.
Trois tests numériques ont été présentés. Dans chacun, nous avons précisé le domaine et les
conditions surabondantes sur le bord. Les reconstructions trouvées sont satisfaisantes pour les
différents taux de bruit.
Dans la dernière partie du travail, nous avons couplé la thermique et l’élasticité pour la ré-
solution du problème de complétion des données en thermoélasticité. Nous avons considéré
un domaine élastique à lequel nous appliquons un flux thermique. Le problème inverse de
complétion des données a été présenté. L’approche de jeu de Nash a été exploitée pour la
résolution en connaissant un déplacement et un flux nul sur une partie accessible du bord. Les
trois joueurs se sont engagés à chercher les données manquantes sur le bord et un champ de
température harmonique dans le domaine. Ensuite, nous avons exploité ces reconstructions
pour résoudre le problème d’identification de fissure en thermoélasticité. En connaissant le
plan porteur de la fissure et le champ de déplacement sur la surface extérieur, nous avons
développé une procédure pour la recherche de la position de la fissure.
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