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Résumé

L’objectif de ce travail de these est la résolution du probléeme de couplage de complétion des
données et identification des parametres. Le probleme de Cauchy est un probleme de déter-
mination des mesures sur une partie inaccessible du bord d’un solide a partir des données
surabondantes sur le bord. L’identification des parametres est un probléme de détermination
du parametre de systeme . Ces deux problemes sont connus pour étre mal posés au sens
d’Hadamard. Le memoire de these se divise en quatres parties. La premiere partie est consa-
crée a une étude bibliographique. Dans le deuxieme chapitre, nous avons appliqué la théorie
des jeux pour la résolution du probléeme de couplage de complétion des données et identifi-
cation de conductivité en électrocardiographie. On a évoqué la question d ’identifiabilité de
la conductivité. On a montré I'unicité de ce parametre en utilisant seulement les données de
Cauchy sur une partie du bord. Nos expériences numériques ciblent les applications médicales
en électrocardiographie. Nous avons appliqué notre procédure dans un thorax bidimensionnel
et tridimensionnel. La troisieme partie est consacré a la résolution du probleme de couplage en
élasticité linéaire en appliquant la stratégie des jeux. Une étude numérique a été effectué o tion
a considéré une configuration particuliere pour assurer l'identifiabilité des parametres. Dans
la derniere partie, on s’intéresse a un probleme de thermoélasticité. Il s’agit de coupler deux
disciplines différents, la thermique et 1’élasticité. Le probleme de I'identification de fissure est

une application naturelle dans ce cas.

mots-clés : jeu de Nash, complétion des données, identification des parametres, identifiabi-

lité, élasticité, thermoélasticité...
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Abstract

In this PHD-Thesis, we focused on solving the coupling problem of data completion and para-
meter identification. The Cauchy problem is a problem of identification of boundary condition
on a part of the boundary from overabundant data on the remaining part. Parameter identi-
fication is a problem of the system parameter. These two problems are known to be ill-posed
in the sense of Hadamard. This Thesis is divided into four parts. The first part is dedicated to
a bibliography study. In the second chapter, we applied the game theory on the resolution of
the coupling problem of data completion and the conductivity identification in electrocardio-
graphy. We talked about the identifiability of the conductivity. We have shown the uniqueness
of this parameter using only the Cauchy data on a part of the edge. Our numerical expe-
riments target medical applications in electrocardiography. We applied our procedure in a
two-dimensional and three-dimensional thorax. The third part is dedicated to the resolution
of the coupling problem in linear elasticity applying the game theory. A numerical study has
been done where we considered a particular configuration to ensure the parameters identifiabi-
lity. In the last part, we are interested in a problem of thermoelasticity. It’s about coupling two
different disciplines : thermal and elasticity. The problem of crack identification is a natural

application in this case.

Keywords : Nash games, data completion, parameters identification, identifiability, elasti-

city, thermoelasticity,...
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Introduction générale

Un probléme inverse en sciences mathématiques est un processus qui consiste a déterminer
a partir d’'un ensemble d’observations les causes qui les ont produites. On peut trouver des
applications dans nombreux domaines, par exemple en géophysique, en imagerie médicale et
en mécanique des structures.

Le probleme inverse commence par les effets et calcule les causes. Ce type de probleme revient
a reconstruire I'état passé d’un systeme physique connaissant son état actuel, contrairement
au probleme direct qui consiste a prédire le futur connaissant sont état actuel. Les problemes
directs sont en général bien posés. Cette notion a été introduite par le mathématicien francais
Jacques Hadamard dans [34]. Un probleme est dit bien posé si et seulement si il existe une
unique solution qui dépend continiiment des données. Dans le cas contraire, le probleme est
dit probleme inverse mal posé, c’est a dire que la solution n’existe pas ou n’est pas unique ou
elle ne dépend pas contintiment des données.

Les problemes inverses sont trés importants en sciences et en mathématiques car ils nous ren-
seignent sur des parametres que nous ne pouvons pas observer directement. Leur résolution
mathématique est assez délicate ou plusieurs stratégies ont été développées.

Dans cette these, nous allons introduire une approche basée sur les stratégies des jeux pour la
résolution de probleme inverse. La théorie des jeux définit un cadre pour traiter les problemes
d’optimisation multicritere et multidisciplinaire. Elle a été introduite par le mathématicien
Von Neumann [63] dans les années 30.

La théorie des jeux étudie la décision des joueurs. Chacun opte son propore choix qui dépend
de celui des autres. Pour cette raison, la théorie des jeux est parfois nommée "théorie de la dé-
cision en interaction". Le probleme inverse est transformé en N sous probléemes d’optimisation
ou N disciplines qui sont considérés comme des joueurs. Chacun a pour objectif la minimisa-
tion de son propre critere. Le résultat du jeu dépend de ces régles et des actions des joueurs.
Il existe plusieurs types de jeux :

Le jeu de Pareto ou les joueurs communiquent entre eux de facon coopérative. Les joueurs se
concertent et s’engagent a coopérer avant de choisir la stratégie a adopter.

Le jeu de Nash qui prend son nom du mathématicien américain John Forbes Nash, est un jeu
non-coopératif ou les joueurs intéragissent de facon compétitive. Chacun cherche a améliorer

son critere simultanément et indépendamment des autres.
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Le jeu de Stackelberg est un autre type de jeu non-coopératif. Les joueurs n’ont pas un role
symétrique, mais ils communiquent de fagon hiérarchique en désignant I'un d’eux comme lea-
der et les autres comme suiveurs.

Le probleme inverse que nous allons traiter est le probleme de couplage de complétion des
données avec 'identification des parametres. Ce type de probleme intervient dans nombreuses
applications. On peut citer par exemple I’électrocardiographie. Les maladies cardiovasculaires
sont une classe de maladie qui affectent le coeur et les vaisseaux sanguins. Elles sont la pre-
miere cause de déces dans le monde. L’électrocardiographie (ECG) est un examen médical qui
détecte les anomalies cardiaques par la mesure de 'activité électrique du coeur en utilisant des
électrodes placés sur la poitrine du patient. Le coeur est une source du courant dans le corp,
il dégage plusieurs signaux électriques. Ces derniers peuvent étre présentés par des courbes en
utilisant 1’électrocardiogramme. La présence d’une pathologie cardiaque entraine un dérégle-
ment du systeme électrique du coeur et entraine des troubles du rythme.

La résolution du probleme de complétion des données permet d’identifier le flux et le potentiel
électrique sur le coeur a partir des données sur la surface de thorax. Chaque organe du thorax
est caractérisé par une conductivité. Des valeurs approchées peuvent étre mesurées (ou esti-
mées) par les cardiologues. L’amélioration de ces valeurs conduit a des reconstructions plus
précises sur le coeur.

Cette these est composée de quatres chapitres. Le premier chapitre est consacré a une étude
bibliographique. On présente des travaux de la littérature qui traitent le probleme de complé-
tion des données. Différentes méthodes de résolution sont utilisées pour différents opérateurs.
Des travaux sont aussi présentés concernant la résolution du probleme d’identification de pa-
rametres. Nous introduisons le probleme d’identifiabilité et les conditions nécessaires pour
assurer 'unique identification de ces parametres. Quelques méthodes de résolution sont déve-
loppées avec plus de details dans ce chapitre.

Le deuxieme chapitre est dédié a la résolution du probleme de couplage de complétion des don-
nées et identification de conductivité en électrocardiographie, qui a fait 1’'objet de la publication
[19]. Nous utilisons une formulation dans le cadre de la théorie des jeux pour la résolution de
ce probleme. Dans la premiere partie, on présente le probleme inverse et on introduit aussi le
probléeme d’identifiabilité de conductivité ot nous prouvons l'unicité de ce parametre. La mé-
thode de jeu de Nash est développée pour la résolution du probleme de couplage. On introduit
les fonctionnelles utilisées ainsi que l'algorithme de jeu de Nash. Dans la deuxiéme partie, on
présente une étude numérique qui cible les applications médicales. Trois tests numériques ont
été effectués dans un thorax en bidimentionnel (2D) et en tridimentionnel (3D) qui montrent
'efficacité de notre méthode.

Dans le troisieme chapitre, on résout le probleme de couplage de complétion de données et
identification des parametres de Lamé en élasticité linéaire. Dans la premiere partie, on déve-

loppe l'approche de jeu de Nash pour la résolution du probleme de complétion des données

2 Rabeb CHAMEKH
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en ¢lasticité linéaire. On présente les fonctionnelles et 1'algorithme utilisés. On définit ’équi-
libre de Nash et on montre son existence et unicité. Pour des données de Cauchy compatibles,
cet équilibre correspond exactement aux données manquantes du probleme de complétion des
données. Dans la deuxiéme partie, on introduit une nouvelle stratégie pour la résolution du
probleme de couplage entre complétion des données et identification des parametres de Lamé.
On développe le principe de la méthode de jeu de Nash comme les fonctionnelles cofits et 1’al-
gorithme de reconstruction. Enfin, on termine par une étude numérique ou nous avons utilisé
des conditions particulieres pour assurer I'unicité des parametres de Lamé reconstruits.

Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse a un probleme de thermoélasticité. Il s’agit de cou-
pler deux disciplines différents, la thermique et 1’élasticité pour la résolution d’un probléme de
complétion de données. Le probleme de I'identification de fissure est une application naturelle
dans ce cas. Dans ce chapitre, on présente d’abord ’approche de jeu de Nash pour la résolu-
tion du probleme de complétion de données afin de le tester, dans la suite, dans le cadre de

reconstruction des fissures en thermoélasticité.

Rabeb CHAMEKH 3



Chapitre 1

Problemes inverses et algorithmes

d’identification

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est la présentation des travaux issus de la littérature concernant la
résolution du probléeme de complétion des données et identification des parametres. Dans la
premiere section, plusieurs stratégies pour la résolution du probleme de Cauchy sont présentées.
Dans la deuxieéme section, on discute le probleme de I'unique identification des parametres pour

lequel une variété des méthodes ont été développées.

1.2 Complétion des données

Nous considérons ici le probleme de complétion de données, connu sous le nom du probléme
de Cauchy. Ce probleme consiste a reconstruire des données manquantes sur une partie inac-
cessible du bord en utilisant des données surabondantes sur la partie du bord accessible aux
mesures. Ce probléeme a de nombreuses applications telles que 'imagerie médicale, 'indus-
trie pétroliere, la géophysique, le traitement des images, etc... ([5], I3} 21], [44]). Par exemple,
dans la technique des travaux de controle non destructifs des structures, qui est une technique
d’évaluation des matériaux sans les dégrader, on peut citer 'exemple de la detection de fis-
sures dans un solide, en I'absence de mesures au voisinage de ces fissures. Afin de caractériser
I’état d’intégrité de ce solide et en utilisant des mesures accessibles sur sa surface, la technique
de contrdle non destructif consiste a résoudre un probleme de complétion de données pour
I’identification complete de la fissure.

En 1932, Jacques Hadamard [34] a montré le caractére mal posé du probléeme de Cauchy par
le fait que, méme lorsque la solution existe, elle ne dépend pas contintiment des données. Des

données légerement bruitées sur une partie du bord peuvent conduire a une forte perturbation



Chapitre 1.  Problémes inverses et algorithmes d'identification

des données reconstruites sur 'autre partie.
Instabilité du probléme de Cauchy. Dans [35], 'exemple d’'Hadamard d’instabilité a été
présenté avec une discussion approfondie. Il s’agit du probléme suivant :

Pour n € N*, On considére la solution du probleme de Cauchy dans le demi-plan supérieur :
Au, =0, dans {(z,y) € R?/y > 0},
Un(z,0) =0, pour tout = € R,
Uny(z,0) = Ay sin(nz), pour tout z € R.

La solution de ce probleme est :
A

U, = — sin(nz) sinh(ny).
n

Si on choisit A, = % ou A, = # pour p > 0 ou A, = e~ V™, on trouve que :
Upy(z,0) — 0 uniformement quand n — oo

alors que, pour tout y > 0, la solution :

Ay
up(z,y) = — sin(nz) sinh(ny) — oo quand n — oc.

Dans un article de Alessandrini et al [4], les auteurs ont mentionné que la dépendance continue
peut étre assurée si on connait une borne supérieure de la norme de la solution, ce qui est
appelé la stabilité conditionnelle. Ils utilisent le méme exemple de Hadamard pour présenter
les conditions pour 'assurer. Pour cela, ils décrivent le probleme de Cauchy dans un cadre

plus simple et plus favorable. Ils considerent le probleme de Cauchy dans un rectangle :

Au =0, dans ]0, 7[x]0, 1],
u(z,0) =0, pour tout = €]0, 7|, (1.1)
uy(x,0) = (z), pour tout = €0, 7.

et pour simplifier le probleme, ils supposent une condition de Dirichlet nulle sur les cotés

verticaux du rectangle :
u(0,y) = u(m,y) =0, pour tout y €0, 1]. (1.2)

La solution u appartient & 1'espace de Sobolov H!(]0, 7[x]0,1[) et comme une information

supplémentaire sur 'inconnu w, ils utilisent :
//( - )(“;25 + uz)dxdy < E?,  pour une donnée E > 0. (1.3)
0,7)x(0,1

La donnée 1, qui présente la condition de Neumann (partielle) sur le c6té horizontal inférieur

du rectangle, est dans I’espace H~'/2]0, 7r[. Ils supposent que :

| ¥ |lm-1/2(0,,y< 1, pour une donnée n > 0. (1.4)

Rabeb CHAMEKH 5



1.2. Complétion des données

ls choisissent :

Yn(x) = A, sin(nz), n € N* (1.5)
Ils détermient A,, tel que I'inégalité ([1.3|) soit vérifiée :

2 2n 2

A2 ==
" msinh (2n)

(1.6)
Par conséquent, dans (1.4]), n = 7, est donnée par :

2
777% — E2 ~ 4E2€—2n

dn — oo.
sinh (2n) ’ atienc >

Pour estimer la norme L2 de u dans le rectangle |0, 7[x]0, T[, pour T' €]0, 1], la solution de
(1.1), (1.2) avec ¢» donnée par (|1.5)), (1.6, satisfait :

|| wn [|L2¢0,7)x (0,1))~ é(;g)(l_T)(log 275)_1 — 0, quand n — oo.
En général, les auteurs distinguent deux fagons pour assurer la stabilité. Si €2 est un domaine
ouvert connexe tel que les données de Cauchy soient disponibles sur une partie > du bord 0f2 :
(i) Stabilité a 'intérieur : l'estimation de u dans un sous domaine ouvert connexe G de €2 tel
que la distance entre G et 9\ ¥ est positive.
(ii) Stabilité globale : I'estimation de u dans tout le domaine €2 avec une borne supérieure de
la norme de la solution est connue.
Plusieurs auteurs s’intéressent a développer des méthodes numériques permettant d’approcher
la solution du probleme de Cauchy. Plusieurs travaux théoriques et numériques ont été pro-
posés. Nous pouvons citer par exemple le travail de Aboulaich et al [I], ot une méthode de
controle optimale a été introduite. Andrieux et al ont posé une fonctionnelle de type énergie
pour la résolution du probleme de Cauchy [§]. Marin et al ont présenté une méthode BEM
(Boundary Element Method) itérative qui construit des approximations de la solution du pro-
bleme de Cauchy par la résolution successive des problemes bien posés. Ils présentent aussi
une méthode BEM couplée a une méthode de décomposition en valeurs singulieres (SVD) ou
a la méthode de Lanweber. Ces méthodes sont appliquées a 1’équation de Helmholtz et au
probléeme d’élasticité linéaire [51) [52), 53, [54]. Pour la résolution du probléme de Cauchy dans
[62], Reinhardt et al ont utilisé la méthode de régularisation de Tikhonov couplée avec la mé-
thode de gradient conjugué. Kozlov et al proposent I'algorithme de Kozlov pour la résolution
dans le cas de I'opérateur de Helmholtz [39].
Données compatibles et séparation de deux sous-problémes. Soit {2 un domaine ouvert
borné de R¢ (d=2 ou 3). On divise son bord, noté 99, en deux parties non vides et disjointes
['; et T, tel que :

oN=T,Ul,et;,NT.=0

6 Rabeb CHAMEKH



Chapitre 1.  Problémes inverses et algorithmes d'identification

['. est une partie accessible ou des mesures surabondantes sont disponibles et I'; est une partie

inaccessible. Le probléeme de Cauchy est le suivant : chercher v € H!(€2) tel que :

div(kVu) =0, dans ,
u=f, sur I'c, (1.7)
kVu.n = ¢, sur ..

oil ¢ est un flux imposé sur I, et appartient & I'espace H™'/2(T'.). f est un champ de potentiel
mesuré sur la méme partie et appartient a H'?(T.). Les données f et ¢ sont appelées les
données de Cauchy. k € L>(Q), tel que k£ > 0, est un coefficient de conductivité et n est la
normale extérieure au domaine.

On dit que les données (f, ¢) sont compatibles, si elles appartiennent & ’espace qui suit :

D ={(p,¥) € HI/Q(FC)XH_1/2(FC), Ju e HI(Q) tel que Au = 0dans Qet (ur,, kVunr,) = (p, )}
(1.8)

Dans ce cas, la question de complétion des données est de trouver (1., 7.) € H™Y2(I';) x HY2(T;)
tel que :
div(kVu) = 0, dans Q,
u=f, kVun=¢, surl,, (1.9)
u="1., kVun=mn. surl}.

Une idée introduite dans certaines procédures de résolution [6} (I, [I7] consiste a diviser (1.9

en deux sous problemes directs bien posés, présentés comme suit :

div (kVu;) = 0, dans ©, div (kVug) =0, dans ,
(SP1) quy = [ sur I, (SP2)uy = T, sur I';, (1.10)
kVuy.n =n, sur [';. kVus.n = ¢, sur I'.

Ces deux systemes sont généralement distincts pour des valeurs quelconques de n et 7. Mais,
les deux solutions coincident des que n = 1. et 7 = 7.. Dans ce cas, ['unique solution du

probléeme de Cauchy u vérifie : u = u; = uo.

1.2.1 Minimisation d’une fonctionnelle de type energie

Dans un papier de Andrieux et al [6], on trouve une méthode de résolution de probleme de
Cauchy basée sur la minimisation d’une fonctionnelle de type énergie en utilisant un algorithme
itératif. Le probleme inverse est donné par . Les auteurs exploitent les problemes (SP1)
et (SP2) de , pour résoudre le probléme de minimisation suivant :

Trouver (ny,7y) € H-Y3(I;) x HY2(T;) tel que (ny, 7v) = arg r%uTn E(n, 1)
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1.2. Complétion des données

avec la fonctionnelle de type énergie :
Bn.7) = [ (k(x) V1~ k(2)Vua) (Vs — Vuz) d

En appliquant la formule de Green, I’expression de la fonctionnelle peut étre exprimée par une

intégrale uniquement sur le bord :
Bn.7) = [ (0= k@)Vua)(en = 7) + [ (k)i = 0)(/ — ) dI

Cette méthode se compare avec la méthode introduite par Kozlov et al [45] :
Algorithme

1. On fixe n°, la premiére approximation u’ est obtenue par la résolution du probléme
(1.10) avec n = n°.
Pour j > 1 on construit une suite décrite comme suit :
2. u?*! est caractérisé par :
uHT = (7)) & 7T = argmin E(n¥, 1) avec n¥ = Vu¥ .nyr,.
3. u¥*2 est solution de :
A , A , A A 0t
w2 =y (P 1?) & n¥ 2 = argmin E(n,7¥1) avec 797! = u‘J+ .

4. On répete les étapes 2] et [3] jusqu’a ce qu’ un critere d’arrét sera satisfait.

Au cours de la procédure de minimisation, les auteurs ont besoin d’évaluer la différentielle de

E par rappot a n et 7. Ils I'ont calculé en utilisant la méthode de 1’état adjoint.

Proposition 1.2.1 [6]
Pour tout (¢, h) € H™V2(T;) x Hl/Z(Fi), les dérivées partielles de E sont les suivantes :

9E( 77’ : /ZUlw

OE(n,T)
or

avec vy et vy sont les solutions de deux problemes adjoints :

h= —/ 2(n — kVug.n — kVuvy.n—)h.
I

div (kVvy) = 0, dans €, div (kVvg) = 0, dans €,
vy =0, sur Iy, vy = 0, sur Ty, (1.11)
kEVvi.n = kNVug.n —n, surl;. kVvo.n = kVuy.n — ¢, sur ..

1.2.2 Approche par jeux de Nash

La théorie des jeux est 1’étude mathématique de la stratégie et des conflits, dans laquelle le
succes d'un décideur a faire des choix dépend du choix des autres. Elle a été initialement déve-

loppée en économie pour comprendre une grande collection de comportements économiques,
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Chapitre 1.  Problémes inverses et algorithmes d'identification

y compris les comportements d’entreprises, les marchés et les consommateurs. Elle est ensuite
étendue a des domaines plus vastes ou les décideurs traitent des systemes régis par des équa-
tions différentielles ordinaires, appelées jeux différentiels. Sur ce dernier, on peut citer le travail
de Isaacs [37]. Récemment, certains auteurs ont formulé dans un cadre théorique du jeu des
problemes d’ingénierie avec objectifs antagonistes et des décideurs. Par exemple, Leon et al
[47] pour I'aérodynamique. Habbal et al [33] pour la conception de la topologie structurelle et
Habbal et Kallel [32] pour les problemes de complétion des données manquantes. Dans [32],
les auteurs utilisent 'approche de jeux de Nash pour la résolution du probleme de complétion
des données.

Soit le probleme de Cauchy . La condition de Neumann ¢ est le flux appliqué sur I'.. et la
condition de Dirichlet f est le potentiel mesuré. Le couple (f, ¢) sont les données de Cauchy
dans H'?(T,) x H~'/2(T,) et le champ inconnu u dans H'(£2) est la solution de Cauchy.
Supposons que les données (f, ¢) sont compatibles , la question de complétion des données
est de trouver (1y,ny) € HY2(T;) x H-V2(T;) qui vérifient (1.9). Les auteurs décomposent la
solution u en deux fonctions u; et us solutions de (|1.10]). u; est la solution du probleme direct
(SP1) dans lequel ils utilisent la donnée de Cauchy f sur I'. et un flux quelconque 7 sur I';.
Pour la deuxiéme solution wus, ils utilisent la donnée surabondante ¢ sur I'. et un potentiel
quelconque 7 sur I';. n et 7 sont appelées deux variables stratégiques.

Pour la résolution de ce probleme inverse, les auteurs présentent I’approche de jeu de Nash,
qui est un jeu non coopératif et traitent les problemes d’optimisation multicritere. Pour cela,

ils introduisent les deux fonctionnelles cofit : pour tout n € H=Y/2(T;) et 7 € HY2(T;)

1 1
Ti(n,m) = 5 1RV ()n =@ [lg-1am,) +5 Il v =2 e, (1.12)

1 1
Jo(n, 7) = 5 || ug — f ||1%11/2(1~C) +§ || w1 — ug ||]?.]Il/2(r‘i) (1.13)

Le jeu est composé de deux joueurs. Ils communiquent entre eux de fagon compétitive. Le
premier joueur contrdle la variable i qui appartient a I’espace H~'/2(I';) et le deuxieme joueur
contrdle la variable 7 qui appartient & H'Y2(T;).

Les deux fonctionnelles sont composées d'un écart en Neumann || £V (u1).n — ¢ ||2_, /2,y qui
dépend de la variable stratégique n et un écart en Dirichlet || uy — f [|Z, /2,y dui dépend de
la variable stratégique 7. Le terme || uy — us [[3, /2(p,) st un terme de couplage entre les deux
fonctionnelles, qui représente un terme de régularisation introduit dans le cadre du jeu pour
minimiser 1’écart entre u; et uy. En fait, la minimisation de J; selon 7 est effectuée avec us
fixé et inversement pour Jy selon 7 avec u; fixé.

La solution de ce probléme inverse est un équilibre de Nash défini comme suit :

Définition 1.2.1
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1.2. Complétion des données

Une paire (ny,7v) € H™Y2(I;) x HY2(T,) est dite un équilibre de Nash si :

Ji(nv,7v) < h(n,7v), Ve HTVA(T),

(1.14)
Jo(nn, ) < Jo(nn, T), vr € HY2(I).

Les auteurs ont montré dans l'article [32] I'existence et 1'unicité de cet équilibre. Quand les
données de Cauchy sont compatibles, ’équilibre trouvé correspond exactement aux données
manquantes du probleme de Cauchy. Le choix des fonctionnelles et la structure séparable du
jeu sont indispensables pour la preuve, par le fait que I’écart en Neumann dans J; dépend
uniquement de 7 et I’écart en Dirichlet dans J, dépend uniquement de 7. Rappelons dans ce

cas les caractéristiques des fonctionnelles :

Proposition 1.2.2 [37]
L’application n — J1(n, ) (respectivement T — Jo(n,T) ) est quadratique et fortement convexe
dans H™'/2(T;) (respectivement HY?(T';)) dans le sens ot :

Vi e HYA(T,),  di, Ji(n,m)(,0) > ¢ || ||§H*1/2(Fi)’ avec ¢ >0
et
VECHIET), a2 b )66 >l € [Bunp, avece> 0

Dans la suite, un théoreme est présenté qui indique que le jeu de Nash est bien défini :

Proposition 1.2.3 [37]
Considérons le jeu de Nash défini par (|1.12]), (|L.13)) et (|1.14)) :

i) 1l existe toujours un unique équilibre de Nash (ny,Tn) € H™Y2(Ty) x HY2(Ty), il est aussi

le minimiseur de la fonctionnelle L(n, T), qui est donnée par :

1 1 1
L(n,7) = 2 | kVui.n— ¢ ||1%171/2(rc) +§ | uz — f HIZHIW(FC) "‘5 || ur — up H]%Ilﬂ(ri) (1.15)

i) Si le probléme de Cauchy a une solution u, alors uy(ny) = ua(Tn) = u et (Nn, 7n) sont les

données manquantes, tel que ny = Vu.nr, et Ty = ur,.

D’apres le théoreme de Nash [32], I'existence de I’équilibre de Nash a été prouvé grace a
lellipticité partielle de J; et Jy par rapport a 1 et 7 respectivement. Cette propriété permet de
limiter la recherche de 1’équilibre de Nash a des sous-ensembles bornés des espaces de stratégie,
ce qui reste cohérent avec les résultats classiques de la stabilité conditionnelle du probléme de
Cauchy [4]. La stricte convexité de la fonctionnelle L assure 'unicité de I'équilibre. Par
contre, L n’est pas elliptique par rapport aux variables, ce qui montre I'importance du choix
des cofits J; et Jy et la structure séparable du jeu.

Stabilité de ’approche de jeu de Nash. Vu le caractere mal posé du probleme de Cauchy,
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Chapitre 1.  Problémes inverses et algorithmes d'identification

un point important que les auteurs ont étudié est la stabilité de la solution vis a vis des faibles
perturbations des données. Ils considerent alors le cas des données bruitées. Ils prennent une

famille des données (f9, ¢?) € HY?(I'.) x H~/2(I'.) non nécessairement compatibles tel que :

1 = F ey + 1160 = @ e, < 62 (1.16)

Pour (n,7) € H™Y2(I';) x H2(T;), les champs u$(n) et u3(7) sont solutions des problémes

respectifs :
div (kV(u§)) = 0, dans €, div (kV(u3)) = 0, dans €,
(SP1)Sud = f9, sur T, (SP2) Sl =T, sur Ty, (1.17)
EV(ud).n =mn, sur I';. kV (ud).n = ¢°, sur I'..

Ils définissent les fonctionnelles cotlits associées :

1 1
T7) = 5 IRV (d)n = 6 1B, +5 Nl = o, (118)
§ 1 s 5|12 Los 512
Jy(n,7) = 2 | ug — f ||]1-]I1/2(FC) in || uy — uy ||H1/2(I‘i) : (1.19)

Les fonctions J¢ et JJ ont les mémes propriétés que J; et J. Il existe un unique équilibre de
Nash correspondant (0%, 75) € H™Y/2(T;) x H/2(T;). Le théoréme suivant présente un résultat

de robustesse.

Théoréme 1.2.1
Supposons qu’il existe une unique solution du probléme de Cauchy u pour une paire de données
(f,¢) € HY3(T,) x H™Y%(T.) compatibles. Soit (f°,¢°) € HY%(T.) x H~V2(T',) une suite de

données bruitées telle que

1F = F ey + 116" = & [Emryeqr,) < 0%

Ensuite, le jeu de Nash correspond auz coits JO et JJ définis par - a un unique
équilibre de Nash (0, 7%) € H™Y2(T;) x HY2(T;) qui converge fortement, lorsque & tend vers
zéro, vers les données de Cauchy manguantes (KNVu.n,,ur,). En outre, les solutions des
problemes ,ul et ud, convergent fortement dans H*(Q)) vers la solution du probléme de

Cauchy u.

Dans la littérature, diverses méthodes de régularisation ont été exploitées [62] 26, 23] 1T, 18].
Le principe de cette méthode consiste a commuer le probleme mal posé par une suite de
problémes bien posés dont la suite des solutions converge vers la solution du probléme inverse

original.
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1.2. Complétion des données

1.2.3 Meéthode de régularisation de Tikhonov

La régularisation de Tikhonov est la procédure la plus utilisée pour la résolution des problemes
inverses. Elle a été présentée par le mathématicien russe Andréi Nicolaievitch Tikhonov [55].
Cette procédure consiste a approcher la solution le mieux possible en utilisant une fonction-
nelle de moindre carré a laquelle un terme régularisant est ajouté. Dans ce cas, il faut chercher
le coefficient de régularisation optimal multiplié a ce terme, afin de ne pas trop perturber la
solution du probleme de Cauchy.

Dans un article de Cimitiere et al [23], une procédure déduite de la régularisation de Tikhonov
a été exploitée pour la résolution du probléme de Cauchy. Cette procédure est basée sur la
résolution successive de problémes bien posés. Nous donnons un peu plus de détail ci-apres :
Le probleme inverse considéré dans 'article est pour 'opérateur de Laplace. Le probléeme de
Cauchy est présenté par avec une conductivité k = 1. Soit p. = (f, ¢) les données de
Cauchy sur I'..

L’idée présentée dans larticle [23] est de reconstruire une fonction harmonique u qui corres-

pond aux données prescrites sur I'.. La solution appartient alors a I'espace :

H(Q) = {v € H'(Q), Av = 0 dans Q}.
On définit aussi I'espace H(0S2), espace des couples compatibles (vjgn, Vv.njgq), ot v € H(Q) :
H(09) == {p = (p,v) € HY2(0Q) x H2(9Q); Fv € H(Q) tel que vjgg = p et Vv.njag = ¥}

Les auteurs prouvent que cet espace est un sous espace fermé de HY/2(9Q) x H=/2(9Q). 1l est

donc un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
<@.¢ Zaa=<p,p" >1 90 + <, >21 99 ot p = (p,¥) et ¢’ = (p',¢)
Le probleme de complétion des données est le suivant :

Trouver u € H(0N2) tel que u = @, sur I, (1.20)

L’idée de la résolution consiste a considérer un probleme de moindres carrés. L’originalité
de cette approche est d’utiliser des données entachées d’erreurs. Elles sont utilisées pour la
recherche d’une fonction harmonique qui est la plus proche de ces données sur I'...

Si @, est une paire de données compatibles, alors le probleme (|1.20)) admet une solution unique,
grace au théoreme de Holmgreen [24], mais elle ne dépend pas contintiment des données. Si les
données ne sont pas compatibles, la solution n’existe plus. D’apres [14], 'ensemble des données
compatibles est dense dans I’ensemble de toutes les données. Alors, on peut s’approcher de
ces données sur I', par des données compatibles. Afin de transformer le probleme de moindres

carrés en un probleme bien posé, les auteurs définissent une mesure ¢ € H(0S)), appelée
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Chapitre 1.  Problémes inverses et algorithmes d'identification

gabarit, qui impose a la solution u de rester dans son voisinage. Ils introduisent un terme de
controle dans la fonctionnelle. Le probleme d’optimisation est le suivant :

Trouver u € H(99Q) tel que J.(u) < J.(v) Vv € H(ONQ) (1.21)

avec Jo(v) =|[ v =g [[E, +c|lv—¢ 5.
Le coefficient de pondération positif ¢ est essentiel pour rendre le probleme de moindre carré
un probleme bien posé. Son role peut également étre vu comme un équilibre de la confiance
accordée au patron ¢, par rapport a celle accordée aux données ¢... Les auteurs prouvent dans
[23] que (1.21)) admet une unique solution.
L’objectif est de chercher le couple ¢ = (p,v) dans H(O2) qui étend (f, ) sur toute la

frontiere. Pour cela, les auteurs présentent I'opérateur 1" suivant :

T H(0Q) — H(0Q)
© = Uy

avec u, est la solution du probleme (1.21]) associée a (¢, ¢). Ils ont prouvé aussi que si les
données ¢, = (f,®) sont compatibles, alors T" admet un unique point fixe, qui est l'unique

extension de ces données sur tout le bord. Ils ont proposé le processus suivant :
— Initialisation : choisir u° € H(09)

— Ttération : étant donnée u* € H(ON), résoudre le probleme (|1.21)) associée aux données
(¢, u*) pour calculer uf+1 = T'(u*) € H(9).

Dans I'article, une étude numérique a été effectuée pour prouver l'efficacité de la méthode.

1.3 Identification des parametres

Le probleme d’identification des parametres, distribués dans un modele décrit par des équa-
tions aux dérivées partielles, est un probleme inverse qui consiste a déterminer un ou plusieurs
parametres d’'un modele en connaissant des mesures expérimentales. Dans la littérature, plu-
sieurs auteurs ont étudié ce probleme pour différents cas. Dans un article de Nachmann et al
[56], les auteurs ont considéré le probleme de la récupération de la conductivité d'un objet a
partir de la connaissance du champ de densité du courant a I'intérieur du domaine. Pour cela,
ils proposent une procédure de reconstruction itérative ou ils montrent son efficacité par des
expériences numériques.

Brown a présenté dans [I5] une autre méthode pour l'identification de conductivité. Il donne
une formulation de sa valeur sur le bord du domaine en utilisant I'application "Dirichlet-to-
Neumann'. Dans des travaux plus anciens de Kohn et al [42 [43], des résultats sont présentés
concernant la determination de la valeur de conductivité a l'interieur du domaine a partir des

mesures sur le bord.
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Les matériaux élastiques sont caractérisés par deux parametres de Lamé. Plusieurs auteurs ont
étudié le probleme inverse d’identification de ces parametres. Par exemple, Akamatsu et al ont
présenté dans 'article [3] une formule pour le calcul des dérivées des parametres de Lamé dans
un matériau élastique isotrope non homogene a partir de ’application "Dirichlet-to-Neumann".
Khan et al ont proposé une méthode itérative utilisée pour la récupération des parametres
de Lamé en élasticité linéaire. Le principe est basé sur la minimisation des moindres carrés
régularisées [2§].

Le probleme d’identifiabilité des parameétres était toujours un obstacle pour la reconstruction
de ces valeurs. Ce probleme consiste a choisir les conditions qui assurent I'unique identification
des parametres. Plusieurs travaux sont confrontés a ce probleme. On peut citer I'article de Gut-
man et al [30] ot ils présentent un théoréeme qui prouve I'identifiabilité de la conductivité dans
un domaine non homogene a partir de nombreuses observations en des points équidistants.
De méme, Nachman et al ont introduit dans l'article [57] un résultat qui montre I'unicité de
la conductivité a partir de la connaissance d’une densité de courant a l'intérieur du domaine.
Concernant les matériaux élastiques, il existe plusieurs travaux qui traitent ce sujet comme
l'article de Nakamura et al [58] ou les auteurs utilisent 1'application "Dirichlet-to-Neumann'
pour la preuve d’identifiabilité. Dans un article de Zhongyan Lin [48], une preuve d’identifia-
bilité des parametres de Lamé est présentée en utilisant deux mesures sur le bord. L’auteur
utilise une configuration particuliere comme la forme du domaine utilisée et les conditions

imposées sur le bord.

1.3.1 Identifiabilité des parametres de Lamé en utilisant deux me-

sures sur le bord

La plupart des auteurs utilisent un ensemble des mesures sur le bord pour prouver l'identi-
fiabilité des parametres. Zhongyan Lin a présenté un cas particlulier dans [48], otu il introduit
un théoreme d’'unicité des parmetres de Lamé dans un matériau élastique en utilisant deux
mesures sur le bord.

Dans l'article, le domaine utilisé est le disque unité élastique isotrope, caractérisé par deux
parametres de Lamé X et p. Grace a la géometrie, Lin a utilisé les coordonnées sphériques
(r,0, ). Les deux composantes du champ de déplacement sont notées u et v.

Si on note o le tenseur des contraintes, les relations entre les déplacements et les contraintes

sont données par la loi de Hooke :

J,,,,:)\U—l—Zua:f,
10v w

=\ 2u(—— + —
O U+ ”(ra¢+r)’

u  cot
Ogp — AU + 2#(; + Ld

v),
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UW_MT@QO or r’’

Avec

ou 2 10v cot
U= 20 T,

T or o rog r
Lin a introduit I’ensemble des données sur le bord du disque {u(1, ), v(1, @), 0,-(1,¢), 0ru(1, ) }
qui représente le déplacement normal, le déplacement tangentiel, la contrainte normale et la
contrainte tangentielle.
Avant d’énoncer les résultats principaux de I'article, I’ensemble des parametres admissibles est
présenté :

H={(\p)/XeCl0,1],p € C*0,1], > 0,3\ + 211 > 0}

II a noté {P,(x)}3° I'ensemble des polynomes de Legendre avec la notation

(f.90u = [ F@)g(@sin()de.

Le théoreme d’identifiabilité est le suivant :

Théoréme 1.3.1 [/§/
i) Si on a les données sur le bord {u(1,¢),v(1,¢),0.(1,¢),0,,(1,¢)},0 < ¢ < 7 } qui

satisfait :
La contrainte normale o,,(1,¢) =0 ou la contrainte tangentielle o,,(1,p) =0

et

Y —= (1.22)

neM n
avee M= {n € N;| (u(L, ¢), Pulcosp))w | + | (v(1,), 75 Pu(cosp))w |7 0}.
Alors on peut déterminer u(1) de fagon unique.
i) Si en plus des données dans (1), soit une deuziéme mesure sur le bord {u(1, ), v(1,¢), o.(1, ),
0rp(1,9),0 < ¢ <27} qui satisfait :

o (1.9) + 2002 4 coron(t, ) = 0
ou
orp(1, ) = 2#(1)8”;;@)
et .

donc on peut déterminer uniquement \(r) et u(r), Vr € [0,1].
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1.4. Conclusion

Le théoreme décrit un processus permettant de déterminer les coefficients de Lamé :

Dans la premiére partie (i) : auteur utilise une seule mesure sur la moitié supérieure du
bord du domaine pour prouver l'unicité de u(1), c’est a dire, 'unicité de p sur la frontiere du
domaine.

Dans la deuxiéme partie (ii) : aprés détermination de (1), une deuxieme mesure a été ajoutée
sur tout le bord afin de prouver l'identifiabilité des deux parametres dans le disque.

La condition ([1.22)) est vérifiée, si u(1,¢) ou v(1, ¢) est une fonction linéaire par morceaux et

n’est pas constante par rapport a .

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé le probleme de complétion des données et le probléme
d’identification des parametres. Il s’agit de deux problemes inverses mal posé ou plusieurs
travaux sont rencontrés dans la littérature afin de développer des méthodes de résolution. Le
probleme de couplage de complétion des données et identification des parametres n’a pas été
considéré auparavant par aucune approche. Dans les chapitres qui suivent, nous allons utiliser

I’approche de jeux de Nash pour la résolution de ce probleme de couplage.
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Chapitre 2

Probleme de couplage entre la
complétion des données et
I’identification de conductivité en

Electrocardiographie

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous aborderons le probleme de couplage entre la complétion des données
et l'identification du parametre de conductivité dans un probleme de Cauchy elliptique. Ce
travail est publié dans "Mathematical Modelling of Natural Phenomena" [19]. Le probleme de
complétion des données a fait ’objet de plusieurs travaux. Diverses méthodes ont été proposées
comme la méthode de contrdle optimal [I], minimisation d’une fonctionnelle de type énergie [§]
et un algorithme alternatif présenté par Kozlov et al [45]. Dans les articles de Habbal et Kallel
[31], 32], une approche par jeux de Nash est utilisée pour résoudre le probleme de Cauchy. En
outre, les auteurs comparent 1’algorithme de jeu de Nash a une méthode de type contréle et
prouvent son efficacité. Dans un autre article [40], 'approche de jeu de Nash est utilisée pour
résoudre le probleme de désocclusion d’image (inpainting) en tant qu’un probleme de Cauchy
non linéaire.

Le probleme d’identification du parametre de conductivité a également été étudié dans plu-
sieurs articles. On peut citer le travail de Brown [15] qui donne une formulation pour récupérer
la conductivité en utilisant 'application "Dirichlet-to-Neumann" et le travail de Nachmann et
al [56] dans lequel les auteurs utilisent un champ de densité de courant a l'intérieur du do-
maine.

Dans ce travail, notre but principal consiste a coupler les deux problemes inverses : nous visons

a identifier simultanément les données manquantes sur une partie inaccessible du bord et la
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2.2. Probléme inverse de couplage de complétion des données et identification de conductivité

valeur du conductivité dans le domaine a partir des données mesurées sur un bord accessible
aux mesures. Nous allons introduire une méthode originale basée sur une approche de théorie
des jeux pour résoudre notre probleme inverse couplé. Nos expériences numériques ciblent les
applications médicales et en particulier 1’électrocardiographie (ECG). Cette derniere consiste
a mesurer 'activité électrique dans le coeur, a partir des électrodes placées sur le thorax, afin
de détecter des problemes cardiaques. Le thorax contient plusieurs tissus comme les poumons,
les os et la graisse. Chacun se caractérise par une conductivité dont la valeur varie d’un or-
gane a l'autre et varie également d’une personne a l'autre. L’objectif de notre travail est de
reconstruire le potentiel et le flux sur la surface du coeur et la valeur de la conductivité des
différents tissus a partir des mesures effectuées sur la sufrace de thorax.

Dans la section 2, nous avons développé une approche de jeu de Nash pour la résolution du
probleme de couplage. Nous avons discuté le probleme d’identifiabilité de la conductivité et
nous avons prouvé un théoreme d’'unicité de ce parametre. Nous avons consacré la section 3 a
présenter l'algorithme de jeu de Nash et nous avons effectué une étude numérique qui montre
I'efficacité et la robustesse de notre méthode, trois tests sont effectués dans un thorax en 2D

et 3D. Ensuite, nous avons fini par une conclusion.

2.2 Probleme inverse de couplage de complétion des

données et identification de conductivité

On considére un domaine 2 ouvert borné de R? (d=2, 3) . Son bord 9 est divisé en deux

parties non vides et disjointes I'. et I'; tel que :

On rappelle que I'; est la partie du bord inaccessible aux mesures et sur I'., les données de
Cauchy sont connues. Soit f et ¢ le potentiel et le flux surabondants et compatibles dans
HY2(T,) et H™Y/2(T.) respectivement. Notre but dans ce chapitre est de chercher le potentiel
et le flux sur la partie inaccessible du bord I'; et la conductivité dans le domaine. Le probléeme
inverse est le suivant : trouver (n,7,k) € H™Y2(T;) x HY2(I';) x L(Q) tel qu'il existe un

potentiel u qui satisfait :

div (k Vu) =0, dans €,
u=f, sur I'c, (2.1)
k Vun = ¢, sur I..

ou L(Q) = {k € L>*(Q); k > knin > 0}, avec ki, est une constante positive . Afin de

résoudre notre probleme inverse, nous allons appliquer I'approche de jeu de Nash, présentée
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dans la section du premier chapitre.
L’une des questions difficiles a étudier est le probleme d’identifiabilité de la conductivité. Elle
a été étudiée dans la littérature par plusieurs auteurs. Dans la suite, on présente un résultat

d’identifiabilité du parametre de conductivité adapté a notre situation.

2.2.1 Identifiabilité de la conductivité

Le probleme de I'identifiabilité de la conductivité revient a chercher les conditions sous lesquels
on est capable de garantir l'unicité de ce parametre par rapport aux données de Cauchy.
L’identifiabilité de la conductivité trouvée n’est pas toujours garantie [16]. Pour cette raison,
ce probleme difficile a été étudié par de nombreux auteurs (voir par exemple |29, 59]). Une
des méthodes pour la prouver consiste a utiliser 'application "Dirichlet to Naumann" définie

comme suit :

Ay HY2(09Q) — HY/2(00Q)
U|o6 — (k‘VUﬂ)wg

ou k € L() et u est la solution d’un probléme de Dirichlet suivant :

div (k Vu) =0, dans Q,
u=f, sur 0f2.

Ce qui signifie qu’il faut un nombre infini de mesures sur la frontiere. Dans notre travail, nos
expériences numériques ciblent les applications d’électrocardiographie. Le domaine €2 modélise
un thorax, composé de nombreux sous-domaines 2 = (Ji_; {2;. On suppose que le bord acces-
sible I'. C 0€;. La conductivité £ du domaine est supposée constante par morceaux, c¢’est-a-

dire, sur chaque (2;.

.
@ ;
FIGURE 2.1 — La répartition de la conductivité dans le domaine.

L’identifiabilité de k£ a l'aide d’'une unique mesure sur le bord est donnée par le théoreme

suivant :
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2.2. Probléme inverse de couplage de complétion des données et identification de conductivité

Théoréme 2.2.1
Soit Q un domaine tel que @ = Uj_; €, avec 1 <n < oo. Chaque Q; est caractérisé par une
conductivité constante k; et la valeur de ky est supposée connue dans €y, (voir Figure )
Si kM et k@ sont deux conductivités qui vérifient le probléme de Cauchy :

div (k®Vu®) ) =0, dans Q,

ul®) = f, sur I,

kPP n = ¢, sur T,
avec p = 1,2 et le potentiel f n’est pas une fonction constante sur I'., alors k‘]@) = k](?) dans
Q;, V7.
Preuve
Le domaine € s’écrit : 2 = U7_, (2, avec 1 < n < oo. Dans le sous-domaine )y, la conductivité
kM = k@ = E;. On considere u® | p € {1,2}, la solution du probleme de Cauchy dans €, il
satisfait ’equation suivante :

div (k;Vu®) =0, dans Q,

ul®) = f, sur I'.,

ki Vu® .n = ¢, sur ..

En utilisant le théoreme de Holmgreen [24] et la continuité de flux sur le bord de €29, noté par

I's, on obtient ’égalité du potentiel et de flux sur I'y ou I'y = 0€), :
u® = @ = f,
ki Vul .n =k Vu® n = ¢,.
Dans Q,, u® vérifie le probléme direct suivant :
div (£’Vu®) =0, dans s,
u® = f,, sur I's.
ou k‘gp ), p € {1,2}, est une constante, alors on peut simplifier d’apres 1'unicité de la solution

du probléme direct et on obtient v = u® dans Q.

D’apres la continuité de flux et les conditions de tranmission sur I's, on obtient :
kél)Vu(l).n = kf)Vu@).n = ¢

Si Vu®) .n # 0, on conclut que kél) = kéQ) dans €25 et on prouve l'identifiabilité.

Sion a Vu®.n = 0 sur I'y, alors u? vérifie :

div (kP Vu®) =0, dans Q,
EPu® =0, sur T'y.
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Le potentiel constant est la solution de ce probleme dans €2,. D’apres le théoreme de continuité,
on conclut que le potentiel u est constant dans €2, ce qui est absurde car f est par hypothese

n’est pas constante sur I'.. La preuve s’étend aux €2;, j > 2 de la méme maniere.

2.2.2 Probleme de couplage par une formulation de jeu

Nous commencons par définir 'espace admissible A,; des fonctions de conductivités recher-

chées :
A,q = {k est constante par morceaux, tel que ki, < k < kpax dans Q et k = ky dans Q4 },

ou les deux bornes inférieure et supérieure des valeurs de conductivités kni, et kmax, res-
pectivement, sont des constantes positives. On suppose que les données de Cauchy f et ¢
appartiennent a H'/?(T.) x H*/2(T,). Dans cette partie, on suppose que le jeu est composé de
trois joueurs. Chacun a comme objectif la minimisation d’un critere et ils communiquent entre
eux afin de converger vers un équilibre qui représente la solution du probleme inverse. Dans ce
cas, on définit trois sous-problemes directs bien posés, dont les solutions sont respectivement

Uy = U1(77a k)a Ug 1= u?(Ta k) et uz = U3(7—, k) :

div (kVu;) = 0, dans ©Q, div (kVug) = 0, dans ©, div (kVugz) = 0, dans ©Q,
(SPL)§ui = f, sur I, (SP2) Juy =7, sur Iy, (SP3) qug =, sur I,
kVuy.n =n, sur [';. kNVus.n = ¢, sur I'. us = f, sur I'.
(2.2)

On définit une fonctionnelle cotit pour chaque joueur. Pour la complétion des données, on

utilise les mémes fonctions J; (1.12)) et Jo ([1.13)), présentées dans la section du premier
chapitre, et on accorde au troisieme joueur une fonction J3 de Kohn-Vogelius. Les trois cotits

sont les suivants :

v 1
Ji(n, 7, k) = 51 16V (w1)n =6 |12y +5 11w = v |, (2:3)
1%5) 1
Jo(n, 7, k) = 9 | uz = f H]%IUQ(FC) +§ | ur — ue ||1%11/2(ri) (2.4)
Ta(n,7,k) =|| VEV (Bur + (1 = B)uz — us) |[2(q) (2.5)

11 et vy sont des poids spécifiques a chaque fonction cotlit et f € [0,1] est un poid de la
fonctionnelle J3 dédié & prendre en compte une combinaison convexe des solutions de (SP1)
et (SP2). En pratique, nous avons choisi v; = 15 = 1 et nous avons essayé plusieurs valeurs
pour [ afin d’observer l'effet d’utiliser les deux informations provonant de u; et us.

Pour la complétion des données, les deux premiers joueurs contrdlent le potentiel 7 et le flux n

et ils jouent un jeu de Nash pour minimiser I’écart de Neumann || kV (u1).n—¢ ||g-1/2(,) contre
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2.3. Procédure numérique

’écart de Dirichlet || uz — f [|g1/2(r,)- Le terme de couplage en commun est la différence entre
uy et ug sur I';, qui représente un terme de régularisation. Pour I'identification de conductivité,
le parametre k est utilisé pour minimiser la fonctionnelle de Kohn-Vogelius J3 a laquelle on
ajoute un terme de régularisation de type Tikhonov au cours des itérations et il sera contrdlé
par le troisieme joueur.

L’état d’équilibre souhaité est atteint lorsqu’aucun joueur ne peut améliorer son propre critere :

Définition 2.2.1
Un triplet (ny, 7w, k) € HTV2(Ty) x HY2(T;) X Agg est un équilibre de Nash pour le jeu des

trois joueurs si :

Jl(anTNakN) S J1<TI7TN7kN)a vn€H71/2(Fz)7
2(77]\/77—7 kN)a VT € H1/2(Fi); (26)
3

JZ(/'?]\HTvaN) S J.
J (T]N7TN7 k), Vk € Aad-

Jg('f]N,TN,kN) >~

Dans [32], Habbal et Kallel abordent le probleme de 'existence de I’équilibre de Nash pour
le probleme de complétion des données dans le cas ou la conductivité k est fixée et connue.
Ils ont prouvé l'ellipticité partielle des fonctionnelles J; et J; et ils ont appliqué le théoreme
de Nash. Cela assure l'existence de ’équilibre de Nash a 1’étape de la complétion des données
de notre algorithme (étape 1 de 'algorithme . Le probleme d’existence d’un triplet de Nash
n’est pas facile a prouver. Le probleme d’identification de conductivité seul est assez difficile

quand on a une seule donnée de Cauchy (f, ¢) sur le bord [29, [42].

2.3 Procédure numérique

Nous présentons maintenant un algorithme dédié au calcul de I'équilibre de Nash, solution du
probleme de couplage de complétion des données et identification de conductivité. La méthode
de gradient a pas fixe est utilisée pour résoudre les problemes d’optimisation partielle de .J;
et Jo et un algorithme de Newton est utilisé pour minimiser la fonctionnelle J3. L’algorithme

de jeu de Nash est fourni dans Algorithme [I] suivant :

Algorlthm 1 calcul de I’équilibre de Nash (ny,7n, kn) du jeu de couplage de complétion des données et identification de

parameétre de conductivité.

Les parametres utilisés :
0 <t < 1: parametre de relaxation
a > 0 : parametre de regularization

p>0ete>0:tolérances d’arrét
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Les initialisations :
Soit p =0 et M? = (n”,7P) une estimation initiale
Soit ¢ = 0 et k? une estimation initiale
Etape 1 Calculer (P!, 77t1), solution de
1. Calculer 77, solution de mnin Ji(n, 7P, k9) et évaluer nP*t = tnP + (1 — t)7P.
2. Calculer 77, solution de min Jy(n”, 7, k) et évaluer TPl = 7P 4 (1 — t)7P.

3. Soit MPT = (ppti 7pFL),
Retourner a [1] jusqu’a ce que la suite M? converge. Comme un critere d’arrét, on
utilise :
| M7 — M7 [|< .

Etape 2 Calculer k7!, solution de

mkin Js(pP TP k) +% I ||H%2(Q)7

Etape 3 Calculer || uz — f |[r2r,)-
Retourner & Etape 1 si || us — f |[2@.)> p-

On suppose que les mesures sont bruitées et on note par o le niveau de bruit. Le parametre
de relaxation ¢ dans la boucle d’optimisation est utilisé pour accélérer la convergence [32].
L’algorithme comporte deux boucles, une boucle principale et une secondaire. La boucle se-
condaire notée (étape 1) dans 'algorithme [I| sert & 'optimisation du probléme de complétion
des données a partir des valeurs de conductivités fixées. L’étape 2 dans 'algrithme concerne
I'optimisation des conductivités en minimisant la fonctionnelle J3 en utilisant la solution opti-
male de complétion des données obtenue a I’étapel. Le critere d’arrét global de I'algorithme est
|| ug = f ||L2@r) < p ot p dépend du taux de bruit o (p = p(c) = ao +b ot les coefficients a et b
sont ajustés expérientalement, voir [32] [2]). Remarquons que , dans Algorithme 7 ci-dessus, a
I’étape 1, les joueurs J; et Jy jouent quelques itérations d’un sous-jeu de préconditionnement
de Nash, ensuite, ils envoient leurs stratégies optimales au troisieme joueur J3. Dans un algo-
rithme de Nash classique, chacun des trois joueurs minimise en parallele son propre cotit, sans
I’étape de préconditionnement. En effet, bien que cela puisse ressembler a une sorte de jeu de
Stackelberg. Ce n’est pas le cas, car le troisieme joueur n’utilise pas les réponses optimales
NP (k), 7°P' (k) des joueurs J; et Jo. D’aprés nos expériences, ga serait trop cofiteux a déter-
miner. Plus précisément, le joueur J3 ne résout pas le probleme : mkin Js(nP(k), 7P (k), k).

Afin de résoudre les problemes de minimisation, nous devons calculer le gradient des cofits

VyJi, VoJy et ViJs, ainsi que la dérivée seconde de Js. Pour cela, on utilise la méthode de
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I’état adjoint. Pour simplifier le calcul des dérivées de J3, on choisit dans la suite le coefficient
[ égal a 0.

Proposition 2.3.1

Nous avons les dérivées partielles suivantes de Jy et Jo par rapport an et T :

n
avec Ay € Wy = {v e H'(Q) tel que vr, = 0}, solution du probléme adjoint :

/QkV)qV’y - —/F (kVur.n — ¢)kVy.n dT, — /F (w1 — )y dTy, Wy € Wi

i

—/ ME AT, VE € HTVATY)
r;

o,
or
avec Ay € H'(Q) solution du probléme adjoint :

div (kVX) =0  dans Q,

/\2 =0 sur Fi7

ENVXan = f —us surl,.

h= / (kV e — (ur — )b dTs,  Yh € HY2(T,)
r;

Pour la résolution du probléme de minimisation de J3 (étape 2), on utilise I'algorithme de
Newton. Pour cela, nous devons évaluer les dérivées premieres et secondes de J; par rapport

a la conductivité.

Proposition 2.3.2

On suppose que ) = Uj_;Q; et la conductivité k = k; dans ;. On définit les espaces
Hor,(Q) = {v € HY(Q) tel que vp, = 0} et H5(Q) = {v € H'(Q) tel que vjpo = 0}. Les
dérivées sont les suivantes :

aJ
i) 28— / | V(us — u3) |? ¢ dQ2 +/ Vus Vs @ dQ2 +/ VusVus o dQ, Vi € L(Q)
akj Qj Qj Qj

tel que vy € ]HI(I)L_(Q) et vy € H}(Q) sont solutions des problémes adjoints suivants :

/Qvagiyg = — /Q 2kV (ug — ug)Vry, dS2, Ve € Hé,m@%
and
/Qk:vaV%, = /{22/€V(U2 — uz)Vysz dS2, Vs € He ().
L 0%
i) akiazj'@l,%) = /Q V72V, d€) + /Q 2V (ug — u3) Ve g dS2 — /Q 2V (ug — u3) Vs g dS2

+ /Q VusVéy o d2+ /Q VusVes 2 d Y(pr ) €L(Q) x L(Q)
tel que (&a, &3, 72, 73) € Hjr, () xHé(Q)ZX H r, () xH(Q) sont solutions des problémes
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adjoints suivants :

/Q KV EVw, = — /Q 2y~ ug) Vi i 2~ /Q VunV o d) - /Q UV wyVyy dS)
+/92kVUJQV73, Ywy € Hé}ri(Q),

/Q EVEVws — /Q 29y~ ug) Vi i 2~ /Q VsV o d) - /Q 2V w3V d)
+ /Q UVwsVe,  Vay € HA(Q),

/Q VAo Vhy = — /Q VusVhy g, Wiy € Hy (9),

et

/Q kA3 Vhy — — /Q VusVhy g 0. Vis € HL ().

2.4 Résultats numériques : modele anatomique

Notre code principal est implémenté avec FreeFem ++ [36], un langage et environnement
puissant qui permet la résolution numérique d’équations aux dérivées partielles en utilisant la
méthode des éléments finis. Puisque nous ciblons les applications d’électrocardiographie, nous
allons présenter trois situations, les deux premieres sont pour un modele 2D réaliste du thorax
et le troisieme est pour un modele 3D. La frontiere du domaine est divisée en deux parties. Le
bord extérieur du thorax est la partie accessible I'. ot les données de Cauchy sont disponibles
et le bord du coeur est la partie interne inaccessible I'; ot le potentiel électrique et le flux sont
manquants.

Chaque partie du thorax est caractérisée par un coefficient de conductivité de telle sorte que
nous ne connaisons qu'une valeur approximative de celui-ci. Notre objectif est de trouver le
potentiel électrique sur la surface du coeur et améliorer I’estimation de la conductivité dans

le domaine.

2.4.1 Le domaine du calcul et solution exacte

Pour effectuer les calculs, nous devons distinguer les différentes régions du domaine de calcul
pour lesquelles nous souhaitons estimer les valeurs de conductivité, pour cela, nous segmentons
une tranche de thorax en deux dimensions en utilisant 'imagerie par résonance magnétique
(IRM). ’IRM mesure la diffusion des molécules d’eau dans les tissus biologiques, ce qui est
utile pour distinguer les différentes régions du torse. Nous avons segmenté 'image dans Figure
2.2] (gauche) afin de construire les différentes régions.

Dans notre étude, nous allons considérer quatres organes : la surface du coeur, les poumons,
les muscles (cavités) et la graisse.

Apres la segmentation, nous construisons un maillage 2D de la section transversale du thorax
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lung cavity

FIGURE 2.2 — Coupe IRM 2D du thorax (gauche), maillage de calcul 2D de la géometrie du
thorax montrant les différentes régions considérées dans ce travail : graisse, poumon et cavité

du thorax, (droite). L’angle  est la deuxiéme coordonnée polaire.

dans lequel nous identifions les organes comme illustré dans la figure (droite). Dans cette
représentation, on considere que toute la région de la cavité est occupée par les muscles. Le
maillage 2D contient 2395 sommets et 4540 éléments. Chaque couche est caractérisée par une
conductivité constante :

ki=1, dans )y =graisse,

k" = dky =1, dans Qy=cavité,

ks = 0.8, dans 23=poumon.

Le bord extérieur du thorax joue le role de I';, ou les données de Cauchy sont disponibles. Le

bord du coeur joue le role de I';, ou le potentiel et le flux sont manquants. Les données de

Cauchy f et ¢ sont générées via la solution du probleme direct suivant.

div (k**Vu) = 0, dans Q,
u = e*cos(y), sur T, (2.7)
kVun=¢ =0, surl,.

Durant les itérations, on choisit une valeur des parameétres a et ¢, tel que o vaut 1.5 x 1074

dans test 1 sans bruit et 8 x 10™* pour des données de Cauchy bruitées. Dans test 2, o vaut

5 x 1074, Le parametre ¢ est égal & 0.1 dans les deux tests.

Remarque 2.4.1 D’aprés nos expériences numériques, nous avons remarqué que notre algo-

rithme de Nash prend beaucoup du temps pour converger vers l’équilibre. Pour gagner du temps
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et accélérer la convergence, nous limitons le nombre d’itérations dans la partie complétion des

données (étape 1), ensuite, nous passons a la procédure d’identification de conductivité (étape

2).

2.4.2 Cas test 1 :

Dans ce cas test, nous souhaitons montrer comment 1’optimisation des conductivités améliore
la solution du probléme inverse. L’idée est, tout d’abord, de résoudre le probleme de complétion
des données ou les conductivités ne sont pas exactes, fournies par des valeurs expérimentales. Ils
seront, appelés les conductivités mesurées. Puis, nous allons résoudre le probleme de couplage
en optimisant la conductivité pendant la résolution du probléeme de complétion des données,
cela montrera le gain que nous obtenons en résolvant le probleme de couplage.

Dans ce test, la conductivité mesurée est supposée k3 = 0.5 tandis que la conductivité exacte
ks = 0.8. Nous résolvons le probleme de complétion des données qui consiste a reconstruire
le potentiel et le flux sur I'; en utilisant I'algorithme de Nash (étape 1 de l'algorithme [1)).

Pendant les itérations, la conductivité est égale a la conductivité mesurée :

ki =1, dans 2;=graisse,
=< ky =1, dans Qu=cavité,
k) = 0.5, dans Q3=poumon.

Nous commencons par une estimation intiale (n°,7°%) = (0, 0).

-2 14

1.9223
1.8309
1.7395
1.6481
1.5566
1.4652
1.3738
1.2824
1191

1.0995

1.0081
0.91669
0.82527
0.73385
0.64243
0.551
0.45958
0.36816
0.27674
0.18532

“LZ1 2123 -0.432 0.2 000450, 00:) Ugg2 12y LYz 213 -
N

Vi 0.093894

056r-

—exact-sol
—+—noise=0%

FIGURE 2.3 — Le potentiel reconstruit u; (gauche) et la condition de dirichlet reconstruite

(droite) comparés a la solution exacte sur I'; en utilisant une valeur approximative de k3 =
K= 0.5

La figure présente le potentiel reconstruit sur I'; comparé a la solution exacte et la so-
|| 77" = [|e2qry

lution optimale u$”" := uy (", k°). A la convergence, l'erreur relative Ta | est
u L2(Ty)
U | uf™ —u |z | - i
égale a 0.13 et Tue | est 0.04, ot u® est la solution de ([2.7)). Pour obtenir une
u L2(0)
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meilleure reconstruction, nous avons appliqué notre algorithme, présenté dans la section [2.3]
pour améliorer la valeur de la conductivité et donc pour améliorer la complétion des données.
La valeur de I'estimation initiale est (n°, 7%, k9) = (0,0,0.5). La figure [2.5| présente le potentiel
reconstruit sur I';, comparé a la solution exacte. Nous montrons également la solution opti-
male u; dans le thorax et ’évolution de la conductivité reconstruite au cours des itérations
de Nash. A la convergence, la conductivité obtenue k3P " est égale & 0.794542 et les erreurs

opt _ ,ex A uopt — e
s ey |l 29 sont égales a 0.032 et 0.0054 respectivement.

)
| u® |2y [ u® [
Nous avons répété le méme test mais en utilisant deux maillages différents. Le premier maillage

est plus grossier, il contient 2206 sommets et le second est plus fin et contient 17432 som-
mets. Les figures des deux maillages sont illustrées dans la figure A la convergence, pour
le maillage grossier (respectivement fin), la conductivité obtenue vaut 0.84 (respectivement,
0.752 ) et 'erreur relative de la partie Dirichlet de la solution est égale a 0.026 (respectivement,
0.035). Dans les trois différents degrés de précision de la géométrie de calcul, I'erreur relative
sur la conductivité n’excede pas 6% et 'erreur relative sur le potentiel électrique reconstruit
(condition de Dirichlet) ne dépasse pas 0.5%. Nous montrons dans la Figure les résultats de
la donnée de Dirichlet récupérée, obtenue pour une connaissance approximative ou initiale du
parameétre de conductivité. Ensuite, dans Figure [2.5] nous présentons les résultats de la donnée
de Dirichlet récupérée pour une conductivité identifiée de maniere optimale. On peut facile-

ment constater a partir de ces deux résultats 'influence de l'identification des conductivités

relatives

sur la qualité de reconstruction des données manquantes sur le bord inaccessible I';.
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FIGURE 2.4 — Deux degrés de raffinement du maillage du torax. le maillage grossier (gauche)

contient 2206 sommets et le maillage le plus fin (droite) contient 17432 sommets.

28 Rabeb CHAMEKH



Chapitre 2. Probléme de couplage entre la complétion des données et I'identification de conductivité en
Electrocardiographie

Conductivity
2 0.95

—exact-sol
—+—noise=0% 09

0.85

08 {\
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05 0.65
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0 0.550 500 1000 1500

FIGURE 2.5 — Le potentiel reconstruit u; (gauche) et condition de dirichlet reconstruite (milieu)
comparés a la solution exacte sur I'; sans bruit. Le comportement de la conductivité durant

les itérations est egalement tracé (droite). A la convergence , la conductivité reconstruite vaut
kPt = 0.794542.

Dans la Figure [2.6] nous présentons le comportement des trois fonctions lors des 100 pre-
mieres itérations. D’apres les courbes, on observe que les valeurs sont tres proches de zero pres
de la 100°™¢ itération, mais pour atteindre la solution optimale, nous continuons pour plus

d’itérations.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
iterations iterations iterations

FIGURE 2.6 — Le comportement des fonctionnelles J; (gauche), J, (milieu) et J3 (droite) durant

les premiers 100 iterations.

Pour évaluer la robustesse de notre procédure numérique, nous perturbons les données de
Cauchy en ajoutant du bruit. La Figure montre le potentiel reconstruit sur I'; comparé au
potentiel exact et le comportement de la conductivité k3 au cours du processus d’optimisation
pour différents niveaux de bruit. La valeur estimée de k3"* & la convergence est 0.7752, 0.8236
et 0.8733 pour 1%, 3% et 5% taux de bruit respectivement. Afin de montrer la performence de
notre méthode, nous calculons différents indicateurs d’erreur. Les résultats numériques sont
présentés dans le tableau Nous remarquons que l'erreur relative de la conductivité estimée

est beaucoup plus sensible par rapport au niveau de bruit que la solution reconstruite. Afin de

||kex_kopt||2

prouver le choix de «, nous présentons dans la Figure I’erreur de conductivité ezl

||7_0Pt_uex | |JLQ (F,L)
||uex||L2(Fi>

d’apres les courbes que le paramétre optimal est entre 107 et 3 1073 sans bruit (identiquement
dans le cas de 3% de bruit).

et I'erreur de Dirichlet par rapport au différentes valeurs de . On remarque
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2.4. Résultats numériques : modele anatomique

2r 0.95¢
7 0.9r
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—exact-sol
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FIGURE 2.7 — La condition de Dirichlet reconstruite comparée a la solution exacte sur I'; pour
différent niveaux de bruit (1%, 3%, 5%) (gauche). Le comportemnt de la conductivité durant

les itérations de I’algorithme d’optimisation (droite).

Noteo Toved | 177 =@ Ty | 108 = a Ty | N = g Thacay | 15— 7 1l
1o e, e T e llron 15 1l
0% 0.032 0.0054 0.00015 0.006
1% 0.038 0.008 0.0011 0.0309
3% 0.066 0.017 0.0034 0.029
5% 0.11 0.028 0.0061 0.091

TABLE 2.1 — L’effet du niveau de bruit des données de Cauchy sur la solution reconstruite : les
erreurs relative de la solution reconstruite sur le bord du coeur et dans I’ensemble du domaine,

et l'erreur relative de k3 estimée par rapport au niveau de bruit.

0.16 05 _
0.12 i
01 02l
0.08
oosN\ T 0.15
ool \ e
0.02 o\
00 0,0602 0,0604 0,0606 0,0608 0,60 0.050 0_602 0.604 0.606 0_(:;08 0_61
p opt _, ex
FIGURE 2.8 — L’erreur de conductivité W et Perreur de Dirichlet HT;ueIuHLJ('?Q;F“ sont
2

presentées par rapport aux différents valeurs de « sans bruit (gauche) et pour 3% de bruit
(droite).
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Chapitre 2. Probléme de couplage entre la complétion des données et I'identification de conductivité en
Electrocardiographie

2.4.3 Cas test 2 :

Dans ce cas test, on considére le méme thorax, mais on suppose que le patient présente une
pathologie affectant les conductivités dans le poumon, de sorte que les parties droite et gauche
du poumon ont différentes valeurs de conductivité constantes. Nous avons divisé le thorax en
quatre couches : graisse, cavité, partie droite et gauche du poumon. La conductivité dans le

domaine suit la méme décomposition, étant constante dans chacun des quatres sous domaines.

ki=1, dans )y =graisse,

- ke =1, dans Qy=cavité,
ks = 0.8, dans 23=poumon droite,
ky = 0.4, dans QQ;=poumon gauche.

Les données de Cauchy sont simulées numériquement, comme dans le premier cas test, en

résolvant le probleme direct suivant :

div (k**Vu) = 0, dans Q,
u = e“cos(y), sur T';,
k*Vun =¢ =0, surl..

1.801

17112
1.6214
1.5315

—exact-sol
——noise=0%

1.3519
1.2621
1.1723

1.0824
0.99263 (b ) 1r
0.90281
0.81299
0.72317
0.63335
054354 051
0.45372
0.3639
0.27408
.a. 18426 0 L L . I f . )
0.094445 o] 10 20 30 40 50 60 70
Conductivity Conductivity
09r 075

0851

08

0.75

07

0.65

0 1000 2000 3000 4000 5000 o] 1000 2000 3000 4000 5000

FIGURE 2.9 — (a) Potentiel reconstruit u; dans le domaine, (b) condition de Dirichlet recons-
tuite sur I';. (¢) Le comportement des conductivités k3 and (d) k4 durant les iterations sans
bruit. A la convergence, les conductivités sont égales a k7" = 0.821142 et k" = 0.441652.

Nous supposons que nous avons une valeur approximative des conductivités k3 et ks. Notre

objectif est d’améliorer ces mesures ainsi que le potentiel et le flux sur le bord du coeur.

Rabeb CHAMEKH 31



2.4. Résultats numériques : modele anatomique

Nous partons d’une hypothése initiale (n°, 7% k9, k3) = (0,0,0.6,0.6). Nous exposons dans
la Figure la condition de Dirichlet reconstruite sur I'; comparée a la solution exacte,

le potentiel reconstruit u; dans le domaine et le comportement des conductivités durant les

itérations pour des données non bruitées. A la convergence, les conductivités reconstruites sont
bgales a k' = 0.821142 et k" = 0.441652. Dans la Figure nous présentons les mémes
reconstructions illustrant la stabilité de notre méthode par rapport aux données bruitées.
kP reconstruite est 0.71969, 0.831021 et 0.912696 pour 1%, 3% et 5% des taux de bruit
respectivemet et kj” " vaut 0.5079, 0.510126 et 0.506341 respectivement pour les mémes niveaux

de bruit. Table 2 montre différentes erreurs pour différents taux de bruit.

—noise=1%
—--noise=3%
-~ noise=5%

0.95

09
0.85

s
P
08f " N

2, -
oty
075 h
07

0.65

—exact-sol
05| —+noise=1%
—=-noise=3%
" noise=5%

FIGURE 2.10 — Condition de Dirichlet reconstruite sur I'; (gauche) et le comportement des

conductivités ks (milieu) et ks (droite) durant les itérations pour différent taux de bruit

(1%, 3%,5%).

Noise lovel | 177 = e llxay | 10 —u e | 10 —ud” llay | 15 =5 ]2
|| ue [JLzry || ue ||L2() || ue ||L2() || e |[2
0% 0.027 0.0054 0.00017 0.05
1% 0.051 0.012 0.0011 0.15
3% 0.07 0.018 0.0035 0.12
5% 0.09 0.026 0.0059 0.17

TABLE 2.2 — Effet du niveau de bruit des données de Cauchy sur la solution reconstruite :

les erreurs relatives de la solution reconstruite sur le bord du coeur et dans ’ensemble du

domaine, et erreur relative du couple estimé (ks, k4) par rapport au niveau de bruit.

2.4.4 Thorax 3D :

Dans ce paragraphe, nous appliquons notre procédure numérique au thorax en 3D (figure
2.11)). La surface extérieure du thorax joue le role de T, et la surface du coeur est la partie T';.

Nous divisons le corp humain 2 en trois parties : le poumon, les os et le reste du tissue.
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Chapitre 2. Probléme de couplage entre la complétion des données et I'identification de conductivité en
Electrocardiographie

FIGURE 2.11 — Le thorax en 3D.

Chaque partie est caractérisée par une valeur de conductivité, qui sont issues d’expériences

faites sur un thorax réel :

k1 = 0.045, dans 2;=o0s,
k" =S ky = 0.096, dans Qy=poumons,

ks = 0.5, dans )3=reste de tissue.

La contraction du coeur est provoquée par la propagation d’un courant électrique. Partant du
noeud sinusal vers I’ensemble des deux ventricules, ce qui provoque un champ de potentiel sur
la surface I';. On suppose que le thorax n’est soumis a aucune sollicitation extérieure, donc la
contrainte normale est nulle sur I'.. Les données de Cauchy sur la surface du thorax sont des

données synthétiques. Elles sont générées par la résolution du probleme direct suivant :

div (k**Vu) = 0, dans ,
u = d, sur I';,

k*Vu.n =0, sur I'..

ou d est un potentiel électrique expérimental, mesuré lors du contraction du coeur. On suppose
qu’on a une valeur approximative de la conductivité ky du poumon qui vaut k9 = 0.5.

On considere maintenant que le champ d est inconnu sur la surface du coeur. En connaissant
le couple (f,¢) sur la surface de thorax, on peut déterminer le potentiel et le flux sur I,
ainsi que la valeur de la conductivité du poumon. Dans ce but, on applique notre procédure
numérique. Au cours des itérations, les calculs des éléments finis sont effectués avec 21449
noeuds et 119124 éléments tétraédriques, par conséquent, le cotit de calcul est assez cotiteux.
La figure présente une coupe tranversale du thorax. Dans (b) le champ de potentiel u;,
solution du probleme (SP1), et dans (c) le potentiel uy, solution du probleme (SP2) sont

exposés et comparés a la solution exacte dans (a). La figure fait un zoom sur les mémes
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2.4. Résultats numériques : modele anatomique

reconstructions sur la surface du coeur sans bruit. Chaque couleur correspond a une valeur

qui est présentée dans 1’échelle. La valeur de la conductivité ko a été améliorée au cours des
expose le comportement de la

itérations. A la convergence, k¥ vaut 0.251881. La figure

conductivité durant les itérations.
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FIGURE 2.12 — Reconstruction du champ de potentiel u; (b) et us (c) comparé a la solution

exacte (a) dans le domaine.
Rabeb CHAMEKH

34



Chapitre 2. Probléme de couplage entre la complétion des données et I'identification de conductivité en
Electrocardiographie
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FIGURE 2.13 — Reconstruction du champ de potentiel u; (b) et uy (¢) comparé a la solution

exacte (a) sur la surface du coeur.
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FIGURE 2.14 — Evolution de la conductivité au cours des itérations.

2.5 Conclusion

La technique d’imagerie électrocardiographique est largement utilisée pour détecter les patho-
logies cardiaques. Le probleme mathématique de cette technologie est de résoudre le probleme
de complétion des données ou la mesure du potentiel électrique sur la surface de thorax et
la condition de flux nul sont considérées comme des données de Cauchy. Outre ce probleme

inverse, les mesures expérimentales de conductivité de chaque partie du thorax ne sont pas
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2.5. Conclusion

tres précises. Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche permettant de résoudre le
probléeme de couplage en résolvant la complétion des données et en optimisant les conducti-
vités des organes de thorax en utilisant une stratégie originale de jeu de Nash. Trois joueurs
sont définis qui jouent de maniére non coopérative un jeu de Nash : les deux premiers joueurs
consacrent leurs cotits au probleme de complétion des données, tandis que le troisieme cotit est
lié au probleme d’identification de la conductivité. Nous présentons 'algorithme qui est im-
plémenté avec FreeFem++. Nous avons effectué trois expériences numériques, évaluant le cas
ou les données mesurées sont également perturbées par bruit aléatoire. Les résultats obtenus
prouvent que notre algorithme est efficace pour résoudre le probleme de couplage complé-

tion/identification et qu’il est stable vis-a-vis des données bruitées.
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Chapitre 3

Complétion des données et
identification des parametres en

élasticité linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas des matériaux élastiques. Ces matériaux sont
caractérisés par la capacité de retrouver leur forme et leur taille d’origine apres supression des
forces provoquant la déformation. Ces forces ont une limite qui s’appelle limite d’élasticité, ¢’est
la contrainte a partir de laquelle le matériau cesse de réagir d’une fagon élastique, réversible
(lineaire) et commence donc a réagir de fagon irréversible (non linéaire). Pour notre étude,
on s’intéresse au cas d’élasticité linéaire ou la déformation du matériau est due a des faibles
forces. La contrainte est linéairement liée a la déformation par une loi de comportement qui

s’appelle loi de Hooke, et s’écrit comme suit :
oc=Ce (3.1)

Cette loi a été enoncée par le physicien anglais Robert Hooke en 1676. o et € sont deux
tenseurs symétriques qui représentent le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
respectivement. Ce dernier peut s’exprimer en fonction du champ de déplacement u comme
suit :
1 T
£ = i(Vu + Vu') (3.2)

Dans la formule (3.1)), C est le tenseur d’élasticité qui est un tenseur symétrique d’ordre 4. La
formule est trés générale et on peut la simplifier si on considére un matériau élastique isotrope,
c’est a dire, ses propriétés physiques ne dépendent pas de la direction. L’expression peut étre

réduite pour des raisons de symétrie a la forme suivante :

o=2pe+ Mr(e)l (3.3)
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3.2. Résolution du probleme de complétion des données par |'approche de jeu de Nash

ou I est la matrice identité, tr est I'opérateur trace et (A, ) sont deux coefficients, appelés,
de Lamé qui caractérisent les proprietés du matériau.

Dans [32], les auteurs ont proposé une méthode de résolution du probléme de complétion des
données en utilisant I’approche de jeux de Nash pour 'opérateur de Laplace. Durant [20],
nous avons adapté la méme méthode pour la résolution du probleme de Cauchy pour 'opéra-
teur d’élasticité linéaire. Nous avons montré les mémes propriétés des fonctionnelles et prouvé
les mémes résultats présentés dans l'article tel que 'existence et I'unicité de la solution ainsi
qu’un résultat de stabilité. Dans ce chapitre, nous allons aborder le probléeme de couplage de
complétion des données et identification des parametres de Lamé.

Dans la littérature, on trouve plusieurs travaux qui traitent le probleme de Cauchy et d’identi-
fication de parametres de Lamé en élasticité linéaire séparément par plusieurs méthodes. Dans
[10, 9], les auteurs introduisent une méthode, dite énergétique, pour la résolution du pro-
bléeme de Cauchy qui consiste a introduire deux champs distincts et a minimiser ’écart entre
eux. Marin at al ont déterminé des approximations de la solution du probléme de Cauchy en
élasticité linéaire a I'aide de la méthode BEM (Boundary Element Method) itérative. Cette
méthode consiste a réduire le probleme de Cauchy a la résolution successive des problemes
bien posés [51]. Les auteurs ont couplé cette méthode & une méthode de décomposition en
valeurs singulieres (SVD) dans [52].

Concernant le probleme d’identification des parameétres de Lamé, dans [38], une méthode a été
présentée en utilisant une fonctionnelle de type moindres-carrés. Dans ce travail, les auteurs
utilisent une mesure a l'intérieur du domaine pour assurer ['unicité des parametres. Nous pou-
vons citer aussi le travail de Khan et al [4I] ou ils introduisent une méthode itérative a point
fixe pour l'identification des parameres de Lamé en élasticité linéaire.

Nous allons consacrer ce chapitre a présenter le probleme de couplage de complétion des don-
nées et d’identification des parametres de Lamé dans un matériau élastique en utilisant une
seule mesure sur une partie du bord. Nous introduisons trois fonctionnelles appropriées a
ce probleme de couplage afin d’élaborer un jeu de Nash pour la résolution simultanée de la

reconstruction des données manquantes et 'identification des parametres de Lamé.

3.2 Résolution du probleme de complétion des données
par ’approche de jeu de Nash

Comme nous avons signalé dans l'introduction, dans [20], nous avons utilisé la stratégie de jeu

de Nash pour la résolution de probleme de complétion des données en élasticité linéaire.

Soit € un domaine ouvert borné de R? (d = 2 ou 3), son bord 99 est divisé en deux parties I';

et I'.. I'. est la partie accessible aux mesures et I['; est la partie ou les données sont manquantes.
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Chapitre 3. Complétion des données et identification des parameétres en élasticité linéaire

Le probleme de Cauchy pour 'opérateur d’élasticité linéaire est le suivant :

div (o(u)) = 0, dans (2,
u=f, sur I'., (3.4)

o(u).n = ¢, sur I'.

On note ¢ la contrainte normale excercée sur la partie du bord I', et f le déplacement me-
suré. Les données appartiennent a H~'/2(T,) et H'/?(T,) respectivement, appelées données de
Cauchy. Rappelons que pour f et ¢ compatibles, il s’agit de chercher le déplacement
7 € HY%(T;) et la contrainte normale € H~/2(I;), solution de ce probléme inverse.
Le jeu de Nash est composé de deux joueurs, ou chacun a comme objectif la minimisation
d’un critere afin d’atteindre un équilibre. Nous avons introduit les fonctionnelles appropriées

a notre procédure :

1 1

Ji(n,7) = 3 | o(ur)n =6 |12, t3 | wr — s G2, (3.5)
1 1

J2(n,7) = 2 | uz = f H]%p/z(rc) +§ [ ur — ug ||]%11/2(r,-) (3.6)

Comme dans [32], les champs de déplacement u; et us sont les solutions respectives de deux
problemes directs. Chacun est composé d'une donnée surabondante sur I'. et une donnée

manquante quelconque sur I';. Les problemes sont les suivants :

div (o(uy)) = 0, dans €, div (o(uz)) = 0, dans €,
(SP1)Ju;, = f, sur T, (SP2) uy =T, sur T, (3.7)
o(uy).n =mn, sur T';. o(ug).n = ¢, sur T'..

Dans la section du chapitre 1, nous avons présenté les propriétés des fonctionnelles
et quelques résultats sur la solution du probléeme pour l'opérateur de Laplace. L’opérateur
d’élasticité lineaire est un opérateur elliptique, on a pu montrer les mémes résultats pour cet

opérateur.

Proposition 3.2.1 [20)]
L’application n — Jy(n,T) (respectivement T — Jo(n, T) ) est quadratique et fortement convexe
dans H™'/2(T;) (respectivement HY?(T';)) dans le sens ot :

v e HTVA(TY),  doy Ji(n, m)($,90) > ¢ || 0 ([, avec ¢ >0
et
VE € HVA(Ty), a2 Jao(n, 7)(€,€) > | € ||1%11/2(F¢) avec ¢ > 0
En théorie des jeux, la solution de ce probleme inverse est un équilibre de Nash, c¢’est une

solution optimale ol aucun joueur n’a intérét a dévier de la situation obtenue. La propo-

sition suivante prouve qu’il existe un unique équilibre de Nash qui s’avere étre les données
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3.2. Résolution du probleme de complétion des données par |'approche de jeu de Nash

manquantes quand une solution de Cauchy existe. On introduit d’abord la fonctionnelle L tel

que :
1 2 1 2 1 2
L(n,7) = 2 | o(ur).n— ¢ ||H*1/2(Fc) "‘5 [ uz — f ||H1/2(Fc) +§ || w1 — uy ||IHI1/2(FZ-)

Proposition 3.2.2 [20)]
i) 1l existe toujours un unique équilibre de Nash (ny,Tn) € H™V2(Ty) x HY2(T), il est aussi
le minimiseur de L(n,T).
it) Lorsque le probléme de Cauchy a une solution u, alors uy(nn) = us(7n) = uw et (Nn,7N)

sont les données manquantes, tel que ny = o(u).mpi et TN = ur,.

Afin de chercher le couple (ny, 7n), nous avons appliqué I'algorithme de jeu de Nash (étape 1
de l’algorithme. L’algorithme est composé de deux étapes paralleles, ou les joueurs cherchent
a améliorer leurs criteres. Nous avons montré aussi un résultat de stabilité de la solution par
rapport au faible perturbation des données de Cauchy. Le résultat est illustré dans le théoreme

suivant :

Théoréme 3.2.1 [20)]
Supposons qu’il existe une unique solution du probleme de Cauchy u pour une paire de données
(f,¢) € HY2(T,) x H~Y2(T,) compatibles. Soit (f°,¢°) € HY2(I',) x HY%(T',) une suite de

données bruitées telle que

12 = f gy + 1160 =& fimrery < 62

Ensuite, le jeu de Nash correspond auz cotits J? et J définis par

1 1
R,m) =5 o) n =" e, +5 1wl = us e, (3:8)

1 1
J5(n,7) = 3 | uy — f° | ) | u =y 2 (3.9)
a un unique équilibre de Nash (n%,7%) € H™Y2(T;) x HY2(T;) qui converge fortement, lorsque
§ tend vers zéro, vers les données de Cauchy manquantes (o (u).nr,, ur,). En outre, u et uj,

les solutions de

div (@(ul)) = 0, dans Q, div (0(ud)) = 0, dans Q,
U? = f57 sur FCv ug - T](i[, sur Fiv (310)
U(ul{)-n = 77?\1’ sur I';. 0(u5).n = ¢, sur I'..

convergent fortement dans H'(Q) vers la solution du probléme de Cauchy u.
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3.3 Probleme de couplage de complétion des données et

identification des parametres

On considere le méme domaine élastique isotrope 2 tel que 02 = I' . UT';, le bord I',. est soumis
a une force ¢ € H™V/2(T',) et f € HY?(T,) est le déplacement mesuré sur la méme partie. Le
domaine élastique est caractérisé par deux coefficients de Lamé X et p. Ces deux parametres

appartiennent a l’espace :
A.qi = {\ p sont des constantes dans €2 tel que p >0 et A > 0}.

Notre but est de chercher la contrainte normale 7 et le champ de déplacement 7 sur le bord
inaccessible I';; ainsi que la valeur des parametres de Lamé A et p. Le probleme inverse est le
suivant : trouver n € H™Y2(T;), 7 € HY2(T;) et (A, 1) € Aqg tel que :

div (o) ,(u)) =0, dans €,
u=f, sur I'.,
d (3.11)
Oxu(u).n =0, sur I';,
ou oy, (u) = 2ue(u) + Atr(e(u)).1.

Les parametres A et p dans le probleme (3.11)) sont implicites dans 'opérateur d’élasticité.
Les coefficients relient le tenseur des contraintes o et le tenseur des déformations € par la loi
de Hooke.

3.3.1 Principe de la méthode

Le probleme ([3.11)) peut étre divisé en trois sous-problémes bien posés (SP1), (SP2) et (SP3) :

uyp = ur(n, A\, ), ug = ue(T, A\, p) et ug = ug(7, A, ;) sont les solutions respectives dans
H(Q) :
div (o (1)) =0, dans €, div (ox,(u2)) =0, dans Q, div (ox,(us)) =0, dans Q,
(SP1)Su, = f, sur I',, (SP2)uy =T, sur I;, (SP3)Sus=r, sur I';,
oxu(ur)n=m, sur I;. orpu(uz).n = ¢, sur I, us = f, sur I,
(3.12)

Pour résoudre le probleme de couplage, il suffit que les données (7, 7, A, ) meénent au méme
champ u; = uy = uz dans Q.

Nous convertissons ensuite le probleme inverse en un probléme d’optimisation par le biais de
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ces trois fonctionnelles :

1 1

S, A p) = 5 | o(uw).n — ¢ =120 +o llun — 152 (3.13)
1 1

S, 7 A ) =5 [ uz = f [ o llu = [t (3.14)

To(n, 7, A, 1) = /QA div(fur + (1 — B)us — us)? +2 o e(Bur + (1 — Bus — uz)?  (3.15)

On considere un jeu de Nash pour la résolution du probleme de couplage de complétion des
données sur I'; et identification des parametres de Lamé. Le jeu est composé de trois joueurs, les
deux premiers sont consacrés a contréler les données manquantes sur I'; et le troisieme joueur
contrdle les parametres de Lamé. La contrainte normale 7 est une variable stratégique qui est
utilisée pour minimiser 'écart en Neumann || o(u1).n— ¢ |[F-1/ (r.y dans Ji et le déplacement
7 est une variable stratégique utilisée pour minimiser 1'écart en Dirichlet || us— f [|21/ (r.) dans
Jo. Le terme en commun || u; — ug H%ﬂ /2,y €St un terme de régularisation qui est la différence
entre les solutions de (SP1) et (SP2). Js est la fonctionnelle de Kohn-Vogelius en élasticité,
exploitée pour la recherche des parametres de Lamé. Cette fonctionnelle est composée des
solutions des trois problemes directs avec une combinaison convexe entre u; et u, pondérée
par § € [0, 1].

Les joueurs sont en compétition pour la recherche dune solution optimale. C’est un équilibre

de Nash défini comme suit :

Définition 3.3.1
On dit que (Nx, Tn, i, Ay) € HTV2(Ty) x HY2(T;) x Agq est un équilibre de Nash si :

TN T s AN ) < J1(0, Ty vy A, vn € H-V(Ty),
J2<77N77_Na,UN7>\N) < J2(77N>T7 #N,)\N), VT € H1/2(Fi); (316)
J3

J3<77N77-N7,UN7)\N) S (77N77'Na/i7)\)7 V(Ma )‘> € Aad'

Identifiabilité des parameétres de Lamé. Le probleme d’identifiabilité des parametres de
Lamé est un probleme qui a été étudié par différentes méthodes [46, 27, 50, 25]. Parmi les
stratégies proposées, une est d’utiliser I'application "Dirichlet-to-Neumann", c’est a dire une
infinité de mesure sur le bord ou bien une mesure a l'intérieur du domaine. Nous avons dé-
veloppé plus de details dans la section du chapitre 1. Dans notre travail, on s’intéresse a
Iidentification des parametres de Lamé avec une seule mesure incomplete sur le bord dans un
cadre d’identifiabilité. Dans un article de Zhongyan Lin [48], un cas particulier a été présenté
pour assurer l'identifibilité du parametre de Lamé. Nous avons présenté le théoreme détaillé
dans la section du chapitre 1, ou il montre un résultat d'unicité avec des conditions
particulieres.

Pour des parametres de Lamé dans A4, on déduit de la premiere partie de ce théoréme une
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configuration identifiable avec une seule mesure sur le bord : il utilise un disque élastique iso-
trope de rayon 1 comme domaine et il impose des conditions sur le bord tel que une contrainte

normale ou tangentielle nulle sur le demi-cercle supérieur.

3.4 Algorithme

Nous présentons maintenant 1’algorithme de jeu de Nash pour la recherche du probleme de
couplage en élasticité. L’algorithme est divisé en deux étapes principales. A L'étape 1, on
résout un probléme de complétion des données en utilisant des paramétres de Lamé fixés. A
cette étape, les deux joueurs jouent quelques itérations d’un sous-jeu de Nash pour aboutir a
une reconstruction d’un champ de déplacement et une contrainte normale sur I';. En utilisant
ces champs reconstruits, on passe a 1’étape 2 ou le troisieme joueur résout un probleme de
minimisation afin de reconstruire les parametres de Lamé. Deux termes de régularisations de
Tikhonov sont ajoutés a la fonctionnelle J3 qui sont multipliés par deux parametres oy et as,

les valeurs optimales seront choisies numériquement.

Algorlthm 2 Calcul de l’equilibre de Nash (ny,7n, AN, #n) du jeu de couplage de complétion des données et identification

des parametres de Lamé.

Les parametres utilisés :
0 <t < 1: parametre de relaxation
a > 0 : parametre de regularization
p>0ete>0:tolérances d’arrét
Les initialisations :
Soit p =0 et M? = (n”,7P) une estimation initiale
Soit ¢ = 0 et (A7, 1) une estimation initiale
Etape 1 Calculer (P!, 77+1), solution de
1. Calculer 77, solution de mnin Ji(n, 7,09, ) et évaluer Pt = tnP + (1 — ¢)7P.
2. Calculer 77, solution de min J(n”, 7, A%, u?) et évaluer TP = 7P + (1 — t)7P.

3. Soit MPT! = (pptl 7pF1),
Retourner a [1] jusqu’a ce que la suite MP converge. Comme un critéere d’arrét, on
utilise :
| M7 — M [[< e
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Etape 2 Calculer (A, 41, solution de

. aq (e %)
glluf)l Js (P TN ) + o | = pt H]%Q(Q) "‘? [IA = A1 HIZLQ(Q)a (3.17)

Etape 3 Calculer || us — f [[r2r,)-
Retourner a Etape 1 si || us — f |[2.)> p-

La résolution du notre probleme inverse se ramene a la résolution de trois problemes de
minimisations partielles. Afin de chercher n et 7, on utilise un algorithme de gradient a pas
fixe. Un algorithme de Newton a été exploité pour la recherche des parametres de Lamé.
Au cours des itérations, nous avons besoin de calculer le gradient des fonctionnelles V,.J;,
VJa, Vi Js ainsi que la dérivée seconde de Js en utilisant la méthode de I'état adjoint.
Cette méthode est une méthode générale pour le calcul du gradient d’'une fonctionnelle cofit
indépendament de la direction. Elle est introduite dans la théorie des problemes inverses par
Chavent [22] et inspirée de la théorie du contrdle par Lions dans [49]. Par souci de simplicité,

nous supposons dans le calcul suivant que le coefficient 5 est égal a 0.

Proposition 3.4.1 [20]

Nous avons les deux dérivées partielles :
0Jy
oy

n
avec Ay € Wy = {v € H'(Q) tel que vr, =0}, solution de ce probléme adjoint :

Aaugwwy:iéwmgﬁ—@dwndn—ﬁjm—den, Yy e W,

c @

—/Aﬁﬂ) Ve € H-VA(T,)
r;

02,
or’
tel que Ay € H'(Q) solution de ce probléme adjoint :
div (0(X2)) = 0  dans Q,
A =0 sur I';,

h = /Fi(a()\g).n — (ug — 7))h dT, Vh € HY3(T)

o(Xe)n=f—uy surl..

Avant de calculer les dérivées partielles et la hessine de J3, on définit les espaces
Hy.r, () = {v e H'(Q) tel que v, = 0}

et
H(2) = {v € H'() tel que vjpq = 0}
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Proposition 3.4.2

Les dérivées partielles de J3 sont les suivants :

aJ.
i) 390 /2¢5u2—u3) dQ+/2gpeu2):5(vg)dQ—i—/QZgoe(ug):s(vg)dQ,
vQOE'AOLd

tel que vy € Hyp () et vs € Hy(Q) sont solutions des problémes adjoints suivants :
/(20(1)2) e(72) =— /Q 2Xdiv(uz — uz)div(y2) d2 — /94M5(U2 —ug) : £(72) d€,
et

/Q o(vs) s e(y3) = / 2Xdiv(ug — ug)div(—-3) / dpe(ug — uz) : e(—3) d9,
Vs € Hy(Q).

ZZ) va)\ SOA /QQO div(uy — uz)? dQ—i—/ﬂ @ div(ug)div(vy) dQ+/Q o div(uz)div(vs) dS2,
Y € Agq

tel que vy € Hyp, (Q) et vg € H(Q) sont solutions des problémes adjoints suivants :
/QU(Uz) e(72) = - /Q 2Xdiv(uz — uz)div(y2) dQ2 — /Q4M€(U2 — ug) s £(72) d€,
v72 S H(l),Fi (Q)a

et

/Q o(vs) s e(y3) = /2/\dw ug — uz)div(—s) /4u5 ug — ug) : e(—y3) dSQ,
Vs € H(l)(Q)

Preuve

8J3

Pour le calcul de 2.9, on définit d’abord le Lagrangien :

L, 1, ug, uz, vg, v3) = /Q)\dz'v(ug —ug)? + 2pe(uy — ug)* dQ —|—/Qa(u2) s e(vg) dQ

- /Fc vy dl'. + /QO'(Ug) s e(vs) dQ

Pour une direction quelconque ¢, la différentielle de J3 par rapport a p vaut :

%ﬁ’.s& = /QZAdiv(uz — ug)div(u/2 — u;) + /Q 206 (s — u3)? d9
+ /94,115(112 — ug)e(ty — uy) dS (3.18)
avec uy = G20 et uz = G2

On dérive le Lagrangien par rapport a us, Vv, € ]I-]I&FZ_

/00(72) ce(vg) = —/QQ)\div(UQ — uz)div(ye) dQ — /Q4ue(u2 — uz)e(y2) dQ2 (3.19)

Rabeb CHAMEKH 45



3.4. Algorithme

En particulier, pour v, = u; :

/Qa(ué) ce(vg) = —/92/\div(u2 — ug)div(uy) dQ — /94,u5(u2 — u3)e(uy) dQ (3.20)

De la méme fagon, on dérive le Lagrangien par rapport a us appliqué a une direction 3 €
H5(92) -

/Q o(vs) - e(vg) = — /Q INdiv(uy — ug)div(—vs) dQ — /Q dpie(us — ug)e(—vg) A2 (3.21)
On remplace 73 par u;), on obtient :
/Qa(ug) te(vs) = —/92)\div(u2 — ug)div(—usg) dQ — /Q4u5(u2 —ug)e(—uy) dQ  (3.22)
uy est la solution du probléme direct (SP2). Yw, un champ test dans Hgp (€2), on a :
/QU(UQ) te(wq) dQ) = N dpwy dl.

Si on dérive cette formulation variationnelle par rapport a p et on remplace wy par vy, on

obtient :
/Q o(uy) : £(vs) dY = — /Q 26e(us) : £(vs) dS2 (3.23)

De la méme fagon, on obtient la formulation variationnelle de ug :

/Qa(u;) ce(vs) dQY = —/92¢5(u3) :e(vs) dQ (3.24)

D’apres (4.13)), (3.22), (3.23)) et (3.24)), on déduit que :
0J.
a—:.go = /QQ ¢ e(uy — ug)? dQ —i—/ﬂQ @ e(ug) : e(vy) d2 + /92 ¢ e(us) : e(v3) dS2,

Vo € Ayq tel que vy € Hijp (Q) et vg € Hy() sont solutions des problemes adjoints (3.19) et

(3.21)) suivants :

/Qa(vg) ce(yr) = —/QQ)\div(UQ — ug)div(7yy) dS) — /94;15(1@ —ug) : e(ye) d€,
Ve € H(l),ri(Q)a

et

/QO'(’Ug) ce(y3) = —/92)\div(u2 — ug)div(—y3) — /94,“5(“2 —ug) : e(—73) dQ,
Vs € Hy(€).

De la méme fagon, on calcule la différentielle de J; par rapport a \.

On a besoin aussi d’évaluer la hessinne de J3 :

Proposition 3.4.3

Les différentielles secondes de Js sont les suivants :
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0% ‘
i) o2 (1, p2) = /Q 4 poe(ug — ug) : e(y2) dQ —}-/Q 4 0y e(ug — ug)e(—n3) dQ

—l—/ﬂ 2 g e(v3) 1 e(ry3) dQ —i—/Q 2 @9 e(v2) : e(2) dQ/QQ 02 (ug) : (&) dQ

+/Q 2 ¢y €(us) : €(&3) dQ, V(o1 p2) € Aga X Aga
tel que (&2,&3,72,73) € Hp, () x HE(2) x Hg . () xHg(Q) sont solutions des problémes

adjoints suivants :

| oteo) s etun) = = [ 4 pre(un —us) s e(wa) 42— [ 2 gre(un) : <(en) a2

—/Qz X div(ws)div(7s) dS — /94 pe(ws) : £(7) dS

— [ 2 Miv(uz)div(—1a) d2 — [ 4 pe(uws) e(=3), Vs € Hiyp (),
[ otgs) s etw) = = [ 4 pre(un — ug) s e(—ws) d2 = [ 2 pre(us) s £(u) A2

—/92 A div(—ws)div(vz) d — /94 pe(—ws) : e(s) dO

- /Q 2 Adiv(—ws)div(—vs) d — /Q 4 pe(—wy) : e(—y3), Vs € HY(Q),
[ o) etha) = = [ 2 pre(us) se(ha) a2 Vhy € Hyp, (),
et
/90(73) e(hy) = —/Qz ore(ug) : e(hs) dQ,  Vhy € HY(S).

0%J. , . 4 )
3.(g01,g02) :/Q 2 podiv(ug — uz)div(ye) dS2 +/Q 2 @y div(ug — uz)div(—-3) dS2

ii)
ON?
—i—/ﬂ o div(vy)div(ys) dQ —l—/ﬂ o div(vy)div(ys) dQ/QgOQ div(ug)div (&) dS

+/Q P2 dlU(Ug)dlU(&g) dQ) v(‘ﬁh@?) € Aad X Aad
tel que (&2,&3,72,73) € Hp, () x HE(2) x Hg . () x Hg(Q) sont solutions des problémes

adjoints suivants :

/Qa(§2)  e(ws) = —/Qz ordiv(us — ug)div(ws) dQ—/Qgpldz'v(wg)div(vg) 40
—/92 X div(ws)div(7s) d — /94 pe(ws) : £(7) dS
~ [ 2 Miv(uz)div(—13) d2 — [ 4 pe(ws) e(=3),  Vor € Hip (),
/Q o(E3) : e(ws) = — /Q 2 ordiv(ug — ug)div(—ws) dQ — /Q o1 div(ws)div(vs)
—/Qz X div(—ws)div(y2) dQ—/Qzl pe(—ws) : () d9
- /Q 2 Adiv(—ws)div(—7) dS) — /Q 4 pe(—ws) s e(—3), Vs € HY(Q),
/90(72) e(hy) = —/ngldw(ug) cdiv(hy) A, Why € HY 1 (),
et
/90(73)  e(hy) = —/ngldiv(uz;)div(hg) A, Vhy € HY(Q).
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. 0% ) . . .
i) Wa‘;.(apl,gpg) :/Q 2 podiv(ug — uz)div(yy) dS2 +/Q 2 @y div(ug — ug)div(—=3) dS2
—i—/ﬂ o div(ve)div(ye) dS2 —i—/Q o div(vg)div(ys) dS2 —i—/Q<p2 div(ug)div(&s) dS

+/Q 2 div(us)div(&s) d, V(o1 p2) € Aga X Aga
tel que (&2,&3,72,73) € Hip, () x HE(2) x Hg . () xHg(Q) sont solutions des problémes

adjoints suivants :
/90(52) e(we) = —/94 v1e(ug — ugz) : e(wsq) dS2 —/92 p1e(wy) 1 e(vy) dQ

—/92 A div(wsy)div(~yy) dQ — /94 pe(ws) : e(7yg) dQ

—/92 Adiv(ws)div(—s) dQ — /94 pe(ws) = e(—vs), Vw, € Hy r, (),
/90(53) e(ws) = —/94 p16(ug — ug) : e(—ws) dS —/92 p1e(ws) @ e(vs) dQ

—/92 A div(—ws)div(7yy) dQ — /94 pe(—ws) : e(y2) dQ

—/92 Adiv(—ws)div(—~3) dS) — /94 pe(—ws) = e(—3), Vws € Hy (),
/90(72)  e(hy) = —/92 pre(ug) 1 e(hy) A, Vhy € H . (9),
et
/QU(’Y?,) te(hs) = —/92 p1e(us) : e(hs) d2, Vhs € Hy(9).

3.5 Reésultats numériques

Dans le cadre de ce chapitre, nous allons présenter trois tests numériques. Dans chacun, on
choisit un matériau élastique tel que son bord est scindé en deux parties : I'., oti les données sont
surabondantes, et I';, qui est une partie inaccessible. Sur I'., nous avons besoin des données de
Cauchy. Le champ de déplacement f et la contrainte normale ¢ sont des données synthétiques,
c’est a dire simulées numériquement par la résolution d’un probleme direct. Notre but est de
chercher la contrainte normale et le champ de déplacement manquants sur I'; et estimer la
valeur des parametres de Lamé dans le domaine. Dans la section 3.4, nous avons parlé du
probléeme d’identifiabilité des parametres de Lamé. Dans 'article [48], Zhongyan Lin a imposé
des conditions pour l'assurer. Il a choisi le disque unité comme un domaine 2. On divise son

bord en trois parties :

Lo = {(cos(0),sin(h)) tel que 0 <6 <7}
Lo = {(cos(f),sin(d)) tel que m <6 <37}
I; = {(cos(0),sin(f)) tel que 2 <0 < 2r}
D’apres la premiére partie (i) du théoréme [1.3.1] on considére une contrainte normale nulle

« cos(6
sur la partie I'.;. Sur I'; on choisit une condition de Dirichlet g = ( 0 ( )> tel que une
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valeur arbitraire de a vaut 5 1072 et I'.y est une partie du bord encastrée. Avec ces conditions,
si le parametre A est une constante connue, alors, la constante p est unique dans le domaine.
On choisit aussi, une valeur exacte des parameétres de Lamé, notée par A\, et ., qui sont

égales a 2 et 1 respectivement. On considere donc ce probleme direct pour la génération des

données :
div(oy,, p. (1)) =0, dans €,
u =g, sur I';,
g (3.25)
O-)\exnueac (U/)n = 07 sur PCI)
u =0, sur I'cp.

Une fois les données f = wr, et ¢ = o(u).nyr, sont disponibles, on suppose que le champ de
déplacement, la contrainte normale sur I'; et les parametres de Lamé sont inconnus et on va
essayer de les retrouver en utilisant notre procédure numérique. Les résultats numériques sont

obtenus en utilisant FreeFem--+.

3.5.1 Cas test 1

Pour le premier cas test, on considere le domaine €2 prescrit précédemment, discrétisé par un
maillage de 135 noeuds sur I'. = ',y U T's et 45 noeuds sur I';. Pour des données de Cauchy
(f,¢) sur I'. et un parametre de Lamé A\ connu dans le domaine, notre but est de chercher
le champ de déplacement 7, la contrainte normale 7 et le parametre de Lamé p en utilisant
notre procédure numérique. On choisit une estimation initiale (n°, 7%, u°) = (0.1,0.1, 2).

La figure [3.1] présente la reconstruction des deux composantes du champ de déplacement et
de la contrainte normale sur I';, comparée a la solution exacte fournie par avec des
données non bruitées. On peut voir que les reconstructions sont proches de la solution exacte
mais elles sont perturbées sur les extrémités de I';, a cause du changement de conditions
aux limites différentes sur I'.. La figure [3.2(a) montre ’évolution de la valeur du parametre
1 au cours des itérations. A la convergence, le parameétre obtenu p%' vaut 1.00055 sachant
que la valeur exacte est 1. Pour étudier la robustesse de notre procédure numérique, nous
avons perturbé les données de Cauchy en ajoutant un bruit aux champs f et ¢. La figure 3.3
présente les mémes reconstructions pour des différents taux de bruits. A la convergence, "
vaut 0.999304, 0.986312 et 0.963522 respectivement pour 1%, 3% et 5% de bruit. La figure
3.2(b) montre le comportement du parametre de lamé p au cours des itérations, on constate
que les résultats sont satisfaisants. Pour illustrer la stabilité de notre méthode, on présente
différentes erreurs dans le tableau B.Il On note :

| 7% = 7 [leary gRN < W17 =1 ey
7 Jrzqr) 7 ez

ERD =

(3.26)
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ERy — || " — |2
|| e |2

avec T = ufy, et N = o(u®).nr, sachant que u®* est la solution du probleme (3.25). 7 et
n°Pt sont le champ de déplacement et la contrainte normale recontruits & la convergence. Les
valeurs trouvées dans le tableau pour les différents taux de bruit sont conformes a ce qui est
trouvé numériquement dans les figures.

Pour la recherche du parametre de Lamé p, on minimise la fonctionnelle de Kohn-Vogelius J3
a laquelle nous avons ajouté un terme de regularisation. ; est un parametre de régularisation
qui controle la balance entre la fonctionnelle et le terme de régularisation. Nous avons choisi

la valeur optimale dans l'intervalle [4.1073, 4.5 1073].
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FIGURE 3.1 — Reconstructions. (a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxiéme

composante de déplacement, (c)

premiére composante de la contrainte normale, (d)

deuxieme composante de la contrainte normale sur I'; avec des données de Cauchy non bruitées.

50

Rabeb CHAMEKH



Chapitre 3. Complétion des données et identification des parameétres en élasticité linéaire

Lamé parameter p Lamé parameter p
16 16
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1 1 ] pgl 1 ! 1 ! 1 ]
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FIGURE 3.2 — Evolution du parametre de lamé p au cours des itérations, (a) : sans bruit, (b) :
avec 1%, 3% et 5% de bruit.
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FIGURE 3.3 — Reconstructions. (a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxiéme
composante de déplacement, (¢) : premiére composante de la contrainte normale, (d)

deuxiéme composante de la contrainte normale sur I'; pour 1%, 3% et 5% de bruit.
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Noise level | ERD | ERN ERu
0% 3.1% | 21.7% | 0.055%
1% 3.1% | 22.3% | 0.069%
3% 3.2% | 24.5% | 1.36%
5% 3.3% | 27.9% | 3.64%

TABLE 3.1 — L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : I'erreur
des solutions reconstruites sur I';, et 'erreur de la valeur estimée de p par rapport au taux de
bruit.

3.5.2 Cas test 2

On consideére ici le disque 2 présenté auparavant. Les données de Cauchy (f, ¢) sont simulées
numeriquement par la résolution du probleme (B.25). Notre but dans ce cas est de trouver le
champ de déplacement 7 et la contrainte normale n sur I';, ainsi que les deux parametres de
Lamé ) et p dans Q. Comme estimation initiale, on choisit (n°, 7% A% 1%) = (0.1,0.1,3,2) et
on rappelle que la valeur exacte des parametres est (A, u°*) = (2,1). Au cours du processus
de minimisation de la fonctionnelle J3, par rapport a A et u, on utilise un terme de régula-
risation de Tikhonov pour chaque parametre (3.17). Pour régler I'influence de ces termes sur
les reconstructions, on choisit la valeur de «; dans l'intervalle [4.1073,4.5 1073 et ay dans
(7.5 107%,8.1071].

La figure présente les reconstructions du champ de déplacement et la contrainte normale
sur I';. A la convergence, les paramétres de Lamé reconstruits sont égaux a A" = 2.01508 et
poP" = 0.998809. Les courbes dans la figure [3.7) (a)(c) présentent I’évolution des parameétres au
cours des itérations. Les résultats dans la figure [3.5] et la figure [3.7| (b)(d) montrent encore la
stabilité de notre méthode en montrant les reconstructions pour des différents taux de bruit.
Le couple (AP') p°PY) vaut (2.01472,0.997512), (2.00556,0.98427) et (1.98094,0.960363) pour
1%, 3% et 5% de bruit respectivement. On collecte dans le tableau différentes erreurs pour
confirmer la robustesse de notre méthode. ERD, ERN et ERu sont les mémes erreurs définies

précédemment et E R\ est I'erreur du deuxieme parametre \ calculée de cette facon :

opt __ ex
N ([
A ]2
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FIGURE 3.4 — Reconstructions. (a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxiéme
composante de déplacement, (c) : premiére composante de la contrainte normale, (d) :
deuxieme composante de la contrainte normale sur Iz avec des données de Cauchy non brui-

tées.

Noise level | ERD | ERN ERp | ERA
0% 3.1% | 21.7% | 0.11% | 0.75%
1% 3.1% | 22.2% | 0.24% | 0.73%
3% 3.2% | 24.9% | 1.57% | 0.27%
5% 32% | 27% | 3.96% | 0.95%

TABLE 3.2 — L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : I'erreur
des solutions reconstruites sur I';, et I'erreur de la valeur estimée de A\ et u par rapport au

taux de bruit.
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FIGURE 3.5 — Reconstructions. (a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxiéme

composante de déplacement, (c)

premiére composante de la contrainte normale, (d)

deuxiéme composante de la contrainte normale sur I'7 avec différent taux de bruit (1%, 3% et

5%).
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Complétion des données et identification des parameétres en élasticité linéaire
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FIGURE 3.6 — Evolution des parametres de lamé au cours des itérations, (a), (b) : évolution

de p avec et sans bruit. (c), (d) : évolution de A avec et sans bruit.

3.5.3 Cas test 3

Dans ce test, nous allons tester un autre domaine défini par une couronne ) entre le cercle
extérieur de rayon 1 qui représente I'. et I'; le cercle intérieur de rayon 0.5. Dans ce test, le
parametre A est supposé connu, nous visons donc a déterminer le champ de déplacement 7
et la contrainte normale 7 sur I';, ainsi que le parametre p dans la couronne. Le domaine est
discrétisé en utilisant 135 noeuds sur I', et 45 noeuds sur I';.

On considere une contrainte normale nulle sur la moitié supérieure de I'., qu’on note I';;. La
moitié inférieure du cercle, notée I' .9, est encastrée, c’est a dire que le champ de déplacement
sur cette partie est nul. Sur le bord I';, nous avons la condition de Dirichlet g. Les données f
et ¢ sont générées par la résolution du probleme ou les parametes exacts (A, u*) sont
égaux a (2, 1). Comme initialisation de I’algorithme, nous avons pris (n°, 7%, u°) = (0.1,0.1, 2).
La figure présente les reconstructions du champ de déplacement et de la contrainte nor-
male sur I';, comparées a la solution exacte pour des données non bruitées. On note que les
champs reconstitués sont proches de la solution que 1’on cherche a approcher, mais, on observe
des perturbations au milieu des courbes et aux extrémités. Ces parties sont les plus proches

des extrémités de I';; et 'y, ot on a un changement des données. Le parametre de Lamé
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reconstruit ' vaut 1.0247 sachant que la valeur exacte u® est 1. Dans la figure on
montre ’évolution de p au cours des itérations. Nous souhaitons maintenant éprouver I’ef-
ficacité et la robustesse de notre procédure, nous introduisons sur les données des différents
taux de bruit. Nous présentons dans la figure les reconstructions du champ de déplacement
et de contrainte normale sur I'; pour 1%, 3% et 5% de bruit. De méme, on montre dans la
figure (b) le comportement du parametre p au cours des itérations. A la convergence, ce
parametre vaut 1.03002, 1.00763 et 0.964721 respectivement pour les mémes niveaux de bruit.
Afin de confirmer les reconstructions obtenues, on a présenté dans le tableau [3.3| des valeurs de
quelques erreurs pour des différents taux de bruit. Concernant le parametre o, la constante

multipliée dans le terme de régularisation, on choisit une valeur dans I'intervalle [5.1073,1072].
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FIGURE 3.7 — Reconstructions.
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(a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxiéme

premiere composante de la contrainte normale, (d)

deuxieme composante de la contrainte normale sur I'; avec des données de Cauchy non bruitées.
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Noise level | ERD | ERN | ERu
0% 0.96% | 18.6% | 2.9%
1% 1.4% | 31.3% | 3%
3% 1.5% | 37.1% | 0.7%
5% 1.6% | 42.8% | 3.2%

TABLE 3.3 — L’effet du taux de bruit des données de Cauchy sur les reconstructions : I'erreur
des solutions reconstruites sur I';, et 'erreur de la valeur estimée p par rapport au taux de

bruit.

Lamé parameter Lamé parameter

———exact-sol ———exact-sol

noise=0% noise=1%

VIrONG T RN e noise=3%
'~ '"noise=5%

105 108 |

102} .
\.
1 s S PP
D95 S
‘-‘-.
nasl .
S
0 . . . 0.96 \ . \ el )
0 50 100 150 i 50 100 150 200 250 a00

FIGURE 3.8 — Evolution de parametre de lamé au cours des itérations,(a) : sans bruit, (b) :
avec 1%, 3% et 5% de bruit.
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FIGURE 3.9 — Reconstructions. (a) : premiére composante du déplacement, (b) : deuxieme
composante de déplacement, (c) : premiere composante de la contrainte normale, (d)

deuxieme composante de la contrainte normale sur I'; pour 1%, 3% et 5% de bruit.
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3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la méthode de jeu de Nash permettant de résoudre le
probleme de couplage de complétion des données et identification des parametres de Lamé
dans un matériau élastique isotrope en utilisant une seule mesure sur une partie du bord.
Nous avons présenté l'algorithme et les fonctionnelles exploités. Nous avons réalisé trois tests
numériques. Dans les deux premiers, le domaine est le disque unité. Nous avons considéré une
configuration assurant l'identifiabilité du parametre a partir des données incomplétes sur le
bord selon le travail introduit dans [48]. Dans le troisiéme test, 2 est une couronne limitée
par I'. et I';. Les résultats dans les trois tests que nous avons obtenu sont satisfaisants pour la
reconstruction du champ de déplacement, ce qui prouve 'efficacité de notre algorithme vis a vis
des données bruitées. Par contre, nous n’avons pas réussi a trop améliorer les reconstructions

des contraintes normales d’apres le calcul de I'erreur ERN pour chaque test.
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Chapitre 4

Complétion de données en

thermoélasticité

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la complétion des données dans un cadre thermoélastique. I1
s’agit de coupler la thermique avec 1’élasticité afin de reconstruire des données manquantes. La
thermoélasticité est utilisée dans un matériau élastique, a lequel, on applique des sollicitations
d’origine thermique. Contrairement a 1’élasticité, la thermoélasticité fait intervenir le champ
de température qui cause la dilatation du milieu.

Dans notre travail, on s’intéresse au cas linéaire, le matériau est soumis a des petites pertur-
bations. En effet, le tenseur des contraintes est linéairement lié au tenseur des déformations
et au tenseur de dilatation thermique par une loi de comportement, s’appelle la loi de Hooke

généralisée :

opr=C:(e—al)

avec ( :) est le produit tensoriel contracté. or et £ sont le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations respectivement, ce sont deux tenseurs symétriques. a est le tenseur de dila-
tation, il est aussi symétrique et T est le champ de température dans le matériau. Le tenseur
C est le tenseur de rigidité, ces caractériques varient selon le type du matériau.

Nous considérons un domaine élastique isotrope, c’est a dire, ces propriétés physiques sont les
meémes suivant chaque direction. Dans ce cas, les composantes du tenseur de rigidité dépendent

seulement de deux constantes qui sont les parametres de Lamé A et . Dans le cas d’un milieu
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tridimentionnel, C' s’écrit sous cette forme :

A2 A A0 0 0

A A+20 A 0 0 0

oo | A A A+2u 0 0 0
0 0 0 2z 0 0

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2u

Le tenseur de dilatation s’écrit sous forme « I, ou I est le tenseur identité et « est le coefficient
de dilatation. La loi de Hooke en thermoélasticité linéaire isotrope en dimension 3, par exemple,

est présentée par cette expression :
or=C:e—C:(aTI) = Mr(e)l 4+ 2ue —3KaTl, (4.1)

avec tr est 'opérateur trace et K est le module de compressibilité élastique du matériau tel
que : 3K =3\ + 2pu.

Dans la littérature, nous pouvons trouver des travaux sur des problemes inverses liés a 1’opé-
rateur de thermoélasticité. Par exemple, le travail de Ben Ameur et al [I2] ot un probléme
d’ientification de cavité a été étudié en élasticité lineaire et en thermoélasticité. Les auteurs
utilisent une formulation de moindres carrés pour la reconstruction a partir un champ de
déplacement et de température sur une partie du bord. Nous pouvons citer aussi 'article de
Andrieux et Bui [7] sur 'identification des fissures dans un cas tridimentionnel élastique iso-
trope et soumis a un chargement d’origine thermique. Le domaine contient une ou plusieurs
fissures planes, le but de ce travail est de présenter un algorithme basé sur 1’écart a la réci-
procité pour déterminer seulement le plan porteur de la fissure. Dans ce chapitre, nous allons
développer une approche de jeu de Nash pour la résolution du probleme de complétion des

données dans ce cadre.

4.2 Complétion de données en thermoélasticité

Nous considérons un domaine élastique isotrope 2 de R%, d=2 ou 3, son bord 02 est divisé
en deux parties non vides et disjointes I'; et ['.. Rappelons que T'. est la partie du bord sur-
abondante et I'; est la partie inaccessible aux mesures.

On applique un flux de chaleur ¢ sur la partie I'.. A cause du phénomene de dilatation du
matériau, un champ de déplacement se propage dans tout le domaine. Seule une mesure de
ce champ sera considérée sur I'., qu’on notera u™**. En absence de chargement mécanique, la
contrainte normale sera nulle sur cette partie. Notre objectif dans la suite est le suivant :
Connaissant les données de Cauchy (u"¢*, F' = 0), écrire un algorithme de jeu de Nash per-

mettant de retrouver des données manquantes sur I'; et le champ de température T dans €.
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Le probleme direct dans ce cas est le suivant :

div(or(u)) =0, dans €,
AT =0, dans (2,
or(u).n =0, sur I,
VT.n= ¢, sur I'.,
or(u).n =0, sur [';,
VTn=0, sur I';.

Le probleme inverse est le suivant :
Etant donné v une donnée mesurée de ur,, on cherche (u,T') € H'(Q) x H'(Q2) qui satisfait
le probléeme de Cauchy :
div(or(u)) =0, dans Q,
u=u", sur I, (4.2)
or(u).n =0, sur ..

ou or est le tenseur des contraintes en thermoélasticité défini par :
op=C:e—C:(aTI)= Mr(e)] +2ue —ET1, (4.3)

tel que € = Da, ou D = 2\ + 2 en 2D (resp. 3A + 2p en 3D).
En utilisant cette derniére, on peut développer 'expression de 1'équation d’équilibre div(or(u))
et les conditions aux limites. La température T va apparaitre comme un second membre, elle

est considéré comme un terme source. Le probleme de Cauchy peut étre exprimer comme suit :

div(o(u)) = div(§T1), dans €,
u = ume, sur I'.,

o(u).n =¢ET1.n, sur [,

avec o est le tenseur des contraintes en élasticité définie par (3.3)).

4.2.1 Algorithme de reconstruction

On introduit deux sous problemes dont les solutions sont uy = uy(n,T) et ug := us(7,7T)

comme suit :

div(or(uy)) =0, dans €, div(or(ug)) =0, dans ,
(SP1) S uy = u™, sur T, (SP2) quy =T, sur T, (4.4)
or(uy).n =n, sur I';. or(uz).n =0, sur I'..
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Outre que les deux variables stratégiques n € H™Y/2(T;) et 7 € HY2(I;), le champ de tempé-

rature T sera considéré comme une variable stratégique implicite, qui appartient a ’espace :
H = {v € H(Q); Av = 0 dans Q}.

On associe a ces trois variables stratégiques, un jeu composé par trois joueurs, qui considere

respectivement les fontionnelles cotits données par :

1 1
Ji(n,7,T) = 3 | or(wn)n (|G-, Ty | ur — s |[F/e

1 mes
Jo(n, 7, T) = 2 | w2 —u H]%Ilﬂ(rc) +§ | w1 — us ||§H1/2(Fi)

1 )
Js(n,7,T) = i/gaT(ul —ug) : €(ug —ug) + 5/1“ (T — Tmes)Q dl'c, 6 >0

c

On considére un jeu de Nash dont les deux premiers joueurs controlent les variables 1 et 7 et
minimisent les fonctionnelles J; et J, respectivement, le troisieme joueur s’occupe du champ
T qui va étre la solution optimale d’un probleme de minimisation de la fonctionnelle J3 sous la
contrainte T' € H. Notons que T représente la température mesurée sur I'.. Si cette mesure
n’est pas disponible, alors dans ce cas, on prend § = 0.

Les trois joueurs intéragissent de fagcon compétitif pour la recherche d'un équilibre de Nash.
On cherche alors un triplet (ny, 7y, Tv) € H™Y3(I';) x HY?(I;) x H qui assure un équilibre

de Nash dans ce jeu. D’ou 'algorithme suivant :

Algorlthm 3 Calcul de lequilibre de Nash (nn,7n,Tn) du jeu de complétion des données en thermoélasticité.

Les parametres utilisés :
0 <t < 1: parametre de relaxation.
p>0ete>0:tolérances d’arrét.

Les initialisations :
Soit p = 0 et MP = (nP, 7P) une estimation initiale.
Soit ¢ = 0 et T une estimation initiale dans H.

Etape 1 Calculer (P!, 77+1), solution de

f)

1. Calculer 77, solution de mnin Ji(n, ™7, T9) et évaluer nP™! = tnP + (1 P
t)7P.

2. Calculer 7, solution de min Jy(n?, 7,T9) et évaluer 7P = 7P + (1 —
3. Soit MPT! = (pptl 7pFL),
Retourner a [l jusqu’a ce que la suite M? converge. Comme un critere d’arrét, on
utilise :
| M7 — M7 ||< e
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Etape 2 Calculer T, solution de

. +1 _p+l
min J3(nP™, T T).
= 3(77 ) ’ )

Etape 3 Calculer || us — f |[r2r,)-
Retourner a Etape 1 si || us — f |[L2@.)> p-

4.2.2 Approche de minimisation

L’algorithme est composé de deux étapes principales. Dans la premiere étape, on cherche les
données manquantes sur I'; par la résolution de deux probléemes de minimisations de J; et
Jo. Dans la deuxiéme étape et apres la dualisation de la contrainte (T harmonique), nous
pourrons utiliser la méthode de Newton pour résoudre le systeme d’optimalité associé ou faire
directement la minimisation par 'algorithme d’UZAWA.
Il s’agit de : pour n et 7 fixés,

min /() = Jy(.7.7)

(4.5)
T € H(Q), AT = 0.

Le lagrangien associé a ce probléme d’optimisation est de la forme : Pour T' € H'(Q2), A €
H'(),

L(T,A) = f(T)+ < A e(T) >,
avec A est un multiplicateur de Lagrange et ¢(7") = AT. Notons que ce dernier est linéaire par

rapport a T. Si on note par (7%, \*) la solution optimale de ce probleme , alors, elle vérifie le

systeme d’optimalité d’ordre 1 suivant :

VoL(T,\) = Vf(T) + ¢ (T)*A =0,
VAL(T,\) = ¢(T) = 0.

(4.6)

avec ¢ (T)* est I'opérateur adjoint de la jacobienne ¢ (7).
Algorithme d’'UZAWA

Cet algorithme consiste a chercher un point selle du Lagrangien. Le couple (7%, \*) est la

solution du probleme d’optimisation :
L(T*, \") = max min L(T, \).

1. On choisit une estimation initiale (77, \°).

2. T*+! est la solution du probléme :

min L(T, \)
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3. ML= Xk (e(TF), avec (j, est un pas fixé numériquement.
Algorithme de Newton

Le but de I’algorithme est de construire une suite (7%, \¥) qui converge vers une paire (T*, \*)
vérifiant 1'équation d’optimalité (4.6)).

1. On choisit une estimation initiale (77, \°).

2. Si on note d} et d§ deux directions de descentes :

TH =T + dy
AL = \F oy b

telles que (d¥, d5) est la solution de I’équation de Newton :

(WTTL(Tk,Ak) d(T’“)*) (d’f) - (VJg(T’“) +c/(T’“)*A’“) ()
¢ (TF) 0 db o(T*)

Pour simplifier le systéme linéaire (4.7), on note T, := A\¥ + d5 = A1 Alors, on cherche
(d¥, T4) la solution de :

(WTTL(Tk,Ak) c'(Tk)*) (d’f) o (VJS(Tk)) 43
d(TF) 0 Ti c(T*)

L’implémentation numérique de la méthode de Newton nécessite le développement du pro-

bleme discret associé & (4.5). Nous considérons une discrétisation du domaine © dont h est le

parametre de discrétisation correspondant a la taille maximale des éléments. Nous supposons

que le domaine comporte N noeuds.

Soit V3, (€2) l'espace engendré par les fonctions affines par morceaux. On définit (p;)i1<i<n

les fonctions de la base canonique de V3 (€2) et nous allons présenter une expression discrete

associée au systéme (4.8). Soit une matrice A définie par quatres blocs :
H|CT
A=
c| 0
On note H = V2., L(T*, \¥) dont ces coefficients (H;;)i<; j<ny sont données par :
Hy; =< Vi L(T" X)gi 05 >= & f(T*) (1, ;).
On note C' la matrice associée a ¢/ (T%), ces coefficients (C;)1<; j<n sont définis par :

Cij =< d(T") s, 05 >=< Agi, pj >= — /Q ViV, dQ+ /8Q Vi.np; doS.

L’adjoint de la matrice C' est présenté par la matrice transposé CT. Le dernier bloc de A est

la matrice nulle de taille N.
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Le second membre est un vecteur composé de deux sous vecteurs By et By de longeur N. Les

coefficients de By sont (b});<;<n tel que :
b@l = df(Tk)-%' =< Vf(Tk)7 Vi >1<i<N -
Le deuxiéme sous vecteur By = (b7)1<i<n :

bll =<< ATk,gOZ >1<iKN= — /Q VTkV(pZ dQ) + /(99 VTanOZ doqd.

La solution de ce systéme linéaire est un vecteur de longueur 2N, composé de la premiere

diretion de descente d¥ et le vecteur Y.

Les calculs des dérivées nécessaires seront présentés dans les propositions suivantes :

Proposition 4.2.1

Les deuz dérivées partielles de Jy et Jo par rapport a n et T sont les suivantes :

aJ _
By mE=— [ nedr,  veeH (M)

avec Ay € Wy = {v € H'(Q) tel que vr, = 0}, solution de ce probléme adjoint :
[ o) :e() == [ (or(u)m)en dbe = [ =)y ds, vy ewn.

c i

%f(n, T).h = /Fi(a()\g).n — (uy —7))h dl, Vh € HY?(T))
tel que \o € HY(Q) solution de ce probléme adjoint :

div (0(Ag)) = 0 dans €,

Ay =0 sur Iy,

mes — g sur L.

o(Ag).n=u
Preuve

Les démarches du calcul sont identiques avec la proposition (3.4.1)).
Proposition 4.2.2

Les différentielles premiére et seconde de L(T,\) sont les suivantes :
., OL . . 1
i) a—T(T, A).p = /de(DagpI)vl —1—/de(Da<pI)v2 - §/QDacpI ce(ug — ug) dS2
—/ DaplInv, dl; —/ DaplInuv, dFC—/ VpVA dQ—i—/ Veo.nA doS2
i Te Q o0

r

Vo € M tel que vi € Hip (Q) et vy € Hyp (Q) sont solutions des problémes adjoints

sutvants :
1

/Qa(vl) ce(m) = —3 QU(%) ce(up — ug) dS) — ;/QUT(ul —uy) :e(m) dQ2, ¥y € Hé’FC(Q),

et

/QU(U2) e(ye) = ;/9‘7(72) re(ur — ug) dQ + ;/QO'T(UI —up) 1 €(72) dQ, Vo € H(IJF(Q)
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4.2. Complétion de données en thermoélasticité

9L 92 f |
it) 572 75 (T A) (1, p2) = 577 75 (D) (1, 42) = /QdW(DCWQI)& s — /F DagpsIng; dl';

1
+/ div(Dapy )&y dS) —/ DapsIngs dI'. — 5/ Dapsl : () dS
Q I. Q

1
+§/9Da<p21 :e(y2) dS2
V(p1,02) € H xH tel que (&1,&2,71,72) € H(l),rc(Q) X H(I)F(Q) X Hé,n(@ X H(I)F(Q) sont

solutions des problemes adjoints suivants :

[ ot c(wn) = /Dagolf e(wy) — ; (1) : () dQ—;/Qa(wl):e(fyl) q0
2/ ’72 w1 dQ + = / w1 (’)/2) dQ, ‘v’wl € H(I)IC(Q),

/Qa(g2>;g(w2) ) /Daw e(ws) + = / () : e(ws) dQ—i—;/ﬂa(wg):s(%) ds)
=5 [ o) re(un) a2 = [ o(ws) o) A, Vu € Hyp, (),

/90(71): e(hy) = /dw DaprI)hy dQ+/ DapiInhy dU;, Vhy € H r. (),

et

/90(72): g(he) = /dw Dapi1I)hy dQ+/ DapiInhy dU., Yhsy € IHI r, ().

Preuve

Le Lagrangien est défini par :
L(T,\) = f(T) — / VIVAdQ+ [ VT doO
Q o9

Pour une direction ¢ € H, la dérivée de L par rapport a 1" est la suivante :

L i

ST N = (T / VoV dQ + / Ve.nh dog

On commence par le calcul de % (T'). par la méthode de 1’état adjoint, on défini le Lagrangien

suivant :
L (T, uy,uz, vy, v2,v3) = /QUT(ul —uy) : e(ug — ug) dQ —|—/Qa(u1) ce(vy) dQ
+ / div(DaTI)v, dQ — / yor dT; — / DaTInv, dT,
T

+ / o (us) : £(vs) d + / div(DaTT)vs d2 — [ DaTInw, dr.,.

Te

La différentielle de f par rapport a 1" vaut :

af o ]_ ! ’ . 1 .
a—T(T).<p = i/ﬂa(ul —uy) : e(uy — ug) dS2 — i/gDOé(p[ e(uy — ug) dQ

1 ! !
+ 5 /Q or(uy —ug) : e(uy — uy) d (4.9)
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8u1 auQ

ar -¥-
Les derlvees du Lagrangien par rapport a chaque variable est nulle. On dérive .Z par rapport

avec ul .p et u2

auy, Yy € Hyp, :

1 1 1
/Qa(%) ce(v) = ~3 (71) e(up—ug) dQ—i—g/QDaT] ce(m) dQ_g/QO-(Ul_UQ)g(’Yl) ds)
(4.10)
En particulier, pour v, = u/l :
/ 1 / 1 / 1 /
/Qa(ul) ce(vy) = —5/90(111) s e(up—ug) dQ—i—i/QDozTI e(uy) dQ_2/QO-<U1_UQ)€(U€4> ilf;

De la méme fagon, on dérive le Lagrangien par rapport a us appliqué a une direction v, €
H(l)F<Q) :

/90(72) ce(vg) = ;/Qa(’yg) s e(ug —ug) dQ—;/QD(xTI :e(72) dQ—l—;/ﬂa(ul—ug) :e(ye) dQ

(4.12)

En particulier, pour v, = u; :
/ o () / o (u U —u )dQ—l/ DaTT : e(us) dQ+1/ (u—us) : £(uy) dQ
o 7\2) e = g 2) et —u 2 Ja T 29012'(2413)

uy est la solution du probleme direct (SP1). Si on dérive formellement sa formulation varia-

tionnelle par rapport a T' et pour le champ test v, nous obtenons :
/ o(uy) : e(vy) dQ +/ div(Dapl)v, dQ = / DaplInv, dT'; (4.14)
Q Q r;
De la méme facon, nous obtenons la formulation variationnelle de ws, :

/ o (uy) : e(vy) dQ +/ div(Dapl vy dQ) = / DaplInv, dT. (4.15)
(9] Q e

D’apres (]4.11[), (]4.15[), (]4.14[) et (]4.15[), on déduit 'expression de %(T).@ est de la forme :

of
oT

—(T) / div(Dapl v, dS) —I—/ div(Dapl vy dQ — 7/ Doyl : e(uy — ug) dS2

—/ Dapl .nvy dI; —/ Dapl.nvy dI',
r; T.

tel que vy et vy sont les solutions des problemes adjoints : (4.10) et (4.12). On déduit, ensuite,

L
5T — (T, \).¢.
2 2

0°L 0
Le terme < A, ¢(T") > est linéaire par rapport a T, alors, 573 —— (T, N).(p1,2) = 8T];(T).(<pl, ©2).

I’expression de

De la méme facon, nous appliquons la méthode de 'état adjoint pour le calcul de 2 577 L(T).(p1, 2).
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4.2.3 Expérience numérique

Nous allons considérer comme test numérique, un probleme lié a 'identification de fissures en
thermoélasticité. Andrieux et Bui [7] ont étudié le cas d'un solide tridimentionnel qui contient
une ou plusieurs fissures planes et ils ont donné des formules explicites permettant de trouver le
plan porteur des fissures. Dans ce travail, les auteurs ont considéré un domaine en 3D élastique
homogene isotrope et soumis a un chargement d’origine thermique. Le domaine contient une
ou plusieurs fissures portées par un méme plan. Ils supposent que le champ de déplacement et
la force sont disponibles sur le bord. Le flux imposé et la température sont supposés inconnus.
Les auteurs ont présenté dans ce cas un algorithme basé sur ’écart a la réciprocité permet de
déterminer le plan hote du fissure.

On note par X une fissure incluse dans €, tel que X1 et X~ sont respectivement les levres
supérieur et inférieur de la fissure. L’idée dans notre travail consiste a diviser le domaine €2 en

deux sous domaines €2; et (5.

Q2

r:
FIGURE 4.1 — Domaine divisé en deux parties

Le bord de Q;, 7 = 1,2, est divisé en deux parties I'J et T';, ot I'; est la droite (ou le plan) de
la fissure qui contient les levres ©F et £~ et I = 9; N 9N (voir figure (4.1))).

Notre procédure consiste a appliquer 'approche de complétion des données présentée dans
la section , dans les deux sous domaines 2; et €2, afin de reconstruire les champs de
déplacements et de température sur I';.

Si on note 75 et 7% les champs de déplacement reconstruits sur I'; de coté Q; et €y respecti-
vement et de méme, T et T les températures reconstruites.

La localisation de la fissure sur le plan I'; est donc déterminé par le support des fonctions saut
associés aux champ du déplacement et la température sur I';. Il suffit de considérer le support

de la fonction :
¥ = Blrv] + (1= B)[Iwl,

ot B €[0,1], [tn] =74 — T3 et [Ty] =T — Tx.
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Dans un premier temps, nous présentons un test numérique simplifié dans le cadre 2D concer-
nant l'identification de fissure. On suppose que le domaine est un carré de longueur 2 tel que
une fissure ¥ est située sur 'axe des abscisses d’extrémités [—0.5,0.5] (Figure ). Un flux
de chaleur est imposé sur le bord extérieur du carré vérifiant la condition de compatibilité
Jo @ =0, on choisit :

1, sur{(z,y) eR*telque —1<z<lety=—1},
¢p=1{-1, sur {(z,y) eR?tel que — 1<z <lety=1},

0, sinon.

Pour la simulation des données de Cauchy sur I'., on résout le probléme direct :

div(or(u)) =0 dans Q,

AT =0 dans €2,

or(u).n =0 sur 052, (4.16)
VTn=¢ sur 052,

u=gq sur 2.,

VTn=0 sur 2.

ou 0f est le bord extérieur du carré et g est le champ de déplacement sur la fissure qui vaut

(m—i—y)
g= 22
2

La température T" est unique dés qu’on ajoute la condition de normalisation ( /a 0 T =0). Dans
ce test, notre procédure consiste a déterminer a partir (v, ¢, T™*) les données manquantes
sur la droite porteuse de la fissure puis identifier sa position. Nous avons divisé le domaine 2
en deux sous domaines € et €y (Figure . Dans € (resp. €2 ), la droite porteuse de la
fissure est la partie {(z,y) € R? tel que —1 <z < 1 et y = 0}. Elle joue le role de '} (resp.
I'?) et T'! (resp. I'?) est le reste du bord ou les données sont disponibles. Dans ce test, notre

variable stratégique TV, j = 1,2, est supposé solution du probléme (SP3) suivant :

ATI =0, dans €,
(SP3){VT.n = ¢, sur Y, (4.17)
T = ¢, sur TY.
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FIGURE 4.2 — Les isovaleurs du champ de déplacement et de température.
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F1GURE 4.3 — Le saut de la fonction .

La figure représente les isovaleurs du vecteur déplacement et de la température dans le
domaine 2. La discontinuité de ces champs est apparait a travers la fissure. Nous avons utilisé
la méthode de gradient a pas fixe pour la minimisation des trois fonctionnelles Ji, J5 et J3
avec un pas qui vaut 0.1. Comme estimation initiale, nous choisissons (77?, 799, 67:0) = (0, 0, 0),
j =1,2. Dans la figure , nous avons présenté le résultat de reconstruction des deux com-
posantes du champ de déplacement et contrainte normale, ainsi que la température sur I'}.
Nous avons exploité aussi I’algorithme de Nash pour la reconstruction des mémes champs sur
re,

La fissure ¥ est de coordonnées x € [—0.5,0.5] et y = 0. Nous avons tracé la fonction saut 1
dans la figure (4.3). D’apres le support de cette derniere, la fissure reconstruite est d’extrémi-
tées [—0.58,0.6], apres élimination des petites perturbations. Alors, notre algorithme permet
d’identifier la position de la fissure dans le domaine.

L’objectif principal du test numérique sera le cas ou la mesure du flux de chaleur est suppo-

sée non disponible. Dans ce cas, le but sera la reconstruction du champ de déplacement, la
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contrainte normale sur I'; et la température T" dans le domaine a partir des mesures mécaniques

sur le bord I'.. Ce travail est en cours d’implémentation.

exact-sol exact-sol
— —~noise=0% -0.02- \ 4 ——~noise=0%

05 L L L L | _0.04 L L L L

1] 10 20 30 40 50 1] 10 20 30 40

15} exact-sol
~ ~ " noise=0%
L ) 9

o 10 20 30 40 a0 0 10 20 30 40

06 L . . . |
0

FIGURE 4.4 — (a) Premiere composante du déplacement reconstruit sur '} , (b) deuxiéme
composante du déplacement reconstruit sur I'}, (¢) premiere composante du contrainte normale
reconstruite sur I'} ;| (d) deuxiéme composante du contrainte normale reconstruite sur T'} et

(e) température reconstruite sur I';.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé le probleme de complétion des données pour le cas de la
thermoélasticité isotrope. Nous avons présenté le probleme inverse ainsi que les fonctionnelles

considérées dans un jeu de Nash défini dans un cadre multidisciplinaire. Nous avons développé
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I’approche de minimisation pour la recherche des inconnus dans le cas ou un champ de dé-
placement et une force nulle sont disponibles sur le bord du matériau. Numériquement, nous
avons testé un exemple simplifié de détection de fissure en utilisant des mesures mécaniques
et thermiques sur le bord accessible du domaine. Les résultats obtenus sont satisfaisants. Une
perspective de ce travail est la localisation des fissures en utilisant seulement des mesures

mécaniques.
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Conclusion générale

Au cours de cette these, nous avons porté notre intéret a la résolution du probléme de cou-
plage de complétion des données et identification des parametres. Le probléeme de Cauchy est
un probleme d’identification des conditions aux limites sur une partie du bord a partir des
données surabondantes sur la partie restante. L’identification des parametres est un probleme
de détermination du parametre de systéeme. Ces deux problémes sont connus pour étre mal
posés au sens d’Hadamard. 11 y a une littérature théorique et numérique foisonante pour I’ap-
proximation de la solution. Le premier chapitre est consacré a la présentation de quelques
exemples de ces travaux.

Dans notre travail, nous avons utilisé la théorie des jeux pour la résolution de notre pro-
bleme inverse. Cette théorie est efficace pour résoudre le probleme d’optimisation multicriteres
d’apres Périaux et al [60, 6I]. Elle s’intéresse aux intéractions des joueurs. Dans les jeux de
Nash, ces derniers intéragissent parallelement ou chacun fixe comme objectif la minimisation
d’un critere.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons appliqué notre stratégie sur la résolution du probléme
de couplage de complétion des données et identification de conductivité en electrocardiogra-
phie. Dans [32], 'approche de jeu de Nash a été développée pour la résolution du probleme
de complétion des données pour 'opérateur de Laplace. Nous avons adapté la méme méthode
dans notre travail. On a décrit le probleme inverse, et ensuite les trois critéres a minimiser
par les trois joueurs. On a évoqué la question d’identifiabilité de la conductivité. On a mon-
tré 'unicité de ce parametre en utilisant seulement les données de Cauchy sur une partie du
bord. L’algorithme de jeu de Nash a été présenté, il est composé de deux étapes principales.
Dans la premiere étape, les deux premiers joueurs résolvent un probleme de complétion des
données avec une conductivité fixée, puis, le troisieme joueur minimise une fonctionnelle de
Kohn-Vogelius pour la recherche du parametre de conductivité dans la deuxieme étape. Nos
expériences numériques ciblent les applications médicales d’électrocardiographie. Nous avons
considéré un thorax comme un domaine, tel que chaque partie est caractérisée par une conduc-
tivité. Le bord extérieur du thorax est la partie ou les données de Cauchy sont disponibles et
le bord du coeur est considéré comme une partie inaccessible. Trois tests numériques ont été
effectués. Dans les deux premiers tests, nous avons appliqué notre procédure dans un thorax

bidimentionnel et dans le troisiéme, nous avons considéré un thorax tridimentionnel. Notre
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stratégie a fournit des résultats prometteurs, en particulier, lorsque les données de Cauchy
sont bruitées.

Dans le troisieme chapitre, nous avons appliqué la stratégie des jeux pour la résolution du
probleme de couplage en élasticité linéaire. L’identifiabilité des parametres est un probleme
difficile a étudier, ou de nombreux chercheurs ont montré des différents pistes de résolution.
En utilisant un article de Z. lin [48], on a extrait des conditions particulieres pour assurer
I'unicité des parametres de Lamé. L’algorithme de jeu de Nash pour la résoluton du probleme
de couplage a été implémenté avec la méthode de gradient a pas fixe dans I’étape de complé-
tion des données et la méthode de Newton a été exploitée pour I'identification des parametres.
Trois tests numériques ont été présentés. Dans chacun, nous avons précisé le domaine et les
conditions surabondantes sur le bord. Les reconstructions trouvées sont satisfaisantes pour les
différents taux de bruit.

Dans la derniere partie du travail, nous avons couplé la thermique et 1’élasticité pour la ré-
solution du probleme de complétion des données en thermoélasticité. Nous avons considéré
un domaine élastique a lequel nous appliquons un flux thermique. Le probleme inverse de
complétion des données a été présenté. L’approche de jeu de Nash a été exploitée pour la
résolution en connaissant un déplacement et un flux nul sur une partie accessible du bord. Les
trois joueurs se sont engagés a chercher les données manquantes sur le bord et un champ de
température harmonique dans le domaine. Ensuite, nous avons exploité ces reconstructions
pour résoudre le probleme d’identification de fissure en thermoélasticité. En connaissant le
plan porteur de la fissure et le champ de déplacement sur la surface extérieur, nous avons

développé une procédure pour la recherche de la position de la fissure.
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