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Résumé

De nombreux modèles physiques présentent un phénomène appelé transition de phase : il existe un
point critique ou une courbe critique dans l’espace des paramètres qui sépare deux régimes distincts ca-
ractérisés par des propriétés macroscopiques très différentes. Le comportement de ces systèmes au point
critique est particulièrement intéressant et fait apparaître des lois d’échelle qui sont souvent communes
à tout un ensemble de systèmes très différents. Les physiciens Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld
ont remarqué que ces comportements « critiques » sont étonnamment communs dans la nature, alors
qu’ils ne devraient survenir que lorsque les paramètres se trouvent être précisément ajustés au point
critique. Pour expliquer cela, ils ont montré que certains systèmes ont tendance à être naturellement
attirés vers des points ou des régimes critiques. Ces systèmes présentent un phénomène appelé « criticité
auto-organisée ».

Cette thèse porte sur la construction de plusieurs modèles simples présentant ce phénomène. Pour
cela, nous partons d’un modèle présentant une transition de phase et nous le modifions pour forcer
un comportement « auto-critique ». Nous étudions notamment une variante d’un modèle construit par
Matthias Gorny à partir du modèle d’Ising Curie-Weiss généralisé, en passant d’un modèle de type
champ moyen à une interaction limitée à une certaine portée. Nous construisons également quelques
modèles de criticité auto-organisée à partir de la percolation Bernoulli dans des boîtes finies, ainsi qu’à
partir du modèle d’Ising en dimension 2.

Summary

Many models in physics present a phenomenon called phase transition : there is a critical point or
a critical curve in the parameter space separating two distinct regions characterized by very different
macroscopic properties. In such systems, the behaviour at the critical point is of particular interest and
presents some scaling laws which appear to be universal across a wide range of different systems. The
physicists Per Bak, Chao Tang and Kurt Wiesenfeld pointed out that these “critical” features are very
common in nature, although they should only appear when the parameters happen to be finely tuned
to the critical point. To explain this, they showed that some systems tend to be naturally attracted by
critical points or critical regimes. This phenomenon is called “self-organized criticality”.

The goal of this thesis is to construct several simple models which present this phenomenon. To
achieve this, we consider a model with a phase transition and we modify it in order to obtain a “self-
critical” behaviour. We study a modification of a model constructed by Matthias Gorny from the
generalized Ising Curie-Weiss model, in which the mean-field Hamiltonian is replaced by a long-range
interaction. Several other models of self-organized criticality are constructed from Bernoulli percolation
in finite boxes, and from the planar Ising model.
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Chapitre 1
Introduction

1 Criticité auto-organisée

1.1 Mécanique statistique et transitions de phase

Dans un verre d’eau, des millions de milliards de milliards de molécules interagissent les unes avec
les autres, et de ces interactions découlent les propriétés physiques de l’eau que nous observons à notre
échelle. Aujourd’hui, nous comprenons plutôt bien les lois physiques qui régissent l’interaction entre les
molécules à l’échelle microscopique, si bien que le comportement de chaque molécule prise isolément
semble être réglé comme du papier à musique. Pourtant, le trop grand nombre d’inconnues empêche de
prédire l’évolution de l’ensemble des molécules d’eau dans le verre en calculant simplement la trajectoire
de chacune d’entre elles. De cette interaction entre un très grand nombre d’éléments naît ce qui s’appelle
tout simplement. . . le désordre.

Comprendre le désordre, c’est le défi qui intéresse de nombreux physiciens depuis le milieu du 19ème

siècle et les travaux de Ludwig Boltzmann [Bol66], fondateur de la mécanique statistique. Plus préci-
sément, l’objectif de la mécanique statistique est de comprendre le comportement collectif de systèmes
composés de très nombreux éléments en interaction, à partir des lois fondamentales qui régissent ces
interactions. Pour cela, l’idée est de définir des quantités macroscopiques qui résument l’essentiel des
propriétés qui nous intéressent, et dont les lois d’évolution sont bien comprises. Par exemple, dans le
verre d’eau, la température et la pression obéissent à des principes physiques simples : du désordre local
émerge un ordre global. Il y a donc une compétition entre l’ordre et le désordre. Les physiciens disent
qu’un tel système de particules est gouverné par deux effets antagonistes : l’énergie et l’entropie. Alors
que l’énergie pousse le système vers une configuration idéale, ordonnée (l’état d’énergie minimale),
l’entropie quantifie le niveau de désordre qui provoque des fluctuations autour de cet état d’énergie
minimale.

Le paramètre qui joue un rôle d’arbitre entre l’ordre et le désordre, c’est ici la température. Pour
revenir à notre exemple, chacun peut observer que les propriétés de l’eau changent radicalement en
fonction de la température, bien que les lois physiques qui régissent l’évolution des molécules d’eau
soient toujours les mêmes. Quand la température descend au-dessous de 0°C (à pression atmosphérique),
l’organisation des molécules d’eau change soudainement, et celles-ci tendent à s’organiser de façon très
régulière : c’est l’état solide. Les physiciens parlent d’une phase ordonnée, dans laquelle les effets de
l’énergie dominent et les molécules s’organisent « intelligemment » pour minimiser celle-ci. Mais quand
la température dépasse cette limite de 0°C, le désordre l’emporte et les molécules d’eau se déplacent
et s’entrechoquent : c’est l’état liquide. Nous parlons alors d’une phase désordonnée, dans laquelle les
effets de l’entropie dominent et poussent le système physique dans un désordre relatif.

Ce phénomène de nette séparation entre un état ordonné et un état désordonné est appelé transition
de phase, et la valeur du paramètre (ici, la température) qui marque le seuil entre les deux phases est

1
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appelée point critique. Lorsque plusieurs paramètres sont considérés, comme par exemple la température
et la pression, ce point critique devient une courbe critique qui sépare deux régions dans l’espace des
paramètres.

1.2 Phénomènes critiques et lois de puissance

Les systèmes physiques qui présentent une transition de phase ont souvent un comportement parti-
culièrement intéressant au point critique, où les deux forces (énergie et entropie, ordre et désordre) sont
en concurrence. Le comportement au point critique et au voisinage du point critique présente alors un
certain nombre de caractéristiques qui sont communes à tout un ensemble de systèmes différents.

Notamment, pour de nombreux systèmes, lorsque nous sommes loin du point critique, la corrélation
entre les particules décroît très rapidement avec la distance. La fonction de corrélation, qui mesure
en quelque sorte l’influence d’une particule sur une autre en fonction de la distance qui les sépare,
prend la forme d’une exponentielle décroissante, avec une certaine longueur caractéristique appelée
longueur de corrélation. Cela signifie que l’évolution d’une particule est très peu influencée par les
particules qui sont plus éloignées que cette longueur de corrélation. Les effets d’une petite perturbation
locale se dissipent alors rapidement et ne sont ressentis que sur des courtes distances, de l’ordre de la
longueur de corrélation. La sensibilité du système aux petites perturbations, que les physiciens appellent
susceptibilité, est donc faible.

Plus les paramètres du système se rapprochent du point critique, plus la longueur de corrélation
et la susceptibilité augmentent. Lorsque nous nous trouvons précisément au point critique, celles-ci
deviennent infinies. La corrélation entre les particules ne décroît alors plus exponentiellement, mais selon
une loi de puissance, ce qui fait qu’il n’y a plus aucune échelle de longueur qui joue un rôle particulier.
Ainsi, les particules s’influencent mutuellement, même sur de très longues distances. Par conséquent, le
comportement au point critique devient particulièrement complexe et intéressant, parce qu’il ne peut
plus se résumer à l’interaction de chaque particule avec les particules voisines. La susceptibilité étant
infinie, une petite perturbation locale peut se propager et avoir des effets majeurs à grande échelle. De
plus, les effets d’une perturbation à un instant donné peuvent perdurer longtemps : il n’y a pas non
plus de temps caractéristique, et la corrélation entre l’état d’une particule à un instant t et son état à
un instant t+ δt suit aussi une loi de puissance en δt.

Puisqu’il n’y a plus de longueur ou de temps caractéristique qui joue un rôle particulier, les propriétés
géométriques du système se ressemblent à plusieurs échelles différentes : nous parlons d’auto-similarité,
ou de structure fractale. Cette auto-similarité est à la fois spatiale et temporelle, et elle peut se traduire
par des « crises » dont l’ampleur suit une loi de puissance, c’est-à-dire que le nombre d’événements de
taille L pendant un certain laps de temps est de l’ordre de L−a, avec un certain exposant a > 0.

Ainsi, le comportement d’un système situé précisément au point critique est caractérisé par un
certain nombre de lois de puissances dans les corrélations spatiales, les corrélations temporelles, ou la
distribution des crises. D’autres lois de puissances s’observent également dans l’évolution de la longueur
de corrélation ou de la susceptibilité au voisinage du point critique. Chacune de ces lois de puissance est
caractérisée par un certain exposant, et ces exposants intéressent particulièrement les physiciens parce
qu’ils permettent de décrire la transition de phase. L’un des objectifs de la mécanique statistique est
donc de déterminer ces exposants, appelés exposants critiques, en les mesurant expérimentalement et
en les prédisant avec des modèles mathématiques.

Étonnamment, ces exposants critiques se trouvent être les mêmes pour de nombreux systèmes phy-
siques aux propriétés microscopiques très différentes : les physiciens parlent d’universalité. Ainsi, le
comportement au point critique apparaît non seulement riche et complexe, mais il dépend peu des
détails microscopiques, de la nature des particules, et du type de phénomène étudié. Cela explique
peut-être le succès de certains modèles mathématiques apparemment trop simplistes pour modéliser les
transitions de phase. Comme les propriétés des phénomènes critiques dépendent peu de la façon précise
dont est défini le modèle, un modèle même très simple peut aider à comprendre des phénomènes qui
s’observent dans beaucoup de situations différentes.
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1.3 L’émergence du concept de criticité auto-organisée

Expliquer l’abondance des fractales dans la nature

Pourquoi s’intéresser au comportement d’un système à la température critique, si ce comportement
ne peut s’observer que lorsque la température est exactement à sa valeur critique ? L’intuition phy-
sique incite en effet à penser qu’il est très peu probable d’observer dans la nature un système dont les
paramètres se trouvent être précisément ajustés pour se trouver au point critique. Pourtant, les com-
portements prédits par l’étude du régime critique (lois de puissance, auto-similarité, structure fractale)
sont observés dans de nombreux domaines.

En 1987, les physiciens Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld ont donné une explication à cette
contradiction dans leur article fondateur [BTW87]. Ils expliquent que certains systèmes physiques sont
naturellement attirés vers des points ou des régimes critiques, et présentent les phénomènes critiques que
nous avons décrits au paragraphe 1.2, sans qu’il y ait besoin d’ajuster précisément un paramètre comme
la température à une valeur particulière. Ce phénomène est appelé « criticité auto-organisée » (en an-
glais, « self-organized criticality », ce qui peut également être traduit par « criticalité auto-organisée »).

Il y a une différence fondamentale avec le point critique dans une transition de phase « classique ».
Dans un système présentant une transition de phase, l’état critique apparaît comme un régime extrê-
mement particulier et très fragile aux perturbations extérieures. Au contraire, dans le cas de la criticité
auto-organisée, le comportement critique du système est robuste et il constitue plutôt un attracteur de
la dynamique du système.

Des tas de sable aux incendies, en passant par les séismes et la biologie

Pour illustrer l’idée de la criticité auto-organisée, Bak, Tang et Wiesenfeld ont construit un modèle
simple de tas de sable, qui est probablement l’exemple le plus célèbre de modèle présentant ce phéno-
mène. Quand du sable est versé lentement sur une pile, le sable s’accumule et la pente du tas de sable
augmente jusqu’à ce que des avalanches surviennent. Le tas de sable se reconstitue ensuite, et c’est ainsi
que la pente du tas de sable reste toujours proche de la pente limite qui provoque des éboulements
à grande échelle. Ce système se retrouve donc naturellement attiré par un état qui peut être qualifié
de critique, et qui présente des propriétés d’auto-similarité spatiale et temporelle. Nous évoquerons ce
modèle plus en détail en section 1.4.

D’autres modèles très étudiés concernent la propagation des incendies dans les forêts ou, de façon
similaire, celle des épidémies dans les populations (voir section 4.2). L’idée de criticité auto-organisée a
également été appliquée à l’étude des tremblements de terre [SS89, BT89]. Notamment, un modèle très
simple pour décrire le phénomène de criticité auto-organisée pour les séismes a été construit par Zeev
Olami, Hans Feder et Kim Christensen [OFC92]. Bien que très rudimentaire, ce modèle est capable de
reproduire la loi de Gutenberg-Richter, d’après laquelle la puissance des secousses est distribuée selon
une loi de puissance [LP01].

Cette idée de Bak, Tang et Wiesenfeld a également stimulé de nombreux travaux en biologie, et
notamment en théorie de l’évolution. En effet, l’évolution des espèces semble reposer sur un délicat
équilibre entre des mutations par petits pas, qui se produisent sur une échelle de temps relativement
longue, et des extinctions biologiques majeures qui bouleversent soudainement l’ensemble de l’écosys-
tème. L’ampleur des extinctions d’espèces semble être distribuée suivant une loi de puissance, ce qui
amène à penser qu’un mécanisme de criticité auto-organisée est ici à l’œuvre [KJ91, Kau93]. Pour expli-
quer cela, Per Bak et Kim Sneppen ont introduit un modèle très simple d’évolution biologique d’espèces
en interaction qui présente un comportement auto-critique [BS93]. D’autres modèles plus complexes
d’évolution ont été proposés par la suite [CDKS98, SM96], en considérant les espèces comme un réseau
d’interactions dont la connectivité s’ajuste d’elle-même pour se stabiliser dans une situation critique. Des
idées similaires ont également permis de mettre en évidence un phénomène de criticité auto-organisée
dans les réseaux neuronaux ou les réseaux d’interaction entre gènes [BR00, BR03, HG14]. En effet,
dans ces réseaux de neurones ou de gènes, une connectivité critique pourrait avoir été sélectionnée par
l’évolution parce qu’elle seule permet une transmission optimale de l’information et une réponse sub-
tile aux stimuli extérieurs. Comme le résument Thierry Mora et William Bialek [MB11], « le cerveau
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se trouve dans un état auto-critique, à la frontière entre un état quasi-mort et un état complètement
épileptique ».

Plus généralement, dans [Mn18], Miguel Muñoz explique que l’évolution darwinienne de certains
systèmes biologiques peut les amener à sélectionner un comportement « critique », car cela constitue le
compromis le plus avantageux entre une phase désordonnée trop fragile dans laquelle les perturbations
se propagent de façon incontrôlée et une phase ordonnée trop rigide qui empêche toute adaptation
aux changements. Ainsi, en biologie, le mécanisme de criticité auto-organisée pourrait résulter d’une
stratégie d’adaptation qui conduit le vivant à sélectionner un fonctionnement au voisinage d’un point
critique, parce que celui-ci représente le juste milieu optimal entre robustesse et plasticité. Seul un
fonctionnement critique permettrait donc de faire face à un environnement complexe de manière efficace.
D’après [HGS+14], ce processus de sélection d’un comportement critique s’observe d’autant plus que
l’environnement est complexe et imprévisible, et qu’il y a une diversité d’éléments (des espèces, des
individus, ou même des neurones) qui évoluent ensemble en interagissant les uns avec les autres. En
effet, au fur et à mesure qu’un individu évolue progressivement vers un fonctionnement critique, son
environnement devient lui-même de plus en plus complexe, du fait des autres individus qui évoluent
en même temps, ce qui pourrait accélérer l’émergence de la criticité auto-organisée comme stratégie
collective.

Des phénomènes de criticité auto-organisée ont été identifiés dans de nombreux autres domaines
scientifiques, avec des recherches expérimentales qui se poursuivent aujourd’hui encore [HAL+20]. Pour
une revue plus complète, nous renvoyons aux ouvrages de Per Bak [Bak96], Henrik Jensen [Jen98] et
Gunnar Pruessner [Pru12].

Un lent forçage vers une instabilité et des relaxations ponctuelles

Il n’existe pas aujourd’hui de théorie unifiée capable d’expliquer le phénomène de criticité auto-
organisée. Comme décrit par Didier Sornette [Sor06], la criticité auto-organisée peut résulter de méca-
nismes très variés. Cependant, certaines caractéristiques communes à de nombreux systèmes présentant
ce phénomène peuvent être identifiées. Notamment, un mécanisme qui peut mener à la criticité auto-
organisée est la combinaison d’un lent forçage vers un état instable et d’un mécanisme pour libérer
localement et partiellement la tension accumulée par ce forçage. Nous retrouvons cela dans les exemples
des tremblements de terre qui relâchent d’un seul coup la tension accumulée le long d’une faille pendant
des décennies, ou dans les avalanches du tas de sable qui emportent les grains entassés un à un, ou encore
avec les extinctions biologiques qui bouleversent d’un coup le résultat de millions d’années d’adaptation.
Comme expliqué par Peter Grassberger [Gra02], la tension n’étant que partiellement libérée, voire même
seulement déplacée ou redistribuée, le système reste proche de cet état instable, avec des événements
de relaxation à plusieurs échelles qui mènent à une distribution auto-similaire de ces « catastrophes ».

Un ingrédient qui apparaît important dans l’émergence de la criticité auto-organisée est la séparation
des échelles de temps entre ce lent forçage vers l’instabilité et ces relaxations ponctuelles de la tension.
Pour reprendre l’exemple géologique, l’énergie s’accumule le long d’une faille tectonique sur une échelle
de temps très longue, tandis que la libération de l’énergie lors des séismes se fait sur une échelle de
temps beaucoup plus petite. Ainsi, le forçage progressif du système vers toujours plus de tension et
la relaxation de cette tension accumulée lors des catastrophes se font sur deux échelles de temps bien
distinctes. Cependant, selon Deepak Dhar [Dha99], cet ingrédient n’est pas non plus indispensable, et
cette séparation d’échelle n’est parfois valable que pour les catastrophes « majeures ».

Controverses

La popularité du concept de criticité auto-organisée a parfois suscité un certain scepticisme au sein
de la communauté scientifique. Comme expliqué dans [WPC+16], c’est en partie parce que ce concept a
été souvent mal interprêté et exagéré, voire considéré comme une « théorie du tout », capable d’expliquer
l’ensemble de la complexité du monde. Pourtant, le fait qu’un phénomène suive une loi de puissance ne
suffit pas pour affirmer qu’il s’agit de criticité auto-organisée, et d’ailleurs l’article fondateur de Bak,
Tang et Wiesenfeld [BTW87] ne prétendait pas que l’ensemble des lois de puissance et des structures
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fractales observées dans la nature relèvent d’un mécanisme de criticité auto-organisée. De plus, la
recherche de lois de puissance à tout prix et tous azimuts a souvent mené à des conclusions erronées et
à des observations hâtives qui ne résistent pas à une analyse statistique rigoureuse [CSN09].

Par ailleurs, Miguel Muñoz [Mn18] explique qu’une interprétation erronée de certains phénomènes
comme relevant de la criticité auto-organisée pourrait être due au fait que les modèles théoriques de
transitions de phases ne sont capables de présenter un comportement complexe qu’à leur point critique.
Pour Didier Sornette (paragraphe 15.1.1 de [Sor06]), « c’est uniquement dans l’état critique qu’existe le
compromis entre ordre et fluctuations pouvant être qualifié de comportement véritablement complexe ».
Ainsi, la nature étant complexe, nous ne parvenons à reproduire les phénomènes naturels qu’en ajustant
nos modèles au point critique, ce qui nous pousse à croire à un comportement auto-critique. Mais,
d’après [Mn18], cela pourrait s’expliquer par le fait qu’en dehors du point critique, nos modèles sont
trop simples et donc incapables de reproduire le réel de façon satisfaisante.

Ainsi, nous pouvons dire pour résumer que l’idée proposée par Bak, Tang et Wiesenfeld apporte
un point de vue nouveau et prometteur pour étudier de nombreux phénomènes, mais qu’il manque
une théorie unifiée permettant de définir et d’expliquer précisément la criticité auto-organisée dans
sa généralité, ce qui fait que chaque nouvel exemple d’un système physique concret ou d’un modèle
mathématique peut rapidement initier une véritable controverse scientifique pour déterminer s’il s’agit
ou non de criticité auto-organisée.

1.4 Un premier modèle de criticité auto-organisée : le tas de sable

Le cadre expérimental

Pour illustrer le concept de criticité auto-organisée, Bak, Tang et Wiesenfeld ont défini dans [BTW87]
un modèle décrivant la dynamique d’un tas de sable qui présente ce phénomène. Prenez une table, par
exemple circulaire, et versez lentement du sable dessus, en imaginant que chaque grain de sable tombe à
une position choisie uniformément au hasard sur la table. Le sable s’accumule petit à petit pour former
un tas, et la pente du tas augmente, jusqu’à ce que des avalanches surviennent. Quand une avalanche
atteint le bord de la table, du sable peut s’échapper en tombant de la table (c’est-à-dire que le système
est ouvert). Après une avalanche, si vous continuez à verser du sable, le tas se reconstitue et la pente
du tas augmente, jusqu’à atteindre à nouveau la pente critique qui déclenche un éboulement. Au bout
d’un certain temps, la forme du tas de sable va se stabiliser pour prendre la forme d’un cône, dont la
pente est précisément la pente « critique » à partir de laquelle s’observent des éboulements à grande
échelle.

Le système est alors dans un état qui peut être qualifié de critique, parce que chaque nouveau
grain de sable qui est versé sur le tas peut potentiellement déstabiliser une large partie du cône et
provoquer une avalanche de grande échelle. Nous retrouvons ici la propriété de grande sensibilité aux
petites perturbations que nous avons décrite au paragraphe 1.2.

Ce système présenterait également une propriété de géométrie fractale. En effet, une partie des grains
de sable se trouve dans une position d’équilibre très fragile, prêts à tomber à la moindre perturbation.
Nous disons que ces grains sont dans un état « métastable ». Lorsqu’une perturbation atteint un grain
qui est dans un état métastable, ce grain est déstabilisé et la perturbation se propage aux grains voisins.
S’il y a des grains métastables parmi ces voisins, alors ceux-ci s’écroulent à leur tour, et peuvent faire
chuter leurs voisins. Ainsi, les avalanches se propagent de proche en proche dans le réseau formé par
l’ensemble des grains qui se trouvent dans un état métastable. S’il y a énormément de grains dans
cet état métastable, les avalanches peuvent se propager sur de grandes distances et affecter un grand
nombre de grains. Ces grains retombent alors dans une position un peu plus stable, ce qui fait diminuer
le nombre de grains métastables. Ainsi, le réseau des grains métastables se rétrécit peu à peu, jusqu’au
point précis où ce réseau est tout juste suffisamment élagué pour que les perturbations ne parviennent
plus à s’y propager sur des distances arbitraires. L’ensemble des grains métastables ressemble alors à
une configuration de percolation critique (voir section 2), avec une géométrie fractale, c’est-à-dire qu’il
n’y a aucune échelle de longueur caractéristique. Dans cet état auto-critique, l’ampleur des avalanches
est distribuée comme la taille des composantes connexes de grains métastables, c’est-à-dire selon une
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loi de puissance.
Différentes expériences ont été menées pour tester ces prédictions théoriques, mais avec des résultats

mitigés. Notamment le protocole ci-dessus a été mis en œuvre dans [HSS+90], ce qui a permis d’identifier
une loi de puissance pour les petites avalanches, mais le phénomène semble différent pour les tas de plus
grande taille. Une étude similaire a été menée avec des grains de riz [FCMS+96] et a permis d’observer un
comportement auto-critique, mais celui-ci semble limité aux grains de riz les plus allongés. Dans [Nag92],
Sydney Nagel explique que les effets de friction entre les grains, qui sont plus faibles pour les tas de
petite taille ou pour les grains de riz allongés, empêchent l’observation du phénomène de criticité auto-
organisée pour un tas de sable réel. Notamment, plutôt qu’une pente critique, il y a deux pentes critiques
à cause du phénomène d’hystérésis induit par la friction. La pente à partir de laquelle les avalanches se
déclenchent est différente de la pente « de repos », plus faible, qui s’observe après une avalanche. Pour
les tas de petite taille, la différence entre ces deux pentes se traduit par une différence de hauteur de
l’ordre d’un grain de sable, et n’est donc pas visible dans les expériences. Les grains de riz allongés,
quant à eux, ont tendance à mieux glisser les uns sur les autres, ce qui réduit ce phénomène de friction.
Ainsi, selon Nagel, la théorie de la criticité auto-organisée n’est ni confirmée ni infirmée, mais du moins
les expériences montrent que son application aux tas de sable est discutable.

Modélisation mathématique par un automate cellulaire

Pas vraiment confirmé par les expériences réelles, l’intérêt de cette « expérience de pensée » du tas
de sable réside plutôt dans le modèle mathématique proposé par Bak, Tang et Wiesenfeld. En effet,
dans [BC89], Per Bak et Kan Chen expliquent, en parlant du tas de sable et d’autres modèles de criticité
auto-organisée (nous traduisons de l’anglais) :

« Ces modèles ne sont des représentations réalistes d’aucun système réel. Nous avons
choisi de sacrifier le réalisme pour la simplicité afin d’obtenir une saveur générale des
mécanismes à l’œuvre. [...] Nous utilisons l’image du tas de sable non pas parce que
nous sommes particulièrement intéressés par les tas de sable, ou parce que les modèles
sont particulièrement réalistes pour les tas de sable (en fait ils ne le sont probablement
pas), mais parce que cette image donne une bonne intuition du phénomène dont nous
discutons. »

Le modèle mathématique du tas de sable est un automate cellulaire très simple, mais qui est déjà
capable de reproduire l’essentiel du phénomène de criticité auto-organisée décrit ci-dessus. Ainsi, le
succès de ce modèle, si tant est que l’on puisse parler de succès pour un modèle qui ne modélise pas
très bien la réalité physique, réside principalement du côté de son étude théorique. Ce modèle est défini
comme suit :

Choisissons des entiers d > 1 et N > 2, et considérons l’ensemble E = {1, . . . , N}d. Une confi-
guration de grains est donnée par un tableau d’entiers h : E → N où, pour chaque position x ∈ E,
le nombre h(x) représente le nombre de grains de sable à cette position (dans certaines variantes, ce
nombre représente la pente locale du nombre de grains dans une direction donnée). Nous commençons
avec une configuration identiquement nulle, et nous mettons à jour la configuration à chaque itération,
en suivant les instructions suivantes :
• Nous sélectionnons un sommet x0 ∈ E uniformément au hasard, et nous ajoutons un grain sur

la case x0, c’est-à-dire que nous augmentons la hauteur h(x0) de 1.
• S’il existe un sommet x1 ∈ E tel que h(x1) > 2d, alors nous choisissons un tel sommet x1. La

pile située au sommet x1 « s’écroule » sur ses voisins : nous diminuons h(x1) de 2d unités et, en
chacun des au plus 2d voisins de x1 dans E (si x1 est sur le bord, il a strictement moins que 2d
voisins), nous incrémentons la valeur de h de 1.

• Nous recommençons l’étape précédente tant qu’il existe encore au moins un sommet x1 ∈ E
avec h(x1) > 2d.

Comme démontré dans [Dha90], il n’y a bien qu’un nombre fini de sommets qui s’écroulent après
ajout d’un grain, et le choix de x1 à la deuxième étape n’a pas d’importance, c’est-à-dire que le résultat
ne dépend pas de l’ordre dans lequel les sommets s’écroulent. Pour cette raison, ce modèle est appelé
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le modèle du tas de sable abélien. L’ensemble des sommets qui se sont écroulés après l’ajout d’un grain
constitue ce que l’on appelle une avalanche. Notons bien qu’une avalanche se déroule « instantanément »,
en comparaison de la vitesse à laquelle les grains sont versés, puisque nous attendons que tous les
sommets de l’avalanche se soient écroulés avant de recommencer une nouvelle itération en ajoutant un
grain. Nous reconnaissons ici un ingrédient commun à de nombreux modèles de criticité auto-organisée,
comme expliqué au paragraphe 1.3, à savoir que l’échelle de temps du forçage extérieur du système est
bien distincte de l’échelle de temps de la relaxation des avalanches.

L’ensemble des configurations stables (c’est-à-dire telles que h(x) < 2d pour tout x ∈ E) peut être
divisé en deux catégories, avec d’une part des configurations dites récurrentes, qui sont atteignables
avec une probabilité positive depuis toutes les autres configurations en un nombre fini d’itérations,
et qui reviennent donc presque sûrement une infinité de fois, et d’autre part les configurations dites
transientes, que l’on ne peut plus retrouver une fois une configuration récurrente atteinte. Les questions
intéressantes concernent cet ensemble de configurations récurrentes, leurs propriétés géométriques, et les
propriétés statistiques des avalanches qui surviennent dans ces configurations. En dimension d = 1, le
comportement du modèle est assez simple, car les seules configurations récurrentes sont les configurations
où h(x) = 1 pour tout x ∈ E sauf en au plus un emplacement [RS92]. C’est en dimension d > 2 que le
modèle devient véritablement intéressant.

Ce modèle a donné lieu à de nombreux développements depuis plus de 30 ans, autant du côté des
physiciens que des mathématiciens. Nous ne mentionnons ici que quelques-uns des résultats, et renvoyons
à [Dha06] et [J1́8] pour une présentation plus complète.

Dans [MD92], une bijection est définie entre les configurations récurrentes et les arbres couvrants,
grâce à une procédure appelée « burning method ». En utilisant cette correspondance, la distribution
exacte des hauteurs de grains a été calculée par [Pri94]. Dans [IKP94], un nouveau point de vue sur les
avalanches est introduit, qui consiste à considérer l’ensemble des sommets qui s’écroulent exactement
une fois pendant une avalanche. Cet ensemble est appelé « vague », et peut être décrit avec des arbres
couvrants doublement enracinés, ce qui permet d’obtenir des informations sur la distribution de la
taille des vagues. Alors que la distribution des avalanches est mal comprise, la distribution des vagues
présenterait des lois de puissance, et cette correspondance avec les arbres couvrants a permis de calculer
plusieurs exposants critiques [KLGP00], et d’obtenir des résultats sur la limite en volume infini du
modèle en dimension d > 3 dans [JR08]. Par ailleurs, il a été montré dans [Pri00] que la dimension
critique du modèle du tas de sable est égale à 4, ce qui signifie qu’en dimension d > 4, le modèle se
comporte de façon similaire au cas du graphe complet.

Dans [BHJ17], une inégalité sur les exposants critiques a été obtenue en toute dimension d > 2.
Cependant, d’après [Dro00], la loi de puissance espérée sur la taille des avalanches n’est pas vérifiée en
dimension 2, mais serait limitée aux avalanches qui atteignent le bord, c’est-à-dire celles qui dissipent
des grains hors du système. Selon [DMST98] et [TDMS99], le cas de la dimension 2 présente une
distribution multifractale plutôt qu’une loi de puissance, ce qui était déjà entrevu dans [KNWZ89].
Mais en dimension d > 5, les lois de puissance observées numériquement par Bak, Tang et Wiesenfeld
concernant la distribution de la taille, du diamètre et du nombre des avalanches ont été confirmées
récemment par [Hut20], en montrant que les forêts couvrantes uniformes présentent un comportement
de type champ moyen. Mentionnons également le récent résultat [PS20] sur la géométrie fractale des
motifs qui apparaissent dans certaines configurations récurrentes.

2 La percolation

2.1 Description intuitive du modèle

Parmi les modèles mathématiques qui présentent une transition de phase, l’un des plus célèbres est
la percolation. Ce modèle a été défini en 1957 par Simon Broadbent et John Hammersley [BH57], dans
le but de comprendre la propagation d’un fluide dans un solide poreux, ainsi que d’autres phénomènes
similaires. Le solide poreux est constitué de fissures et de pores dans lesquels le fluide peut s’infiltrer,
et une question intéressante est de savoir, en fonction de la quantité de pores et de fissures, jusqu’où
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l’infiltration est possible. Pour simplifier, Broadbent et Hammersley considèrent que les pores forment
un réseau cubique, c’est-à-dire qu’il y a un pore situé en chaque point de Z3. Les fissures sont quant à
elles modélisées par des arêtes qui relient les pores voisins, c’est-à-dire les points voisins dans Z3.

Pour refléter le caractère irrégulier du solide, nous considérons que pour chaque arête entre deux
pores voisins, avec une certaine probabilité p celle-ci est assez large pour laisser passer le fluide (nous
disons alors que l’arête est ouverte), tandis qu’avec probabilité 1 − p la fissure est absente ou trop
étroite et donc étanche au fluide (dans ce cas l’arête est dite fermée). Ainsi, chaque arête du réseau Z3

est ouverte avec probabilité p, et fermée avec probabilité 1 − p. Dans le modèle le plus simple, appelé
percolation de Bernoulli, les états des différentes arêtes sont indépendants.

Imaginons que le solide soit une roche plongée dans de l’eau, et que nous voulions savoir si l’eau
va finir par atteindre le centre de la roche. Nous ne nous intéressons pas au temps nécessaire pour
que le centre de la roche finisse par être mouillé, mais seulement au fait de savoir si cela finira par
arriver. Des variantes plus complexes de la percolation permettent d’étudier cette vitesse d’infiltration,
comme la percolation de premier passage ou la percolation d’invasion (voir paragraphe 4.4). Ainsi, nous
voulons savoir s’il existe un chemin de fissures larges qui relie le centre de la roche au bord de la roche.
Pour des roches de taille « normale », c’est-à-dire beaucoup plus grandes que la taille des pores, cette
question revient plus ou moins à rechercher un chemin qui part d’un sommet dans Z3, n’emprunte que
des arêtes ouvertes et continue arbitrairement loin, jusqu’à l’infini. C’est pourquoi nous nous intéressons
à la probabilité qu’il existe dans notre modèle un chemin ouvert de longueur infinie.

Cette probabilité dépend bien sûr du paramètre p, et il n’est pas difficile de voir qu’elle vaut 0
si p = 0 et 1 si p = 1, et qu’elle est croissante entre ces deux valeurs. Mais ce qui est plus surprenant,
c’est que la transition entre p = 0 (solide étanche) et p = 1 (solide complètement poreux) ne se fait pas
du tout de façon progressive. Il y a au contraire un phénomène de seuil, avec une probabilité critique pc,
comprise strictement entre 0 et 1 et telle que, si p < pc, alors la probabilité qu’il existe un chemin ouvert
de longueur infinie est nulle, tandis que si p > pc, cette probabilité vaut 1, c’est-à-dire qu’un tel chemin
existe presque sûrement. Il s’agit donc d’une transition de phase, avec un point critique qui sépare deux
régimes dont les comportements macroscopiques sont très différents.

D’un point de vue physique, ce modèle peut paraître un peu trop simpliste pour être réaliste.
Pourtant, son comportement est déjà suffisamment riche pour aider à comprendre le phénomène de
transition de phase, et son étude mathématique a contribué au développement de tout un ensemble
de techniques et d’idées nouvelles en théorie des probabilités. De très nombreuses variantes existent,
notamment en considérant d’autres graphes, et ont donné lieu à des applications variées, qui sont loin
de se limiter à l’infiltration de l’eau dans les roches poreuses (par exemple la diffusion des épidémies ou
des incendies, l’étude des réseaux sociaux, etc).

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons le modèle de percolation dans Zd et quelques-unes
de ses propriétés qui nous seront utiles par la suite.

2.2 Notations et définitions

Arêtes, boîtes et bords

Nous nous plaçons en dimension d, avec d un entier supérieur ou égal à 2. Nous disons que deux
points x, y ∈ Zd sont voisins, ce que nous notons x ∼ y, si ‖x− y‖2 = 1, où ‖·‖2 désigne la norme
euclidienne usuelle. Pour tout ensemble de sommets V ⊂ Zd, nous notons

E [V ] =
{
{x, y} ⊂ V : x ∼ y

}
l’ensemble des arêtes (non orientées) entre deux sommets voisins de V . Nous définissons de cette fa-
çon Ed = E

[
Zd
]
. Il sera également intéressant de considérer le modèle de percolation sur des boîtes

finies, c’est pourquoi nous noterons, pour tout entier n > 1,

Λ(n) =
[
−n

2
,
n

2

[d
∩ Zd =

{
−
⌊n

2

⌋
, . . . ,

⌊
n− 1

2

⌋}d
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la boîte (hyper-)cubique centrée en 0 et contenant nd sommets. L’ensemble des arêtes de cette boîte
sera noté En = E [Λ(n)]. Pour tout ensemble de sommets V ⊂ Zd, nous définissons son bord intérieur
comme

∂V =
{
x ∈ V : ∃ y ∈ Zd\V x ∼ y

}
,

et son bord extérieur, qui sera noté

∂eV =
{
e = {x, y} ∈ Ed : x ∈ V et y ∈ Zd\V

}
.

Le diamètre d’un ensemble fini non vide V ⊂ Z2 sera noté

diamV = max
x, y∈V

‖x− y‖∞ où ‖(x1, . . . , xd)‖∞ = max
16i6d

|xi| .

Par un léger abus de langage, nous dirons qu’un ensemble V ⊂ Z2 est connexe si tous ses sommets sont
reliés entre eux par un chemin d’arêtes de Ed dont tous les sommets intermédiaires appartiennent à V .

Configurations et clusters

Soit ω : Ed → {0, 1}. Un tel élément ω est appelé une configuration de percolation sur Zd. Les
arêtes e ∈ Ed telles que ω(e) = 1 sont dites ouvertes, et les autres arêtes sont dites fermées. L’espace
des configurations est muni d’un ordre partiel naturel défini par ω1 6 ω2 si ω1(e) 6 ω2(e) pour toute
arête e ∈ Ed. Si µ1 et µ2 sont deux mesures de probabilité sur {0, 1}Ed , nous dirons que µ2 domine
stochastiquement µ1, ce qui sera noté µ1 � µ2, si nous avons µ1(X) 6 µ2(X) pour toute variable
aléatoire croissante X : {0, 1}Ed → R. Pour tout ensemble d’arêtes H ⊂ Zd, nous notons

ωH : e ∈ Ed 7−→

{
0 si e ∈ H ,

ω(e) sinon
et ωH : e ∈ Ed 7−→

{
1 si e ∈ H ,

ω(e) sinon

les configurations obtenues à partir de ω respectivement en fermant ou en ouvrant toutes les arêtes deH.
Dans le cas d’un singleton H = {e}, nous écrirons simplement ωe ou ωe. Pour deux sommets x, y ∈ Zd,
nous écrivons

x
ω←→ y

s’il existe un chemin constitué d’arêtes ouvertes dans la configuration ω reliant x à y. Pour x ∈ Zd,
nous notons

C(x) = C(x, ω) =
{
y ∈ Zd : x

ω←→ y
}

la composante connexe de x, ou « cluster » de x, dans la configuration ω. Si x ∈ Zd et Y ⊂ Zd, nous
écrivons

x
ω←→ Y ⇔ ∃ y ∈ Y x

ω←→ y .

Configurations sur la boîte

Soit n > 1. Un élément ω : En → {0, 1} est appelé configuration de percolation sur la boîte Λ(n). Les
définitions ci-dessus s’étendent de façon naturelle aux configurations sur la boîte. Ainsi, le cluster d’un
sommet x ∈ Λ(n) dans la boîte Λ(n) sera également noté C(x, ω), sauf s’il y a un risque de confusion,
auquel cas nous préciserons CΛ(n)(x, ω). L’ensemble des clusters ouverts dans la configuration ω sur la
boîte Λ(n) sera noté

Cn(ω) =
{
CΛ(n)(x) : x ∈ Λ(n)

}
.

L’ensemble des sommets reliés au bord de la boîte dans la configuration ω sera noté

Mn(ω) =
{
x ∈ Λ(n) : x

ω←→ ∂Λ(n)
}
,
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tandis que C−n (ω) désignera l’ensemble des clusters ouverts qui ne touchent pas le bord, c’est-à-dire

C−n (ω) =
{
CΛ(n)(x) : x ∈ Λ(n)\Mn(ω)

}
.

Nous avons ainsi une partition de la boîte Λ(n) :

Λ(n) =
⊔

C∈Cn(ω)

C = Mn(ω) t
⊔

C∈C−n (ω)

C .

Pour tout entier k ∈
{

1, . . . , n2
}
, nous noterons

C−n (k) = C−n (k, ω) =
{
C ∈ C−n (ω) : |C| = k

}
l’ensemble des clusters ouverts qui ne touchent pas le bord et qui contiennent exactement k sommets.
Pour ω : En → {0, 1} une configuration de percolation dans la boîte Λ(n), notons Cmax(ω) ⊂ Λ(n)
le plus grand cluster ouvert dans la configuration ω, en nombre de sommets. En cas d’égalité entre
plusieurs clusters, nous en choisissons un avec un ordre arbitraire sur les parties de Λ(n).

Définition du modèle de percolation Bernoulli

Pour 0 6 p 6 1, sur l’espace {0, 1}Ed muni de la tribu engendrée par les événements ne dépendant
que d’un nombre fini d’arêtes, notons Pp la mesure produit telle que l’état de chaque arête suit une loi
de Bernoulli de paramètre p. Ainsi, sous la loi Pp, chaque arête est ouverte avec probabilité p et fermée
avec probabilité 1− p, les arêtes étant indépendantes les unes des autres. Nous noterons aussi Pp la loi
induite sur les configurations sur les boîtes. Ainsi, pour toute configuration ω : En → {0, 1}, nous avons

Pp(ω) =
∏
e∈En

pω(e)(1− p)1−ω(e) = po(ω)(1− p)|En|−o(ω) ,

où nous avons noté o(ω) le nombre d’arêtes de En qui sont ouvertes dans la configuration ω.

2.3 Inégalités de corrélation

Deux inégalités de corrélation jouent un rôle particulièrement important en théorie de la percolation.
L’inégalité FKG, démontrée par Cees Fortuin, Pieter Kasteleyn et Jean Ginibre [FKG71], stipule que les
événements croissants, c’est-à-dire les événements dont la fonction indicatrice est une fonction croissante
de {0, 1}Ed vers R, sont positivement corrélés.

Proposition 1 (Inégalité FKG). Si p ∈ [0, 1] et si A et B sont deux événements croissants, alors

Pp
(
A ∩B

)
> Pp

(
A
)

Pp
(
B
)
.

Une autre inégalité importante est l’inégalité BK, nommée d’après Jacob van den Berg et Harry
Kesten [vdBK85]. Soient A et B deux événements croissants ne dépendant que d’un ensemble fini
d’arêtes E. Nous notons A ◦B l’événement donné par l’ensemble des configurations ω pour lesquelles il
existe une partie F ⊂ E telle que ωF ∈ A et ωE\F ∈ B. Cet événement est appelé l’occurrence disjointe
de A et B.

Proposition 2 (Inégalité BK). Si p ∈ [0, 1] et si A et B sont deux événements croissants ne dépendant
que d’un nombre fini d’arêtes, alors nous avons

Pp
(
A ◦B

)
6 Pp

(
A
)

Pp
(
B
)
.
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Figure 1.1 – Percolation dans la boîte Λ(n) avec p = 0.48 à gauche et p = 0.52 à droite. Les arêtes du
plus grand cluster sont dessinées en traits pleins et les autres arêtes ouvertes en pointillés.

Figure 1.2 – Percolation dans la boîte Λ(n) avec p = 0.48 à gauche et p = 0.52 à droite. Les arêtes
reliées au bord sont dessinées en traits pleins et les autres arêtes ouvertes en pointillés.
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2.4 Phénomène de transition de phase
Une question particulièrement intéressante dans le modèle de percolation sur Zd tout entier est de

savoir si le cluster d’un sommet donné contient un nombre infini de sommets. Le modèle étant invariant
par translation, nous considérons le cluster de l’origine, et nous notons, pour p ∈ [0, 1],

θ(p) = Pp
(
|C(0)| =∞

)
la probabilité que le cluster de l’origine soit infini dans une configuration ω tirée suivant Pp. Nous
définissons alors la probabilité critique pc du modèle de percolation, en posant

pc = inf
{
p ∈ [0, 1] : θ(p) > 0

}
.

Nous avons alors le résultat fondamental suivant, dû à Broadbent et Hammersley [BH57, Ham57,
Ham59] :

Théorème 1. En toute dimension d > 2, nous avons 0 < pc < 1, c’est-à-dire que le modèle de
percolation présente effectivement un phénomène de transition de phase.

Ce point critique pc sépare deux régimes caractérisés par des propriétés très différentes. Dans le
régime p < pc, appelé phase sous-critique, les clusters sont tous de taille finie presque sûrement. De
plus, la distribution du diamètre des clusters présente une décroissance exponentielle, démontrée par
Mikhail Menshikov [Men86] :

Proposition 3. Pour tout p < pc, il existe ψ(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,

Pp
(

0←→ ∂Λ(n)
)
6 e−nψ(p) .

Nous avons une décroissance exponentielle similaire pour le volume des clusters, qui a été démontrée
par Michael Aizenmann et Charles Newmann [AN84] :

Proposition 4. Pour tout p < pc, il existe φ(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,

Pp
(
|C(0)| > n

)
6 e−nφ(p) .

Plus précisément, nous avons

∀n > χ(p)2 Pp
(
|C(0)| > n

)
6 2 exp

(
− n

2χ(p)2

)
,

où
χ(p) = Ep

[
|C(0)|

]
est la taille moyenne des clusters.

Dans le régime surcritique, la situation est bien différente, comme le montre le résultat suivant, dû
à Robert Burton et Michael Keane [BK89] :

Proposition 5. Pour tout p > pc, presque sûrement, il existe exactement un cluster ouvert infini.

Ce cluster infini occupe alors une fraction positive du volume des grandes boîtes, ce qui a pour
conséquence que dans chaque grande boîte Λ(n), il y a avec grande probabilité un cluster qui touche le
bord de la boîte et contient environ θ(p)nd sommets, ce qui est précisé par la proposition suivante :

Proposition 6. Pour tous p > pc et r < θ(p), il existe une constante c(p, r) > 0 telle que, pour
tout n > 1,

Pp
(
∃x ∈ ∂Λ(n) :

∣∣CΛ(n)(x)
∣∣ > rnd ) 6 e−c(p,r)n

d−1

.
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Ce résultat a été démontré en dimension d > 3 par Agoston Pisztora (théorème 1.2 de [Pis96]),
jusqu’à un seuil p̂c de percolation dans des tranches, dont Geoffrey Grimmett et John Marstrand ont
démontré qu’il était égal à la probabilité critique pc [GM90]. En dimension 2, cela découle des résultats
de Kenneth Alexander, Jennifer Chayes et Lincoln Chayes [ACC90], comme nous le montrerons au
lemme 36, dans le chapitre 5 (pour le cas r = 1/8, pour simplifier les notations).

De plus, la taille des clusters finis dans le régime surcritique est contrôlée par une inégalité exponen-
tielle, obtenue par Jennifer Chayes, Lincoln Chayes et Charles Newman [CCN87] en dimension d > 3 en
utilisant la percolation d’invasion (voir paragraphe 4.4), et en dimension 2 par Jennifer Chayes, Lincoln
Chayes, Geoffrey Grimmett, Harry Kesten et Roberto Schonmann [CCG+89].

Proposition 7. Pour tout p > pc, il existe σ(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,

Pp
(

0←→ ∂Λ(n) et |C(0)| <∞
)
6 e−nσ(p) .

Le modèle de percolation peut également être défini sur d’autres graphes. Notamment, une va-
riante consiste à considérer le même modèle mais sur le graphe complet à n sommets, c’est-à-dire que
pour chaque paire de sommets parmi les n sommets, il existe une arête entre ces deux sommets avec
probabilité p. Nous obtenons alors un graphe aléatoire appelé graphe d’Erdős-Rényi [ER59].

Une autre variante consiste à considérer la percolation sur un arbre régulier. Dans cette variante, de
nombreuses quantités comme les exposants critiques peuvent être facilement calculées, et permettent
de comprendre le comportement de la percolation dans Zd en grande dimension [HS90].

Au lieu de déclarer chaque arête ouverte ou fermée, une variante appelée percolation par sites consiste
à déclarer chaque sommet ouvert ou fermé avec probabilité p.

De nombreuses questions constituent encore des sujets actifs de recherche, comme la recherche des
exposants critiques, qui ne sont connus qu’en dimension 2 dans le cas de la percolation par sites sur
le réseau triangulaire [SW01], ainsi qu’en grande dimension. Une autre question centrale est de savoir
si θ(pc) = 0, ce qui est prouvé en dimension 2 et en grande dimension, mais reste par exemple à l’état de
conjecture en dimension 3. D’importants progrès ont été réalisés dans l’étude de la limite d’échelle de la
percolation quasi-critique, c’est-à-dire l’étude du comportement lorsque l’échelle du réseau tend vers 0
en même temps que le paramètre p se rapproche du point critique pc [SS11, GPS18a]. Un autre objet
intéressant est le « cluster infini émergeant », construit par Harry Kesten [Kes86], et qui correspond
intuitivement au cluster de l’origine en percolation critique « conditionné à ce que celui-ci soit infini ».
De nombreux travaux visent à démontrer que la percolation au point critique possède une propriété
d’invariance conforme, ce qui a été démontré dans le cas du réseau triangulaire pour la percolation par
sites [Smi01].

2.5 La FK-percolation
Une variante de la percolation Bernoulli, nommée FK-percolation d’après Cees Fortuin et Piet

Kasteleyn, est particulièrement intéressante pour l’étude du modèle d’Ising, que nous aborderons plus
loin. Le modèle de FK-percolation sur la boîte Λ(n) de paramètres p ∈ [0, 1] et q > 0 et avec condition
aux bords ξ ∈ {0, 1} est défini par la densité de probabilité suivante :

φξn, p, q(ω) : ω ∈ {0, 1}En 7−→ 1

Zξn, p, q
qk
ξ(ω)

∏
e∈En

pω(e)(1− p)1−ω(e)

où Zξn, p, q est la constante de normalisation appropriée, qui vaut

Zξn, p, q =
∑

ω∈{0,1}En

qk
ξ(ω)

∏
e∈En

pω(e)(1− p)1−ω(e) ,

et où k0(ω) = |Cn(ω)| est le nombre de clusters ouverts dans la configuration ω et k1(ω) = |C−n (ω)|+ 1
est le nombre de clusters ouverts lorsque tous les clusters qui touchent le bord sont comptés comme un
seul et même cluster.
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Nous parlons de condition aux bords « libre » dans le cas ξ = 0, tandis que la condition aux
bords ξ = 1 est appelée « liée ». Si p ∈ [0, 1], ξ ∈ {0, 1} et q > 1, alors quand n tend vers l’infini, la
mesure φξn, p, q converge faiblement vers une mesure de probabilité φξp, q sur l’espace {0, 1}Ed , muni de
la tribu engendrée par les événements ne dépendant que d’un nombre fini d’arêtes (voir théorème 4.19
de [Gri06]). Nous notons alors, pour p ∈ [0, 1], ξ ∈ {0, 1} et q > 1,

θξ(p, q) = φξp, q

(
|C(0)| =∞

)
la probabilité que l’origine appartienne à un cluster de taille infinie, et nous notons pc(q) le point critique
du modèle de FK-percolation, défini par

pc(q) = inf
{
p ∈ [0, 1] : θ1(p, q) > 0

}
.

Nous omettrons parfois le paramètre q dans les notations, cela signifiera alors que q = 2. Dans ce cas
particulier q = 2, les mesures φ0

p, 2 et φ1
p, 2 se trouvent être égales (d’après le corollaire 3 dans [Rao20]),

donc nous noterons simplement θ(p) = θ1(p, 2). Remarquons enfin que pour q = 1, nous retrouvons le
modèle de percolation Bernoulli dans lequel les états des arêtes sont indépendants.

Les mesures de FK-percolation possèdent la propriété suivante d’imbrication, qui signifie que l’im-
position d’une condition aux bords revient à prendre la mesure FK dans une plus grande boîte et à
conditionner par rapport à l’état des arêtes à l’extérieur de la boîte initiale. Cette proposition est un
cas particulier du lemme 4.13 dans [Gri06].

Proposition 8. Soient p ∈ [0, 1], q > 0, ξ1, ξ2 ∈ {0, 1}, et n1, n2 tels que n2 > n1 + 2. Pour tout
événement A ne dépendant que des arêtes de la boîte Λ(n1), nous avons

φξ2n2,p,q

(
A
∣∣∣ ∀ e ∈ En2

\En1
ω(e) = ξ1

)
= φξ1n1,p,q

(
A
)
.

L’inégalité FKG est encore valable dans le cadre de la FK-percolation, mais uniquement si q > 1.
Nous avons donc :

Proposition 9 (Inégalité FKG). Soient p ∈ [0, 1] et q > 1. Si A et B sont deux événements croissants,
alors

Pp
(
A ∩B

)
> Pp

(
A
)

Pp
(
B
)
.

Des résultats de décroissance exponentielle similaires à ceux de la percolation existent également
dans le cas de la FK-percolation, même si la situation est plus complexe. Nous ne détaillons pas ces
résultats ici, et renvoyons cette discussion au moment où nous aurons besoin de ces inégalités, au cours
du chapitre 6.

2.6 Dualité

Le modèle de FK-percolation (et donc a fortiori la percolation) en dimension 2 possède une propriété
de dualité que nous présentons ici. Fixons un entier n > 2, et définissons le dual de la boîte Λ(n) comme

Λ?(n) = Λ(n− 1)±
(

1

2
,

1

2

)
=

{ (
x1 ±

1

2
, x2 ±

1

2

)
: (x1, x2) ∈ Λ(n− 1)

}
,

avec un signe − si n est pair et un signe + sinon, de telle sorte que les sommets de Λ?(n) sont situés au
milieu des faces du graphe (Λ(n), En), comme représenté sur la figure 1.3. Définissons aussi les arêtes
duales, avec le même signe ±, comme

E?n = En−1 ±
(

1

2
,

1

2

)
=
{
{x, y} ⊂ Λ?(n) : ‖x− y‖1 = 1

}
.
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Définissons les arêtes intérieures de la boîte Λ(n) comme

Eintn =
{
e = {x, y} ∈ En : {x, y} 6⊂ ∂Λ(n)

}
. (1.1)

Pour toute arête intérieure e ∈ Eintn , nous notons e? l’arête de E?n qui coupe e perpendiculairement en
son milieu, c’est-à-dire que

{
(x1, x2), (x1 + 1, x2)

}?
=

{(
x1 +

1

2
, x2 −

1

2

)
,

(
x1 +

1

2
, x2 +

1

2

)}
{

(x1, x2), (x1, x2 + 1)
}?

=

{(
x1 −

1

2
, x2 +

1

2

)
,

(
x1 +

1

2
, x2 +

1

2

)} .

Nous avons alors
E?n =

{
e? : e ∈ Eintn

}
.
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Figure 1.3 – La boîte (Λ(n), Eintn ) en traits pleins et son dual (Λ?(n), E?n) en tirets.

Ainsi, au sens usuel de dualité pour les graphes, le graphe (Λ?(n), E?n) est le dual du graphe obtenu
à partir de (Λ(n), Eintn ) en identifiant tous les sommets du bord ∂Λ(n). Si F ⊂ Eintn est un ensemble
d’arêtes intérieures, nous noterons F ? = {e? : e ∈ F}. À toute configuration ω ∈ {0, 1}En , nous pouvons
associer une configuration duale ω? ∈ {0, 1}E?n en posant

∀e ∈ Eintn ω?(e?) = 1− ω(e) .

Si nous identifions le graphe (Λ?(n), E?n) avec la boîte (Λ(n − 1), En−1), ce qui revient à effectuer une
translation d’un vecteur ±(1/2, 1/2), avec un signe + si n est pair et un signe − sinon, alors nous avons
la propriété suivante (qui découle de l’équation 6.12 dans [Gri06]) :

Proposition 10. Soient p ∈ [0, 1], q > 1 et n > 2. Soit ω ∈ {0, 1}En une configuration de percolation
distribuée suivant la loi φ1

n, p, q. Alors la configuration duale associée ω? ∈ {0, 1}E?n ' {0, 1}En−1 est
distribuée suivant la loi φ0

n−1, p?, q, où le paramètre p? est donné par la relation

pp? = q(1− p)(1− p?) .
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Figure 1.4 – Une configuration ω ∈ {0, 1}En en traits pleins (dont seules les arêtes intérieures sont
représentées) et sa configuration duale ω? ∈ {0, 1}E?n en tirets.

3 Le modèle d’Ising

3.1 Définition du modèle

Un autre modèle important qui présente une transition de phase est le modèle d’Ising, très étudié
à la fois par les physiciens et par les mathématiciens. Ce modèle a été défini dans les années 1920 par
Wilhelm Lenz et son élève Ernst Ising, qui a étudié dans sa thèse le cas de la dimension 1. Inventé
pour décrire la physique des aimants, le modèle d’Ising standard est défini dans un premier temps sur la
boîte Λ(n), définie au paragraphe 2.2. Contrairement à la percolation qui peut être facilement construite
directement sur Zd tout entier, le modèle d’Ising est d’abord défini en volume fini, puis une opération
de passage à la limite est nécessaire pour obtenir le modèle d’Ising sur Zd. Imaginons que la boîte Λ(n)
représente un aimant, et qu’en chaque point de Λ(n) se situe un atome. Cet atome possède un « spin »
magnétique, qui ne peut prendre que deux valeurs, notées + et −. Ainsi, à chaque sommet x ∈ Λ(n) est
associée une variable σ(x) ∈ {−, +}. Un élément σ ∈ {−, +}Λ(n) est appelé une configuration de spin.

Du fait de la force électromagnétique, les spins des atomes voisins interagissent de façon attractive,
c’est-à-dire qu’ils ont tendance à s’aligner pour prendre le même signe. Cette interaction peut être
encodée dans la fonction d’énergie suivante, appelée Hamiltonien de la configuration de spin σ :

Hn(σ) = −
∑

{x,y}∈En

σ(x)σ(y) = −1

2

∑
(x,y)∈Λ(n)2

x∼y

σ(x)σ(y) ,

où nous prenons la somme sur tous les couples {x, y} de sommets voisins dans la boîte Λ(n). Le signe
négatif signifie que les configurations dans lesquelles les atomes voisins ont des spins égaux ont une
énergie plus faible, et sont donc favorisées. Les états d’énergie minimale sont alors les deux configurations
constantes σ ≡ + et σ ≡ −, dans lesquelles tous les spins sont alignés.

Mais, à cause des fluctuations thermiques, un aimant observé à une température T est rarement dans
un état d’énergie minimale. Au lieu de cela, son état tend à être distribué suivant une loi de Boltzmann,
donnée par la distribution de probabilité

µn, T : σ ∈ {−,+}Λ(n) 7−→ 1

Zn,T
exp

(
−Hn(σ)

T

)
,
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où Zn,T est la constante de normalisation appropriée, appelée fonction de partition, qui vaut

Zn, T =
∑

σ∈{−,+}Λ(n)

exp

(
−Hn(σ)

T

)
.

Par conséquent, les deux configurations extrémales dans lesquelles tous les spins sont égaux sont celles
de probabilité maximale, mais les configurations avec une répartition plus équilibrée de spins + et −
sont bien plus nombreuses : nous disons que ces dernières ont une plus grande entropie. Il y a donc une
compétition entre l’énergie et l’entropie, et la température joue un rôle d’arbitre, en décidant lequel des
effets l’emporte.

Pour étudier ce modèle, nous ajoutons une contrainte en imposant une condition aux bords. Par
exemple, nous pouvons forcer les spins sur la frontière de la boîte Λ(n) à porter un signe +. Nous
étudions alors une mesure µ+

n, T , qui s’obtient à partir de la mesure µn, T en conditionnant par rapport
à l’événement que σ(x) = + pour tout x ∈ ∂Λ(n). Nous avons donc

µ+
n, T : σ ∈ {−,+}Λ(n) 7−→ 1

Z+
n, T

exp

(
−H

+
n (σ)

T

)
où Z+

n, T est la nouvelle fonction de partition, et où le Hamiltonien H+
n est donné par

H+
n (σ) =

{
Hn(σ) si σ(x) = + pour tout x ∈ ∂Λ(n) ,

+∞ sinon.

Nous étendons la définition ci-dessus au cas d’une température nulle en posant

µ+
n, 0 : σ ∈ {−,+}Λ(n) 7−→

{
1 si σ(x) = + pour tout x ∈ Λ(n) ,

0 sinon.

Pour toute configuration σ : Λ(n)→ {−,+}, nous définissons la magnétisation de σ comme

m(σ) =
∑

x∈Λ(n)

σ(x) .

Une question intéressante se pose alors : lorsque la taille de la boîte Λ(n) tend vers l’infini, est-ce
que l’aimantation moyenne m(σ)/ |Λ(n)| reste influencée par la condition aux bords ? Plus précisément,
nous considérons la limite décroissante suivante :

m?(T ) = lim
n→∞

µ+
n, T

(
m(σ)

)
,

où µ+
n, T ( · ) désigne l’espérance par rapport à la mesure d’Ising à température T avec condition + aux

bords de la boîte Λ(n). La propriété fondamentale du modèle d’Ising est l’existence d’une transition
de phase, avec une température critique, notée Tc. Quand T < Tc, nous avons m?(T ) > 0, ce qui
signifie que les spins + l’emportent sur les spins −, tandis que m?(T ) = 0 pour T > Tc, ce qui signifie
que, loin du bord, les spins ont tendance à être distribués équitablement. Alors que pour des tailles de
boîtes finies, les fonctions T 7→ µ+

n, T

(
m(σ)

)
sont analytiques, leur limite quand le nombre de spins en

interaction tend vers l’infini n’est plus analytique et présente un comportement singulier au voisinage
de la température critique.

Physiquement, ce phénomène se traduit par une propriété des aimants sous l’effet d’un champ
magnétique : si un champ extérieur est appliqué sur un aimant, les spins de cet aimant ont tendance à
s’aligner avec le champ magnétique extérieur. Si ce champ est ensuite « éteint », alors nous observons
deux comportements différents en fonction de la température. Au-dessous de la température critique Tc,
les spins « gardent la mémoire » du champ magnétique et restent majoritairement alignés dans la même
direction, alors qu’ils « oublient » celui-ci et reviennent au désordre au-dessus de cette température.
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3.2 Couplage d’Edwards-Sokal
Le modèle de FK-percolation avec q = 2 est relié au modèle d’Ising via le couplage d’Edwards-

Sokal. Nous reprenons ici le résultat exposé en section 1.4 de [Gri06]. Soient p ∈]0, 1] et T > 0 tels
que p = 1− e−2/T (avec la convention e−2/0 = 0). Considérons la distribution de probabilité

µ : (σ, ω) ∈ {−,+}Λ(n) × {0, 1}En 7−→ 1

Zµ

∏
e={x,y}∈En

pω(e)(1− p)1−ω(e)δσ(x), σ(y)

∏
x∈∂Λ(n)

δσ(x),+

où Zµ est la constante de normalisation appropriée. Alors la marginale de µ sur {−,+}Λ(n) est la mesure
d’Ising µ+

n, T , tandis que la marginale de µ sur {0, 1}En est la mesure de FK-percolation φ1
n, p, 2. Pour

une configuration ω : En → {0, 1}, la mesure conditionnelle µ(· |ω) s’obtient en posant σ(x) = + pour
tout x ∈Mn(ω) et en associant des spins constants sur les autres clusters, indépendants entre clusters,
et chacun étant distribué uniformément sur {−,+}. Pour σ : Λ(n) → {−,+} vérifiant σ(x) = + pour
tout x ∈ ∂Λ(n), la mesure conditionnelle µ(· |σ) s’obtient en posant ω(e) = 0 pour les arêtes e = {x, y}
qui sont telles que σ(x) 6= σ(y), et en tirant ω(e) suivant une loi de Bernoulli de paramètre p pour les
autres arêtes e, les états des arêtes étant conditionnellement indépendants. La température critique du
modèle d’Ising et la probabilité critique du modèle de FK-percolation sont donc reliées par

pc(2) = 1− e−2/Tc . (1.2)

3.3 Le modèle d’Ising Curie-Weiss
Le modèle d’Ising Curie-Weiss est une variante du modèle d’Ising, nommée d’après Pierre Curie et

Pierre Weiss, pionniers de l’étude des propriétés magnétiques des matériaux. Ce nouveau modèle est
construit avec la même fonction d’interaction que le modèle d’Ising standard, mais sur un graphe complet
plutôt que sur le réseau Zd. Les configurations sont alors des éléments de {−,+}n, et le Hamiltonien
est donné par

HCWn (σ) = − 1

2n

n∑
i=1

n∑
j=1

σ(i)σ(j) = −S
2
n(σ)

2n
, où Sn(σ) = σ(1) + · · ·+ σ(n) .

Le modèle d’Ising Curie-Weiss à la température T > 0 est donc défini par

µCWn, T : σ ∈ {−,+}n 7−→ 1

ZCWn,T
exp

(
−H

CW
n (σ)

T

)
.

Alors que dans le modèle d’Ising ordinaire, le champ magnétique ressenti par un atome dépend de la
moyenne des spins de ses voisins, dans le modèle d’Ising Curie-Weiss, celui-ci dépend de la moyenne des
spins de l’ensemble des autres atomes. Pour cette raison, cette variante est appelée approximation du
champ moyen. Cette simplification peut paraître extrême, mais le modèle d’Ising Curie-Weiss présente
déjà une transition de phase similaire au modèle d’Ising classique, comme le montre le résultat suivant,
présenté au chapitre V.9 de [Ell06] :

Théorème 2. Pour tout n > 1, notons Sn = σ(1) + · · · + σ(n), où σ est une configuration distribuée
suivant µCWn, T . Si T > 1, alors nous avons la convergence en loi

Sn√
n

L−→
n→+∞

N
(

0,
T

T − 1

)
.

Si 0 < T < 1, alors il existe m(T ) > 0 tel que

Sn
n

L−→
n→+∞

δ−m(T ) + δm(T )

2
.

Dans le cas critique T = 1, nous avons

Sn
n3/4

L−→
n→+∞

(
4

3

)1/4

Γ

(
1

4

)−1

exp

(
−x

4

12

)
dx .
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4 Quelques modèles auto-critiques construits à partir de la per-
colation et du modèle d’Ising

La percolation et le modèle d’Ising étant parmi les modèles les plus simples et les plus étudiés qui
présentent une transition de phase, c’est tout naturellement que de nombreux modèles de criticité auto-
organisée ont été construits comme des variantes de ces deux modèles fondamentaux. Nous présentons
ici un modèle construit à partir du modèle d’Ising en champ moyen, puis certains modèles issus de la
percolation, dont plusieurs modèles de feux de forêts.

4.1 Un modèle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-organisée
Une idée naturelle pour obtenir un modèle présentant le phénomène de criticité auto-organisée,

présentée par Didier Sornette dans [Sor92], est de considérer un modèle qui présente une transition de
phase et d’introduire une rétroaction de la configuration vers le paramètre de contrôle (par exemple,
la température). Si cette rétroaction est bien choisie, le paramètre de contrôle peut alors se retrouver
attiré vers le point critique. Le modèle obtenu présente donc un comportement critique, sans qu’il soit
besoin d’ajuster un paramètre à une valeur précise, puisque ce paramètre s’ajuste de lui-même. Nous
pouvons donc parler de criticité auto-organisée. L’article [Sor92] applique cette idée en proposant un
mécanisme dynamique pour transformer la percolation ou le modèle d’Ising en modèles auto-critiques,
en mettant à jour étape par étape le paramètre du modèle pour l’ajuster au point critique. Le même
principe est mis en œuvre expérimentalement dans [FSS93], et adapté dans un contexte de sciences
sociales par [SWdA+00]. Cependant, les modèles proposés sont assez complexes et définis de façon
algorithmique, ce qui fait que leur étude se limite souvent à des simulations numériques.

Dans sa thèse [Gor15], Matthias Gorny a construit un modèle simple de variables aléatoires en
interaction de type champ moyen qui présente un phénomène de criticité auto-organisée, en utilisant
cette idée d’une rétroaction sur le paramètre de contrôle. Construit à partir du modèle d’Ising Curie-
Weiss généralisé (c’est-à-dire avec une loi ρ quelconque pour les spins, qui n’est pas forcément la loi
uniforme sur {−1, 1}), avec une température qui n’est plus fixe mais fonction des variables aléatoires
elles-mêmes, ce modèle est défini par la densité de probabilité sur Rn :

dνn,ρ(x1, . . . , xn) =
1

Zn
exp

(
1

2

(x1 + · · ·+ xn)2

x2
1 + · · ·+ x2

n

)
1{x2

1+···+x2
n>0}

n∏
i=1

dρ(xi)

où ρ est une mesure de probabilité sur R, et Zn est la constante de normalisation. Le point intéressant
est alors que la somme Sn = x1 + · · · + xn présente un comportement asymptotique qui correspond à
celui du cas critique : Matthias Gorny a démontré le résultat suivant :

Théorème 3 ([CG16]). Soit ρ une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de
Dirac en 0 et telle que

∃ ν0 > 0

∫
R
eν0z

2

dρ(z) < +∞ .

Notons σ2 la variance de ρ et µ4 son moment d’ordre 4. Alors, sous νn,ρ, nous avons la convergence en
loi

µ
1/4
4 Sn
σ2n3/4

L−→
n→+∞

(
4

3

)1/4

Γ

(
1

4

)−1

exp

(
− s

4

12

)
ds .

Ainsi, sous certaines conditions sur la mesure ρ, les fluctuations de Sn sont d’ordre n3/4 et la loi
limite n’est pas gaussienne, mais de la forme C exp(−s4/12), ce qui correspond à la loi limite du modèle
d’Ising Curie-Weiss critique, comme expliqué au paragraphe 3.3. Le modèle ainsi « auto-thermostaté »
tend de lui-même vers un régime critique, sans qu’il y ait besoin d’ajuster un paramètre à une valeur
particulière : nous pouvons donc bien parler de criticité auto-organisée. Plus loin, nous étudions une
variante de ce modèle qui n’est plus de type champ moyen, mais avec des interactions à longue portée
(voir la première section du chapitre 2).
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4.2 Des modèles pour les feux de forêts

Un premier modèle où le feu se transmet d’arbres en arbres

De nombreux modèles de feux de forêts ont été définis pour illustrer le phénomène de criticité auto-
organisée, en suivant une idée similaire au modèle du tas de sable. Un premier automate cellulaire a
été défini par [BC89, BCT90], mais des simulations ont par la suite montré que ce modèle ne présentait
pas le comportement de criticité auto-organisée espéré [GK91, MDS92]. Le modèle le plus étudié par les
physiciens est plutôt celui défini par Barbara Drossel et Franz Schwabl [DS92], qui est une modification
du modèle de [BCT90]. Ce modèle est défini comme suit : chaque case du réseau {1, . . . , N}d peut
être ou bien occupée par un arbre vert, ou bien occupée par un arbre en feu, ou bien vide. Nous
commençons par exemple par une configuration où toutes les cases sont vides. Puis nous mettons à jour
la configuration et effectuant simultanément les quatre opérations suivantes :
• Tous les arbres qui étaient en feu deviennent des cases vides ;
• Tous les arbres verts dont au moins un voisin était en feu deviennent des arbres en feu ;
• Sur chaque case qui était vide, un arbre vert pousse avec probabilité p, indépendamment des

autres cases ;
• Chaque arbre qui était vert et dont aucun voisin n’était en feu devient en feu avec probabilité f ,

indépendamment du reste (nous disons que l’arbre est frappé par la foudre).
Notons que ces opérations ont lieu en parallèle, une case ne peut pas devenir vide et voir un arbre vert

repousser au cours de la même itération, et un feu qui apparaît sur un arbre ne se transmet aux arbres
voisins qu’à l’itération suivante, puis aux voisins des voisins à l’itération d’après, etc. D’après [DS92],
sous la condition (

f

p

)−1/d

� 1

p
� 1

f
, (1.3)

le modèle présente un comportement critique, au sens d’une distribution auto-similaire de la taille des
clusters d’arbres, de la durée de vie des arbres et des incendies, et d’une limite non triviale pour la densité
d’arbres, dans la limite thermodynamique N →∞. La condition (1.3) correspond à une séparation des
échelles de temps : le temps qu’il faut pour brûler tout un cluster d’arbres doit être beaucoup plus
petit que le temps nécessaire pour qu’un arbre repousse, qui doit lui-même être très petit devant le
temps qui sépare deux éclairs en un même site. Nous retrouvons ici une caractéristique commune à de
nombreux modèles de criticité auto-organisée, qui rappelle le fait que, dans le modèle du tas de sable,
les avalanches sont instantanées par rapport à l’ajout des grains, ou que les séismes durent beaucoup
moins longtemps que le temps d’accumulation de l’énergie dans une faille géologique, comme expliqué
au paragraphe 1.3. Il y a ici une double séparation des échelles de temps, puisque nous avons trois
échelles de temps bien distinctes au lieu de deux habituellement.

Par la suite, plusieurs simulations sur des systèmes de plus grande taille ont contredit les prédictions
de [DS92], en obtenant d’autres valeurs pour les exposants critiques et en montrant que le compor-
tement du modèle est en réalité plus complexe [Hen93, Gra93], ce qui sera confirmé par [CDS94].
D’après [SDCS00], la distribution de la taille des incendies n’est plus auto-similaire lorsque nous consi-
dérons le modèle à grande échelle. Il se formerait alors des parcelles au sein desquelles la densité d’arbres
est relativement homogène, mais différente d’une parcelle à l’autre, ce qui impliquerait l’existence de
deux catégories qualitativement distinctes d’incendies : ceux qui s’étendent sur toute une parcelle et
ceux qui sont plus petits. Ces derniers brûlent des ensembles d’arbres qui ressemblent à des clusters
en percolation et ont une structure fractale, ce qui n’est plus le cas des feux qui affectent toute une
parcelle. Cette situation plus complexe qu’un comportement critique « standard », dans lequel aucune
échelle ne joue un rôle particulier, pourrait expliquer les observations divergentes sur des simulations à
des échelles différentes [SDS02].

Mais après toutes ces explications contradictoires, des simulations numériques sur des grilles de très
grande taille sont venues contredire les travaux précédents, du moins en dimension 2. D’après [Gra02]
et [PJ02], le modèle ne présente aucune des lois de puissances qui lui sont attribuées, et même la densité
limite ne correspond pas aux prévisions antérieures : Peter Grassberger conjecture que celle-ci converge
plutôt vers la probabilité critique de la percolation par sites sur Z2.
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Les prévisions de ce modèle de feux de forêts ont été comparées avec des observations d’incendies
naturels [MMT98] qui ont confirmé que la taille des incendies est plutôt bien décrite une loi de puis-
sance. L’article cite notamment des implications pratiques de ce modèle, en expliquant qu’il permet de
comprendre pourquoi il vaut parfois mieux laisser brûler les petits et moyens incendies pour éviter une
trop forte densification et l’accumulation de nombreux arbres morts et donc un terreau favorable à des
feux catastrophiques. Ce modèle a également été appliqué à l’analyse de certaines épidémies [RA96].

Malgré sa définition simple et intuitive, ce modèle a surtout été étudié par des simulations et des
raisonnements heuristiques. Peu de résultats mathématiquement rigoureux ont été obtenus, les travaux
un peu plus analytiques se limitant par exemple à la version en champ moyen [CFO93] ou au cas de la
dimension 1 [DCS93].

D’autres modèles avec destruction instantanée des clusters

Les mathématiciens se sont intéressés à plusieurs variantes du modèle de Drossel-Schwabl, qui se
prêtent mieux à une étude théorique. Notamment, Maximilian Dürre a étudié un modèle défini sur Zd

en temps continu. Les cases peuvent être ou bien libres ou bien occupées par un arbre, et chaque
case libre devient occupée selon un processus de Poisson de taux 1, indépendamment des autres cases.
Parallèlement, et indépendamment, chaque case est frappée par des éclairs selon un processus de Poisson
de taux λ. Lorsqu’une case occupée est frappée par un éclair, l’ensemble de son cluster de cases occupées
devient aussitôt vacant, c’est-à-dire que tous les arbres voisins brûlent instantanément (contrairement
au modèle précédent, dans lequel le feu se propageait petit à petit). L’existence d’un tel processus
sur Zd, qui n’est déjà pas évidente, a été démontrée par [Dür06a], et son unicité a été montrée sous
certaines conditions [Dür06b].

Si λ = 0, l’état du modèle au temps t (avec toutes les cases vides comme condition initiale) correspond
à une percolation indépendante par sites de paramètre p = 1− e−t. Par conséquent, à tout instant t >
tc = − ln(1 − pc), où pc désigne la probabilité critique pour la percolation par sites sur Zd, il existe
presque sûrement un cluster infini. Avec un paramètre λ > 0 fixé, les éclairs empêchent l’apparition de
trop grands clusters, qui se retrouvent rapidement brûlés. Le comportement le plus intéressant s’observe
dans le régime où λ→ 0, où les clusters d’une taille finie fixée sont détruits à un taux négligeable, tandis
qu’un cluster infini ne peut survivre sans être aussitôt détruit. Le système se retrouverait alors forcé
dans une situation où le cluster infini est sur le point d’apparaître, mais n’y parvient pas.

Ce modèle a été étudié en dimension 1 dans le régime où λ → 0 par [vdBJ05], qui montre que la
densité de cases vides est d’ordre 1/ ln(1/λ), confirmant ainsi une prédiction des physiciens [DCS93]
mais en corrigeant leurs estimations sur la taille des clusters.

Dans [RT09], Balázs Ráth et Bálint Tóth étudient un modèle défini de façon similaire, mais sur un
graphe complet à n sommets, c’est-à-dire en champ moyen. Le régime le plus intéressant est alors celui
où le taux de croissance des arbres en chaque case est de 1/n, et le taux d’apparition des éclairs est choisi
de telle sorte que n−1 � λ(n)� 1. Dans ce régime, les auteurs montrent que, sous certaines conditions
sur la configuration initiale, la distribution stationnaire des tailles de clusters converge quand n tend
vers l’infini vers une distribution en loi de puissance, qui est obtenue comme solution d’une équation
de Smoluchovski modifiée : le nombre de clusters de taille k est alors d’ordre k−3/2, ce qui montre
que ce modèle présente un phénomène de criticité auto-organisée. Par la suite, cette description a été
notamment complétée par [CFT15] qui étudie l’évolution de la taille du cluster d’un sommet fixé, et
par [CRY18] qui s’intéresse à la structure de graphe des clusters et la distribution des « âges » des
sommets (le temps écoulé depuis le dernier éclair frappant leur cluster).

Mentionnons également une variante de ce modèle, construite à partir de la percolation dynamique
dans Zd, où les clusters disparaissent à un taux égal à leur taille. Étudiée dans [BF09], ce modèle se
veut une simplification du modèle du tas de sable décrit au paragraphe 1.4.

La percolation autodestructrice

La percolation autodestructrice est un modèle apparenté au modèle précédent de feux de forêts,
qui a été introduit par Jacob van den Berg et Rachel Brouwer dans [vdBB04]. Il consiste à tirer une
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configuration de percolation surcritique par sites sur Zd, à fermer tous les sites appartenant au cluster
infini, puis à ouvrir chaque site fermé indépendamment et avec une petite probabilité δ > 0 (aussi bien
les sites du cluster infini que l’on vient de fermer, que les sites qui étaient déjà fermées avant cela).
La loi de la configuration ainsi obtenue est notée Pp,δ. La question intéressante est alors de savoir si le
fait d’ouvrir cette petite proportion de sites suffit ou non à recréer un cluster infini. Van den Berg et
Brouwer conjecturent que, en dimension 2 et pour δ assez petit, cela n’est pas le cas, c’est-à-dire qu’il
existe un δ > 0 tel que, pour tout p > pc, il n’existe Pp,δ-presque sûrement aucun cluster infini. Cette
conjecture sera démontrée plus tard par [KMS15].

Une implication intéressante et quelque peu déroutante de ce résultat est la non-existence, en di-
mension 2, d’un processus dans lequel les arbres poussent avec un taux 1 et tout cluster infini est
détruit immédiatement dès son apparition. Un tel modèle correspondrait en quelque sorte à la limite
quand λ→ 0 du modèle construit par Maximilian Dürre décrit plus haut, c’est-à-dire que les éclairs ne
frappent que les clusters infinis, et ce, dès qu’ils apparaissent. L’intuition, décrite par [KMS15], est que,
si un tel modèle existait, alors aucun cluster infini n’apparaîtrait aux temps t 6 tc = − ln(1− pc) mais,
pour tout temps t > tc, un cluster infini a forcément brûlé entre tc et t, sans quoi il y aurait un cluster
infini au temps t. Ainsi, un nombre infini d’incendies de clusters infinis s’accumule juste après le temps
critique tc, ce qui contredit le fait que la reconstitution d’un cluster infini nécessite de rouvrir au moins
une proportion minorée par δ > 0 des sites.

Cette conjecture est en revanche fausse pour ce modèle sur des graphes non moyennables [AST14] ou
en grande dimension [ADCKS15]. Les résultats de [KMS15], combinés avec ceux de [vdBB06], impliquent
par ailleurs plusieurs propriétés pour une autre variante du modèle de feux de forêts, dans laquelle les
clusters sont brûlés dès qu’ils atteignent une certaine taille fixée.

4.3 La percolation gelée

La percolation gelée est un modèle similaire aux modèles précédents, dans lequel les clusters sont
gelés au lieu d’être brûlés, et ne peuvent plus évoluer une fois gelés. Ce modèle est inspiré de l’étude du
processus de polymérisation à l’œuvre dans ce qui s’appelle la transition sol-gel, c’est-à-dire le fait que
des molécules isolées baignant dans un solvant, en se liant petit à petit les unes aux autres, finissent
par former une structure cohérente appelée gel [Flo41, Sto43].

Une première version, construite à partir de la percolation par sites, consiste à geler les clusters
dès lors qu’il deviennent infinis. Une fois un cluster gelé, il n’est pas supprimé, mais les sites fermés
qui délimitent sa frontière restent définitivement fermés, empêchant ce cluster de grandir davantage.
L’existence d’un tel processus a été prouvée par David Aldous dans [Ald00] pour le cas particulier de la
percolation sur l’arbre binaire infini. Dans ce modèle, dès lors que plus de la moitié des sites sont ouverts,
le modèle se bloque dans un état que l’on peut qualifier d’auto-critique, les clusters finis ressemblant
alors à des clusters de percolation critique.

Sur le réseau carré Z2, un tel processus dans lequel les clusters infinis sont gelés n’existe pas, d’après
un argument de Benjamini et Schramm présenté en section 3 de [vdBT01]. Cela a amené à considérer,
dans [vdBdLN12], un modèle dans lequel les clusters sont gelés dès lors que leur diamètre dépasse un
certain seuil N . L’évolution d’un site ne dépend alors que des sites à une distance inférieure ou égale
à N , ce qui assure que le processus est bien défini comme un système de particules en interaction
avec une portée finie (voir [Lig85]). Dans le cas de l’arbre binaire infini, un tel modèle permet bien de
retrouver le comportement observé par Aldous dans la limite N →∞ [vdBKN12]. Dans Z2, le modèle
a été étudié par Demeter Kiss [Kis15], qui a démontré que, dans la limite N → ∞, les clusters qui
sont gelés le sont tous dans une fenêtre « quasi-critique », c’est-à-dire à pc + O(n−3/4), et ces clusters
ressemblent donc en un certain sens à des clusters de percolation critique. Ainsi, ce modèle présente
un phénomène qui peut être qualifié de criticité auto-organisée. Dans [vdBN17a], une variante de ce
modèle est étudiée, dans laquelle la condition aux bords des clusters gelés est modifiée en ne fermant
plus les sites adjacents à un cluster gelé. Ces sites continuent alors d’évoluer, et peuvent se fermer, et
se geler quand le diamètre de leur cluster de sites fermés mais non gelés dépasse N . Ce modèle modifié
présente alors des différences notables avec le modèle précédent, avec l’apparition de certains clusters
très denses, qui gèlent longtemps après le point critique.
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Plutôt que le diamètre des clusters, d’autres travaux ont porté sur le modèle dans lequel les clusters
sont gelés dès lors que leur taille en nombre de sommets dépasse le seuil N [vdBN17b, vdBKN18], qui
montrent que ce modèle est assez différent du modèle avec le volume des clusters. D’après [vdBN17a],
le comportement est dans ce cas plus robuste vis-à-vis des conditions particulières imposées aux bords
des clusters gelés.

Dans [Rát09], une variante de la percolation gelée en champ moyen est étudiée, dans laquelle les
clusters gèlent lorsqu’ils sont frappés par des éclairs. Ce modèle présente un comportement similaire au
modèle de feux de forêts en champ moyen décrit dans [RT09], que nous avons évoqué plus haut. Pour un
large régime du taux d’éclairs, le modèle se bloque dans un état qui ressemble à un graphe d’Erdős-Rényi
critique, et les clusters non gelés ressemblent alors à des arbres de Galton-Watson critiques.

4.4 La percolation d’invasion

La percolation d’invasion est une autre manière peut-être plus naturelle d’obtenir un modèle de
criticité auto-organisée à partir de la percolation. Ce modèle a été introduit au départ pour décrire
l’évolution de l’interface entre deux liquides non miscibles dans un milieu poreux [CKLW82]. Plus
précisément, il s’agit d’étudier la façon dont l’un des liquides, injecté au fur et à mesure, gagne peu à
peu du terrain sur l’autre liquide en « envahissant » les uns après les autres les pores que le premier
liquide occupait. Motivée au départ en partie par des intérêts économiques, notamment l’extraction des
hydrocarbures, l’étude de ce modèle s’est révélée intéressante d’un point de vue théorique, en apportant
un nouveau point de vue sur la percolation. Mentionnons par exemple l’utilisation de la percolation
d’invasion pour démontrer la décroissance exponentielle dans la phase surcritique (voir proposition 7)
en dimension d > 3 dans [CCN87], ou encore pour démontrer des résultats sur la façon dont les clusters
infinis fusionnent dans la phase où il existe une infinité de clusters infinis dans [HPS99], sur des graphes
non moyennables.

La percolation d’invasion est un processus dynamique d’exploration du réseau Zd, défini de la façon
suivante. Comme pour construire la percolation dynamique, pour chaque arête e ∈ Ed du réseau cu-
bique Zd, nous tirons une variable aléatoire τe suivant une loi uniforme sur [0, 1], les variables (τe)e∈Ed

étant indépendantes. Décrivons ici la situation dans laquelle l’un des deux fluides est injecté en 0,
tandis que l’autre fluide occupe initialement tout le reste du réseau. Nous définissons une suite crois-
sante (Et)t∈N de sous-graphes de (Zd, Ed), le graphe Et correspondant à la zone envahie au temps t par
le fluide injecté. Nous prenons pour E0 le sous-graphe constitué du seul sommet 0, et d’aucune arête.
À chaque temps t ∈ N, nous regardons l’ensemble des arêtes de Ed qui relient un sommet de Et à un
sommet de Zd\Et, et nous ajoutons à Et l’arête parmi celles-ci pour laquelle τe est minimal, ainsi que le
nouveau sommet à l’extrémité de cette arête. Cela représente le fait que le liquide se propage à l’endroit
où la résistance opposée est la plus faible. Ce processus d’exploration peut alors continuer indéfiniment,
et nous obtenons à la limite un arbre infini E = ∪n∈NEn (c’est un arbre parce que nous ne rajoutons
que les arêtes qui mènent à de nouveaux sommets), qui se trouve avoir des propriétés particulièrement
intéressantes.

Ce modèle suppose implicitement qu’au fur et à mesure que le liquide injecté se propage, l’autre
liquide peut s’échapper à l’infini, ou aux bords de la boîte si le processus est restreint à une boîte
finie. Mais il peut arriver qu’au cours du processus, une poche de liquide envahi se retrouve encerclée
par le liquide envahissant. Si les liquides sont incompressibles, il faut alors ajouter une contrainte pour
interdire l’invasion de cette poche, puisque le liquide envahi ne peut pas s’échapper et ne se laisse donc
pas envahir par l’autre liquide. Il existe donc deux variantes de la percolation d’invasion, dites avec ou
sans piégeage, selon que l’on autorise ou non l’invasion de ces poches isolées.

De par sa construction algorithmique, la percolation d’invasion a d’abord été étudiée par des si-
mulations numériques, qui ont mis en évidence les propriétés auto-critiques du modèle, avant même
que la théorie de la criticité auto-organisée ne soit théorisée par Bak, Tang et Wiesenfeld en 1987.
Dans [WW83], des simulations sont menées sur des boîtes finies, en interrompant l’invasion dès qu’un
des bords de la boîte a été atteint. L’ensemble exploré par le processus ressemble alors au « cluster infini
émergeant » dans la percolation critique, et possède la même dimension fractale, du moins dans le mo-
dèle sans piégeage. En ajoutant le piégeage, les résultats sont peu modifiés en dimension 3, mais, comme
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l’explique [WW83], l’arbre exploré en dimension 2 se retrouve très aminci. Cela peut s’expliquer par le
fait qu’en dimension 3, il est plus difficile d’encercler une poche de liquide envahi qu’en dimension 2. Le
modèle avec piégeage, plus complexe, a été beaucoup moins étudié par la suite, et nous décrivons donc
principalement ici le modèle sans piégeage.

Un raisonnement intuitif permet d’expliquer pourquoi l’ensemble exploré ressemble au « cluster infini
émergeant » critique. Considérons pour cela les p-clusters pour la percolation dynamique couplée avec la
percolation d’invasion, c’est-à-dire tirée avec les mêmes variables (τe)e∈Ed . Dès que l’envahisseur a atteint
un p-cluster infini, alors il reste ensuite pour toujours à l’intérieur de celui-ci, c’est-à-dire qu’il n’explore
plus aucune arête e pour laquelle τe > p, puisque les arêtes avec τe 6 p suffisent déjà pour s’étendre
indéfiniment. Au fur et à mesure de son évolution, le processus d’exploration va alors atteindre des p-
clusters infinis pour des valeurs p > pc de plus en plus proches de pc. De plus, si un sommet est adjacent
à l’arbre exploré à un instant t et est relié à celui-ci par une arête e telle que τe < pc, alors ce sommet
sera forcément exploré au plus tard une fois que tous les τe-clusters qui intersectent l’arbre Et auront
été intégralement explorés. Ceux-ci étant presque sûrement finis, ce sommet finit donc par être atteint
par le processus d’exploration. Ainsi, nous comprenons pourquoi le cluster exploré devrait ressembler
au cluster infini émergeant dans la percolation critique.

Les heuristiques décrites de façon informelles ci-dessus ont été rendues rigoureuses par [CCN85,
HPS99], ce qui confirme que la région envahie ressemble asymptotiquement au cluster infini émergeant de
la percolation critique. Ces résultats ont été précisés dans le cas de la dimension 2 par [Zha95, J0́3, DS12].
Cette ressemblance entre la percolation d’invasion et la percolation critique a tout de même ses limites,
et certaines propriétés de la région explorée diffèrent de celles du cluster infini émergeant. Notamment,
en dimension 2, la mesure de percolation d’invasion et la mesure du cluster infini émergeant sont
mutuellement singulières, d’après [DSV09]. Dans [GPS18b], la convergence de la percolation d’invasion
dans la limite d’échelle est étudiée, et il est montré que l’objet limite est invariant par rotations et
homothéties, mais il est conjecturé qu’il n’est pas invariant conforme.
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1 Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions
à longue portée

Nous présentons dans cette partie une variante du modèle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-
organisée que nous avons décrit en section 4.1 de l’introduction. En remplaçant le Hamiltonien de type
champ moyen par une interaction limitée à une certaine portée, nous mettons en évidence un phénomène
de seuil qui se produit pour une portée d’ordre n3/4. Les résultats énoncés ci-dessous sont démontrés
dans le chapitre 3, qui est d’ailleurs indépendant des chapitres qui le suivent.

1.1 Un premier modèle avec interactions entre proches voisins
Comme nous l’avons vu dans l’introduction, le modèle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-organisée

construit par Matthias Gorny est défini comme la distribution de probabilité

dνn,ρ(x1, . . . , xn) =
1

Zn
exp

(
nHn(x1, . . . , xn)

2Tn(x1, . . . , xn)

)
1Tn>0

n∏
i=1

dρ(xi) ,
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où ρ est une distribution de probabilité sur R satisfaisant une certaine condition de moment exponentiel,
et où nous avons noté

Tn(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

x2
j et Hn(x1, . . . , xn) =

1

n

∑
16i,j6n

xi xj . (2.1)

Comme nous le voyons dans l’expression de Hn, l’interaction est de type champ moyen, c’est-à-dire que
tous les spins interagissent entre eux de façon indifférenciée. Un objectif naturel est donc de définir un
modèle analogue, mais qui ne soit plus de type champ moyen, c’est-à-dire dans lequel l’interaction entre
les spins dépend d’une certaine géométrie. Une première idée consiste alors à remplacer l’interaction
entre tous les spins par une interaction limitée aux plus proches voisins d’une chaîne de spins en
dimension 1, avec conditions aux bords périodiques. Pour simplifier, nous ne considérons pas des spins
avec une loi générale comme décrit en section 4.1, mais nous nous limitons à une distribution initiale
gaussienne, ce qui rendra possible un certain nombre de calculs exacts. Nous considérons donc l’espace Rn

muni de la tribu des boréliens, et nous notons

dµn(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2

n∏
j=1

e−x
2
j/2 dxj

la loi de n variables aléatoiresX1, . . . , Xn gaussiennes centrées réduites indépendantes. Nous définissons
ensuite la fonction d’interaction

Hn : (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7−→
n∑
j=1

xj xj+1 ,

avec la convention xn+1 = x1, et nous conservons la même température auto-ajustée Tn donnée par (2.1).
Nous nous intéressons alors à la distribution de probabilité suivante :

dµ̂n =
1

Zn
exp

(
nHn

2Tn

)
dµn , (2.2)

où Zn est la constante de normalisation adéquate, que nous appellerons fonction de partition. Cette
distribution est bien définie puisque nous avons

∀ (x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣Hn(x1, . . . , xn)

∣∣ 6 n∑
j=1

x2
j + x2

j+1

2
= Tn(x1, . . . , xn) , (2.3)

ce qui nous assure que

Zn =

∫
Rn

exp

(
nHn

2Tn

)
dµn 6 en/2 < ∞ .

Nous nous intéressons alors à la distribution de la somme

Sn : (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7−→
n∑
j=1

xj ,

et nous nous voulons déterminer l’ordre de grandeur des fluctuations de cette somme, ainsi que l’ex-
pression de la loi limite. Nous démontrons le résultat suivant :

Théorème 4. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xn
j )16j6n tel que pour

tout n > 1, le vecteur (Xn
1 , . . . , X

n
n ) est distribué suivant la loi µ̂n définie par l’équation (2.2). Nous

avons alors la convergence en loi

Sn√
n

L−→
n→+∞

N
(
0,
√

2 + 1
)
.
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Ainsi, les fluctuations de la somme des spins sont gaussiennes et d’ordre
√
n, ce qui tranche avec

le comportement du modèle de Matthias Gorny dans lequel Sn est d’ordre n3/4 avec une loi limite de
la forme C exp(−s4/12). Ce premier modèle semble donc trop simple pour présenter un comportement
pouvant être qualifié de criticité auto-organisée. Ce résultat n’est pas très surprenant, puisque le modèle
gaussien sous-jacent dans lequel la température Tn serait fixe, c’est-à-dire le modèle

1

Z ′n
exp

(
Hn(x1, . . . , xn)

2T

)
dµn ,

ne présente pas de transition de phase.

1.2 Introduction d’une portée d’interaction
Le comportement du modèle avec une interaction limitée aux plus proches voisins étant différent de

celui du modèle en champ moyen, il semble naturel d’étudier un modèle avec une portée d’interaction
intermédiaire. Entre les deux cas extrêmes du champ moyen et de l’interaction entre sommets voisins, de
nombreux modèles différents existent. De manière générale, nous pouvons considérer un HamiltonienHn

(notre Hn est plutôt l’opposé du Hamiltonien, mais par abus de langage nous l’appelons ainsi) de la
forme

Hn(x1, . . . , xn) =
∑

16i,j6n

J(i, j)xi xj ,

où le couplage J(i, j) = J(i− j) est une fonction décroissante de la distance qui sépare les deux spins i
et j (avec des conditions aux bords périodiques). Le comportement du modèle dépend alors de la vitesse
avec laquelle cette fonction de couplage décroît. Étant données deux suites réelles (an) et (bn), nous
écrivons an � bn et an � bn pour signifier respectivement an = o(bn) et bn = o(an). Dans [ACCN88],
l’exemple fondamental d’un couplage proportionnel à |i− j|−2 est étudié, et il est montré que le modèle
en question présente une transition de phase, de même que les modèles construits avec une fonction de
couplage qui décroît moins vite que cela. En revanche, si J(i, j) � |i − j|−2, alors le modèle d’Ising
obtenu ne présente plus de transition de phase, ce qui montre que le couplage en |i− j|−2 joue un rôle
de pivot entre les deux types de modèles.

Une autre manière de construire des modèles intermédiaires consiste à tirer les couplages J(i, j) de
façon aléatoire. Dans [BG93], Anton Bovier et Véronique Gayrard ont proposé un tel modèle en tirant
les valeurs J(i, j) suivant des variables de Bernoulli indépendantes de paramètres p, ce qui revient à
considérer le modèle d’Ising sur un graphe d’Erdős-Rényi. En faisant varier le paramètre p avec n, il
apparaît alors plusieurs régimes caractérisés par des fluctuations différentes pour la somme des spins.
Ces fluctuations ont été étudiées par Zakhar Kabluchko, Matthias Löwe et Kristina Schubert [KLS19a,
KLS19b] qui ont notamment montré que, pour une température critique et un paramètre pn choisi tel
que pn � n−3/4, le comportement ressemble à celui du modèle d’Ising Curie-Weiss critique, c’est-à-dire
que la somme des spins est d’ordre n3/4 avec des fluctuations de la forme C exp(−s4/12). Quand le
paramètre pn devient d’ordre n−3/4, toujours à la température critique, la loi limite change et un terme
quadratique apparaît aux côtés du terme en s4. Si pn � n−3/4 alors ce terme quadratique l’emporte,
et donc les fluctuations de la somme des spins se retrouvent être gaussiennes.

Cette approche a été généralisée par Nabarum Deb et Sumit Mukherjee [DM20], qui ont étudié
les fluctuations du modèle d’Ising construit sur un ensemble plus général de graphes. Sous certaines
conditions de régularité et de connectivité, ils parviennent à retrouver les mêmes fluctuations que
dans le modèle en champ moyen lorsque le degré moyen dn vérifie dn � (n lnn)1/3 dans le régime
surcritique, dn �

√
n dans le régime sous-critique, ou dn �

√
n lnn au point critique.

Dans notre cas, nous avons fait le choix de faire interagir chaque spin avec ses 2dn plus proches
voisins, où dn est un paramètre pouvant évoluer avec n. Cela correspond à une fonction de couplage de
la forme

J(i, j) =
1

2dn
×

{
1 si j ∈ {i− dn, . . . , i− 1} ∪ {i+ 1, . . . , i+ dn}+ nZ ,

0 sinon.
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N’oublions pas que notre modèle est différent des modèles mentionnés ci-dessus, parce que les spins ne
sont pas à valeurs dans {−1, +1} mais ont une distribution gaussienne, et parce que l’ensemble des
spins interagissent par l’intermédiaire de notre température auto-ajustée Tn. Ainsi, nous ne savons pas
a priori quelle portée d’interaction dn sera nécessaire pour obtenir une loi limite en C exp(−s4/12),
comme pour le modèle d’Ising Curie-Weiss. Nous nous donnons donc une suite d’entiers (dn)n>2 telle
que 0 < 2dn < n pour tout n > 3, et nous définissons le Hamiltonien

Hn : (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7−→ 1

dn

n∑
i=1

dn∑
j=1

xixi+j ,

avec la convention xn+k = xk pour tout k ∈ {1, . . . , n}. Comme précédemment, nous avons

∀ (x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣Hn(x1, . . . , xn)

∣∣ 6 1

dn

n∑
i=1

dn∑
j=1

x2
i + x2

i+j

2
= Tn(x1, . . . , xn) , (2.4)

ce qui nous permet de définir la distribution de probabilité

dµ̂n =
1

Zn
exp

(
nHn

2Tn

)
dµn , (2.5)

où Zn est la constante de normalisation appropriée. Ainsi, le modèle précédent (2.2) correspond au
cas particulier dn = 1, tandis que le modèle étudié par Matthias Gorny correspond quasiment au
cas 2dn = n − 1 (il y a un facteur multiplicatif 1 − 1/n entre les deux Hamiltoniens, qui n’a pas
de conséquence sur la loi limite). Nous souhaitons donc savoir à partir de quel régime de la portée
d’interaction dn apparaît le phénomène de criticité auto-organisée que nous avons décrit en section 4.1
de l’introduction pour le modèle en champ moyen. Dans un premier temps, nous avons considéré une
interaction avec une proportion positive de l’ensemble des sommets mais, comme le montre le résultat
suivant, ce n’est pas suffisant pour observer un changement de comportement par rapport au cas de
l’interaction de type champ moyen.

Théorème 5. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xn
j )16j6n tel que pour

tout n > 3, le vecteur (Xn
1 , . . . , X

n
n ) est distribué suivant la loi µ̂n définie par (2.5). Si le paramètre dn

est tel que
dn

n→∞∼ λn avec 0 < λ < 1 ,

alors nous avons la convergence en loi

Sn
n3/4

L−→
n→+∞

√
2

Γ(1/4)
exp

(
−z

4

4

)
dz .

Dans un tel régime de la portée d’interaction, nous observons donc les mêmes fluctuations que pour
le modèle construit par Matthias Gorny. Cependant, le théorème 5 ne nous permet pas de voir à partir
de quelle portée d’interaction apparaît la loi limite en exp(−z4/4), puisque le comportement est le même
quelle que soit la constante λ.

1.3 Un phénomène de seuil pour la portée d’interaction

Étant donné qu’avec une portée d’interaction de l’ordre du nombre n de spins, nous n’observons
pas de changement pour le comportement de Sn, nous avons ensuite considéré une portée d’interaction
qui grandit comme une puissance de n. Le modèle présente alors des fluctuations similaires au champ
moyen dès lors que la portée d’interaction est très grande devant n3/4, comme le montre le théorème
ci-dessous :
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Théorème 6. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xn
j )16j6n tel que pour

tout n > 3, le vecteur (Xn
1 , . . . , X

n
n ) est distribué suivant la loi µ̂n définie par (2.5). Si le paramètre dn

est tel que
n3/4 � dn � n ,

alors nous avons la convergence en loi

Sn
n3/4

L−→
n→+∞

√
2

Γ(1/4)
exp

(
−z

4

4

)
dz .

Bien que la loi limite de la somme Sn soit identique à celle du théorème 5, nous démontrons séparé-
ment ces deux théorèmes car le comportement des valeurs propres du Hamiltonien est différent, comme
expliqué plus loin. Cette fois-ci, l’exposant 3/4 est optimal puisque si la portée dn est d’ordre n3/4, alors
la loi limite change. Plus précisément, nous démontrons :

Théorème 7. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xn
j )16j6n tel que pour

tout n > 3, le vecteur (Xn
1 , . . . , X

n
n ) est distribué suivant la loi µ̂n définie par (2.5). Si le paramètre dn

est choisi de telle sorte que
dn

n→∞∼ λn3/4 avec λ > 0 ,

si (Yj)j∈Z est une famille de variables gaussiennes centrées réduites indépendantes, et si f est la densité
de la variable aléatoire

Z =
√

2Y0 −
3

2λ2π2

∑
j∈Z\{0}

Y 2
j

j2
, (2.6)

alors nous avons la convergence en loi

Sn
n3/4

L−→
n→+∞

f
(
z2
)
dz∫

R f
(
t2
)
dt
.

Ce théorème montre qu’il y a un phénomène de transition de phase dans la portée d’interaction
elle-même. La forme de la loi limite résulte de la compétition entre les deux termes dans (2.6), le second
terme disparaissant lorsque λ = ∞, pour donner la loi limite du théorème 6. Ces résultats laissent en
suspens la question du comportement dans le régime intermédiaire dn � n3/4, que nous n’avons pas
encore étudiée. Par ailleurs, nos résultats ne concernent que le cas de variables initialement gaussiennes,
qui permet des calculs explicites. Pour autant, le comportement mis en évidence par Matthias Gorny
dans le cas du modèle en champ moyen s’applique à tout un ensemble de lois initiales satisfaisant une
certaine condition de moment exponentiel, et donc notre résultat pourrait éventuellement s’étendre à
des distributions plus générales.

1.4 Présentation de l’approche mise en œuvre
L’étude de notre modèle dans les différents régimes de portée d’interaction fait l’objet du chapitre 3

de cette thèse. Le point de départ de l’ensemble de notre étude consiste à écrire le Hamiltonien sous
une forme diagonale. La matrice de la forme quadratique Hn est une matrice symétrique circulante, qui
s’écrit

M
(
Hn

)
=

1

2dn

dn∑
m=1

(
Jm + J−m

)
,

où la matrice J est donnée par

J =



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 0 1
1 0 · · · · · · 0

 =
(

1j=i+1 mod n

)
16i,j6n

.
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La matrice J est diagonalisable avec pour valeurs propres

sp(J) =
{
e2ijπ/n : j ∈ {1, . . . , n}

}
.

Nous en déduisons que, pour tout m > 1,

sp
(
Jm + J−m

)
=

{
2 cos

(
2jmπ

n

)
: j ∈ {1, . . . , n}

}
,

et donc les valeurs propres de notre Hamiltonien Hn sont données par

αnj =
1

dn

dn∑
m=1

cos

(
2jmπ

n

)
pour j = 1, . . . , n . (2.7)

Soit P ∈ On(R) une matrice orthogonale telle que la matrice de la forme quadratique Hn s’écrive tPDP ,
où D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont αn1 , . . . , αnn. Nous définissons alors,
pour j ∈ {1, . . . , n}, les variables aléatoires

Yj =

n∑
k=1

Pj,kXk .

Avec ce changement de variables, nous pouvons écrire :

Hn =

n∑
j=1

αnj Y
2
j , Tn =

n∑
j=1

Y 2
j et Sn =

√
nYn .

Ce changement de variables étant orthonormal, les variables aléatoires (Yj)16j6n sont encore des gaus-
siennes centrées réduites indépendantes, c’est-à-dire qu’elles sont distribuées selon la loi µn. Nous pou-
vons donc oublier complètement les variables Xj et travailler uniquement avec les variables Yj pour
étudier le comportement limite de Sn, qui n’est plus la somme des Yj mais qui vaut maintenant

√
nYn.

La partie 1 du chapitre 3 présente une première approche du modèle avec une interaction limitée
aux plus proches voisins, c’est-à-dire avec dn = 1. Nous y étudions le comportement de Tn, Hn et Sn, et
nous démontrons un principe de grandes déviations à l’aide du théorème de Gärtner-Ellis, en adaptant
la méthode proposée par Bernard Bercu, Fabrice Gamboa et Alain Rouault dans [BGR97].

Pour étudier ensuite la convergence en loi de la somme des spins convenablement renormalisée,
nous utilisons la transformée de Fourier qui nous fournit une expression exacte de la distribution du
triplet (Tn, Hn, Sn) dans notre modèle µ̂n sous une forme intégrale. Nous mettons ensuite en œuvre la
méthode du col, qui consiste à déplacer judicieusement le contour d’intégration dans le plan complexe
pour obtenir une expression dont la limite peut être évaluée. Pour une présentation générale de la
méthode du col, voir par exemple [Cop04]. Cette idée d’utiliser la méthode du col pour étudier un
modèle d’Ising à longue portée, après avoir diagonalisé la matrice d’interaction, a déjà été présentée par
le physicien Andrew Canning dans une série d’articles [Can92a, Can92b, Can93]. Cependant, Andrew
Canning ne fait que proposer la mise en œuvre de la méthode du col pour étudier certains modèles pour
lesquels le rang de la matrice d’interaction reste fini, et il ne donne pas de bornes mathématiquement
rigoureuses sur la qualité de l’approximation obtenue.

Avec un contrôle précis du comportement asymptotique des valeurs propres dans les différents ré-
gimes considérés, nous sommes parvenus à implémenter mathématiquement cette approche pour démon-
trer nos résultats de convergence en loi. Dans la partie 2, nous étudions ainsi le spectre du Hamiltonien
et nous procédons à l’inversion de Fourier pour obtenir la densité du triplet (Tn, Hn, Sn). Dans la
partie 3, nous mettons en œuvre la méthode du col pour obtenir le théorème 5. Dans les parties 4
et 5, nous reproduisons le même schéma de démonstration pour étudier les deux régimes dn ∼ λn
et n3/4 � dn � n. Bien que le résultat de convergence en loi soit le même dans ces deux cas, nous les
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abordons séparément parce que le comportement des valeurs propres n’est pas tout à fait le même. En
effet, dans le régime dn ∼ λn, nous avons

lim
n→∞

αnj = sinc(jλπ) =
sin(jλπ)

jλπ

pour tout j > 1 fixé, tandis que dans le régime n3/4 � dn � n, nous avons αnj → 1 pour tout j > 1 fixé,
ce qui explique qu’il est alors nécessaire de choisir une échelle différente. Enfin, la partie 6 est consacrée
à la preuve du théorème 7. Ces quatre démonstrations sont très semblables, mais un certain nombre de
points techniques, de constantes et d’expressions diffèrent d’un régime à l’autre, ce qui explique notre
choix de traiter séparément les différents cas plutôt que d’écrire une preuve qui engloberait l’ensemble
des cas mais serait peut-être plus confuse.

2 Quelques modèles de criticité auto-organisée en percolation

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents plusieurs exemples de modèles mathématiques
qui présentent un phénomène de criticité auto-organisée. Notamment, au paragraphe 4.1 de l’introduc-
tion, nous avons décrit un modèle construit à partir du modèle d’Ising en champ moyen en introduisant
un contrôle automatique de la température. Un des objectifs de cette thèse est de mettre en œuvre une
approche similaire, mais dans le cadre de la percolation. Nous allons ainsi obtenir un « modèle-jouet »
très simple, qui n’est plus de type champ moyen, mais qui reste analysable mathématiquement. Ce
« modèle-jouet » ne prétend pas représenter fidèlement un quelconque phénomène physique, mais il vise
plutôt à donner un exemple théorique minimaliste des ingrédients nécessaires pour obtenir un phéno-
mène de criticité auto-organisée. Plusieurs autres modèles ont été construits à partir de la percolation
pour trouver automatiquement le point critique [FSS93, BW97, CdML03], mais ces modèles sont de
nature plus algorithmique, tandis que la formulation de notre modèle est conceptuellement plus simple.
Les résultats présentés ci-après, qui correspondent au contenu de l’article [CF19], seront démontrés au
chapitre 5, après des préliminaires au chapitre 4.

2.1 Définition des modèles

Nous prenons comme point de départ le modèle de percolation Bernoulli dans la boîte finie Λ(n)
en dimension d > 2, et nous allons introduire un contrôle automatique de la probabilité p d’ouverture
des arêtes. L’idée de ce contrôle est d’opérer une rétroaction de la configuration vers le paramètre p,
de manière à pénaliser les configurations qui sont « typiques » de la phase surcritique ou de la phase
sous-critique. Nous avons donc besoin d’une fonction de la configuration qui présente un comportement
très différent selon que le paramètre p se situe au-dessus ou au-dessous du seuil critique pc.

Nous considérons donc une fonction Fn : {0, 1}En → N définie sur l’espace des configurations de
percolation sur les arêtes de la boîte Λ(n). Cette fonction Fn pourra être par exemple la taille du plus
grand cluster dans la boîte Λ(n). Pour p > pc, cette quantité est typiquement d’ordre nd, tandis que
pour p < pc elle est typiquement d’ordre ln(n). Nous verrons également deux autres exemples, avec le
nombre de sommets reliés aux bords de la boîte ou la distribution des tailles des clusters.

Une fois la fonction Fn choisie, pour construire notre contrôle automatique de la probabilité d’ou-
verture des arêtes, nous fixons un paramètre a > 0 et, pour toute configuration ω : En → {0, 1}, nous
posons

pn(ω) = ϕn
(
Fn(ω)

)
où ϕn(x) = exp

(
− x

na

)
.

Notre modèle s’obtient alors à partir de la percolation Bernoulli sur les arêtes de la boîte en remplaçant
le paramètre p d’ouverture des arêtes par notre fonction pn(ω), c’est-à-dire que nous considérons la
distribution de probabilité suivante :

µn : ω ∈ {0, 1}En 7−→ 1

Zn
Ppn(ω)(ω) ,
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où Pp désigne la distribution de percolation de paramètre p, définie en section 2 de l’introduction. Pour
obtenir une loi de probabilité, nous avons introduit un facteur de normalisation, appelé fonction de
partition, donné par

Zn =
∑

ω∈{0,1}En

Ppn(ω)(ω) .

2.2 Résultat de convergence
Nous démontrons alors le résultat de convergence suivant, valable en toute dimension d > 2 (avec

les notations de la section 2) :

Théorème 8. Si (Fn)n est l’une des suites de fonctions suivantes

• Fn : ω 7−→ |Cmax(ω)| = max
x∈Λ(n)

|C(x, ω)| avec 0 < a < d ;

• Fn : ω 7−→ |Mn(ω)| =
∣∣∣{x ∈ Λ(n) : x

ω←→ ∂Λ(n)
}∣∣∣ avec d− 1 < a < d ;

• Fn : ω 7−→ Bbn(ω) =
∣∣∣{x ∈ Λ(n) : |C(x, ω)| > nb

}∣∣∣ avec
5d

6
< a < d et 0 < b <

2a

d
− 5

3
,

alors la loi de pn sous µn converge vers δpc quand n→∞, et nous avons le contrôle suivant :

∀ε > 0 lim sup
n→∞

1

nv
lnµn

(
|pn − pc| > ε

)
< 0 , (2.8)

où l’exposant v vaut 
v = min

(
a, d− 1

)
si Fn = |Cmax|

v = d− 1 si Fn = |Mn|

v =
2d

3
si Fn = Bbn .

Ainsi, pour un large intervalle de valeurs du paramètre a, la masse de µn se concentre sur les
configurations ω pour lesquelles pn(ω) est très proche du point critique pc. Le modèle présente donc un
comportement critique sans qu’il y ait besoin d’ajuster précisément un paramètre à une valeur précise,
c’est pourquoi nous parlons de criticité auto-organisée.

Étant donné que notre modèle consiste essentiellement à forcer la quantité Fn à être d’ordre na,
nous aurions pu nous attendre à un comportement différent selon que le paramètre a se situe au-dessus
ou au-dessous de la dimension fractale du cluster infini émergeant. Mais étonnamment, la convergence
vers pc a lieu indépendamment de cela, pour une large fenêtre de paramètres a. La dépendance en a
se situe probablement plutôt dans la vitesse avec laquelle la variable pn converge vers pc, mais cela
nécessiterait une étude plus détaillée.

Pour le troisième modèle, une estimation de la vitesse de convergence peut être facilement obtenue,
sous réserve de l’existence des exposants critiques β et γ. L’existence de tels exposants β et γ a été
prouvée dans le cas de la percolation par sites sur le réseau triangulaire dimension 2 dans [SW01],
avec β = 5/36 et γ = 43/18.

Théorème 9. Nous prenons Fn = Bbn. Supposons qu’existent des réels β, γ > 0 tels que

lim sup
p→pc
p>pc

ln θ(p)

ln(p− pc)
6 β et lim inf

p→pc
p<pc

lnχ(p)

ln(pc − p)
> −γ .

Alors, pour tous réels a, b et c, nous avons

5d

6
< a < d, 0 < b <

2a

d
− 5

3
et c < min

(
b

2γ
,

1− b
β

,
d− a
β

)
⇒ nc(pn − pc)

L−→
n→+∞

0 .
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La démonstration de ces résultats sera détaillée au chapitre 5. Mais avant cela, expliquons le raison-
nement qui nous a conduit à considérer un tel modèle, et présentons l’approche retenue pour démontrer
cette convergence.

2.3 Heuristique et stratégie de preuve
De façon heuristique, nous pouvons dire que la fonction pn introduit une rétroaction qui associe

des valeurs pn(ω) < pc aux configurations qui sont en quelque sorte « typiques » du régime surcri-
tique p > pc, et des valeurs pn(ω) > pc aux configurations « typiques » du régime sous-critique p < pc.
Par exemple, pour Fn = |Cmax|, une configuration ω dans laquelle le plus grand cluster contient un
nombre de sommets d’ordre nd se verra associer une petite valeur pn(ω) < pc. Or, pour une telle valeur
du paramètre p dans le modèle de percolation Bernoulli, la présence d’un si grand cluster est haute-
ment improbable, ce qui fait que le poids de ω pour la mesure Ppn(ω) sera très faible. Comme nous le
verrons au chapitre 5, des arguments classiques de percolation permettent de rendre le raisonnement
ci-dessus rigoureux, grâce à des résultats de grandes déviations pour la taille des clusters loin du point
critique. Nous obtiendrons alors une convergence de Ppn(ω) vers 0, uniformément sur l’ensemble des
configurations ω telles que pn(ω) /∈ [pc − ε, pc + ε], avec ε > 0 fixé.

À ce stade, il manque encore un ingrédient essentiel pour en déduire que, sous notre loi µn, la
probabilité de ces configurations tend vers 0 quand n→∞. En effet, il se pourrait que la masse associée
aux configurations ω telles que pn(ω) ∈ [pc − ε, pc + ε] devienne elle aussi très petite quand n devient
grand, et donc que la fonction de partition Zn soit très petite. Nous avons donc besoin de montrer
que cette fonction de partition ne décroît pas trop vite, c’est-à-dire que, dans la loi Znµn pas encore
normalisée, la masse autour du point critique décroît moins vite que la masse loin de celui-ci.

Ainsi, le point clef de la preuve de notre résultat de convergence est la minoration de la fonction
de partition. Pour le troisième modèle, c’est-à-dire le cas où Fn = Bbn, cette étape est facilitée par une
propriété d’indépendance spécifique à la fonction Bbn considérée. En revanche, pour les deux autres cas,
notre approche est différente, et repose sur un couplage monotone entre les configurations et sur une
étude du comportement de Fn pour des paramètres p proches de pc. Le problème à résoudre consiste
peu ou prou à trouver un régime joint pour lequel, quand la taille de la boîte tend vers l’infini et p
se rapproche simultanément de pc à une certaine vitesse, la taille du plus grand cluster (ou le nombre
de sommets reliés au bord, selon le cas) est d’ordre na. Ces questions délicates de « limite d’échelle
finie » (« finite-size scaling » en anglais) sont très étudiées par les probabilistes, mais peu de résultats
rigoureux sont connus à ce jour (voir par exemple [BCKS01] et [GPS18a]).

Cependant, grâce à un argument géométrique que nous présenterons au chapitre 4, nous parvenons à
contourner cette difficulté. Cet argument nous permettra de construire des clusters d’une taille prescrite
en payant un coût probabiliste raisonnable, ce qui nous fournira la minoration souhaitée de la fonction
de partition.

2.4 Deux variantes
Les trois exemples de fonction de rétroaction Fn ne sont pas du tout exhaustifs, et de nombreuses

variantes pourraient être construites avec une approche similaire. Par exemple, le cas du plus grand
cluster peut être étendu au plus grand cluster sur le tore, c’est-à-dire en imposant des conditions aux
bords périodiques aux frontières de la boîte Λ(n).

Concernant le troisième exemple, nous pouvons mesurer la taille des clusters par leur diamètre au
lieu de leur volume, en remplaçant la fonction Bbn par

B̃bn : ω 7−→
∣∣∣{x ∈ Λ(n) : x

ω←→
(
x+ ∂Λ

(⌈
nb
⌉))
∩ Λ(n)

}∣∣∣ .
3 Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2

Après la construction d’un modèle de criticité auto-organisée à partir de la percolation Bernoulli,
un objectif naturel est d’étendre ce résultat au modèle d’Ising, en utilisant le couplage avec la FK-
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percolation. Mais la technique générale que nous avons mise en œuvre pour le modèle en percolation s’est
avérée difficile à appliquer dans le cadre plus général de la FK-percolation. En effet, dans un couplage
croissant de configurations en FK-percolation, les arêtes ne s’ouvrent plus de manière indépendante,
et des « nuages » d’arêtes ont tendance à s’ouvrir simultanément lorsque le paramètre p s’approche
du point critique [DCGP14]. Par conséquent, nous adoptons une approche légèrement différente, que
nous présentons dans cette section et qui fera l’objet du chapitre 6, mais qui est limitée au cas de la
dimension 2. Ces résultats reprennent le contenu de l’article [For20].

3.1 Définition du modèle et résultat de convergence

Comme notre modèle en percolation, nous allons construire un modèle en volume fini, qui présente un
comportement de criticité auto-organisée lorsque la taille de la boîte tend vers l’infini. Nous considérons
donc la boîte Λ(n) ⊂ Z2 de côté n, et nous choisissons un paramètre a > 0. Pour toute configuration
de spin σ : Λ(n)→ {−,+}, nous définissons la température auto-ajustée suivante :

Tn(σ) =

(
m(σ)

na

)2

=
1

n2a

( ∑
x∈Λ(n)

σ(x)

)2

.

Nous considérons ensuite la distribution de probabilité

µn : σ ∈ {−,+}Λ(n) 7−→ 1

Zn
µ+
n, Tn(σ)(σ) ,

où Zn est la constante de normalisation appropriée, et où µ+
n, T est la mesure d’Ising à température T

et avec conditions aux bords + sur la boîte Λ(n), sans champ magnétique extérieur, telle que définie
en section 3 de l’introduction. Dans notre modèle, la température T qui est fixe dans le modèle d’Ising
est remplacée par cette fonction Tn de la configuration elle-même, créant ainsi une rétroaction de la
configuration sur le paramètre de contrôle. L’idée est d’obtenir un modèle dont la température se
concentre autour de la température critique Tc du modèle d’Ising lorsque la taille de la boîte tend vers
l’infini, sans avoir besoin d’ajuster les paramètres du modèle à une valeur précise. C’est pourquoi nous
parlons ici encore de criticité auto-organisée. Nous démontrons donc le résultat suivant :

Théorème 10. En dimension 2, si le paramètre a est choisi tel que 81/41 < a < 2, alors la loi
de Tn sous µn converge vers δTc quand n → ∞, et nous avons l’estimation suivante sur la vitesse de
convergence :

∀ε > 0 lim sup
n→∞

1

n
lnµn

(
|Tn − Tc| > ε

)
< 0 . (2.9)

3.2 Stratégie et organisation de la démonstration

Comme expliqué plus haut, la technique qui a permis de traiter le modèle en percolation ne se
généralise pas très facilement au cas de la FK-percolation, à cause de la façon non-poissonnienne avec
laquelle les arêtes s’ouvrent lorsque le paramètre p s’approche du point critique pc. Ceci dit, nous
conservons tout de même la même organisation générale de la preuve, en commençant par des résultats
de grandes déviations pour les régimes sous-critique et surcritique. En effet, pour contrôler les déviations
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de la variable aléatoire Tn, nous pouvons écrire, pour tout ε > 0,

µn

(
Tn > Tc + ε

)
=

1

Zn

∑
σ∈{−,+}Λ(n)

1
[
Tn(σ) > Tc + ε

]
µ+
n, Tn(σ)(σ)

=
1

Zn

n2∑
b=0

1
[
b2/n2a > Tc + ε

] ∑
σ : |m(σ)|=b

µ+
n, b2/n2a(σ)

=
1

Zn

n2∑
b=0

1
[
b > na

√
Tc + ε

]
µ+
n, b2/n2a

(
|m| = b

)
6

n2 + 1

Zn
sup

T>Tc+ε
µ+
n, T

(
|m| > na

√
Tc + ε

)
. (2.10)

De même, pour tout ε > 0, nous avons

µn

(
Tn 6 Tc − ε

)
6

n2 + 1

Zn
sup

T6Tc−ε
µ+
n, T

(
|m| 6 na

√
Tc − ε

)
. (2.11)

Par conséquent, notre stratégie consiste à démontrer des résultats de décroissance exponentielle pour

sup
T>Tc+ε

µ+
n, T

(
|m| > Ana

)
et sup

T6Tc−ε
µ+
n, T

(
|m| 6 Ana

)
(2.12)

pour A > 0 et ε > 0 fixés, quand la taille de la boîte tend vers l’infini. Ces estimées exponentielles sont
assez standard pour une température fixée T 6= Tc. Mais, ne disposant pas d’une propriété de monotonie
de la magnétisation par rapport à T , nous ne pouvons pas déduire des estimées uniformes sur [0, Tc−ε]
et sur [Tc+ε, +∞) à partir d’estimées à une température ponctuelle fixée. C’est pourquoi nous utilisons
le couplage du modèle d’Ising avec la FK-percolation, dont les propriétés de monotonie nous aident à
obtenir des majorations exponentielles uniformes des quantités dans (2.12).

Comme pour le modèle en percolation, ces résultats de grandes déviations ne suffisent pas pour
démontrer le théorème 10, puisqu’il se pourrait que le dénominateur Zn dans (2.10) et (2.11) décroisse
lui aussi exponentiellement. Par conséquent, le point crucial de la démonstration consiste à montrer
que Zn ne décroît pas aussi vite que les deux termes qui apparaissent dans (2.12).

La stratégie pour obtenir cette minoration de la fonction de partition est proche de celle que nous
avons suivie pour le modèle en percolation Bernoulli. Mais ici, au lieu de construire un couplage mono-
tone des configurations et d’utiliser ce couplage pour rechercher un point fixe, nous devinons directement
la valeur de ce point fixe, en utilisant les résultats de Raphaël Cerf et Reda Messikh [CM11] sur le régime
quasi-critique du modèle FK-Ising en dimension 2. Ces résultats, qui constituent l’ingrédient essentiel
de notre démonstration, indiquent quelle vitesse de convergence du paramètre p vers pc est requise pour
obtenir une magnétisation donnée. Les estimées de [CM11] sont très spécifiques au cas de la dimension 2
puisqu’elles reposent en partie sur les calculs exacts d’Onsager [Ons44]. C’est pourquoi notre théorème
se limite au modèle dans le plan, tandis qu’une extension en dimension supérieure nécessiterait d’autres
ingrédients.

Dans chacun des trois régimes (sous-critique, surcritique et quasi-critique), nous contrôlons la ma-
gnétisation dans le modèle d’Ising en utilisant le couplage avec la FK-percolation (voir paragraphe 3.2
pour la présentation de ce couplage). Dans une configuration d’Ising obtenue à partir d’une configura-
tion de FK-percolation via ce couplage, la magnétisation est le résultat de deux facteurs : d’une part
le nombre de sommets reliés aux bords de la boîte, et d’autre part les fluctuations qui résultent des
spins attribués aux clusters qui ne touchent pas le bord de la boîte. Par conséquent, nous avons besoin
de contrôler ces deux facteurs dans la configuration de FK-percolation pour obtenir un contrôle de la
magnétisation dans la configuration d’Ising obtenue.

La limitation du paramètre a dans une très petite fenêtre provient également des hypothèses de Cerf
et Messikh, qui ne sont a priori pas optimales. C’est pourquoi, pour contrôler la dépendance de notre
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résultat par rapport à ces hypothèses, nous démontrons notre minoration de la fonction de partition
sous une hypothèse plus générale de loi d’échelle en volume fini, qui découle des résultats de [CM11].
Cela nous permet d’expliquer ci-dessous comment l’exposant 81/41 évoluerait si les résultats de Cerf et
Messikh étaient étendus à une fenêtre plus large de paramètres. Une amélioration de leurs hypothèses
permettrait d’agrandir notre fenêtre mais, puisque les résultats de [CM11] ne concernent que le régime
légèrement surcritique (quand p− pc converge vers zéro tout en restant positif), une méthode différente
serait nécessaire pour étudier les cas de paramètres a au-dessous de 15/8, qui est la dimension conjecturée
pour le cluster infini émergeant.

3.3 Amélioration de notre exposant

Notre preuve de la convergence de Tn vers Tc repose sur les résultats de [CM11] qui portent sur
l’ensemble des sommets reliés aux bords de la boîte dans le modèle FK-Ising en dimension 2, dans un
régime joint où p→ pc et n→∞ simultanément, avec

p− pc �
1

n8/41
. (2.13)

Cette limite de 8/41 n’est a priori pas optimale, parce qu’il est conjecturé que le modèle de FK-
percolation devrait avoir un comportement surcritique dès que n est très grand devant la longueur
de corrélation, qui est d’ordre (p − pc)−1 [DCGP14]. Pour obtenir notre minoration de la fonction de
partition, nous aurons besoin d’étudier la FK-pecolation dans le régime donné par p− pc ∼ 1/n16−8a,
d’où notre hypothèse a > 81/41, pour se retrouver dans le régime joint (2.13). Pour connaître l’influence
de cette condition sur le domaine admissible pour l’exposant a, nous citons explicitement ci-dessous
lesquels des résultats de Cerf et Messikh sont utiles pour notre démonstration.

Définition 1. Nous disons qu’un exposant s > 0 vérifie les hypothèses de loi d’échelle en volume
fini, ce que nous noterons FSS(s) (pour « finite-size scaling ») si, pour tous K, δ > 0 et pour toute
suite pn ∈ [0, 1] telle que

pn − pc(2)
n→∞∼ K

ns
,

nous avons
lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
Fn
)

= 1 ,

où l’événement Fn est donné par

Fn =

 |Mn| 6 (1 + δ)θ(pn) |Λ(n)| , |Mn ∩ Λ(n1)| > (1− δ)θ(pn) |Λ(n1)|
et max

C∈C−n
|C| 6 ns+1/2

 ,

où n1 = b5n/6c, φ1
n, p, q est la mesure de FK-percolation avec conditions aux bords périodiques sur la

boîte Λ(n) et Mn désigne l’ensemble des sommets reliés au bord ∂Λ(n) de la boîte, comme défini en
section 2.

Nous pouvons alors traduire les résultats de [CM11] dans la proposition suivante :

Proposition 11. Nous avons FSS(s) pour tout s < 8/41.

Le théorème qui suit montre comment la constante 81/41 évoluerait si les résultats de Cerf et Messikh
étaient améliorés. Combiné avec la proposition 11, il implique facilement le théorème 10. Nous ne savons
pas si la valeur 31/16 est optimale.

Théorème 11. Si a ∈ (31/16, 2) est telle que les hypothèses FSS(16 − 8a) sont vérifiées, alors la
loi de Tn sous µn converge vers δTc quand n tend vers l’infini, est nous avons l’estimation (2.9) de la
vitesse de convergence.
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3.4 Un modèle plus naturel ?

La densité de probabilité de notre modèle s’écrit

µn : σ 7−→ 1

Zn

1

Z+
n, Tn(σ)

exp

(
−H

+
n (σ)

Tn(σ)

)
, (2.14)

où H+
n est le Hamiltonien du modèle d’Ising standard, défini en section 3. Une autre distribution de

probabilité qu’il pourrait sembler plus naturelle de considérer est

µ′n : σ 7−→ 1

Z ′n
exp

(
−H

+
n (σ)

Tn(σ)

)
, (2.15)

où Z ′n est la constante de normalisation appropriée. Mais étonnamment, les simulations semblent
indiquer que cet autre modèle serait trop simple pour présenter le comportement de criticité auto-
organisée que nous recherchons. Tentons d’expliquer de façon heuristique la différence entre ces deux
modèles. Lorsque nous simulons le modèle d’Ising avec la dynamique de Glauber (voir chapitre 8.2
du livre [Gri06]), la configuration est mise à jour un spin après l’autre, en fonction de l’effet de ce
changement de spin sur l’énergie. Dans le modèle d’Ising standard, la fonction d’énergie s’écrit

EIsing =
H+
n

T
.

Par conséquent, en modifiant un spin, la variation d’énergie est

∆EIsing =
∆H+

n

T
,

et donc le changement de spin sera plus probable s’il conduit à une diminution du Hamiltonien H+
n .

Par contre, dans le modèle (2.15), du fait que la température n’est plus une constante, un changement
de spin mène à une variation d’énergie donnée par

∆Eµ′n = ∆

(
H+
n

Tn

)
≈ ∆H+

n

Tn
− H

+
n∆Tn
T 2
n

=
H+
n

Tn

(
∆H+

n

H+
n
− ∆Tn

Tn

)
. (2.16)

Il y a une compétition entre les deux termes dans (2.16) pour influencer le changement de spin : le premier
terme encourage les changements de spins qui font diminuer le Hamiltonien, tandis que le second terme
encourage les changements qui conduisent à une hausse de la température (ou une diminution, si le
Hamiltonien est négatif). Par conséquent, la dynamique sur le Hamiltonien se retrouve perturbée par
la dynamique sur la température.

Ainsi, pour que notre fonction de rétroaction sur la température conduise à un phénomène de criticité
auto-organisée, il faut que la dynamique sur le Hamiltonien prenne le dessus pour contrebalancer la
dynamique sur la température. Si c’est bien le cas, alors la configuration a le temps d’atteindre une
configuration qui est « typique » à température fixe, et une fois seulement que cet équilibre est atteint,
sur une échelle de temps plus longue, la température évolue et force lentement le système vers le point
critique. Nous retrouvons ici la propriété de séparation des échelles, qui est commune à de nombreux
modèles de criticité auto-organisée (voir sections 1.4 et 4.2).

Les simulations confirment cette idée que la dynamique que le Hamiltonien et sur la température
ne doivent pas être en compétition mais doivent avoir lieu sur des échelles de temps différentes, afin
d’atteindre un état auto-critique. En effet, si nous simulons le modèle (2.15) avec la dynamique de
Glauber mais sans prendre en compte l’évolution de la température pour décider du changement de spin,
alors nous obtenons un bien meilleur résultat, qui est même amélioré si le paramètre de température
n’est mis à jour qu’une fois de temps en temps, laissant ainsi du temps au système pour atteindre
l’équilibre à température fixée avant de décider d’une nouvelle température.
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Pourquoi n’y a-t-il pas le même phénomène malheureux de compétition avec notre modèle µn donné
par l’équation (2.14) ? Dans ce modèle, si nous prenons en compte l’influence de la fonction de partition
au dénominateur, nous obtenons une « fonction d’énergie » qui s’écrit

Eµn = lnZ+
n, Tn

+
H+
n

Tn
.

Par conséquent, un petit changement dans la configuration entraîne une variation d’énergie donnée par

∆Eµn = ∆

(
lnZ+

n, Tn
+
H+
n

Tn

)
≈

∂ lnZ+
n, T

∂T
∆Tn +

∆H+
n

Tn
− H

+
n∆Tn
T 2
n

.

Rappelons maintenant que la fonction de partition du modèle d’Ising vérifie

∂ lnZ+
n, T

∂T
=

1

Z+
n, T

∑
σ∈{−,+}Λ(n)

H+
n

T 2
exp

(
−H

+
n

T

)
=

1

T 2
µ+
n, T

(
H+
n

)
,

ce qui nous donne

∆Eµn ≈
∆H+

n

Tn
+
(
µ+
n, Tn

(
H+
n

)
−H+

n

) ∆Tn
T 2
n

.

Ainsi, le facteur devant ∆Tn est ajusté pour être plus petit que dans (2.16), grâce à la compensation
qui provient du terme µ+

n, Tn

(
H+
n

)
. Ceci pourrait expliquer pourquoi, dans notre modèle, l’effet du

Hamiltonien parvient à dominer l’effet de la variation de la température, ce qui assure que notre auto-
ajustement de la température est assez délicate pour préserver un certain équilibre du modèle.
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1 Étude des grandes déviations dans le modèle à courte portée
Dans cette première partie, nous étudions le cas dn = 1 du modèle décrit au début du chapitre 2,

c’est-à-dire la distribution µ̂n définie par (2.2). Rappelons que µ̂n est construite par l’introduction d’un
biais exponentiel dans la loi µn de variables initialement gaussiennes i.i.d. X1, . . . Xn, en posant

dµ̂n =
1

Zn
exp

(
nHn

2Tn

)
dµn ,

avec

Tn(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

x2
j et Hn(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

xjxj+1 .

Ainsi, une approche de type grandes déviations semble particulièrement adaptée, puisque la fonction de
taux sous la loi µ̂n de notre modèle se déduira aisément de la fonction de taux sous la loi indépendante µn,
en ajoutant le terme correspondant à nHn/(2Tn). Commençons tout d’abord par quelques définitions :

Définition 2. Soit X un espace topologique muni de sa tribu borélienne B. Une fonction de taux est une
application J : X → [0, ∞] qui est semi-continue inférieurement, c’est-à-dire telle que J−1([0, α]) est
fermé pour tout α > 0. Une fonction de taux est dite bonne si J−1([0, α]) est compact pour tout α > 0.
Nous disons qu’une suite de mesures de probabilité (νn)n∈N sur X satisfait un principe de grandes
déviations de fonction de taux J si pour tout borélien A ∈ B, nous avons

− inf
A◦
J 6 lim inf

n→∞

ln νn(A)

n
6 lim sup

n→∞

ln νn(A)

n
6 − inf

Ā
J .

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 12. Sous la loi µ̂n, le triplet (
Tn
n
,
Hn

n
,
Sn
n

)
satisfait un principe de grandes déviations gouverné par la bonne fonction de taux

J(x, y, z) =


1

2

[
C + x− 1− lnx− ln

(
1− y

x

)
− ln

(
1 +

y − z2

x− z2

)
− y

x

]
si 2x > x+ y > 2z2 ,

+∞ sinon,

où la constante C est donnée par

C =
√

2− 1 + ln 2 + ln
(√

2− 1
)
.

Nous en déduirons alors le résultat suivant :

Théorème 13. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xn
j )16j6n tel que

pour tout n > 1, le vecteur (Xn
1 , . . . , X

n
n ) est distribué suivant la loi µ̂n définie par (2.2). Alors,

quand n→∞, nous avons les convergences en probabilité :

Tn
n
−→ 1 ,

Hn

n
−→

√
2− 1 et

Sn
n
−→ 0 .
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1.1 Calcul de la fonction génératrice des cumulants
Rappelons tout d’abord que, comme remarqué dans (2.4), nous avons toujours |Hn| 6 Tn. Nous

avons même, µn-presque sûrement, |Hn| < Tn. De même, nous avons µn-presque sûrement∣∣∣∣Hn −
S2
n

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

αnj Y
2
j

∣∣∣∣∣ <
n−1∑
j=1

Y 2
j = Tn −

S2
n

n
,

d’où ∣∣∣∣∣ Hn

n
−
(
Sn
n

)2
∣∣∣∣∣ < Tn

n
−
(
Sn
n

)2

.

Par conséquent, si nous notons

Ω =
{

(x, y, z) ∈ R3 : |y| < x et
∣∣y − z2

∣∣ < x− z2
}

=
{

(x, y, z) ∈ R3 : 2x > x+ y > 2z2
}
, (3.1)

alors nous avons

µn

[ (
Tn
n
,
Hn

n
,
Sn
n

)
∈ Ω

]
= 1 , (3.2)

et ce, quelle que soit la portée d’interaction dn. Nous souhaitons appliquer le théorème de Gärtner-Ellis
(voir théorème 14 ci-dessous) pour obtenir un principe de grandes déviations pour (Tn, Hn, Sn)/n, dans
un premier temps sous la loi µn. Nous suivons en cela la démarche présentée dans l’article [BGR97],
qui porte sur l’étude des grandes déviations de formes quadratiques définies de façon similaire. Nous
considérons donc la fonction génératrice des cumulants sous µn convenablement renormalisée, qui est
définie par

Λn : (λ, µ, ν) ∈ R3 7→ 1

n
lnµn

[
exp

(
nλ

Tn
n

+ nµ
Hn

n
+ nν

Sn
n

) ]
.

Nous calculons donc, dans [0,∞],

Λn(λ, µ, ν) =
1

n
lnµn

 exp

(
λ

n∑
j=1

Y 2
j + µ

n∑
j=1

αnj Y
2
j + ν

√
nYn

)
=

1

n
lnµn

 exp

(
n∑
j=1

(
λ+ µαnj

)
Y 2
j + ν

√
nYn

)
=

1

n

n−1∑
j=1

lnµn

[
exp

( (
λ+ µαnj

)
Y 2
j

)]
+

1

n
lnµn

[
exp

( (
λ+ µαnn

)
Y 2
n + ν

√
nYn

)]

=
1

n

n−1∑
j=1

lnF
(
1− 2λ− 2µαnj , 0

)
+

1

n
lnF

(
1− 2λ− 2µαnn, ν

√
n
)

où la fonction F : R2 → [0,∞] est donnée par

F (a, b) =
1√
2π

∫
R
dx ebx−ax

2/2 .

Si a 6 0 alors F (a, b) = +∞, tandis que si a > 0, nous avons

F (a, b) =
1√
2π

∫
R
dx exp

[
−a

2

(
x− b

a

)2

+
b2

2a

]
=

1√
2π

∫
R
dy exp

(
−ay

2

2
+
b2

2a

)
=

1√
a

exp

(
b2

2a

)
. (3.3)
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Ainsi, si λ+ |µ| < 1/2, alors nous avons λ+µαnj < 1/2 pour tout j ∈ {1, . . . , n} et donc la formule (3.3)
nous donne

Λn(λ, µ, ν) = − 1

2n

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2λ− 2µαnj

)
− 1

2n
ln
(
1− 2λ− 2µαnn

)
+

ν2

2
(
1− 2λ− 2µαnn

)
= − 1

2n

n∑
j=1

ln

[
1− 2λ− 2µ cos

(
2jπ

n

) ]
+

ν2

2(1− 2λ− 2µ)
(3.4)

n→∞−→ − 1

4π

∫ π

−π
ln
(
1− 2λ− 2µ cos t

)
dt+

ν2

2(1− 2λ− 2µ)
, (3.5)

puisque la fonction
t 7−→ ln

(
1− 2λ− 2µ cos t

)
est continue sur le segment [0, 2π]. Nous détaillons maintenant quelques calculs qui nous seront utiles à
plusieurs reprises :

Lemme 1. Pour tout (a, b) ∈ R2 avec |b| < a, nous avons

1

2π

∫ π

−π

dt

a+ b cos t
=

1√
a2 − b2

,

1

2π

∫ π

−π

cos t

a+ b cos t
dt =

1

b

(
1− 1√

1− b2/a2

)
1b 6=0 ,

et
1

2π

∫ π

−π
ln
(
a+ b cos t

)
dt = ln a+ 2 ln

[
cos

(
arcsin(b/a)

2

) ]
.

Démonstration. Soit a > 0 et soit b ∈ (−a, a). Nous calculons d’abord la première intégrale en effectuant
le changement de variable θ = tan(t/2). Nous obtenons alors

1

2π

∫ π

−π

dt

a+ b cos t
=

1

2π

∫
R

2 dθ

a
(
1 + θ2

)
+ b
(
1− θ2

) =
1

2π

∫
R

2 dθ

(a+ b) + (a− b)θ2
.

Nous faisons ensuite le changement de variable

θ = u

√
a+ b

a− b
,

ce qui nous donne

1

2π

∫ π

−π

dt

a+ b cos t
=

1

2π
√
a2 − b2

∫
R

2 du

1 + u2
=

1√
a2 − b2

.

Nous en déduisons que pour b 6= 0,

1

2π

∫ π

−π

cos t

a+ b cos t
dt =

1

2πb

∫ π

−π

(
1− a

a+ b cos t

)
dt =

1

b

(
1− 1√

1− b2/a2

)
.

Enfin, nous définissons la fonction

fa : b ∈ (−a, a) 7−→ 1

2π

∫ π

−π
ln
(
a+ b cos t

)
dt .
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Cette fonction est paire et C1, et nous avons pour 0 < b < a,

f ′a(b) =
1

2π

∫ π

−π

cos t

a+ b cos t
dt =

1

b

(
1− 1√

1− b2/a2

)
.

Nous en déduisons que pour 0 < b < a,

fa(b) = fa(0) +

∫ b

0

f ′a(x) dx = ln a+

∫ b

0

dx

x

(
1− 1√

1− x2/a2

)
= ln a+

∫ b
a

0

dt

t

(
1− 1√

1− t2

)
.

Avec le changement de variable θ = arcsin t, il vient

fa(b)− ln a =

∫ arcsin(b/a)

0

(cos θ) dθ

sin θ

(
1− 1

cos θ

)
=

∫ arcsin(b/a)

0

cos θ − 1

sin θ
dθ

= −
∫ arcsin(b/a)

0

sin
(
θ/2
)

cos
(
θ/2
) dθ = 2 ln

[
cos

(
arcsin(b/a)

2

) ]
,

ce qui termine la preuve du lemme.

Nous en déduisons que pour λ+ |µ| < 1/2,

lim
n→∞

Λn(λ, µ, ν) = Λ(λ, µ, ν) ,

avec

Λ(λ, µ, ν) = − ln(1− 2λ)

2
− ln cos

[
1

2
arcsin

(
2µ

1− 2λ

) ]
+

ν2

2(1− 2λ− 2µ)
. (3.6)

Si λ+ µ > 1/2 alors nous avons 1− 2λ− 2µ 6 0 et donc pour tout n > 1,

F
(
1− 2λ− 2µαnn, ν

√
n
)

= F
(
1− 2λ− 2µ, ν

√
n
)

= +∞ ,

ce qui entraîne que Λn(λ, µ, ν) = +∞. Si λ− µ > 1/2, alors nous avons

lim
n→∞

1− 2λ− 2µαnbn/2c = 1− 2λ+ 2µ < 0 ,

d’où Λn(λ, µ, ν) = +∞ à partir d’un certain rang. Enfin, le comportement pour (λ, µ, ν) ∈ R3 tel
que λ+µ < 1/2 mais λ−µ = 1/2 dépend de la parité de n. Si n est pair alors nous avons αnn/2 = −1 et
donc Λn(λ, µ, ν) = +∞. En revanche, si n est impair, nous avons αnj > −1 pour tout j ∈ {1, . . . , n},
et donc nous avons la même expression (3.4), c’est-à-dire

Λ(λ, µ, ν) = − ln(1− 2λ)

2
− 1

2n

n∑
j=1

ln

[
1 + cos

(
2jπ

n

) ]
+

ν2

4
(
1− 2λ)

.

La somme n’est alors plus la somme de Riemann d’une fonction continue sur un segment, puisque la
fonction f : t 7→ ln(1 + cos t) n’est pas définie en t = π. Cependant, comme n est impair, nous pouvons
écrire

− 1

2n

n∑
j=1

ln

[
1 + cos

(
2jπ

n

) ]
=

ln 2

2n
− 1

n

bn/2c∑
j=0

fn

(
2jπ

n

)
,

où la fonction fn est donnée par

fn : t ∈ [0, π) 7−→ ln

[
1 + cos

(
2π

n

⌊
nt

2π

⌋) ]
.



44 Chapitre 3. Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions à longue portée

Nous avons alors

1

n

bn/2c∑
j=0

fn

(
2jπ

n

)
=

1

2π

∫ π

0

fn(t) dt+
1

2n
fn

(
2π bn/2c

n

)
=

1

2π

∫ π

0

fn(t) dt+ o(1) ,

puisque

fn

(
2π bn/2c

n

)
= ln

[
1 + cos

(
2π bn/2c

n

) ]
= ln

[
1− cos

(π
n

) ]
= O

(
lnn

)
.

Or, par décroissance de la fonction t 7→ ln(1 + cos t) sur [0, π), nous avons

∀t ∈ [0, π) ln(1 + cos t) 6 fn(t) 6 ln 2 .

Quand t→ π avec t < π, nous avons ln(1 + cos t) = O
(

ln(π − t)
)
, et donc la fonction

t 7−→ (ln 2) ∨
(
− ln(1 + cos t)

)
est intégrable sur [0, π). Nous pouvons donc déduire du théorème de convergence dominée que

lim
n→∞

∫ π

0

fn(t) dt =

∫ π

0

lim
n→∞

fn(t) dt =

∫ π

0

ln
(
1 + cos t

)
dt ,

et donc finalement

lim
n→∞

Λn(λ, µ, ν) = − ln(1− 2λ)

2
− 1

2π

∫ π

0

ln
(
1 + cos t

)
dt+

ν2

4
(
1− 2λ)

.

Nous écrivons ensuite∫ π

0

ln
(
1 + cos t

)
dt =

∫ π

0

lim
b→
<

1
ln
(
1 + b cos t

)
dt = lim

b→
<

1

∫ π

0

ln
(
1 + b cos t

)
dt ,

en utilisant par exemple le théorème de convergence monotone séparément sur [0, π/2] et [π/2, π]. Nous
avons alors, d’après la dernière formule du lemme 1,

1

2π

∫ π

0

ln
(
1 + cos t

)
dt = lim

b→
<

1
ln

[
cos

(
arcsin b

2

) ]
= ln cos

[
1

2
arcsin

(
2µ

1− 2λ

) ]
.

Ainsi, pour n impair, si λ + µ < 1/2 et λ − µ = 1/2, nous retrouvons la même fonction limite Λ dont
l’expression est donnée par (3.6). Pour récapituler, nous avons

∀(λ, µ, ν) ∈ R3 lim
n→∞

Λ2n(λ, µ, ν) = Λp(λ, µ, ν) et lim
n→∞

Λ2n+1(λ, µ, ν) = Λi(λ, µ, ν) ,

où les fonctions limites Λp et Λi sont données par

Λp(λ, µ, ν) =

Λ(λ, µ, ν) si λ+ |µ| < 1

2
,

+∞ sinon,

et

Λi(λ, µ, ν) =

Λ(λ, µ, ν) si λ+ µ <
1

2
et λ− µ 6 1

2
,

+∞ sinon.
Ce petit hiatus entre les indices pairs et impairs est sans gravité puisque les fonctions Λi et Λp diffèrent
seulement sur l’ensemble {λ− µ = 1/2}. Or, comme nous allons le voir, pour reprendre le vocabulaire
de [DZ10], ces points ne sont pas des « hyperplans exposants », ce qui a pour conséquence que les deux
fonctions ont la même transformée de Fenchel-Legendre. Ainsi le théorème de Gärtner-Ellis appliqué
séparément aux entiers pairs d’une part et aux entiers impairs d’autre part nous donnera deux principes
de grandes déviations avec la même fonction de taux pour les entiers pairs et impairs, ce qui revient
donc à un seul principe de grandes déviations avec cette fonction de taux pour tout n.
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1.2 Transformée de Fenchel-Legendre
Nous déterminons maintenant la transformée de Fenchel-Legendre de la fonction Λp, qui est définie

par
Λ?p : (x, y, z) ∈ R3 7−→ sup

(λ, µ, ν)∈R3

(
λx+ µy + νz − Λp(λ, µ, ν)

)
, (3.7)

et qui est à valeurs dans (−∞,+∞]. Pour calculer cette transformée de Fenchel-Legendre, nous uti-
lisons le fait que la fonction Λp est différentiable sur tout l’ouvert sur lequel elle est finie. Rappelons
l’expression (3.5) de Λp, valable pour λ+ |µ| < 1/2 :

Λp(λ, µ, ν) = − 1

4π

∫ π

−π
ln
(
1− 2λ− 2µ cos t

)
dt+

ν2

2(1− 2λ− 2µ)
.

Avec les résultats du lemme 1, nous calculons donc, pour λ+ |µ| < 1/2,

∂Λp
∂λ

(λ, µ, ν) =
1

2π

∫ π

−π

dt

1− 2λ− 2µ cos t
+

2ν2

2(1− 2λ− 2µ)2
=

1√
(1− 2λ)2 − 4µ2

+
ν2

(1− 2λ− 2µ)2
,

puis

∂Λp
∂µ

(λ, µ, ν) =
1

2π

∫ π

−π

cos t dt

1− 2λ− 2µ cos t
+

2ν2

2(1− 2λ− 2µ)2

=
1

2µ

(
1− 2λ√

(1− 2λ)2 − 4µ2
− 1

)
1µ6=0 +

ν2

(1− 2λ− 2µ)2
,

et enfin
∂Λp
∂ν

(λ, µ, ν) =
ν

1− 2λ− 2µ
.

Soit (x, y, z) ∈ R3. Nous recherchons le supremum de l’application

(λ, µ, ν) ∈ R3 7−→ λx+ µy + νz − Λp(λ, µ, ν) . (3.8)

Pour tout n, la fonction génératrice des cumulants Λn est convexe, et donc la fonction limite Λp est elle
aussi convexe. Par conséquent la fonction ci-dessus est concave. Ainsi, si elle admet un point critique
alors celui-ci est automatiquement un maximum global. Ainsi, nous recherchons un point critique de la
fonction (3.8), c’est-à-dire une solution du système

x =
∂Λp
∂λ

=
1√

(1− 2λ)2 − 4µ2
+

ν2

(1− 2λ− 2µ)2

y =
∂Λp
∂µ

=
1

2µ

(
1− 2λ√

(1− 2λ)2 − 4µ2
− 1

)
1µ6=0 +

ν2

(1− 2λ− 2µ)2

z =
∂Λp
∂ν

=
ν

1− 2λ− 2µ
,

qui est équivalent au système simplifié :

x− z2 =
1√

(1− 2λ)2 − 4µ2

y − z2 =
1

2µ

(
1− 2λ√

(1− 2λ)2 − 4µ2
− 1

)
1µ6=0

z =
ν

1− 2λ− 2µ
.
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Pour résoudre ce système, nous nous limitons à (x, y, z) ∈ Ω, où Ω est l’ouvert défini en (3.1). Nous
prenons donc (x, y, z) ∈ Ω, et nous notons x̃ = x − z2 et ỹ = y − z2. Nous avons ainsi |ỹ| < x̃. Le
système admet alors une solution qui s’écrit

λ?(x, y, z) =
1

2
− x̃2 + ỹ2

2x̃(x̃2 − ỹ2)

µ?(x, y, z) =
ỹ

x̃2 − ỹ2

ν?(x, y, z) =
z(x̃− ỹ)

x̃(x̃+ ỹ)
.

Ainsi, nous avons trouvé un point critique de la fonction (3.8), qui est donc un maximum global, puisque
cette fonction est concave. Nous avons donc

∀(x, y, z) ∈ Ω Λ?p(x, y, z) = xλ? + yµ? + zν? − Λp
(
λ?, µ?, ν?

)
.

Nous calculons donc, d’une part,

xλ? + yµ? + zν? =
x

2
− x(x̃2 + ỹ2)

2x̃(x̃2 − ỹ2)
+

yỹ

x̃2 − ỹ2
+ z2 x̃− ỹ

x̃(x̃+ ỹ)

=
x

2
− 1

2

x̃2 + ỹ2

x̃2 − ỹ2
− z2

2x̃

x̃2 + ỹ2

x̃2 − ỹ2
+

ỹ2

x̃2 − ỹ2
+ z2 ỹ

x̃2 − ỹ2
+ z2 x̃− ỹ

x̃(x̃+ ỹ)

=
x

2
− 1

2
+

z2

2x̃(x̃2 − ỹ2)

(
2(x̃− ỹ)2 + 2x̃ỹ − x̃2 − ỹ2

)
=

x− 1

2
+
z2(x̃− ỹ)

2x̃(x̃+ ỹ)
, (3.9)

et d’autre part,

Λp
(
λ?, µ?, ν?

)
= −

ln
(
1− 2λ?

)
2

− ln cos

[
1

2
arcsin

(
2µ?

1− 2λ?

) ]
+

(
ν?
)2

2
(
1− 2λ? − 2µ?

)
= −1

2
ln

(
x̃2 + ỹ2

x̃(x̃2 − ỹ2)

)
− 1

2
ln cos2

[
1

2
arcsin

(
2x̃ỹ

x̃2 + ỹ2

) ]
+
z2(x̃− ỹ)

2x̃(x̃+ ỹ)
. (3.10)

Nous écrivons alors

cos2

[
1

2
arcsin

(
2x̃ỹ

x̃2 + ỹ2

) ]
=

1

2

[
1 + cos arcsin

(
2x̃ỹ

x̃2 + ỹ2

) ]

=
1

2

(
1 +

√
1− 4x̃2ỹ2

(x̃2 + ỹ2)2

)

=
1

2

(
1 +

x̃2 − ỹ2

x̃2 + ỹ2

)
=

x̃2

x̃2 + ỹ2
.

En remplaçant dans (3.10), il vient

Λp
(
λ?, µ?, ν?

)
= − ln x̃

2
+

ln
(
x̃2 − ỹ2

)
2

+
z2(x̃− ỹ)

2x̃(x̃+ ỹ)
. (3.11)
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Ainsi, en injectant (3.9) et (3.11) dans l’expression (3.7) de Λ?p, nous obtenons

∀(x, y, z) ∈ Ω Λ?p(x, y, z) = xλ? + yµ? + zν? − Λp
(
λ?, µ?, ν?

)
=

x− 1

2
+

ln x̃

2
−

ln
(
x̃2 − ỹ2

)
2

=
x− 1

2
+

ln x̃

2
− ln(x̃− ỹ)

2
− ln(x̃+ ỹ)

2

=
x− 1

2
+

ln x̃

2
− ln(x− y)

2
− ln x̃

2
− 1

2
ln

(
1 +

ỹ

x̃

)
=

x− 1− lnx

2
− 1

2
ln
(

1− y

x

)
− 1

2
ln

(
1 +

y − z2

x− z2

)
.

Remarquons que l’expression obtenue tend vers +∞ quand x − y → 0 ou quand x + y − 2z2 → 0,
c’est-à-dire aux bords du domaine Ω. Or la transformée de Fenchel-Legendre d’une fonction convexe est
elle-même convexe, donc la fonction Λ?p : R3 → (−∞,+∞] est convexe. Ainsi, pour tout (x, y, z) ∈ R3\Ω,
en considérant la fonction convexe

f : t ∈ [0, 1] 7−→ Λ?p(1− t+ tx, ty, tz) ,

qui tend vers +∞ quand t tend vers

τ = sup
{
t ∈ [0, 1] : (1− t+ tx, ty, tz) ∈ Ω

}
,

nous en déduisons que Λ?p(x, y, z) = f(1) = +∞. Ce n’est pas étonnant puisque, comme nous l’avons vu,
la loi du triplet (Tn, Hn, Sn)/n ne charge pas l’ensemble R3\Ω. Enfin, le calcul que nous avons mené vaut
également pour Λi, puisque le point critique (λ?, µ?, ν?) reste à l’intérieur du domaine {λ+ |µ| < 1/2},
sur lequel les deux fonctions Λp et Λi coïncident. Nous avons donc, pour tout (x, y, z) ∈ R3,

Λ?p(x, y, z) = Λ?i (x, y, z) =


1

2

[
x− 1− lnx− ln

(
1− y

x

)
− ln

(
1 +

y − z2

x− z2

) ]
si (x, y, z) ∈ Ω ,

+∞ sinon.

1.3 Principe de grandes déviations
Nous souhaitons maintenant utiliser le théorème de Gärtner-Ellis, dont nous rappelons ici l’énoncé,

en reprenant essentiellement la formulation du théorème 2.3.6 de [DZ10].

Théorème 14 (Gärtner-Ellis). Soit (Xn)n∈N une suite de vecteurs aléatoires à valeurs dans Rd de
loi νn. Supposons que pour tout λ ∈ Rd, la limite

Λ(λ) = lim
n→∞

1

n
ln νn

(
en〈λ,Xn〉

)
existe dans (−∞, +∞]. Supposons également que l’origine appartient à l’intérieur du domaine

DΛ =
{
λ ∈ Rd : Λ(λ) < +∞

}
.

Notons Λ? la transformée de Fenchel-Legendre de Λ, définie par

Λ? : x ∈ Rd 7−→ sup
λ∈Rd

(
〈λ, x〉 − Λ(λ)

)
.

Alors nous avons, pour tout fermé F ,

lim sup
n→∞

ln νn(F )

n
6 − inf

F
Λ? ,
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et pour tout ouvert O,

lim inf
n→∞

ln νn(O)

n
> − inf

O∩G
Λ? ,

où
G =

{
x ∈ Rd : ∃λ ∈ D◦Λ ∀y ∈ Rd\ {x} 〈λ, x〉 − Λ?(x) > 〈λ, y〉 − Λ?(y)

}
.

Si, de plus, Λ est semi-continue inférieurement, différentiable sur D◦Λ et si |∇Λ(λn)| → ∞ pour toute
suite (λn) de D◦Λ qui converge vers un point du bord de D◦Λ, alors la suite (νn) satisfait un principe de
grandes déviations de bonne fonction de taux Λ?.

Pour les entiers impairs, nous pouvons appliquer le dernier point du théorème, puisque la fonction Λi
est bien semi-continue inférieurement, différentiable sur {λ+ |µ| < 1/2} et le gradient de Λi diverge
bien au bord du domaine. En revanche, pour les entiers pairs, il y a une petite difficulté due au fait que
la fonction Λp n’est pas semi-continue inférieurement. Mais, la fonction Λ?p étant strictement convexe,
l’ensemble noté G dans l’énoncé du théorème vaut G = Ω. Pour tout ouvert O, nous avons donc

inf
O∩G

Λ?p = inf
O

Λ?p .

Ainsi, nous obtenons bien un principe de grandes déviations de bonne fonction de taux Λ?p = Λ?i à la
fois pour les entiers pairs et les entiers impairs, ce qui équivaut à un principe de grandes déviations pour
tous les entiers. Pour en déduire un principe de grandes déviations dans notre modèle modifié µ̂n, nous
utilisons une version simplifiée du corollaire B.8 de [Gor15], qui découle du lemme de Varadhan. Un
espace topologique X est dit séparé si, pour tous x, y ∈ X distincts, il existe deux ouverts disjoints U
et V tels que x ∈ U et y ∈ V . Un espace topologique X est dit régulier s’il est séparé et si, pour tout
fermé F de X et pour tout x ∈ X\F , il existe deux ouverts disjoints U et V tels que F ⊂ U et x ∈ V .

Lemme 2 (Cas particulier du corollaire B.8 dans [Gor15]). Soit X un espace topologique régulier muni
de sa tribu borélienne B. Soit (νn)n∈N une suite de mesures de probabilité sur X qui satisfait le principe
de grandes déviations de bonne fonction de taux I. Soit f : X → R une fonction continue et bornée.
Pour tout n ∈ N, notons ν̂n la mesure de probabilité sur X de densité

x 7−→ enf(x)

(∫
X
enf(y)dνn(y)

)−1

par rapport à νn. Alors (ν̂n)n∈N suit un principe de grandes déviations de bonne fonction de taux

J = I − f − inf
X

(I − f) .

Rappelons que notre modèle µ̂n est défini par

dµ̂n =
1

Zn
exp

(
nHn

2Tn

)
dµn .

Notons νn la loi du triplet (
Tn
n
,
Hn

n
,
Sn
n

)
sous µn, et notons ν̂n la loi du même triplet sous µ̂n. Rappelons que nous avons νn

(
Ω
)

= 1. Définissant
la fonction

f : (x, y, z) ∈ Ω 7−→ y

2x
,

qui est bien continue et bornée sur Ω, la loi ν̂n a une densité

x ∈ Ω 7−→ enf(x)

(∫
Ω

enf(y)dνn(y)

)−1
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par rapport à la mesure νn. Nous pouvons donc appliquer le lemme 2 et en déduire que, sous µ̂n, le
triplet (

Tn
n
,
Hn

n
,
Sn
n

)
satisfait un principe de grandes déviations de fonction de taux

J : (x, y, z) ∈ R3 7−→

{
I(x, y, z)− inf

Ω
I si (x, y, z) ∈ Ω ,

+∞ sinon.
(3.12)

où

I(x, y, z) = Λ?p(x, y, z)−
y

2x
=

1

2

[
x− 1− lnx− ln

(
1− y

x

)
− ln

(
1 +

y − z2

x− z2

)
− y

x

]
.

Nous recherchons donc l’infinimum de I sur Ω. Pour tout (x, y, z) ∈ Ω, nous avons

∂I

∂z
(x, y, z) =

4z

x+ y − 2z2
− 2z

x− z2
=

2(x− y)z

(x− z2)(x+ y − 2z2)
,

qui est du signe de z puisque, par définition du domaine Ω, nous avons x > y, x > z2 et x + y > 2z2.
Ainsi, pour x et y fixés, la fonction z 7→ I(x, y, z) est minimale en z = 0. Nous en déduisons que

inf
Ω
I = inf

|y|<x
I(x, y, 0) .

Or, pour x > 0 et y ∈ (−x, x), nous avons

∂I

∂y
(x, y, 0) =

1

x− y
− 1

x+ y
− 1

x
=

y2 + 2xy − x2

x(x+ y)(x− y)
=

[
y −

(√
2− 1

)
x
][
y +

(√
2 + 1

)
x
]

x(x+ y)(x− y)
.

qui est du signe de y −
(√

2− 1
)
x puisque y +

(√
2 + 1

)
x > x

√
2 > 0. Ainsi, pour tout x > 0 fixé, la

fonction (y, z) 7→ I(x, y, z) est minimale en y =
(√

2− 1
)
x et z = 0. Nous avons alors, pour tout x > 0,

∂

∂x
I
(
x,
(√

2− 1
)
x, 0

)
= 1− 1

x
,

ce qui montre finalement que

inf
Ω
I = I

(
1,
√

2− 1, 0
)

= − ln
(
2−
√

2
)
− ln 2

2
−
√

2 + 1

2
= − ln 2− ln

(√
2− 1

)
−
√

2 + 1

2
.

En remplaçant dans (3.12), nous obtenons donc bien le résultat annoncé par le théorème 12. De plus,
comme ce point est le seul point critique de J , et étant donné que J(x, y, z) → +∞ aux bords du
domaine Ω, nous en déduisons que pour tout voisinage ouvert V de

(
1,
√

2− 1, 0
)
, nous avons

lim sup
n→∞

ln ν̂n
(
R3\V

)
n

6 − inf
R3\V

J < 0 ,

d’où
lim
n→∞

ν̂n
(
R3\V

)
= 0 ,

ce qui démontre la convergence en probabilité annoncée dans le théorème 13. Pour aller un peu plus
loin, nous pouvons calculer la Hessienne de J en son minimum, qui vaut

Hess J
(
1,
√

2− 1, 0
)

=
1

2

3−
√

2 −
√

2 0

−
√

2 2 +
√

2 0

0 0 2
√

2− 2

 . (3.13)

Le dernier coefficient de cette matrice nous permet donc de deviner le résultat du théorème 4, à savoir
que

Sn√
n

L−→
n→+∞

N
(

0,
1√

2− 1

)
= N

(
0,
√

2 + 1
)
.

La preuve de cette convergence en loi est l’objet de la partie 3 qui suit.
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2 Quelques lemmes techniques
Nous rassemblons ici plusieurs résultats préliminaires qui nous seront utiles dans les parties suivantes.

2.1 Comportement de la température
Comme nous l’avons vu dans le théorème 13, dans le cas dn = 1 nous avons la convergence en

probabilité
Tn
n

n→∞−→ 1 .

Mais nous pouvons être bien plus précis : en effet, comme le montre le lemme ci-dessous, la température
a le même comportement dans notre modèle µ̂n que dans le cas de variables indépendantes, et ce quelle
que soit la portée d’interaction dn.

Lemme 3. Sous µ̂n, nous avons la convergence en loi

Tn − n√
n

L−→
n→+∞

N (0, 2) .

Démonstration. Si Y1, . . . , Yn sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes (c’est-à-
dire distribuées suivant µn), alors nous allons montrer que les variables

Tn = Y 2
1 + · · ·+ Y 2

n et
(
Y 2

1

Tn
, . . . ,

Y 2
n

Tn

)
sont indépendantes. Soient donc g : R→ R et h : Rn → R des fonctions continues et bornées. Posons

In = µn

[
g
(
Tn
)
h

(
Y 2

1

Tn
, . . . ,

Y 2
n

Tn

) ]
.

Nous écrivons, en notant Tn = y2
1 + · · ·+ y2

n,

In =
1

(2π)n/2

∫
Rn
dy1 . . . dyn g

(
Tn
)
h

(
y2

1

Tn
, . . . ,

y2
n

Tn

)
e−Tn/2

=

(
2

π

)n/2 ∫
(0,∞)n

dy1 . . . dyn g
(
Tn
)
h

(
y2

1

Tn
, . . . ,

y2
n

Tn

)
e−Tn/2 .

Nous effectuons pour tout i ∈ {1, . . . , n} le changement de variable zi = y2
i , ce qui nous donne

In =
1

(2π)n/2

∫
(0,∞)n

dz1 . . . dzn√
z1 . . .

√
zn
g
(
z1 + · · ·+ zn

)
h

(
z1

z1 + · · ·+ zn
, . . . ,

zn
z1 + · · ·+ zn

)
× exp

(
−z1 + · · ·+ zn

2

)
.

Nous posons ensuite zn = t− z1 − · · · − zn−1, pour obtenir

In =
1

(2π)n/2

∫
(0,∞)n−1

dz1 . . . dzn−1√
z1 . . .

√
zn−1

∫ +∞

0

dt
1z1+···+zn−1<t√

t− z1 − · · · − zn−1
g(t)

× h
(
z1

t
, . . . ,

zn−1

t
, 1− z1 + · · ·+ zn−1

t

)
e−t/2 .

Nous pouvons alors permuter les deux intégrales en vertu du théorème de Fubini, puisque la fonction

(z1, . . . , zn−1, t) ∈ (0,∞)n 7−→
1z1+···+zn−1<t e

−t/2
√
z1 . . .

√
zn−1

√
t− z1 − · · · − zn−1
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est intégrable. Nous obtenons alors

In =
1

(2π)n/2

∫ +∞

0

dt g(t)e−t/2
∫

(0,∞)n−1

1z1+···+zn−1<t dz1 . . . dzn−1√
z1 . . .

√
zn−1

√
t− z1 − · · · − zn−1

× h
(
z1

t
, . . . ,

zn−1

t
, 1− z1 + · · ·+ zn−1

t

)
.

Enfin, avec le changement de variable zi = tui pour i = 1, . . . , n− 1, il vient

In =
1

(2π)n/2

∫ +∞

0

dt g(t)e−t/2t(n−2)/2

×
∫

(0,∞)n−1

1u1+···+un−1<1 du1 . . . dun−1√
u1 . . .

√
un−1

√
1− u1 − · · · − un−1

h
(
u1, . . . , un−1, 1− u1 − · · · − un−1

)
.

En appliquant le calcul précédent d’une part à la fonction constante g ≡ 1 et d’autre part à la fonction
constante h ≡ 1, nous en déduisons que

In = µn

[
g
(
Tn
)]
µn

[
h

(
Y 2

1

Tn
, . . . ,

Y 2
n

Tn

) ]
,

ce qui démontre bien que les variables Tn et(
Y 2

1

Tn
, . . . ,

Y 2
n

Tn

)
sont indépendantes. Nous en déduisons que sous la loi µn, la variable Tn est indépendante de la variable

exp

(
nHn

2Tn

)
= exp

 n

2

n∑
j=1

αnj
Y 2
j

Tn

 .

Nous avons donc, pour toute fonction g : R→ R continue et bornée,

µ̂n

[
g
(
Tn
)]

=
1

Zn
µn

[
exp

(
nHn

2Tn

)
g
(
Tn
) ]

=
1

Zn
µn

[
exp

(
nHn

2Tn

)]
µn

[
g
(
Tn
)]

= µn

[
g
(
Tn
)]
,

c’est-à-dire que la variable Tn a même loi sous µ̂n que sous µn. Or, sous la loi µn, les variables Yj sont
par définition des gaussiennes centrées réduites indépendantes, et donc le théorème central limite nous
assure que

Tn − n√
n

=
Tn − nµn

(
Y 2

1

)
√
n

L−→
n→+∞

N
(
0, σ2

)
,

avec
σ2 = µn

(
Y 4

1

)
− µn

(
Y 2

1

)2
= 3− 1 = 2 ,

d’où la convergence en loi annoncée.

2.2 Étude du spectre
Rappelons que les valeurs propres du Hamiltonien son données par la formule (2.7), qui nous donne

∀j ∈ {1, . . . , n} αnj =
1

dn

dn∑
m=1

cos

(
2jmπ

n

)
.
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La valeur propre αnn vaut toujours 1 quelle que soit la portée d’interaction et, comme Sn =
√
nYn, nous

pouvons donc écrire

Hn =

n∑
j=1

αnj Y
2
j =

n−1∑
j=1

αnj Y
2
j + Y 2

n =

n−1∑
j=1

αnj Y
2
j +

S2
n

n
.

Le terme S2
n/n correspond précisément au Hamiltonien dans le cas 2dn = n− 1, c’est-à-dire au modèle

en champ moyen. Le comportement de notre modèle résulte donc de la compétition entre ces deux
termes, et nous allons montrer que, dans le régime dn � n3/4, le second terme l’emporte pour donner
un comportement identique au modèle en champ moyen, tandis que dans le régime dn ∼ λn3/4, les
deux termes deviennent du même ordre de grandeur, ce qui aboutit à une loi limite différente. Ainsi,
toute la question réside dans le contrôle de ces n− 1 premières valeurs propres. Nous nous intéressons
donc notamment aux extrema du spectre (en excluant cette valeur propre particulière αnn = 1), et nous
notons

Mn = max
{
αnj : 1 6 j 6 n− 1

}
et mn = max

{
− αnj : 1 6 j 6 n− 1

}
. (3.14)

Pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1}, nous pouvons écrire

αnj =
1

dn
Re

dn∑
m=1

e2ijmπ/n

=
1

dn
Re

(
e2ijπ/n e

2ijdnπ/n − 1

e2ijπ/n − 1

)
=

cos
(
j(dn + 1)π/n

)
sin
(
jdnπ/n

)
dn sin

(
jπ/n

) (3.15)

=
1

2dn

(
sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin
(
jπ/n

) − 1

)
. (3.16)

Remarquons que les valeurs propres sont symétriques, c’est-à-dire que pour tout j ∈
{

1, . . . , n − 1
}
,

nous avons αnn−j = αnj . Par ailleurs, il découle de la formule (3.15) que

∀j ∈
{

1, . . . ,
⌊n

2

⌋} ∣∣αnj ∣∣ 6 1

dn sin(jπ/n)
6

n

2dnj
. (3.17)

Nous pouvons en déduire que

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ 6 2

bn/2c∑
j=1

n

2dnj
= O

(
n lnn

dn

)
, (3.18)

et aussi, de la même façon,
n−1∑
j=1

(
αnj
)2

= O

(
n2

d2
n

)
. (3.19)

Cette dernière inégalité ne donne pas le bon ordre de grandeur, comme nous pouvons le voir en faisant
le calcul exact avec la trace du carré de la forme quadratique Hn, mais cette majoration nous suffira
(d’ailleurs, nous ne l’utilisons que dans la preuve du lemme 19).

2.3 Les valeurs propres dans le régime du théorème 5
Nous démontrons maintenant quelques propriétés de ces valeurs propres dans le régime où

2dn
n→∞∼ λn avec λ ∈ (0, 1) . (3.20)
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Lemme 4. Dans le régime donné par (3.20), pour tout j > 1 fixé, nous avons

lim
n→∞

αnj = sinc(jλπ) ,

où sinc désigne la fonction x 7→ sinx/x. De plus, il existe une constante K > 0 telle que

∀n > 3 ∀j ∈
{

1, . . . ,
⌊n

2

⌋} ∣∣αnj − sinc(jλπ)
∣∣ 6 Kj

n
+K

∣∣∣∣ 2dn
n
− λ

∣∣∣∣ .
Démonstration. Nous écrivons, avec un O valable de manière uniforme pour tous les j 6 bn/2c,

sin

(
jπ

n

)
=

jπ

n

[
1 +O

(
j2

n2

) ]
.

Or la fonction x 7→ sinx/x est minorée par une constante strictement positive sur [0, π/2], donc nous
pouvons prendre l’inverse de ce développement limité, ce qui nous donne

1

sin
(
jπ/n

) =
n

jπ

[
1 +O

(
j2

n2

) ]
.

Nous avons aussi, toujours avec un O uniforme pour tous les j 6 bn/2c,

sin

(
(2dn + 1)jπ

n

)
= sin

(
2dnjπ

n

)
+O

(
j

n

)
.

En utilisant la formule (3.16) pour αnj , nous en déduisons que

αnj =
sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
2dn sin

(
jπ/n

) − 1

2dn

=
sin
(
2dnjπ/n

)
+O

(
j/n
)

2dnjπ/n

[
1 +O

(
j2

n2

) ]
+O

(
1

n

)
= sinc

(
2dnjπ

n

)
+O

(
j

n

)
. (3.21)

Nous poursuivons le développement en écrivant, d’après le théorème des accroissements finis,

sinc

(
2dnjπ

n

)
− sinc(jλπ) =

(
2dn
n
− λ
)
jπ sinc′(τn,j) ,

avec
τn,j ∈

[
2dnjπ

n
, jλπ

]
∪
[
jλπ,

2dnjπ

n

]
.

Or nous avons, pour tout x > 0,∣∣x sinc′(x)
∣∣ =

∣∣∣∣x(cosx

x
− sinx

x2

) ∣∣∣∣ = |cosx− sincx| 6 2 .

Nous avons donc, uniformément par rapport à j et n,∣∣jπ sinc′(τn,j)
∣∣ 6 2jπ

τn,j
= O(1) ,

et donc
sinc

(
2dnjπ

n

)
− sinc(jλπ) = O

(
2dn
n
− λ
)
. (3.22)
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En combinant (3.21) et (3.22), nous obtenons donc

αnj − sinc(jλπ) = O

(
j

n

)
+O

(
2dn
n
− λ
)
,

et ce uniformément pour tous les j 6 bn/2c, ce qui démontre le lemme.

Concernant les extrema du spectre définis par (3.14), nous démontrons :

Lemme 5. Dans le régime (3.20), la plus grande et la plus petite valeur propre vérifient :

lim
n→∞

Mn = sinc(λπ) et lim
n→∞

mn = Cλ ,

où la constante Cλ est donnée par

Cλ = −min
j>1

sinc(jλπ) . (3.23)

Démonstration. Tout d’abord, la symétrie des valeurs propres entraîne que

Mn = max
{
αn1 , . . . , α

n
bn/2c

}
et mn = −min

{
αn1 , . . . , α

n
bn/2c

}
.

Comme λ ∈ (0, 1), nous avons sin(λπ) > 0 et Cλ > 0, ce qui nous permet de définir

j0 =

⌈
2π

sin(λπ)

⌉
∨
⌈

2

λCλ

⌉
.

Soit n > 2j0. Pour tout j ∈
{
j0, . . . , bn/2c

}
, la majoration (3.17) nous apprend que∣∣αnj ∣∣ 6 n

2dnj
6

n

2dnj0
.

Or, quand n tend vers l’infini, nous avons

n

2dnj0

n→∞−→ 1

λj0
.

Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

n

2dnj0
6

2

λj0
,

ce qui implique que

max
j06j6bn/2c

∣∣αnj ∣∣ 6 2

λj0
.

Nous avons donc, d’après la limite donnée par le lemme 4,

Mn 6
(

max
16j6j0

αnj

)
∨ 2

λj0
6
(

max
16j6j0

αnj

)
∨ sinc(λπ)

n→∞−→
(

max
16j6j0

sinc(jλπ)
)
∨ sinc(λπ) = sinc(λπ) .

Or nous avons aussi
Mn > αn1

n→∞−→ sinc(λπ) ,

et donc par encadrement, nous avons bien Mn → sinc(λπ). De même, nous avons

mn 6
(
− min

16j6j0
αnj

)
∨ 2

λj0
6
(
− min

16j6j0
αnj

)
∨ Cλ

n→∞−→
(
− min

16j6j0
sinc(jλπ)

)
∨ Cλ 6 Cλ .

Comme sinc(jλπ)→ 0 quand j tend vers l’infini, il existe j1 > 1 tel que Cλ = −sinc(j1λπ), ce qui nous
permet d’écrire, pour n > j1,

mn > −αnj1
n→∞−→ −sinc(j1λπ) = Cλ ,

et donc nous avons bien mn → Cλ.
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Nous démontrons ensuite une inégalité qui nous sera utile pour des questions d’intégrabilité :

Lemme 6. Dans le régime (3.20), il existe une constante K > 0 telle que

∀n > 3 ∀a ∈ (0, n] ∀ε ∈ {−1, 1}
∣∣∣∣{ j ∈ {1, . . . , n− 1} : ε αnj >

1

a

}∣∣∣∣ > Ka− 2 .

Démonstration. Soient n > 3, a ∈ (0, n] et ε = (−1)η, avec η ∈ {0, 1}. Notons, pour k > 1,

jn,k =

⌈
4nk + 2nη + n− (2dn + 1)

2(2dn + 1)

⌉
.

Comme 4n > 2(2dn + 1), la suite (jn,k)k>1 est strictement croissante. Pour tout k > 1, nous avons

(2k + η)π +
π

2
− (2dn + 1)π

2n
6

(2dn + 1)jn,kπ

n
6 (2k + η)π +

π

2
+

(2dn + 1)π

2n
,

ce qui entraîne que

ε sin

(
(2dn + 1)jkπ

n

)
> sin

(
π

2
− (2dn + 1)π

2n

)
= cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
. (3.24)

Posons
Kn =

⌊
2dna

2(n+ 2dn)π
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
− 1

4
− 2dn + 1

4n
− η

2

⌋
.

Soit k ∈ {1, . . . , Kn}. Nous avons

n(2k + η)

2dn + 1
6

an

(n+ 2dn)π
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
− n

2(2dn + 1)
− 1

2
,

et donc

jn,k 6
an

(n+ 2dn)π
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
− n

2(2dn + 1)
− 1

2
+

n

2(2dn + 1)
− 1

2
+ 1

=
an

(n+ 2dn)π
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
.

Nous avons donc

2dn sin

(
jn,kπ

n

)
6 2dn

jn,kπ

n
6

2dna

n+ 2dn
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
.

En combinant cela avec (3.24), et en remarquant que jn,k < n, il vient

∀k ∈ {1, . . . , Kn}
∣∣∣αnjn,k ∣∣∣ > n+ 2dn

2dna
− 1

2dn
=

1

2dn

(n
a
− 1
)

+
1

a
>

1

a
.

Nous avons donc∣∣∣∣{ j ∈ {1, . . . , n− 1} :
∣∣αnj ∣∣ > 1

a

}∣∣∣∣ > Kn >
dna

(n+ 2dn)π
cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
− 2 .

Remarquons maintenant que

lim
n→∞

dn
(n+ 2dn)π

cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
=

λ

2(1 + λ)π
cos

(
λπ

2

)
,

et donc nous avons, à partir d’un certain rang n0,

dn
(n+ 2dn)π

cos

(
(2dn + 1)π

2n

)
>

λ

4(1 + λ)π
cos

(
λπ

2

)
.
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Nous avons donc, pour tout n > n0, pour tout a ∈ (0, n] et pour tout signe ε ∈ {−1, 1},∣∣∣∣{ j ∈ {1, . . . , n− 1} : ε αnj >
1

a

}∣∣∣∣ > λa

4(1 + λ)π
cos

(
λπ

2

)
− 2 .

Le résultat du lemme est donc vérifié pour

K =
λ

4(1 + λ)π
cos

(
λπ

2

)
∧ 2

n0
,

car nous avons alors, pour 0 < a 6 n 6 n0,

Ka− 2 6 Kn0 − 2 6 0 .

Nous obtenons donc bien l’inégalité voulue, avec une constante K qui ne dépend pas de a.

Nous énonçons maintenant un autre petit résultat qui nous sera utile en section 4.2 :

Lemme 7. La série ∑
j>1

sinc(jλπ)

converge et nous avons, quand j0 →∞,

+∞∑
j=j0

sinc(jλπ) = O

(
1

j0

)
.

Démonstration. Prenons 1 6 j0 6 j1. Notant, pour tout n > 0,

Sn =

n∑
j=0

sin(jλπ) = Im

(
ei(n+1)λπ − 1

eiλπ − 1

)
=

sin
(
(n+ 1)λπ/2

)
sin
(
nλπ/2

)
sin
(
λπ/2

) ,

nous remarquons que la suite (Sn)n∈N est bornée. Nous pouvons donc faire la transformation d’Abel :

j1∑
j=j0

sinc(jλπ) =

j1∑
j=j0

Sj − Sj−1

jλπ
=

j1∑
j=j0

Sj
jλπ

−
j1−1∑
j=j0−1

Sj
(j + 1)λπ

=

j1∑
j=j0

Sj
j(j + 1)λπ

− Sj0−1

j0λπ
+

Sj1
(j1 + 1)λπ

. (3.25)

La suite (Sn)n∈N étant bornée, nous avons, quand j →∞,

Sj
j(j + 1)λπ

= O

(
1

j2

)
donc la série ∑

j>j0

Sj
j(j + 1)λπ

converge. Ainsi, en faisant tendre j1 vers l’infini dans (3.25), il vient

+∞∑
j=j0

sinc(jλπ) =

+∞∑
j=j0

Sj
j(j + 1)λπ

− Sj0−1

j0λπ
= O

 +∞∑
j=j=0

1

j(j + 1)

+O

(
1

j0

)
= O

(
1

j0

)
,

ce qui termine la preuve du lemme.
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2.4 Les valeurs propres dans le régime intermédiaire
Nous étudions à présent le comportement des valeurs propres dans le régime où 1� dn � n. Nous

démontrons alors :

Lemme 8. Supposons que la portée d’interaction vérifie 1� dn � n. Alors pour tout j > 1 fixé, nous
avons, quand n→∞,

1− αnj
n→∞∼ 2d2

nj
2π2

3n2
. (3.26)

Si de plus dn � n2/3, alors il existe une constante K > 0 telle que, pour n > 3 et 1 6 j 6 bn/2c,∣∣∣∣∣ 1

1− αnj
− 3n2

2d2
nj

2π2

∣∣∣∣∣ 6 K (3.27)

et ∣∣∣∣∣ αnj
1− αnj

− 3n2

2d2
nj

2π2

∣∣∣∣∣ 6 K . (3.28)

Démonstration. Supposons que 1� dn � n. Soit j > 1 et soit n > 2j. Nous pouvons écrire, avec un O
uniforme par rapport à j et n,

sin

(
(2dn + 1)jπ

n

)
=

(2dn + 1)jπ

n

[
1− (2dn + 1)2j2π2

6n2
+O

(
d4
nj

4

n4

) ]
.

Nous avons par ailleurs, comme jπ/n 6 π/2,

1

sin(jπ/n)
=

n

jπ

[
1 +O

(
j2

n2

) ]
.

En reprenant la formule (3.16) pour αnj , nous obtenons donc, pour 1 6 j 6 bn/2c,

αnj =
sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
2dn sin(jπ/n)

− 1

2dn

=
(2dn + 1)jπ/n

2dnjπ/n

[
1− (2dn + 1)2j2π2

6n2
+O

(
d4
nj

4

n4

) ]
×

[
1 +O

(
j2

n2

) ]
− 1

2dn

=

(
1 +

1

2dn

)[
1− (2dn + 1)2j2π2

6n2
+O

(
j2

n2

)
+O

(
d4
nj

4

n4

) ]
− 1

2dn

= 1− (2dn + 1)2j2π2

6n2
+O

(
dnj

2

n2

)
+O

(
d4
nj

4

n4

)
= 1− 2d2

nj
2π2

3n2
+O

(
dnj

2

n2

)
+O

(
d4
nj

4

n4

)
. (3.29)

Nous en déduisons que

1− αnj =
2d2
nj

2π2

3n2

[
1 +O

(
1

dn

)
+O

(
d2
nj

2

n2

) ]
,

avec des O uniformes pour tous les j 6 bn/2c. À j fixé, nous obtenons bien l’équivalent (3.26), puisque
la portée d’interaction vérifie 1 � dn � n. Supposons maintenant que n2/3 � dn � n. Nous avons
alors

1− αnj =
2d2
nj

2π2

3n2

[
1 +O

(
d2
nj

2

n2

) ]
. (3.30)
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Afin de montrer (3.27), nous souhaitons prendre l’inverse de ce développement. Pour cela, nous pre-
nons j 6 n/(2dn + 1), et nous allons vérifier que la quantité entre crochets dans (3.30) est minorée par
une constante strictement positive. Nous repartons donc de la formule (3.16) selon laquelle

αnj =
sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
2dn sin(jπ/n)

− 1

2dn
. (3.31)

Une étude classique de fonctions nous permet de voir que pour tout x > 0,

x

(
1− x2

6

)
6 sinx 6 x

(
1− x2

6
+

x4

120

)
. (3.32)

Nous en déduisons que

sin

(
jπ

n

)
>

jπ

n

(
1− j2π2

6n2

)
.

Or nous avons, pour tout j 6 n/(2dn + 1),

j2π2

6n2
6

π2

6(2dn + 1)2
6

1

2

à partir d’un certain rang, puisque dn →∞. Nous en déduisons que

sin

(
jπ

n

)−1

6
n

jπ

(
1− j2π2

6n2

)−1

6
n

jπ

(
1 +

j2π2

3n2

)
, (3.33)

par convexité de la fonction u 7→ (1 − u)−1 sur [0, 1/2]. Nous utilisons maintenant l’autre côté de
l’encadrement (3.32) pour écrire, pour j 6 n/(2dn + 1),

sin

(
(2dn + 1)jπ

n

)
6

(2dn + 1)jπ

n

(
1− (2dn + 1)2j2π2

6n2
+

(2dn + 1)4j4π4

120n4

)
6

(2dn + 1)jπ

n

[
1−

(
π2

6
− π4

120

)
(2dn + 1)2j2

n2

]

6
(2dn + 1)jπ

n

(
1− (2dn + 1)2j2

2n2

)
. (3.34)

En utilisant (3.33) et (3.34) dans notre formule (3.31), il vient

αnj 6
2dn + 1

2dn

(
1 +

j2π2

3n2

)(
1− (2dn + 1)2j2

2n2

)
− 1

dn

6

(
1 +

1

2dn

)(
1 +

j2π2

3n2
− (2dn + 1)2j2

2n2

)
− 1

dn

= 1−
(

1 +
1

2dn

)(
1− 2π2

3(2dn + 1)2

)
(2dn + 1)2j2

2n2

= 1−
(

1 +
1

2dn

)3(
1− 2π2

3(2dn + 1)2

)
2d2
nj

2

n2
.

Comme dn →∞, nous en déduisons qu’à partir d’un certain rang, pour tout j 6 n/(2dn + 1),

1− αnj >
d2
nj

2

n2
.

Nous pouvons donc prendre l’inverse du développement (3.30), ce qui nous donne, avec un grand O
uniforme pour les j 6 n/(2dn + 1),

1

1− αnj
=

3n2

2d2
nj

2π2

[
1 +O

(
d2
nj

2

n2

) ]
. (3.35)
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En reprenant (3.29), nous avons également, pour j 6 n/(2dn + 1),

αnj = 1 +O

(
d2
nj

2

n2

)
+O

(
d4
nj

4

n4

)
= 1 +O

(
d2
nj

2

n2

)
.

En combinant cela avec (3.35), nous obtenons

αnj
1− αnj

=
3n2

2d2
nj

2π2

[
1 +O

(
d2
nj

2

n2

) ]
=

3n2

2d2
nj

2π2
+O(1) , (3.36)

avec un O uniforme pour tous les n > 3 et 1 6 j 6 n/(2dn + 1). Si en revanche j est tel que

n

2dn + 1
< j 6

⌊n
2

⌋
, (3.37)

alors la formule (3.15) implique que∣∣αnj ∣∣ 6 1

dn sin
(
jπ/n

) 6 1

dn sin
(
π/(2dn + 1)

) n→∞∼ 2

π
< 1 .

Nous avons donc, uniformément pour tous les indices j vérifiant (3.37),

1

1− αnj
= O(1) =

3n2

2d2
nj

2π2
+O(1) . (3.38)

Comme
∣∣αnj ∣∣ 6 1 pour tout j, nous en déduisons que, uniformément pour tous les indices j véri-

fiant (3.37),
αnj

1− αnj
= O(1) =

3n2

2d2
nj

2π2
+O(1) . (3.39)

Ainsi, en combinant (3.35) et (3.38), nous obtenons l’existence de K > 0 vérifiant (3.27). De même, la
majoration (3.28) découle de (3.36) et (3.39).

Concernant les extrema du spectre, nous démontrons cette fois-ci :

Lemme 9. Si 1� dn � n, alors les valeurs propres extrémales vérifient :

1−Mn
n→∞∼ 2π2d2

n

3n2
et lim inf

n→∞
mn > 0 .

Démonstration. Considérons la fonction

un : t ∈ (0, π) 7−→ sin t

sin
(
t/(2dn + 1)

) .
Cette fonction est dérivable et nous avons, pour tout t ∈ (0, π),

u′n(t) = sin

(
t

2dn + 1

)−2
[

cos t sin

(
t

2dn + 1

)
− sin t

2dn + 1
cos

(
t

2dn + 1

) ]
.

Nous en déduisons que pour tout t ∈ (0, π),

u′n(t) 6 0 ⇐⇒ cot t 6
1

2dn + 1
cot

(
t

2dn + 1

)
.

Si t ∈ [π/2, π), alors nous avons cot t 6 0 donc u′n(t) 6 0. Si t ∈ (0, π/2), alors nous avons

u′n(t) 6 0 ⇐⇒ tan t > (2dn + 1) tan

(
t

2dn + 1

)
,
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ce qui est bien vérifié, par convexité de la fonction tangente sur (0, π/2). Ainsi, la fonction un est
décroissante sur (0, π). Or, d’après la formule (3.16), nous avons, pour 1 6 j < n/(2dn + 1),

αnj =
1

2dn

[
un

(
(2dn + 1)jπ

n

)
− 1

]
.

Par décroissance de la fonction un, nous en déduisons que αnj 6 αn1 pour tout j < n/(2dn + 1). De plus,
il découle de la formule (3.15) que pour tout entier j,

n

2dn + 1
6 j 6 n− n

2dn + 1
⇒

∣∣αnj ∣∣ 6
[
dn sin

(
π

2dn + 1

) ]−1

n→∞∼ 2

π
< 1 .

Nous en déduisons qu’à partir d’un certain rang, Mn = αn1 , et donc l’équivalent de 1−Mn découle du
lemme 8. Intéressons-nous maintenant à la valeur propre minimale, et notons

j(n) =

⌊
3n

2(2dn + 1)

⌋
.

Nous avons, selon la formule (3.16),

αnj(n) =
sin
(
(2dn + 1)j(n)π/n

)
2dn sin

(
j(n)π/n

) − 1

2dn
=

sin(3π/2) + o(1)

2dn
(
3π/(4dn)

)
(1 + o(1))

+o(1)
n→∞∼ sin(3π/2)

3π/2
= − 2

3π
,

d’où
lim inf
n→∞

mn >
2

3π
> 0 ,

ce qui termine la preuve du lemme.

Nous démontrons ensuite qu’il y a une proportion positive de valeurs propres positives ou négatives,
c’est-à-dire :

Lemme 10. Si 1� dn � n, alors il existe une constante K > 0 telle que

∀n > 3 ∀ε ∈ {−1, 1}
∣∣∣{ j ∈ {1, . . . , n− 1} : ε αnj > 0

}∣∣∣ > Kn .

Démonstration. Soient n > 3 et ε = (−1)η, avec η ∈ {0, 1}. Considérons

E =
⋃

16k6dn−1

Ek où Ek = N ∩
[

(2k + η)n

2dn
,

(2k + η + 1)n

2(dn + 1)

]
.

Nous avons E ⊂ {1, . . . , n− 1} et, si j ∈ Ek, alors nous avons

kπ 6
jdnπ

n
6 kπ + π ,

d’où
(−1)k sin

(
jdnπ

n

)
> 0 .

De même, nous avons pour tout j ∈ Ek,

kπ +
ηπ

2
6

j(dn + 1)π

n
6 kπ +

ηπ

2
+
π

2
,

d’où
(−1)k+η cos

(
j(dn + 1)π

n

)
> 0 .
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D’après la formule (3.15), nous en déduisons que

∀j ∈ E εαnj =
(−1)k+η cos

(
j(dn + 1)π/n

)
(−1)k sin

(
jdnπ/n

)
dn sin

(
jπ/n

) > 0 .

Par ailleurs, pour tout k ∈ {1, . . . , bdn/4c} nous avons

|Ek| >
(2k + η + 1)n

2(dn + 1)
− (2k + η)n

2dn
− 2

=
n

2(dn + 1)
− ηn

2dn(dn + 1)
− kn

dn(dn + 1)
− 2

>
n

4(dn + 1)
− n

2dn(dn + 1)
− 2 .

et donc
|E| >

⌊
dn
4

⌋(
n

4(dn + 1)
− n

2dn(dn + 1)
− 2

)
n→∞∼ n

16
,

ce qui démontre bien le résultat, avec par exemple K = 1/32.

Nous abordons maintenant une estimation qui nous sera utile en section 6.6 :

Lemme 11. Si le paramètre dn est tel que dn � n2/3, alors nous avons
n−1∑
j=1

ln
(
1− αnj

)
= O

(
n lnn

dn

)
.

Démonstration. Tout d’abord, par symétrie des valeurs propres, il suffit de montrer que

S1 = O

(
n lnn

dn

)
et S2 = O

(
n lnn

dn

)
,

où

S1 =

bn/dnc∑
j=1

ln
(
1− αnj

)
et S2 =

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

ln
(
1− αnj

)
.

Pour le premier terme, nous écrivons

|S1| 6
⌊
n

dn

⌋ ( ∣∣ ln(1−Mn)
∣∣ ∨ (ln 2)

)
.

Or, d’après le lemme 9, nous avons

1−Mn
n→∞∼ 2π2d2

n

3n2
,

d’où
S1 = O

(
n lnn

dn

)
. (3.40)

Pour le second terme, nous utilisons l’inégalité (3.17) d’après laquelle

∀j ∈
{⌊

n

dn

⌋
, . . . ,

⌊n
2

⌋} ∣∣αnj ∣∣ 6 n

2dnj
6

1

2
.

La fonction logarithme étant lipschitzienne sur [1/2, 3/2], nous en déduisons que

S2 = O

(
n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
)

= O

(
n lnn

dn

)
, (3.41)

où nous avons utilisé la majoration (3.18). Nous obtenons donc bien le résultat annoncé en addition-
nant (3.40) et (3.41).
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2.5 Inversion de Fourier
L’objectif de cette section est d’obtenir une formule intégrale exacte pour la densité de (Tn, Hn, Sn)

dans notre modèle µ̂n.

Lemme 12. Supposons que le paramètre dn est tel que

lim
n→∞

2dn
n

= λ ∈ [0, 1) ,

ce qui englobe tous les régimes que nous considérons ici. Alors à partir d’un certain rang nI , sous la
loi µ̂n de notre modèle, le triplet (Tn, Hn, Sn) admet pour densité de probabilité par rapport à la mesure
de Lebesgue

f̂n : (x, y, z) ∈ R3 7−→ 1

(2π)5/2Zn
√
n

exp
( ny

2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
,

Démonstration. Nous commençons par calculer la fonction caractéristique de (Tn, Hn, Sn) sous µn
(c’est-à-dire sans le terme d’interaction). Celle-ci s’écrit

φn : (u, v, w) ∈ R3 7−→ µn

(
eiuTn+ivHn+iwSn

)
= µn

(
eiuY

2
n+ivY 2

n+iw
√
nYn

) n−1∏
j=1

µn

(
eiuY

2
j +iv αnj Y

2
j

)

= F
(
1− 2iu− 2iv, iw

√
n
) n−1∏
j=1

F
(
1− 2iu− 2iv αnj , 0

)
,

où la fonction F est donnée par

F : (a, b) 7−→ 1√
2π

∫
R
dx ebx−ax

2/2 .

Pour (a, b) ∈ C2 avec Re a > 0, cette intégrale est bien définie et il découle du lemme 4 dans [Gor14]
que

F (a, b) = exp

(
b2

2a
− ln(a)

2

)
, (3.42)

en utilisant la détermination suivante du logarithme :

ln :


C \ (−∞, 0] −→ C

z = x+ iy 7−→ 1

2
ln(x2 + y2) + 2i arctan

(
y

x+
√
x2 + y2

)
.

Ainsi, cette formule généralise l’égalité (3.3) que nous avions montrée pour (a, b) ∈ R2. Nous en dédui-
sons que tout (u, v, w) ∈ R3,

φn(u, v, w) = exp

[
− nw2

2(1− 2iu− 2iv)
− 1

2

n∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

)]
, (3.43)

où nous avons utilisé le fait que αnn = 1. Pour pouvoir utiliser le théorème d’inversion de Fourier, il
nous faut vérifier que cette fonction caractéristique est intégrable sur R3. Nous écrivons donc, pour
tout (u, v, w) ∈ R3,

∣∣φn(u, v, w)
∣∣ = exp

[
− nw2

2
(
1 + 4(u+ v)2

) − 1

4

n∑
j=1

ln
(

1 + 4
(
u+ v αnj

)2 )]
.
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Si λ > 0, alors nous utilisons le résultat du lemme 6 selon lequel

∀n > 3

∣∣∣∣ { j ∈ {1, . . . , n− 1} : uv αnj > 0 et
∣∣αnj ∣∣ > 1

n

} ∣∣∣∣ > Kn− 2 ,

avec K > 0 une constante fixée. Nous en déduisons que pour tout n > nI = 3 ∨ 9/K et pour
tout (u, v, w) ∈ R3,

∣∣φn(u, v, w)
∣∣ 6 exp

[
− nw2

2
(
1 + 4(u+ v)2

) − Kn− 2

4
ln

(
1 + 4u2 +

4v2

n2

) ]

6 exp

[
− nw2

2
(
1 + 8u2 + 8v2

) − 7

4
ln

(
1 +

u2 + v2

n2

) ]
. (3.44)

Supposons maintenant que λ = 0, c’est-à-dire que dn � n. Si u et v sont de même signe, alors nous
ne conservons dans la somme que les termes d’indice j 6 7. D’après la formule (3.15), pour j 6 7 fixé,
nous avons

αnj =
cos
(
j(dn + 1)π/n

)
sin
(
jdnπ/n

)
dn sin

(
jπ/n

) n→∞−→ 1 ,

puisque nous avons pris dn = o(n). Ainsi, à partir d’un certain rang, nous avons αnj > 1/2 pour
tout j 6 7, et donc, u et v étant de même signe,

n∑
j=1

ln
(

1 + 4
(
u+ v αnj

)2 )
> 7 ln

(
1 + 4u2 + v2

)
.

Si u et v sont de signes opposés, nous remarquons que si j est tel que⌈
n

2dn + 1

⌉
6 j 6

⌈
n

2dn + 1

⌉
+ 6 .

alors nous avons

π 6
(2dn + 1)jπ

n
6 π +

7(2dn + 1)π

n
6 2π

à partir d’un certain rang, puisque dn = o(n). Nous avons alors, pour ces indices j, d’après la for-
mule (3.16),

αnj =
1

2dn

(
sin((2dn + 1)jπ/n)

sin(jπ/n)
− 1

)
6 − 1

2dn
.

Nous en déduisons que pour u et v de signes opposés, à partir d’un certain rang, nous avons

n∑
j=1

ln
(

1 + 4
(
u+ v αnj

)2 )
> 7 ln

(
1 + 4u2 +

v2

d2
n

)
.

Ainsi, nous avons à partir d’un certain rang nI ∈ N, pour tout (u, v, w) ∈ R3,

∣∣φn(u, v, w)
∣∣ 6 exp

[
− nw2

2
(
1 + 4(u+ v)2

) − 7

4
ln

(
1 + 4u2 +

v2

d2
n

) ]

6 exp

[
− nw2

2
(
1 + 8u2 + 8v2

) − 7

4
ln

(
1 +

u2 + v2

n2

) ]
.



64 Chapitre 3. Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions à longue portée

Cette majoration, identique à (3.44), est donc valable quel que soit λ ∈ [0, 1). Nous pouvons donc écrire,
dans [0,+∞] :∫

R3

du dv dw
∣∣φn(u, v, w)

∣∣ 6 ∫
R2

du dv

(
1 +

u2 + v2

n2

)−7/4 ∫
R
dw exp

(
− nw2

2
(
1 + 8u2 + 8v2

))

=

√
2π

n

∫
R2

du dv

(
1 +

u2 + v2

n2

)−7/4√
1 + 8u2 + 8v2

=

√
2π

n

∫ +∞

0

2πr
√

1 + 8r2

(1 + r2/n2)7/4
dr

=

√
2π3

n

∫ +∞

0

√
1 + 8ρ

(1 + ρ/n2)7/4
dρ ,

qui est une intégrale convergente puisque
√

1 + 8ρ

(1 + ρ/n2)7/4
= O

(
1

ρ5/4

)
quand ρ→ +∞ .

La fonction caractéristique de (Tn, Hn, Sn) est donc intégrable pour tout n > nI . En vertu du théorème
d’inversion de Fourier, pour tout n > nI , sous la loi µn, le triplet (Tn, Hn, Sn) admet donc une densité fn
donnée par

fn(x, y, z) =
1

(2π)3

∫
R3

du dv dw φn(u, v, w)e−iux−ivy−iwz .

Étant donné la définition (2.5) de notre modèle µ̂n, nous en déduisons que sous µ̂n, le triplet (Tn, Hn, Sn)
admet pour densité

f̂n : (x, y, z) ∈ R3 7−→ 1

(2π)3Zn
exp

( ny
2x

)∫
R3

du dv dw φn(u, v, w)e−iux−ivy−iwz .

En remplaçant la fonction caractéristique φn par son expression (3.43), il vient, pour tout n > nI et
pour tout (x, y, z) ∈ R3,

f̂n(x, y, z) =
1

(2π)3Zn
exp

( ny
2x

)
×
∫

R3

du dv dw exp

[
− iux− ivy − iwz − nw2

2(1− 2iu− 2iv)
− 1

2

n∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.

L’intégrale sur la variable w se calcule aisément en utilisant la formule (3.42), ce qui nous donne

1√
2π

∫
R
dw exp

(
−iwz − nw2

2(1− 2iu− 2iv)

)
= F

(
n

1− 2iu− 2iv
, −iz

)
=

1√
n

exp

(
ln(1− 2iu− 2iv)

2
− z2

2n
+
iuz2 + ivz2

n

)
.

Nous obtenons ainsi

f̂n(x, y, z) =
1

(2π)5/2Zn
√
n

exp
( ny

2x

)
×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.
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Or, comme nous l’avions remarqué en (3.2), nous avons

µn

(
Tn 6 |Hn|

)
= 0 et µn

(
Tn −

S2
n

n
6

∣∣∣∣Hn −
S2
n

n

∣∣∣∣
)

= 0 ,

ce qui implique que pour tout (x, y, z) ∈ R3,

x 6 |y| ou x− z2

n
6

∣∣∣∣ y − z2

n

∣∣∣∣ ⇒ f̂n(x, y, z) = 0 .

Or, pour tout (x, y, z) ∈ R3, nous avons

x > |y| et x− z2

n
>

∣∣∣∣ y − z2

n

∣∣∣∣ ⇔ x > y et x+ y > 0 et x− z2

n
> −y +

z2

n

⇔ x > y et x+ y >
2z2

n

⇔ 2x > x+ y >
2z2

n
.

Nous pouvons donc écrire, pour n > nI et (x, y, z) ∈ R3,

f̂n(x, y, z) =
1

(2π)5/2Zn
√
n

exp
( ny

2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
,

ce qui est bien l’expression recherchée.

3 Preuve du théorème 4

Dans cette partie, nous démontrons le théorème 4, c’est-à-dire que nous étudions la convergence
en loi de Sn/

√
n dans le cas dn = 1. La méthode que nous mettons ici en œuvre n’est peut-être pas

optimale pour ce cas très particulier mais, comme nous allons le voir dans les parties suivantes, elle
se généralise assez bien pour traiter d’autres régimes de la portée d’interaction. Cette partie est donc
l’occasion de présenter la démarche dans un cadre dans lequel il ne se passe finalement pas grand chose
d’inattendu. Soit g : R → R une fonction continue et bornée. D’après la convergence en probabilité
donnée par le théorème 13, nous avons

∀ ε > 0 lim
n→∞

µ̂n

( ∣∣∣∣Tnn − 1

∣∣∣∣ > ε ou
∣∣∣∣Hn

n
−
(√

2− 1
)∣∣∣∣ > ε

)
= 0 .

Cela va nous permettre de nous restreindre à un domaine assez petit pour que les choses se passent bien.
Nous fixons donc ε = 2−22, qui sera suffisant pour obtenir les majorations dont nous aurons besoin, et
nous nous intéressons à la limite quand n→∞ de

En = µ̂n

 g( Sn√
n

)
1

{ ∣∣∣∣Tnn − 1

∣∣∣∣ 6 ε

}
1

{ ∣∣∣∣Hn

n
−
(√

2− 1
)∣∣∣∣ 6 ε

} = µ̂n

[
g

(
Sn√
n

) ]
+ o(1) .

(3.45)
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3.1 La méthode des rectangles

Nous aurons besoin du résultat élémentaire suivant, qui donne une borne sur l’erreur de la méthode
des rectangles pour approcher une intégrale :

Lemme 13. Soit K > 0, et soit f : [0, 1] → C une fonction K-lipschitzienne. Nous avons alors, pour
tout n > 1, ∣∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
j=1

f

(
j

n

)
−
∫ 1

0

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6 K

2n
.

Démonstration. Il suffit d’écrire∣∣∣∣∣∣ 1

n

n∑
j=1

f

(
j

n

)
−
∫ 1

0

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ 6
n∑
j=1

∫ j
n

j−1
n

∣∣∣∣ f ( jn
)
− f(t)

∣∣∣∣ dt 6 n∑
j=1

∫ j
n

j−1
n

K

∣∣∣∣ jn − t
∣∣∣∣ =

K

2n
,

ce qui est bien l’inégalité annoncée.

3.2 Mise en forme de l’intégrale

D’après le lemme 12, pour tout n > nI , sous la loi µ̂n, le triplet (Tn, Hn, Sn) admet pour densité
par rapport à la mesure de Lebesgue

f̂n : (x, y, z) ∈ R3 7−→ 1

(2π)5/2Zn
√
n

exp
( ny

2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.

Nous en déduisons que

En =
1

(2π)5/2Zn
√
n

∫ (1+ε)n

(1−ε)n
dx

∫ (
√

2−1+ε)n

(
√

2−1−ε)n
dy

∫ √n(x+y)/2

−
√
n(x+y)/2

dz g

(
z√
n

)
exp

(ny
2x

)
×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
. (3.46)

Grâce au calcul de grandes déviations que nous avons mené dans la partie 1, nous nous attendons à ce
que (Tn, Hn, Sn)− n(1,

√
2− 1, 0) soit d’ordre

√
n, ce qui nous conduit à procéder au changement de

variables

x = n+ x′
√
n, y =

(√
2− 1

)
n+ y′

√
n, z = z′

√
n, u =

u′√
n
, v =

v′√
n
.

Nous obtenons alors

∀n > nI En =
1

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R2

du dv eAn(x,y,z, u,v) , (3.47)

où le domaine Dn est défini par

Dn =
{

(x, y, z) ∈ R3 : |x| 6 ε
√
n , |y| 6 ε

√
n et 2z2 6 n

√
2 + x

√
n+ y

√
n
}
, (3.48)
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et où nous avons posé

An(x, y, z, u, v) =

(√
2− 1

)
n+ y

√
n

2(1 + x/
√
n)

− iu
√
n− iux+

iuz2

√
n
− iv

(√
2− 1

)√
n− ivy +

ivz2

√
n
− z2

2

− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
−

2iv αnj√
n

)
.

Pour nous débarrasser du terme y
√
n, nous souhaitons déplacer le contour d’intégration de la variable v

de R à

v ∈ v0 + R où v0 = − i
√
n

2
. (3.49)

Remarquons que, si nous avions fait ce déplacement du contour d’intégration avant le changement
de variables, cela reviendrait à ajouter un terme −y/2 dans l’exponentielle. Nous aurions pu deviner
dès le début que le quotient ny/(2x) dans l’exponentielle allait nous donner un terme y/2 à compenser,
puisque x se concentre autour de n. Cette étape de déplacement du contour dans le plan complexe aurait
donc pu être évitée si, dans le lemme 12, nous avions exprimé la fonction caractéristique de (Tn, Hn, Sn)
sous la loi

eHn/2

µn
(
eHn/2

) dµn ,
au lieu de la loi µn. En effet, nous aurions alors obtenu

φn(u, v, w) =
1

µn
(
eHn/2

) µn[ exp

(
iuTn + i

(
v − i

2

)
Hn + iwSn

) ]
.

ce qui revient à déplacer le contour d’intégration de v ∈ R à v ∈ R− i/2 dans l’équation (3.46). Après
notre changement de variable v = v′/

√
n, cela revient donc au déplacement indiqué dans (3.49). Mais

vérifions tout de même que nous avons bien le droit de faire ce changement de contour d’intégration.
Nous fixons donc n > nI et (x, y, z, u) ∈ Dn × R. La fonction v 7→ An(x, y, z, u, v) est bien définie et
holomorphe sur l’ouvert {

v ∈ C : −
√
n

2Mn
< Im v < −

√
n

2mn

}
, (3.50)

oùmn etMn sont les extrema du spectre, définis par (3.14). CommeMn < 1, le contour fermé représenté
sur la figure 3.1 est bien inclus dans l’ouvert (3.50), et donc le théorème de Cauchy nous assure que
pour tout M > 0,

∫ M

−M
dv eAn(x,y,z, u,v)

=

∫
C1
dv eAn(x,y,z, u,v) +

∫
C2
dv eAn(x,y,z, u,v) +

∫
C3
dv eAn(x,y,z, u,v)

=

∫ 1

0

v0dt e
An(x,y,z, u,−M+tv0) +

∫ M

−M
dv eAn(x,y,z, u,v+v0) +

∫ 0

1

v0dt e
An(x,y,z, u,M+tv0) .

Nous écrivons alors, pour M > 0 et t ∈ [0, 1],
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−M M v ∈ R

v ∈ v0 + RC1

C2

C3
•
v0

•
0

Figure 3.1 – Le théorème de Cauchy nous permet de remplacer l’intégrale sur [−M,M ] par celle sur
les contours C1, C2 et C3.

ReAn(x, y, z, u,±M + tv0)

= An(x, y, z, 0, 0) + t
(√

2− 1
)√
n Im v0 + ty Im v0 −

1

2

n−1∑
j=1

ln

∣∣∣∣ 1− 2iu√
n
∓

2iMαnj√
n
−

2itv0α
n
j√

n

∣∣∣∣
= An(x, y, z, 0, 0) + t

(√
2− 1

)√
n Im v0 + ty Im v0 −

1

4

n−1∑
j=1

ln

[ (
1− t αnj

)2
+

(
2u± 2Mαnj√

n

)2
]

6 An(x, y, z, 0, 0) +
(√

2− 1
)√
n |Im v0|+ |y| |Im v0| −

n ln(1−Mn)

2
− 1

2
ln

∣∣∣∣ 2u± 2MnM√
n

∣∣∣∣
M→∞−→ −∞ ,

uniformément par rapport à t ∈ [0, 1]. Nous avons donc

lim
M→+∞

∫ 1

0

v0dt e
An(x,y,z, u,−M+tv0) = lim

M→+∞

∫ 0

1

v0dt e
An(x,y,z, u,M+tv0) = 0 ,

d’où ∫
R
dv eAn(x,y,z, u,v) =

∫
R
dv eAn(x,y,z, u,v+v0) .

Notre calcul (3.47) devient alors

∀n > nI En =
1

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv eBn(x,y,z, u,v) , (3.51)

où

Bn(x, y, z, u, v) = −
(√

2− 1
)
x
√
n+ xy

2(1 + x/
√
n)

− iu
√
n− iux+

iuz2

√
n
− iv

(√
2− 1

)√
n− ivy +

ivz2

√
n

− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− αnj −

2iu√
n
−

2iv αnj√
n

)
.

Nous souhaitons ensuite intervertir l’intégration sur u et l’intégration sur v, pour pouvoir déplacer le
contour d’intégration en u. Pour (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, nous avons

ReBn(x, y, z, u, v) = Bn(x, y, z, 0, 0)− 1

4

n−1∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
u+ v αnj

)2
n
(
1− αnj

)2
)

6 Bn(x, y, z, 0, 0)− 1

4

n−1∑
j=1

ln

(
1 +

(
u+ v αnj

)2
n

)
,

puisque
∣∣1− αnj ∣∣ 6 2 pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}. Si u et v sont de même signe, nous ne conservons

dans la somme que les termes d’indice j 6 bn/6c, pour lesquels

αnj = cos

(
2jπ

n

)
> cos

(π
3

)
=

1

2
,



3.3. Preuve du théorème 4 69

et nous obtenons

ReBn(x, y, z, u, v) 6 Bn(x, y, z, 0, 0)− 1

4

⌊n
6

⌋
ln

(
1 +

u2 + v2/4

n

)
.

Si u et v sont de signes contraires, nous obtenons la même minoration en ne conservant que les termes
d’indice ⌊n

2

⌋
6 j 6

⌊n
2

⌋
+
⌊n

6

⌋
.

Nous en déduisons que, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

∣∣∣ eBn(x,y,z, u,v)
∣∣∣ 6 eBn(x,y,z, 0,0)

(
1 +

u2 + v2/4

n

)−bn/6c/4
,

qui est bien intégrable sur (u, v) ∈ R2 pour tout n > 30. Le théorème de Fubini nous autorise donc à
permuter les intégrales sur u et sur v dans (3.51) pour obtenir

∀n > 30 ∨ nI En =
1

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du eBn(x,y,z, u,v) ,

Pour compenser le terme −
(√

2− 1
)
x
√
n/2 dans l’expression de Bn, nous souhaitons maintenant dé-

placer le contour d’intégration de la variable u de R à R + i
(√

2 − 1
)√
n/2. Pour (x, y, z, v) ∈ Dn × R

fixé, la fonction u 7→ Bn(x, y, z, u, v) est bien définie et holomorphe sur l’ouvert{
u ∈ C : Imu > − (1−Mn)

√
n

2

}
.

Nous pouvons donc déplacer le contour en restant à l’intérieur de cet ouvert, et la même méthode nous
permet de vérifier que nous avons bien

∫
R
du exp

[
Bn(x, y, z, u, v)

]
=

∫
R
du exp

Bn(x, y, z, u+
i
(√

2− 1
)√
n

2
, v

)  ,
ce qui nous donne, à partir d’un certain rang,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) , (3.52)

où la constante Cn est définie par

Cn =
1

(2π)5/2Zn
exp

((√
2− 1

)
n

2

)
n−1∏
j=1

1√√
2− αnj

et les fonctions Fn et Gn sont données par

Fn(x, y, z, u, v) =

(√
2− 1

)
x2

2(1 + x/
√
n)
− xy

2(1 + x/
√
n)
− iux− ivy +

iuz2

√
n

+
ivz2

√
n
−
(√

2− 1
)
z2

2

et

Gn(u, v) = −iu
√
n− iv

(√
2− 1

)√
n− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1−

2iu+ 2iv αnj√
n
(√

2− αnj
) ) .
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3.3 Convergence simple de l’intégrande

Nous souhaitons étudier la convergence de Fn + Gn. Pour pouvoir appliquer la méthode du col,
nous étudions cette fonction sur un domaine étendu à des paramètres u et v à valeurs complexes.
Pour (x, y, z, u, v) ∈ R3 × C2, Fn(x, y, z, u, v) est bien défini pour tout n > x2 et nous avons, par un
simple développement limité,

lim
n→∞

Fn(x, y, z, u, v) = F∞(x, y, z, u, v) ,

où

F∞(x, y, z, u, v) =

(√
2− 1

)
x2

2
− xy

2
− iux− ivy −

(√
2− 1

)
z2

2
.

En ce qui concerne la fonction Gn, nous démontrons :

Lemme 14. Nous avons la convergence simple :

∀(u, v) ∈ C2 lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(u, v) ,

où la fonction limite G∞ est donnée par

G∞(u, v) = −
√

2u2 − 2uv − v2 .

Démonstration. Soit (u, v) ∈ C2 fixé. Soit n0 ∈ N tel que

2|u|+ 2|v|
√
n0

(√
2− 1

) 6 1

2
.

Nous avons alors, pour tout n > n0 et pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1},∣∣∣∣∣ 2iu+ 2iv αnj√
n
(√

2− αnj
) ∣∣∣∣∣ 6 1

2
. (3.53)

Ainsi, Gn(u, v) est bien défini pour tout n > n0. En appliquant l’inégalité de Taylor-Lagrange à la
fonction

fn : t ∈ [0, 1] 7−→ Gn(tu, tv) ,

nous obtenons ∣∣∣∣ fn(1)− fn(0)− f ′n(0)− f ′′n (0)

2

∣∣∣∣ 6 1

6
sup
t∈[0,1]

∣∣∣f (3)
n (t)

∣∣∣ . (3.54)

Tout d’abord, nous avons fn(1) = Gn(u, v) et fn(0) = Gn(0, 0) = 0. Nous nous intéressons ensuite à

f ′n(0) = u
∂Gn
∂u

(0, 0) + v
∂Gn
∂v

(0, 0) . (3.55)

Nous avons

∂Gn
∂u

(0, 0) = −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

1√
2− αnj

= i
√
n

−1 +
1

n

n−1∑
j=1

(
√

2− cos

(
2jπ

n

) )−1
 .

En utilisant le lemme 13 sur l’erreur de la méthode des rectangles puis notre calcul d’intégrale du
lemme 1, nous avons donc, quand n→∞,

∂Gn
∂u

(0, 0) = i
√
n

(∫ 1

0

dt√
2− cos(2πt)

− 1

)
+O

(
1√
n

)
= O

(
1√
n

)
. (3.56)
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Nous écrivons, de même,

∂Gn
∂v

(0, 0) = −i
(√

2− 1
)√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

αnj√
2− αnj

= i
√
n

−(√2− 1
)

+
1

n

n−1∑
j=1

cos
(
2jπ/n

)
√

2− cos
(
2jπ/n

)


= i
√
n

(∫ 1

0

cos(2πt) dt√
2− cos(2πt)

−
(√

2− 1
))

+O

(
1√
n

)
= O

(
1√
n

)
, (3.57)

où nous avons encore utilisé le lemme 13 ainsi qu’une autre formule du lemme 1. En remplaçant (3.56)
et (3.57) dans l’expression (3.55) de f ′n(0), nous obtenons

f ′n(0) = O

(
1√
n

)
. (3.58)

Nous passons ensuite à

f ′′n (0) = u2 ∂
2Gn
∂u2

(0, 0) + 2uv
∂2Gn
∂u∂v

(0, 0)− v2 ∂
2Gn
∂v2

(0, 0) . (3.59)

Nous calculons donc

∂2Gn
∂u2

(0, 0) = − 2

n

n−1∑
j=1

1(√
2− αnj

)2 = −2

∫ 1

0

dt(√
2− cos(2πt)

)2 +O

(
1

n

)
. (3.60)

Avec un changement de variable τ = tan(πt) puis

τ = s

√√
2− 1√
2 + 1

=
s√

2 + 1
,

nous obtenons∫ 1

0

dt(√
2− cos(2πt)

)2 =
1

π

∫
R

(
1 + τ2

)
dτ[ (√

2− 1
)

+
(√

2 + 1
)
τ2
]2

=
1

π

∫
R

1(√
2− 1

)2
(1 + s2)2

(
1 +

√
2− 1√
2 + 1

s2

)
ds√
2 + 1

ds

=
1

π

∫
R

(√
2− 1

)
+
(√

2− 1
)
s2

(1 + s2)2
ds

=
1

π

∫
R

√
2 ds

1 + s2
+

1

π

∫
R

(1− s2) ds

(1 + s2)2

=
√

2 +
1

2π

∫
R

1− s2

1 + s2

2 ds

1 + s2
.

En effectuant maintenant le changement de variable s = tan(θ/2), nous obtenons alors∫ 1

0

dt(√
2− cos(2πt)

)2 =
√

2 +
1

2π

∫ π

−π
(cos θ) dθ =

√
2 . (3.61)

Ainsi, l’équation (3.60) devient

∂2Gn
∂u2

(0, 0) = −2
√

2 +O

(
1

n

)
. (3.62)
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Nous poursuivons en écrivant

∂2Gn
∂u∂v

(0, 0) = − 2

n

n−1∑
j=1

αnj(√
2− αnj

)2
= −2

∫ 1

0

cos(2πt) dt(√
2− cos(2πt)

)2 +O

(
1

n

)

= −2

∫ 1

0

√
2 dt(√

2− cos(2πt)
)2 + 2

∫ 1

0

dt√
2− cos(2πt)

+O

(
1

n

)
= −2 +O

(
1

n

)
, (3.63)

d’après le lemme 1 et notre calcul (3.61), puis

∂2Gn
∂v2

(0, 0) = − 2

n

n−1∑
j=1

(
αnj
)2(√

2− αnj
)2

= −2

∫ 1

0

cos(2πt)2 dt(√
2− cos(2πt)

)2 +O

(
1

n

)

= −2

∫ 1

0

√
2 cos(2πt) dt(√
2− cos(2πt)

)2 + 2

∫ 1

0

cos(2πt)dt√
2− cos(2πt)

+O

(
1

n

)
= −2

√
2 + 2

(√
2− 1

)
+O

(
1

n

)
= −2 +O

(
1

n

)
, (3.64)

En remplaçant (3.62), (3.63) et (3.64) dans (3.59), nous obtenons donc

f ′′n (0) = −2
√

2u2 − 4uv − 2v2 +O

(
1

n

)
. (3.65)

Enfin, pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

f (3)
n (t) =

3∑
k=0

(
3
k

)
u3−kvk

∂3Gn
∂u3−k∂vk

(tu, tv) . (3.66)

Soit k ∈ {0, . . . , 3}, et soit t ∈ [0, 1]. Nous avons

∂3Gn
∂u3−k∂vk

(tu, tv) = − 8i

n3/2

n−1∑
j=1

(
αnj
)k(√

2− αnj
)3
(

1−
2itu+ 2itv αnj√
n
(√

2− αnj
) )−3

. (3.67)

En utilisant notre majoration (3.53) et le fait que
∣∣αnj ∣∣ 6 1, nous avons alors, pour tout n > n0,∣∣∣∣ ∂3Gn

∂u3−k∂vk
(tu, tv)

∣∣∣∣ 6 8

n3/2

n−1∑
j=1

1(√
2− 1

)3 ( 1− 1

2

)−3

6
64

√
n
(√

2− 1
)3 .

En remplaçant dans (3.66), il vient

sup
t∈[0,1]

∣∣∣f (3)
n (t)

∣∣∣ 6 64
(
|u|+ |v|

)3
√
n
(√

2− 1
)3 . (3.68)
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Ainsi, en utilisant (3.58), (3.65) et (3.68) dans notre inégalité de Taylor (3.54), nous obtenons, pour
tout (u, v) ∈ C2 fixé, ∣∣Gn(u, v)−G∞(u, v)

∣∣ = O

(
1√
n

)
,

ce qui démontre bien la convergence simple de Gn vers G∞ quand n→∞.

3.4 Déplacement du contour d’intégration
Nous souhaitons maintenant utiliser la méthode du col pour obtenir une approximation de l’intégrale

dans l’équation (3.52). Cette méthode consiste à déplacer le contour d’intégration dans le plan complexe
pour faire passer celui-ci par un point-col, c’est-à-dire un point critique de la fonction

(u, v) 7−→ F∞(x, y, z, u, v) +G∞(u, v) ,

qui est ici holomorphe sur C2. Nous obtiendrons alors une intégrale qui se présentera sous une forme
bien adaptée à l’application du théorème de convergence dominée. En effet, dans la formule (3.52),
l’intégrande n’est manifestement pas une fonction intégrable de (x, y, z, u, v) ∈ R5, donc nous n’avons
aucune chance de pouvoir utiliser le théorème de convergence dominée si nous ne déplaçons pas le
contour d’intégration. Ainsi, pour (x, y, z) ∈ R3, et nous recherchons un couple (u, v) ∈ C2 qui annule

∂F∞
∂u

(x, y, z, u, v) +
∂G∞
∂u

(u, v) = −ix− 2
√

2u− 2v ,

ainsi que
∂F∞
∂v

(x, y, z, u, v) +
∂G∞
∂v

(u, v) = −iy − 2u− 2v .

Le point-col qui nous intéresse est donc la solution du système
u
√

2 + v = − ix
2

u+ v = − iy
2

qui est donnée par

u? = u?(x, y) =
i
(√

2 + 1
)(
y − x

)
2

et v? = v?(x, y) =
i
(√

2 + 1
)(
x− y

√
2
)

2
.

Nous commençons par déplacer le contour d’intégration de la variable u, pour passer de u ∈ R à u ∈
u? + R. Nous fixons pour cela (x, y, z) ∈ Dn et v ∈ C. La fonction u 7→ Fn(x, y, z, u, v) +Gn(u, v) est
définie et holomorphe sur l’ouvert{

u ∈ C : Imu > −
(√

2− 1
)√
n

2

}
.

D’après la définition (3.48) du domaine Dn, nous avons

|u?| =

(√
2 + 1

)
|y − x|

2
6

3

2

( √
n

222
+

√
n

222

)
=

3
√
n

222
<

(√
2− 1

)√
n

2
. (3.69)

Ainsi, nous pouvons déplacer le contour de u ∈ R à u ∈ R +u? de la même façon qu’en section 3.2 pour
obtenir, à partir d’un certain rang,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du exp

(
Fn
(
x, y, z, u? + u, v

)
+Gn

(
u? + u, v

) )
.
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Il est alors possible de vérifier, comme nous l’avions fait en section 3.2, que nous avons une fonction
intégrable de (u, v) ∈ R2, ce qui nous permet de permuter les deux dernières intégrales par le théorème
de Fubini. Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv exp

(
Fn
(
x, y, z, u? + u, v

)
+Gn

(
u? + u, v

) )
.

Pour (x, y, z, u) ∈ Dn × R fixé, la fonction v 7→ Gn
(
u? + u, v

)
est holomorphe sur l’ouvert{

v ∈ C : −
(√

2− 1
)√
n

2
− Imu? < Im v <

(√
2 + 1

)√
n

2
+ Imu?

}
. (3.70)

Or, en utilisant à nouveau la définition du domaine Dn, nous avons, pour tout (x, y, z) ∈ Dn,

|v?| =

(√
2 + 1

)∣∣x− y√2
∣∣

2
6

(√
2 + 1

)2√
n

223
6

3
√
n

222
. (3.71)

En combinant cela avec (3.69), nous en déduisons que

|Imu?|+ |Im v?| 6 3
√
n

221
<

(√
2− 1

)√
n

2
,

et donc le point-col v? appartient bien à l’ouvert (3.70). Nous déplaçons donc l’intégrale sur la variable v
de v ∈ R à v ∈ R + v?, ce qui nous donne à partir d’un certain rang,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv exp

(
Fn(x, y, z, u? +u, v? + v) +Gn(u? +u, v? + v)

)
. (3.72)

Regardons maintenant de plus près la fonction limite que nous obtenons après ce déplacement du
contour d’intégration. D’après les résultats de la section 3.3, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ R5, nous avons
la convergence simple

lim
n→∞

Fn
(
x, y, z, u?+u, v?+v

)
+Gn

(
u?+u, v?+v

)
= F∞

(
x, y, z, u?+u, v?+v

)
+G∞

(
u?+u, v?+v

)
.

Nous calculons donc, d’une part,

F∞
(
x,y, z, u? + u, v? + v

)
=

(√
2− 1

)
x2

2
− xy

2
− i
(
u? + u

)
x− i(v? + v

)
y −

(√
2− 1

)
z2

2

=

(√
2− 1

)
x2

2
− xy

2
+

(√
2 + 1

)(
y − x

)
x

2
− iux+

(√
2 + 1

)(
x− y

√
2
)
y

2
− ivy −

(√
2− 1

)
z2

2

= −x2 +
2
√

2 + 1

2
xy −

√
2 + 2

2
y2 −

√
2− 1

2
z2 − iux− ivy ,

et d’autre part,

G∞
(
u? + u, v? + v

)
= −

√
2
(
u? + u

)2 − 2(u? + u
)
(v? + v

)
− (v? + v

)2
=

√
2
(√

2 + 1
)2(

y − x
)2

4
− iu
√

2
(√

2 + 1
)(
y − x

)
−
√

2u2 +

(√
2 + 1

)2(
y − x

)(
x− y

√
2
)

2

− iv
(√

2 + 1
)(
y − x

)
− iu

(√
2 + 1

)(
x− y

√
2
)
− 2uv +

(√
2 + 1

)2(
x− y

√
2
)2

4

− iv
(√

2 + 1
)(
x− y

√
2
)
− v2

=

√
2 + 1

4
x2 −

√
2 + 1

2
xy +

√
2 + 2

4
y2 + iux+ ivy −

√
2u2 − 2uv − v2 .
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En additionnant, nous obtenons donc

F∞
(
x, y, z, u? + u, v? + v

)
+G∞

(
u? + u, v? + v

)
= Q(x, y, z, u, v) ,

où la forme quadratique Q est donnée par

Q(x, y, z, u, v) = −3−
√

2

4
x2 +

√
2

2
xy −

√
2 + 2

4
y2 −

√
2− 1

2
z2 −

√
2u2 − 2uv − v2 . (3.73)

Il n’y a ici pas de surprise, puisque nous retrouvons la forme quadratique donnée par la Hessienne de
la fonction de taux que nous avions calculée en (3.13).

3.5 Domination

Nous souhaitons appliquer le théorème de convergence dominée pour déterminer la limite de l’inté-
grale dans (3.72). Pour cela, nous démontrons la majoration suivante :

Lemme 15. Il existe K > 0 tel que, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

Re
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn

(
u? + u, v? + v)

)
6 M(x, y, z, u, v) ,

où la fonction M est donnée par

M(x, y, z, u, v) = Q(x, y, z, 0, 0) +
x2

8
+
y2

8
+

3z2

221
− 9

8
ln

(
1 +

u2 + v2

120

)
+K . (3.74)

Démonstration. Soit (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2. Nous écrivons tout d’abord

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v)− F∞(x, y, z, u?, v?) = Fn(x, y, z, u?, v?)− F∞(x, y, z, u?, v?)

= −
(√

2− 1
)
x3

2
(
x+
√
n
) +

x2y

2
(
x+
√
n
) +

iu?z2

√
n

+
iv?z2

√
n

.

Or d’après la définition (3.48) du domaine Dn, nous avons |x| 6
√
n/222 et |y| 6

√
n/222, d’où

−
(√

2− 1
)
x3

2
(
x+
√
n
) +

x2y

2
(
x+
√
n
) 6 |x|3√

n
+
x2|y|√
n
6

x2

221
.

Nous utilisons ensuite les majorations (3.69) et (3.71) de |u?| et |v?| pour écrire

iu?z2

√
n

+
iv?z2

√
n
6

3z2

221
.

Nous obtenons donc

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) 6 F∞(x, y, z, u?, v?) +
x2

221
+

3z2

221
. (3.75)

En utilisant à nouveau (3.69) et (3.71), nous avons, pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1},∣∣∣∣∣ 2iu? + 2iv? αnj√
n
(√

2− αnj
) ∣∣∣∣∣ 6 2 |u?|+ 2 |v?|

√
n
(√

2− 1
) 6 3

(√
2 + 1

)
220

<
1

2
. (3.76)
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Nous pouvons donc écrire

ReGn(u? + u, v? + v)−Gn(u?, v?) = −1

2

n−1∑
j=1

ln

∣∣∣∣∣∣ 1−
2i
(
u? + u

)
+ 2i

(
v? + v

)
αnj√

n
(√

2− αnj
)

∣∣∣∣∣∣
+

1

2

n−1∑
j=1

ln

 1−
2iu? + 2iv? αnj√
n
(√

2− αnj
)


= −1

2

n−1∑
j=1

ln

∣∣∣∣∣∣ 1−

(
1−

2iu? + 2iv? αnj√
n
(√

2− αnj
) )−1

2iu+ 2iv αnj√
n
(√

2− αnj
)
∣∣∣∣∣∣

6 −1

4

n−1∑
j=1

ln

 1 +
16
(
u+ v αnj

)2
n
(√

2 + 1
)2


6 −1

4

n−1∑
j=1

ln

(
1 +

(
u+ v αnj

)2
n

)
.

En procédant comme nous l’avions fait en section 3.2, c’est-à-dire en ne conservant que les termes
avec αnj du signe de uv et avec

∣∣αnj ∣∣ > 1/2, nous obtenons

ReGn(u?+u, v?+v)−Gn(u?, v?) 6 −1

4

⌊n
6

⌋
ln

(
1 +

u2 + v2/4

n

)
6 − 30

4n

⌊n
6

⌋
ln

(
1 +

u2 + v2/4

30

)
,

pour tout n > 30, par concavité du logarithme. Pour n > 60, nous avons

30

4n

⌊n
6

⌋
>

30

4n

( n
6
− 1
)
>

30

4n

( n
6
− n

60

)
=

9

8
,

et donc

ReGn(u? + u, v? + v)−Gn(u?, v?) 6 −9

8
ln

(
1 +

u2 + v2

120

)
, (3.77)

Enfin, nous nous intéressons au terme Gn(u?, v?). Nous reprenons alors le fil de la preuve du lemme 14.
Ainsi, nous définissons la fonction

fn : t ∈ [0, 1] 7−→ Gn
(
tu?, tv?

)
.

D’après (3.69) et (3.71), nous avons

u? = O
(√
n
)

et v? = O
(√
n
)
,

avec un O uniforme sur tout le domaine Dn. En combinant cela avec (3.56) et (3.57), nous en déduisons
que f ′n(0) = O(1), uniformément sur Dn. De même, grâce à nos estimées (3.62), (3.63) et (3.64), nous
avons

f ′′n (0) = G∞(u?, v?) +O(1) ,

avec un O uniforme pour tout (x, y, z) ∈ Dn. Enfin, en utilisant la borne uniforme (3.76) dans le
calcul (3.67), nous obtenons

sup
t∈[0,1]

∣∣∣f (3)
n (t)

∣∣∣ 6 64
(
|u?|+ |v?|

)3
√
n
(√

2− 1
)3 6

3
(
|u?|+ |v?|

)2
215
(√

2− 1
)3 6

3
(√

2 + 1
)(

2|x|+ 3|y|
)2

217
(√

2− 1
)3

6
9
(√

2 + 1
)4(

x2 + y2
)

216
6

x2 + y2

16
.
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En combinant tout cela dans la formule de Taylor (3.54), nous en déduisons qu’il existe K > 0 tel que,
pour tout (x, y, z) ∈ Dn,

Gn(u?, v?) 6 G∞(u?, v?) +
x2 + y2

16
+K . (3.78)

Finalement, en additionnant (3.75), (3.77) et (3.78), nous obtenons bien le résultat annoncé.

Nous vérifions maintenant :

Lemme 16. La fonction eM , où M est la fonction définie par (3.74), est intégrable sur R5.

Démonstration. Nous écrivons, dans [0, +∞],

∫
R5

dx dy dz du dv eM(x,y,z, u,v) = eK
∫

R2

dx dy exp

(
−7− 2

√
2

8
x2 +

√
2

2
xy − 2

√
2 + 3

8
y2

)

×
∫

R
dz exp

(
−
√

2− 1

2
z2 +

3

221
z2

)
×
∫

R2

du dv

(
1 +

u2 + v2

120

)−9/8

.

Nous avons alors

−7− 2
√

2

8
x2 +

√
2

2
xy − 2

√
2 + 3

8
y2 = −7− 4

√
2

8
x2 − 3

8
y2 −

√
2

4
(x− y)2 6 −1

8
x2 − 3

8
y2 ,

ce qui montre que ∫
R2

dx dy exp

(
−7− 2

√
2

8
x2 +

√
2

2
xy − 2

√
2 + 3

8
y2

)
< +∞ .

Ensuite, nous avons

−
√

2− 1

2
+

3

221
< 0 ,

d’où ∫
R
dz exp

(
−
√

2− 1

2
z2 +

3

221
z2

)
< +∞ .

Enfin, nous écrivons∫
R2

du dv

(
1 +

u2 + v2

120

)−9/8

=

∫ +∞

0

2πr dr

(
1 +

r2

120

)−9/8

= 120π

∫ +∞

0

dρ

(1 + ρ)9/8
< +∞ ,

puisque 9/8 > 1. Nous avons donc bien démontré que la fonction eM est intégrable sur R5.

3.6 Convergence dominée
Nous appliquons maintenant le théorème de convergence dominée à l’intégrale dans la formule (3.72),

que nous rappelons ici :

En = Cn

∫
R5

dx dy dz du dv g(z) exp
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
1(x, y, z)∈Dn .

Il découle de la définition (3.106) du domaine Dn que

lim inf
n→∞

Dn =
⋃
n>3

⋂
k>n

Dk = R3 ,
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c’est-à-dire que pour tout (x, y, z) ∈ R3, nous avons (x, y, z) ∈ Dn à partir d’un certain rang. Ainsi,
pour tout (x, y, z, u, v) ∈ R5, nous avons la convergence simple

lim
n→∞

g(z) exp
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
1(x, y, z)∈Dn = g(z)eQ(x,y,z, u,v) ,

où Q est la forme quadratique donnée par (3.73). D’après les lemmes 15 et 16, l’hypothèse de domination
est bien vérifiée à partir d’un certain rang. Nous en déduisons en vertu du théorème de convergence
dominée que

En
n→∞∼ Cn

∫
R5

dx dy dz du dv g(z) exp
(
Q(x, y, z, u, v)

)
= CnD

∫
R
dz g(x) exp

(
−
√

2− 1

2
z2

)
,

où
D =

∫
R4

dx dy du dv exp
(
Q(x, y, 0, u, v)

)
.

Or, comme nous l’avions écrit en (3.45), nous avons

µ̂n

[
g

(
Sn√
n

) ]
= En + o(1) .

En appliquant cela à la fonction constante g ≡ 1, il vient

1
n→∞∼ En

n→∞∼ CnD

∫
R
dz exp

(
−
√

2− 1

2
z2

)
= CnD

√
2π√
2− 1

.

Nous avons donc finalement, pour toute fonction g : R→ R continue et bornée,

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn√
n

) ]
=

√√
2− 1

2π

∫
R
dz g(x) exp

(
−
√

2− 1

2
z2

)

=
1√

2π
(√

2− 1
) ∫

R
dz g(x) exp

(
− z2

2
(√

2 + 1
) ) ,

ce qui démontre bien la convergence en loi

Sn√
n

L−→
n→+∞

N
(
0,
√

2 + 1
)
,

achevant ainsi notre preuve du théorème 4.

4 Preuve du théorème 5

Nous passons maintenant à la preuve du théorème 5. Nous supposons donc que

lim
n→∞

2dn
n

= λ ∈ (0, 1) ,

nous considérons une fonction g : R→ R continue et bornée, et nous recherchons la limite quand n tend
vers l’infini de

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
.
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4.1 Mise en forme de l’intégrale
D’après le lemme 3, nous avons

Tn − n√
n

L−→
n→+∞

N (0, 2) . (3.79)

Nous en déduisons que
lim
n→∞

µ̂n

(
|Tn − n| > n5/8

)
= 0 .

Nous étudions donc la limite quand n→∞ de

En = µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

)
1|Tn−n|6n5/8

]
.

Le résultat du lemme 12 nous permet d’écrire, pour tout n > nI ,

En =

∫ n+n5/8

n−n5/8

dx

∫
R
dy

∫
R
dz g

( z

n3/4

)
f̂n(x, y, z)

=
1

(2π)5/2Zn
√
n

∫ n+n5/8

n−n5/8

dx

∫
R
dy

∫
R
dz g

( z

n3/4

)
exp

( ny
2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.

La convergence en loi (3.79) et l’ordre de grandeur espéré de Sn nous poussent à faire le changement
de variable

x = n+ x′
√
n , z = z′n3/4 , u =

u′√
n
,

Pour savoir quel changement de variable choisir pour y et v, souvenons-nous que

Hn =

n−1∑
j=1

αnj Y
2
j +

S2
n

n
, (3.80)

avec αnj → sinc(jλπ) pour tout j fixé, quand n→∞. Nous procédons donc au changement de variable

y = y′ + z′2
√
n , v = v′ ,

ce qui revient à parier que le premier terme dans (3.80) sera d’ordre O(1), tandis que le terme S2
n/n

sera d’ordre
√
n. Or le terme S2

n/n correspond précisément au Hamiltonien du modèle décrit au para-
graphe 4.1, ce qui explique donc que, sous réserve d’obtention d’une limite non dégénérée à la fin de notre
calcul, nous allons bien retrouver le comportement du modèle en champ moyen. Avec ces changements
de variables, nous obtenons

En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R2

du dv eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) , (3.81)

avec l’ensemble Dn défini par

Dn =

{
(x, y, z) ∈ R3 : |x| 6 n1/8 et 2

√
n+ 2x >

√
n+ x+

y√
n

+ z2 > 2z2

}
, (3.82)

et les fonctions Fn et Gn données par

Fn(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− z2

)
− ivy − xz2

2(1 + x/
√
n)

+
y

2(1 + x/
√
n)

et

Gn(u, v) = −iu
√
n− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
− 2iv αnj

)
. (3.83)
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4.2 Convergence simple de l’intégrande
Tout d’abord, nous avons la convergence :

∀(x, y, z, u, v) ∈ R3 × C2 lim
n→∞

Fn(x, y, z, u, v) = F∞(x, y, z, u, v) , (3.84)

où

F∞(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− z2

)
− ivy − xz2

2
+
y

2
.

Nous étudions ensuite la limite simple de la fonction Gn. Pour que Gn(u, v) soit bien défini, nous
imposons sur la variable v la condition

∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2iu√

n
− 2iv αnj

)
> 0 .

D’après le résultat du lemme 5 sur les extrema du spectre, pour avoir cela à partir d’un certain rang,
il suffit d’exiger

Re
(
1− 2iv sinc(λπ)

)
> 0 et Re

(
1 + 2iv Cλ

)
> 0 ,

où Cλ est la constante définie par (3.23). Nous sommes donc amenés à considérer le domaine

V =

{
v ∈ C : ∀j ∈ N\ {0} Re

(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
> 0

}
=

{
v ∈ C : − 1

2sinc(λπ)
< Imv <

1

2Cλ

}
.

Ainsi, pour tout (u, v) ∈ C × V , la fonction Gn(u, v) est bien définie à partir d’un certain rang, donc
nous pouvons en étudier la limite simple. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Lemme 17. Nous avons la convergence simple :

∀(u, v) ∈ C× V lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(u, v) ,

où G∞ est la fonction donnée par

G∞ : (u, v) ∈ C× V 7−→ −u2 − iv

λ
−

+∞∑
j=1

ln
(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ C× V fixé. Quand j →∞, nous avons

ln
(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
= −2iv sinc(jλπ) +O

(
1

j2

)
.

Or, d’après le lemme 7, la série
∑

sinc(jλπ) converge, et donc nous en déduisons que la série définissant
la fonction G∞ converge aussi. Nous nous intéressons tout d’abord à la limite de Gn(0, v). Notons

h = 2 inf
j>1

Re
(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
=

(
2 Im v +

1

sinc(λπ)

)
∧
(

1

Cλ
− 2 Im v

)
,

qui est strictement positif puisque v ∈ V . Il découle du lemme 5 sur les extrema du spectre que

lim
n→∞

min
16j6n−1

Re
(

1− 2iv αnj
)

= 2h ,

donc, à partir d’un certain rang n0, nous avons

∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re
(

1− 2iv αnj
)
> h .
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Soit n > n0. Nous définissons maintenant

un =

⌊
n1/4

2
∧
(

2dn
n
− λ
)−1/2

⌋
.

Cette suite (un) tend vers l’infini, puisque 2dn ∼ λn. En utilisant la relation de parité αnn−j = αnj , nous
écrivons

Gn(0, v)−G∞(0, v) = δ1
n(v) + δ2

n(v)− δ3
n(v) ,

avec

δ1
n(v) =

un∑
j=1

[
− ln

(
1− 2iv αnj

)
+ ln

(
1− 2iv sinc(jλπ)

) ]
,

δ2
n(v) =

iv

λ
− 1

2

n−un−1∑
j=un+1

ln
(
1− 2iv αnj

)
,

δ3
n(v) = −

+∞∑
j=un+1

ln
(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
.

Contrôle du premier terme : Nous commençons avec δ1
n. Pour tous complexes z, z′ ∈ C, selon

l’inégalité des accroissements finis, nous avons

Re z > h et Re z′ > h ⇒ |ln z′ − ln z| 6 |z′ − z| sup
t∈[0,1]

1

|(1− t)z + tz′|
6
|z′ − z|
h

. (3.85)

Nous avons donc, pour tout j ∈ {1, . . . , un},∣∣∣ ln
(
1− 2iv αnj

)
− ln

(
1− 2iv sinc(jλπ)

) ∣∣∣ 6 2|v|
h

∣∣αnj − sinc(jλπ)
∣∣ .

Nous en déduisons que ∣∣δ1
n(v)

∣∣ 6 2|v|
h

un∑
j=1

∣∣αnj − sinc(jλπ)
∣∣ .

D’après le lemme 4, nous avons donc

∣∣δ1
n(v)

∣∣ 6 2K|v|
h

un∑
j=1

(
j

n
+

∣∣∣∣ 2dn
n
− λ

∣∣∣∣
)

= O

(
u2
n

n

)
+O

(
un

∣∣∣∣ 2dn
n
− λ

∣∣∣∣
)

= O

(
1√
n

)
+O

(∣∣∣∣ 2dn
n
− λ

∣∣∣∣1/2
)

= o(1) .

Contrôle du deuxième terme : Nous nous intéressons maintenant à δ2
n. Nous réécrivons ce terme

sous la forme

δ2
n(v) = −

n−un−1∑
j=un+1

(
ln
(
1− 2iv αnj

)
+ 2iv αnj

)
+ 2iv

 1

λ
+

n−un−1∑
j=un+1

αnj

 .

L’inégalité de Taylor-Lagrange nous assure que pour tout z ∈ C,

Re z > h et 1 > h ⇒
∣∣ ln z − (z − 1)

∣∣ 6 |z − 1|2

2
sup
t∈[0,1]

1∣∣1 + t(z − 1)
∣∣2 6 |z − 1|2

2h2
. (3.86)
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Nous en déduisons que∣∣∣∣∣∣
n−un−1∑
j=un+1

(
ln
(
1− 2iv αnj

)
+ 2iv αnj

) ∣∣∣∣∣∣ 6 2|v|2

h2

n−un−1∑
j=un+1

∣∣αnj ∣∣2 ,
ce qui entraîne que

∣∣δ2
n(v)

∣∣ 6 2|v|2

h2

n−un−1∑
j=un+1

∣∣αnj ∣∣2 + 2|v|

∣∣∣∣∣∣ 1

λ
+

n−un−1∑
j=un+1

αnj

∣∣∣∣∣∣ . (3.87)

En utilisant la formule (3.16) pour αnj , nous obtenons

1

λ
+

n−un−1∑
j=un+1

αnj =
1

λ
− n− 2un

2dn
+

n−un−1∑
j=un+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
2dn sin(jπ/n)

= o(1) +

n−un−1∑
j=un+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
2dn sin(jπ/n)

.

En utilisant la symétrie des valeurs propres, nous avons

1

λ
+

n−un−1∑
j=un+1

αnj = o(1) +
1

dn

bn/2c∑
j=un+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

, (3.88)

avec le terme j = bn/2c qui a été compté deux fois si n est pair, mais qui tend de toute façon vers 0.
Nous effectuons alors une transformation d’Abel en posant, pour j > 0,

σn,j =

j∑
k=0

sin
(
(2dn + 1)kπ/n

)
.

Nous avons

|σn,j | =

∣∣∣∣∣ sin
(
(2dn + 1)jπ/(2n)

)
sin
(
(2dn + 1)(j + 1)π/(2n)

)
sin
(
(2dn + 1)π/(2n

) ∣∣∣∣∣
6

1

sin
(
(2dn + 1)π/(2n

) 6 n

2dn + 1

n→∞−→ 1

λ
,

donc il existe une constante M > 0 telle que |σn,j | 6 M pour tout n > 1 et pour tout j > 0. Nous
écrivons alors

bn/2c∑
j=un+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

=

bn/2c∑
j=un+1

σn,j − σn,j−1

sin(jπ/n)

=

bn/2c−1∑
j=un

σn,j

(
1

sin(jπ/n)
− 1

sin
(
(j + 1)π/n

))− σn,un
sin(unπ/n)

+
σn,bn/2c

sin(bn/2cπ/n)
.

Nous avons donc∣∣∣∣∣∣
bn/2c∑
j=un+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

∣∣∣∣∣∣ 6 2M

sin(unπ/n)
+

2M

sin(bn/2cπ/n)
6

2Mn

un

Finalement, en reprenant (3.88), nous obtenons

1

λ
+

n−un−1∑
j=un+1

αnj = o(1) +O

(
1

un

)
= o(1) . (3.89)
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Enfin, en utilisant la majoration (3.17), nous avons

n−un−1∑
j=un+1

∣∣αnj ∣∣2 6 n2

2d2
n

bn/2c∑
j=un+1

1

j2
= O

(
1

un

)
= o(1) . (3.90)

En injectant (3.89) et (3.90) dans (3.87), il vient

lim
n→∞

δ2
n(v) = 0 .

Contrôle du troisième terme : Enfin, la convergence de la série∑
j>0

ln
(
1− 2iv sinc(jλπ)

)
implique que δ3

n(v) tend vers 0, puisque un →∞ quand n tend vers l’infini. Nous avons donc bien

lim
n→∞

Gn(0, v) = G∞(0, v) .

Dépendance en u : Soit n′0 = n0 ∨ 16 |u| /h2, et soit n > n′0. Nous avons alors∣∣∣∣2iu√n
∣∣∣∣ 6 h

2
,

ce qui nous assure que

∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2iu√

n
− 2iv αnj

)
∧ Re

(
1− 2iu√

n
− 2iv sinc(jλπ)

)
>

h

2
. (3.91)

Selon l’inégalité de Taylor-Lagrange, nous avons∣∣∣∣Gn(u, v)−Gn(0, v)− u∂Gn
∂u

(0, v)− u2

2

∂2Gn
∂u2

(0, v)

∣∣∣∣ 6 |u|3

6
sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ . (3.92)

Nous nous intéressons donc aux dérivées successives de Gn par rapport à u. Tout d’abord, nous écrivons

∂Gn
∂u

(0, v) = −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

1

1− 2iv αnj
= − i√

n
+

i√
n

n−1∑
j=1

(
1

1− 2iv αnj
− 1

)
.

Nous avons donc∣∣∣∣ ∂Gn∂u
(0, v)

∣∣∣∣ 6 1√
n

+
1√
n

n−1∑
j=1

∣∣∣∣∣ 2iv αnj
1− 2iv αnj

∣∣∣∣∣ 6 1√
n

+
4|v|
h
√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ .
En utilisant la majoration (3.18), nous obtenons alors

∂Gn
∂u

(0, v) = O

(
1√
n

)
+O

(
lnn√
n

)
= o(1) .

Nous avons, de même,

∂2Gn
∂u2

(0, v) = − 2

n

n−1∑
j=1

1(
1− 2iv αnj

)2 = −2 +
2

n
− 2

n

n−1∑
j=1

(
1(

1− 2iv αnj
)2 − 1

)
.
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Nous en déduisons que

∣∣∣∣ ∂2Gn
∂u2

(0, v) + 2

∣∣∣∣ 6 2

n
+

2

n

n−1∑
j=1

∣∣∣4iv αnj + 4v2
(
αnj
)2∣∣∣∣∣1− 2iv αnj

∣∣2 6
2

n
+

32|v|
nh

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣+
32|v|2

nh2

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣2
= O

(
lnn

n

)
+O

(
1

n

)
= o(1) .

Enfin, nous avons, pour tout t ∈ [0, 1],

∣∣∣∣ ∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 16

n3/2

n−1∑
j=1

1(
1− 2iu/

√
n− 2iv αnj

)3
∣∣∣∣∣∣ 6 1024

h3
√
n
.

Ainsi, l’égalité (3.92) devient

Gn(u, v) = G∞(0, v) + o(1)− u2 + o(1) = G∞(u, v) + o(1) ,

ce qui termine la preuve du lemme.

4.3 Déplacement du contour d’intégration

Nous souhaitons appliquer la méthode du col pour approcher l’intégrale dans (3.81). Nous prenons
donc (x, y, z, u, v) ∈ R3 × C× V . Nous avons, d’une part,

∂F∞
∂u

(x, y, z, u, v) +
∂G∞
∂u

(u, v) = −i
(
x− z2

)
− 2u .

Nous posons donc

u? = u?(x, z) = −
i
(
x− z2

)
2

.

Pour ce qui est de la seconde variable complexe, nous choisissons de poser

v? = v?(y) = − i sg(y)

4

(
1 +

1

sinc(γπ)

)
,

qui n’est pas le point-col, mais qui suffira pour notre calcul. Nous déplaçons alors le contour d’intégration
des variables u et v pour passer par u? et v?, comme nous l’avons fait en section 3.4. Commençons par
la variable v : fixons n > nI , (x, y, z) ∈ Dn et u ∈ R. La fonction v 7→ Fn(x, y, z, u, v) + Gn(u, v) est
définie et holomorphe sur l’ouvert{

v ∈ C : − 1

2Mn
< Im v <

1

2mn

}
. (3.93)

Or, d’après le lemme 5, nous avons

lim
n→∞

1

2Mn
=

1

2 sinc(λπ)
et lim

n→∞

1

2mn
=

1

2Cλ
>

1

2 sinc(λπ)
.

Comme λ > 0, nous avons sinc(λπ) < 1 et donc à partir d’un certain rang,

1

2Mn
∨ 1

2mn
>

1

2 sinc(λπ)
− 1

4

(
1

sinc(λπ)
− 1

)
=

1

4

(
1 +

1

sinc(γπ)

)
= |Im v?| ,
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ce qui signifie que le point v? se situe bien dans l’ouvert donné par (3.93). Nous pouvons donc déplacer
le contour d’intégration en vertu du théorème de Cauchy, pour obtenir, pour tout M > 0,∫ M

−M
dv eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) =

∫ 1

0

v? dt eFn(x,y,z, u,−M+tv?)+Gn(u,−M+tv?)

+

∫ M

−M
dv eFn(x,y,z, u, v?+v)+Gn(u, v?+v)

+

∫ 0

1

v? dt eFn(x,y,z, u,M+tv?)+Gn(u,M+tv?) .

De même qu’en section 3.4, nous avons

lim
M→∞

∫ 1

0

v? dt eFn(x,y,z, u,±M+tv?)+Gn(u,±M+tv?) = 0 ,

et donc en faisant tendre M vers l’infini, nous obtenons∫
R
dv eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) =

∫
R
dv eFn(x,y,z, u, v?+v)+Gn(u, v?+v) .

Ainsi, notre calcul (3.81) devient

∀n > nI En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv eFn(x,y,z, u, v?+v)+Gn(u, v?+v) . (3.94)

Nous voulons ensuite permuter les intégrales sur les deux variables u et v, pour pouvoir déplacer le
contour d’intégration en u. Pour cela, nous démontrons le lemme suivant, qui nous sera également utile
plus tard pour vérifier l’hypothèse de domination du théorème de convergence dominée :

Lemme 18. Il existe K > 0 tel que, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 et
pour tout t ∈ [0, 1], ∣∣∣ eGn(tu?+u, v?+v)

∣∣∣ 6 eGn(tu?, v?)(
1 +Ku2

)(
1 +Kv2

) .
Démonstration. Soit (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, et soit t ∈ [0, 1]. Nous écrivons tout d’abord

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) = −1

4

n−1∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
u/
√
n+ v αnj

)2(
1− 2itu?/

√
n− 2iv? αnj

)2
)
.

D’après la définition (3.82) du domaine Dn, nous avons z2 − x 6
√
n. Nous en déduisons que pour

tout j ∈ {1, . . . , n− 1},

1− 2itu?√
n
− 2iv? αnj = 1 +

t
(
z2 − x

)
√
n

− sg(y)

2

(
1 +

1

sinc(λπ)

)
αnj 6 Bλ ,

avec
Bλ =

5

2
+

1

2 sinc(λπ)
.

Nous avons donc

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 −1

4

n−1∑
j=1

ln

[
1 +

4

B2
λ

(
u√
n

+ v αnj

)2
]
. (3.95)

D’après le lemme 6, il existe une constante K0 > 0 telle que, à partir d’un certain rang,

|In,u,v| > K0
6

K0
− 2 = 4 ,
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où
In,u,v =

{
j ∈ {1, . . . , n− 1} : uv αnj > 0 et

∣∣αnj ∣∣ > K0

6

}
.

En appliquant à nouveau le lemme 6 avec cette fois-ci a = n, nous avons aussi, pour n > 12/K0,

|Jn,u,v| > K0n− 6 >
K0n

2
,

avec
Jn,u,v =

{
j ∈ {1, . . . , n− 1} \In,u,v : uv αnj > 0

}
.

En utilisant cela, notre majoration (3.95) devient

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 −1

4

∑
j∈In,u,v

ln

(
1 +

4K2
0v

2

6B2
λ

)
− 1

4

∑
j∈Jn,u,v

ln

(
1 +

4u2

B2
λn

)

6 − ln

(
1 +

4K2
0v

2

6B2
λ

)
− K0n

8
ln

(
1 +

4u2

B2
λn

)
.

Si de plus n > 8/K0, alors la concavité du logarithme implique que

ln

(
1 +

4u2

B2
λn

)
>

8

K0n
ln

(
1 +

4K0u
2

8B2
λ

)
,

et donc

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 − ln

(
1 +

4K2
0v

2

6B2
λ

)
− ln

(
1 +

K0u
2

2B2
λ

)
.

En posant

K =
4K2

0

6B2
λ

∧ K0

2B2
λ

,

nous obtenons alors la minoration annoncée par le lemme.

La fonction
(u, v) ∈ R2 7−→ 1(

1 +Ku2
)(

1 +Kv2
)

étant intégrable, le théorème de Fubini nous autorise donc à intervertir l’intégrale sur u et l’intégrale
sur v dans l’égalité (3.94), pour obtenir qu’à partir d’un certain rang,

En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du eFn(x,y,z, u, v?+v)+Gn(u, v?+v) .

Nous fixons maintenant (x, y, z) ∈ Dn et v ∈ R et nous voulons déplacer l’intégrale sur la variable u.
La fonction u 7→ Fn(x, y, z, u, v? + v) +Gn(u, v? + v) est définie et holomorphe sur l’ouvert{

u ∈ C : ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2iu√

n
− 2iv? αnj

)
> 0

}
.

Or, pour tout j ∈ {1, . . . , n− 1}, nous avons

1− 2iu?√
n
− 2iv? αnj = 1 +

z2 − x√
n
−

sg(y)αnj
2

(
1 +

1

sinc(λπ)

)
> 1− x2

√
n
− Mn

2

(
1 +

1

sinc(λπ)

)
> 1− 1

n1/4
− Mn

2
− Mn

2 sinc(λπ)

n→∞−→ 1− sinc(λπ)

2
> 0 .
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Nous avons donc, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z) ∈ Dn,

1− 2iu?√
n
− 2iv? αnj >

1− sinc(λπ)

4
> 0 , (3.96)

et donc nous pouvons déplacer le contour d’intégration de u ∈ R à u ∈ u?+R. Ce déplacement se justifie
de la même manière que les précédents déplacements du contour d’intégration, et nous obtenons alors,
à partir d’un certain rang,

En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du eFn(x,y,z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v) . (3.97)

4.4 Domination
Nous cherchons maintenant à majorer l’intégrande dans (3.97). Nous démontrons donc le résultat

suivant :

Lemme 19. Il existe des constantes K1, K2 > 0 telles que, à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 Re
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
6 M(x, y, z, u, v) ,

où M : R5 → R est la fonction définie par

M(x, y, z, u, v) = K1−
3x2

16
− xz

2

8
− 3z4

16
− |y|

8

(
1

sinc(λπ)
− 1

)
+2z2−ln

(
1+K2u

2
)
−ln

(
1+K2v

2
)
.

(3.98)

Démonstration. Majoration du premier terme : Nous commençons par majorer ReFn. Nous avons,
pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) = −i
(
x− z2

)
u? − iyv? − xz2

2(1 + x/
√
n)

+
y

2(1 + x/
√
n)

= −
(
x− z2

)2
2

− |y|
4

(
1 +

1

sinc(λπ)

)
− xz2

2
+

x2z2

2(x+
√
n)

+
y

2
− xy

2(
√
n+ x)

6 −x
2

2
+
xz2

2
− z4

2
− |y|

4

(
1

sinc(λπ)
− 1

)
+

x2z2

2(x+
√
n)

+
|xy|

2(
√
n+ x)

Or, d’après la définition (3.82) de l’ensemble Dn, nous avons |x| 6 n1/4, d’où

√
n+ x >

√
n− n1/4 >

√
n

2
,

dès lors que n > 16. Nous avons alors d’une part

x2z2

2(x+
√
n)
6

z2

n1/4
6 z2 ,

et d’autre part
|xy|

2(x+
√
n)
6
|y|
n3/8

6
|y|
8

(
1

sinc(λπ)
− 1

)
,

à partir d’un certain rang. En combinant tout cela, nous obtenons donc qu’à partir d’un certain rang,
pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) 6 −x
2

2
+
xz2

2
− z4

2
− |y|

8

(
1

sinc(λπ)
− 1

)
+ z2 . (3.99)
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Majoration du second terme : Nous nous occupons maintenant du terme Gn(u?, v?). D’après
l’inégalité des accroissements finis, nous avons

∀(x, y, z) ∈ Dn
∣∣Gn(u?, v?)−Gn(0, v?)

∣∣ 6 |u?| sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣ ∂Gn∂u
(tu?, v?)

∣∣∣∣ .
Du fait que v? ne peut prendre que deux valeurs, le termeGn(0, v?) est majoré par une constanteK1 > 0,
uniformément pour tous les (x, y, z) ∈ Dn. Nous en déduisons que

∀(x, y, z) ∈ Dn Gn(u?, v?) 6 K1 + |u?| sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣ ∂Gn∂u
(tu?, v?)

∣∣∣∣ . (3.100)

D’après notre minoration (3.96), nous avons à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z) ∈ Dn ∀t ∈ [0, 1] , 1− 2itu?√
n
− 2iv? αnj >

1− sinc(λπ)

4
, (3.101)

ce qui correspond à la majoration (3.91) que nous avions utilisée pour établir la convergence simple,
mais qui vaut maintenant de manière uniforme sur tout le domaine Dn. En reprenant l’expression (3.83)
de la fonction Gn, nous avons, pour tout t ∈ [0, 1],

∂Gn
∂u

(
tu?, v?

)
= −i

√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

1

1− 2itu?/
√
n− 2iv? αnj

= −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

(
1

1− 2itu?/
√
n− 2iv? αnj

− 1

)

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

2itu?/
√
n+ 2iv? αnj

1− 2itu?/
√
n− 2iv? αnj

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

2itu?/
√
n+ 2iv? αnj

1− 2itu?/
√
n

− 2v?√
n

n−1∑
j=1

2itu? αnj /
√
n+ 2iv?

(
αnj
)2(

1− 2itu?/
√
n
)(

1− 2itu?/
√
n− 2iv? αnj

) .
En utilisant (3.101) et le fait que

1− 2itu?√
n

= 1 +
t
(
z2 − x

)
√
n

> 1− 1

n3/8
>

1

2
,

nous en déduisons que∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 1√
n

+
2t |u?|

1− n−3/8
+

2 |v?|√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
+

32t |u?| |v?|(
1− sinc(λπ)

)
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣+
32 |v?|2(

1− sinc(λπ)
)
n

n−1∑
j=1

(
αnj
)2
.

D’après les majorations (3.18) et (3.19), nous avons, dans notre régime 2dn ∼ λn,

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ = O
(

lnn
)

et
n−1∑
j=1

(
αnj
)2

= O(1) .
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De plus, nous avons v? = O(1) uniformément sur tout le domaine Dn. Nous pouvons donc écrire,
uniformément pour tout (x, y, z) ∈ Dn,

2 |v?|√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ = O

(
lnn√
n

)
= o(1) ,

puis
32 |v?|(

1− sinc(λπ)
)
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ = O

(
lnn

n

)
= o(1) ,

ainsi que
32 |v?|2(

1− sinc(λπ)
)
n

n−1∑
j=1

(
αnj
)2

= O

(
1

n

)
= o(1) .

Nous avons donc, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z) ∈ Dn et pour tout t ∈ [0, 1],

2

1− n−3/8
+

32 |v?|(
1− sinc(λπ)

)
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ 6 5

2
,

et
1√
n

+
2 |v?|√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣+
32 |v?|2(

1− sinc(λπ)
)
n

n−1∑
j=1

(
αnj
)2
6 2 ,

ce qui entraîne que ∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 2 +
5t |u?|

2
.

En intégrant cela comme indiqué dans (3.100), nous obtenons alors qu’à partir d’un certain rang, pour
tout (x, y, z) ∈ Dn,∣∣Gn(u?, v?)

∣∣ 6 K1 + 2 |u?|+ 5 |u?|2

4
= K1 +

∣∣x− z2
∣∣+

5
(
x− z2

)2
16

6 K1 + 1 + z2 +
5
(
x− z2

)2
16

. (3.102)

En combinant nos majorations (3.99) et (3.102) avec le résultat du lemme 18, nous obtenons bien la
domination annoncée, à partir d’un certain rang qui est le même pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn×R2.

Il nous faut maintenant vérifier :

Lemme 20. La fonction eM , où M est donnée par l’équation (3.98), est intégrable sur R5.

Démonstration. Nous avons, dans [0, +∞],∫
R5

eM = eK1

∫
R2

dx dz exp

(
−3x2

16
− xz2

8
− 3z4

16
+ 2z2

)
×
∫

R
dy exp

[
− |y|

8

(
1

sinc(λπ)
− 1

) ]

×
(∫

R

du

1 +K2u2

)2

= eK1

∫
R2

dx dz exp

[
− 1

16

(
3x+

z2

3

)2

− z4

18
+ 2z2

]
× 16 sinc(λπ)

1− sinc(λπ)
× π2

K2
.

Nous écrivons alors∫
R2

dx dz exp

[
− 1

16

(
3x+

z2

3

)2

− z4

18
+ 2z2

]
=

1

3

∫
R
dt e−t

2/16 ×
∫

R
dz exp

(
− z

4

18
+ 2z2

)
,

ce qui montre bien que l’intégrale est finie.
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4.5 Convergence dominée

Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théorème de convergence dominée. Rappelons que

En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
R5

g(z)eFn(x,y,z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v)1(x, y, z)∈Dn .

D’après l’équation (3.84) et le lemme 17, nous avons la convergence simple, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ R5,

lim
n→∞

Fn(x, y, z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v) = F∞(x, y, z, u?+u, v?+v)+G∞(u?+u, v?+v) ,

où

F∞(x, y, z, u? + u, v? + v) = −
(
x− z2

)2
2

− iu
(
x− z2

)
− iv?y − ivy − ivy − xz2

2
+
y

2

et

G∞(u? + u, v? + v) =

(
x− z2

)2
4

+ iu
(
x− z2

)
− u2 − iv?

λ
−

+∞∑
j=1

ln
(
1− 2i(v? + v)sinc(jλπ)

)
.

En additionnant, nous obtenons donc

lim
n→∞

Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v) = J(x, y, z, u, v) ,

avec

J(x, y, z, u, v) = −x
2

4
− z4

4
− u2 +

y

2
− i
(
y +

1

λ

)
(v? + v)−

+∞∑
j=1

ln
(
1− 2i(v? + v)sinc(jλπ)

)
.

D’après les lemmes 19 et 20, l’hypothèse de domination est bien vérifiée à partir d’un certain rang. Nous
avons donc, d’après le théorème de convergence dominée,

En
n→∞∼ n1/4

(2π)5/2Zn

∫
R5

dx dy dz du dv g(z) eJ(x,y,z, u,v) = Cn

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 ,

où nous avons posé

Cn =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
R4

dx dy du dv eJ(x,y,0, u,v) .

Or, d’après nos calculs du début de la section 4.1, nous avons

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
= En + o(1) .

Dans le cas de la fonction constante g = 1, nous avons donc

1 = µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
n→∞∼ En

n→∞∼ Cn

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 =
CnΓ(1/4)√

2
.

Revenant au cas général d’une fonction g : R→ R continue et bornée, nous avons donc

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
=

√
2

Γ(1/4)

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 ,

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée.
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5 Preuve du théorème 6
Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 6. Nous supposons donc que le para-

mètre dn est tel que n3/4 � dn � n, nous prenons une fonction g : R→ R continue et bornée, et nous
voulons déterminer

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
.

5.1 Mise en forme de l’intégrale
D’après le lemme 3, nous avons, sous la loi µ̂n,

Tn − n√
n

L−→
n→+∞

N (0, 2) .

Comme dn � n3/4, nous en déduisons que

lim
n→∞

µ̂n

(
|Tn − n| >

dn
4
√
n

)
= 0 . (3.103)

Nous recherchons donc la limite de

En = µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

)
1|Tn−n|6dn/ 4

√
n

]
. (3.104)

Avec la densité donnée par le lemme 12, nous pouvons écrire

En =

∫ n+dn/ 4
√
n

n−dn/ 4
√
n

dx

∫
R
dy

∫
R
dz g

( z

n3/4

)
f̂n(x, y, z)

=
1

(2π)5/2Zn
√
n

∫ n+dn/ 4
√
n

n−dn/ 4
√
n

dx

∫
R
dy

∫
R
dz g

( z

n3/4

)
exp

( ny
2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.

Nous effectuons maintenant le changement de variables

x = n+ x′
√
n, y =

n2y′

d2
n

+ z′2
√
n, z = z′n3/4, u =

u′√
n
, v =

d2
nv
′

n2
,

ce qui nous donne, pour tout n > nI ,

En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R2

du dv eAn(x,y,z, u,v) , (3.105)

où le domaine Dn est donné par

Dn =

{
(x, y, z) ∈ R3 : |x| 6 dn

n3/4
et 2

√
n+ 2x >

√
n+ x+

n3/2

d2
n

y + z2 > 2z2

}
, (3.106)

et où nous avons posé, pour (x, y, z) ∈ Dn et (u, v) ∈ R2,

An =
z2
√
n+ yn2/d2

n

2(1 + x/
√
n)
− iu
√
n− iu

(
x− z2

)
− ivy− z2

√
n

2
− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
−

2ivd2
nα

n
j

n2

)
. (3.107)
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Cette fois-ci, notre changement de variable sur y revient à supposer que, dans l’écriture du Hamiltonien
sous la forme

Hn =
S2
n

n
+Rn ,

le terme S2
n/n sera d’ordre

√
n et le terme Rn d’ordre n2/d2

n �
√
n, puisque dn � n3/4. Cela explique

que le comportement est encore celui du modèle en champ moyen, car le terme S2
n/n l’emporte par

rapport au terme Rn. Poursuivons notre calcul (3.107) en écrivant

An = − xz2

2(1 + x/
√
n)

+
yn2/d2

n

2(1 + x/
√
n)
− iu
√
n− iu

(
x− z2

)
− ivy − 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
−

2ivd2
nα

n
j

n2

)
.

Pour obtenir une limite non dégénérée, nous devons donc nous débarrasser du terme yn2/d2
n. Pour cela,

nous souhaitons déplacer le contour d’intégration de la variable v de R à

v ∈ v0 + R où v0 = − in
2

2d2
n

. (3.108)

Ce déplacement du contour d’intégration en v se justifie de la même manière qu’en section 3.2, la
fonction v 7→ An(x, y, z, u, v) étant définie et holomorphe sur l’ouvert{

v ∈ C : − n2

2d2
nMn

< Im v < − n2

2d2
nmn

}
⊃
{
v ∈ C : − n2

2d2
n

6 Im v 6 0

}
.

Le calcul (3.105) devient alors, pour tout n > nI ,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) , (3.109)

avec la constante Cn donnée par

Cn =
n1/4

(2π)5/2Zn
exp

(
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− αnj

))
=

n1/4

(2π)5/2Zn

n−1∏
j=1

1√
1− αnj

, (3.110)

et les fonctions Fn et Gn définies par

Fn(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− z2

)
− ivy − xz2 + xyn3/2/d2

n

2(1 + x/
√
n)

et

Gn(u, v) = −iu
√
n− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu
√
n
(
1− αnj

) − 2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

)) . (3.111)

5.2 Convergence simple de l’intégrande
Nous étudions maintenant la convergence simple de la somme Fn + Gn. Le fait que dn � n3/4

implique que

∀(x, y, z, u, v) ∈ R3 × C2 lim
n→∞

Fn(x, y, z, u, v) = F∞(x, y, z, u, v) , (3.112)

avec

F∞(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− z2

)
− ivy − xz2

2
.

Nous étudions ensuite la limite simple de Gn. Pour que Gn(u, v) soit bien défini, il suffit que

∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2iu
√
n
(
1− αnj

) − 2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) > 0 ,
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c’est-à-dire

∀j ∈ {1, . . . , n− 1} n2

2d2
n

+
n3/2

d2
n

Imu+

(
Im v − n2

2d2
n

)
αnj > 0 .

En fonction des valeurs propres extrémales Mn et −mn définies par (3.14), cela se réécrit

n2

2d2
n

+
n3/2

d2
n

Imu−
(
Im v − n2

2d2
n

)
mn > 0 et

n2

2d2
n

+
n3/2

d2
n

Imu+

(
Im v − n2

2d2
n

)
Mn > 0 ,

ce qui revient à

−n
2(1−Mn)

2d2
nMn

+
n3/2

d2
nMn

Imu < Im v <
n2(1 +mn)

2d2
nmn

+
n3/2

d2
nmn

Imu . (3.113)

Or, il découle du lemme 9 que

lim
n→∞

n2(1−Mn)

2d2
nMn

=
π2

3
et lim

n→∞

n2(1 +mn)

2d2
nmn

= +∞ .

De plus, pour u ∈ C fixé, nous avons

lim
n→∞

n3/2

d2
nMn

Imu = 0 = lim
n→∞

n3/2

d2
nmn

Imu ,

puisque dn � n3/4. Ainsi, pour tout (u, v) ∈ C× V , avec

V =

{
v ∈ C : Im v > −π

2

3

}
,

la condition (3.113) est vérifiée à partir d’un certain rang. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Lemme 21. Nous avons la convergence simple :

∀(u, v) ∈ C× V lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(u, v) ,

où G∞ est la fonction donnée par

G∞ : (u, v) ∈ C× V 7−→ −u2 −
+∞∑
j=1

ln

(
1− 3iv

π2j2

)
.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ C × V fixé. Nous nous intéressons tout d’abord à la limite de Gn(0, v).
Notons

h =
1

2
∧
(

1

2
+

3Im v

2π2

)
,

qui est strictement positif puisque v ∈ V . Il découle du lemme 9 sur les extrema du spectre que

lim
n→∞

Re

(
1− 2ivd2

nMn

n2(1−Mn)

)
= 1 +

3 Im v

π2
> 2h ,

tandis que

lim
n→∞

Re

(
1 +

2ivd2
nmn

n2(1 +mn)

)
= 1 > 2h .

Ainsi, il existe un rang n0 ∈ N tel que

∀n > n0 ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) > h . (3.114)
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Soit n > n0. En utilisant la symétrie αnn−j = αnj , nous écrivons

Gn(0, v)−G∞(0, v) = δ1
n(v) + δ2

n(v)− δ3
n(v) ,

avec

δ1
n(v) =

bn/dnc∑
j=1

 − ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) )+ ln

(
1− 3iv

π2j2

)  ,
δ2
n(v) = −1

2

n−bn/dnc−1∑
j=bn/dnc+1

ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) ,

δ3
n(v) = −

+∞∑
j=bn/dnc+1

ln

(
1− 3iv

π2j2

)
.

Contrôle du premier terme : Nous commençons avec δ1
n. Pour tout j 6 bn/dnc, nous avons

Re

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) > h et Re

(
1− 3iv

π2j2

)
> 1 ∧

(
1 +

3 Im v

π2

)
> h ,

et donc l’inégalité des accroissements finis appliquée comme en (3.85) implique que∣∣∣∣∣∣ − ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) )+ ln

(
1− 3iv

π2j2

) ∣∣∣∣∣∣ 6 1

h

∣∣∣∣∣ 2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) − 3iv

π2j2

∣∣∣∣∣ .
Nous en déduisons que ∣∣δ1

n(v)
∣∣ 6 2d2

n|v|
hn2

bn/dnc∑
j=1

∣∣∣∣∣ αnj
1− αnj

− 3n2

2d2
nπ

2j2

∣∣∣∣∣ .
D’après le lemme 8, nous avons donc

∣∣δ1
n(v)

∣∣ = O

 d2
n

n2

bn/dnc∑
j=1

1

 = O

(
dn
n

)
= o(1) .

Contrôle du deuxième terme : Nous nous intéressons maintenant à δ2
n. Si n est impair, en utilisant

la symétrie des valeurs propres, nous écrivons

δ2
n(v) = −

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) .

Si n est pair, il y a un terme compté en trop dans la somme ci-dessus, et donc

δ2
n(v) =

1

2
ln

(
1−

2ivd2
nα

n
n/2

n2
(
1− αnn/2

) )− bn/2c∑
j=bn/dnc+1

ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) .

Or lim
n→∞

αnn/2 = 0, et donc nous avons, quelle que soit la parité de n,

δ2
n(v) = o(1)−

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

ln

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) .
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Nous utilisons ensuite l’inégalité de Taylor-Lagrange (3.86) pour écrire

δ2
n(v) = o(1) +O

d2
n

n2

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

αnj
1− αnj

+O

d4
n

n4

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

(αnj )2(
1− αnj

)2
 . (3.115)

Pour la première somme, nous écrivons

αnj
1− αnj

= αnj +
(αnj )2

1− αnj
.

Or, nous avons, d’après la majoration (3.17),

∀j ∈
{⌊

n

dn

⌋
+ 1, . . . ,

⌊n
2

⌋} ∣∣αnj ∣∣ 6 n

2dnj
6

1

2
. (3.116)

Nous avons donc ∣∣∣∣∣∣
bn/2c∑

j=bn/dnc+1

αnj
1− αnj

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

αnj

∣∣∣∣∣∣+ 2

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

(αnj )2 .

Ainsi, l’équation (3.115) devient

δ2
n(v) = o(1) +O

d2
n

n2

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

αnj

+O

d2
n

n2

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

(αnj )2

 . (3.117)

Nous écrivons alors, en utilisant la formule (3.16) pour les valeurs propres,∣∣∣∣∣∣
bn/2c∑

j=bn/dnc+1

αnj

∣∣∣∣∣∣ 6 n

2dn
+

1

2dn

∣∣∣∣∣∣
bn/2c∑

j=bn/dnc+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

∣∣∣∣∣∣ . (3.118)

Nous effectuons ensuite une transformation d’Abel en posant, pour j > 0,

σn,j =

j∑
k=0

sin
(
(2dn + 1)kπ/n

)
.

Nous avons

|σn,j | =

∣∣∣∣∣ sin
(
(2dn + 1)jπ/(2n)

)
sin
(
(2dn + 1)(j + 1)π/(2n)

)
sin
(
(2dn + 1)π/(2n

) ∣∣∣∣∣ 6 1

sin
(
(2dn + 1)π/(2n

) 6 n

2dn
.

Cela nous permet d’écrire

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

=

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

σn,j − σn,j−1

sin(jπ/n)

=

bn/2c−1∑
j=bn/dnc

σn,j

(
1

sin(jπ/n)
− 1

sin
(
(j + 1)π/n

))− σn,bn/dnc

sin
(
bn/dncπ/n

) +
σn,bn/2c

sin
(
bn/2cπ/n

) .
Nous avons donc∣∣∣∣∣∣

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

sin
(
(2dn + 1)jπ/n

)
sin(jπ/n)

∣∣∣∣∣∣ 6 n/dn

sin
(
bn/dncπ/n

) +
n/dn

sin
(
bn/2cπ/n

) = O(n) .
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Notre majoration (3.118) devient donc

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

αnj = O

(
n

dn

)
. (3.119)

Par ailleurs, en reprenant la majoration (3.116), nous avons

bn/2c∑
j=bn/dnc+1

(αnj )2 6
+∞∑

j=bn/dnc+1

(
n

2dnj

)2

6
n2

4d2
n

∫ +∞

bn/dnc

dt

t2
n→∞∼ n

4dn
. (3.120)

En injectant (3.119) et (3.120) dans (3.117), il vient

δ2
n(v) = o(1) +O

(
dn
n

)
= o(1) .

Contrôle du troisième terme : La convergence de la série∑
j>1

ln

(
1− 3iv

π2j2

)
implique que δ3

n(v) converge vers 0 quand n tend vers l’infini. Nous avons donc bien

lim
n→∞

Gn(0, v) = G∞(0, v) .

Dépendance en u : D’après le lemme 9, nous avons

max
16j6n−1

∣∣∣∣∣ 2iu
√
n
(
1− αnj

) ∣∣∣∣∣ =
2|u|√

n(1−Mn)

n→∞∼ 3n3/2|u|
π2d2

n

n→∞−→ 0 ,

puisque dn � n3/4. Nous en déduisons qu’à partir d’un certain rang,∣∣∣∣ 2iu√
n(1−Mn)

∣∣∣∣ 6 h

2
.

En combinant cela avec (3.114), nous obtenons qu’à partir d’un certain rang,

∀t ∈ [0, 1] ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2itu
√
n
(
1− αnj

) − 2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ) > h

2
. (3.121)

Nous reprenons ensuite l’inégalité de Taylor-Lagrange (3.92) et nous calculons les dérivées successives
de Gn par rapport à u. Tout d’abord, nous écrivons

∂Gn
∂u

(0, v) = −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

1

1− αnj − 2ivd2
nα

n
j /n

2

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

(
1

1− αnj − 2ivd2
nα

n
j /n

2
− 1

)

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

αnj + 2ivd2
nα

n
j /n

2

1− αnj − 2ivd2
nα

n
j /n

2

= − i√
n

+
i√
n

(
1 +

2ivd2
n

n2

) n−1∑
j=1

αnj
1− αnj

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

))−1

. (3.122)
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Or, d’après (3.121), nous avons∣∣∣∣∣ 1− 2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) ∣∣∣∣∣ > Re

(
1−

2ivd2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

)) > h

2
.

En utilisant cela dans (3.122), nous obtenons∣∣∣∣ ∂Gn∂u
(0, v)

∣∣∣∣ 6 1√
n

+
2

h
√
n

(
1 +

2|v|d2
n

n2

) n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

6
1√
n

+
4 + 8|v|
h
√
n

bn/2c∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

.

Or, d’après le lemme 8, nous avons, avec des O uniformes pour les j 6 bn/2c,

1

1− αnj
= O(1) +O

(
n2

d2
nj

2

)
. (3.123)

En combinant cela avec l’inégalité (3.17) d’après laquelle∣∣αnj ∣∣ 6 1 ∧ n

2dnj
, (3.124)

nous obtenons
αnj

1− αnj
= O

(
n

dnj

)
+O

(
n2

d2
nj

2

)
,

d’où
bn/2c∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

= O

(
n lnn

dn

)
+O

(
n2

d2
n

)
. (3.125)

Nous en déduisons que

∂Gn
∂u

(0, v) = O

(
1√
n

)
+O

(√
n(lnn)

dn

)
+O

(
n3/2

d2
n

)
= o(1) ,

puisque dn � n3/4. Nous avons, de même,

∂2Gn
∂u2

(0, v) = − 2

n

n−1∑
j=1

1(
1− αnj − 2ivd2

nα
n
j /n

2
)2 = −2 +

2

n
− 2

n

n−1∑
j=1

(
1(

1− αnj − 2ivd2
nα

n
j /n

2
)2 − 1

)
.

Nous en déduisons que

∣∣∣∣ ∂2Gn
∂u2

(0, v) + 2

∣∣∣∣ 6 2

n
+

2

n

n−1∑
j=1

∣∣∣2αnj (1 + 2ivd2
n/n

2
)

+ (αnj )2
(
1 + 2ivd2

n/n
2
)2∣∣∣∣∣1− αnj − 2ivd2

nα
n
j /n

2
∣∣2

6
2

n
+

8

nh2

(
1 +

2|v|d2
n

n2

)2
 2

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣(
1− αnj

)2 +

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣2(
1− αnj

)2


6
2

n
+

48(1 + 2|v|)2

nh2

bn/2c∑
j=1

∣∣αnj ∣∣(
1− αnj

)2 . (3.126)

Il découle de (3.123) et (3.124) que, pour j 6 bn/2c,

αnj(
1− αnj

)2 = O

(
n4

d4
nj

4

)
+O

(
n

dnj

)
,



98 Chapitre 3. Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions à longue portée

et donc
bn/2c∑
j=1

∣∣αnj ∣∣(
1− αnj

)2 = O

(
n4

d4
n

)
+O

(
n lnn

dn

)
.

En utilisant cela dans (3.126), nous obtenons

∂2Gn
∂u2

(0, v) = −2 +O

(
1

n

)
+O

(
n3

d4
n

)
+O

(
lnn

dn

)
= −2 + o(1) .

Enfin, nous avons, pour tout t ∈ [0, 1],

∣∣∣∣ ∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 8

n3/2

n−1∑
j=1

1(
1− αnj − 2itu/

√
n− 2iv d2

nα
n
j /n

2
)3
∣∣∣∣∣∣

6
128

n3/2h3

bn/2c∑
j=1

1(
1− αnj

)3 ,
ce qui entraîne que

|u|3

6
sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ 6 64|u|3

3n3/2h3

bn/2c∑
j=1

1(
1− αnj

)3 . (3.127)

Or, d’après (3.123), nous avons pour j 6 bn/2c,

1(
1− αnj

)3 = O(1) +O

(
n6

d12
n j

12

)
,

d’où
bn/2c∑
j=1

1(
1− αnj

)3 = O(n) +O

(
n6

d12
n

)
.

En insérant cela dans (3.127), il vient

|u|3

6
sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ = O

(
1√
n

)
+O

(
n9/2

d6
n

)
= o(1) ,

où nous avons encore utilisé le fait que dn � n3/4. En utilisant tout cela dans l’inégalité (3.92) nous
obtenons

lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(0, v)− u2 = G∞(u, v) ,

ce qui termine la preuve du lemme.

5.3 Déplacement du contour d’intégration

Nous souhaitons ici encore utiliser la méthode du col pour approcher l’intégrale dans (3.109). Pour
tout (x, y, z, u, v) ∈ R3 × C× V , nous avons

∂F∞
∂u

(x, y, z, u, v) +
∂G∞
∂u

(u, v) = −i
(
x− z2

)
− 2u .

Nous considérons donc le point-col

u? = u?(x, z) = −
i
(
x− z2

)
2

.
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Pour ce qui est de la seconde variable complexe, nous choisissons de poser

v? = v?(y) = −i sg(y) =

{
−i si y > 0 ,

+i sinon,

qui n’est pas le point-col, mais qui nous suffira pour obtenir notre résultat, l’important étant que le
terme −iyv? = −|y| nous permette d’avoir une fonction intégrable en y, comme nous le verrons plus
loin. Nous souhaitons ensuite déplacer le contour d’intégration de (u, v) ∈ R2 à (u, v) ∈ (u?, v?) + R2.
Le déplacement de la variable v s’effectue de manière similaire au déplacement que nous avons effectué
en (3.108), en prenant v0 = v?. Nous obtenons alors

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv exp

(
Fn(x, y, z, u, v? + v) +Gn(u, v? + v)

)
. (3.128)

De même qu’en section 4.3, nous démontrons le résultat suivant, pour pouvoir intervertir les sommations
sur u et sur v :

Lemme 22. Il existe K > 0 tel que, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 et
pour tout t ∈ [0, 1],

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 MK(u, v) + 2 ln
(
203 + z2

)
,

où MK : R2 → R est la fonction définie par

MK(u, v) = −2 ln
(
1 +Ku2

)
− ln

(
1 + (|v| − |u|)2

+

)
. (3.129)

Démonstration. Soit (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, et soit t ∈ [0, 1]. Nous commençons par écrire

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) = −1

4

n−1∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
u/
√
n+ vd2

nα
n
j /n

2
)2(

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2
)2
)
.

Nous nous intéressons tout d’abord aux quatre premières valeurs propres, et notons

S1 = −1

4

4∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
u/
√
n+ vd2

nα
n
j /n

2
)2(

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2
)2
)
.

D’après le lemme 8, nous avons à partir d’un certain rang,

max
j64

(
1− αnj

)
6

200d2
n

n2
.

Nous avons alors, pour j 6 4,

1− αnj −
2itu?√
n
−

2iv?d2
nα

n
j

n2
6

200d2
n

n2
− x− z2

√
n

+
2d2
n

n2
6

d2
n

n2

(
202 +

n3/4

dn
+
z2n3/2

d2
n

)
,

où nous avons utilisé le fait que |v?| = 1 et |x| 6 dn/n
3/4. De plus, nous avons n3/4/dn 6 1 à partir

d’un certain rang, ce qui nous permet d’écrire

1− αnj −
2iu?√
n
−

2iv?d2
nα

n
j

n2
6

d2
n

n2

(
203 + z2

)
.

Nous avons alors

S1 6 −
1

4

4∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
u/
√
n+ vd2

nα
n
j /n

2
)2(

d2
n/n

2
)(

203 + z2
)2

)
6 −1

4

4∑
j=1

ln

(
1 +

4
(
v αnj + un3/2/d2

n

)2(
203 + z2

)2
)
.
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Utilisant encore qu’à partir d’un certain rang, n3/4/dn 6 1/2 et αnj > 1/2 pour tout j 6 4, nous
obtenons ∣∣∣∣v αnj +

un3/2

d2
n

∣∣∣∣ > ( ∣∣vαnj ∣∣− ∣∣∣∣un3/2

d2
n

∣∣∣∣ )
+

>
(|v| − |u|)+

2
,

à partir d’un certain rang qui ne dépend pas de u et v. Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

S1 6 − ln

(
1 +

(|v| − |u|)2
+

(203 + z2)2

)
6 − ln

(
1 + (|v| − |u|)2

+

)
+ 2 ln

(
203 + z2

)
. (3.130)

Nous passons maintenant aux autres valeurs propres, et nous notons

S2 = −1

4

n−1∑
j=5

ln

(
1 +

4
(
u/
√
n+ vd2

nα
n
j /n

2
)2(

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2
)2
)
.

D’après la définition (3.106) du domaine Dn, nous avons x − z2 > −
√
n. Nous en déduisons que pour

tout j ∈ {5, . . . , n− 1},

1− αnj −
2itu?√
n
−

2iv?d2
nα

n
j

n2
6 2− x− z2

√
n

+
2d2
n

n2
6 5 ,

ce qui nous permet d’écrire

S2 6 −
1

4

n−1∑
j=5

ln

 1 +
4

25

(
u√
n

+
vd2
nα

n
j

n2

)2
 .

Selon le lemme 10, il existe une constante K0 > 0 telle que

|Jn,u,v| > K0n ,

où
Jn,u,v =

{
j ∈ {5, . . . , n− 1} : uv αnj > 0

}
.

Nous en déduisons que

S2 6 −
|Jn,u,v|

4
ln

(
1 +

4u2

25n

)
6 −K0n

4
ln

(
1 +

4u2

25n

)
.

Pour n > 8/K0, nous avons, par concavité du logarithme,

S2 6 −
K0

4

⌈
8

K0

⌉
ln

(
1 +

4u2

25 d8/K0e

)
.

En combinant cela avec (3.130), nous obtenons l’existence d’une constante K > 0 telle que, à partir
d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 et pour tout t ∈ [0, 1],

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 −2 ln
(
1 +Ku2

)
− ln

(
1 + (|v| − |u|)2

+

)
+ 2 ln

(
203 + z2

)
,

ce qui est bien la minoration recherchée.

Nous démontrons ensuite :

Lemme 23. Pour tout K > 0, la fonction eMK , où MK : R2 → R est la fonction définie par (3.129),
est intégrable sur R2.
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Démonstration. Soit K > 0. Nous avons, dans [0, +∞],∫
R2

du dv eMK(u, v) =

∫
R

du(
1 +Ku2

)2 ∫
R

dv

1 +K
(
|v| − |u|

)2
+

.

Nous écrivons alors, pour tout u ∈ R,∫
R

dv

1 +K
(
|v| − |u|

)2
+

= 2|u|+ 2

∫ +∞

0

dv

1 +Kv2
= 2|u|+ π√

K
,

et nous avons donc ∫
R2

du dv eM0(u, v) 6
∫

R

(
2|u|+ π/

√
K
)(

1 +Ku2
)2 du < +∞ ,

puisque (
2|u|+ π/

√
K
)(

1 +Ku2
)2 = O

(
1

|u|3

)
quand |u| → ∞.

Revenons maintenant à l’équation (3.128), dans laquelle nous souhaitons intervertir la sommation
sur u et celle sur v. Pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, nous avons

ReFn(x, y, z, u, v? + v) = Fn(x, y, z, 0, v?) .

Ainsi, il découle du lemme 22 appliqué avec t = 0 qu’à partir d’un certain rang qui est le même pour
tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, nous avons∣∣∣ eFn(x,y,z, u,v?+v)+Gn(u, v?+v)

∣∣∣ 6 (
203 + z2

)2
eFn(x,y,z, 0,v?)+Gn(0, v?)+MK(u, v) ,

qui est une fonction intégrable de (u, v) d’après le lemme 23. En vertu du théorème de Fubini, nous
pouvons donc intervertir l’intégrale sur u et l’intégrale sur v dans la formule (3.128), pour obtenir

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du exp

(
Fn(x, y, z, u, v? + v) +Gn(u, v? + v)

)
.

Nous raisonnons maintenant à (x, y, z, v) ∈ Dn × R et n fixés, et nous allons déplacer le contour d’in-
tégration de la variable u. La fonction u 7→ Fn(x, y, z, u, v? + v) est définie et holomorphe sur C tout
entier. La fonction u 7→ Gn(u, v? + v), quant à elle, est holomorphe sur l’ouvert{

u ∈ C : ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} 1 +
2Imu

√
n
(
1− αnj

) − 2 sg(y)d2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) > 0

}
. (3.131)

Nous souhaitons déplacer la variable u de R à R + u?, où

u? = −
i
(
x− z2

)
2

.

Or, d’après la définition (3.106) du domaine Dn, nous avons |x| 6 dn/n3/4 6 n1/4, d’où

∀t ∈ [0, 1] 1 +
2tImu?
√
n
(
1− αnj

) − 2 sg(y)d2
nα

n
j

n2
(
1− αnj

) > 1− dn
n5/4(1−Mn)

− 2d2
n

n2(1−Mn)
. (3.132)

Selon le lemme 9, nous avons

1−Mn
n→∞∼ 2π2d2

n

3n2
,
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−M M u ∈ R

u ∈ u? + RC1

C2

C3
•u
?

•
0

Figure 3.2 – Le théorème de Cauchy nous permet de remplacer l’intégrale sur [−M,M ] par celle sur
les contours C1, C2 et C3.

d’où

1− dn
n5/4(1−Mn)

− 2d2
n

n2(1−Mn)
= 1−O

(
n3/4

dn

)
− 3

π2

(
1 + o(1)

)
= 1− 3

π2
+ o(1) . (3.133)

Nous en déduisons qu’à partir d’un certain rang, qui ne dépend pas de (x, y, z, v) ∈ Dn×R, nous avons

1− dn
n5/4(1−Mn)

− 2d2
n

n2(1−Mn)
> 0 ,

et dans ce cas, le contour représenté sur la figure 3.2 est entièrement inclus dans l’ouvert donné
par (3.131). Ainsi, en vertu du théorème de Cauchy, nous obtenons, pour M > 0,∫ M

−M
du eFn(x,y,z, u,v?+v)+Gn(u, v?+v) =

∫ 1

0

u?dt eFn(x,y,z,−M+tu?,v?+v)+Gn(−M+tu?, v?+v)

+

∫ M

−M
du eFn(x,y,z, u?+u,v?+v)+Gn(u?+u, v?+v)

+

∫ 0

1

u?dt eFn(x,y,z,M+tu?,v?+v)+Gn(M+tu?, v?+v) .

D’après le lemme 22, pour M > 0 et t ∈ [0, 1], nous pouvons écrire∣∣∣ eFn(x,y,z,±M+tu?,v?+v)+Gn(±M+tu?, v?+v)
∣∣∣ 6 (

203 + z2
)2
eFn(x,y,z, tu?,v?)+Gn(tu?, v?)+M0(±M, v)

M→∞−→ 0 ,

uniformément par rapport à t ∈ [0, 1]. Nous en déduisons que

lim
M→+∞

∫ 1

0

u?dt eFn(x,y,z,±M+tu?,v?+v)+Gn(±M+tu?, v?+v) = 0 ,

et donc ∫
R
du eFn(x,y,z, u,v?+v)+Gn(u, v?+v) =

∫
R
du eFn(x,y,z, u?+u,v?+v)+Gn(u?+u, v?+v) .

Nous obtenons alors, à partir d’un certain rang,

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du exp

(
Fn(x, y, z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v)

)
. (3.134)

5.4 Domination
Nous cherchons maintenant à majorer le module de l’intégrande dans (3.134), uniformément par

rapport à n. Nous démontrons le résultat suivant :
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Lemme 24. Il existe des constantes K, K1 > 0 telles que, à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 Re
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
6 M(x, y, z, u, v) ,

où M : R5 → R est la fonction définie par

M(x, y, z, u, v) = − 9

70

(
x− z2

)2 − xz2

2
+ 3

∣∣x− z2
∣∣− |y|

2
+ z2 + 2 ln

(
203 + z2

)
+K1 +MK(u, v) .

avec MK la fonction donnée par (3.129).

Démonstration. Majoration du premier terme : Nous commençons par majorer la partie réelle
de Fn. Nous avons, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) = −i
(
x− z2

)
u? − iyv? − xz2 + xyn3/2/d2

n

2(1 + x/
√
n)

= −
(
x− z2

)2
2

− |y| − xz2

2
+

x2z2

2(x+
√
n)
− xyn2

2d2
n(x+

√
n)
. (3.135)

Par définition du domaine Dn, nous avons |x| 6 dn/n3/4 6 n1/4, d’où

√
n+ x >

√
n− n1/4 >

√
n

2
,

dès lors que n > 16. Nous avons alors d’une part

x2z2

2(x+
√
n)
6

(
n1/4

)2
z2

√
n

= z2 , (3.136)

et d’autre part,

− xyn2

2d2
n(x+

√
n)
6

n3/2

d2
n

|xy| 6 n3/4

dn
|y| .

Comme nous avons supposé dn � n3/4, nous avons dn > 2n3/4 à partir d’un certain rang, et donc

− xyn2

2d2
n(x+

√
n)
6
|y|
2
. (3.137)

Ainsi, en utilisant (3.136) et (3.137) dans (3.135), nous obtenons qu’à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) 6 −
(
x− z2

)2
2

− xz2

2
− |y|

2
+ z2 . (3.138)

Majoration du second terme : Soit (x, y, z) ∈ Dn. Nous souhaitons maintenant trouver un majorant
pour le terme Gn(u?, v?). Pour cela, nous repartons de l’inégalité des accroissements finis (3.100). En
reprenant nos calculs (3.132) et (3.133), nous avons

Re

(
1 +

2tu?
√
n
(
1− αnj

) +
2v?d2

nα
n
j

n2
(
1− αnj

) ) > 1− dn
n5/4(1−Mn)

− 2d2
n

n2(1−Mn)

n→∞−→ 1− 3

π2
>

9

13
,

uniformément pour tout (x, y, z) ∈ Dn et pour tout t ∈ [0, 1]. Par conséquent, à partir d’un certain
rang, nous avons

∀(x, y, z) ∈ Dn ∀t ∈ [0, 1] Re

(
1 +

2tu?
√
n
(
1− αnj

) +
2v?d2

nα
n
j

n2
(
1− αnj

) ) > 9

13
, (3.139)
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ce qui correspond à la majoration (3.121) que nous avions utilisée pour établir la convergence simple,
mais qui vaut maintenant de manière uniforme. Le choix de la constante 9/13 est un peu arbitraire,
mais l’important est le fait que celle-ci soit strictement supérieure à 2/3, pour que la forme quadra-
tique que nous obtiendrons à la fin soit bien définie positive (voir lemme 20). Notons d’ailleurs que
la constante 3/π2 qui apparaît ci-dessus est purement contingente, puisqu’elle découle de notre choix
arbitraire de poser v? = −i sg(y). Si nous avions eu besoin d’une constante plus petite à cet endroit,
il nous aurait donc suffi de choisir v? plus petit. En reprenant l’expression (3.111) de Gn, nous avons,
pour tout t ∈ [0, 1],

∂Gn
∂u

(
tu?, v?

)
= −i

√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

1

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2

= −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

(
1

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2
− 1

)

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

αnj + 2itu?/
√
n+ 2iv?d2

nα
n
j /n

2

1− αnj − 2itu?/
√
n− 2iv?d2

nα
n
j /n

2
.

Nous avons donc, en utilisant (3.139),∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 1√
n

+
13

9
√
n

(
1 +

2 |v?| d2
n

n2

) n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

+
26t |u?|

9n

n−1∑
j=1

1

1− αnj

6 1 +
13

3
√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

+
26t |u?|

9

(
1 +

1

n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

)
. (3.140)

Nous reprenons maintenant la majoration (3.125) d’après laquelle

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

= O

(
n lnn

dn

)
+O

(
n2

d2
n

)
= o

(√
n
)
.

Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1− αnj

6
√
n 6

n

35
,

et donc (3.140) devient∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 1 +
13

3
+

26t |u?|
9

× 36

35
6 6 +

104t |u?|
35

.

En utilisant cela dans l’inégalité (3.100), nous obtenons alors qu’à partir d’un certain rang, pour
tout (x, y, z) ∈ Dn,

∣∣Gn(u?, v?)
∣∣ 6 K1 + 6 |u?|+ 52 |u?|2

35
= 3

∣∣x− z2
∣∣+

13
(
x− z2

)2
35

. (3.141)

En combinant nos majorations (3.138) et (3.141) avec le résultat du lemme 22, nous obtenons bien la
domination annoncée, à partir d’un certain rang qui est le même pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn×R2.

Il nous faut maintenant vérifier :

Lemme 25. La fonction eM est intégrable sur R5.
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Démonstration. Nous avons, dans [0, +∞],∫
R5

dx dy dz du dv eM(x,y,z, u,v) = eK1

∫
R3

dx dy dz eM(x,y,z, 0,0) ×
∫

R2

du dv eMK(u, v) .

Nous avons déjà démontré l’intégrabilité de la fonction eMK sur R2 dans le lemme 23. Il nous reste donc
à prouver que ∫

R3

dx dy dz eM(x,y,z,0,0) < +∞ .

Pour cela, nous écrivons, pour (x, y, z) ∈ R3,

M(x, y, z, 0, 0) = − 9

70

[ (
x− z2

)2
+

35

9
xz2

]
+ 3

∣∣x− z2
∣∣− |y|

2
+ z2 + 2 ln

(
203 + z2

)
Nous remarquons ensuite que(

x− z2
)2

+
35

9
xz2 = x2 +

17

9
xz2 + z4

=

(
x+

17

18
z2

)2

+

(
1− 172

182

)
z4

=

(
x+

17

18
z2

)2

+
35

324
z4 .

ce qui nous donne

M(x, y, z, 0, 0) = − 9

70

(
x+

17

18
z2

)2

− z4

72
+ 3

∣∣x− z2
∣∣− |y|

2
+ z2 + 2 ln

(
203 + z2

)
.

Dans l’intégrale, nous effectuons alors le changement de variable

x = τ − 17

18
z2 ,

et nous obtenons, dans [0, +∞],∫
R3

dx dy dz eM(x,y,z, 0,0)

=

∫
R3

dτ dy dz
(
203 + z2

)2
exp

(
− 9τ2

70
− z4

72
+ 3

∣∣∣∣ τ − 35z2

18

∣∣∣∣− |y|2 + z2

)

6
∫

R
dτ exp

(
3|τ | − 9τ2

70

)
×
∫

R
dy e−|y|/2 ×

∫
R
dz
(
203 + z2

)2
exp

(
41z2

6
− z4

72

)
< +∞ .

La fonction eM est donc bien intégrable sur R5.

5.5 Convergence dominée
Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théorème de convergence dominée pour conclure

la preuve du théorème 6. Rappelons l’égalité (3.134) :

En = Cn

∫
R3

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du eFn(x,y,z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v)1(x, y, z)∈Dn .

D’après l’équation (3.112) et le lemme 21, nous avons la convergence simple, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ R5,

lim
n→∞

exp
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
1(x, y, z)∈Dn

= exp
(
F∞(x, y, z, u? + u, v? + v) +G∞(u? + u, v? + v)

)
,
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où

F∞(x, y, z, u? + u, v? + v) = −
(
x− z2

)2
2

− iu
(
x− z2

)
− |y| − ivy − xz2

2

et

G∞(u? + u, v? + v) =

(
x− z2

)2
4

+ iu
(
x− z2

)
− u2 −

+∞∑
j=1

ln

(
1− 3i(v? + v)

π2j2

)
.

En additionnant, nous obtenons donc, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ R5,

lim
n→∞

exp
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
1(x, y, z)∈Dn = exp

(
J(x, y, z, u, v)

)
,

avec

J(x, y, z, u, v) = −x
2

4
− z4

4
− u2 − |y| − ivy −

+∞∑
j=1

ln

(
1− 3i(v? + v)

π2j2

)
.

D’après les lemmes 24 et 25 et le fait que la fonction g est bornée, l’hypothèse de domination est bien
vérifiée à partir d’un certain rang. Nous avons donc, d’après le théorème de convergence dominée,

En
n→∞∼ Cn

∫
R5

dx dy dz du dv g(z) eJ(x,y,z, u,v) = 2πCnD

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 ,

où

D =

∫
R2

dy dv exp

−|y| − ivy − +∞∑
j=1

ln

(
1− 3i(v? + v)

π2j2

) .
Ainsi, comme précédemment, la variable z se retrouve bien séparée des autres variables, et donc la
somme qui apparaît dans D ne joue aucun rôle dans la loi limite de Sn/n3/4. C’est cela qui changera
dans la partie suivante, c’est-à-dire dans le régime dn ∼ λn3/4, parce que nous aurons alors un terme
qui liera les deux variables y et z. Pour revenir au cas présent, souvenons-nous que d’après (3.103), nous
avons

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
= En + µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

)
1|Tn−n|>dn/ 4

√
n

]
= En + o(1) .

Nous en déduisons que

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
n→∞∼ En

n→∞∼ 2πCnD

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 .

En appliquant cela à la fonction constante g ≡ 1, il vient

1
n→∞∼ 2πCnD

∫
R
dz e−z

4/4 .

Nous avons donc, pour toute fonction g : R→ R continue et bornée,

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
=

∫
R dz g(z) e−z

4/4∫
R dz e

−z4/4
=

√
2

Γ(1/4)

∫
R
dz g(z) e−z

4/4 ,

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée dans le théorème 6.
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6 Preuve du théorème 7
Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 7. Nous supposons donc que le para-

mètre dn est tel que
dn

n→∞∼ λn3/4 avec λ > 0 ,

nous prenons une fonction g : R→ R continue et bornée, et notre objectif est de déterminer

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
.

Nous procédons selon le même plan que la preuve du théorème 6 (voir section 5), avec toutefois quelques
modifications.

6.1 Une borne sur le Hamiltonien
Nous commençons par démontrer une borne inférieure sur le terme d’interaction, qui nous sera utile

pour obtenir une domination par une fonction intégrable.

Lemme 26. Pour toute suite positive (an)n∈N telle que an � n lnn/dn, nous avons

µ̂n

(
Hn < −an

)
= O

(
e−an/8

Zn

)
.

Démonstration. Soit (an) une suite de réels positifs vérifiant an � n lnn/dn. Nous écrivons tout d’abord

µ̂n

(
Hn < −an

)
=

1

Zn
µn

[
exp

(
nHn

2Tn

)
1Hn<−an

]
6

1

Zn
µn

(
Hn < −an

)
. (3.142)

Ensuite, d’après l’inégalité de Tchebychev, nous avons

µn

(
Hn < −an

)
6 e−an/4µn

(
e−Hn/4

)
= e−an/4

n∏
j=1

E
(
e−α

n
j Y

2
j /4

)

= exp

−an
4
− 1

2

n∑
j=1

ln

(
1 +

αnj
2

) . (3.143)

Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, nous avons
∣∣αnj ∣∣ 6 1. La fonction logarithme étant lipschitzienne sur le

segment [1/2, 3/2], nous en déduisons que

n∑
j=1

ln

(
1 +

αnj
2

)
= O

(
n∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
)

= O

(
n lnn

dn

)
,

d’après la majoration (3.18). Comme an � n lnn/dn, nous avons donc, à partir d’un certain rang,

−1

2

n∑
j=1

ln

(
1 +

αnj
2

)
6

an
8
.

Ainsi, à partir d’un certain rang, notre majoration (3.143) devient

µn

(
Hn < −an

)
6 exp

(
−an

8

)
.

En remplaçant dans (3.142), nous obtenons bien le résultat annoncé.
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6.2 Mise en forme de l’intégrale
Il découle du lemme 3 que

lim
n→∞

µ̂n

(
|Tn − n| > n3/4

)
= 0 .

De plus, d’après le lemme 26, nous avons

µ̂n

(
Hn < −n3/4

)
= O

(
e−n

3/4/8

Zn

)
,

ce qui nous permettra de montrer que ce terme tend vers 0, une fois que nous connaîtrons l’ordre de
grandeur de Zn (voir section 6.6). Nous laissons donc ce terme de côté pour l’instant, et nous posons

En = µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

)
1|Tn−n|6n3/41Hn>−n3/4

]
.

Avec la densité donnée par le lemme 12, nous avons donc, pour tout n > nI ,

En =
1

(2π)5/2Zn
√
n

∫ n+n3/4

n−n3/4

dx

∫ +∞

−n3/4

dy

∫
R
dz g

( z

n3/4

)
exp

( ny
2x

)
12x>x+y>2z2/n

×
∫

R2

du dv exp

[
− iu

(
x− z2

n

)
− iv

(
y − z2

n

)
− z2

2n
− 1

2

n−1∑
j=1

ln
(
1− 2iu− 2iv αnj

) ]
.

Nous faisons cette fois-ci le changement de variables

x = n+ x′
√
n, y = y′

√
n, z = z′n3/4, u =

u′√
n
, v =

v′√
n
,

ce qui nous donne

∀n > nI En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R2

du dv eAn(x,y,z, u,v) ,

où le domaine Dn est maintenant défini par

Dn =
{

(x, y, z) ∈ R3 : |x| 6 n1/4 , y > −n1/4 et 2
√
n+ 2x >

√
n+ x+ y > 2z2

}
, (3.144)

et où

An(x, y, z, u, v) =
y
√
n

2(1 + x/
√
n)
−iu
√
n−iu

(
x−z2

)
−iv

(
y−z2

)
− z

2
√
n

2
−1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
−

2iv αnj√
n

)
.

Nous déplaçons alors le contour d’intégration de la même manière qu’en section 5.1, cette fois-ci de v ∈ R
à

v ∈ v0 + R où v0 = − i
√
n

2
.

Ce déplacement de contour se justifie comme en section 5.1, et nous permet d’obtenir

∀n > nI En =
n1/4

(2π)5/2Zn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv eBn(x,y,z, u,v) ,

où

Bn(x, y, z, u, v) = − xy

2(1 + x/
√
n)
−iu
√
n−iu

(
x−z2

)
−iv

(
y−z2

)
− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− αnj −

2iu√
n
−

2iv αnj√
n

)
.
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Nous effectuons enfin le changement de variable

v = v′ − u ,

ce qui nous permet d’obtenir

∀n > nI En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
du

∫
R
dv eFn(x,y,z, u,v)+Gn(u, v) ,

avec la même constante Cn donnée par (3.110), et avec

Fn(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− y

)
− iv

(
y − z2

)
− xy

2(1 + x/
√
n)

et

Gn(u, v) = −iu
√
n− 1

2

n−1∑
j=1

ln

(
1− 2iu√

n
−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

)) . (3.145)

6.3 Convergence simple de l’intégrande

Nous avons directement

∀(x, y, z, u, v) ∈ R3 × C2 lim
n→∞

Fn(x, y, z, u, v) = F∞(x, y, z, u, v) ,

où

F∞(x, y, z, u, v) = −iu
(
x− y

)
− iv

(
y − z2

)
− xy

2
.

De même qu’en section 5.2, ici Gn(u, v) est défini à partir d’un certain rang si (u, v) ∈ C × V , avec
maintenant

V =

{
v ∈ C : Im v > −π

2λ2

3

}
.

La limite simple de Gn est alors donnée par le lemme suivant :

Lemme 27. Nous avons la convergence simple :

∀(u, v) ∈ C× V lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(u, v) ,

où

G∞(u, v) = −u2 −
+∞∑
j=1

ln

(
1− 3iv

π2λ2j2

)
.

Démonstration. Soit (u, v) ∈ C × V . Nous démontrons que Gn(0, v) → G∞(0, v) de la même manière
que dans la preuve du lemme 21, sauf qu’un terme supplémentaire vient maintenant s’ajouter dans la
majoration de δ1

n(v). En effet, nous écrivons cette fois-ci

δ1
n(v) =

bn/dnc∑
j=1

 − ln

(
1−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

) )+ ln

(
1− 3iv

π2λ2j2

)  ,
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et nous avons donc

∣∣δ1
n(v)

∣∣ = O

 bn/dnc∑
j=1

∣∣∣∣∣ αnj√
n
(
1− αnj

) − 3

2π2λ2j2

∣∣∣∣∣


= O

 bn/dnc∑
j=1

∣∣∣∣∣ αnj√
n
(
1− αnj

) − 3n3/2

2π2d2
nj

2

∣∣∣∣∣+

bn/dnc∑
j=1

∣∣∣∣ 3n3/2

2π2d2
nj

2
− 3

2π2λ2j2

∣∣∣∣


= O

 bn/dnc∑
j=1

1√
n

+O

 bn/dnc∑
j=1

1

j2

∣∣∣∣ n3/2

d2
n

− 1

λ2

∣∣∣∣


= O

(√
n

dn

)
+ o

 bn/dnc∑
j=1

1

j2

 = o(1) .

Pour ce qui est de la dépendance en u, le fait qu’il n’y a plus de (1−αnj ) au dénominateur dans le terme
en u simplifie un peu les calculs. De même que dans la preuve du lemme 21, nous disposons de h > 0
tel qu’à partir d’un certain rang,

∀t ∈ [0, 1] ∀j ∈ {1, . . . , n− 1} Re

(
1− 2itu√

n
−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

) ) > h . (3.146)

Nous avons maintenant

∂Gn
∂u

(0, v) = −i
√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

(
1−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−1

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

 (1−
2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−1

− 1


= − i√

n
+

2v

n

n−1∑
j=1

αnj
1− αnj

(
1−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−1

,

et donc

∂Gn
∂u

(0, v) = O

(
1√
n

)
+O

 1

n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
1−Mn

 = o(1) +O

 1√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
 ,

où nous avons utilisé l’équivalent de 1−Mn donné par le lemme 9. En utilisant maintenant la majora-
tion (3.18), il vient

∂Gn
∂u

(0, v) = o(1) +O

(√
n(lnn)

dn

)
= o(1) .

Nous avons, de même,

∂2Gn
∂u2

(0, v) = − 2

n

n−1∑
j=1

(
1−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−2

= −2(n− 1)

n
− 2

n

n−1∑
j=1

 (1−
2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−2

− 1


= −2 +

2

n
− 2

n

n−1∑
j=1

 4iv αnj√
n
(
1− αnj

) −( 2iv αnj√
n
(
1− αnj

))2
(1−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

))−2

,
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d’où il découle que

∂2Gn
∂u2

(0, v) = −2 +O

(
1

n

)
+O

 1

n3/2(1−Mn)

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
+O

 1

n2(1−Mn)2

n−1∑
j=1

(
αnj
)2

= −2 + o(1) +O

 1

n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
 = −2 + o(1) .

Enfin, en utilisant (3.146) nous obtenons, pour tout t ∈ [0, 1],

∣∣∣∣ ∂3Gn
∂u3

(tu)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 8

n3/2

n−1∑
j=1

(
1− 2itu√

n
−

2iv αnj√
n
(
1− αnj

) )−3
∣∣∣∣∣∣ 6 8

h3
√
n
,

et donc nous avons bien

lim
n→∞

Gn(u, v) = G∞(0, v)− u2 = G∞(u, v) ,

comme dans le lemme 21.

6.4 Déplacement du contour d’intégration

Nous avons maintenant

u? = −
i
(
x− y

)
2

, (3.147)

et nous définissons cette fois
v? = +i , (3.148)

ce qui nous donnera un terme iz2v? = −z2 qui assurera l’intégrabilité par rapport à z. Le déplacement
du contour d’intégration de (u, v) pour le faire passer par u? et v? se justifie de la même manière
qu’en section 5.3. Pour montrer que nous avons le droit de permuter les intégrales sur u et sur v, nous
démontrons :

Lemme 28. Il existe K > 0 tel que, à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 ∀t ∈ [0, 1] ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 MK(u, v) ,

où MK : R2 → R est donnée par

MK(u, v) = −2 ln
(
1 +Ku2

)
− ln

(
1 +K (|v| − |u|)2

+

)
. (3.149)

Démonstration. Soit (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, et soit t ∈ [0, 1]. Nous écrivons tout d’abord

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?)

= −1

4

n−1∑
j=1

ln

 1 + 4

(
u√
n

+
v αnj√

n
(
1− αnj

) )2(
1− 2itu?√

n
−

2iv? αnj√
n
(
1− αnj

) )−2
 . (3.150)

En remplaçant u? et v? par leur définition donnée par (3.147) et (3.148), il vient

1− 2itu?√
n
−

2iv? αnj√
n
(
1− αnj

) = 1−
t
(
x− y

)
√
n

+
2αnj√

n
(
1− αnj

) 6 1 +
y − x√
n

+
2√

n(1−Mn)
.
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Or par définition du domaine Dn, nous avons y − x <
√
n, d’où

1− 2itu?√
n
−

2iv? αnj√
n
(
1− αnj

) 6 2 +
2√

n(1−Mn)
.

D’après le lemme 9, nous avons

1−Mn
n→∞∼ 2π2d2

n

3n2

n→∞∼ 2π2λ2

3
√
n
,

d’où
2√

n(1−Mn)

n→∞∼ 3

π2λ2
<

1

λ2
.

Nous avons donc, à partir d’un certain rang,
2√

n(1−Mn)
6

1

λ2
.

Nous avons alors, pour tout (x, y, z) ∈ Dn et pour tout t ∈ [0, 1],

1− 2itu?√
n
−

2iv? αnj√
n
(
1− αnj

) 6 2 +
1

λ2
.

En remplaçant cela dans (3.150), nous avons à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn×R2,

ReGn(tu? + u, v? + v)−Gn(tu?, v?) 6 −1

4

n−1∑
j=1

ln

 1 +
4

2 + λ−2

(
u√
n

+
v αnj√

n
(
1− αnj

) )2
 .

De même que dans la preuve du lemme 22, nous posons

S1 = −1

4

4∑
j=1

ln

 1 +
4

2 + λ−2

(
u√
n

+
v αnj√

n
(
1− αnj

) )2
 .

D’après le lemme 8, nous avons pour tout j 6 4,
αnj√

n
(
1− αnj

) n→∞∼ 3

2π2λ2j2
.

Nous avons donc, à partir d’un certain rang n0,

∀j ∈ {1, 2, 3, 4}
αnj√

n
(
1− αnj

) > 3

64π2λ2
>

1

214λ2
.

Nous en déduisons que pour n > n0 ∨ 2142λ4 et pour tout j 6 4,∣∣∣∣∣ u√
n

+
v αnj√

n
(
1− αnj

) ∣∣∣∣∣ >
 ∣∣∣∣∣ v αnj√

n
(
1− αnj

) ∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣ u√n

∣∣∣∣


+

>

(
|v| − |u|

)
+

214λ2
.

Nous avons donc, à partir d’un certain rang, pour tout (u, v) ∈ R2,

S1 6 − ln

(
1 +

4

2 + λ−2

(|v| − |u|)2
+

2142λ4

)
.

L’autre terme

S2 = −1

4

n−1∑
j=5

ln

 1 +

(
u√
n

+
v αnj√

n
(
1− αnj

) )2


se traite alors exactement comme dans la preuve du lemme 22, ce qui nous permet d’obtenir l’inégalité
voulue.



3.6. Preuve du théorème 7 113

Ainsi, le déplacement du contour d’intégration de v et la permutation des intégrales sur u et v ne
pose pas plus de problème que dans le régime dn � n3/4 (voir section 5.3). Le seul point un peu différent
est le fait que la fonction u 7→ Gn(u, v? + v), se retrouve être holomorphe sur l’ouvert{

u ∈ C : 1 +
2Imu√

n
− 2λ2mn√

n(1 +mn)
> 0

}
⊃
{
u ∈ C : Imu > λ2 −

√
n

2

}
.

Or, d’après la définition (3.144) du domaine Dn, nous avons

|x| 6 n1/4 et y > −n1/4 ,

d’où
Imu? = −x− y

2
> −n1/4 .

et donc nous avons bien à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z) ∈ Dn,

Imu? > −n1/4 > λ2 −
√
n

2
,

ce qui nous permet de déplacer le contour d’intégration de R à R + u?, de la même manière qu’en
section 5.3. Nous obtenons alors une formule identique à (3.134), c’est-à-dire

En = Cn

∫
Dn

dx dy dz g(z)

∫
R
dv

∫
R
du exp

(
Fn(x, y, z, u?+u, v?+v)+Gn(u?+u, v?+v)

)
. (3.151)

6.5 Domination
Nous cherchons maintenant à majorer le module de l’intégrande dans (3.151), uniformément par

rapport à n. Nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 29. Il existe K, K1 > 0 telles que, à partir d’un certain rang,

∀(x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2 Re
(
Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v)

)
6 M(x, y, z, u, v) ,

où M : R5 → R est la fonction définie par

M(x, y, z, u, v) = −x
2 + xy + y2

6
+ |x|+ 3|y| − z2 +K1 +MK(u, v) . (3.152)

avec MK donnée par (3.149).

Démonstration. Majoration du premier terme : Pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2, nous avons

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) = −i(x− y)u? − i
(
y − z2

)
v? − xy

2
+

x2y

2(x+
√
n)

= − (x− y)2

2
+ y − z2 − xy

2
+

x2y

2(x+
√
n)
.

D’après la définition (3.144) du domaine Dn, nous avons |x| 6 n1/4, d’où, à partir d’un certain rang,

x2y

2(x+
√
n)
6

√
n

2(
√
n− n1/4)

|y| 6 |y| .

Nous avons donc, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z, u, v) ∈ Dn × R2,

ReFn(x, y, z, u? + u, v? + v) 6 −x
2

2
− y2

2
+
xy

2
+ 2|y| − z2 . (3.153)
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Majoration du second terme : Soit (x, y, z) ∈ Dn. Nous procédons de la même manière que dans
la preuve du lemme 24. En reprenant l’expression (3.145) de Gn, nous avons, pour tout t ∈ [0, 1],

∂Gn
∂u

(
tu?, v?

)
= −i

√
n+

i√
n

n−1∑
j=1

(
1− 2itu?√

n
+

2αnj√
n
(
1− αnj

) )−1

= − i√
n

+
i√
n

n−1∑
j=1

(
2itu?√
n
−

2αnj√
n
(
1− αnj

) )( 1− 2itu?√
n

+
2αnj√

n
(
1− αnj

) )−1

.

Nous en déduisons que∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 1√
n

+

(
2t |u?|+ 2

n(1−Mn)

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
)(

1− t(x− y)√
n
− 2√

n

)−1

. (3.154)

Or, selon la définition (3.144) du domaine Dn, nous avons

|x| 6 n1/4 et y > −n1/4 ,

d’où

1− t(x− y)√
n
− 2√

n
> 1− 2

n1/4
− 2√

n

n→∞−→ 1 .

Nous avons donc, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z) ∈ Dn et pour tout t ∈ [0, 1],

1− t(x− y)√
n
− 2√

n
>

3

4
,

et donc l’inégalité (3.154) devient∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 1√
n

+
8t |u?|

3
+

8

3n(1−Mn)

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ .
Or, d’après le lemme 9 et la majoration (3.18), nous avons

8

3n(1−Mn)

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣ = O

 1√
n

n−1∑
j=1

∣∣αnj ∣∣
 = O

( √
n(lnn)

dn

)
= o(1) .

Ainsi, à partir d’un certain rang, pour tout (x, y, z) ∈ Dn, et pour tout t ∈ [0, 1], nous avons∣∣∣∣ ∂Gn∂u

(
tu?, v?

) ∣∣∣∣ 6 2 +
8t |u?|

3
.

En utilisant cela dans (3.100), nous obtenons

∣∣Gn(u?, v?)
∣∣ 6 K1 + 2 |u?|+ 4 |u?|2

3
= K1 + |x− y|+ (x− y)2

3
. (3.155)

Le résultat du lemme découle alors de (3.153), (3.155) et du lemme 28.

Nous devons encore vérifier que la fonction obtenue bien intégrable :

Lemme 30. La fonction eM , où M est la fonction donnée par (3.152), est intégrable sur R5.
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Démonstration. Nous avons, dans [0, +∞],∫
R5

dx dy dz du dv eM(x,y,z, u,v) =

∫
R2

dx dy eM(x,y,0, 0,0) ×
∫

R
dz e−z

2

×
∫

R2

du dv eMK(u, v) .

Il suffit alors d’écrire

M(x, y, 0, 0, 0) = −x
2 + xy + y2

6
+ |x|+ 3|y| = −1

6

(
x+

y

2

)2

− y2

8
+ |x|+ 3|y|

pour voir que ∫
R2

dx dy eM(x,y,0, 0,0) 6
∫

R
dx e|x|−x

2/6 ×
∫

R
dy e4|y|−y2/8 < +∞ .

La fonction eMK étant intégrable sur R2 d’après le lemme 23, nous obtenons donc bien une intégrale
finie.

6.6 Convergence dominée

Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théorème de convergence dominée. D’après les
résultats de la section 6.3, pour tout (x, y, z) ∈ R3, nous avons la convergence simple

lim
n→∞

Fn(x, y, z, u? + u, v? + v) +Gn(u? + u, v? + v) = J(x, y, z, u, v) ,

avec

J(x, y, z, u, v) = −x
2

4
− y2

4
+ y − z2 − u2 − ivy + ivz2 −

+∞∑
j=1

ln

(
1− 3i(v + i)

π2λ2j2

)
.

L’hypothèse de domination est bien satisfaite à partir d’un certain rang, selon les lemmes 29 et 30. En
vertu du théorème de convergence dominée, nous avons donc

En
n→∞∼ Cn

∫
R5

dx dy dz du dv g(z) eJ(x,y,z, u,v) = 2πCn

∫
R3

dy dz dv g(z) eJ(0,y,z,0,v) .

Dans le cas de la fonction constante g ≡ 1, en revenant à la définition (3.104) de En, nous avons

En 6 µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
= 1 ,

d’où Cn = O(1). En reprenant la définition (3.110) de Cn, nous en déduisons que

1

Zn
= O

(
n1/4

n−1∏
j=1

1√
1− αnj

)
. (3.156)

Or, d’après le lemme 11, il existe une constante K > 0 telle que, à partir d’un certain rang,∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=1

ln
(
1− αnj

) ∣∣∣∣∣∣ 6 K
n lnn

dn
.

Ainsi, notre estimation (3.156) devient

1

Zn
= O

[
n1/4 exp

(
K
n lnn

dn

) ]
. (3.157)
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Souvenons-nous à présent que, comme expliqué au début de la section (6.2), pour toute fonction continue
et bornée g : R3 → R, nous avons

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
= En + o(1) +O

(
e−n

3/4/8

Zn

)
.

Étant donné (3.157) et le fait que dn ∼ λn3/4, ceci devient donc

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
= En + o(1) +O

[
n1/4 exp

(
K
n lnn

dn
− n3/4

8

) ]
= En + o(1) .

Dans le cas de la fonction constante g ≡ 1, nous avons donc

1
n→∞∼ En

n→∞∼ 2πCn

∫
R3

dy dz dv eJ(0,y,z,0,v) .

Nous en déduisons que

lim
n→∞

Cn =

(
2π

∫
R3

dy dz dv eJ(0,y,z,0,v)

)−1

.

Ainsi, pour toute fonction g : R→ R continue et bornée, nous avons

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
=

I(g)

I(1)
, (3.158)

où
I(g) =

∫
R3

dy dz dv g(z) eJ(0,y,z, 0,v) . (3.159)

6.7 Identification de la loi limite
Nous pouvons écrire

J(0, y, z, 0, v) = −y
2

4
+ f(y−z2)(v + i) ,

où, pour θ ∈ R, nous notons

fθ : v 7−→ −iθv −
+∞∑
j=1

ln

(
1− 3iv

π2λ2j2

)
,

qui est définie et holomorphe sur l’ouvert

V =

{
v ∈ C : Im v > −π

2λ2

3

}
.

Ainsi, l’équation (3.159) devient

I(g) =

∫
R
dz g(z)

∫
R
dy e−y

2/4

∫
R
dv ef(y−z2)(v+i) .

Nous allons maintenant déplacer le contour d’intégration de la variable v pour nous débarrasser du
terme i, ce qui revient à annuler notre dernier déplacement du contour de v (qui était tout de même
utile pour obtenir une expression qui satisfait l’hypothèse de domination). Soit θ ∈ R quelconque.
La fonction efθ étant holomorphe sur l’ouvert V , nous avons d’après le théorème de Cauchy, pour
tout M > 0, ∫ M

−M
dv efθ(v+i) =

∫ 0

1

i dt efθ(−M+it) +

∫ M

−M
dv efθ(v) +

∫ 1

0

i dt efθ(M+it) .
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Or pour tout v ∈ V nous avons

∣∣∣efθ(v)
∣∣∣ = exp

 θ Im v − 1

2

+∞∑
j=1

ln

(
1 +

9|v|2

π4λ2j4

) 6 eθ Im v

(
1 +

9|v|2

π4λ4

)−1/2

,

d’où ∣∣∣∣ ∫ 1

0

i dt efθ(±M+it)

∣∣∣∣ 6 e|θ|
(

1 +
9M2

π4λ4

)−1/2
M→+∞−→ 0 .

Nous en déduisons que ∫
R
dv efθ(v+i) =

∫
R
dv efθ(v) ,

et donc
I(g) =

∫
R
dz g(z)

∫
R
dy e−y

2/4

∫
R
dv ef(y−z2)(v) .

Nous fixons maintenant z ∈ R et nous souhaitons intervertir l’intégrale en y et l’intégrale en v. Pour
tout (y, v) ∈ R2, nous avons

∣∣∣ e−y2/4+f(y−z2)(v)
∣∣∣ 6 e−y

2/4

(
1 +

9v2

π4λ2

)−1/2(
1 +

9v2

16π4λ2

)−1/2

,

qui est une fonction intégrable de (y, v) sur R2. Nous pouvons donc permuter l’intégration sur la va-
riable y et celle sur la variable v, pour obtenir

I(g) =

∫
R
dz g(z)

∫
R
dv exp

 ivz2 −
+∞∑
j=1

ln

(
1− 3iv

π2λ2j2

)∫
R
dy exp

(
−ivy − y2

4

)
.

Nous pouvons alors calculer∫
R
dy exp

(
−ivy − y2

4

)
=
√

2πF

(
1

2
, −iv

)
= 2
√
πe−v

2

,

d’après la formule d’intégration gaussienne (3.42). Nous avons donc

I(g) = 2
√
π

∫
R
dz g(z)

∫
R
dv exp

 ivz2 − v2 −
+∞∑
j=1

ln

(
1− 3iv

π2λ2j2

) . (3.160)

Pour identifier le résultat indiqué dans le théorème 7, nous considérons une famille (Yj)j∈Z de variables
gaussiennes centrées réduites indépendantes, et nous définissons la variable aléatoire

Z =
√

2Y0 −
3

2π2λ2

∑
j∈Z\{0}

Y 2
j

j2
.

Nous avons, quand j → +∞,

P
(
|Yj | 6 4

√
j
)

=
2√
2π

∫ +∞

4
√
j

dy e−y
2/2 6

2√
2π

∫ +∞

0

dt e−
√
j/2−t2/2 = e−

√
j/2 ,

d’où ∑
j∈Z

P
(
|Yj | 6 4

√
j
)
6
∑
j∈Z

e−
√
|j|/2 < +∞ .
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D’après le lemme de Borel-Cantelli, nous en déduisons que

P
(
|Z| <∞

)
> P

 ⋃
k>1

⋂
|j|>k

{
|Yj | 6 |j|1/4

} = 1 .

Ainsi, la variable aléatoire Z est finie presque sûrement. Nous pouvons donc calculer sa fonction carac-
téristique : pour v ∈ R, nous avons

φZ(v) = E
[
eivZ

]
= E

[
eiv
√

2Y0

] ∏
j∈Z\{0}

E

 exp

(
−

3ivY 2
j

2π2λ2j2

)  .
En utilisant encore une fois la formule (3.42), il vient

φZ(v) = F
(
1, iv
√

2
) +∞∏
j=1

F

(
1 +

3iv

π2λ2j2
, 0

)2

= exp

−v2 −
+∞∑
j=1

ln

(
1 +

3iv

π2λ2j2

) .
La fonction φZ est bien intégrable sur R, puisque nous avons

∀v ∈ R |φZ(v)| 6 e−v
2

.

La variable Z admet donc une densité f donnée par la transformée de Fourier inverse de φZ , c’est-à-dire
que

∀z ∈ R f(z) =

∫
R
dv e−ivzφZ(v) .

Ainsi, l’équation (3.160) devient

I(g) = 2
√
π

∫
R
dz g(z)

∫
R
dv eivz

2

φZ(−v)

= 2
√
π

∫
R
dz g(z)

∫
R
dv e−ivz

2

φZ(v)

= 2
√
π

∫
R
dz g(z)f

(
z2
)
.

En remplaçant cela dans (3.158), nous obtenons

lim
n→∞

µ̂n

[
g

(
Sn
n3/4

) ]
=

∫
R dz g(z)f

(
z2
)∫

R dz f
(
z2
) ,

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée par le théorème 7.



Chapitre 4
Intermède géométrique

Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat élémentaire de séparation qui nous sera utile dans
les deux chapitres suivants.
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1 Résultat principal
L’objectif de ce chapitre est de démontrer la propriété suivante, qui peut se résumer en « découper

un morceau d’une taille donnée d’un graphe (V, E) coûte O(|V |(d−1)/d
) arêtes ». Ce résultat nous sera

utile pour l’étape cruciale de la minoration de la fonction de partition, aux chapitres 4 et 6.

Lemme 31. Il existe une constante K = K(d) telle que, pour tout sous-graphe connexe fini G = (V, E)
de (Zd, Ed), pour tout sommet x ∈ V et tout entier m tel que 1 6 m 6 |V |, il existe une partie E0 ⊂ E
des arêtes de G de cardinal

|E0| 6 K |V |
d−1
d

telle que la composante connexe de x dans le graphe (V, E\E0) contient exactement m sommets.

Nous décomposons la preuve de ce lemme en deux étapes. Dans la section 2, nous démontrons le
lemme « du boucher », qui permet de découper un graphe en morceaux, lesquels morceaux peuvent
éventuellement se révéler trop petits. En effet, l’application de ce lemme peut mener à une composante
connexe de x qui contient strictement moins que l’objectif de m sommets. Dans la section 3, nous
démontrons le lemme « du chirurgien », qui met en œuvre un algorithme pour rouvrir certaines des
arêtes fermées par le lemme du boucher, afin d’atteindre la taille voulue m pour le cluster de x.

2 Lemme « du boucher »
Nous commençons par majorer le nombre d’arêtes qu’il faut retirer à un graphe connexe pour le

diviser en morceaux plus petits que la moitié du graphe.

Lemme 32. Lemme du boucher Pour tout sous-graphe fini G = (V, E) de (Zd, Ed), il existe une
partie E0 ⊂ E des arêtes de G de cardinal

|E0| 6 4d+1d2 |V |
d−1
d

119
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m sommets

•
x

arêtes de E0 à retirer

Figure 4.1 – La fermeture des arêtes de E0 (représentées ici en gras) découpe le graphe en plusieurs
composantes connexes, dont celle de x (en traits pleins normaux) qui contient le nombre voulu de
sommets. Le lemme nous dit qu’en dimension 2, il est possible de choisir E0 contenant un nombre
d’arêtes d’ordre

√
|V |.

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\E0) contiennent au plus d|V | /2e sommets.

Ce lemme de séparation, qui peut se résumer par « couper un graphe en deux coûte O(|V |(d−1)/d
)

arêtes », a été démontré par Benjamini, Schramm et Timár dans [BST12], corollaire 3.3. Nous présen-
tons néanmoins ici une preuve élémentaire dans le cas de Zd, pour permettre au lecteur de visualiser
l’ensemble de l’algorithme qui permet d’obtenir le découpage du lemme 31. La technique plus générale
de [BST12] permettrait d’étendre notre résultat à des graphes plus généraux, mais nous choisissons ici
de nous restreindre au cas de la grille cubique en dimension d.

Si x ∈ Zd, nous notons x = (x1, . . . , xd) ses coordonnées. Pour V ⊂ Zd fini et non vide et i 6 d,
nous noterons

diami V = max
x∈V

xi −min
x∈V

xi et diamV = max
16i6d

diami V .

Pour i ∈ {1, . . . , d} et m ∈ Z, notons

Ti,m =
{
e = {x, y} ∈ Ed, xi = m et yi = m+ 1

}
la tranche d’arêtes qui coupe Zd en deux dans la direction i entre l’abscisse m et l’abscisse m+ 1. Nous
commençons par démontrer le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 33. Pour tout k ∈ N et pour tout réel A > 4, pour tout sous-graphe fini G = (V,E) de (Zd, Ed)
tel que |V | 6 Ad et

diamV 6

(
3

2

)k
(A− 1) ,

il existe une partie E0 ⊂ E des arêtes de G de cardinal

|E0| 6 2Ad−1 + 36d2

(
1−

(
2

3

)k)
Ad−1

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\E0) contiennent au plus
⌈
Ad/2

⌉
sommets.
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En pratique nous n’utiliserons ce lemme qu’avec A = |V |1/d mais il est plus commode pour la preuve
de fixer ce paramètre A plutôt que de le faire dépendre du graphe.

Démonstration. Fixons A > 4. Nous procédons par récurrence sur k, et commençons donc par le
cas k = 0. Soit G = (V, E) un sous-graphe fini de (Zd, Ed) tel que |V | 6 Ad et diamV 6 A− 1. Quitte
à effectuer une translation, nous pouvons supposer que V ⊂ Λ(diamV + 1). Nous posons alors

E0 = E ∩ (T1,−1 ∪ T1,0) ,

qui est de cardinal
|E0| 6 2

(
diamV + 1

)d−1
6 2Ad−1 .

Si C ⊂ V est une composante connexe de (V, E\E0), alors nous avons

|C| 6 max

(⌊
diamV

2

⌋
,

⌊
diamV + 1

2

⌋)(
diamV + 1

)d−1
6

(
diamV + 1

)d
2

6
Ad

2
.

Nous vérifions maintenant l’hérédité. Soit k > 1 tel que le résultat est vrai pour k − 1. Soit G = (V,E)
un sous-graphe fini de (Zd, Ed) tel que |V | 6 Ad et

diamV 6

(
3

2

)k
(A− 1) .

Nous allons « trancher » le graphe G pour diminuer son diamètre d’un facteur 2/3. Pour cela, nous allons
retirer des tranches d’arêtes dans les directions i dans lesquelles le diamètre est trop grand. Notons

I =

{
i ∈ {1, . . . , d} , diami V >

(
3

2

)k−1

(A− 1)

}
.

Soit i ∈ I. Quitte à effectuer une translation, nous pouvons supposer que min
x∈V

xi = 0. Par le principe
des tiroirs, il existe un entier ki tel que⌊

diami V

3

⌋
< ki 6 2

⌊
diami V

3

⌋
et |E ∩ Ti,ki | 6

|E|⌊
diami V

3

⌋ .
Nous choisissons donc un tel ki et nous écrivons, en utilisant le fait que A > 4,⌊

diami V

3

⌋
>

diami V

3
− 2

3

>
1

3

(
3

2

)k−1

(A− 1)− 2

3

=
1

9

(
3

2

)k−1

(A− 1) +
2

9

[(
3

2

)k−1

(A− 1)− 3

]

>
1

9

(
3

2

)k−1

(A− 1)

>
1

9

(
3

2

)k−1
3

4
A

=
1

12

(
3

2

)k−1

A .

Nous en déduisons, en remarquant que |E| 6 d |V | 6 dAd, que

|E ∩ Ti,ki | 6
(

2

3

)k−1
12 |E|
A

6

(
2

3

)k−1
12dAd

A
= 12d

(
2

3

)k−1

Ad−1 .



122 Chapitre 4. Intermède géométrique

Notons maintenant
E1 =

⋃
i∈I

(E ∩ Ti,ki) ,

qui est de cardinal

|E1| 6 12d2

(
2

3

)k−1

Ad−1 .

Soit G′ = (V ′, E′) une composante connexe du graphe (V, E\E1) dont le nombre de sommets est
maximal. Par construction, pour i ∈ I, nous avons

diami V
′ 6 max

(
ki, diami V − (ki + 1)

)
6

2

3
diami V 6

(
3

2

)k−1

(A− 1) ,

et pour i /∈ I, nous avons par définition

diami V
′ 6 diami V 6

(
3

2

)k−1

(A− 1) .

En prenant le maximum sur i, il vient

diamV ′ 6

(
3

2

)k−1

(A− 1) .

De plus, nous avons |V ′| 6 |V | 6 Ad. Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse de récurrence au
graphe G′ pour trouver E2 ⊂ E′ tel que

|E2| 6 2Ad−1 + 36d2

(
1−

(
2

3

)k−1
)
Ad−1 ,

et les composantes connexes du graphe (V ′, E′\E2) contiennent au plus
⌈
Ad/2

⌉
sommets. Nous posons

alors E0 = E1 ∪ E2, ce qui nous donne

|E0| = |E1| + |E2|

6 12d2

(
2

3

)k−1

Ad−1 + 2Ad−1 + 36d2

(
1−

(
2

3

)k−1
)
Ad−1

= 2Ad−1 + 36d2

(
1−

(
2

3

)k)
Ad−1 .

Si C est une composante connexe du graphe (V, E\E0), alors ou bien C ⊂ V \V ′ et donc par maximalité
de V ′ nous avons |C| 6 |V | /2 6 Ad/2, ou bien C ⊂ V ′ auquel cas C est une composante connexe du
graphe (V ′, E′\E2), ce qui entraîne |C| 6

⌈
Ad/2

⌉
.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme du boucher, qui est une simple refor-
mulation du lemme 33.

Preuve du lemme 32. Si |V | > 4d, alors c’est une conséquence directe du lemme 33 avec

A = |V |1/d et k =

⌈
d lnA− ln(A− 1)

ln 3− ln 2

⌉
puisque nous avons alors

diamV 6 |V | =
Ad

A− 1
(A− 1) 6

(
3

2

)k
(A− 1)
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et le lemme nous fournit une partie E0 ⊂ E de cardinal

|E0| 6
(
2 + 36d2

)
Ad−1 6 4d+1d2 |V |

d−1
d

telle que les composantes connexes de (V, E\E0) contiennent au plus
⌈
Ad/2

⌉
= d|V | /2e sommets.

Sinon, si |V | < 4d, alors E0 = E convient.

3 Lemme « du chirurgien »
L’application du lemme du boucher nous permet de séparer un graphe en morceaux plus petits que

la moitié du graphe de départ. Si la composante connexe du sommet x dans le graphe obtenu contient
encore plus de sommets que la taille voulue m, alors nous pouvons appliquer à nouveau le lemme du
boucher à cette composante de x, pour obtenir une composante connexe qui contient au plus le quart
du nombre initial de sommets. Cette opération peut être répétée jusqu’à ce que la composante connexe
de x contienne strictement moins que m sommets, ce qui signifie que nous avons fermé trop d’arêtes.
Le lemme du chirurgien permet alors de résoudre ce problème, en rouvrant certaines des arêtes fermées
par le lemme du boucher.

Lemme 34 (Lemme du chirurgien). Soient k ∈ N et G = (V, E) un sous-graphe connexe de (Zd, Ed)
avec |V | 6 2k. Soit x ∈ V et soit m un entier tel que 1 6 m 6 |V |. Il existe une partie E0 ⊂ E des
arêtes de G de cardinal

|E0| 6
1− ak

1− a
4d+1d2 |V |

d−1
d où a =

1

2
d−1
d

telle que, dans le graphe (V, E\E0), la composante connexe de x contient exactement m sommets.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur k. Le résultat est trivial si k = 0. Soit k > 1 tel que le
résultat est vrai pour k− 1. Soit G = (V, E) un sous-graphe connexe de (Zd, Ed) avec 2k−1 < |V | 6 2k,
soit x ∈ V et soit m un entier tel que 1 6 m 6 |V |. D’après le lemme 32, nous disposons d’une
partie E0 ⊂ E de cardinal

|E0| 6 4d+1d2 |V |
d−1
d

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\E0) contiennent au plus 2k−1 sommets.
L’idée est alors de rouvrir les arêtes de E0 une par une en partant du cluster de x, pour faire grandir
petit à petit ce cluster, jusqu’à ce que sa taille dépasse m. Nous appliquons ensuite l’hypothèse de
récurrence au dernier morceau ajouté, qui contient au plus 2k−1 sommets. Nous allons numéroter les
arêtes de E0 en les explorant une par une en partant du cluster de x. Commençons par noter V0 la
composante connexe de x dans le graphe (V, E\E0). Nous avons ainsi |V0| 6 2k−1 < |V |, donc V0 ( V .
Or le graphe (V, E) est connexe, donc nous pouvons choisir une arête e1 ∈ E0 incidente à ce cluster V0.
Soit s > 1 tel que e1, . . . , es ont été définies. Notons Vs la composante connexe de x dans le graphe(

V, E \ (E0\ {e1, . . . , es})
)
.

Si s < |E0|, alors nous pouvons choisir une arête es+1 ∈ E0 incidente à Vs. Une telle arête existe bien
puisque (V, E) est connexe. Nous poursuivons cette construction jusqu’à ce que nous ayons numéroté
toutes les arêtes de E0 en une suite e1, . . . , er où r = |E0|. Nous avons alors

x ∈ V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vr = V .

Si nous fermons toutes les arêtes de E0 puis que nous les rouvrons une par une dans l’ordre e1, . . . , er,
alors après avoir rouvert s arêtes, le cluster de x est Vs. Nous considérons donc

σ = min
{
s ∈ {0, . . . , r} , |Vs| > m

}
,



124 Chapitre 4. Intermède géométrique

e3

e4

V2 = Vσ

V0
V1\V0

V ′ = V2\V1 = Vσ\Vσ−1

V4\V3

e1

•
x

e2 = eσ

•x
′

Figure 4.2 – Illustration de la preuve du lemme 34 : La fermeture des arêtes de E0 = {e1, e2, e3, e4}
déconnecte le graphe en morceaux comportant au plus 2k−1 sommets. Nous rouvrons les arêtes ei dans
l’ordre jusqu’à ce que le nombre de sommets dans le cluster de x atteigne ou dépasse m. Dans le cas
représenté ici, σ = 2. Ici V3 = V2 puisque l’arête e3 relie deux sommets qui sont déjà dans V2.

qui est le nombre d’arêtes rouvertes à partir duquel la taille du cluster de x dépasse la taille voulue m.
Cet indice σ est bien défini puisque |Vr| = |V | > m. Supposons que σ > 1. Par minimalité de σ, nous
avons |Vσ−1| < m 6 |Vσ| et donc Vσ 6= Vσ−1. Dans ce cas, l’arête eσ relie un sommet de Vσ−1 et un
sommet x′ ∈ Vσ\Vσ−1. Posant m′ = m− |Vσ−1|, nous avons alors

1 6 m′ 6 |Vσ| − |Vσ−1| = |Vσ\Vσ−1| .

Si σ = 0 nous posons x′ = x et m′ = m, et nous avons alors 1 6 m′ 6 |V0|.

Soit G′ = (V ′, E′) le graphe de la composante connexe de x′ dans (V, E\E0). Par le choix de E0, nous
avons |V ′| 6 2k−1. De plus, nous avons V ′ = Vσ\Vσ−1 si σ > 1 et V ′ = V0 sinon, ce qui entraîne dans
les deux cas que 1 6 m′ 6 |V ′|. L’hypothèse de récurrence appliquée à G′ = (V ′, E′) nous fournit alors
un ensemble E′0 ⊂ E′ vérifiant

|E′0| 6
1− ak−1

1− a
4d+1d2 |V ′|

d−1
d 6

1− ak−1

1− a
4d+1d2a |V |

d−1
d

et tel que dans le graphe (V ′, E′\E′0), la composante connexe de x′, que nous noterons V ′x′ , contient
exactement m′ sommets. Nous posons alors

E′′0 = {eσ+1, . . . , er} ∪ E′0 ,
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qui est de cardinal

|E′′0 | = (r − σ) + |E′0|

6 4d+1d2 |V |
d−1
d +

a− ak

1− a
4d+1d2 |V |

d−1
d

=
1− ak

1− a
4d+1d2 |V |

d−1
d .

Si σ = 0 alors la composante connexe de x dans le graphe (V, E\E′′0 ) est V ′x′ et contient donc exacte-
ment m′ = m sommets. Si au contraire σ > 1, alors cette composante connexe est Vσ−1∪V ′x′ et contient
donc |Vσ−1|+m′ = m sommets.





Chapitre 5
Quelques modèles de criticité auto-organisée
en percolation

Ce chapitre est consacré à l’étude du modèle que nous avons décrit dans la seconde section du
chapitre 2. Rappelons que ce modèle est défini comme la distribution de probabilité

µn : ω ∈ {0, 1}En 7−→ 1

Zn
Ppn(ω)(ω) ,

où Pp désigne le modèle de percolation Bernoulli sur la boîte Λ(n), et où la fonction pn(ω) est donnée
par

pn(ω) = exp

(
−Fn(ω)

na

)
.

Notre objectif est de démontrer le théorème 8 pour les différents cas de fonctions Fn cités dans l’énoncé,
et nous commencerons donc par le cas où Fn(ω) = |Cmax(ω)|.
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1 Modèle avec le plus grand cluster
Nous allons démontrer dans cette partie le théorème 8 dans le cas du premier modèle, c’est-à-dire

celui défini avec le plus grand cluster dans la boîte. Nous allons pour cela d’une part majorer les queues
de la distribution de |Cmax| dans les régimes sous-critique et surcritique, et d’autre part minorer la
fonction de partition du modèle.

1.1 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique
Nous avons besoin de la majoration suivante :

Lemme 35. Pour tout paramètre réel a > 0, nous avons

∀p < pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

na
ln Pp

( ∣∣Cmax(Λ(n)
)∣∣ > Ana

)
< 0 .

Démonstration. Soient a > 0, p < pc et A > 0. Pour tout n > 1, nous avons

Pp
( ∣∣Cmax(Λ(n)

)∣∣ > Ana
)

= Pp

(
max
v∈Λ(n)

∣∣CΛ(n)(v)
∣∣ > Ana

)
6 Pp

(
max
v∈Λ(n)

|C(v)| > Ana
)

6 ndPp
(
|C(0)| > Ana

)
.

Or, d’après la proposition 4, il existe une constante λ(p) > 0 telle que pour tout m > 1,

Pp
(
|C(0)| > m

)
6 e−mλ(p) .

Nous avons donc, pour tout n > 1,

Pp
( ∣∣Cmax(Λ(n)

)∣∣ > Ana
)
6 nd exp

(
−Aλ(p)na

)
,

d’où le résultat du lemme.

1.2 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique
Nous établissons une majoration analogue dans le cas surcritique.

Lemme 36. Pour tout réel a < d, nous avons

∀p > pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

nd−1
ln Pp

( ∣∣Cmax(Λ(n)
)∣∣ < Ana

)
< 0 .

Démonstration. Nous allons démontrer un résultat un peu plus fort, à savoir que

∀p > pc lim sup
n→∞

1

nd−1
ln Pp

(∣∣Cmax(Λ(n)
)∣∣ 6 θ(p)nd

8

)
< 0 .

Supposons dans un premier temps que d > 3. D’après le théorème 1.2 de [Pis96], nous avons pour
tout d > 3, pour tout p > p̂c (où p̂c désigne le seuil de percolation dans les tranches),

lim sup
n→∞

1

nd−1
ln Pp

(
|Cmax (Λ(n))| 6 θ(p)nd

2

)
< 0 .

De plus, Grimmett et Marstrand ont démontré l’égalité pc = p̂c pour tout d > 3 dans [GM90]. Le
résultat énoncé dans le lemme pour d > 3 en découle donc directement.
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Passons maintenant au cas de la dimension d = 2. Le théorème 6.1 de [ACC90] implique que pour
tout p > pc, si nous considérons une configuration de percolation sur Zd tout entier et si nous no-
tons C∞ ⊂ Zd l’unique cluster infini, alors

lim sup
n→∞

1

n
ln Pp

(
|C∞ ∩ Λ(n)| 6 θ(p)n2

2

)
< 0 .

Il existe donc L > 0 tel que, pour tout n > 1,

Pp

(
|C∞ ∩ Λ(n)| 6 θ(p)n2

2

)
6 e−Ln .

Par ailleurs, si nous notons, pour m > k > 1,

Lk,m =

{
Le rectangle {0, . . . , k} × {0, . . . , m} contient
un chemin ouvert reliant ses deux petits côtés

}
,

alors d’après l’équation (7.110) dans [Gri99], il existe des constantes strictement positives C2(p) et C3(p)
telles que, pour tous m > k > 1,

Pp (Lk,m) > 1− C2me
−C3k . (5.1)

Définissons les rectangles

R1 = Z2 ∩
]n

2
, n
[
× [−n, n[ ,

R2 = Z2 ∩ [−n, n[×
]n

2
, n
[
,

R3 = Z2 ∩
[
−n, −n

2

[
× [−n, n[ ,

R4 = Z2 ∩ [−n, n[×
[
−n, −n

2

[
,

qui sont représentés sur la figure 5.1. Considérons les événements

En =
{
Il existe un chemin ouvert dans Λ(2n)\Λ(n) qui contient Λ(n) en son intérieur

}
et

Fn =
{
Chacun des rectangles R1, R2, R3, R4 est traversé par un chemin ouvert dans sa longueur

}
.

Comme illustré sur la figure 5.1, nous avons En ⊃ Fn. De plus, d’après l’inégalité FKG (proposition 1),
nous avons

Pp (Fn) > Pp
(
Lbn/2c, 2n

)4
.

Combinant ceci avec (5.1), nous obtenons

Pp (En) > Pp (Fn) > Pp
(
Lbn/2c, 2n

)4
>
(

1− 2C2ne
−C3bn/2c

)4

> 1− 8C2ne
−C3bn/2c .

Or si l’événement En est réalisé, alors tous les sommets de Λ(n) qui sont reliés au bord de Λ(2n) sont
reliés entre eux dans Λ(2n), ce qui entraîne que |Cmax (Λ(2n))| > |C∞ ∩ Λ(n)|. Nous pouvons donc
écrire

En ∩
{
|C∞ ∩ Λ(n)| > θ(p)n2

2

}
⊂
{∣∣Cmax (Λ(2n))

∣∣ > θ(p)n2

2

}
.

En considérant les événements complémentaires, nous avons donc

Pp

(
|Cmax (Λ(2n))| 6 θ(p)n2

2

)
6 1− Pp (En) + Pp

(
|C∞ ∩ Λ(n)| 6 θ(p)n2

2

)
6 8C2ne

−C3bn/2c + e−Ln

6 e−L
′n

pour une certaine constante L′ > 0, ce qui achève la preuve de notre lemme.
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R1R3

R2

R4

•x

•
y

Λ(n)

Λ(2n)

2nn

Figure 5.1 – La présence d’un chemin ouvert traversant chacun des quatre rectangles dans le sens de
la longueur assure que Λ(n) est entouré par un chemin ouvert dans Λ(2n), et donc que deux sommets x
et y dans la boîte Λ(n) ne peuvent pas être reliés à ∂Λ(2n) sans être reliés entre eux par un chemin
ouvert dans Λ(2n).

1.3 Minoration de la fonction de partition
Nous allons démontrer la minoration suivante.

Lemme 37. Pour tout réel a tel que 0 < a < d, nous avons

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)na(d−1)/d

> −∞ .

Démonstration. La fonction de partition peut s’écrire

Zn =
∑

ω∈{0,1}En

Ppn(ω)(ω) =

nd∑
b=1

∑
ω∈{0,1}En

|Cmax(ω)|=b

Pϕn(b)(ω) =

nd∑
b=1

Pϕn(b)

(
|Cmax| = b

)
. (5.2)

Pour minorer Zn, nous allons construire un couplage monotone entre les distributions Pϕn(b) pour tous
les b ∈

{
0, . . . , nd

}
.

Construction du couplage : Écrivons En = {e1, . . . , er} avec r = |En|. Donnons-nous une famille de
variables aléatoires

(Xb,e)b∈{0, ..., nd−1}, e∈En

indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramètre exp(−1/na).
Définissons pour tout b0 ∈

{
0, . . . , nd

}
une configuration aléatoire

ω(b0) : e ∈ En 7−→ min
06b<b0

Xb,e .

Ainsi, pour b0 ∈
{

0, . . . , nd
}
et e ∈ En, nous avons

P
(
ω(b0)(e) = 1

)
=

b0−1∏
b=0

P
(
Xb,e = 1

)
= exp

(
− b0
na

)
= ϕn(b0) ,
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et donc la configuration ω(b0) est distribuée suivant la loi Pϕn(b0). De plus, les configurations sont
couplées de telle sorte que

1En = ω(0) > ω(1) > . . . > ω(nd) .

Lorsque nous passons de la configuration ω(b) à la configuration ω(b+1), un certain nombre d’arêtes sont
fermées (il s’agit des arêtes e pour lesquelles ω(b)(e) = 1 etXb,e = 0). Pour pouvoir contrôler la fermeture
de ces arêtes une par une, nous définissons des configurations intermédiaires. Pour b ∈

{
0, . . . , nd − 1

}
et s0 ∈ {0, . . . , r}, nous posons

ω(b, s0) : es ∈ En 7−→

{
ω(b+ 1)(es) si s 6 s0 ,

ω(b)(es) sinon.

Ainsi nous avons ω(b, 0) = ω(b) et pour s > 1, la configuration ω(b, s) s’obtient à partir de la configura-
tion ω(b, s−1) en fermant l’arête es si Xb,es = 0, et en ne changeant rien si Xb,es = 1. Pour s = r = |En|,
toutes les arêtes ont été mises à jour et donc ω(b, r) = ω(b+ 1). Les configurations sont donc couplées
de telle sorte que

(b, s) 6 (b′, s′) =⇒ ω(b, s) > ω(b′, s′) ,

où l’ordre considéré sur {0, . . . , nd − 1} × {0, . . . , r} est l’ordre lexicographique. Cette construction
nous permet de réécrire (5.2) comme suit.

Zn =

nd∑
b=1

P
(
|Cmax(ω(b))| = b

)
= P

(
∃b ∈

{
1, . . . , nd

}
|Cmax (ω(b))| = b

)
. (5.3)

Ainsi, la fonction de partition Zn est égale à la probabilité que la fonction décroissante b 7→ |Cmax (ω(b))|
admette un point fixe. Nous allons donc considérer un indice B situé avant le passage de cette fonction
sous la première bissectrice, et nous allons regarder ce qu’il faut demander aux variables Xb,e pour que
la fonction intersecte effectivement la bissectrice à l’indice B + 2.

Définition de l’indice B : En considérant toujours l’ordre lexicographique, nous définissons un couple
de variables aléatoires

(B, S) = min
{

(b, s) ∈
{

0, . . . , nd − 2
}
× {0, . . . , r} : ∃e ∈ En |Cmax (ω(b, s)e)| 6 b+ 2

}
.

Ce minimum est bien défini puisque nous avons toujours
∣∣Cmax (ω(nd − 2, 0)

)∣∣ 6 nd. De plus, pour
tout (b0, s0), l’événement {(B, S) = (b0, s0)} ne dépend que des variables Xb, es pour (b, s) 6 (b0, s0),
c’est-à-dire que (B, S) est un temps d’arrêt pour la filtration engendrée par les variables Xb,es . Par
ailleurs, la fermeture d’une arête peut au plus diviser par deux la taille du plus grand cluster, donc nous
avons

|Cmax (ω(B, S))| 6 2(B + 2) . (5.4)

Montrons en distinguant deux cas que nous avons aussi

|Cmax (ω(B, S))| > B + 2 . (5.5)

• Si S > 1 alors par minimalité de (B, S), nous avons pour tout e ∈ En,

|Cmax (ω(B, S − 1)e)| > B + 2 .

Or la configuration ω(B, S) s’obtient à partir de ω(B, S − 1) en fermant au plus une arête, donc nous
avons bien (5.5).
• Si S = 0 et B > 0 alors par minimalité de (B, S), nous avons

|Cmax (ω(B − 1, r))| > B − 1 + 2 = B + 1 .

Or les configurations ω(B − 1, r) et ω(B, 0) sont identiques, donc (5.5) est aussi vérifiée.



132 Chapitre 5. Quelques modèles de criticité auto-organisée en percolation

•
(b, s) = (0, 0)

•
(B, S)

•
(B + 2, 0)

ω = 1En |Cmax(ω)| > B + 2

∃e ∈ En |Cmax(ωe)| 6 B + 2

Cmax

|Cmax(ω)| = B + 2

de H
fermeture

H
Cmax

Figure 5.2 – Schéma de la preuve : si l’événement E est réalisé, c’est-à-dire qu’entre les instants (B, S)
et (B + 2, 0), les arêtes de H se ferment mais aucune autre arête de Cmax ne se ferme, alors le plus
grand cluster dans la configuration ω(B + 2, 0) contient exactement B + 2 sommets.

• Le cas (B, S) = (0, 0) ne se produit jamais puisque dans la configuration ω(0, 0) toutes les arêtes sont
ouvertes.

Construction de l’heureux événement : Notons (V, E) le graphe du plus grand cluster dans la
configuration ω(B, S), c’est-à-dire que V = Cmax(ω(B, S)) et E est l’ensemble des arêtes entre deux
sommets de V qui sont ouvertes dans ω(B, S). Étant donné (5.5) et en vertu du lemme 31, nous
disposons d’un ensemble (aléatoire) d’arêtes

H = H
(
B, ω(B, S)

)
⊂ E ,

de cardinal
|H| 6 K |V |

d−1
d (5.6)

tel que la plus grande composante connexe du graphe (V, E\H) contient exactement B + 2 sommets.
Notons que nous avons défini H = H(B, ω(B, S)) comme une fonction déterministe des variables B
et ω(B, S), ce qui nous aidera plus tard. L’existence d’une arête e ∈ En telle que

|Cmax (ω(B, S)e)| 6 B + 2

assure que dans la configuration ω(B, S) il y a au plus un cluster contenant strictement plus que B+ 2
sommets. Donc la fermeture des arêtes de H suffit pour que le plus grand cluster restant contienne
exactement B + 2 sommets, c’est-à-dire que

|Cmax (ω(B, S)H)| = B + 2 .

Ainsi, il suffit de fermer les arêtes de H et aucune autre arête de E [Cmax (ω(B, S))] entre les confi-
gurations ω(B, S) et ω(B + 2) pour avoir |Cmax (ω(B + 2))| = B + 2. Mais les arêtes es ∈ H ne sont
pas forcément numérotées avec un indice s > S. Il n’est donc pas possible en général de fermer toutes
les arêtes de H entre les instants (B, S) et (B + 1, 0). L’événement que nous considérons est donc
celui dans lequel aucune arête de Cmax(ω(B, S)) n’est fermée entre (B, S) et (B + 1, 0), et les arêtes
de Cmax(ω(B, S)) qui se ferment entre (B+1, 0) et (B+2, 0) sont précisément celles de H, c’est-à-dire
l’événement

E =


∀s > S es ∈ E [Cmax (ω(B, S))]⇒ XB, es = 1

∀e ∈ H XB+1, e = 0

∀e ∈ E [Cmax (ω(B, S))] \H XB+1, e = 1

 .

Si cet événement est réalisé, alors dans la configuration ω(B + 2), les arêtes de H sont fermées, les
autres arêtes de E [Cmax (ω(B, S))] qui étaient ouvertes dans la configuration ω(B, S) restent ouvertes,
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et tous les autres clusters contiennent au plus B + 2 sommets, donc

E ⊂
{
|Cmax (ω(B + 2))| = |Cmax (ω(B, S)H)| = B + 2

}
.

Probabilité conditionnelle de l’heureux événement : Revenant à l’expression (5.3) de la fonction
de partition, nous avons

Zn > P
( ∣∣Cmax (ω(B + 2))

∣∣ = B + 2
)
> P (E) . (5.7)

Soient (b0, s0) et ω0 : En → {0, 1} tels que

P
(
Cb0, s0, ω0

)
> 0 où Cb0, s0, ω0

=
{

(B, S) = (b0, s0) et ω(B, S) = ω0

}
.

Vu que nous avons défini H comme une fonction déterministe de B et ω(B, S), nous pouvons considérer
l’événement

Ẽb0, s0, ω0
=


∀s > s0 es ∈ E [Cmax (ω0)]⇒ Xb0, es = 1

∀e ∈ H(b0, ω0) Xb0+1, e = 0

∀e ∈ E [Cmax (ω0)] \H(b0, ω0) Xb0+1, e = 1

 ,

qui est tel que
P
(
E
∣∣Cb0, s0, ω0

)
= P

(
Ẽb0, s0, ω0

∣∣∣ Cb0, s0, ω0

)
. (5.8)

Or, cet événement Ẽb0, s0, ω0
ne dépend que des variables Xb, es pour (b, s) > (b0, s0), tandis que l’évé-

nement Cb0, s0, ω0
ne dépend que des variables Xb, es pour (b, s) 6 (b0, s0). Ces deux événements sont

donc indépendants, ce qui permet d’écrire

P
(
Ẽb0, s0, ω0

| Cb0, s0, ω0

)
= P

(
Ẽb0, s0, ω0

)
=

∏
s>s0

es∈E[Cmax(ω0)]

P
(
Xb0, es = 1

)
×

∏
e∈H(b0, ω0)

P
(
Xb0+1, e = 0

)
×

∏
e∈E[Cmax(ω0)]\H(b0, ω0)

P
(
Xb0+1, e = 1

)
>
(
e−1/na

)2|E[Cmax(ω0)]| (
1− e−1/na

)|H(b0, ω0)|
.

Combinant ceci avec (5.8), nous obtenons

P
(
E | (B, S, ω(B, S))

)
>
(
e−1/na

)2|E[Cmax(ω(B,S))]| (
1− e−1/na

)|H(B,ω(B,S))|
. (5.9)

Or, d’après (5.4), nous avons∣∣E [Cmax (ω(B, S))]
∣∣ 6 d |Cmax(ω(B, S))| 6 2d(B + 2) .

De plus, par concavité de x 7→ 1− e−x, nous avons

1− e−1/na >
1

na
(
1− e−1

)
>

1

2na
.

Par ailleurs, en combinant (5.6) avec (5.4), il vient

|H| 6 K |Cmax(ω(B, S))|
d−1
d 6 K

(
2(B + 2)

) d−1
d 6 2K

(
B + 2

) d−1
d .
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En remplaçant tout cela dans (5.9), nous obtenons

P
(
E | (B, S, ω(B, S))

)
> exp

(
−4d (B + 2)

na

)(
1

2na

)2K(B+2)
d−1
d

.

En prenant l’espérance conditionnelle par rapport à B, ceci devient

P
(
E |B

)
> exp

(
−4d (B + 2)

na

)(
1

2na

)2K(B+2)
d−1
d

. (5.10)

Majoration de B : Nous avons maintenant besoin d’un contrôle sur B pour pouvoir minorer la
probabilité de l’événement E . Définissons

bn =
⌈
na
(
− ln

(pc
2

))⌉
.

Le lemme 36 implique que
lim
n→∞

Ppc/2
(
|Cmax| 6 bn

)
= 1

donc à partir d’un certain rang, nous avons

Ppc/2
(
|Cmax| 6 bn

)
>

1

2
.

Étant donné que
ϕn (bn) 6 ϕn

(
na
(
− ln

(pc
2

)))
=

pc
2
,

nous pouvons en déduire qu’à partir d’un certain rang,

P
(
B 6 bn

)
> P

(
|Cmax (ω(bn))| 6 bn + 2

)
= Pϕn(bn)

(
|Cmax| 6 bn + 2

)
> Ppc/2

(
|Cmax| 6 bn + 2

)
>

1

2
.

Nous pouvons donc trouver κ > 2 tel que pour tout n > 1,

P
(
B 6 κna

)
>

1

2
. (5.11)

Conclusion : Combinant (5.11) avec (5.10), il vient

P (E) > P
(
E ∩ {B 6 κna}

)
= P

(
B 6 κna

)
P
(
E |B 6 κna

)
>

1

2
exp

(
−4d(κna + 2)

na
− 2K(κna + 2)

d−1
d ln(2na)

)
>

1

2
exp

(
−8dκ− 4Kκ(ln 2)na(d−1)/d − 4Kκa(lnn)na(d−1)/d

)
.

Il ne reste alors qu’à reprendre la minoration (5.7) pour obtenir

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)na(d−1)/d

> −4Kκa > −∞ ,

ce qui est bien la minoration recherchée.
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1.4 Preuve du résultat de convergence

Nous sommes à présent en mesure de démontrer le résultat de convergence pour le premier modèle.

Preuve du théorème 8, cas Fn = |Cmax|. Soit ε tel que 0 < ε < min(pc, 1 − pc). Contrôlons dans un
premier temps les déviations à gauche de pc de la loi de pn. Notons pour cela

b−n =
⌈
na
(
− ln(pc − ε)

)⌉
.

Nous commençons par écrire

µn
(
pn 6 pc − ε

)
=

1

Zn

∑
ω∈{0,1}En

1{pn(ω)6pc−ε}Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

∑
ω∈{0,1}En

1{|Cmax(ω)|>b−n }Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

nd∑
b=b−n

∑
ω∈{0,1}En

1{|Cmax(ω)|=b}Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

nd∑
b=b−n

Pϕn(b)

(
|Cmax| = b

)

6
1

Zn

nd∑
b=b−n

Pϕn(b)

(
|Cmax| > b−n

)
.

Or l’événement
{
|Cmax| > b−n

}
est un événement croissant, donc pour tout b > b−n nous avons

Pϕn(b)

(
|Cmax| > b−n

)
6 Ppc−ε

(
|Cmax| > b−n

)
.

Nous avons donc

µn
(
pn 6 pc − ε

)
6

nd

Zn
Ppc−ε

(
|Cmax| > (− ln(pc − ε))na

)
.

Nous pouvons alors utiliser les résultats des lemmes 35 et 37 pour obtenir des constantes L, L′ > 0
telles que, pour tout n > 1,

µn
(
pn 6 pc − ε

)
6 nd exp

(
L(lnn)na(d−1)/d − L′na

)
.

Comme a > a(d− 1)/d, nous avons donc

lim sup
n→∞

1

na
lnµn

(
pn 6 pc − ε

)
< 0 .

Intéressons-nous maintenant aux déviations de pn à droite de pc en posant

b+n =
⌊
na
(
− ln(pc + ε)

)⌋



136 Chapitre 5. Quelques modèles de criticité auto-organisée en percolation

et en écrivant

µn
(
pn > pc + ε

)
=

1

Zn

∑
ω∈{0,1}En

1{pn(ω)>pc+ε}Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

∑
ω∈{0,1}En

1{|Cmax(ω)|6b+n}Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

b+n∑
b=0

∑
ω∈{0,1}En

1{|Cmax(ω)|=b}Ppn(ω)(ω)

=
1

Zn

b+n∑
b=0

Pϕn(b)

(
|Cmax| = b

)

6
1

Zn

b+n∑
b=0

Pϕn(b)

(
|Cmax| 6 b+n

)

6
1

Zn

b+n∑
b=0

Ppc+ε
(
|Cmax| 6 b+n

)
6

nd

Zn
Ppc+ε

(
|Cmax| 6 b+n

)
.

D’après les lemmes 36 et 37, nous disposons donc de L, L′ > 0 tels que, pour tout n > 1,

µn
(
pn > pc + ε

)
6 nd exp

(
L(lnn)na(d−1)/d − L′nd−1

)
,

ce qui entraîne

lim sup
n→∞

1

nd−1
lnµn

(
pn > pc + ε

)
< 0 .

Nous avons donc bien démontré la convergence de pn vers pc sous la loi µn, ainsi que l’estimée (2.8).

1.5 Variante sur le tore
Expliquons maintenant en quelques mots ce qu’il faut modifier pour traiter le cas d’une variante

de ce modèle définie sur le tore, c’est-à-dire avec des conditions aux bords périodiques. Les clusters
dans le tore étant au moins aussi grands que ceux dans la boîte, la décroissance exponentielle dans le
régime surcritique se déduit directement du lemme 36. Le pendant du lemme 35 peut être prouvé en
remarquant que la taille du cluster de l’origine dans le tore est stochastiquement dominée par la taille
du cluster de l’origine dans Zd tout entier, ce qui permet d’obtenir la même décroissance exponentielle
que dans le lemme 35. La minoration de la fonction de partition se démontre de la même manière,
en adaptant le lemme géométrique pour l’étendre aux sous-graphes connexes du tore. Cette variante
présente donc la même propriété de convergence de pn vers pc quand n→∞.

2 Modèle avec le nombre de sommets reliés au bord
Nous allons maintenant démontrer le second cas du théorème 8, qui concerne le modèle défini à

partir de |Mn|, le nombre de sommets reliés au bord de la boîte ∂Λ(n).

2.1 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique
Suivant la même méthode que pour le modèle précédent, nous commençons par démontrer un résultat

de décroissance exponentielle dans le régime sous-critique.
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Lemme 38. Pour a > d− 1, nous avons la majoration suivante.

∀p < pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

na
ln Pp

(
|Mn| > Ana

)
< 0 .

Démonstration. Soit a > d − 1 et soient p < pc et A > 0. Écrivons ∂Λ(n) = {x1, . . . , xt} avec t =
|∂Λ(n)|. Rappelons que si A et B sont deux événements alors A ◦ B désigne l’occurrence disjointe de
ces deux événements. Soit ω : En → {0, 1} une configuration telle que |Mn(ω)| > Ana. Définissons,
pour i ∈ {1, . . . , t},

ni =
∣∣∣CΛ(n)(xi) \

⋃
j<i

CΛ(n)(xj)
∣∣∣ =

{
0 s’il existe j < i tel que xi

ω←→ xj ,∣∣CΛ(n)(xi)
∣∣ sinon.

Nous avons alors
t∑
i=1

ni =

∣∣∣∣∣
t⋃
i=1

CΛ(n)(xi)

∣∣∣∣∣ = |Mn(ω)| > Ana ,

et nous pouvons écrire

ω ∈
{∣∣CΛ(n)(x1)

∣∣ > n1

}
◦ . . . ◦

{∣∣CΛ(n)(xt)
∣∣ > nt} .

En effet, si ni = 0 alors l’événement
{∣∣CΛ(n)(xi)

∣∣ > ni} est trivial, tandis que si ni > 0 et nj > 0
avec i 6= j, alors les sommets xi et xj appartiennent à des clusters disjoints. Nous avons donc l’inclusion{

|Mn| > Ana
}
⊂

⋃
06n1, ..., nt6n

d

n1+···+nt>Ana

{∣∣CΛ(n)(x1)
∣∣ > n1

}
◦ · · · ◦

{∣∣CΛ(n)(xt)
∣∣ > nt} .

Or pour tout i ∈ {1, . . . , t}, l’événement
{∣∣CΛ(n)(xi)

∣∣ > ni} est un événement croissant, donc d’après
l’inégalité BK (proposition 2) nous avons

Pp
(
|Mn| > Ana

)
6

∑
06n1,...,nt6n

d

n1+...+nt>An
a

t∏
i=1

Pp
( ∣∣CΛ(n)(xi)

∣∣ > ni)

6
∑

06n1,...,nt6n
d

n1+...+nt>An
a

t∏
i=1

Pp
(
|C(0)| > ni

)
.

Or d’après la proposition 4, il existe une constante λ(p) > 0 telle que pour tout n > 1,

Pp
(
|C(0)| > n

)
6 e−nλ(p) ,

ce qui reste vrai si n = 0. Nous pouvons donc écrire

Pp
(
|Mn| > Ana

)
6

∑
06n1,...,nt6n

d

n1+...+nt>An
a

t∏
i=1

exp
(
− λ(p)ni

)
6

∑
06n1,...,nt6nd

exp
(
− λ(p)Ana

)
6
(
nd + 1

)t
exp

(
− λ(p)Ana

)
= exp

(
|∂Λ(n)| ln(nd + 1)− λ(p)Ana

)
.

Or nous avons
|∂Λ(n)| ln(nd + 1) = O

(
(lnn)nd−1

)
= o(na) ,

d’où le résultat.
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2.2 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique

Nous avons la majoration suivante.

Lemme 39. Pour tout a < d, nous avons

∀p > pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

nd−1
ln Pp

(
|Mn| < Ana

)
< 0 .

Démonstration. Nous démontrons, de même que pour le lemme 36, que

∀p > pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

nd−1
ln Pp

(
|Mn| 6

θ(p)nd

2

)
< 0 .

Pour d > 3, le résultat découle du théorème 1.2 de [Pis96], qui démontre cette majoration pour tout p >
p̂c. Or p̂c = pc d’après [GM90]. Pour d = 2, le résultat découle du théorème 6.1 de [ACC90].

2.3 Minoration de la fonction de partition

Nous établissons maintenant la minoration suivante de la fonction de partition :

Lemme 40. Pour tout réel a tel que d− 1 < a < d, nous avons

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)na(d−1)/d

> −∞ .

Explication heuristique de la preuve : Nous reprenons l’idée de la démonstration pour le cas du
plus grand cluster (section 1.3), en construisant un couplage décroissant entre les distributions Pϕn(b)

pour b variant de 0 (toutes les arêtes ouvertes) à nd (presque toutes les arêtes fermées). Nous suivons
l’évolution de la variable |Mn| jusqu’à un instant b = B′ où |Mn| est d’ordre B′. Nous trouvons alors
un ensemble d’arêtes H ⊂ En dont la fermeture entraînerait |Mn| = B′ + 2 à l’instant B′ + 2.

Le problème est que, pour trouver un tel ensemble H qui ne soit pas trop grand (et donc dont
la fermeture soit assez probable), nous avons besoin d’un contrôle sur la taille des clusters qui sont
reliés au bord de la boîte à l’instant B′. Pour obtenir un tel contrôle, il semble naturel de suivre d’abord
l’évolution de la taille des clusters reliés au bord, et d’attendre un instant B où ces clusters sont devenus
assez petits, puis de définir l’instant B′ d’une manière qui assure qu’il soit postérieur à B. Cependant,
contrairement à la taille du plus grand cluster Cmax, qui est au plus divisée par deux en fermant une
arête, la taille du plus grand cluster relié au bord peut chuter brutalement à la fermeture d’une seule
arête. Pour éviter cela, nous choisissons plutôt de suivre la taille du plus grand cluster dans le tore, c’est-
à-dire dans la boîte mais avec des conditions aux bords périodiques. Cette variable présente l’avantage
d’être au plus divisée par deux à chaque fermeture d’arête.

Démonstration. Plan de la preuve : Nous allons dans un premier temps définir un couplage de confi-
gurations (ω(b, s))b, s mais sur les arêtes du tore. Nous considérerons ensuite le premier instant (B, S)
pour lequel tous les clusters dans le tore contiennent au plus 2B + 3 sommets. Dans la suite de la
démonstration, nous raisonnerons conditionnellement au fait qu’à cet instant, le plus grand cluster dans
le tore touche le bord de la boîte. Nous montrerons alors qu’à cet instant, nous avons |Mn(ω)| > B+ 2.
Nous allons ensuite construire un second instant (B′, S′) > (B, S) et un ensemble d’arêtes H tels
que, si les seules arêtes deMn qui se ferment entre (B′, S′) et (B′ + 2, 0) sont celles de H alors nous
avons |Mn(ω(B′ + 2))| = B′ + 2. Nous appellerons « heureux événement » un tel scénario, et notre
objectif sera de minorer sa probabilité. Pour cela, nous montrerons qu’avec probabilité assez grande,
nous avons B′ = O(na), ce qui implique qu’à partir de l’instant (B, S), tous les clusters dans le tore
contiennent O(na) sommets. Ce contrôle nous permettra de montrer qu’il est possible de trouver H
assez petit pour que l’heureux événement soit suffisamment probable.
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•
(0, 0)

•
(B, S)

•
(B′, S′)

•
(B′ + 2, 0)

ω = 1En

CTmax∣∣CTmax(ω)
∣∣ 6 2B + 3

|Mn(ω)| >
∣∣CTmax(ω)

∣∣ > B + 2

Mn

|Mn(ω)| > B′ + 2

∃e ∈ En |Mn(ωe)| 6 B′ + 2

de H
fermeture

Mn

H

|Mn(ω)| = B′ + 2

Figure 5.3 – Illustration du schéma de la preuve du lemme 40.

Construction du couplage et définition de B : Soit n > 2. Nous reprenons les notations et
définitions de la preuve du lemme 37, mais nous considérons cette fois-ci des configurations sur le tore.
Pour définir le tore, notons p : Zd → Λ(n) l’application de projection, qui est telle que p(x)− x ∈ nZd

pour tout x ∈ Zd. Le tore est alors le graphe dont l’ensemble de sommets est Λ(n), et dont l’ensemble
d’arêtes est

ETn = p
(
Ed
)

=
{{

p(x), p(y)
}

: {x, y} ∈ Ed
}
,

ce qui revient à rajouter des arêtes entre les sommets qui se font face sur les bords opposés de la boîte.
Nous notons alors ETn = {e1, . . . , er} avec r =

∣∣ETn ∣∣, et nous nous donnons des variables aléatoires
(Xb,e)b∈{0, ..., nd−1}, e∈ETn

indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramètre exp(−1/na). Nous
posons, pour b0 ∈ {0, . . . , nd},

ω(b0) : e ∈ ETn 7−→ min
06b<b0

Xb,e ,

et pour b ∈ {0, . . . , nd − 1} et s0 ∈ {0, . . . , r}, nous définissons

ω(b, s0) : es ∈ ETn 7−→

{
ω(b+ 1)(es) si s 6 s0 ,

ω(b)(es) sinon.

Pour ω : ETn → {0, 1} et v ∈ Λ(n), notons CTΛ(n)(v, ω) ⊂ Λ(n) le cluster de v dans la configuration ω
sur le tore, c’est-à-dire la composante connexe du sommet v dans le graphe(

Λ(n),
{
e ∈ ETn : ω(e) = 1

})
.

Pour toute configuration ω : ETn → {0, 1}, notons CTmax(ω) le plus grand cluster dans le tore dans la
configuration ω. En cas d’égalité entre plusieurs clusters, nous en choisissons un avec un ordre arbitraire
sur les parties de Λ(n). Définissons maintenant le couple de variables aléatoires

(B, S) = min
{

(b, s) ∈
{

0, . . . , nd − 2
}
× {0, . . . , r} :

∣∣CTmax (ω(b, s))
∣∣ 6 2b+ 3

}
,

qui est bien défini puisque
∣∣CTmax(ω(nd − 2, 0))

∣∣ 6 nd. Montrons qu’à cet instant (B, S) nous avons∣∣CTmax (ω(B, S))
∣∣ > B + 2 . (5.12)

Nous considérons plusieurs cas :
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• Si S > 1 alors, par minimalité de (B, S), nous avons
∣∣CTmax (ω(B, S − 1))

∣∣ > 2B+ 4. Or la fermeture
d’une arête peut au plus diviser

∣∣CTmax∣∣ par deux, d’où la minoration (5.12).
• Si B 6= 0 et S = 0 alors, par minimalité de (B, S), nous avons∣∣CTmax (ω(B − 1, r))

∣∣ > 2(B − 1) + 4 = 2B + 2 > B + 2 ,

ce qui entraîne là aussi l’inégalité (5.12), puisque les configurations ω(B−1, r) et ω(B, 0) sont identiques.
• Le cas (B, S) = (0, 0) ne se produit pas puisque nous avons

∣∣CTmax(ω(0, 0))
∣∣ = nd > 3.

Nous avons donc bien démontré l’inégalité (5.12).

Définition du sommet repère : Nous considérons maintenant le sommet V = min CTmax(ω(B, S)),
en prenant le minimum avec un ordre arbitraire sur Λ(n). Étant donné que∑

v∈Λ(n)

P(V = v) = 1 ,

nous pouvons trouver un sommet v0 ∈ Λ(n) tel que

P(V = v0) >
1

|Λ(n)|
=

1

nd
.

Dans toute la suite, nous raisonnerons conditionnellement à cet événement {V = v0}. Jusqu’ici, tout
s’est déroulé sur le tore, qui est invariant par translation. Quitte à effectuer une translation sur le tore
et à modifier en conséquence les ordres arbitraires que nous nous sommes donnés sur ETn , sur Λ(n)
et sur les parties de Λ(n), nous pouvons donc supposer que v0 ∈ ∂Λ(n). Ainsi, si V = v0 alors nous
avons CTmax (ω(B, S)) ⊂Mn (ω(B, S)), et donc

V = v0 ⇒ |Mn (ω(B, S))| >
∣∣CTmax (ω(B, S))

∣∣ > B + 2 , (5.13)

d’après (5.12).

Construction du second instant B′ : Nous définissons ensuite

(B′, S′) = min
{

(b, s) > (B, S) : ∃e ∈ En |Mn (ω(b, s)e)| 6 b+ 2
}
.

Le fait que B 6 nd − 2 et
∣∣Mn

(
ω(nd − 2, r)

)∣∣ 6 nd assure que (B′, S′) est bien défini et que nous
avons B′ 6 nd − 2. Montrons en distinguant plusieurs cas que

V = v0 ⇒ |Mn (ω(B′, S′))| > B′ + 2 . (5.14)

• Si (B′, S′) = (B, S), alors l’inégalité découle de (5.13).
• Si (B′, S′) > (B, S) et S′ = 0, alors par minimalité de (B′, S′), nous avons

B′ − 1 + 2 < |Mn (ω(B′ − 1, r))| = |Mn (ω(B′, S′))| .

• Si (B′, S′) > (B, S) et S′ 6= 0, alors par minimalité de (B′, S′), nous avons pour tout e ∈ En,

|Mn (ω(B′, S′ − 1)e)| > B′ + 2 ,

et donc en particulier |Mn (ω(B′, S′))| > B′ + 2, puisque la configuration ω(B′, S′) s’obtient à partir
de ω(B′, S′ − 1) en fermant au plus une arête.
Nous avons donc bien démontré (5.14) dans l’ensemble des cas.

Construction de l’heureux événement : Nous allons définir un ensemble d’arêtes H que nous
voulons voir fermées entre la configuration ω(B′, S′) et la configuration ω(B′ + 2, 0) pour avoir

|Mn(ω(B′ + 2))| = B′ + 2 .
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Nous ne nous intéressons qu’aux situations où V = v0, donc nous posons arbitrairement H = ∅ si
l’événement {V = v0} n’est pas réalisé. Supposons maintenant que V = v0. Par définition de (B′, S′),
nous pouvons considérer une arête e ∈ En telle que

|Mn (ω(B′, S′)e)| 6 B′ + 2 . (5.15)

Nous choisissons cette arête e minimale (pour l’ordre e1, . . . , er que nous nous sommes donné sur ETn )
parmi les arêtes qui vérifient (5.15), ce qui assure que e ne dépend que de B′, ω(B′, S′) et V . Nous
construisons ensuite l’ensemble H en distinguant deux cas selon que cette inégalité (5.15) est stricte ou
non.
• S’il y a égalité dans (5.15), alors nous posons H = {e}.
• Supposons que l’inégalité (5.15) est stricte. D’après (5.14), nous avons

Mn (ω(B′, S′)e)

•
e
•v

Cv

arêtes de H
fermeture des

H

•
e
•v

ω(B′, S′) ω(B′ + 2, 0)

Figure 5.4 – Si l’inégalité (5.15) est stricte, alors la fermeture de l’arête e dans la configuration ω(B′, S′)
fait diminuer le nombre |Mn| de sommets reliés au bord de la boîte. Cela signifie que l’une des extrémités
de l’arête e, que nous notons v, se retrouve déconnectée du bord à la fermeture de l’arête e. Nous
choisissons alors une partie H des arêtes du cluster Cv qui se retrouve déconnecté par la fermeture de e,
telle que la fermeture des arêtes de H et d’aucune autre arête de E [Mn] entre les instants (B′, S′)
et (B′ + 2, 0) entraîne que |Mn (ω(B′ + 2))| = B′ + 2.

|Mn (ω(B′, S′)e)| < |Mn (ω(B′, S′))| ,

c’est-à-dire que la fermeture de l’arête e modifie le nombre de sommets reliés au bord. Par conséquent,
l’une des extrémités de e, que nous noterons v, doit se retrouver déconnectée de ∂Λ(n) à la fermeture
de l’arête e dans la configuration ω(B′, S′). Notons (Cv, Ev) le graphe du cluster ouvert de v dans la
configuration ω(B′, S′)e. Ainsi nous avons

|Mn (ω(B′, S′)e)| = |Mn (ω(B′, S′))| − |Cv| > B′ + 2− |Cv|

d’après (5.14). Combinant ceci avec l’inégalité stricte (5.15), nous obtenons

1 6 B′ + 2− |Mn(ω(B′, S′)e)| 6 |Cv| .

En vertu du lemme 31 appliqué au graphe (Cv, Ev) et au point v, nous pouvons choisir un ensemble
d’arêtes H ⊂ Ev, de cardinal

|H| 6 K |Cv|
d−1
d (5.16)
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tel que le cluster de v dans le graphe (Cv, Ev\H) contient exactement B′ + 2− |Mn(ω(B′, S′)e)| som-
mets. Nous avons alors

|Mn (ω(B′, S′)H)| = B′ + 2 .

L’arête e (et donc le sommet v) ne dépendant que de B′, ω(B′, S′) et V , nous pouvons prendre un
tel ensemble d’arêtes H qui ne dépend lui aussi que de B′, ω(B′, S′) et V . Par ailleurs, nous avons le
contrôle suivant sur |Cv| :

|Cv| =
∣∣CΛ(n) (v, ω(B′, S′)e)

∣∣ 6 ∣∣CΛ(n) (v, ω(B′, S′))
∣∣ 6 ∣∣CTmax (ω(B′, S′))

∣∣ . (5.17)

Remarquons maintenant que
∣∣CTmax(ω)

∣∣ est une fonction croissante de ω et que, par définition, nous
avons (B′, S′) > (B, S), d’où∣∣CTmax (ω(B′, S′))

∣∣ 6 ∣∣CTmax (ω(B, S))
∣∣ 6 2B + 3 . (5.18)

Combinant (5.17) et (5.18), nous obtenons

|Cv| 6 2B + 3 ,

et donc la majoration (5.16) devient

|H| 6 K
(
2B + 3

) d−1
d . (5.19)

Ainsi, pour résumer ces deux cas, nous avons construit un ensemble (aléatoire) d’arêtes H ⊂ En de
cardinal contrôlé par l’inégalité (5.19) et tel que

V = v0 ⇒ |Mn (ω(B′, S′)H)| = B′ + 2 .

Par conséquent, conditionnellement à l’événement {V = v0}, il suffit de fermer les arêtes de H et aucune
autre arête de E [Mn (ω(B′, S′))] entre les configurations ω(B′, S′) et ω(B′ + 2, 0) pour avoir

|Mn (ω(B′ + 2))| = B′ + 2 . (5.20)

Nous considérons donc l’événement

E =


∀s > S′ es ∈ E [Mn (ω(B′, S′))]⇒ XB′, es = 1

∀e ∈ H XB′+1, e = 0

∀e ∈ E [Mn (ω(B′, S′))] \H XB′+1, e = 1


qui, s’il est réalisé et si V = v0, implique (5.20). Nous avons donc

Zn =

nd∑
b=1

Pϕn(b)

(
|Mn| = b

)
= P

(
∃b ∈

{
1, . . . , nd

}
|Mn (ω(b))| = b

)
> P

(
E∩{V = v0}

)
. (5.21)

Probabilité conditionnelle de l’heureux événement : De même qu’en section 1.3, nous nous
donnons (b0, b

′
0, s
′
0) et ω0 : En → {0, 1} tels que

P
(
Cb0, b′0, s′0, ω0

)
> 0 où Cb0, b′0, s′0, ω0

=
{
V = v0

}
∩
{

(B, B′, S′) = (b0, b
′
0, s
′
0)
}
∩
{
ω(B′, S′) = ω0

}
.

Par définition de B et B′, nous avons

|Mn (ω0)| 6 (B′ + 2) + (2B + 3) 6 3B′ + 5 .

Cet événement Cb0, b′0, s′0, ω0
ne dépend que des variables aléatoires Xb, es pour (b, s) 6 (b′0, s

′
0) et, condi-

tionnellement à cet événement, l’événement E ne dépend que des variables Xb, es pour des indices (b, s)
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vérifiant (b′0, s
′
0) < (b, s) < (b′0 + 2, 0). De plus, l’ensemble H ne dépend que de B′, ω(B′, S′) et V ,

donc nous pouvons écrire H = H (B′, ω(B′, S′), V ). Nous avons donc

P
(
E
∣∣ Cb0, b′0, s′0, ω0

)
=

∏
s>s′0

es∈E[Mn(ω0)]

P
(
Xb′0, es

= 1
)
×

∏
e∈H(b′0, ω0, v0)

P
(
Xb′0+1, e = 0

)
×

∏
e∈E[Mn(ω0)]\H(b′0, ω0, v0)

P
(
Xb′0+1, e = 1

)
>
(
e−1/na

)2|E[Mn(ω0)]| (
1− e−1/na

)|H(b′0, ω0, v0)|

> exp

(
−2d |Mn (ω0)|

na

)(
1

2na

)|H(b′0, ω0, v0)|

> exp

(
−2d(3B′ + 5)

na
− 2a(lnn) |H(b′0, ω0, v0)|

)
.

En utilisant la majoration (5.19), nous obtenons alors

P
(
E
∣∣∣ B, B′, S′, ω(B′, S′), V

)
> 1V=v0

exp

(
−2d(3B′ + 5)

na
− 2Ka(lnn) (2B + 3)

d−1
d

)
.

En prenant l’espérance conditionnelle par rapport à (B′, V ), ceci se ramène à

P
(
E
∣∣B′, V ) > 1V=v0 exp

(
−2d(3B′ + 5)

na
− 2Ka(lnn) (2B′ + 3)

d−1
d

)
. (5.22)

Majoration de B′ : D’après le lemme 38 nous avons

lim sup
n→∞

1

na
ln Ppc/2

[
|Mn| > na

(
− ln

(pc
2

))]
< 0 .

Nous avons donc

Ppc/2

[
|Mn| > na

(
− ln

(pc
2

))]
= o

(
1

nd

)
,

et donc, si nous posons
bn =

⌈
na
(
− ln

(pc
2

))⌉
,

alors nous avons, à partir d’un certain rang,

P
(
|Mn (ω(bn))| > bn

)
6 Ppc/2

[
|Mn| > na

(
− ln

(pc
2

))]
6

1

2nd
.

Nous avons alors, en utilisant le fait que P
(
V = v0

)
> 1/nd,

P
(
V = v0 et |Mn (ω(bn))| < bn

)
>

1

nd
− 1

2nd
=

1

2nd
.

Or, si V = v0 et |Mn (ω(bn))| < bn, alors l’inégalité (5.14) implique que B′ < bn. Nous en déduisons
donc qu’à partir d’un certain rang,

P
(
V = v0 et B′ < bn

)
>

1

2nd
.
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Nous pouvons donc trouver κ > 2 tel que, à partir d’un certain rang,

P
(
V = v0 et B′ 6 κna

)
>

1

2nd
. (5.23)

Conclusion : Combinant (5.22) et (5.23), nous obtenons

P
(
{V = v0} ∩ E

)
> P

(
V = v0 et B′ 6 κna

)
P
(
E
∣∣∣ V = v0 et B′ 6 κna

)
>

1

2nd
exp

(
−2d(3κna + 5)

na
− 2Ka(lnn) (2κna + 3)

d−1
d

)
>

1

2nd
exp

(
−6dκ− 10d

na
− 8Kκa(lnn)na(d−1)/d

)
.

Étant donné (5.21), nous obtenons

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)na(d−1)/d

> lim inf
n→∞

ln P
(
{V = v0} ∩ E

)
(lnn)na(d−1)/d

> −8Kκa > −∞ ,

ce qui est bien la minoration recherchée.

2.4 Démonstration du résultat

Une fois la minoration obtenue sur Zn (lemme 40) et les résultats de décroissance exponentielle
établis dans les régimes sous-critique (lemme 38) et surcritique (lemme 39), le résultat de convergence
du théorème 8 se prouve de façon identique à la preuve pour le cas de Cmax, qui est détaillée en
section 1.4.

3 Modèle avec la distribution des tailles de cluster
L’objectif de cette partie est de démontrer le troisième cas du théorème 8, ainsi que le théorème 9.

Nous fixons donc deux réels a et b tels que

5d

6
< a < d et 0 < b <

2a

d
− 5

3
. (5.24)

Rappelons la définition, pour ω : En → {0, 1}, de

Bbn(ω) =
∣∣∣{x ∈ Λ(n),

∣∣CΛ(n)(x, ω)
∣∣ > nb}∣∣∣ .

Définissons également, pour ω : Ed → {0, 1} et X ⊂ Zd,

Abn(X) = Abn(X, ω) =
∣∣∣{x ∈ X, |C(x, ω)| > nb

}∣∣∣ .
3.1 Préliminaires

Nous commençons par démontrer trois lemmes préliminaires.

Lemme 41. Pour tous η > 0 et r < η/2, et pour tous p, q ∈ [0, 1] tels que η < q < 1− η et |p− q| < r,
nous avons

∀n > 1 ∀ω ∈ {0, 1}En Pp(ω) > Pq(ω) exp

(
−2dndr

η

)
.
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Démonstration. Soient η, r, p, q, n et ω comme dans l’énoncé. Alors nous avons

Pp(ω) = Pq(ω)

(
p

q

)o(ω)(
1− p
1− q

)|En|−o(ω)

> Pq(ω)

(
1− r

q

)o(ω)(
1− r

1− q

)|En|−o(ω)

> Pq(ω)

(
1− r

η

)|En|
> Pq(ω) exp

(
|En| ln

(
2r

η

(
1

2

)
+

(
1− 2r

η

)
× 1

))
> Pq(ω) exp

(
|En|

2r

η
ln

(
1

2

))
> Pq(ω) exp

(
−2r |En|

η

)
,

ce qui démontre le lemme puisque |En| 6 dnd.

Lemme 42. Nous avons l’encadrement suivant

∀n > 1 ∀ω ∈ {0, 1}Ed
Abn(Λ(n), ω)− 4dnb+d−1 6 Bbn(ω) 6 Abn(Λ(n), ω) . (5.25)

Démonstration. L’inégalité de droite provient du fait que, pour tout x ∈ Λ(n), nous avons CΛ(n)(x) ⊂
C(x). Pour obtenir l’inégalité de gauche, il suffit de remarquer que, si x ∈ Λ(n − 2

⌈
nb
⌉
), alors les

événements {∣∣CΛ(n)(x)
∣∣ > nb} et

{
|C(x)| > nb

}
coïncident, donc

Bbn(ω) > Abn
(
Λ
(
n− 2

⌈
nb
⌉)
, ω
)
> Abn(Λ(n), ω)−

(
|Λ(n)| −

∣∣Λ (n− 2
⌈
nb
⌉)∣∣ ) .

Il suffit alors de remarquer que

|Λ(n)| −
∣∣Λ(n− 2

⌈
nb
⌉
)
∣∣ 6 2dnd−1

⌈
nb
⌉
6 4dnb+d−1

pour obtenir le résultat.

Lemme 43. Nous contrôlons Ep
[
Abn(Λ(m))

]
en majorant d’une part, en régime sous-critique

∀p < pc ∃λ(p) > 0 ∀n,m > 1 Ep
[
Abn(Λ(m))

]
6 md exp

(
−nbλ(p)

)
, (5.26)

et en minorant comme suit en régime surcritique

∀p > pc ∀n,m > 1 Ep
[
Abn(Λ(m))

]
> mdθ(p) . (5.27)

Démonstration. Nous écrivons

Ep
[
Abn(Λ(m))

]
=

∑
x∈Λ(m)

Pp
(
|C(x)| >

⌈
nb
⌉ )

= mdPp
(
|C(0)| >

⌈
nb
⌉ )

.

La majoration (5.26) découle alors directement de la proposition 4 selon laquelle

∀p < pc ∃λ(p) > 0 ∀n > 1 Pp
(
|C(0)| > n

)
6 e−nλ(p) .

Nous remarquons par ailleurs que

Pp
(
|C(0)| >

⌈
nb
⌉ )

> Pp
(
|C(0)| =∞

)
= θ(p) ,

ce qui démontre la minoration (5.27).
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3.2 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique

Nous démontrons encore un résultat de décroissance exponentielle dans la phase surcritique.

Lemme 44. Nous avons la majoration

∀p < pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

n2a−bd−d ln Pp
(
Bbn > Ana

)
< 0 .

Démonstration. Soient A > 0 et p < pc. D’après l’encadrement (5.25), nous avons Bbn 6 Abn donc il
suffit de démontrer le résultat avec Abn à la place de Bbn. Nous nous intéresserons donc dans la suite
à Abn. Nous allons découper Λ(n) en boîtes carrées (avec des boîtes éventuellement pas carrées sur les
bords), comme représenté sur la figure 5.5. Explicitons ce découpage. Posons

N =
⌈
2nb
⌉

et M = 3 +
⌊ n

2N

⌋
.

Nous pouvons écrire Zd comme une partition

Zd =
⊔
z∈Zd

(
Nz + Λ(N)

)
=

⊔
x∈{0,1}d

y∈Zd

(
N(x+ 2y) + Λ(N)

)
.

Nous définissons, pour x ∈ {0, 1}d et y ∈ Zd, la boîte

Bx,y =
(
N(x+ 2y) + Λ(N)

)
∩ Λ(n) .

Les boîtes ainsi construites ont les propriétés suivantes :

(i) Si z ∈ Bx,y et z′ ∈ Bx,y′ sont dans deux boîtes de même indice x mais avec y 6= y′, alors nous
avons ‖z − z′‖∞ > N .

(ii) Les boîtes Bx,y avec y /∈ Λ(M) sont vides. En effet, pour x ∈ {0, 1}d, y ∈ Zd et z ∈ Λ(N), nous
avons

y /∈ Λ(M) ⇒ ‖y‖∞ >
M

2
>

n

4N
+ 1

⇒ ‖N(x+ 2y) + z‖∞ > −N +
n

2
+ 2N − N

2
>
n

2
⇒ N(x+ 2y) + z /∈ Λ(n) .

(iii) Inversement, si y ∈ Λ(M − 5) alors la boîte Bx,y est pleine, c’est-à-dire de cardinal Nd. En effet,
pour x ∈ {0, 1}d, y ∈ Zd et z ∈ Λ(N), nous avons

y ∈ Λ(M − 5) ⇒ ‖y‖∞ 6
M − 5

2
6

n

4N
− 1

⇒ ‖N(x+ 2y) + z‖∞ 6 N +
n

2
− 2N +

N

2
<
n

2
⇒ N(x+ 2y) + z ∈ Λ(n) .

Nous obtenons ainsi une partition de la boîte Λ(n),

Λ(n) =
⊔

x∈{0,1}d
Dx où Dx =

⊔
y∈Λ(M)

Bx,y ,
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Figure 5.5 – Partition de Λ(n) en 2d sous-ensembles Dx correspondant aux différents styles de hachures,
chaque Dx étant à son tour partitionné en boîtes Bx,y avec y ∈ Λ(M).

avec chacun des ensembles Dx qui correspond à un type de hachures sur la figure 5.5. Nous pouvons
donc écrire

Pp
(
Abn(Λ(n)) > Ana

)
= Pp

 ∑
x∈{0,1}d

Abn(Dx) > Ana


6 Pp

(
∃x ∈ {0, 1}d Abn(Dx) >

Ana

2d

)
6

∑
x∈{0,1}d

Pp

(
Abn(Dx) >

Ana

2d

)
. (5.28)

Pour tout x ∈ {0, 1}d, la majoration (5.26) fournit

Ep
[
Abn(Dx)

]
6 Ep

[
Abn(Λ(n))

]
6 nd exp

(
−λ(p)nb

)
= o (na) .
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Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

∀x ∈ {0, 1}d Ep
[
Abn(Dx)

]
6
Ana

2d+1
,

ce qui permet d’écrire, à partir d’un certain rang,

Pp

(
Abn(Dx) >

Ana

2d

)
6 Pp

(
Abn(Dx)− Ep

[
Abn(Dx)

]
>
Ana

2d+1

)
. (5.29)

Observons à présent que la propriété (i) ci-dessus entraîne que pour z ∈ Bx,y et z′ ∈ Bx,y′ avec y 6= y′,
les événements

{
|C(z)| > nb

}
et
{
|C(z′)| > nb

}
sont indépendants. La somme suivante est donc une

somme de variables indépendantes.

∀x ∈ {0, 1}d Abn(Dx) =
∑

y∈Λ(M)

Abn(Bx,y) .

De plus, les variables Abn(Bx,y) prennent toutes leurs valeurs dans
{

0, . . . , Nd
}
, et le nombre de variables

dans la somme est |Λ(M)|. Nous pouvons donc appliquer l’inégalité de Hoeffding [Hoe63] pour obtenir
qu’à partir d’un certain rang,

Pp

(
Abn(Dx)− Ep

[
Abn(Dx)

]
>
Ana

2d+1

)
6 exp

(
− 2A2n2a

22d+2 |Λ(M)|N2d

)
.

Or nous avons, quand n→∞,

n2a

|Λ(M)|N2d
∼ n2a

N2d

(
2N

n

)d
∼ 2dn2a−d

Nd
∼ n2a−bd−d ,

et donc à partir d’un certain rang,

Pp

(
Abn(Dx)− Ep

[
Abn(Dx)

]
>
Ana

2d+1

)
6 exp

(
− A2

22d+2
n2a−bd−d

)
. (5.30)

Il ne reste alors plus qu’à combiner (5.28), (5.29), (5.30) et (5.25) pour obtenir qu’à partir d’un certain
rang,

Pp
(
Bbn > Ana

)
6 2d exp

(
− A2

22d+2
n2a−bd−d

)
,

ce qui implique notre résultat.

3.3 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique
Nous nous intéressons maintenant aux déviations dans le régime p > pc.

Lemme 45. Nous avons la majoration

∀p > pc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

nd−bd
ln Pp

(
Bbn < Ana

)
< 0 .

Démonstration. Nous reprenons le même découpage en boîtes que dans la preuve du lemme 44. D’après
l’encadrement (5.25), nous pouvons écrire

Pp
(
Bbn < Ana

)
6 Pp

(
Abn(Λ(n)) < Ana + 4dnb+d−1

)
6 Pp

(
∀x ∈ {0, 1}d Abn(Dx) < Ana + 4dnb+d−1

)
6 Pp

(
Abn(D0) < Ana + 4dnb+d−1

)
. (5.31)
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D’après la propriété (iii) du découpage en boîtes, l’ensemble D0 contient au moins (M − 5)d boîtes de
cardinal Nd, donc nous pouvons utiliser (5.27) pour écrire

Ep
[
Abn(D0)

]
> (M − 5)dNdθ(p) ∼ MdNdθ(p) ∼

( n

2N

)d
Ndθ(p) ∼ nd

2d
θ(p) .

Or nous avons supposé a < d et b < 1, donc nous avons, à partir d’un certain rang,

Ana + 4dnb+d−1 6
nd

2d+2
θ(p) 6

1

2
Ep
[
Abn(D0)

]
. (5.32)

La majoration (5.31) devient donc

Pp
(
Bbn < Ana

)
6 Pp

(
Abn(D0)− Ep

[
Abn(D0)

]
< − nd

2d+2
θ(p)

)
.

Nous appliquons là encore l’inégalité de Hoeffding et nous obtenons (toujours à partir d’un certain rang)

Pp
(
Bbn < Ana

)
6 exp

(
− 2n2dθ(p)2

22d+4 |Λ(M)|N2d

)
.

Or nous avons
n2d

|Λ(M)|N2d
∼ n2d

N2d

( n

2N

)−d
∼ 2dnd

Nd
∼ nd−bd ,

ce qui termine la preuve de notre lemme.

3.4 Minoration de la fonction de partition
Il nous reste à minorer la constante de normalisation Zn. Nous démontrons donc le résultat suivant.

Lemme 46. Pour tous paramètres a et b vérifiant les conditions (5.24), nous avons la minoration

lim inf
n→∞

lnZn
n2d/3

> −∞ .

Démonstration. La fonction

fn : p 7−→ ϕn
(
Ep
[
Bbn
])

= exp

(
−

Ep
[
Bbn
]

na

)

est continue et décroissante sur [0, 1], à valeurs dans [0, 1]. Elle admet donc sur cet intervalle un unique
point fixe, que nous noterons qn. Notons d’une part que, si p < pc, alors la majoration (5.25) et
l’inégalité (5.26) entraînent que

fn(p) > ϕn
(
Ep
[
Abn(Λ(n))

])
> exp

(
−nd−ae−λ(p)nb

)
n→∞−→ 1 .

D’autre part, si p > pc alors la minoration (5.25), l’inégalité (5.27) et les conditions (5.24) impliquent
que

fn(p) 6 exp

(
−

Ep
[
Abn(Λ(n))

]
− 4dnb+d−1

na

)
6 exp

(
− nd−aθ(p) + 4dnb−a+d−1

)
n→∞−→ 0 .

Nous en déduisons que qn tend vers pc quand n tend vers l’infini. Vu que qn n’est jamais égal à 0 ou 1
et que 0 < pc < 1, il existe η > 0 tel que

∀n > 1 η < qn < 1− η .
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Définissons maintenant
rn =

1

na

√
2Varqn [Bbn] ,

où Varqn désigne la variance sous la loi Pqn . Le point clef de notre démonstration est le contrôle de
cette variance, en utilisant le fait que si deux sommets x, y ∈ Λ(n) sont tels que |x− y|1 > 2nb, alors les
événements

{∣∣CΛ(n)(x)
∣∣ > nb} et

{∣∣CΛ(n)(y)
∣∣ > nb} sont indépendants. Cette propriété d’indépendance

nous permet de procéder à la majoration suivante.

Varqn
[
Bbn
]

= Varqn

 ∑
x∈Λ(n)

1{|CΛ(n)(x)|>nb}


=

∑
x,y∈Λ(n)

Cov
[
1{|CΛ(n)(x)|>nb}, 1{|CΛ(n)(y)|>nb}

]
=

∑
x,y∈Λ(n)

|x−y|1<2nb

Cov
[
1{|CΛ(n)(x)|>nb}, 1{|CΛ(n)(y)|>nb}

]

6
∣∣∣{(x, y) ∈ Λ(n)2 : |x− y|1 < 2nb

}∣∣∣
6 4dnbd+d .

Il s’ensuit que

rn 6 2d+1nbd/2+d/2−a 6
2d+1

nd/3
,

d’après la condition (5.24), ce qui assure que rn tend vers 0 et donc que rn < η/2 à partir d’un certain
rang. Nous pouvons maintenant minorer la fonction de partition. Grâce au lemme 41, nous avons, à
partir d’un certain rang,

Zn >
∑

ω∈{0,1}En

|pn(ω)−qn|<rn

Ppn(ω)(ω)

>
∑

ω∈{0,1}En

|pn(ω)−qn|<rn

Pqn(ω) exp

(
−2dndrn

η

)

> Pqn
(
|pn − qn| < rn

)
exp

(
−2d+2dn2d/3

η

)
. (5.33)

Nous utilisons ensuite la définition de pn et qn, ainsi que le caractère 1-lipschitzien de la fonction
exponentielle sur ]−∞, 0], pour écrire, à partir d’un certain rang,

Pqn
(
|pn − qn| < rn

)
= Pqn

(∣∣ϕn (Bbn)− ϕn (Eqn [Bbn])∣∣ < rn
)

> Pqn

(∣∣∣∣∣Bbnna − Eqn
[
Bbn
]

na

∣∣∣∣∣ < rn

)
= Pqn

(∣∣Bbn − Eqn
[
Bbn
] ∣∣ < rnn

a
)

= Pqn
((
Bbn − Eqn

[
Bbn
] )2

< 2Varqn
[
Bbn
])

>
1

2
(5.34)

d’après l’inégalité de Tchebychev. En combinant (5.33) et (5.34), nous obtenons

lim inf
n→∞

lnZn
n2d/3

> −2d+2d

η
> −∞ ,
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ce qui achève la preuve de notre lemme.

3.5 Démonstration du résultat

Étant donné les majorations obtenues dans les régime sous-critique et surcritique et la minoration
obtenue sur la fonction de partition, la démonstration du résultat de convergence du théorème 8 est en
tout point similaire à la preuve pour le cas de Cmax, qui est détaillée en section 1.4, avec seulement des
exposants différents. La condition (5.24) implique que

2a− bd− d >
5d

3
− d =

2d

3
et d− bd > d− 2a+

5d

3
>

2d

3
,

ce qui permet d’obtenir l’exposant voulu.

3.6 Contrôle de la vitesse de convergence

Nous précisons à présent les arguments précédents pour obtenir une estimation de la vitesse de
convergence de pn vers pc. Pour toute cette partie, nous supposons qu’il existe des réels β > 0 et γ > 0
tels que

lim sup
p→pc
p>pc

ln θ(p)

ln(p− pc)
6 β et lim inf

p→pc
p<pc

lnχ(p)

ln(pc − p)
> −γ ,

et nous nous donnons des réels a, b et c vérifiant

5d

6
< a < d, 0 < b <

2a

d
− 5

3
et 0 < c < min

(
b

2γ
,

1− b
β

,
d− a
β

)
.

Nous choisissons également β′ et γ′ tels que

β < β′ < min

(
1− b
c

,
d− a
c

)
et γ < γ′ <

b

2c
.

Il existe donc ε0 > 0 tel que pour 0 < ε < ε0,

θ (pc + ε) > εβ
′

et χ (pc − ε) 6
1

εγ′
.

Régime sous-critique

Lemme 47. Nous avons la majoration

∀ε > 0 ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

n2a−bd−d ln Ppc−ε/nc
(
Bbn > Ana

)
< 0 .

Démonstration. Soient A > 0 et 0 < ε < pc. Quitte à prendre ε plus petit, nous pouvons supposer
que ε < ε0. Nous reprenons le fil de la preuve du lemme 44, en remplaçant p par pc − ε/nc. Pour
contrôler Epc−ε/nc

[
Abn(Dx)

]
, la majoration (5.26) ne suffit plus, parce que nous avons besoin d’expliciter

la dépendance en n de λ(pc−ε/nc). Nous utilisons donc la seconde partie de la proposition 4. Par notre
choix de γ′, nous avons

χ
(
pc −

ε

nc

)2

6
n2γ′c

ε2γ′
= o

(
nb
)
,
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donc la condition nb > χ (pc − ε/nc)2 est vérifiée à partir d’un certain rang. Cela permet alors d’appli-
quer la proposition 4 pour obtenir, pour tout x ∈ {0, 1}d, à partir d’un certain rang,

Epc−ε/nc
[
Abn(Dx)

]
6 Epc−ε/nc

[
Abn (Λ(n))

]
6 ndPpc−ε/nc

(
|C(0)| >

⌈
nb
⌉)

6 2nd exp

− nb

2χ
(
pc −

ε

nc

)2


6 2nd exp

(
−ε

2γ′nb−2γ′c

2

)
= o (na) .

La suite de la preuve est alors identique à la preuve du lemme 44.

Régime surcritique

Lemme 48. Nous avons la majoration

∀ε > 0 ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

nd−bd−2c
ln Ppc+ε/nc

(
Bbn < Ana

)
< 0 .

Démonstration. La preuve est identique à la preuve du lemme 45, en remplaçant p par pc + ε/nc, et en
remarquant pour obtenir (5.32) que la comparaison

Ana + 4dnb+d−1 = o
(
ndθ(pc + ε/nc)

)
découle des inégalités a < d− cβ′ et b+ d− 1 < d− cβ′.

Conclusion

Nous obtenons donc la convergence de nc(pn−pc) vers 0 en combinant la minoration de Zn obtenue
dans le lemme 46 et les résultats des lemmes 47 et 48 ci-dessus, de la même manière qu’en section 1.4.

3.7 Variante avec les diamètres des clusters
Pour traiter la variante du modèle obtenue en remplaçant Bbn par la fonction

B̃bn : ω 7−→
∣∣∣{x ∈ Λ(n), x

ω←→
(
x+ ∂Λ

(⌈
nb
⌉))
∩ Λ(n)

}∣∣∣ ,
nous utilisons la même technique, en remplaçant Abn par

Ãbn : (X, ω) 7−→
∣∣∣{x ∈ X, x ω←→

(
x+ ∂Λ

(⌈
nb
⌉))}∣∣∣ .

La seule différence est qu’il faut alors utiliser la proposition 3 au lieu de la proposition 4 et nous obtenons
alors le même résultat de convergence avec les mêmes conditions sur a et b et la même estimation de la
vitesse de convergence.



Chapitre 6
Un modèle d’Ising de criticité auto-organisée
en dimension 2

Ce chapitre est consacré à l’étude du modèle décrit en section 3 du chapitre 2. Rappelons que ce
modèle est défini comme la distribution de probabilité

µn : σ ∈ {−,+}Λ(n) 7−→ 1

Zn
µ+
n, Tn(σ)(σ) ,

où notre température auto-ajustée est donnée par

Tn(σ) =

(
m(σ)

)2
n2a

=
1

n2a

 ∑
x∈Λ(n)

σ(x)

2

,

et où Zn est la fonction de partition. Notre objectif est de démontrer que, pour tout a ∈ (31/16, 2)
vérifiant FSS(16− 8a), nous avons

∀ε > 0 lim sup
n→∞

1

n
lnµn

(
|Tn − Tc| > ε

)
< 0 .

Nous démontrons tout d’abord des estimées exponentielles uniformes sur la magnétisation dans le régime
surcritique en section 1, puis dans le régime sous-critique en section 2. Ensuite, nous montrons en
section 3 comment la propriété FSS(16− 8a) découle des résultats de [CM11], dès lors que a > 81/41.
Enfin, nous démontrons en section 4 une minoration de la fonction de partition, qui est le point clé de
la preuve.
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1 Décroissance exponentielle en température surcritique

L’objectif de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Lemme 49. Pour tout réel a > 3/2, nous avons

∀T0 > Tc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

n
sup
T>T0

lnµ+
n, T

(
|m| > Ana

)
< 0 .

Nous allons avoir besoin d’estimées en FK-percolation sous-critique sur le nombre de sommets reliés
au bord et sur la taille des clusters. Nous montrerons ensuite en section 1.6 comment passer de ces
estimées en FK-percolation au contrôle de la magnétisation dans le modèle d’Ising en température
surcritique.

1.1 Majoration du volume des clusters

Nous disposons du résultat de décroissance exponentielle suivant, valable avec une condition aux
bords libre.

Lemme 50. Pour tout q > 1 et pour tout p < pc(q), il existe ψ = ψ(p, q) > 0 tel que

∀n, k > 1 ∀v ∈ Λ(n) φ0
n, p, q

(
|C(v)| > k

)
6 e−ψk .

Démonstration. Soit q > 1. D’après le théorème 1.2 de [DCRT19], pour tout p < pc(q), il existe c =
c(p, q) > 0 tel que, pour tout n > 1,

φ1
n, p, q

(
0←→ ∂Λ(n)

)
6 e−cn .

D’après le théorème 5.86 de [Gri06], cela entraîne que pour tout p < pc(q), il existe ψ = ψ(p, q) > 0 tel
que

∀n, k > 1 ∀v ∈ Λ(n) φ0
p, q

(
|C(v)| > k

)
6 e−ψk ,

où C(v) est le cluster de v dans la boîte Λ(n), comme expliqué au paragraphe 2.2. Comme les va-
riables |C(v)| sont croissantes, nous en déduisons que

∀n, k > 1 ∀v ∈ Λ(n) φ0
n, p, q

(
|C(v)| > k

)
6 φ0

p, q

(
|C(v)| > k

)
6 e−ψk ,

ce qui est bien l’inégalité voulue.
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1.2 Contrôle du cluster du bord
Nous démontrons maintenant une borne supérieure sur le nombre de sommets connectés au bord de

la boîte.

Lemme 51. Pour tout réel a > 1, nous avons la majoration suivante :

∀q > 1 ∀p < pc(q) ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

na
lnφ1

n, p, 2

(
|Mn| > Ana

)
< 0 .

Démonstration. Soient a > 1, q > 1, p < pc(q), A > 0 et n > 1. Par la propriété d’imbrication des
mesures FK (proposition 8), nous avons

φ1
n, p, q

(
|Mn| > Ana

)
= φ0

n+2, p, q

(
|Mn| > Ana

∣∣∣ En ) =
φ0
n+2, p, q

({
|Mn| > Ana

}
∩ En

)
φ0
n+2, p, q

(
En
) , (6.1)

où En est l’événement
En =

{
∀e ∈ En+2\En ω(e) = 1

}
.
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sommets de ∂Λ(n)

Figure 6.1 – Illustration de la preuve du lemme 51 : prendre une condition liée aux bords de la
boîte Λ(n) revient à conditionner par l’ouverture des arêtes de En+2\En. Or, si ces arêtes sont ouvertes,
alors tous les sommets de ∂Λ(n) sont connectés dans la boîte Λ(n+ 2), donc tous les sommets deMn

se retrouvent appartenir à un même cluster ouvert dans la boîte Λ(n+ 2).
Or, tous les sommets de ∂Λ(n) sont reliés entre eux par des chemins n’empruntant que les arêtes
de En+2\En (voir figure 6.1). Donc si l’événement En est réalisé, alors tous les sommets deMn appar-
tiennent à un même cluster ouvert dans la boîte Λ(n + 2). Fixant un sommet quelconque v0 ∈ ∂Λ(n),
nous avons donc donc

φ0
n+2, p, q

({
|Mn| > Ana

}
∩ En

)
6 φ0

n+2, p, q

(
|C(v0)| > Ana

)
6 e−ψAn

a

, (6.2)
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où ψ = ψ(p, q) est la constante donnée par le lemme 50. Remarquons à présent que l’ensemble En+2\En
est composé de 8n + 4 arêtes, donc la propriété d’énergie finie (voir théorème 3.1 de [Gri06]) entraîne
que

φ0
n+2, p, q

(
En
)
>

(
p

p+ q(1− p)

)8n+4

. (6.3)

Nous obtenons donc, en combinant (6.1), (6.2) et (6.3),

φ1
n, p, q

(
|Mn| > Ana

)
6

(
p+ q(1− p)

p

)8n+4

e−ψAn
a

.

Étant donné que nous avons pris a > 1, cela entraîne que

lim sup
n→∞

1

na
lnφ1

n, p, q

(
|Mn| > Ana

)
6 −ψA < 0 ,

ce qui achève la preuve du lemme.

1.3 Le coût d’un changement de condition aux bords

Nous démontrons ici que changer de condition aux bords « coûte au plus un facteur q4n ».

Lemme 52. Soient q > 1, p ∈ [0, 1], ξ ∈ {0, 1}, et n > 1. Pour tout événement A ⊂ {0, 1}En , nous
avons

φξn, p, q
(
A
)
6 q4nφ1−ξ

n, p, q

(
A
)
.

Démonstration. Soient q > 1, p ∈ [0, 1], n > 1 et A ⊂ {0, 1}En . Rappelons que k0 désigne le nombre
de clusters dans la boîte Λ(n), tandis que k1 désigne le nombre de clusters lorsque tous les clusters qui
touchent le bord sont comptés comme un seul cluster. Le nombre de clusters qui touchent le bord étant
majoré par le nombre de sommets sur le bord, qui vaut |∂Λ(n)| 6 4n, nous avons

∀ω ∈ {0, 1}En k1(ω) 6 k0(ω) 6 k1(ω) + 4n .

Nous avons donc, d’une part,

φ0
n, p, q

(
A
)

=
φ0
n, p, 1

(
qk

0

1A
)

φ0
n, p, 1

(
qk0
) 6

φ0
n, p, 1

(
qk

1+4n1A
)

φ0
n, p, 1

(
qk1
) = q4n

φ1
n, p, 1

(
qk

1

1A
)

φ1
n, p, 1

(
qk1
) = q4nφ1

n, p, q

(
A
)
,

et d’autre part,

φ1
n, p, q

(
A
)

=
φ1
n, p, 1

(
qk

1

1A
)

φ1
n, p, 1

(
qk1
) 6

φ1
n, p, 1

(
qk

0

1A
)

φ1
n, p, 1

(
qk0−4n

) = q4n
φ0
n, p, 1

(
qk

1

1A
)

φ0
n, p, 1

(
qk1
) = q4nφ0

n, p, q

(
A
)
,

ce qui termine la preuve.

1.4 Corrélation négative entre les tailles des clusters

Nous démontrons maintenant une inégalité de corrélation entre les tailles de clusters disjoints, qui
est une sorte de substitut de l’inégalité BK. Soit n > 1. Pour tout N ∈

{
1, . . . , n2

}
, pour tout choix

de sommets v1, . . . , vN ∈ Λ(n) deux à deux distincts et pour tout choix d’entiers k1, . . . , kN ∈ N, nous
définissons l’événement

QN
(
v1, . . . , vN , k1, . . . , kN

)
=
{
∀i 6 N |C(vi)| > ki et ∀i 6= j vi 6←→ vj

}
. (6.4)
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Lemme 53. Soient q > 1, p ∈ [0, 1], ξ ∈ {0, 1} et n > 1. Pour tout entier N ∈
{

1, . . . , n2
}
, pour tous

sommets v1, . . . , vN ∈ Λ(n) deux à deux distincts et pour tous k1, . . . , kN ∈ N, nous avons

φξn, p, q

(
QN
(
v1, . . . , vN , k1, . . . , kN

) )
6

N∏
i=1

φξn, p, q

(
|C (vi)| > ki

)
. (6.5)

Démonstration. Soient q > 1, p ∈ [0, 1], ξ ∈ {0, 1} et n > 1 fixés. Nous procédons par récurrence sur
l’entier N . Le résultat est évident pour N = 1. Soit N ∈

{
1, . . . , n2 − 1

}
tel que le résultat est vrai

au rang N . Soient v1, . . . , vN+1 ∈ Λ(n) deux à deux distincts et soient k1, . . . , kN+1 ∈ N. Donnons-
nous des parties connexes C1, . . . , CN+1 ⊂ Λ(n) deux à deux disjointes et telles que vi ∈ Ci pour
tout i ∈ {1, . . . , N + 1}. Considérons l’ensemble d’arêtes qui délimite la frontière de l’union des N
premiers clusters, c’est-à-dire

F = ∂e

(
N⋃
i=1

Ci

)
=

{
e = {x, y} ∈ En : x ∈

N⋃
i=1

Ci et y ∈ Λ(n)\
N⋃
i=1

Ci

}
.

Si ω : En → {0, 1} est une configuration telle que C(vi) = Ci pour tout i ∈ {1, . . . , N}, alors toutes les
arêtes de F sont fermées dans la configuration ω. Nous pouvons donc écrire

φξn, p, q

(
∀i 6 N + 1 C(vi) = Ci

)
=φξn, p, q

(
∀i 6 N C(vi) = Ci

)
φξn, p, q

(
C(vN+1) = CN+1

∣∣∣ ∀i 6 N C(vi) = Ci

)
=φξn, p, q

(
∀i 6 N C(vi) = Ci

)
φξn, p, q

(
C(vN+1) = CN+1

∣∣∣ ω|F = 0 et ∀i 6 N C(vi) = Ci

)
. (6.6)

Or, conditionnellement au fait que toutes les arêtes de F sont fermées, les événements{
C(vN+1) = CN+1

}
et

{
∀i 6 N C(vi) = Ci

}
sont indépendants. Nous avons donc

φξn, p, q

(
C(vN+1) = CN+1

∣∣∣ω|F = 0 et ∀i 6 N C(vi) = Ci

)
= φξn, p, q

(
C(vN+1) = CN+1

∣∣∣ω|F = 0
)
,

et donc l’équation (6.6) devient

φξn, p, q

(
∀i 6 N + 1 C(vi) = Ci

)
= φξn, p, q

(
∀i 6 N C(vi) = Ci

)
× φξn, p, q

(
C(vN+1) = CN+1

∣∣∣ ω|F = 0
)
.

En sommant sur tous les ensembles connexes CN+1 tels que

vN+1 ∈ CN+1 ⊂ Λ(n) \
N⋃
i=1

Ci et |CN+1| > kN+1 ,

nous obtenons

φξn, p, q

(
|C(vN+1)| > kN+1 et ∀i 6 N C(vi) = Ci

)
= φξn, p, q

(
∀i 6 N C(vi) = Ci

)
φξn, p, q

(
|C(vN+1)| > kN+1

∣∣∣ ω|F = 0
)
. (6.7)

Or l’événement
{
|C(vN+1)| > kN+1

}
est croissant, tandis que l’événement

{
ω|F = 0

}
est décroissant,

donc d’après l’inégalité FKG (proposition 9), nous avons

φξn, p, q

(
|C(vN+1)| > kN+1

∣∣∣ ω|F = 0
)
6 φξn, p, q

(
|C(vN+1)| > kN+1

)
.
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En utilisant cela dans (6.7) et en sommant sur toutes les parties connexes C1, . . . , CN ⊂ Λ(n) deux à
deux disjointes et telles que vi ∈ Ci et |Ci| > ki pour tout i ∈ {1, . . . , N}, nous obtenons

φξn, p, q

(
QN+1

(
v1, . . . , vN+1, k1, . . . , kN+1

) )
6 φξn, p, q

(
QN
(
v1, . . . , vN , k1, . . . , kN

) )
φξn, p, q

(
|C (vN+1)| > kN+1

)
.

L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure, ce qui termine la preuve de l’inégalité (6.5).

1.5 Contrôle de la taille des clusters

Rappelons que, pour ω : En → {0, 1} une configuration de percolation, Cn(ω) désigne l’ensemble des
clusters ouverts dans la boîte Λ(n) dans la configuration ω. Nous obtenons ici une inégalité exponentielle
sur la queue de la distribution des tailles de ces clusters, en montrant que cette majoration est uniforme
sur tout segment inclus dans [0, pc(2)[. Cette inégalité nous sera utile pour contrôler la somme des
tailles des clusters dans le lemme 55, ainsi que pour obtenir un contrôle analogue en régime surcritique,
grâce à un argument de dualité.

Lemme 54. Pour A, b, c > 0 et n > 1, considérons l’événement

Dn(A, b, c) =

{ ∑
C∈Cn : |C|>nb

|C| > Anc
}

=

{ ∣∣∣{x ∈ Λ(n) : |C(x)| > nb
}∣∣∣ > Anc} .

Nous avons alors la minoration

∀q > 1 ∀p0 < pc(q) ∀A > 0 ∀b > 0 ∀c > 0 lim sup
n→∞

1

nc
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn(A, b, c)

)
< 0 .

Démonstration. Soient q > 1, p 6 p0 < pc(q), A > 0, b > 0, c > 0 et n > 1. Notant

M =
⌈
Anc−b

⌉
,

nous démontrons l’inclusion

Dn(A, b, c) ⊂
M⋃
N=1

⋃
v1, ..., vN∈Λ(n)
2 à 2 distincs

⋃
nb6k1, ..., kN6n2

k1+···+kN>Anc

QN
(
v1, . . . , vN , k1, . . . , kN

)
, (6.8)

où QN est l’événement défini par (6.4). En effet, prenons ω ∈ Dn(A, b, c), et choisissons un ensemble
de clusters

B ⊂
{
C ∈ Cn : |C| > nb

}
telle que

∑
C∈B
|C| > Anc , (6.9)

l’ensemble B étant choisi minimal, au sens de l’inclusion, parmi ceux qui vérifient (6.9). Posons N = |B|,
et choisissons un cluster arbitraire C0 ∈ B. Par minimalité de B, nous avons

(N − 1)nb 6
∑

C∈B\{C0}

|C| < Anc ,

ce qui nous assure que N < 1 + Anc−b et donc N 6 M . Ensuite, si nous numérotons les clusters de B
en écrivant B = {C1, . . . , CN} et si nous choisissons un sommet vi ∈ Ci en posant ki = |Ci| pour
tout i ∈ {1, . . . , N}, alors nous obtenons

ω ∈ QN
(
v1, . . . , vN , k1, . . . , kN

)
.
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Ainsi, nous avons bien démontré l’inclusion (6.8). En utilisant la relation de sous-multiplicativité donnée
par le lemme 53, il vient

φ0
n, p, q

(
Dn(A, b, c)

)
6

M∑
N=1

∑
v1, ..., vN∈Λ(n)
2 à 2 distincts

∑
nb6k1, ..., kN6n2

k1+···+kN>Anc

N∏
i=1

φ0
n, p, q

(
|C(vi)| > ki

)
.

D’après le lemme 50, il existe ψ = ψ(p0, q) > 0 tel que

∀n, k > 1 ∀v ∈ Λ(n) φ0
n, p0, q

(
|C(v)| > k

)
6 e−ψk .

En utilisant le fait que les volumes |C(v)| sont des variables croissantes et que p 6 p0, nous obtenons
donc

φ0
n, p, q

(
Dn(A, b, c)

)
6

M∑
N=1

∑
v1, ..., vN∈Λ(n)
2 à 2 distincts

∑
nb6k1, ..., kN6n2

k1+···+kN>Anc

exp

(
−ψ

N∑
i=1

ki

)

6 M
(
n2
)2M

exp
(
− ψAnc

)
.

Ceci étant vrai pour tout p 6 p0, nous pouvons écrire

1

nc
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn(A, b, c)

)
6

lnM + 4M lnn

nc
− ψA = −ψA+O

(
lnn

nb

)
.

Nous avons donc
lim sup
n→∞

1

nc
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn(A, b, c)

)
6 −ψA < 0 ,

ce qui termine la démonstration.

Cette inégalité va nous permettre d’obtenir un contrôle uniforme sur la somme des carrés des tailles
des clusters dans le régime sous-critique, quand p ne se rapproche pas trop de pc(2). En pratique nous
pourrions nous passer de l’uniformité puisque cette variable est une variable croissante (l’ouverture d’une
arête qui relie deux clusters C1 et C2 fait augmenter cette somme de (|C1|+ |C2|)2 − |C1|2 − |C2|2 > 0),
mais l’uniformité dans le lemme 54 nous sera utile pour le régime T < Tc.

Lemme 55. Pour tout a > 3/2, nous avons le contrôle suivant sur la taille des clusters en régime
sous-critique :

∀q > 1 ∀p0 < pc(q) lim
n→∞

1

n
sup
p6p0

lnφ1
n, p, q

( ∑
C∈Cn

|C|2 > 2na+1/2

)
= −∞ .

Démonstration. Soient a > 3/2, q > 1 et p 6 p0 < pc(q). Nous reprenons la notation Dn introduite au
lemme 54. Si l’événement Dn(1, a− 3/2, a/2 + 1/4) n’est pas réalisé, alors nous avons∑

C∈Cn : |C|>na−3/2

|C| < na/2+1/4 ,

ce qui implique que∑
C∈Cn

|C|2 =
∑

C∈Cn : |C|<na−3/2

|C|2 +
∑

C∈Cn : |C|>na−3/2

|C|2

6 na−3/2 ×
∑

C∈Cn : |C|<na−3/2

|C| +

 ∑
C∈Cn : |C|>na−3/2

|C|

2

6 na−3/2 × n2 +
(
na/2+1/4

)2

= 2na+1/2 .
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Nous en déduisons que

φ0
n, p, q

( ∑
C∈Cn

|C|2 > 2na+1/2

)
6 φ0

n, p, q

(
Dn
(

1, a− 3

2
,
a

2
+

1

4

) )
.

Le lemme 52 nous permet alors de modifier la condition aux bords, pour obtenir

φ1
n, p, q

( ∑
C∈Cn

|C|2 > 2na+1/2

)
6 q4nφ0

n, p, q

(
Dn
(

1, a− 3

2
,
a

2
+

1

4

) )
. (6.10)

Or, d’après le lemme 54, nous avons

lim sup
n→∞

1

na/2+1/4
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn
(

1, a− 3

2
,
a

2
+

1

4

) )
< 0 .

Or, la condition a > 3/2 entraîne que a/2 + 1/4 > 1, donc nous avons

lim
n→∞

1

n
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn
(

1, a− 3

2
,
a

2
+

1

4

) )
= −∞ . (6.11)

En combinant (6.10) et (6.11), nous obtenons

lim sup
n→∞

1

n
sup
p6p0

lnφ1
n, p, q

( ∑
C∈Cn

|C|2 > 2na+1/2

)

6 4 ln q + lim
n→∞

1

n
sup
p6p0

lnφ0
n, p, q

(
Dn
(

1, a− 3

2
,
a

2
+

1

4

) )
= −∞ ,

ce qui termine la preuve.

1.6 Passage au modèle d’Ising
Nous démontrons maintenant le résultat de décroissance exponentielle uniforme sur tout segment

inclus dans (Tc, 1].

Preuve du lemme 49. Soient a > 3/2, A > 0 et T > T0 > Tc. Pour contrôler la magnétisation dans
le modèle d’Ising à la température T , nous utilisons le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2)
pour construire une configuration d’Ising à partir d’une configuration de FK-percolation. Nous posons
donc p = 1− e−2/T et p0 = 1− e−2/T0 , qui sont tels que p 6 p0 < pc(2). Soit ω une configuration de
percolation distribuée suivant φ1

n, p, 2. Pour chaque partie C ⊂ Λ(n), nous tirons une variable aléatoire εC
uniforme sur {−, +}, les variables (εC)C⊂Λ(n) étant mutuellement indépendantes et indépendantes de ω.
Cela représente bien plus de variables que nécessaire, mais cela simplifie les notations. Nous notons P
pour la loi jointe de ω et (εC)C⊂Λ(n). Rappelant que C−n (ω) désigne l’ensemble des clusters ouverts dans
la configuration ω qui ne touchent pas le bord de la boîte, nous définissons une configuration d’Ising en
posant

σ :


Λ(n) −→ {−,+}

x 7−→

{
+ si x ∈Mn(ω)

εC si x ∈ C ∈ C−n (ω) .

(6.12)

La configuration σ est alors distribuée suivant la loi µ+
n, T , et la magnétisation de cette configuration

s’écrit
m(σ) = |Mn(ω)|+

∑
C∈C−n (ω)

|C| εC .
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Nous avons donc l’inclusion{
|m(σ)| > Ana

}
⊂

{
|Mn(ω)| > A

2
na

}
∪

{∣∣∣∣∣ ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC

∣∣∣∣∣ > A

2
na

}
,

ce qui implique

µ+
n, T

(
|m| > Ana

)
6 φ1

n, p, 2

(
|Mn| >

A

2
na
)

+ P

∣∣∣∣ ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC
∣∣∣∣ > A

2
na

 .

D’une part, le nombre de sommets reliés au bord étant une variable croissante, nous avons

∀p 6 p0 φ1
n, p, 2

(
|Mn| >

A

2
na
)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| >

A

2
na
)
.

D’autre part, en conditionnant par rapport à
∑
C∈C−n |C|

2, nous obtenons

P

∣∣∣∣ ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC
∣∣∣∣ > A

2
na

 6 φ1
n, p, 2

( ∑
C∈C−n

|C|2 > 2na+1/2

)

+ P

∣∣∣∣ ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC
∣∣∣∣ > A

2
na

∣∣∣∣∣∣
∑
C∈C−n

|C|2 6 2na+1/2

 .

D’après l’inégalité de Hoeffding (voir [Hoe63]), nous avons

P

∣∣∣∣ ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC
∣∣∣∣ > A

2
na

∣∣∣∣∣∣
∑
C∈C−n

|C|2 6 2na+1/2

 6 2 exp

(
− A2n2a

16na+1/2

)
6 2 exp

(
−A

2

16
n

)
,

où nous avons utilisé le fait que a > 3/2. Nous obtenons donc

µ+
n, T

(
|m| > Ana

)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| >

A

2
na
)

+ φ1
n, p, 2

( ∑
C∈C−n

|C|2 > 2na+1/2

)
+ 2 exp

(
−A

2

16
n

)
.

En prenant le supremum sur T > T0, il vient

sup
T>T0

µ+
n, T

(
|m| > Ana

)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| >

A

2
na
)

+ sup
p6p0

φ1
n, p, 2

( ∑
C∈C−n

|C|2 > 2na+1/2

)
+ 2 exp

(
−A

2

16
n

)
.

Il suffit alors de combiner les estimées exponentielles des lemmes 51 et 55 pour obtenir le résultat.

2 Décroissance exponentielle en température sous-critique
L’objectif de cette partie est de démontrer l’estimée suivante :
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Lemme 56. Pour tout réel a < 2, nous avons

∀T0 < Tc ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

n
sup
T6T0

lnµ+
n, T

(
m 6 Ana

)
< 0 .

Remarquons que, par rapport à (2.12), nous avons remplacé |m| parm. Pour une température T < Tc
fixée, cette décroissance exponentielle découle du théorème 5.2 dans [Cer06]. Mais nous avons besoin
d’un contrôle uniforme sur tout segment inclus dans [0, Tc). Nous obtenons cette uniformité en passant
au modèle de FK-percolation. Dans ce modèle, le nombre de sommets reliés au bord est une variable
croissante donc une estimée à un paramètre p > pc(q) fixé suffit pour obtenir une estimée uniforme.
Pour obtenir un contrôle uniforme du volume des clusters non reliés au bord, nous utilisons un argument
de dualité pour déduire ce contrôle des résultats de la section précédente sur le régime p < pc(q).

2.1 Contrôle du cluster du bord
Nous énonçons maintenant le pendant du lemme 51 en régime surcritique :

Lemme 57. Nous avons la majoration suivante :

∀q > 1 ∀p > pc(q) lim sup
n→∞

1

n
lnφ1

n, p, q

(
|Mn| 6

θ(p)n2

2

)
< 0 .

Démonstration. Ce résultat découle du théorème 5.5 de [Cer06], qui le démontre pour p supérieur au
dual du seuil de décroissance exponentielle des connexions, qui est égal à pc(q) d’après le lemme 50.

2.2 Contrôle de la taille des clusters
Nous démontrons ici un analogue du lemme 54 pour le régime surcritique p > pc(q), et concernant

cette fois-ci la taille des clusters qui ne touchent pas le bord. Rappelons que C−n désigne l’ensemble
des clusters ouverts dans la boîte Λ(n) qui ne touchent pas le bord de cette boîte. Nous voulons une
estimation uniforme sur tout segment inclus dans (pc(q), 1] de la variable∑

C∈C−n : |C|>n

|C| =
∣∣∣{x ∈ Λ(n) \Mn : |C(x)| > n

}∣∣∣ .
Pour cela, nous utilisons la dualité (voir paragraphe 2.6 de l’introduction) pour transformer les grands
clusters qui ne touchent pas le bord en contours de grande longueur dans la configuration duale, ce qui
nous permettra d’utiliser le contrôle donné par le lemme 54 sur la taille des clusters dans le régime p <
pc(q). C’est pour cette raison que nous avons formulé le lemme 54 avec Cn et non avec C−n , alors qu’un
contrôle des clusters ne touchant pas le bord aurait suffi pour l’application dans le lemme 49.

Lemme 58. Nous avons l’estimation suivante :

∀q > 1 ∀p0 > pc(q) ∀A > 0 lim sup
n→∞

1

n
sup
p>p0

lnφ1
n, p, q

 ∑
C∈C−n : |C|>n

|C| > An2

 < 0 .

Démonstration. Soient q > 1, p > p0 > pc(q), A > 0 et n > 2. Considérons l’ensemble

B =
{
C ∈ C−n : |C| > n

}
.

Pour tout cluster C ∈ B, nous considérons sa frontière « extérieure » ∂extC, comme définie dans
l’introduction. Comme les clusters C ∈ B ne touchent pas le bord de la boîte, toutes les arêtes de ∂extC
sont des arêtes intérieures à la boîte Λ(n), c’est-à-dire que ∂extC ⊂ Eintn , où Eintn est défini par (1.1).
Considérons le dual

(
∂extC

)? de cette frontière (voir paragraphe 2.6 de l’introduction pour la définition
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des arêtes duales). Cet ensemble
(
∂extC

)? forme un chemin fermé connexe qui entoure C (voir figure 6.2),
ce qui implique que ∣∣∣(∂extC)?∣∣∣ =

∣∣∂extC∣∣ > 1 + diamC >
√
|C| >

√
n . (6.13)

Définissons maintenant l’ensemble d’arêtes

F =
⋃
C∈B

∂extC .

Une même arête pouvant relier au plus deux clusters différents, nous avons

|F | > 1

2

∑
C∈B

∣∣∂extC∣∣ .
En combinant cela avec (6.13), il vient

|F | > 1

2

∑
C∈B

√
|C| > 1

2

√∑
C∈B
|C| . (6.14)

C1

C2

∂extC1

∂extC2

Figure 6.2 – Construction des contours duaux extérieurs des clusters de grand volume qui ne touchent
pas le bord de la boîte.
Nous considérons alors la configuration duale ω? associée à ω, telle que définie en section 2.6 de l’intro-
duction. Les arêtes de F sont toutes fermées dans ω, donc les arêtes de F ? sont toutes ouvertes dans ω?.
D’après l’équation (6.14), nous avons∑

C∈B
|C| > An2 ⇒ |F ?| = |F | >

√
A

2
n .

De plus, les composantes connexes de F ? sont des unions de (∂extC)? pour un certain nombre de
clusters C ∈ B, ce qui implique, étant donné (6.13), qu’elles contiennent toutes au moins

√
n sommets.

Nous avons donc ∑
C∈B
|C| > An2 ⇒ ω? ∈ Dn−1

(√
A

2
,

1

2
, 1

)
,
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où Dn−1 est l’événement défini dans le lemme 54. Nous avons donc, par la propriété de dualité (cf.
proposition 10),

φ1
n, p, q

( ∑
C∈B
|C| > An2

)
6 φ0

n−1, p?, q

(
Dn−1

(√
A

2
,

1

2
, 1

))
,

et donc le résultat découle de l’estimation donnée par le lemme 54.

2.3 Passage au modèle d’Ising
Nous démontrons à présent notre résultat de décroissance exponentielle uniforme sur tout segment

inclus dans [0, Tc) dans le modèle d’Ising.

Preuve du lemme 56. Soit a < 2, soit T0 < Tc et soit A > 0. De même que dans la section précédente,
nous prenons T 6 T0 et nous posons p = 1− e−2/T et p0 = 1− e−2/T0 . Nous avons alors p > p0 > pc(2).
Soit ω une configuration distribuée suivant φ1

n, p, 2 et soient (εC)C⊂Λ(n) i.i.d. de loi uniforme sur {−,+}
et indépendantes de ω. Nous construisons une configuration de spin σ comme en (6.12). Nous avons
alors

µ+
n, T

(
m 6 Ana

)
6 φ1

n, p, 2

(
|Mn| 6

n2θ(p0)

2

)
+ P

 ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC 6 −
θ(p0)n2

2
+Ana

 .

Étant donné que a < 2, nous avons, à partir d’un certain rang,

θ(p0)n2

2
−Ana > θ(p0)n2

4
.

La variable |Mn| étant croissante, nous avons donc, à partir d’un certain rang,

µ+
n,T

(
m 6 Ana

)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| 6

θ(p0)n2

2

)
+ P

 ∑
C∈C−n (ω)

|C| εC 6 −
θ(p0)n2

4

 .

Dans le second terme, nous décomposons la somme en séparant les clusters de volume supérieur à n de
ceux plus petits : ∑

C∈C−n (ω)

|C| εC =
∑

C∈C−n (ω)
|C|>n

|C| εC +
∑

C∈C−n (ω)
|C|<n

|C| εC .

Pour la première somme, nous écrivons simplement

P

 ∑
C∈C−n (ω) : |C|>n

|C| εC 6 −
θ(p0)n2

8

 6 φ1
n, p, 2

 ∑
C∈C−n (ω) : |C|>n

|C| > θ(p0)n2

8

 .

Pour contrôler la seconde somme, nous remarquons que∑
C∈C−n (ω)
|C|<n

|C|2 6 n×
∑

C∈C−n (ω)
|C|<n

|C| 6 n |Λ(n)| = n3 ,

ce qui implique, grâce à l’inégalité de Hoeffding, que

P

 ∑
C∈C−n (ω) : |C|<n

|C| εC 6 −
θ(p0)n2

8

 6 exp

[
− 2

4n3

(
θ(p0)n2

8

)2
]

= exp

(
−θ(p0)2n

128

)
.



6.3. Quelques estimées en FK-percolation quasi-surcritique 165

Nous avons donc, à partir d’un certain rang,

µ+
n, T

(
m 6 Ana

)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| 6

θ(p0)n2

2

)

+ φ1
n, p, 2

 ∑
C∈C−n (ω) : |C|>n

|C| > θ(p0)n2

8

+ exp

(
−θ(p0)2n

128

)
.

En prenant le supremum pour T 6 T0, nous obtenons, toujours à partir d’un certain rang,

sup
T6T0

µ+
n, T

(
m 6 Ana

)
6 φ1

n, p0, 2

(
|Mn| 6

θ(p0)n2

2

)

+ sup
p>p0

φ1
n, p, 2

 ∑
C∈C−n (ω) : |C|>n

|C| > θ(p0)n2

8

+ exp

(
−θ(p0)2n

128

)
.

Combinant cela avec les estimées exponentielles des lemmes 57 et 58, nous obtenons bien le résultat
annoncé.

3 Quelques estimées en FK-percolation quasi-surcritique
Nous démontrons dans cette section la proposition 11, c’est-à-dire que la propriété FSS(s) est

vérifiée pour tout exposant s < 8/41. Il nous faut donc prouver que pour tout s ∈ (0, 8/41), pour
tous K, δ > 0 et pour toute suite de réels pn ∈ [0, 1] vérifiant

pn − pc(2)
n→∞∼ K

ns
, (6.15)

nous avons

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn| 6 (1 + δ)θ(pn) |Λ(n)|

)
= 1 , (6.16a)

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
max
C∈C−n

|C| 6 ns+1/2

)
= 1 , (6.16b)

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn ∩ Λ(n1)| > (1− δ)θ(pn) |Λ(n1)|

)
= 1 , (6.16c)

où n1 = b5n/6c. Nous commençons par rappeler la formule suivante, qui découle des calculs exacts
d’Onsager [Ons44] et Yang [Yan52] :

θ(p)
p↓pc(2)∼

[
8

(
p

pc(2)
− 1

) ]1/8

. (6.17)

Preuve de la proposition 11. Soit s tel que 0 < s < 8/41, soient K, δ > 0 et soient pn ∈ [0, 1] des réels
vérifiant (6.15). Puisque

5 +
1

8
=

41

8
<

1

s
,

nous pouvons choisir un réel a′ vérifiant

5 < a′ <
1

s
− 1

8
. (6.18)

Preuve de (6.16a) : Nous appliquons le théorème 2 de [CM11] avec a′, p = pn et δ. Soit c = c(a′, δ)
la constante donnée par ce théorème. La condition

n > c
(
pn − pc(2)

)−a′
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est vérifiée à partir d’un certain rang puisque(
pn − pc(2)

)−a′
= O

(
na
′s
)

= o(n) .

Nous en déduisons, d’après le théorème 2 de [CM11], que

lim sup
n→∞

1

(pn − pc(2))2a′+1/4n2
lnφ1

n, pn, 2

(
|Mn| > (1 + δ)θ(pn) |Λ(n)|

)
< 0 .

Or, d’après l’encadrement (6.18) nous avons

2a′ +
1

4
<

2

s
,

ce qui implique, en utilisant l’équivalent de pn − pc(2) donné par (6.15), que(
pn − pc(2)

)2a′+1/4
n2 n→∞∼ K2a′+1/4 × n2−(2a′+1/4)s n→∞−→ +∞ .

Nous avons donc
lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn| > (1 + δ)θ(pn) |Λ(n)|

)
= 0 ,

ce qui démontre (6.16a).

Preuve de (6.16b) : Nous souhaitons appliquer le théorème 1 de [CM11] avec le même paramètre a′ que
ci-dessus, et avecM =

⌊
ns/2+1/4

⌋
. Nous disons qu’un cluster C ⊂ Λ(n) « traverse » une boîte B ⊂ Λ(n)

s’il existe dans C ∩ B un chemin du bord inférieur vers le bord supérieur de B et un chemin du bord
gauche vers le bord droit de B (cette formulation est en fait un peu plus forte que celle de l’article, qui
demande juste que C intersecte toutes les faces de B, mais la preuve fonctionne de façon identique avec
notre définition). Nous avons déjà vérifié plus haut que la condition n > c(pn − pc(2))−a

′
du théorème

est satisfaite à partir d’un certain rang. Pour ce qui est de la condition sur M , nous avons d’une
part M 6 n car s/2 + 1/4 < 1, et d’autre part,

lnn

pn − pc(2)

n→∞∼ (lnn)ns = o(M) , (6.19)

puisque s < s/2 + 1/4. Nous pouvons donc appliquer le théorème 1 de [CM11], qui nous fournit une
constante K1 > 0 telle qu’à partir d’un certain rang,

φ1
mn, pn, 2

(
EnC

)
6 exp

(
−K1

(
pn − pc(2)

)
M
)
,

où la probabilité considérée est la mesure FK dans une boîte de taille mn = b6n/5c, et où En est l’événe-
ment « il existe dans la boîte Λ(n) un cluster C0 qui traverse toute sous-boîte de Λ(n) de diamètreM ».
Or, d’après (6.19), nous avons

lim
n→∞

(
pn − pc(2)

)
M = +∞ ,

ce qui nous donne
lim
n→∞

φ1
mn, pn, 2

(
En
)

= 1 . (6.20)

Nous souhaitons maintenant récupérer la conditions aux bords usuelle sur la boîte Λ(n), au lieu de la
boîte agrandie Λ(mn). D’après la propriété d’imbrication des mesures FK (proposition 8), nous avons

φ1
n, pn, 2

(
En
)

= φ1
mn, pn, 2

(
En
∣∣∣ ω = 1 sur Emn\En

)
. (6.21)

L’événement En étant croissant, l’inégalité FKG (proposition 9) entraîne que

φ1
mn, pn, 2

(
En
∣∣∣ ω = 1 sur Emn\En

)
> φ1

mn, pn, 2

(
En
)
.
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En combinant cela avec (6.20) et (6.21), nous avons donc

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
En
)

= 1 . (6.22)

Si cet événement En est réalisé, alors tout chemin ouvert de diamètre supérieur ou égal à M est inclus
dans C0, puisque dans le cas contraire, il y aurait une boîte de côté M que C0 ne traverse pas. De
plus, ce cluster C0 touche le bord ∂Λ(n), donc cela entraîne que tous les chemins ouverts de diamètre
supérieur ou égal à M sont reliés au bord car inclus dans M . Nous avons donc l’implication

En ⇒ max
C∈C−n

diamC 6 M − 1 .

Le diamètre d’un cluster étant relié à son volume par la relation

|C| 6
(
1 + diamC

)2
,

nous en déduisons que
En ⇒ max

C∈C−n
|C| 6 M2 6 ns+1/2 ,

et donc l’équation (6.22) implique (6.16b).

Preuve de (6.16c) : Nous souhaitons appliquer le théorème 3 de [CM11] dans la petite boîte Λ(n1),
avec la condition aux bords qui est appliquée aux bords de la boîte Λ(n). Avec encore le même para-
mètre a′, nous avons

a′s

(
1 +

1

8a′

)
= a′s+

s

8
< 1− s

8
+
s

8
= 1 ,

et donc nous pouvons choisir un réel α tel que

a′s < α <
8a′

8a′ + 1
.

Soit c = c(a′, α) la constante donnée par le théorème appliqué avec a′, α et δ. La condition re-
quise nα(pn − pc(2))a

′
> c est vérifiée à partir d’un certain rang puisque

nα
(
pn − pc(2)

)a′ n→∞∼ Ka′ × nα−a
′s n→∞−→ +∞ .

Rappelons que Cn1 désigne l’ensemble des clusters ouverts dans la sous-boîte Λ(n1). Le théorème 3
de [CM11] nous assure que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
max
C∈Cn1

|C| > (1− δ)θ
(
pn
)
|Λ(n1)|

)
= 1 .

En combinant cela avec (6.16b), il vient

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
max
C∈Cn1

|C| > (1− δ)θ
(
pn
)
|Λ(n1)| et max

C∈C−n
|C| 6 ns+1/2

)
= 1 . (6.23)

Or, d’après l’équivalent de θ(p) donné par (6.17), nous avons

(1− δ)θ(pn) |Λ(n1)| n→∞∼ (1− δ)
(

5

6

)2(
8

pc(2)

)1/8

n2−s/8 .

Comme s < 4/3, nous avons 2− s/8 > s+ 1/2 et donc, à partir d’un certain rang, nous avons

(1− δ)θ(pn) |Λ(n1)| > ns+1/2 .
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Ainsi, si l’événement dans (6.23) est réalisé, alors il y a dans la petite boîte Λ(n1) un cluster contenant
strictement plus de ns+1/2 sommets, qui doit donc être relié au bord de la grande boîte Λ(n). Nous
avons donc l’implication

max
C∈Cn1

|C| > (1− δ)θ
(
pn
)
|Λ(n1)| et max

C∈C−n
|C| 6 ns+1/2 ⇒ |Mn ∩ Λ (n1)| > (1− δ)θ

(
pn
)
|Λ(n1)| ,

et donc le résultat découle de (6.23).

4 Minoration de la fonction de partition

4.1 Heuristique

Nous démontrons maintenant une minoration de la fonction de partition Zn de notre modèle. Nous
prenons a ∈ (31/16, 2) qui vérifie les hypothèses FSS(16 − 8a), et nous commençons par réécrire Zn
sous la forme

Zn =
∑

σ∈{−,+}Λ(n)

µ+
n, Tn(σ)(σ) =

n2∑
b=−n2

µ+
n, b2/n2a

(
m = b

)
. (6.24)

Recherche du point fixe bn : Pour minorer Zn, nous recherchons une valeur de bn pour laquelle, à
la température Tn = b2n/n

2a, la magnétisation est exactement égale à bn avec probabilité assez grande.
Si nous choisissons bn tel que bn/na ne converge pas vers vers la température critique Tc, alors nous ne
pourrons pas obtenir une décroissance moins rapide que les décroissances démontrées dans les régimes
surcritique (en section 1) et sous-critique (en section 2). Nous devons donc choisir bn tel que bn ∼ na

√
Tc.

Par le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2), le modèle d’Ising à la température T = b2n/n
2a peut

se construire à partir du modèle de FK-percolation avec paramètres q = 2 et p = ϕn(bn), où ϕn est la
fonction définie par

ϕn : b ∈
{
− n2, . . . , n2

}
7−→


1 si b = 0 ,

1− exp

(
−2n2a

b2

)
sinon.

(6.25)

Rappelons que, pour toute configuration de percolation ω : En → {0, 1}, l’ensemble des sommets reliés
au bord de la boîte est noté Mn(ω). Nous appellerons cet ensemble le « cluster du bord ». L’idée est
de choisir bn tel que, sous la loi φ1

n, ϕn(bn), 2, le nombre de sommets reliés au bord soit typiquement
d’ordre bn, puis de contrôler la magnétisation des clusters qui ne touchent pas le bord. Une stratégie
naturelle est alors de minorer la probabilité d’avoir, d’une part, |Mn(ω)| = bn, et d’autre part, que
contribution des autres clusters soit nulle, de façon à atteindre une magnétisation exactement égale
à bn. Pour obtenir une configuration de percolation ω telle que |Mn(ω)| = bn, il est plus simple de
minorer d’abord la probabilité que |Mn| soit compris entre bn et λna, avec λ >

√
Tc, puis de fermer

des arêtes pour atteindre exactement bn. Nous définissons donc bn vérifiant

θ
(
ϕn(bn)

)
|Λ(n)| n→∞∼ µna , avec

√
Tc < µ < λ .

D’après l’équivalent de θ(p) donné par (6.17), nous avons besoin de

ϕn(bn)− pc(2)
n→∞∼ pc(2)

8

( µ

n2−a

)8

.

Nous avons alors, sous l’hypothèse FSS(16− 8a),

lim
n→∞

φ1
n, ϕn(bn), 2

(
bn 6 |Mn| 6 λna

)
= 1 . (6.26)
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Astuce du découpage à mi-chemin : Partant d’une configuration réalisant l’encadrement (6.26),
une idée naturelle est de fermer un ensemble d’arêtes pour déconnecter |Mn| − bn sommets du bord et
obtenir ainsi |Mn| = bn.

|Mn| = bn + x

« Chirurgie »

|Mn| = bn

x
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+
+
+
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+
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m= bn

m=0

m=±x

m(σ) = bn ± x

Figure 6.3 – Une stratégie qui semble naturelle est, s’il y a bn+x sommets reliés au bord, de déconnecter
un morceau de taille x pour obtenir |Mn| = bn. Mais dans ce cas, le morceau retiré vient compliquer
la tâche lorsqu’il s’agit de contrôler la magnétisation dans le modèle d’Ising, donc nous procédons
autrement.

Mais un problème apparaît ensuite pour contrôler les fluctuations de la magnétisation des clusters
qui ne touchent pas le bord, parce que le l’ensemble ainsi découpé et déconnecté du bord contient un
nombre de sommets d’ordre na. Même si cet ensemble n’est pas nécessairement en un seul cluster,
sa contribution à la magnétisation risque d’être difficile à compenser. L’approche que nous proposons
ici est donc de découper un ensemble deux fois moins grand que ce dont nous avons besoin pour
atteindre |Mn| = bn, puis de forcer l’ensemble des sommets ainsi déconnectés du bord à choisir un
spin négatif. Ainsi, la magnétisation qui provient du cluster du bord et de cet ensemble de sommets
déconnectés vaudra bn (ou bn + 1), et il ne restera plus qu’à forcer la somme des magnétisations des
autres clusters qui ne touchent pas le bord à être nulle.

|Mn| = bn + x

« Chirurgie »

|Mn| = bn + x/2
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m= bn+x/2

m=0m=− x2

m(σ) = bn

Figure 6.4 – Stratégie de minoration de Zn, avec la chirurgie mise en œuvre en section 4.4 et le coloriage
forcé de la section 4.5.

Construction du découpage : Comment trouver un ensemble d’arêtes dont la fermeture déconnecte
du bord exactement ⌊

|Mn(ω)| − bn
2

⌋
sommets, et qui ne soit pas trop grand, pour il ne soit pas « trop cher » de forcer la fermeture de ces
arêtes ? L’idée est de considérer une sous-boîte de côté n1 = b5n/6c, et d’utiliser à nouveau l’hypo-
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thèse FSS(16− 8a) qui nous assure que

lim
n→∞

φ1
n, ϕn(bn), 2

(
|Mn ∩ Λ (n1)| > νna

)
= 1 , avec ν <

(
5

6

)2

µ .

Si ν vérifie aussi

ν >
λ−
√
Tc

2
,

alors nous avons, avec probabilité convergeant vers 1,

|Mn \Λ (n1)| = |Mn| − |Mn ∩ Λ (n1)| 6 |Mn|
2

+
λna

2
− νna

6
|Mn|

2
+

√
Tc
2
na ' |Mn|+ bn

2
,

ce qui signifie qu’il suffit de déconnecter la petite boîte Λ(n1) pour parcourir « la moitié du chemin »
qui sépare |Mn| de bn. Dans ce qui suit, nous choisirons comme paramètres λ = 4, µ = 3 et ν = 2.
Grâce au principe des tiroirs, nous montrerons que déconnecter cette sous-boîte du bord coûte O

(
na−1

)
arêtes (cela sera fait dans le lemme 63). Mais en faisant cela, nous avons peut-être trop découpé, donc
nous utilisons le résultat géométrique démontré au chapitre 4 pour ajuster le découpage et ainsi obtenir
le résultat souhaité, pour un coût de O(na/2) arêtes.

Contrôle des fluctuations de la magnétisation : Nous construisons ensuite une configuration
d’Ising à partir de la configuration de percolation obtenue par le découpage. Forcer l’ensemble des
sommets que nous avons déconnectés du bord à choisir un spin négatif ne coûte que 2−O(na/2), parce
que cet ensemble est constitué d’au plus O(na/2) clusters. Pour ce qui est des autres clusters qui
ne touchaient déjà pas le bord avant l’étape de découpage, nous avons une borne N sur leur taille,
donnée par l’hypothèse FSS(16 − 8a). Cela nous permet de montrer qu’avec probabilité suffisante,
la magnétisation provenant de ces clusters se situera dans l’intervalle [−N, N ]. Pour annuler cette
contribution, nous forcerons le spin des clusters de taille 1, en montrant qu’avec grande probabilité,
nous disposons d’au moins N tels clusters. Tout cela nous permettra de construire une configuration
d’Ising de magnétisation exactement égale à bn, avec un petit détail de parité que nous esquiverons
en forçant bn à avoir la bonne parité dès le départ, la magnétisation étant forcément de même parité
que |Λ(n)|.

Toutes ces étapes, dont la preuve est détaillée ci-dessous, nous permettront d’obtenir la minoration
suivante :

Lemme 59. Pour tout réel a ∈ (31/16, 2) tel que la propriété FSS(16− 8a) est vérifiée, nous avons

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)nρ

> −∞ ,

où ρ est donné par

ρ = max

(
a

2
,

33

2
− 8a

)
.

4.2 Le prix à payer pour fermer des arêtes
Nous commençons par énoncer un lemme utile pour estimer la probabilité d’un événement construit

en fermant des arêtes.

Lemme 60. Soient n > 1, p ∈]0, 1[, q > 1 et A ⊂ {0, 1}En . Soit H une application quelconque qui à
toute configuration ω ∈ A associe un ensemble d’arêtes H(ω) ⊂ En. Considérons l’application

ψ :

{
A −→ {0, 1}En

ω 7−→ ωH(ω)
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qui à toute configuration ω associe la configuration obtenue à partir de ω en fermant les arêtes de H(ω).
Posant

N = max
ω∈A

|H(ω)| ,

nous avons

φ1
n, p, q

(
ψ(A)

)
> φ1

n, p, q

(
A
) [ 1

3 |Λ(n)|

(
1 ∧ 1− p

p

)]N
.

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 6.3 de [CP00]. Il suffit de remarquer que, pour
toute configuration ω ∈ ψ(A), nous avons∣∣ψ−1

(
{ω}

)∣∣ 6 ∣∣∣{H ⊂ En : |H| 6 N
}∣∣∣ 6 1 + |En|N 6

(
3 |Λ(n)|

)N
,

et le résultat découle alors du lemme sus-cité.

Démonstration. Voici une preuve alternative, avec une construction dynamique, qui donne une constante
différente. Soient n > 1, p ∈]0, 1[, q > 1, A ⊂ {0, 1}En et H : A → P(En). Pour toute arête e = {x, y},
nous définissons l’événement

K(e) =
{
x

ωe←→ y
}

=
{
x et y sont reliés par un chemin ouvert n’utilisant pas l’arête e

}
.

Soit ω0 une configuration de percolation distribuée suivant φ1
n, p, q. Soient e1, . . . , eN ∈ En des arêtes

aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur En, et indépendantes de ω0, et soient α1, . . . , αN ∈ [0, 1] des
variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes de ω0 et des ei. Définissons
par récurrence, pour j ∈ {1, . . . , N},

ωj :


e 6= ej 7−→ ωj−1(e)

ej 7−→

 1 si
(
ωj−1 ∈ K(ej) et αj < p

)
ou
(
ωj−1 /∈ K(ej) et αj <

p

p+ q(1− p)

)
0 sinon.

Montrons par récurrence que ωj est distribuée suivant φ1
n, p, q pour tout j ∈ {0, . . . , N}. C’est vrai

pour j = 0 par construction. Soit j ∈ {1, . . . , N} tel que ωj−1 suit la loi φ1
n, p, q. Soit ω : En → {0, 1}

une configuration de percolation fixée. Nous avons

P
(
ωj = ω

)
=

∑
e∈En

P
(
ej = e et ωj = ω

)
.

Distinguons quatre cas, suivant que ω ∈ K(e) ou non et suivant la valeur de ω(e). Si par exemple e ∈ En
est telle que ω ∈ K(e) et ω(e) = 1, alors nous avons

P
(
ej = e et ωj = ω

)
= P

(
ej = e et αj < p et ∀f 6= e ωj−1(f) = ω(f)

)
=

1

|En|
× p×

(
φ1
n, p, q(ω) + φ1

n, p, q

(
ωe
))

=
p

|En|

(
1 +

1− p
p

)
φ1
n, p, q(ω)

=
1

|En|
φ1
n, p, q(ω) .

Nous montrons de façon similaire que dans les trois autres cas, nous avons aussi

P
(
ej = e et ωj = ω

)
=

1

|En|
φ1
n, p, q(ω) ,
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et donc nous avons bien P
(
ωj = ω

)
= φ1

n, p, q(ω), et nous en déduisons par récurrence que ωj est
distribuée suivant φ1

n, p, q pour tout j ∈ {0, . . . , N}. Considérons à présent l’événement

G =
{
ω0 ∈ A et {e1, . . . , eN} = H(ω0) et ∀j ∈ {1, . . . , N} αj > p

}
.

Si cet événement est réalisé, alors nous avons ωN = (ω0)H(ω0) = ψ(ω0). Nous avons donc

φ1
n, p, q

(
ψ(A)

)
= P

(
ωN ∈ ψ(A)

)
> P

(
ω0 ∈ A et ωN = ψ(ω0)

)
> P

(
G
)

> φ1
n, p, q

(
A
)
×
(

1

|En|

)N
(1− p)N ,

ce qui achève la preuve du lemme (mais avec une constante différente de celle obtenue avec l’autre
démonstration).

4.3 Construction du point fixe et estimées préalables

Nous passons maintenant à la construction du paramètre bn. Nous définissons (voir section 4.1 pour
l’heuristique conduisant à cette définition)

b′n = na
√

2

[
− ln

(
1− pc(2)− 38pc(2)

8n16−8a

)]−1/2

,

ainsi que

bn =

{
bb′nc si bb′nc ≡ n2 [mod. 2] ,

bb′nc − 1 sinon,

de telle sorte que
bn ≡ n2 [mod. 2] . (6.27)

Notre objectif à terme étant de minorer la probabilité, à la température T = b2n/n
2a, que la magné-

tisation dans le modèle d’Ising vaille exactement bn, nous avons besoin que bn soit de même parité
que |Λ(n)| = n2, d’où la définition ci-dessus. Nous posons aussi pn = ϕn(bn), où la fonction ϕn est
celle définie par (6.25). Rappelons que, si ω est une configuration de percolation sur la boîte Λ(n),
alors C−n (ω) désigne l’ensemble des clusters de ω qui ne touchent pas le bord ∂Λ(n), et C−n (1, ω) désigne
le sous-ensemble de ces clusters qui ne contiennent qu’un seul sommet. L’objet de la présente section
est de démontrer le résultat suivant, qui est une conséquence directe des hypothèses FSS(16− 8a).

Lemme 61. Soit a ∈ (31/16, 2). Posant n1 = b5n/6c, nous définissons l’événement

Gn =

{
|Mn| 6 4na , |Mn ∩ Λ (n1)| > 2na et max

C∈C−n
|C| 6 n33/2−8a 6

∣∣C−n (1)
∣∣− 1

}
. (6.28)

Si les conditions FSS(16− 8a) sont vérifiées, alors nous avons

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
Gn
)

= 1 .

Nous allons procéder en plusieurs étapes, en contrôlant d’abord le cluster du bord, puis la taille des
clusters qui ne touchent pas le bord. Mais avant cela, vérifions que notre définition de bn nous donne la
bonne vitesse de convergence vers le point critique :
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Lemme 62. Pour tout réel a > 16/9, nous avons les estimées suivantes :

bn
n→∞∼ na

√
Tc , (6.29)

pn − pc(2)
n→∞∼ 38pc(2)

8n16−8a
, (6.30)

θ
(
pn
)
|Λ(n)| n→∞∼ 3na . (6.31)

Démonstration. L’équivalent (6.29) découle directement de la définition de bn et de la relation (1.2)
entre la température critique Tc et le point critique pc(2). Pour montrer (6.30), remarquons d’une part
que, par décroissance de la fonction ϕn sur

{
0, . . . , n2

}
, nous avons

pn = ϕn(bn) > ϕn (b′n) = pc(2) +
38pc(2)

8n16−8a
.

D’autre part, nous pouvons écrire

pn −
(
pc(2) +

38pc(2)

8n16−8a

)
6 ϕn (b′n − 2)− ϕn (b′n)

= exp

(
−2n2a

b′n
2

)
− exp

(
− 2n2a

(b′n − 2)
2

)

6
2n2a

(b′n − 2)
2 −

2n2a

b′n
2

=
2n2a (4b′n − 4)

(b′n − 2)
2
b′n

2
.

En combinant cela avec l’équivalent de bn donné par (6.29), nous obtenons, en utilisant le fait que a >
16/9,

pn − pc(2)− 38pc(2)

8n16−8a
= O

(
1

na

)
= o

(
1

n16−8a

)
.

Nous avons donc bien (6.30), et (6.31) en découle, en utilisant l’équivalent de θ(p) donné par (6.17).

Nous démontrons maintenant que les conditions FSS(16− 8a) impliquent bien le résultat sur l’évé-
nement Gn.

Preuve du lemme 61. Soit a ∈ (31/16, 2), tel que les hypothèses FSS(16− 8a) soient satisfaites. Ainsi,
les trois conditions (6.16a), (6.16b) et (6.16c) sont vérifiées avec s = 16−8a. D’après la condition (6.16a)
appliquée avec δ = 1/6, nous avons

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn| 6

7

6
θ(pn) |Λ(n)|

)
= 1 . (6.32)

Or, d’après l’équivalent de θ(pn) |Λ(n)| donné en (6.31), nous savons qu’à partir d’un certain rang,

θ(pn) |Λ(n)| < 8

7
× 3na ,

ce qui implique que
7

6
θ(pn) |Λ(n)| < 7

6
× 8

7
× 3na = 4na .

En injectant cela dans (6.32), nous obtenons bien

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn| 6 4na

)
= 1 . (6.33)
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De la condition (6.16b), nous déduisons que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
max
C∈C−n

|C| 6 n33/2−8a

)
= 1 , (6.34)

puisque

16− 8a+
1

2
=

33

2
− 8a .

Il faut maintenant montrer qu’il y a dans la sous-boîte Λ(n1) au moins 2na sommets reliés au bord de
la grande boîte Λ(n). D’après la condition (6.16c) appliquée avec δ = 1/50, nous avons

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn ∩ Λ(n1)| > 49

50
θ
(
pn
)
|Λ(n1)|

)
= 1 . (6.35)

Or nous avons, d’après l’équivalent de θ(pn) |Λ(n)| donné par (6.31),
49

50
θ(pn) |Λ(n1)| n→∞∼ 49

50
θ(pn)

25

36
|Λ(n)| =

49

72
θ(pn) |Λ(n)| n→∞∼ 49

24
na .

En remarquant que 49/24 > 2 et en injectant cela dans (6.35), nous obtenons bien

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
|Mn ∩ Λ(n1)| > 2na

)
= 1 . (6.36)

Enfin, nous démontrons une minoration du nombre de clusters de taille 1 qui ne touchent pas le bord
de la boîte. Ces clusters nous seront utiles au moment du passage au modèle d’Ising (en section 4.5),
pour ajuster précisément la valeur de la magnétisation en choisissant les spins de ces clusters. D’après
le théorème 3.21 de [Gri06], la mesure de percolation FK est dominée stochastiquement par la me-
sure de percolation Bernoulli correspondante, c’est-à-dire que nous avons φ1

n, pn, 2 � φ
1
n, pn, 1. Rappelons

que |C−n (1)| désigne le nombre de clusters de taille 1 qui ne touchent pas le bord. Cette variable étant
décroissante, nous avons

φ1
n, pn, 2

( ∣∣C−n (1)
∣∣ > 1 + n33/2−8a

)
> φ1

n, pn, 1

( ∣∣C−n (1)
∣∣ > 1 + n33/2−8a

)
. (6.37)

En considérant la moitié des sommets de l’intérieur de la boîte, nous posons

Un = Un(ω) =
∑

x∈Λ(n)\∂Λ(n)
‖x‖1≡ 0 [mod. 2]

1C(x)={x} , (6.38)

qui est tel que |C−n (1)| > Un. En prenant l’espérance, nous en déduisons que

φ1
n, pn, 1

(
Un
)
>

⌊
(n− 2)2

2

⌋
(1− p)4 n→∞∼ n2(1− p)4

2
.

Nous avons donc, en utilisant le fait que a > 31/16 > 29/16,

1 + n33/2−8a = o
(
n2
)

= o
(
φ1
n, pn, 1

(
Un
))
.

Or, sous la mesure φ1
n, pn, 1, les variables qui apparaissent dans la somme (6.38) sont indépendantes,

donc d’après l’inégalité de Hoeffding ([Hoe63]), nous avons

φ1
n, pn, 1

(
Un < 1 + n33/2−8a

)
6 exp

(
−

2
(
φ1
n, pn, 1(Un)− 1− n33/2−8a

)2⌈
(n− 2)2/2

⌉ )
n→∞−→ 0 .

Étant donné que |C−n (1)| > Un, il en découle que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 1

( ∣∣C−n (1)
∣∣ < 1 + n33/2−8a

)
= 0 .

D’après (6.37), cela implique que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

( ∣∣C−n (1)
∣∣ > 1 + n33/2−8a

)
= 1 . (6.39)

Il suffit alors de combiner (6.33), (6.34), (6.36) et (6.39), pour obtenir le lemme 61.
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4.4 Découpage du cluster du bord
Nous passons maintenant à l’étape de découpage de Mn, à partir d’une configuration réalisant

l’événement Gn. Plus précisément, nous démontrons le lemme suivant :

Lemme 63. Soit K > 0. Considérons l’événement

Rn =


∃H ⊂ En, |H| 6 Kna/2, |Mn(ωH)| =

⌈
|Mn(ω)|+ bn

2

⌉
et max

C∈C−n
|C| 6 n33/2−8a 6

∣∣C−n (1)
∣∣− 1

 . (6.40)

Pour tout réel a ∈ (31/16, 2) vérifiant FSS(16−8a), avec pn défini comme en section 4.3, il existe K > 0
tel que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
Rn
)

= 1 .

Démonstration. Soit a ∈ (31/16, 2) vérifiant FSS(16 − 8a). Soient n > 12 et n1 = b5n/6c, et soit pn
défini comme en section 4.3. Soit ω : En → {0, 1} une configuration réalisant l’événement Gn défini
par 6.28. Nous allons construire un ensemble d’arêtes H ⊂ En tel que

|Mn(ωH)| =

⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
.

Rappelons que E [Mn(ω)] désigne l’ensemble des arêtes de En qui relient deux sommets de Mn(ω).
Considérons, pour j > 1, l’ensemble Ej = ∂eΛ(j) des arêtes qui délimitent la frontière de la boîte Λ(j).
Si j, k ∈ N sont tels que |j − k| > 2, alors les ensembles d’arêtes Ej et Ek sont disjoints. Nous en
déduisons par le principe des tiroirs de Dirichlet qu’il existe un entier j(ω) tel que

n1 6 2j(ω) 6 n− 2 et
∣∣∣E2j(ω) ∩ E [Mn(ω)]

∣∣∣ 6 ∣∣E [Mn(ω)]
∣∣

Ln
,

où
Ln =

⌊
n− 2

2

⌋
−
⌈n1

2

⌉
+ 1

n→∞∼ n

12
.

Choisissons un tel j(ω) et posonsH0(ω) = E2j(ω)∩E [Mn(ω)]. Rappelons que, d’après la définition (6.28)
de l’événement Gn, nous avons |Mn(ω)| 6 4na, ce qui entraîne que

|H0(ω)| 6 2 |Mn(ω)|
Ln

6
8na

Ln
.

Encore du fait que ω ∈ Gn, nous savons que

|Mn(ω)| > |Mn(ω) ∩ Λ(n1)| > 2na > bn + 1 ,

à partir d’un certain rang, puisque bn + 1 ∼ na
√
Tc avec

√
Tc < 2. Nous en déduisons qu’à partir d’un

certain rang,

|Mn(ω)| >
⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
.

Nous pouvons alors considérer une partie H1(ω) ⊂ H0(ω), maximale au sens de l’inclusion parmi les
parties vérifiant ∣∣Mn

(
ωH1(ω)

)∣∣ > ⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
. (6.41)

Comme les arêtes de H0(ω) séparent les sommets de Λ(n1) du bord de la boîte ∂Λ(n), nous avons∣∣Mn

(
ωH0(ω)

)∣∣ 6 |Mn(ω)| − |Mn(ω) ∩ Λ (n1)| 6 |Mn(ω)| − 2na .
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Or, du fait que ω réalise l’événement Gn, nous avons |Mn(ω)| 6 4na, d’où

∣∣Mn

(
ωH0(ω)

)∣∣ 6 |Mn(ω)|
2

+
4na

2
− 2na =

|Mn(ω)|
2

<

⌈
|Mn(ω)|+ bn

2

⌉
.

Nous en déduisons que l’inclusion H1(ω) ⊂ H0(ω) est stricte, et donc par maximalité de H1(ω), il existe
une arête e vérifiant

e ∈ H0(ω)\H1(ω) et
∣∣Mn

(
ωH1(ω)∪{e}

)∣∣ < ⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
. (6.42)

Ainsi, la fermeture de l’arête e dans la configuration ωH1(ω) fait diminuer strictement le nombre |Mn|
de sommets reliés au bord, donc l’une des extrémités de e, que nous noterons v, se retrouve déconnectée
du bord ∂Λ(n) à la fermeture de l’arête e dans la configuration ωH1(ω). Notons Cv le cluster de v
dans la configuration ωH1(ω)∪{e}, et notons Ev l’ensemble des arêtes de E [Cv] qui sont ouvertes dans la
configuration ωH1(ω)∪{e}. Puisque Cv est le morceau qui a été déconnecté par la fermeture de l’arête e
dans ωH1(ω), nous avons

|Cv| =
∣∣Mn

(
ωH1(ω)

)∣∣− ∣∣Mn

(
ωH1(ω)∪{e}

)∣∣ . (6.43)

Mn(ω)

fermer H0

Mn

(
ωH0(ω)

)

H0

rouvrir
H0\H1

Mn

(
ωH1(ω)

)

H0\H1

fermer H2

Mn

(
ωH(ω)

)
H2

Figure 6.5 – Détail de l’opération de « chirurgie » permettant de faire passer le nombre de sommets
reliés au bord de |Mn| = bn + x à |Mn| = bn + x/2.
Notant

m =

⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
−
∣∣Mn

(
ωH1(ω)∪{e}

)∣∣ ,
il découle des équations (6.41), (6.42) et (6.43) que

1 6 m 6 |Cv| .

D’après le lemme 31 que nous avons démontré au chapitre 4, il existe donc une partie H2(ω) ⊂ Ev de
cardinal

|H2(ω)| 6 K0

√
|Cv|

où K0 est une constante fixée, telle que la composante connexe de v dans le graphe
(
Cv, Ev\H2(ω)

)
contient exactement m sommets. Nous posons alors H(ω) = H1(ω) ∪H2(ω), qui est de cardinal

|H(ω)| 6 |H0(ω)|+ |H2(ω)| 6 8na

Ln
+K0

√
4na = O

(
na−1

)
+O

(
na/2

)
= O

(
na/2

)
.

Nous pouvons donc prendre K > 0 fixée (indépendante de n et de ω) telle que pour tout n > 1,

8na

Ln
+K0

√
4na 6 Kna/2 .
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Nous avons alors
|H(ω)| 6 Kna/2 .

Par ailleurs, par construction de H, nous avons

∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣ =
∣∣Mn

(
ωH1(ω)∪{e}

)∣∣+m =

⌊
|Mn(ω)|+ bn

2

⌋
.

Nous avons ainsi démontré l’inclusion Gn ⊂ Rn, et par conséquent le résultat découle du lemme 61.

Qu’obtient-on en fermant les arêtes de H(ω) pour ω ∈ Rn ? Nous nous intéressons à présent au
résultat de la fermeture des arêtes de H, et nous allons montrer que les configurations ωH(ω) réalisent
l’événement

Sn =


∃ C0 ⊂ C−n : |C0| 6 2Kna/2, |Mn| −

∑
C∈C0

|C| = bn

et max
C∈C−n \C0

|C| 6 n33/2−8a 6
∣∣C−n (1)\C0

∣∣
 . (6.44)

L’ensemble C0 correspond au « morceau » que nous découpons du cluster du bord pour parcourir la
moitié du chemin qui sépare |Mn| de bn, comme expliqué en section 4.1. Cet événement nous permet-
tra en section 4.5 de construire une configuration d’Ising de magnétisation égale à bn, via le couplage
d’Edwards-Sokal, en forçant les clusters C ∈ C0 à choisir un signe négatif et en espérant une compen-
sation des contributions des autres clusters. La condition qui apparaît dans l’événement Sn sur la taille
des clusters qui ne sont pas dans C0 et sur le nombre de clusters de taille 1 nous permettra de contrôler
cette contribution. Mais tout d’abord, nous démontrons l’estimée suivante :

Lemme 64. Pour tout réel a ∈ (31/16, 2) vérifiant FSS(16−8a), avec pn défini comme en section 4.3,
il existe une constante K > 0 telle que

lim inf
n→∞

1

(lnn)na/2
lnφ1

n, pn, 2

(
Sn
)
> −∞ . (6.45)

Pour construire une configuration réalisant cet événement Sn, nous partons d’une configuration
réalisant l’événement Rn et nous fermons les arêtes de l’ensemble H donné par la définition (6.40)
de Rn. Cela nous permet d’obtenir une minoration de la probabilité de l’événement Sn, grâce au
lemme 60 sur le prix à payer pour fermer des arêtes.

Preuve du lemme 64. Soit a ∈ (31/16, 2) vérifiant FSS(16 − 8a), soit pn défini comme en section 4.3,
et soit K > 0 donné par le lemme 63, tel que

lim
n→∞

φ1
n, pn, 2

(
Rn
)

= 1 . (6.46)

Soit ω une configuration qui réalise l’événementRn. Par définition deRn, nous pouvons prendreH(ω) ⊂
En tel que

|H(ω)| 6 Kna/2 et
∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣ =

⌈
|Mn(ω)|+ bn

2

⌉
.

De plus, quitte à réduire H(ω), nous pouvons supposer que H(ω) ⊂ E [Mn(ω)], ce qui nous assure que
les clusters de ω qui ne touchent pas le bord restent intacts dans ωH(ω), et donc C−n (ω) ⊂ C−n

(
ωH(ω)

)
.

Nous voulons alors montrer que ωH(ω) réalise l’événement Sn. Pour cela, il nous faut construire un
ensemble C0 ⊂ C−n

(
ωH(ω)

)
qui vérifie les conditions de la définition (6.44) de Sn. Un candidat naturel

est l’ensemble des sommets qui étaient reliés au bord dans la configuration ω, c’est-à-dire avant la
fermeture des arêtes de H(ω), mais qui ne le sont plus dans la configuration ωH(ω). Nous posons donc

C0 = C0(ω) = C−n
(
ωH(ω)

)
\C−n (ω) .
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Comme nous avons pris H(ω) ⊂ E [Mn(ω)], les clusters de C0 sont inclus dansMn, d’où

C0 =
{
C ∈ C−n

(
ωH(ω)

)
: C ⊂Mn(ω)

}
.

Nous avons donc ⋃
C∈C0

C = Mn(ω) \Mn

(
ωH(ω)

)
,

ce qui entraîne que∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C0

|C| =
∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ( |Mn(ω)| −
∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣ )
= 2

∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− |Mn(ω)| ,

En utilisant le fait que ω réalise l’événement Rn, nous avons donc∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C0

|C| = 2

⌈
|Mn(ω)|+ bn

2

⌉
− |Mn(ω)| .

Si |Mn(ω)|+ bn est pair, alors nous avons∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C0

|C| = bn ,

et ∣∣C−n (1, ωH(ω)

)
\C0
∣∣ =

∣∣C−n (1, ω)
∣∣ > 1 + n33/2−8a .

Supposons maintenant que |Mn(ω)|+ bn est impair. Dans ce cas, nous avons∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C0

|C| = bn + 1 .

Nous avons donc besoin de rajouter un cluster de taille 1 dans C0. Par définition de Rn, nous avons
justement ∣∣C−n (1, ω)

∣∣ > n33/2−8a + 1 > 1 ,

donc nous pouvons choisir un cluster C1 ∈ C−n (1, ω). Nous posons alors C′0 = C0 ∪ {C1}, et nous avons∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C′0

|C| = bn .

Par ailleurs, nous avons (et c’est précisément pour cela que nous nous sommes donnés une marge de 1
entre la condition sur |C−n (1)| dans Rn et celle dans Sn)∣∣C−n (1, ωH(ω)

)
\C′0
∣∣ =

∣∣C−n (1, ω)\ {C1}
∣∣ =

∣∣C−n (1, ω)
∣∣− 1 > n33/2−8a .

Ainsi, si nous posons C′0 = C0 dans le cas où |Mn(ω)|+ bn est pair, alors nous avons, quelle que soit la
parité de |Mn(ω)|+ bn,∣∣Mn

(
ωH(ω)

)∣∣− ∑
C∈C′0

|C| = bn et
∣∣C−n (1, ωH(ω)

)
\C′0
∣∣ > n33/2−8a .

De plus, du fait que C−n
(
ωH(ω)

)
\C′0 ⊂ C−n (ω), nous avons

max
C∈C−n (ωH(ω))\C′0

|C| 6 max
C∈C−n (ω)

|C| 6 n33/2−8a .
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Enfin, comme la fermeture d’une seule arête peut au plus augmenter de 1 le nombre de clusters, nous
avons |C0| 6 |H(ω)| et donc

|C′0| 6 |C0|+ 1 6 |H(ω)|+ 1 6 Kna/2 + 1 6 2Kna/2 ,

quitte à augmenter la constante K pour avoir K > 1. Nous avons donc démontré que l’application

ψ :

{
Rn −→ {0, 1}En

ω 7−→ ωH(ω)

est à valeurs dans Sn. D’après le lemme 60 sur le coût pour fermer des arêtes, nous avons donc

φ1
n, pn, 2

(
Sn
)
> φ1

n, pn, 2

(
ψ
(
Rn
))

> φ1
n, pn, 2

(
Rn
) [ 1

3n2

(
1 ∧ 1− pn

pn

)]2Kna/2

> φ1
n, pn, 2

(
Rn
)(1− pn

3n2

)2Kna/2

.

Il s’ensuit que

lim inf
n→∞

lnφ1
n, pn, 2

(
Sn
)

(lnn)na/2
> lim inf

n→∞

lnφ1
n, pn, 2

(
Rn
)

(lnn)na/2

+ lim inf
n→∞

2K

lnn

(
ln(1− pn)− ln 3− 2 lnn

)
.

Il découle de (6.46) que

lim inf
n→∞

lnφ1
n, pn, 2

(
Rn
)

(lnn)na/2
= 0 .

De plus, pn → pc(2) ∈ (0, 1) donc 1 − pn est minoré par une constante strictement positive. Par
conséquent, nous obtenons

lim inf
n→∞

lnφ1
n, pn, 2

(
Sn
)

(lnn)na/2
> −4K > −∞ ,

qui est bien la minoration recherchée.

4.5 Passage au modèle d’Ising
Armé de l’estimation donnée par le lemme 64, nous sommes désormais en mesure de prouver notre

minoration de la fonction de partition.

Preuve du lemme 59. Soit a ∈ (31/16, 2) tel que les postulats FSS(16 − 8a) soient vérifiés. Soient pn
et bn définis comme dans la section 4.3. Définissons aussi

T ?n =
2

− ln (1− pn)
=

b2n
n2a

.

Rappelons qu’en réécrivant Zn sous la forme (6.24), nous avons vu qu’il suffisait de minorer la probabi-
lité, sous la loi φ1

n, pn, 2, que la magnétisation soit exactement égale à bn. De même que dans la preuve
des lemmes 49 et 56, nous utilisons le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2) pour déduire la mi-
noration de Zn de notre résultat en FK-percolation. Soit ω une configuration de percolation distribuée
suivant φ1

n, pn, 2, et soient (εC)C⊂Λ(n) des variables i.i.d. de loi uniforme sur {−,+} et indépendantes
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de ω. Soit σ la configuration de spin associée à ω et aux (εC)C⊂Λ(n) comme en (6.12). La configuration σ
est alors distribuée suivant la loi µ+

n, T?n
, et la magnétisation de cette configuration s’écrit

m(σ) = |Mn(ω)|+
∑

C∈C−n (ω)

|C| εC .

Pour toute configuration ω0 réalisant l’événement Sn, choisissons une partie C0 (ω0) ⊂ C−n (ω0) vérifiant
les propriétés dans la définition (6.44) de Sn, c’est-à-dire que

|C0| 6 2Kna/2, |Mn| −
∑
C∈C0

|C| = bn et max
C∈C−n (ω0)\C0

|C| 6 n33/2−8a 6
∣∣C−n (1, ω0) \C0

∣∣ .
Cela nous permet de définir l’événement

Tn = Sn ∩

 ∀C ∈ C0 εC = − et
∑

C∈C−n \C0

|C| εC = 0

 .

Remarquons que si Tn est réalisé, alors nous avons

m(σ) =

(
|Mn(ω)| −

∑
C∈C0

|C|

)
+

∑
C∈C−n \C0

|C| εC = bn + 0 = bn ,

donc notre minoration (6.24) de la fonction de partition devient

Zn > P
(
m(σ) = bn

)
> P

(
Tn
)
. (6.47)

Fixons une configuration ω0 ∈ Sn, et raisonnons conditionnellement à l’événement {ω = ω0}. Les va-
riables C−n = C−n (ω0), et C0 = C0(ω0) sont donc désormais fixées. Nous avons

P
(
Tn
∣∣∣ ω = ω0

)
=

1

2|C0|
P

( ∑
C∈C−n \C0

|C| εC = 0

)
. (6.48)

Posons N =
⌊
n33/2−8a

⌋
. Rappelons que, d’après la définition (6.44) de l’événement Sn, nous avons

max
C∈C−n \C0

|C| 6 N (6.49)

et ∣∣C−n (1)\C0
∣∣ > N ,

c’est-à-dire qu’il existe au moins N clusters de taille 1 dans C−n \C0. L’idée est donc de mettre de côté un
ensemble de N tels clusters de taille 1, puis de contrôler la magnétisation des autres clusters de C−n \C0
pour montrer qu’avec probabilité suffisante, celle-ci tombe dans l’intervalle [−N, N ]. Nous pourrons
alors nous servir de ces N clusters de taille 1 pour ajuster la valeur de la magnétisation et la forcer ainsi
à atteindre exactement 0. Nous nous donnons donc un ensemble C1 ⊂ C−n (1)\C0, de cardinal N .

Pour forcer la magnétisation des clusters de C−n \(C0 ∪ C1) à tomber dans l’intervalle [−N, N ], nous
trions ces clusters en fonction de leur taille. Ensuite, pour tout j ∈ {1, . . . , N}, nous contrôlons séparé-
ment la contribution venant des clusters de C−n \(C0 ∪C1) qui contiennent exactement j sommets. Ainsi,
pour tout j ∈ {0, . . . , N}, nous écrivons

Sj =
∑

C∈C−n \(C0∪C1)
|C|6j

|C| εC =

j∑
i=1

∑
C∈C−n (i)\(C0∪C1)

|C| εC .
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L’inégalité (6.49) implique que
SN =

∑
C∈C−n \(C0∪C1)

|C| εC .

L’équation (6.48) devient ainsi

P
(
Tn
∣∣∣ ω = ω0

)
=

1

2|C0|
P

(
SN +

∑
C∈C1

εC = 0

)
. (6.50)

D’après la formule de Stirling, nous avons(
2k

k

)
1

4k
k→∞∼ 1√

πk
,

donc nous pouvons fixer K2 > 0 tel que pour tout k > 1,(
2k

k

)
1

4k
>

K2√
2k

.

Quitte à diminuer K2, nous pouvons supposer que K2 6 1. Démontrons alors par récurrence sur j que
pour tout j ∈ {0, . . . , N},

P
(
|Sj | 6 N

)
>

(
K2

2n

)j
. (6.51)

Le résultat est évident pour j = 0 vu que S0 = 0. Soit j ∈ {1, . . . , N} tel que (6.51) soit vérifiée au
rang j − 1. Posons

Bj = C−n (j)\(C0 ∪ C1) ,

de telle sorte que
Sj = Sj−1 + j

∑
C∈Bj

εC .

Si l’ensemble Bj est vide, alors l’hypothèse de récurrence implique directement l’inégalité (6.51), puisque
nous avons pris K2 6 1. Nous supposons donc que Bj n’est pas vide. Si |Bj | est pair, alors pour obtenir
une contribution nulle des clusters C ∈ Bj à la magnétisation, il suffit qu’exactement la moitié de ces
clusters choisissent un spin + et l’autre moitié un spin −. Nous avons donc dans ce cas

P
(
|Sj | 6 N

∣∣∣ |Sj−1| 6 N
)
> P

( ∑
C∈Bj

εC = 0

)
=

(
|Bj |
|Bj | /2

)
1

2|Bj |
>

K2√
|Bj |

>
K2

n
.

Supposons maintenant que |Bj | est impair, et choisissons un cluster C0 ∈ Bj . Pour contrôler Sj , nous
allons exiger d’une part une contribution nulle de la part des clusters de Bj\ {C0}, et d’autre part que
le terme en surplus associé au cluster C0 soit de signe opposé à Sj−1, ce qui permet d’assurer que |Sj |
reste dans l’intervalle [−N, N ]. Considérons la fonction η : Z→ {−,+} définie par

η(x) = −sgn(x) =

{
+ si x 6 0 ,

− sinon.

Nous écrivons donc, pour |Bj | impair,

P
(
|Sj | 6 N

∣∣∣ |Sj−1| 6 N
)
> P

(
εC0 = η(Sj−1) et

∑
C∈Bj\{C0}

εC = 0

)

=
1

2

(
|Bj | − 1(
|Bj | − 1

)
/2

)
1

2|Bj |−1

>
K2

2n
.
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Par conséquent, nous avons bien l’hérédité, et donc la minoration (6.51) est vérifiée pour tout j ∈
{0, . . . , N}, ce qui implique en particulier que

P
(
|SN | 6 N

)
>

(
K2

2n

)N
.

Nous allons maintenant utiliser les variables εC pour C ∈ C1, que nous avions mises de côté, pour
compenser SN et ainsi atteindre une magnétisation exactement égale à bn. Cela n’est possible que si SN
a la même parité que le nombre N de clusters dans C1. Vérifions que c’est bien le cas, en écrivant

SN =
∑

C∈C−n \(C0∪C1)

|C| εC

≡
∑
C∈C−n

|C|+
∑
C∈C0

|C|+ |C1| [mod. 2]

= |Λ(n)| − |Mn|+
∑
C∈C0

|C|+N .

Or, du fait que ω0 réalise l’événement Sn, nous avons

|Mn| −
∑
C∈C0

|C| = bn ,

d’où
SN ≡ n2 − bn +N ≡ N [mod. 2] ,

où nous avons utilisé l’équation (6.27) selon laquelle bn ≡ n2 [mod. 2]. Il n’y a donc pas de souci de
parité, grâce à la précaution que nous avons prise au moment de définir bn. Ainsi, N − SN est toujours
pair. Pour tout s ∈ {0, . . . , N}, nous écrivons

P

( ∑
C∈C1

εC = −SN

∣∣∣∣∣ SN = N − 2s

)
= P

( ∑
C∈C1

εC = s− (N − s)

)
=

(
N

s

)
1

2N
>

1

2N
.

Ceci étant vrai pour tout s ∈ {0, . . . , N}, et N − SN étant toujours pair, nous en déduisons que

P

( ∑
C∈C1

εC = −SN

∣∣∣∣∣ |SN | 6 N
)
>

1

2N
.

En injectant cela dans l’équation (6.50), nous obtenons alors que

P
(
Tn
∣∣∣ ω = ω0

)
>

1

2|C0|

(
K2

4n

)N
>

(
1

2

)2Kna/2 (
K2

4n

)n33/2−8a

.

Ceci étant vrai pour toutes les configurations ω0 réalisant l’événement Sn, nous obtenons que

P
(
Tn
∣∣Sn) > (

K2

8n

)2Knρ

,

où nous avons posé

ρ = max

(
a

2
,

33

2
− 8a

)
.

Nous en déduisons que

ln P
(
Tn
∣∣Sn)

(lnn)nρ
>

2K(lnK2 − ln 8)

lnn
− 2K

n→∞−→ −2K . (6.52)
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Revenant à la minoration (6.47) de Zn, il vient

Zn > P
(
Tn
)

= P
(
Tn
∣∣Sn)φ1

n, pn, 2

(
Sn
)
.

En combinant (6.52) avec la minoration (6.45) de φ1
n, pn, 2

(
Sn
)
obtenue à la section précédente, nous

avons donc

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)nρ

> lim inf
n→∞

ln P
(
Tn
∣∣Sn)

(lnn)nρ
+ lim inf

n→∞

lnφ1
n, pn, 2

(
Sn
)

(lnn)nρ
> −∞ ,

ce qui termine la démonstration.

5 Conclusion
Nous récapitulons à présent comment les différentes estimées obtenues se combinent pour obtenir

notre résultat.

Preuve du théorème 11. Soit a ∈ (31/16, 2) tel que les hypothèses FSS(16 − 8a) sont vérifiées, et
soit ε > 0. Reprenant le calcul (2.10), nous avons

µn

(
Tn > Tc + ε

)
6

n2 + 1

Zn
sup

T>Tc+ε
µ+
n, T

(
|m| > na

√
Tc + ε

)
,

ce qui entraîne

lim sup
n→∞

1

n
lnµn

(
Tn > Tc + ε

)
6 lim sup

n→∞

1

n
sup

T>Tc+ε
lnµ+

n, T

(
|m| > na

√
Tc + ε

)
− lim inf

n→∞

lnZn
n

.

Or, d’après la minoration de Zn obtenue au lemme 59, nous avons

lim inf
n→∞

lnZn
(lnn)nρ

> −∞ ,

où
ρ = max

(
a

2
,

33

2
− 8a

)
.

La condition a ∈ (31/16, 2) implique que ρ < 1, donc nous avons

lim inf
n→∞

lnZn
n

> 0 .

Nous avons donc

lim sup
n→∞

1

n
lnµn

(
Tn > Tc + ε

)
6 lim sup

n→∞

1

n
sup

T>Tc+ε
lnµ+

n, T

(
|m| > na

√
Tc + ε

)
< 0 ,

d’après le lemme 49. Nous démontrons de même que

lim sup
n→∞

1

n
lnµn

(
Tn 6 Tc − ε

)
< 0

en utilisant le lemme 56, ce qui achève la démonstration.
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Titre : Autour de la criticité auto-organisée

Mots clés : criticité auto-organisée, mécanique statistique, percolation, modèle d’Ising

Résumé : De nombreux modèles physiques pré-
sentent un phénomène appelé transition de phase : il
existe un point critique ou une courbe critique dans l’es-
pace des paramètres qui sépare deux régimes distincts
caractérisés par des propriétés macroscopiques très dif-
férentes. Le comportement de ces systèmes au point cri-
tique est particulièrement intéressant et fait apparaître
des lois d’échelle qui sont souvent communes à tout un
ensemble de systèmes très différents. Les physiciens Per
Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld ont remarqué que
ces comportements « critiques » sont étonnamment com-
muns dans la nature, alors qu’ils ne devraient survenir
que lorsque les paramètres se trouvent être précisément
ajustés au point critique. Pour expliquer cela, ils ont
montré que certains systèmes ont tendance à être natu-

rellement attirés vers des points ou des régimes critiques.
Ces systèmes présentent un phénomène appelé « criticité
auto-organisée ».

Cette thèse porte sur la construction de plusieurs
modèles simples présentant ce phénomène. Pour cela,
nous partons d’un modèle présentant une transition de
phase et nous le modifions pour forcer un comporte-
ment « auto-critique ». Nous étudions notamment une
variante d’un modèle construit par Matthias Gorny à
partir du modèle d’Ising Curie-Weiss généralisé, en pas-
sant d’un modèle de type champ moyen à une interaction
limitée à une certaine portée. Nous construisons égale-
ment quelques modèles de criticité auto-organisée à par-
tir de la percolation Bernoulli dans des boîtes finies, ainsi
qu’à partir du modèle d’Ising en dimension 2.

Title : Around self-organized criticality

Keywords : self-organized criticality, statistical mechanics, percolation, Ising model

Abstract : Many models in physics present a pheno-
menon called phase transition : there is a critical point
or a critical curve in the parameter space separating two
distinct regions characterized by very different macro-
scopic properties. In such systems, the behaviour at the
critical point is of particular interest and presents some
scaling laws which appear to be universal across a wide
range of different systems. The physicists Per Bak, Chao
Tang and Kurt Wiesenfeld pointed out that these “criti-
cal” features are very common in nature, although they
should only appear when the parameters happen to be
finely tuned to the critical point. To explain this, they
showed that some systems tend to be naturally attracted

by critical points or critical regimes. This phenomenon
is called “self-organized criticality”.

The goal of this thesis is to construct several simple
models which present this phenomenon. To achieve this,
we consider a model with a phase transition and we mo-
dify it in order to obtain a “self-critical” behaviour. We
study a modification of a model constructed by Matthias
Gorny from the generalized Ising Curie-Weiss model, in
which the mean-field Hamiltonian is replaced by a long-
range interaction. Several other models of self-organized
criticality are constructed from Bernoulli percolation in
finite boxes, and from the planar Ising model.
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