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Résumé

De nombreux modéles physiques présentent un phénoméne appelé transition de phase : il existe un
point critique ou une courbe critique dans ’espace des paramétres qui sépare deux régimes distincts ca-
ractérisés par des propriétés macroscopiques trés différentes. Le comportement de ces systémes au point
critique est particuliérement intéressant et fait apparaitre des lois d’échelle qui sont souvent communes
a tout un ensemble de systémes trés différents. Les physiciens Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld
ont remarqué que ces comportements « critiques » sont étonnamment communs dans la nature, alors
qu’ils ne devraient survenir que lorsque les paramétres se trouvent étre précisément ajustés au point
critique. Pour expliquer cela, ils ont montré que certains systémes ont tendance & étre naturellement
attirés vers des points ou des régimes critiques. Ces systémes présentent un phénoméne appelé « criticité
auto-organisée ».

Cette thése porte sur la construction de plusieurs modéles simples présentant ce phénoméne. Pour
cela, nous partons d’un modéle présentant une transition de phase et nous le modifions pour forcer
un comportement « auto-critique ». Nous étudions notamment une variante d’un modéle construit par
Matthias Gorny a partir du modéle d’Ising Curie-Weiss généralisé, en passant d’un modéle de type
champ moyen & une interaction limitée & une certaine portée. Nous construisons également quelques
modeéles de criticité auto-organisée a partir de la percolation Bernoulli dans des boites finies, ainsi qu’a
partir du modéle d’Ising en dimension 2.

Summary

Many models in physics present a phenomenon called phase transition : there is a critical point or
a critical curve in the parameter space separating two distinct regions characterized by very different
macroscopic properties. In such systems, the behaviour at the critical point is of particular interest and
presents some scaling laws which appear to be universal across a wide range of different systems. The
physicists Per Bak, Chao Tang and Kurt Wiesenfeld pointed out that these “critical” features are very
common in nature, although they should only appear when the parameters happen to be finely tuned
to the critical point. To explain this, they showed that some systems tend to be naturally attracted by
critical points or critical regimes. This phenomenon is called “self-organized criticality”.

The goal of this thesis is to construct several simple models which present this phenomenon. To
achieve this, we consider a model with a phase transition and we modify it in order to obtain a “self-
critical” behaviour. We study a modification of a model constructed by Matthias Gorny from the
generalized Ising Curie-Weiss model, in which the mean-field Hamiltonian is replaced by a long-range
interaction. Several other models of self-organized criticality are constructed from Bernoulli percolation
in finite boxes, and from the planar Ising model.



v

Remerciements

Au terme de ces trois années d’aventure mathématique, je souhaite remercier en premier lieu mon
directeur de thése Raphaél Cerf, qui s’est toujours montré bienveillant, disponible et & I’écoute. C’était un
plaisir de travailler ensemble, et sans sa confiance et son exigence, je me serais probablement découragé
plus d’une fois. Je remercie également Christophe Garban et Yvan Velenik pour avoir été rapporteurs
de ma theése, ainsi que Cristina Toninelli, Dmitry Chelkak et Jean-Frangois Le Gall qui m’ont fait
I'honneur de faire partie de mon jury. Ma thése n’aurait pas existé sans le travail de pionnier de mon
prédécesseur Matthias Gorny, qui m’a fait découvrir la criticité auto-organisée. J’espére avoir réussi a
donner une suite intéressante & son brillant manuscrit, dans lequel je me replonge souvent avec grand
plaisir.

Rien n’aurait été possible sans le travail remarquable de Bénédicte, Zaina, Albane, Amélie et Fa-
bienne, qui orchestrent a merveille la vie du Département de Mathématiques et Applications de I’Ecole
normale supérieure. Je vais assurément regretter la compagnie de mes camarades du bureau des plai-
sirs, Yichao, Guillaume, Wei, Tunan et Mazime, qui ont fait de ce bureau ma deuxiéme maison, et des
autres doctorants qui ont animé ces années de thése, notamment Alejandro, Aymeric, Barbara, Chenlin,
Cyril, Daniel, Jérémy, Jessica, Joseph, Louise, Maxence, Michel, Mickaél, Paul, Pierre, Rémi, Shahriar,
Thomas, Yijun et Yusuke. Merci aussi aux autres membres du DMA que j’ai eu I'occasion de rencontrer
au détour d’un séminaire, d’un buffet ou en battant le pavé. Je veux également remercier les membres
de PANR PPPP, qui m’ont chaleureusement accueilli & Grenoble en me permettant de présenter lon-
guement mon travail. Je remercie aussi toute ’équipe enseignante et administrative du CPES, ou j’ai
eu la chance d’enseigner pendant ces trois années de thése. Merci aussi a tous mes éléves, que je me
réjouissais de retrouver chaque semaine.

Je ne me serais pas autant passionné pour les mathématiques sans les professeurs exceptionnels que
j’ai eu la chance de rencontrer tout au long de mon parcours scolaire, notamment Raymond Jarnet,
Catherine Chanson, Yves Duval et Anne-Laure Biolley, ainsi que les professeurs de I'ENS et ceux du
master de probabilités et statistiques d’Orsay.

Je salue également Adrien, Assaf, les deux Guillaume, Tingchia et Ségoléne, avec lesquels j’ai eu
le plaisir d’habiter & Bourg-la-Reine. En revanche, je ne remercie pas l’agence Foncia d’Antony pour
les multiples déboires administratifs qui ont marqué la vie de cette colocation! Merci aussi aux autres
« Gros » : Alezandre, Annette, Bill, Elie et Van, avec lesquels nous ne comptons plus les repas gargan-
tuesques, les week-ends improbables et autres virées improvisées. Je souhaite remercier mes amis de
lycée Brice, Fanny, Lucie, Marius, Sylvain et Vincent pour m’avoir permis de m’aérer 1’esprit de temps
en temps, ainsi que mes camarades de classe prépa, et en particulier mes co-khollés Johnny, Anne-
Laure et Thomas. Merci aussi & toute la joyeuse troupe de la goguette des énervés, qui faisait du lundi
le meilleur jour de la semaine, du moins avant ’avénement des apéros Zoom et autres soirées Skype,
qui ne remplaceront jamais une bonne vieille soirée sur un bateau-bar & chanter des chansons... Merci
quand méme & tous les Francais qui, par solidarité, sont restés eux aussi confinés chez eux pendant que
je m’enfermais pour rédiger mon manuscrit.

Je ne remercierai jamais assez mes parents, qui m’ont permis de grandir et de m’épanouir dans les
meilleures conditions, et mon frére, avec lequel je suis heureux de partager beaucoup de choses dont la
passion des mathématiques.

Enfin, si ces années de thése ont été si belles, c’est avant tout grace a Alice, qui illumine mon
quotidien jour aprés jour. Si 'aventure de la thése se termine maintenant, j’espére bien que celle de
notre vie a deux ne fait que commencer...



Table des matiéres

1 Introduction 1
1 Criticité auto-organisée . . . . . . . . ... L 1
1.1 Meécanique statistique et transitions de phase . . . . . ... ... ... ... ... 1

1.2 Phénomeénes critiques et lois de puissance . . . . . .. .. ... 2

1.3 L’émergence du concept de criticité auto-organisée . . . . . . . .. ... L. 3

1.4 Un premier modéle de criticité auto-organisée : le tas de sable . . . . . . . . . .. 5

2 La percolation . . . . . . . . e 7
2.1 Description intuitive du modeéle . . . . . . .. ... L oo 7

2.2 Notations et définitions . . . . . . . . .. .. Lo 8

2.3 Inégalités de corrélation . . . . . . . . ... L oL o 10

24 Phénoméne de transition de phase . . . . . . ... ..o 12

2.5 La FK-percolation . . . . . . .. . . . . 13

2.6 Dualité . . . . . . e e 14

3 Lemodéle d’Ising . . . . . . . . . . 16
3.1 Définition du modéle . . . . . . . ... 16

3.2 Couplage d’Edwards-Sokal . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 18

3.3 Le modéle d’Ising Curie-Weiss . . . . . . . . ... o o 18

4 Quelques modéles auto-critiques construits a partir de la percolation et du modéle d’Ising 19
4.1 Un modéle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-organisée . . . . . . . . ... .. 19

4.2 Des modéles pour les feux de foréts . . . . . . . .. ... oL 20

4.3 La percolation gelée . . . . . . . . . . L 22

44 La percolation d’invasion . . . . . . . . ... Lo 23

2 Présentation des résultats 25
1 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions a longue portée. . . . . . 25
1.1 Un premier modéle avec interactions entre proches voisins . . . . . . . . .. . .. 25

1.2 Introduction d’une portée d’interaction . . . . . . .. .. ..o 27

1.3 Un phénoméne de seuil pour la portée d’interaction . . . . . . .. .. ... ... 28

1.4 Présentation de 'approche mise en ceuvre . . . . . . . .. ... 29

2 Quelques modéles de criticité auto-organisée en percolation . . . . . .. .. ... .. .. 31
2.1 Définition des modéles . . . . . . . .. 31

2.2 Résultat de convergence . . . . . . . . L. L 32

2.3 Heuristique et stratégie de preuve . . . . . . . . ... Lo L 33

2.4 Deux variantes . . . . . . . . L 33

3 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2. . . . . . . .. .. ... .. 33
3.1 Définition du modéle et résultat de convergence . . . . . . . . ... ... ... 34

3.2 Stratégie et organisation de la démonstration . . . . . ... ..o 34



vi

Table des matiéres

3.3 Amélioration de notre exposant . . . . . ... ..o Lo 36

3.4 Un modéle plus naturel? . . . . .. ... 37

3 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions a longue portée 39
1 Etude des grandes déviations dans le modéle a courte portée . . . . . . ... ... ... 40
1.1 Calcul de la fonction génératrice des cumulants . . . . . . ... ... .. 41

1.2 Transformée de Fenchel-Legendre . . . . . . . . ... ... ... ... ....... 45

1.3 Principe de grandes déviations . . . . . . ... ... oL oL Lo 47

2 Quelques lemmes techniques . . . . . . . . . . ... 50
2.1 Comportement de la température . . . . . . . . .. ... ... ... 50

2.2 Etude du spectre . . . . . . . . ... 51

2.3 Les valeurs propres dans le régime du théoréme 5 . . . . . . . . .. .. ... ... 52

2.4 Les valeurs propres dans le régime intermédiaire . . . . . . . ... ... ... .. 57

2.5 Inversion de Fourier . . . . . .. .. . . L 62

3 Preuve du théoréme 4 . . . . . . . ..o 65
3.1 La méthode des rectangles . . . . . . . . ... Lo oL 66

3.2 Mise en forme de lintégrale . . . . . . . . . ... ... 66

3.3 Convergence simple de l'intégrande . . . . . . . . . ... ... L. 70

3.4 Déplacement du contour d’intégration . . . . . .. ... ... 73

3.5 Domination . . . . . . . . .. e 75

3.6 Convergence dominée . . . . . . . . . . L e 77

4 Preuve du théoréme 5 . . . . . . ..o 78
4.1 Mise en forme de Uintégrale . . . . . . . . .. ... L oL Lo 79

4.2 Convergence simple de l'intégrande . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 80

4.3 Déplacement du contour d’intégration . . . . . .. .. .. ... 84

44 Domination . . . . . . .. L 87

4.5 Convergence dominée . . . . . . . . . . ... 90

5 Preuve du théoréme 6 . . . . . . . . . oL 91
5.1 Mise en forme de U'intégrale . . . . . . . . ... ... L oL Lo 91

5.2 Convergence simple de l'intégrande . . . . . . . .. ... ... L L. 92

5.3 Déplacement du contour d’intégration . . . . . . .. ... .. L. 98

5.4 Domination . . . . . . ..o Lo 102

5.5 Convergence dominée . . . . . . . . . ... 105

6 Preuve du théoreme 7 . . . . . . .o 107
6.1 Une borne sur le Hamiltonien . . . . . . . .. ... .. 0oL 107

6.2 Mise en forme de Uintégrale . . . . . . .. ... ... L Lo 108

6.3 Convergence simple de l'intégrande . . . . . . . . ... ... L L. 109

6.4 Déplacement du contour d’intégration . . . . . . .. ... .. L L. 111

6.5 Domination . . . . . . .. oL L 113

6.6 Convergence dominée . . . . . . . . . ... e 115

6.7 Identification de la loi limite . . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 116

4 Interméde géométrique 119
1 Reésultat principal . . . . . . . oL 119
2 Lemme «du boucher » . . . . . . . ... L 119
3 Lemme « du chirurgien » . . . . . . . ... L 123
5 Quelques modéles de criticité auto-organisée en percolation 127
1 Modéle avec le plus grand cluster . . . . . . . ... L Lo Lo 128
1.1 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique . . . . . . . .. ... ... 128

1.2 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique . . . . . . . . ... .. ... 128

1.3 Minoration de la fonction de partition . . . . . . . .. ... ... ... . ... .. 130

1.4 Preuve du résultat de convergence . . . . . . ... .. Lo L 135



Table des matiéres vii
1.5 Variante sur letore . . . . . . . . . . ... 136

2 Modéle avec le nombre de sommets reliés au bord . . . . . . . ... .. 136
2.1 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique . . . . . . . ... ... .. 136

2.2 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique . . . . . . . . .. ... ... 138

2.3 Minoration de la fonction de partition . . . . . .. .. ... ... 138

2.4 Démonstration du résultat . . . . . . . ... Lo 144

3 Modéle avec la distribution des tailles de cluster . . . . . . . .. ... ... .. ..... 144
3.1 Préliminaires . . . . . . . . .. e e e 144

3.2 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique . . . . . . . .. . .. ... 146

3.3 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique . . . . . . .. .. ... .. 148

3.4 Minoration de la fonction de partition . . . . . . . .. ... ... ... .. .. .. 149

3.5 Démonstration du résultat . . . . . . . ... L Lo o 151

3.6 Controle de la vitesse de convergence . . . . . . . . . .. ... 151

3.7 Variante avec les diamétres des clusters . . . . . . .. ... oL 152

6 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2 153
1 Décroissance exponentielle en température surcritique . . . . . . . . .. ... ... ... 154
1.1 Majoration du volume des clusters . . . . . . . .. ... L oL 154

1.2 Contrdle du cluster dubord . . . . . . . ... oL 155

1.3 Le cotit d’'un changement de condition aux bords . . . . . .. ... .. ... ... 156

14 Corrélation négative entre les tailles des clusters . . . . . .. ... ... ... .. 156

1.5 Controle de la taille des clusters . . . . . . . ... ... ... 158

1.6 Passage au modele d’Ising . . . . . . .. ... L oL Lo 160

2 Décroissance exponentielle en température sous-critique . . . . . . .. ... ... 161
2.1 Contrdle du cluster dubord . . . . . . . ... Lo 162

2.2 Controle de la taille des clusters . . . . . . . .. .. . ... ... .. ... 162

2.3 Passage au modele d’Ising . . . . . . . ... Lo o 164

3 Quelques estimées en FK-percolation quasi-surcritique . . . . . . . .. ... ... .... 165
4 Minoration de la fonction de partition . . . . . .. .. ... L oo 168
4.1 Heuristique . . . . . . . . oL 168

4.2 Le prix & payer pour fermer des arétes . . . . . . . . ... ... ... 170

4.3 Construction du point fixe et estimées préalables . . . . . . . ... ... ... .. 172

4.4 Découpage du cluster dubord . . . . . . ... .o oL oo 175

4.5 Passage au modele d’Ising . . . . . . .. ... Lo Lo 179

5 Conclusion . . . . . . . 183
Bibliographie 185






Chapitre

Introduction

1 Criticité auto-organisée

1.1 Meécanique statistique et transitions de phase

Dans un verre d’eau, des millions de milliards de milliards de molécules interagissent les unes avec
les autres, et de ces interactions découlent les propriétés physiques de ’eau que nous observons a notre
échelle. Aujourd’hui, nous comprenons plutot bien les lois physiques qui régissent 'interaction entre les
molécules & ’échelle microscopique, si bien que le comportement de chaque molécule prise isolément
semble étre réglé comme du papier & musique. Pourtant, le trop grand nombre d’inconnues empéche de
prédire I’évolution de ’ensemble des molécules d’eau dans le verre en calculant simplement la trajectoire
de chacune d’entre elles. De cette interaction entre un trés grand nombre d’éléments nait ce qui s’appelle
tout simplement. .. le désordre.

Comprendre le désordre, c’est le défi qui intéresse de nombreux physiciens depuis le milieu du 19°™¢
siécle et les travaux de Ludwig Boltzmann [Bol66], fondateur de la mécanique statistique. Plus préci-
sément, ’objectif de la mécanique statistique est de comprendre le comportement collectif de systémes
composés de trés nombreux éléments en interaction, a partir des lois fondamentales qui régissent ces
interactions. Pour cela, l'idée est de définir des quantités macroscopiques qui résument ’essentiel des
propriétés qui nous intéressent, et dont les lois d’évolution sont bien comprises. Par exemple, dans le
verre d’eau, la température et la pression obéissent & des principes physiques simples : du désordre local
émerge un ordre global. Il y a donc une compétition entre ’ordre et le désordre. Les physiciens disent
qu’un tel systéme de particules est gouverné par deux effets antagonistes : I’énergie et ’entropie. Alors
que Dénergie pousse le systéme vers une configuration idéale, ordonnée (I’état d’énergie minimale),
Ientropie quantifie le niveau de désordre qui provoque des fluctuations autour de cet état d’énergie
minimale.

Le paramétre qui joue un roéle d’arbitre entre l'ordre et le désordre, c’est ici la température. Pour
revenir a notre exemple, chacun peut observer que les propriétés de I’eau changent radicalement en
fonction de la température, bien que les lois physiques qui régissent I’évolution des molécules d’eau
soient toujours les mémes. Quand la température descend au-dessous de 0°C (& pression atmosphérique),
Porganisation des molécules d’eau change soudainement, et celles-ci tendent & s’organiser de fagon trés
réguliére : c’est 1’état solide. Les physiciens parlent d’une phase ordonnée, dans laquelle les effets de
I’énergie dominent et les molécules s’organisent « intelligemment » pour minimiser celle-ci. Mais quand
la température dépasse cette limite de 0°C, le désordre ’emporte et les molécules d’eau se déplacent
et s’entrechoquent : c’est ’état liquide. Nous parlons alors d’une phase désordonnée, dans laquelle les
effets de ’entropie dominent et poussent le systéme physique dans un désordre relatif.

Ce phénomeéne de nette séparation entre un état ordonné et un état désordonné est appelé transition
de phase, et la valeur du parameétre (ici, la température) qui marque le seuil entre les deux phases est
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appelée point critique. Lorsque plusieurs paramétres sont considérés, comme par exemple la température
et la pression, ce point critique devient une courbe critique qui sépare deux régions dans ’espace des
parameétres.

1.2 Phénomeénes critiques et lois de puissance

Les systémes physiques qui présentent une transition de phase ont souvent un comportement parti-
culiérement intéressant au point critique, ou les deux forces (énergie et entropie, ordre et désordre) sont
en concurrence. Le comportement au point critique et au voisinage du point critique présente alors un
certain nombre de caractéristiques qui sont communes a tout un ensemble de systémes différents.

Notamment, pour de nombreux systémes, lorsque nous sommes loin du point critique, la corrélation
entre les particules décroit trés rapidement avec la distance. La fonction de corrélation, qui mesure
en quelque sorte l'influence d’une particule sur une autre en fonction de la distance qui les sépare,
prend la forme d’une exponentielle décroissante, avec une certaine longueur caractéristique appelée
longueur de corrélation. Cela signifie que ’évolution d’une particule est trés peu influencée par les
particules qui sont plus éloignées que cette longueur de corrélation. Les effets d’une petite perturbation
locale se dissipent alors rapidement et ne sont ressentis que sur des courtes distances, de l'ordre de la
longueur de corrélation. La sensibilité du systéme aux petites perturbations, que les physiciens appellent
susceptibilité, est donc faible.

Plus les paramétres du systéme se rapprochent du point critique, plus la longueur de corrélation
et la susceptibilité augmentent. Lorsque nous nous trouvons précisément au point critique, celles-ci
deviennent infinies. La corrélation entre les particules ne décroit alors plus exponentiellement, mais selon
une loi de puissance, ce qui fait qu’il n’y a plus aucune échelle de longueur qui joue un role particulier.
Ainsi, les particules s’influencent mutuellement, méme sur de trés longues distances. Par conséquent, le
comportement au point critique devient particuliérement complexe et intéressant, parce qu’il ne peut
plus se résumer & l'interaction de chaque particule avec les particules voisines. La susceptibilité étant
infinie, une petite perturbation locale peut se propager et avoir des effets majeurs a grande échelle. De
plus, les effets d’une perturbation a un instant donné peuvent perdurer longtemps : il n’y a pas non
plus de temps caractéristique, et la corrélation entre ’état d’une particule & un instant ¢ et son état a
un instant ¢ + §t suit aussi une loi de puissance en dt.

Puisqu’il n’y a plus de longueur ou de temps caractéristique qui joue un role particulier, les propriétés
géométriques du systéme se ressemblent & plusieurs échelles différentes : nous parlons d’auto-similarité,
ou de structure fractale. Cette auto-similarité est & la fois spatiale et temporelle, et elle peut se traduire
par des « crises » dont I’ampleur suit une loi de puissance, c’est-a-dire que le nombre d’événements de
taille L pendant un certain laps de temps est de l'ordre de L™¢, avec un certain exposant a > 0.

Ainsi, le comportement d’un systéme situé précisément au point critique est caractérisé par un
certain nombre de lois de puissances dans les corrélations spatiales, les corrélations temporelles, ou la
distribution des crises. D’autres lois de puissances s’observent également dans ’évolution de la longueur
de corrélation ou de la susceptibilité au voisinage du point critique. Chacune de ces lois de puissance est
caractérisée par un certain exposant, et ces exposants intéressent particuliérement les physiciens parce
qu’ils permettent de décrire la transition de phase. L’un des objectifs de la mécanique statistique est
donc de déterminer ces exposants, appelés exposants critiques, en les mesurant expérimentalement et
en les prédisant avec des modéles mathématiques.

Etonnamment, ces exposants critiques se trouvent étre les mémes pour de nombreux systémes phy-
siques aux propriétés microscopiques trés différentes : les physiciens parlent d’universalité. Ainsi, le
comportement au point critique apparait non seulement riche et complexe, mais il dépend peu des
détails microscopiques, de la nature des particules, et du type de phénoméne étudié. Cela explique
peut-étre le succés de certains modéles mathématiques apparemment trop simplistes pour modéliser les
transitions de phase. Comme les propriétés des phénoménes critiques dépendent peu de la fagon précise
dont est défini le modéle, un modéle méme trés simple peut aider & comprendre des phénoménes qui
s’observent dans beaucoup de situations différentes.
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1.3 L’émergence du concept de criticité auto-organisée
Expliquer ’abondance des fractales dans la nature

Pourquoi s’intéresser au comportement d’un systéme a la température critique, si ce comportement
ne peut s’observer que lorsque la température est exactement & sa valeur critique? L’intuition phy-
sique incite en effet & penser qu’il est trés peu probable d’observer dans la nature un systéme dont les
paramétres se trouvent étre précisément ajustés pour se trouver au point critique. Pourtant, les com-
portements prédits par ’étude du régime critique (lois de puissance, auto-similarité, structure fractale)
sont observés dans de nombreux domaines.

En 1987, les physiciens Per Bak, Chao Tang et Kurt Wiesenfeld ont donné une explication a cette
contradiction dans leur article fondateur [BTWS87]. Ils expliquent que certains systémes physiques sont
naturellement attirés vers des points ou des régimes critiques, et présentent les phénoménes critiques que
nous avons décrits au paragraphe 1.2, sans qu'’il y ait besoin d’ajuster précisément un paramétre comme
la température a une valeur particuliére. Ce phénomeéne est appelé « criticité auto-organisée » (en an-
glais, « self-organized criticality », ce qui peut également étre traduit par « criticalité auto-organisée »).

Il y a une différence fondamentale avec le point critique dans une transition de phase « classique ».
Dans un systéme présentant une transition de phase, ’état critique apparait comme un régime extré-
mement particulier et trés fragile aux perturbations extérieures. Au contraire, dans le cas de la criticité
auto-organisée, le comportement critique du systéme est robuste et il constitue plutdt un attracteur de
la dynamique du systéme.

Des tas de sable aux incendies, en passant par les séismes et la biologie

Pour illustrer I’idée de la criticité auto-organisée, Bak, Tang et Wiesenfeld ont construit un modéele
simple de tas de sable, qui est probablement ’exemple le plus célébre de modéle présentant ce phéno-
méne. Quand du sable est versé lentement sur une pile, le sable s’accumule et la pente du tas de sable
augmente jusqu’a ce que des avalanches surviennent. Le tas de sable se reconstitue ensuite, et c’est ainsi
que la pente du tas de sable reste toujours proche de la pente limite qui provoque des éboulements
a grande échelle. Ce systéme se retrouve donc naturellement attiré par un état qui peut étre qualifié
de critique, et qui présente des propriétés d’auto-similarité spatiale et temporelle. Nous évoquerons ce
modéle plus en détail en section 1.4.

D’autres modéles trés étudiés concernent la propagation des incendies dans les foréts ou, de fagon
similaire, celle des épidémies dans les populations (voir section 4.2). L’idée de criticité auto-organisée a
également été appliquée a ’étude des tremblements de terre [SS89, BT89|. Notamment, un modéle trés
simple pour décrire le phénoméne de criticité auto-organisée pour les séismes a été construit par Zeev
Olami, Hans Feder et Kim Christensen [OFC92]. Bien que trés rudimentaire, ce modéle est capable de
reproduire la loi de Gutenberg-Richter, d’aprés laquelle la puissance des secousses est distribuée selon
une loi de puissance [LPO01].

Cette idée de Bak, Tang et Wiesenfeld a également stimulé de nombreux travaux en biologie, et
notamment en théorie de ’évolution. En effet, I’évolution des espéces semble reposer sur un délicat
équilibre entre des mutations par petits pas, qui se produisent sur une échelle de temps relativement
longue, et des extinctions biologiques majeures qui bouleversent soudainement 1’ensemble de 1’écosys-
téme. L’ampleur des extinctions d’espéces semble étre distribuée suivant une loi de puissance, ce qui
ameéne A penser qu'un mécanisme de criticité auto-organisée est ici a ’ceuvre [KJ91, Kau93|. Pour expli-
quer cela, Per Bak et Kim Sneppen ont introduit un modéle trés simple d’évolution biologique d’espéces
en interaction qui présente un comportement auto-critique [BS93]. D’autres modéles plus complexes
d’évolution ont été proposés par la suite [CDKS98, SM96], en considérant les espéces comme un réseau
d’interactions dont la connectivité s’ajuste d’elle-méme pour se stabiliser dans une situation critique. Des
idées similaires ont également permis de mettre en évidence un phénoméne de criticité auto-organisée
dans les réseaux neuronaux ou les réseaux d’interaction entre génes [BR00, BR03, HG14|. En effet,
dans ces réseaux de neurones ou de génes, une connectivité critique pourrait avoir été sélectionnée par
I’évolution parce qu’elle seule permet une transmission optimale de l'information et une réponse sub-
tile aux stimuli extérieurs. Comme le résument Thierry Mora et William Bialek [MB11], « le cerveau
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se trouve dans un état auto-critique, a la frontiére entre un état quasi-mort et un état complétement
épileptique ».

Plus généralement, dans [Mn18|, Miguel Mufioz explique que 1’évolution darwinienne de certains
systémes biologiques peut les amener & sélectionner un comportement « critique », car cela constitue le
compromis le plus avantageux entre une phase désordonnée trop fragile dans laquelle les perturbations
se propagent de fagon incontrdlée et une phase ordonnée trop rigide qui empéche toute adaptation
aux changements. Ainsi, en biologie, le mécanisme de criticité auto-organisée pourrait résulter d’une
stratégie d’adaptation qui conduit le vivant & sélectionner un fonctionnement au voisinage d’un point
critique, parce que celui-ci représente le juste milieu optimal entre robustesse et plasticité. Seul un
fonctionnement critique permettrait donc de faire face & un environnement complexe de maniére efficace.
D’aprés [HGST14], ce processus de sélection d’un comportement critique s’observe d’autant plus que
Penvironnement est complexe et imprévisible, et qu’il y a une diversité d’éléments (des espéces, des
individus, ou méme des neurones) qui évoluent ensemble en interagissant les uns avec les autres. En
effet, au fur et & mesure qu'un individu évolue progressivement vers un fonctionnement critique, son
environnement devient lui-méme de plus en plus complexe, du fait des autres individus qui évoluent
en méme temps, ce qui pourrait accélérer 'émergence de la criticité auto-organisée comme stratégie
collective.

Des phénomeénes de criticité auto-organisée ont été identifiés dans de nombreux autres domaines
scientifiques, avec des recherches expérimentales qui se poursuivent aujourd’hui encore [HAL™20]. Pour
une revue plus compléte, nous renvoyons aux ouvrages de Per Bak [Bak96|, Henrik Jensen [Jen98] et
Gunnar Pruessner [Prul2].

Un lent forgage vers une instabilité et des relaxations ponctuelles

Il n’existe pas aujourd’hui de théorie unifiée capable d’expliquer le phénoméne de criticité auto-
organisée. Comme décrit par Didier Sornette [Sor06], la criticité auto-organisée peut résulter de méca-
nismes trés variés. Cependant, certaines caractéristiques communes & de nombreux systémes présentant
ce phénomeéne peuvent étre identifiées. Notamment, un mécanisme qui peut mener & la criticité auto-
organisée est la combinaison d’un lent forgcage vers un état instable et d’'un mécanisme pour libérer
localement et partiellement la tension accumulée par ce forgage. Nous retrouvons cela dans les exemples
des tremblements de terre qui relachent d’un seul coup la tension accumulée le long d’une faille pendant
des décennies, ou dans les avalanches du tas de sable qui emportent les grains entassés un & un, ou encore
avec les extinctions biologiques qui bouleversent d’un coup le résultat de millions d’années d’adaptation.
Comme expliqué par Peter Grassberger [Gra02|, la tension n’étant que partiellement libérée, voire méme
seulement déplacée ou redistribuée, le systéme reste proche de cet état instable, avec des événements
de relaxation a plusieurs échelles qui ménent & une distribution auto-similaire de ces « catastrophes ».

Un ingrédient qui apparait important dans ’émergence de la criticité auto-organisée est la séparation
des échelles de temps entre ce lent forcage vers 'instabilité et ces relaxations ponctuelles de la tension.
Pour reprendre ’exemple géologique, ’énergie s’accumule le long d’une faille tectonique sur une échelle
de temps trés longue, tandis que la libération de I’énergie lors des séismes se fait sur une échelle de
temps beaucoup plus petite. Ainsi, le forgage progressif du systéme vers toujours plus de tension et
la relaxation de cette tension accumulée lors des catastrophes se font sur deux échelles de temps bien
distinctes. Cependant, selon Deepak Dhar [Dha99], cet ingrédient n’est pas non plus indispensable, et
cette séparation d’échelle n’est parfois valable que pour les catastrophes « majeures ».

Controverses

La popularité du concept de criticité auto-organisée a parfois suscité un certain scepticisme au sein
de la communauté scientifique. Comme expliqué dans [WPCT16], c’est en partie parce que ce concept a
été souvent mal interprété et exagéré, voire considéré comme une « théorie du tout », capable d’expliquer
I’ensemble de la complexité du monde. Pourtant, le fait qu’un phénoméne suive une loi de puissance ne
suffit pas pour affirmer qu’il s’agit de criticité auto-organisée, et d’ailleurs I'article fondateur de Bak,
Tang et Wiesenfeld [BTW8T7] ne prétendait pas que ’ensemble des lois de puissance et des structures
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fractales observées dans la nature relévent d’un mécanisme de criticité auto-organisée. De plus, la
recherche de lois de puissance a tout prix et tous azimuts a souvent mené a des conclusions erronées et
a des observations hatives qui ne résistent pas & une analyse statistique rigoureuse [CSNO09].

Par ailleurs, Miguel Muifioz [Mnl18] explique qu'une interprétation erronée de certains phénomeénes
comme relevant de la criticité auto-organisée pourrait étre due au fait que les modéles théoriques de
transitions de phases ne sont capables de présenter un comportement complexe qu’a leur point critique.
Pour Didier Sornette (paragraphe 15.1.1 de [Sor06]), « ¢’est uniquement dans 1’état critique qu’existe le
compromis entre ordre et fluctuations pouvant étre qualifié de comportement véritablement complexe ».
Ainsi, la nature étant complexe, nous ne parvenons a reproduire les phénomeénes naturels qu’en ajustant
nos modeéles au point critique, ce qui nous pousse & croire & un comportement auto-critique. Mais,
d’aprés [Mnl8|, cela pourrait s’expliquer par le fait qu’en dehors du point critique, nos modéles sont
trop simples et donc incapables de reproduire le réel de fagon satisfaisante.

Ainsi, nous pouvons dire pour résumer que 1’idée proposée par Bak, Tang et Wiesenfeld apporte
un point de vue nouveau et prometteur pour étudier de nombreux phénomeénes, mais qu’il manque
une théorie unifiée permettant de définir et d’expliquer précisément la criticité auto-organisée dans
sa généralité, ce qui fait que chaque nouvel exemple d’un systéme physique concret ou d’'un modéle
mathématique peut rapidement initier une véritable controverse scientifique pour déterminer s’il s’agit
ou non de criticité auto-organisée.

1.4 Un premier modéle de criticité auto-organisée : le tas de sable
Le cadre expérimental

Pour illustrer le concept de criticité auto-organisée, Bak, Tang et Wiesenfeld ont défini dans [BTW87|
un modéle décrivant la dynamique d’un tas de sable qui présente ce phénoméne. Prenez une table, par
exemple circulaire, et versez lentement du sable dessus, en imaginant que chaque grain de sable tombe &
une position choisie uniformément au hasard sur la table. Le sable s’accumule petit a petit pour former
un tas, et la pente du tas augmente, jusqu’a ce que des avalanches surviennent. Quand une avalanche
atteint le bord de la table, du sable peut s’échapper en tombant de la table (c’est-a-dire que le systéme
est ouvert). Aprés une avalanche, si vous continuez a verser du sable, le tas se reconstitue et la pente
du tas augmente, jusqu’a atteindre & nouveau la pente critique qui déclenche un éboulement. Au bout
d’un certain temps, la forme du tas de sable va se stabiliser pour prendre la forme d’un céne, dont la
pente est précisément la pente « critique » & partir de laquelle s’observent des éboulements & grande
échelle.

Le systéme est alors dans un état qui peut étre qualifié de critique, parce que chaque nouveau
grain de sable qui est versé sur le tas peut potentiellement déstabiliser une large partie du céne et
provoquer une avalanche de grande échelle. Nous retrouvons ici la propriété de grande sensibilité aux
petites perturbations que nous avons décrite au paragraphe 1.2.

Ce systéme présenterait également une propriété de géométrie fractale. En effet, une partie des grains
de sable se trouve dans une position d’équilibre trés fragile, préts & tomber & la moindre perturbation.
Nous disons que ces grains sont dans un état « métastable ». Lorsqu’une perturbation atteint un grain
qui est dans un état métastable, ce grain est déstabilisé et la perturbation se propage aux grains voisins.
S’il y a des grains métastables parmi ces voisins, alors ceux-ci s’écroulent a leur tour, et peuvent faire
chuter leurs voisins. Ainsi, les avalanches se propagent de proche en proche dans le réseau formé par
I'ensemble des grains qui se trouvent dans un état métastable. S’il y a énormément de grains dans
cet état métastable, les avalanches peuvent se propager sur de grandes distances et affecter un grand
nombre de grains. Ces grains retombent alors dans une position un peu plus stable, ce qui fait diminuer
le nombre de grains métastables. Ainsi, le réseau des grains métastables se rétrécit peu a peu, jusqu’au
point précis ou ce réseau est tout juste suffisamment élagué pour que les perturbations ne parviennent
plus & s’y propager sur des distances arbitraires. L’ensemble des grains métastables ressemble alors &
une configuration de percolation critique (voir section 2), avec une géométrie fractale, ¢’est-a-dire qu’il
n’y a aucune échelle de longueur caractéristique. Dans cet état auto-critique, ’ampleur des avalanches
est distribuée comme la taille des composantes connexes de grains métastables, c¢’est-a-dire selon une
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loi de puissance.

Différentes expériences ont été menées pour tester ces prédictions théoriques, mais avec des résultats
mitigés. Notamment le protocole ci-dessus a été mis en ceuvre dans [HSST90], ce qui a permis d’identifier
une loi de puissance pour les petites avalanches, mais le phénoméne semble différent pour les tas de plus
grande taille. Une étude similaire a ét¢ menée avec des grains de riz [FCMS™96] et a permis d’observer un
comportement auto-critique, mais celui-ci semble limité aux grains de riz les plus allongés. Dans [Nag92],
Sydney Nagel explique que les effets de friction entre les grains, qui sont plus faibles pour les tas de
petite taille ou pour les grains de riz allongés, empéchent I'observation du phénoméne de criticité auto-
organisée pour un tas de sable réel. Notamment, plutét qu'une pente critique, il y a deux pentes critiques
a cause du phénomeéne d’hystérésis induit par la friction. La pente & partir de laquelle les avalanches se
déclenchent est différente de la pente « de repos », plus faible, qui s’observe aprés une avalanche. Pour
les tas de petite taille, la différence entre ces deux pentes se traduit par une différence de hauteur de
Pordre d’un grain de sable, et n’est donc pas visible dans les expériences. Les grains de riz allongés,
quant a eux, ont tendance & mieux glisser les uns sur les autres, ce qui réduit ce phénomeéne de friction.
Ainsi, selon Nagel, la théorie de la criticité auto-organisée n’est ni confirmée ni infirmée, mais du moins
les expériences montrent que son application aux tas de sable est discutable.

Modélisation mathématique par un automate cellulaire

Pas vraiment confirmé par les expériences réelles, I'intérét de cette « expérience de pensée » du tas
de sable réside plutot dans le modéle mathématique proposé par Bak, Tang et Wiesenfeld. En effet,
dans [BC89|, Per Bak et Kan Chen expliquent, en parlant du tas de sable et d’autres modéles de criticité
auto-organisée (nous traduisons de l’anglais) :

« Ces modéles ne sont des représentations réalistes d’aucun systéme réel. Nous avons
choisi de sacrifier le réalisme pour la simplicité afin d’obtenir une saveur générale des
mécanismes & l'ceuvre. [...] Nous utilisons l’image du tas de sable non pas parce que
nous sommes particulierement intéressés par les tas de sable, ou parce que les modéles
sont particuliérement réalistes pour les tas de sable (en fait ils ne le sont probablement
pas), mais parce que cette image donne une bonne intuition du phénomeéne dont nous
discutons. »

Le modéle mathématique du tas de sable est un automate cellulaire trés simple, mais qui est déja
capable de reproduire 'essentiel du phénomeéne de criticité auto-organisée décrit ci-dessus. Ainsi, le
succés de ce modéle, si tant est que 'on puisse parler de succés pour un modéle qui ne modélise pas
trés bien la réalité physique, réside principalement du coté de son étude théorique. Ce modéle est défini
comme suit :

Choisissons des entiers d > 1 et N > 2, et considérons ’ensemble E = {1, ..., N}d. Une confi-
guration de grains est donnée par un tableau d’entiers A : E — N ou, pour chaque position = € F,
le nombre h(z) représente le nombre de grains de sable a cette position (dans certaines variantes, ce
nombre représente la pente locale du nombre de grains dans une direction donnée). Nous commengons
avec une configuration identiquement nulle, et nous mettons & jour la configuration & chaque itération,
en suivant les instructions suivantes :

e Nous sélectionnons un sommet zg € F uniformément au hasard, et nous ajoutons un grain sur
la case xg, c’est-a-dire que nous augmentons la hauteur h(xg) de 1.

e Sl existe un sommet x1 € E tel que h(x1) > 2d, alors nous choisissons un tel sommet x;. La
pile située au sommet x; « s’écroule » sur ses voisins : nous diminuons h(z1) de 2d unités et, en
chacun des au plus 2d voisins de x1 dans E (si 1 est sur le bord, il a strictement moins que 2d
voisins), nous incrémentons la valeur de h de 1.

e Nous recommencons 'étape précédente tant qu’il existe encore au moins un sommet z; € F
avec h(z1) > 2d.

Comme démontré dans [Dha90], il n’y a bien qu’un nombre fini de sommets qui s’écroulent aprés
ajout d’un grain, et le choix de x; a la deuxiéme étape n’a pas d’importance, c’est-a-dire que le résultat
ne dépend pas de 'ordre dans lequel les sommets s’écroulent. Pour cette raison, ce modéle est appelé
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le modéle du tas de sable abélien. L’ensemble des sommets qui se sont écroulés aprés ’ajout d’un grain
constitue ce que I’on appelle une avalanche. Notons bien qu’une avalanche se déroule « instantanément »,
en comparaison de la vitesse a laquelle les grains sont versés, puisque nous attendons que tous les
sommets de ’avalanche se soient écroulés avant de recommencer une nouvelle itération en ajoutant un
grain. Nous reconnaissons ici un ingrédient commun & de nombreux modéles de criticité auto-organisée,
comme expliqué au paragraphe 1.3, a savoir que I’échelle de temps du forgage extérieur du systéme est
bien distincte de 1’échelle de temps de la relaxation des avalanches.

L’ensemble des configurations stables (c’est-a-dire telles que h(x) < 2d pour tout = € E) peut étre
divisé en deux catégories, avec d’une part des configurations dites récurrentes, qui sont atteignables
avec une probabilité positive depuis toutes les autres configurations en un nombre fini d’itérations,
et qui reviennent donc presque stirement une infinité de fois, et d’autre part les configurations dites
transientes, que ’on ne peut plus retrouver une fois une configuration récurrente atteinte. Les questions
intéressantes concernent cet ensemble de configurations récurrentes, leurs propriétés géométriques, et les
propriétés statistiques des avalanches qui surviennent dans ces configurations. En dimension d = 1, le
comportement du modéle est assez simple, car les seules configurations récurrentes sont les configurations
ou h(z) = 1 pour tout x € E sauf en au plus un emplacement [RS92]. C’est en dimension d > 2 que le
modele devient véritablement intéressant.

Ce modéle a donné lieu a de nombreux développements depuis plus de 30 ans, autant du c6té des
physiciens que des mathématiciens. Nous ne mentionnons ici que quelques-uns des résultats, et renvoyons
4 [Dha06] et [J18] pour une présentation plus compléte.

Dans [MD92], une bijection est définie entre les configurations récurrentes et les arbres couvrants,
griace a une procédure appelée « burning method ». En utilisant cette correspondance, la distribution
exacte des hauteurs de grains a été calculée par [Pri94]. Dans [IKP94], un nouveau point de vue sur les
avalanches est introduit, qui consiste & considérer ’ensemble des sommets qui s’écroulent exactement
une fois pendant une avalanche. Cet ensemble est appelé « vague », et peut étre décrit avec des arbres
couvrants doublement enracinés, ce qui permet d’obtenir des informations sur la distribution de la
taille des vagues. Alors que la distribution des avalanches est mal comprise, la distribution des vagues
présenterait des lois de puissance, et cette correspondance avec les arbres couvrants a permis de calculer
plusieurs exposants critiques [KLGPO00|, et d’obtenir des résultats sur la limite en volume infini du
modéle en dimension d > 3 dans [JRO08|. Par ailleurs, il a été montré dans [Pri00] que la dimension
critique du modéle du tas de sable est égale & 4, ce qui signifie qu’en dimension d > 4, le modéle se
comporte de fagon similaire au cas du graphe complet.

Dans [BHJ17], une inégalité sur les exposants critiques a été obtenue en toute dimension d > 2.
Cependant, d’aprés [Dro00], la loi de puissance espérée sur la taille des avalanches n’est pas vérifiée en
dimension 2, mais serait limitée aux avalanches qui atteignent le bord, c’est-a-dire celles qui dissipent
des grains hors du systéme. Selon [DMST98| et [TDMS99], le cas de la dimension 2 présente une
distribution multifractale plutot qu’une loi de puissance, ce qui était déja entrevu dans [KNWZ89].
Mais en dimension d > 5, les lois de puissance observées numériquement par Bak, Tang et Wiesenfeld
concernant la distribution de la taille, du diamétre et du nombre des avalanches ont été confirmées
récemment par [Hut20], en montrant que les foréts couvrantes uniformes présentent un comportement
de type champ moyen. Mentionnons également le récent résultat [PS20] sur la géométrie fractale des
motifs qui apparaissent dans certaines configurations récurrentes.

2 La percolation

2.1 Description intuitive du modéle

Parmi les modéles mathématiques qui présentent une transition de phase, 'un des plus célébres est
la percolation. Ce modéle a été défini en 1957 par Simon Broadbent et John Hammersley [BH57], dans
le but de comprendre la propagation d’un fluide dans un solide poreux, ainsi que d’autres phénomeénes
similaires. Le solide poreux est constitué de fissures et de pores dans lesquels le fluide peut s’infiltrer,
et une question intéressante est de savoir, en fonction de la quantité de pores et de fissures, jusqu’'ou
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Iinfiltration est possible. Pour simplifier, Broadbent et Hammersley considérent que les pores forment
un réseau cubique, c’est-a-dire qu’il y a un pore situé en chaque point de Z3. Les fissures sont quant a
elles modélisées par des arétes qui relient les pores voisins, c¢’est-a-dire les points voisins dans Z3.

Pour refléter le caractére irrégulier du solide, nous considérons que pour chaque aréte entre deux
pores voisins, avec une certaine probabilité p celle-ci est assez large pour laisser passer le fluide (nous
disons alors que l'aréte est ouverte), tandis qu’avec probabilité 1 — p la fissure est absente ou trop
étroite et donc étanche au fluide (dans ce cas I'aréte est dite fermée). Ainsi, chaque aréte du réseau Z3
est ouverte avec probabilité p, et fermée avec probabilité 1 — p. Dans le modéle le plus simple, appelé
percolation de Bernoulli, les états des différentes arétes sont indépendants.

Imaginons que le solide soit une roche plongée dans de I’eau, et que nous voulions savoir si ’eau
va finir par atteindre le centre de la roche. Nous ne nous intéressons pas au temps nécessaire pour
que le centre de la roche finisse par étre mouillé, mais seulement au fait de savoir si cela finira par
arriver. Des variantes plus complexes de la percolation permettent d’étudier cette vitesse d’infiltration,
comme la percolation de premier passage ou la percolation d’invasion (voir paragraphe 4.4). Ainsi, nous
voulons savoir s’il existe un chemin de fissures larges qui relie le centre de la roche au bord de la roche.
Pour des roches de taille « normale », c’est-a-dire beaucoup plus grandes que la taille des pores, cette
question revient plus ou moins & rechercher un chemin qui part d’un sommet dans Z3, n’emprunte que
des arétes ouvertes et continue arbitrairement loin, jusqu’a 'infini. C’est pourquoi nous nous intéressons
a la probabilité qu’il existe dans notre modéle un chemin ouvert de longueur infinie.

Cette probabilité dépend bien stir du paramétre p, et il n’est pas difficile de voir qu’elle vaut 0
sip=0et1sip=1,et quelle est croissante entre ces deux valeurs. Mais ce qui est plus surprenant,
c’est que la transition entre p = 0 (solide étanche) et p = 1 (solide complétement poreux) ne se fait pas
du tout de facon progressive. Il y a au contraire un phénomeéne de seuil, avec une probabilité critique p.,
comprise strictement entre 0 et 1 et telle que, si p < p., alors la probabilité qu’il existe un chemin ouvert
de longueur infinie est nulle, tandis que si p > p., cette probabilité vaut 1, c’est-a-dire qu’'un tel chemin
existe presque strement. Il s’agit donc d’une transition de phase, avec un point critique qui sépare deux
régimes dont les comportements macroscopiques sont trés différents.

D’un point de vue physique, ce modéle peut paraitre un peu trop simpliste pour étre réaliste.
Pourtant, son comportement est déja suffisamment riche pour aider & comprendre le phénoméne de
transition de phase, et son étude mathématique a contribué au développement de tout un ensemble
de techniques et d’idées nouvelles en théorie des probabilités. De trés nombreuses variantes existent,
notamment en considérant d’autres graphes, et ont donné lieu & des applications variées, qui sont loin
de se limiter a l'infiltration de ’eau dans les roches poreuses (par exemple la diffusion des épidémies ou
des incendies, ’étude des réseaux sociaux, etc).

Dans les paragraphes qui suivent, nous présentons le modéle de percolation dans Z¢ et quelques-unes
de ses propriétés qui nous seront utiles par la suite.

2.2 Notations et définitions
Arétes, boites et bords

Nous nous placons en dimension d, avec d un entier supérieur ou égal & 2. Nous disons que deux
points z, y € Z% sont voisins, ce que nous notons x ~ y, si ||z —y|, = 1, ot ||-||, désigne la norme
euclidienne usuelle. Pour tout ensemble de sommets V' C Z%, nous notons

EV] = {{ebcV i a~y)
l’ensemble des arétes (non orientées) entre deux sommets voisins de V. Nous définissons de cette fa-

con E¢4=E [Zd]. Il sera également intéressant de considérer le modéle de percolation sur des boites
finies, c’est pourquoi nous noterons, pour tout entier n > 1,

Am) =[5, 5[ nzt = HZJ V;J}d
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la boite (hyper-)cubique centrée en 0 et contenant n? sommets. L’ensemble des arétes de cette boite
sera noté E,, = E [A(n)]. Pour tout ensemble de sommets V C Z% nous définissons son bord intérieur
comme

AV = {xGV : Iy e zh\V xwy},

et son bord extérieur, qui sera noté
oV = {e:{ay}EEd tx eV et yEZd\V}.
Le diamétre d’un ensemble fini non vide V' C Z2 sera noté

diamV = max o=yl ob @ @)l = max e

Par un léger abus de langage, nous dirons qu'un ensemble V' C Z? est connexe si tous ses sommets sont
reliés entre eux par un chemin d’arétes de E¢ dont tous les sommets intermédiaires appartiennent a V.

Configurations et clusters

Soit w : E? — {0,1}. Un tel élément w est appelé une configuration de percolation sur Z%. Les
arétes e € EZ telles que w(e) = 1 sont dites ouvertes, et les autres arétes sont dites fermées. L’espace
des configurations est muni d'un ordre partiel naturel défini par w; < ws si wi(e) < wa(e) pour toute
aréte e € E9. Si py et po sont deux mesures de probabilité sur {0,1}" , nous dirons que jp domine
stochastiquement (i1, ce qui sera noté py = p2, si nous avons i (X) < p2(X) pour toute variable
aléatoire croissante X : {0, 1}E — R. Pour tout ensemble d’arétes H C Z%, nous notons

Osiec H,

w(e) sinon

lsiee H,

wg @ e€EY .
w(e) sinon

et wH:eEEd>—>{

les configurations obtenues a partir de w respectivement en fermant ou en ouvrant toutes les arétes de H.
Dans le cas d’un singleton H = {e}, nous écrirons simplement w, ou w®. Pour deux sommets x, y € Z%,
nous écrivons
w
Ty
s'il existe un chemin constitué d’arétes ouvertes dans la configuration w reliant x a y. Pour z € Z¢,

nous notons
Cz) = Clz,w) = {yeZd : x<i>y}

la composante connexe de z, ou « cluster » de z, dans la configuration w. Si € Z% et Y C Z¢, nous
écrivons

r+5Y & FyeY ey

Configurations sur la boite

Soit n > 1. Un élément w : E,, — {0, 1} est appelé configuration de percolation sur la boite A(n). Les
définitions ci-dessus s’étendent de facon naturelle aux configurations sur la boite. Ainsi, le cluster d’un
sommet = € A(n) dans la boite A(n) sera également noté C(z, w), sauf §’il y a un risque de confusion,
auquel cas nous préciserons Cp () (x, w). L’ensemble des clusters ouverts dans la configuration w sur la
boite A(n) sera noté

Cdm::{CMm@):xeMM}.

L’ensemble des sommets reliés au bord de la boite dans la configuration w sera noté

wuw)z{xeAm);x¢gamm},
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tandis que C,, (w) désignera I’ensemble des clusters ouverts qui ne touchent pas le bord, c’est-a-dire

Co(w) = {CA(n)(a:) Lz e A(n)\ M (w) } .
Nous avons ainsi une partition de la boite A(n) :

An) = || €= Muwu || C.

CECn(w) cecy (w)

Pour tout entier k € {1, R n2}, nous noterons
Colk) = Cilhw) = {CeCi(w) : €=k}

I’ensemble des clusters ouverts qui ne touchent pas le bord et qui contiennent exactement k& sommets.
Pour w : E,, — {0,1} une configuration de percolation dans la boite A(n), notons Chpez(w) C A(n)
le plus grand cluster ouvert dans la configuration w, en nombre de sommets. En cas d’égalité entre
plusieurs clusters, nous en choisissons un avec un ordre arbitraire sur les parties de A(n).

Définition du modéle de percolation Bernoulli

Pour 0 < p < 1, sur lespace {0, 1}Ed muni de la tribu engendrée par les événements ne dépendant
que d’un nombre fini d’arétes, notons P, la mesure produit telle que 1’état de chaque aréte suit une loi
de Bernoulli de paramétre p. Ainsi, sous la loi P, chaque aréte est ouverte avec probabilité p et fermée
avec probabilité 1 — p, les arétes étant indépendantes les unes des autres. Nous noterons aussi P, la loi
induite sur les configurations sur les boites. Ainsi, pour toute configuration w : E,, — {0, 1}, nous avons

Py(w) = H pw(E)(l _p)l—w(e) — po(w)(l —p)IE"‘fo(w)’
ecE,

oll nous avons noté o(w) le nombre d’arétes de E,, qui sont ouvertes dans la configuration w.

2.3 Inégalités de corrélation

Deux inégalités de corrélation jouent un roéle particuliérement important en théorie de la percolation.
L’inégalité FKG, démontrée par Cees Fortuin, Pieter Kasteleyn et Jean Ginibre [FKG71], stipule que les
événements croissants, c’est-a-dire les événements dont la fonction indicatrice est une fonction croissante
de {0, 1}E vers R, sont positivement corrélés.

Proposition 1 (Inégalité¢ FKG). Sip € [0,1] et si A et B sont deux événements croissants, alors
Pp(ANB) > Py(4)Py(B).

Une autre inégalité importante est l'inégalité BK, nommée d’aprés Jacob van den Berg et Harry
Kesten [vdBK85|. Soient A et B deux événements croissants ne dépendant que d’un ensemble fini
d’arétes E. Nous notons A o B I’événement donné par 1’ensemble des configurations w pour lesquelles il

existe une partie F' C E telle que wr € A et wp\p € B. Cet événement est appelé 'occurrence disjointe
de A et B.

Proposition 2 (Inégalité BK). Sip € [0,1] et si A et B sont deux événements croissants ne dépendant
que d’un nombre fini d’arétes, alors nous avons

Po(AoB) < P,(A)P,(B).
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FIGURE 1.1 — Percolation dans la boite A(n) avec p = 0.48 a gauche et p = 0.52 a droite. Les arétes du
plus grand cluster sont dessinées en traits pleins et les autres arétes ouvertes en pointillés.
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FIGURE 1.2 — Percolation dans la boite A(n) avec p = 0.48 a gauche et p = 0.52 a droite. Les arétes
reliées au bord sont dessinées en traits pleins et les autres arétes ouvertes en pointillés.
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2.4 Phénomeéne de transition de phase

Une question particuliérement intéressante dans le modéle de percolation sur Z¢ tout entier est de
savoir si le cluster d’'un sommet donné contient un nombre infini de sommets. Le modéle étant invariant
par translation, nous considérons le cluster de l'origine, et nous notons, pour p € [0, 1],

0(p) = Py( 1C(0)| = o)

la probabilité que le cluster de 'origine soit infini dans une configuration w tirée suivant P,. Nous
définissons alors la probabilité critique p. du modéle de percolation, en posant

pe = inf{pE[O,l] : 9(p)>o}.

Nous avons alors le résultat fondamental suivant, di & Broadbent et Hammersley [BH57, Ham57,
Ham59] :

Théoréme 1. FEn toute dimension d > 2, nous avons 0 < p. < 1, c’est-a-dire que le modéle de
percolation présente effectivement un phénomeéne de transition de phase.

Ce point critique p. sépare deux régimes caractérisés par des propriétés tres différentes. Dans le
régime p < p., appelé phase sous-critique, les clusters sont tous de taille finie presque siirement. De
plus, la distribution du diamétre des clusters présente une décroissance exponentielle, démontrée par
Mikhail Menshikov [Men86] :

Proposition 3. Pour tout p < p,, il existe ¥(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,
PP(O — 5‘A(n)) < e

Nous avons une décroissance exponentielle similaire pour le volume des clusters, qui a été démontrée
par Michael Aizenmann et Charles Newmann [AN84] :

Proposition 4. Pour tout p < p., il existe ¢(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,
Pp( 1C(0)] = n) < e

Plus précisément, nous avons

Vn > X(p)2 pp( |C(0)] > n) < 2exp (—QXZD)2> )

x(p) = E|ICO)]]
est la taille moyenne des clusters.

Dans le régime surcritique, la situation est bien différente, comme le montre le résultat suivant, di

a Robert Burton et Michael Keane [BK89] :
Proposition 5. Pour tout p > p., presque strement, il existe exactement un cluster ouwvert infini.

Ce cluster infini occupe alors une fraction positive du volume des grandes boites, ce qui a pour
conséquence que dans chaque grande boite A(n), il y a avec grande probabilité un cluster qui touche le
bord de la boite et contient environ #(p)n? sommets, ce qui est précisé par la proposition suivante :

Proposition 6. Pour tous p > p. et r < 0(p), il existe une constante c(p, r) > 0 telle que, pour
tout n > 1,

d—1

Pp(317€8A(n) L [Camy ()] >md) < e
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Ce résultat a été démontré en dimension d > 3 par Agoston Pisztora (théoréme 1.2 de [Pis96]),
jusqu’a un seuil p. de percolation dans des tranches, dont Geoffrey Grimmett et John Marstrand ont
démontré qu’il était égal a la probabilité critique p. [GM90]. En dimension 2, cela découle des résultats
de Kenneth Alexander, Jennifer Chayes et Lincoln Chayes [ACC90], comme nous le montrerons au
lemme 36, dans le chapitre 5 (pour le cas r = 1/8, pour simplifier les notations).

De plus, la taille des clusters finis dans le régime surcritique est contrélée par une inégalité exponen-
tielle, obtenue par Jennifer Chayes, Lincoln Chayes et Charles Newman [CCN87] en dimension d > 3 en
utilisant la percolation d’invasion (voir paragraphe 4.4), et en dimension 2 par Jennifer Chayes, Lincoln
Chayes, Geoffrey Grimmett, Harry Kesten et Roberto Schonmann [CCGT89].

Proposition 7. Pour tout p > p., il existe o(p) > 0 tel que, pour tout n > 1,
Pp<0 «—— 0A(n) et |C(0)] < oo) < el

Le modéle de percolation peut également étre défini sur d’autres graphes. Notamment, une va-
riante consiste a considérer le méme modéle mais sur le graphe complet & n sommets, c’est-a-dire que
pour chaque paire de sommets parmi les n sommets, il existe une aréte entre ces deux sommets avec
probabilité p. Nous obtenons alors un graphe aléatoire appelé graphe d’Erdgs-Rényi [ER59].

Une autre variante consiste & considérer la percolation sur un arbre régulier. Dans cette variante, de
nombreuses quantités comme les exposants critiques peuvent étre facilement calculées, et permettent
de comprendre le comportement de la percolation dans Z¢ en grande dimension [HS90].

Au lieu de déclarer chaque aréte ouverte ou fermée, une variante appelée percolation par sites consiste
a déclarer chaque sommet ouvert ou fermé avec probabilité p.

De nombreuses questions constituent encore des sujets actifs de recherche, comme la recherche des
exposants critiques, qui ne sont connus qu’en dimension 2 dans le cas de la percolation par sites sur
le réseau triangulaire [SWO01], ainsi qu’en grande dimension. Une autre question centrale est de savoir
si O(p.) = 0, ce qui est prouvé en dimension 2 et en grande dimension, mais reste par exemple a l’état de
conjecture en dimension 3. D’importants progrés ont été réalisés dans ’étude de la limite d’échelle de la
percolation quasi-critique, c’est-a-dire ’étude du comportement lorsque 1’échelle du réseau tend vers 0
en méme temps que le parameétre p se rapproche du point critique p. [SS11, GPS18a]. Un autre objet
intéressant est le « cluster infini émergeant », construit par Harry Kesten [Kes86], et qui correspond
intuitivement au cluster de I'origine en percolation critique « conditionné & ce que celui-ci soit infini ».
De nombreux travaux visent a démontrer que la percolation au point critique posséde une propriété
d’invariance conforme, ce qui a été démontré dans le cas du réseau triangulaire pour la percolation par
sites [Smi01].

2.5 La FK-percolation

Une variante de la percolation Bernoulli, nommée FK-percolation d’aprés Cees Fortuin et Piet
Kasteleyn, est particuliérement intéressante pour I’étude du modéle d’Ising, que nous aborderons plus
loin. Le modéle de FK-percolation sur la boite A(n) de parameétres p € [0,1] et ¢ > 0 et avec condition
aux bords £ € {0, 1} est défini par la densité de probabilité suivante :

! “(w w(e —w(e
O p,q(@) we {0,117 — 7¢ A HP ©(1 = p)t=©

n,p,q e€cE,
otll ZS, p,q st la constante de normalisation appropriée, qui vaut
Zs e = > OO0 -p)tee,
we{0,1}Fn e€En

et ot k°(w) = |C,(w)]| est le nombre de clusters ouverts dans la configuration w et k' (w) = |C, (w)| + 1
est le nombre de clusters ouverts lorsque tous les clusters qui touchent le bord sont comptés comme un
seul et méme cluster.
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Nous parlons de condition aux bords « libre » dans le cas & = 0, tandis que la condition aux
bords £ = 1 est appelée «lite ». Sip € [0,1], £ € {0,1} et ¢ > 1, alors quand n tend vers, Iinfini, la
mesure (;5” »,q converge faiblement vers une mesure de probablhte ¢p 4 sur lespace {0, 1} , muni de
la tribu engendree par les événements ne dépendant que d’un nombre fini d’arétes (voir théoréme 4.19
de [Gri06]). Nous notons alors, pour p € [0,1], £ € {0,1} et ¢ > 1,

0, ) = 5,,( 1C(0) = o)

la probabilité que l'origine appartienne a un cluster de taille infinie, et nous notons p.(q) le point critique
du modéle de FK-percolation, défini par

pe(a) = inf{pel0,1] : 6'(p, ) >0}

Nous omettrons parfois le paramétre ¢ dans les notations, cela signifiera alors que ¢ = 2. Dans ce cas
particulier ¢ = 2, les mesures ¢) , et ¢}, , se trouvent étre égales (d’aprés le corollaire 3 dans [Rao20]),
donc nous noterons simplement 6(p) = Gl(p, 2). Remarquons enfin que pour ¢ = 1, nous retrouvons le
modéle de percolation Bernoulli dans lequel les états des arétes sont indépendants.

Les mesures de FK-percolation possédent la propriété suivante d’imbrication, qui signifie que I'im-
position d’une condition aux bords revient & prendre la mesure FK dans une plus grande boite et a
conditionner par rapport a 1’état des arétes a 'extérieur de la boite initiale. Cette proposition est un
cas particulier du lemme 4.13 dans [Gri06].

Proposition 8. Soient p € [0,1], ¢ > 0, &, & € {0,1}, et ny, no tels que no > ny + 2. Pour tout
événement A ne dépendant que des arétes de la boite A(ny), nous avons

d)m,pq(A‘VeeEnz\Em we)=&1) = 65 pa(A).

L’inégalité FKG est encore valable dans le cadre de la FK-percolation, mais uniquement si ¢ > 1.
Nous avons donc :

Proposition 9 (Inégalité FKG). Soient p € [0,1] et ¢ > 1. Si A et B sont deux événements croissants,
alors
P,(ANB) > P,(A4)P,(B).

Des résultats de décroissance exponentielle similaires & ceux de la percolation existent également
dans le cas de la FK-percolation, méme si la situation est plus complexe. Nous ne détaillons pas ces
résultats ici, et renvoyons cette discussion au moment ol nous aurons besoin de ces inégalités, au cours
du chapitre 6.

2.6 Dualité

Le modeéle de FK-percolation (et donc a fortiori la percolation) en dimension 2 posséde une propriété
de dualité que nous présentons ici. Fixons un entier n > 2, et définissons le dual de la boite A(n) comme

A(n) = A(n_1)i<;, ;) - { (xli;,xgi;> : (xl,acg)eA(n—l)},

avec un signe — si n est pair et un signe + sinon, de telle sorte que les sommets de A*(n) sont situés au
milieu des faces du graphe (A(n), E,,), comme représenté sur la figure 1.3. Définissons aussi les arétes
duales, avec le méme signe 4+, comme

e = Bt (53) = { e n@ s oyl =1},



1.2. La percolation 15

Définissons les arétes intérieures de la boite A(n) comme

Eint = {e ={z,y} €E, : {z, y} £ OA(n) } . (1.1)

Pour toute aréte intérieure e € ELnt nous notons e* 'aréte de EX qui coupe e perpendiculairement en
n n
son mlheu, c’est-a-dire que

{(Il,Ig), (Il—i-l, 1‘2)}* = {<I1+17$2_1), <x1—|—1,x2—|—1>}
2 2 2 2

{(xl,xg), (ml,xg—kl)}* = {<$1—17$2+1), (131-1-1,1‘24—1)}
2 2 2 2

Nous avons alors

1.1 t,*
1 e
Tt o
RaEa! I
! I
aa! I
&'L-L & &

FIGURE 1.3 — La boite (A(n), E™) en traits pleins et son dual (A*(n), E}) en tirets.

Ainsi, au sens usuel de dualité pour les graphes, le graphe (A*(n), E}) est le dual du graphe obtenu
a partir de (A(n), E') en identifiant tous les sommets du bord dA(n). Si F C En? est un ensemble
d’arétes intérieures, nous noterons F'* = {e* £ eE F}. A toute configuration w € {0, 1} , hous pouvons
associer une configuration duale w* € {0, 1} " en posant

Ve € EIM w*(e*) = 1—wle).
Si nous identifions le graphe (A*(n), EX) avec la boite (A(n — 1), E,—1), ce qui revient a effectuer une

translation d’un vecteur £(1/2, 1/2), avec un signe + si n est pair et un signe — sinon, alors nous avons
la propriété suivante (qui découle de I’équation 6.12 dans [Gri06]) :

Proposition 10. Soient p € [0,1], ¢ > 1 et n > 2. Soit w € {0, 1} " une conﬁgumtwn de percolatzon
distribuée suwant la loi ¢y, , .. Alors la conﬁgumtzon duale associée w* € {0, 1} n ~ {0, 1} est
distribuée suivant la loi ¢9 _, _pt.q» OU le paramétre p* est donné par la relation

pp* = q(1—-p)(1—p*).
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FIGURE 1.4 — Une configuration w € {0, 1} " en tralts pleins (dont seules les arétes intérieures sont
représentées) et sa configuration duale w* € {0,1}5" en tirets.

3 Le modéle d’Ising

3.1 Définition du modéle

Un autre modéle important qui présente une transition de phase est le modéle d’Ising, trés étudié
a la fois par les physiciens et par les mathématiciens. Ce modéle a été défini dans les années 1920 par
Wilhelm Lenz et son éléve Ernst Ising, qui a étudié dans sa thése le cas de la dimension 1. Inventé
pour décrire la physique des aimants, le modéle d’Ising standard est défini dans un premier temps sur la
boite A(n), définie au paragraphe 2.2. Contrairement a la percolation qui peut étre facilement construite
directement sur Z% tout entier, le modéle d’Ising est d’abord défini en volume fini, puis une opération
de passage a la limite est nécessaire pour obtenir le modéle d’Ising sur Z¢. Imaginons que la boite A(n)
représente un aimant, et qu’en chaque point de A(n) se situe un atome. Cet atome posséde un « spin »
magnétique, qui ne peut prendre que deux valeurs, notées + et —. Ainsi, a chaque sommet x € A(n) est
associée une variable o(z) € {—, +}. Un élément o € {—, —|—} ") est appelé une configuration de spin.

Du fait de la force électromagnétique, les spins des atomes voisins interagissent de fagon attractive,
c’est-a-dire qu’ils ont tendance a s’aligner pour prendre le méme signe. Cette interaction peut étre
encodée dans la fonction d’énergie suivante, appelée Hamiltonien de la configuration de spin o :

Holo) = = > ol@)o(y) = —% > a@)aly),

{zy}€eEy, (z,y)€A(n)?
zy

ol nous prenons la somme sur tous les couples {z,y} de sommets voisins dans la boite A(n). Le signe
négatif signifie que les configurations dans lesquelles les atomes voisins ont des spins égaux ont une
énergie plus faible, et sont donc favorisées. Les états d’énergie minimale sont alors les deux configurations
constantes 0 = + et 0 = —, dans lesquelles tous les spins sont alignés.

Mais, a cause des fluctuations thermiques, un aimant observé & une température T est rarement dans
un état d’énergie minimale. Au lieu de cela, son état tend a étre distribué suivant une loi de Boltzmann,
donnée par la distribution de probabilité

A(n)

pn, 0 € {—,+} H”(o)) ’

1
—_ = -
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ot Z, 1 est la constante de normalisation appropriée, appelée fonction de partition, qui vaut

Zn = Z exp (—H”T(U)>

ge{—+}H™

Par conséquent, les deux configurations extrémales dans lesquelles tous les spins sont égaux sont celles
de probabilité maximale, mais les configurations avec une répartition plus équilibrée de spins + et —
sont, bien plus nombreuses : nous disons que ces derniéres ont une plus grande entropie. Il y a donc une
compétition entre ’énergie et I’entropie, et la température joue un roéle d’arbitre, en décidant lequel des
effets 'emporte.

Pour étudier ce modéle, nous ajoutons une contrainte en imposant une condition aux bords. Par
exemple, nous pouvons forcer les spins sur la frontiére de la boite A(n) a porter un signe +. Nous
étudions alors une mesure ,u;T7 qui s’obtient & partir de la mesure p,, 7 en conditionnant par rapport
a Pévénement que o(x) = + pour tout x € OA(n). Nous avons donc

-(5)

/‘Z,T : 06{—7—1-}/\(”) —

Z;T T

ol Z:, 7 est la nouvelle fonction de partition, et ou le Hamiltonien ;| est donné par

H, (o) sio(x)=+ pour tout x € IA(n),

H,i(0) = {

+ oo sinon.

Nous étendons la définition ci-dessus au cas d’une température nulle en posant

fao ¢ 0 €{= 4}

1 sio(xz) =+ pour tout = € A(n)

A(n) ’

—
{ 0 sinon.

Pour toute configuration o : A(n) — {—, +}, nous définissons la magnétisation de o comme

m(o) = Y o).

z€A(n)

Une question intéressante se pose alors : lorsque la taille de la boite A(n) tend vers l'infini, est-ce
que Paimantation moyenne m(c)/ |A(n)| reste influencée par la condition aux bords ? Plus précisément,
nous considérons la limite décroissante suivante :

m*(T) = lim p; 7 (m(0))

ol M:,T( -) désigne Pespérance par rapport a la mesure d’Ising a température T avec condition + aux
bords de la boite A(n). La propriété fondamentale du modele d’Ising est l’existence d’une transition
de phase, avec une température critique, notée T,.. Quand T < T, nous avons m*(T) > 0, ce qui
signifie que les spins + Pemportent sur les spins —, tandis que m*(T") = 0 pour T' > T, ce qui signifie
que, loin du bord, les spins ont tendance & étre distribués équitablement. Alors que pour des tailles de
boites finies, les fonctions T +— /J;T(m(a)) sont analytiques, leur limite quand le nombre de spins en
interaction tend vers l'infini n’est plus analytique et présente un comportement singulier au voisinage
de la température critique.

Physiquement, ce phénoméne se traduit par une propriété des aimants sous leffet d’un champ
magnétique : si un champ extérieur est appliqué sur un aimant, les spins de cet aimant ont tendance &
s’aligner avec le champ magnétique extérieur. Si ce champ est ensuite « éteint », alors nous observons
deux comportements différents en fonction de la température. Au-dessous de la température critique 7T,
les spins « gardent la mémoire » du champ magnétique et restent majoritairement alignés dans la méme
direction, alors qu’ils « oublient » celui-ci et reviennent au désordre au-dessus de cette température.
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3.2 Couplage d’Edwards-Sokal

Le modéle de FK-percolation avec ¢ = 2 est relié au modeéle d’Ising via le couplage d’Edwards-
Sokal. Nous reprenouns ici le résultat exposé en section 1.4 de [Gri06]. Soient p €]0,1] et T > 0 tels
quep=1—e2/T (avec la convention e=2/0 = 0). Considérons la distribution de probabilité

A(n = 1 w(e —w(e
Ho: (07 w) € {_7+} () X {071} 7 7 | I p ( )(1 _p)l ( )50(36),0(31) I | 5a(m),+
P e={ax,y}€E, €A (n)

ou Z, est la constante de normalisation appropriée. Alors la marginale de p sur {— +}A(") est la mesure

d’ Ismg ,un 7 tandis que la marginale de p sur {0, 1} " est la mesure de FK-percolation ¢l _p,2- Pour
une configuration w : E,, — {0,1}, la mesure conditionnelle z(-|w) s’obtient en posant o(z) = 4 pour
tout 2 € M,,(w) et en associant des spins constants sur les autres clusters, indépendants entre clusters,
et chacun étant distribué uniformément sur {—, +}. Pour o : A(n) — {—, +} vérifiant o(zx) = + pour
tout « € A(n), la mesure conditionnelle u(-| o) s’obtient en posant w(e) = 0 pour les arétes e = {z,y}
qui sont telles que o(x) # o(y), et en tirant w(e) suivant une loi de Bernoulli de parameétre p pour les
autres arétes e, les états des arétes étant conditionnellement indépendants. La température critique du
modéle d’Ising et la probabilité critique du modéle de FK-percolation sont donc reliées par

pe(2) = 1—e 2T, (1.2)

3.3 Le modéle d’Ising Curie-Weiss

Le modéle d’Ising Curie-Weiss est une variante du modéle d’Ising, nommée d’aprés Pierre Curie et
Pierre Weiss, pionniers de I’étude des propriétés magnétiques des matériaux. Ce nouveau modéle est
construit avec la méme fonction d’interaction que le modéle d’Ising standard, mais sur un graphe complet
plutot que sur le réseau Z¢. Les configurations sont alors des éléments de {—,+}", et le Hamiltonien
est donné par

MV (o) = 5= 3D 0ol = ~HO o 50) = o) 44 o(n).

n

Le modéle d’Ising Curie-Weiss a la température T' > 0 est donc défini par

n 1 HEW (o
pS o o e {— 4" — 7O €XP <_T()) .
n, T’

Alors que dans le modeéle d’Ising ordinaire, le champ magnétique ressenti par un atome dépend de la
moyenne des spins de ses voisins, dans le modéle d’Ising Curie-Weiss, celui-ci dépend de la moyenne des
spins de I’ensemble des autres atomes. Pour cette raison, cette variante est appelée approximation du
champ moyen. Cette simplification peut paraitre extréme, mais le modéle d’Ising Curie-Weiss présente
déja une transition de phase similaire au modéle d’Ising classique, comme le montre le résultat suivant,
présenté au chapitre V.9 de [EL06] :

Théoréme 2. Pour tout n > 1, notons S, = (1) +---+ o(n), ot o est une configuration distribuée
suivant ,ug% SiT > 1, alors nous avons la convergence en loi

Sh C T
VAR (0’ T—-1 > |
Si0<T <1, alors il existe m(T) > 0 tel que

Sn £, Oomm) +oma)

n n—+oo 2

Dans le cas critigue T =1, nous avons

Sy, C 4\ V4 1\ ! xt
WY n—>—+><>o (3) F<4) eXp(_IZ) dr .
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4 Quelques modéles auto-critiques construits & partir de la per-
colation et du modéle d’Ising

La percolation et le modéle d’Ising étant parmi les modéles les plus simples et les plus étudiés qui
présentent une transition de phase, c¢’est tout naturellement que de nombreux modéles de criticité auto-
organisée ont été construits comme des variantes de ces deux modéles fondamentaux. Nous présentons
ici un modéle construit & partir du modéle d’Ising en champ moyen, puis certains modéles issus de la
percolation, dont plusieurs modéles de feux de foréts.

4.1 Un modéle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-organisée

Une idée naturelle pour obtenir un modéle présentant le phénoméne de criticité auto-organisée,
présentée par Didier Sornette dans [Sor92|, est de considérer un modéle qui présente une transition de
phase et d’introduire une rétroaction de la configuration vers le paramétre de contrdle (par exemple,
la température). Si cette rétroaction est bien choisie, le parameétre de controle peut alors se retrouver
attiré vers le point critique. Le modéle obtenu présente donc un comportement critique, sans qu’il soit
besoin d’ajuster un paramétre & une valeur précise, puisque ce paramétre s’ajuste de lui-méme. Nous
pouvons donc parler de criticité auto-organisée. L’article [Sor92] applique cette idée en proposant un
mécanisme dynamique pour transformer la percolation ou le modeéle d’Ising en modéles auto-critiques,
en mettant & jour étape par étape le paramétre du modeéle pour 'ajuster au point critique. Le méme
principe est mis en ceuvre expérimentalement dans [FSS93|, et adapté dans un contexte de sciences
sociales par [SWdA100]. Cependant, les modéles proposés sont assez complexes et définis de fagon
algorithmique, ce qui fait que leur étude se limite souvent & des simulations numériques.

Dans sa thése [Gorl5|, Matthias Gorny a construit un modéle simple de variables aléatoires en
interaction de type champ moyen qui présente un phénomeéne de criticité auto-organisée, en utilisant
cette idée d’une rétroaction sur le paramétre de controle. Construit a partir du modéle d’Ising Curie-
Weiss généralisé (c’est-a-dire avec une loi p quelconque pour les spins, qui n’est pas forcément la loi
uniforme sur {—1,1}), avec une température qui n’est plus fixe mais fonction des variables aléatoires
elles-mémes, ce modéle est défini par la densité de probabilité sur R™ :

1 (g + -+ x,)?

dl/n,p(l‘l, . ,fEn) = Z— exp (QM) 1{mf+--~+wi>0} Hdp(%)
" n i=1

ou p est une mesure de probabilité sur R, et Z,, est la constante de normalisation. Le point intéressant
est alors que la somme S,, = 1 + - -+ + x,, présente un comportement asymptotique qui correspond &
celui du cas critique : Matthias Gorny a démontré le résultat suivant :

Théoréme 3 ([CG16]). Soit p une mesure de probabilité symétrique sur R qui n’est pas la masse de
Dirac en 0 et telle que

J1p >0 /e”ozzdp(z) < +4o00.
R

Notons o la variance de p et uy son moment d’ordre 4. Alors, sous Un,p, NOUS avons la convergence en

loi 1/4 1/4 -1

st (5) () oo ()

023 noieo \3 4 P\T12) ™

Ainsi, sous certaines conditions sur la mesure p, les fluctuations de S,, sont d’ordre n°/= et la loi

limite n’est pas gaussienne, mais de la forme C exp(—s*/12), ce qui correspond 4 la loi limite du modéle
d’Ising Curie-Weiss critique, comme expliqué au paragraphe 3.3. Le modéle ainsi « auto-thermostaté »
tend de lui-méme vers un régime critique, sans qu’il y ait besoin d’ajuster un paramétre a une valeur
particuliére : nous pouvons donc bien parler de criticité auto-organisée. Plus loin, nous étudions une
variante de ce modéle qui n’est plus de type champ moyen, mais avec des interactions & longue portée
(voir la premiére section du chapitre 2).

3/4
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4.2 Des modéles pour les feux de foréts
Un premier modéle ou le feu se transmet d’arbres en arbres

De nombreux modéles de feux de foréts ont été définis pour illustrer le phénoméne de criticité auto-
organisée, en suivant une idée similaire au modéle du tas de sable. Un premier automate cellulaire a
été deéfini par [BC89, BCTI0], mais des simulations ont par la suite montré que ce modéle ne présentait
pas le comportement de criticité auto-organisée espéré [GK91, MDS92|. Le modéle le plus étudié par les
physiciens est plutot celui défini par Barbara Drossel et Franz Schwabl [DS92], qui est une modification
du modéle de [BCT90]. Ce modéle est défini comme suit : chaque case du réseau {1, ..., N} peut
étre ou bien occupée par un arbre vert, ou bien occupée par un arbre en feu, ou bien vide. Nous
commengcons par exemple par une configuration ou toutes les cases sont vides. Puis nous mettons a jour
la configuration et effectuant simultanément les quatre opérations suivantes :

e Tous les arbres qui étaient en feu deviennent des cases vides;

e Tous les arbres verts dont au moins un voisin était en feu deviennent des arbres en feu;

e Sur chaque case qui était vide, un arbre vert pousse avec probabilité p, indépendamment des
autres cases;

e Chaque arbre qui était vert et dont aucun voisin n’était en feu devient en feu avec probabilité f,
indépendamment du reste (nous disons que larbre est frappé par la foudre).

Notons que ces opérations ont lieu en paralléle, une case ne peut pas devenir vide et voir un arbre vert
repousser au cours de la méme itération, et un feu qui apparait sur un arbre ne se transmet aux arbres
voisins qu’a litération suivante, puis aux voisins des voisins a Uitération d’apreés, etc. D’aprés [DS92],

sous la condition
£\ 1 1 1
()" a1l
p P /

le modéle présente un comportement critique, au sens d’une distribution auto-similaire de la taille des
clusters d’arbres, de la durée de vie des arbres et des incendies, et d’une limite non triviale pour la densité
d’arbres, dans la limite thermodynamique N — oco. La condition (1.3) correspond a une séparation des
échelles de temps : le temps qu’il faut pour briiller tout un cluster d’arbres doit étre beaucoup plus
petit que le temps nécessaire pour qu’un arbre repousse, qui doit lui-méme étre trés petit devant le
temps qui sépare deux éclairs en un méme site. Nous retrouvons ici une caractéristique commune a de
nombreux modéles de criticité auto-organisée, qui rappelle le fait que, dans le modéle du tas de sable,
les avalanches sont instantanées par rapport a I'ajout des grains, ou que les séismes durent beaucoup
moins longtemps que le temps d’accumulation de I’énergie dans une faille géologique, comme expliqué
au paragraphe 1.3. Il y a ici une double séparation des échelles de temps, puisque nous avons trois
échelles de temps bien distinctes au lieu de deux habituellement.

Par la suite, plusieurs simulations sur des systémes de plus grande taille ont contredit les prédictions
de [DS92], en obtenant d’autres valeurs pour les exposants critiques et en montrant que le compor-
tement du modeéle est en réalité plus complexe [Hen93, Gra93], ce qui sera confirmé par [CDS94].
D’aprés [SDCS00], la distribution de la taille des incendies n’est plus auto-similaire lorsque nous consi-
dérons le modéle a grande échelle. 11 se formerait alors des parcelles au sein desquelles la densité d’arbres
est relativement homogéne, mais différente d’une parcelle a I'autre, ce qui impliquerait 'existence de
deux catégories qualitativement distinctes d’incendies : ceux qui s’étendent sur toute une parcelle et
ceux qui sont plus petits. Ces derniers brilent des ensembles d’arbres qui ressemblent & des clusters
en percolation et ont une structure fractale, ce qui n’est plus le cas des feux qui affectent toute une
parcelle. Cette situation plus complexe qu’un comportement critique « standard », dans lequel aucune
échelle ne joue un role particulier, pourrait expliquer les observations divergentes sur des simulations &
des échelles différentes [SDS02].

Mais apreés toutes ces explications contradictoires, des simulations numériques sur des grilles de trés
grande taille sont venues contredire les travaux précédents, du moins en dimension 2. D’aprés [Gra02]
et [PJ02], le modéle ne présente aucune des lois de puissances qui lui sont attribuées, et méme la densité
limite ne correspond pas aux prévisions antérieures : Peter Grassberger conjecture que celle-ci converge
plutét vers la probabilité critique de la percolation par sites sur Z2.

(1.3)
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Les prévisions de ce modéle de feux de foréts ont été comparées avec des observations d’incendies
naturels [MMT98] qui ont confirmé que la taille des incendies est plutot bien décrite une loi de puis-
sance. L’article cite notamment des implications pratiques de ce modéle, en expliquant qu’il permet de
comprendre pourquoi il vaut parfois mieux laisser briiler les petits et moyens incendies pour éviter une
trop forte densification et I’accumulation de nombreux arbres morts et donc un terreau favorable & des
feux catastrophiques. Ce modéle a également été appliqué a l’analyse de certaines épidémies [RA96].

Malgré sa définition simple et intuitive, ce modéle a surtout été étudié par des simulations et des
raisonnements heuristiques. Peu de résultats mathématiquement rigoureux ont été obtenus, les travaux
un peu plus analytiques se limitant par exemple a la version en champ moyen [CFO93] ou au cas de la
dimension 1 [DCS93].

D’autres modéles avec destruction instantanée des clusters

Les mathématiciens se sont intéressés & plusieurs variantes du modéle de Drossel-Schwabl, qui se
prétent mieux & une étude théorique. Notamment, Maximilian Diirre a étudié¢ un modéle défini sur Z¢
en temps continu. Les cases peuvent étre ou bien libres ou bien occupées par un arbre, et chaque
case libre devient occupée selon un processus de Poisson de taux 1, indépendamment des autres cases.
Parallélement, et indépendamment, chaque case est frappée par des éclairs selon un processus de Poisson
de taux \. Lorsqu’une case occupée est frappée par un éclair, ’ensemble de son cluster de cases occupées
devient aussitot vacant, c’est-a-dire que tous les arbres voisins brillent instantanément (contrairement
au modéle précédent, dans lequel le feu se propageait petit a petit). L’existence d’un tel processus
sur Z4, qui n’est déja pas évidente, a été démontrée par [Diir06al, et son unicité a été montrée sous
certaines conditions [Diir06b].

Si A = 0, 'état du modéle au temps ¢ (avec toutes les cases vides comme condition initiale) correspond
4 une percolation indépendante par sites de paramétre p = 1 — e~*. Par conséquent, & tout instant ¢ >
te = —In(1 — p.), ot p. désigne la probabilité critique pour la percolation par sites sur Z%, il existe
presque stiirement un cluster infini. Avec un paramétre A > 0 fixé, les éclairs empéchent I'apparition de
trop grands clusters, qui se retrouvent rapidement briilés. Le comportement le plus intéressant s’observe
dans le régime ot A — 0, ot les clusters d’une taille finie fixée sont détruits a un taux négligeable, tandis
qu’un cluster infini ne peut survivre sans étre aussitdt détruit. Le systéme se retrouverait alors forcé
dans une situation ou le cluster infini est sur le point d’apparaitre, mais n’y parvient pas.

Ce modeéle a été étudié en dimension 1 dans le régime oi A — 0 par [vdBJ05], qui montre que la
densité de cases vides est d’ordre 1/In(1/)), confirmant ainsi une prédiction des physiciens [DCS93|
mais en corrigeant leurs estimations sur la taille des clusters.

Dans [RT09], Balazs Rath et Balint Toth étudient un modeéle défini de fagon similaire, mais sur un
graphe complet & n sommets, c’est-a-dire en champ moyen. Le régime le plus intéressant est alors celui
ot le taux de croissance des arbres en chaque case est de 1/n, et le taux d’apparition des éclairs est choisi
de telle sorte que n~t < A\(n) < 1. Dans ce régime, les auteurs montrent que, sous certaines conditions
sur la configuration initiale, la distribution stationnaire des tailles de clusters converge quand n tend
vers l'infini vers une distribution en loi de puissance, qui est obtenue comme solution d’une équation
de Smoluchovski modifiée : le nombre de clusters de taille k est alors d’ordre k=3/2, ce qui montre
que ce modéle présente un phénoméne de criticité auto-organisée. Par la suite, cette description a été
notamment complétée par [CFT15] qui étudie Pévolution de la taille du cluster d’un sommet fixé, et
par [CRY18] qui s’intéresse a la structure de graphe des clusters et la distribution des « ages » des
sommets (le temps écoulé depuis le dernier éclair frappant leur cluster).

Mentionnons également une variante de ce modéle, construite & partir de la percolation dynamique
dans Z%, ot les clusters disparaissent a un taux égal & leur taille. Etudiée dans [BF09], ce modéle se
veut une simplification du modéle du tas de sable décrit au paragraphe 1.4.

La percolation autodestructrice

La percolation autodestructrice est un modéle apparenté au modéle précédent de feux de foréts,
qui a été introduit par Jacob van den Berg et Rachel Brouwer dans [vdBBO04|. Il consiste & tirer une
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configuration de percolation surcritique par sites sur Z¢, a fermer tous les sites appartenant au cluster
infini, puis & ouvrir chaque site fermé indépendamment et avec une petite probabilité § > 0 (aussi bien
les sites du cluster infini que l'on vient de fermer, que les sites qui étaient déja fermées avant cela).
La loi de la configuration ainsi obtenue est notée P, 5. La question intéressante est alors de savoir si le
fait d’ouvrir cette petite proportion de sites suffit ou non a recréer un cluster infini. Van den Berg et
Brouwer conjecturent que, en dimension 2 et pour § assez petit, cela n’est pas le cas, c’est-a-dire qu’il
existe un 0 > 0 tel que, pour tout p > p,, il n’existe P, s-presque stirement aucun cluster infini. Cette
conjecture sera démontrée plus tard par [KMS15].

Une implication intéressante et quelque peu déroutante de ce résultat est la non-existence, en di-
mension 2, d’'un processus dans lequel les arbres poussent avec un taux 1 et tout cluster infini est
détruit immédiatement dés son apparition. Un tel modéle correspondrait en quelque sorte & la limite
quand A — 0 du modéle construit par Maximilian Diirre décrit plus haut, c’est-a-dire que les éclairs ne
frappent que les clusters infinis, et ce, dés qu’ils apparaissent. L’intuition, décrite par [KMS15], est que,
si un tel modéle existait, alors aucun cluster infini n’apparaitrait aux temps ¢ < . = — In(1 — p.) mais,
pour tout temps ¢ > t., un cluster infini a forcément brilé entre t. et ¢, sans quoi il y aurait un cluster
infini au temps ¢. Ainsi, un nombre infini d’incendies de clusters infinis s’accumule juste aprés le temps
critique t., ce qui contredit le fait que la reconstitution d’un cluster infini nécessite de rouvrir au moins
une proportion minorée par § > 0 des sites.

Cette conjecture est en revanche fausse pour ce modéle sur des graphes non moyennables [AST14] ou
en grande dimension [ADCKS15|. Les résultats de [KMS15], combinés avec ceux de [vdBB06], impliquent
par ailleurs plusieurs propriétés pour une autre variante du modéle de feux de foréts, dans laquelle les
clusters sont brilés dés qu’ils atteignent une certaine taille fixée.

4.3 La percolation gelée

La percolation gelée est un modéle similaire aux modéles précédents, dans lequel les clusters sont
gelés au lieu d’étre briilés, et ne peuvent plus évoluer une fois gelés. Ce modéle est inspiré de ’étude du
processus de polymérisation & I’ceuvre dans ce qui s’appelle la transition sol-gel, c’est-a-dire le fait que
des molécules isolées baignant dans un solvant, en se liant petit a petit les unes aux autres, finissent
par former une structure cohérente appelée gel [Flo41, Sto43].

Une premiére version, construite a partir de la percolation par sites, consiste & geler les clusters
dés lors qu’il deviennent infinis. Une fois un cluster gelé, il n’est pas supprimé, mais les sites fermés
qui délimitent sa frontiére restent définitivement fermés, empéchant ce cluster de grandir davantage.
L’existence d’un tel processus a été prouvée par David Aldous dans [Ald00] pour le cas particulier de la
percolation sur ’arbre binaire infini. Dans ce modéle, dés lors que plus de la moitié des sites sont ouverts,
le modéle se bloque dans un état que I'on peut qualifier d’auto-critique, les clusters finis ressemblant
alors a des clusters de percolation critique.

Sur le réseau carré Z2, un tel processus dans lequel les clusters infinis sont gelés n’existe pas, d’aprés
un argument de Benjamini et Schramm présenté en section 3 de [vdBT01]. Cela a amené a considérer,
dans [vdBdLN12], un modéle dans lequel les clusters sont gelés dés lors que leur diamétre dépasse un
certain seuil N. L’évolution d’un site ne dépend alors que des sites & une distance inférieure ou égale
a N, ce qui assure que le processus est bien défini comme un systéme de particules en interaction
avec une portée finie (voir [Lig85]). Dans le cas de l'arbre binaire infini, un tel modéle permet bien de
retrouver le comportement observé par Aldous dans la limite N — oo [vdBKN12|. Dans Z2, le modéle
a été étudié par Demeter Kiss [Kis15], qui a démontré que, dans la limite N — oo, les clusters qui
sont gelés le sont tous dans une fenétre « quasi-critique », c’est-a-dire a p, + O(n=3/%), et ces clusters
ressemblent donc en un certain sens & des clusters de percolation critique. Ainsi, ce modéle présente
un phénomeéne qui peut étre qualifié de criticité auto-organisée. Dans [vdBN17a], une variante de ce
modéle est étudiée, dans laquelle la condition aux bords des clusters gelés est modifiée en ne fermant
plus les sites adjacents & un cluster gelé. Ces sites continuent alors d’évoluer, et peuvent se fermer, et
se geler quand le diamétre de leur cluster de sites fermés mais non gelés dépasse N. Ce modéle modifié
présente alors des différences notables avec le modéle précédent, avec 'apparition de certains clusters
trés denses, qui gélent longtemps aprés le point critique.



1.4. Quelques modéles auto-critiques construits a partir de la percolation et du modéle d’Ising 23

Plutot que le diamétre des clusters, d’autres travaux ont porté sur le modéle dans lequel les clusters
sont gelés dés lors que leur taille en nombre de sommets dépasse le seuil N [vdBN17b, vdBKN18], qui
montrent que ce modeéle est assez différent du modele avec le volume des clusters. D’aprés [vdBN17a],
le comportement est dans ce cas plus robuste vis-a-vis des conditions particuliéres imposées aux bords
des clusters gelés.

Dans [Rat09], une variante de la percolation gelée en champ moyen est étudiée, dans laquelle les
clusters gélent lorsqu’ils sont frappés par des éclairs. Ce modéle présente un comportement similaire au
modéle de feux de foréts en champ moyen décrit dans [RT09], que nous avons évoqué plus haut. Pour un
large régime du taux d’éclairs, le modéle se bloque dans un état qui ressemble & un graphe d’Erdds-Rényi
critique, et les clusters non gelés ressemblent alors a des arbres de Galton-Watson critiques.

4.4 La percolation d’invasion

La percolation d’invasion est une autre maniére peut-étre plus naturelle d’obtenir un modéle de
criticité auto-organisée a partir de la percolation. Ce modéle a été introduit au départ pour décrire
I’évolution de linterface entre deux liquides non miscibles dans un milieu poreux [CKLWS82]. Plus
précisément, il s’agit d’étudier la fagon dont 'un des liquides, injecté au fur et & mesure, gagne peu a
peu du terrain sur ’autre liquide en « envahissant » les uns aprés les autres les pores que le premier
liquide occupait. Motivée au départ en partie par des intéréts économiques, notamment ’extraction des
hydrocarbures, I’étude de ce modéle s’est révélée intéressante d’un point de vue théorique, en apportant
un nouveau point de vue sur la percolation. Mentionnons par exemple 'utilisation de la percolation
d’invasion pour démontrer la décroissance exponentielle dans la phase surcritique (voir proposition 7)
en dimension d > 3 dans [CCN87], ou encore pour démontrer des résultats sur la fagon dont les clusters
infinis fusionnent dans la phase ou il existe une infinité de clusters infinis dans [HPS99], sur des graphes
non moyennables.

La percolation d’invasion est un processus dynamique d’exploration du réseau Z¢, défini de la facon
suivante. Comme pour construire la percolation dynamique, pour chaque aréte e € E? du réseau cu-
bique Z%, nous tirons une variable aléatoire 7. suivant une loi uniforme sur [0, 1], les variables (7.).cgd
étant indépendantes. Décrivons ici la situation dans laquelle 'un des deux fluides est injecté en 0,
tandis que l'autre fluide occupe initialement tout le reste du réseau. Nous définissons une suite crois-
sante (E)ien de sous-graphes de (Z%, E4), le graphe E; correspondant & la zone envahie au temps ¢ par
le fluide injecté. Nous prenons pour Ej le sous-graphe constitué du seul sommet 0, et d’aucune aréte.
A chaque temps ¢t € N, nous regardons I’ensemble des arétes de E? qui relient un sommet de F; a un
sommet de Z%\ F;, et nous ajoutons & F; I’aréte parmi celles-ci pour laquelle 7. est minimal, ainsi que le
nouveau sommet & 'extrémité de cette aréte. Cela représente le fait que le liquide se propage a ’endroit
ou la résistance opposée est la plus faible. Ce processus d’exploration peut alors continuer indéfiniment,
et nous obtenons & la limite un arbre infini £ = U,enE, (c’est un arbre parce que nous ne rajoutons
que les arétes qui ménent & de nouveaux sommets), qui se trouve avoir des propriétés particuliérement
intéressantes.

Ce modéle suppose implicitement qu’au fur et a mesure que le liquide injecté se propage, 'autre
liquide peut s’échapper a l'infini, ou aux bords de la boite si le processus est restreint a une boite
finie. Mais il peut arriver qu’au cours du processus, une poche de liquide envahi se retrouve encerclée
par le liquide envahissant. Si les liquides sont incompressibles, il faut alors ajouter une contrainte pour
interdire 'invasion de cette poche, puisque le liquide envahi ne peut pas s’échapper et ne se laisse donc
pas envahir par 'autre liquide. Il existe donc deux variantes de la percolation d’invasion, dites avec ou
sans piégeage, selon que ’on autorise ou non I'invasion de ces poches isolées.

De par sa construction algorithmique, la percolation d’invasion a d’abord été étudiée par des si-
mulations numériques, qui ont mis en évidence les propriétés auto-critiques du modéle, avant méme
que la théorie de la criticité auto-organisée ne soit théorisée par Bak, Tang et Wiesenfeld en 1987.
Dans [WW83], des simulations sont menées sur des boites finies, en interrompant l'invasion dés qu’un
des bords de la boite a été atteint. L’ensemble exploré par le processus ressemble alors au « cluster infini
émergeant » dans la percolation critique, et posséde la méme dimension fractale, du moins dans le mo-
déle sans piégeage. En ajoutant le piégeage, les résultats sont peu modifiés en dimension 3, mais, comme
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lexplique [WW383], I'arbre exploré en dimension 2 se retrouve trés aminci. Cela peut s’expliquer par le
fait qu’en dimension 3, il est plus difficile d’encercler une poche de liquide envahi qu’en dimension 2. Le
modéle avec piégeage, plus complexe, a été beaucoup moins étudié par la suite, et nous décrivons donc
principalement ici le modéle sans piégeage.

Un raisonnement intuitif permet d’expliquer pourquoi I’ensemble exploré ressemble au « cluster infini
émergeant » critique. Considérons pour cela les p-clusters pour la percolation dynamique couplée avec la
percolation d’invasion, ¢’est-a-dire tirée avec les mémes variables (7, ).cga. Dés que envahisseur a atteint
un p-cluster infini, alors il reste ensuite pour toujours a U'intérieur de celui-ci, c’est-a-dire qu’il n’explore
plus aucune aréte e pour laquelle 7. > p, puisque les arétes avec 7, < p suffisent déja pour s’étendre
indéfiniment. Au fur et & mesure de son évolution, le processus d’exploration va alors atteindre des p-
clusters infinis pour des valeurs p > p. de plus en plus proches de p.. De plus, si un sommet est adjacent
a arbre exploré a un instant t et est relié a celui-ci par une aréte e telle que 7. < p., alors ce sommet
sera forcément exploré au plus tard une fois que tous les 7.-clusters qui intersectent I’arbre E; auront
été intégralement explorés. Ceux-ci étant presque siirement finis, ce sommet finit donc par étre atteint
par le processus d’exploration. Ainsi, nous comprenons pourquoi le cluster exploré devrait ressembler
au cluster infini émergeant dans la percolation critique.

Les heuristiques décrites de fagon informelles ci-dessus ont été rendues rigoureuses par [CCN85,
HPS99], ce qui confirme que la région envahie ressemble asymptotiquement au cluster infini émergeant de
la percolation critique. Ces résultats ont été précisés dans le cas de la dimension 2 par [Zha95, J03, DS12].
Cette ressemblance entre la percolation d’invasion et la percolation critique a tout de méme ses limites,
et certaines propriétés de la région explorée différent de celles du cluster infini émergeant. Notamment,
en dimension 2, la mesure de percolation d’invasion et la mesure du cluster infini émergeant sont
mutuellement singuliéres, d’aprés [DSV09]. Dans [GPS18b], la convergence de la percolation d’invasion
dans la limite d’échelle est étudiée, et il est montré que 'objet limite est invariant par rotations et
homothéties, mais il est conjecturé qu’il n’est pas invariant conforme.
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1 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions

a longue portée

Nous présentons dans cette partie une variante du modeéle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-
organisée que nous avons décrit en section 4.1 de 'introduction. En remplagant le Hamiltonien de type
champ moyen par une interaction limitée & une certaine portée, nous mettons en évidence un phénoméne
de seuil qui se produit pour une portée d’ordre n®/%. Les résultats énoncés ci-dessous sont démontrés

dans le chapitre 3, qui est d’ailleurs indépendant des chapitres qui le suivent.

1.1 Un premier modéle avec interactions entre proches voisins

Comme nous ’avons vu dans l'introduction, le modéle d’Ising Curie-Weiss de criticité auto-organisée

construit par Matthias Gorny est défini comme la distribution de probabilité

1 nHy(z1, ..., xn .
dl/’n,P(xla ey ﬂ?n) = eXp( ( ! )> 1Tn>0Hdp(xi>7

Zy 2T (z1, -y Ty)

i=1

25
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ou p est une distribution de probabilité sur R satisfaisant une certaine condition de moment exponentiel,
et ol nous avons noté

- 1
To(z1, ..., xn) = E xf et H,(x1,...,2,) = — E x; T (2.1)
n
Jj=1

1<i,5<n

Comme nous le voyons dans I’expression de H,,, I'interaction est de type champ moyen, c’est-a-dire que
tous les spins interagissent entre eux de fagon indifférenciée. Un objectif naturel est donc de définir un
modéle analogue, mais qui ne soit plus de type champ moyen, c’est-a-dire dans lequel 'interaction entre
les spins dépend d’une certaine géométrie. Une premiére idée consiste alors & remplacer l'interaction
entre tous les spins par une interaction limitée aux plus proches voisins d’une chaine de spins en
dimension 1, avec conditions aux bords périodiques. Pour simplifier, nous ne considérons pas des spins
avec une loi générale comme décrit en section 4.1, mais nous nous limitons & une distribution initiale
gaussienne, ce qui rendra possible un certain nombre de calculs exacts. Nous considérons donc I’espace R™
muni de la tribu des boréliens, et nous notons

I a2
_ —a2/2 5 .
dpn (21, ...y Ty) = CORE H e "% du;
Jj=1
la loi de n variables aléatoires Xy, ..., X,, gaussiennes centrées réduites indépendantes. Nous définissons

ensuite la fonction d’interaction

n

Hn : (SUl,...,ZL'n)GRn — ZZL’jZL’j+1,

Jj=1

avec la convention z,,+1 = x1, et nous conservons la méme température auto-ajustée 7,, donnée par (2.1).
Nous nous intéressons alors a la distribution de probabilité suivante :

1 nH,
~ n 2.2
dit, = 7 exp ( 2T, ) ditn , ( )

ou Z, est la constante de normalisation adéquate, que nous appellerons fonction de partition. Cette
distribution est bien définie puisque nous avons

N
V(x1, ..., x,) ER" ‘Hn(acl, ,xn)‘ < Zf = Ta(z1, ...y Tn), (2.3)

Jj=1

nH,
n < n/2 .
Zy = /nexp<2n)dun\e < 00

Nous nous intéressons alors a la distribution de la somme

ce qui nous assure que

n
Sp ¢ (z1, ..., xp) ER® — wa
j=1

et nous nous voulons déterminer 'ordre de grandeur des fluctuations de cette somme, ainsi que l'ex-
pression de la loi limite. Nous démontrons le résultat suivant :

Théoréme 4. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (X7')1<j<n tel que pour
tout n > 1, le vecteur (X7, ..., X) est distribué suivant la loi [, définie par I’équation (2.2). Nous
avons alors la convergence en loi

Sn L
NG el N(0, vV2+1).
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Ainsi, les fluctuations de la somme des spins sont gaussiennes et d’ordre 4/n, ce qui tranche avec
le comportement du modéle de Matthias Gorny dans lequel S,, est d’ordre n3/* avec une loi limite de
la forme C exp(—s*/12). Ce premier modéle semble donc trop simple pour présenter un comportement
pouvant étre qualifié de criticité auto-organisée. Ce résultat n’est pas trés surprenant, puisque le modéle
gaussien sous-jacent dans lequel la température T;, serait fixe, c’est-a-dire le modéle

L (Huwy, .. o)
Z exp (2T) diin

ne présente pas de transition de phase.

1.2 Introduction d’une portée d’interaction

Le comportement du modéle avec une interaction limitée aux plus proches voisins étant différent de
celui du modéle en champ moyen, il semble naturel d’étudier un modéle avec une portée d’interaction
intermédiaire. Entre les deux cas extrémes du champ moyen et de I'interaction entre sommets voisins, de
nombreux modéles différents existent. De maniére générale, nous pouvons considérer un Hamiltonien H,,
(notre H,, est plutot opposé du Hamiltonien, mais par abus de langage nous l'appelons ainsi) de la
forme

Hy(x1, .y xn) = Y I, j)zig,

1<i,j<n

ot le couplage J(i, j) = J(i — j) est une fonction décroissante de la distance qui sépare les deux spins ¢
et j (avec des conditions aux bords périodiques). Le comportement du modeéle dépend alors de la vitesse
avec laquelle cette fonction de couplage décroit. Etant données deux suites réelles (a,) et (by,), nous
écrivons a,, < b, et a, > b, pour signifier respectivement a,, = o(b,) et b, = o(a,). Dans [ACCNS3|,
I'exemple fondamental d’un couplage proportionnel & |i — j|~2 est étudié, et il est montré que le modéle
en question présente une transition de phase, de méme que les modéles construits avec une fonction de
couplage qui décroit moins vite que cela. En revanche, si J(i, j) < |i — j|72, alors le modéle d’Ising
obtenu ne présente plus de transition de phase, ce qui montre que le couplage en |i — j|~2 joue un role
de pivot entre les deux types de modéles.

Une autre maniére de construire des modéles intermédiaires consiste a tirer les couplages J(z, j) de
fagon aléatoire. Dans [BG93], Anton Bovier et Véronique Gayrard ont proposé un tel modeéle en tirant
les valeurs J(i, j) suivant des variables de Bernoulli indépendantes de paramétres p, ce qui revient a
considérer le modéle d’Ising sur un graphe d’Erdés-Rényi. En faisant varier le paramétre p avec n, il
apparait alors plusieurs régimes caractérisés par des fluctuations différentes pour la somme des spins.
Ces fluctuations ont été étudiées par Zakhar Kabluchko, Matthias Lowe et Kristina Schubert [KLS19a,
KLS19b| qui ont notamment montré que, pour une température critique et un parameétre p,, choisi tel
que p, > n~3/% le comportement ressemble & celui du modéle d’Ising Curie-Weiss critique, ¢’est-a-dire
que la somme des spins est d’ordre n?/* avec des fluctuations de la forme Cexp(—s?/12). Quand le
paramétre p, devient d’ordre n=3/4, toujours a la température critique, la loi limite change et un terme
quadratique apparait aux cotés du terme en s*. Si p, < n~3/* alors ce terme quadratique 1’emporte,
et donc les fluctuations de la somme des spins se retrouvent étre gaussiennes.

Cette approche a été généralisée par Nabarum Deb et Sumit Mukherjee [DM20], qui ont étudié
les fluctuations du modéle d’Ising construit sur un ensemble plus général de graphes. Sous certaines
conditions de régularité et de connectivité, ils parviennent a retrouver les mémes fluctuations que
dans le modéle en champ moyen lorsque le degré moyen d,, vérifie d,, > (nlnn)'/3 dans le régime
surcritique, d,, > /n dans le régime sous-critique, ou d,, > v/nlnn au point critique.

Dans notre cas, nous avons fait le choix de faire interagir chaque spin avec ses 2d,, plus proches
voisins, ou d,, est un paramétre pouvant évoluer avec n. Cela correspond a une fonction de couplage de
la forme

1 1 sije{i—dn,...,i—=1}U{i+1,...,i+d,}+nZ,
0 sinon.
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N’oublions pas que notre modéle est différent des modéles mentionnés ci-dessus, parce que les spins ne
sont pas a valeurs dans {—1, +1} mais ont une distribution gaussienne, et parce que I’ensemble des
spins interagissent par 'intermédiaire de notre température auto-ajustée T),. Ainsi, nous ne savons pas
a priori quelle portée d’interaction d,, sera nécessaire pour obtenir une loi limite en Cexp(—s*/12),
comme pour le modéle d’Ising Curie-Weiss. Nous nous donnons donc une suite d’entiers (dy,)n>2 telle
que 0 < 2d,, < n pour tout n > 3, et nous définissons le Hamiltonien

n dp
H, : (x1,...,z,) €ER" +— dizzxixi+jv

n

i=1j=1
avec la convention x4 = x} pour tout k € {1, ..., n}. Comme précédemment, nous avons
1 n i ;1;2 +x2 .
V(z1, ..., 20) ER™ |Hy(an, ..., z0)| < EZZ% = To(x1, ..., ), (2.4)
=1 j=1
ce qui nous permet de définir la distribution de probabilité
~ 1 nH,
dit, = — dpy, 2.5
fin = 7 exp ( 5T ) fin (2.5)

ou Z, est la constante de normalisation appropriée. Ainsi, le modeéle précédent (2.2) correspond au
cas particulier d,, = 1, tandis que le modéle étudié par Matthias Gorny correspond quasiment au
cas 2d, = n — 1 (il y a un facteur multiplicatif 1 — 1/n entre les deux Hamiltoniens, qui n’a pas
de conséquence sur la loi limite). Nous souhaitons donc savoir a partir de quel régime de la portée
d’interaction d,, apparait le phénoméne de criticité auto-organisée que nous avons décrit en section 4.1
de l'introduction pour le modéle en champ moyen. Dans un premier temps, nous avons considéré une
interaction avec une proportion positive de ’ensemble des sommets mais, comme le montre le résultat
suivant, ce n’est pas suffisant pour observer un changement de comportement par rapport au cas de
Iinteraction de type champ moyen.

Théoréme 5. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (X7')1<j<n tel que pour
tout n = 3, le vecteur (X7, ..., X7) est distribué suivant la loi [, définie par (2.5). Si le paramétre dy,

est tel que
n—oo

d, "~ An avec 0< <1,
alors mous avons la convergence en loi

Sn L \/§ ( 24)
— exp| —— ) dz.

n3/4 no+oo r(1/4) 4

Dans un tel régime de la portée d’interaction, nous observons donc les mémes fluctuations que pour
le modéle construit par Matthias Gorny. Cependant, le théoréme 5 ne nous permet pas de voir a partir
de quelle portée d’interaction apparait la loi limite en exp(—z*/4), puisque le comportement est le méme
quelle que soit la constante .

1.3 Un phénoméne de seuil pour la portée d’interaction

Etant donné qu’avec une portée d’interaction de I’ordre du nombre n de spins, nous n’observons
pas de changement pour le comportement de S,,, nous avons ensuite considéré une portée d’interaction
qui grandit comme une puissance de n. Le modéle présente alors des fluctuations similaires au champ
moyen dés lors que la portée d’interaction est trés grande devant n3/4, comme le montre le théoréme
ci-dessous :



2.1. Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions a longue portée 29

Théoréme 6. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (Xj’?)lgjgn tel que pour
tout n = 3, le vecteur (X7, ..., X7) est distribué suivant la loi [, définie par (2.5). Si le paramétre d,,
est tel que

¥t <« d, < n,

alors mous avons la convergence en loi

Sn £, V2 e 72—4 d
n3/4 noie T(1/4) TP\ T2 )

Bien que la loi limite de la somme S,, soit identique a celle du théoréme 5, nous démontrons séparé-
ment ces deux théorémes car le comportement des valeurs propres du Hamiltonien est différent, comme
expliqué plus loin. Cette fois-ci, 'exposant 3/4 est optimal puisque si la portée d,, est d’ordre n3/4, alors
la loi limite change. Plus précisément, nous démontrons :

Théoréme 7. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (X]')1<j<n tel que pour
tout n > 3, le vecteur (X7, ..., X7) est distribué suivant la loi [, définie par (2.5). Si le paramétre dy,
est choisi de telle sorte que

dy, O and/4 avec A>0,

si (Y;) ez est une famille de variables gaussiennes centrées réduites indépendantes, et si f est la densité
de la variable aléatoire

Vav, - i
7 = V2Y, — T Z o (2.6)
JEZ\{0}

alors nous avons la convergence en loi

Sn L> f(zQ) dz
W e o f(E)d

Ce théoréme montre qu’il y a un phénomeéne de transition de phase dans la portée d’interaction
elle-méme. La forme de la loi limite résulte de la compétition entre les deux termes dans (2.6), le second
terme disparaissant lorsque A = oo, pour donner la loi limite du théoréme 6. Ces résultats laissent en
suspens la question du comportement dans le régime intermédiaire d,, < n®/4, que nous n’avons pas
encore étudiée. Par ailleurs, nos résultats ne concernent que le cas de variables initialement gaussiennes,
qui permet des calculs explicites. Pour autant, le comportement mis en évidence par Matthias Gorny
dans le cas du modéle en champ moyen s’applique & tout un ensemble de lois initiales satisfaisant une
certaine condition de moment exponentiel, et donc notre résultat pourrait éventuellement s’étendre a
des distributions plus générales.

1.4 Présentation de approche mise en ceuvre

L’étude de notre modéle dans les différents régimes de portée d’interaction fait I’'objet du chapitre 3
de cette thése. Le point de départ de ’ensemble de notre étude consiste & écrire le Hamiltonien sous
une forme diagonale. La matrice de la forme quadratique H,, est une matrice symétrique circulante, qui
s’écrit

dn
M(H,) = i mZ::l (Jm+ ™),
ol la matrice J est donnée par
01 0 0
0 0 1 I
J = ool T (1j:i+l mod ") 1<i,j<n
0 0 1

—
o

0
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La matrice J est diagonalisable avec pour valeurs propres

sp(J) = {e%j”/" : je{l,...,n}}.

Nous en déduisons que, pour tout m > 1,

sp(J"+ M) = {2003<2j;”“) :je{ly---,n}},

et donc les valeurs propres de notre Hamiltonien H,, sont données par

n 1 & 2imm )
aj = — cos pour j=1,....n. (2.7)
d, n
m=1
Soit P € O,(R) une matrice orthogonale telle que la matrice de la forme quadratique H,, s’écrive tPDP,
ou D est la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont af, ..., ajr. Nous définissons alors,
pour j € {1, ..., n}, les variables aléatoires

n
Yj = ) PiuXk.
k=1
Avec ce changement de variables, nous pouvons écrire :

H, = > a}Y?, T, => Y et S = nY,.
j=1 j=1

Ce changement de variables étant orthonormal, les variables aléatoires (Y;)1<;j<n sont encore des gaus-
siennes centrées réduites indépendantes, c’est-a-dire qu’elles sont distribuées selon la loi yu,,. Nous pou-
vons donc oublier complétement les variables X; et travailler uniquement avec les variables Y; pour
étudier le comportement limite de S, qui n’est plus la somme des Y; mais qui vaut maintenant \/nY,.

La partie 1 du chapitre 3 présente une premiére approche du modéle avec une interaction limitée
aux plus proches voisins, c’est-a-dire avec d,, = 1. Nous y étudions le comportement de T,,, H,, et .S, et
nous démontrons un principe de grandes déviations a 'aide du théoréme de Gértner-Ellis, en adaptant
la méthode proposée par Bernard Bercu, Fabrice Gamboa et Alain Rouault dans [BGR97].

Pour étudier ensuite la convergence en loi de la somme des spins convenablement renormalisée,
nous utilisons la transformée de Fourier qui nous fournit une expression exacte de la distribution du
triplet (T},, Hy, Sy) dans notre modéle fi,, sous une forme intégrale. Nous mettons ensuite en ceuvre la
méthode du col, qui consiste a déplacer judicieusement le contour d’intégration dans le plan complexe
pour obtenir une expression dont la limite peut étre évaluée. Pour une présentation générale de la
méthode du col, voir par exemple [Cop04]. Cette idée d’utiliser la méthode du col pour étudier un
modéle d’Ising a longue portée, aprés avoir diagonalisé la matrice d’interaction, a déja été présentée par
le physicien Andrew Canning dans une série d’articles [Can92a, Can92b, Can93|. Cependant, Andrew
Canning ne fait que proposer la mise en ceuvre de la méthode du col pour étudier certains modéles pour
lesquels le rang de la matrice d’interaction reste fini, et il ne donne pas de bornes mathématiquement
rigoureuses sur la qualité de ’approximation obtenue.

Avec un contréle précis du comportement asymptotique des valeurs propres dans les différents ré-
gimes considérés, nous sommes parvenus a implémenter mathématiquement cette approche pour démon-
trer nos résultats de convergence en loi. Dans la partie 2, nous étudions ainsi le spectre du Hamiltonien
et nous procédons a 'inversion de Fourier pour obtenir la densité du triplet (T, H,, S,). Dans la
partie 3, nous mettons en ceuvre la méthode du col pour obtenir le théoréme 5. Dans les parties 4
et 5, nous reproduisons le méme schéma de démonstration pour étudier les deux régimes d, ~ An
et n3/* < d,, < n. Bien que le résultat de convergence en loi soit le méme dans ces deux cas, nous les
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abordons séparément parce que le comportement des valeurs propres n’est pas tout a fait le méme. En
effet, dans le régime d,, ~ An, nous avons
sin(jAr)

: oo B
nh_}rrgo aj = sinc(jir) = P

pour tout j > 1 fixé, tandis que dans le régime n®/* < d,, < n, nous avons a — 1 pour tout j > 1 fixé,

ce qui explique qu’il est alors nécessaire de choisir une échelle différente. Enfin, la partie 6 est consacrée
a la preuve du théoréme 7. Ces quatre démonstrations sont trés semblables, mais un certain nombre de
points techniques, de constantes et d’expressions différent d’un régime a ’autre, ce qui explique notre
choix de traiter séparément les différents cas plutot que d’écrire une preuve qui engloberait ’ensemble
des cas mais serait peut-étre plus confuse.

2 Quelques modéles de criticité auto-organisée en percolation

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents plusieurs exemples de modéles mathématiques
qui présentent un phénomeéne de criticité auto-organisée. Notamment, au paragraphe 4.1 de 'introduc-
tion, nous avons décrit un modéle construit a partir du modéle d’Ising en champ moyen en introduisant
un controle automatique de la température. Un des objectifs de cette thése est de mettre en ceuvre une
approche similaire, mais dans le cadre de la percolation. Nous allons ainsi obtenir un « modéle-jouet »
trés simple, qui n’est plus de type champ moyen, mais qui reste analysable mathématiquement. Ce
« modéle-jouet » ne prétend pas représenter fidélement un quelconque phénomeéne physique, mais il vise
plutot & donner un exemple théorique minimaliste des ingrédients nécessaires pour obtenir un phéno-
meéne de criticité auto-organisée. Plusieurs autres modéles ont été construits & partir de la percolation
pour trouver automatiquement le point critique [FSS93, BW97, CAMLO03|, mais ces modéles sont de
nature plus algorithmique, tandis que la formulation de notre modéle est conceptuellement plus simple.
Les résultats présentés ci-aprés, qui correspondent au contenu de article [CF19], seront démontrés au
chapitre 5, aprés des préliminaires au chapitre 4.

2.1 Définition des modéles

Nous prenons comme point de départ le modéle de percolation Bernoulli dans la boite finie A(n)
en dimension d > 2, et nous allons introduire un controle automatique de la probabilité p d’ouverture
des arétes. L'idée de ce controle est d’opérer une rétroaction de la configuration vers le paramétre p,
de maniére a pénaliser les configurations qui sont « typiques » de la phase surcritique ou de la phase
sous-critique. Nous avons donc besoin d’une fonction de la configuration qui présente un comportement
trés différent selon que le paramétre p se situe au-dessus ou au-dessous du seuil critique p..

Nous considérons donc une fonction F, : {0, 1}E" — N définie sur 'espace des configurations de
percolation sur les arétes de la boite A(n). Cette fonction F,, pourra étre par exemple la taille du plus
grand cluster dans la boite A(n). Pour p > p,, cette quantité est typiquement d’ordre n?, tandis que
pour p < p,. elle est typiquement d’ordre In(n). Nous verrons également deux autres exemples, avec le
nombre de sommets reliés aux bords de la boite ou la distribution des tailles des clusters.

Une fois la fonction F), choisie, pour construire notre contréle automatique de la probabilité d’ou-
verture des arétes, nous fixons un parameétre a > 0 et, pour toute configuration w : E,, — {0, 1}, nous
posons

) = eu(Fa@) ot pala) = exp(——2) .
Notre modéle s’obtient alors & partir de la percolation Bernoulli sur les arétes de la boite en remplacant
le paramétre p d’ouverture des arétes par notre fonction p,(w), c’est-a-dire que nous considérons la
distribution de probabilité suivante :

1
Hn @ WE {O,I}E" — Z—Ppn(w)(w),
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ot P, désigne la distribution de percolation de paramétre p, définie en section 2 de I'introduction. Pour
obtenir une loi de probabilité, nous avons introduit un facteur de normalisation, appelé fonction de

partition, donné par
Zn = Z Ppn(w)(w) .
we{0,1}En

2.2 Reésultat de convergence

Nous démontrons alors le résultat de convergence suivant, valable en toute dimension d > 2 (avec
les notations de la section 2) :

Théoréme 8. Si (F},), est l'une des suites de fonctions suivantes

o F, 1 wr— |Chaxz(w)] = m/\fx(x) |C(z, w)] avec 0<a<d;
zeNA(n

o ) 1 wr— My(w)| = HxEA(n) : x(LMr“)A(n)H avee d—1<a<d;

5d 2 5
e F, : wr— Bl(w) = HxEA(n) : |C(x7w)|>nb}‘ avec €<a<d et 0<b<7a—§7
alors la loi de p,, sous p, converge vers 0, quand n — 0o, et nous avons le controle suivant :
1
Ve >0 lim sup —Ulnpn(|pnfpc|>5) < 0, (2.8)
n—oo N

ot l’exposant v vaut
v = min (a, d— 1) st Fr, = |Crmazl

v =d-1 siF,=|M,|

2d
v= si F, = BY.

Ainsi, pour un large intervalle de valeurs du paramétre a, la masse de u, se concentre sur les
configurations w pour lesquelles p,, (w) est trés proche du point critique p.. Le modéle présente donc un
comportement critique sans qu’il y ait besoin d’ajuster précisément un parameétre & une valeur précise,
c’est pourquoi nous parlons de criticité auto-organisée.

Etant donné que notre modéle consiste essentiellement & forcer la quantité F,, a étre d’ordre n?,
nous aurions pu nous attendre 4 un comportement différent selon que le paramétre a se situe au-dessus
ou au-dessous de la dimension fractale du cluster infini émergeant. Mais étonnamment, la convergence
vers p. a lieu indépendamment de cela, pour une large fenétre de parameétres a. La dépendance en a
se situe probablement plutét dans la vitesse avec laquelle la variable p, converge vers p., mais cela
nécessiterait une étude plus détaillée.

Pour le troisiéme modéle, une estimation de la vitesse de convergence peut étre facilement obtenue,
sous réserve de 'existence des exposants critiques 8 et . L’existence de tels exposants [ et v a été
prouvée dans le cas de la percolation par sites sur le réseau triangulaire dimension 2 dans [SWO01],
avec B =5/36 et v =43/18.

Théoréme 9. Nous prenons F,, = Bb. Supposons qu’existent des réels B, v > 0 tels que

Ind 1
lim sup 111& < g et liII_l)inf lnﬂ = —
1;;5: n(p — pe) 1;,<11;C° n(p. — p)
Alors, pour tous réels a, b et ¢, nous avons
5d 2a b 1-b d—a

5
F<a<d, O<b<g—§ et c<1rnin(77
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La démonstration de ces résultats sera détaillée au chapitre 5. Mais avant cela, expliquons le raison-
nement qui nous a conduit & considérer un tel modéle, et présentons ’approche retenue pour démontrer
cette convergence.

2.3 Heuristique et stratégie de preuve

De fagon heuristique, nous pouvons dire que la fonction p,, introduit une rétroaction qui associe
des valeurs p,(w) < p. aux configurations qui sont en quelque sorte « typiques » du régime surcri-
tique p > p., et des valeurs p, (w) > p. aux configurations « typiques » du régime sous-critique p < pe.
Par exemple, pour F,, = |Cpaz|, une configuration w dans laquelle le plus grand cluster contient un
nombre de sommets d’ordre n? se verra associer une petite valeur p,, (w) < p.. Or, pour une telle valeur
du paramétre p dans le modéle de percolation Bernoulli, la présence d’un si grand cluster est haute-
ment improbable, ce qui fait que le poids de w pour la mesure P,, () sera trés faible. Comme nous le
verrons au chapitre 5, des arguments classiques de percolation permettent de rendre le raisonnement
ci-dessus rigoureux, grace a des résultats de grandes déviations pour la taille des clusters loin du point
critique. Nous obtiendrons alors une convergence de P, () vers 0, uniformément sur I'ensemble des
configurations w telles que p,(w) ¢ [pc — &, pe + €], avec € > 0 fixé.

A ce stade, il manque encore un ingrédient essentiel pour en déduire que, sous notre loi fi,, la
probabilité de ces configurations tend vers 0 quand n — oco. En effet, il se pourrait que la masse associée
aux configurations w telles que p,(w) € [p. — €, pc + €] devienne elle aussi trés petite quand n devient
grand, et donc que la fonction de partition Z, soit trés petite. Nous avons donc besoin de montrer
que cette fonction de partition ne décroit pas trop vite, c’est-a-dire que, dans la loi Z,u, pas encore
normalisée, la masse autour du point critique décroit moins vite que la masse loin de celui-ci.

Ainsi, le point clef de la preuve de notre résultat de convergence est la minoration de la fonction
de partition. Pour le troisitme modéle, c’est-a-dire le cas ou F,, = BY, cette étape est facilitée par une
propriété d’indépendance spécifique a la fonction BY considérée. En revanche, pour les deux autres cas,
notre approche est différente, et repose sur un couplage monotone entre les configurations et sur une
étude du comportement de F,, pour des paramétres p proches de p.. Le probléme & résoudre consiste
peu ou prou & trouver un régime joint pour lequel, quand la taille de la boite tend vers l'infini et p
se rapproche simultanément de p. & une certaine vitesse, la taille du plus grand cluster (ou le nombre
de sommets reliés au bord, selon le cas) est d’ordre n®. Ces questions délicates de « limite d’échelle
finie » (« finite-size scaling » en anglais) sont trés étudiées par les probabilistes, mais peu de résultats
rigoureux sont connus a ce jour (voir par exemple [BCKS01] et [GPS18a).

Cependant, grace a un argument géométrique que nous présenterons au chapitre 4, nous parvenons a
contourner cette difficulté. Cet argument nous permettra de construire des clusters d’une taille prescrite
en payant un colt probabiliste raisonnable, ce qui nous fournira la minoration souhaitée de la fonction
de partition.

2.4 Deux variantes

Les trois exemples de fonction de rétroaction F,, ne sont pas du tout exhaustifs, et de nombreuses
variantes pourraient étre construites avec une approche similaire. Par exemple, le cas du plus grand
cluster peut étre étendu au plus grand cluster sur le tore, c’est-a-dire en imposant des conditions aux
bords périodiques aux frontiéres de la boite A(n).

Concernant le troisiéme exemple, nous pouvons mesurer la taille des clusters par leur diamétre au
lieu de leur volume, en remplagant la fonction BZ par

B w— HmEA(n) : x@(w—i—@A({an)ﬂA(n)}‘.

3 Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2

Aprés la construction d’'un modéle de criticité auto-organisée & partir de la percolation Bernoulli,
un objectif naturel est d’étendre ce résultat au modéle d’Ising, en utilisant le couplage avec la FK-
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percolation. Mais la technique générale que nous avons mise en ceuvre pour le modéle en percolation s’est
avérée difficile & appliquer dans le cadre plus général de la FK-percolation. En effet, dans un couplage
croissant de configurations en FK-percolation, les arétes ne s’ouvrent plus de maniére indépendante,
et des « nuages » d’arétes ont tendance a s’ouvrir simultanément lorsque le paramétre p s’approche
du point critique [DCGP14]. Par conséquent, nous adoptons une approche légérement différente, que
nous présentons dans cette section et qui fera 'objet du chapitre 6, mais qui est limitée au cas de la
dimension 2. Ces résultats reprennent le contenu de 1’article [For20].

3.1 Définition du modéle et résultat de convergence

Comme notre modéle en percolation, nous allons construire un modéle en volume fini, qui présente un
comportement de criticité auto-organisée lorsque la taille de la boite tend vers I’infini. Nous considérons
donc la boite A(n) C Z? de coté n, et nous choisissons un paramétre a > 0. Pour toute configuration
de spin o : A(n) — {—, +}, nous définissons la température auto-ajustée suivante :

o) = (M2) nL( > o<x>>2.

z€A(n)

Nous considérons ensuite la distribution de probabilité

n 1
Un + O€ {_7+}A( ) qu; Tn(o) (0)7
n

ol Z, est la constante de normalisation appropriée, et ol p: o est la mesure d’Ising & température T’
et avec conditions aux bords + sur la boite A(n), sans chanip magnétique extérieur, telle que définie
en section 3 de I'introduction. Dans notre modéle, la température T' qui est fixe dans le modéle d’Ising
est remplacée par cette fonction 7, de la configuration elle-méme, créant ainsi une rétroaction de la
configuration sur le parameétre de controle. L’idée est d’obtenir un modéle dont la température se
concentre autour de la température critique T, du modéle d’Ising lorsque la taille de la boite tend vers
I'infini, sans avoir besoin d’ajuster les paramétres du modéle & une valeur précise. C’est pourquoi nous
parlons ici encore de criticité auto-organisée. Nous démontrons donc le résultat suivant :

Théoréme 10. FEn dimension 2, si le paramétre a est choisi tel que 81/41 < a < 2, alors la loi
de T,, sous p, converge vers oy, quand n — oo, et nous avons l’estimation suivante sur la vitesse de
convergence :

1
Ve >0 limsupﬁlnun(\Tn—Tc|>5) < 0. (2.9)

n—oo

3.2 Stratégie et organisation de la démonstration

Comme expliqué plus haut, la technique qui a permis de traiter le modéle en percolation ne se
généralise pas trés facilement au cas de la FK-percolation, & cause de la fagon non-poissonnienne avec
laquelle les arétes s’ouvrent lorsque le paramétre p s’approche du point critique p.. Ceci dit, nous
conservons tout de méme la méme organisation générale de la preuve, en commencant par des résultats
de grandes déviations pour les régimes sous-critique et surcritique. En effet, pour controler les déviations
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de la variable aléatoire T}, nous pouvons écrire, pour tout € > 0,

1
pn(TazTote) = 5= X 1[Tl0) 2 Tete |l g, ) (0)
TS S )
1 &
= 2B e Tt Y (o)
" =0 o : |m(o)|=b
1 &
- Zﬂgl[b>n“\/Tc+s]u;b2/n20(|m|=b)
n?+1

<

sup ,LL,j;T( Im| > n*\/T, +a) . (2.10)

Zn  T>Tote

De méme, pour tout € > 0, nous avons

2

un(TngTC—s) < sup ui;T<|m|<na Tc—a). (2.11)
g

Zn  TLT.—

Par conséquent, notre stratégie consiste & démontrer des résultats de décroissance exponentielle pour

sup u:’T( |m| > An“) et sup ,LL:;T< |m| < An“) (2.12)
T>T.+e TLT. —¢

pour A > 0 et ¢ > 0 fixés, quand la taille de la boite tend vers I'infini. Ces estimées exponentielles sont
assez standard pour une température fixée T' # T,.. Mais, ne disposant pas d’une propriété de monotonie
de la magnétisation par rapport & T, nous ne pouvons pas déduire des estimées uniformes sur [0, T, — €]
et sur [T.+e, +00) a partir d’estimées & une température ponctuelle fixée. C’est pourquoi nous utilisons
le couplage du modeéle d’Ising avec la FK-percolation, dont les propriétés de monotonie nous aident &
obtenir des majorations exponentielles uniformes des quantités dans (2.12).

Comme pour le modéle en percolation, ces résultats de grandes déviations ne suffisent pas pour
démontrer le théoréme 10, puisqu’il se pourrait que le dénominateur Z,, dans (2.10) et (2.11) décroisse
lui aussi exponentiellement. Par conséquent, le point crucial de la démonstration consiste & montrer
que Z, ne décroit pas aussi vite que les deux termes qui apparaissent dans (2.12).

La stratégie pour obtenir cette minoration de la fonction de partition est proche de celle que nous
avons suivie pour le modéle en percolation Bernoulli. Mais ici, au lieu de construire un couplage mono-
tone des configurations et d’utiliser ce couplage pour rechercher un point fixe, nous devinons directement
la valeur de ce point fixe, en utilisant les résultats de Raphagl Cerf et Reda Messikh [CM11] sur le régime
quasi-critique du modéle FK-Ising en dimension 2. Ces résultats, qui constituent I'ingrédient essentiel
de notre démonstration, indiquent quelle vitesse de convergence du parameétre p vers p. est requise pour
obtenir une magnétisation donnée. Les estimées de [CM11] sont trés spécifiques au cas de la dimension 2
puisqu’elles reposent en partie sur les calculs exacts d’Onsager [Ons44]. C’est pourquoi notre théoréme
se limite au modéle dans le plan, tandis qu’une extension en dimension supérieure nécessiterait d’autres
ingrédients.

Dans chacun des trois régimes (sous-critique, surcritique et quasi-critique), nous contrdlons la ma-
gnétisation dans le modele d’Ising en utilisant le couplage avec la FK-percolation (voir paragraphe 3.2
pour la présentation de ce couplage). Dans une configuration d’Ising obtenue & partir d’une configura-
tion de FK-percolation via ce couplage, la magnétisation est le résultat de deux facteurs : d’une part
le nombre de sommets reliés aux bords de la boite, et d’autre part les fluctuations qui résultent des
spins attribués aux clusters qui ne touchent pas le bord de la boite. Par conséquent, nous avons besoin
de controler ces deux facteurs dans la configuration de FK-percolation pour obtenir un controle de la
magnétisation dans la configuration d’Ising obtenue.

La limitation du paramétre a dans une trés petite fenétre provient également des hypothéses de Cerf
et Messikh, qui ne sont a priori pas optimales. C’est pourquoi, pour controler la dépendance de notre
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résultat par rapport & ces hypothéses, nous démontrons notre minoration de la fonction de partition
sous une hypothése plus générale de loi d’échelle en volume fini, qui découle des résultats de [CM11].
Cela nous permet d’expliquer ci-dessous comment exposant 81/41 évoluerait si les résultats de Cerf et
Messikh étaient étendus a une fenétre plus large de paramétres. Une amélioration de leurs hypothéses
permettrait d’agrandir notre fenétre mais, puisque les résultats de [CM11] ne concernent que le régime
légérement surcritique (quand p — p. converge vers zéro tout en restant positif), une méthode différente
serait nécessaire pour étudier les cas de paramétres a au-dessous de 15/8, qui est la dimension conjecturée
pour le cluster infini émergeant.

3.3 Amélioration de notre exposant

Notre preuve de la convergence de T,, vers T, repose sur les résultats de [CM11]| qui portent sur
I’ensemble des sommets reliés aux bords de la boite dans le modéle FK-Ising en dimension 2, dans un
régime joint ot p — p. et n — oo simultanément, avec

p—pe > (2.13)

Cette limite de 8/41 n’est a priori pas optimale, parce qu'il est conjecturé que le modele de FK-
percolation devrait avoir un comportement surcritique dés que n est trés grand devant la longueur
de corrélation, qui est d’ordre (p — p.)~! [DCGP14]. Pour obtenir notre minoration de la fonction de
partition, nous aurons besoin d’étudier la FK-pecolation dans le régime donné par p —p. ~ 1/n16=82
d’ott notre hypothése a > 81/41, pour se retrouver dans le régime joint (2.13). Pour connaitre I'influence
de cette condition sur le domaine admissible pour I’exposant a, nous citons explicitement ci-dessous
lesquels des résultats de Cerf et Messikh sont utiles pour notre démonstration.

Définition 1. Nous disons qu’un exposant s > 0 vérifie les hypothéses de loi d’échelle en volume
fini, ce que nous noterons FSS(s) (pour « finite-size scaling ») si, pour tous K, § > 0 et pour toute
suite py, € [0, 1] telle que

Pn _pc(2) s’

nous avons
lim ¢, , o(Fn) = 1,

n
nyoo T Prs

ot ’événement F,, est donné par

(M| < (146)0(pn) [A(n)],  [Mn D A(n1)] = (1= 6)0(pn) [A(n1)]

Fn = et max |C| < n®T1/2 ’
cecy
ot ny = |5n/6], ¢}, , , est la mesure de FK-percolation avec conditions auz bords périodiques sur la

boite A(n) et M,, désigne l’ensemble des sommets reliés au bord OA(n) de la boite, comme défini en
section 2.

Nous pouvons alors traduire les résultats de [CM11] dans la proposition suivante :
Proposition 11. Nous avons FSS(s) pour tout s < 8/41.

Le théoréme qui suit montre comment la constante 81/41 évoluerait si les résultats de Cerf et Messikh
étaient améliorés. Combiné avec la proposition 11, il implique facilement le théoréme 10. Nous ne savons
pas si la valeur 31/16 est optimale.

Théoréme 11. Si a € (31/16, 2) est telle que les hypothéses FSS(16 — 8a) sont vérifiées, alors la
loi de T,, sous p, converge vers dr, quand n tend vers linfini, est nous avons l'estimation (2.9) de la
vitesse de convergence.
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3.4 Un modéle plus naturel ?

La densité de probabilité de notre modéle s’écrit

1 1 Hi

fy @ O —> 7 F exp (— © (0)) , (2.14)
n Zn, Tn (o)

ou M, est le Hamiltonien du modele d’Ising standard, défini en section 3. Une autre distribution de

probabilité qu’il pourrait sembler plus naturelle de considérer est

[ o — Zi;lexp (ngg) , (2.15)

ou Z/ est la constante de normalisation appropriée. Mais étonnamment, les simulations semblent
indiquer que cet autre modéle serait trop simple pour présenter le comportement de criticité auto-
organisée que nous recherchons. Tentons d’expliquer de fagon heuristique la différence entre ces deux
modeéles. Lorsque nous simulons le modéle d’Ising avec la dynamique de Glauber (voir chapitre 8.2
du livre [Gri06]), la configuration est mise a jour un spin aprés lautre, en fonction de leffet de ce
changement de spin sur ’énergie. Dans le modéle d’Ising standard, la fonction d’énergie s’écrit

Hy
EIsing - T

T

Par conséquent, en modifiant un spin, la variation d’énergie est

AHE
AEwlsing = T

et donc le changement de spin sera plus probable s’il conduit & une diminution du Hamiltonien .
Par contre, dans le modéle (2.15), du fait que la température n’est plus une constante, un changement
de spin méne & une variation d’énergie donnée par

+ + + + +
AE, = A(Hn) Aty iAo, _ Hn (A, AW (2.16)

Il y a une compétition entre les deux termes dans (2.16) pour influencer le changement de spin : le premier
terme encourage les changements de spins qui font diminuer le Hamiltonien, tandis que le second terme
encourage les changements qui conduisent a une hausse de la température (ou une diminution, si le
Hamiltonien est négatif). Par conséquent, la dynamique sur le Hamiltonien se retrouve perturbée par
la dynamique sur la température.

Ainsi, pour que notre fonction de rétroaction sur la température conduise & un phénomeéne de criticité
auto-organisée, il faut que la dynamique sur le Hamiltonien prenne le dessus pour contrebalancer la
dynamique sur la température. Si c’est bien le cas, alors la configuration a le temps d’atteindre une
configuration qui est « typique » & température fixe, et une fois seulement que cet équilibre est atteint,
sur une échelle de temps plus longue, la température évolue et force lentement le systéme vers le point
critique. Nous retrouvons ici la propriété de séparation des échelles, qui est commune & de nombreux
modéles de criticité auto-organisée (voir sections 1.4 et 4.2).

Les simulations confirment cette idée que la dynamique que le Hamiltonien et sur la température
ne doivent pas étre en compétition mais doivent avoir lieu sur des échelles de temps différentes, afin
d’atteindre un état auto-critique. En effet, si nous simulons le modeéle (2.15) avec la dynamique de
Glauber mais sans prendre en compte 1’évolution de la température pour décider du changement de spin,
alors nous obtenons un bien meilleur résultat, qui est méme amélioré si le paramétre de température
n’est mis a jour qu'une fois de temps en temps, laissant ainsi du temps au systéme pour atteindre
I’équilibre & température fixée avant de décider d’une nouvelle température.
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Pourquoi n’y a-t-il pas le méme phénomeéne malheureux de compétition avec notre modéle u,, donné
par I’équation (2.14) ? Dans ce modéle, si nous prenons en compte l'influence de la fonction de partition
au dénominateur, nous obtenons une « fonction d’énergie » qui s’écrit

Hy

E, = InZ" n
Hn n n,T,,,+ Tn

Par conséquent, un petit changement dans la configuration entraine une variation d’énergie donnée par

H,E
AE, = A <ln Z:; T, + Tﬂ)

olnzZ*+ AHT AT,
n, T ATn + Hn . Hn n
oT T, T2

Q

Rappelons maintenant que la fonction de partition du modéle d’Ising vérifie

ozt 1 H H 1
nT _ n n) _ + +
= g L men(SF) =m0t

ce qui nous donne
AHY
B, ~ St (g, (1) — 1)

AT,
T3

Ainsi, le facteur devant AT, est ajusté pour étre plus petit que dans (2.16), grace a la compensation
qui provient du terme MZ, T, (’H;‘l‘ ) Ceci pourrait expliquer pourquoi, dans notre modéle, 'effet du
Hamiltonien parvient & dominer l'effet de la variation de la température, ce qui assure que notre auto-
ajustement de la température est assez délicate pour préserver un certain équilibre du modéle.
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1 Etude des grandes déviations dans le modéle & courte portée

Dans cette premiére partie, nous étudions le cas d,, = 1 du modéle décrit au début du chapitre 2,
c’est-a-dire la distribution fi,, définie par (2.2). Rappelons que fi,, est construite par I'introduction d’un

biais exponentiel dans la loi u,, de variables initialement gaussiennes i.i.d. Xy, ... X,,, en posant
~ 1 nH,
dip, = — d
fn = 7, P ( 2T, ) Hns
avec

n n
To(z1, ..., Tp) = Zx? et H,(z1,...,2,) = ijx]—H.
j=1 j=1

Ainsi, une approche de type grandes déviations semble particuliérement adaptée, puisque la fonction de
taux sous la loi ji,, de notre modeéle se déduira aisément de la fonction de taux sous la loi indépendante fi.,,
en ajoutant le terme correspondant a nH,,/(27T,,). Commengons tout d’abord par quelques définitions :

Définition 2. Soit X un espace topologique muni de sa tribu borélienne B. Une fonction de taux est une
application J : X — [0, o] qui est semi-continue inférieurement, c’est-a-dire telle que J~1([0, a]) est
fermé pour tout a > 0. Une fonction de tauz est dite bonne si J~1([0, o) est compact pour tout o > 0.
Nous disons qu’une suite de mesures de probabilité (vn)nen sur X satisfait un principe de grandes
déviations de fonction de taux J si pour tout borélien A € B, nous avons

—i}"lfJ < liminfw < limsupw
’ n

< —infJ.
n—00 n n—oo0 A

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 12. Sous la loi [y, le triplet

n n’' n

satisfait un principe de grandes déviations gouverné par la bonne fonction de taux

1 2
3 C’—l—x—l—lnx—ln(l—y)—ln(l—i—y 2)_y] $i2r > x4y > 222,
x x

J(@,y, 2) = x — 22
+ oo sinon,
ot la constante C' est donnée par

C = \/§—1+1n2+1n(\/§—1).

Nous en déduirons alors le résultat suivant :

Théoréme 13. Considérons un tableau triangulaire infini de variables aléatoires (X7')i1<j<n tel que

pour tout n > 1, le vecteur (X7, ..., X1) est distribué suivant la loi i, définie par (2.2). Alors,
quand n — 00, nous avons les convergences en probabilité :
T, H, S

= — 1, = — V2-1 e =
n n n
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1.1 Calcul de la fonction génératrice des cumulants

Rappelons tout d’abord que, comme remarqué dans (2.4), nous avons toujours |H,| < T,. Nous
avons meéme, fi,-presque sirement, |H,| < T,,. De méme, nous avons u,-presque sirement

n—1 n—1 52

ny 2 2 n
DV < DV =TT
j=1 j=1

n
H, <Sn>2 T, <Sn>2
— = | = < —=—(—] .
n n n n

Q = {(w,y,z)eR?’ Syl <z et |y—z2| <x—22}

52
‘ H, - =2
n

d’ou

Par conséquent, si nous notons

= {(x,y,z)ERS :2I>z+y>222}, (3.1)
alors nous avons
T, H, S,
Hn (7 T ) € Q = 17 (32)
n’' n’ n

et ce, quelle que soit la portée d’interaction d,,. Nous souhaitons appliquer le théoréme de Gértner-Ellis
(voir théoréme 14 ci-dessous) pour obtenir un principe de grandes déviations pour (T,,, H,, Sp)/n, dans
un premier temps sous la loi p,. Nous suivons en cela la démarche présentée dans article [BGRI7],
qui porte sur I’étude des grandes déviations de formes quadratiques définies de fagon similaire. Nous
considérons donc la fonction génératrice des cumulants sous p,, convenablement renormalisée, qui est
définie par

1 T, H, Sn
Ap o (M, v) ER? lnunlexp (n)\ +np— —|—nu> 1 .
n n n n

Nous calculons donc, dans [0, 00],

1 n ) n N )
Elnun exp ()\ZYJ +uZanj + vv/nY,

j=1 j=1

An(X py v)

1 n
= - In u, | exp ( (A+pal)Y? + V\/ﬁYn)

Jj=1

n—1
= i;lnun[exp<(>\+ua?)§/f)} +;lnun{exp((A+uaZ)Yf+V\/ﬁYn>]

n—1
= %ZmFQ —2X—2paf, 0) + %lnF(l — 2\ —2ua), vv/n)

j=1

ot la fonction F : R? — [0, 00] est donnée par

1
Flab) = o /R dp ebr=0a/2

Sia < 0 alors F(a, b) = 400, tandis que si a > 0, nous avons
1 a b\?  »? 1 ay? b2
Fla,b) = —= [ drexp|—c|2—=) +— 7/d ex (——|—>
(a, ) W/27T/R p[ 2< a> 2a] V2 Je P\ T T o
1 b?
= — — . 3.3
oo (5. ) (33)
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Ainsi, si A+|u| < 1/2, alors nous avons A+ paj < 1/2 pour tout j € {1, ..., n} et donc la formule (3.3)
nous donne
An(\ i, v) LS (1-20—200”) — In(1— 27— 2ua?) + v
Sy V) = —— n(l—2\—2pa?)— —In(1-2\—2pa«
i 2n & R~ o H) T 9=y —2pan)
1 — 29 v?
= —— > In|1-2\—2ucos | =~ TR e 3.4
2n;n[ “C%(n) 201 — 2\ — 2p) (34)
nog 1 /WI (1—2) — 2ucost) dt + v (3.5)
- n(1—2\—2pcos _ .
i | a 201 — 21 —2u)

puisque la fonction
t — In (1 -2\ — 2ucost)

est continue sur le segment [0, 27]. Nous détaillons maintenant quelques calculs qui nous seront utiles a
plusieurs reprises :

Lemme 1. Pour tout (a, b) € R? avec |b| < a, nous avons

1/” a1
2 J_a+bcost a2 _b2’

i/” cost g = 1 1 1 1
2 J_ra+bcost b T—02ja ) 7

Démonstration. Soit a > 0 et soit b € (—a, a). Nous calculons d’abord la premiére intégrale en effectuant
le changement de variable § = tan(¢/2). Nous obtenons alors

et
1 iy
2—/ ln(a—l—bcost)dt = Ina+2In
™ —Tr

17 dt B i/ 2de 1 / 2de
21 ) _pa+bceost 27 Jra(l+62) +b(1-02)  2m Jg(a+b)+ (a—b)§>"
Nous faisons ensuite le changement de variable

a+b
a—>b’

0 = u

ce qui nous donne

2du 1

1 (7 dt 1
o _ra+bcost n 27Tw/a2—b2/Rl+u2 T Vaz —p2’

Nous en déduisons que pour b # 0,

i/” cost dtfi T 1 a dtfl 1 1
27 J_.a+bcost  2mwb J_. a+bcost ) V1—b2/a? )
Enfin, nous définissons la fonction

1 s
fo : bE(—a,a) — 2—/ In (a + beost) dt .
™

—T
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Cette fonction est paire et C', et nous avons pour 0 < b < q,

1 (7 cost 1 1
) = — [ B = 1o ).
1a(0) 277/,7Fa+bcost b( «/1—b2/a2>

Nous en déduisons que pour 0 < b < a,

fa(b):fa(o)—&-/obf;(x)dxzlna+/0bd;<1_\/llxw>:lna_k/of‘éit(l_\/llj).

Avec le changement de variable § = arcsint, il vient

arcsin(b/a) arcsin(b/a) _
£u(0) —na = / (cos@)d@(l 1 ) _ / cos @ 1d0
0 0

sin 6 ~ cosf sin §
_ _/Oarcsm(b/a) :;r; EZ??) W — 2l [ cos (arcsir;(b/a)) ] ,
ce qui termine la preuve du lemme. O
Nous en déduisons que pour A + |u| < 1/2,
nlgrgo Ao\, v) = A py ),
avec
AN pyv) = 7@ —In cos l;arcsin (1 EM2A> + 20— ;/)2\ o (3.6)

Si A+ u > 1/2 alors nous avons 1 — 2\ — 2 < 0 et donc pour tout n > 1,
F(1=2X=2pal, vv/n) = F(1-2X—2u,vy/n) = +o0,
ce qui entraine que A, (A, p, v) = 400. Si A — p > 1/2, alors nous avons

lim 1—-2X\—2paf,,, = 1-2A+2u < 0,

n— oo

d’ott Ap(\, i1, v) = 400 & partir d’un certain rang. Enfin, le comportement pour (), u, v) € R? tel
que A+ < 1/2 mais A — o = 1/2 dépend de la parité de n. Si n est pair alors nous avons o]} , = —1 et
donc Ay (A, p1, v) = +oo. En revanche, si n est impair, nous avons o > —1 pour tout j € {1, ..., n},
et donc nous avons la méme expression (3.4), c’est-a-dire

14 27 n v?
CoSs | — —— -
n 4(1—2))

La somme n’est alors plus la somme de Riemann d’une fonction continue sur un segment, puisque la
fonction f : ¢ — In(1 4 cost) n’est pas définie en ¢t = 7. Cependant, comme n est impair, nous pouvons

écrire /2]
n . 2 .
1 2 n2 1 ' 2
5 1 1 - = 5 — = n\ - 9
2n;n +cos<n)1 om an<n

ou la fonction f, est donnée par

In(1 — 2\ 1 &
A()\,/,L, 7/) = _%_%Zln
j=1

fon tt€[0,m) — In
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Nous avons alors

[n/2] . T T

1 2 1 1 2 2 1

- Z In (ff) = %/0 fn(t)dt+%fn (WL:/J> = ﬂ/o fa(t)dt 4 o(1),
=0

puisque

(Y

n

1+ cos <27rL:/2J)] = ln[l—cos(Z)] = O(Inn).

Or, par décroissance de la fonction ¢ — In(1 4 cost) sur [0, 7), nous avons
Yt € [0, m) In(1+4cost) < fuo(t) < In2.
Quand ¢ — 7 avec ¢ < 7, nous avons In(1 + cost) = O(In(r —t)), et donc la fonction
t — (In2) Vv (—1In(1 + cost))
est intégrable sur [0, 7). Nous pouvons donc déduire du théoréme de convergence dominée que
lim i fo(t)dt = /ﬂ lim f,(t)dt = /Tr In (1 + cost) dt,
n—ee Jo 0 "o 0

et donc finalement

In(1 -2 1 [7 2
lim A,(\, p,v) = _lm=24 —/O ln(l—l—cost)dt—i—m.

n—00 2 B 2

Nous écrivons ensuite

/ In (1+ cost)dt = / limIn (1+bcost)dt = lim [ In(1+bcost)dt,
0 0

b—1 b—>1 Jo
< <

en utilisant par exemple le théoréme de convergence monotone séparément sur [0, 7/2] et [r/2, 7]. Nous
avons alors, d’aprés la derniére formule du lemme 1,

1 [7 inb 1 2
or ; ln(1—|—cost)dt = %1?11% lnlcos<arczm >1 = In cos [Qarcsin(l_uz)\) ]

Ainsi, pour n impair, si A+ p < 1/2 et A — . = 1/2, nous retrouvons la méme fonction limite A dont
Pexpression est donnée par (3.6). Pour récapituler, nous avons

V(X p, v) €R3 ILm Ao (N, 1, v) = Ap(A, p, v) et ILm Aopr (N, 1y v) = A\, p, v),

ot les fonctions limites A, et A; sont données par

1
A, 1, i A <z,
A ) = A gy v) st Al < 5

+ 00 sinon,

1 1
A(X i et A—p <z,
MM ) = A pv) st Adp <5 e B g

+ 0o sinon.

Ce petit hiatus entre les indices pairs et impairs est sans gravité puisque les fonctions A; et A, différent
seulement sur I'ensemble {\ — = 1/2}. Or, comme nous allons le voir, pour reprendre le vocabulaire
de [DZ10], ces points ne sont pas des « hyperplans exposants », ce qui a pour conséquence que les deux
fonctions ont la méme transformée de Fenchel-Legendre. Ainsi le théoréme de Gértner-Ellis appliqué
séparément aux entiers pairs d’une part et aux entiers impairs d’autre part nous donnera deux principes
de grandes déviations avec la méme fonction de taux pour les entiers pairs et impairs, ce qui revient
donc & un seul principe de grandes déviations avec cette fonction de taux pour tout n.
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1.2 Transformée de Fenchel-Legendre

Nous déterminons maintenant la transformée de Fenchel-Legendre de la fonction A, qui est définie
par
Ay (2,9, 2) € R — sup ()\x +py +vz—Ap(A @, 1/)) , (3.7)
(A, p,v)€ERS
et qui est a valeurs dans (—oo, 4+00]. Pour calculer cette transformée de Fenchel-Legendre, nous uti-
lisons le fait que la fonction A, est différentiable sur tout 'ouvert sur lequel elle est finie. Rappelons
Pexpression (3.5) de A,, valable pour A + |u| < 1/2:

1 (7 2

A, (A = In(1—-2\—-2 t)dt+ —m——.
P( y s V) n( 1 cos ) +2(1_2/\_2’u)

I .

Avec les résultats du lemme 1, nous calculons done, pour A + |u] < 1/2,

8Ap(/\ ) 1 /7r dt n 202 1 n V2
— vV = — =
ax o o7 ) T— 2\ — 2ucost | 2(1— 2\ — 2u)2 202 —42  (1—2x—2p)2
puis
A, 1 [7 cost dt 202
Py - =
o M) = o | TN Zapeost T 21— on — 202
1 1-2) %
- 11 S
2p ( (1 —2X)2 —4p? ) pro + (1 —2X—2u)2"’
et enfin aA
T2 L A—
oy MY = T o

Soit (z, y, z) € R®. Nous recherchons le supremum de I’application
A\, 1, v) €ER® v Az 4 py +vz— A\, p, v). (3.8

Pour tout n, la fonction génératrice des cumulants A,, est convexe, et donc la fonction limite A, est elle
aussi convexe. Par conséquent la fonction ci-dessus est concave. Ainsi, si elle admet un point critique
alors celui-ci est automatiquement un maximum global. Ainsi, nous recherchons un point critique de la
fonction (3.8), c’est-a~dire une solution du systéme

oA, 1 L V2
r = — =
oA (T—20)2 —4p2 (1 —2X—2p)?
oA, 1 1—2X v?
Y o 2u< (1 —2\)2 — 42 ) BT T2 2p)2
.- on, v
 ov 1 =2x—2u’

qui est équivalent au systéme simplifié :

, 1
xr—z =
0 _ 202 42
1 1-2A
2
Y 2u< 1202 42 ) e
o 124
T 1 o2
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Pour résoudre ce systéme, nous nous limitons & (z, y, z) € Q, ou Q est Pouvert défini en (3.1). Nous
prenons donc (z, y, z) € €, et nous notons ¥ = z — 22 et § = y — 22. Nous avons ainsi |§| < 7. Le
systéme admet alors une solution qui s’écrit

. 1 2+

Vw2 = 5 @
y

W@y 2) = 5

* _ Z(ZE_{ZD

vi(z, y, z) = )

Ainsi, nous avons trouvé un point critique de la fonction (3.8), qui est donc un maximum global, puisque
cette fonction est concave. Nous avons donc

Yz, y, z) € Q A;(a:, Yy, 2) = AN +ypt+ 2t — Ap(/\*, w, 1/*) .

Nous calculons donc, d’une part,

z (T +9°) vy s T—Y
)\* * * - = _ —~ — —
SRR N N R R )
_ e 1Ty ZTAy B T 2 7
2 28—y -y By T2 -y (T +Y)
x 1 22
_ ___ 2~_ 2 2"”"_"’2_“&
2 "3 mE gy GO T )
_z—1 22(Z —79) (3.9)
2 22(T+7y)’ '
et d’autre part,
2
In (1 —2X%) 1 2u* (v)
* * * _ _ — ]
Ap(/\ S ,V) =5 In cos l2arcsm<1_2)\*> + 2(1*2/\**2/1*)
1 72 + 92 1 5| 1 2Ty 22(7 —7)
- 2] _ — 21 - in | = —— . 3.10
5 n(x(ﬂ@?) 5 In cos” | Saresin W +2:c(a:+§) (3.10)

Nous écrivons alors

(1 g 1
cos® | ~arcsin [ — = =
2 2 + 2 2

1+ i 200
COS arcsin | —
T2+ y?

47272
L4y /1= ~2wzi22

2+ 9?)
T

527“2
1+ = %2)
e +y

En remplacant dans (3.10), il vient

Ap(W ph v = ——=+ + == : (3.11)
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Ainsi, en injectant (3.9) et (3.11) dans I'expression (3.7) de A%, nous obtenons

V(z,y,2) €Q Az, y,2) = a " +yp’ + 20" — A (N, p*, v¥)

z—1 Iz In(z?-73?)

2 2 2
B x—l+@_ln(f—@_ln(f+§)
) 2 2 2
x—1 InzZ In(z—y) InZ v
- -\ 9 Tinl1+ 2
5 T3 2 5 o\t E

—1-1 1 1 — 22
polobe Ly o8y by (1p 222
2 2 T 2 x — 22

Remarquons que l’expression obtenue tend vers +oo quand x —y — 0 ou quand = + y — 222 — 0,
c’est-a-dire aux bords du domaine €2. Or la transformée de Fenchel-Legendre d’une fonction convexe est
elle-méme convexe, donc la fonction A : R? — (—o0, +00] est convexe. Ainsi, pour tout (z, y, z) € R*\(,
en considérant la fonction convexe

[ te0,1] w— AJ(1—t+tx, ty, tz),

qui tend vers +o0o quand ¢ tend vers
T = sup {te [0,1] : (1 —t+tx, ty, tz) GQ},

nous en déduisons que Aj(x, y, 2) = f(1) = +o00. Ce n’est pas étonnant puisque, comme nous I’avons vu,
laloi du triplet (T},, Hy,, S,)/n ne charge pas I’ensemble R*\Q). Enfin, le calcul que nous avons mené vaut
également pour A;, puisque le point critique (\*, p*, v*) reste a I'intérieur du domaine {A + |u| < 1/2},
sur lequel les deux fonctions A, et A; coincident. Nous avons donc, pour tout (z, y, z) € R,

2

1 y y—=z .
Q[x—l—lnx—lno—x)—ln(l—&— 2)]51(1‘,%2)69,

A, y, 2) = Mi(z,y,2) = T—2

+ o0 sinon.

1.3 Principe de grandes déviations

Nous souhaitons maintenant utiliser le théoréme de Gartner-Ellis, dont nous rappelons ici I’énoncé,
en reprenant essentiellement la formulation du théoréme 2.3.6 de [DZ10].

Théoréme 14 (Girtner-Ellis). Soit (X,,)nen une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R de

loi v,,. Supposons que pour tout X € R, la limite

A(\) = lim llnyn(e”O‘vXn))

n—oo N
existe dans (—oo, +00]. Supposons également que l'origine appartient & Uintérieur du domaine
Dy = {AeR? : A(N) < +o0}.
Notons A* la transformée de Fenchel-Legendre de A, définie par
A* : zeRY — sup (</\, a:)—A()\)).
AeR4
Alors nous avons, pour tout fermé F,

In v, (F
limsup 22 )
n—oo

< —inf A",
F
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et pour tout ouvert O,

lim inf w > — inf A",
n—o00 n ong
ol
G = {x eR? : IMeD WyeRN{z} O\ ) —A*(x) > (A y) —A*(y)}.

Si, de plus, A est semi-continue inférieurement, différentiable sur DY et si |[VA(A,)| — oo pour toute
suite (An) de DY qui converge vers un point du bord de DY, alors la suite (vy,) satisfait un principe de
grandes déviations de bonne fonction de taux A*.

Pour les entiers impairs, nous pouvons appliquer le dernier point du théoréme, puisque la fonction A;
est bien semi-continue inférieurement, différentiable sur {\ + |u| < 1/2} et le gradient de A; diverge
bien au bord du domaine. En revanche, pour les entiers pairs, il y a une petite difficulté due au fait que
la fonction A, n’est pas semi-continue inférieurement. Mais, la fonction A} étant strictement convexe,
I’ensemble noté G dans ’énoncé du théoréme vaut G = €. Pour tout ouvert O, nous avons donc
5%2 Ay = 1101f A

Ainsi, nous obtenons bien un principe de grandes déviations de bonne fonction de taux Ay = A} a la
fois pour les entiers pairs et les entiers impairs, ce qui équivaut & un principe de grandes déviations pour
tous les entiers. Pour en déduire un principe de grandes déviations dans notre modéle modifié fi,,, nous
utilisons une version simplifiée du corollaire B.8 de [Gorl5], qui découle du lemme de Varadhan. Un
espace topologique X’ est dit séparé si, pour tous z, y € X distincts, il existe deux ouverts disjoints U
et V tels que z € U et y € V. Un espace topologique X est dit régulier s’il est séparé et si, pour tout
fermé F de X et pour tout z € X\ F, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que F C U et x € V.

Lemme 2 (Cas particulier du corollaire B.8 dans [Gorl5]). Soit X un espace topologique régulier muni
de sa tribu borélienne B. Soit (v, )nen une suite de mesures de probabilité sur X qui satisfait le principe
de grandes déviations de bonne fonction de taux I. Soit f : X — R une fonction continue et bornée.
Pour tout n € N, notons Uy, la mesure de probabilité sur X de densité

-1
z — (@) (/ e"f(y)dyn(y))
x

par rapport & vy,. Alors (Un)nen suit un principe de grandes déviations de bonne fonction de tauz
J = Ifffi%f(fff).

Rappelons que notre modeéle fi,, est défini par

1 H,

Notons v, la loi du triplet

SOUS [in, €t notons 7, la loi du méme triplet sous [i,. Rappelons que nous avons v, (Q) = 1. Définissant
la fonction y

(z,y, 2) €Q — =

[ (2, 2) o

qui est bien continue et bornée sur €2, la loi 7,, a une densité

-1
reQ — @ (/ e”f(y)dun(y)>
Q
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par rapport & la mesure v,. Nous pouvons donc appliquer le lemme 2 et en déduire que, sous ji,, le
triplet

T. H, S,

n’ n’' n

satisfait un principe de grandes déviations de fonction de taux

I(z,y, z) —inf I si(z,y, 2) €Q,
J: (v,y,2) ER® — { @ (3.12)

+ 00 sinon.

ol

_ ~ e (1Y) - y=2"\_y
I(z,y, 2) = Aj(z,y, 2) 23@2[‘% l—-Inz—In(1 . ln<1+x—22 21

Nous recherchons donc 'infinimum de I sur . Pour tout (z, y, z) € {2, nous avons

oI 4z 2z 2(x —y)z

i(x’y’z) T rty-22 x-2° (x — 22)(z +y — 222)

qui est du signe de z puisque, par définition du domaine €, nous avons = >y, = > 22 et x +y > 222
Alinsi, pour z et y fixés, la fonction z — I(z, y, z) est minimale en z = 0. Nous en déduisons que

infI = inf I(z,y,0).
Q2 lyl<a

Or, pour > 0 et y € (—z, x), nous avons

OI( 0) 1 11 y? + 22y — 2° [y— (vV2-1)z][y+ (V2+1)z]
5. & Y, = - .~ - = = .
dy -y z+y z  z@t+y)lr-y) z(z+y)(z—y)

qui est du signe de y — (\/§ — 1)3: puisque y + (\/ﬁ—&- l)x > /2 > 0. Ainsi, pour tout = > 0 fixé, la
fonction (y, z) — I(z, y, z) est minimale en y = (\/5 — 1)9c et z = 0. Nous avons alors, pour tout z > 0,

%I(z, (\@—1)3:,0) = 1—17

xT

ce qui montre finalement que

In2 2+1 2+1
inf/ = I(1,vV2-1,0) = ~In(2-V2) —%— ‘[; = -ln2-In(v2-1) - ‘[; :
En remplagant dans (3.12), nous obtenons donc bien le résultat annoncé par le théoréme 12. De plus,
comme ce point est le seul point critique de J, et étant donné que J(zx, y, z) — +oo aux bords du
domaine {2, nous en déduisons que pour tout voisinage ouvert V' de (1, V2 -1, 0), nous avons

, Inz, (R*\V) .
limsup ——= < — inf J < 0,
n—00 n R3\V

d’on

lim Dn(RS\V) =0,

n—oo
ce qui démontre la convergence en probabilité annoncée dans le théoréme 13. Pour aller un peu plus
loin, nous pouvons calculer la Hessienne de J en son minimum, qui vaut

L [3-V2 V2 0
HessJ(1,V2-1,0) = 5| —v2 2+v2 0 : (3.13)
0 0 2v2-2

Le dernier coefficient de cette matrice nous permet donc de deviner le résultat du théoréme 4, a savoir

que
Sy, C 1 B

La preuve de cette convergence en loi est I'objet de la partie 3 qui suit.
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2  Quelques lemmes techniques

Nous rassemblons ici plusieurs résultats préliminaires qui nous seront utiles dans les parties suivantes.

2.1 Comportement de la température

Comme nous 'avons vu dans le théoréme 13, dans le cas d, = 1 nous avons la convergence en
probabilité

T’I’L n—oo

— — 1.

n
Mais nous pouvons étre bien plus précis : en effet, comme le montre le lemme ci-dessous, la température
a le méme comportement dans notre modéle fi,, que dans le cas de variables indépendantes, et ce quelle

que soit la portée d’interaction d,,.
Lemme 3. Sous [, nous avons la convergence en loi
)

T, —n r

Démonstration. Si Yy, ..., Y, sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes (c’est-a-
dire distribuées suivant p.,), alors nous allons montrer que les variables
Y2 Y?
T, = Y24+ +Y? et (Ti”TZ)
sont indépendantes. Soient donc g : R =+ R et h: R™ — R des fonctions continues et bornées. Posons
Y2 V&
I, = T)h| =, ..., ==
v = | am)n ( )
Nous écrivons, en notant Ty, = y? + - -+ + y2,
1 y% yr ~T,
I, = dyy ... dy,g(To)h( 22, ..., 22 n/2
n (27‘(‘)"/2 /n Y1 Yn g( n) <Tn’ T, e
9\ /2 Y2 Y2
= (= dyy ... dyng(T) b2, ..., 22 ) e /2,
<71‘) /(0700)71’ Y1 yng( n) (Tna ’ Tn>
Nous effectuons pour tout i € {1, ..., n} le changement de variable z; = y2, ce qui nous donne
1 dzy ... dz, < 21 Zn >
I, = —— T (i 20) b
" (2mn? /<o,oo>n \/Z-.-\/z?g( ' 2 a4tz at e+
< z1+ -+ 2, >
xexp| ——— | .
2
Nous posons ensuite z, =t — 23 — -+ — z,_1, pour obtenir
1 d .d oo 1
I — 2/ dzy o dzpy gt st o
(27T)n/ \/Z A/ Bn—1 \/t_zl e — Zn_1
Xh ﬁ"o'72n7171_21+...+zn71 e_t/2.
t t t

Nous pouvons alors permuter les deux intégrales en vertu du théoréme de Fubini, puisque la fonction

—t/2
121"1‘ +zn— 1<te /

VZL o Znmi/E— 21— —

(Zla <ey An—1, t) € (0,00)
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est intégrable. Nous obtenons alors

1 oo 1.4+t dzy ... dzp_
I, = = / dtg(t)eitm / +ootzp o1 <t @21 Zn—1
(27‘(’)"/ 0 (0, 00)n—1 \/Z...,/zn,l\/t—zl — = Zp-—1
SN T N B S e s 1
t t t
Enfin, avec le changement de variable z; = tu; pour i =1, ..., n— 1, il vient
I, = 1/+OO dtg(t)e—t/2t(n—2)/2
(2m)"/2 Jo
1u1+--~+u <1 du1 . dun,1
X - h(ug, ooy Up_1, 1 —up — -+ —Up_1) .
‘/(07oo)nl ,/ul...,/un_l\/lful7--~—un_1 ( ! ! ! 1>

En appliquant le calcul précédent d’une part a la fonction constante g = 1 et d’autre part & la fonction
constante h = 1, nous en déduisons que

Y? Y?
I, = ,un[g(Tn)} Hn h(iz7 L) TZ) ’
ce qui démontre bien que les variables T, et
\& Y,?
T T,

sont indépendantes. Nous en déduisons que sous la loi u,,, la variable T;, est indépendante de la variable

nH, N — Y7
o (577 ) = oo EPIL A

Nous avons donc, pour toute fonction g : R — R continue et bornée,
1

ﬁn[g(Tn)} = g hn [eXp <Z§:>9(Tn)}
= oo (57 ) [ mn[o(m)] = mfam)].

c’est-a-dire que la variable T}, a méme loi sous fi,, que sous p,. Or, sous la loi y,, les variables Y; sont
par définition des gaussiennes centrées réduites indépendantes, et donc le théoréme central limite nous
assure que

T,—n T — npin (Y1) c 2
N NG o N0, %),

o? = (V) —pa(Y2) = 3-1 = 2,

avec

d’oil la convergence en loi annoncée. O

2.2 Etude du spectre

Rappelons que les valeurs propres du Hamiltonien son données par la formule (2.7), qui nous donne

d, .
1 — 2
Vie{l,...,n} a?:d—g cos(ymﬁ>.

n
" m=1
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La valeur propre o vaut toujours 1 quelle que soit la portée d’interaction et, comme S,, = \/nY,,, nous
pouvons donc écrire

n n—1 n—1

SZ

= D a7 = D P avE =y avie st
j=1 j=1

j=1

Le terme S2/n correspond précisément au Hamiltonien dans le cas 2d,, = n — 1, c’est-a-dire au modéle
en champ moyen. Le comportement de notre modéle résulte donc de la compétition entre ces deux
termes, et nous allons montrer que, dans le régime d,, > n®/*, le second terme I’emporte pour donner
un comportement identique au modéle en champ moyen, tandis que dans le régime d,, ~ An3/?, les
deux termes deviennent du méme ordre de grandeur, ce qui aboutit & une loi limite différente. Ainsi,
toute la question réside dans le controle de ces n — 1 premiéres valeurs propres. Nous nous intéressons
donc notamment aux extrema du spectre (en excluant cette valeur propre particuliére o = 1), et nous
notons

M, = max {oﬁ

; :1<j<n—1} et mn:ma){{—o/»I

" 1<j<n—1}. (3.14)

Pour tout j € {1, ..., n — 1}, nous pouvons écrire
n _ i o 2ijmm/n
al = a Re Z e
e (eziﬁr/n eZijldlnﬁ/n —1 )
d, e2ijm/n _ 1

~cos (j(dn + 1)m/n) sin (jd,m/n)
N dy, sin (jm/n) (3.15)

1 (sin((2d, + 1)jm/n)

- 2dn< G - 1) . (3.16)

Remarquons que les Valeurs propres sont symétriques, c’est-a-dire que pour tout j € {1, B 1},
= «f. Par ailleurs, il découle de la formule (3.15) que

Vi€ {1’ Y L%J } |a;l S dnsinzjﬂ'/n) S QCZLj' (3.17)

nous avons Oén j

Nous pouvons en déduire que

/2] n nlnn
Zyany 2Z2dnj=0( dn)7 (3.18)
et aussi, de la méme facon, )
Y (p)* = 0(:;22) : (3.19)

Cette derniére inégalité ne donne pas le bon ordre de grandeur, comme nous pouvons le voir en faisant
le calcul exact avec la trace du carré de la forme quadratique H,,, mais cette majoration nous suffira
(d’ailleurs, nous ne 'utilisons que dans la preuve du lemme 19).

2.3 Les valeurs propres dans le régime du théoréme 5

Nous démontrons maintenant quelques propriétés de ces valeurs propres dans le régime ot

2, "X An avec X e (0,1). (3.20)
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Lemme 4. Dans le régime donné par (3.20), pour tout j > 1 fixé, nous avons

. N
nl;rrgo aj = sinc(jAm),

ot sinc désigne la fonction x — sinx/x. De plus, il existe une constante K > 0 telle que

Yn>3 Vje {1, . {gJ} |a? —sinc(j)\ﬂ')’ <

Kj

2d
n n

+ K ‘ == - ’ .
Démonstration. Nous écrivons, avec un O valable de maniére uniforme pour tous les j < |n/2],

. . .2
sin(ﬁr> =7 1+O<]2>1.
n n n

Or la fonction 2 — sina/x est minorée par une constante strictement positive sur [0, 7/2], donc nous
pouvons prendre I'inverse de ce développement limité, ce qui nous donne

wo(%)]

. _n
sin (jr/n) — jmw

Nous avons aussi, toujours avec un O uniforme pour tous les j < |n/2],

¢in <<2d+1>ﬂ> _ sin (W) Lo (J) .
n n n

En utilisant la formule (3.16) pour a’, nous en déduisons que

sin ((2d,, + 1)jm/n) 1
2d,, sin (jm/n) 2d,

=)o ()]0

od. i .
- Sinc( ”ﬂ> +0 (J) . (3.21)
n n
Nous poursuivons le développement en écrivant, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

2d,,j _ 2d,, o
sinc < jw) — sinc(jAm) = < - /\) jmsind (1, ;)
n n

avec

2d,j 2d,j
Tn,j € [ n‘m,j)\ﬂ'} U |:j)\7T, nﬁr} .

Or nous avons, pour tout = > 0,

y cosx  sinx .
|zsind(z)| = | - — = |cosx —sincz| < 2.
T T
Nous avons donc, uniformément par rapport a j et n,
oy 2jm
|jmsind (T, ;)] < == = 0(1),
Tn,j

et donc

n

2 n ] . . 2 n
sinc <dnj7r> —sinc(jAm) = O( d —/\> . (3.22)
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En combinant (3.21) et (3.22), nous obtenons donc

aj —sinc(jir) = O <]> +0 (2d - )\>
n n

et ce uniformément pour tous les j < [n/2], ce qui démontre le lemme. O
Concernant les extrema du spectre définis par (3.14), nous démontrons :
Lemme 5. Dans le régime (3.20), la plus grande et la plus petite valeur propre vérifient :

lim M, = sinc(Ar) et lim m, = C,,
n—oo n—oo

ot la constante C est donnée par

Cyx = —minsinc(jAm). (3.23)

jz1

Démonstration. Tout d’abord, la symétrie des valeurs propres entraine que
M, = max{a?,...,arfn/%} et m, = fmin{a?,...,afn/m}.

Comme X € (0, 1), nous avons sin(Ar) > 0 et Cy > 0, ce qui nous permet de définir

o = [aal v ]

Soit n > 2jg. Pour tout j € {jo, ey |n/2] }, la majoration (3.17) nous apprend que

n n

5] < 507 S 20

Or, quand n tend vers I'infini, nous avons

n_onomee 1
2dnJ0 Mo

Nous avons donc, a partir d’un certain rang,

n 2

- < —,
2d, jo Ajo

ce qui implique que
J0<J<Ln/2j | “ |

Nous avons donc, d’apreés la limite donnée par le lemme 47

2
(max_a?)\/f_<<maxa
1<j<do AJo 1<) <o

n—oo . .
— (1%21<>§0 smc(y\w)) V sinc(Ar) = sinc(Ar).

Mn

N
=3

) V sinc(Ar)

Or nous avons aussi
n—oo
M, > of — sinc(Am),

et donc par encadrement, nous avons bien M,, — sinc(Ar). De méme, nous avons

2 —q
< [ — mi 7?)\/7<(— i 7-’)\/0 s (f sc)\)\/C’ < Cy.
Comme sinc(jA7) — 0 quand j tend vers Uinfini, il existe j; > 1 tel que C = —sinc(j; Aw), ce qui nous
permet d’écrire, pour n > ji,
m, = —aj s —sinc(jiAw) = Cl,

et donc nous avons bien m,, — C). O
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Nous démontrons ensuite une inégalité qui nous sera utile pour des questions d’intégrabilité :

Lemme 6. Dans le régime (3.20), il existe une constante K > 0 telle que

1
Yn>3 Vae (0,n] Vee{-1,1} Hje{l,...,nl} : sa?}}’ > Ka-—2.

Démonstration. Soient n > 3, a € (0, n] et € = (—1)", avec 5 € {0, 1}. Notons, pour k > 1,

- [4nk+2nn+n—(2d, +1)
Ik 2(2d, + 1) '

Comme 4n > 2(2d,, + 1), la suite (j,x)x>1 est strictement croissante. Pour tout k > 1, nous avons

2d,, + 1 2d,, + 1)jn 2, + 1
(2k+77)7r+77( T 2t DT (2k+n)ﬂ+z+u
2n n 2 2n

T

)

ce qui entraine que

€sin M > sin E_M — cos M )
n 2 2n 2n

Fosons 2d (2dy, +1) 1 2d,+1
n+ )7 + n
K = |20 (BT DT L T T
" {2(n+2dn)7r COb( on > J

Soit k € {1, ..., K, }. Nous avons

n@k+m) _ _ an )WCOS((2dn+1)7r>_2( n 1

2d, +1 N (n+2d, 2n 2d,, +1) 2
et donc
) - an cos (2d, + O B n 71++,1+1
Ingk S (n 1 2dy)7 m 2(2d, +1) 2 2(2d,+1) 2
an (2dn + 1)71'
= cos .
(n+2d,)m 2n

Nous avons donc

] ] 2 2 1
2y sin (12T < g Ik o 2na ((2dnt DT
n n n+ 2d, 2n

En combinant cela avec (3.24), et en remarquant que j, , < n, il vient

5
In,k

Vke{l,..., K.}

n+ 2d, 1 1 (n )
«

2d,a  2d, 2d,,

Nous avons donc

WV

1 dp, 2d, +1
Hje{l,...,n—l}: ‘a?’}}’ K, > ¢ cos(( + )ﬂ->—2.
a )

(n+2d,

Remarquons maintenant que

. dn (2d, + D) A AT
lim cos = cos | — |,
n—oo (n + 2d,)m 2n 21+ M7 2

et donc nous avons, & partir d’un certain rang ng,

dn (@t DrY A [ An
(n+ 2dy)m m Z a1y P\ 2 )

(3.24)
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Nous avons donc, pour tout n > ng, pour tout a € (0, n] et pour tout signe ¢ € {—1, 1},

1 Aa AT
] 1, ... — 1} : > > — | —-2.
HJG{’ e H e (7) -2

Le résultat du lemme est donc vérifié pour

K = #cos A—W /\3
- 4(1—|—)\)7T 2 ’I’LQ,

car nous avons alors, pour 0 < a < n < ng,
Ka—-—2 < Kng—2 < 0.
Nous obtenons donc bien I'inégalité voulue, avec une constante K qui ne dépend pas de a. O]
Nous énongons maintenant un autre petit résultat qui nous sera utile en section 4.2 :

Lemme 7. La série

Z sinc(jA7)

jz1
converge et nous avons, quand jo — 00,
+00 1
Z sinc(jAr) = O () .
Jj=Jjo

Démonstration. Prenons 1 < jp < j1. Notant, pour tout n > 0,

n i(n+1)Am _ 1 . D /2) s /2
Sp = Zsin(j/\ﬂ-) = jm(e 4}\ > _ sin ((n-l- ) 7w/ )sm (n w/ ) ’
= e —1 sin (A/2)
§=0
nous remarquons que la suite (S, )nen est bornée. Nous pouvons donc faire la transformation d’Abel :

Ji—1

J1 J1 J1
. . Sj — Sj_l _ Sj Sj
D sinc(jhm) = > i A 2. G+ D

Jj=Jo J=Jjo J=jo Jj=jo—1
J1
S Sio_ S;
I N R (3.25)

= JG+DAIT godm (i + DA’

La suite (S, )nen étant bornée, nous avons, quand j — oo,

S; 1
e R N
3+ Am (jQ)

Sj
Z J7+ DA

J=jo

donc la série

converge. Ainsi, en faisant tendre j; vers I'infini dans (3.25), il vient

fsinc( AT) = +§ 5 ~ St _ o +ZOO _ +O<1> = O(1>
! JG+ DA Jom iG+1) Jo jo)

J=Jjo J=Jjo Jj=3=0

ce qui termine la preuve du lemme. O



3.2. Quelques lemmes techniques 57

2.4 Les valeurs propres dans le régime intermédiaire

Nous étudions a présent le comportement des valeurs propres dans le régime ou 1 < d,, < n. Nous
démontrons alors :

Lemme 8. Supposons que la portée d’interaction vérifie 1 < d,, < n. Alors pour tout j > 1 fixé, nous
avons, quand n — 0o,
n Moo 2d2 j27?

1-af 2 (3.26)
Si de plus d,, > n*/3, alors il existe une constante K > 0 telle que, pour n >3 et 1 < j < |n/2],
1 3n?
— < K 2
1—a' 22272 (3.27)
] n
et
oy 3n?
_ 3.28
1—ar 242272 (3.28)

Démonstration. Supposons que 1 < d,, < n. Soit j > 1 et soit n > 2j. Nous pouvons écrire, avec un O
uniforme par rapport a j et n,

- ((an+ 1);%) _ (2dy+1)jm [1 Q@+ <d ) 1 |

n n 6n2

Nous avons par ailleurs, comme jr/n < 7/2,

1 n

snGjm/m)  in

()]

En reprenant la formule (3.16) pour «f, nous obtenons donc, pour 1 < j < [n/2],

sin ((2d,, + 1)jm/n) 1

2d,, sin(jm/n) 2d,,
-2 o)) [0(§) -2
- <1+261l> [1 (2dy, 212 (]2> ( ) *i

B () o[

d2 2,2 dn
1- gjf +O< ng) ( ) (3.29)

Nous en déduisons que
1
vro()+o (%) |
dy, n2

avec des O uniformes pour tous les j < |n/2]. A j fixé, nous obtenons bien 1’équivalent (3.26), puisque
la portée d’interaction vérifie 1 < d,, < n. Supposons maintenant que n?/3 < d,, < n. Nous avons

alors
- 2 &

| qn = 2T
j 312
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Afin de montrer (3.27), nous souhaitons prendre U'inverse de ce développement. Pour cela, nous pre-
nons j < n/(2d, + 1), et nous allons vérifier que la quantité entre crochets dans (3.30) est minorée par
une constante strictement positive. Nous repartons donc de la formule (3.16) selon laquelle

_ sin ((2d,, + 1)jm/n) 1
4= 2d,, sin(jm/n) 2d,,

(3.31)

Une étude classique de fonctions nous permet de voir que pour tout z > 0,

2 2 4
x(l—%) gsinx<x<1—x6+f20>. (3.32)

: , 2 2
sin (2%) > T (LT ).
n n 6n2

Or nous avons, pour tout j < n/(2d, + 1),

Nous en déduisons que

2w w2 1

< <
6n? 6(2d, +1)2 ~ 2

a partir d’un certain rang, puisque d,, — co. Nous en déduisons que

g\ 7t n R -t n j2m?

par convexité de la fonction u + (1 — u)~! sur [0,1/2]. Nous utilisons maintenant Pautre coté de
lencadrement (3.32) pour écrire, pour j < n/(2d, + 1),

] 1 2.2, 2 44,4

n n 6n2 120n4
< (2d, +1)jm . ot (2, +1)%5°
= n 6 120 n2
2 1) 2 1)242
< Gdntlgm (0 Qdn £ 1757 (3.34)
n 2n?

En utilisant (3.33) et (3.34) dans notre formule (3.31), il vient
o 2d, + 1 jim (2d,, —+])2 2\ 1
J 2d,, 2w ) d,
1 j°m (2dy +1)2 2 1
1+— ) (1 -
( T2, ) ( + 5 202 ) d,
2 2,2
(1 L[, o (2d,, +1)2j
2, 3(2d, + 1)2 on?

3 2 2 ;2
1 2 2
1— (14— 1— il du]
2., 3(2d, +1)2 ) n2

Comme d,, — 00, nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang, pour tout j < n/(2d, + 1),
dzj?
n2

N

N

1—04;-’ >

Nous pouvons donc prendre U'inverse du développement (3.30), ce qui nous donne, avec un grand O

uniforme pour les j < n/(2d,, + 1),
1 3n? d?
- +0< 7{:7 )1 (3.35)

l—ar 2425272
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En reprenant (3.29), nous avons également, pour j < n/(2d, + 1),

d2'2 d4'4 d2-2
ol = 1+0( nl )+0< ”i) - 1+0< "g>
n n n

En combinant cela avec (3.35), nous obtenons

2 ;2
1+O(d”g )
n

avec un O uniforme pour tous les n > 3 et 1 < j < n/(2d,, + 1). Si en revanche j est tel que

of  3n?
l—a? — 2d2j%m?

= ——— +0(1), (3.36)

n n
< |5 3.37
5, +1 7 5] (3:37)
alors la formule (3.15) implique que
1 1 n 2
EHIES — < . D<o,
dy sin (jm/n) dy, sin (7/(2d,, + 1)) T
Nous avons donc, uniformément pour tous les indices j vérifiant (3.37),
1 3n?
= 0(1) = ——— +0(). 3.38
ar = W) = g +OW) (339)

Comme ‘a?‘ < 1 pour tout j, nous en déduisons que, uniformément pour tous les indices j véri-

flant (3.37),
o 3n?
I _ = 0(1) = ——5—
1—a} (1) 2d2 j2m?

+0(1). (3.39)

Ainsi, en combinant (3.35) et (3.38), nous obtenons l'existence de K > 0 vérifiant (3.27). De méme, la

majoration (3.28) découle de (3.36) et (3.39). O
Concernant les extrema du spectre, nous démontrons cette fois-ci :

Lemme 9. S5i 1 < d,, € n, alors les valeurs propres extrémales vérifient :

1—-M n— oo 27T2d721

52 et hnrgioléf my, > 0.

Démonstration. Considérons la fonction
sint

Up t L€ (0’ ﬂ-) — sin (t/(2dn + 1)) .

Cette fonction est dérivable et nous avons, pour tout t € (0, 7),

ul (t) = sin t - cost sin t _ st cos t
e 2d, + 1 2d, + 1 2d, + 1 2d, + 1

Nous en déduisons que pour tout ¢ € (0, ),

u, (t) <0 — cott <

1
t .
2, +1°° <2dn+1)

Sit e [r/2, w), alors nous avons cott < 0 donc u/,(¢) < 0. Si t € (0, 7/2), alors nous avons

n

n(t) < 2 (2d, +1 ;
u, (t) <0 — tant (2d, + )tan(2dn+1)
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ce qui est bien vérifié, par convexité de la fonction tangente sur (0, 7/2). Ainsi, la fonction u,, est
décroissante sur (0, 7). Or, d’aprés la formule (3.16), nous avons, pour 1 < j < n/(2d, + 1),

n 1 (2d, + 1)j7

Par décroissance de la fonction u,,, nous en déduisons que af < of pour tout j < n/(2d, +1). De plus,
il découle de la formule (3.15) que pour tout entier j,

—1

n . n . ™ n—ooo 2
< < _ I = o< d, _ ~ — < 1.
2d, + 1 J n 2d,, + 1 ‘Ck]| [ Sln<2dn+1> u
Nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang, M,, = af, et donc I’équivalent de 1 — M,, découle du
lemme 8. Intéressons-nous maintenant a la valeur propre minimale, et notons
. 3n
i) = |35
Nous avons, selon la formule (3.16),

N sin ((2d, +1)j(n)m/n) 1 sin(37/2) + o(1) Lo(1) "R sin(37/2) 2
e = —_— = 0 ~ —_— = -,
i) 2d,, sin (j(n)m/n) 2, 2d,(37/(4d,)) (1 + o(1)) 3m/2 3

d’ou
. 2
liminf m, > — > 0,
n—00 3
ce qui termine la preuve du lemme. O]

Nous démontrons ensuite qu’il y a une proportion positive de valeurs propres positives ou négatives,
c’est-a-dire :

Lemme 10. Si 1 < d,, < n, alors il existe une constante K > 0 telle que

Vn>3 Vee{-1,1} ’{je{l,...,n—l} : 5a}-‘>0}‘ Kn.

WV

Démonstration. Soient n > 3 et ¢ = (—1)", avec n € {0, 1}. Considérons

2k +n)n (2k+n+1)n
E = E ) Er, = NN
U kooou b [ 2d, ' 2(dn+1)
1<k<dy—1
Nous avons E C {1, ..., n— 1} et, si j € Ej, alors nous avons
jdn,m

kr < < kn+m,
n

(—1)* sin (jd””> > 0.

n

d’ou

De méme, nous avons pour tout j € Ef,

j(d, + 1
k7r—|—n£ gugkﬂ—_’_nj_kz’
2 n 2 2

d’ou
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D’aprés la formule (3.15), nous en déduisons que

(=1)k*7cos (j(dn + 1)m/n) (=1)*sin (jd,m/n)

Vier T o= >0
J £9y d,, sin (]7‘(’/’/7,)
Par ailleurs, pour tout k € {1, ..., |d,/4]|} nous avons
2k 1 2k
Byl > @k+n+1n  (2k+nmn
2(d, +1) 2d,
B n B m B kn _q
 2(dy+ 1) 2dn(dy+1)  du(d, +1)
< n B n _q
~ A(d,+1)  2d,(d, +1) ’
et donc g
n n n n—oo N
El > |— — -2 T —
] { 4 J <4(dn +1) 2d,(d,+1) ) 16
ce qui démontre bien le résultat, avec par exemple K = 1/32. O

Nous abordons maintenant une estimation qui nous sera utile en section 6.6 :

Lemme 11. Si le parameétre d,, est tel que d,, > n?/3, alors nous avons
s nlnn
Z In (1 — oﬂ) =0 .
=1 ’ tn

Démonstration. Tout d’abord, par symétrie des valeurs propres, il suffit de montrer que

nlnn nlnn
Sl_O(dn> et SQ—O(dn),

ou

[n/dn] [n/2]
S1 = Z In (1 — oz;l) et Sy = Z In (1 — oz?) .
j=1 j=In/dn]+1

Pour le premier terme, nous écrivons
n

151 < MJ (|1n(1—Mn)| v (1n2)).

Or, d’aprés le lemme 9, nous avons
2 72
n—soo 2T dn

1- M,

3n2 ’
d’ot |
S = 0O <” nn) . (3.40)
dn
Pour le second terme, nous utilisons 'inégalité (3.17) d’aprés laquelle
n n n 1
i — |, | = < o5— < 5.
Ve { LdnJ’ ’ bJ } o3 2, 2

La fonction logarithme étant lipschitzienne sur [1/2, 3/2], nous en déduisons que

n—1
Sy = 0(2@;]) = o(”clln”) : (3.41)
j=1 "

ot nous avons utilisé la majoration (3.18). Nous obtenons donc bien le résultat annoncé en addition-
nant (3.40) et (3.41). O
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2.5 Inversion de Fourier

L’objectif de cette section est d’obtenir une formule intégrale exacte pour la densité de (T,,, H,, S,)
dans notre modéle fi,,.

Lemme 12. Supposons que le paramétre d,, est tel que

lim 2dn = Ae0,1),

n—oo N

ce qui englobe tous les Tégimes que nous considérons ici. Alors a partir d’un certain rang ny, sous la
loi [i, de notre modele, le triplet (T,,, Hy, Sn) admet pour densité de probabilité par rapport & la mesure
de Lebesgue

~ 1 ny
. 3
fo o (@3 2) €RT (27r)5/2Zn\/ﬁeXp(2x)12m>x+y>222/"

22 22 2 1
x/dudvexp —wuler—— | —wly—— | —=——= ln(l—2iu—2iva?) ,
R2 n n 2n 2 =
Démonstration. Nous commengons par calculer la fonction caractéristique de (T, Hy,, S,) sous .,
(c’est-a-dire sans le terme d’interaction). Celle-ci s’écrit
¢n . (u’ v, ’LU) c RS — Mn<eiuTn+ian+inn)

n

iuYf +iva +iw\/nYy, )

1
: 2, - ny 2
L ( euLYj +iv o Y] )

e

<
=

i
L

= F(1 — 2iu — 2iv, iwy/n) F(1 - 2iu —2ivaf, 0),

<
Il
—

ou la fonction F' est donnée par

1 2
F : (a,b) — —— [ dweb®*/2,
( ) \/27T/R

Pour (a, b) € C* avec Rea > 0, cette intégrale est bien définie et il découle du lemme 4 dans [Gorl4]

que T (1232 B 1n;a)> ’ (3.42)

en utilisant la détermination suivante du logarithme :

C\ (-o00,0) — C

z=x+iy+— = In(z” 4+ y*) + 2iarctan [ —————— | .
2 T+ 2?2 +y?

Ainsi, cette formule généralise I'égalité (3.3) que nous avions montrée pour (a, b) € R%. Nous en dédui-
sons que tout (u, v, w) € R3,

b ) = ot lznjl (1 = 2iu — 2iva’) (3.43)
n(U, v, W) = exp o 2j:ln iu—2vaj)|, .

1 — 2iu — 2iv)
ol nous avons utilisé le fait que o)) = 1. Pour pouvoir utiliser le théoréme d’inversion de Fourier, il
nous faut vérifier que cette fonction caractéristique est intégrable sur R3. Nous écrivons donc, pour
tout (u,v,w) € R3,

nw? 1 < 2
|fn(u, v, w)| = eXp[2(1+4(u+v)2)4jzlln(1+4(u+vaj) )1



3.2. Quelques lemmes techniques 63

Si A > 0, alors nous utilisons le résultat du lemme 6 selon lequel

1
Vn >3 ‘{je{l,...,nl}:uva;‘>0 et |a?|>}‘>Kn2,
n
avec K > 0 une constante fixée. Nous en déduisons que pour tout n > ny = 3V 9/K et pour
tout (u, v, w) € R3,
nw? Kn—2 402
n(u, v, w)| < ex — — In(1+4u®+—=
’¢ ( )| p[ 2(1+4(u+v)2) 4 < n2 )

(3.44)

< nw? 71 14 u? + v?
< ex — ——1In
P 2(1 +8u2+8v2) 4 n?

Supposons maintenant que A = 0, c’est-a-dire que d,, < n. Si u et v sont de méme signe, alors nous
ne conservons dans la somme que les termes d’indice j < 7. D’aprés la formule (3.15), pour j < 7 fixeé,
nous avons

. cos (j(dn + 1) /n) sin (jd, 7/n) noeo

B dy sin (jm/n) ’

U3

puisque nous avons pris d, = o(n). Ainsi, a partir d’'un certain rang, nous avons aj =21 /2 pour
tout 7 < 7, et donc, u et v étant de méme signe,

Zln(1+4(u+va?)2> > Tln(1+44u® +0%).
=

Si u et v sont de signes opposés, nous remarquons que si j est tel que

SN PR BT B
2d, +1| 7S 2g, 1 '

alors nous avons
2d 1)jm 7(2d m
N VA (R LA
n n
a partir d’un certain rang, puisque d,, = o(n). Nous avons alors, pour ces indices j, d’apres la for-
mule (3.16),

| <sin((2dn+1)j7r/n)1) c !

Y = 24, sin(jm/n) 2,

Nous en déduisons que pour u et v de signes opposés, a partir d’un certain rang, nous avons
n 2
n\?2 2 v
S (1+4@u+vay)?) = 71n(1+4u +d2) .
j=1 n
Ainsi, nous avons & partir d’un certain rang n; € N, pour tout (u, v, w) € R?,

77/(1)2

7 , V2
< - - —
|¢>n(u, v, w)| < exp[ 2(1 4(u+v)2) 4ln<1+4u +d%>]

< e nw? 71 <1+u2+v2)
< exp| — ——-1In .
Pl 7o sur+802) 4 2
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Cette majoration, identique & (3.44), est donc valable quel que soit A € [0,1). Nous pouvons donc écrire,

dans [0, +o0] :
2 2\ —7/4 2
/ du dv ( uty > /dw exp e
n? (1 + 8u? + 8v?)

7/4

2

— ./ ”/ du dv (1+“ + v ) V1 + 8u2 + 802
RZ

/27r /+°° 2mr V1 + 812 i

o (L+r2/n2)7/4
e /+°° VIT8p ”
B (L+ p/m2y7/% P

qui est une intégrale convergente puisque

VIFS (L
(/) — C\pr

N

/ du dv dw ’¢n(u, v, w)|
R3

) quand p — +00.

La fonction caractéristique de (T,,, H,, S,) est donc intégrable pour tout n > ny. En vertu du théoréme
d’inversion de Fourier, pour tout n > ny, sous la loi ,, le triplet (T,,, H,, S,) admet donc une densité f,
donnée par

fn(xv Y, Z) =

1 ) .
BE / du dv dw ¢y, (u, v, w)e HETYTIVE
m R3

Etant donné la définition (2.5) de notre modéle fi,,, nous en déduisons que sous fi,, le triplet (T},, H,, Sy)
admet pour densité

~

1 ny PP
. R3 _— ( ) . WUT— VY — W2
fon o (z,y, 2) € @7, exp 52 ) | du dv dw ¢y, (u, v, w)e

En remplagant la fonction caractéristique ¢, par son expression (3.43), il vient, pour tout n > ny et
pour tout (z, y, 2) € R3,

~ 1 ny
fn(z,y, 2) = WGXP(2x)
></ du dv dw e —fux — v —iwz—n—ug—liln(l—%u—%va”)
R P Y 2(1—2iu—2iv) 24 i)

L’intégrale sur la variable w se calcule aisément en utilisant la formule (3.42), ce qui nous donne

n
p(_n
(1—2iu—2iv’ ZZ)

1 ( In(1 — 2iu — 2iv) 2% duz? +ivz? )
X — .

1 /dw e Wz nw?
L <o [ —iwy — — "W
V2r Je P 2(1 — 2iu — 2iv)

NG

2 2n n

Nous obtenons ainsi

—~ 1 n
fu(z, y, 2) = WGXP( i)

22 22 22 1l
X dudv exp —iu(m—n)—iv(y—)—%—2 7lln(1—2iu—2iva§?) .

R2
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Or, comme nous ’avions remarqué en (3.2), nous avons

52
n

ce qui implique que pour tout (x, y, z) € R3,

o~

z
X < |y‘ ou .’E—; < = fn(x7y7 Z):

Or, pour tout (x, y, 2z) € R3, nous avons

2 2 52 22
x> |y et z—— > ‘y— & x>y e z4+y >0 et z—— > —y+ —
n n n n
222
= T >y et x+y > —
n
22
& 2 > z+y > —.
n

Nous pouvons donc écrire, pour n > ny et (z, y, 2) € R3,

~ 1 ny 1
fn(% Y, Z) = mexp(%> 2z>x+y>222/n

22 22 22 1=
x/dudvexp —wuflr——)—wly—— | ———= ln(l—Ziu—Ziva?) ,
R2 n n 2n 2 =

ce qui est bien I’expression recherchée. O]

3 Preuve du théoréme 4

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme 4, c’est-a-dire que nous étudions la convergence
en loi de S, /y/n dans le cas d,, = 1. La méthode que nous mettons ici en ceuvre n’est peut-étre pas
optimale pour ce cas trés particulier mais, comme nous allons le voir dans les parties suivantes, elle
se généralise assez bien pour traiter d’autres régimes de la portée d’interaction. Cette partie est donc
I'occasion de présenter la démarche dans un cadre dans lequel il ne se passe finalement pas grand chose
d’inattendu. Soit ¢ : R — R une fonction continue et bornée. D’aprés la convergence en probabilité
donnée par le théoréme 13, nous avons

n—oo

—~ T, H,
Ve >0 lim un<’n1‘>s ou ‘n(\/il)‘>s> = 0.

Cela va nous permettre de nous restreindre & un domaine assez petit pour que les choses se passent bien.
Nous fixons donc € = 2722, qui sera suffisant pour obtenir les majorations dont nous aurons besoin, et
nous nous intéressons a la limite quand n — oo de

S T,
E, = [ -1 < 1
" “"g<ﬁ>{ = 5}{

ﬂ—(\/5—1)

n
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3.1 La méthode des rectangles

Nous aurons besoin du résultat élémentaire suivant, qui donne une borne sur I’erreur de la méthode
des rectangles pour approcher une intégrale :

Lemme 13. Soit K > 0, et soit f : [0,1] — C une fonction K -lipschitzienne. Nous avons alors, pour

tout n > 1,
K
i (3)- [ ol < 4

Démonstration. 11 suffit d’écrire
n

s (3)- [ wa) < [0

j=1 =1

( >—f(t)’dt < Z/K

j=1Y"=%

ce qui est bien I'inégalité annoncée. O

3.2 Mise en forme de l’intégrale

D’aprés le lemme 12, pour tout n > ny, sous la loi fi,, le triplet (T,,, H,, S,) admet pour densité
par rapport a la mesure de Lebesgue

—~ . 1 ny
fo i (@,y,2) €R® — Wexp( o ) lowsaty>2:2/n

22 22 22 1=
x/ dudvexp| —ule—— | —-ww|ly—— ) ———= ln(lf%uf%va”) .
R2 n n 2n 24 J

Nous en déduisons que

1 (14e)n (V2—1+4¢)n n 1:+y)/2 o ny
o s [ [ [ ()2
' (271-)5/2Zn\/ﬁ (1—e)n (V2—-1—¢)n n(ery /2 \/ﬁ 2z
2 2 2 1ol
X dudv exp | —iu <$—Z) — v <y—z> SRR In (1 —2iu—2ivaf) | . (3.46)
R2 n n 2n 2 =
Grace au calcul de grandes déviations que nous avons mené dans la partie 1, nous nous attendons a ce

que (T, Hy, Sn) —n(1, v/2 — 1, 0) soit d’ordre y/n, ce qui nous conduit & procéder au changement de
variables

z=n+a'vo, y=(V2-Un+yvn 2=V, u=—= v=

Nous obtenons alors

1
_ n{T,Y,2, uv)
Vn = ng E, = CEEA /Dn dxdydzg(z) /R2 du dv e (@Y ) (3.47)

ol le domaine D,, est défini par

D, = {(m7y, 2) €R® ¢ x| <evn, |y < evn et 227 én\/i—i—x\/ﬁ—i—y\/ﬁ}, (3.48)



3.3. Preuve du théoréme 4 67

et ol nous avons posé

(ﬁ_1>n+y\/ﬁ—iu n — ux %—iv - n — v WZ2— -
Ay YTy Z (VRS )iy

An(lf,,% 2 U,U) =

Pour nous débarrasser du terme y+/n, nous souhaitons déplacer le contour d’intégration de la variable v
de R &
. _iy/n

v € vg+R ou vy = 5 (3.49)

Remarquons que, si nous avions fait ce déplacement du contour d’intégration avant le changement
de variables, cela reviendrait a ajouter un terme —y/2 dans I'exponentielle. Nous aurions pu deviner
deés le début que le quotient ny/(2x) dans Pexponentielle allait nous donner un terme y/2 a compenser,
puisque x se concentre autour de n. Cette étape de déplacement du contour dans le plan complexe aurait
donc pu étre évitée si, dans le lemme 12, nous avions exprimé la fonction caractéristique de (T,,, Hy,, Sy)
sous la loi

eHn /2

Hn (eHn/2) o

au lieu de la loi p,. En effet, nous aurions alors obtenu

1 i
n\U, U, = T 7 7 9\ Mn uTy, i -5 | Hn . n .
On(u, v, W) (P T?) 1 lexp(zu —|—z<v 2> +iwS )]

ce qui revient a déplacer le contour d’intégration de v € R & v € R — /2 dans I’équation (3.46). Apreés
notre changement de variable v = v'/4/n, cela revient donc au déplacement indiqué dans (3.49). Mais
vérifions tout de méme que nous avons bien le droit de faire ce changement de contour d’intégration.
Nous fixons donc n > ny et (z,y,2,u) € D, x R. La fonction v — A, (z,y, 2, u,v) est bien définie et

holomorphe sur l'ouvert
D vn
cC:. - J — 3.5
{ve oIL, < Jmv < o [ (3.50)

ot m,, et M, sont les extrema du spectre, définis par (3.14). Comme M,, < 1, le contour fermé représenté
sur la figure 3.1 est bien inclus dans l'ouvert (3.50), et donc le théoréme de Cauchy nous assure que
pour tout M > 0,

M
[ doctenns
—M

[ gpednwnun) [ gy eAnuzun) L[ gy eAn(es )
Ci Ca Cs

1 M 0
= / 'Uodt eAn(aﬁy’Z,u’*MthUU) + / dv eA,,L(ac,y,z7u,v+vo) + / Uodt eAn(w,y,z,u,M+t’Uo) .
0 —-M 1

Nous écrivons alors, pour M > 0 et t € [0, 1],
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!
<
§ S
"
pyj

FIGURE 3.1 — Le théoréme de Cauchy nous permet de remplacer I'intégrale sur [—M, M| par celle sur
les contours Cy, Cs et Cs.

Re A, (2,9, 2, u, =M + tvg)

z'u 2ZM04 2itv0a?

i T

= A,(z,y,2, 0,0)—l—t(\/i—l)\/ﬁjmvo—i—tyjmvo Zl ‘

= o [2ut2Ma’\?
= A,(z,y, 2 OO)—l—t(\/i—l)mevo—i—tmevo—fE ln[ (1—-ta}) +(\f]) ]
n
j=1

In(1 — M, 1 2u + 2M, M
< An(2,9,2,0,0) + (V2 = 1)vn [Jmug| + |yl [Tmvg| — % —5ln ‘ UT
M — 00
- —o0,
uniformément par rapport a ¢ € [0, 1]. Nous avons donc
1 0
lim vodte (2w =Mtv0) = i vodt eAnlm =Mt —
M —+o00 M —+oc0
d’on
/d’U eAn(x,y,z,u,u) — /dU eAn(r,y,z,u,v+vg) )
R R
Notre calcul (3.47) devient alors
_ B, (z,y,z,u,v)
Vn = ng E, = 7(2% 5727 / dx dydz g(z) /Rdu /Rdve Y , (3.51)

ou
(V2-1Dayn+azy ) uz? . (\/5 , ivz?

21+ 2/ V) —ZU\/H—ZUI—F%—Z’U —1)\/ﬁ_wy+%

—1 . .
1% 2iu 2w ol
IS (1 e 2O
2 = vn vn
Nous souhaitons ensuite intervertir l'intégration sur u et l'intégration sur v, pour pouvoir déplacer le
contour d’intégration en u. Pour (x,v, 2z, u,v) € D,, x R%, nous avons

Bn(xvywzv ’u,,’U) = -

4(u—|— va;-‘)2 )
2

n—1
1
Re B, (z,y,z, u,v) = Bp(z,y,2,0,0) — i Zln (1 B
j=1

n(l — a;-l)
_ 2
1 u+val
< Bu(x,y,2 0,0) — ZZln <1+(na)> ,
Jj=1
puisque |1 —af | 2 pour tout i € {1, ..., n—1}. Si u et v sont de méme signe, nous ne conservons

dans la somme que les termes d’indice j < Ln/ 6], pour lesquels

" 2 < <7r) 1
aj = cos| — | = cos|=) = =,
J n 3 2
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et nous obtenons

1 2 2/4
Re By, (z,y, 2z, u,v) < Bylx,y,z, O,O)—Z{%J 1n<1+u+nv/> .

Si u et v sont de signes contraires, nous obtenons la méme minoration en ne conservant que les termes
d’indice
2] <7< 5]+ [5
2 7S )T lel-

Nous en déduisons que, pour tout (z,vy, z, u,v) € D,, x R?,

B (@,y.2,u.) 7

u2+v2/4 —[n/6]/4
=)

< eBn(@9.200) (1 n

qui est bien intégrable sur (u, v) € R? pour tout n > 30. Le théoréme de Fubini nous autorise donc a
permuter les intégrales sur u et sur v dans (3.51) pour obtenir

1
Vn > 30V E, = ———=— | dxdyd dv | dueBr@vzwv)
n ny )27, /Dn x dy zg(z)/R ’U/R ue

Pour compenser le terme ,(\/ﬁ — 1)x\/ﬁ/ 2 dans l'expression de B,,, nous souhaitons maintenant dé-

placer le contour d’intégration de la variable u de R & R + z(x/i — 1) vn/2. Pour (z,y,2,v) € D, xR
fixé, la fonction u — B, (x,y, z, u,v) est bien définie et holomorphe sur 'ouvert

{uGC : 3mu>—(1_J\;fn)\/ﬁ}.

Nous pouvons donc déplacer le contour en restant a 'intérieur de cet ouvert, et la méme méthode nous
permet de vérifier que nous avons bien

(V2 —1
/duexp[Bn(w,y,z,u,v)} = /duexp B, (z,y,z,u+w,v> ,
R R

ce qui nous donne, & partir d'un certain rang,

E, = Cn/ d;vdydzg(z)/dv /dueF’L(E’y’Z’“’“)"’G"(“’”)7 (3.52)
D, R R

ou la constante C,, est définie par

1 ((\/5 - 1)n> el
XP _—
(2m)*/2 2y 2 ) Va-ar

et les fonctions F), et GG,, sont données par

_ (\/5 — 1)352 ry . . uz?  jvz? (\/§ — 1)22
Falmyz ) = S0 ayym  adravm T R T 2

Cn =

et
n—1 2 92 n
Gn(u, v) = —iu n—iv(\/i—l)\/ﬁ—;z:hl(l_ Wt wa]))
j=1

\/ﬁ(\/i—a?
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3.3 Convergence simple de ’'intégrande

Nous souhaitons étudier la convergence de F,, + G,,. Pour pouvoir appliquer la méthode du col,
nous étudions cette fonction sur un domaine étendu a des paramétres uw et v & valeurs complexes.
Pour (z,y, z, u,v) € R® x C2, F, (2,9, 2, u,v) est bien défini pour tout n > 22 et nous avons, par un
simple développement limité,

lim F,(z,y,2, u,v) = Fy(z,y,2, u,v),
n— oo

ou

(ﬂ— 1)x2 Ty . . (\/5— 1)2’2

En ce qui concerne la fonction G, nous démontrons :

FOO(:Z:’y7Z7 u’IU) =

Lemme 14. Nous avons la convergence simple :

Y(u, v) € C lim Gp(u,v) = Goo(u, v),

n—oo

ot la fonction limite G, est donnée par
Goo(u, v) = —V2u* — 2uv — v*.

Démonstration. Soit (u, v) € C? fixé. Soit ng € N tel que

2Jul + 2v| 1
Vio(v2—1) 2
Nous avons alors, pour tout n > ng et pour tout j € {1, ..., n— 1},
2iu + 2iv o} 1
R (3.53)
Vi(vV2—a?) 2

Ainsi, G, (u, v) est bien défini pour tout n > ng. En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la
fonction
fn + t€]0,1] — Gyp(tu, tv),

nous obtenons

Fal) = £ul0) = 110 = 2222 <

f2(0) ’ [

IO (3.54)

6 te[0,1]

Tout d’abord, nous avons f,(1) = Gy (u, v) et f,(0) = G,,(0,0) = 0. Nous nous intéressons ensuite &

oG,
ou

oG,
ov

£200) = u=(0,0) + vZ22(0,0) . (3.55)

Nous avons

oG, , i~ 1 , 1 25\ \
W(O’O) = —l\/ﬁ+ﬁ;m = Z\/E —1+njz_:1<\/§—008<n>>

En utilisant le lemme 13 sur ’erreur de la méthode des rectangles puis notre calcul d’intégrale du
lemme 1, nous avons donc, quand n — oo,

% 0,0) = z‘ﬁ(/olﬁ_j;@m‘l)w(\/lﬁ) - O(¢lﬁ> | )
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Nous écrivons, de méme,

oG, - . n—l o ! cos (2jm/n)
W(O’O) = (\f 1)vn + \fZ 2_ " = ivn| =(vV2-1) Z\/i—cos (2jm/n)
. ' _cosmt)dt _ m L)oot
a Z\/ﬁ( 0 V2 — cos(2rt) (v2 1)> +O<\/ﬁ> a O(ﬁ) 7 (357

ol nous avons encore utilisé le lemme 13 ainsi qu’une autre formule du lemme 1. En remplagant (3.56)
et (3.57) dans 'expression (3.55) de f},(0), nous obtenons

") = of =
fr(0) = O (\/ﬁ . (3.58)
Nous passons ensuite a
0%G 0*G 0*G
" — .2 n 2 n — 2 n . 3.59
£(0) U5 s (0,0) 4 2uw 550 (0,0) —v 502 (0,0) (3.59)
Nous calculons donc
2G,, 2 ' 1 ! dt 1
%(0,0) = -2y = —2/ 2+O<) . (3.60)
du "3 (V2 - a;?) 0 (V2 — cos(2rt)) n
Avec un changement de variable 7 = tan(7t) puis
\/5 -1 s
T = = ,
VZ+1 V241

nous obtenons

/1 dt _ 1/ (1+72)dr
0 (VZ-cos2m)® T R[(ﬁ—1)+(\@+1)72}2
1 1 V2-1, ds
W/R(ﬁ—1)2(1+s2)2<1+\/§+15)x/iﬂ
1/(ﬂ_1)+(\/§—1)32
R (14 5%)2
B V2ds 1 [ (1—-s%)ds
T T kivs 7w /R(1+s2)2

\/>+/1_82 2d$

ds

ds

™

145214827

En effectuant maintenant le changement de variable s = tan(6/2), nous obtenons alors

! dt 17
/0 vz 5 = f2+2—/ (cos@)df = V2. (3.61)

— cos(2rt)) TJ)ox

Ainsi, ’équation (3.60) devient

8852” (0,0) = —2v2+40 (;) . (3.62)
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Nous poursuivons en écrivant

9°G 22 af
"0,0) = == ——1
8u8v( ) n ; (ﬁ_a}z)z

- [ et o)

oll)
n

d’apres le lemme 1 et notre calcul (3.61), puis
_ 2
G, 2t ()
ov? 0,0) = _EZ \/§J n) 2
-1 (V2—aj)

[ e o G)

2/1 V2 cos(2nt) dt 5 b cos(2nt)dt
0

1
-2v2+2(V2-1)+0 (n>
1
o).
n
En remplacant (3.62), (3.63) et (3.64) dans (3.59), nous obtenons donc
1
10) = —2v2u? — duv — 202 4+ 0O (n) :

Enfin, pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

3
3 _ 893G,
w = (k) A ST

k=0

Soit k € {0, ..., 3}, et soit ¢t € [0,1]. Nous avons

2itu + 2itv oz?

! V2dt ! dt
B _2/0 (\/5 — cos(27rt))2 * 2/0 V2 — cos(2rt) i

V2 —cosznt)’ o VB cos(znt) |

PG g =t (am)*
" . o) = — J 1
Jur— s (1 1) 3/ ; (Va2 —ar) Vn(vV2 - a?

9G,,
Oud=kouk

N

(tu, tv)

n—1 -3
8 1 ( 1)
< — E 1—=
n3/2 st (\/5_1)3 2

En remplacant dans (3.66), il vient

64(\u| + |v|)3 .
Va(vz-1)°

sup
t€(0,1]

IRIOIRS

o

o

n

1
n

:

En utilisant notre majoration (3.53) et le fait que |a?| < 1, nous avons alors, pour tout n > ng,

)

)

Va(vz-1)*

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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Ainsi, en utilisant (3.58), (3.65) et (3.68) dans notre inégalité de Taylor (3.54), nous obtenons, pour
tout (u, v) € C? fixé,
1

|G, ) — Goo(u, )| = O <\/ﬁ> ,

ce qui démontre bien la convergence simple de G,, vers G, quand n — oo. O

3.4 Deéplacement du contour d’intégration

Nous souhaitons maintenant utiliser la méthode du col pour obtenir une approximation de l'intégrale
dans I’équation (3.52). Cette méthode consiste & déplacer le contour d’intégration dans le plan complexe
pour faire passer celui-ci par un point-col, c¢’est-a-dire un point critique de la fonction

(u, v) — Fool(,y, 2, u,0) + Goo(u, v),

qui est ici holomorphe sur C2. Nous obtiendrons alors une intégrale qui se présentera sous une forme
bien adaptée a Iapplication du théoréme de convergence dominée. En effet, dans la formule (3.52),
'intégrande n’est manifestement pas une fonction intégrable de (z,v, 2, u,v) € R, donc nous n’avons
aucune chance de pouvoir utiliser le théoréme de convergence dominée si nous ne déplagons pas le
contour d’intégration. Ainsi, pour (x, y, z) € R3, et nous recherchons un couple (u, v) € C? qui annule

0F 0G .
W(w,y,z, u,v) + W(u, v) = —ix — 2v2u — 2v,
ainsi que
0F 0G .
5 (x,y,2, u,v) + W(u, v) = —iy —2u—2v.
Le point-col qui nous intéresse est donc la solution du systéme
w?2+v = —%
_
u-+v = 5
qui est donnée par
iV2Z+1)(y—a i(V2+1)(z —yv2
O [ O Ve [}

2 2

Nous commengons par déplacer le contour d’intégration de la variable u, pour passer de u € R & u €
u* + R. Nous fixons pour cela (z, y, z) € D,, et v € C. La fonction u — F,(z,y, z, u,v) + G, (u, v) est
définie et holomorphe sur I'ouvert

{uGC : ’Jmu>—W}.

D’aprés la définition (3.48) du domaine D,,, nous avons

(V2+1)Jy — | _ 3<\/ﬁ+\/ﬁ> RENO (ﬁ—l)\/ﬁ.

ju*| =

92 = 9 922 922 922 92 (3'69)

Ainsi, nous pouvons déplacer le contour de u € R & u € R+ u* de la méme fagon qu’en section 3.2 pour
obtenir, a partir d’un certain rang,

E, = C, da:dydzg(z)/dv/du exp(Fn(x,y,z, u* + u, v)—i—Gn(u*—l—u, v))
D, R R
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Il est alors possible de vérifier, comme nous ’avions fait en section 3.2, que nous avons une fonction
intégrable de (u, v) € R?, ce qui nous permet de permuter les deux derniéres intégrales par le théoréme
de Fubini. Nous avons donc, a partir d’un certain rang,

E, = Cn/ dxdydzg(z)/du/dv exp(Fn(:c,y,z, u* 4 u, v)Jan(u*Jru, v))
Dn R R

Pour (z,y, 2, u) € D, x R fixé, la fonction v — G, (u* + u, v) est holomorphe sur I'ouvert

{veC : —W—Jmu*<3mv<m+2l)\/ﬁ+3mu*}. (3.70)

Or, en utilisant & nouveau la définition du domaine D,,, nous avons, pour tout (z, y, z) € D,

(V2 D)lr-yv2| _ (V2+1)°Va _ 3ym
: <

5% < S (3.71)

o] =
En combinant cela avec (3.69), nous en déduisons que

3vn _ (V2-1)vn

|Tmu*| 4 [TJmo*| < 521 5 ,

et donc le point-col v* appartient bien a 'ouvert (3.70). Nous déplagons donc l'intégrale sur la variable v
de v € R a4 v € R+ v*, ce qui nous donne & partir d’un certain rang,

E, = C’n/ dzdydzg(z)/du/dv exp(Fn(x,y,z7 w4 u, v +v) + G (u* + u, v*Jrv)). (3.72)
D, R R

Regardons maintenant de plus prés la fonction limite que nous obtenons aprés ce déplacement du
contour d’intégration. D’aprés les résultats de la section 3.3, pour tout (x,y, 2, u,v) € R®, nous avons
la convergence simple

lim Fn(x,y,z, uw* +u, v*—!—v)—l—Gn(u*—Fu, 11*—!—1/) = F (a:,y,z, u* +u, U*+U)+Goo(u*—|—u, 11*—!—11) .
n—oo
Nous calculons donc, d’une part,

LR E EE

Foo(x,y,z, u* + u, v*—i—v) = f—g—i(u*—i—u)m—i(v*—i—v)y— 5
_ 2 _ _ o 2
W (EENear o ey (VB
2 2 2 2 2
2, 2V2+1 V242, V2-1, :
= —z° + Ty — Y- — 25 —uxr —wy,
2 2 2
et d’autre part,
Goo (U +u, v" +v) = —\/ﬁ(u* —|—u)2 —2(u* 4 u)(v* +v) — (v* —|—v)2

- ‘/i(\/i‘LZ) =) —iuV2(V2+1)(y — ) — V2u® +

(V2+1)’(y o) (z = yv2)
2

(\@+ 1)2(:E ,yﬁ)Q

4

—iw(V2+1)(y — ) —iu(vV2+1)(z — yV2) — 2uv +
—z'v(\/i—i—l)(ac—y\/ﬁ)—v2

V2+1 , V241 V2 +2
1 T T Wt

y2+iux+ivy—\/§u2—2uv—v2.
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En additionnant, nous obtenons donc
Foo(xayazv u* +u, v* +U) +GOO(U* + u, v* +U) = Q(xayazv U,U),
ou la forme quadratique @) est donnée par

— V2 2 242 2—-1
Q(xayvz7 u,v) = _3 4\[962-%%:33;— \/>4+ y2— \/>2 22—\/§u2—2uv—v2. (373)

Il n’y a ici pas de surprise, puisque nous retrouvons la forme quadratique donnée par la Hessienne de
la fonction de taux que nous avions calculée en (3.13).

3.5 Domination

Nous souhaitons appliquer le théoréme de convergence dominée pour déterminer la limite de l'inté-
grale dans (3.72). Pour cela, nous démontrons la majoration suivante :

Lemme 15. [l existe K > 0 tel que, a partir d’un certain rang, pour tout (z,y, 2, u,v) € D, x R?,
Re (Fn(m,y,z, u* +u, v* 4 0) +Gn(u* + u, v* —|—v)) < M(z,y,z, u,v),
ot la fonction M est donnée par

22 2 2 2
Y 322 9 uc 4+ v

Démonstration. Soit (z,y, z, u,v) € D,, x R?. Nous écrivons tout d’abord

man(mayvza u* +u’ U* +’U) - FOO(x’y7Z7 ’U,*, U*) = F’ﬂ(x7y7z7 ’LL*, U*) - Foo(xayvza U*a U*)
(V2—-1)a3 N z?y N iu* 22 N iv*2?
2(x++v/n)  2(@++n) Vn Vv

Or d’aprés la définition (3.48) du domaine D,,, nous avons |z| < /n/22? et |y| < /n/2%, d’'ott

_(V2-1)a? %y 2 | 2Pyl _ a?
2ot vn) 2wty S VR Ve S

Nous utilisons ensuite les majorations (3.69) et (3.71) de |u*| et |v*| pour écrire

iu*z? . iv* 22 < %
vy 2
Nous obtenons donc
. . . x? 322
Re F(z,y, 2, v +u, v +v) < Fol(z,y,z, u*, v*) + 72 + 921 - (3.75)
En utilisant a nouveau (3.69) et (3.71), nous avons, pour tout j € {1, ..., n — 1},

2iu* + 2iv* oc?

Vi(v2 - aj)

2|u*| +200t] _ 3(V2+1)

1
ST S 5 (3.76)
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Nous pouvons donc écrire

n—1 . .
1 ZZ(u* + u) + 22(1}* + v)a”
Re Gy, (v* +u, v +0v) — Gpu*,v*) = —— ) In|1- , ]
2 ; Vn(vV2—a?)
Rty 2iu* + 2iv* a?
+ = In| 1-— —j
P e CERrT)
n—1 -1 . .
1 20u* + 290 ¥ 2tu + 2iv o
= —= In|1—-|1- J J
P> ( Wﬁa)>wﬂﬂ—w
ol 16 n?
< IS mlit 16(u+vag).
4 =1 n(ﬂJr 1)

VAN
|
I
3
M1
=3
/N
—_
_|_
=
_|_
<
Q
<
~—

En procédant comme nous l'avions fait en section 3.2, c’est-a-dire en ne conservant que les termes
avec oz? du signe de uv et avec |ozﬂ > 1/2, nous obtenons

1|n u? 4+ 0% /4 30 u? +v?/4
* * _ * R T < _
Re Gy, (v +u, v°4+v)—Gp (v, v*) < 4L6Jln<1+ - ) < {GJln(l—i— 0 > )

pour tout n > 30, par concavité du logarithme. Pour n > 60, nous avons
30 30 /n 30 yn n 9
3> 29> BG-3) - 1
4n L6 in \ 6 In \6 60 8

9 2 2
Re G (u* +u, v° +v) — Gp(u*, v*) < ~3 In (1 + 2 1—2|—0v > , (3.77)

et donc

Enfin, nous nous intéressons au terme G, (u*, v*). Nous reprenons alors le fil de la preuve du lemme 14.
Ainsi, nous définissons la fonction

fo  t€[0,1] — Gp(tu*, tv*).
D’aprés (3.69) et (3.71), nous avons
u* O(v/n) et v* = 0(vVn),

avec un O uniforme sur tout le domaine D,,. En combinant cela avec (3.56) et (3.57), nous en déduisons
que f}(0) = O(1), uniformément sur D,,. De méme, grace a nos estimées (3.62), (3.63) et (3.64), nous
avons

£1(0) = Goolu®, v*) +0(1),

avec un O uniforme pour tout (z, y, z) € D,. Enfin, en utilisant la borne uniforme (3.76) dans le
calcul (3.67), nous obtenons

6a(fur] +10*)” _ 3(lwt|+ o) _ 3(v2+1)(2lal +3ly])
N S CCE
IV2+1) (@ +y?) _ Pty

216 S

sup [759(1)] <
t€[0,1]

N
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En combinant tout cela dans la formule de Taylor (3.54), nous en déduisons qu’il existe K > 0 tel que,

pour tout (x, y, z) € Dy,

22 4 g2
16

Gn(u*, v*) < Gool(u™, v*) + +K. (3.78)

Finalement, en additionnant (3.75), (3.77) et (3.78), nous obtenons bien le résultat annoncé. O
Nous vérifions maintenant :
Lemme 16. La fonction e, ot M est la fonction définie par (3.74), est intégrable sur R®.

Démonstration. Nous écrivons, dans [0, +0o0],

7T—2v2 2 2v/2+3
/ dz dy dz du dv eM ¥ 10) = eK/ dx dy exp —sz—Fixy—&yz
R5 R2 8 2 8
V2-1, 3 , u? 402\ 8
X/Rdzexp<— 5 z —I—ﬁz X deudv 1+ 120 .
Nous avons alors
7T —2v2 2 22+ 3 7T —4v2 3 2 1 3
_T\fﬂ_,_gxy_%yz _ —T\[$2—gy2—£(x—y)2 < —7m2—§y2,

ce qui montre que

< +o00.

—2v/2 2 2v/2+3
dx dy exp (—7\[332 + £avy — Qy2>

R2 8 2

Ensuite, nous avons

V2 -1 3

E— +ﬁ < 0,
d’ou
2-1 3
/dzcxp(—\f2 22—|—22122> < +o0.
R

Enfin, nous écrivons

u? + 02 —9/8 +o0 r2 -9/8 +o00 dp
dud 1 = 2mr d 1+ — = 120 — < ,
/Ra ¢ ( RS ) / " ( +120> ”/o T+pps =%

puisque 9/8 > 1. Nous avons donc bien démontré que la fonction e est intégrable sur R°. O

3.6 Convergence dominée
Nous appliquons maintenant le théoréme de convergence dominée a 'intégrale dans la formule (3.72),

que nous rappelons ici :

E, = C, dz dy dz du dv g(z) exp (Fn(a:, Yy, 2, '+ u, v+ v) + G (v +u, v 4 v) )1(m,y, 2)eD
R5

11 découle de la définition (3.106) du domaine D,, que

liminf D, = ) [ Dx = R?,

n—oo
n>=3 k>n
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c’est-a-dire que pour tout (z, y, z2) € R®, nous avons (x, y, 2) € D,, a partir d’un certain rang. Ainsi,
pour tout (x,v, 2, u,v) € R®, nous avons la convergence simple

lim g(z)exp (Fn(ac, Yy, z, u* 4+ u, v+ v) + G (v +u, v+ v) )1(%% 2eD, = g(z)eQ("”’y’Z’“’”) ,
n—oo

ou @ est la forme quadratique donnée par (3.73). D’aprés les lemmes 15 et 16, ’hypothése de domination
est bien vérifiée a partir d’'un certain rang. Nous en déduisons en vertu du théoréme de convergence
dominée que

E, "X* o, dxdydzdudvg(z)exp(Q(x,y,z, u,v)) = C’nD/dzg(x)eXp <— 5
R

R5

ﬁ—1Z2>

ou
D = / dx dy du dv exp(Q(w,y,O, um)).
R4

Or, comme nous ’avions écrit en (3.45), nous avons

ﬁn[g(j%)] _ B o).

En appliquant cela a la fonction constante g = 1, il vient

1 "X>* g, "% C’nD/dz exp (—fz2> = C,D T
R

2

Nous avons donc finalement, pour toute fonction g : R — R continue et bornée,

() -mw o2
T e o (<1 )

ce qui démontre bien la convergence en loi

lim iy,
n—oo

Sn L
Tr o V(0. V2H1),

achevant ainsi notre preuve du théoréme 4. O

4 Preuve du théoréme 5

Nous passons maintenant & la preuve du théoréme 5. Nous supposons donc que

2d,,
lim — = A€ (0,1),

n— oo n

nous considérons une fonction g : R — R continue et bornée, et nous recherchons la limite quand n tend

vers l'infini de
. Sn
Hn | 9 34 :
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4.1 Mise en forme de l’intégrale

D’aprés le lemme 3, nous avons

= N(0,2). (3.79)

Nous en déduisons que
lim ﬁn( T, —n| > n5/8) = 0.

n—oo

Nous étudions donc la limite quand n — oo de

Sn,
J (n3/4> 1|T7L—n|§n5/8] .

Le résultat du lemme 12 nous permet d’écrire, pour tout n > ny,

En:ﬁn

5/8

n+n > N
E, = /717715/8 dx/Rdy/Rdzg(W) fn(xa Y, Z)

1 n4ns/8 ; ny
- de [ dy [ d (—) (—)1 RN
(27)3/2 Z /10 )y /s x/R y/R ) n3/4 exp g ) T2e>ety>2:2/

22 22 2 1l
X dudv exp —iu(as—)—iv(y—)—— ln(1—2iu—2iva?)
R2 n n 2n 2 =

La convergence en loi (3.79) et 'ordre de grandeur espéré de S,, nous poussent a faire le changement

de variable
u/

x =n+1'vn, Z*z'n‘s/4 U= —

K
vn
Pour savoir quel changement de variable choisir pour y et v, souvenons-nous que

Z aly}? 4+ 5n (3.80)

avec aj — sinc(j A7) pour tout j fixé, quand n — oco. Nous procédons donc au changement de variable

y =y +*/n, v="1,
ce qui revient & parier que le premier terme dans (3.80) sera d’ordre O(1), tandis que le terme S2/n
sera d’ordre y/n. Or le terme S2 /n correspond précisément au Hamiltonien du modeéle décrit au para-
graphe 4.1, ce qui explique donc que, sous réserve d’obtention d’une limite non dégénérée a la fin de notre
calcul, nous allons bien retrouver le comportement du modéle en champ moyen. Avec ces changements
de variables, nous obtenons

E, = 7(27T 572y / dxdydzg(z) . du dy P (#:y:2w0)+Gn (u,0) (3.81)
avec ’ensemble D,, défini par
D, = {(ac7 y,2) €R® ¢ z| < '8 et 242z > \/ﬁ—&-x—i—% + 22 > 222} , (3.82)
et les fonctions F,, et GG,, données par
F.(z,y,z, u,v) = fiu(:z: - 22) — vy — w2t 4

20 +a/vn) 21+ a/vn)

et
n—1

Gn(u, v) = —Zuﬁ—Zln( w% Qwa;). (3.83)
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4.2 Convergence simple de ’'intégrande

Tout d’abord, nous avons la convergence :

Y(z,y, 2, u,v) € R® x C? lim F,(z,y,z, u,v) = Fyl(x,y,2, u,v), (3.84)
n—oo
ou
Fo(z,y, 2z, u,v) = —iu(a: — z2) wy — 7 + g
Nous étudions ensuite la limite simple de la fonction G,,. Pour que G, (u, v) soit bien défini, nous

imposons sur la variable v la condition

N
Vie{l,...,n—1} %e(l—%—%va?) > 0.

D’aprés le résultat du lemme 5 sur les extrema du spectre, pour avoir cela a partir d’un certain rang,
il suffit d’exiger
Re (1 — 2ivsinc(Ar)) > 0 et Re (1+2ivCy) > 0,

ou C), est la constante définie par (3.23). Nous sommes donc amenés & considérer le domaine

V = {UEC : Vj e N\{0} DRe(1—2vsinc(jAr)) > 0}

1 1
{’UEC : —2Sinc()m)<3mv<20)\}.

Ainsi, pour tout (u, v) € C x V, la fonction G, (u, v) est bien définie & partir d’'un certain rang, donc
nous pouvons en étudier la limite simple. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Lemme 17. Nous avons la convergence simple :

V(u,v) ECxV lim G,(u, v) = Goo(u, v),

n—oo

ot G est la fonction donnée par
v <X
Go : (U, 0) ECXV +— —u?— 3 Zln (1 — 2ivsinc(jAr)) .
j=1

Démonstration. Soit (u, v) € C x V fixé. Quand j — oo, nous avons
o L 1
In (1 — 2ivsinc(jAr)) = —2ivsinc(jAr) + O <]2> .

Or, d’aprés le lemme 7, la série Y sinc(jA7) converge, et donc nous en déduisons que la série définissant
la fonction G converge aussi. Nous nous intéressons tout d’abord a la limite de G,,(0,v). Notons

1 1

h = 2 inf Re (1 —2¢ A = (20m ——— A [ =——20m ,
jH>11 ( ivsine(jAm)) ( v smc()nr)) (C)\ U)

qui est strictement positif puisque v € V. Il découle du lemme 5 sur les extrema du spectre que

lim  min %e(lfina?) = 2h,
n—oo 1<j<n—1

donc, & partir d’un certain rang ng, nous avons

vie{l,...,n—1} ﬂ%e(lfina?) > h.
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Soit n > ng. Nous définissons maintenant

TL1/4 2 —1/2
w = | A (“4) .
2 n

Cette suite (u,,) tend vers Uinfini, puisque 2d,, ~ An. En utilisant la relation de parité Qp_j = ajf, nous
écrivons

Gn(0,v) — Goo(0,0) = 6L (v) + 62 (v) — 62 (v),

avec

5i0) = S [ =1 (1= 2ivaf) +1n (1 - 2ivsinc(jam)) |

j=1

w1t
82 () = Y3 Z In (1 —2ivaf),

J=un+1
“+o00
Si(v) = — Y In(l—2ivsinc(jim)).
Jj=un+1

Controle du premier terme : Nous commencons avec 6}. Pour tous complexes z, 2/ € C, selon
I'inégalité des accroissements finis, nous avons

1 r—
Rez > h et Rez’ > h = |lnz' —Inz| < |2/ —2| sup 17— 2] (3.85)

e |1 —t)z+t2| = h
Nous avons donc, pour tout j € {1, ..., u,},

‘ In (1 —2ivaf) —In (1 — 2ivsinc(jAr)) ’ < # |a? — sinc(jAm)| .

Nous en déduisons que

|5,1L(v)| < % 2": |a? — sinc(jAm)| .
j=1

D’aprés le lemme 4, nous avons donc
2K o] (7 | 2d u?
1 < J n _ — n
‘5n(v)| S g <n+’n A‘) O(n + O| up

_ o(\};>+o<’2fb”x 1/2) = o(1).

Controle du deuxiéme terme : Nous nous intéressons maintenant a §2. Nous réécrivons ce terme
sous la forme

2
dn_AD
n

n—un,—1 n—u,—1
n ) ) ) 1 n
2(w) = — Z <ln (1—2iva}) + 2iv a?) + 2iv X + Z ay
j=un+1 Jj=un+l
L’inégalité de Taylor-Lagrange nous assure que pour tout z € C,
17 1 —1?
Rez > h et 1 >h = |Inz—(2-1)| < |z 1] sup < |z —1] . (3.86)

2 ey 14tz 2k
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Nous en déduisons que

n—u,—1 2|’U|2 n—un,—1 12
Z In (1—2wa )+2wa < B2 Z agi|
J=un+1 j=un+1
ce qui entraine que
2|’U‘2 N—Up— n—=un—1
02(v)| < = > | a7 * + 2] | 5 + > a (3.87)
J=un+1 J=un+1
En utilisant la formule (3.16) pour a7, nous obtenons
n—un,—1 n—u n—u
1 - 1 n-2u, ~ L sin ((2d,, + 1)j7/n ~ ! sin ((2d,, + 1)j7/n
-4 o = - n Z (( )J/):0(1)+ Z (( )J/)
A A 2d,, , 2d,, sin(j7/n) , 2d,, sin(j/n)
J=un+1 Jj=un+1 Jj=un+1
En utilisant la symétrie des valeurs propres, nous avons
1 n—un—1 1 [n/2] <in ((an + l)jﬂ'/n)
- no= o(l) + — , 3.88
A + ‘ % o(l) + dy, . Z sin(jmw/n) (3.88)
Jj=un+1 Jj=un+1

avec le terme j = |n/2] qui a été compté deux fois si n est pair, mais qui tend de toute fagon vers 0.
Nous effectuons alors une transformation d’Abel en posant, pour j > 0,

J
On,j = Zsin ((2dy, + 1)k /n).
k=0

Nous avons

sin ((2d,, + 1)j7/(2n)) sin ((2d, +1)(j + 1)7/(2n))

On.j| = ;
lo0.41 sin ((2d,, + 1)7/(2n)
sin ((2d, + 1)7/(2n) — 2d, A’
donc il existe une constante M > 0 telle que |0, ;| < M pour tout n > 1 et pour tout j > 0. Nous

écrivons alors

n/2] . . [n/2]
Z sin ((2d,, + 1)jm/n) Z On,j = Onj—1

Pt sin(jm/n) Pt sin(jm/n)

o L"%la ) 1 . 1 _ On,u, + On,|n/2]
B "7\ sin(j7/n)  sin ((+1)m/n) sin(up,m/n)  sin(|n/2] 7/n) "

J=un

Nous avons donc

W2 sin (2, + 1)j7/m) oM oM 2Mn
> — < = + = <
Pttt sin(jm/n) sin(u,m/n) = sin(|n/2| 7/n) Up

Finalement, en reprenant (3.88), nous obtenons

T+ A — 0(1)+0(> = o(1). (3.89)
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Enfin, en utilisant la majoration (3.17), nous avons

n—u,—1 ) n2 [n/2] 1 1
Yoo lepl < 5m X m =0(-) = o). (3.90)
J=un+1 2, jmunt1 7 Un

En injectant (3.89) et (3.90) dans (3.87), il vient
lim 62(v) = 0.

n— oo

Controle du troisiéme terme : Enfin, la convergence de la série

Z In (1 — 24vsinc(jAm))

Jj=0
implique que 3 (v) tend vers 0, puisque u,, — oo quand n tend vers I'infini. Nous avons donc bien

T}gg) Gn(0,v) = Goo(0,v).

Dépendance en u : Soit nj, = ng V 16 |u| /h?, et soit n > nj. Nous avons alors

h

2 9

2iu

vn

ce qui nous assure que

21 2i h
Vie{l,....,n—1} % (1— % —may) A Re (1— % —2ivsinc(j/\7r)> > 5. (391)
Selon 'inégalité de Taylor-Lagrange, nous avons
oG, u? 8°G, lul3 3G,
G — Gn(0,v) — 0,v) — — 0 < — tu)| . 3.92
n(uv U) n( ?U) au ( ?U) 2 aug ( 7U) 6 te[()’l] aug ( U) ( )

Nous nous intéressons donc aux dérivées successives de GG,, par rapport a u. Tout d’abord, nous écrivons

oGy, — —
Ou (0) = —ivh+ oo Z —2wa fZ(l—Zwaj _1> '

Nous avons donc

%\

1
- 2iv a

1 4
ol Y Z| a7

1—2wa

I, <
o 0] < G5 52
En utilisant la majoration (3.18), nous obtenons alors

ai”((),v) - o(jﬁ) +o<ljg> = o(1).

Nous avons, de méme,

a2G 2% 225 1 .
8U2 0.v) = 75 — 2w a” ) - +Eiﬁ . (1—2@'1}04”)2 - .
J Jj=1 J
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Nous en déduisons que

. 2
Elen 9 gn! ‘4’Ua?+4”2(a}’) ‘ 2 32|u| ; 32|v| .
‘auz (0»”)+2‘<n+n; 1 2war] S ot Z|]|+ Z|a\

- O(m;)m(;) ~ o)

Enfin, nous avons, pour tout ¢ € [0, 1],

e (S 1024
(tu) ‘ Z < Lot
‘ Ou? ”3/2 1—2w/\/>72wa )3 h3y/n

Ainsi, 1’égalité (3.92) devient
Gn(u, v) = Go(0,v) +0(1) — u? + 0o(1) = Geol(u, v) +0(1),

ce qui termine la preuve du lemme. O

4.3 Déplacement du contour d’intégration

Nous souhaitons appliquer la méthode du col pour approcher 'intégrale dans (3.81). Nous prenons
donc (2,9, 2, u,v) € R® x C x V. Nous avons, d'une part,

0F 0G

9 (z,y,z, u,v) + 9 (u, v) = fi(:n - z2) —2u
Nous posons donc
2
i(x—z
uw o= u(z, 2) = —( )
2

Pour ce qui est de la seconde variable complexe, nous choisissons de poser

" x isg(y) 1
= = — ]_
v v () 4 ( * sinc(ym) )

qui n’est pas le point-col, mais qui suffira pour notre calcul. Nous déplagons alors le contour d’intégration
des variables u et v pour passer par u* et v*, comme nous ’avons fait en section 3.4. Commengons par
la variable v : fixons n > ny, (2, y, 2) € D, et u € R. La fonction v — F,(x,y, 2, u,v) + G, (u, v) est
définie et holomorphe sur ’ouvert

1 1
{veC v < Jmv < S } . (3.93)

Or, d’aprés le lemme 5, nous avons

. 1 1 + I 1 1 < 1
im = e im = — > —.
n—oo 2M, 2sinc(Ar) n—oo 2my, 2C, 2sinc(Am)

Comme A > 0, nous avons sinc(A7) < 1 et donc & partir d’un certain rang,

|[Jmv7|

Jmo

! V L = L 1 71 1 1+71
2M, ~ 2m, ~ 2sinc(M\r) 4 \ sinc(\7) 4 sinc(ym)

)
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ce qui signifie que le point v* se situe bien dans 'ouvert donné par (3.93). Nous pouvons donc déplacer
le contour d’intégration en vertu du théoréme de Cauchy, pour obtenir, pour tout M > 0,

M 1
/ dv an(a:,y,z,u,v)+Gn(u,v) _ / o* dt an(:c,y,z,u,71M+tv*)+Gn(u,fM+tv*)
M 0
M
+ dv an(x,y,z,u,v*+v)+Gn(u,v*+v)
—M

0
+/ v* dtan(x,y,z,u,M+tv*)+Gn(u, M+tv*)
1

De méme qu’en section 3.4, nous avons

1
lim o* dt an(Lsz,uq,iM+tv*)+Gn(u,iM+tv*) =0,
M—oo Jg

et donc en faisant tendre M vers I'infini, nous obtenons
/ dv an(:v,y,z7 u,0)+Gn(u,v) _ / dv an(:v,y,z7 w, v 4v)+Gp (u, v +v) )
R R

Ainsi, notre calcul (3.81) devient

nl/4

V’n)n] Enzm

/ dz dy dzg(z)/du / dv efn (@2 w v )G (w0 o) (3 gy)
D, R R
Nous voulons ensuite permuter les intégrales sur les deux variables u et v, pour pouvoir déplacer le
contour d’intégration en u. Pour cela, nous démontrons le lemme suivant, qui nous sera également utile
plus tard pour vérifier 'hypothése de domination du théoréme de convergence dominée :

Lemme 18. Il existe K > 0 tel que, a partir d’un certain rang, pour tout (z,y,z, u,v) € D, x R? et

pour tout t € [0, 1],
eGn(tu*, v*)

(1+ Ku?)(1+ Kv?)

eGn (tu +u, v* +0v)

Démonstration. Soit (z,y, z, u,v) € D, x R?, et soit ¢ € [0, 1]. Nous écrivons tout d’abord

n—1 n\2
ln<1—|— 4<u/\/ﬁ+vai) 2) :
1 (1 — 2itu*/y/n — 2iv* a?)

1
Re G, (tu* + u, v* +v) — G (tu*, v*) = —1
j=

2

D’aprés la définition (3.82) du domaine D,,, nous avons z* — z < /n. Nous en déduisons que pour

tout j € {1, ..., n—1},

2itu* t(z2—z)  sgly) 1
1— 2t = 1 - 1 " < By,
Vn e + Vn 2 + sinc(A) % A

avec
5 1

2" 2sinc(Am)
Nous avons donc

n—1

1
* * * *
Re Gy, (tu* + u, v* +v) — Gp(tu*, v*) < —1;:1 In

2
4 U
1+ —5 ( + va”) . (3.95)
By \vn
D’aprés le lemme 6, il existe une constante Ky > 0 telle que, a partir d'un certain rang,

6
Inuv >K772:47
[ n,u,0l K
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ou
. Ky
Inuw = {] e{l,...,n—1} : uva? >0 et }a;” > 6} .
En appliquant a nouveau le lemme 6 avec cette fois-ci a = n, nous avons aussi, pour n > 12/ Ky,
Kon
|Jn,u,v >z Kgn—6 > T R
avec

Jnww = {ie{l,...,n=1\Inuo : woa) >0} .

En utilisant cela, notre majoration (3.95) devient

1 4K2v? 1 4u?
* * * ok 0
Re G, (tu* + u, v* +v) — G, (tu*, v*) < ~2 E ln<1+ )—4 E ln<1+>

2 2
G€ln uw 6B5 FE€Tn w0 Bxn
4K 202 Kon 4u?
< -1 1 0 - —1 1+ — .
( T ) 3 ( *an)

Si de plus n > 8/Kj, alors la concavité du logarithme implique que

2 2
1n<1+4“> > 81n(1+4K0u )

et donc
4K2U2 KQUQ
Re G, (tu* * —Gptu*,v*) < —In|( 1 0 —In( 14—+ ).
e Gy (tu* + u, v* +v) (tu*, v*) n(+6B§) n(—’_QBi)

En posant

4K} Ky

K = =710 AN ——

683 2B’

nous obtenons alors la minoration annoncée par le lemme. O

La fonction )

(1+ Ku?)(1+ Kv?)

étant intégrable, le théoréme de Fubini nous autorise donc a intervertir 'intégrale sur u et 'intégrale
sur v dans 1’égalité (3.94), pour obtenir qu’a partir d’un certain rang,

/ dxdydzg(z)/dv/dueF”(I’y’Z’“’”*Jr”)*G"(“’”**”).
D R R

n

(u, v) € R* —

nl/4

Ep = —
(2m)52Z,

Nous fixons maintenant (z, y, z) € D, et v € R et nous voulons déplacer l'intégrale sur la variable w.
La fonction u — F,(z,y, z, u, v* +v) + Gy, (u, v* 4+ v) est définie et holomorphe sur 'ouvert

{uEC SVje{l, ..., n—1} e (1—3%—2@*%%) >0}.

Or, pour tout j € {1, ..., n— 1}, nous avons

Qiu* 22—z sg(y)a]

1
1- 2 girar = 1 _ T
Vn e + vn 2 < Jrsinc()nr))

>1_ﬁ_% 1+#
~ vnooo2 sinc(Amr)
S L My My onoge Losine(dm) o

nt/4 2 2sinc(Aw) 2
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Nous avons donc, & partir d’un certain rang, pour tout (z, y, z) € Dy,

2iu* ) 1 — sinc(Arw
—2iv*aj > 1= sinc(Am)
Vn 4

et donc nous pouvons déplacer le contour d’intégration de u € R & u € u*+R. Ce déplacement se justifie
de la méme maniére que les précédents déplacements du contour d’intégration, et nous obtenons alors,
a partir d’un certain rang,

1—

>0, (3.96)

nl/4

E’IL == A NE /O~
(2r)5/22Z,

/ dz dy ng(Z) / dv / du an(x,y,z,u*+u,v*+v)+G,L(u*+u,u*+v) ) (397)
D R R

n

4.4 Domination

Nous cherchons maintenant a majorer I'intégrande dans (3.97). Nous démontrons donc le résultat
suivant :

Lemme 19. [] existe des constantes K1, Ko > 0 telles que, a partir d’un certain rang,
Y(z,y, 2, u,v) € Dy x R? Re (Fo(z,y, 2, u* +u, v +0) + Gp(u* +u, v* +0)) < M(z,y,z, u,v),

ot M : R® = R est la fonction définie par

1
M(z,y,z, u7v) =K-——————-= <smc()\7r) - 1) +22%2—1In (1+K2u2)—ln (1+K2’U2) .
(3.98)

Démonstration. Majoration du premier terme : Nous commengons par majorer Re F;,. Nous avons,
pour tout (z,v, 2, u,v) € D, x R?,

2

21+ a/vm) 201+ x/vm)

_ o @=) Y w w2y ey
sinc(A) 2 2x++n) 2 2(y/n+ux)

Re B (2,9, 2, v +u, v* +v) = —i(z —2%)u* —iyv*

x xz z ly] 2222 |zy|
< —st+—->- (s -1+ +
2 2 2 4 \ sinc(Ar) 2(x++n)  2(y/n+zx)

Or, d’aprés la définition (3.82) de I’ensemble D,,, nous avons |z| < n'/4, d’ott

Vitz = n-ntt > @,

deés lors que n > 16. Nous avons alors d’une part

2,2 2
Tz z 2

<
2(z 4+ /n) nt/4

et d’autre part

|zy| Yl lyl I
2(x ++/n)  n3/8 T 8 \sinc(An) ’
a partir d’un certain rang. En combinant tout cela, nous obtenons donc qu’a partir d’un certain rang,

pour tout (x,v, 2, u,v) € D, x R?,

x? oz @

1
Re F, * * < —= - [ 2. 3.99
e Fo(z,y, 2, u* +u, v +v) 2 + 9 D) 8 (sinc(/\w) )+Z ( )
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Majoration du second terme : Nous nous occupons maintenant du terme G, (u*, v*). D’aprés
I'inégalité des accroissements finis, nous avons

G(tu )

Y(x, y, z) € Dy |Gn(u*, v*) — G (0, v*)| < |u*| sup 5

te[0,1]

Du fait que v* ne peut prendre que deux valeurs, le terme G,, (0, v*) est majoré par une constante K; > 0,
uniformément pour tous les (z, y, z) € D,,. Nous en déduisons que

G(tu )

0
Y(z,y, z) € Dy Gn(u*, v*) < Kj+ |u*| sup (3.100)
t€[0,1] 8’U
D’aprés notre minoration (3.96), nous avons a partir d’un certain rang,
24t 1 — sinc(A
V(z,y,2) €D, Vte[0,1] ,1-— i/% —2*al > %(”), (3.101)

ce qui correspond & la majoration (3.91) que nous avions utilisée pour établir la convergence simple,
mais qui vaut maintenant de maniére uniforme sur tout le domaine D,,. En reprenant I’expression (3.83)
de la fonction G,,, nous avons, pour tout ¢ € [0, 1],

G, i 1
. vY) = —i v
8u<u’v) Z\/ﬁ—i_\/ﬁ;l—%tu*/\f—%v*a”

. n—1
) 1
Z\/ﬁ—i_\/ﬁz_:(l—%tu*/\f—%v*a? )

n—1 . .
_ Z 2itu* //n + 2iv*
f 1 — 2itu* /y/n — 24v* o7

i i 2itut /\/n + 2i0* oy
= *ﬁ*?z T
j=1

g ey
f (1—22tu*/f)(l—21tu*/\/ﬁ—2w* n)

En utilisant (3.101) et le fait que

1ok 2 _
1_22tu _ 1+t(z x) S 1_L >1

NG vn - n3/8 7 27

nous en déduisons que

oG, . 1 o ur|  2vt| N
0 (tu , U*) < % + TR—E + n Z |ajz
22 Cal NGl Z‘ o[ + 32 [v*[? ”*1 2
o .

(1 — sing( )\77 1 — sing( )\77 n

:1

<.

D’aprés les majorations (3.18) et (3.19), nous avons, dans notre régime 2d,, ~ An,

S lapl = O(la) e 3 (@)’ = O,
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De plus, nous avons v* = O(1) uniformément sur tout le domaine D,,. Nous pouvons donc écrire,
uniformément pour tout (z, y, z) € Dy,

puis .
32 |v*| - Inn
—— " =0—] = o(1),
(1 = sinc(Am))n j; of | ( n > o(1)
ainsi que
2P - 1
—_— — ] = o(1).
(1 — sing( /\ﬂ' ; n o(1)

Nous avons donc, a partir d’un certain rang, pour tout (z, y, z) € D,, et pour tout ¢ € [0, 1],

2 32 |v*] n
1—n*3/8+ (1—5111(: (M) Z‘a ‘

[\D\U!

et

20| o= | 32 |v*|?
Jr S e R S )

1 — sinc(Arm

ce qui entraine que
oG 5t |u*
n (tu*, U*) | |
ou 2
En intégrant cela comme indiqué dans (3.100), nous obtenons alors qu’a partir d’un certain rang, pour
tout (x, y, z) € Dy,

< 2+ ——

*|2 5 _ 2\2
|Gn(u*,v*)| < K1+2|U*|+5‘Z| _ K1+|l’*7«'2|+($1762)
— 22)?
< K1+1+22+w. (3.102)

En combinant nos majorations (3.99) et (3.102) avec le résultat du lemme 18, nous obtenons bien la
domination annoncée, a partir d’un certain rang qui est le méme pour tout (z,y, z, u,v) € D, x R%. O

Il nous faut maintenant vérifier :

M

Lemme 20. La fonction e, ot M est donnée par ’équation (3.98), est intégrable sur R5.

Démonstration. Nous avons, dans [0, +o00],

3z?  x2? 32 | 1
R5e ‘ R2 v zexp( 16 8 + ? ) e sinc(Ar)
([r%)
X 2
R1+K2U
1 2\ 2 4
= eKl/dexdzexpl—m<3m+23) _%+222

Nous écrivons alors
1 4
= g/Rdte_t2/16 X /Rdz exp (_i8 +222> ,

ce qui montre bien que l'intégrale est finie. O

16sinc(Ar) w2

1 — sinc(Ar) % Ky’

3 18

1 2\ 2 4
dx dz exp 333—}—2 —Z—+2z
R2 16
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4.5 Convergence dominée
Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théoréme de convergence dominée. Rappelons que

nl/4

E, = —
(2n)5/2Z,

Fp(z,y,z, v +u, v"+0)+Gp (v +u, v* v
/5 g(Z)e n( Y ) w( )1(z,y,z)€'Dn .
R

D’aprés Péquation (3.84) et le lemme 17, nous avons la convergence simple, pour tout (z,y, z, u,v) € R,

lim F,(z,y,z, v +u, v°+0)+Gr(u +u, v +v) = F(z,y, 2, v +u, v +0)+ Goo(u* +u, v +0),

n—oo

ou
_,2)? 2
Fo(z,y, 2z, u* 4+ u, v* +v) = —% —iu(z — 2%) — vty — vy —ivy — % + %
et
(x—22)2 . vt X . . .
Goo (W +u, v* +v) = —1 +iu(z — 2%) —u® — SN ;ln (1 = 2i(v* + v)sinc(jrr)) .

En additionnant, nous obtenons donc

lim F,(z,y,z, v* +u, v +0v)+G,(u* +u, v* +v) = J(z,y,2, u,v),

n—oo

avec

8
I\
<

2 4 1 +oo
J(x oy, 2z, u,0) = ——— - —u2 42— (y + )\) (v +v) — ZIH (1= 2i(v* + v)sinc(jAr)) .
j=1
D’aprés les lemmes 19 et 20, I'hypothése de domination est bien vérifiée a partir d’un certain rang. Nous
avons donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

1/4
n—00 n/

E' -
" 2m)52Z, Jrs

dx dy dz du dv g(z) e’ @v= ) = Cn/dzg(z) e /4,
R

ol nous avons posé

nl/4

2m)52Z, Jaa

Or, d’aprés nos calculs du début de la section 4.1, nous avons

. Sn
Hn | g 3/

Dans le cas de la fonction constante g = 1, nous avons donc

~ Sn n— oo n— o0 _24/4 Cnr(1/4)

Cn = dx dy du dv eJ(Iyy,O,u,v) )

= E,+o(1).

Revenant au cas général d’une fonction g : R — R continue et bornée, nous avons donc

A ﬁlf'(ns/” = r(ﬁ) / dzg(z) e/,

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée. O
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5 Preuve du théoréme 6

Cette section est consacrée & la démonstration du théoréme 6. Nous supposons donc que le para-
métre d,, est tel que n3/* < d,, < n, nous prenons une fonction g : R — R continue et bornée, et nous

voulons déterminer
lm Sh
Jm Ao\ ) |

5.1 Mise en forme de l’intégrale
D’aprés le lemme 3, nous avons, sous la loi iy,

T, —n C

\/ﬁ n~>—+>oo

Comme d,, > n3/*, nous en déduisons que

N(0, 2).

o d, \
Tim iy (|Tnn| > \/ﬁ) = 0. (3.103)

Nous recherchons donc la limite de
N Sn
En = Un| g W 1\Tn—n\<dn/\4/ﬁ . (3104)
Avec la densité donnée par le lemme 12, nous pouvons écrire

ntdn/Vn z ~
M/@/wg—fmm%z
/V\L—dn/% R R (n3/4) )
n+d,/ ¥n

1 z ’I’Ly
= T o @ 8 [ 09 () o9 (55) aesessmaie

22 22 22 1
></R2dudvexp —iu(m—n> — v (y—n> —%—§;ln(1—2iu—2iva?)

Nous effectuons maintenant le changement de variables

E,

2,/ I 2,/

ncy u d:zv

r=n+2vn y= d—2—|—z’2\/ﬁ, z = 2n’t, u = v= 2
n

ce qui nous donne, pour tout n > ny,

1/4

n
E, = [ dxdyd du dv et (97 1:0) 3.105
(27_[_)5/22” ‘/Dn X y Zg(Z)A2 uave ’ ( )

ol le domaine D,, est donné par

n3/2

dyn
D, = {(m,y, 2) eR® x| < 3 et 2v/n+2x > \/ﬁ—&—x—l—ﬁy—&—zQ > 222}, (3.106)

et oll nous avons posé, pour (z, y, z) € D, et (u, v) € R?,

2 242 2 1= 2iu  2ivdya}
= %7m\/ﬁ—iu($—zz)—ivy—z nZIIl(le - (3.107)

A= S0 Te/v N
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Cette fois-ci, notre changement de variable sur y revient & supposer que, dans ’écriture du Hamiltonien

sous la forme )

S
Hn = J"i'an
n

le terme S2 /n sera d’ordre /n et le terme R,, d’ordre n?/d2 < /n, puisque d,, > n*/*. Cela explique
que le comportement est encore celui du modéle en champ moyen, car le terme S2/n I'emporte par
rapport au terme R,,. Poursuivons notre calcul (3.107) en écrivant

r2? yn?/d> 1 2iu 2ivd2a”
An _ n o . U2\ 4 1 1o 2% “078ny
TEETY R TEwy R A it D SE LV I

Pour obtenir une limite non dégénérée, nous devons donc nous débarrasser du terme yn?/d?. Pour cela,
nous souhaitons déplacer le contour d’intégration de la variable v de R a
;2
v € v+R ol v = o (3.108)
2d2
Ce déplacement du contour d’intégration en v se justifie de la méme maniére qu’en section 3.2, la
fonction v — A, (x,y, z, u,v) étant définie et holomorphe sur 'ouvert

n? n? n?
{’UEC : _2d%Mn <3mv<—2d%mn} D) {UEC D —— <va<0}.

Le calcul (3.105) devient alors, pour tout n > ny,

E, = C, / dx dy dz g(2) / du / dv efn(@y:7 uv)+Cn(u, v) (3.109)
Dp R R

avec la constante C,, donnée par

1/4

n—1 n—1
1 nt/4 1
C, = ———— - = In(1-a? = , 3.110
mW%m<2;M w) wwagwﬂﬁ (3410

et les fonctions F,, et G, définies par

x2% + xyn3/?/d?

21+ /)

Fo(z,y,z, u,v) = —iu(a: — z2) — vy —

. 2 n
2ivd; o %

n—1 .
Gn(u,v) = —iuy/n— ;; In (1 _ \/ﬁ(fzﬁ = _ T a”)) , (3.111)

J

5.2 Convergence simple de l'intégrande

Nous étudions maintenant la convergence simple de la somme F,, + G,,. Le fait que d,, > n3/4
implique que

Y(z,y, 2, u,v) € R® x C? lim F,(z,y,2, u,v) = Fa(z,y,2, u,0), (3.112)
n—oo
avec 2
Foo(’rvyVZa U,U) = *ZU(I*ZQ)—lvyf%
Nous étudions ensuite la limite simple de G,,. Pour que G, (u, v) soit bien défini, il suffit que

. 2 2ivd;, o
vie{l,...,n—1} Re (1_\/73(1—047.‘)_112(1—04;-‘) > 0,

J
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c’est-a-dire
Ti—f—g—pjmu—k 3mv—n—2 a? > 0
2d2 dz 2d2 J '

En fonction des valeurs propres extrémales M,, et —m,, définies par (3.14), cela se réécrit

vief{l,...,n—1}

n2? n3/2 N n2 n? n3/2 N n2
M%—l-ﬁJmu—(jmv—M%)mn > 0 et ML—&-d%Smu—k(va—M%)Mn > 0,

ce qui revient a

n?(1 — M,,) N n3/2 T < Tme < n?(14+my,)  n3/?
— u v
2B2M, | M, 2Bm, | Bmn

Jmu. (3.113)

Or, il découle du lemme 9 que

. n?(1—M,) 2 . n2(1+my)
AN e, o3 0 I e, T ot

De plus, pour u € C fixé, nous avons
3/2 n3/2

lim ——Jmu = 0 = lim
n—oo d2 M, n—oo d2m,,

n ~
Jmu,

puisque d,, > n3/%. Ainsi, pour tout (u, v) € C x V, avec
V = {vEC : Jmo > —3},

la condition (3.113) est vérifiée a partir d’un certain rang. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Lemme 21. Nous avons la convergence simple :
Y(u,v) €CxV lim G,(u,v) = Goo(u,v),
n—oo

ot G est la fonction donnée par

+o0 .

3
G @ (u,v) €CXV +— —uQ—E hl(l_wj;')?)'
=1

Démonstration. Soit (u, v) € C x V fixé. Nous nous intéressons tout d’abord a la limite de G,,(0,v).

Notons
ho— }/\ 1_’_ 3Jmuo
2 2 ox2 )

qui est strictement positif puisque v € V. Il découle du lemme 9 sur les extrema du spectre que

, 2ivd2 M, 3Jmo
tandis que
2ivd2m.,
lim Re (14—t ) = 1 > 2.
n—o00 n2(1+mn)

Ainsi, il existe un rang ng € N tel que

V
>

. 2ivdia?
Yn>zng Vje{l,...,n—1} Re | 1—- ———— (3.114)

 n2 (1 — a?)
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Soit n = ng. En utilisant la symétrie ay_; 7, nous écrivons

Gn(0,v) — Goo(0,0) = 6L (v) +62(v) — 62 (v),

[n/dn] .9 g .
2ivdz " 3iv
(51 e — 1 1 R n—J 1 1 _
n(v) Z n( n2(1—a?)>+ n( 7T2j2> 7

j=1

—[n/dn]-1 - 12 . n

1" 2ivd: o}

2 _ n—j

5n(u) - _5 Z 1n<1_n2(1_a7_1)> ’
J

jzl_n/dnJ“Fl

. = 3iv
oo (v) = — Z In 1_7r2j2 .

j=In/dn|+1

Controle du premier terme : Nous commencons avec d}. Pour tout j < |n/d, |, nous avons

2ivd? a” j 3
Mo 1- %Y ) S e e (1- ) s oA (143000 S g
n? (1 - a?) w252 w2

et donc l'inégalité des accroissements finis appliquée comme en (3.85) implique que

2ivd? o™ ;
n? (1 — a;?) n252

Nous en déduisons que

QiUd%a?’ 3iv

n2(1 —a;?) w252

1
)

o) [n/dn]

v
()] < S5 >
1

D’aprés le lemme 8, nous avons donc

d2 [n/dn] d
0:(v)] = O -3 1| = o(”) = o(1).

Controéle du deuxiéme terme : Nous nous intéressons maintenant a §2. Si n est impair, en utilisant
la symétrie des valeurs propres, nous écrivons

[n/2] 2
2ivdz o’
2w = - Y 1o s )
, n? (1 - oﬂ)
Jj=[n/dn]+1 J

Si n est pair, il y a un terme compté en trop dans la somme ci-dessus, et donc

1 2ivdZa” n/2] 2ivd2 a”

2 n (1—ozn/2) = lndn 1 n (lfozj)

Or lim a”,, = 0, et donc nous avons, quelle que soit la parité de n,
noo  ™/2

[n/2] .12 n

2ivdz "
52 = o(1) — In(1-——22_ 1.
20) = o) - Y n( wu_a@>

J=In/dn|+1
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Nous utilisons ensuite I'inégalité de Taylor-Lagrange (3.86) pour écrire
|n/2] n [n/2] n\2
d? a” d4 ()
2 _ n J n J
62(v) = o(1)+0 - > —— ] +0 (714_ > m (3.115)
j=ln/dn]+1 J j=In/dn]+1 J
Pour la premiére somme, nous écrivons
1—af T l—a}
Or, nous avons, d’aprés la majoration (3.17),
n n n 1
vj i 1{% nl <. 3.116
JEHdnJ+ 2 } ol < 505 < 3 (3-116)
Nous avons donc
[n/2] an [n/2] [n/2]
J n n\2
Yol < X a2 Y @
j=n/dn]+1 J j=In/dn]|+1 j=In/dn]+1
Ainsi, I'équation (3.115) devient
a2 [n/2] a2 [n/2]
Sp(v) = o)+0 =2 > a}|+0 3 > (@) (3.117)
j=In/dn]+1 j=ln/dn]+1
Nous écrivons alors, en utilisant la formule (3.16) pour les valeurs propres,
(/2] ln/2] . .
n 1 sin ((2d,, + 1)j7/n)
nl ¢ 4 3.118
‘ 2 2d, " 2d, | 2 sin(jm/n) (3.118)
j=ln/dn]+1 j=ln/dn]+1
Nous effectuons ensuite une transformation d’Abel en posant, pour j > 0,
J
On,j = Zsin ((2d,, + 1)km/n) .
k=0
Nous avons
o | sin ((2d,, + 1)j7/(2n)) sin ((2d, + 1)(j + 1)7/(2n)) - 1 .o
Onil = < < —.
" sin ((2d,, + 1)7/(2n) sin ((2d,, + 1)7/(2n) 2d,,

Cela nous permet d’écrire

[n/2]

Lan sin (2dn + L)jm/n) R
j=In/dn|+1 Sln(Jﬂ-/n) J=|n/dn 41 Sln(j’]T/’l’L)

_ Wf:_l . ( L 1 ) __ Onlwd) . Onlns)
"7\ sin(jm/n)  sin ((j + 1)7/n) sin (|n/dn|m/n)  sin(|n/2]7/n)

Jj=In/dn]

Nous avons donc

ln/2] . .
sin ((2d, + 1)j7/n) n/dy, n/dy,
2 sin(jm/n) S Sn([n/dn]7jn)  sin((n/2) 7/n)

j=In/dn]|+1

= O(n).
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Notre majoration (3.118) devient donc

ln/2] .
Yo o) = o(dn> . (3.119)

j=ln/dn]+1

Par ailleurs, en reprenant la majoration (3.116), nous avons

ln/2] +o00 5 2 oo g
n2 o n < G ongee 12
| > () < , 2 (2dnj C Ay ga, P ddn, 120)
]:I_n/dnj"l'l ]:l_n/dnJ+1 n "

En injectant (3.119) et (3.120) dans (3.117), il vient

52(v) = 0(1)+o(‘2’) ~ o(1).

Controle du troisiéme terme : La convergence de la série

> (1- 5%
™7

j>1

implique que &3 (v) converge vers 0 quand n tend vers l'infini. Nous avons donc bien

nh_>HOIO Gn(0,v) = G(0,v).

Dépendance en u : D’aprés le lemme 9, nous avons
23
VAl —ap)
. Nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang,

2iu < h
\/ﬁ(l - Mn) b 2 -
En combinant cela avec (3.114), nous obtenons qu’a partir d’un certain rang,
2itu QiUd%a;? )

vtel0,1] Vie{l,...,n—1 Re | 1-— - > —. 3.121
0.1] v ed n-l e( va(l—af)  n2(1—a? 2 ( )

2|u| n— 00 3n3/2|u| n—0o
zpo UL e

V(- M,) w2y,

max
1<j<n—1

puisque d,, > n3/4

>

J
Nous reprenons ensuite l'inégalité de Taylor-Lagrange (3.92) et nous calculons les dérivées successives
de G, par rapport a u. Tout d’abord, nous écrivons

e, i = 1
=(0,v) ' R E
ou —aff = 2ivdZalt /n?

|

g

3
S

. . n—1
() ) 1
= + = n y n - 1)
vnoon ]Zzl ( 1 —af — 2ivd3af /n?
n—1 n 292 n [0 2
o + 2ivdy ol /n

Z 1 —af — 2ivd}a} /n?

j=1 J

—1
2ivd? \ = ol 2ivd2
1 n J 1-—0221 . 3.122
< =+ n2 )Zl—a”( n2(1—oﬂ) ( )
j=1 J J

+

4-
-

4
4
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Or, d’aprés (3.121), nous avons

oy 2 M s g2
| 2 e (i) 5
J

En utilisant cela dans (3.122), nous obtenons

n—1

G, 1 2 2|v|d? la7| 1 448yl a2
— (0 < —+——==11 n < — .
‘8u(’v) \f+h\f< T ;1—04; \/ﬁ+ hy/n ;1—04;?
Or, d’aprés le lemme 8, nous avons, avec des O uniformes pour les j < [n/2],
1 n?
= 0O(1 O . 3.123
i = 0w +0 () (3123
En combinant cela avec I'inégalité (3.17) d’apres laquelle
n n
lof| < 1A 54, (3.124)
nous obtenons N )
1—a? dnj dz2 52
d’on /)
n/2 ’ n’ 9
o nlnn n
=0 O|—=| . 3.125

Nous en déduisons que

%(O,v) - o(\/lﬁ> +o<‘@1:m> +O(T§f) = o(1),

3/4 Nous avons, de méme,

puisque d,, > n

82G 1 9 9! 1
Sz (v :—*Zl_ 2:_2+n_nz<(1—a 2—1>~

ol — 2ivdia /n2) = — 2ivd2 /ng)

Nous en déduisons que

> n-1 ‘2a (1 + 2ivd2 /n?) + (a ”)2(1+2ivdi/n2)2‘
‘aa(i"(o,v)m‘ < 3+72
U ni3a ’1—0[ — 24vd2 j/n2‘
2
2 8 2|v|di) S Ia”I o7
< a1 T |2 L F—
nh? ( n?2 Z _ ; (1—0[?’)2
9 Ln/2]
n n = (1*0‘]‘)

11 découle de (3.123) et (3.124) que, pour j < |n/2],

L = o) o ()
(1—ap)* ait nj
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et donc

En utilisant cela dans (3.126), nous obtenons

8;52"(0,1;) = —2+O( )+O< 3>+O<Tl:> = —240(1).

Enfin, nous avons, pour tout ¢ € [0, 1],

PG, !
(0] -
‘ BE n3/2 Z (1 —a = 2itu//n — 2iv d2 n/”Q)
[n/2]
128
< >
3/21,3
n?/2h j=1 1 - 04])
ce qui entraine que
W |8? oafu ' 1

(3.127)

6 tejo| Ou? (U)’ IR =1 (1—a”)3.

Or, d’aprés (3.123), nous avons pour j < [n/2],

d’oll
[n/2]

)P O(n)—i—O(;i).

= -ap)

En insérant cela dans (3.127), il vient

|u|? G, 1 n9/?
— t = 0| —= 0 = o(1),
G 81(1)p1] S = (tu) Tn + p o(1)
ofl nous avons encore utilisé le fait que d,, > n3/4. En utilisant tout cela dans I'inégalité (3.92) nous
obtenons
lim G,(u,v) = Goo(0,0) —u? = Gool(u,v),
n—00
ce qui termine la preuve du lemme. O

5.3 Déplacement du contour d’intégration

Nous souhaitons ici encore utiliser la méthode du col pour approcher l'intégrale dans (3.109). Pour
tout (x,v, 2, u,v) € R® x C x V, nous avons

OFs iy + O
au ’y7 b b 8u

(u,v) = —i(z—2%) —2u.

Nous considérons donc le point-col
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Pour ce qui est de la seconde variable complexe, nous choisissons de poser

—1 siy =0,

vto= 0(y) = —isely) = {

44  sinon,

qui n’est pas le point-col, mais qui nous suffira pour obtenir notre résultat, I'important étant que le
terme —iyv* = —|y| nous permette d’avoir une fonction intégrable en y, comme nous le verrons plus
loin. Nous souhaitons ensuite déplacer le contour d’intégration de (u, v) € R? a (u, v) € (u*,v*) + R?.
Le déplacement de la variable v s’effectue de maniére similaire au déplacement que nous avons effectué
en (3.108), en prenant vy = v*. Nous obtenons alors

E, = C’n/ dxdydz g(z) / du / dv exp (Fn(z,y,z, u, v* +v) + Gp(u, v* + v)) . (3.128)
D, R R

De méme qu’en section 4.3, nous démontrons le résultat suivant, pour pouvoir intervertir les sommations
sur u et sur v :

Lemme 22. Il eriste K > 0 tel que, a partir d’un certain rang, pour tout (z,y, z, u,v) € D, x R? et
pour tout t € [0, 1],

Re Gy (tu* + u, v* +v) — Gp(tu*, v*) < Mg(u, v) 4+ 21n (203 + 2%),
ot My : R? = R est la fonction définie par
M (u, v) = —2In (1 + Ku?) —In (1 + (o] — \u|)i) . (3.129)
Démonstration. Soit (z,y, z, u,v) € D, x R?, et soit ¢ € [0, 1]. Nous commengons par écrire

4(u/v/n+ vd%a?/n2)2
(1-— af — 2itu* /\/n — 2iv*d%a§?/n2)2 .

n—1
1
Re G, (tu* + u, v* +v) — G, (tu*, v*) = ~1 Zln <1 +
j=1

Nous nous intéressons tout d’abord aux quatre premiéres valeurs propres, et notons

1 2 n/,,2)2
1 4(u/y/n+vd2a? /n
Slz—fgln 1+ (/f J/) ay
e (1 —a? = 2itur/\/n — 2iv*d2a? /n?)

D’aprés le lemme 8, nous avons a partir d’un certain rang,

N 200d2
max (1 -af) < —o*.

Nous avons alors, pour j < 4,
n o 2itut 2iv*dz o 200d;  a—2° N 2d2 202 + n3/4 N 22n3/?
T n? S on2 vn n? dn d2 ’

ofl nous avons utilisé le fait que [v*| = 1 et |z| < d,,/n*/*. De plus, nous avons n®/*/d, < 1 a partir
d’un certain rang, ce qui nous permet d’écrire

2
e
n2

11—« <

. s ox J2 n 2
1_0/}_2m*_2w dnaj < d

7 Vn n? S on?

Nous avons alors

S1 < — iln 1+4(u/\/ﬁ—|—vd%a?/n2)2 < 71iln 1+4(va§?+un3/2/di)2 .
= (d2 /n?) (203 + 22)* 4
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Utilisant encore qu’a partir d’'un certain rang, n3/4/dn < 1/2 et ay = 1/2 pour tout j < 4, nous

obtenons
) S (Jo] = Jul) ;.
N 2

& partir d’'un certain rang qui ne dépend pas de u et v. Nous avons donc, & partir d'un certain rang,

(Jo] — |ul)?
(203 + 22)2

- un’/?

vay + —5—

J 2
dy,

und/?
dy,

S < —In <1+ ) < —1n(1+(\v|—|u|)i)+21n(203+z2). (3.130)

Nous passons maintenant aux autres valeurs propres, et nous notons

n—1 2
1 4(u/v/n+vdia? /n?)
SQZ_Z Erln<1+ J .
j=5

(1 —af = 2itur//n — 2iv*d%a?/n2)2

D’aprés la définition (3.106) du domaine D,,, nous avons = — 22 > —+/n. Nous en déduisons que pour

tout j € {5, ..., n— 1},

. *x J2 - n
1_an 2itu* 200t dy <o x—22+2d2

4 vn n2 = vn n?

ce qui nous permet d’écrire

n—1 2. .n 2
1 U vd; o
. In |1 — 2 _J
Selon le lemme 10, il existe une constante Ky > 0 telle que

|Jn,u,'u| 2 K0n7

ol
Jnup = {j€{5,...,n71} : uva?>0},

Nous en déduisons que

| vl 4u? Kon 4y?
Sy < —lmuwely (g 20 ) BTy S I
2 A * %0 2 oo,

Pour n > 8/Kj, nous avons, par concavité du logarithme,

Ko | 8 4u?
Sy < —=2 n(1+-—0r ).
4 | K o5 [8/Ko]
En combinant cela avec (3.130), nous obtenons ’existence d’une constante K > 0 telle que, a partir
d’un certain rang, pour tout (x,y, z, u,v) € D,, x R? et pour tout t € [0, 1],

Re Gy (tu* + u, v* +0) — Gp(tu*, v*) < —2In(1+ Kv?) —In (1 + (Jv| = |u|)i) +21In (203 + 2%)

ce qui est bien la minoration recherchée. O]
Nous démontrons ensuite :

Lemme 23. Pour tout K > 0, la fonction eM% | ou My : R? — R est la fonction définie par (3.129),
est intégrable sur R2.
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Démonstration. Soit K > 0. Nous avons, dans [0, +00],

du dv eMx (V) = / du 2/ dv 5 -
R? R (14 Ku?) R1+K(|v|—|u|)+

Nous écrivons alors, pour tout u € R,

/ dv —2u|+2/+ood“ .
R1+K(|v|—|u|)i 0 1+KU2 \/E’

et nous avons donc

. 2u| + 7 /VK
/ du dv eMo(t:v) < /(|u|7r/)du < 400,
R2 R

(1+ Ku?)?
puisque
(2|u| + 7/VEK) _ 0 (1)
(11 Kw)? P
quand |u| — oco. O

Revenons maintenant a ’équation (3.128), dans laquelle nous souhaitons intervertir la sommation
sur u et celle sur v. Pour tout (z,v, 2, u,v) € D, x R, nous avons

man(xvyaZ7 U7U*+U) = Fn(z,y,z, 071}*)'

Ainsi, il découle du lemme 22 appliqué avec t = 0 qu’a partir d’un certain rang qui est le méme pour
tout (z,y, 2z, u,v) € D, x R, nous avons

‘an<w,y,z,u,v*+u>+Gn(u,v*+u> < (203 + 22) P (@2 007 )+ G (0,0 )4 M (u,0)

)

qui est une fonction intégrable de (u, v) d’aprés le lemme 23. En vertu du théoréme de Fubini, nous
pouvons donc intervertir Uintégrale sur u et 'intégrale sur v dans la formule (3.128), pour obtenir

E, = Cn/ dxdydzg(z)/dv/du exp(Fn(x,y,z, u, v* +v) + Gy (u, v*+v)>.
D, R R

Nous raisonnons maintenant a (z,y, z,v) € D, x R et n fixés, et nous allons déplacer le contour d’in-
tégration de la variable u. La fonction u — Fy(x,y, z,u,v* + v) est définie et holomorphe sur C tout
entier. La fonction u — Gy, (u,v* 4+ v), quant a elle, est holomorphe sur 'ouvert

23 2sg(y)d2 "
{uEC CoVje{l,...,n—1} 1+ L f(y) 50 (3.131)
vr(l=a7)  n*(1-ajf)
Nous souhaitons déplacer la variable v de R & R 4+ u*, ol
i)
2
Or, d’aprés la définition (3.106) du domaine D,,, nous avons |z| < d,,/n%/* < n'/4, d’ott
2tTJm u* 2sg(y)d2 o’ d, 92
vie0,1] 14— B n; > 1 n (3.132)

Vn(l—a}) a n?(1— o S ndA(1—=M,) n2(1-M,)"
Selon le lemme 9, nous avons

1— M, "X 27;;2& ,
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!
<
<
S

m
Zy)

FIGURE 3.2 — Le théoréme de Cauchy nous permet de remplacer I'intégrale sur [—M, M| par celle sur
les contours Cy, Cs et Cs.

d’ol

dn 2d% TL3/4 3 3
-y o ~ 10 ) - ) = -G e

Nous en déduisons qu’a partir d’un certain rang, qui ne dépend pas de (z,y, z,v) € D,, X R, nous avons

L d o
nd/4(1—M,) n2(1— M,)

> 0,

et dans ce cas, le contour représenté sur la figure 3.2 est entiérement inclus dans l'ouvert donné
par (3.131). Ainsi, en vertu du théoréme de Cauchy, nous obtenons, pour M > 0,

M 1
/ du eFr(@:y:2, 40" +0)+Gn (u, 0" +0) / wrdt eFn (@2 = MAtu” 0" +0)+ G (- M+tu”, v* +v)
—M 0

M
+ / du eFr(@:y:2, v +u,0"+0)+Gn (v tu, 0" +v)
—M

0
+ / wrdt an(z,y,z, MA+tu* v +0)+Gp (M+tu*, v* +v)
1

D’aprés le lemme 22, pour M > 0 et t € [0, 1], nous pouvons écrire

an(m,y,z,:I:M+tu*,v*+v)+Gn(:|:M+tu*,v*+v) < (203_|_22)26Fn(z,y,z,tu*,v*)+Gn(tu*,v*)JrMo(:I:M,v)

M — o0
— 0,

uniformément par rapport a t € [0,1]. Nous en déduisons que

1

Ml—i>m+oo wrdt eFn @,z EM+tu® v o)+ Go (EM+tu*, v* +v) 0,
0
et donc
/duan(z,y,z,u,v*+v)+Gn(u,v*+v) _ /duan(z,y,z,u*+u,v*+v)+Gn(u*+u,v*+v)
R R

Nous obtenons alors, a partir d’un certain rang,

E, = Cn/ dmdydzg(z)/dv/du exp(Fn(x,y,z, uw +u, v +v)+ G (v +u, v*—|—v)). (3.134)
D, R R

5.4 Domination

Nous cherchons maintenant & majorer le module de lintégrande dans (3.134), uniformément par
rapport a n. Nous démontrons le résultat suivant :
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Lemme 24. ]I existe des constantes K, K1 > 0 telles que, a partir d’un certain rang,
Y(z,y,2, u,v) € D, x R? Re (Fn(x,y,z, u* +u, v* 4+ 0) 4+ Gp(u* +u, v* 4 v)) < M(z,y,z, u,v),
ot M : R®> = R est la fonction définie par

9

M('xaywza 'U,,'U) = _770

22 22 2 ly| 2 2
(z—2%) —7+3|x—z |—?—|—z +21In (203 + 2*) + K1 + Mk (u, v).

avec Mk la fonction donnée par (3.129).

Démonstration. Majoration du premier terme : Nous commencons par majorer la partie réelle
de F),. Nous avons, pour tout (z,y, z, u,v) € D,, x R?

x2% + xyn3/?/d?

Re ), (z,y, 2, u* +u, v* +v) = —i(x — 22)u* —iyo* —
2,y ) ( ) Y 2(1+ z/v/n)
2)2 2 2,2 2
T—z
— —u—‘:ﬂ—ﬁﬁ- re_ W (3.135)
2 2 2(x ++/n)  2d2(xz++/n)
Par définition du domaine D,,, nous avons |z| < d,,/n%/* < n'/%, d’ott
Vita > va-ntlt > ?
deés lors que n > 16. Nous avons alors d’une part
2.2 nl/4)%,2
AP G N 22, (3.136)

2(z + +/n)

et d’autre part,
wyn? n3/2 3/4

n
_ < < —yl.
v S @l s ol

Comme nous avons supposé d,, > n3/*, nous avons d,, > 2n?/* a partir d’un certain rang, et donc

2
zyn |yl

_ < . 3.137

2d2(x 4+ /n) 2 ( )

Alinsi, en utilisant (3.136) et (3.137) dans (3.135), nous obtenons qu’a partir d’un certain rang,

Y(z,y,2, u,v) € D, x R? Re F,(z,y, 2, u* +u, v* +v) < —— 2L -2 1204 22 (3.138)

Majoration du second terme : Soit (z, y, 2) € D,,. Nous souhaitons maintenant trouver un majorant
pour le terme G, (u*, v*). Pour cela, nous repartons de 'inégalité des accroissements finis (3.100). En
reprenant nos calculs (3.132) et (3.133), nous avons

_—
137

2tu* 20*dZaf d, 2d2 oo 3
) m?

Re | 1+ + 1- - — 1
( va(l—a7)  n2(1-af n®/4(1—M,) n?(l—M,)

uniformément pour tout (z, y, z) € D,, et pour tout ¢t € [0,1]. Par conséquent, a partir d’un certain
rang, nous avons

(3.139)

2tu* 20*d% o 9
V(x,y,2) €D, Vte[0,1] Re |1+ J S
Vn )

(1—a?)+n2(1—a? 137
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ce qui correspond & la majoration (3.121) que nous avions utilisée pour établir la convergence simple,
mais qui vaut maintenant de maniére uniforme. Le choix de la constante 9/13 est un peu arbitraire,
mais 'important est le fait que celle-ci soit strictement supérieure a 2/3, pour que la forme quadra-
tique que nous obtiendrons a la fin soit bien définie positive (voir lemme 20). Notons d’ailleurs que
la constante 3/7% qui apparait ci-dessus est purement contingente, puisqu’elle découle de notre choix
arbitraire de poser v* = —isg(y). Si nous avions eu besoin d’une constante plus petite & cet endroit,
il nous aurait donc suffi de choisir v* plus petit. En reprenant I’expression (3.111) de G,,, nous avons,
pour tout ¢ € [0, 1],

oG, . i L
. ovt) = — -
G (s v") i+ Jn ]Zzl 1 — ol — 2itu*/\/n — 2iv*d2a’ /n?

i\ 1
_ 1
Z\/ﬁ—i_\/ﬁz L —a% — 2itu*//n — 2ivdZal /n?

n“j

X a4 2itut/y/n+ 2iv*d2al /n?
f f Z 1 —af — 2itu* /\/n — 2iv*d2af /n?

Nous avons donc, en utilisant (3.139),

n—1

1 13 2 |v*| d? la?| 26t |u*\
- 1 n
\/ﬁ+9\/ﬁ( * n? Zl—aa Zl—a

Zl_i 26t|u*|< %i n) (3'140)

Nous reprenons maintenant la majoration (3.125) d’aprés laquelle

0Gn ,, .
90 (tu,v)

N

et donc (3.140) devient

oG,
ou

(t N *) <14 13 n 26t |u*| " 36 < 64 104¢ |u*|
u,v X - o X e

’ 3 9 35 35
En utilisant cela dans l'inégalité (3.100), nous obtenons alors qu’a partir d’un certain rang, pour
tout (x, y, z) € Dy,

52 |u*|?
35

13(x — 22)2
35 '

|G (u*, v¥)| < K1+ 6[u*|+ = 3|z — 2|+ (3.141)

En combinant nos majorations (3.138) et (3.141) avec le résultat du lemme 22, nous obtenons bien la
domination annoncée, & partir d'un certain rang qui est le méme pour tout (z,y, z, u,v) € D, xR%. O
Il nous faut maintenant vérifier :

Lemme 25. La fonction e™ est intégrable sur R®.
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Démonstration. Nous avons, dans [0, +00],

dz dy dz du dv M@v=uv) = K [ dp dy dz M @600 o [ gy dy M 0)
R5 R3 R2

Nous avons déja démontré I'intégrabilité de la fonction eM* sur R? dans le lemme 23. Il nous reste donc
a prouver que

/R3 d dy dz eM@9200) « 4.
Pour cela, nous écrivons, pour (z, y, z) € R?,
M(z,y,z,0,0) = 2 {(m - z2)2 + ?mzz} +3|z— 2% - % +2° +21n (203 + 2°)
Nous remarquons ensuite que

35 17
(x — 22)2 + —9322 = z? + —9322 + 24

9 9
2 2
17 17 4
= —_— 1 —_——
(i) < (1)
17 ,\> 35 ,
ce qui nous donne
M(z,y,2,0,0) = LY (R 2—Z—4+3|x—z2| —M+z2+2ln(203+z2)
e 70 18 72 2 ’
Dans l'intégrale, nous effectuons alors le changement de variable
1
T = T-— —722,
18

et nous obtenons, dans [0, +00],

dx dydz eM(@:y,2,0,0)

R3
972 24 3522 ly|
= [ drdydz (203 + 22)° A — Ty 2
/RgTyz( +z)eXp< 0 0T 18’ g 17
2 41 2 4
< /d’l’ exp 3|’7’|79L x/dye*‘ywx/dz (2O3+22)26Xp ~ ) < +o00.
o 70 o o 6 12
La fonction e est donc bien intégrable sur R°. 0O

5.5 Convergence dominée

Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure
la preuve du théoréme 6. Rappelons 1'égalité (3.134) :

E, = C, dz dy ng(Z) / dv / du an(ac,y,z,u*+u,v*+v)+Gn(u*+u,v*+v)1(z’yyz)epn )
R3 R R
D’aprés I'équation (3.112) et le lemme 21, nous avons la convergence simple, pour tout (x,y, z, u,v) € R5,

lim exp (Fn(:v,y, z, u* +u, v° 4 0) + Gp(u* + u, v+ ) )1(96_%2)69n

n—o0

= oxp (Fuo(@,, 2, 0 + 1, 0" +0) + Goo (0" + 0, 0" +0) ),
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ou
Folz,y,z, u* +u, v* +v) = —~——— —iu(:r—z2) — ly| —ivy — =

et

4 2,2

* * _ (‘T*Z2)2 . 2 2 = 3i(v*+v)
Goo(u* +u, v +v) = ~—— +iu(z—2%) —u —Zln(l—ﬂ_j).

Jj=1

En additionnant, nous obtenons donc, pour tout (x,v, 2, u,v) € R5,

lim exp (Fn(x, Y, 2, 4 u, 0 +v) + G (u* +u, v* + U))l(z’y’z)epn = exp (J(m, Y, Z, U, v)) ,
n—oo
avec

2 4

T z

+oo
o,y wo) = —% - = u2_y|_wy_zln<
Jj=1

4 4 7252

. 3i(v*+v)) |

D’aprés les lemmes 24 et 25 et le fait que la fonction g est bornée, 'hypothése de domination est bien
vérifiée a partir d’un certain rang. Nous avons donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

E, "X Cn/ dx dy dz dudv g(2) e? 05 v) = QWCnD/dzg(z) 6724/4,
RS R

ol

—+oo .
. 3i(v* +v)
D = dy d —ly| — — In({l—-———+
/prveXp lyl — vy Zn< - )

2
T
i=1 J
Ainsi, comme précédemment, la variable z se retrouve bien séparée des autres variables, et donc la
somme qui apparait dans D ne joue aucun role dans la loi limite de .S, /n3/ 4, C’est cela qui changera

dans la partie suivante, c’est-a-dire dans le régime d,, ~ A\n®/%, parce que nous aurons alors un terme
qui liera les deux variables y et z. Pour revenir au cas présent, souvenons-nous que d’apreés (3.103), nous

avons
S”L
9\ 374

Nous en déduisons que

in = B, + i = E,+o(1).

Sh 1
I\ /A | HTa—nl>da/ ¥n

Jin

S n oo n o0 —
g ( 3”4) ] = R, "X 27TCnD/ dzg(2)e /4
n / R
En appliquant cela a la fonction constante g = 1, il vient
1 "R 27TC'nD/ dze=*/4
R
Nous avons donc, pour toute fonction g : R — R continue et bornée,
N dzg(z)e >/t V2
im 7y | g < 3/4> - Je —2ija /dZQ(Z) e /4,
n—o0 n Jrdze (1/4) Jg

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée dans le théoréme 6. O
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6 Preuve du théoréme 7

Cette section est consacrée & la démonstration du théoréme 7. Nous supposons donc que le para-
meétre d,, est tel que
d, "R s/t avec A>0,

nous prenons une fonction g : R — R continue et bornée, et notre objectif est de déterminer

T Sh
oo Fr | I\ 37a ) |

Nous procédons selon le méme plan que la preuve du théoréme 6 (voir section 5), avec toutefois quelques
modifications.

6.1 Une borne sur le Hamiltonien

Nous commengons par démontrer une borne inférieure sur le terme d’interaction, qui nous sera utile
pour obtenir une domination par une fonction intégrable.

Lemme 26. Pour toute suite positive (a,)nen telle que a, > nlnn/d,, nous avons

in(Hy < —an ) = O(B_Zaz/g) .

Démonstration. Soit (ay,) une suite de réels positifs vérifiant a,, > nlnn/d,. Nous écrivons tout d’abord

1
- Hn

H, 1
Z exp (n ) 1Hn<an] < —un(Hn < —an) : (3.142)
n

An Hn _n): ==
“( < 2T, 7

Ensuite, d’aprés 'inégalité de Tchebychev, nous avons

,un(Hn < _an> < eian/4,un(eiHn/4>

— e an/4 H E(e_o‘?yjz/4>
j=1

a 1 & ol
_ n J
= exp —1—52111 <1+2) : (3.143)
Jj=1
Pour tout j € {1, ..., n}, nous avons |a}1| < 1. La fonction logarithme étant lipschitzienne sur le

segment [1/2, 3/2], nous en déduisons que

im(uo‘;) _ O(iwo _ O(ncllrin),

d’aprés la majoration (3.18). Comme a,, > nlnn/d,, nous avons donc, & partir d’un certain rang,
1 «— a? a
— > In{1+-2L) < 2.
2 ; . ( T ) S8

Ainsi, & partir d’un certain rang, notre majoration (3.143) devient

un(Hn < —an> < exp(—%) .

En remplacant dans (3.142), nous obtenons bien le résultat annoncé. O
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6.2 Mise en forme de l'intégrale

Il découle du lemme 3 que
lim ﬁn( T, —n| > n3/4) — 0.
n—oo

De plus, d’aprés le lemme 26, nous avons

_p3/4
(o < —a¥1) = 0 e
n n Zn b)

ce qui nous permettra de montrer que ce terme tend vers 0, une fois que nous connaitrons ’ordre de
grandeur de Z,, (voir section 6.6). Nous laissons donc ce terme de c6té pour I'instant, et nous posons

. Sn
En = “"lg <n3/4> 1Tnn|<n3/41Hn>n3/4] :

Avec la densité donnée par le lemme 12, nous avons donc, pour tout n > ny,

1 n+n3/4d dy [ d "Y1
2152 Zr/n ) s x/ e / =9 3/4)6Xp(2 ) 20>aty>22%/n

22 22 221
x/ dudvexp| —ule—— )| —-w|ly—— ) ———= ln(lf%u—%va?)
R2 n n 2n 24 f

Jj=

E, =

Nous faisons cette fois-ci le changement de variables
_ ’ o ! 3/4 _ _
z=n+2vn, y=19yvn z=2n u-\/>, v = ,
ce qui nous donne

Vn > ng E, = / dxdydz g(z) du dv e “’z"”),

(zﬂ 5/22 e

ou le domaine D,, est maintenant défini par
D, = {(J;, y, 2) R : ozl <Mt oy > -t et 20n+20 > Vnta4y > 2z2} , (3.144)

et ou

_ yVyn , , 2) 2\7 15 2w 2ivaj
Ap(z,y, 2, u,v) = m—zu n—zu(m—z )—w(y z Zl <1—— Tn >

Nous déplagons alors le contour d’intégration de la méme maniére qu’en section 5.1, cette fois-ci de v € R

a
NG
L

v € vog+R ol vy = —

Ce déplacement de contour se justifie comme en section 5.1, et nous permet d’obtenir

n1/4 B ( )
— n(T,Y,2, U,V
Vn > ng E, = G / dxdydz g(z) /R du /Rdve ,

ol

n—1 . .
T 1 2iu 2ival
B, (z,y,z, u,v) = 72(14_5/[) —iuy/n— (:v z )fw(y 22)—= E In <1 —aj — f \fj>
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Nous effectuons enfin le changement de variable

ce qui nous permet d’obtenir
VYn > nj E, = C’n/ dacdydzg(z)/du / dv eFn (@2, w0+ Gn(u,v)
D, R R

avec la méme constante C,, donnée par (3.110), et avec

F.(x,y,z, u,v) = —iu(x - y) - iv(y — 22) - i

21+ /)

et

Gn(u, v) = —iuy/n— = Zl ( \/ﬁ f2(llvfé]a )> . (3.145)

6.3 Convergence simple de l’intégrande

Nous avons directement

V(z,y, 2, u,v) € R® x C? lim F,(z,y,2, u,v) = Fuo(z,y,2, u,v),
n—oo
ou
FOC(‘r?yazv U,’U) - —'LU(I —y) —’Lv(y_ 22) — % .

De méme qu’en section 5.2, ici Gy, (u, v) est défini & partir d’un certain rang si (u, v) € C x V, avec

maintenant
2412
V = {UEC : 3mv>—7r3)\ }

La limite simple de G,, est alors donnée par le lemme suivant :
Lemme 27. Nous avons la convergence simple :

Y(u,v) €eCxV lim Gp(u,v) = Gool(u,v),

n—oo

ou
Goolu, v) = —u? Zln( 2)\2 >

Démonstration. Soit (u, v) € C x V. Nous démontrons que G,(0,v) = G (0,v) de la méme maniére
que dans la preuve du lemme 21, sauf qu'un terme supplémentaire vient maintenant s’ajouter dans la
majoration de 1 (v). En effet, nous écrivons cette fois-ci

[n/dy ] . .
2iv o 3tv
5l = —1 1— —L In{l—- ———
o= 37 | (1 G ) en (- ) |

j=1
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et nous avons donc

[n/dn ] on 3
L) = O J _ :
‘ ( )‘ ; \/ﬁ(l —Oé;l) 27r2>\2]2
0 [n/dn] a” B 31,3/2 |n/dn ] 3n3/2 ) 5
B = |Va(l-ap) 2mdij? | o 2mrdi 2mNgR
[n/dn ] [n/dn | 3/2
1 1|n 1
=0 — 9] il _
oovn i ; 2N
[n/dn ]
1
—o(¥)+e X 5 ) = o
n

Jj=1

Pour ce qui est de la dépendance en wu, le fait qu’il n’y a plus de (1— a?) au dénominateur dans le terme
en u simplifie un peu les calculs. De méme que dans la preuve du lemme 21, nous disposons de h > 0
tel qu’a partir d’un certain rang,

vie0,1] Vje{l s He vy > h (3.146)
e, M — - — > h. .
) .] ) ) \/ﬁ \/ﬁ(l _ a;L)

Nous avons maintenant

. n—1 % n -1
0Cn 0.9) = i/t (1_ _ 2ivay
ou n J)

et donc

ol 15 el

Jj=1

1 n—1
_ - n
= o(1)4+0 \/ﬁ;|aj| ,
ol nous avons utilisé I’équivalent de 1 — M,, donné par le lemme 9. En utilisant maintenant la majora-

tion (3.18), il vient
G, vn(lnn)
5u (0,v) = o(1)+0O (dn) = o(1).

Nous avons, de méme,

e g n-! 2iv -
00) = 23 (1o =
ou? n & Vn(l—am)
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d’ott il découle que

82G”(Ov) — 210()+o0 Z|a”| +0 ;Z(a")z
oz T n 3/21_ n2(1— M,)? &=\

1n71 .
= —2+0(1)+0 ﬁ;hj{ = —2+0(1).

Enfin, en utilisant (3.146) nous obtenons, pour tout ¢ € [0, 1],

-3
e, 8 2itu  2ivaf 8
S(tu) | = | 55 - == : < e
’ Ou? (“)‘ ni2 ;( Vi ﬁ(lcﬁ)) B/

et donc nous avons bien

lim Gp(u,v) = Guo(0,0) —u? = Gool(u,v),

n—oo

comme dans le lemme 21. O

6.4 Déplacement du contour d’intégration

Nous avons maintenant

ix —
o= my) (3.147)
2
et nous définissons cette fois
v* = +i, (3.148)
ce qui nous donnera un terme iz2v* = —z2 qui assurera l'intégrabilité par rapport a z. Le déplacement

du contour d’intégration de (u, v) pour le faire passer par u* et v* se justifie de la méme maniére
qu’en section 5.3. Pour montrer que nous avons le droit de permuter les intégrales sur u et sur v, nous
démontrons :

Lemme 28. ] existe K > 0 tel que, a partir d’un certain rang,
Y(z,y, 2, u,v) € D, x R? VYt €[0,1] Re G, (tu* 4+ u, v* +v) — G, (tu*, v*) < Mg(u, v),
ot Mg : R?> = R est donnée par
My (u, v) = —2In (14 Ku?) —In (1+K(|v| = |u\>i). (3.149)
Démonstration. Soit (z,y, z, u,v) € D, x R?, et soit t € [0, 1]. Nous écrivons tout d’abord

Re G, (tu* + u, v* +v) — Gy (tu*, v*¥)

vaj 2 2itu* 240" a? -2
— _72111 1+4<\f \F(l—a)> <1— 7 _\/ﬁ(l—a?)> . (3.150)

En remplacant u* et v* par leur définition donnée par (3.147) et (3.148), il vient

1_2itu*_ 2w* af _1_t(9:fy)+ 207 <1+y—x+ 2
Voo y/n(l—af) v yn(l—-ar) v Vn(l—M,) "




112 Chapitre 3. Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions a longue portée

Or par définition du domaine D,,, nous avons y — x < 4/n, d’ou
2itu* 2iv* 2

VAl ST VR M)

D’aprés le lemme 9, nous avons
n— oo 27T2d% n—00 2712 )\2
3n? 3vn '
2 nooo 93 < 1
Vvn(l — M,) w22 A2

Nous avons donc, a partir d’un certain rang,

1- M,

d’oll

2 1
— < =
Vol —M,) = A2
Nous avons alors, pour tout (z, y, z) € D,, et pour tout ¢ € [0, 1],
2itu* 2% of 1

_ < .
Vi vaay) ST

En remplacant cela dans (3.150), nous avons a partir d'un certain rang, pour tout (x, vy, z, u,v) € D, xR?,

1-—

n—1 2
4 vV
R+ ) =G ) < —f S 1 (g )

De méme que dans la preuve du lemme 22, nous posons

= S e (e )

D’aprés le lemme 8, nous avons pour tout j < 4,
oy n—00 3
V(1 —al) 2m2\252
Nous avons donc, & partir d’un certain rang ny,
ay 3 1

Vie {1,234 ’ > > '
jed{l,2 3,4} V(L —a?) 6472 \2 2142

Nous en déduisons que pour n > ng V 2142X* et pour tout j < 4,

u

NG

(Io] = Jul),

- 21422
+

va
(1—a

‘f 1—a)

Nous avons donc, & partir d'un certain rang, pour tout (u, v) € R?,

2
5 < _m<1+ 4<w|mh).

24272 2142\

L’autre terme

1l val 2
S, = —ZZm H(f \F(l_a)>

se traite alors exactement comme dans la preuve du lemme 22, ce qui nous permet d’obtenir 'inégalité
voulue. O
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Ainsi, le déplacement du contour d’intégration de v et la permutation des intégrales sur u et v ne
pose pas plus de probléme que dans le régime d,, > n3/* (voir section 5.3). Le seul point un peu différent
est le fait que la fonction u — G, (u, v* 4+ v), se retrouve étre holomorphe sur 'ouvert

23 2)2
{ueC:1+ Jmu )\m")>0}3{ueC:3mu>)\2—\/ﬁ}.

Vi Va(l+m, 2

Or, d’apres la définition (3.144) du domaine D,,, nous avons

1/4

lz] < n et y =z —n’'7,

d’ol
r—=Yy
2

et donc nous avons bien & partir d’un certain rang, pour tout (z, y, z) € Dy,

Jmu* = — > —nl/t,

TN A

Jmu* > 5

ce qui nous permet de déplacer le contour d’intégration de R & R 4+ u*, de la méme maniére qu’en
section 5.3. Nous obtenons alors une formule identique & (3.134), ¢’est-a-dire

E, = C’n/ d:cdydzg(z)/dv/du exp(Fn(x,y,z, uw*+u, v +0)+ G (u +u, U*Jrv)). (3.151)
Dy R R

6.5 Domination

Nous cherchons maintenant & majorer le module de l'intégrande dans (3.151), uniformément par
rapport a n. Nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 29. ] existe K, K1 > 0 telles que, a partir d’un certain rang,
Y(z,y, 2, u,v) € Dy x R Re (Fn(x, Y, 2, 4 u, v* +0) + G (v 4 u, v* + v)) < M(z,y,z, u,v),
ot M : R® = R est la fonction définie par

z? + zy + o>
M(z,y,z, u,v) = —#+\x|+3|y|—22+lﬁ + Mg (u, v). (3.152)

avec Mg donnée par (3.149).

Démonstration. Majoration du premier terme : Pour tout (z,v, 2, u,v) € D,, x R?, nous avons

2
man(xvyaZ7 U* +U, U* +’U) = —Z(ﬂf _y)U* _i(y_ZQ)rU* — ﬂ + i

2 2+ )
 (z—y)? . ay z%y
= B +y—2z 9 +

2(x ++/n)’

D’aprés la définition (3.144) du domaine D,,, nous avons |z| < n'/%, d’otl, a partir d’un certain rang,

%y vn
2(x+\/ﬁ) S 2(\/ﬁ—n1/4)‘y| < |y|

Nous avons donc, & partir d'un certain rang, pour tout (x,v, 2, u,v) € D, x R?,

1,2

2
Re F, (2,9, 2z, u* +u, v* +v) < 5 % + % +2ly| — 22. (3.153)



114 Chapitre 3. Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée avec interactions a longue portée

Majoration du second terme : Soit (x, y, z) € D,. Nous procédons de la méme maniére que dans
la preuve du lemme 24. En reprenant expression (3.145) de G,,, nous avons, pour tout ¢ € [0, 1],

-1
1<12itu*+ 207 )
Voo y/n(1 —af)

(22tu 207} ) (1_ 2itu* n 207 >_1
i ey )\ e )

72\/> +

(tu*, v*)

ou

%\

<.
Il

1

AR

HM:

Nous en déduisons que

’ai" (tu*, v*)’ < %+ <2t|u*|+ Z|a"| ) ( \;) ;ﬁyl- (3.154)

Or, selon la définition (3.144) du domaine D,,, nous avons

d’ol
t(x — 2 2 2 5
ey 2 2 2 noe

vaoooym T alt i

Nous avons donc, & partir d’un certain rang, pour tout (z, y, z) € D,, et pour tout ¢ € [0, 1],

Lty

8

et donc l'inégalité (3.154) devient

Gy . . . 1 8t|u] 8 -, .
au(m’”)‘gx/ﬁ+ 3 +3n(1—Mn)j;|aj|.

Or, d’aprés le lemme 9 et la majoration (3.18), nous avons

8 S n(lnn
S =31, 2 %3] = © IZHI = oY) <o),

Ainsi, a partir d’un certain rang, pour tout (z, y, z) € Dy, et pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

0G,, 8t |u*|
* * g 2 .
U (tu , U ) ‘ + 3
En utilisant cela dans (3.100), nous obtenons
4 |lu* 2 _ 2
|G, v*)| < Ky + 2]t + |1;| = K1+|x—y|+%. (3.155)
Le résultat du lemme découle alors de (3.153), (3.155) et du lemme 28. O

Nous devons encore vérifier que la fonction obtenue bien intégrable :

Lemme 30. La fonction e, ou M est la fonction donnée par (3.152), est intégrable sur R®.
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Démonstration. Nous avons, dans [0, +00],
/ dx dy dz du dv eM@yz,u0) — / dxdyeM(m’y,O,Oﬁo) « / dz e~ % x/ du dv eMx (w,v)
R5 R2 R R2

I1 suffit alors d’écrire

m2+my+y2

M($7y70a 070) = 6

1 y\2 Y
tlal +3lyl = —5 (v +5) =& +lal+ 30yl

pour voir que
dz dy eM(@9:0.0.0) ¢ /da:emﬂﬂ/6 x/dye4|y|*y2/8 < +o00.
R2 R R

La fonction eMx étant intégrable sur R? d’aprés le lemme 23, nous obtenons donc bien une intégrale

finie. O

6.6 Convergence dominée

Nous sommes désormais en mesure d’appliquer le théoréme de convergence dominée. D’aprés les
résultats de la section 6.3, pour tout (z, y, 2z) € R®, nous avons la convergence simple

lim F,(z,y,z, v* +u, v +0v)+G,(u" +u, v* +v) = J(z,y,2, u,v),

n— 00
avec
2 2 +oo . i
3

L’hypothése de domination est bien satisfaite & partir d’un certain rang, selon les lemmes 29 et 30. En
vertu du théoréme de convergence dominée, nous avons donc

E, "X* C’n/ dz dy dz dudv g(z) e’ @¥=wv) = 27rC’n/ dy dz dv g(z) e (¥:=00)
RS R3

Dans le cas de la fonction constante g = 1, en revenant a la définition (3.104) de E,,, nous avons

. Sn
En<u7L[g<W>‘| :17

d’ou C), = O(1). En reprenant la définition (3.110) de Cy,, nous en déduisons que

n—1
1 1
— = 0| a4 ) (3.156)
n ( JI;[l Vi—aj

Or, d’aprés le lemme 11, il existe une constante K > 0 telle que, & partir d’'un certain rang,

nlnn

n—1
Zln(l—a?) < K i
Jj=1

Alinsi, notre estimation (3.156) devient

1 olnl/‘*exp (K"ln”> 1 . (3.157)

Z’ﬂ/ d’ﬂ
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Souvenons-nous & présent que, comme expliqué au début de la section (6.2), pour toute fonction continue

et bornée g : R = R, nous avons
e—n3/4/8
= E,+o(l)+0 —— | .

N Sn
:u’n g n3/4 Zn

Etant donné (3.157) et le fait que d,, ~ An®/%, ceci devient donc

- Sh 1/4 nlnn  n3/4
Iin g(n3/4) = E,+0(1)+0 n/exp<K i s = E,+o(1).
Dans le cas de la fonction constante g = 1, nous avons donc
1 "> g, "X 2xC, dy dz dv e’ (©9:20v)
R3
Nous en déduisons que
-1
lim C, = (27r/ dy dz dv eJ(O’y’Z’O’”)> .
n— oo R3
Ainsi, pour toute fonction g : R — R continue et bornée, nous avons
L Sn _ I
,}EEO Hn [9 <ng/4> ] = ma (3.158)
ou
I(g) = / dy dz dv g(z) e’ (09 0) (3.159)
R3

6.7 Identification de la loi limite
Nous pouvons écrire
2
Y .
J(0,y,z, 0,v) = vy + fy—=2) (v +1),

oll, pour f € R, nous notons

= 3iv

: — —ifv — In(l—- ——=
[ gn( )

qui est définie et holomorphe sur 'ouvert

212
Vz{véC:jmv>—7T3>\ }

Ainsi, I'équation (3.159) devient

I(g) = /dzg(z)/dye—y2/4/dvef(y,zz)(v+i).
R R R

Nous allons maintenant déplacer le contour d’intégration de la variable v pour nous débarrasser du
terme %, ce qui revient & annuler notre dernier déplacement du contour de v (qui était tout de méme
utile pour obtenir une expression qui satisfait I’hypothése de domination). Soit # € R quelconque.
La fonction ef¢ étant holomorphe sur I'ouvert V', nous avons d’aprés le théoréme de Cauchy, pour
tout M > 0,

M 0 M 1
/ dv o) _ / idtefoMrit) L [ gy o) | / i dt efo (M)
M 1 M 0
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Or pour tout v € V nous avons

‘efG(”)

+o0 —1/2
1 9ol 0 Imv 9[vl?
= exp ojmv_Q;ln(l—i_w‘l)\?j‘l < e’Im 1—|—7T4)\4 ,

d’ou

1 2\ —1/2
‘/ i dt eJo(EM+it) M ) M=o
0

md\4

/ dv o) — / dv efo@) |
R R

I(g) = /dzg(z)/dy€7y2/4/dvef@l*/")(”).
R R R

Nous fixons maintenant z € R et nous souhaitons intervertir I'intégrale en y et 'intégrale en v. Pour
tout (y, v) € R2, nous avons

< el <1+

Nous en déduisons que

et donc

‘ e_y2/4+f(y*z2)('“)

9’()2 71/2 9’[)2 71/2
< —y*/4 1 14—
€ ( + 774)\2) ( + 167m4\2 ’

qui est une fonction intégrable de (y,v) sur R?. Nous pouvons donc permuter I'intégration sur la va-
riable y et celle sur la variable v, pour obtenir

+oo . 9

Nous pouvons alors calculer

2 1
/ dy exp <—ivy - y4> = V2rF <2, —iv) = 20/me ",
R

d’apres la formule d’intégration gaussienne (3.42). Nous avons donc
= Jiv
I(g) = 2\/7?/Rdz g(z)/Rdv exp | ivz® —v? — Zln (1 - 772)\2]2> . (3.160)
j=1

Pour identifier le résultat indiqué dans le théoréme 7, nous considérons une famille (Y});cz de variables
gaussiennes centrées réduites indépendantes, et nous définissons la variable aléatoire

3 j
Z= V- os Y 2
JE€Z\{0}

Nous avons, quand j — 400,

P(\Yl < \“f) ﬁQ /+ood 2 g 2 /+oodt —Vi/2=t2)2 —Vi/2
i< = — e < —= e = e ,
/ J 2r J 5 Y 2w Jo

d’out
SP(WI<ii) < Y e Vil < oo

jez jez
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D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, nous en déduisons que
1/4
P(lzl<o0e) > P| I N {ml<l}] = 1.
k21 |j|>k

Ainsi, la variable aléatoire Z est finie presque stirement. Nous pouvons donc calculer sa fonction carac-
téristique : pour v € R, nous avons

. ) 3ivY?
¢Z(U) — E[ewZ] _ E[ew\/iYo:| H E exp <_27T2)\2jj2>

jeZ\{0}

En utilisant encore une fois la formule (3.42), il vient

oz(v) = F(1,iwvV2) HF<1+ 23A22,0>2 = exp | —v? Zln( W )

La fonction ¢z est bien intégrable sur R, puisque nous avons
YWweR  |oz(v)] < e .

La variable Z admet donc une densité f donnée par la transformée de Fourier inverse de ¢, c’est-a-dire
que

VeeR  f(z) = /R dv eV (v).
Ainsi, I'équation (3.160) devient
o) = 2 [ dzg(z) [ dve™os(-0)
= 27 [ d29(2) [ dve o0
= 2\/7F/Rdzg(z)f(z2).

En remplacant cela dans (3.158), nous obtenons

lim 7, g(S”)] _ Jrdz9()I ()

n3/4 Jedz f(2?) 7

ce qui démontre bien la convergence en loi annoncée par le théoréme 7. O




Chapitre

Interméde géométrique

Dans ce chapitre, nous démontrons un résultat élémentaire de séparation qui nous sera utile dans
les deux chapitres suivants.

Sommaire
1 Résultat principal . . . . . . . . . 0 L e e e e 119
2 Lemme «duboucher » . . ... ... ... i oo e 119
3 Lemme «duchirurgien » . . . . .. ... .0 0000 n e 123

1 Reésultat principal

L’objectif de ce chapitre est de démontrer la propriété suivante, qui peut se résumer en « découper
un morceau d’une taille donnée d’un graphe (V, E) cotte O(|V|(d71)/d) arétes ». Ce résultat nous sera
utile pour I'étape cruciale de la minoration de la fonction de partition, aux chapitres 4 et 6.

Lemme 31. I existe une constante K = K (d) telle que, pour tout sous-graphe connezxe fini G = (V, E)
de (Z%, EY), pour tout sommet x € V et tout entier m tel que 1 < m < |V, il eviste une partie Ey C E
des arétes de G de cardinal s

[Eo| < K[V[™

telle que la composante conneze de x dans le graphe (V, E\Ey) contient ezactement m sommets.

Nous décomposons la preuve de ce lemme en deux étapes. Dans la section 2, nous démontrons le
lemme « du boucher », qui permet de découper un graphe en morceaux, lesquels morceaux peuvent
éventuellement se révéler trop petits. En effet, I’application de ce lemme peut mener & une composante
connexe de z qui contient strictement moins que l'objectif de m sommets. Dans la section 3, nous
démontrons le lemme « du chirurgien », qui met en ceuvre un algorithme pour rouvrir certaines des
arétes fermées par le lemme du boucher, afin d’atteindre la taille voulue m pour le cluster de x.

2 Lemme « du boucher »

Nous commencgons par majorer le nombre d’arétes qu’il faut retirer & un graphe connexe pour le
diviser en morceaux plus petits que la moitié du graphe.

Lemme 32. Lemme du boucher Pour tout sous-graphe fini G = (V, E) de (Z¢, E?), il existe une
partie Eg C E des arétes de G de cardinal

d—1

|EO| < 4d+1d2 |V|T

119
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M arétes de Fy a retirer

m sommets

FIGURE 4.1 — La fermeture des arétes de Ey (représentées ici en gras) découpe le graphe en plusieurs
composantes connexes, dont celle de = (en traits pleins normaux) qui contient le nombre voulu de
sommets. Le lemme nous dit qu’en dimension 2, il est possible de choisir Ey contenant un nombre

d’arétes d’ordre /|V].

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\Ey) contiennent au plus [|V| /2] sommets.

Ce lemme de séparation, qui peut se résumer par « couper un graphe en deux coiite O(|V|(d_1)/ d)
arétes », a été démontré par Benjamini, Schramm et Timar dans [BST12], corollaire 3.3. Nous présen-
tons néanmoins ici une preuve élémentaire dans le cas de Z%, pour permettre au lecteur de visualiser
I’ensemble de l'algorithme qui permet d’obtenir le découpage du lemme 31. La technique plus générale
de [BST12] permettrait d’étendre notre résultat a des graphes plus généraux, mais nous choisissons ici
de nous restreindre au cas de la grille cubique en dimension d.

Si x € Z%, nous notons z = (z1, ..., ¥4) ses coordonnées. Pour V C Z¢ fini et non vide et i < d,
nous noterons

diam; V = max z; — min x; et diamV = max diam;V .
zeV eV <<
Pour i € {1, ..., d} et m € Z, notons

Tim = {e:{x,y}GEd, xi:metyi:m+1}

la tranche d’arétes qui coupe Z¢ en deux dans la direction i entre 1’abscisse m et ’abscisse m + 1. Nous
commencons par démontrer le lemme auxiliaire suivant :

Lemme 33. Pour tout k € N et pour tout réel A > 4, pour tout sous-graphe fini G = (V, E) de (Z¢, E?)
tel que |V| < A? et

3\ #
diam V' < <2> (A-1),

il existe une partie By C E des arétes de G de cardinal

k
2
|Eo| < 24971 + 364> (1 — (3) ) A%t

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\Ey) contiennent au plus (Ad/Q] sommets.
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En pratique nous n’utiliserons ce lemme qu’avec A = |V|1/ 4 mais il est plus commode pour la preuve
de fixer ce paramétre A plutot que de le faire dépendre du graphe.

Démonstration. Fixons A > 4. Nous procédons par récurrence sur k, et commencons donc par le
cas k = 0. Soit G = (V, E) un sous-graphe fini de (Z¢, E?) tel que |[V| < A9 et diamV < A — 1. Quitte
a effectuer une translation, nous pouvons supposer que V C A(diam V + 1). Nous posons alors

Ey = EN(Th,-1UTo) ,

qui est de cardinal

)d—l

|Eo| < 2(diamV +1 < 24471,

Si C' C V est une composante connexe de (V, E\FEy), alors nous avons

d
) d—1 (diamV + 1) Ad

€] < max (Ldla;nVJ 7 Ldlam2V+ 1

Nous vérifions maintenant ’hérédité. Soit k > 1 tel que le résultat est vrai pour k — 1. Soit G = (V, E)
un sous-graphe fini de (Z¢, E) tel que |V| < A% et

3 k
diamv<(2> (A-1).

Nous allons « trancher » le graphe G pour diminuer son diamétre d’un facteur 2/3. Pour cela, nous allons
retirer des tranches d’arétes dans les directions ¢ dans lesquelles le diamétre est trop grand. Notons

7 = {ie{l,...,d}, diam; V' > @)k_l(A—l)}.

Soit ¢ € Z. Quitte a effectuer une translation, nous pouvons supposer que mi‘r/l x; = 0. Par le principe
des tiroirs, il existe un entier k; tel que e

diam; VJ {diami VJ |E|
- 3 3]
Nous choisissons donc un tel k; et nous écrivons, en utilisant le fait que A > 4,

WV

diam; V' diam; V' 2
3 3 3

V
Ol = W=
/’r\
~
~
L

N

|

—

N~—

|
Wl N

WV

\Y%
Ol = O
/N 7 N N

Nous en déduisons, en remarquant que |E| < d|V| < dA%, que

k—1 k—1 d k—1
|ENT; k| < (g) % < (;) 121‘4 = 12d <2) Ad=TL
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Notons maintenant

B = U (EmTiJw)a
€T

qui est de cardinal

9\ k-1
|E| < 124 (3) AL
Soit G’ = (V',E’) une composante connexe du graphe (V, E\F;) dont le nombre de sommets est

maximal. Par construction, pour ¢ € Z, nous avons
9 3\ k-1
diam; V! < max (/ﬂi, diam; V — (k; + 1)) < gdiami V < () (A-1),
et pour ¢ ¢ Z, nous avons par définition

k—1
diam; V' < diam; V < (2) (A-1).

En prenant le maximum sur i, il vient

k-1
diam V' < (3) (A-1).

De plus, nous avons |V'| < |V| < A% Nous pouvons donc appliquer '’hypothése de récurrence au
graphe G’ pour trouver Fy C E’ tel que

k—1
2
|Ey| < 247! 4 364> (1 — (3) ) Al

et les composantes connexes du graphe (V', E’\E») contiennent au plus [ A%/2] sommets. Nous posons
alors Ey = F1 U E5, ce qui nous donne

|Eo| = |E1| + |E2]

2 k—1 9 k—1
1242 <3> AT 4 24971 4 3642 (1 - (3> )Adl
k
= 2491 4 364> (1 - (i) ) Al

Si C' est une composante connexe du graphe (V, E\Ejy), alors ou bien C' C V\V" et donc par maximalité
de V' nous avons |C| < |V| /2 < A%/2, ou bien C' C V' auquel cas C est une composante connexe du
graphe (V’, E'\E,), ce qui entraine |C| < [A?/2]. O

N

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le lemme du boucher, qui est une simple refor-
mulation du lemme 33.

Prewve du lemme 32. Si |V| > 4%, alors c’est une conséquence directe du lemme 33 avec

dlnA—-In(A—-1
A=V et k= { 1n3_1(n2 )W

puisque nous avons alors

diamV < |V = (A-1) < <3>k(A—1)
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et le lemme nous fournit une partie Ey C E de cardinal
|Eol < (2436d2) A% < 49+1@? || T

telle que les composantes connexes de (V, E\Ep) contiennent au plus [A¢/2] = [|V]/2] sommets.
Sinon, si |V| < 4%, alors Ey = E convient. O

3 Lemme « du chirurgien »

L’application du lemme du boucher nous permet de séparer un graphe en morceaux plus petits que
la moitié du graphe de départ. Si la composante connexe du sommet x dans le graphe obtenu contient
encore plus de sommets que la taille voulue m, alors nous pouvons appliquer & nouveau le lemme du
boucher & cette composante de x, pour obtenir une composante connexe qui contient au plus le quart
du nombre initial de sommets. Cette opération peut étre répétée jusqu’a ce que la composante connexe
de x contienne strictement moins que m sommets, ce qui signifie que nous avons fermé trop d’arétes.
Le lemme du chirurgien permet alors de résoudre ce probléme, en rouvrant certaines des arétes fermées
par le lemme du boucher.

Lemme 34 (Lemme du chirurgien). Soient k € N et G = (V, E) un sous-graphe conneze de (Z%, E?)
avec |V| < 2k, Soit x € Vet soit m un entier tel que 1 < m < |V|. Il existe une partie By C E des
arétes de G de cardinal

1—a

k W
|Bo| < — 2412 V|T o a=
1-a 2 a

telle que, dans le graphe (V, E\Ey), la composante connexe de x contient exactement m sommets.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur k. Le résultat est trivial si £ = 0. Soit & > 1 tel que le
résultat est vrai pour k — 1. Soit G = (V, E) un sous-graphe connexe de (Z%, E4) avec 28! < |V| < 2F,
soit x € V et soit m un entier tel que 1 < m < |V/|. D’aprés le lemme 32, nous disposons d’une
partie Ey C E de cardinal

|EO| S 4d+1d2 |V|%

telle que toutes les composantes connexes du graphe (V, E\Ey) contiennent au plus 2°~! sommets.
L’idée est alors de rouvrir les arétes de Ey une par une en partant du cluster de z, pour faire grandir
petit & petit ce cluster, jusqu'a ce que sa taille dépasse m. Nous appliquons ensuite I’hypothése de
récurrence au dernier morceau ajouté, qui contient au plus 2~ sommets. Nous allons numéroter les
arétes de Ey en les explorant une par une en partant du cluster de x. Commengons par noter V; la
composante connexe de z dans le graphe (V, E\E). Nous avons ainsi |Vp| < 2¥~1 < |V, donc V5 C V.
Or le graphe (V, E) est connexe, donc nous pouvons choisir une aréte e; € Fy incidente a ce cluster V;.
Soit s > 1 tel que ey, ..., e; ont été définies. Notons Vi la composante connexe de = dans le graphe

(V, E\(Eo\ {e1, ..., es}) )

Si s < |Ep|, alors nous pouvons choisir une aréte esy1 € Ey incidente a V;. Une telle aréte existe bien
puisque (V, E) est connexe. Nous poursuivons cette construction jusqu’a ce que nous ayons numéroté
toutes les arétes de Fy en une suite eq, ..., e, ou r = |Eg|. Nous avons alors

veVp Vi Cc...CcV,=V.

Si nous fermons toutes les arétes de Ej puis que nous les rouvrons une par une dans 'ordre eq, ..., e,
alors aprés avoir rouvert s arétes, le cluster de x est V;. Nous considérons donc

o = min{se{O,...,r}7 |V5\>m},
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FIGURE 4.2 — Illustration de la preuve du lemme 34 : La fermeture des arétes de Ey = {eq, €2, €3, €4}
déconnecte le graphe en morceaux comportant au plus 2¥~! sommets. Nous rouvrons les arétes e; dans
Pordre jusqu’a ce que le nombre de sommets dans le cluster de x atteigne ou dépasse m. Dans le cas
représenté ici, o = 2. Ici V3 = V5 puisque 'aréte ez relie deux sommets qui sont déja dans V5.

qui est le nombre d’arétes rouvertes a partir duquel la taille du cluster de x dépasse la taille voulue m.
Cet indice o est bien défini puisque |V,.| = |V| = m. Supposons que ¢ > 1. Par minimalité de o, nous
avons |V,_1| < m < |V,| et donc V,, # V,_1. Dans ce cas, l'aréte e, relie un sommet de V,_; et un
sommet 2’ € V,\V,_1. Posant m’ = m — |V,_1|, nous avons alors

1 < m/ < |Va| - ‘V071| = |V0\V071| .
Si o = 0 nous posons &’ = = et m’ = m, et nous avons alors 1 < m’ < |V

Soit G’ = (V’, E') le graphe de la composante connexe de z’ dans (V, E\Ep). Par le choix de Fy, nous
avons |V'| < 2871, De plus, nous avons V' = V,\V,_; si ¢ > 1 et V' = Vj sinon, ce qui entraine dans
les deux cas que 1 < m' < |V’]. L’hypothése de récurrence appliquée & G’ = (V’/, E’) nous fournit alors
un ensemble Ej, C E’ vérifiant

1

— gkt d-—1 1
Bl < o eV <
—Qa

— k—1 d—
%ﬂﬂd% T

et tel que dans le graphe (V', E'\E}), la composante connexe de z’, que nous noterons V,,, contient
exactement m’ sommets. Nous posons alors

E(/)/ = {eo+1a ceey eT}UE(/)a



4.3. Lemme « du chirurgien » 125

qui est de cardinal

Byl = (r—o)+|E|
k
< 4d+1d2|V|%+a1_a 4d+1d2|V|%
—Qa
k
= 1_7a4d+1d2‘v‘d%1 )
1—a

Si o0 = 0 alors la composante connexe de = dans le graphe (V, E\E{) est V., et contient donc exacte-
ment m’ = m sommets. Si au contraire o > 1, alors cette composante connexe est V,_1 UV, et contient
donc |V,_1| +m’ = m sommets. O






Chapitre

Quelques modeles de criticité auto-organisée
en percolation

Ce chapitre est consacré a ’étude du modeéle que nous avons décrit dans la seconde section du
chapitre 2. Rappelons que ce modéle est défini comme la distribution de probabilité

1
En,
P 2w €4{0,1}7 — prn(w)(w),

ou P, désigne le modéle de percolation Bernoulli sur la boite A(n), et ot la fonction p,(w) est donnée

par Fn(:u)> |

pn(w) = exp (—

Notre objectif est de démontrer le théoréme 8 pour les différents cas de fonctions F;, cités dans ’énoncé,
et nous commencerons donc par le cas ot Fj,(w) = |Cryaz(W)]-
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1 Modéle avec le plus grand cluster

Nous allons démontrer dans cette partie le théoréme 8 dans le cas du premier modéle, c’est-a-dire
celui défini avec le plus grand cluster dans la boite. Nous allons pour cela d’une part majorer les queues
de la distribution de |Cyuqz| dans les régimes sous-critique et surcritique, et d’autre part minorer la
fonction de partition du modéle.

1.1 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique
Nous avons besoin de la majoration suivante :

Lemme 35. Pour tout paramétre réel a > 0, nous avons

1

Vp<p. VA>0 lim sup —lan(|C’maz(A(n))| >Ana) < 0.
n—oo N

Démonstration. Soient a > 0, p < p. et A > 0. Pour tout n > 1, nous avons

Pp( |C’max (A(n))| > Ana) =P, ( max |CA(n)(v)| > Ana>

vEA(n)

<P, ( max |C(v)| > Ana>

vEA(n)

N

ndpp( 1C(0)] > An“) .
Or, d’aprés la proposition 4, il existe une constante A(p) > 0 telle que pour tout m > 1,
Pp< 1C(0)] > m) < o)
Nous avons donc, pour tout n > 1,
Pp( ‘C’max (A(n))‘ > An“) < nlexp (— AX(p)n®),

d’otul le résultat du lemme. O

1.2 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique
Nous établissons une majoration analogue dans le cas surcritique.

Lemme 36. Pour tout réel a < d, nous avons

1
Vp>p. VA>0 lim sup v In Pp( {Cmm (A(n))‘ < An“) < 0.
n—oo
Démonstration. Nous allons démontrer un résultat un peu plus fort, a savoir que
1 0 d
Vp > pe lim sup T InP, (|Cmam (A(n))| < (ps)n) < 0.
n—oo

Supposons dans un premier temps que d > 3. D’aprés le théoréme 1.2 de [Pis96], nous avons pour
tout d > 3, pour tout p > p. (ou p. désigne le seuil de percolation dans les tranches),

d
lim sup %ln P, <|Cmam (A(n))| < 0(p)n > < 0.

n—oo 2

De plus, Grimmett et Marstrand ont démontré 1’égalité p. = p. pour tout d > 3 dans [GM90]. Le
résultat énoncé dans le lemme pour d > 3 en découle donc directement.
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Passons maintenant au cas de la dimension d = 2. Le théoréme 6.1 de [ACC90] implique que pour
tout p > pe., si nous considérons une configuration de percolation sur Z¢ tout entier et si nous no-
tons Cse C Z% I'unique cluster infini, alors

1 2
limsup —InP, (|COo NA(n)| < bp)n ) < 0.
n

n—oo 2

Il existe donc L > 0 tel que, pour tout n > 1,

2
P, <|coo NA(n)| < 9“’;”) < e

Par ailleurs, si nous notons, pour m > k > 1,

Le rectangle {0, ..., k} x {0, ..., m} contient
Lg,m =

)

un chemin ouvert reliant ses deux petits cotés

alors d’aprés I’équation (7.110) dans [Gri99], il existe des constantes strictement positives Cs(p) et C5(p)
telles que, pour tous m > k > 1,

Po(Li.m) = 1—Come™ 3. (5.1)
Définissons les rectangles
Ry = ZQG}
Ry = Z*N[-n, n[x}g, n{,
R; = 72N [—n, —%[x [-n, n[,

Ry

Z?N[—n, n[ x {—n, —g[ ,

qui sont représentés sur la figure 5.1. Considérons les événements
En = {Il existe un chemin ouvert dans A(2n)\A(n) qui contient A(n) en son intérieur}
et

Fn = {Chacun des rectangles Ry, Ra, Rs3, R4 est traversé par un chemin ouvert dans sa longueur} .

Comme illustré sur la figure 5.1, nous avons &, D F,. De plus, d’aprés I'inégalité FKG (proposition 1),
nous avons

4
Pp(Fn) 2 Py (Lins2),20) -
Combinant ceci avec (5.1), nous obtenons

4
Py(E) > Pp(Fa) = Py (Linjay2n)’ > (1= 2Come @12 > 1 = 8Come 102,

Or si Pévénement &, est réalisé, alors tous les sommets de A(n) qui sont reliés au bord de A(2n) sont
reliés entre eux dans A(2n), ce qui entraine que |Cpyar (A(2n))] = |Coo NA(n)|. Nous pouvons donc

écrire ) )
&N {COOOA(n)| > o(lgn} C {’Onw,x (A(2n)) | > 9(172)71} .

En considérant les événements complémentaires, nous avons donc

9@2n2)

N

i <'Cmax (A(2n))| < 1Py (E) + Py (Icoo NA(n)| < g(p)ﬁ)

2

—L'n

< 8Cyne Csln/2] 4 o—Ln
< e

pour une certaine constante L' > 0, ce qui achéve la preuve de notre lemme. O



130 Chapitre 5. Quelques modéles de criticité auto-organisée en percolation
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FIGURE 5.1 — La présence d’un chemin ouvert traversant chacun des quatre rectangles dans le sens de
la longueur assure que A(n) est entouré par un chemin ouvert dans A(2n), et donc que deux sommets
et y dans la boite A(n) ne peuvent pas étre reliés & OA(2n) sans étre reliés entre eux par un chemin
ouvert dans A(2n).

1.3 Minoration de la fonction de partition
Nous allons démontrer la minoration suivante.

Lemme 37. Pour tout réel a tel que 0 < a < d, nous avons

lim inf InZ,

n—00 (lnn)na(d—l)/d o0

Démonstration. La fonction de partition peut s’écrire

d

Zn= D> Prw® =D > Pow® =D Pop)([Cral=b).  (52)

we{0,1}En b=1 we{0,1}Fn b=1
|C7naz (w)‘:b

Pour minorer Z,,, nous allons construire un couplage monotone entre les distributions P, ;) pour tous

1esb€{0,...,nd}.

Construction du couplage : Ecrivons E,, = {ey, ..., e,} avec r = |E,|. Donnons-nous une famille de
variables aléatoires

(vae)be{m ...,n?—1}, e€E,

indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramétre exp(—1/n%).
Définissons pour tout by € {O, ceey nd} une configuration aléatoire

w(by) : e€E, — min Xp..
0<b<by ’

Ainsi, pour by € {0, R nd} et e € E,,, nous avons

P(w(bo)(e)=1) = bﬁlp(Xb,e=1) = exp (—zi) = pn(bo),
b=0
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et donc la configuration w(bg) est distribuée suivant la loi P, (4,). De plus, les configurations sont
couplées de telle sorte que
e, =w(0) > w(l) > ... > w(n?).

Lorsque nous passons de la configuration w(b) a la configuration w(b+1), un certain nombre d’arétes sont
fermées (il s’agit des arétes e pour lesquelles w(b)(e) = 1 et X} . = 0). Pour pouvoir controler la fermeture
de ces arétes une par une, nous définissons des configurations intermédiaires. Pour b € { 0,...,n%— 1}
et so € {0, ..., r}, nous posons

w(b, so) : es €Ep, — {w(b+ Dies) sl s g "o

w(b)(es) sinon.
Ainsi nous avons w(b, 0) = w(b) et pour s > 1, la configuration w(b, s) s’obtient & partir de la configura-
tion w(b, s—1) en fermant aréte e, si X3 ., = 0, et en ne changeant rien si X, ., = 1. Pour s = r = |E,,|,
toutes les arétes ont été mises a jour et donc w(b, r) = w(b+ 1). Les configurations sont donc couplées
de telle sorte que

(b,s) < (V,s) = wb s) = wb,s),

ot 'ordre considéré sur {0, ..., n% — 1} x {0, ..., r} est I'ordre lexicographique. Cette construction
nous permet de réécrire (5.2) comme suit.

7z, — ip(wmax(w(b))\:b) = P(Be{l o n?} [Coae @®) =), (53)
b=1

Ainsi, la fonction de partition Z,, est égale a la probabilité que la fonction décroissante b — |Cpqa (w(D))|
admette un point fixe. Nous allons donc considérer un indice B situé avant le passage de cette fonction
sous la premiére bissectrice, et nous allons regarder ce qu’il faut demander aux variables Xj . pour que
la fonction intersecte effectivement la bissectrice a l'indice B + 2.

Définition de I’indice B : En considérant toujours l’ordre lexicographique, nous définissons un couple
de variables aléatoires

(B, S) = min{(b,s)e{(),...,nde}><{0,...,7"} . JecE, |C’maz(w(b,s)@)|<b+2}.

Ce minimum est bien défini puisque nous avons toujours |C’mam (w(nd -2, 0))| < n?. De plus, pour
tout (bg, so), événement {(B, S) = (bo, so)} ne dépend que des variables X, ., pour (b, s) < (bo, So),
c’est-a-dire que (B, S) est un temps d’arrét pour la filtration engendrée par les variables X ... Par
ailleurs, la fermeture d’une aréte peut au plus diviser par deux la taille du plus grand cluster, donc nous
avons

Crnas (w(B, S))| < 2(B+2). (5.4)

Montrons en distinguant deux cas que nous avons aussi
|Crnaz (wW(B, S))| = B+2. (5.5)
e Si S > 1 alors par minimalité de (B, S), nous avons pour tout e € E,,,
|Crmaz (wW(B, S —1).)] > B+2.

Or la configuration w(B, S) s’obtient & partir de w(B, S — 1) en fermant au plus une aréte, donc nous
avons bien (5.5).
e Si S =0et B> 0 alors par minimalité de (B, S), nous avons

|Cmaz (W(B—=1,7))] > B—-14+2 = B+1.

Or les configurations w(B — 1, r) et w(B, 0) sont identiques, donc (5.5) est aussi vérifiée.



132 Chapitre 5. Quelques modéles de criticité auto-organisée en percolation

(b,s) =(0,0) (B, S) (B+2,0)
fermeture
de H
o
w=1g, |Cnaa(W)| = B+ 2 |Craz(w)| = B +2

Je € E,, |Craz(we)| < B+2

FIGURE 5.2 — Schéma de la preuve : si 'événement € est réalisé, c’est-a-dire qu’entre les instants (B, S)
et (B+ 2,0), les arétes de H se ferment mais aucune autre aréte de C,,q, ne se ferme, alors le plus
grand cluster dans la configuration w(B + 2,0) contient exactement B + 2 sommets.

e Le cas (B, S) = (0,0) ne se produit jamais puisque dans la configuration w(0, 0) toutes les arétes sont
ouvertes.

Construction de I’heureux événement : Notons (V, E) le graphe du plus grand cluster dans la
configuration w(B, §), c’est-a-dire que V = Ciuaz(w(B, S)) et E est U'ensemble des arétes entre deux
sommets de V qui sont ouvertes dans w(B, S). Etant donné (5.5) et en vertu du lemme 31, nous
disposons d’un ensemble (aléatoire) d’arétes

H = H(B,w(B,S)) C E,

de cardinal s
H| < K|V|'T (5.6)

tel que la plus grande composante connexe du graphe (V, E\H) contient exactement B + 2 sommets.
Notons que nous avons défini H = H(B, w(B, S)) comme une fonction déterministe des variables B
et w(B, S), ce qui nous aidera plus tard. L’existence d’une aréte e € E,, telle que

|Crmaz (W(B, S)e)| < B+2

assure que dans la configuration w(B, S) il y a au plus un cluster contenant strictement plus que B + 2
sommets. Donc la fermeture des arétes de H suffit pour que le plus grand cluster restant contienne
exactement B + 2 sommets, c’est-a-dire que

|Caz (W(B, S)m)| = B+2.

Ainsi, il suffit de fermer les arétes de H et aucune autre aréte de E[Chqep (wW(B, S))] entre les confi-
gurations w(B, S) et w(B + 2) pour avoir |Cpar (W(B + 2))| = B 4 2. Mais les arétes e € H ne sont
pas forcément numérotées avec un indice s > S. Il n’est donc pas possible en général de fermer toutes
les arétes de H entre les instants (B, S) et (B + 1, 0). L’événement que nous considérons est donc
celui dans lequel aucune aréte de Ciaq(w(B, S)) nest fermée entre (B, S) et (B + 1, 0), et les arétes
de Cpaz(w(B, 5)) qui se ferment entre (B+1, 0) et (B+2,0) sont précisément celles de H, c’est-a-dire
I’événement
Vs> S es € E[Chas (W(B, S5))]= Xp,e, =1
E =(VeeH Xpi1,.=0

Ve € E[Chaz (W(B, S))|\H Xpi1,e=1

Si cet événement est réalisé, alors dans la configuration w(B + 2), les arétes de H sont fermées, les
autres arétes de E [Chq0 (w(B, S5))] qui étaient ouvertes dans la configuration w(B, S) restent ouvertes,
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et tous les autres clusters contiennent au plus B + 2 sommets, donc

£ c {|C,W W(B+2)| = |Comas (W(B, S)p)| = B+2}.

Probabilité conditionnelle de I’heureux événement : Revenant a Uexpression (5.3) de la fonction
de partition, nous avons

Zy > P(|Cuas (@(B+2))| = B12) > P(E). (5.7)
Soient (bg, sg) et wo : E,, — {0,1} tels que
P(Cbmso,wo) >0 ol Cbo,SowJo = {(B’ S):(bo, 30) et W(Bv S):WO}-

Vu que nous avons défini H comme une fonction déterministe de B et w(B, .S), nous pouvons considérer
I’événement
Vs >s0 es € E[Cras (wo)] = Xpy,e, =1

gbo-,smwo = Ve € H(b0> WO) Xb0+1,e =0 s
Ve € E[Craz (wo)] \H (bo, wo) Xpyr1,e =1

qui est tel que
P(f | CbO’SOv‘*’O) =P (gb07507w0

Cho, s0, w0 ) . (5.8)

Or, cet événement gbo,smwo ne dépend que des variables Xj ., pour (b, s) > (bo, so), tandis que I'évé-
nement Cp,. s, w, D€ dépend que des variables X, ., pour (b, s) < (bg, o). Ces deux événements sont
donc indépendants, ce qui permet d’écrire

P (5170780,0-)0 |Cb0,50>w0) =P (5170780,0-)0)

C =TT P(uae=0)
$>80 (EGH(bo,wO)
eseE[Cmam(WO)]

X H P(Xb0+1,e:1)

e€E[Chrax(wo)]\H (bo, wo)
(6_1/na)2\E[0m<wom (- 6_1/na)\H(bo,wo>| |

WV

Combinant ceci avec (5.8), nous obtenons

2|E[Cimac (w(B, 9))]| a
(1 —e t/m . (5.9)

; B
P(E|(B, S, w(B, S))) > (e_l/n) , )|H(B (B, 5)|

Or, d’aprés (5.4), nous avons
|E(Crsaa (w(B, )] | < d[Coanlw(B, S))| < 2(B+2).

x

De plus, par concavité de  — 1 — e~ ", nous avons

1 /n® 1 _ 1
1—e Y/ >E(l—e 1)>2n“'

Par ailleurs, en combinant (5.6) avec (5.4), il vient

d—1 d—1

H| < K|Comaa(w(B, S)|'T < K2B+2) 7 < 2K(B+2)7 .
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En remplacant tout cela dans (5.9), nous obtenons

P(e1(5. 5. (8,9) > ew (-2 (o )2BxB+mddl.

ne 2no
En prenant ’espérance conditionnelle par rapport & B, ceci devient

P(£|B) > exp (JM(B”))( 1 )2K(B+2)ddl , (5.10)

ne 2ne

Majoration de B : Nous avons maintenant besoin d’'un contréle sur B pour pouvoir minorer la
probabilité de I’événement £. Définissons

= e (m(5)].

hm Ppc/2(|cmaw| <b") = 1

n—roo

Le lemme 36 implique que

donc & partir d’un certain rang, nous avons

DN =

Ppc/2(|Cmaa:| < bn) P>

b < (e () - %

nous pouvons en déduire qu’a partir d’un certain rang,

Etant donné que

P(B <bn) > P(|Chmaz (w(ba)] < bn +2)
P (bn) (|Cmaz| < bn +2)

Pp./2(|Cmaa| < by +2)
1
=

Nous pouvons donc trouver k > 2 tel que pour tout n > 1,

WV

WV

P(B < kn®) > (5.11)

DN | =

Conclusion : Combinant (5.11) avec (5.10), il vient
P(&) = P(EN{B < kn})

= P(B < kn*)P(E|B < kn®)

1 <4d(/<m“ +2)

WV

— exp

2 ne

— 2K (kn® 4+ 2)% 111(271“))

WV

1
5 EXP (—Sd/{ — 4K k(In 2)n*4=V/? _ 4K ka(ln n)na(d_l)/d) .

11 ne reste alors qu'a reprendre la minoration (5.7) pour obtenir

i inf InZ,
nooe (Inp)ne@07d =~

WV

—4Kka > —o0,

ce qui est bien la minoration recherchée. O
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1.4 Preuve du résultat de convergence

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le résultat de convergence pour le premier modéle.

Preuve du théoréme 8, cas F,, = |Cpaz|. Soit € tel que 0 < € < min(p., 1 — p.). Controlons dans un
premier temps les déviations & gauche de p. de la loi de p,. Notons pour cela

b, = [n*(—In(p.—¢))] .

Nous commencons par écrire

1
Hn, (pn g DPe — 5) = = Z 1{pn(w)§pc—E}Ppn (w) (w)
we{0,1}En

1
= 7 2 Y@z Pro@®)
" Lef0,1}1En

d
1 n
= 72 Y L @)=t} Pru(w) (@)

" b=b; we{0,1}En

nd

= Z%ZP%@)(WMH:I?)

b=b;,
nd

Zin Z Papn(b)(|0maz| P b;) .
b=b,,

N

Or I’événement { |Crnaz| =05, } est un événement croissant, donc pour tout b > b,, nous avons

Pzpn(b)(|cmam| > b;) g Ppc—s<|cmax‘ 2 b;) .

Nous avons donc

nd

Z—anﬁE( |Crnaz| = (—In(pe — g))na) )

fin (pn < pe —¢) <

Nous pouvons alors utiliser les résultats des lemmes 35 et 37 pour obtenir des constantes L, L' > 0
telles que, pour tout n > 1,

tin (P < pe —€) < nexp (L(ln n)nd-1/d _ L'n“) .
Comme a > a(d — 1)/d, nous avons donc

1
lim sup —alnun(pn < Pe —z—:) < 0.
n

n—oo

Intéressons-nous maintenant aux déviations de p,, a droite de p. en posant

b = [n*(—In(p. +¢))]
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et en écrivant

1
7 Y Lpn@zpete)Poaw) @)
" Lef{0,1}En

tin (P = pe +€)

1
- Z, > 11O (@)l<ti } Prn(e) (W)
nwe{o,1}En

b+
Lo
= 72 D LG (@)=b}Ppa ) (@)

" b=0 we{0,1}En
bt

= Zin ;} Po.. ) ( |Crmaz| = b)

bt

Z Po.. ) ( |Crmaz| < b:)

b=0

3

N
N~

o
sH

1
Zn

nd

< 7Ppc+6(|cmam‘ < b:rl) .

N

PPC+6 ( |Omar| < bﬁ)

=0

o

D’aprés les lemmes 36 et 37, nous disposons donc de L, L’ > 0 tels que, pour tout n > 1,
Hn (Pn > Do+ E) < nlexp (L(ln n)n“(d_l)/d — L’nd_l) ,

ce qui entraine

. 1
lim sup oy In gy, (pn > pe+ 8) < 0.

n—oo

Nous avons donc bien démontré la convergence de p,, vers p. sous la loi y,,, ainsi que 'estimée (2.8). O

1.5 Variante sur le tore

Expliquons maintenant en quelques mots ce qu’il faut modifier pour traiter le cas d’une variante
de ce modéle définie sur le tore, c’est-a-dire avec des conditions aux bords périodiques. Les clusters
dans le tore étant au moins aussi grands que ceux dans la boite, la décroissance exponentielle dans le
régime surcritique se déduit directement du lemme 36. Le pendant du lemme 35 peut étre prouvé en
remarquant que la taille du cluster de 'origine dans le tore est stochastiquement dominée par la taille
du cluster de I’origine dans Z¢ tout entier, ce qui permet d’obtenir la méme décroissance exponentielle
que dans le lemme 35. La minoration de la fonction de partition se démontre de la méme maniére,
en adaptant le lemme géométrique pour 1’étendre aux sous-graphes connexes du tore. Cette variante
présente donc la méme propriété de convergence de p, vers p. quand n — oo.

2 Modéle avec le nombre de sommets reliés au bord

Nous allons maintenant démontrer le second cas du théoréme 8, qui concerne le modéle défini a
partir de | M|, le nombre de sommets reliés au bord de la boite IA(n).

2.1 Deécroissance exponentielle dans le régime sous-critique

Suivant la méme méthode que pour le modéle précédent, nous commencgons par démontrer un résultat
de décroissance exponentielle dans le régime sous-critique.
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Lemme 38. Pour a > d — 1, nous avons la majoration suivante.

Vp<pe VA>0  limsup ialnpp( IM,| > An“) < 0.
n—oo N

Démonstration. Soit a > d — 1 et soient p < p. et A > 0. Ecrivons OA(n) = {z1, ..., 7;} avec t =

|OA(n)|. Rappelons que si A et B sont deux événements alors A o B désigne 'occurrence disjointe de

ces deux événements. Soit w : E,, — {0,1} une configuration telle que |M,(w)| > An®. Définissons,

pour i € {1, ..., t},

0 %1l existe j < i tel que x; = x;
n; = ‘ Cagny (i) \ U Chny(z5) ‘ = . !
i ‘CA(n)(a:i)| sinon.

Nous avons alors

t
U Caimy(@)| = Mu(@)] > Anc,

i=1

t
E n; =
=1

et nous pouvons écrire
@ € {[Crum (@] = m) oo {|Ch (@] i) |

En effet, si n; = 0 alors I'événement {|Cy,(2:)| > n;} est trivial, tandis que si n; > 0 et n; > 0
avec 1 # j, alors les sommets x; et x; appartiennent a des clusters disjoints. Nous avons donc I'inclusion

{IMal>ant} ¢ {Cap@n)] =i} oo {|Caulen)] > ni}.

ony, ..., n¢ gnd
ni+-4ng>An®

Or pour tout ¢ € {1, ..., t}, ’événement {|C’A(n) (xz)’ > nz} est un événement croissant, donc d’apreés
l'inégalité BK (proposition 2) nous avons

Pp(\Mn\ >Ana) < 3 ﬁPp(]CA(n)(xi)‘ >ni)

0<n1,...,nt<nd 1=1
ni+...+ng>An®

< 3 ﬁpp(0(0)|>ni).

Oénl,...,ntgnd 1=1
ni+...4+ng>An®

Or d’apres la proposition 4, il existe une constante A(p) > 0 telle que pour tout n > 1,
Pp( |C(0)] > n) < e

ce qui reste vrai si n = 0. Nous pouvons donc écrire

(Ml an) < Y [[ew (A

0<ny,..yny<n? =1
ni+...4ng>An®

< Z exp ( — )\(p)An“)
0<ny,...,ne <nd
< (nd + l)t exp (— A(p)An®)

= exp (|JOA(n)|In(n® + 1) — A\(p)An®) .

Or nous avons
|0A(n)|In(n? +1) = O ((lnn)n® ') = o(n*),

d’oul le résultat. O
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2.2 Deécroissance exponentielle dans le régime surcritique

Nous avons la majoration suivante.

Lemme 39. Pour tout a < d, nous avons

1
Vp>p. VA>0 lim sup fllan(\Mn\<An“> < 0.

n— 00 nd

Démonstration. Nous démontrons, de méme que pour le lemme 36, que

1 0 d
Vp>p. VA>0 limsup —— InP, (|Mn| < (p2)n> < 0.

n—00 nd

Pour d > 3, le résultat découle du théoréme 1.2 de [Pis96], qui démontre cette majoration pour tout p >
Pe- Or p. = p. ’aprés [GMIO]. Pour d = 2, le résultat découle du théoréme 6.1 de [ACCI0]. O

2.3 Minoration de la fonction de partition

Nous établissons maintenant la minoration suivante de la fonction de partition :

Lemme 40. Pour tout réel a tel que d — 1 < a < d, nous avons

i inf InZ,
%anlig (lnn)na(d_l)/d

Explication heuristique de la preuve : Nous reprenons 'idée de la démonstration pour le cas du
plus grand cluster (section 1.3), en construisant un couplage décroissant entre les distributions P, )
pour b variant de 0 (toutes les arétes ouvertes) a n? (presque toutes les arétes fermées). Nous suivons
lévolution de la variable | M,,| jusqu’a un instant b = B’ ou | M,,| est d’ordre B’. Nous trouvons alors
un ensemble d’arétes H C E,, dont la fermeture entrainerait |[M,| = B’ + 2 a instant B’ + 2.

Le probléme est que, pour trouver un tel ensemble H qui ne soit pas trop grand (et donc dont
la fermeture soit assez probable), nous avons besoin d’un controle sur la taille des clusters qui sont
reliés au bord de la boite a 'instant B’. Pour obtenir un tel contrdle, il semble naturel de suivre d’abord
I’évolution de la taille des clusters reliés au bord, et d’attendre un instant B ou ces clusters sont devenus
assez petits, puis de définir I'instant B’ d’une maniére qui assure qu’il soit postérieur & B. Cependant,
contrairement a la taille du plus grand cluster C), 4z, qui est au plus divisée par deux en fermant une
aréte, la taille du plus grand cluster relié au bord peut chuter brutalement & la fermeture d’une seule
aréte. Pour éviter cela, nous choisissons plutot de suivre la taille du plus grand cluster dans le tore, c’est-
a-dire dans la boite mais avec des conditions aux bords périodiques. Cette variable présente I’avantage
d’étre au plus divisée par deux & chaque fermeture d’aréte.

Démonstration. Plan de la preuve : Nous allons dans un premier temps définir un couplage de confi-
gurations (w(b, s))s, s mais sur les arétes du tore. Nous considérerons ensuite le premier instant (B, S)
pour lequel tous les clusters dans le tore contiennent au plus 2B + 3 sommets. Dans la suite de la
démonstration, nous raisonnerons conditionnellement au fait qu’a cet instant, le plus grand cluster dans
le tore touche le bord de la boite. Nous montrerons alors qu’a cet instant, nous avons |M,,(w)| > B+ 2.
Nous allons ensuite construire un second instant (B’, S’) > (B, S) et un ensemble d’arétes H tels
que, si les seules arétes de M,, qui se ferment entre (B’, S’) et (B’ + 2, 0) sont celles de H alors nous
avons |M,(w(B’+2))] = B’ + 2. Nous appellerons « heureux événement » un tel scénario, et notre
objectif sera de minorer sa probabilité. Pour cela, nous montrerons qu’avec probabilité assez grande,
nous avons B’ = O(n%), ce qui implique qu’a partir de I'instant (B, S), tous les clusters dans le tore
contiennent O(n®) sommets. Ce contrdle nous permettra de montrer qu’il est possible de trouver H
assez petit pour que I’heureux événement soit suffisamment probable.
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(0, 0) (B, ) (B, §) (B'+2, 0)
fermeture
de H H
—
77;1,0. Mn Mn
w:]'E" | maa: | 2B +3 |Mn(w)| >B/+2 ‘Mn(w” =B"+2

B+2 3e€E, |My(w)| < B +2

’ ma:r ‘

FIGURE 5.3 — Illustration du schéma de la preuve du lemme 40.

Construction du couplage et définition de B : Soit n > 2. Nous reprenons les notations et
définitions de la preuve du lemme 37, mais nous considérons cette fois-ci des configurations sur le tore.
Pour définir le tore, notons p : Z¢ — A(n) I'application de projection, qui est telle que p(z) — z € nZ?
pour tout x € Z%. Le tore est alors le graphe dont I’ensemble de sommets est A(n), et dont I'ensemble

d’arétes est
EX = p(EY) = {{p(@).p()} : {w.y} €E'},

ce qui revient a rajouter des arétes entre les sommets qui se font face sur les bords opposés de la boite.
Nous notons alors EL = {ey, ..., e,} avec r =

(‘)(b,@)be{o7 ,nd—1}, eEEZ

indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi de Bernoulli de paramétre exp(—1/n®). Nous
posons, pour by € {0, ..., n¢},

w(b :eeET»—> min X,
(0) 0<b<bo b,e s

et pour b € {0, ..., n? — 1} et 59 € {0, ..., r}, nous définissons

w(b+1)(es) sis<sg,

b : e, € ET
w(b, so) : es € EL — {w(b)(es) .

Pour w : EZ — {0,1} et v € A(n), notons C/{(n) (v, w) C A(n) le cluster de v dans la configuration w
sur le tore, c’est-a-dire la composante connexe du sommet v dans le graphe

(A(n), {e€E] : w(e) = 1}) .

Pour toute configuration w : EL" — {0, 1}, notons CZL  (w) le plus grand cluster dans le tore dans la

configuration w. En cas d’égalité entre plusieurs clusters, nous en choisissons un avec un ordre arbitraire
sur les parties de A(n). Définissons maintenant le couple de variables aléatoires

(B, S) :min{(b,s)e{o,...,nd_2}x{o,... L |CT (b, 8)| < 2b+3}
qui est bien défini puisque |CT,, (w(n — 2, 0))| < nd. Montrons qu’a cet instant (B, S) nous avons
| e , )| > B+2. (5.12)

Nous considérons plusieurs cas :
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e Si S > 1 alors, par minimalité de (B, S), nous avons ’ ma

(w(B, S —1))| = 2B+ 4. Or la fermeture
d’une aréte peut au plus diviser ’Cmm’ par deux, d’ott la minoration (5.12).

e Si B #0 et S =0 alors, par minimalité de (B, S), nous avons
|Clue W(B—=1,7))| > 2(B—1)+4 = 2B+2 > B+2,

ce qui entraine 1a aussi I'inégalité (5.12), puisque les configurations w(B—1, ) et w(B, 0) sont identiques.
e Le cas (B, S) = (0, 0) ne se produit pas puisque nous avons |C . (w(0, 0))’ =n?> 3.
Nous avons donc bien démontré I'inégalité (5.12).

Définition du sommet repére : Nous considérons maintenant le sommet V = min CL __(w(B, 9)),
en prenant le minimum avec un ordre arbitraire sur A(n). Etant donné que

veEA(n)

nous pouvons trouver un sommet vg € A(n) tel que

1 1
= > = —,
PV=w) > {e] =

Dans toute la suite, nous raisonnerons conditionnellement & cet événement {V = vg}. Jusqu’ici, tout
s’est déroulé sur le tore, qui est invariant par translation. Quitte & effectuer une translation sur le tore
et & modifier en conséquence les ordres arbitraires que nous nous sommes donnés sur EZ, sur A(n)
et sur les parties de A(n), nous pouvons donc supposer que vy € 9A(n). Ainsi, si V' = vy alors nous

avons CT (w(B, S)) C M, (w(B, S)), et donc

V =g = |M,, (w( > |CF s ., 9)| = B+2, (5.13)
d’aprés (5.12).
Construction du second instant B’ : Nous définissons ensuite

(B, §') = mm{(b, $)=(B,S) : Je€En | Man(wb, s))| < b+2}.

Le fait que B < n? — 2 et [M,, (w(n? -2, 7))| < n? assure que (B’, §') est bien défini et que nous
avons B’ < n¢ — 2. Montrons en distinguant plusieurs cas que

V=uw = | M,wB, ) > B +2. (5.14)

e Si (B, 8") = (B, 9), alors I'inégalité découle de (5.13).
e Si (B, S") > (B, S) et S’ =0, alors par minimalité de (B’, S’), nous avons

B'—1+42 < My (w(B' =1,7))| = [Mn(w(B', ).
e Si (B, S) > (B, S) et S'# 0, alors par minimalité de (B’, S’), nous avons pour tout e € E,,
M, (w(B', S"=1).)] > B +2,

et donc en particulier | M, (w(B’, S7))| > B’ 4+ 2, puisque la configuration w(B’, S") s’obtient a partir
de w(B’, S” — 1) en fermant au plus une aréte.
Nous avons donc bien démontré (5.14) dans 'ensemble des cas.

Construction de I’heureux événement : Nous allons définir un ensemble d’arétes H que nous
voulons voir fermées entre la configuration w(B’, S’) et la configuration w(B’ + 2, 0) pour avoir

IMp(w(B'+2))] = B +2.
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Nous ne nous intéressons qu’aux situations ott V' = vy, donc nous posons arbitrairement H = () si
Pévénement {V = wvg} n’est pas réalisé. Supposons maintenant que V = vg. Par définition de (B’, S’),
nous pouvons considérer une aréte e € E,, telle que

M (w(B', 8)e)| < B'+2. (5.15)

Nous choisissons cette aréte e minimale (pour 'ordre ey, ..., €, que nous nous sommes donné sur EZ)
parmi les arétes qui vérifient (5.15), ce qui assure que e ne dépend que de B, w(B’, S’) et V. Nous
construisons ensuite I’ensemble H en distinguant deux cas selon que cette inégalité (5.15) est stricte ou
non.

e S’il y a égalité dans (5.15), alors nous posons H = {e}.

e Supposons que U'inégalité (5.15) est stricte. D’aprés (5.14), nous avons

w(B’, 9 w(B'+2,0)
H
fermeture des
0 arétes de H »

M, (w(B':5")e)

FIGURE 5.4 — Sil'inégalité (5.15) est stricte, alors la fermeture de aréte e dans la configuration w(B’, S’)
fait diminuer le nombre |M,,| de sommets reliés au bord de la boite. Cela signifie que 'une des extrémités
de l'aréte e, que nous notons v, se retrouve déconnectée du bord a la fermeture de l'aréte e. Nous
choisissons alors une partie H des arétes du cluster C, qui se retrouve déconnecté par la fermeture de e,
telle que la fermeture des arétes de H et d’aucune autre aréte de E [M,,] entre les instants (B’, S’)
et (B’ +2, 0) entraine que |M,, (w(B' +2))| = B’ + 2.

(Mo (W(B', §)e)| < [Mn (w(B', S))],

c’est-a-dire que la fermeture de ’aréte e modifie le nombre de sommets reliés au bord. Par conséquent,
lune des extrémités de e, que nous noterons v, doit se retrouver déconnectée de dA(n) a la fermeture
de l'aréte e dans la configuration w(B’, S”). Notons (C,, E,) le graphe du cluster ouvert de v dans la
configuration w(B’, S').. Ainsi nous avons

My (B, §)e)| = [IMn (w(B', 8)[ = |Cu] = B'+2—C,
d’aprés (5.14). Combinant ceci avec l'inégalité stricte (5.15), nous obtenons
1 < B 4+2—|Muw(B', )| < |Cyl.

En vertu du lemme 31 appliqué au graphe (C,, F,) et au point v, nous pouvons choisir un ensemble
d’arétes H C FE,, de cardinal

H| < K| T (5.16)
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tel que le cluster de v dans le graphe (C,, E,\H) contient exactement B’ 4+ 2 — |M,,(w(B’, S’).)| som-
mets. Nous avons alors
M, (w(B', S"Yu)| = B +2.

L’aréte e (et donc le sommet v) ne dépendant que de B, w(B’, S’) et V, nous pouvons prendre un
tel ensemble d’arétes H qui ne dépend lui aussi que de B’, w(B’, S’) et V. Par ailleurs, nous avons le
controle suivant sur |Cy| :

Col = [Camm) (v, w(B', §)e)| < |Cagny (v, w(B', §)] < |Crap (w(B', 8)] - (5.17)

Remarquons maintenant que |C’Zmc (w)| est une fonction croissante de w et que, par définition, nous
avons (B, ') > (B, S), d’ou
|Chae (W(B', 8| < |CFas (W(B, S)| < 2B+3. (5.18)

max

Combinant (5.17) et (5.18), nous obtenons
|Cu] < 2B+3,

et donc la majoration (5.16) devient

d—1

|H| < K(2B+3) 7 . (5.19)

Ainsi, pour résumer ces deux cas, nous avons construit un ensemble (aléatoire) d’arétes H C E,, de
cardinal contrdlé par I'inégalité (5.19) et tel que

V =1 = M, (w(B', S"Yy)| = B +2.

Par conséquent, conditionnellement a 1’événement {V' = vy}, il suffit de fermer les arétes de H et aucune
autre aréte de E[M,, (w(B’, S"))] entre les configurations w(B’, S") et w(B’ + 2, 0) pour avoir

M, (w(B' +2))| = B'+2. (5.20)

Nous considérons donc 1’événement
Vs > 8 es €E [Mn (w(B/, S/))] = XB’,eS =1
E = Vee H XB’-H,e:O
Ve € E [Mn ((U(B/, S,))] \H XB’+1,€ =1
qui, 8’1l est réalisé et si V = v, implique (5.20). Nous avons donc

d

Zn = Po.iy(IMal=b) = P(Hbe {1,...,n} M, (w(b))|:b) > P(EN{V =u}). (5.21)

b=1

Probabilité conditionnelle de 1’heureux événement : De méme qu’en section 1.3, nous nous
donnons (bg, by, s;) et wo : E, — {0,1} tels que
P(Cbg,bg,sg,wo) > 0 ot Cyy vy, swo = {V=2v}n{(B, B, 8") = (bo, by, sp)} N{w(B', S') =wo}.

0

Par définition de B et B’, nous avons
IM,, (wo)] < (B'+2)+(2B+3) < 3B +5.

Cet événement Cp, p s o, D€ dépend que des variables aléatoires Xy ., pour (b, s) < (bp, sp) et, condi-
» Y05 50> WO » Es
tionnellement & cet événement, 'événement £ ne dépend que des variables X3 ., pour des indices (b, s)
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vérifiant (bf), si) < (b, s) < (by + 2, 0). De plus, Pensemble H ne dépend que de B, w(B’, §') et V,
donc nous pouvons écrire H = H (B, w(B’, S’), V). Nous avons donc

P(€] Cootyspwn) = | P(Xyee=1)x J[  P(Xpys1,e=0)

5>5) e€H (b, wo, vo)
es €E[M,, (wo)]
x 11 P(Xpyt1,e=1)
e€E[M (wo)]\H (b, wo, vo)
(efl/na)mE[Mn(wo)}l (1 B 6—1/n“) | H (b, wo, vo)|
( 24| M, <wO>>( | >IH<ba7wmvo>|
exp| ———= _—

na 2na

( 2d(3B' + 5)
exp| ———1—
n

WV

WV

WV

— 2a(Ilnn) |H (b, wo, v0)|) .

En utilisant la majoration (5.19), nous obtenons alors

2d(3B' + 5)

nll

P(c‘? \ B, B, 8 w(B, S’)7V) > Ly—y, exp <— —2Ka(lnn) (2B+3)dd1) :

En prenant l’espérance conditionnelle par rapport a (B’, V'), ceci se raméne a

I —
P(8|B’,V) > ly—,, exp <_2d(3fa+5) d 1) .

—2Ka(lnn) (2B +3) 7 (5.22)

Majoration de B’ : D’apreés le lemme 38 nous avons

1 c
limsup — lanC/2|‘ My = na<—ln (1)2))] < 0.

n—oo N

PW[ M| > n(—m(g))] = 0<n1d> :

Nous avons donc

et donc, si nous posons

alors nous avons, & partir d’un certain rang,

P( (M (w(bn))| 2 bn) < Ppc/Q[ M| = n“(—ln (%))1 < — .

Nous avons alors, en utilisant le fait que P(V = vo) > 1/n4,

1 1 1
P(V:vo et [M,, (w(bn))| < bn) > - = o
Or, si V = vy et | M, (w(bn))| < by, alors I'inégalité (5.14) implique que B’ < b,,. Nous en déduisons
donc qu’a partir d’un certain rang,

P(V: tB’<bn) >
vo e 2nd
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Nous pouvons donc trouver « > 2 tel que, & partir d’un certain rang,

1
P(V:'UO et BI § K/na) > Tnd (523)

Conclusion : Combinant (5.22) et (5.23), nous obtenons

P({V:Uo}ﬁg) > P(Vzvo et B < mna)P<5 ’ V =vget B < ﬁna)

> ﬁ exp (—M?)H;:Jr@ —2Ka(lnn) (26n® + 3)d;1>
= ﬁ exp (—6d/@ — %ad — 8K ka(ln n)n“(d_l)/d> .
Etant donné (5.21), nous obtenons
T
ce qui est bien la minoration recherchée. O

2.4 Démonstration du résultat

Une fois la minoration obtenue sur Z, (lemme 40) et les résultats de décroissance exponentielle
établis dans les régimes sous-critique (lemme 38) et surcritique (lemme 39), le résultat de convergence
du théoréme 8 se prouve de fagon identique & la preuve pour le cas de Cj 4, qui est détaillée en
section 1.4.

3 Modéle avec la distribution des tailles de cluster

L’objectif de cette partie est de démontrer le troisiéme cas du théoréme 8, ainsi que le théoréme 9.
Nous fixons donc deux réels a et b tels que

5d 20 5

Rappelons la définition, pour w : E,, — {0,1}, de
Bl (w) = Hx € A(n), |Crpmy(z, w)| > nb}‘ .
Définissons également, pour w : E¢ — {0,1} et X C Z¢,

A(X) = AY(X,w) = erX, |C(z, w)] Enb}’.

3.1 Préliminaires

Nous commengons par démontrer trois lemmes préliminaires.

Lemme 41. Pour tousn > 0 et r < n/2, et pour tous p,q € [0,1] tels quen <g<l—net|p—gq| <r,
nous avons

2dn?
vn>1 Vwe{0,1}F Po(w) > Pgy(w)exp (— r T) .

n
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Démonstration. Soient 7, r, p, ¢, n et w comme dans 1’énoncé. Alors nous avons

() <p>0(W) (1_p>|En|—0(W)
q 1—g¢
o(w) |En|—o(w)
T T
P,(w)(1—~— 1—
ol )( q) < 1—q>

Py(w)

\%

WV WV WV
o o o
Es) Es)
=~ = =
S~— ~— ~—
@D @
% oo
T T
—~
SRR
rre
sy 5T
—_ 7N
= N
/—\:"ﬁ
=
~—— N
~_ —
+
~~
[
\
S|y
~
X
—
~
~—

ce qui démontre le lemme puisque |E,,| < dn?. O
Lemme 42. Nous avons l’encadrement suivant
Yn>1 Yw e {0, 1} A (A(n), w) —4dn®T71 < Bb(w) < Ab(A(n), w). (5.25)

Démonstration. L’inégalité de droite provient du fait que, pour tout z € A(n), nous avons Cy,)(z) C
C(z). Pour obtenir I'inégalité de gauche, il suffit de remarquer que, si x € A(n — 2 (nﬂ), alors les

événements
{[Cam @) =n"} et {|C(@)|>n"}
coincident, donc
Biw) > Al (A(n—2[n"]),w) > Ab(A@m), w) ~ (1A@)] = A (0 —2[n"T)] ).
Il suffit alors de remarquer que

[A(n)| — [A(n — 2 {nb]ﬂ < 2dni! {nb] < 4dnbtd?

pour obtenir le résultat. O
Lemme 43. Nous contrélons E, [ (m ] en majorant d’une part, en régime sous-critique
Vp<p. 3Ap)>0 Vn,m=>1 E, [AZ(A(m))] < méexp (—nb)\(p)) , (5.26)

et en minorant comme suit en régime surcritique
Vp>p. Vn,m=1 E, [AZ(A(m))] > m(p). (5.27)

Démonstration. Nous écrivons

E,[ALAm)] = X Po(IC@)]I = [n] ) = mP,(1C0)] > [n'] ).

zeA(m)
La majoration (5.26) découle alors directement de la proposition 4 selon laquelle
Vp<pe A(p)>0 Yn>=1 P,(|C0)=n) < e AP

Nous remarquons par ailleurs que

P,(1CO)=[n"] ) = P,(ICO)]=00) = 0p),

ce qui démontre la minoration (5.27). O
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3.2 Décroissance exponentielle dans le régime sous-critique

Nous démontrons encore un résultat de décroissance exponentielle dans la phase surcritique.

Lemme 44. Nous avons la majoration

. 1 b
Vp < Pe VA >0 hmsup W In Pp(Bn > Ana) < 0.

n—oQ

Démonstration. Soient A > 0 et p < p.. D’aprés I'encadrement (5.25), nous avons B% < A% donc il
suffit de démontrer le résultat avec AY a la place de B’. Nous nous intéresserons donc dans la suite
a AP. Nous allons découper A(n) en boites carrées (avec des boites éventuellement pas carrées sur les
bords), comme représenté sur la figure 5.5. Explicitons ce découpage. Posons

n
N o= [2f] et M o= 34| |
Nous pouvons écrire Z¢ comme une partition

zt = || (Nz+A(N)) = | (N(:c+2y)+A(N)).
z€zd z€{0,1}¢
yez?

Nous définissons, pour z € {0,1}% et y € Z%, la boite
Bry = (N(@+2y)+AN)) NA(m).

Les boites ainsi construites ont les propriétés suivantes :

(i) Si z € By et 2/ € B, sont dans deux boites de méme indice z mais avec y # y’, alors nous
avons ||z — 2'|| ., > N.

(ii) Les boites B, avec y ¢ A(M) sont vides. En effet, pour z € {0, 1}, y € 2% et z € A(N), nous

avons
M n
AM > — > —+1
y¢E AM) = [yl 5 Nt
n N n
= IN@+2y +z 2 "N+ 5+2N -5 >3

= N(@x+2y)+z ¢ Aln).

(iii) Inversement, si y € A(M — 5) alors la boite B, est pleine, c’est-a-dire de cardinal N%. En effet,
pour z € {0,1}%, y € Z4 et z € A(N), nous avons

M —5 n
AM — < < -1
yeAM -5 = |yl > —
N
> [N@+2)+2l, < N+Z-2N+5 <z

= N(x+2y)+z € An).
Nous obtenons ainsi une partition de la boite A(n),

Aln) = |_| D, ol D, = |_| By,

z€{0,1}¢ yEA(M)
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FIGURE 5.5 — Partition de A(n) en 2¢ sous-ensembles D, correspondant aux différents styles de hachures,
chaque D, étant & son tour partitionné en boites B, , avec y € A(M).

avec chacun des ensembles D, qui correspond a un type de hachures sur la figure 5.5. Nous pouvons
donc écrire

Ab(A(n)) > An®) = P, [ > Ab(D,) > An®
z€{0,1}¢
An®
2d
> P A (D) > A (5.28)

2d
z€{0,1}¢

N

P, (3ze{0,1}* A%(D,)>

N

Pour tout z € {0,1}%, la majoration (5.26) fournit

A(D,)] < E[ALAM)] < nlexp (—Ap)RY) = o(n®) .
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Nous avons donc, a partir d’un certain rang,

An®
d b
ce qui permet d’écrire, & partir d'un certain rang,
An® An®
P, (4400 > 51 ) < Py (44D -, [4(0)] > 537 ) (5.29)

Observons & présent que la propriété (i) ci-dessus entraine que pour z € B, , et 2’ € B, v avec y # v/,
les événements { |C(z)| = n®} et {|C(z)] = n’} sont indépendants. La somme suivante est donc une
somme de variables indépendantes.

voe{0,1}Y  ALD,) = Y AL(B.,).
yeA(M)

De plus, les variables A% (B,.,) prennent toutes leurs valeurs dans {0, ..., N}, et le nombre de variables
dans la somme est |A(M)|. Nous pouvons donc appliquer l'inégalité de Hoeffding [Hoe63] pour obtenir
qu’a partir d’un certain rang,

An® 2A%n2e
b b
Py (An(Dr) —E,[4(D.)] > 2d+1> S exp < 92d+2 [A(M)] N2d> :

Or nous avons, quand n — oo,

n2a n2a 2N d 2dn2a—d 2 bd—d
~ —_— ~N — N
A@nNz ~ N\ g N ’

et donc a partir d’un certain rang,

b b An® A? 2a—bd—d

11 ne reste alors plus qu’a combiner (5.28), (5.29), (5.30) et (5.25) pour obtenir qu’a partir d’un certain

rang,
P (Bb > An“) < 2%ex ( A 2abdd>
p\Pn = p o2d+2" J

ce qui implique notre résultat. O

3.3 Décroissance exponentielle dans le régime surcritique
Nous nous intéressons maintenant aux déviations dans le régime p > p..

Lemme 45. Nous avons la majoration

1
Vp>p. VA>0 lim sup WIHPP(BZ<ATL“) < 0.

n—oo

Démonstration. Nous reprenons le méme découpage en boites que dans la preuve du lemme 44. D’aprés
Pencadrement (5.25), nous pouvons écrire

P, (Bg < An“) <P, (AZ(A(n)) < An® 4dnb+d—1)
<P, (Vm € {0,1}? AY(D,) < An® + 4dnb+d—1)
P

< ,,(AZ(DO) < An® + 4dnb+d’1) . (5.31)
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D’aprés la propriété (iii) du découpage en boites, I’ensemble Dy contient au moins (M — 5)¢ boites de
cardinal N, donc nous pouvons utiliser (5.27) pour écrire

n \¢ nd
E, [A4(Do)] > (M—5)'NY(p) ~ MIN(p) ~ (53) N0p) ~ 550(p).
Or nous avons supposé a < d et b < 1, donc nous avons, a partir d'un certain rang,
a b+d—1 nd 1 b

La majoration (5.31) devient donc

a nd
Py (BZ < An ) < Py <AZ(DO) —Ep [45(Do)] < 2d+29(p)) .
Nous appliquons 1a encore I'inégalité de Hoeffding et nous obtenons (toujours & partir d’un certain rang)

B 2n240(p)?
922d+4 ‘A(M)| N2d | °

Py (Bz < An“) < exp (

Or nous avons

n2d n2d ( n ),d 9dd b
~ _— ~N — ~ N s
|[A(M)| N2 N2d \2N Nd
ce qui termine la preuve de notre lemme. O

3.4 Minoration de la fonction de partition

Il nous reste & minorer la constante de normalisation Z,,. Nous démontrons donc le résultat suivant.

Lemme 46. Pour tous paramétres a et b vérifiant les conditions (5.24), nous avons la minoration

lim inf In Zp

—55 > —O00.
n—oo n2d/3

Démonstration. La fonction

fu i p o en & [BL) = e (—”JS])

na

est continue et décroissante sur [0, 1], & valeurs dans [0, 1]. Elle admet donc sur cet intervalle un unique
point fixe, que nous noterons ¢,. Notons d’une part que, si p < p., alors la majoration (5.25) et
Pinégalité (5.26) entrainent que

fn(p) = Qn (Ep [AZ(A(TL))]) > exp (_nd—ae—)\(P)nb) ni>>o 1.

D’autre part, si p > p. alors la minoration (5.25), l'inégalité (5.27) et les conditions (5.24) impliquent
que

E, [A%(A(n))] — 4dnbTd=t

na

fn(p) < exp <— ) < exp ( —n? % (p) + 4dnb_“+d_1) .

Nous en déduisons que ¢, tend vers p. quand n tend vers l'infini. Vu que ¢, n’est jamais égal & 0 ou 1
et que 0 < p. < 1, il existe n > 0 tel que

Vn >1 n < g < 1—mn.
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Définissons maintenant

1
Ty = " 2Var,, [Bt],

ott Var,, désigne la variance sous la loi P, . Le point clef de notre démonstration est le controle de
cette variance, en utilisant le fait que si deux sommets z,y € A(n) sont tels que |z — y|; > 2nb, alors les
événements {|CA(n)(Jj)| > nb} et {|C’A(n)(y)‘ > nb} sont indépendants. Cette propriété d’indépendance
nous permet de procéder & la majoration suivante.

Var,, [BZ] Var,, Z 1{|CAW(I)|>nb}

z€A(n)

B Z COV[ ‘CA( >(w|>"b}’ {‘CA(m(y)‘?nb}}

z,y€A(n)

= > Cov[lenwlsn) Hiowmmlse]
z,y€A(n)
|z—y|, <2n®

‘{(:c,y) cAn)? : |z —yl, < 2nb}‘
gdpbdt+d

N

N

Il s’ensuit que
2d+1

nd/3 "’
d’aprés la condition (5.24), ce qui assure que 7, tend vers 0 et donc que r,, < n/2 a partir d’un certain

rang. Nous pouvons maintenant minorer la fonction de partition. Grace au lemme 41, nous avons, &
partir d’un certain rang,

ry < 20Flpbd/2d/2—a

In 2 > PrwW)

we{0,1}En
[Pn (W) —gn|<Tn

d
> Y P (w)es <2d” )

we{0,1}En T]
[Pn (W) =qn|<rs
9d+2 jy,2d/3
= Pq, ( [P — @n| < rn) exp (—:) : (5.33)

Nous utilisons ensuite la définition de p, et ¢,, ainsi que le caractére 1-lipschitzien de la fonction
exponentielle sur |—oo, 0], pour écrire, & partir d’un certain rang,

P, (Ipn = aul <7u) = Py, (lu (B) = 0u (B, [BL])| < ra)

> Pq, ( fl: 75171”7[(135} <rn>

— Pqn(|B ~E,, Bb]|<rn)

- P, (( E,. [BY])® < 2Var,, [BZ])

. % (5.34)

d’aprés I'inégalité de Tchebychev. En combinant (5.33) et (5.34), nous obtenons

d+2
lim inf InZ, — 27

> —00
n—oo n2d/3 7 7 ’
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ce qui achéve la preuve de notre lemme. O

3.5 Démonstration du résultat

Etant donné les majorations obtenues dans les régime sous-critique et surcritique et la minoration
obtenue sur la fonction de partition, la démonstration du résultat de convergence du théoréme 8 est en
tout point similaire & la preuve pour le cas de Ci,q,, qui est détaillée en section 1.4, avec seulement des
exposants différents. La condition (5.24) implique que

5d 2d 5d  2d
2a—bd—d > T —d =% et d-bd>d-2t5 > T,

ce qui permet d’obtenir ’exposant voulu.

3.6 Controle de la vitesse de convergence

Nous précisons a présent les arguments précédents pour obtenir une estimation de la vitesse de
convergence de p,, vers p.. Pour toute cette partie, nous supposons qu’il existe des réels 8 > 0 et v >0
tels que

Iné 1
lim sup n6(p) < B et lim inf nx(p) > -7,
1:;_}7‘)’6 hl(p - pc) g—fv ln(pc - p)

5d 2a )
— d 0<b< ——<=
6<a<, < <d 3

Nous choisissons également 3’ et v’ tels que

1-b d-—
5<5'<min(, a> et v <y < —.
c c c

Il existe donc ¢ > 0 tel que pour 0 < € < gq,

O(pe+e) = ¥ et x(pe—e) <

Régime sous-critique
Lemme 47. Nous avons la majoration

1

~—3a—ba—d 2 Pp.—e/ne (BZ > An“) < 0.

Ve>0 VA>0 lim sup

n—oo

Démonstration. Soient A > 0 et 0 < € < p.. Quitte & prendre e plus petit, nous pouvons supposer
que € < €g. Nous reprenons le fil de la preuve du lemme 44, en remplagant p par p. — £/n¢. Pour
controler E, _/pe [Afl (Dw)] , la majoration (5.26) ne suffit plus, parce que nous avons besoin d’expliciter
la dépendance en n de A(p. —&/n). Nous utilisons donc la seconde partie de la proposition 4. Par notre
choix de 4/, nous avons

27’ ¢

2
X(pc_i) g%:o(nb)’
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donc la condition n® > x (p. — &/ nc)2 est vérifiée & partir d’un certain rang. Cela permet alors d’appli-
quer la proposition 4 pour obtenir, pour tout € {0, 1}d, a partir d’un certain rang,

Ep.—e/ne [AZ(DI)] < Epo—e/ne [A’Ib’L (A(n))}
< Py, _c/ne (IC(0)] = [n*])

nb

6 2
2 (pe = )

27", b—27"c
2nd exp (—5712> = o(n?).

La suite de la preuve est alors identique a la preuve du lemme 44. O

N

ond exp | —

N

Régime surcritique

Lemme 48. Nous avons la majoration

. 1 .
Ve>0 VA>0  lmsup ——InPy e (Bl < An®) < 0.

n—oo

Démonstration. La preuve est identique a la preuve du lemme 45, en remplagant p par p. +¢&/n, et en
remarquant pour obtenir (5.32) que la comparaison

An® +4dn® T = o (n%0(p. +¢/n"))
découle des inégalités a <d —cf' et b+d—1<d—cf. O

Conclusion

Nous obtenons donc la convergence de n¢(p,, — p.) vers 0 en combinant la minoration de Z,, obtenue
dans le lemme 46 et les résultats des lemmes 47 et 48 ci-dessus, de la méme maniére qu’en section 1.4.

3.7 Variante avec les diamétres des clusters

Pour traiter la variante du modéle obtenue en remplagant B? par la fonction

)

B :w—s Hx € A(n), v+ (a:—l—aA([nbU) ﬁA(n)}

nous utilisons la méme technique, en remplagant A% par
A (X, w) s |{ee X, 2 (wron([n'])}]
La seule différence est qu’il faut alors utiliser la proposition 3 au lieu de la proposition 4 et nous obtenons

alors le méme résultat de convergence avec les mémes conditions sur a et b et la méme estimation de la
vitesse de convergence.



Chapitre

Un modele d’Ising de criticité auto-organisée
en dimension 2

Ce chapitre est consacré a I’étude du modéle décrit en section 3 du chapitre 2. Rappelons que ce
modeéle est défini comme la distribution de probabilité

A(n 1
oo € {= N e i ) (0,

ou notre température auto-ajustée est donnée par

T.(o) = M _ 1 Z o(z)

n2a n2a
z€A(n)

et ol Z, est la fonction de partition. Notre objectif est de démontrer que, pour tout a € (31/16, 2)
vérifiant FSS(16 — 8a), nous avons

Ve >0 limsupllnun(\Tn—TC|>£) < 0.
n—oo I

Nous démontrons tout d’abord des estimées exponentielles uniformes sur la magnétisation dans le régime

surcritique en section 1, puis dans le régime sous-critique en section 2. Ensuite, nous montrons en

section 3 comment la propriété FSS(16 — 8a) découle des résultats de [CM11], dés lors que a > 81/41.

Enfin, nous démontrons en section 4 une minoration de la fonction de partition, qui est le point clé de

la preuve.
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1 Décroissance exponentielle en température surcritique
L’objectif de cette section est de démontrer le résultat suivant :

Lemme 49. Pour tout réel a > 3/2, nous avons

1
Vipg>T., VA>0 limsup — sup ln,u;T<|m|>Ana) < 0.

n—oo T T>T,

Nous allons avoir besoin d’estimées en FK-percolation sous-critique sur le nombre de sommets reliés
au bord et sur la taille des clusters. Nous montrerons ensuite en section 1.6 comment passer de ces
estimées en FK-percolation au controle de la magnétisation dans le modéle d’Ising en température
surcritique.

1.1 Majoration du volume des clusters

Nous disposons du résultat de décroissance exponentielle suivant, valable avec une condition aux
bords libre.

Lemme 50. Pour tout ¢ > 1 et pour tout p < p.(q), il existe 1» = 1p(p, q) > 0 tel que

n,p,q

Vi, k=1 YoeAm) ¢ (|C(v)|>k) < e vk,

Démonstration. Soit g > 1. D’apreés le théoréme 1.2 de [DCRT19], pour tout p < p.(q), il existe ¢ =
¢(p, q¢) > 0 tel que, pour tout n > 1,

oL (O<—>8A(n)) < eon,

n,p,q

D’apres le théoréme 5.86 de [Gri06], cela entraine que pour tout p < p.(q), il existe ¥ = ¥ (p, ¢) > 0 tel
que

Vi, k=1 Vo€ A(n) ¢27q(|C(v)\>k) < e vk,

ot C(v) est le cluster de v dans la boite A(n), comme expliqué au paragraphe 2.2. Comme les va-
riables |C(v)| sont croissantes, nous en déduisons que

Y, k>1 YoeA(m) ¢ <|C’(v)|>k) < g,q(|0(v)|>k) < evk,

n,p,q

ce qui est bien I'inégalité voulue. O
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1.2 Controle du cluster du bord

Nous démontrons maintenant une borne supérieure sur le nombre de sommets connectés au bord de
la boite.

Lemme 51. Pour tout réel a > 1, nous avons la majoration swivante :

1
Vg=21 Vp<pq VA>0 lim sup Fln¢}l’p’2(|Mn|2An“) < 0.

n— oo

Démonstration. Soient a > 1, ¢ > 1, p < p.(q), A > 0 et n > 1. Par la propriété d’imbrication des
mesures FK (proposition 8), nous avons

¢g+z7pyq({ M, > Ane ) msn)

¢'}z,p,q( M| > Ana) = ¢9L+2,p,q( |Mn| > An“ Sn) = 0 c , (6.1)
n+2,p.,q( ")
ou &, est ’événement
£ = {Ve € Eni2\En wle) = 1}.
A(n+2)
(T I I T I T I T I I T R I I LI T I I T I I T LI T ]
» IJ I 11 | I_D_E'_
Son T
) 1T .
- r rlﬂ Naiig ]
B . o]
|
e ped .
= " .
|
e 1]
|
e T S
1 -~ -
0 _PH g=
|
) R I :I__|_|__‘ o
£ = ) s i ==
AAAAAAAARAARARARAAAARAAARRARARAN
arétes e € E,,10\E,
FIGURE 6.1 — Illustration de la preuve du lemme 51 : prendre une condition liée aux bords de la

boite A(n) revient & conditionner par 'ouverture des arétes de E,,12\E,,. Or, si ces arétes sont ouvertes,
alors tous les sommets de dA(n) sont connectés dans la boite A(n + 2), donc tous les sommets de M,,
se retrouvent appartenir 4 un méme cluster ouvert dans la boite A(n + 2).

Or, tous les sommets de JA(n) sont reliés entre eux par des chemins n’empruntant que les arétes
de E,,12\E,, (voir figure 6.1). Donc si 'événement &, est réalisé, alors tous les sommets de M,, appar-
tiennent & un méme cluster ouvert dans la boite A(n + 2). Fixant un sommet quelconque vy € 9A(n),
nous avons donc donc

izpa({IMal > A0} N €0) < 600 (1CG0)] > An) < om0, 6.2)
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ou 1 = P(p, q) est la constante donnée par le lemme 50. Remarquons a présent que I’ensemble E,, 2 \E,,
est composé de 8n + 4 arétes, donc la propriété d’énergie finie (voir théoréme 3.1 de [Gri06]) entraine

que
p 8n+4
0, (&) > () . 6.3
+27p,q( ) p+q(1—p) ( )

Nous obtenons donc, en combinant (6.1), (6.2) et (6.3),

1_ 8n+4 .
3t o 1Ml > An®) < <p+q<p>) - An®

n,p,q D
Etant donné que nous avons pris a > 1, cela entraine que

lim sup n—lalnd>1 (|/\/ln|>An“) < —9YA < 0,

n,p,q
n—00

ce qui achéve la preuve du lemme. O

1.3 Le cotit d’un changement de condition aux bords

Nous démontrons ici que changer de condition aux bords « cotte au plus un facteur ¢*” ».

Lemme 52. Soient ¢ > 1, p € [0,1], € € {0,1}, et n > 1. Pour tout événement A C {0,1}5", nous
avons

Bpa(A) < o5 o (A).

Démonstration. Soient ¢ > 1, p € [0,1], n > 1 et A C {0,1}"". Rappelons que k° désigne le nombre
de clusters dans la boite A(n), tandis que k' désigne le nombre de clusters lorsque tous les clusters qui
touchent le bord sont comptés comme un seul cluster. Le nombre de clusters qui touchent le bord étant
majoré par le nombre de sommets sur le bord, qui vaut |0A(n)| < 4n, nous avons

Vo e {0,135 k(W) < W) < k'(w)+4n.

Nous avons donc, d’une part,

0 ) (qko 1A> #° . (qk1+4n1A) ol ) (qkl lA)
0 A) = n,p, n,p, —_ AnTMp — Angl A ,
¢n,p,q( ) %7p71(qk0) ~X gll’p’l(qkl) q }l,p71(qkl) q (bn,p,q( )
et d’autre part,
Lo(A) = (@ 1) < (@ 1) — g 0 1(d 1) = gl (A)
e (@) dn () O p1 (@) e
ce qui termine la preuve. O

1.4 Corrélation négative entre les tailles des clusters

Nous démontrons maintenant une inégalité de corrélation entre les tailles de clusters disjoints, qui
est une sorte de substitut de I'inégalité BK. Soit n > 1. Pour tout N € {1, ey nZ}, pour tout choix
de sommets vy, ..., vy € A(n) deux a deux distincts et pour tout choix d’entiers k1, ..., kx € N, nous
définissons ’événement

On (V1 oy on, Ky oo by = {vz‘gN IC(w)| = ki et Vi vi<+>uj}. (6.4)
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Lemme 53. Soient ¢ > 1, p € [0,1], £ € {0,1} et n > 1. Pour tout entier N € {1, ..., n*}, pour tous
sommets vy, ..., vy € A(n) deux & deux distincts et pour tous kq, ..., kny € N, nous avons

(;Si’p’q(QN(vl,...,vN,kl,..., N ) < Hqsnpq(\c vl)|/k:i). (6.5)

Démonstration. Soient ¢ > 1, p € [0,1], £ € {0,1} et n > 1 fixés. Nous procédons par récurrence sur
I'entier N. Le résultat est ev1dent pour N = 1. Soit N € {1, S, n? = 1} tel que le résultat est vrai
au rang N. Soient vy, ..., vy41 € A(n) deux & deux distincts et soient k1, ..., kyy1 € N. Donnons-
nous des parties connexes C1p, ..., Cny1 C A(n) deux a deux disjointes et telles que v; € C; pour
tout ¢ € {1, ..., N+ 1}. Considérons l'ensemble d’arétes qui délimite la frontiére de 'union des N
premiers clusters, c’est-a-dire

:86<UCZ~> = {ez{x,y}eEn:mEUC et yeAln \UC}

i=1

Siw:E, — {0,1} est une configuration telle que C(v;) = C; pour tout ¢ € {1, ..., N}, alors toutes les
arétes de F' sont fermées dans la configuration w. Nous pouvons donc écrire

O pa(VISNHT Clog) =)
— ¢, q(\ﬁ <N C,) = Ci)qﬁfup’q(C’(vNH) = Cnia ( Vi< N Cv)= ci)
=05 pa (Vi SN C03) = Ci) 654 (Clowsn) = Ona [ @], =0 et ViKN Cw) =C1). (66)
Or, conditionnellement au fait que toutes les arétes de F' sont fermées, les événements
{C(’UN+1) — Cnia } ot {w <N Clv) =G }
sont indépendants. Nous avons donc
qbfhp’q(C(vNH) =Cpn11 ‘w|F =0et Vi< N C(v)= Ci) = ¢%’p’q(C<UN+1) =Cn11 ‘w|F = O) ,

et donc I’équation (6.6) devient
8 ( <N+1 C) :ci) - ¢§L,p7q(Vi<N C’(vi):C’i)

X qbfl’nq(C(vNH) =Cpn11 ‘ wl, = O) )

En sommant sur tous les ensembles connexes Cn 1 tels que

uN+1 € Cny1 C Aln \UC et ICNny1] = Enia,

nous obtenons
qsg,p,q( IC(oni1)| = knit et Vi< N Clwi) = Ci)
= ¢n P, q( <N Cv) = Ci) ¢$7,7p,q( |IC(vnt1)| = knga ‘ Wi, = O) . (6.7)

Or ’événement { |IC(vn41)| = k?N+1} est croissant, tandis que 1’événement {w| = O} est décroissant,
donc d’aprés l'inégalité FKG (proposition 9), nous avons

¢n ) D, q( |C(UN+1)‘ 2 kny1 ‘ W|F = O) X ¢n . Ds q( |C(’UN+1)| > /ﬂN+1) .
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En utilisant cela dans (6.7) et en sommant sur toutes les parties connexes Cp, ..., Cy C A(n) deux a
deux disjointes et telles que v; € C; et |C;| = k; pour tout ¢ € {1, ..., N}, nous obtenons

Qﬁ,p,q(QNH(Ul, ooy ONAT, K, e kN+1))

< ¢§1,p,q(QN(U1, S, UN, kL, kN))Qb,%’p’q( |C (vny1)| = kN+1).

L’hypothése de récurrence permet alors de conclure, ce qui termine la preuve de l'inégalité (6.5). O

1.5 Controle de la taille des clusters

Rappelons que, pour w : E,, — {0, 1} une configuration de percolation, C,,(w) désigne ’ensemble des
clusters ouverts dans la boite A(n) dans la configuration w. Nous obtenons ici une inégalité exponentielle
sur la queue de la distribution des tailles de ces clusters, en montrant que cette majoration est uniforme
sur tout segment inclus dans [0, p.(2)[. Cette inégalité nous sera utile pour contrdler la somme des
tailles des clusters dans le lemme 55, ainsi que pour obtenir un contréle analogue en régime surcritique,
grace & un argument de dualité.

Lemme 54. Pour A, b, ¢ >0 et n > 1, considérons l’événement
Do(A, b, ¢) = { Yo >Anc} - { HzEA(n) . |O@)] >nb}‘ >Anc}.
ceC, : |C|2nb

Nous avons alors la minoration

1
¥g=1 Vpo<peg) YA>0 ¥b>0 Ve>0  limsup— sup Ing? (Dn(A,b,c)) < 0.

n—oo N p<py 01
Démonstration. Soient ¢ > 1, p < po < pe(q), A>0,b>0,c>0etn > 1. Notant
M = [Ancfbw ,

nous démontrons l'inclusion

M
Dn(A, b, c) C U U On (v, -y N, ki, ooy BN (6.8)
N=1wvi,...,vNEAN) n®<ky, ..., ky<n?

2 a 2 distines k4. 4ky>An®

ou Qn est 'événement défini par (6.4). En effet, prenons w € D, (A, b, ¢), et choisissons un ensemble
de clusters
B C {C €C, : |C|= nb} telle que Z |IC| = Anf, (6.9)
CeB
lensemble B étant choisi minimal, au sens de I'inclusion, parmi ceux qui vérifient (6.9). Posons N = |B|,
et choisissons un cluster arbitraire Cy € B. Par minimalité de B, nous avons

(N —1)n® < Z |C| < Anf,
CeB\{Co}

ce qui nous assure que N < 14+ An°~? et donc N < M. Ensuite, si nous numérotons les clusters de B
en écrivant B = {C1, ..., Cny} et si nous choisissons un sommet v; € C; en posant k; = |C;| pour
tout ¢ € {1, ..., N}, alors nous obtenons

w € QN(Ul,...,’UN, kl,...,kN).
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Ainsi, nous avons bien démontré I'inclusion (6.8). En utilisant la relation de sous-multiplicativité donnée
par le lemme 53, il vient

%,p,q(Dn(A, b, c)) < f: > > Hq&w (\c vz)|/ki).

N=1 v1, ..., vNEA(N) n®Lky, ..., ky<n? =1
2 a 2 distincts gy - 4ky>An®

D’apres le lemme 50, il existe ¥ = 1 (po, ¢) > 0 tel que
Vn, k>1 YveAn) npo’ (\C( )| = ) < e vk,

En utilisant le fait que les volumes |C'(v)| sont des variables croissantes et que p < pg, nous obtenons
donc

27177(1(2)”(‘47 b, C)) < i Z Z exp(—wlij;l@)

N=1 vy, ..., vNEA(N) nb<Lky, ..., ky<n?
2 a 2 distincts k4.4 kny>An®

2M
< M (nQ) exp ( - 77/1Anc) .
Ceci étant vrai pour tout p < pg, nous pouvons écrire

1 InM +4M1
— sup 1n¢npq< (A, b, c)) < M+ 4Minn

C
"¢ p<po n

YA = —PA+O (ln”) .

Nous avons donc )
limsup — sup lncbn » q(Dn(A, b, c)) < —9YA < 0,
n—oo M7 p<po

ce qui termine la démonstration. O

Cette inégalité va nous permettre d’obtenir un controle uniforme sur la somme des carrés des tailles
des clusters dans le régime sous-critique, quand p ne se rapproche pas trop de p.(2). En pratique nous
pourrions nous passer de I'uniformité puisque cette variable est une variable croissante (I’ouverture d’une
aréte qui relie deux clusters Cy et Cs fait augmenter cette somme de (|Cy] 4 |Co|)2 — |C1|* — [Ca|?® = 0),
mais I'uniformité dans le lemme 54 nous sera utile pour le régime T' < T..

Lemme 55. Pour tout a > 3/2, nous avons le controle suivant sur la taille des clusters en régime
sous-critique :

1 2
Vg=1 Vpo < lim — 1 Of > 2n*t1?2 | = —o.
q= po<peq)  lim — sup ng, q< C;J | n 00
Démonstration. Soient a > 3/2, q 1 et p < po < pe(q). Nous reprenons la notation D,, introduite au
lemme 54. Si 'événement D, (1, a — 3/2, a/2 + 1/4) n’est pas réalis¢, alors nous avons
Z ‘Cl < na/2+1/47

CeC, 1 |C|zne—3/2

ce qui implique que

doIcP = > C” + > [eli

ceC, CeC, :|C|<na—3/2 CeC,, :|C|zna—3/2

n=3/2 x > IC| + > le]

CeCl, : |C|<na—3/2 CeC,, : |C|=na—3/2

na=3/2 y n2 4 (na/2+1/4>2

= opotl/2,

N

N
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Nous en déduisons que

3 a 1
a+1/2 0
hpa < E:'C‘ > 2n /> S "7P74<Dn<1’a2’2+4>>.

ceCp

Le lemme 52 nous permet alors de modifier la condition aux bords, pour obtenir

3 a 1
a+1/2 4n 40

cecC,

Or, d’aprés le lemme 54, nous avons

n—oo

1 3 a 1
li _ In ¢° Dolla—=, =+~ < 0.
S o S ¢( (o35 4)>

Or, la condition a > 3/2 entraine que a/2 + 1/4 > 1, donc nous avons

1 3 a 1
nh_{rgo - sup lncﬁn » q<Dn (1, a—5 5 +4> > = —00. (6.11)

P<Po

En combinant (6.10) et (6.11), nous obtenons

1
limsup — sup lnqﬁn », q< Z \C’|2 > 2na+1/2>

n
n—00 p<po cec,

1 3 a 1
< 41 1 — | Doll,a—=, =+~ = —o00,
nq+ im — sup n¢n P ( ( a 5’ 5 + 4) ) %)

T p<po

ce qui termine la preuve. O

1.6 Passage au modéle d’Ising

Nous démontrons maintenant le résultat de décroissance exponentielle uniforme sur tout segment
inclus dans (T, 1].

Preuve du lemme /9. Soient a > 3/2, A > 0 et T > Ty > T.. Pour controler la magnétisation dans
le modele d’'Ising & la température T', nous utilisons le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2)
pour construire une configuration d’Ising & partir d’une configuration de FK-percolation. Nous posons
donc p=1—e"2/T et py =1 —e /"0, qui sont tels que p < po < p.(2). Soit w une configuration de
percolation distribuée suivant ¢} 2 Pour chaque partie C' C A(n), nous tirons une variable aléatoire e
uniforme sur {—, +}, les variables (ec)cca(n) étant mutuellement indépendantes et indépendantes de w.
Cela représente bien plus de variables que nécessaire, mais cela simplifie les notations. Nous notons P
pour la loi jointe de w et (e¢)cca(n)- Rappelant que C,; (w) désigne I’ensemble des clusters ouverts dans
la configuration w qui ne touchent pas le bord de la boite, nous définissons une configuration d’Ising en

posant
A(n) —{—,+}

o + siz € My (w) (6.12)
T —
ecsizeCeC, (w).

La configuration o est alors distribuée suivant la loi ,u:’T, et la magnétisation de cette configuration

s’écrit
me) = Ma@)l+ S 1C]ec.
Cely, (w)
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Nous avons donc l’inclusion

{ m(o)] > Ana} c { Ma(w)] = ‘;‘n} U {

ce qui implique

cec, (w)

> [Clec .

CeC, (w)

P

A
2

A
/LZ’T(|m|>An“) < np2<|/\/l | > >—|—P

D’une part, le nombre de sommets reliés au bord étant une variable croissante, nous avons
A A
Vpépo ,p, ('M | ) < (bn , D0, 2 ('M | ) :

D’autre part, en conditionnant par rapport & Zcec; |C |2, nous obtenons

A a a
PL| D IClec| = 50" | < dhpo ( > 6P > 2n ““)
CeCy (w) ceCy,
A
TP D [Clec| = gnt | D0 IOF < el
CeCy (w) cec,

D’aprés I'inégalité de Hoeffding (voir [Hoe63]), nous avons

A u 9 at1/2 A2n2a A2

CeC; (w) cecy

oul nous avons utilisé le fait que a > 3/2. Nous obtenons donc

e (> 400) < 6d 0 (1Mal > 50 )

A2
+¢}L7p72< Z |C’|2 > 2na+1/2> + 2exp <16n> .

ceC,

En prenant le supremum sur T' > T, il vient
+ 4
sup 157 (Iml > An® ) < 6k (1Ml > S0
T>To

A2
+ sup qS}L’p’Q( > P > 2na+1/2> + 2exp (—1671> :

<
PXxPo cecs

11 suffit alors de combiner les estimées exponentielles des lemmes 51 et 55 pour obtenir le résultat. O

2 Deécroissance exponentielle en température sous-critique

L’objectif de cette partie est de démontrer I’estimée suivante :
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Lemme 56. Pour tout réel a < 2, nous avons

1
Vip<T. VA>0 limsup — sup ln,u:’T<m<An“> < 0.

n—oo T TLTy

Remarquons que, par rapport a (2.12), nous avons remplacé |m| par m. Pour une température T' < T,
fixée, cette décroissance exponentielle découle du théoréme 5.2 dans [Cer06]. Mais nous avons besoin
d’un controéle uniforme sur tout segment inclus dans [0, 7,). Nous obtenons cette uniformité en passant
au modéle de FK-percolation. Dans ce modéle, le nombre de sommets reliés au bord est une variable
croissante donc une estimée & un paramétre p > p.(q) fixé suffit pour obtenir une estimée uniforme.
Pour obtenir un controéle uniforme du volume des clusters non reliés au bord, nous utilisons un argument
de dualité pour déduire ce controle des résultats de la section précédente sur le régime p < p.(q).

2.1 Controle du cluster du bord
Nous énongons maintenant le pendant du lemme 51 en régime surcritique :

Lemme 57. Nous avons la majoration suivante :

1 0 2
Yg>=1 Vp>p.(q) limsup — In g} q(|./\/ln|<(p)n> < 0.

n—oo N e 2

Démonstration. Ce résultat découle du théoréme 5.5 de [Cer06], qui le démontre pour p supérieur au
dual du seuil de décroissance exponentielle des connexions, qui est égal a p.(q) d’aprés le lemme 50. [

2.2 Controéle de la taille des clusters

Nous démontrons ici un analogue du lemme 54 pour le régime surcritique p > p.(q), et concernant
cette fois-ci la taille des clusters qui ne touchent pas le bord. Rappelons que C,, désigne ’ensemble
des clusters ouverts dans la boite A(n) qui ne touchent pas le bord de cette boite. Nous voulons une
estimation uniforme sur tout segment inclus dans (p.(q), 1] de la variable

Sl = erA(n)\Mn : \C(@I?n}‘.

CeC, |C|2n

Pour cela, nous utilisons la dualité (voir paragraphe 2.6 de l'introduction) pour transformer les grands
clusters qui ne touchent pas le bord en contours de grande longueur dans la configuration duale, ce qui
nous permettra d’utiliser le contrdéle donné par le lemme 54 sur la taille des clusters dans le régime p <
pc(g). C’est pour cette raison que nous avons formulé le lemme 54 avec C,, et non avec C,;, alors qu’un
controle des clusters ne touchant pas le bord aurait sufi pour 'application dans le lemme 49.

Lemme 58. Nous avons lestimation suivante :

1
Vg>=1 Vpo>npq) VA>0 limsup — sup In ¢} Z IC] > An? | < 0.

n n,p,q
noee P2Po cecy :|Clzn
Démonstration. Soient ¢ > 1, p = po > p.(q), A > 0 et n > 2. Considérons 1’ensemble
B = {CGC,; : |C|>n}.

Pour tout cluster C' € B, nous considérons sa frontiére « extérieure » 9°**C, comme définie dans
l’introduction. Comme les clusters C' € B ne touchent pas le bord de la boite, toutes les arétes de 9¢**C'
sont des arétes intérieures a la boite A(n), c’est-a-dire que 9°“‘C' C E!"t, ou E"t est défini par (1.1).
Considérons le dual (88‘“0)* de cette frontiére (voir paragraphe 2.6 de l'introduction pour la définition
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des arétes duales). Cet ensemble (66”0)* forme un chemin fermé connexe qui entoure C' (voir figure 6.2),
ce qui implique que

((amc)* = |o=tC| > 1+diamC > O] > V. (6.13)
Définissons maintenant ’ensemble d’arétes
F= o,
CeB

Une méme aréte pouvant relier au plus deux clusters différents, nous avons

> 5 3 ool
ceB

En combinant cela avec (6.13), il vient

1 1
Pl = o3 V0= 5 S el (6.14)
CceB CceB

b~ e

]
|
|

|

S

g
L
]

B uph

FIGURE 6.2 — Construction des contours duaux extérieurs des clusters de grand volume qui ne touchent
pas le bord de la boite.
Nous considérons alors la configuration duale w* associée a w, telle que définie en section 2.6 de l'intro-
duction. Les arétes de F' sont toutes fermées dans w, donc les arétes de F'™* sont toutes ouvertes dans w*.
D’aprés 1’équation (6.14), nous avons

S ICI = An® = |F*| = |F| > @n.

CceB
De plus, les composantes connexes de F* sont des unions de (8**C)* pour un certain nombre de
clusters C' € B, ce qui implique, étant donné (6.13), qu’elles contiennent toutes au moins /n sommets.
Nous avons donc

VA 1

Yol = A = w*eDM(Z 2,1>,

CceB



164 Chapitre 6. Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2

ot D,,_; est événement défini dans le lemme 54. Nous avons donc, par la propriété de dualité (cf.

proposition 10),
VA 1
1 2 0
%p,q(Z ‘C‘ = An ) < n—1,p*, q (Dnl (2’ 5’ 1 ’
CeB

et donc le résultat découle de ’estimation donnée par le lemme 54. O

2.3 Passage au modéle d’Ising

Nous démontrons a présent notre résultat de décroissance exponentielle uniforme sur tout segment
inclus dans [0, T,) dans le modeéle d’Ising.

Preuve du lemme 56. Soit a < 2, soit Ty < T, et soit A > 0. De méme que dans la section précédente,
nous prenons T < Tj et nous posons p = 1 —e~2/T et py = 1 —e~2/T0. Nous avons alors p > py > pe(2).
Soit w une configuration distribuée suivant ¢,117p}2 et soient (ec)cca(n) i-i.d. de loi uniforme sur {—, +}
et indépendantes de w. Nous construisons une configuration de spin o comme en (6.12). Nous avons
alors

9(170)”2

5 + An?

n%6
o (m<nt) < 0h 0 (1] < )

+P( > [Clec < -
Ccecy (w)

Etant donné que a < 2, nous avons, & partir d’un certain rang,

2 2
Opo)n” > 0(po)n”
2 4

La variable |M,,| étant croissante, nous avons donc, a partir d’un certain rang,

0(po)n? 0(po)n?
+ a 1

wir(m<ant) < o (o] < B ) e S lolee < S
ceCy (w

Dans le second terme, nous décomposons la somme en séparant les clusters de volume supérieur a n de

ceux plus petits :
Z ‘Cléc = Z ‘C‘éc—l— Z |C|Ec.

CeCy (w) cec, (w) cec, (w)
IC|=n ICl<n

Pour la premiére somme, nous écrivons simplement

2

0(po)n? 1 0(po)n
P > [Cleo < === | < G > o=
ceC, (w):|C|2n CeCy, (w):|C|2n

Pour controéler la seconde somme, nous remarquons que

YooICP < nx > |C] < nlA(m)] = n®,
CceC, (w) CeC,, (w)
ICl<n |Cl<n

ce qui implique, grace a 'inégalité de Hoeffding, que

P Y. IClec < LG expl_2 (Wﬂ _ eXp(_G(po)2n> |

8 128
CeCy (w):|Cl<n
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Nous avons donc, a partir d’un certain rang,

u 0(po)n?
(< ant) < oh (1] < 2 )

2
0(po)n* 0(po)*n
1
+¢n,p,2 Z |C| = ] +exp| — 128 .
CeCy, (w):|C|2n
En prenant le supremum pour 7' < T, nous obtenons, toujours a partir d’un certain rang,
“ 0(po)n?
sup ,u:’T(m < An ) < ¢7117p072 (|Mn| < ( 2)
T< T,
0(po)n* 0(po)*n
1
Cl| > —— .
+§;1£) P, p, 2 > IC] 3 + exp 198

CeCy (w):|C|2n

Combinant cela avec les estimées exponentielles des lemmes 57 et 58, nous obtenons bien le résultat
annoncé. 0

3 Quelques estimées en FK-percolation quasi-surcritique

Nous démontrons dans cette section la proposition 11, c’est-a-dire que la propriété FSS(s) est
vérifiée pour tout exposant s < 8/41. Il nous faut donc prouver que pour tout s € (0, 8/41), pour
tous K, § > 0 et pour toute suite de réels p,, € [0, 1] vérifiant

K
n—oo
Pn — pc(2) ~ E ) (615)
nous avons
lim %, o (Ml < (14+8)0(pa) [A()] ) = 1, (6.16a)
n—00 > B
lim ¢L , ( max |C| < n8+1/2> =1, (6.16b)
n— oo v cec;,
Jim 0%, (M0 A > (1= 6)0(pn) [AG)] ) = 1, (6.16¢)
o ny = [5n/6]|. Nous commencons par rappeler la formule suivante, qui découle des calculs exacts

d’Onsager [Ons44] et Yang [Yanb2] :

1/8
6(p) P lg (p:(’2) - 1) ] . (6.17)

Preuve de la proposition 11. Soit s tel que 0 < s < 8/41, soient K, § > 0 et soient p,, € [0,1] des réels
vérifiant (6.15). Puisque

51 14 < 1
8 8 s’
nous pouvons choisir un réel o’ vérifiant
1 1
5 <ad < =—=. 6.18
a < —-g (6.18)

Preuve de (6.16a) : Nous appliquons le théoréme 2 de [CM11] avec a’, p = p,, et 4. Soit ¢ = ¢(d’, J)
la constante donnée par ce théoréme. La condition

’

n > C(pnfpc(Q))ia
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est vérifiée a partir d’un certain rang puisque
—a’ a's
(Pr — pe(2)) =0 (n ) = o(n).

Nous en déduisons, d’aprés le théoréme 2 de [CM11], que

lim sup

oo (pn — po(2))29 1742 ln‘bi,pnﬂ( (Ma| > (14 8)0(pn) [A(n)| ) < 0.

Or, d’apreés 'encadrement (6.18) nous avons
2

2@’—}—1 < =,
4 s

ce qui implique, en utilisant I’équivalent de p, — p.(2) donné par (6.15), que
(pn _pc(2)>2a +1/4n2 N2 20 1/4  p2—(2d/+1/4)s NP L

Nous avons donc
tim 6, o IMal > (14 06 [Am)] ) = 0,
n—o0

ce qui démontre (6.16a).

Preuve de (6.16b) : Nous souhaitons appliquer le théoréme 1 de [CM11] avec le méme paramétre a’ que
ci-dessus, et avec M = |n*/2*1/4| Nous disons qu'un cluster C C A(n) « traverse » une boite B C A(n)
g’il existe dans C'N B un chemin du bord inférieur vers le bord supérieur de B et un chemin du bord
gauche vers le bord droit de B (cette formulation est en fait un peu plus forte que celle de l'article, qui
demande juste que C intersecte toutes les faces de B, mais la preuve fonctionne de fagon identique avec
notre définition). Nous avons déja vérifié plus haut que la condition n > ¢(pn — pe(2))™* du théoréme
est satisfaite a partir d’un certain rang. Pour ce qui est de la condition sur M, nous avons d’une
part M < n car s/2+ 1/4 < 1, et d’autre part,

Inn

pa— ~7 (Inn)n® = o(M), (6.19)

puisque s < s/2 + 1/4. Nous pouvons donc appliquer le théoréme 1 de [CM11], qui nous fournit une
constante K1 > 0 telle qu’a partir d’un certain rang,

Ornp2 (67) < exp (= Ka(pn = pe(2))M ),

ou la probabilité considérée est la mesure FK dans une boite de taille m,, = |6n/5], et ot &, est I’événe-
ment « il existe dans la boite A(n) un cluster Cj qui traverse toute sous-boite de A(n) de diamétre M ».
Or, d’aprés (6.19), nous avons

lim (pn - pc(2))M = +00,

n—oo

ce qui nous donne
lim ¢, (&) = 1. (6.20)

nesoo [ Mn,Pn,2

Nous souhaitons maintenant récupérer la conditions aux bords usuelle sur la boite A(n), au lieu de la
boite agrandie A(m,,). D’aprés la propriété d’imbrication des mesures FK (proposition 8), nous avons

(b,ll)pmz(gn) = (bvlnn,pnﬂ (En w =1 sur Em”\En) . (6.21)

L’événement &, étant croissant, I'inégalité FKG (proposition 9) entraine que

1
Mn, P, 2 (5"

My, P, 2

w =1 sur Emn\En> > ¢! (En) .
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En combinant cela avec (6.20) et (6.21), nous avons donc

lim ¢, , (&) = 1. (6.22)

n—oo

Si cet événement &, est réalisé, alors tout chemin ouvert de diamétre supérieur ou égal & M est inclus
dans Cy, puisque dans le cas contraire, il y aurait une boite de c6té M que Cj ne traverse pas. De
plus, ce cluster Cy touche le bord JA(n), donc cela entraine que tous les chemins ouverts de diamétre
supérieur ou égal & M sont reliés au bord car inclus dans M. Nous avons donc I'implication

E, = maxdiamC < M —1.
cecy

Le diamétre d’un cluster étant relié¢ a son volume par la relation
IC| < (1+diamC)?,

nous en déduisons que

& = max |C| < M? < nsﬂ/z,
cecy

et donc I’équation (6.22) implique (6.16b).

Preuve de (6.16¢) : Nous souhaitons appliquer le théoréme 3 de [CM11] dans la petite boite A(nq),
avec la condition aux bords qui est appliquée aux bords de la boite A(n). Avec encore le méme para-
métre @, nous avons

1 S s S
"'sl1+— 1| = o - 1—--+- =1
as(+8a,) as+8< 8+8 ,

et donc nous pouvons choisir un réel a tel que

's < a < 8d’
a's a —
8a' 4+ 1
Soit ¢ = ¢(d/, @) la constante donnée par le théoréme appliqué avec a’, a et §. La condition re-

quise n*(p, — pc(2))a' > ¢ est vérifiée a partir d’un certain rang puisque
n (pn _pc(2))a nzoo Ka/ « na—a/s ni;o +00.

Rappelons que C,, désigne l'ensemble des clusters ouverts dans la sous-boite A(ni). Le théoréme 3
de [CM11] nous assure que

lim ¢, , 5 (Cnel%x ICl = (1-0)0(py) |A(n1)) = 1.

n—00 n1

En combinant cela avec (6.16b), il vient

lim ¢, , 5 (Cnelax ICl = (1=0)0(pn) [A(n1)| et max |C] <n8+1/2) = 1. (6.23)

n— 00 Cnq cec,

Or, d’apreés I'équivalent de 6(p) donné par (6.17), nous avons

(1= 8)0(pn) [A(m)] "2 (1-4) (2) (ij))l/g n2s/8

Comme s < 4/3, nous avons 2 — s/8 > s + 1/2 et donc, a partir d’un certain rang, nous avons

(1= 0)6(pa) [A(n1)] > n*F1/2.
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Ainsi, si ’événement dans (6.23) est réalisé, alors il y a dans la petite boite A(n;) un cluster contenant
strictement plus de n**t1/2 sommets, qui doit donc étre relié au bord de la grande boite A(n). Nous
avons donc l'implication

Cgrelzcmx IC| > (1 - 5)9(1)") [A(ny)] et max |C] < nsti/2 o IMp,NA(n)| = (1 - J)H(pn) [A(ny)]
ny ceC,

et donc le résultat découle de (6.23). O

4 Minoration de la fonction de partition

4.1 Heuristique

Nous démontrons maintenant une minoration de la fonction de partition Z, de notre modéle. Nous
prenons a € (31/16, 2) qui vérifie les hypothéses FSS(16 — 8a), et nous commengons par réécrire 7,
sous la forme

nz
Zy = Z ,u; Tn(a)(a) = Z uj; b2 /n2a (m = b) . (6.24)

ce{— 432 m b=—n2

Recherche du point fixe b,, : Pour minorer Z,,, nous recherchons une valeur de b,, pour laquelle, a
la température T, = b2 /n?®, la magnétisation est exactement égale & b, avec probabilité assez grande.
Si nous choisissons b, tel que b, /n® ne converge pas vers vers la température critique 7., alors nous ne
pourrons pas obtenir une décroissance moins rapide que les décroissances démontrées dans les régimes
surcritique (en section 1) et sous-critique (en section 2). Nous devons donc choisir b,, tel que b,, ~ n%/T..
Par le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2), le modéle d’Ising a la température T' = b2 /n?® peut
se construire a partir du modeéle de FK-percolation avec parameétres ¢ = 2 et p = ¢,,(by,), ol @, est la
fonction définie par

1sib=0,

2n2a
1 —exp <_b2> sinon.

Rappelons que, pour toute configuration de percolation w : E,, — {0,1}, 'ensemble des sommets reliés
au bord de la boite est noté M,,(w). Nous appellerons cet ensemble le « cluster du bord ». L’idée est
de choisir b,, tel que, sous la loi qb}% on(bn), 20 le nombre de sommets reliés au bord soit typiquement
d’ordre b, puis de controler la magnétisation des clusters qui ne touchent pas le bord. Une stratégie

on 1 be{ —n? ..., 0"} — (6.25)

naturelle est alors de minorer la probabilité d’avoir, d’une part, | M, (w)| = b,, et d’autre part, que
contribution des autres clusters soit nulle, de facon & atteindre une magnétisation exactement égale
a b,,. Pour obtenir une configuration de percolation w telle que |M,,(w)| = by, il est plus simple de

minorer d’abord la probabilité que |M,,| soit compris entre b, et An?, avec A > /T, puis de fermer
des arétes pour atteindre exactement b,,. Nous définissons donc b,, vérifiant

0 (on(bn)) [A(n)] "% avec VT. < @ < A.

D’aprés 1'équivalent de 6(p) donné par (6.17), nous avons besoin de

@n(bn) - pc(2)

n—00 pC(Z)( H )8 )

8 n2—a

Nous avons alors, sous 'hypothése FSS(16 — 8a),

lim ¢ (bnm(bn < M, < An“) = 1. (6.26)

n—oo ' ¥n
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Astuce du découpage a mi-chemin : Partant d’une configuration réalisant 'encadrement (6.26),
une idée naturelle est de fermer un ensemble d’arétes pour déconnecter |M,,| — b, sommets du bord et
obtenir ainsi | M| = b,,.

s s
« Chirurgie » Edwards-Sokal

FIGURE 6.3 — Une stratégie qui semble naturelle est, s’il y a b, +x sommets reliés au bord, de déconnecter
un morceau de taille z pour obtenir |M,,| = b,. Mais dans ce cas, le morceau retiré vient compliquer
la tache lorsqu’il s’agit de contréler la magnétisation dans le modéle d’Ising, donc nous procédons
autrement.

Mais un probléme apparait ensuite pour contréler les fluctuations de la magnétisation des clusters
qui ne touchent pas le bord, parce que le I’ensemble ainsi découpé et déconnecté du bord contient un
nombre de sommets d’ordre n®. Méme si cet ensemble n’est pas nécessairement en un seul cluster,
sa contribution & la magnétisation risque d’étre difficile & compenser. I’approche que nous proposons
ici est donc de découper un ensemble deux fois moins grand que ce dont nous avons besoin pour
atteindre |M,| = b,, puis de forcer ’ensemble des sommets ainsi déconnectés du bord & choisir un
spin négatif. Ainsi, la magnétisation qui provient du cluster du bord et de cet ensemble de sommets
déconnectés vaudra b, (ou b, + 1), et il ne restera plus qu’a forcer la somme des magnétisations des
autres clusters qui ne touchent pas le bord a étre nulle.

s s
« Chirurgie » Edwards-Sokal

M| =b, + 2 IMy,| = by, + 2/2

FFFI T+

FIGURE 6.4 — Stratégie de minoration de Z,,, avec la chirurgie mise en ceuvre en section 4.4 et le coloriage
forcé de la section 4.5.

Construction du découpage : Comment trouver un ensemble d’arétes dont la fermeture déconnecte
du bord exactement

Vﬂ4n@glan

sommets, et qui ne soit pas trop grand, pour il ne soit pas « trop cher » de forcer la fermeture de ces
arétes ? L’idée est de considérer une sous-boite de coté ny = |5n/6], et d’utiliser & nouveau I’hypo-
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thése FSS(16 — 8a) qui nous assure que

n— oo

2
lim d)}h%(bn)j( My A (ny)| = Vn“) =1, avec v < <) -

Si v vérifie aussi

A — VT,
v>

alors nous avons, avec probabilité convergeant vers 1,

M An®
IMp\A(n1)| = IMp| =My NA(n)] < | 2"' t - vn®

< ‘Mn‘ + \/Tcna ~ ‘Mn‘ + bn

S2 2 - 2 ’
ce qui signifie qu’il suffit de déconnecter la petite boite A(n;) pour parcourir « la moitié du chemin »
qui sépare |M,,| de b,. Dans ce qui suit, nous choisirons comme paramétres A = 4, p = 3 et v = 2.
Gréce au principe des tiroirs, nous montrerons que déconnecter cette sous-boite du bord cotite O (na_l)
arétes (cela sera fait dans le lemme 63). Mais en faisant cela, nous avons peut-étre trop découpé, donc
nous utilisons le résultat géométrique démontré au chapitre 4 pour ajuster le découpage et ainsi obtenir
le résultat souhaité, pour un cott de O(n®?) arétes.

Controle des fluctuations de la magnétisation : Nous construisons ensuite une configuration
d’Ising a partir de la configuration de percolation obtenue par le découpage. Forcer ’ensemble des
sommets que nous avons déconnectés du bord a choisir un spin négatif ne cotite que 2_0("a/2), parce
que cet ensemble est constitué d’au plus O(na/ 2) clusters. Pour ce qui est des autres clusters qui
ne touchaient déja pas le bord avant ’étape de découpage, nous avons une borne N sur leur taille,
donnée par I'hypothése FSS(16 — 8a). Cela nous permet de montrer qu’avec probabilité suffisante,
la magnétisation provenant de ces clusters se situera dans lintervalle [N, N]. Pour annuler cette
contribution, nous forcerons le spin des clusters de taille 1, en montrant qu’avec grande probabilité,
nous disposons d’au moins N tels clusters. Tout cela nous permettra de construire une configuration
d’Ising de magnétisation exactement égale a b,,, avec un petit détail de parité que nous esquiverons
en forgant b, & avoir la bonne parité dés le départ, la magnétisation étant forcément de méme parité
que |A(n)].

Toutes ces étapes, dont la preuve est détaillée ci-dessous, nous permettront d’obtenir la minoration
suivante :

Lemme 59. Pour tout réel a € (31/16, 2) tel que la propriété FSS(16 — 8a) est vérifiée, nous avons

. In Z,
liminf ——
n— o0 (ln 77,)71‘0

a 33 3
= max — — — oa .
p 27 2

4.2 Le prix a payer pour fermer des arétes

—00,

ot p est donné par

Nous commengons par énoncer un lemme utile pour estimer la probabilité d’un événement construit
en fermant des arétes.

Lemme 60. Soientn > 1, p€]0,1[, ¢ > 1 et A C {0, 1}E". Soit H une application quelconque qui a
toute configuration w € A associe un ensemble d’arétes H(w) C E,,. Considérons 'application

" {A—>{O,1}E”

W WH(w)
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qui @ toute configuration w associe la configuration obtenue & partir de w en fermant les arétes de H(w).
Posant

N = max |H(w)|,
weA

nous avons

g (P(A) = bnpq(A) [3A1(n)| (M 1;p)]N_

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 6.3 de [CPO0O]. 11 suffit de remarquer que, pour
toute configuration w € 9(.A), nous avons

wrt(wh)] < {H B <N <1+ Y < BN,

et le résultat découle alors du lemme sus-cité. O

Démonstration. Voici une preuve alternative, avec une construction dynamique, qui donne une constante
différente. Soient n > 1, p €]0,1[, ¢ > 1, A C {0, I}E" et H: A— P(E,). Pour toute aréte e = {x, y},
nous définissons 1’événement

K(e) = {x ey } = {x et y sont reliés par un chemin ouvert n’utilisant pas I’aréte e} .

Soit wp une configuration de percolation distribuée suivant ¢}l,p) g Soient eq, ..., ey € E;, des arétes
aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur E,, et indépendantes de wy, et soient ay, ..., an € [0, 1] des
variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 1] et indépendantes de wy et des e;. Définissons

par récurrence, pour j € {1, ..., N},

e#e; — wj_i(e)

. p
wj 1 si <w~,1 € K(e)) et a; <p) ou (w~1 ¢ K(e;) et a; < )
j e J J J Jj J IS pvqd—p)
0 sinon.
Montrons par récurrence que w; est distribuée suivant ¢}l, p,q bour tout j € {0, ..., N}. Clest vrai
pour j = 0 par construction. Soit j € {1, ..., N} tel que w;_1 suit la loi d)%L,p,q' Soit w : E,, — {0,1}

une configuration de percolation fixée. Nous avons

Plwj=w) = ZP(ej:e et wj=w).
eckE,

Distinguons quatre cas, suivant que w € K (e) ou non et suivant la valeur de w(e). Si par exemple e € E,,
est telle que w € K(e) et w(e) = 1, alors nous avons

Plej=¢ et wj=w) = P(ej:e et a; <p et Vf#e wj_l(f):w(f))
1
T pr( }lyp,q(w)+¢}1,pyq(w€))

p I-p\ 1
= e (5 ot

1 1
= E¢n,p,q(w) .

Nous montrons de fagon similaire que dans les trois autres cas, nous avons aussi

1
P(ej:e et w]:W) = 7|E | :L7p7q(W),
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et donc nous avons bien P(wj = w) = ¢}L’p’q(w), et nous en déduisons par récurrence que w; est
distribuée suivant qb}h ».q bour tout j € {0, ..., N}. Considérons a présent 1'événement

G = {wOEA et {e1,...,en}=H(wy) et Vje{l,..., N} cg}p}.

Si cet événement est réalisé, alors nous avons wy = (wo) H(we) = ¥(wo). Nous avons donc

nopa(U(A) = Plun €¥(A)
= P(wo cAetwy = Q/J(wo))
> P(g)
N
2 3%1)41("4) x <|Eln|> (l—p)N )

ce qui achéve la preuve du lemme (mais avec une constante différente de celle obtenue avec autre
démonstration). O

4.3 Construction du point fixe et estimées préalables

Nous passons maintenant a la construction du parameétre b,,. Nous définissons (voir section 4.1 pour
Pheuristique conduisant & cette définition)

$5p.(2) —1/2
a pc
b, =n \@[m(lpc@)gnm_sa)] ’
ainsi que

. I_bin si Lb;lJ = n2 [mod. 2] ,

no |b/,] —1 sinon,
de telle sorte que

by, = n® [mod. 2] . (6.27)

Notre objectif & terme étant de minorer la probabilité, a la température T = b2 /n??, que la magné-
tisation dans le modéle d’Ising vaille exactement b,, nous avons besoin que b, soit de méme parité
que |A(n)| = n?, d’ot la définition ci-dessus. Nous posons aussi p, = ¢, (b,), ot la fonction ¢,, est
celle définie par (6.25). Rappelons que, si w est une configuration de percolation sur la boite A(n),
alors C,, (w) désigne l’ensemble des clusters de w qui ne touchent pas le bord dA(n), et C,, (1, w) désigne
le sous-ensemble de ces clusters qui ne contiennent qu’un seul sommet. L’objet de la présente section
est de démontrer le résultat suivant, qui est une conséquence directe des hypothéses FSS(16 — 8a).

Lemme 61. Soit a € (31/16, 2). Posant ny = |5n/6], nous définissons I’événement
Gn = { M| <4n®, My NA(n)| > 20" et max |C] < n®/27% L e (1) - 1} . (6.28)
CeCy

Si les conditions FSS(16 — 8a) sont vérifiées, alors nous avons

lim ¢} = 1.
Jim 6, 2(Gn)

Nous allons procéder en plusieurs étapes, en controlant d’abord le cluster du bord, puis la taille des
clusters qui ne touchent pas le bord. Mais avant cela, vérifions que notre définition de b,, nous donne la
bonne vitesse de convergence vers le point critique :
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Lemme 62. Pour tout réel a > 16/9, nous avons les estimées suivantes :

by "R n\/T,, (6.29)

n—00 381)02
Pn—pe(2) "R 8n16£81, (6.30)
0(pn) |A(n)| "X 3n”. (6.31)

Démonstration. L’équivalent (6.29) découle directement de la définition de b,, et de la relation (1.2)
entre la température critique T, et le point critique p.(2). Pour montrer (6.30), remarquons d’une part
que, par décroissance de la fonction ¢,, sur {0, R nQ}, nous avons

38p.(2
pn = nlbn) = @n (b)) = pc(2)+8nl%.

D’autre part, nous pouvons écrire

3%pe(2) )

Pn — (pc(Q) +ST65a) S Pn (br, = 2) — n (by,)

. < 2n2a> . 2n2a
U)o

on2ae on2e
2 2
(b, —2) b

_2n% (4b), — 4)
CEERA

En combinant cela avec I’équivalent de b,, donné par (6.29), nous obtenons, en utilisant le fait que a >

16/9,
3%p(2) 1 1
Pn — Pe(2) — ]nl6-8a 0 e 0 nl6—8a | -

Nous avons donc bien (6.30), et (6.31) en découle, en utilisant 'équivalent de 6(p) donné par (6.17). O

Nous démontrons maintenant que les conditions FSS(16 — 8a) impliquent bien le résultat sur I'éve-
nement G,.

Preuve du lemme 61. Soit a € (31/16, 2), tel que les hypothéses FSS(16 — 8a) soient satisfaites. Ainsi,
les trois conditions (6.16a), (6.16b) et (6.16¢) sont vérifiées avec s = 16 —8a. D’aprés la condition (6.16a)
appliquée avec 6 = 1/6, nous avons

n—oo

. 7
i 04,5 (1Mol < G0 MG ) = 1. (6.32)
Or, d’aprés 'équivalent de 8(py,) |A(n)| donné en (6.31), nous savons qu’a partir d’un certain rang,
8 a
O(pn) |A(n)] < o X 3n?,

ce qui implique que

7 7 8
En injectant cela dans (6.32), nous obtenons bien
nlirr;o¢;,pn,2( M| <4n“) = 1. (6.33)
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De la condition (6.16b), nous déduisons que

nIL“;osbi,pn,z(én%XIC<n33/2‘8“) =1, (6.34)
puisque
1 33
16 — - = — —8a.
6 8a+2 5 8a

11 faut maintenant montrer qu’il y a dans la sous-boite A(n1) au moins 2n® sommets reliés au bord de
la grande boite A(n). D’aprés la condition (6.16¢) appliquée avec § = 1/50, nous avons

. 49
Tlim. ¢>}L,pm2( (Mo (1 A@)| > =0(pn) [A (1)) ) = 1. (6.35)
Or nous avons, d’aprés 'équivalent de 6(p,,) |A(n)| donné par (6.31),
49 n—oo 49 25 49 nosoo 49
£00(p0) [Am)| " S0 [AG)] = 50 [AG)| "R n

En remarquant que 49/24 > 2 et en injectant cela dans (6.35), nous obtenons bien
Tim ol (M A > 200) = 1. (6.36)

Enfin, nous démontrons une minoration du nombre de clusters de taille 1 qui ne touchent pas le bord
de la boite. Ces clusters nous seront utiles au moment du passage au modéle d’Ising (en section 4.5),
pour ajuster précisément la valeur de la magnétisation en choisissant les spins de ces clusters. D’aprés
le théoréme 3.21 de [Gri06], la mesure de percolation FK est dominée stochastiquement par la me-
sure de percolation Bernoulli correspondante, c’est-a-dire que nous avons qu}l, 2 gb,ll, pn,1- Rappelons
que |C,; (1)| désigne le nombre de clusters de taille 1 qui ne touchent pas le bord. Cette variable étant

décroissante, nous avons

O g (1Ca D] = 14032750 ) > 0l ey ()] > 14 n/25e). (6.37)
En considérant la moitié des sommets de 'intérieur de la boite, nous posons
z€A(n)\OA(n)

[lz]l; =0 [mod. 2]
qui est tel que |C,; (1)| = U,. En prenant Iespérance, nous en déduisons que

(n— 2)* s nse n2(1—p)?

1
Shna @) = |52 0= .
Nous avons donc, en utilisant le fait que a > 31/16 > 29/16,
L0278 = o (n) = o[k, 1 (Un))-

Or, sous la mesure ¢,11, pn, 1+ les variables qui apparaissent dans la somme (6.38) sont indépendantes,
donc d’aprés l'inégalité de Hoeffding ([Hoe63]), nous avons

2(¢7117Pn7 l(Un) —-1- n33/2—8a)2 o
[(n—2)2/2] =3 0.

Etant donné que |C;; (1)] > Uy, il en découle que
Tim. ¢}W“1( ()] <1 +n33/2_8“> = 0.
D’apres (6.37), cela implique que
Tlim. ¢>}L’pm2( Cr(1)] > 1 +n33/2_8“> = 1. (6.39)

11 suffit alors de combiner (6.33), (6.34), (6.36) et (6.39), pour obtenir le lemme 61. O
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4.4 Deécoupage du cluster du bord

Nous passons maintenant & 1’étape de découpage de M,,, & partir d’'une configuration réalisant
I’événement G,,. Plus précisément, nous démontrons le lemme suivant :

Lemme 63. Soit K > 0. Considérons l’événement

3H CE,, |H|<En"? |M,(wn)l = {Ww
Fon = : (6.40)
et max |C| < n®/278 lc, (1)) -1
CeCrn

Pour tout réel a € (31/16, 2) vérifiant FSS(16—8a), avec p,, défini comme en section 4.3, il existe K > 0
tel que
; 1
Jim gy, o(Rn) = 1.
Démonstration. Soit a € (31/16, 2) vérifiant FSS(16 — 8a). Soient n > 12 et ny = |5n/6], et soit p,
défini comme en section 4.3. Soit w : E, — {0,1} une configuration réalisant ’événement G,, défini
par 6.28. Nous allons construire un ensemble d’arétes H C E,, tel que

Male)l b

Moo = |

Rappelons que E[M,,(w)] désigne 'ensemble des arétes de E,, qui relient deux sommets de M,,(w).
Considérons, pour j > 1, Pensemble E; = 9°A(j) des arétes qui délimitent la frontiére de la boite A(j).
Si j, k € N sont tels que |7 — k| > 2, alors les ensembles d’arétes E; et Ej sont disjoints. Nous en
déduisons par le principe des tiroirs de Dirichlet qu’il existe un entier j(w) tel que

E[M,
mo< o) < n-2 @ |BywnEMuw)| < EMEI]
n
ou )
_ n- _ E n?voo ﬁ
Ln = { 2 J [2W+1 12

Choisissons un tel j(w) et posons Ho(w) = Eaj()NE [M,,(w)]. Rappelons que, d’aprés la définition (6.28)
de l’événement G,,, nous avons |M,,(w)| < 4n?, ce qui entraine que

2 |M,(w)] 8n®

H < .
[How)| < T T

Encore du fait que w € G,,, nous savons que
Mp(w)| = [Mu(w) NA(n1)] = 2n* > by +1,

a partir d’un certain rang, puisque b, + 1 ~ n®\/T, avec /1, < 2. Nous en déduisons qu’a partir d’un
certain rang,

Mo(w)] > W(W’J ‘

2

Nous pouvons alors considérer une partie Hy(w) C Hp(w), maximale au sens de l'inclusion parmi les
parties vérifiant

(6.41)

(Ma (Wi, @))| > {W”(MMLJ

2

Comme les arétes de Ho(w) séparent les sommets de A(ny) du bord de la boite dA(n), nous avons

My (wig@))] < IMa(@)] = [Mn(w) DA (n1)] < [Ma(w)] - 2n°.
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Or, du fait que w réalise I’événement G,,, nous avons | M, (w)| < 4n?, d’ou

(M (w)| | 4n® a M (w)] |Mo(w)] + by,
Ma(wmyw)| € —5—+5 2" = —5—= < | /35— |-

Nous en déduisons que l'inclusion H;(w) C Hy(w) est stricte, et donc par maximalité de H (w), il existe
une aréte e vérifiant

(6.42)

e € Hy(w)\H;(w) et ‘,/\/ln (le(w)U{e})’ < V'M"(W)H_b”J _

2

Ainsi, la fermeture de 'aréte e dans la configuration wy, () fait diminuer strictement le nombre [M,,|
de sommets reliés au bord, donc 'une des extrémités de e, que nous noterons v, se retrouve déconnectée
du bord dA(n) a la fermeture de l'aréte e dans la configuration wg, (). Notons C, le cluster de v
dans la configuration wg, (wyuge}, et notons E, I'ensemble des arétes de E[C,] qui sont ouvertes dans la
configuration wy, (wyu{e}- Puisque C, est le morceau qui a ét¢ déconnecté par la fermeture de I'aréte e
dans wp, (), nous avons

(Col = [Man (wh, ()| = [Mo (@i @)0tey) ] - (6.43)

— — (D —
fermer H, rouvrir fermer Ho
Ho\H,

M (w) M (W (w)) M (W, (@) My (Wr(w))

FIGURE 6.5 — Détail de 'opération de « chirurgie » permettant de faire passer le nombre de sommets
reliés au bord de |[M,,| = b, +z & |[M,| = b, + /2.

Notant Mo ()] + b
n(W)|+ 0
m = {2J — Mo (Wr, @)ute}) |

il découle des équations (6.41), (6.42) et (6.43) que
1 <m < |C.
D’aprés le lemme 31 que nous avons démontré au chapitre 4, il existe donc une partie Ho(w) C E, de

cardinal
|Ha(w)| < Ko/|Cyl

ou K est une constante fixée, telle que la composante connexe de v dans le graphe (Cv, E\H, (w))
contient exactement m sommets. Nous posons alors H(w) = Hy(w) U Hz(w), qui est de cardinal

8n?
L,

|H(w)| < |Ho(w)|+ |Ha(w)| < + KoVdne = O(n""') +0(n*?) = O(n/?).

Nous pouvons donc prendre K > 0 fixée (indépendante de n et de w) telle que pour tout n > 1,

8n?

7 + KoV4n® < Kn%/?.
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Nous avons alors
|H(w)| < Kn%2.

Par ailleurs, par construction de H, nous avons

M., by,
|M” ("JH(w)){ = ‘Mn (le(w)U{e})|+m = V(‘U)'—'—J )

2

Nous avons ainsi démontré l'inclusion G,, C R, et par conséquent le résultat découle du lemme 61. O

Qu’obtient-on en fermant les arétes de H(w) pour w € R, ? Nous nous intéressons & présent au
résultat de la fermeture des arétes de H, et nous allons montrer que les configurations wyy (., réalisent
I’événement

3C CCy ¢ [Col S2Kn?, (M, = ) |C|=by

S, = Ceco . (6.44)

et max |C] < p33/2-8a < |C;(1)\Co|

CeC, \Co

L’ensemble Cy correspond au « morceau » que nous découpons du cluster du bord pour parcourir la
moitié du chemin qui sépare |M,,| de b,, comme expliqué en section 4.1. Cet événement nous permet-
tra en section 4.5 de construire une configuration d’Ising de magnétisation égale a b,, via le couplage
d’Edwards-Sokal, en forcant les clusters C' € Cy & choisir un signe négatif et en espérant une compen-
sation des contributions des autres clusters. La condition qui apparait dans I’événement S,, sur la taille
des clusters qui ne sont pas dans Cy et sur le nombre de clusters de taille 1 nous permettra de controler

cette contribution. Mais tout d’abord, nous démontrons ’estimée suivante :

Lemme 64. Pour tout réel a € (31/16,2) vérifiant FSS(16 —8a), avec p,, défini comme en section 4.3,
il existe une constante K > 0 telle que

1
liminf ———— Ing,, , (S,) > —o0. (6.45)

Nn— 00 (1nn)na/2 Ty Pn,

Pour construire une configuration réalisant cet événement S, nous partons d’une configuration
réalisant 1’événement R,, et nous fermons les arétes de I’ensemble H donné par la définition (6.40)
de R,. Cela nous permet d’obtenir une minoration de la probabilité de l’événement S,,, grace au
lemme 60 sur le prix a payer pour fermer des arétes.

Preuve du lemme 64. Soit a € (31/16,2) vérifiant FSS(16 — 8a), soit p,, défini comme en section 4.3,
et soit K > 0 donné par le lemme 63, tel que

. 1 _
lim ¢y, 5(Rn) = 1. (6.46)
Soit w une configuration qui réalise I’événement R,,. Par définition de R,,, nous pouvons prendre H (w) C
E, tel que
My (w)| + b
|H(w)| g Kna/2 et |Mn (wH(w))| = ’7|n(2)|n—‘ .

De plus, quitte a réduire H(w), nous pouvons supposer que H(w) C E[M,,(w)], ce qui nous assure que
les clusters de w qui ne touchent pas le bord restent intacts dans wg(y,), et donc C,; (w) C C;; (wH(w)).
Nous voulons alors montrer que wg(,) réalise 'événement S,. Pour cela, il nous faut construire un
ensemble Cy C C,; (wp(w)) qui vérifie les conditions de la définition (6.44) de S,. Un candidat naturel
est I’ensemble des sommets qui étaient reliés au bord dans la configuration w, c’est-a-dire avant la
fermeture des arétes de H(w), mais qui ne le sont plus dans la configuration wg (.. Nous posons donc

Co = Co(w) = C; (Wrw))\Cr (W)



178 Chapitre 6. Un modéle d’Ising de criticité auto-organisée en dimension 2

Comme nous avons pris H(w) C E[M,,(w)], les clusters de Cy sont inclus dans M,,, d’ou

Co = {CeC (wnw) : Cc M) }.

Nous avons donc

U ¢ = Mu(w)\ My, (wrw))

CeCo

ce qui entraine que

My (wirw)] = D [C]

CeCo

M (@r10)] — (IMal@)] — [ Mo (@r10)] )

= 2[My (Wrw)| = IMa(@)]
En utilisant le fait que w réalise I’événement R,,, nous avons donc

{Mn(w)l +bn

0 |- )]

(M (W)= Y IC] = 2

CeCo

Si My, (w)| + by, est pair, alors nous avons
(Mo (wrw)] = D IC] = ba,
CeCoy

et
1€ (L, wh(w) \Co| =[G (1, w)| = 140?275

Supposons maintenant que |M,,(w)| + b, est impair. Dans ce cas, nous avons

[Mn (@r)| = D IC] = bn+1.
CeCo

Nous avons donc besoin de rajouter un cluster de taille 1 dans Cy. Par définition de R,,, nous avons
justement
Co(Lw)| > n®¥2 811 > 1,

donc nous pouvons choisir un cluster Cy € C;, (1, w). Nous posons alors Cj = Co U {C1}, et nous avons

(Mo (wrr))| = D 1C] = by

cecy

Par ailleurs, nous avons (et c’est précisément pour cela que nous nous sommes donnés une marge de 1
entre la condition sur |C,, (1)| dans R,, et celle dans S,)

C (L, wir)) \CO| = [Cr (1, w\{C1}] = [Cr (1, w)| =1 > n¥¥/278e,

Ainsi, si nous posons Cj = Cy dans le cas ot |M,,(w)| + b, est pair, alors nous avons, quelle que soit la
parité de |[M,, (w)| + bp,

’Mn (wH(w))| - Z IC| = b, et ’C; (1, wH(w)) \C6| = p33/2-8a
Cec)

De plus, du fait que C,,; (wp(w)) \Cj C C;, (w), nous avons

max |IC] < max |C] < n3¥/278e,
CeCy (wirw))\Ch CeCy (w)
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Enfin, comme la fermeture d’une seule aréte peut au plus augmenter de 1 le nombre de clusters, nous
avons |Co| < |H (w)| et donc

‘C(l)‘ < |CO|‘|'1 < |H(w)|—|—1 < Kna/2+1 < 2Kna/2,

quitte a augmenter la constante K pour avoir K > 1. Nous avons donc démontré que ’application

" {Rn — {0.1}%

W WH(w)

est a valeurs dans S,,. D’aprés le lemme 60 sur le cotit pour fermer des arétes, nous avons donc

Bhp2(S2) > By 2 (V(R))

) 1 1_pn 2Kn®/?
> dha(®) [ (105

Il s’ensuit que

In ¢! S, In ¢t R
lim inf —n¢n’p”’2( n) > liminf —nd)n’p"”Q( n)
n—00 (ln n)n“/Q n—oo (h’l n)na/Q
2K
+ liminf — ( In(1 —pp) —In3 — 21nn) .
n—oco Inn
11 découle de (6.46) que
In ¢} Rn
lim inf M - 0.

n— oo (hl n)na/2

De plus, p, — pc(2) € (0,1) donc 1 — p,, est minoré par une constante strictement positive. Par
conséquent, nous obtenons

1
lim inf —ln On, Pn,2 (Sn)

> 4K > -0,
n— 00 (lnn)na/2 o

qui est bien la minoration recherchée. [

4.5 Passage au modéle d’Ising

Armé de l'estimation donnée par le lemme 64, nous sommes désormais en mesure de prouver notre
minoration de la fonction de partition.

Preuve du lemme 59. Soit a € (31/16, 2) tel que les postulats FSS(16 — 8a) soient vérifiés. Soient p,,
et b,, définis comme dans la section 4.3. Définissons aussi
2 b2

= ——"= 2.
" —In(1-p,) n2e

Rappelons qu’en réécrivant Z,, sous la forme (6.24), nous avons vu qu’il suffisait de minorer la probabi-
lité, sous la loi qb}h pn, 2> Que la magnétisation soit exactement égale a b,. De méme que dans la preuve
des lemmes 49 et 56, nous utilisons le couplage d’Edwards-Sokal (voir section 3.2) pour déduire la mi-
noration de Z, de notre résultat en FK-percolation. Soit w une configuration de percolation distribuée

suivant ¢}, , 5, et soient (e¢)cca(n) des variables ii.d. de loi uniforme sur {—,+} et indépendantes
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de w. Soit o la configuration de spin associée & w et aux (¢)cca(n) comme en (6.12). La configuration o
est alors distribuée suivant la loi ,u;; T+, et la magnétisation de cette configuration s’écrit

m(o) = [Mu()|+ Y [Clec.
CeCy (w)

Pour toute configuration wy réalisant ’événement S,,, choisissons une partie Co (wp) C C,,; (wp) vérifiant
les propriétés dans la définition (6.44) de S, c’est-a-dire que

Col < 2Kn™2, |Mpl= > |C| = by et max |C] < 03278 ¢y (1, wo) \Col -
Ceco el (wo)\Co

Cela nous permet de définir I’événement

To = SaN{VCEC co=— et Y [Clec=0
CEC;\CO

Remarquons que si 7, est réalisé, alors nous avons
m(o) = <|Mn(w)| > |c> + Y Clec = bp+0 = by,
CeCo CeCy\Co

donc notre minoration (6.24) de la fonction de partition devient
Zy > P(m(o) - bn) > P(T). (6.47)

Fixons une configuration wy € S,, et raisonnons conditionnellement & I’événement {w = wp}. Les va-
riables C,; = C,, (wp), et Co = Cp(wp) sont donc désormais fixées. Nous avons

w:wo) - 2}:0P< 3 |C’|sc_0>. (6.48)

Ccecy\Co

Posons N = Ln33/ Q_S“J. Rappelons que, d’aprés la définition (6.44) de 1’événement S,,, nous avons

max |[C] < N (6.49)
cecC, \Co

et
‘C;(l)\col = N,

c’est-a-dire qu’il existe au moins N clusters de taille 1 dans C;, \Cy. L’idée est donc de mettre de coté un
ensemble de N tels clusters de taille 1, puis de controler la magnétisation des autres clusters de C; \Co
pour montrer qu’avec probabilité suffisante, celle-ci tombe dans 'intervalle [N, N]. Nous pourrons
alors nous servir de ces N clusters de taille 1 pour ajuster la valeur de la magnétisation et la forcer ainsi
a atteindre exactement 0. Nous nous donnons donc un ensemble C; C C,; (1)\Cy, de cardinal N.

Pour forcer la magnétisation des clusters de C;, \(Co UC;) a tomber dans Uintervalle [-N, N], nous
trions ces clusters en fonction de leur taille. Ensuite, pour tout j € {1, ..., N}, nous contrdlons séparé-
ment la contribution venant des clusters de C;, \(Co UC1) qui contiennent exactement j sommets. Ainsi,
pour tout j € {0, ..., N}, nous écrivons

J
Si= >, [Clec =) > [Clec.

CeC, \(CoUCr) i=1 Cec; (i)\(CouCy)
IC1<d
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L’inégalité (6.49) implique que

Sy = > [Clec.

CeCi \(CoUCy)

L’équation (6.48) devient ainsi

P(n

w:wo) - 2|(1:0|P<SN+Z€C:0>. (6.50)

ceCy

D’apreés la formule de Stirling, nous avons

2k i k—oo 1
k) 4k vk’

donc nous pouvons fixer Ko > 0 tel que pour tout k > 1,

2K\ 1 K
k)4~ ok

Quitte & diminuer K5, nous pouvons supposer que Ky < 1. Démontrons alors par récurrence sur j que

pour tout j € {0, ..., N}, ‘
P( 1S, <N) > (K2>J : (6.51)
Le résultat est évident pour j = 0 vu que So = 0. Soit j € {1, ..., N} tel que (6.51) soit vérifiée au

rang j — 1. Posons

Bj = C, (H\(CoUC),
de telle sorte que

S; = Sj.1+7 Z ec -

CEBJ‘

Si I’ensemble B; est vide, alors 'hypothése de récurrence implique directement I'inégalité (6.51), puisque
nous avons pris Ko < 1. Nous supposons donc que B; n’est pas vide. Si | B;| est pair, alors pour obtenir
une contribution nulle des clusters C' € B; a la magnétisation, il suffit qu’exactement la moitié¢ de ces
clusters choisissent un spin + et ’autre moitié un spin —. Nous avons donc dans ce cas

| B;| 1 Ky Ky

P -<N‘ _1|<N) =P = = J > —=.

( |S]| |Sj 1| ) <C§ Ec 0) (Bj|/2 218l |Bj‘ n
J

WV

Supposons maintenant que |B;| est impair, et choisissons un cluster Cy € B;. Pour controler S;, nous
allons exiger d’une part une contribution nulle de la part des clusters de B;\ {Cy}, et d’autre part que
le terme en surplus associé au cluster Cj soit de signe opposé & S;_1, ce qui permet d’assurer que |S;|
reste dans Uintervalle [N, N]. Considérons la fonction n : Z — {—, +} définie par

+ six <0,

— sinon.

nw) = —sen(r) = {

Nous écrivons donc, pour |B;| impair,

P(|Sj|<N‘ \Sj,1|<N) > P(Ecozn(sjl) et Z EC:())
CeB;\{Co}

1 By -1 1
- 2((|Bj|1)/2) 218511

on

WV
|
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Par conséquent, nous avons bien I'hérédité, et donc la minoration (6.51) est vérifiee pour tout j €
{0, ..., N}, ce qui implique en particulier que

P( S| <N) > (?E)N

Nous allons maintenant utiliser les variables e pour C € C;, que nous avions mises de coté, pour
compenser Sy et ainsi atteindre une magnétisation exactement égale a b,,. Cela n’est possible que si Sy
a la méme parité que le nombre N de clusters dans C;. Vérifions que c’est bien le cas, en écrivant

Sy = Z IClec

CeCi\(CoUCy)

Z ICl+ Z |C|+|C1]  [mod. 2]

cec,, CeCo

[A(n)| = M|+ > [C|+N.
CeCy

Or, du fait que wy réalise 'événement S,,, nous avons
M| — Z ICl = bn,
CeCo
d’out
Sy = n*—b,+N = N [mod. 2],
ol nous avons utilisé 'équation (6.27) selon laquelle b, = n? [mod. 2]. Il n’y a donc pas de souci de

parité, grace a la précaution que nous avons prise au moment de définir b,,. Ainsi, N — Sy est toujours
pair. Pour tout s € {0, ..., N}, nous écrivons

P( ZEC:—SN SN:N—2S> = P< ZECZS—(N—5)> = ({Z);\/ > 2LN

cec: cec
Ceci étant vrai pour tout s € {0, ..., N}, et N — Sy étant toujours pair, nous en déduisons que
1
cecy
En injectant cela dans 1’équation (6.50), nous obtenons alors que
a/2 33/2—8a
P(T B ) - 1 K2 N . 1 2Kn K2 n
n TR 2 g\ ) T \2 in
Ceci étant vrai pour toutes les configurations wg réalisant 1’événement S,,, nous obtenons que
I3
K2 2Kn
P(7n|Sn) = | —
mls) = (52)

ol nous avons posé

a 33 3
= max |-, — —8a] .
p *20 2

InP (T, |Sn) _ 2K(n K, —1In8)
(Inn)nr  ~ Inn

Nous en déduisons que

—2K "% 2K (6.52)
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Revenant a la minoration (6.47) de Z,, il vient
Zn 2 P(Ta) = P(Ta[Sa)én,p, 2(Sn)-

En combinant (6.52) avec la minoration (6.45) de ¢;, , 5(S,) obtenue a la section précédente, nous
avons donc

InZ, InP(7,|S. In ¢ Sn
lim inf ——2"_ > liminf LH + lim inf ¢’p”—’2() > —00,
n—00 (ln n)nﬂ n—00 (]n n)np n—00 (]n n)nﬂ
ce qui termine la démonstration. O

5 Conclusion

Nous récapitulons a présent comment les différentes estimées obtenues se combinent pour obtenir
notre résultat.

Preuve du théoreme 11. Soit a € (31/16,2) tel que les hypothéses FSS(16 — 8a) sont vérifiées, et
soit € > 0. Reprenant le calcul (2.10), nous avons

241
Nn(Tn>TC+€) g nZ+ sup MZ7T(|m|>na1/TC+E),

n T>T.+e

ce qui entraine

1 1 InZ,
lim sup - lnun(Tn > Tc—i—g) < limsup — sup IHMZ,T( |m| > na,/TC—&-E) — lim inf n .

n—oco n—oo M T>T.4e n—o0 n

Or, d’aprés la minoration de Z,, obtenue au lemme 59, nous avons

e InZ,
liminf —— > —o0
n— 00 (lnn)nﬂ

a 33 3
= max|[ -, — —8a] .
p 5 9

La condition a € (31/16, 2) implique que p < 1, donc nous avons

)

ou

lim inf In Zy
n—o00 n

> 0.
Nous avons donc

1 1
1imsupfln,un<Tn>Tc+s) < limsup — sup lnu;T(\m\kn“\/Tche) < 0,

n—oo 1 n—oco T T>T.+e

d’aprés le lemme 49. Nous démontrons de méme que

1
limsup — ln,un<Tn < T, —E) <0
n

n— o0

en utilisant le lemme 56, ce qui achéve la démonstration. O
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