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Résumé et contributions

Notre travail aborde trois axes de la combinatoire algébrique et énumé-
rative.

Le premier concerne principalement 1’exploration informatique de la théo-
rie des codes. Etant donné un alphabet binaire A := {a,b}, on note A*
I’ensemble des mots finis sur cet alphabet. Un code est un sous-ensemble X
de A* tel que pour tout x1,...,Z,, y1,...,Ynm € X I'égalité

I‘la..xn:ylnn.ym

implique que
n=metx; =1y

pour tout i € [1,n]. On dit qu'un code est préfize si aucun de ses élé-
ments n’est le préfixe d’un autre élément. Plus généralement, on dit qu'un
ensemble X est commutativement préfixe s’il existe un code préfixe P tel

que
> a(z) =3 alp),
zeX pe?P
ou « est 'application qui associe a un mot son image commutative.

Dans les années soixante, Schiitzenberger a conjecturé que tout code maxi-
mal (c’est-a-dire non inclus dans un autre code) fini est commutativement
préfixe. Cette conjecture, nommée commutativement équivalent, est considé-
rée comme 1'une des principales conjectures du domaine de la théorie des
codes. Nous sommes motivés par la recherche d’'un contre-exemple. Cepen-
dant, le seul exemple de code non commutativement préfixe (et non maximal)
qu’on connaissait avait été trouvé par Shor en 1984. La stratégie que nous
adoptons est de d’abord trouver des codes non commutativement préfixes
puis de chercher des codes maximaux finis qui les contiendraient.

Nous donnons dans le théoreme 2.1.1 une suite d’inégalités qui raffine I'in-
égalité de Kraft-Redheffer et qui caractérise les ensembles commutativement
préfixes. Cette caractéristique fournit un algorithme quadratique en la lon-
gueur du plus long mot pour tester si un ensemble (a fortiori un code) donné
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est commutativement préfixe. Celui-ci nous a permis avec ’aide de Michagl
Rao de montrer par une recherche exhaustive a 'ordinateur qu’il n’existe
pas de code non commutativement préfixe dont les mots sont de longueurs
au plus 6.

L’espace de recherche étant trop vaste, nous nous sommes restreints aux
codes baionnettes, c’est-a-dire dont les mots sont de la forme a’ba’. Nous
justifions dans la proposition 2.1.4 un algorithme de graphes qui nous a per-
mis de découvrir 69 nouveaux codes baionnettes non commutativement pré-
fixes. Nous exhibons, entre autres, dans la table 2.1.2 et dans la table 4.36 de
I’annexe A, tous les codes baionnettes non commutativement préfixes dont
les mots sont de longueurs inférieures ou égales a 15. Certains de ces codes
ont amélioré la borne inférieure qui était connue pour le probleme du ratio
de Shor (2.8).

Il suffit qu’un de ces codes soit inclus dans un code maximal fini pour
contredire la conjecture commutativement équivalent. Cependant, on ne sait
pas s’il existe un algorithme capable de déterminer si un code donné est inclus
dans un code maximal fini. On sait cependant que certains codes ne sont pas
inclus dans des codes maximaux finis, en particulier le code

{aaaaa, ab, b, baa}

que l'on doit a Antonio Restivo. Nous proposons dans la conjecture 2.2.12
un plus petit (au sens de la longueur de son plus long mot) code de ce type
et montrons qu’il n’en existe pas de plus petit.

On sait que pour étre inclus dans un code maximal fini, un code doit
nécessairement se projeter dans une factorisation d’un groupe cyclique. On
ignore toujours si c¢’est le cas pour le code de Shor. Nous montrons néan-
moins que 7 de nos codes vérifient cette propriété en se projetant dans les
factorisations (2.10) et (2.11). En revanche, nous échouons a trouver des
codes maximaux finis les contenant. Grace aux raisonnements classiques de
la théorie des factorisations des groupes cycliques, nous avons pu calculer des
bornes inférieures sur les longueurs des plus longs mots des codes maximaux
finis susceptible de les contenir. Nous les exposons dans la table 2.2.1.

Nous proposons une nouvelle approche pour la conjecture commutative-
ment équivalent restreinte aux codes baionnettes dans la partie 2.2.2. Nous
y introduisons la notion de code modulaire baionnette complet. Cette notion
nous permet notamment de calculer des bornes inférieures sur les longueurs
des plus longs mots des codes maximaux finis pouvant contenir nos codes et
d’obtenir, dans le théoreme 2.2.7, les premiers exemples de codes non com-
mutativement préfixes et non inclus dans des codes maximaux finis.

Le deuxieme axe de recherche porte sur la combinatoire des prographes.



Les prographes sont classiquement définis par la grammaire récursive sui-

vante :

— un générateur
%/_/

(&

a e entrées et s sorties est un prographe a e entrées et s sorties;
— le fil | est un prographe a une entrée et une sortie;
— étant donnés deux prographes

S1 52
T 1.0
€1 €9

les assemblages

(lorsque s1 = e3)

sont des prographes. Le prographe p; * ps a ey + e entrées et s; + s9 sorties.
Si s; = ey alors p; o po est le prographe a e entrées et s sorties ou on a
branché la premiere sortie de p; a la premiere entrée de ps et ainsi de suite.

Par exemple, le prographe
g2
]
92

o [0 | o2

possede 6 entrées, 7 sorties et est composé de 6 générateurs (g;, deux géné-
rateurs ga, gs, ga et gs).




Nous proposons au cours du chapitre 3 diverses réponses a la question :
étant donnés un ensemble de générateurs G et des entiers e, n et s, combien
y a-t-il de prographes a e entrées, s sorties et composés d’exactement n
générateurs tous issus de ’ensemble G 7

La principale difficulté pour répondre a cette question vient de I'ambi-
guité de la grammaire qui engendre les prographes. Nous présentons dans
la partie 3.1.2 une grammaire non ambigué qui engendre les prographes en
montrons au passage, dans le théoreme 3.1.13, qu’ils forment des objets al-
gébriques libres appelés pros libres.

Nous déduisons de cette nouvelle grammaire le théoréme 3.2.4 qui exhibe
une bijection entre les prographes et des familles de chemins colorés en trois
dimensions, formalisées dans la définition 3.2.3. Par une étude classique de la
combinatoire des chemins, nous obtenons des formules de récurrence sur les
prographes dans la proposition 3.3.1 et dans le théoreme 3.3.2. Ainsi qu’une
équation fonctionnelle pour la série génératrice des prographes (3.23) dans le
théoreme 3.3.6. Nous exhibons dans I'exemple 3.3.7, une maniere de modéliser
par les prographes la notion biologique d’arbre tandem de duplication. Enfin,
nous découvrons deux formules closes pour les prographes, n’utilisant qu’un
type de générateurs, dans les théoremes 3.3.8 et 3.3.9.

Le dernier axe de recherche de ce manuscrit porte sur la réécriture dans
des quotients magmatiques. L’ opérade magmatique Mag est ’ensemble
de tous les arbres binaires, doté des compositions partielles o; suivantes :
étant donnés deux arbres t et s, 'arbre

to;s

est 'arbre binaire obtenu en greffant 1’arbre s sur la ¢ feuille de I'arbre t.
Par exemple,

. P
*/*\* o * o *\ \/*
N 45 % T * *
* V2N

Si n est le nombre de feuilles des arbres t; et t; alors on appelle relation
de congruence engendrée par t; = t la plus petite relation d’équivalence
définie sur les arbres par

}




pour tous les arbres binaires sy, ..., s, et p. On note

Mag /

(t1 =t2)

I’espace quotient de Mag par la relation de congruence engendrée par t; = ts.
Pour tout entier v > 1, les arbres peigne gauche et peigne droit de
degré v sont respectivement les arbres

p(}) = * et p(\V) = *

Nous appelons opérade peigne de taille v 'opérade quotient

CAs") = Mag/<p ) 2 >
AN

Nous caractérisons dans la proposition 4.2.3 tous les morphismes entre les
opérades peignes. Cette caractéristique fournit une structure de treillis sur
ces opérades que nous exposons dans le théoreme 4.2.4. Nous dessinons une
partie de ce treillis dans la figure (4.5).

Nous avons ensuite étudié individuellement des opérades magmatiques.
Nous montrons dans le théoreme 4.2.5 une présentation finie, confluente
et terminante de CAs®. Nous déduisons de cette présentation la propo-
sition 4.2.6 qui explicite la série de Hilbert de CAs®. En développant cette
série nous obtenons la formule close (4.20) pour le nombre de classes d’équi-
valences d’arité n. Nous terminons notre étude de CAs® en exhibant ses
formes normales (4.22) et (4.23) pour notre présentation.

Dans la partie 4.2.2, nous conjecturons a partir de plusieurs explorations
informatiques qu’il n’existe pas de présentation finie, confluente et terminante
de CAs") quand v > 4 et ol les membres gauches et droits des régles de
réécriture appartiennent a Mag.

Nous effectuons dans la partie 4.3 une étude exhaustive des 10 quotients
magmatiques du type

Mg/

ou t; et ty sont des arbres binaires a 3 nceuds. Nous répartissons ces quotients
en six classes d’équivalence (4.24). L'une d’entre elles est réduite & CAs®

Pour quatre autres, nous donnons des présentations finies, confluentes et
terminantes. Nous exposons également leurs séries de Hilbert (4.3.2) et des
formules closes (4.3.3). Nous concluons I’étude de ces quatre classes d’équiva-
lence en donnant des réalisations combinatoires dans les théoremes 4.3.4, 4.3.5,

(t1 =t2)



4.3.6 et 4.3.7. Pour la derniere classe d’équivalence, nous conjecturons dans
la partie 4.3.3 qu’elle n’admet pas de présentation finie, confluente et termi-
nante.
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Préface

Combinatoire

La combinatoire est un vaste domaine. Il n’est pas simple d’en donner
une définition. S’il nous fallait en énoncer une, nous dirions sans doute que
la combinatoire est I’ensemble des techniques qui servent a dénombrer ou
énumeérer des ensembles paramétrés finis.

Elle se scinde historiquement en plusieurs branches dont la combinatoire
énumérative et la combinatoire algébrique. La combinatoire énumérative
s’'intéresse principalement au dénombrement. Un de ses objectifs est de pro-
poser des formules pour compter des objets combinatoires. Evaluer la per-
tinence d'une de ces formules n’est en général pas automatique. Cela releve
le plus souvent d’un art qui prend en compte divers parametres tels que
la complexité de la formule, ses liens avec d’autres objets combinatoires, sa
concision, ... Une de ses autres branches, la combinatoire algébrique, fait
le pont entre la combinatoire et l'algebre. Elle applique, entre autres, les
techniques combinatoires aux structures algébriques et inversement dote les
objets combinatoires de structures algébriques.

Contexte et projet

Nos travaux empruntent ces deux branches de la combinatoire sur trois
types d’objets différents. Du plus spécifique au plus général, il s’agit des
mots, des arbres (binaires) et des circuits (ou prographes). Ces objets sont
les éléments de structures algébriques respectivement appelées monoides,
opérades et pros. La recherche combinatoire sur celles-ci est un sujet vaste
et varié. On peut classer ces structures en au moins deux catégories : les
libres et les non libres.

Une structure (telle qu'un monoide, une opérade, un pro, ...) est libre
quand chaque relation entre ses éléments découle des axiomes définissant son
type de structure. Les monoides libres sont en quelque sorte les versions les
plus génériques des monoides. Les autres monoides peuvent étre fabriqués en
ajoutant des relations aux monoides libres. En algebre, on dit qu’on « quo-
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12 PREFACE

tiente » un monoide libre par des relations afin d’en définir un autre. Les
dénombrements des monoides libres et des opérades libres reviennent respec-
tivement a nombrer les mots sur un alphabet donné et les arbres pour un
ensemble de nceuds donné. Il s’agit d’exercices combinatoires élémentaires,
bien connus et maitrisés. Cependant, le dénombrement des pros libres qui en-
gendrent les circuits est plus ardu et n’avait pas été traité. Nous y répondons
dans le chapitre 3 qui reprend en partie notre publication | ].

L’étude énumérative des monoides, opérades et pros non libres est plus
difficile et éclectique. Méme en se restreignant aux monoides, on est le plus
souvent contraint de les étudier au cas par cas. Ceci est devenu un domaine de
la combinatoire des mots [ |. La combinatoire énumérative des opérades
a généralisé aux arbres des théories, comme celle de la réécriture | ,
originellement développées sur les mots. Nous apportons notre contribution
a ce domaine dans le chapitre 4 en étudiant, principalement sous ’angle de la
réécriture, des familles de quotients d’opérades. Cet apport provient de nos
articles | ) |. La réécriture dans les pros [ | ou plus géné-
ralement 1’étude énumérative des pros non libres reste a notre connaissance
peu étudiée.

Toutes ces structures peuvent contenir des sous-structures. Par exemple,
les monoides inclus dans d’autres monoides sont appelés des sous-monoides.
Une partie de la combinatoire algébrique tente d’exhiber les criteres qui ga-
rantissent que la liberté d’une structure se transmette a ses sous-structures.
C’est-a-dire, sous quelles conditions les monoides, opérades et pros inclus
dans d’autres structures libres du méme type sont libres. Ce domaine res-
treint aux monoides est appelé la théorie des codes. Elle a été édifiée entre
les années 60 et 90 | ]. Certains problémes originels qui ont motivé
le développement de cette théorie sont toujours ouverts. Cependant, nous
avons de nos jours une puissance de calcul qui nous permet de nouvelles ap-
proches. Nous exposons cette démarche dans le chapitre 2 qui englobe notre

publication | |. La théorie des codes a été en partie généralisée aux opé-
rades | | et n’a, & notre connaissance, pas encore été extrapolée aux
pros.

La programmation informatique va nous accompagner sous diverses formes
au cours de ce manuscrit. Pour la combinatoire énumérative, elle nous aidera
a conjecturer des formules et des liens entre des objets avant de les démon-
trer; tandis qu’elle nous servira en combinatoire algébrique a trouver des
objets vérifiant certaines contraintes ou a prouver leurs inexistences.



Chapitre 1

Introduction

Commencons par 1’étude d’un probleme de combinatoire algébrique issu
de la théorie de la communication. Bien que connu, le lien entre ces deux
domaines est souvent évoqué de maniere lacunaire ou est tout simplement
ignoré dans la littérature.

1.1 Un probléeme de communication

Nous souhaitons organiser la transmission de messages écrits dans une
langue alphabétique a travers un canal (sans perte) n’acceptant que des suites
binaires. Appelons S et JC'! les deux personnages souhaitant communiquer
a travers ce canal. Pour cela, ils peuvent se mettre d’accord, a priori, sur une
table qui encode chaque caractere de leur alphabet en une suite binaire finie.
Par exemple, si S et JC' choisissent la table d’encodage

Lettre H Encodage

a 0011

b 01000 (1.1)
c 1

d 10

alors pour transmettre le message bac il leur faudra envoyer sur le canal la
suite binaire
0100000111.

De méme, si S envoie cbec a JC alors JC' recevra la suite binaire

10100011. (1.2)

1. Les lettres a et b étant déja utilisées dans cette introduction, nous avons tiré ces
initiales au hasard.

13



14 INTRODUCTION

Cependant, cette suite binaire est également l’encodage du message dda.
La communication est de ce fait ambigué! Ils ne peuvent donc pas utiliser
n’importe quelle table d’encodage. Nous appelons code un ensemble de suites
binaires tel que chaque suite binaire admette au plus une décomposition en
¢léments de ’ensemble. L’ensemble

{0011, 01000, 1, 10},

issu de la table (1.1), n’est donc pas un code puisque que nous savons que la
suite (1.2) admet au moins deux décompositions différentes. En effet,

10100011 = (1)(01000)(1)(1) = (10)(10)(0011)

La communication sera non-ambigué si et seulement s’ils choisissent une table
d’encodage dont ’ensemble des suites binaires d’encodage forme un code.

Une facon simple de construire un code est d’utiliser la notion de préfize.
On dit qu’une suite binaire x est préfire d’une autre suite binaire y s’il
existe une suite binaire u telle que

Y = TU.

Par exemple, la suite 01 est un préfixe de la suite 011101 mais pas de la
suite 110. Par extension, on dit qu’un ensemble de suites binaires est préfixe
si aucune de ses suites n’est le préfixe d’une autre suite de ’ensemble. Par
exemple, ’ensemble infini

{1,01,001, 0001, 00001, ...}
est un ensemble préfixe. En effet, aucun élément de la forme

0---01  (pour n > 0)
n

n’est le préfixe d’'un autre élément de cette forme. Un ensemble préfixe est
nécessairement un code car si une suite binaire a deux décodages différents
alors le premier élément d’'une des décompositions est le préfixe du premier
élément de I'autre décomposition. Par exemple, dans la table (1.1), 'encodage
de la lettre ¢ est un préfixe de 'encodage de la lettre d.

Nous savons maintenant, par exemple, que les tables

Lettre H Encodage Lettre H Encodage
a 1 a 00
b 01 (13) © b 01 (1.4)
c 001 c 10
d 0001 d 11
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permettent une communication non-ambigué. Un code n’est pas nécessaire-
ment préfixe. Par exemple, I’ensemble

{1,101} (1.5)

est un code non préfixe. Démontrons que 1’ensemble (1.5) est un code. Si un
message encodé contient plus de deux chiffres et que le deuxiéme est un 0
alors nécessairement la premiere lettre est un b sinon c’est un a. Il suffit
de retirer ’encodage de la lettre que l'on vient de décoder au message et
de recommencer 'opération. Chaque suite binaire aura donc au plus une
décomposition en éléments de 'ensemble (1.5).

La table (1.4) est issue d’une famille particuliere de codes préfixes. En
effet, on peut plus généralement encoder toutes les lettres par des suites
binaires de longueur n, ot n est le plus petit entier tel que 2" soit supérieur ou
égal au nombre de lettres. Cependant, on ne se contente pas de ce type de code
car le fait d’autoriser des suites d’encodages de longueurs différentes peut
permettre de compresser les messages. Par exemple, en francais la lettre e
est plus fréquente que la lettre w. Il serait donc judicieux de choisir une suite
plus courte pour encoder la lettre e que pour encoder la lettre w.

On peut facilement engendrer les codes préfixes. Il suffit de prendre un
arbre binaire, par exemple :

(1.6)

Puis pour chaque chemin de la racine a une feuille on produit une suite
binaire grace au mécanisme suivant : on écrit 0 quand on emprunte une
branche gauche et 1 quand on emprunte une branche droite. Par exemple, la
feuille colorée en rouge
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va produire la suite 0100. Le code préfixe engendré par un arbre sera 1’en-
semble des suites ainsi produites. L’arbre (1.6) engendre donc le code préfixe

{000,001, 0100, 011,1} .

Il n’est pas difficile de montrer que tous les codes préfixes peuvent étre ainsi
engendrés.

Un des intéréts de l'utilisation des codes préfixes est qu’ils permettent de
décoder a la volée. C’est-a-dire qu’il n’est pas nécessaire de recevoir I'intégra-
lité du message pour commencer a le décoder. En effet, si la table d’encodage
utilise un code préfixe alors JC' peut décoder le message par le procédé sui-
vant : la premiere lettre du message est nécessairement 'unique lettre dont
la suite d’encodage est un préfixe du message. Il peut ainsi retirer ’encodage
de la lettre et recommencer le processus. Par exemple, si S et JC' utilisent
la table (1.3) et que JC regoit l'octet

00010100

en provenance de S alors méme si le message est nécessairement incom-
plet, JC' sait déja qu’il commence par db.

Notons qu’il existe en général des algorithmes, comme celui de Sardi-
nas—Patterson | |, pour tester si un ensemble est un code. Mais quel code
choisir pour communiquer ? Les codes préfixes sont-ils suffisants ? Comme
nous allons le voir dans les trois sous-parties suivantes, cela dépend des
contraintes que 1’on souhaite satisfaire.

1.1.1 L’inégalité de Kraft-Redheffer

En 1949, Leon Kraft et Raymond Redheffer? | | ont démontré que
si ’ensemble

{z1,29,..., 2}

2. Le résultat qui suit est souvent nommé inégalité de Kraft dans la littérature. Cepen-
dant, & la page 20 de sa these | |, Kraft attribue I'inégalité & Redheffer.
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est un code alors nécessairement

n

Yookl <,

i=1

ou la notation |z| désigne la longueur de la suite z. Ils montrent réciproque-
ment, qu’étant donnés des entiers ¢, ..., ¢, > 0 tels que

n
Yo«
i=1

alors il existe un code préfixe

{p17p27 s 7pn}

tel que
Ipil =i
pour tout ¢ € [1,n].

On en déduit que pour tout code il existe un code préfixe dont les suites
ont les mémes longueurs. Si on souhaite optimiser un code par la longueur
de ses suites alors on peut tant qu’a faire choisir un code préfixe et profiter
de leurs propriétés, vues dans la partie précédente.

1.1.2 Non commutativement préfixe

Il se peut cependant que la transmission sur le canal binaire des chiffres 0
et 1 ne soit pas homogene. Par exemple, I’envoi d'un 1 peut correspondre a
une impulsion électrique et celui d’un 0 a une pause. La transmission d'un 1
consomme donc plus d’énergie que celle d’'un 0. Peut-on tout de méme se
restreindre aux codes préfixes ? C’est-a-dire, étant donné un code, existe-t-il
nécessairement un code préfixe avec le méme cotit énergétique ?

Plus formellement, Perrin et Schiitzenberger ont demandé oralement dans
les années soixante-dix si étant donné un code

{xlyx% s 7‘rn} )
il existait nécessairement un code préfixe

{p17p27 s 7pn}

tel que
il = [pilo et |zl = |pil,



18 INTRODUCTION

pour tout ¢ € [1,n]. La notation |z|; désigne le nombre d’occurrences du
chiffre j dans la suite z.

En 1984, Shor a répondu non en fournissant un exemple | ]. On
appelle ce type de code des codes non commutativement préfixes, car on
ne peut pas construire de code préfixe a partir de ces codes en permutant les
chiffres de leurs suites. Jusqu’a notre article | ], 'exemple de Shor était
le seul code non commutativement préfixe connu. Nous ’expliquons plus en
détail dans la partie 2.1.

1.1.3 Code maximal

Si on peut ajouter des éléments a la table d’encodage de telle facon que
la communication reste non ambigué (c’est-a-dire que I'ensemble des suites
d’encodages reste un code) alors on ne profite pas de toute la « capacité »
de la communication. Méme si le code qu’on utilise a suffisamment d’élé-
ments pour encoder notre alphabet, il peut étre intéressant d’en ajouter.
Par exemple, en frangais la lettre ¢ est trés souvent suivie par la lettre wu,
on pourrait donc encoder la suite gu par une suite plus courte que la suite
concaténant les encodages de q et de wu.

Un code qui n’est pas inclus dans un autre code est dit maximal. Par
exemple, le code

{00,01,10,11}

issu de la table d’encodage (1.4) est maximal. En effet, on ne peut pas y
ajouter une suite de longueur paire car celle-ci serait décomposable en élé-
ment du code et on ne peut pas non plus y ajouter une suite de longueur
impaire car la concaténation de la suite avec elle-méme serait de longueur
paire et donc décomposable. On ne peut donc pas ajouter de lettre a la table
d’encodage (1.4).

Bien évidement, tout sous-ensemble d’un code (maximal) est un code.
Pour cette raison, une grande partie de la théorie des codes se ramene a
I’étude des codes maximaux.

Cependant, on ne sait pas s’il existe un algorithme qui prend en entrée
un code et répond si le code est inclus ou non dans un code maximal fini.
Ce probleme est appelé le probleme de l’inclusion. 11 existe en effet des codes
finis non inclus dans des codes maximaux finis. Par exemple, Antonio Restivo
a démontré que le code

{00000, 01, 1, 100}

n’est pas inclus dans un code maximal fini | -
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Schiitzenberger a conjecturé® que tous les codes maximaux finis sont
commutativement préfixes. On 'appelle la conjecture commutativement équi-
valent. Si elle est vraie alors cela signifie que pour des communications uti-
lisant des codes maximaux finis, on peut tant qu’a faire choisir un code
préfixe et cela méme si la transmission sur le canal n’est pas homogene. Le
chapitre 2 de ce manuscrit est principalement consacré a la recherche d’'un
contre-exemple a la conjecture. Remarquons que sans ['hypothese mazimal,
la conjecture est fausse d’apres ’exemple de Shor, énoncé dans la partie 1.1.2.

Nous verrons au début du chapitre 2 que la théorie combinatoire des codes
coincide avec la théorie algébrique des monoides et sous-monoides libres. Le
deuxieme theme que nous étudierons dans ce manuscrit est la combinatoire
des circuits. Les circuits sont également des objets libres d’une structure
algébrique et ils sont plus généraux que les suites finies de bits que nous
venons d’étudier.

1.2 Combinatoire des circuits

Les circuits sont composés d’éléments insécables que 'on appelle compo-
sants. Un composant est une boite munie d’entrées et de sorties. Voici un
composant avec 3 entrées et 5 sorties :

Plus généralement, un composant ¢ qui possede e entrées et s sorties se
dessine ainsi :

3. Nous ne connaissons pas la date précise de découverte de la conjecture. Cependant,
Schiitzenberger 1'a présentée en 1965 | ].
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On peut combiner des composants de fagon planaire (sans que les fils ne se
croisent) afin d’obtenir des circuits. Par exemple,

—
03]

Ca
e

est un circuit qui possede 6 entrées, 7 sorties et qui est constitué de 6 com-
posants (¢, deux composants cq, 3, ¢4 €t ¢s).

Les circuits permettent de modéliser des objets aussi variés que des cir-
cuits électroniques imprimés (le fait que les connections ne se croisent pas
permet d’éviter les courts-circuits), des calculs algébriques ou bien des sys-
temes de réécriture | ]. Nous verrons également dans cette introduction
qu’ils permettent de modéliser la notion biologique d’arbres tandems de du-
plication | .

On peut redéfinir les circuits de fagon un peu plus rigoureuse a ’aide de
la grammaire récursive :

— un composant a e entrées et s sorties est un circuit a e entrées et s
sorties ;

— le fil | est un circuit a une entrée et une sortie ;

— étant donnés deux circuits

I’accolement
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forme un circuit & e+e€’ entrées et s+’ sorties; si s = €’ alors le branchement

ot on branche la premiere sortie de € avec la premiere entrée de €’ et ainsi
de suite, forme un circuit a e entrées et s’ sorties.

Nous souhaitons dénombrer et énumérer les circuits. C’est-a-dire qu’étant
donnés un ensemble de composants C et trois entiers e, n et s, nous souhaitons
avoir des formules ou des méthodes pour compter et engendrer les circuits
a e entrées, s sorties et composés d’exactement n composants tous issus de
I’ensemble C.

La principale difficulté que 1'on va rencontrer vient du fait que la gram-
maire qui définit les circuits est ambigué. C’est-a-dire qu’il y a en général des
fagons différentes de construire un méme circuit. Formellement, étant donnés
quatre circuits €y, Cy, Q1 et Qy tels que €1 0 Gy et Q; 0 Qy soient bien définis,
on a

(C10Cy) % (Q109Qy) = (C1%Q;) 0 (CakQy).

Cette relation montre qu’il y a deux manieres de construire le circuit

Cy Qy

Ci 9
11 -]

a partir des circuits Cq, Co, Q; et Qy. La premiere signifie que 'on peut d’un
coté brancher C; avec Gy et d’un autre brancher Q; avec Qy, puis accoler
les deux assemblages. La deuxieme maniere consiste a accoler C; avec Qy
d’un coté et d’accoler Cy avec Qy d’un autre coté, puis brancher les deux
assemblages ensemble.

Il y a d’autres types d’ambiguités possibles lors de la construction d'un
circuit. Il y a par exemple, deux manieres d’accoler ou de brancher trois cir-
cuits ensemble. En algebre, on dit que les opérations * et o sont associatives.
C’est-a-dire, que

(61* 62) *® Ql = (‘31 * ((‘32 x Ql) et que (61 o (‘32) e} Ql = 61 e} (62 o Ql)
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lorsque ces opérations sont possibles. Il y a une derniere ambiguité venant du
fait que brancher un simple fil sur un autre ne change rien. Plus formellement,
si € est un circuit avec e entrées et s sorties alors

Notre probleme d’énumération des circuits est tres général. Commencgons
par un cas particulier.

1.2.1 Les arbres tandems de duplication

Etudions le cas le plus simple parmi les cas encore non décrits dans la
littérature. Car il y a en effet des cas particuliers de circuits que 1’on connait
déja. Par exemple, si on se restreint aux circuits dotés d’une seule entrée et
n’utilisant que des composants

- )

alors les circuits que nous obtenons sont identiques aux arbres binaires 4, dont
nous avons déja parlé au sujet des codes préfixes et dont nous reparlerons
plus en détail dans la partie suivante.

Commencons donc notre étude combinatoire sur les circuits possédant 2
entrées et n’utilisant que le composant

(1.8)

Ces circuits auront nécessairement n-+2 sorties, ou n est le nombre de compo-
sants dont il est constitué. En effet, ces circuits ont deux entrées et a chaque
fois que nous leurs branchons un nouveau composant du type (1.8), celui-ci
ajoute une sortie.

Dans ce cas tres particulier, notre probleme de dénombrement de circuits
revient a étudier la suite d’ensembles A,,, indexée par le parametre n et que
nous définissons ainsi : pour un entier n > 0, nous appelons A, '’ensemble
des circuits possédant 2 entrées, n + 2 sorties et exactement n composants,
tous du type (1.8). Nous notons a,, le nombre d’éléments de A,,.

N’ayant a priori aucune connaissance sur cette suite nous allons essayer
de mieux comprendre sa « mécanique » en calculant ses premiers termes. Le

4. avec la racine en bas et les feuilles en haut, comme dans la nature.
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premier terme est I’ensemble Ay, celui-ci ne contient que le circuit réduit a 2
fils cote a cote

Nous en déduisons que ag vaut 1. De méme, a; vaut 1 car 'ensemble A; ne
contient que le circuit réduit a un composant

.

L’ensemble A, contient les deux circuits

pour I’ensemble Az, az vaut donc 6.

A ce stade, on pourrait penser que la suite d’entiers a,, correspond tout
simplement a la suite des factorielles n. Certes, nous avons jusqu’a présent
construit les circuits de A, en prenant ceux de A,_; et en y ajoutant un
composant de n manieres possibles. Ce qui correspondrait aux factorielles.
Cependant, a partir de n = 4, les problemes d’ambiguités liés a la construc-
tion des circuits que nous avons exposé précédemment apparaissent. Par
exemple, le circuit
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sera construit deux fois, en ajoutant un composant a un des deux circuits

ou

de 'ensemble Ajz. Notre suite a,, est donc terme a terme plus petite (au sens
large) que la suite factorielle.

Plus n sera grand et plus nous aurons du mal a gérer les ensembles A,,.
Programmons donc cette énumération et récupérons tout simplement les pre-
miers termes de la suite a,. Voici les 13 premiers :

1,1,2,6,22,92,420, 2042, 10404, 54954, 208648, 1660714, 9410772.  (1.9)

Nous allons utiliser ’encyclopédie des suites d’entiers (dont le sigle anglais
est OEIS) qui se trouve a l'adresse

https://oeis.org.

Comme son nom lindique, il s’agit d’une encyclopédie collaborative dont
I'objectif est de recenser les suites d’entiers utilisées par la communauté
scientifique. Le site dispose d’un moteur de recherche, en y entrant notre
suite (1.9), nous ne trouvons pas de référence aux circuits mais nous trou-
vons la référence A264868 :

Number of rooted tandem duplication trees on n gene segments.

Cela signifie que pour les 13 premiers termes, il y a a,, arbres tandem enracinés
de duplication sur n+1 genes | |. Cela peut étre une simple coincidence.
Le site OEIS nous indique des articles contenant la définition des arbres
tandems et des formules combinatoires pour les dénombrer | |. Une
de ces formules nous a d’ailleurs inspiré pour produire le théoréme 3.3.2 sur
le dénombrement des circuits en toute généralité. Nous démontrerons le lien
entre les circuits et les arbres tandem dans I’exemple 3.3.7.

Etudions un autre cas particulier afin de trouver des liens avec d’autres
objets combinatoires.

1.2.2 Chemins combinatoires

Rentabilisons notre programme qui énumere les circuits en recommen-
cant I’énumération sur un exemple un peu plus complexe. Etudions la suite


https://oeis.org
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des ensembles B, qui contiennent les circuits a une entrée, n 4+ 1 sorties et
composés de n composants du type

ou

De méme, nous notons b,, le nombre d’éléments contenus dans I’ensemble B,,.
Nous obtenons ce coup-ci la suite

1,1, 3,14, 83,568, 4271, 34296, 288946, 2524676, 22695611, 208713400.

Une nouvelle fois, ces termes correspondent a une suite enregistrée dans
OEIS. La suite correspondante est la suite A224776 qui énumere des che-
mins combinatoires. Cette information est particulierement alléchante car
les chemins sont des objets classiques en combinatoire, facilement générali-
sables et bien moins exotiques que les circuits (voir le chapitre 10 de | ]
pour une synthese).

La suite A224776 est définie comme la suite des nombres ¢,, qui sont les
nombres de chemins du point (0,0) aux points (n,n + 1), n’utilisant que les
pas

(0,1) =T et (L,=1) : \, (1.10)

restant au-dessus de l'axe des abscisses et restant en-dessous de la droite
d’équation y = x+1. Graphiquement, un chemin va compter pour le nombre ¢,
s’il relie les points rouges

n+1

en utilisant les pas (1.10) et en restant dans la zone violette. Par exemple, le
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chemin

compte pour le nombre cs.

On peut aisément calculer une formule de récurrence pour ces chemins.
Afin de T'obtenir, on généralise la suite ¢, en raffinant les chemins qu’elle
compte. On définit p,, comme le nombre de chemins du point (0,0) au
point (n, k) n’utilisant que les pas (1.10) et contraint a la méme zone que les
chemins associés a ¢,,. Graphiquement, le pseudo-chemin

va compter pour p,, k.
La suite doublement indexée p, ; est bien un raffinement de la suite c,,
au sens ou P, ,+1 = Cp. On peut remarquer, comme illustré dans la figure
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qu'un de ces chemins non vide qui arrive au point (n, k) provient soit du

point (n—1,k+ 1) par le pas (1, —1) soit du point (n, k— 1) par le pas (0, 1).
On déduit de cette remarque élémentaire que

Pnk = Pn—1,k+1 + Pn k-1,

lorsque n, k > 1. Formellement, on obtient la relation de récurrence

1 sin=k=0,
Pk =94 Pnk—1+Pn1ky1 sin>0et 0<k<n+1, (1.11)
0 sinon.

On se munit d'une formule de récurrence pour la suite ¢, en spécialisant &
an-+1.

Nous montrerons un lien formel entre les circuits et les chemins dans le
théoréme 3.2.4. La formule de récurrence (1.11) nous a également inspiré
pour la proposition 3.3.1 qui s’applique a tous les circuits.

Nous venons d’explorer quelques pistes afin de dénombrer les circuits.
Cependant, nos dénombrements ne prennent pas en compte les cas ou les
composants ont des relations entre eux autres que celles données par les
regles d’assemblage. En termes algébriques, on dit que nous avons étudié des
structures libres. Par exemple, si on choisit le composant

pour modéliser I'opération qui consiste a multiplier 'entrée par —1 alors on
ne capture pas le fait que sémantiquement

Ces circuits équivalents seront comptés et énumérés plusieurs fois. Dénombrer
les circuits en prenant en compte une sémantique est un vaste et éclectique
sujet. Nous allons I’'aborder dans la derniére partie en nous restreignant aux
arbres binaires.
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1.3 Relations arborescentes

Soit * une opération binaire associée a un espace E. Pour z,y € E, on
peut modéliser le calcul x * y par I’arbre binaire

*

/ N\

z )

Plus généralement, on peut récursivement modéliser chaque calcul de 1'es-
pace (E,*) par un arbre binaire. En effet, une expression de ce type est soit
un élément = de E que l'on représente par une feuille x soit un calcul de la
forme

€1 * €9,

ou e; et ey sont des calculs du méme type, que l'on représente par ’arbre

*

/N

te, te,

ol t, et t., sont les arbres modélisant respectivement les expressions e; et es.
Par exemple, I’expression

(1 % (x9 % x3)) * (x4 * T5)
est modélisée par ’arbre
*
* *
/NN (1.12)
T * Ty Ty
T2 X3
Comme pour les circuits dans la partie précédente, nous ne nous intéres-
sons pas aux valeurs des entrées mais uniquement aux différentes composi-
tions possibles des opérations. Pour I'espace (E, *), il n’y a qu'une opération
et elle ne vérifie pas de relation particuliere. Le dénombrement de toutes ces
compositions revient donc a dénombrer ’ensemble des arbres binaires, que

I’on note Bin. Comme nous ’avions évoqué, le dénombrement des arbres bi-
naires avec pour parametre le nombre de feuilles (qui correspond au nombre
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d’entrées dans le circuit) est bien connu. Cela correspond a la suite de Cata-
lan, dont la référence OEIS est A000108. Formellement, il y a

1 (271—2) _ (2n —2)!

n\n—1 (n—1)n!

arbres binaires a n feuilles. Une maniere concise de répondre a la question du
dénombrement est de donner la série de Hilbert de ’espace qu’on étudie, Bin
dans le cas présent. C’est-a-dire, la série

J‘CBin(t) = Z hntn,

n>1

ou h,, est le nombre d’arbres binaires a n feuilles. On a donc

Hain(t) = mt” — 1-vi-4 V21_4t

n>1

Nous allons maintenant étudier le cas ou l'opération * est associative.

1.3.1 Relation d’associativité

Si I'opération * est associative, comme la concaténation de suites® ou les
opérations * et o d’assemblages des circuits %, alors

(xxy)xz = x*(y=*2) (1.13)

pour tous les éléments x, y, 2 € E. Notre objectif est de prendre en compte ce
type de relations dans nos dénombrements de tous les calculs possibles sur un
espace donné, sans compter en double des expressions différentes mais équi-
valentes. Pour cela nous pouvons modéliser la relation (1.13) par la relation

NN -
/\ /\

sur les arbres. Nous ne nommons pas les feuilles dans les arbres de la rela-
tion (1.14) car elle est vraie pour tous les triplets d’éléments.

Il faut noter qu’en supposant la relation (1.14) vraie, on doit 'appliquer
localement dans n’importe quel arbre de n’importe quelle taille. On dit que

5. vue dans la premiére partie sur les codes.
6. vues dans la deuxiéme partie.
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la relation (1.14) passe au contexte. Par exemple, I'arbre (1.12) est équivalent
a 'arbre

*
/N
* *
/NN (1.15)
* Zz Ty s
/\
T X
si la relation (1.14) est vraie.

L’ensemble des arbres modélisant des calculs dont les opérations sont
soumises a des relations est formalisé par la notion d’espace quotient.

3

2

1.3.2 Espace quotient

Soit n est le nombre de feuilles des arbres t; et t5. On appelle relation
de congruence engendrée par t; = t; la plus petite relation d’équivalence
définie sur les arbres par

}

pour tous les arbres binaires si,...,s, et p. Par exemple, les arbres (1.12)
et (1.15) sont équivalents pour la relation de congruence engendrée par

*/*\ / *\* . (1.16)
/\ /\

On note

Bln/<t1£t2> (1.17)

I'espace quotient de Bin par la relation de congruence engendrée par t; = ts.
Les arbres (1.12) et (1.15) sont donc égaux dans 'espace quotient

(1.18)

N
*k =
/A /

Bin< * *.*\ >
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L’espace (1.18) est généralement noté As. On I'appelle le quotient associa-
tif car il modélise tous les calculs possibles qui n’utilisent qu’'une opération
binaire associative.

Dénombrons les arbres de As, c¢’est-a-dire ’ensemble des calculs possibles
avec une opération binaire associative. Montrons par récurrence que pour
tout n > 1, les arbres avec exactement n feuilles sont égaux dans As. C’est
évident pour n = 1,2 et 3. Supposons maintenant l'assertion vraie pour
tous les entiers k tels que k£ < n. Soit deux arbres binaires t; et t, avec
exactement n + 1 feuilles chacun, ces arbres se décomposent ainsi

4y = /\ et tp = /\ )

g’q dtl g’tz dt2

ou gy, , dy,, gi, €t di, sont des arbres binaires. Notons respectivement m; et ms
les nombres de feuilles des arbres g, et gi,. Si m; = my alors par hypothese
de récurrence on a que gy, = g, et dy, = dy,, donc t; = t5. Si my # my alors
on peut supposer sans perte de généralité que m; > my. Dans ce cas, on peut
constater que
* *
/\ / N\

*  dy 99y * , (1.19)

/\ /\

994 gdt1 gd’tl dt1

ou ggy, et gdy, sont des arbres binaires. On se ramene au cas précédent, en
itérant my —ms fois le procédé (1.19). On obtient dans tous les cas que t; = to.
On conclut la démonstration grace au principe de récurrence.

Algébriquement, nous venons de prouver que tous les parenthésages du
produit, par une opération associative, de n opérandes sont équivalents. Les
parentheses sont donc superflues dans ce cas.

On appelle série de Hilbert d’un espace quotient Q, la série

Ho(t) == hut",

n>1

ou h,, est le nombre d’arbres dans I'espace Q avec exactement n feuilles. Nous
déduisons de la démonstration qui précede que la série de Hilbert de As est
ot
=17

Afin de montrer que deux arbres sont équivalents dans As, nous nous
sommes contentés dans (1.19) de remplacer 'arbre a gauche de (1.14) par

I’arbre a sa droite. Cette technique est formalisée par la notion de regle de
réécriture.

Has(t) =t +12+> + ¢+
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1.3.3 Reéécriture dans les quotients

Un ensemble de régles de réécriture est un ensemble de couples d’arbres
avec le méme nombre de feuilles. On le note souvent — et on note t; — t5 le
fait que (t1,t2) € —. On appelle relation de réécriture engendrée par —,
la plus petite relation = définie sur les arbres par

pour tous les couples t; — {5 et tous les arbres binaires p, s1, ..., S,, ou n est
le nombre de feuilles de ’arbre t;.

Comme pour les congruences, la relation = est le passage au contexte
des reégles de I'ensemble —. Par exemple, si = est la relation de réécriture
engendrée par I'unique regle

/*\ /*\
/*\ — /*\ (1.20)
N\ N\
alors
VANAN
JN o SN (1.21)

/\ /\
/ \ / \

Un arbre n’a pas nécessairement une unique maniere d’étre réécrit. En effet,
on a également dans ce cas la réécriture

*/ \ /*\
*/ \ = /*\ /*\ . (1.22)
- N\
/ N\
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Deux arbres t et t' sont égaux dans I'espace quotient

Bm/mEQ> (1.23)
si et seulement s’il existe des arbres binaires x1, ...,z tels que
t<:>$1<:>"'<:>l’k<:>f/, (124)

ou xr < y signifie que =1y ou y=-x et = est la relation de réécriture
engendrée par la regle t; — t. Pour tester si deux arbres sont équivalents, il
suffit donc de chercher des chaines de réécritures du type (1.24). Dans le cas
de As, on sait qu’ils sont égaux si et seulement s’ils ont le méme nombre de
feuilles.

On note que les arbres a droite des réécritures (1.21) et (1.22) ne peuvent
pas étre réécrits par la relation de réécriture engendrée par la reégle (1.20).
On dit qu’ils sont en forme normale pour cette relation.

En reprenant le raisonnement (1.19) du point de vue de la réécriture, on
obtient que tous les arbres a n feuilles se réécrivent apres un certain nombre
d’étapes en 'arbre

*
/ N\
*
dn = /-1
*
/\
pour la relation de réécriture engendrée par I'unique regle
* *
SN N

Les arbres d,, sont appelés les peignes droits. Symétriquement, on appelle
peignes gauches les arbres

(1.25)

*
7\
*
g?’l = n — 1 // \
*
/\
On peut de méme montrer que la regle de réécriture dy — go qui est l'in-

verse de la regle de réécriture (1.25) donne pour formes normales les peignes
gauches.
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Nous généraliserons, entre autres, dans la partie 4.2, ces raisonnements
aux quotients de Bin par les relations g, = d,,.

Plan du manuscrit

Le chapitre 2 est principalement consacré a la recherche d’un contre-
exemple a la conjecture commutativement équivalent. Notre stratégie est de
trouver des codes non commutativement préfixes dans la partie 2.1, puis de
voir dans la partie 2.2 si 'un d’entre eux est inclus dans un code maximal
fini.

Nous avons trouvé des codes non commutativement préfixes en étudiant
d’abord le cas général dans la sous-partie 2.1.1, puis en nous restreignant aux
codes balonnettes dans la sous-partie 2.1.2.

Pour étre inclus dans un code maximal fini, un code doit vérifier cer-
taines conditions. Nous étudions dans la sous-partie 2.2.1 une de ces condi-
tions liée aux factorisations des groupes cycliques. Elle nous permet entre
autres de calculer des bornes inférieures sur les tailles des codes maximaux
finis susceptibles de contenir nos codes non commutativement préfixes. Nous
introduisons dans la sous-partie 2.2.2 le concept de code modulaire baion-
nette complet. Celui-ci nous permet d’améliorer certaines bornes inférieures
obtenues dans la sous-partie précédente. Pour conclure ce chapitre, nous pro-
posons dans la sous-partie 2.2.3 un code dont nous conjecturons qu’il est le
plus petit code non inclus dans un code maximal fini.

Nous étudions la combinatoire des circuits dans le chapitre 3. Nous pré-
sentons et démontrons une construction combinatoire des circuits dans la
partie 3.1. Nous déduisons de cette construction, une bijection entre les cir-
cuits et des chemins combinatoires que nous exposons dans la partie 3.2.
Nous obtenons des résultats de combinatoire énumérative dans la partie 3.3
grace a une étude de ces chemins. Plus précisément, la sous-partie 3.3.1 ras-
semble les formules de récurrence, la sous-partie 3.3.2 contient une équation
fonctionnelle et la sous-partie 3.3.3 propose deux formules closes pour les
circuits n’ayant qu’un seul type de composant.

Nous étudions dans le chapitre 4 la combinatoire énumérative de certains
espaces quotients définis par des relations arborescentes. Nous étudions dans
la partie 4.2 les quotients peignes. Plus précisément, dans la sous-partie 4.2.1,
nous exhibons une structure de treillis sur ’ensemble des quotients peignes.
Dans la sous-partie 4.2.2, nous étudions des ensembles de regles de réécritures
associés a ces quotients ainsi que leurs séries de Hilbert. Nous concluons ce
chapitre par la partie 4.3, ou nous étudions les 10 quotients de Bin par les
relations qui confondent deux arbres possédant exactement 4 feuilles. Pour
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chacun de ces quotients, nous donnons entre autres sa série de Hilbert et une

réalisation combinatoire.
Nous cloturons ce manuscrit en présentant des pistes de recherches dans

la partie perspectives.
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Chapitre 2

Une exploration informatique
de la théorie des codes

Nous avons introduit dans le chapitre 1 des notions de base de la théorie
des codes. Nous allons au début de cette partie réintroduire de maniere for-
melle et plus générale ces notions. Nous recommandons, par ailleurs, le livre
Codes and Automata | | pour une introduction poussée a la théorie des
codes et comme référence pour trouver les démonstrations des propriétés que
nous nous contentons d’évoquer. Commencons par quelques rappels.

Etant donné un alphabet fini A, on appelle code sur cet alphabet un sous-
ensemble X C A* tel que pour tout n,m > 0et x1,...,Zn,Y1,...,Ym € X la
condition

T1T2 Ty = Y1Y2 " "Ym
implique que
n = m et x; = y; pour tout i € [1,n].
Par exemple, 'ensemble {aabb, abaaa, b, ba} n’est pas un code car

(b)(abaaa)(b)(b) = (ba)(ba)(aabb).
On considere qu’il est superflu de préciser 'alphabet associé a un code lorsque
celui-ci se déduit du code.

Un code est dit maximal s’il n’est pas contenu dans un autre code. Un
ensemble XX C A* est dit préfize si aucun élément de X n’est un préfixe d’'un
autre élément de X. On peut facilement démontrer ! qu'un ensemble préfixe
qui ne contient pas le mot vide est un code. Plus généralement, on dit qu'un
code X est commutativement préfixze s’il existe un code préfixe P tel que

Yoa(z) = > alp),

zeX pe?

1. comme nous l'avons fait en introduction pour le cas particulier ot A = {0,1}.

37
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ou « est 'application qui associe a un mot son image commutative. En
d’autres termes, cela signifie quun ensemble X est commutativement préfixe
si on peut construire un code préfixe a partir de X en changeant l'ordre des
lettres dans ses mots. On sait qu’un ensemble X C A* est commutativement
préfixe si et seulement si tous les coefficients de la série

11— ax)
—zexX (2.1)
1— a;ﬁg(a)

sont positifs.

La conjecture commutativement équivalent est 1'un des principaux
problemes ouverts de la théorie des codes. Elle a été proposée par Marcel-
Paul Schiitzenberger [ ]. Elle s’énonce ainsi : tous les codes mazimauz
finis sont commutativement préfizes.

Etant donné un ensemble X, on note X la somme formelle

o

zeX

des éléments de X. Marcel-Paul Schiitzenberger a conjecturé que pour tout
code maximal fini X, il existe P,8§ C A* tel que

X-1=PA-1)8,

ou 1 désigne le mot vide. Cette conjecture est nommeée la conjecture de
la factorisation, elle implique la conjecture commutativement équivalent.
En 1985, Christophe Reutenauer | | a démontré la version faible de la
conjecture de la factorisation suivante : pour tout code maximal fini X, il
existe P, 8 € Z (A) tel que

X—-1=PA-1)8.

Un ensemble X est dit batonnette si X C a*ba*. On appelle un mot de la
forme a*ba* une baionnette car c’est la forme de l'arbre binaire (voir le pro-
cédé (1.6)) qui 'engendre. La restriction de la conjecture commutativement
équivalent sur ces ensembles est appelée la conjecture du triangle. Elle
stipule qu’un code baionnette non commutativement préfixe ne peut pas étre
inclus dans un code maximal fini. Il existe un critere particulierement simple
pour savoir si un code baionnette est commutativement préfixe. En effet, on
sait qu'un code baionnette X est commutativement préfixe si et seulement si

‘DC N AS"‘ < n, pour tout n > 0. (2.2)
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En 1985, Shor | | a trouvé le code baionnette

{b, ba,ba”, ba'?, ba'*, a®b, a*ba?, a*bat, a®ba®, a®b, a®ba?, a®bat, a®bal,

anb,auba,anba2} (2.3)

composé de 16 éléments et inclus dans A=, Il s’agit donc d'un code non
commutativement préfixe. Jusqu’a notre article | |, ¢’était le seul code
connu de ce type. On ne sait toujours pas s’il est inclus dans un code maximal
fini. Si tel est le cas alors la conjecture commutativement équivalent et son
cas particulier la conjecture du triangle seraient fausses.

On connait néanmoins des contraintes sur I’existence d’un code maximal
fini contenant le code de Shor. En effet, on sait que pour tout code maximal
fini X et pour toute lettre u € A, il existe un unique entier k tel que p* € X.
On appelle cet entier I’ordre de la lettre . On peut montrer que si le code
de Shor est inclus dans un code maximal fini alors 'ordre de la lettre a est un
multiple de 330. Ceci signifie qu'un code maximal fini contenant le code (2.3)
contiendrait au moins un mot de longueur au moins 330.

Nous sommes motivés par la recherche d’un contre-exemple a la conjecture
commutativement équivalent. La stratégie que nous adoptons est de d’abord
trouver a l'aide d’ordinateurs des codes non commutativement préfixes puis
de voir s’ils sont inclus ou non dans des codes maximaux finis. Commengons
par la premiere étape : la recherche de code non commutativement préfixe
sur 'alphabet binaire A := {a, b}.

2.1 Codes non commutativement préfixes

2.1.1 Le cas général

Nous avons vu dans les rappels que la littérature fournit le critere (2.1)
pour déterminer si un code est commutativement préfixe ou non. Ce cri-
tere n’est pas un algorithme car il faut vérifier une infinité de coefficients.
Cependant, en le développant, nous obtenons une autre caractérisation.

Théoréme 2.1.1. Soit X C {a,b}", notons
a(X)=> c¢a"b”
i=1

son image commutative, avec x1 +y; < -+ < Ty + Y. L'ensemble X est
commutativement préfive si et seulement si pour tout j tel que 1 < 7 < m,
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J Ti+Y; — T —Y; o < T+ yj '
i=1 Lj— Ti T Zj

Démonstration. D’apres (2.1), 'ensemble X est commutativement préfixe si
et seulement si la série

on a

11— ax)
zeX
1 —a(a+10)

n’a que des coefficients positifs. Cette série est égale a la série
n n m
>y ( > (1 — Zciax"byi> afpbnF.
750 oo \F i=1

L’ensemble X est donc commutativement préfixe si et seulement si pour tous
les entiers n, k tels que 0 < k < n, on a

S (X) < <Z> (2.4)

ou

(== Y
Sp.ie (X) ::Z( P >ci.

i=1
Montrons par récurrence sur n qu’il est suffisant de vérifier la relation (2.4)
pour les couples (n, k) appartenant a I’ensemble

{(x1+y1,21) oy (T + Yy Ti) } - (2.5)

Pour n = 0 et k quelconque, la relation (2.4) est trivialement vérifiée.
Supposons maintenant la relation (2.4) vraie pour n fixé et pour k quel-
conque. Sin+1%# x1 +y1, ..., Tm + Ym alors d’apres la relation de Pascal :

Sn+1,k (:X:) = Sn,k—1 (x) + Sn.k (:X:) .

En appliquant ’hypothese de récurrence, nous obtenons :

o)) (1)

La relation (2.4) est donc vraie en remplagant n par n + 1.
S’il existe un entier r tel que n+ 1 = x, + y, alors il existe j et p tels que

vty <--<n+tl=wt+y==Tip+tYmp < <Tn+ Yn
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Donc

Jj—1 j+p
n+l—z—y n+1—x;—y
Snﬂ’k(fm:Z( k—1-— )CmLZ( >Ci.
7 i=j

i=1 kf — T

Si de plus k # z;,. .., 2,4, alors

j—1
n+1l—x;—y
Sn-i—l,k(x) :Z< E—1—o >Ci-

i=1

En appliquant la relation de Pascal puis ’hypothese de récurrence, nous
obtenons

et () = st (X) + s (0) < (k - 1) + @ - (n ' 1),

Dans tous les cas, nous obtenons le fait que si la relation (2.4) est vraie sur
les couples de I'ensemble (2.5) et pour n alors elle est vraie pour n + 1. On
conclut la démonstration grace au principe de récurrence. O

Remarquons que dans le cas ou I’ensemble X est un ensemble baionnette,
le théoréme 2.1.1 confirme le critere (2.2).

Ce critere fournit un algorithme quadratique pour tester si un ensemble
(a fortiori un code) fini est commutativement préfixe ou non. Avec l'aide
de Michaél Rao, nous avons ainsi pu vérifier en programmant en C/C++
que tous les codes dont les mots sont de longueurs inférieures ou égales a 6
sont commutativement préfixes. Ce programme étant trop lent pour trouver
des codes non commutativement préfixes, nous allons nous restreindre au cas
particulier des codes baionnettes.

2.1.2 Les codes balonnettes

Etant donné un code baionnette X, nous appelons dual du code X le
code baionnette
§(X) = {aibaj | a’ba’ € f)C}

Nous disons que X est auto-dual si X = §(X). Bien évidement, un code
balonnette est commutativement préfixe ou est inclus dans un code maximal
fini si et seulement si son dual I'est. Nous considérons donc dans ce travail
quun code baionnette et son dual sont identiques. Méme s’ils ne peuvent
pas étre égaux dans le cas qui nous intéresse, d’apres la contraposée de la
proposition suivante.
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Proposition 2.1.2. Si X est un code baionnette auto-dual alors X est com-
mutativement préfixe.

Démonstration. Soit X un code baionnette auto-dual et n un entier. Soit €7
I’ensemble

(a’ba* U a*ba’) NAS",
pour ¢ > 0. Nous remarquons que

XNA = || (Xné&P).

0<i<[2]
Ce qui implique que

XnAs = 3 xneEy.

0<i<[3]
Il est suffisant de montrer que
IXNEN <2
pour ¢ > 0. Démontrons-le par ’absurde. Si
XNEY >2
alors il existe j; et jo tels que 2 < j; < jo <n —1iet

a'ba’*, a'ba’?, a’' ba', a’?*ba’ € X.

(aiba‘jl) (ahbai) = (aiban) (ajlbai) )

Ceci contredit le fait que X est un code. Nous savons donc que

Or

‘XQAS"‘ <n

et grace a (2.2), nous pouvons conclure que X est commutativement préfixe.
]

Les codes balonnettes auto-duaux ne peuvent donc pas dépasser la borne (2.2)
mais ils peuvent cependant 'atteindre. Par exemple, pour un entier n, le code
baionnette auto-dual

{aiba"_l_i 0<i< n}

atteint la borne (2.2).
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Exploration informatique

Notre recherche informatique des codes baionnettes non commutative-
ment préfixes va nécessiter un algorithme capable de déterminer si un en-
semble baionnette donné est un code. Nous pourrions utiliser un des al-
gorithmes déja connus | ] comme nous l'avons fait dans le cas géné-
ral. Cependant, nous ne profiterions pas de la restriction aux codes baion-
nettes. Nous avons donc programmé un algorithme reposant sur la théorie
des graphes afin de tester si un ensemble baionnette est un code ou non.

Etant donnés un entier n et un ensemble X C a*ba* N A", nous définis-
sons le graphe orienté G,,s(X)? comme le graphe dont ’ensemble des noeuds
est [0,n — 1] et dont les arétes sont

pour tout a’ba’, a*ba’ € X tels que a’ba’ # a*ba’.
Exemple 2.1.3. Soit X [’ensemble
{a4ba3, a’ba®, aba’®, b, baz} , (2.6)

le graphe G.ps(X) est

La proposition suivante caractérise les codes.

Proposition 2.1.4. L’ensemble baionnette X fini est un code si et seulement
si le graphe G.5(X) ne contient pas de chemin non vide de 0 a 0.

Démonstration. Soit n un entier tel que X C a*ba* NA=". Il y a une aréte
de 7 a j dans le graphe G,ps(X) si et seulement s'il existe u,v € X tels que

a'u = vd’ ou a'ud’ = v.

Par concaténation, il existe un chemin de ¢ a j dans le graphe si et seulement
s'il existe u,v € X* tels que

a'u = va’ ou a'ua’ = v. (2.7)

2. Christophe Reutenauer, nous a signalé I’article | | dans lequel le graphe G,ps est
étudié. Cependant, la démonstration de la proposition 2.1.4 semble inédite.
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Supposons qu’il existe un chemin non vide de 0 a 0 passant par k # 0.
D’apres (2.7), il existe uy, ug, v1,v9 € X* tel que

U = Ulak et ug = akvg.

Donc

U1V2 = V1U2.

Ce qui contredit le fait que X est un code.

Réciproquement, si X n’est pas code alors il existe
a'ba’t, ... a"ba’, a*ba, .. dFrba™ € X
tels que j; # # et
(ailbajl) <a12baj2) e (ai"baj") = (aklbagl) (a’”baéz) e (ak”baé") :

Le graphe G.s(X) contient donc le chemin

0=iy— kil | = ||ljn — o] = lia = ka| | = -+ = |7 — La] = 0|,

Ce qui conclut la démonstration. ]

On déduit de cette proposition que ’ensemble (2.6) de 'exemple 2.1.3 est
un code.

Notre recherche des codes baionnettes non commutativement préfixes
fonctionne par l'algorithme avec retour sur trace (backtracking en anglais)
suivant : étant donné un entier n, nous énumérons en suivant 1’ordre d’inclu-
sion les ensembles baionnettes

X C a*ba* N AS".

L’algorithme retourne sur ses traces lorsque le graphe G.,s(X) contient un
chemin de 0 & 0 et exhibe X lorsque |X| > n.

Nous avons programmé cet algorithme en C et nous avons obtenu les
résultats suivants : il n’y a pas de code non commutativement préfixe pour
n <11, n=13et n = 14. Il y a 4 codes pour n = 12. Nous les affichons
dans le tableau ci-dessous en représentant le mot baionnette a‘ba’ par z;z;,
ou x; est le ¢ chiffre de la base 17 (0,...,9,A,...,G). La base 17 nous sera
nécessaire afin d’écrire les codes pour n plus grand que 12.
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Nom H Code baionnette non commutativement préfixe

Xy |00 02 08 OA 18 1A 40 42 50 53 56 90 92
Xy |01 03 09 0B 18 1A 40 42 50 53 56 90 92
Xs |02 08 0A 10 18 1A 42 50 53 56 60 92 AO
Xy |02 08 O0A 18 1A 20 42 53 56 60 70 92 BO

F1GURE 2.1 — Codes non commutativement préfixes pour n = 12.

Ces 4 codes sont les plus petits codes (en termes de cardinalité et de la
longueur de leurs plus longs mots) non commutativement préfixes que 'on
connaisse.

Dans son article de 1985 | |, Shor a demandé quelle est la valeur
maximale du ratio
1X]
n Y
ot X est un code baionnette dont le plus long mot est de longueur inférieure
ou égale a n. Intuitivement, plus un code X a un ratio (2.8) élevé, plus
il est efficace pour certaines communications non homogenes (voir la sous-
partie 1.1.2 du chapitre introduction). Cette question est toujours ouverte.
Cependant, on en connailt une réponse partielle sous la forme d’un enca-
drement. Hansel | | a découvert une borne supérieure au ratio (2.8) et
Shor avait déduit la borne inférieure % de son exemple (2.2). Nous déduisons
de nos codes (X1-X4) que ce ratio est nécessairement supérieur ou égal a %
Ce qui améliore la borne inférieure trouvée par Shor.

(2.8)

Nous avons également réalisé une recherche exhaustive des codes baion-
nettes non commutativement préfixes pour n = 15. Apres plusieurs semaines
de calculs parallélisés sur 4 coeurs, nous avons trouvé 38 codes dont celui de
Shor. Nous les exposons dans I'annexe A.

N’ayant pas assez de puissance de calcul pour faire une recherche ex-
haustive au dela de n = 15, nous avons effectué des recherches partielles
pour n = 16 et n = 17. Nous exposons les 25 codes que nous avons trouvés
pour n = 16 dans I'annexe B. Pour n = 17, nous avons constaté qu’il n’existe
pas de code non commutativement préfixe contenant le mot b. Mais nous
avons tout de méme décelé les 3 codes ci-dessous. Il existe donc des exemples
méme quand n est premier.

01 02 03 0C 0D 3C 3D 51 52 5B 80 82 84 86 D1 D2 D3 GO  (2.9a)
01 02 03 0C 0D 3C 3D 51 52 5B 81 83 85 87 D1 D2 D3 GO  (2.9b)
01 02 03 0C 0D 3C 3D 51 52 5B 82 84 86 88 D1 D2 D3 GO  (2.9¢)
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Nous avons donc découvert au total 69 codes baionnettes non commu-
tativement préfixes en plus du code de Shor. Nous rappelons que si un de
ces codes est inclus dans un code maximal fini alors la conjecture commu-
tativement équivalent est fausse. Nous passons donc a la deuxiéme phase de
notre stratégie qui est la recherche d'un code maximal fini contenant un de
ces codes.

2.2 Inclusion dans un code maximal fini

On ne connait pas de méthode permettant de savoir si un code quelconque
est inclus ou non dans un code maximal fini. On ne sait méme pas si ce
probleme est décidable. Malgré cela, il existe des conditions nécessaires a
vérifier pour étre inclus dans un code maximal fini. Ces conditions, comme
celles portant sur les factorisations des groupes cycliques, nous renseignent
sur l'existence dune telle inclusion.

2.2.1 Factorisations des groupes cycliques

Nous supposons dans cette partie que les 70 codes baionnettes non com-
mutativement préfixes que nous avons trouvés dans la partie précédente sont
inclus dans des codes maximaux finis. Nous allons utiliser la théorie des fac-
torisations des groupes cycliques pour calculer des bornes inférieures sur les
ordres des lettres a dans ces codes maximaux finis.

Etant donné n > 1, un couple (L, R) tel que L, R C [0,n — 1] est une
factorisation du groupe Z/nZ si et seulement si pour tout k € [0,n — 1] il
existe un unique couple (¢,7) € L X R tel que

k = {4 r mod n.
Exemple 2.2.1. Le couple
({1,3,5},{1,2,7,8})
est une factorisation du groupe 7Z,/127.

Restivo, Salemi et Sportelli ont montré | | le lien suivant entre les
factorisations et la théorie des codes.

Théoreme 2.2.2. Si X est un code mazimal fini tel que b,a™ € X alors le
couple

({k‘ mod n : a*bt € DC} , {k modn : btar € f)C})

est une factorisation du groupe Z/nZ. Une telle factorisation est dite asso-
ciée au code X.
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Sands a démontré le théoreme suivant | .

Théoréme 2.2.3. Si (L, R) est une factorisation du groupe Z/nZ et p un
nombre premier avec |L| alors (pL, R) est une factorisation du groupe Z/nZ.

Nous appelons une factorisation de Sands une factorisation (L, R)
telle que 0,1 € R et 0,p,q € L, ou p et ¢ sont premiers entre eux. On ne
connait toujours pas de factorisation associée au code de Shor. Autrement
dit, on ne sait pas s’il existe un entier n et une factorisation (de Sands) (L, R)
du groupe Z/nZ telle que

(L 2{0,3,8,11}, R 2 {0,1,7,13,14}) .

S’il n’existe pas de factorisation de ce type alors le code de Shor ne peut pas
étre un contre-exemple a la conjecture commutativement équivalent.

Nous allons étudier les factorisations associées aux codes baionnettes non
commutativemment préfixes trouvés dans la partie précédente.

Factorisations connues

Nous avons découvert des factorisations associées aux codes Xy, Yg, Ys,
Y10, Y12, Y14 et Y13, Le lecteur peut par exemple vérifier que pour n > 2, le
couple

({0,4,5,9}, | ] {8i,8i+2}) (2.10)
i€[0,n—1]

est une factorisation de Z/8nZ associée au code X;. Plus généralement, 1’en-
tier n tel qu’il existe une factorisation du groupe Z/nZ associée au code X;
doit étre un multiple de 4. En effet, les couples

({0,4,5,9},2{0,2,8,10}) et (2{0,4,5,9},{0,2,8,10})
ne sont pas des factorisations car
04+2x2=4+0et2x44+0=0+8.

Donc d’apres la contraposée du théoréme de Sands 2.2.3, nous savons que |L|
et |R| sont des multiples de 2. On en conclut que n est un multiple de 4. Nous
n’avons pas trouvé de factorisation associée au code X; telle que n soit un
multiple de 4 sans étre un multiple de 8.

Le lecteur peut pareillement vérifier que pour n > 2, le couple

({0,8,---,8(n—1)},{0,1,2,3,4,7,13,14}) (2.11)

3. Nous rappelons que ces codes sont définis dans le tableau 2.1.2 et dans 'annexe A.
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est une factorisation de Z/8nZ associée aux codes Yg, Ys, Y10, Y12, Y14 €t Y16.
Par un argument similaire, nous pouvons montrer qu’'un entier n tel qu’il
existe une factorisation de Z/nZ associée a ces codes est nécessairement un
multiple de 4.

Ces exemples sont les premiers exemples de codes non commutativement
préfixes qui possedent des factorisations associées. Les factorisations associées
aux autres codes seront nécessairement de type Sands ou équivalentes a ce

type.

Factorisations de Sands

Nous n’avons pas trouvé de factorisations de Sands associées a nos codes
mais nous avons obtenu des contraintes sur leurs existences.

Supposons le code Y5 inclus dans un code maximal fini et soit (L, R) une
factorisation associée a ce code. Nous savons donc que

L 2{0,3,8} et R D {0,1,7,13,14}.

Remarquons que (L,8R), (L,3R) et (L,5R) ne sont pas des factorisations
car

84+8x0=04+8x1,843x0=04+3x1et8+5x0=3+5x1.

Donc d’apres la contraposée du théoreme 2.2.3, nous savons que |R| est un
multiple de 2 x 3 x 5. L’ordre de la lettre a est donc de la forme 30 x k,
avec k > 3. En suivant le méme raisonnement nous avons calculé la table
suivante.

Codes H Ordre de la lettre a
Yo, Yu 2x3x5xk=30k,ouk>3
Y5, Y7, Yo, Y11, Y13, Y15 2x3x11 x k =066k, ouk>3
Y1, Ys 2xX3xHx11xk=330k,ouk >4
Z1, 23, Zs, L7 2x3x5x13xk=390k,ouk >4
Za, L4, 26, L8 2x3xbx13xk=390k, ouk >3
Zg, %10 2x5x13xk=130k,ouk >3

FIGURE 2.2 — Ordre la lettre a dans les codes maximaux finis.

Remarque 2.2.4. Un couple (L, R) est une factorisation d’un groupe G si
et seulement si (L, R — ) est une factorisation du méme groupe, ou r € R.
Donc si

(L 2{0,5,13}, R 2 {0,2,11,12})
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est une factorisation associée aux codes Zg et Zyg alors (L, R — 11) est une
factorisation de Sands.

Nous savons donc que si un des codes cités dans la table (2.2.1) est un
contre-exemple a la conjecture commutativement équivalent alors pour pro-
duire un de ces contre-exemples il nous faudra chercher un code maximal fini
possédant des mots de longueurs supérieures ou égales a 90. Or ceci est hors
de portée de nos programmes informatiques.

Nonobstant ces résultats, le lien (et la condition qui en résulte) entre la
théorie des codes et la théorie des factorisations des groupes cycliques, tel
qu’énoncé dans le théoreme 2.2.2, souffre selon nous d’au moins trois dé-
fauts lorsqu’il est appliqué aux codes baionnettes. Premiérement, nous avons
trouvé des codes non commutativement préfixes qui vérifient cette condition
sans pour autant trouver de codes maximaux finis les contenant. Cette condi-
tion est donc trop faible. Deuxiemement, le lien ne concerne que les codes
contenant le mot b; le lien exclut de facto 43 des 70 codes.* Et pour finir, le
lien ne prend en compte que les mots appartenant a 1’ensemble ba* U a*b.

Nous introduisons dans la partie suivante un nouvel objet que nous ap-
pelons code baionnette modulaire afin de pallier ces défauts.

2.2.2 Codes baionnettes modulaires complets
Dans | ], Perrin et Schiitzenberger ont démontré le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.5. Soit X un code mazximal fini. Soit p € A une lettre et n
son ordre. Pour tout w € A*, l’'ensemble

Cplw) = {(z mod n, j mod n) : pwp’ € DC*}
contient exactement n éléments.

Nous appelons code baionnette n-modulaire un code X C a<"ba~" tel
que {a"}UX soit un code et nous disons qu’il est complet si |X| = n. D’apres
le cas particulier du théoreme 2.2.5 ot w = b et u = a, on sait que pour étre
inclus dans un code maximal fini, un code baionnette doit étre inclus dans
un code baionnette n-modulaire complet, pour un certain n.

Exemple 2.2.6. Nous appelons code de permutation un sous-ensemble X
de a~"ba<" tel que la matrice carrée binaire M de taille n définie par

M, ; =1 si et seulement si a'ba’ € X

4. Pour étre plus précis, le lien a été étendu par Lam dans | | aux codes ne
contenant pas nécessairement le mot b. Cependant, ce nouveau lien engendre une condition
qui est trivialement vérifiée par tous nos codes. Elle est donc trop faible.
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est une matrice de permutation. On laisse au lecteur le soin de montrer qu’un
code de permutation est un code baionnette n-modulaire complet.

Nous allons chercher a 'ordinateur si un de nos codes est inclus dans un
code baionnette n-modulaire complet.

Exploration informatique

Nous avons légerement modifié 'algorithme de la premiere partie pour
tester si un ensemble donné est un code baionnette n-modulaire.

Etant donné un ensemble X C a<"ba<", nous appelons Gmeq(X) le graphe
orienté dont les nceuds sont les entiers de [0,n — 1] et les arétes sont

t—kmodn|—|f—j modn|

pour tout a’ba’, a*ba’ € X, ol a’ba’ # a*ba’. Par un raisonnement similaire a
celui de la proposition 2.1.4, nous obtenons qu'un ensemble X est un code n-
modulaire si et seulement si le graphe G,04(X) ne contient pas de chemin
non vide de 0 a 0.

Dans la partie précédente, nous n’avions pas écarté la possibilité que les
codes X1, Y6, Ys, Y10, Y12, Y14 et Y16 puissent étre inclus des codes maximaux
finis dont l'ordre de la lettre a est de la forme 4k, avec k > 4. Sans oublier
les 43 autres codes ne contenant pas le mot b pour lesquels nous n’avions rien
pu dire.

Cependant, grace a une recherche exhaustive a l'ordinateur, nous obte-
nons qu’aucun des 70 codes n’est inclus dans un code n-modulaire complet,
pour n < 32. On en déduit que si un des 70 codes est un contre-exemple a
la conjecture commutativement équivalent alors il sera inclus dans un code
maximal fini qui aura nécessairement au moins un de ses mots de longueur
strictement supérieure a 32. En particulier, si le code X; est inclus dans un
code maximal fini alors 'ordre de sa lettre a est de la forme 4k, ou k > 10
(il n’y a pas de factorisation de Z/nZ associée a ce code pour 32 < n < 40).
De méme, si un des codes Yg, Ys, Y10, Y12, Y14 €t Y16 est inclus dans un code
maximal fini alors 'ordre de sa lettre a est de la forme 4k avec k > 9 (il n’y
a pas de factorisation de Z/nZ associée a ces codes pour 32 < n < 36).

Cette exploration informatique nous révele en outre le théoreme suivant.

Théoréme 2.2.7. Si X est un des codes (X1— Xy), alors
XU {a'®} (2.12)

est un code non commutativement préfive et non inclus dans un code maximal

fini.
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Démonstration. Si X est un des codes (X;- Xy) alors on vérifie aisément
que X U {a'®} est un code. De plus, nous avons vérifié qu’aucun de ces codes
n’était inclus dans un code 16-modulaire complet. Nous concluons la démons-
tration grace au théoréme 2.2.5. n

Les quatre codes (2.12) sont les premiers exemples de codes non commu-
tativement préfixes et non inclus dans un code maximal fini. Avec le méme
procédé et en utilisant les 66 autres codes, nous arrivons a produire de nou-
veaux exemples de ce type. Cependant, les codes (2.12) sont les plus petits
(au sens de la longueur de leurs plus longs mots et de la cardinalité) que nous
trouvons.

Transformations

Afin de mieux comprendre les codes modulaires complets, nous allons
énoncer et étudier certaines de leurs transformations.

Lemme 2.2.8. Si X est un code n-modulaire alors pour tout r € [0,n — 1],
[’ensemble

5:-(X) = {aibaj s a'ba?, a%ba’ € X et p+q=r mod n}
est un code n-modulaire.

Démonstration. Etant donné un entier r € [0,n — 1], si s,(X) n’est pas un
code n-modulaire alors il existe

o o .
a*ba’, ... a"ba’ a"ba"t, ... a""ba"™ € s,.(X)

avec ji # {1, tel que

11 = k’l

Jj1+ia = {li+ky modn

jmfl +im = gmfl + km mod n

Par définition de s,(X), il existe
abaPt, e ba’', . . ., a"baP™, a?mba’™ € X

et
/ / / /
a*tba?r, aba’, . .. a*mbaPm | a®bam € X
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tels que p; + q; = p, + ¢, = r mod n, pour tout ¢ € [1,m]. On en déduit que

il - ]{31
pm+qa = pi+q; modn

ji+is =  Lli+ky modn

jm—l +im = gm—l + km mod n
DPm +Qm = p;n + q,’n mod n

L’ensemble X n’est donc pas un code n-modulaire car il engendre une double
décomposition. Nous concluons la preuve par contraposition. (]

Nous avons a l’origine utilisé ce lemme afin de démontrer le théoreme 2.2.9.
Cependant, nous nous sommes rendu compte apres ’avoir publié dans ’ar-
ticle [ ], qu’il était équivalent a la proposition 2.1 issue de I'article | ]
de De Felice et de Restivo. Proposition qui est elle-méme équivalente a la
proposition 1 de Perrin et Schiitzenberger de larticle | ], que Christophe
Reutenauer nous a signalé... Nous donnons notre démonstration.

Théoréme 2.2.9. Si X est un code n-modulaire alors |X| < n.

Démonstration. Supposons que X est un code n-modulaire tel que |X| > n.
D’apres le lemme 2.2.8, nous savons que pour tout entier r € [0,n — 1],
I’ensemble s,.(X) est un code donc

> 15 (0] =X

r€[0,n—1]

Il existe donc un entier r; € [0,n — 1] tel que

X 2
|50, ()] > H-‘ >n+ 1.
n
En itérant, nous obtenons le fait qu’il existe des entiers 7o, ..., 7,2 € [0,n—1]
tels que
Sro (8, (50, (X)) ) > 0
Ce qui contredit le fait que X appartienne a a<"ba~". ]

Grace a ce résultat nous pouvons maintenant exhiber cinq transforma-
tions sur les codes modulaires qui préservent la complétude.

Théoréme 2.2.10. Si X est un code n-modulaire (respectivement complet)
alors
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1. pour tous les entiers « et 3, I’ensemble
Top(X) := {a”a mod npyqi+B modn . jip,i ¢ DC}

est un code n-modulaire (respectivement complet) ;

2. pour tout q premier avec n, [’ensemble
pg(X) = {aqi mod npqai modn . qipgl € DC}

est un code n-modulaire (respectivement complet) ;
3. l’ensemble
LX) := {a”_l_ibaj s a'ba’ € DC}
est un code n-modulaire (respectivement complet) ;
4. le code dual 6(X) est un code n-modulaire (respectivement complet) ;

5. pour tout entier r € [0,n—1], l'ensemble s,(X) est un code n-modulaire
(respectivement complet).

Démonstration. 1. Pour tout «, 8 € [0,n — 1], le graphe Gy04(70,5(X))
est identique au graphe Gpoa(X).

2. Pour tout entier ¢ premier avec n, la fonction qui associe a ¢ €
[0,n — 1] l'entier ¢ mod n est un isomorphisme du graphe G,0q(X) au
graphe Gmoa(pq(X)).

3. Si ¢(X) n’est pas un code n-modulaire alors le graphe Gpea(t(X))
contient des chemins du type

et
@—>‘—z’1 modn‘—>‘—i2 modn‘—>-~—>@
pour i, ..., i, € [0,n—1]. Le graphe G0q4(X) contient donc le chemin

[0] — [i1] — [~z mod n] — [is] —[—is mod n] — --- — [0]

Ce qui contredit le fait que X est un code n-modulaire. Nous concluons
par contraposition.

4. Le graphe Gp0q(6(X)) est le graphe Gu0q(X) dont on a inversé les
arétes.
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5. Si X est un code n-modulaire alors d’apres le lemme 2.2.8, I'ensemble s, (X)

est un code n-modulaire. Il faut démontrer que si

|X| =n
alors pour tout r € [0,n — 1] on a |s,(X)| = n. Supposons que
|s:(X)| #n
pour 7 € [0,n — 1], il existe donc un entier v € [0,n — 1] tel que
|5 (X)] > n.

Ce qui contredit le théoreme 2.2.9.
]

Nous nous demandons si la conjecture suivante (version forte du théo-
reme 2.2.10.2) est vraie.

Conjecture 2.2.11. Si X est un code n-modulaire complet alors pour tout q
premier avec n, l’ensemble

©,(X) == {aqi modnpa : atbal € DC}
est un code n-modulaire complet.

Si cette conjecture est vraie alors en utilisant sa contraposée, on pourrait
améliorer les bornes inférieures exposées dans le tableau (2.2.1) mais égale-
ment proposer des bornes inférieures du méme ordre de grandeur pour les
cas ou le mot b n’appartient pas au code. Remarquons que le théoreme 2.2.10
implique le cas ¢ = n—1 de la conjecture 2.2.11, en effet ¢, (X) = 719 (¢(X)).

2.2.3 Plus petits codes non inclus dans un code maxi-
mal fini

Le plus petit code (au sens de la longueur du plus long mot et du cardinal)
connu a ce jour qui ne soit pas inclus dans un code maximal fini est le code

{aaaaa, ab, b, baa}

d’Antonio Restivo | ]. Il a trouvé grace au lien entre les factorisations
des groupes cycliques et la théorie de codes.

Nous avons, par une exploration informatique, vérifié que tous les codes
dont le plus long mot est de longueur inférieure ou égale a 3 sont inclus dans
des codes maximaux finis. Par ailleurs, on ne sait toujours pas s’il existe des
codes composés de seulement trois éléments qui ne sont pas inclus dans des
codes maximaux finis. Nous proposons pour conclure ce chapitre la conjecture
suivante.
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Conjecture 2.2.12. Le code
{aa, abab, baaa, b} (2.13)

est un des plus petits codes, au sens de la longueur du plus long mot et du
cardinal, non inclus dans un code mazximal fini.

Nous laissons le lecteur vérifier que ce code résiste aux outils que nous
avons utilisés ou développés au cours de cette partie. En effet, on trouve
facilement des factorisations de groupes cycliques qui lui sont associées mais
également des codes baionnettes 2-modulaires complets qui le contiennent.
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Chapitre 3

Combinatoire des prographes

Les prographes sont les éléments de certaines structures algébriques libres
appelées pros libres. Un pro! est défini en théorie des catégories? comme
une catégorie monoidale stricte | ) ]. On attribut rétrospectivement
cette notion a Mac Lane car il a introduit dans son article de 1965 | ]
la version symétrique des pros, appelée prop.

A notre connaissance, les pros apparaissent pour la premiére fois en ho-
motopie sous le nom de catégorie d’opérateurs sans permutations | ]. De-
puis, I’étude et 'usage des pros se sont étendus a d’autres domaines comme
la topologie algébrique | |, la combinatoire algébrique | , | et
énumérative | |, la théorie de la réécriture | |, la théorie des auto-
mates | ], ete.

Comme rappelé dans | ], nous pouvons reformuler la définition des
pros sans utiliser le langage de la théorie des catégories.

Définition 3.0.1. Un pro est un quadruplet (P o, %, 1) tel que
e [‘ensemble P soit un ensemble bigradué de la forme

| ] Ple,s).

e,s>0

Nous notons |(x) et 1(x) les entiers tels que v € P(L(x), T(x)) et nous
posons A(x) :=1(z) — L(x). Les entiers [(z) et T(x) sont respective-
ment appelés le nombre d’entrées et le nombre de sorties de x ;

1. On trouve le plus souvent dans la littérature, pro en lettres capitales. Cependant,
pro est 'abréviation de produit de catégories. Cela ne nécessite selon nous et les auteurs

de | | pas de traitement typographique particulier.
2. Nous recommandons aux lecteurs intéressés par la théorie des catégories le livre de
référence | ]. Pour une simple introduction, nous préconisons le livre | ]

o7
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e [‘opération o est une opération binaire associative de la forme
o:P(e,s1) X P(s1,82) = Ple, s9),

pour tout e, s1,89 > 0

e ['opération * est une opération binaire associative de la forme
) ’P(el, 81) X :P(eg, 82) — :P(Gl + €2,81 + 82),

pour tout ey, e, 81,82 > 0;

e pour tout x € P(e, s),
zol*=ax=1%u, (3.1)

ot pour tout n > 0, 1™ désigne 1x ... *1;
| —

n

e pour tout x1,y1, T2, ys € P tel que T(x1) = L(y1) et T(z2) = L(y2),
(w1 o) * (22 092) = (21 % 22) © (1 * 2). (3.2)
Nous utiliserons cette définition des pros dans le reste de ce manuscrit.
Exemple 3.0.2. Le quadruplet
( L) Mg (N),X,@Jl]) >
0,420

ou M, , (N) désigne les matrices d’entiers de taille pq, X le produit matriciel
et @& la somme directe, est un pro. Ce pro est étudié dans le chapitre 6 du

livre [ /.

Dans certains pros, tous les éléments ont le méme nombre d’entrées que
de sorties.

Exemple 3.0.3. Le quadruplet
N* = |_| N(n,n),+,-,0
n>0

est un pro, ou N(n,n) est 'ensemble des suites d’entiers naturels de lon-
gueur n, + est la somme terme a terme des suites de méme longueur et - est
la concaténation.
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Informellement, un pro libre est un pro ou les relations vérifiées par ses
éléments sont nécessairement induites par les axiomes des pros. Ceci est for-
malisé par le fait qu'un pro libre est la solution d’'un probléme universel.
Pour introduire ce formalisme, nous devons d’abord introduire la notion de
morphisme de pro.

Définition 3.0.4. Soit (P,o0, %, 1) et (T,Q?,T) deuz pros. On appelle
morphisme de pro toute application f définie sur

P(e,s) — Ple, s), e,s >0,

telle que B
f1) =1
et telle que pour tout x,y € P,
flaxy) = fl)* fly)

et
flxoy) = f(z)5 f(y)
lorsque 1(z) = L(y).

Nous pouvons maintenant définir les pros libres.

Définition 3.0.5. Soit G un ensemble bigradué de générateurs. Nous appe-
lons pro libre engendré par G, noté FP(G) ou FP(G, 0, %, 1), le pro qui est
solution du probléme universel suivant : il existe une application

m: G — FP(G)

telle que pour toute application f (respectant la bigraduation) de G dans P,
il existe un unique morphisme de pro

f:FP(G)— P
tel que le diagramme
FP(G) f P
. f (3.3)
G

commute.
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Si G est un ensemble fini de générateurs tel que T(x) # 0 et [(z) # 0 pour
tout z € G alors FP(G) est également surnommé le pro des circuits engendré
par G | ], ses éléments sont appelés des prographes ou des circuits.

Remarque 3.0.6. Deux objets qui sont solutions du probléme universel (3.3)
sont nécessairement égauzr d isomorphisme prés [ ], donc si FP(G)
existe alors il est unique a isomorphisme pres.

Comme esquissé en introduction, nous nous intéressons ici aux prographes
en tant qu’objets combinatoires. Dans la partie suivante, nous présentons une
construction combinatoire des prographes. Cette construction utilise I'opéra-
tion suivante. Etant donné un pro (P,0,*,1), pour tout z,y € Peti € N
tel que i 4+ [(y) — 1 < 1(x) nous introduisons 'opération

Tojy:=1xo0 (]li_l*y*]ﬁ(x)_iﬂ_“y)) : (3.4)

Un concept similaire est utilisé dans | .

3.1 Une construction des prographes

Nous présentons et démontrons dans cette partie une construction com-
binatoire des prographes. Commencgons par en donner 'intuition.

3.1.1 Intuition sur la construction

Etant donné un pro (P, o, x, 1), un élément z € P(e, s) est souvent | ,
, , , | représenté par une boite

L’élément 1 est simplement représenté par un fil |. Etant donnés deux élé-
ments p; € P(eq, s1) et po € P(e, s2), nous représentons I'élément p; * po
par la composition parallele
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Finalement, si p; o py est bien défini alors on le représente par la composition
en série
52
\ \
P2
- [.
P1
\ﬁ(_J

€1

Exemple 3.1.1. Le pro libre

w([DH I o) o

(o) () 8 (16

qu’on représente par

o & ¢

La description des prographes avec les opérations * et o est en générale
ambigué. Par exemple, on a dans le pro libre (3.5) les relations

) (8 () fo) ww

Nous cherchons une grammaire non-ambigué pour engendrer les prographes.
Premiérement, nous remarquons que le prographe (3.6) peut étre construit
par opération o;. En effet,

(3.6) = (((((12° 02 W) 05 ¢) 02©) 05 #) 05 &) 05 V.
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Nous montrerons dans la prochaine partie qu’il en est ainsi pour tous les
prographes. Cependant, cette construction n’est pas unique en général. En
effet, le prographe (3.6) est tout autant égal a

(((((109) 10) o2 &) 229) 1 ) 1.

L’ordre des générateurs dans ce type de décomposition peut étre vu comme
un parcours de prographe. Dans | |, Borie introduit un parcours de
prographes pour décrire les éléments de I’ensemble

(Bt

Informellement, il s’agit d’un parcours en profondeur-gauche qui peut visiter
un générateur a la condition que tous les générateurs connectés a ses entrées
aient déja été visités 3. Son parcours se généralise sans difficulté a tous les pro-
graphes. Par exemple, ce parcours visite les générateurs du prographe (3.6)
dans cet ordre

1% 2¢ 44

W

Informellement, nous avons opté pour la construction suivante : on place
les générateurs dans 'ordre donné par le parcours étendu de Borie et les
indices 7 des opérations o; sont uniquement déterminés par le nombre de fils
a la gauche leurs générateurs plus un. Par exemple, le prographe (3.6) ne
sera construit que par ’expression

<”.(W024)ogo)oz@)oﬁo)05;)o3©.

Dans la prochaine partie, nous encoderons ces expressions en des objets
que nous appelons prosuites. Dans le but de formaliser notre construction
combinatoire des prographes et de montrer sa concordance avec la définition
algébrique.

3. Certains esthetes appellent ce parcours une boriefication.
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3.1.2 Présentation de la construction

Présentons formellement notre construction des prographes. Soit G un
ensemble bigradué de générateurs

|_| G(e, s).

e,s>1

Etant donné un générateur € G, nous notons J(z) et 1(x) les entiers tels

que x € §(L(x),T(x)) et nous posons A(z) := () — L(x).

Définition 3.1.2. Nous notons PS.,, s(G) l’ensemble des couples

(67 (ik,l‘k)keu,n]) € N> x (N> x G)"”

tel que
s=¢e-+ Z A(l‘g)
=1
et tel que pour tout k € [1,n],
k—1
o1 < g + i(ﬁk) <e+ Z A(ZL‘@) + 1,
=1

ol io =0.

Nous notons PS(G) 'ensemble

|_| |_| Pse,n,s<G>

e,seN>y neN

et nous baptisons ses éléments des prosuites. Etant donnée une prosuite p,
nous notons [(p), [p| et T(p) les entiers tels que p € PS () 1p).+(») (G)-
Intuitivement, la prosuite

(67 (i, xk)keu,n])
va encoder le prographe
(- (L€ 04 1) 04 T2) +++) 04, T

Exemple 3.1.3. Le prographe (3.6) sera dans notre construction des pro-
graphes la prosuite

(6, (2, #)(3,0)(2,9)(6, #)(5, %)(3, D). (3.7)
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Nous allons maintenant munir l’ensemble des prosuites PS(G) de deux
opérations, notées = et . Ces opérations vont encoder les compositions pa-
rallele et série des prosuites.

Définition 3.1.4. Nous définissons l’opération * par
PSens(@) x  PSunmy(G)  — PSesernim, st (C)

(e,u) (e’, (Jk, yk)ke[17m]) — (e +ée u- (Jr + s, yk)ke[l,m]>
pour tout e,n, s,e’,m,s" €N, ou le point - est l'opération de concaténation.
Exemple 3.1.5. 57 p; est la prosuite

(3,(1,0)(2, #)(1, %))
et py la prosuite
(2, (1, 4)(1,9))
alors p1 x py est la prosuite

(5, (1, 0)(2, M) (1, &)(3, #)(3,C)) -

Afin de définir I'opération e, nous introduisons d’abord 'opération d’in-
sertion e!. Cette opération est partiellement définie sur

PSc n,s(G) x (N>1 x G) = PS, n41,s14(2)(G)
pour tout e, n,s € N. Si p est la prosuite

(67 (Zka xk)ke[l,n]) S PSe, n,s<G>

alors pour tout (i,z) € (N>; x G) tel que i + |(z) < s la prosuite p o' (i, )
est calculée par ’algorithme suivant :

Algorithme 1 Calculer p o' (i,z)
Entrées : i >0eti+ [(z) <s+1
k:=n
(fnt1, Tng1) = (4, )
tant que k > 1 et i, > i + |(x) faire
(ikt1, Thp1) < (i + A7), 21)
(ik, JZ}C) < (l, l’)
k+k—1
Fin tant que
Retourner (e, (ix, Tr)re,nt1))
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En d’autres termes, p o' (7, z) est la prosuite

(e, (i1, 1) ... (ig, 2) (3, ) (Ggy1 + A(x), Tpy1) - - - (1 + A(), 2)) (3.8)

t =max ({k € [1,n], ixr < i+ L(2)}),

par convention max()) = 0. Nous disons que (i,z) s’est inséré dans p a la
position ¢ 4+ 1.

1

Exemple 3.1.6. L’opération o' insére le couple (2, #) dans la prosuite

(5,(2,0)(4, 4)(4, 4))
0 la position 2. Autrement dit,
(5.(2,0)(4,M)(4,4)) o' (2, 4)
est égal d la prosuite
(5,(2,0)(2,4)(3,4)(3, 4)) .
Nous pouvons maintenant définir I'opération e.

Définition 3.1.7. Soit p; € PS. ,, s(G) et

p2 = (5, Gs Ye)keptm) € PSom,o(G)
deux prosuites. Nous définissons l’opération e sur
PS.n,6(G) X PSq .o (G) = PS, .o (G)
pour tous les entiers e,n, s, m,s par
D1 ®p2 = ( i ((p1 o (jl;?/l)) o (jz,yz)) - ) ' (Jim> Ym)-
Exemple 3.1.8. La prosuite (3.7) est égale a
(6, (2, 8)(5,4)) ¢ (5,(3,0)(2,0)(5,%)(3,9)).

Dans la prochaine partie, nous allons démontrer la cohérence entre notre
construction des prographes et la définition algébrique de ces derniers.
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3.1.3 Démonstration de la construction

Nous allons démontrer dans cette partie que I’ensemble des prosuites doté
des opérations e et x est un pro libre. Pour cela, nous allons utiliser les deux
propositions suivantes.

Proposition 3.1.9. Pour tous les couples (i,z) et (j,y) € N>y x G et pour
toute prosuite p tels que

(pe' (7)) o' (jy) eti > j+ L),

on a
(po' (i,2)) o' Giy) = (o' (G.y)) o' (i + Ay), ).
Démonstration. Soit
(67 (i, Ik)ke[l,n})

la prosuite p et t l'entier tel que (i,x) s’insere dans p a la position t + 1.
D’apres la remarque (3.8), pour tout k € [t + 1,n], on a iy > i + |(x) et par
hypothese ¢ > j + L(y) donc

J+y) <i<ip— @) <+ Az).

Ceci implique que (j,y) s’insere dans (p o' (i,7)) a la méme position que
dans p, cette position est plus petite que ¢ + 1. De plus, d’apres 'hypothese

i+ A(y) <i+ A(y) + Lz),

pour tout k € [t + 1,n]. On en déduit que le couple (i + A(y), z) est inséré
dans (p e' (j,y)) & la position ¢ + 2. D’ot le résultat. O

Proposition 3.1.10. Soit p; et py deux prosuites. Pour tous les couples (i, x)
tels que

pr o' (i, )
soit bien défini, on a les deux propriétés élémentaires suivantes :
i) (p1 o' (i,2)) xpy = (p1xp2) @' (i,7) ;
ii) pax (p1 ot (i,2)) = (p2 x p1) o (i + 1(p2), ).

Démonstration. i) Par hypothese,

i+ 1(z) <1+ 7T(p1).

Donc (7, z) s’insére dans p; xps a la méme position que dans p;. Ce qui conclut
la démonstration.
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ii) Pour tout k € [1,n], on a i, > i+ J(z) si et seulement si

i+ T(p2) > 1+ T(p2) + L(2).
Donc
T(p2) < i+ T(p2) + L(2).

On en déduit que si (i, x) est inséré dans p; & la position ¢ alors (i+1(p2), x) est
inséré dans py xp; & la position ¢t + |py|. Ce qui conclut la démonstration. [

Soit ¢ la suite vide. Nous démontrons maintenant que les prosuites forment
un pro.

Lemme 3.1.11. Le quadruplet
(PS(G), e, %, (1,1,¢))
est un pro.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il vérifie les axiomes des pros énon-
cés dans la définition 3.0.1. Nous démontrerons seulement ’associativité de
l'opération e et la relation (3.2), nous laissons le lecteur prouver les autres
relations élémentaires.

Premierement, montrons que

(p2®p1) ol (i,z) =py @ (pl o! (z,x))

et par récurrence immeédiate nous aurons l’associativité de l'opération e.
Soit p; la prosuite

(e, (i Tr)kerim) -
Si

p2e (p1 o' (i,7))

est bien défini alors il est égal a
1 /- 1 /- 1 /- 1 /-
(- (p2 o (ina0)) - @' (i) @' (i,2)) @ (i1 + A(w), 2001)) -+
o' (in + Ax),2,), (3.9)

ou t+ 1 est la position d’insertion de (i, x) dans p;. En itérant n — t fois la
proposition 3.1.9, la prosuite (3.9) devient

(p2 o p1) @' (i,2), (3.10)

ce qui prouve l'associativité de 'opération e.
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Nous allons maintenant démontrer que ce quadruplet vérifie la relation (3.2).
Soit p1, pa, P, py € PS(G) tels que

(p1 @ p2) * (p1 ® p3) (3.11)

soit bien défini. En itérant |p4| fois la proposition 3.1.10.ii, la prosuite (3.11)
devient

((p1 @ p2) x py) @ ((T(p2), T(p2), €) * p3). (3.12)
En itérant |ps| fois la proposition 3.1.10.i, la prosuite (3.12) devient
((p1*p)) @ p2) @ ((1(p2), T(p2), €) * 1),

qui se simplifie en
(p1 % p2) @ (P} * Ph).

Ceci conclut la démonstration du lemme. ]

Nous voulons également montrer que ce pro est libre. Pour cela nous
allons utiliser la proposition suivante.

Proposition 3.1.12. Soit un pro (P, o, %, 1), pour tous les entiers i, j € Ns;
et pour tout p,x,y € P tels que

(poiz)ojy
soit bien défini, on a les propriétés élémentaires :
i) sit > j+Ly) alors (po;jx)ojy=(pojy)ciraw ;
it) (po;x) *1¢=(p*1°) o, x;
iii) 19% (p oy ) = (1° % p) opy. .
Démonstration. i) Sii > j+ |(y) alors
se factorise en
<]lj+¢(y)* (]li—j—i(y)*x*]lT(P)—i—i(x)»o((]lj*y) *]lT(p)-FA(x)—j—i(y)) . (3.13)
D’apres (3.2), I'élément (3.13) vaut
(]ljﬂ(y) o (]13' *y)) % ((1i*j*¢(y)*$*1T(p)*i*¢($)) o ]IT(p)JrA(x)*jfi(y)) :
que 'on peut simplifier en

((]lj *y) o ]ljJrT(y)) * (m(p)fjfi(y) o (w’ﬂ%(y)*x*]ﬁ(p)fifi(w)» . (3.14)
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Toujours d’apres (3.2), 'élément (3.14) est égal a
((11 *y) *]IT(p)—j—i(y)) o (]p'w(y)* (]li—j—i(y)*x*]ﬁ(p)—i—i(xU) :
que l'on peut simplifier en

(ILT(Z’) Oj y) oi+A(y) Z.
Nous concluons cette démonstration grace a l'associativité de 'opération o.
ii) Par définition,
(po;x) *1°

est égal a
(po (1 sax 1T 7HH1740) ) g, (3.15)

D’apres (3.2), 'élément (3.15) est égal a
(px1°¢) o (]li‘l*x*ﬂm’)“‘i“‘“:‘))

I

que l'on peut simplifier en
(p * ]le) o; T.

iii) De méme, on sait que par définition
195 (po; )

est égal a
1% (p o (]li_l*x*]lﬂp)_”l_“x))) . (3.16)

D’apres (3.2), 'élément (3.16) est égal a
(1¢%p) o (]18*(]1"‘1*x*]ﬁ(”)‘i“‘“x))) ,
que l'on peut simplifier en
(1€ % p) 0 1c T
O

Nous allons maintenant montrer que le pro des prosuites est libre. Ce qui
démontrera I'exactitude de notre construction.

Théoréme 3.1.13. Les pros (PS(G), e, %, (1,1,¢)) et FP(G) sont isomorphes.
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Démonstration. 11 nous suffit de montrer que le pro
(PS(G), e, %,(1,1,¢))

est une solution du probléme universel (3.3). Car d’apres la remarque 3.0.6
les solutions a ce probleme sont nécessairement isomorphes.

Soit un pro (P, o, *,1) et f une application qui préserve la bigraduation
de G dans P. Nous définissons ’application 7 par

™ : G — PS(G)
g = (9. (1,9) "

Prouvons que l'application f définie par

J i PSensG) = FP(G)
(€, (K, xk)ke[l,n]) = (o (0 fw1)) o) 04, f(Tn)

’e7n75207

prolonge f en un morphisme de pro. Par construction, on a f o = f. Soit

p1 = (61, (ik,xk)ke[l,n]) € Psel,n,51(G)

et
P2 = (627 (jka yk)ke[l:m}> € Pseg,m,sz (G)

deux prosuites. D’apres (3.1) et (3.2), on a que
Fp1) * f(p2)

est égal a - B

(Fp1) * 1) o (122 % F(p2)) (3.17)
En itérant n fois la proposition 3.1.12.ii et m fois la proposition 3.1.12.iii,
I’élément (3.17) devient

((-- (19 0y, f(a1)) - ) o1, Flan))
o ((+ (17 ou s FW1)) ) Ourjoe fym)) - (3.18)

Gréace a l'associativité de lopération o et a la définition de f, 'expres-
sion (3.18) se simplifie en

f ((61 + ea, (ix, l"k)ke[l,n] Uk + 51, yk)ke[l’m}» ‘

Donc

F(p1) * f(p2) = f(pr*p2).
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De plus, si
? (pl .1 (Z7 l‘))

est bien défini alors, d’apres (3.8), il est égal a

(' .- (]16 O4y f(xl)) s ) Oy f(xt» 04 f(:l')) Oipp1+A(z) f(l't+1)) e
i 4a@) f(Tn), (3.19)

ou t + 1 est la position d’insertion de (i, x) dans p;. En itérant n — ¢ fois la
proposition 3.1.12.i, expression (3.19) se simplifie en

f(p1) o f(x).

Par récurrence immeédiate, on obtient

F(prepa) = f(p1) o f(p2).

Ceci démontre que f est un morphisme de pro.
Montrons par 'absurde que ce prolongement de f est unique. Supposons
qu’il existe un morphisme de pro g qui prolonge I'application f alors

f(p1) = (. (A% 0y, f(x1)) 04y fl22)) ... ) 04 f(2n)
= (o (1% 0, g (1))) 00 G(m(z2) - ) 05, ()
= §<<€17 (ilu xl)) ®:---0 (51 - A<xn)7 51, (in7$n>)>
= g(p1).

Donc f est égal a g. Ceci conclut la démonstration du théoréme. O]

Notons
PGe,n,s (G)

I'ensemble des prographes appartenant au pro libre FP(G) et composés de e
entrées, s sorties et n générateurs. Le théoreme 3.1.13 prouve que cet en-
semble est bien défini et que son cardinal vaut

[PSen.s(G)].

Un des principaux objectifs de ce chapitre est de dénombrer cet ensemble.
Plus formellement, nous allons répondre au probleme suivant.

Probleme. Etant donné un ensemble de générateurs G et des entiers e, n, s,
quel est le cardinal de I’ensemble PG, ,, s(G) ¢

Dans la partie suivante, nous allons encoder les prosuites (et donc les
prographes) par des chemins combinatoires afin d’en déduire des propriétés
combinatoires.
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3.2 Prographes et chemins combinatoires

Nous exhibons dans cette partie une bijection entre les prographes et des
familles de chemins combinatoires colorés en trois dimensions.

3.2.1 Chemins combinatoires

Un chemin est un couple
(prywr - w,) € Z° x (22 x N)",

ou p; est l'origine du chemin et w;---w, est la suite des pas colorés en
trois dimensions. Etant donné un pas v € Z3 x N, nous notons respective-
ment 71, 72,73 et . I'abscisse, 'ordonnée, la cote et la couleur du pas v. Plus
formellement, on a

v = (71(v), 12(v),13(v), 7e(v)) -

Nous utilisons les mémes notations pour v € Z3, c’est a dire que

v = (71(”)772(1])7 73(1})) :
Définition 3.2.1. Pour M C (Z3 x N)" et p;, pr € Z3, notons

L (M7Pi>Pf)

lensemble des chemins (p;,wq - - wy,) tels que

i) wy--wy, € M

i) pour j =1,2,3, v;(pi) + > vi(we) = v, (pe) ;

iii) pour k € [0,n],1 < va(p;) + gfl Yo(we) < v3(pi) + i V3(we)-

En d’autres termes, I'ensemble L£(M, p;, pr) est 'ensemble des chemins
de p; a pr dont la suite des pas appartient a M et tel qu’en chaque point du
chemin 'ordonnée est comprise entre 1 et la cote.

Exemple 3.2.2. Nous dessinons la couleur 0 en rouge (ligne simple) et la
couleur 1 en bleu (ligne double). L’ensemble

*

1 1 1

0 1 1

C 1 -1 0 0 -2 -1 (1) (73
0 Y _1 9 0 ) O ) 1 Y O ) 6 9 7
0 0 0 1 0 0
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contient le chemin

. NEERIGIBIGIERIONSIERIERIUE
1 |=1({1]]o||1]|=2||1] [O]|=1||-2]|1
é’0—1000100010 (3.20)
o] Lo Jloflo]Jlo]Lo]lof [1lLo]Lo]lo
dont la représentation est
N
Yg | \1\
R
% N
N . 3.21
AN T (321
D )
7
1
1
0 1 >33

Nous allons encoder les prosuites en une famille particuliere de chemins
que nous appellerons prochemins.

3.2.2 Une bijection entre les prographes et des che-
mins

Nous notons G '’ensemble des générateurs

b b Ba Ba
L1 ] ][ ma e
[ [ [ o] [ ...
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ouway,...,oq,B1,...,Bqmi,...,mg € N>q et nous définissons ’application w
par
w : G — 73 x N

Bi
—

— (1,1_@i,,8i_04i,j) ‘
8%

Nous notons U le pas (0,1,0,0), D le pas (0,—1,0,0) et W I’ensemble de
pas {w(x) |z € G}.

Définition 3.2.3. Notons PP, , 1 s(G) l’ensemble
L((U+W),(0,1,¢e),(n,k,s))

et nous nommons prochemins ses éléments.

Les prochemins sont des raffinements des prographes.
Théoreme 3.2.4. Pour tout e,n,s € N, on a

PP ss(G)| = [PGens(G)].
Démonstration. Soit ¢ la fonction définie sur
PSens(G) — PP.,ss(G), en,s €N,

qui associe a la prosuite

(67 (ilﬁ wk))ke[l,n]

le chemin
((0, 1,e), UATHE)—1=loy (0 ) oo intHEn)—1=in1y) (4 Us—in) .

La fonction ¢ est une bijection, nous concluons la preuve grace au théo-
reme 3.1.13. O

Intuitivement, 1’abscisse d’'un prochemin encode les types des générateurs
du prographe qui lui est associé, son ordonnée encode les indices des opéra-
tions (3.4), sa cote encode les sorties et la couleur permet de distinguer les
générateurs du méme type.

Exemple 3.2.5. Le prographe (3.6) est encodé par le prochemin
((0,1,6), U (M) Uw(O) Uw (V) U w(@) w(dh) w(@) U,
qui est égal au chemin (3.20).

Les chemins sont des objets classiques en combinatoire (voir le chapitre 10
de | | pour une synthese). Dans la prochaine partie, nous allons étudier
les prochemins afin d’obtenir des résultats énumératifs sur les prographes.
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3.3 Conséquences combinatoires

Nous allons faire une étude combinatoire classique des chemins sur les
prochemins.

3.3.1 Formules de récurrence
Afin d’alléger les notations, nous posons
p(n, k,5) := [PPenis(G)l,
ou e € N> est un entier fixé.
Proposition 3.3.1. Les prochemins vérifient la relation de récurrence :
1 sin=0,k=1ets=c¢;
p(n,k—1,s)+ f:lmip(n— Lk—14a;,8— 0+ )

sinZOetiSkgs;
0 sinon.

p(n, k,s) =

Démonstration. La relation de récurrence est une traduction directe de la
grammaire non ambigué suivante : un prochemin qui appartient a

PPe,n,k,s (G)

est
— soit un chemin réduit au point (0,1, e);
— soit un chemin de

PPe,n,k—l,s<G)

concaténé avec le pas U ;
— soit un chemin de

PPen-1k-1+0:,5-8i+0: (G)
concaténé a un pas du type
(1,1 — i, B — ay, ¢),

ou ¢ est I'une des m; couleurs.

]

D’apres le théoreme 3.2.4, il suffit de spécialiser £ a s dans la propo-
sition 3.3.1 afin d’obtenir une relation de récurrence sur les prographes. Le
théoreme ci-dessous nous fournit une relation de récurrence sur les prographes
en nous débarrassant du parametre de raffinement k.



76 COMBINATOIRE DES PROGRAPHES

Théoréme 3.3.2. La suite
Qps = |PPe,n,s,s(G>| = ‘PGe,n,s(Gﬂ

vérifie la relation de récurrence :

1 stin=0¢ets=c¢;

d
n - i
Sener s (0 T E s e
Ap s=Y¢=1 c1+teqg=¢ €15---5Cd /¢ n—~, S_Z ci(Bi—ou)

i=1
stm,s>1;
0 sinon.

Démonstration. Soit n,s > 1. Pour ¢ € [0, n], nous notons A, ’ensemble
L (W) (DD*W)'U*,(0,1,¢), (n, 5, 5)) .
On a que |4,| =0, a,s = |Ao| et pour 0 </ <n—1,
| Agl = [Ae U Agya| = [Agsal-

Nous obtenons donc par itération que

Ap,.s = Z(—l)e+1|Ag_1 L Ag|
(=1

De plus, pour ¢ € [1,n], A;_1 LI Ay est égal a
L (U W)"{(U" + DD )YW(DD*W) U, (0,1,¢), (n, 5, 5)) -
Donc |A;_1 U Ay| se décompose en

S i \L (DW(DD*W)D*, (n = £,],j), (n, 1, s))‘ :

Jj=0
Calculons le cardinal de 'ensemble
L (D"W(DD*W) ' D", (n = £,5,5), (n,1,5)) (3.22)

Pour construire un élément de I’ensemble (3.22), nous choisissons en premier ¢
pas de W. Pour une composition

e+ tca=4,

nous prenons ¢; pas
(17 1 - (7% ﬂz - Oy, C)a



CONSEQUENCES COMBINATOIRES 77

ou ¢ est une des m; couleurs. Il y a donc

g C1 Cd
my ... My
Cly...,Cq

facons de choisir les pas de W. Nous devons maintenant ajouter les pas D.
Notons b le nombre de pas que nous devons ajouter pour produire un chemin
de (3.22). Nécessairement,

j:é‘—zci(ﬂi—@i)
i=1
et
d
bzﬁ—l—l—s—Zczﬂi.
i=1

Les ¢ — 1 premiers pas de W dans (3.22) sont suivis par un pas D. Il nous
reste donc a placer

d
s = Z cif3;
i=1

pas D dans ¢ 4+ 1 emplacements possibles, ce qui fait

(S + E — i C,LBZ)
i=1
L

possibilités. Donc |A,_; U Ay| vaut

d
¢ l— iBi
> ( > - gfﬁ mi...mia d .
c1dteq=t \C1y -+ Cd /¢ n—Ls—Y ci(Bi—ou)

i=1
Ceci conclut la démonstration. O

Exemple 3.3.3. Le nombre de sorties d’un prographe dont les générateurs

sont de l’ensemble
(e

est déterminé par son nombre d’entrées et de générateurs. En effet, en ajou-
tant un générateur d un de ces prographes on augmente de 1 son nombre de
sorties. L’étude combinatoire de ces prographes a une entrée revient a étudier

la suite
Ay 1= ’PGl,nﬂﬂLl ({#17 ﬁ@)

Y
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oun > 0.

La suite (ay,),, est égale d la suite de Heinz, dont la référence est A224776
dans [Inc]. En effet, elles vérifient les mémes relations de récurrence et
les mémes cas initiaux (voir la proposition 3.3.1 et la référence A224776
de [Inc]). D’aprés le théoréme 3.3.2, nous obtenons le nouveau résultat sui-
vant

1 sin = 0;
an =1 > (~D)Fg(nk)a,y sin>1;
k=1
0 stnon,
ou .
n+1 + C—2k\ (k
=3 ()
=1 ¢
La suite

(g(n+ 2k = 1,k))i>0

est connue sous le nom anglais de crystal ball sequence pour le treillis cubique
de dimension n [ ],

3.3.2 Equation fonctionnelle

Nous allons dans cette partie calculer une équation fonctionnelle vérifiée
par la série génératrice des prographes

Az, 2) == > |PGeps(G)lz"2", (3.23)

(n,s)EN?

pour e € Ns;. Nous fixons e pour le reste de cette partie et notons plus
simplement A(z,z) la série A.(z,z). Nous supposons jusqu’a la fin de ce
chapitre que a3 > as > -+ > ay.

Notre premiere equation fonctionnelle implique A(z, z) et la série géné-
ratrice des prochemins

P(x,y,z) = Z |PP6,n,k,S( )"y k2.
(k,n,s)EN3

Proposition 3.3.4. Nous avons la relation fonctionnelle

d

(1 - Z mjl’yliajzﬁjiaj N y) P(xv Y, Z) =yz° — yA(QZ, yz)

j=1
a;—1

— Zm]xyl WP N yF Lz, 2), (3.24)

7j=1 k=1
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ot

Li(z,2) = > plnk,s)z"z’

(n,s)eN2
pour tout k € [1,a; — 1].
Démonstration. Par une traduction directe dans le monde des séries de la

grammaire exhibée dans la démonstration de la proposition 3.3.1, nous ob-
tenons que

P(JI7 Y, Z) = xoyze +y (P((L’, Y, Z) - A($, yZ))
d Oéj—l
+ Y myay' P [ P(ryy, 2) — Y v Le(x,2) |
j=1 k=1
On conclut la démonstration en simplifiant cette derniere relation. O

Nous allons maintenant utiliser la méthode du noyau | ) ]
afin de transformer la relation (3.24) en une équation fonctionnelle n’impli-
quant que la série A(z, z). La premiere étape de cette méthode est de calculer
les racines de ’expression

d
1— Z myry' T 2Ty, (3.25)
j=1

ou y est I'inconnue. Nous avons trouvé les solutions suivantes sous la forme
de séries de Newton-Puiseux.

Lemme 3.3.5. Posons

d d
Z n;o; — 2 Z nz(ﬁzfozl)
yo(z,2) :=1— Z Z = myt - -mytz=t "
n>1ni+-+ng=n\ ni,...,nd, Z n;a;—n—1

i=1

et pour k € [1,0q — 1], posons

1 2mik n
yk(x, 2) == Z y(")(z) (e%%c) ,

041—1 n>1

ot y™(z) est la somme sur les d-uplets (ny,...,ng) tels que
ny+mng(og —ag) + - +nglag —ag) =n—1

de

d

( "+ ng — 1) 2_ milBi—en)

a;—1 Nd . ; B1—aa a1n71,n2...,nd
1 My -+ - My z=2 miz
ny,...,Nyq
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L’ensemble des racines de l'expression (3.25) est

{yO(I7Z)7yl(m’Z)v s 7ya1—1(x7 Z)} .

Démonstration. L’équation (3.25) est équivalente a

d

=1
ou y' =1 —y. D’apres le théoreme d’inversion de Lagrange, on sait que

, 1

2"y = ~[a"]y" = o [(Z//)n_l} (; m;(1 — y’)lajzﬂjaj) :

pour n > 1. Cette derniere expression est égale a

S1CURII S SR} (Rt

ni+--+nqg=n =1

Nous obtenons par simplification la solution yg(z, 2).
De plus, I’équation (3.25) est équivalente &

J
a1—1

d
m1262_a2 + Z mjyal_ajzﬁj_aj

/ Jj=2
-y

# \ Ve \ . .
ou x' = x>1-1. D’apres le théoréme d’inversion de Lagrange

7]y = (@) Fy

d ay—1
2mikn mlzﬂl_o‘l—}-z mjyaliaj Zﬂjiaj
e~ 1 [ n—l] j=2
T oon Y 1-y )

pour tout n > 1, Nous obtenons par simplification les solutions yx(z, z). O

Nous énongons enfin une équation fonctionnelle sous forme de détermi-
nant pour la série A(zx, z).

Théoréeme 3.3.6. Soit
/ k
Cl(j? l{;) = Z mTZBT—Oéryi —Cw‘7
r=1

le déterminant
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C1 (d, 1) cee Cl(d, ad—l) ; ;
. [ [ . [
: [ : [
Cap (d,1) -+ coy(dyaq—1) | !

est nul.

Démonstration. D’apres la proposition 3.3.4 et le lemme 3.3.5, nous savons
que pour tout i € [0, a7 — 1],

d 01]‘—1
ST myy VT (e (x, 2)) = 2 — Alw, y2).
=1 k=1
Donc
1 ajfl
Yo Y i k) (@hi(z, 2)) = 2° — Az, y;z).
j:dk:aj+1

Les colonnes du déterminant sont donc linéairement dépendantes. Ceci conclut
la démonstration. O

Il est possible de développer ce déterminant avec une approche similaire
a celle classiquement utilisée pour calculer le déterminant de Vandermonde.

3.3.3 Formules closes

Nous nous restreignons dans cette partie au cas d = 1. Ce qui signifie que
I’ensemble des générateurs G est de la forme

g g
Tl e
b
[ [T
« [0

Dans ce cas, le nombre de sorties des prographes engendrés par G est déter-
miné par les autres parametres (comme dans 'exemple 3.3.3). En effet, ces
prographes avec e entrées et n générateurs vont nécessairement avoir

e+ (B8—an

sorties. Car chaque générateur de G va retirer « sorties et en créer 3 nouvelles.
Nous allons donc dans cette partie étudier les termes

an = |PPe n et g-am et (3-am(B)| = |PCen, et (s-am(G)
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Exemple 3.3.7. Grice a l’encyclopédie OFEIS [Inc], nous avons découvert
que les prographes pour le cas particulier

m=1a=2,=3¢ete=2

sont en bijection avec les arbres tandem de duplication [ /. Plus préci-

sément, pour tout n > 0,
PGz ({1} (3.26)

est égal au nombre d’arbres tandem enracinés de duplication sur n+1 genes.
En effet, ils vérifient la méme relation de récurrence et ont le méme cas initial
(voir la proposition 3.3.1 et [ /).

Le théoreme suivant nous fournit une premiere formule close sous forme
de déterminant.

Théoreme 3.3.8. Pourn >0, on a

%:de<G—aa—w+u—nw—n> ).
t=gtl (i.g)eltn)?

Démonstration. Pour le cas particulier d = 1, le théoreme 3.3.2 peut se
réécrire sous la forme matricielle suivante :

Alag, ..., a,)" =[1,0,...,0]",

ou A est la matrice dont les coefficients sont

e—l—(’i—i—l)(&—l)—i—j(ﬁ—l))
i—j '

A, = (—1)i_jm<

D’apres la regle de Cramer, on a

_ An+1
~ det(A)’

an

ou A, est la matrice A dont la derniere colonne est remplacée par le vecteur
[1,0,...,0].

On sait que det(A) = 1 donc en développant suivant la derniere colonne on
obtient que
an = (_1)713’
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ou B est le déterminant de la matrice

im0 G
(( 1) ( i—j+1 )(i,j)e[l,nP) |

On obtient la formule recherchée en multipliant par —1 toutes les colonnes
d’indices impairs et toutes les lignes d’indices pairs de cette matrice. O

Nous concluons ce chapitre en proposant une deuxieme formule close sous
I’aspect d’une série alternée.

Théoreme 3.3.9. Pourn >0, on a

- n n-+k k (B—a)(tl—l—'--—ktj,l)—ke—(a—l)tj
ay, =M %:l(—l) tl+.§kn};{1 ( y >

t;

Démonstration. Pour i € [1,n — 1], notons A; 1’ensemble
L (((D*+U) W) DD*W (D" + U )W) U*,(0,1,¢), (n, 5, 5))
et E l’ensemble
L((D*+UYW)"U*, (0,1,e),(n,s,s)).

On remarque que

n—1 n—1

i=1 i=1
et d’apres le principe d’inclusion—exclusion
n—1 n—1
U Al =D (D)1,
k=1 E>1

ou €, est
> |A;, NN AL

1<) << <n

Pour k € [1,n — 1], nous notons A, _;, 'ensemble

£ (U [W, DD*]" (DD* + U*) [W, DD"]"> - [W, DD*T"* U*, (0, 1,€), (n, s,5))

ot pour v € Nsq, [W, DD*]* désigne (WDD*)*"'W. L’entier ; peut se

réécrire
Z ‘ Atl ----- tn—k |

ti++tn—=n
t; 70
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et I’ensemble E est identique a ’ensemble

Grace au changement de la variable k en n — k, on obtient que

n

an =3 (=" 3 Al

k=1 t1++t=n
t;7#0

Cependant |A;, 4, | est égal a

)

[T (07w, DD D", p(), (i + 1))

ou -1 j—1 j—1
p(j) = (Zte, e+ > t(B—a)e+d tBf— 04)) :
= = =

Par un calcul similaire a celui du cardinal de (3.22) nous obtenons que |A, 4, |
vaut

jli[l<€+(ﬁ—a)(t1+"'+tj1)—(06—1)%').

t

Ce qui conclut la démonstration. O



Chapitre 4

Réécriture dans des quotients
magmatiques

Les opérades peuvent étre vues comme des cas particuliers des prographes
a une sortie, ou tous les générateurs ont également une seule sortie. Cepen-
dant, la théorie des opérades et celle des prographes se sont développées
relativement séparément. Nous allons donc introduire le concept d’opérade
dans le langage classique de la théorie des opérades et non dans celui de la
théorie des prographes.

4.1 Opérades et réécriture

4.1.1 Opérade

Une opérade (non symétrique) est un ensemble gradué

0:= | ] 0O(n)

n>1
qui possede un élément 1 € O(1) appelé unité et qui est muni d’applications
0;: O(n) x O(m) - O(n+m — 1), 1<i<n,1<m,

appelées compositions partielles. Ces éléments doivent vérifier les trois
relations :

(ZL'OZ‘y>O7;+j_1Z:J)OZ‘(ijZ), 1§Z§n,1§]§m,
(£ 0;Y) Ojym—1 2 = (T 0j 2) 0; ¥, 1<i<j<n,
loyz=x=x0;1, 1 <1 <n,

pour tout z € O(n), y € O(m) et z € O.

85
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Introduisons quelques notations et définitions élémentaires au sujet des
opérades. Etant donné un élément = € O, on appelle 'arité de = et on la
note |z| 'entier tel que x € O(|x|).

La composition compléte de O est I'application

0:0(n) x O(my) x - xO0(my) = O(my+---+my)
définie pour tout z € O(n) et yi,...,y, € O par

oy, Yn) = (- ((TonYn) On 1 Yn1) ) 01 Y1

Soient O; et Oy deux opérades. On dit qu'une application
¢ : (91 — OQ

est un morphisme d’opérades si elle respecte I'arité, envoie 'unité de O,
sur 'unité de O et commute avec les compositions partielles. Par opposition,
on appelle anti-morphisme d’opérades une application

¢ 10 — OQ
qui respecte 'arité, envoie 'unité de Oy sur 'unité de O, et telle que

¢ (x0;y) = O(x) Og|—it1 O(Y)

pour tout z,y € Oy et i € [1, |z]].
Une congruence d’opérade est une relation d’équivalence = sur O qui
respecte les arités et telle que pour tout z, 2/, y,y" € O,

r=x2 et y=y

implique

zoy=1"0;y

lorsque 7 est un entier valide. Etant donnée une congruence d’opérade =,
l'opérade quotient O/= de O par = est I'opérade des classes d’équivalence
de =.

Lorsque tous les ensembles O(n) sont finis, on appelle série de Hilbert
de O la série

Ho(t) = 3 |O(n)] 1",

n>1
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4.1.2 Arbre binaire et opérade magmatique

On définit formellement un arbre binaire comme une feuille | ou un
couple (t1,t2) d’arbres binaires. Nous allons utiliser le vocabulaire standard
de la théorie des arbres (tel que racine, nceud, fils gauche, fils droit, ...).
L’arité |t| d’un arbre binaire t est son nombre de feuilles et son degré deg(t)
est son nombre de nceuds. On a pour habitude de dessiner la racine d’un
arbre en haut, par exemple

est la représentation graphique de I'arbre binaire ((, (1)), (i,1))-

L’opérade magmatique Mag est ’ensemble gradué de tous les arbres
binaires, o Mag(n) est ’ensemble des arbres binaires d’arité n. Les compo-
sitions partielles de Mag sont les greffes d’arbres : étant donnés deux arbres t
et s, l'arbre

to; s

est I'arbre binaire obtenu en greffant 'arbre s sur la ¢ feuille de I'arbre t.
Par exemple,

*
. P
*/*\* o * _* \/*
\ 4 4 % * *
* . /7 N\

L’unité de Mag est la feuille.
Le nombre d’arbres binaires d’arité n > 1 est le (n — 1)® nombre de
Catalan. La série de Hilbert de Mag est donc

Hmag(t) = Y cat(n — 1)t" = > (271 _12> lt”.

n>1 n>1 \T— n

Nous allons maintenant introduire des outils sur les arbres binaires. Etant
donné un arbre t, nous notons p(t) son parcours préfize. Nous représen-
tons le parcours préfixe d'un arbre par un mot sur lalphabet {0,2}, ou 0
correspond a une feuille et 2 & un nceud. Par exemple,

* * p
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Nous définissons la relation d’ordre < sur les arbres par
t<t

si et seulement si |[t| = [t'| et p(t) est plus petit que p(t') pour l'ordre lexi-
cographique induit par 0 < 2. Nous définissons également le rang gauche
d’un arbre t comme son nombre Ir(t) de nceuds présent sur sa branche gauche
principale (celle commengant & sa racine). Par exemple,

Formellement, Ir(t) est la longueur du plus long préfixe de p(t) qui soit uni-
quement composé de 2.

Un arbre s est un sous-arbre de t s’il est possible de superposer s sur t.
Formellement, s est un sous-arbre de t s’il existe

t,t,...,t, € Mag

tels que
t=rto;(softy,...,t,]).

Quand au contraire s n’est pas un sous-arbre de t alors on dit que t évite s.

4.1.3 Réécriture dans les arbres binaires

Nous présentons dans cette partie la notion de réécriture | ] dans les
arbres binaires.

Une régle de réécriture est un couple (s,s’) d’arbres binaires tel que
|s| = |s'|. Un ensemble S de régles de réécriture est une relation binaire
sur Mag et on aura tendance a le noter —. On note

s—5

le fait que (s,5") € —. Si — est un ensemble de régles de réécriture alors nous
notons = la relation de réécriture induite par —. Plus formellement,

to;(softy,...,t,)) = to; (s ofty,...,t]),
sis—s avecn = |s| et t, vy, ..., v, € Mag. En d’autres termes, on a

t=+t
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s’il est possible d’obtenir t' & partir de t en remplacant un sous-arbre s de t
par s’ quand s — . Par exemple, si — contient la regle

* *
*‘/ % . Q*‘
* *
alors
* *
* * * * * *
* Tk ~ = T~
* * *
* *
Quand tg, t1, ..., t; sont des arbres binaires tels que

=t = =1,

on dit que ty se réécrit en t, par = en k étapes. On dit que = est termi-
nant s’il n’existe pas de chaine infinie

th=tt=t="---

Nous utiliserons le critere classique ci-dessous pour montrer qu’une rela-
tion de réécriture est terminante.

Lemme 4.1.1. Soit — un ensemble de régles de réécriture sur Mag. Si
pour tout t—+t on a t >t alors la relation de réécriture induite par — est
terminante.

Une forme normale pour = est un arbre binaire t tel que t = ¢ implique
que t' = t. En d’autres termes, une forme normale est un arbre qui ne peut
pas étre réécrit. On note M-, 'ensemble des formes normales. L’ensemble 91—,
est également I'’ensemble des arbres binaires qui évitent les membres gauches
des regles de —.

Si pour tous les arbres binaires t, s; et 55 tels que t=>s; et t= s, on a un
arbre ¥ tel que s; =t et s, = t' alors on dit que = est confluent. Quand =
est terminant et confluent on dit que = est convergent.
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4.2 Opérades peignes

Nous rappelons que I'’opérade associative As est le quotient de Mag
par la plus petite congruence d’opérade = vérifiant

Nous proposons dans cette partie d’étudier une généralisation de 'opérade As.

Pour tout entier v > 1, les arbres peigne gauche p(}) et peigne droit p(\y )
sont les arbres

de degré ~. Pour v > 1, nous appelons I’opérade peigne de taille v (que
nous notons CAS(V)) I'opérade quotient Mag/_(,), ot =) est la plus petite
congruence sur Mag telle que

o) =00 p0),

Remarquons que CAs) est trivialement isomorphe & Mag et que CAs®
est 'opérade As. Nous posons

CAs = {CAS(’Y) Ly > 1} ,

I’ensemble des opérades peignes.

4.2.1 Le treillis des opérades peignes

Afin d’introduire une structure de treillis sur CAs, nous allons dans un
premier temps étudier les morphismes d’opérades entre ses éléments.

Lemme 4.2.1. Soient vy et ' deux entiers positifs. Il existe un morphisme
d’opérades
¢ : CAs") — CAs")

si et seulement si
() —() o)
b, =P

Si un tel morphisme existe alors il est nécessairement surjectif.
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Démonstration. Supposons que
¢ : CAs") — CAs"
est un morphisme d’opérades. Puisque
ICAsY(2)| = |CAs ) (2) = 1,

I’application ¢ envoie nécessairement le générateur de l'opérade CAs") sur
celui de Popérade CAs"). L’application ¢ est donc surjective et

o (P27 n) = P27 (+2)

Par définition

nous en déduisons donc d’apres (4.2) que

{p()l)};(v) - {p(\y)};m :

Ce qui conclut la premiere partie de cette démonstration.

Réciproquement, si
() —(y) ()
b P

alors la relation =) est moins fine que la relation =" . L’application
¢ : CAs")(2) - CAs™(2)
définie par
b ([*]E(’v/)> = [z
s’étend de fagon unique en un morphisme (surjectif) d’opérades. Ce qui
conclut la démonstration. O

Le lemme suivant énonce une propriété nécessaire sur l'appartenance a
une méme classe d’équivalence de =),

Lemme 4.2.2. Soient t,t deux arbres et v > 2 un entier. Si t =¥ alors
Ir(t) (mod~y—1) = Ir(¥) (mod~—1). (4.3)
Démonstration. Notons = la relation sur Mag induite par la regle
) =l
Soit t un arbre binaire. Il se décompose ainsi
t=pl®Wo [|, t, e b

ou les t; sont des arbres binaires. Si t=-t alors nous sommes dans 'un de
ces deux cas :
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1. La réécriture se fait dans un des arbres t;, ce qui signifie qu’il existe
un arbre t; tel que

t = p(/lr(’t)) ol tg,... ,f;, e atlr(t)} .

Donc Ir (t) = 1Ir (¢).

2. La réécriture implique un nceud de la principale branche gauche de t.
Ce qui signifie qu’il existe un entier 7 tel que

= p(/hﬂ(t)*'yfl) © [la t, ... >p(\ﬂkl) © [tw B 7ti+'y—1] yeoe 7tlr(t):| .

Donclr (¢) =Ir(t) —y—1=1r(t) (mody—1).

Les deux cas impliquent (4.3). Nous concluons la démonstration par le fait
que =) est la cloture réflexive, symétrique et transitive de =. O]

Grace a ces deux lemmes nous pouvons caractériser tous les morphismes
d’opérades agissant sur les éléments de CAs.

Proposition 4.2.3. Soient v > 2 et v > 1 deux entiers. Il existe un mor-
phisme (surjectif) d’opérades

¢ : CAs") — CAs"
si et seulement siy—1 |~ — 1.
Démonstration. D’apres le lemme 4.2.1, il nous suffit de montrer que
p0) =000 (4.4)
si et seulement si v — 1 |4 — 1. Si (4.4) alors d’apres le lemme 4.2.2
Ir (p(/'yl)) =1Ir (p@l)> (mod v —1).

Doncy—1|+ —1.

o . / 'y/fl J o .
Réciproquement, si v — 1 | 7/ — 1 alors en T pas de réécriture nous
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obtenons
*
o *
P ok ok
0 _ o Tyl
bt = RN = “A I\
* _ %
o 1A
DA I\
/7 \
*
* I‘* _
% *x ! Q/
LA % r =)
* * *x =
= I\ / = r PN
* *
I.Q/ /~* -
I\ ’";7
/7 \
Donc p&) =0 p0) © i lut la dé i O
p =" 7. Ce qui conclut la demonstration.

Cette caractérisation des morphismes d’opérades peignes met en évidence
une structure de treillis sur les éléments de CAs. Afin de la formaliser, nous
définissons Ayq et V4 comme étant

CAs™) g CAs®) .= CAs(P8ed(37))

et
CAs" vy CAs") = CAs(ppcm(ﬁ’ﬂ)

pour tous les entiers v et 7/. On note <4 la relation définie par
CAs") <q CAs")

si et seulement 'l existe un morphisme de CAs™ a CAs""). La proposi-
tion 4.2.3 implique le théoréme suivant.

Théoreme 4.2.4. Le quadruplet
(CA87 jda /\d7 \/d)

est un treillis et il est isomorphe au treillis de la division (N, |, pged, ppem).
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Nous représentons une partie de ce treillis sur les opérades peignes dans
le graphique suivant

CAS(9)CAS(13)
CAs® CAs(™ CAsfll(:) CA;(H) \\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\
CAs®  CAsH  CAsO) c;is<8> \\;\Z\sw
CAs®?

(4.5)

Son élément minimal est As = CAs® et son élément maximal est Mag =

CAsW. Algébriquement, cela signifie que toutes les opérades peignes se pro-
jettent sur As et qu’elles sont toutes des quotients de Mag.

4.2.2 Complétions des opérades peignes

Nous cherchons des présentations finies et convergentes des opérades
peignes. Par définition, Popérade CAs") est le quotient de Mag par la
congruence engendrée par la regle de réécriture

o = el (46)

Cependant, la relation de réécriture = induite par — n’est pas confluente
pour v > 3. En effet, on peut remarquer que

pOt = ot pU = T @)

7\
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Or ces deux arbres a droite de = sont en formes normales.

Afin de la rendre confluente, nous allons appliquer le classique algorithme
de Buchberger | , Section 3.7]. Nous allons d’abord nous restreindre au
cas v = 3.

L’opérade peigne de taille 3

Lorsqu’on applique l'algorithme de Buchberger sur les arbres binaires
dont le degré est compris entre 4 et 7, nous obtenons les nouvelles regles de
réécriture

x x
* : * *
/ . * , \ _> ’ «
* *
.o * * ) . . ?
* _> PN P (48) *_/ 7 %
. ,*\ . O
v e 2NN
(4.9)
. * * *
* ’ ¢ *
. * *
\* , N *
~ — * , * — s s
* * , L «
PN * * * ~
* ’ RS ' % *
. * [N
RN 2R *
(4.10) (4.11)
* * '
*
AN ’ *
* * - * *
* * — ! * *\ * — *
l ’ N
7\ ’ N ) * * N 9
* * Y A *
’ . . * B \*
* * * AR
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* *
x N ‘* T *
* x * oy
* *. "k
— * , PN — * ,
* % * *
*\ . \ « ’*\ ’*\ .*
* ’*‘ * I*\ ' ~*
(4.14) (4.15)
X * .
* * / *\ /N
* * * * * *\
* . *
* , * * JN
* — N et . — .
* SN * \*
* % e * %
* o
(4.17)
(4.16)

En réécrivant ces regles sous la forme de parcours préfixes, nous obtenons

22020200 — 220020200, 20202202000 — 20202020200,
20220200200 — 20202020200, 2020220020200 — 2020202022000,
2022002020200 — 2020202200200, 2202200020200 — 2200202020200,
202020202200200 — 202020202022000, 202020220022000 — 202020202020200,
220020202200200 — 220020202022000 et 220200202020200 — 220020202022000.

Le théoreme suivant exhibe une présentation finie et convergente de I'opé-
rade peigne de taille 3.

Théoréme 4.2.5. L’ensemble — des régles de réécriture (4.6), (4.8)—(4.17)
forme une présentation finie et convergente de CAs®.

Démonstration. Montrons que la relation de réécriture = induite par — est
convergente. Premierement, pour tout t—t on a t > t. Donc d’apres le
lemme 4.1.1, = est terminante.

Le plus grand degré des arbres apparaissant dans les regles de — est de 7.
Si cette présentation n’est pas une confluente alors il existe des arbres pouvant
se réécrire grace a = en deux formes normales différentes. Ces arbres doivent
donc contenir deux membres gauches des regles —. Les plus petits de ces
arbres (en terme de degré) sont donc de degré au plus 2x 7 = 14. Or cela n’est
pas le cas car nous avons vérifié a 'ordinateur que = est une présentation
confluente de CAs® (n) pour n < 14. Ceci conclut la démonstration. O



OPERADES PEIGNES 97

La regle de réécriture du théoreme 4.2.5 a, arité par arité, les cardinaux
suivant
0,0,0,1,1,2,3,4,0,0,... . (4.18)

Elle a également des conséquences énumératives comme celle de la proposi-
tion suivante.

Proposition 4.2.6. La série de Hilbert Hgayo (t) de CAs® est

t

— (1=t +2++2 2 =7t =2 + % + 2010 1) . (4.19
(l_t)2(++++ +10+ 2610 +41) . (4.19)

Démonstration. Etant donné un entier n > 1, le cardinal de CAs® (n) est
le nombre d’arbres qui évitent les membres gauches de la regle —.

Dans | ] (voir aussi | : ]) Giraudo propose une méthode
pour calculer la série génératrice des arbres évitant un ensemble donné d’arbres.
En appliquant cette méthode a notre cas, nous obtenons la série (4.19). O

Pour n < 10, les dimensions de CAs® (n) sont données par la suite
1,1,2,4,8,14, 20, 19, 16, 14, 14, 15, 16, 17 (4.20)

et pour tout n > 11, le développement de Taylor de la série (4.19) montre
que
ICAs®(n)| =n +3. (4.21)

Nous pouvons également calculer les formes normales pour la relation de
réécriture induite par la présentation fournie dans le théoreme 4.2.5. Nous
définissons récursivement pour d > 0 I'arbre binaire 34

| sid=0,
dd = 3d—1 0 a-1 * sinon
10| gt * sinon
Par exemple,

4 .
— " _*\
. *
* N
A *

Les formes normales se répartissent en deux familles. La premiere est 1’en-
semble des n — 1 arbres de la forme

3d Od+1 §n—1-d; (4.22)
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pour d € [1,n — 1]. Par exemple, pour n = 12,

est un arbre de la premiere famille. La deuxieme famille contient les quatre
arbres

Nous pouvons en effet vérifier que ces n+3 arbres évitent les membres gauches
des reégles de réécriture données dans le théoreme 4.2.5. Nous avons de plus
la propriété absorbante suivante.

Proposition 4.2.7. Si un des arbres t ou t' appartient a la famille (4.23) et
que i € [1, |t|] alors la forme normale de to;t' est un arbre de la famille (4.23).

Démonstration. Aucun des arbres de la forme (4.22) ne contient en sous-
arbre un membre gauche ou droit d'une des regles de réécriture (4.6). Cet
ensemble de regle engendre la relation de congruence =®), nous en déduisons
que ces arbres sont seuls dans leurs classes d’équivalence. De plus, les arbres
de la forme (4.23) contiennent le membre droit de la regle (4.6) donc la

composition d'un de ces arbres avec un autre arbre ne peut appartenir a la
famille (4.22). O

La proposition 4.2.7 nous dit que la famille d’arbres (4.23) est absorbante
pour les compositions partielles.

L’exploration informatique nous permet de conjecturer la table des com-
positions des formes normales de CAs®®. Cependant, nous ne trouvons pas
de description simple de celle-ci. Par exemple, la composition partielle t o; t/
ou t est un arbre de la forme (4.22) et ¢ un arbre de la forme (4.23), peut
étre décrite par 36 cas. Ces cas dépendent des valeurs des parametres associés
at, t et
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Les autres opérades peignes

Nous avons lancé le méme algorithme de complétion pour les opérades CAs")
lorsque v € [1,9]. Nous exposons les résultats obtenus dans ’annexe C. La
table 4.37 nous montre le nombre de regles de réécriture qu’il faut ajouter,
arité par arité, afin d’obtenir une présentation confluente.

Nous avons conjecturé de ces explorations informatiques que 'algorithme
ne donnerait pas de présentation finie convergente de CAs"), quand v >
4. Nous avons observé que pour CAs™® de nouvelles régles de rééeriture
continuent d’apparaitre a l'arité 42. De plus, le nombre total de regles a
ajouter jusqu’a cette arité est de 3149. Le tableau (4.37) est incomplet car

notre programme était trop lent pour pousser plus loin les explorations
pour CAs®, CAs®, CAs(™ et CAs®,

Cependant, I’algorithme de complétion dépend de 'ordre que 1’on choisit
sur les arbres. Dans le but de savoir si 'algorithme de complétion trouverait
une présentation finie et convergente pour un ordre différent, nous avons
lancé l'algorithme avec retour sur trace (backtracking en anglais) suivant :
pour chaque nouvelle regle

(t1, t2)

que I'algorithme de complétion propose, nous tentons récursivement de trou-
ver une complétion finie en ajoutant la regle

t1—>t2

ou bien la regle

th—t.

Si a un moment donné la relation de réécriture = induite par — boucle (c’est-
a-dire si = n’est pas antisymétrique) alors nous la rejetons. Nous n’avons pas
trouvé de présentation finie et convergente pour CAs®, CAs® et CAs®
jusqu’a l'arité 12.

Nous conjecturons qu’il n’existe pas de présentation finie et convergente
de CAs"™ quand v > 4 et ol les membres gauches et droits des régles de
réécriture appartiennent a Mag.

Grace aux complétions partielles que nous avons présentées dans la table (4.37)
de 'annexe C, nous avons pu calculer les premiers coefficients des séries de
Hilbert des opérades CAs), pour 1 < v < 9. Nous présentons ces résultats
dans 'annexe D.
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4.3 Quotients cubiques

Nous allons dans cette partie explorer tous les quotients de Mag obtenus
en confondant deux arbres de degré 3. Nous notons a; le ¢ arbre de degré 3
pour l'ordre lexicographique. Ainsi,

* * ' * *
c . * s .o
* * . . * *
L oo * * LN PR
* * RS RS * *
ap as as ay as

Nous notons Mag!™} Popérade quotient Mag/—, ou = est la congruence
d’opérade engendrée par a; = a;. Nous avons déja étudié dans la partie 4.2.2
I'opérade Mag{1’5} — CAs®. Certains de ces quotients sont anti-isomorphes.

4.3.1 Classes anti-isomorphes

L’application 1 : Mag — Mag qui envoie un arbre t sur ’arbre ob-
tenu en échangeant récursivement les fils gauche et droit de chaque noceud

de t est un anti-isomorphisme de Mag. Pour cette raison, les (g) = 10 quo-

tients Mag{"/} se répartissent en six classes d’équivalence
{Mag{m}, Mag{4’5}} , {Mag{l’g}, Mag{3’5}} , {Mag{1’4}, Mag{2’5}} ,
{CAS(3)} , {Mag{2’3}, Mag{3’4}} , {Mag{2’4}} (4.24)

d’opérades anti-isomorphes.
Etant donnée une opérade © dotée des compositions partielles o;, nous
définissons les compositions partielles o; par
L0 Y 1= X Olg|—i+1Y
pour tout z,y € O et i € [1,|z|]. Le lecteur peut facilement vérifier les

assertions du lemme suivant.

Lemme 4.3.1. 5i Oy et Oy sont deux opérades anti-isomorphes et que ¢ est
un anti-isomorphisme de Oy dans Oy alors

1. j‘fol (t) = %02 (t) 5
2. si =) est une présentation convergente de Oy alors l’ensemble des
régles de réécriture —2 défini par

Y(z) =P y(y),

pour tout © —N y, est une présentation convergente de Oy ;
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3. si (0, 0;) est une réalisation combinatoire de Oy alors (0, 0;) est une
réalisation combinatoire de Oy.

4.3.2 Réalisations combinatoires

Quatre des six classes d’équivalence (4.24) des quotients Mag!"7} peuvent
étre réalisées par des opérades sur les compositions d’entiers. Nous allons les
étudier une par une.

Les opérades Mag{'? et Mag{*>!

Le lecteur peut vérifier grace a 'algorithme de Buchberger que la regle
de réécriture a; — ap est une présentation convergente de Mag!{V?. Les opé-
rades Mag{!? et Mag{*®! sont anti-isomorphes, donc d’apres le lemme 4.3.1
la régle a, — a5 est une présentation convergente de Mag{*®'. En utilisant
la méme méthode que celle de la proposition 4.2.6, nous obtenons le résultat
suivant.

Théoréme 4.3.2. Les séries de Hilbert de Mag!h? et Mag!®} sont

1-—-1
J-(:Mag{l’Q} (t) - :H"Mag{‘l’s} (t) - tl — 2t. (4.25)

Nous obtenons grace a un développement de Taylor de la série (4.25) la
formule close suivante.

Proposition 4.3.3. Pour tout n > 2,
‘Mag{l’Q}(n)’ = ‘Mag{‘l"r’}(n)‘ =2"72, (4.26)

Nombreux sont les objets combinatoires énumérés par les puissances de 2.
Nous avons choisi les compositions d’entiers comme support pour notre réa-
lisation de Mag{1’2}. On rappelle qu'une composition d’entier est une
suite finie d’entiers. Si

A= (A17...,Ap>

est une composition d’entier alors nous notons s; ;(A) le nombre

14+ > Ak

i<k<j

L’arité de A est le nombre s ,(A). La composition vide € est I'unique objet
d’arité 1. Nous notons € I’ensemble des compositions d’entiers.
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Etant donné un entier i > 1, nous définissons 'opération binaire
(1,2)
0, 7 :C(n) x C(m) = Cn+m—1)
pour toutes les compositions d’entiers
A= (A, Ay) et o= (.o, 1),

dont les arités respectives sont n > i et m > 1, par

AO(LZ)I,I,:: {(Alw'wApvula-'-auq) Sii:n7

' (A1, Ak A1 +m — 1, Ajga, ..., A,)  sinon,

ot k > 0 est lentier tel que s1£(A) <@ < s144+1(N).

Théoreme 4.3.4. L’opérade
(et)

est une réalisation combinatoire de Mag{h?.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que les opérades (@, 02(1,2)) ot Mag{H%
sont isomorphes. L’ensemble des formes normales d’arité n pour la relation
de réécriture = induite par la regle a; — a; est

P2 (A ) € em)} (4.27)
ol
) 0 o [pr) )
L’application ¢ : Mag{»? (n) — @(n) définie par
6 (B2 ) = (Ar o Ay) (4.28)

est donc une bijection. Il nous reste a montrer que ¢ est un morphisme
d’opérades. Soit

A= (A, Ay) et o= (. )
deux compositions d’entiers dont les arités respectives sont n et m. Si
t:= p91""’Ap) e Mag{l’g}(n) et ' = pﬂ”""’”” € Mag{l’z}(m)

alors

ST WP
to11,(/:13(/1 Pl seen )
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donc
6 (tont) = o () o o (1)
Sii € [1,n — 1] et k est un entier tel que s1,(A) < i < s1441(A) alors
I’arbre t o; t’ est I’arbre

Ai-1) Ak=1) . Arr1—1) (Akt2—1) (Ap—1
p(\p)o|:p(/1 a"'vp/k )7p(/k+1 Oz'«#lfsl;C t p . a-”)p/p )7|:|
(4.29)
L’arbre (4.29) se réécrit par = en
A —1 Agr1—1 -1 y
p(\p) ° |:p(/ 1 )’ Y (p(/ y Citl-s1%(N) p(/u1 )> i+1—s1,5(A)+p1 pgm uq>7
(Ap—1
s 7p/p )7 :| .
Ce dernier se réécrit en gy — 1 pas par = en
-1 Or=1) o (App1—14 oo
P o {p( T T o e P,

pOwre=h) Qe 1),]. (4.30)

En itérant ¢ — 1 fois les étapes de réécriture de (4.29) a (4.30), nous obtenons

A Al At 14Am—T A f 20X
to, ¢ :>p( 1 ks Ak41+mM k42 p)‘

Nous avons donc montré que

d(toit) = o(t) o o(t).
Ce qui démontre que 'application ¢ est bien un morphisme d’opérades et
permet ainsi de conclure la démonstration. O]

A (1,2
Grace au lemme 4.3.1, nous savons que (G , og

binatoire de Mag!*°}.

)) est une réalisation com-

Les opérades Mag{1’3} et Mag{3’5}

Le lecteur peut vérifier que la regle de réécriture az — a; est une présenta-
tion convergente de 'opérade Mag{!®'. D’apres le lemme 4.3.1, la régle as — as
est une présentation convergente de Popérade Mag®®. En utilisant la méme
méthode que celle de la proposition 4.2.6, nous obtenons que les séries de Hil-
bert de Mag!!?} et Mag®®} sont égales & (4.25). Les coefficients

‘Mag{l’?’}(n)’ et ‘Mag{&f’}(n)‘

sont donc égaux a (4.3.3) lorsque n > 2.
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Comme pour notre étude de 'opérade Mag{m} dans la partie 4.3.2, nous
avons choisi une réalisation basée sur les compositions d’entiers. Etant donné
un entier ¢ > 1, nous définissons 1'opération binaire

o™ C(n) x €(m) = €(n+m —1)
pour toutes les compositions d’entiers
A= (A, ) et p= (., 1),

dont les arités respectives sont n > i et m > 1, par

Ao(l,?))u_: (Ala"'yki—lvul+Si,p(A)7lJ’27"'ﬂl’l’q) Sllgp_l_lv
' (A1, ooy A, A +m — 1, A, ..., A,)  sinon,

ou k est Uentier tel que &+ 1+ sp11,(A) <@ < k+ 55(A).

Théoreme 4.3.5. L’opérade
)

est une réalisation combinatoire de Uopérade Magt-},

Démonstration. La démonstration étant similaire a celle du théoreme 4.3.4,
nous n’en donnerons que les grandes lignes.

Il est suffisant de montrer que les opérades (G, 051’3)) et Mag{"* sont
isomorphes. L’ensemble des formes normales d’arité n pour la relation =
induite par la regle as — a; est

{C;Al’"")"’) t (A1, Ap) € G(n)} ,

)= g o (00 0 (- (52 02p) ).

Nous pouvons conclure la démonstration en montrons que l'application
¢ : Magt3(n) = €(n)
définie par
o (M) = (A

est un isomorphisme de 'opérade Mag!* dans 'opérade (G, 051’3))_ O

D’apres le lemme 4.3.1, nous savons que 'opérade (G, 651’3)) est une réa-

lisation combinatoire de Popérade Mag!®°}.
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Les opérades Mag{'¥ et Mag{?>!

Le lecteur peut vérifier que la regle ay — a; est une présentation conver-
gente de l'opérade Magt . D’aprés le lemme 4.3.1, la régle ay — a5 est
une présentation convergente de 'opérade Mag!?®. En utilisant la méme
méthode que celle de la proposition 4.2.6, nous obtenons que les séries de
Hilbert de Mag!’* et Mag{>® sont égales a (4.25). Les coefficients

‘Mag“’“(n)’ et ‘Mag{Q’S}(n)‘

sont donc égaux a (4.3.3) lorsque n > 2.

Comme pour notre étude des opérades Mag{'? et Mag!®} de la par-
tie 4.3.2, nous avons choisi une réalisation basée sur les compositions d’en-
tiers. Etant donné un entier i > 1, nous définissons I'opération binaire

o @(n) x C(m) = €(n+m — 1)
pour toutes les compositions d’entiers

A:: (Al,,Ap) et ,,l,:: (I'l'17""l’l’q)7
dont les arités respectives sont n > ¢ et m > 1, par

o5 ()\17"'7>‘k7/-1‘17"'>l*l'q71al*l'q+Ak+17-"7)‘p> Sii:sl,k()\>7
Aoz( 7 )lJ’ = (Ab .. '7)\k7i — Sl,k()\)al“l'h oo J/J’(bsl,kJrl(A) - ia)\k+27 .. '7Ap)
sinon,

ou k est U'entier tel que s1,(A) < < $1541(A).

Théoreme 4.3.6. L’opérade
(e)

est une réalisation combinatoire de Uopérade Mag!®°},

Démonstration. La démonstration étant semblable a celle du théoreme 4.3.4,
nous n’en donnerons que les grandes lignes.

Il suffit de montrer que ces deux opérades sont isomorphes. L’ensemble
des formes normales d’arité n pour la régle induite par as — a5 est (4.27). 1l
reste donc a montrer que 'application (4.28) est un isomorphisme de I'opé-

rade Mag{2’5} dans l'opérade (G, 02(2’5)). O

6(2a5)

D’apres le lemme 4.3.1, nous savons que 'opérade (@, ; ) est une réa-

lisation combinatoire de Popérade Magt'4},



106 REECRITURE DANS DES QUOTIENTS MAGMATIQUES

L’opérade Mag!>*

Le lecteur peut vérifier que les régles a; — a4 et a; —' ay sont toutes les
deux des présentations convergentes de I'opérade Mag{?>*'. Nous obtenons
de méme que la série de Hilbert de Mag!?* est égale a (4.25). Ainsi les
coefficients

[Mag >4 (n)|

sont donc égaux a (4.3.3) lorsque n > 2.

Etant donné un entier ¢ > 1, nous définissons I'opération binaire

oY C(n) x €(m) = C(n+m—1)

1

pour toutes les compositions d’entiers
A= (A, Ay) et o= (.o, 1),
dont les arités respectives sont n > i et m > 1, par

(Ala SR 7Akal~’l'17 ceey Hg—1, Hg + )\k+17Ak+27 s 7Ap)

24) , ._ si i = s1(A),
Ao, = ) .
(Alv s 7Ak7 = Sl,k(A)7 i,y Hg—1, Mg + 817k+1(A) )
Akt2, .-, Ap) sinon,

ou k est 'entier tel que s1 (X)) <4 < $141(A).

Théoreme 4.3.7. Les opérades
(€,0*) et (€,5)

sont des réalisations combinatoires de l'opérade Mag!>*.

Démonstration. La démonstration est semblable a celle du théoréme 4.3.6.
O
Opérades non-isomorphes

Comme nous venons de le voir, les opérades des quatre classes d’équiva-
lence

{Mag{m}, Mag{4’5}} : {Mag{l’s}, Mag{3’5}} :
{Mag{1’4},Mag{2’5}} et {Mag{2’4}}
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ont les mémes séries de Hilbert. Méme si elles peuvent étre réalisées par le
méme ensemble de compositions d’entier, elles sont deux a deux non iso-
morphes et non anti-isomorphes. En effet, tout (anti-)isomorphisme entre
deux de ces opérades envoie nécessairement le générateur de l'une sur le
générateur de l'autre. De plus, les relations sur ces générateurs sont intrin-
sequement différentes de I'une a l'autre. Elles ne peuvent donc pas étre (an-
ti-)isomorphes.

4.3.3 Quotients aux présentations possiblement infi-
nies
Nous n’avons pas trouvé de présentation finie et convergente des opé-

rades Mag{®% et Mag®*'. Cependant, grace & 'exploration informatique
nous avons conjecturé que les regles de réécriture

* * . .
s */ N x 7 % * 7
a, — as, , — o , , « % — <
* * * * & "
I\ I\ I\ I\ oS
1 .
* *
* * */ .
et k- - o, k>0 (4.31)
*o 7 I /"];:

forme une présentation convergente de Mag!®*. Nous Pavons vérifiée jusqu’a
I’arité 40. Si elle est exacte alors les séries de Hilbert des opérades Mag!?3}
et Mag®®% sont

Hiagizr (1) = Hypagtoar () = (1 — 2t 247 4t — tﬁ) . (4.32)

(11

Par un développement de Taylor, nous obtenons la suite
1,1,2,4,8,14,21,29, 38, 48 (4.33)

pour les premiéres dimensions de Mag{?% et de Mag®®*} et nous obtenons

‘Mag{z?’}(n)‘ = ’Mag{3’4} (n)‘ = n(n;—l) -1, (4.34)

pour n > 5.
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Perspectives

Nous suggérons dans 'ordre des perspectives pour les trois principaux
chapitres de ce manuscrit.

Nous proposons deux perspectives pour le chapitre 2, portant sur 1'ex-
ploration informatique de la théorie des codes. Premiérement, nous nous
demandons quels sont les plus petits codes (au sens de la longueur du plus
long mot) non commutativement préfixes. On ne sait toujours pas quelle est
la longueur du plus long mot de ces codes. Cependant, nous avons montré
qu’elle est comprise (bornes incluses) entre 7 et 12. La recherche exhaustive
jusqu’a 6 a été effectuée en quelques minutes sur un ordinateur de bureau
quadricoeur. La recherche exhaustive jusqu’a 7, nous parait envisageable sur
des machines plus conséquentes. En ce qui concerne la borne supérieure, nous
pourrions nous restreindre a la recherche de codes non commutativement pré-
fixes dont les mots contiennent au plus deux b.

La deuxieme perspective est de savoir s’il existe un code modulaire baion-
nette complet contenant un code non commutativement préfixe. Une réponse
négative démontrerait la conjecture du triangle.

Nous soumettons quatre perspectives pour le chapitre 3, portant sur la
combinatoire des prographes. Premiérement, nous avons énuméré les pro-
graphes selon la nature de leurs générateurs, leurs nombres de générateurs,
leurs nombres d’entrées et leurs nombres de sorties. Nous proposons d’y ajou-
ter leurs hauteurs. La hauteur d’un prographe peut étre informellement dé-
finie comme le plus grand nombre de générateurs traversés par un chemin
d’une entrée a une sortie. L’intérét d’un tel parametre se manifeste quand,
par exemple, les prographes modélisent des circuits électroniques. En effet,
dans ce cas la hauteur correspond a la complexité du circuit.

Deuxiemement, nous pensons que les prographes peuvent encoder et mo-
déliser des structures qui ne peuvent pas étre capturées par la combinatoire
classique des arbres. Afin de mesurer cette expressivité, nous nous demandons
a quelles classes (rationnelle, algébrique, holonome, D-algébrique,. .. | 1)
les séries génératrices (3.23) des prographes appartiennent. Nos recherches
informatiques, basées sur le paquet GFUN du logiciel Maple, nous laissent
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penser que ces séries sont pour la plupart non holonomes.

Troisiemement, dans leur article | ], les auteurs ont trouvé une
formule close pour décrire la croissance asymptotique des coefficients (3.26).
Nous proposons comme piste de réflexion de généraliser cette formule aux
prographes engendrés par un seul type de générateur.

Et pour finir, notre construction des prographes peut se généraliser aux
prographes a générateurs typés. Informellement, chaque entrée et sortie d’un
générateur typé a un type donné. Si p; et p, sont des prographes a générateurs
typés alors le prographe p; o po n’est défini que si T(p1) = [(p2) et que la
premiere entrée de py est du méme type que la premiere sortie de p; et ainsi
de suite... Nous nous demandons lesquels de nos résultats énumératifs sur les
prographes peuvent se généraliser aux prographes a générateurs typés.

Nous exposons deux perspectives pour le chapitre 4 qui porte sur la réécri-
ture dans des quotients de 'opérade Mag. Il existe une technique classique en
réécriture sur les mots qui consiste a ajouter un nouveau générateur afin d’ob-
tenir une présentation convergente. Nous nous demandons si cette technique
appliquée aux opérades peut nous fournir des présentations convergentes de
I'opérade Mag{2’3} et des opérades CAs"), quand v > 4.

Nous avons étudié les 10 quotients cubiques de l'opérade Mag. Notre
derniere perspective propose d’étudier les (g) = 91 quotients de Mag qui
confondent deux arbres de degré 4. Nous avons observé ces quotients a ’or-
dinateur. Certains ont des séries de Hilbert qui nous semblent, en utilisant

le paquet GFUN, étre non holonomes.



Annexes

Annexe A

Les 38 codes baionnettes non commutativement préfixes pour n = 15 ont
en commun les mots

01 07 0D OE 82 84 86 Bl B2. (4.35)

Nous les recensons dans la table ci-dessous. Il faut leurs ajouter les éléments
de l'ensemble (4.35). Notons que le code Y; est le code de Shor.

Nom H Code non commutativement préfixe

Yy |00 30 32 34 36 80 BO
Y2 |00 30 32 34 36 80 B3
Ys |00 30 34 36 3A 80 BO
Y4 |00 30 34 36 3A 80 B3
Ys |00 31 33 35 37 80 BO
Y |00 31 33 35 37 80 B3
Y |00 31 35 37 3B 80 BO
Ys |00 31 35 37 3B 80 B3
Y9 |00 32 34 36 38 80 BO
Y |00 32 34 36 38 80 B3
Y1 |00 33 35 37 39 80 BO
Y2 |00 33 35 37 39 80 B3
Y3 |00 34 36 38 3A 80 BO
Y4 |00 34 36 38 3A 80 B3
Y5 |00 35 37 39 3B 80 BO
Y6 |00 35 37 39 3B 80 B3

(4.36)
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Y7
Yis

Y19
Y0

Yo
Yoo
Ya3
You
Yas
Ya6
Yo7
Yo
Yoo
Y30
Y1
Yso
Ys3
Yss
Yss
Y36
Ys7
Yss

10
10

20
20

20
20
30
30
30
30
31
31
31
31
32
32
33
33
34
34
35
35

32
34

32
32

34
34
32
32
34
34
33
33
35
35
34
34
35
35

36
37
37

34
36

34
34

36
36
34
34
36
36
35
35
37
37
36
36
37
37
38
38
39
39

40
40

20
o8

20
58
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60
60

90
90

A0
A0

A0
A0
BO
B3
BO
B3
BO
B3
BO
B3
BO
B3
BO
B3
BO
B3
BO
B3

Co
Co

DO
DO

DO
DO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
EO
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Annexe B

Nous avons découvert les 25 codes ci-dessous pour n = 16.

113

Nom H Code non commutativement préfixe

Z1 || 00 01 02 0B 0C 3B 3C 50 51 52 80 82 84 86 DO D1 D2
Zs || 00 01 02 0B 0C 3B 3C 50 51 52 81 83 85 87 DO D1 D2
Zs || 00 01 02 0B 0C 3B 3C 50 51 5A 80 82 84 86 DO D1 D2
Z4 || 00 01 02 0B 0C 3B 3C 50 51 5A 81 83 85 87 DO D1 D2
Zs || 00 01 0A 0B 0C 3B 3C 50 51 52 80 82 84 86 DO D1 D2
Ze || 00 01 0A 0B 0C 3B 3C 50 51 52 81 83 85 87 DO D1 D2
Z7z || 00 01 0A OB 0C 3B 3C 50 51 5A 80 82 84 86 DO D1 D2
Zg || 00 01 0A 0B 0C 3B 3C 50 51 5A 81 83 85 87 DO D1 D2
Zg || 00 02 0B 0C 11 3B 3C 50 52 61 83 85 87 91 DO D2 El1
Z1o || 00 02 0B 0C 11 3B 3C 50 5A 61 83 85 87 91 DO D2 E1l1
Z11 |01 02 03 0C 0D 3B 3C 50 51 52 80 82 84 86 DO D1 D2
Z12 || 01 02 03 0C 0D 3B 3C 50 51 52 81 83 85 87 DO D1 D2
Z13 || 01 02 03 0C OD 3B 3C 50 51 HA 80 82 84 8 DO D1 D2
Z14 || 01 02 03 0C 0D 3B 3C 50 51 5A 81 83 85 87 DO D1 D2
Z15 || 01 02 0B 0C 0D 3B 3C 50 51 52 80 82 84 86 DO D1 D2
Z1s || 01 02 0B 0C 0D 3B 3C 50 51 52 81 83 85 87 DO D1 D2
Z17 |01 02 0B 0C 0D 3B 3C 50 51 5A 80 82 84 86 DO D1 D2
Z1s || 01 02 0B 0C 0D 3B 3C 50 51 H5A 81 83 85 87 DO D1 D2
Z19 |01 02 OB 0C 10 3B 3C 51 52 60 82 84 8 90 D1 D2 EO
Zoo || 01 02 0B 0C 10 3B 3C 51 H5A 60 82 84 8 90 D1 D2 EO
Zo1 |01 02 0B 0C 1D 3B 3C 51 52 60 82 84 86 90 D1 D2 EO0
Z9o (|01 02 0B 0C 20 3B 3C 51 52 70 82 84 86 A0 D1 D2 FO
Zoz || 01 02 0B 0C 20 3B 3C 51 5A 70 82 84 86 A0 D1 D2 FO
Zoq (|01 02 OB 0C 2D 3B 3C 51 52 70 82 84 86 A0 D1 D2 FO
Zos (|01 02 0B 0C 2D 3B 3C 51 5A 70 82 84 86 A0 D1 D2 FO
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Annexe C

Nous exposons dans ce tableau tourné a 90 degrés les suites des cardina-
lités, arité par arité, des complétions de =),
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Annexe D

Nous exposons dans ce tableau tourné a 90 degrés les premiers coefficients

des séries de Hilbert des opérades CAs), pour 1 <~ < 9.

~—
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