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Résumé

Cette thése a pour objet I’étude des interactions entre certaines propriétés géométriques
des structures Lagrangiennes de contact, et certaines propriétés dynamiques de leurs automor-
phismes. On s’intéresse en particulier aux difféomorphismes partiellement hyperboliques des
variétés compactes de dimension trois, dont les trois distributions invariantes sont lisses, et dont
les distributions stable et instable engendrent une distribution de contact. Ces deux derniéres
distributions définissent une structure Lagrangienne de contact, dont ’analyse nous permet de
classifier les difféfomorphismes partiellement hyperboliques étudiés.

Notre outil fondamental pour ’étude des structures Lagrangiennes de contact est la géométrie
de Cartan normale qui leur est associée, dont nous exposons en détail le probleme d’équivalence.
Ces géométries de Cartan sont modelées sur I'espace des droites projectives pointées de RP?,
homogene sous l'action de PGL3(R). L’étude de la géométrie de cet espace modele et des motifs
dynamiques de l'action de PGL3(R) sur ce dernier, nous permettent de construire des com-
pactifications de certaines structures Lagrangiennes de contact Kleiniennes, sur lesquelles nous
obtenons des exemples d’automorphismes Lagrangiens de contact non-conservatifs.

Abstract

In this PhD thesis, we study the interactions between some geometrical properties of Lagran-
gian contact structures, and some dynamical properties of their automorphisms. We study those
three-dimensional partially hyperbolic diffeomorphisms, whose three invariant distributions are
smooth, and whose stable and unstable distributions generate a contact distribution. These last
two distributions define a Lagrangian contact structure, whose analysis allows us to classify the
investigated partially hyperbolic diffeomorphisms.

Our principal tool to study Lagrangian contact structures is their normal Cartan geometry,
whose equivalence problem is described in detail. These Cartan geometries are modelled on the
space of pointed projective lines of RP2, homogeneous under the action of PGL3(R). The study
of the geometry of this model space, and of the dynamical patterns of the action of PGL3(R),
allow us to construct compactifications of some Kleinian Lagrangian contact structures, on which
we obtain examples of non-conservatives Lagrangian contact automorphisms.
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Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons aux interactions d’une structure géométrique nommeée
structure Lagrangienne de contact avec ses symétries. Plus précisément, nous cherchons a com-
prendre les contraintes que certaines hypothéses dynamiques sur les automorphismes imposent
sur la structure géométrique étudiée.

1 Quelques aspects des structures Lagrangiennes de contact

Nous consacrons les quatre premiers chapitres de cette thése a un portrait général des struc-
tures Lagrangiennes de contact. Nous y introduisons de nombreux exemples de structures La-
grangiennes de contact, et nous décrivons plusieurs aspects important dans ’étude de ces struc-
tures, que nous allons succinctement parcourir dans la premiere partie de cette introduction.
Commencons tout d’abord par introduire la notion de structure Lagrangienne de contact en
partant d’un ancien probleme, étudié depuis Lie et Cartan au moins : comment « géométri-
ser » I’étude des équations différentielles ordinaires scalaires d’ordre deux ?

1.1 Géométrie des EDO scalaires d’ordre deux

Considérons une équation différentielle ordinaire scalaire d’ordre deux de la forme

(Er) " () = F(t,y(t),y'(¢)), (1)

ou F ainsi que la fonction inconnue y sont lisses et & valeurs dans R (ces équations seront
simplement nommées EDO scalaires d’ordre deux par la suite). Une démarche constante en
mathématiques est de chercher a réduire 1’étude d’une situation a priori compliquée a celle
d’une situation de référence qui soit plus simple. Dans notre cas, cela nous amene naturellement
a la question suivante : (E) est-elle « équivalente » & ’équation y” = 0? Bien évidemment, cette
question n’a aucun sens si I’on ne précise pas la notion d’équivalence choisie. L’utilisation de
changements de coordonnées nous ménerait vers une résolution analytique de cette question, ce
que nous souhaitons éviter. Nous allons donc adopter un point de vue géométrique, en associant
a toute solution y de (EF) son graphe v,(t) := (¢,y(t)) dans R?. L’équation (Er) étant d’ordre
deux, pour tout (t,u,v) € R3 il existe une unique solution y de (Ep) telle que y(t) = u et
y'(t) = v. Ou en d’autres termes, il existe un unique graphe 7y, passant par x = (t,u) € R? et
tangent & la direction non-verticale I = R(1,v) € P(T,R?). En notant Cr ’ensemble des graphes
non-paramétrés des solutions de (Ef), il existe donc exactement une courbe de Cp passant par
chaque point du plan et dans chaque direction tangente non-verticale. Nous laissons de coté
laspect analytique de la résolution de (Er) pour nous intéresser a I’étude géométrique de cette
famille de courbes non-paramétrées, que nous appellerons géométrie de chemins associée a (Ep).
Dans le cas de I’équation différentielle triviale y” = 0, ces courbes sont simplement les droites
affines du plan.

Nous dirons que deux EDO scalaires d’ordre deux sont localement équivalentes s’il existe
en tout point un difféfomorphisme local du plan envoyant la géométrie de chemins de 1'une sur
celle de I'autre. Ceci peut étre vu comme une généralisation des changements de coordonnées
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opérés usuellement sur les EDO, avec le point de vue géométrique que nous avons adopté. A la
lumiere de cette notion d’équivalence, nous pouvons maintenant préciser la question que nous
nous posons.

Question 1. Les EDO scalaire d’ordre deux sont-elles toutes localement équivalentes a I’équation
y'=07?

En d’autres termes, peut-on redresser I’ensemble des graphes non-paramétrés des solutions
de toute EDO scalaire d’ordre deux, sur ’ensemble des droites affines du plan ? Il ne semble pas
évident et encore moins souhaitable de répondre a cette question par le calcul, et nous allons
maintenant la traduire géométriquement a l’'aide des structures Lagrangiennes de contact de
dimension trois.

Soit P(TR?) le projectivisé du fibré tangent & R?, dont nous notons m,: P(TR?) — R? la
projection canonique (c’est un fibré en RP! au dessus de R?), et &£, = Ker D7, la distribution
de dimension un tangente aux fibres. Avec S C P(TR?) la section correspondant a la direction
tangente verticale, nous notons M := P(TR?)\ S. Toute sous-variété F de dimension un de R? se
releve naturellement dans P(TR?) en sa prolongation F) = {T,F | x € F}, et la propriété de
la géométrie de chemins Cr montre précisément qu’il passe, par tout point de M, la prolongation
d’une unique courbe de Cp. En d’autres termes, I’ensemble des relevés des courbes de Cg forme
un feuilletage (lisse) de dimension un de M, dont nous notons £p la distribution tangente
(qui est toujours transverse a &,). Un difféomorphisme local f de R? agit sur P(TR?) via sa
prolongation f(M(1) = D..)f(l), et f échange les géométries de chemins respectives de deux
EDO (Er) et (Eq) si, et seulement si f(1) préserve M, et (f))*E; = Ep. Afin de pouvoir
entierement travailler dans M, il nous reste a caractériser les difféomorphismes locaux de M qui
sont les prolongations de difféomorphismes locaux du plan. On vérifie facilement que ce sont
exactement ceux qui préservent la distribution verticale £,. Un difféomorphisme local ¢ de M
est donc la prolongation d’un difféomorphisme de R? échangeant les géométries de chemins Cp
et Cg, si et seulement si ¢*E, = &, et ¢*Eq = Ex. Nous résumons les observations que nous
avons faites par I'affirmation suivante.

La classification locale des EDO scalaires d’ordre deux est équivalente a celle des couples
(Eas EF).

Pour répondre a cette nouvelle question, nous devons comprendre la structure géométrique
(Ea,EF). Considérons la distribution lisse de dimension deux définie sur P(TR?) par H(l) =
Dy 1(1), de sorte qu'une courbe de P(TR?) est la prolongation d’une courbe de R? si, et seule-
ment si elle est tangente a H en tout point. En particulier H contient &,, ainsi que toutes les
distributions £ associées aux EDO d’ordre deux. Plus précisément, ces derniéres sont exacte-
ment les distributions lisses de M contenues dans H et transverses a &,. Il est facile de remarquer
que H n’est intégrable en aucun point. Supposons en effet par I’absurde que H admette une
surface intégrale ».. Puisque £, C H, lintersection de Y. avec toute fibre de 7, est un ouvert de
cette derniere, ce qui montre que F = 7, (X) est une sous-variété de dimension un de R? (quitte
a rétrécir ). En tout point = de F, on a alors T, F = Dymo(T;X) = [ pour tout I € 7, (z) N,
ce qui est impossible car 7, !(z) N'Y n’est pas réduit & un point. Un calcul en coordonnées
montre plus précisément que H est une distribution de contact, i.e. que pour tout couple X,Y
de champs de vecteurs locaux engendrant H localement, le crochet de Lie [X, Y] est en dehors
de H.

Selon le théoreme de Darboux, les distributions de contact sont toutes localement équiva-
lentes. On peut montrer que les couples (F,¢) constitués d’une distribution E de dimension un
contenue dans une distribution de contact { de dimension deux le sont également (voir [Olv95,
Theorem 11.11]). Si (E®, E?) est un couple de distributions lisses et transverses de dimension
un telles que E® @ EP est de contact, il existe donc un difféomorphisme ¢ tel que ¢*E* = &,
et ¢*(E* @ EP) = H. La distribution ¢*E” est alors transverse a &, et contenue dans H, donc
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associée a une EDO d’ordre deux du plan. Le moment est maintenant venu de donner un nom
a la structure géométrique (E<, EB ) que nous avons mise en évidence.

Définition. Une structure Lagrangienne de contact sur une variété de dimension trois est un
couple £ = (E*, EP) de distributions lisses et transverses de dimension un, telles que E* @ E?
est une distribution de contact.

Avec cette définition, nous venons précisément de montrer que les couples (E,,EF) associés
aux EDO scalaires d’ordre deux sont localement équivalents aux structures Lagrangiennes de
contact de dimension trois. Notre affirmation précédente se traduit donc de la maniere suivante.

La classification locale des EDO scalaires d’ordre deux est équivalente da celle des structures
Lagrangiennes de contact de dimension trois.

Le nom de structure Lagrangienne de contact semble étre introduit pour la premiere fois
par Takeuchi dans [Tak94]. On peut voir a posteriori une premiére apparition implicite de cette
structure dans le travail de Tresse, qui exhibe dans [Tre96] des invariants locaux pour les EDO
scalaires d’ordre deux. Elie Cartan semble toutefois étre le premier & définir une structure géo-
métrique en lien avec 'étude de ces EDO dans [Car24b], ot il interprete les invariants de Tresse
comme la courbure de cette structure (que nous appellerons bientot géométrie de Cartan).

Dans le premier chapitre, nous rencontrerons de nombreux exemples de structures Lagran-
giennes de contact dans diverses situations. Nous verrons en particulier que la construction
classique que nous venons de décrire se généralise naturellement, en munissant le fibré unitaire
tangent de toute surface Riemannienne ¥ d’une structure Lagrangienne de contact Lyx. Si ¥ est
de plus une surface hyperbolique, nous mettrons également en évidence sur T'Y une seconde
structure Lagrangienne de contact notée L3, qui sera cette fois invariante par le flot géodésique.
Si ¥ est compacte, L3 sera donnée par les distributions stable et instable du flot géodésique,
qui est alors de type Anosov.

1.2 Espace homogéene modele et géométries de Cartan associées

A la fin du premier chapitre, nous généraliserons la notion de structure Lagrangienne de
contact, que nous définirons sur une variété M de dimension impaire 2n+1 quelconque comme un
couple £ = (E?, Ef ) de distributions lisses et transverses de dimension n, tel que E*®EP est une
distribution de contact de M dont E® et E” sont des sous-distributions Legendriennes. Au lieu
de donner la définition précise de cette derniere notion, contentons-nous dans cette introduction
de décrire 'exemple qui nous servira de « modele »pour les structures Lagrangiennes de contact.

Ces dernieres ont en effet la caractéristique fondamentale de posséder un espace homogéne
modeéle, qui est en dimension 2n + 1 I'espace des hyperplans projectifs pointés (m, H) de RP™+1,
o H C RP™! est un hyperplan projectif et m € H. Cet espace noté Xo,,1 est muni d’une
structure Lagrangienne de contact standard, dont les distributions « et 8 correspondent aux
feuilletages de dimension n obtenus respectivement en fixant le point m et en faisant varier
I’hyperplan projectif qui le contient, et en fixant inversement H tout en faisant varier le point
considéré sur H. L’action naturelle de PGL,,42(R) sur Xg,41 étant transitive, X, 41 s’identifie
a l'espace homogene PGL,,12(R)/Py 12, out P,yo est le stabilisateur de 'hyperplan projectif
pointé (Rey, Vect(eq,...,ent1))-

Le deuxieme chapitre sera consacré a une étude détaillée des propriétés géométriques de cet
espace modele. Nous verrons en particulier que P(TR?), muni de la structure Lagrangienne de
contact associée a I’équation différentielle 3" = 0, est isomorphe a un ouvert de X3, et qu’il en
va de méme pour les deux structures Lagrangiennes de contact Ly et L}, définies sur T'H?.
L’espace modele apparaltra ainsi comme une compactification de ces différents exemples, tout
comme la sphére S? est une compactification conforme de R? et H?. Nous en déduirons en
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particulier que pour toute surface hyperbolique compacte, la structure Lagrangienne de contact
$* invariante par le flot géodésique est (& indice deux pres) Kleinienne, i.e. isomorphe & un

quotient compact d’un ouvert de Xs.

Tout cela est bien beau, mais nous n’avons pour le moment pas répondu a notre question 1
initiale au sujet des équations différentielles ordinaires d’ordre deux. La structure Lagrangienne
de contact de P(TR?) associée a 1’équation y” = 0 étant localement isomorphe a X3, nous
pouvons reformuler la question 1 une derniére fois sous la forme suivante.

Question 2. Les structures Lagrangiennes de contact de dimension trois sont-elles toutes loca-
lement isomorphes & X3 7

En géométrie Riemannienne, la notion de courbure répond a cette question : une variété
Riemannienne de dimension n est localement isométrique a R™ muni de sa métrique euclidienne
standard si, et seulement si sa courbure est nulle. Nous souhaiterions disposer d’une notion
de courbure pour les structures Lagrangiennes de contact vérifiant la méme propriété, ’espace
homogene modele Xo,+1 que nous avons défini précédemment remplagant R™. Dans cet objec-
tif, nous introduirons au chapitre trois pour tout espace homogene G/P un type de structure
géométrique nommé géométrie de Cartan modelée sur G/P en référence a Elie Cartan qui l'a
originellement introduite. Ces structures sont en un sens que nous préciserons des « versions
courbes » de l'espace homogene G/ P, et leur intérét principal est précisément ’existence d’une
courbure dont l'annulation est équivalente a étre plate, c’est a dire localement isomorphe a
I'espace homogene modele G/ P.

Nous remarquerons facilement que toute géométrie de Cartan modelée sur Xo,11 induit
naturellement une structure Lagrangienne de contact de dimension 2n + 1. Le probléme inverse
est en revanche difficile : comment associer a une structure Lagrangienne de contact donnée
une géométrie de Cartan modelée sur Xo, 11 et « aussi unique que possible », appelée géométrie
de Cartan normale? Cette question est connue sous le nom de probléme d’équivalence, et nous
présentons dans le chapitre trois sa résolution pour une famille d’espaces homogenes modeles
nommés géométries de Klein paraboliques, qui contient Xo,11. Les résultats énoncés dans ce
chapitre ne sont en aucun cas nouveaux, et sont diis a toute une série de travaux remontant a
Tanaka dans [Tan79]. Pour notre part nous nous reposons sur la preuve exposée dans [CS09,
§3.1], tout en choisissant un point de vue légérement différent de celui des auteurs sur la structure
de base, et en mettant I’accent sur certains arguments qui nous semblent importants.

Dans le quatriéme chapitre, nous appliquons la résolution du probléme d’équivalence aux
structures Lagrangiennes de contact, dont nous décrivons explicitement la courbure en dimension
trois. Les structures Lagrangiennes de contact en dimension trois ont donc des invariant locaux
et ne sont pas toutes localement isomorphes a X3, ce qui répond a la question 1 que nous nous
posions initialement.

Les équations scalaires d’ordre deux ne sont pas toutes localement équivalentes a y" = 0.

Dans ce quatrieme chapitre, nous introduisons également les chainettes d’une structure Lagran-
gienne de contact, qui nous permettent de montrer que tout automorphisme d’une structure
Lagrangienne de contact connexe ayant un 2-jet trivial en un point est égal a I'identité.

1.3 Systemes dynamiques et structures Lagrangiennes de contact

Ce résultat sur leurs automorphismes suggere que les structures Lagrangiennes de contact
sont rigides, au sens ou leurs automorphismes sont fortement contraints. Avec ce point de vue, il
semble naturel de penser que 'existence d’un automorphisme ayant une « dynamique riche » est
peu probable, et qu’elle devrait imposer a la structure géométrique d’étre trés particuliére, tres
« symétrique ». Cette idée générale sur les structures rigides peut sembler naive, mais elle se
révele tres fertile et est a 'origine de nombreux résultats (voir par exemple [GD91]). Elle se



2. PRINCIPAUX RESULTATS 5

manifeste en particulier d’une trés belle maniére dans un résultat d’Etienne Ghys sur les flots
Anosov de contact en dimension trois, que nous présentons maintenant.

Soit (¢*) un flot lisse de difféomorphismes sur une variété compacte M, n’ayant aucun point
fixe sur M. On dit que (") est Anosov 8’il existe deux distributions non-nulles E* et E* sur M,
préservées par Dt telles que TM = E° ® E° @ E* avec EY la direction du flot, et vérifiant les
conditions suivantes par rapport a une métrique Riemannienne quelconque sur M.

— La distribution stable E* est uniformément contractée par (') : il existe deux constantes
C >0et0< \<1 telles que pour tout t € RT, z € M et v € E%(x),

|Da¢t )] < O ol (2)

— La distribution instable E* est uniformé dilatée par ('), i.e. uniformément contractée
par (7).

Ces conditions dynamiques sont un exemple typique de ce que l'on entend par « dynamique
riche ». Un exemple célebre de flot Anosov en dimension trois est donné par le flot géodésique
d’une surface hyperbolique compacte, agissant sur son fibré unitaire tangent. Les distributions
stable et instable d’un flot Anosov sont en général trés peu réguliéres (seulement Holder conti-
nues), mais dans le cas du flot géodésique d’une surface hyperbolique, on peut les décrire précisé-
ment et montrer qu’elles sont lisses et que E* @ E* est de contact. En d’autres termes, (E*, E")
est dans ce cas une structure Lagrangienne de contact, qui est précisément la structure L3
évoquée plus haut.

Théoréme (Ghys [Ghy87]2). Soit (¢) un flot d’Anosov sur une variété compacte et connexe
de dimension trois. Si E® et E“ sont lisses, et si E° ® EY est de contact, alors a équivalence
orbitale et revétements finis pres, (¢!) est le flot géodésique d’une surface hyperbolique compacte.

On peut trouver dans [Ghy87] une description algébrique des flots obtenus, que nous nom-
merons par la suite flots Anosov de contact algébriques de dimension trois. Le résultat de Ghys
correspond précisément a I’idée générale que nous avons évoquée précédemment : 'existence d’un
flot Anosov dans le groupe d’automorphismes de la structure Lagrangienne de contact (E*®, E*)
lui impose une forme particulierement « symétrique », ce qui permet de déterminer (¢*).

2 Principaux résultats

Les chapitres 5 et 6 que nous présentons maintenant contiennent les résultats originaux de
cette these.

2.1 Difféomorphismes partiellement hyperboliques de contact en dimension
trois

Le principal travail de cette thése a consisté a étudier la question présentée précédemment
pour les flots Anosov de contact en dimension trois, en passant d’un groupe continu d’auto-
morphismes & un groupe discret, c’est a dire en remplacant le flot (¢!) par un automorphisme
f. Dans le cas continu, E° fournit d’emblée une donnée géométrique supplémentaire préservée
par le flot, qui n’existe pas a priori dans le cas discret. Afin de conserver cette distribution
transverse, nous considérons donc pour structure géométrique un triplet (E®, £, E€) sur une
variété M de dimension trois, ou (E*, E") est une structure Lagrangienne de contact et E° une
distribution lisse de dimension un transverse a E® ® EY, i.e. telle que TM = E° ® E€ @ E".
Une telle structure sera nommée structure Lagrangienne de contact enrichie de dimension trois.
L’analogue discret d’un flot Anosov de contact est alors un automorphisme f de la structure

2. Le résultat prouvé par Ghys est en réalité plus précis car il traite également le cas ou E° @ E" n’est pas de
contact, mais ce dernier ne nous intéressera pas ici.
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Lagrangienne de contact enrichie S = (E*, E*, E°) (i.e. un difféomorphisme de M préservant
chacune de ses trois distributions), qui contracte uniformément (respectivement dilate unifor-
mément) E*® (resp. E*) au sens de I'inégalité (1.2.2). Tout temps non-nul d’un flot Anosov de
contact vérifie évidemment ces conditions en posant E¢ = E°, mais avant d’aller plus loin une
question s’impose : existe-t-il un exemple d’automorphisme f de ce type qui ne s’integre pas en
un flot Anosov ?

Nous construirons au chapitre 1 un exemple de difféomorphisme f répondant positivement
a cette question sur une nil-variété, i.e. sur un quotient I'\Heis(3) du groupe d’Heisenberg
par un réseau cocompact (voir paragraphe 1.2.3). Le difféomorphisme f de I'\Heis(3) que nous
décrirons est induit par un automorphisme affine de Heis(3), c’est a dire par la composition d’un
automorphisme de groupe ¢ de Heis(3) avec une translation, qui est partiellement hyperbolique
au sens suivant. La différentielle de ¢ en 'identité est diagonalisable, et a une valeur propre A€ de
valeur absolue égale a 1 et deux autres valeurs propres de valeurs absolues respectives |\*| < 1 et
[A“| > 1. Les directions propres respectives dans heis(3) de ces trois valeurs propres A¢, A* et \“
induisent sur la nil-variété I'\ Heis(3) trois distributions E°, E* et E* qui sont préservées par f,
et B (respectivement E*) est de plus contractée (resp. dilatée) uniformément par f au sens de
I'inégalité (1.2.2). Les exemples de ce type seront appelés automorphismes affines partiellement
hyperboliques de nil-variétés.

Nous verrons au chapitre 2 (voir remarque 2.3.5) que la structure Lagrangienne de contact
(E®, E") préservée par un flot Anosov de contact algébrique de dimension trois est (a revétement
fini pres) isomorphe a un quotient compact d’un ouvert Y; de 1’espace modele X3. Nous verrons
qu’il en va de méme pour un automorphisme affine partiellement hyperbolique d’une nil-variété,
dont la structure Lagrangienne de contact sous-jacente (E*, E*) est isomorphe & un quotient
compact d'un ouvert Y, de X3 non-isomorphe a Y; (voir remarque 2.4.3). Plus précisément,
les structures Lagrangiennes de contact enrichies (E°, E*, E€) préservées par chacune de ces
deux familles d’exemples sont isomorphes aux quotients de structures Lagrangiennes de contact
enrichies S et S, sur Y; et Yj,.

Le théoreéme suivant constitue le résultat principal de cette these. Il affirme que nous avons
presque décrit tous les exemples possibles de la situation étudiée.

Théoréme A. Soit M une variété compacte, connexe et orientable de dimension trois, munie
d’une structure Lagrangienne de contact enrichie S = (E*®, E*, E€). On suppose que S admet un
automorphisme f préservant l'orientation de M et vérifiant les conditions suivantes.

— Chacune des distributions E° et E* est soit uniformément contractée, soit uniformément

dilatée par f.

— Tous les points de M sont non-errants par rapport a f.
Alors a revétements et quotients finis prés, (M,S) est un quotient compact de (Yi,St) ou de
(Ya, Sa), et on a la description suivante pour f.

1. Dans le premier cas, une puissance finie de f est un temps non-nul d’un flot Anosov de
contact algébrique de dimension trois.

2. Dans le second cas, un relevé fini de f est un automorphisme affine partiellement hyper-
bolique d’une nil-variété.

Les automorphismes f obtenus dans les cas 1 et 2 de ce théoreme sont des exemples de
difféeomorphismes partiellement hyperboliques, qui seront précisément définis a la définition 1.2.8.
Le théoréeme A sera précisé au chapitre 5 (voir Theorem A.2), et a pour corollaire immédiat
I’énoncé suivant du point de vue des difféomorphismes partiellement hyperboliques.

Corollaire. Soit M une variété compacte, connexe et orientable de dimension trois, et soit
f un difféeomorphisme partiellement hyperbolique de M préservant 'orientation et vérifiant les
conditions suivantes.
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— Les distributions stable, instable et centrale de f sont lisses.
- E% @ E"Y est une distribution de contact de M.
— Tous les points de M sont non-errants par rapport a f.

On a alors lalternative suivante.

1. Soit une puissance finie de f est C*°-conjuguée a un temps non-nul d’un flot Anosov de
contact algébrique de dimension trois,

2. ou bien un relevé fini de f est C*-conjugué a un automorphisme affine partiellement
hyperbolique d’une nil-variété.

Rappelons qu'un point € M est non-errant pour f s'il existe une suite (x) convergeant
vers x et une suite (ny) tendant vers 4o telle que (f™*(xy)) converge vers z. L’hypothese faite
dans I’énoncé du théoréeme A sur les points non-errants de f est en particulier vérifiée par tout
difféomorphisme conservatif, i.e. préservant sur M une mesure borélienne finie de support total
et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Réciproquement, les exemples 1.
et 2. apparaissant dans le théoreme A sont tous deux conservatifs.

L’idée générale dans la preuve de cet énoncé est d’utiliser les propriétés dynamiques de
f pour comprendre la structure géométrique S. Plus précisément, nous montrons d’une part
que la structure Lagrangienne de contact (E®, E*) est une structure Kleinienne I"\(2, et nous
utilisons d’autre part la distribution transverse E° pour montrer que {2 est égal a Y; ou Y,. Cette
classification géométrique constitue l’essentiel de la preuve, la détermination de f étant alors
réduite a un travail algébrique simple. Le chapitre 5 de cette these, qui reproduit la prépublication
[MM20] écrite en anglais, est consacré a la preuve du Théoreme A. Ce chapitre peut donc
se lire indépendamment des autres, mais la lectrice® familiere des chapitres 1 & 4 en aura
une compréhension bien plus poussée. La preuve du théoreme A utilise en effet d’une maniere
fondamentale la géométrie de I'espace modele X3 (chapitre 2) ainsi que la géométrie de Cartan
normale associée & une structure Lagrangienne de contact (chapitres 3 et 4).

2.2 Compactifications de structures Lagrangiennes de contact Kleiniennes

Si une surface hyperbolique ¥ est non-compacte, alors son fibré unitaire tangent I’est égale-
ment, et il n’y a donc aucun sens & décrire son flot géodésique (') par les propriétés Anosov.
Néanmoins, T est toujours munie d’une structure Lagrangienne de contact £ invariante par
(p!). Une question intéressante, tout autant d'un point de vue géométrique que d’un point de
vue dynamique, est alors de comprendre si L3\ se compactifie, i.e. s’il existe une structure La-
grangienne de contact compacte (M, £) dans laquelle (T'Y, £5%) se plonge (et dont (M, L) sera
alors appelé une compactification). Cette question est notre motivation principale pour étudier
dans le chapitre 6 les propriétés dynamiques de action de PGL3(R) sur X3. En effet, (T1Y, £3%)
étant un quotient compact I'\ Y%, la recherche d’une compactification consiste & trouver un ouvert
) de X3 contenant Y, et ou le sous-groupe discret I' € PGL3(R) agisse librement, proprement
et cocompactement.

Dans [Barl0], ce type de question est étudié par Barbot avec un point de vue générique. Il
exhibe, pour toute représentation Anosov d’un groupe de surface dans PGL3(R), un ouvert de
X3 ou la représentation agit proprement. Dans [FT15], Falbel et Thebaldi introduisent une mé-
thode de construction de structure Lagrangienne de contact plate sur une 3-variété hyperbolique
ouverte, par le recollement de tétraedres définis dans Xs.

Dans notre cas, nous nous intéressons a 'action d’un sous-groupe donné de PGL3(R), ce
qui nous oblige a étudier au cas par cas la dynamique de ses éléments sur X3. Nous obtenons
différents résultats dont nous résumons les principaux aspects dans 1’énoncé suivant.

3. Dans différents de ses textes, Michéle Audin use des termes lectrice et lecteur selon la régle suivante : les
deux termes s’alternent, une fois sur deux a tour de réle (voir par exemple l’excellent livre de géométrie [Aud12]).
Jai trouvé que cette idée (fort oulipienne!) était une belle maniére, astucieuse et intelligente, de questionner
la nature d’une convention en la remplagant par une autre. Je me suis donc permis d’emprunter son idée pour
adopter la méme regle dans ma thése.
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Théoréme B. Soit 3. une surface topologique connexe non-compacte dont le groupe fondamental
est de type fini. Il existe alors sur ¥ une métrique hyperboliqgue compléte pour laquelle on a les
résultats suivants.

1. La structure Lagrangienne de contact (T'S, L5%) admet une compactification Lagrangienne
de contact plate (M, Lyr).

2. Le flot géodésique de T'Y se prolonge sur M en un flot (') non-conservatif d’automorphismes
de Lyy. Plus précisément, il existe un ouvert O dense dans M, ainsi qu’un fermé attractif F© qui
est une union finie de cercles, qui vérifient la condition suivante. Pour tout compact K C O et
toute suite réelle (t,) telle que limt,, = +o0, si (p'"(K)) converge pour la topologie de Hausdorff
alors sa limite est contenue dans FT.

Nous relierons & indices finis pres la compactification (M, £) & une structure Kleinienne I'\ €2,
ouI' € PGL3(R) est un sous-groupe discret agissant librement, proprement et cocompactement
sur un ouvert Q C Xs. A la proposition 6.4.6, nous décrirons le bord X3 \ ©2 de cet ouvert comme
un ensemble limite pour I'action de I' sur X3, ce qui nous permettra en particulier de préciser la
topologie de X3\ ©2. Nous montrerons par ailleurs a la proposition 6.4.4 que si I' est monogene,
i.e. si ¥ est une trompette hyperbolique, alors la structure Kleinienne I'\§2 est homéomorphe au
produit d’un cercle par une surface compacte connexe de genre deux.

Les deux théorémes énoncés peuvent étre résumés de la manieére suivante. Le théoreme A
constitue une premiere étape dans la classification des automorphismes Lagrangiens de contact
conservatifs en dimension trois qui engendrent un groupe de difféomorphismes non-relativement
compact pour la topologie compacte-ouverte. Le théoréme B nous fournit de son co6té des
exemples intéressants d’automorphismes Lagrangiens de contact non conservatifs en dimension
trois, sur des variétés dont la topologie est non-triviale.



Deux conventions et quatre
notations

Sauf mention explicite du contraire, tous les objets de géométrie différentielle considérés
dans cette theése (variétés, champs de vecteurs, distributions, champs de tenseurs quelconques,
applications, .. .) seront lisses, i.e. C*°. Nous le répeterons parfois lorsque la régularité d’un objet
ne sera pas immédiate, mais aussi rarement que possible pour éviter d’alourdir inutilement la
rédaction. De la méme maniére, toutes les variétés seront implicitement supposées sans bord (y
compris les surfaces).

Soit G un groupe agissant sur un espace X a gauche (respectivement a droite). Nous noterons
toujours Lg: x € X — g-a € X (resp. Rg: v € X — z - g € X) la translation & gauche (resp.
a droite) par ¢ € G sur X (en particulier, nous utilisons ces notations pour l'action de G sur
lui méme a gauche et a droite). Pour x € X, nous noterons inversement 0,: g € G+— g-z € X
I’application orbitale en x. Si rien n’est précisé, ei, es, es, ... e, e, désigneront les n vecteurs
de la base canonique de R™ (par exemple : e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) dans R3).






Chapitre 1

Invitation aux structures
Lagrangiennes de contact

Dans ce chapitre introductif, nous introduisons la notion de structure Lagrangienne de
contact et nous en présentons de nombreux exemples. Nous avons choisi de nous restreindre
tout d’abord a la dimension trois, dans laquelle cette notion apparait le plus naturellement, et
ou se dérouleront nos résultats des chapitres 5 et 6. Nous présentons ensuite deux exemples
de structures Lagrangiennes de contact de dimension trois venant des systémes dynamiques,
respectivement préservés par un flot Anosov de contact et un difféomorphisme partiellement
hyperbolique. Ces exemples seront particuliérement important pour nous, car ils constituent
la motivation du chapitre 5 et de son résultat principal. Nous terminons en généralisant a la
dimension impaire quelconque la notion de structure Lagrangienne de contact.

1.1 Premiers exemples en dimension trois

Dans l'introduction, nous avons associé a une équation différentielle ordinaire scalaire d’ordre
deux l'ensemble des graphes de ses solutions locales, obtenant ainsi une courbe passant par
chaque point et dans chaque direction tangente. C’est ’étude de ces courbes sous ’action des
difféomorphismes locaux du plan qui nous a naturellement mené a l'introduction d’une structure
Lagrangienne de contact sur le projectivisé du fibré tangent & R2. Nous généralisons maintenant
cette construction au dessus de n’importe quelle surface munie d’une famille de courbes du méme

type.

1.1.1 Au dessus des surfaces Riemanniennes

Soit S une surface, et M := P(TS) le projectivisé de son fibré tangent. C’est un RP!-fibré
au dessus de S dont on note w: M — S la projection canonique, la fibre d’un point p € S étant
I'espace projectif P(T,S). Soit C une famille de courbes lisses non-paramétrées dans S, telle que
pour tout p € S et I € P(T,S5), il existe une unique courbe de C passant par p dans la direction [.
Toute courbe ¢ € C se reléve canoniquement dans M en une courbe () = {Tpc | p € c} appelée
prolongation de ¢, et notre hypothése sur C assure que ’ensemble des prolongations des courbes
de C soit un feuilletage de dimension un de M, dont chaque feuille est transverse aux fibres de
7. On note E¢ la distribution de dimension un de M tangente a ce feuilletage, et on dira que C
est une géométrie de chemins sur S si E¢ est lisse. On définit une distribution H de dimension
deux sur P(TS) en posant H(l) = Dy 1(I) pour tout [ € P(TS).

Définition 1.1.1. Une distribution ¢ de dimension deux sur une variété M de dimension trois
est dite de contact si en tout point © € M, et pour tout couple (X,Y) de champs de vecteurs
locaux tels que & = Vect(X,Y") au voisinage de z, [X,Y]|(z) ¢ &(x).



12 CHAPITRE 1. INVITATION AUX STRUCTURES LAGRANGIENNES DE CONTACT

Lemme 1.1.2. H est une distribution de contact sur P(TS), et pour toute géométrie de chemins
C sur S, la distribution E¢ associée est contenue dans H.

Démonstration. Ce résultat est local, et il suffit donc de le prouver pour S = R2, et en dehors
de la section de P(TR?) correspondant & la direction verticale ]Ra%. On peut donc utiliser les

coordonnées de P(TR?) dans lesquelles (x,%, z) € R? correspond au point (x,y) + R(a% + Za%)

de P(TR?), si bien que H est engendrée par les champs de vecteurs % et a% + za%. Or [%, a% +
za%} = a% n’appartient pas a H, qui est donc bien une distribution de contact.

Soient C une géométrie de chemin sur une surface S, p € Set ! € P(T,5). Notons ¢(l) 'unique
courbe de C passant par p dans la direction 1. Puisque 7(c™M) (1)) = ¢(1), Dm(TicM (1)) = Tpe(l).
Or Tpe(l) = 1 par définition et Fe (1) = T;cM(1). Donc Dr(Ee(1)) =1, i.e. Ee(l) € H(I). O

Définition 1.1.3. Une structure Lagrangienne de contact sur une variété M de dimension trois
est la donnée d’un couple £ = (E*, E” ) de distributions lisses de dimension un sur M, qui sont
transverses et dont la somme est une distribution de contact. Les feuilles de la distribution E¢
(respectivement E?) sont appelées les feuilles o (vesp. feuilles ) de la structure Lagrangienne
de contact £, et sont notées F*(z) (resp. F?(z)) pour z € M.

Nous notons V' la distribution verticale du fibré P(TS), i.e. la direction tangente aux fibres
de 7. Puisque V' C H et E¢ est transverse a V', toute géométrie de chemins C sur une surface S
induit sur P(TS) une structure Lagrangienne de contact (V, E¢).

En pratique, les géométries de chemins qui nous intéressent sont induites par une structure
géométrique plus fine. Par exemple, les géodésiques d’une connexion linéaire V définissent sur S
une géométrie de chemins. L’ensemble des connexions linéaires ayant les méme géodésiques que
V, i.e. définissant la méme géométrie de chemins, forment sa classe projective qui est notée [V].
La donnée d’une classe projective de connexions linéaires sur S est appelée structure projective,
et la géométrie de chemins qui lui est associée munit donc P(TS) d’une structure Lagrangienne
de contact, que nous noterons simplement Lg lorsque la structure projective considérée sur S
ne fera aucun doute.

En particulier si 3 est une surface Riemannienne, alors ses géodésiques forment une géométrie
de chemins qui induit sur P(TX) une structure Lagrangienne de contact Lx. On peut remonter
cette structure sur le fibré unitaire tangent via le revétement double T!Y — P(TY), et la
structure obtenue sur T'Y sera encore notée Ly,. Ses feuilles a restent les fibres de la projection
canonique T'Y — X, et ses feuilles 3 sont les orbites du flot géodésique. Notons que le flot
géodésique n’envoie pas une fibre de la projection T'Y — X sur une autre fibre (il induirait dans
le cas contraire un flot sur X)), et que Ly, n’est donc pas invariante par le flot géodésique. Le cas
des surfaces Riemanniennes nous importera tout particulierement par la suite, et nous résumons
les principaux résultats obtenus dans 1’énoncé suivant.

Proposition 1.1.4. Si ¥ est une surface Riemannienne, alors T'Y ainsi que P(TX) sont
canoniquement munies de structures Lagrangiennes de contact qui sont toutes deux notées Ly .
Elles sont non-invariantes par le flot géodésique, et la projection canonique T'Y — P(TX) est
un revétement double entre ces deux structures.

Pour le moment, nous avons construit des structures Lagrangiennes de contact sur des fibrés
en cercles au dessus des surfaces. Le résultat suivant montre cependant que ’existence d’une
structure Lagrangienne de contact ne dépend en rien de la topologie de la variété de dimension
trois considérée.

Proposition 1.1.5. Toute variété compacte et orientable de dimension trois admet une structure
Lagrangienne de contact.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme de Martinet-Lutz, affirmant que
tout champ de plans sur M est homotope & une structure de contact (voir [Mar71] et [Lut71]).
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Puisque M est une variété compacte et orientable de dimension trois, elle est parallélisable, et on
choisit & partir de maintenant une identification de TM — M avec le fibré trivial M x R3 — M.
Considérons la distribution D de dimension deux sur M égale & D = M x (R? x {0}) dans
cette trivialisation. Selon le théoreme de Martinet-Lutz, D est homotope a une distribution de
contact H sur M, qui est orientable et dont on choisit une orientation. Le seul probleme consiste
a s’assurer que le fibré vectoriel H soit trivial. Si c’est le cas, H se scinde en effet en deux sous-
distributions de dimension un, qui définissent une structure Lagrangienne de contact sur M.
Notons ¢: M — S? I’application lisse envoyant x € M sur le vecteur unitaire normal sortant a
H(z) C R3, et ¢: M — S? l'application constante égale & eg. Alors D = ¢*TS? et H = ¢*TS?,
et puisque ¢ et ¥ sont homotopes car H et D le sont, H et D sont donc isomorphes en tant que
fibrés vectoriels. Puisque D est trivial, H 1’est donc également, ce qui conclut la preuve. ]

1.1.2 L’espace homogéne modele de dimension trois

La géométrie de chemins associée & la métrique euclidienne standard de R? est simplement
I’ensemble des droites affines du plan (qui sont les solutions de ’équation différentielle y” = 0
discutée dans l'introduction). Pour décrire d’une maniére plus géométrique la structure Lagran-
gienne de contact Lg2 induite sur P(TR?) par cette géométrie de chemins, nous introduisons la
définition suivante.

Définition 1.1.6. Nous notons X I'espace des droites affines pointées (p, L) du plan (ot L C R?
est une droite affine et p € L).

Nous identifierons P(TR?) & X% en associant [ € P(T,R?) & la droite affine = + [ pointée en
x. Par cette identification, L2 correspond sur X% & une structure Lagrangienne de contact que
nous notons Lxa. Les feuilles o de Lxa sont les fibres de la projection (p, L) € X* + p € R?
et consistent donc & fixer un point p € R? et a faire varier la droite affine qui le contient. Ses
feuilles B consistent inversement & fixer une droite affine L et a déplacer un point le long de
cette droite.

Le plan projectif RP? muni de sa structure projective standard dont les géodésiques sont les
droites projectives, est une compactification du plan affine au sens suivant : R? s’identifie & un
ouvert affine de RP?, de telle sorte que toute droite affine de R? s’envoie sur une droite projective
de RP? privée d’un point. La méme idée va nous fournir une compactification de X au niveau
des structures Lagrangiennes de contact. Le plongement de R? comme un ouvert affine de RP?
induit en effet un plongement de P(TR?) dans P(TRP?), et puisque le premier préserve les
structures projectives, le second envoie Ly2 sur Lrp2. Comme nous 'avons fait précédemment
avec P(TR?), regardons P(TRP?) avec un point de vue plus géométrique.

Définition 1.1.7. Nous notons X l'espace des droites projectives pointées (m, D) de RP? (ot
D C RP? est une droite projective et m € D), et nous I'appelons espace homogéne modéle des
structures Lagrangiennes de contact de dimension trois.

L’espace modele X s’identifie naturellement & P(TRP?) en associant (m, D) € X & la direc-
tion tangente T,,, D € P(TRP?). Par cette identification, Lgp2 correspond sur X & une structure
Lagrangienne de contact que nous noterons Lx = (&,,&), et que nous nommerons structure
Lagrangienne de contact standard de X. Les feuilles o et § de L£x ont des descriptions géo-
métriques analogues a celles de Lxa. Elles consistent respectivement a fixer un point de RP?
et faire varier la droite projective qui le contient, ou & fixer une droite projective de RP? et &
déplacer un point sur cette droite. Mais au contraire de X%, dont les feuilles a sont des cercles
alors que ses feuilles 3 sont des droites, la structure de X est tout a fait symétrique. En effet,
X C RP? x RP? en notant RP? 'espace des droites projectives de RP?, et nous disposons donc
de deux projections naturelles

Tt (m,D) € X = m € RP? et 75: (m, D) € X+ D € RP2, (1.1.1)
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qui font respectivement de X un RP!-fibré au dessus de RP? et RP2. De plus les feuilles o
de Lx sont les fibres de 7., et ses feuilles 3 celles de mg. Ceci nous montre en particulier que
les feuilles « et 3 de Lx sont des plongements de RP!, que nous appellerons pour cette raison
cercles a et cercles 8 de X.

1.1.3 Automorphismes et rigidité des structures Lagrangiennes de contact

Dans la définition que nous avons choisie pour les structures Lagrangiennes de contact,
I'ordre compte : la structure (E?, E®) est & priori distincte de la structure (E®, EP), et elles
n’ont aucune raison d’étre isomorphes.

Définition 1.1.8. Un isomorphisme (respectivement local) entre deux structures Lagrangiennes
de contact (Mi, L) et (My, L2) est un difféomorphisme f: M; — My (resp. local) tel que
fES = EY et f*Eg = Elﬁ, ou L1 = ( f‘,Ef) et Lo = ( §‘,E25) Un automorphisme (resp.
local) d’une structure Lagrangienne de contact (M, L) est un isomorphisme de (M, L) dans
elle-méme.

Ezemple 1.1.9. Soit S une surface projective. Tout difféomorphisme f de S agit sur P(TS) via
fM(1) = Df(1). Si f préserve la structure projective de S, alors on vérifie facilement que f(!)
est un automorphisme de Lg. On peut en fait montrer que tous les automorphismes de Lg sont
de cette forme.

Le groupe PGL3(R) préserve la relation d’incidence m € D dans RP? x RP2, et agit donc
naturellement sur ’espace modele X des structures Lagrangiennes de contact défini au para-
graphe précédent. Pour la méme raison, son action préserve de plus les feuilletages par cercles
a et 3, i.e. préserve la structure Lagrangienne de contact standard Lx de X.

Proposition 1.1.10. Le groupe d’automorphismes de (X,Lx) est égal a PGL3(R). L’espace
modéle (X, Lx) est donc bien homogene, car son groupe d’automorphismes PGL3(R) agit tran-
sitivement sur X.

Démonstration. Soit f un difféomorphisme de X préservant Lx. Puisque f préserve le feuilletage
par cercles «, il induit un difféomorphisme f de RP?, dont f est un relevé via la projection 7.
Or f préserve &g, donc f envoie droite projective sur droite projective. Ceci montre que f est
une transformation projective selon un résultat classique parfois appelé théoreme fondamental
de la géométrie projective (voir [Sam89, Theorem 7 p.32]), i.e. que f correspond a l'action d’un
élément de PGL3(R). En voyant X comme l’ensemble des drapeaux complets de R?, on constate
par ailleurs immédiatement que PGL3(R) agit transitivement sur X. O

Au paragraphe précédent, nous avons introduit X comme une compactification de la structure
Lagrangienne de contact (P(TR?), Lg2), au méme titre que RP? est une compactification du
plan affine R?. Le plan projectif RP? étant le modele plat des structures projectives sur les
surfaces, nous poursuivons cette analogie en adoptant la définition suivante.

Définition 1.1.11. Une structure Lagrangienne de contact de dimension trois est dite plate si
elle est localement isomorphe a (X, £x) en tout point.

Exemple 1.1.12. Par exemple, si S est une surface munie d’une structure projective, alors on
peut montrer que la structure Lagrangienne de contact Lg induite sur P(TS) est plate si, et
seulement si S est plate (i.e. localement isomorphe & la structure projective RP?).

Il est connu que les distributions de dimension un, sur les variétés d’une dimension fixée, sont
toutes localement équivalentes. Le théoreme de redressement du flot fournit en effet, pour toute
distribution £ de dimension un, un systeme de coordonnées locales redressant E sur Ra%l. A par-
tir de la dimension deux en revanche, un large spectre de géométries locales distinctes existent.
Concernant les distributions d’hyperplans sur les variétés de dimension impaire, les distributions
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Ficure 1.1.1 — Rigidité des structures Lagrangiennes de contact.

L)L

de contact et les distributions intégrables constituent les deux comportements locaux extrémes
sur cet éventail (qui est bien plus large, par ailleurs, que ces deux seules possibilités). Notons que
dans chacune de ces deux familles, les distributions sont toutes localement équivalentes. Pour
les distributions intégrables, il suffit de considérer une carte feuilletée du feuilletage associé.
Concernant les distributions de contact, c’est le contenu du théoréme de Darboux (voir [Gei08,
Theorem 2.5.1]). En dimension trois, on peut en fait étre plus précis : les couples (E, H), ou E
est une distribution de dimension un contenue dans une distribution de contact H de dimen-
sion deux, sont localement équivalents. Ceci peut étre vu comme un résultat de redressement
simultané d’une distribution de dimension un et d’une distribution de contact la contenant. !

Lemme 1.1.13. Soit M une variété de dimension trois, H une distribution de contact sur M et
E C H une distribution de dimension un. Au voisinage de tout point de M il existe un systéeme
de coordonnées locales (x,y, z) dans lesquelles E = ]R@ et H= Vect(ax, oy T a:az)

Démonstration. Nous désignerons par (e, e, e3) la base canonique de R3. Puisque le résultat
est local, on peut supposer que M est un voisinage ouvert de p = (0,0, 0) dans R3, E(p) = Re;,
et H(p) = Vect(e1, e2). Par le théoréme de redressement du flot, on peut méme supposer, quitte
a restreindre M, que £ = Rey (car (z,y, 2) = ¢%(0,y, z) est un difféomorphisme local en p, avec
(¢%) le flot d’un champ de vecteur qui engendre E au voisinage de p). Soit ¥ = ({0} x R?)N M,
c’est une surface contenant p et transverse a E, dont D = H N TY est une distribution de
dimension un (quitte a restreindre ¥). De nouveau, on peut redresser D sur X, & l'aide d’un
difféomorphisme ¢ d'un voisinage U de (0,0) dans R? sur un voisinage V de p dans ¥, tel que
©(0,0) = p et *D = Rey. Selon le théoréeme d’inversion locale, quitte & restreindre U et V, il
existe alors un voisinage I de 0 dans R tel que ¢: (z,y,2) € I X U — @(y,2) + xze; € I x V est
un difféomorphisme. Par construction, ¢* D = Res en restriction a ¥, donc par continuité de H,
(¢*H)NVect(ez, e3) = R(ea+ fes) sur un voisinage W de p, avec f: W — R une fonction lisse (car
D=(H ﬂVect(eg, e3))|x). Puisque ¢ préserve E, on peut donc finalement supposer que E = R%
et H = Vect(ax, 7y +f8,z) avec f: M — R une fonction lisse. Or [aw 75 +f8z] %% ¢ H car

H est de contact, donc % ne s’annule pas. Par suite, ¢: (x,9,2) € M — (f(z,y,2),y,2) € R3
est un diﬁéomorphisme local en p par théoreme d’inversion locale. Par construction, ¥, F = R%
et 1, H = Vect(-Z 50> ay + x%), ce qui termine la preuve. O

Si 'on ajoute une distribution de dimension un dans une distribution de contact, la structure
obtenue demeure donc (localement) tout aussi souple. A I'inverse, nous verrons au chapitre 4
que les structures Lagrangiennes de contact admettent des invariants locaux s’exprimant sous la
forme d’une courbure, dont I’annulation équivaut a la platitude. La frontiére est donc fine entre
ces différents comportements : le simple ajout d’une seconde distribution de dimension un fait
des structures Lagrangiennes de contact des structures rigides, ce qu’illustre la figure 1.1.1. Cette
notion de rigidité prendra au chapitre 4 le sens plus précis suivant : ’ensemble des « symétries
infinitésimales » d’une structure Lagrangienne de contact est en tout point un espace vectoriel

1. Le lemme 1.1.13 est une précision du théoreme de Darboux en dimension trois. L’approche la plus fréquem-
ment adoptée pour prouver ce dernier consiste a utiliser I’« astuce de Moser », mais il semble difficile d’adapter
cette méthode pour contréler une distribution fixée contenue dans la distribution de contact. Emmanuel Gi-
roux m’a appris la jolie démonstration qui suit, dont ’approche purement géométrique fournit naturellement la
précision attendue.
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de dimension finie, appelé algébre des champs de Killing locauz (voir la proposition 4.1.7). Nous
obtiendrons cette rigidité en interprétant aux chapitres 3 et 4 les structures Lagrangiennes de
contact comme des « versions courbes » de I'’espace homogéne modele X, grace a la notion de
géométrie de Cartan.

1.1.4 Une structure Lagrangienne de contact invariante a gauche sur SL;(R)

Les structures Lagrangiennes de contact invariantes a gauche sur les groupes de Lie four-
nissent de nouveaux exemples naturels. Commencons avec un point de vue assez général.

Soit G un groupe de Lie de dimension trois dont on note g 'algebre de Lie, et soit D% et
D deux droites transverses dans g dont la somme n’est pas une sous-algebre de g. On note
L = (E* EP) = (D*, DP) le couple de distributions invariantes & gauche engendrées par ces
deux droites. Avec v® € D et v? € D deux vecteurs non-nuls, la distribution E* & EB est
engendrée par les champs de vecteurs invariants & gauche V® = v@ et V# = v8, définis par
Ve(g) = DeLy(v¥) pour g € G et € égal & a ou 3. Or [V, VP](g) = D.Ly([v*,v?]) ¢ E* @ EP,
car D® @ DP n’est pas une sous-algebre donc ne contient pas [v,v?]. Donc E® @ EP est une
distribution de contact et £ est une structure Lagrangienne de contact invariante a gauche sur
G.

Réciproquement, si £ = (E®, EP) est une structure Lagrangienne de contact invariante &
gauche sur G, alors (D% DP) = L(e) est un couple de droites transverses de g dont la somme
n’est pas une sous-algebre. Un tel couple sera appelé une structure Lagrangienne de contact
infinitésimale sur g, et toutes les structures Lagrangiennes de contact invariantes a gauche sur
G sont donc induites par une structure infinitésimale sur g.

Dans le cas de 'algebre de Lie sls, une structure Lagrangienne de contact infinitésimale nous
intéressera particulierement par la nature de ses automorphismes. On utilise pour sly la base
suivante :

E:(86)7F:(?8)vetH:((1)91)7 (1'1'2)

dont les éléments entretiennent les relations de crochets [E, F] = H, [H,E] = 2E, et [H,F] =
—2F. Le couple de droites (RE,RF’) est une structure Lagrangienne de contact infinitésimale,
qui induit sur SLg(R) une structure invariante a gauche notée L, w)- Plus généralement, si G est

égal & PSLy(R), SLa(R) ou SLy(R), alors (RE, RF) engendre sur G une structure Lagrangienne
de contact invariante & gauche que I'on note Lg = (E®, E®). En notant {a'};cgr le groupe & un
parametre engendré dans G par H € sly, on a le résultat suivant.

Lemme 1.1.14. Soit G = PSLy(R), SLy(R) ou SLy(R).

1. Quitte a intervertir ses distributions « et 3, Lg est Uunique structure Lagrangienne de
contact sur G qui soit invariante a gauche par G, et invariante a droite par {a'}.

2. 1l existe un unique isomorphisme de groupe de Lie ¢ de G dont la différentielle en l’iden-
tité est égale a A € sly — —'A € sly. Cet isomorphisme renverse les distributions de Lg :
¢*(E~, EP) = (EP,E®).

Démonstration. 1. L’action adjointe de H préservant (RE, RF), Ad(a!) préserve (RE, RF) pour
tout t € R, ce qui montre que le flot (R,:) de translations a droite préserve Lq. Soit récipro-
quement une structure Lagrangienne de contact £ sur G vérifiant les conditions du lemme. Il
existe alors une structure Lagrangienne de contact infinitésimale (D%, D?) dans sly telle que
L= (55 , DP). Elle est invariante & droite par {a'} si et seulement si pour e = « et 3, et pour
tout t € R, DeRyt (D) = DeLyt(D?), i.e. Ad(a')(D?) = D?. Or Ad(a') = exp(tad(H)), donc
c’est le cas si et seulement si ad(H)(D®) = D*. Puisque ad(H) est diagonalisable, ses seules
droites stables sont ses droites propres RE, RF et RH. Les relations de crochets imposent alors
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a (D, DP) d’étre égal & (RE,RF) ou & (RF,RE), ce qui conclut la preuve.

2. L’isomorphisme d’algebre de Lie p: A +— —'A s’intégre en un unique isomorphisme é de
groupes de Lie sur le revétement universel SLy(R) de SLy(R). Le centre Z de SLy(R) est iso-
morphe a Z, et nous en choisissons un générateur z. Il existe &k € N* tel que G est isomorphe a
SLy(R)/(z > Comme tout isomorphisme de groupes de Lie, ¢ préserve le centre, et envoie donc
(z*) sur un sous-groupe de Z d’indice k, i.e. sur (z¥) lui-méme. Par suite, $ passe au quotient

en un isomorphisme de groupes de Lie de GG, dont la différentielle en I'identité est ¢. Puisque
¢~ (D%, DP) = (D?, D), on a bien ¢*(E?, Eﬁ) (EB, E%). O

1.1.5 Une premiére structure Lagrangienne de contact au dessus de H?

Nous revenons maintenant aux structures Lagrangiennes de contact définies au paragraphe
1.1.1 au dessus des surfaces Riemanniennes. Considérons le modele projectif de Klein du plan
hyperbolique H?, que nous identifions donc & l'ouvert des droites de type temps de ’espace
de Minkowski R2 = (R3,¢"2), ou ¢"? est la forme quadratique Lorentzienne ¢“2(z,vy,2) =
22 + y? — 2%. Dans ce modele, les géodésiques de H? sont des segments de droites projectives,
et le groupe des isométries de H? préservant son orientation est égal & la composante neutre
S0°(1,2) de StabGL3(R)(q1’2), qui agit simplement transitivement sur T'H?2.

Nous disposons sur T'H? de la structure Lagrangienne de contact Ly induite par la
métrique hyperbolique (voir proposition 1.1.4). Par ailleurs, toute structure Lagrangienne de
contact invariante & gauche sur SO°(1, 2) induit sur T'H? une structure Lagrangienne de contact
SO°(1, 2)-invariante, grace a 'action simplement transitive de SO°(1,2) sur T'H?. En notant

A= (G08) e B =(48D).
000 100
(RA,RB) est une structure Lagrangienne de contact infinitésimale sur so(1,2), qui induit donc
sur SO°(1,2) une structure Lagrangienne de contact invariante & gauche notée 5500(1’2).

Remarque 1.1.15. Bien que SOY(1,2) soit isomorphe & PSLy(R), nous verrons au chapitre 2 (voir
remarque 2.3.5) que la structure Lagrangienne de contact ESO°(1,2) que nous venons de définir
n’est pas isomorphe a la structure Lpgy,r) que nous avons étudiée sur PSLy (R) dans le lemme
1.1.14.

La droite [e3] = Rez € RP? appartient & H? = [¢"? < 0] € RP?, et nous notons u € T}, H?
un vecteur unitaire dirigeant la géodésique de H? contenue dans la droite projective [e1, e3] =
[Vect(eq, e3)] C RP2.

Proposition 1.1.16. L’action de SO°(1,2) sur u € T'H? induit un isomorphisme de Lgoo(1,2)
sur L2 -

Démonstration. Le groupe & un paramétre engendré par A est le stabilisateur dans SO%(1,2)
de [e3] € H?, et agit donc simplement transitivement sur T[ ]HQ qui est la feuille o de wu.
Par ailleurs, on vérifie facilement que l'orbite de [e3] sous 'action du groupe & un parameétre
engendré par B est la géodésique de H? passant par [e3] et contenue dans [e1, e3]. On a donc
exp(RA) - u = F(u) et exp(RB) - u = FP(u). Les sous-groupes & un parametre exp(RA) et
exp(RB) étant les feuilles respectives des distributions RA et RB en e, et les structures Lgn0 a,

2)
et Lgp2 étant toutes deux invariantes & gauche par SOY(1,2), on en déduit que 0% L2 = Lg00(1,2)
en notant 6, : g € SO°(1,2) ~— g - u € T'H? Iapplication orbitale en . O]

1.2 Exemples dynamiques en dimension trois

Dans cette section, nous allons partir de certains systémes dynamiques, et construire des
structures Lagrangiennes de contact préservées par ces systémes.
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1.2.1 Flot géodésique des surfaces hyperboliques

Nous avons remarqué précédemment que la structure Lagrangienne de contact Ly induite
sur le fibré unitaire tangent d’une surface Riemannienne ¥ n’est pas invariante par son flot géo-
désique (voir proposition 1.1.4). Nous allons maintenant définir sur T'H? une seconde structure
qui le sera, dans le cas particulier d’une surface hyperbolique.

Définition 1.2.1. Nous appellerons surface hyperbolique une surface connexe et orientable mu-
nie d’une métrique Riemannienne complete a courbure constante égale a —1.

Nous utilisons ici le modéle du demi-plan de Poincaré pour le plan hyperbolique H? =
{z +1iy |y >0}, de sorte que Isom*(H?) = PSLy(R). Soit u € T;H? un vecteur unitaire
dirigeant la géodésique qui décrit la demi-droite imaginaire R%i. L’action de PSLo(R) étant
simplement transitive sur T'H?, le choix de u pour point-base identifie T'H? & PSLy(R) par
I'application orbitale 6,: g € PSLa(R) — ¢ - u € T'H?. La structure Lagrangienne de contact
invariante & gauche Lpgy,r) définie sur PSLy(R) au lemme 1.1.14 induit donc sur T'H? une
structure Lagrangienne de contact Lif> == 0;,Lpsr,(r)-

Proposition 1.2.2. 1. Par construction, l'action de PSLy(R) sur v € T'H? induit un isomor-
phisme de Lpgr,w) sur Lip. De plus, Lif, est la seule structure Lagrangienne de contact de
TYH? qui soit invariante par les isométries de H? et par son flot géodésique.

2. Pour toute surface hyperbolique %, Li{> passe au quotient en une structure Lagrangienne de

contact L3 sur TS, invariante par les isométries de ¥ et par son flot géodésique.

Démonstration. 1. L’application orbitale 6, : PSLa(R) — T'H? conjugue en effet le flot géodé-
sique de T'H? au flot (R,¢) par translations & droite du groupe & un parameétre engendré par
H € sly. Le lemme 1.1.14 implique alors immédiatement le résultat annoncé.

2. Pour toute surface hyperbolique ¥, il existe un sous-groupe discret I' de PSLy(R) tel que ¥
soit isométrique au quotient T'\H?, et T'Y s’identifie alors au quotient I'\T'H2. La structure
Lagrangienne de contact L, passe donc au quotient sur T!Y en une structure vérifiant les
propriétés annoncées. O

Soulignons que les feuilles a et 5 de L5 sont les horocycles du flot géodésique de X, et que
L3 n’est pas associée & une géométrie de chemin sur ¥ (par exemple car ses feuilles a sont toutes
non-compactes). Nous verrons plus tard que Lg2 et L{f> sont toutes deux localement isomorphes
a X et donc localement isomorphes entre elles, mais ne sont pas globalement isomorphes (voir
remarque 2.3.5).

Remarque 1.2.3. Puisque SO°(1,2) et PSLy(R) sont isomorphes, les propositions 1.1.16 et 1.2.2
montrent que les deux structures Lagrangiennes de contact Lg2 et Lff> mises en évidence sur
T'H? proviennent en définitive de deux structures invariantes a gauche différentes sur le méme
groupe SOY(1,2) ~ PSLy(R).

1.2.2 Flots Anosov de contact en dimension trois

Nous supposons maintenant que la surface hyperbolique ¥ = I'\H? est compacte, avec
I' € PSLa(R) un réseau cocompact agissant librement et proprement sur H2. Nous nous intré-
ressons maintenant aux propriétés dynamiques de son flot géodésique, conjugué au flot (R,¢) sur
I'\PSL2(R) comme nous I’avons vu au paragraphe précédent. Rappelons que pour h € PSLy(R),
en notant conj,: g — hgh™!, ona Ad(h) = D, conjy, si bien que DgRj0D.Ly = DcLgp0Ad(h™1).
Les relations de crochets [H, E| = 2E et [H, F| = 2F dans sly induisent alors dans PSLa(R) les
égalités suivantes :

(Rot)sE = e 2 E et (Ry ) = e*F. (1.2.1)



1.2. EXEMPLES DYNAMIQUES EN DIMENSION TROIS 19

Définition 1.2.4. Un flot non-singulier ? (¢!);er sur une variété compacte M est dit Anosov
s’il préserve deux distributions non-nulles E* et E* sur M, telles que TM = E* @ E @ E*
avec EY la direction du flot, et qui vérifient les conditions suivantes par rapport & une métrique
Riemannienne quelconque sur M.
— La distribution stable E® est uniformément contractée par (¢') : il existe deux constantes
C >0et0< <1 telles que pour tout t € RT, z € M et v € E5(x),

HDM(U)H <O\ v .3 (1.2.2)

— La distribution instable E* est uniformément dilatée par (¢'), i.e. uniformément contrac-
tée par (o).

Les égalités (1.2.1) montrent immédiatement que le flot géodésique de 3 = I'\H? est un flot
Anosov de T'Y = T'\PSLy(R), dont les distributions stable et instable sont les distributions « et
B de la structure Lagrangienne de contact £3% définie a la proposition 1.2.2 (ce qui explique la
notation £5%). La description algébrique de ces flots géodésiques va nous permettre de les défor-
mer pour en obtenir de nouveaux. Nous commencons par travailler sur le revétement universel
SLy(R) de PSLy(R) pour obtenir des revétements finis. Soit [y un réseau cocompact de SLy(R).

Fait 1.2.5. Le flot (R,¢) agissant sur I'9\SLa(R) est un flot Anosov, dont les distributions stable

et instable sont induites par la structure Lagrangienne de contact invariante a gauche Eéfg ®)

définie au lemme 1.1.14. De plus, si la projection I'g de Iy dans PSLy(R) est sans torsion,
alors D'action de (R,:) sur [o\SLa(R) est un revétement fini du flot géodésique d’une surface
hyperbolique compacte.

Démonstration. Le fait que (R,¢) soit Anosov ainsi que la description de ses distributions stable
et instable découlent immédiatement des égalités (1.2.1). Supposons que I'y est sans torsion.
Notons que I'y est un sous-groupe discret de PSLa(R), qui est cocompact car [ lest. L’action de
I'g sur H? est libre et propre car I'y est sans torsion, et l“o\H2 est donc une surface hyperbolique
compacte. Notons Z le centre de SLQ( ), de sorte que Ty N Z soit le noyau de la projection
canonique T'y — Tg. Un résultat connu sous le nom de ﬁmtude du niveau? implique que Ty N Z
est d’indice fini dans Z, ce qui montre que le revétement I'g\SLy(R) — Ig\PSLy(R) est également
d’indice fini et termine la preuve. ]

Nous notons A = {a'}icg le groupe a un parametre de SLQ( ) engendré par H, et nous
définissons une action & gauche de SLy(R) x A sur SLy(R) en posant (g,a) - @ = gza. Soit
u: I'g — A un morphisme tel que le groupe-graphe

I = {(’y,u(’y)) ’ v € fo} - éig(R) x A

de u agisse librement proprement et cocompactement sur éig( R). On dira dans ce cas que u est
admissible, selon la définition de Salein dans [Sal99]. Le flot (Ry) agit sur I'\SLy(R) car A est
abélien.

Fait 1.2.6. (R,¢) est un flot Anosov de I'\SLy(R), avec distributions invariantes induites par

E§E2(R). Ces exemples seront appelés flots Anosov de contact algébriques.

Démonstration. Nous ne connaissons pas de preuve algébrique simple de cette affirmation, que
nous justifierons avec les arguments suivants. Le travail de Zeghib dans [Zeg96, Prop. 4.2 p.868]
montre que (R,t) est quasi-Anosov avec la définition de Mané, et Mané prouve dans [Man77,
Theorem A] que les flots quasi-Anosov de dimension trois sont Anosov. O

2. I.e. n’ayant aucun pint fixe, ou encore tel que le champ de vecteurs %gpt ne s’annule pas.

3. Cette condition est indépendante de la métrique choisie car M est supposée compacte.

4. Cet énoncé est initialement prouvé par Kulkarni-Raymond dans [KR85] avec une preuve incompléte, puis
prouvé dans [Sal99, Théoréme 3.3.2.3].
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Les flots Anosov de contact algébriques sont décrits par Ghys dans [Ghy87], ou il prouve un
résultat de classification impliquant I’énoncé suivant.

Théoréme 1.2.7 (Ghys). Soit (¢) un flot Anosov lisse et orientable sur une variété compacte
et orientable de dimension trois. Si ses distributions stable et instable sont lisses et si E° & E"
est de contact (i.e. si (E%, E%) est une structure Lagrangienne de contact), alors (o) est un flot
Anosov de contact algébrique.

1.2.3 Difféomorphismes partiellement hyperboliques de type contact

Nous souhaiterions maintenant construire des structures Lagrangiennes de contact préservées
par des systemes dynamiques discrets. Le temps un d’un flot Anosov de contact algébrique en
fournit un premier exemple, que nous allons généraliser a partir de la définition suivante.

Définition 1.2.8. Un difféomorphisme f d’une variété compacte M est dit partiellement hyper-
bolique s’il préserve un scindement TM = E*® E‘® E" de son fibré tangent en trois distributions
non-nulles, vérifiant les conditions dynamiques suivantes par rapport a une métrique Rieman-
nienne quelconque sur M.
— La distribution stable E® est uniformément contractée par f, i.e. il existe deux constantes
C >0et 0< <1 telles que pour tout z € M et v* € E*(x), on a pour tout n € N* :

1D, £ (0%)]] < CX™ [o]. (1.2.3)

— La distribution instable E" est uniformément dilatée par f, i.e. uniformément contractée
-1
par f7°.

— Le scindement est dominé, i.e. il existe un entier N non-nul tel que pour tout x € M, et
tous vecteurs unitaires v* € E*(z), v¢ € E(x) et v* € E%(x),

Do)

< ||PasN ()

< ||Pa ¥ @)

. (1.2.4)

E° est appelée la distribution centrale de f.

Il est clair que si (¢?) est un flot Anosov, alors pour tout ¢ # 0 le difféomorphisme ¢! est par-
tiellement hyperbolique. Cependant, cette notion offre de nouvelles perspectives, car il en existe
également des exemples de difféomorphismes partiellement hyperboliques qui ne s’integrent pas
en un flot Anosov. Considérons le groupe d’Heisenberg Heis(3), constitué des matrices de la
forme

1
[:1773/72] =10 (125)
0

O = 8
e W

avec (z,y,2) € R3.

Fait 1.2.9. 11 existe un difféomorphisme partiellement hyperbolique d’un quotient compact de
Heis(3), qui n’est le temps un d’aucun flot Anosov, et dont les distributions stable et instable
forment une structure Lagrangienne de contact (E®, E") qui est induite par une structure inva-
riante a gauche sur Heis(3).

Démonstration. Notons I' le réseau cocompact de Heis(3) constitué des matrices [z, vy, z] avec
z,y € Z et z € 7. Soit ¢ I'automorphisme de I’algebre de Lie heis(3) de Heis(3) dont la matrice
dans la base X =[1,0,0], Y =[0,1,0], Z = [0,0, 1] est égale a

Mat xy,z)(v) =

S =N

10
1 0],
0 1
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ou l'on conserve la notation [z,y,z| introduite dans (1.2.5) pour les éléments de heis(3), la
diagonale étant nulle. Alors ¢ est diagonalisable, avec une droite propre D® C Vect(X,Y)
associée a une valeur propre 0 < As < 1, une droite propre D" C Vect(X,Y') associée a la
valeur propre A\, = /\LS > 1, et RZ pour derniére droite propre associée a la valeur propre 1.
Puisque Heis(3) est simplement connexe, il existe un unique automorphisme de groupe ¢ de
Heis(3) tel que D¢ = ¢, et cette égalité impose & ¢ de préserver les distributions invariantes a
gauche D, D% et RZ. On vérifie de plus facilement que I'exponentielle envoie ’ensemble heis; (3)
des matrices a coefficients entiers de heis(3) sur I', et puisque ¢ préserve heis;(3), ¢ préserve
donc T'. Ainsi, ¢ passe au quotient en un difféomorphisme f de M = I'\Heis(3), qui préserve
trois distributions lisses E*, E* et E° respectivement induites par D%, D% et RZ. Les valeurs
propres de ¢ assurent que E® (respectivement E") est uniformément contractée (resp. dilatée)
par f, et que le scindement TM = E° @ E°® E" est dominé, i.e. que f est un difféomorphisme
partiellement hyperbolique de M. La relation de crochet [X,Y] = Z dans bheis(3) montre par
ailleurs que Vect(D?®, D") = Vect(X,Y) n’est pas une sous-algebre de heis(3), et donc que
(E*, E™) est une structure Lagrangienne de contact sur M.

De plus, 'action induite par f sur le groupe fondamental de M est conjuguée a la restriction
de ¢ au réseau I'. Or les réseaux des groupes nilpotents sont rigides, donc ¢|r est non trivial
(car ¢ # id). Ceci interdit & f d’étre isotope a idy, et en particulier, f n’est donc le temps 1
d’aucun flot Anosov. O

La définition qui suit généralise I’exemple que nous venons de construire.

Proposition-Définition 1.2.10. Soit ¢ un automorphisme de Heis(3) tel que D.¢ soit diago-
nalisable avec au moins une valeur propre de valeur absolue différente de 1, et soient g € Heis(3)
et I un réseau cocompact de Heis(3). L’automorphisme affine L, o ¢ de Heis(3) passe au quo-
tient en un difféomorphisme de la nil-variété I'\Heis(3) si, et seulement si g¢(T')g~! = I'. Dans
ce cas, le difféomorphisme induit est partiellement hyperbolique, ses trois directions invariantes
sont lisses, et B° @ K" est une distribution de contact. Les difféomorphismes obtenus de cette
manieére seront appelés automorphismes affines partiellement hyperboliques de nil-variétés.

Démonstration. La premieére affirmation est une vérification immédiate. On suppose maintenant
que Ly o @ passe au quotient en un difféomorphisme f de la variété compacte I"'\Heis(3). On sait
déja que ¢ := D¢ préserve le centre RZ, qui est donc une droite propre pour une certaine valeur
propre X°. Notons A et p les deux autres valeurs propres de ¢, éventuellement confondues, en
convenant que || < |u|. La somme des droites propres (respectivement le plan propre) associées
a A et 4 ne contenant pas RZ, ce plan n’est pas une sous-algebre abélienne de heis(3), et il existe
donc deux vecteurs propres v et w, respectivement associés aux valeurs propres A et pu, et tels
que [v,w] # 0. Puisque [v,w] € RZ, on a alors X[v,w] = ¢([v,w]) = [p(v), p(w)] = Au[v,w],
d’ou A = Au. Selon le raisonnement conduit a la fin du paragraphe 5.8.1.a, on a par ailleurs
A = N2p? =1 car I'\Heis(3) est compacte, d’ott |A| = ||~ et [A°| = 1. Notre hypothése sur
les valeurs propres de ¢ impose donc finalement [A| < 1 = |\¢| < |pu|. Ceci montre facilement que
f est un difféomorphisme partiellement hyperbolique, dont les distributions stable, instable et
centrale sont respectivement induites par les distributions invariantes a gauche engendrées par
les droites propres D*, D" et RZ respectivement associées a A, p et Au. Puisque [D*, D¥] = RZ,
ceci explique les propriétés énoncées. O

Remarque 1.2.11. De plus, ces difféomorphismes partiellement hyperboliques ont une « forme
normale » trés simple. En effet, il existe selon le lemme 1.3.10 un automorphisme v de Heis(3)
tel que D1 envoie la droite propre de D ¢ associée & A (respectivement p) sur RX (resp. RY).
Alors ¢ = 1) o ¢ 0 p~1 est un automorphisme de Heis(3) tel que D.¢' est diagonalisable avec
droites propres RX, RY et RZ respectivement associées aux valeurs propres A, u et Au. En
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d’autres termes :

1 = =z 1 Az Auz
101 yl|=10 1 pyl. (1.2.6)
0 0 1 0 0 1

De plus, en posant g’ = 1(g) et I = ¢(T'), on apo (Lyop) oy~ = Lyod et g'¢/(I")g' ™' =T7,
donc Ly o ¢’ passe au quotient en un difféomorphisme f’ de la nil-variété I'"\Heis(3), et 1 induit
un difféomorphisme naturel ¢: I'\Heis(3) — I'"\Heis(3) tel que f’ o1 = 1 o f. Finalement, tout
automorphisme affine partiellement hyperbolique d’une nil-variété est conjugué a un exemple
construit a partir d’'un automorphisme de la forme (1.2.6).

—~

Comme c’est le cas pour les flots d’Anosov, les distributions invariantes d’un difféomorphisme
partiellement hyperbolique sont en général seulement continues. Les automorphismes affines
partiellement hyperboliques de nil-variétés sont donc tout a fait particuliers, car E*, E* et E°
sont toutes trois lisses. Plus précisément, (E%, E*) est une structure Lagrangienne de contact
induite par une structure invariante a gauche sur Heis(3).

La classification générale des difféomorphismes partiellement hyperboliques en dimension
trois fait 'objet d’une recherche intense, dont on peut trouver un exposé relativement récent
dans [HP18]. Dans le chapitre 5 de cette thése, nous nous intéresserons au cas particulier ou
(E®, E") est une structure Lagrangienne de contact et E€ est lisse. Si tous les points de f sont
de plus non-errants, nous prouverons alors qu’a indices et itérées finies pres, f est soit un temps
non-nul d’un flot Anosov de contact algébrique, soit un automorphisme affine partiellement
hyperbolique d’une nil-variété (voir théoréme A.1). Notre outil principal dans cette preuve sera
la géométrie de Cartan associée a toute structure Lagrangienne de contact, décrite aux chapitres
3 et 4, et le lien qu’elle fournit avec ’espace homogene modele X.

1.3 Structures Lagrangiennes de contact en dimension supé-
rieure

Nous souhaitons maintenant généraliser a toute dimension impaire la notion de structure
Lagrangienne de contact définie au paragraphe 1.1.1 pour la dimension trois. Mais quel sens
donner a cette notion en dimension supérieure ? Nous avons déja évoqué a plusieurs reprises
I'importance de I’espace homogene modele X des structures Lagrangiennes de contact de di-
mension trois, et nous souhaitons conserver un objet du méme type en dimension supérieure.
Cette idée va guider les définitions que nous introduirons.

1.3.1 Définition en dimension supérieure

L’espace des droites projectives pointées X se généralise naturellement en dimension supé-
rieure par la définition suivante.

Définition 1.3.1. Pour n > 1, nous notons Xs,+1 l'espace des hyperplans projectifs pointés
(m, H) de RP™*! (ou H C RP"™"! est un hyperplan projectif et m € H), et nous I'appelons
espace homogéne modéle des structures Lagrangiennes de contact en dimension 2n + 1.9

La structure Lagrangienne de contact standard Lx de X se généralise naturellement sur
Xon41 par le couple Lx,, ., = (Eas Ep) de distributions de dimension n dont les feuilles sont les
fibres respectives des projections T4 : (m, H) € Xopi1 — m € RP™" et m5: (m, H) € Xopy1 +—
H € RP"H! (ou RP?*! désigne I’ensemble des hyperplans projectifs de RP"*1). Nous étudierons
en détail au chapitre 2 I'espace (X241, £X,,.,)- Pour le moment, nous 'utilisons uniquement
comme inspiration pour définir la notion de structure Lagrangienne de contact en dimension
supérieure. Comme c’est le cas en dimension trois, on montre que &, ® &g est une distribution
de contact (cela apparaitra comme une conséquence du lemme 1.3.7).

5. D’une maniere légerement anachronique.
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Définition 1.3.2. Soit M une variété de dimension impaire égale a 2n + 1, et « une 1-forme
sur M ne s’annulant pas. On dit que « est une forme de contact si a A (da)™ ne s’annule pas sur
M. On appellera distribution de contact une distribution lisse d’hyperplans qui est localement
le noyau d’une forme de contact en tout point, et on appellera structure de contact la donnée
d’une distribution de contact.

Remarque 1.3.3. 1. De fagon équivalente, une 1-forme « ne s’annulant pas sur une variété M est
de contact si, et seulement si en tout point x € M, la restriction de da(z) a Ker a(x) est non-
dégénérée, i.e. est symplectique (voir par exemple [Gei08, Remark 1.3.7]). Pour @ une 1-forme
et X,Y deux champs de vecteurs sur M, on rappelle la formule de Cartan :

do(X,)Y)=X-aY) =Y a(X) — a[X,Y]). (1.3.1)

En particulier si X et Y sont deux champs de vecteurs locaux a valeur dans Ker «, alors
do(X,Y) # 0 si et seulement si [X,Y] ¢ Kera. On en déduit que H est une distribution
de contact de M si, et seulement si pour tout champ de vecteur local X a valeurs dans H, il
existe un champ de vecteur local Y & valeurs dans H tel que [X,Y] ¢ H. En particulier, la
définition 1.1.1 de distribution de contact donnée précédemment dans le cas particulier de la
dimension trois correspond donc bien a la définition générale 1.3.2 que nous venons d’introduire.
2. Si deux 1-formes a et B ont localement pour noyau la méme distribution d’hyperplans,
alors § = fa pour une certaine fonction f ne s’annulant pas sur M. On a donc 8 A (df)" =
f"la A (da)™, et a est une forme de contact si et seulement si 3 I'est. Par conséquent, le fait
d’étre de contact ne dépend que de la distribution et pas de la 1-forme, ce qui donne un sens a
la notion de structure de contact.

Par analogie avec (X241, £X,, ), une structure Lagrangienne de contact £ sur une variété
M de dimension 2n + 1 sera donc un couple £ = (E®, E?) de distributions lisses de dimension
n dont la somme est une distribution de contact. Quelles conditions locales doit-on individuel-
lement imposer sur les distributions E® et E? ? Les distributions de dimension un étant toutes
localement équivalentes, cette question ne se posait pas en dimension trois. En revanche, a partir
de la dimension deux les distributions ont des invariants locaux, et notre objectif étant d’obtenir
une structure rigide, il semble peu probable que 1’on puisse laisser une liberté totale sur la nature
locale de E* et EP.

Rappelons qu’une distribution E sur une variété M est dite intégrable s’il existe un feuilletage
F de M qui intégre E, i.e. tel qu’en tout point z € M, Ty(F(z)) = E(z). Selon le théoreme
de Frobenius, ceci est équivalent a ce que E soit involutive, i.e. que pour tout couple (X,Y") de
champs de vecteurs locaux a valeurs dans E, [X,Y] € E (voir par exemple [Sha97, Chapter 2
Theorem 4.1]). La condition d’intégrabilité est en ce sens la plus éloignée possible de celle de
contact.

Les distributions &, et &3 de Lx,, ., sont par définition individuellement intégrables, et ont
pour feuilles les fibres des projections 7, et 3. Dans le cas général I'hypothese d’intégrabilité sur
les distributions a et 8 d’une structure Lagrangienne de contact sera cependant trop restrictive,
et nous allons donc considérer des sous-distributions spécifiques d’une distribution de contact,
qui en un certain sens se rapprochent le plus possible de 'intégrabilité.

Rappelons qu'une forme bilinéaire b sur un espace vectoriel réel V' de dimension finie est dite
symplectique si elle est antisymétrique et non-dégénére, et que V est alors nécessairement de
dimension paire. En notant dim V' = 2n, un sous-espace W de V est dit isotrope si la restriction
de b a W x W est identiquement nulle, i.e. si W € W+ = {u € V | b(u, W) = 0}. Puisque b
est non-dégénérée, dim W + dim W+ = dimV = 2n pour tout sous-espace, et un sous-espace
isotrope est donc de dimension au plus n. On dit que W est Lagrangien s’il est isotrope et
de dimension maximale, et il est alors de dimension n (pour plus de détails, voir par exemple
[Gei08, §1.3)).
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Comme on 'a vu dans la remarque 1.3.3, pour toute distribution de contact H et toute
1-forme « ayant localement H pour noyau, a est de contact et (H(x),da(x)) est un espace
vectoriel symplectique en tout point ot « est définie. Une autre 1-forme 5 ayant localement le
méme noyau H est un multiple de « par une fonction lisse ne s’annulant pas, et en tout point
ou ces deux 1-formes sont définies, les sous-espaces isotropes (respectivement Lagrangiens) de
(H(z),da(x)) sont donc les méme que ceux de (H(z),df(x)). Ces sous-espaces ne dépendent
donc pas de la 1-forme choisie, mais seulement de la distribution H, ce qui autorise la définition
suivante.

Définition 1.3.4. Soit H une distribution de contact sur une variété M de dimension 2n + 1.
Une sous-distribution lisse £ C H sera dite isotrope si E(x) est en tout point un sous-espace
isotrope de H(x), et Legendrienne si elle est isotrope et de dimension maximale, i.e. de dimension
n.

Remarque 1.3.5. Selon la formule de Cartan (1.3.1), une sous-distribution £ C H est donc
isotrope si, et seulement si en tout point x € M, et pour tout couple de champs de vecteurs
X et Y localement définis et & valeurs dans E au voisinage de , on a X - a(Y) =Y - a(X) —
a([X,Y]) = 0 au voisinage de x. Puisque o(X) et a(Y") sont identiquement nulles, cette identité
équivaut a a([X,Y]) = 0, ou encore a ce que [X,Y] soit a valeurs dans H. On obtient donc les
caractérisations suivantes pour une variété M de dimension 2n + 1 munie d’une structure de
contact H.

1. Une sous-distribution £ C H est isotrope si, et seulement si pour tout couple X,Y de
champs de vecteurs locaux a valeurs dans F, [X,Y] est a valeurs dans H.

2. Une sous-distribution £ C H est Legendrienne si, et seulement si elle est isotrope et de di-
mension maximale, i.e. de dimension n. En particulier, toute sous-distribution intégrable
de dimension n de H est Legendrienne.

Ceci nous amene enfin a la définition suivante.

Définition 1.3.6. Une structure Lagrangienne de contact sur une variété de dimension impaire
2n+1 est la donnée d’un couple (E*, Ef) de distributions lisses de dimension n, telles que E*@®E”
soit une distribution de contact dont E et E? sont des sous-distributions Legendriennes. Si E®
(respectivement E) est intégrable, son feuilletage intégral est noté F& (resp. F7).

La structure £x,,,, = (€ay E3) mise en évidence sur l'espace homogene modele Xy, 41 est
donc bien une structure Lagrangienne de contact.

1.3.2 Au dessus des variétés projectives

La construction faite au paragraphe 1.1.1 a un analogue immédiat en dimension supérieure,
qui nous donnera une famille d’exemples généralisant ’espace modele (Xop 41, £X5,,,)-

Soient N une variété de dimension n +1 > 2, et 7: M = Gr,(N) — N le fibré des Grass-
manniennes des hyperplans tangents a N. C’est une variété de dimension 2n + 1, classiquement
nommée espace des éléments de contact de N (voir par exemple [Gei08, §1.2]). En tout hyperplan
tangent m € M, on pose H(m) = Dy, m~1(m), ce qui définit une distribution de codimension un
sur M, appelée distribution de contact tautologique de M. On peut décrire H plus géométrique-
ment de la maniére suivante. Pour toute hypersurface ¥ de N passant par le point = 7(m) et
telle que T, ¥ = m, considérons le relevé canonique ¥ = {(¢, T,X) | ¢ € X} de ¥ dans M, qui
est une sous-variété de dimension n de M passant par m. L’ensemble des sous-espace T,,% de
dimension n obtenus de cette maniere, a partir des relevés des hypersurfaces ¥ passant par x et
tangentes & m, engendre un hyperplan dans T,, M qui est égal & H(m).

On considere maintenant une connexion linéaire sans torsion V sur IV, et le transport parallele
qu’elle définit. Soient m € M, x = 7(m), et v € m un vecteur tangent en x. En notant - la
géodésique de V passant par x dans la direction v, le transport parallele de 'hyperplan m le
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long de ~ définit un relevé naturel passant par m de v dans M, que nous noterons 5. On peut
vérifier que l’ensemble des dérivées en m de ces relevés 4 des géodésiques de V tangentes a
m engendre dans T,, M un sous-espace vectoriel de dimension n, que nous noterons Ey(m).
Par construction, Ey(m) est contenu dans la distribution de contact tautologique H, et est
transverse a la distribution verticale V' = Ker D7 du fibré M.

On peut également décrire Ey d’une maniere plus formelle, qui a le mérite de montrer que
E est bien une distribution lisse de dimension n. La connexion linéaire V est induite par une
connexion principale sur le GL,,(R)-fibré principal des repéres tangents de N, et M étant un
fibré associé du fibré des reperes, il hérite donc d’une connexion générale induite par V. Une telle
connexion est simplement la donnée d’une distribution Dy horizontale sur M, i.e. transverse a
la distribution verticale V' de M. On peut alors vérifier que Fy = Dy N H.

Le lemme 1.1.2 a ’analogue suivant en dimension supérieure.

Lemme 1.3.7. 1. La distribution tautologique H de M = Gr,,(N) — N est une distribution
de contact dont V' est une sous-distribution Legendrienne.

2. Si N est munie d’une structure projective [V] sans torsion, alors Exy ne dépend que de
[V] et est une sous-distribution Legendrienne de H que nous noterons Ejy).

Il est connu que H est bien une distribution de contact, la preuve se fait en coordonnée d’une
maniére analogue au lemme 1.1.2 pour la dimension trois (voir par exemple [Gei08, Lemma
1.2.3]). La distribution verticale V' du fibré 7 étant intégrable, elle est en particulier Legen-
drienne. La deuxiéme affirmation du lemme est prouvée dans [Tak94, Lemma 4.1 et Theorem
4.2] (voir aussi [CS09, §4.4.2]). Dans ces références, le point de vue utilisé est celui du fibré
P(T*N), projectivisé du fibré cotangent a N. Puisque ce dernier s’identifie canoniquement &
Gr,(N) en prenant le noyau des formes linéaires correspondantes, ces deux points de vue sont
équivalents.

Si [V] est une structure projective sans torsion sur N, le couple (V, E}y)) est donc une struc-
ture Lagrangienne de contact sur Gr,(/V), que nous noterons simplement Ly si la structure
projective considérée sur N ne fait aucun doute. En particulier, si N est une variété Rieman-
nienne, alors £y désigne la structure Lagrangienne de contact induite sur Gr,, (N) par la classe
projective de sa connexion de Levi-Civita.

Remarque 1.3.8. L’espace homogene modele Xo, 11 s’identifie naturellement au fibré des hyper-
plans tangents & RP™! ((m, H) € Xag, 11 correspondant a T, H). A travers cette identifica-
tion, £x,,,, correspond précisément a la structure Lagrangienne de contact Lgpn+1 induite sur
Gr, (RP™ 1) par la structure projective standard de RP™*!.

Le nom de structure Lagrangienne de contact semble étre utilisé pour la premieére fois par
Takeuchi dans [Tak94]. Dans cet article, il décrit les exemples ci-dessus a partir des structures
projectives, et donne une premiere construction de la géométrie de Cartan associée a une struc-
ture Lagrangienne de contact.

1.3.3 Une structure invariante a gauche sur Heis(2n + 1)

Nous décrivons maintenant un exemple algébrique de structure Lagrangienne de contact.
Consideérons le groupe d’Heisenberg de dimension 2n + 1, noté Heis(2n + 1) et défini comme le
sous-groupe de SL,12(R) constitué des matrices s’écrivant par blocs sous la forme

1 X
X,Y,2]=|0 I, (1.3.2)
0 0

— =<

ou X,Y € R" et z € R. On utilisera pour son algebre de Lie heis(2n + 1) la base suivante :

X; = [e;,0,0],Y; = [0,¢;,0], Z = [0,0, 1]. (1.3.3)
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On utilise la méme notation [X,Y, 2] introduite ci-dessus dans (1.3.2) pour heis(2n + 1) (les
diagonales des matrices étant nulles), et e; désigne le i vecteur de la base canonique de R™.
Les vecteurs de cette base entretiennent alors les relations de crochets suivantes : [X;, Y;] = §; ;2
et [X;, X;] =1[Y3,Y;] =[2,X;] =[Z,Y;] =0, pour tous 1 <i <netl<j<n. Considérons les
sous-algébres abéliennes D® = Vect(X;,1 <i < n) et D? = Vect(Y;, 1 < i <n) de heis(2n + 1),
et les distributions invariantes & gauche associées £ = Do et EF = DB sur Heis(2n + 1).

Lemme 1.3.9. Le couple Lyeis2n+1) = (E“, EP) est une structure Lagrangienne de contact

invariante & gauche sur Heis(2n + 1), et E* @ EB est isomorphe a la structure de contact
Ker(dz — Y, w;dy;) sur R?HL

Démonstration. On note X = (z1,...,2,), Y = (y1,...,Yn), et on considere la carte globale
(15 Ty Y1y - -5 Yn, 2) € RZHL 3 [X[Y,2] € Heis(2n + 1), dont on note respectivement
8%1_, 8%1_ et % les champs de vecteurs coordonnées, et dx;, dy;, dz les 1-formes différentielles
associées. Avec les notations de (1.3.2), la loi de groupe de Heis(2n+1) est donnée par : [X, Y, 2] x

(XY 2 = [X+ XY +Y 2+ (X, Y') +2], ot (-, -) désigne le produit scalalre standard de R™.

0 - )
Un calcul rapide nous donne alors les relatlons su1vantes X; = Bor Y; = a + x5 8z et Z = bt

Par conséquent, E® ¢ EP = Vect(ax , ay + 15 82, 1 <i<mn),etenposant « = dz — > | x;dy;,
onaKera=E*®EP. Or a est la forme de contact standard de R***! lue dans les coordonnées
globales de Heis(2n + 1), donc E* @ EF est une distribution de contact. Puisque D% et D? sont
des sous-algebres abéliennes de heis(2n + 1), les distibutions invariantes & gauche E* et E# qui
leur sont associées sont intégrables. Selon la remarque 1.3.5 ce sont donc des sous-distributions
Legendriennes de E* @ EP, et (E, E?) est bien une structure Lagrangienne de contact. O

En dimension trois, on simplifie nos notations en notant X = X; et Y = Y.

Lemme 1.3.10. Pour toute structure Lagrangienne de contact L invariante & gauche sur
Heis(3), il eviste un automorphisme de groupe ¢ de Heis(3) tel que ¢*L = Ligeig(3) -

Démonstration. 1l existe v, w € heis(3) tel que £ = (R, Rw), et on a [v, w] ¢ Vect(v, w). Notons
v=aX+bY +cZ et w=dX+VY +Z. Alors [v,w] = (ab — ba’)Z, donc ab’ — ba’ # 0.
L’automorphisme d’algebre de Lie ¢ de heis(3) dont la matrice dans la base (X,Y, Z) est égale

\ aa 0 . . . . . .
a (b voo0 /) envoie (X,Y) sur (v, w). Puisque Heis(3) est simplement connexe, il existe un
c c ab’—ba

automorphisme ¢ de Heis(3) dont la différentielle en I'identité est égale a ¢. Puisque ¢ est un
automorphisme, D.¢(X,Y) = (v, w) implique ¢*L = Lizeis(3)- O

En grande dimension, I’étude des structures Lagrangiennes de contact invariantes a gauche
sur les groupes de Lie est non-triviale. Pour commencer, on ne sait pas, & ma connaissance,
quels groupes de Lie admettent une structure de contact invariante a gauche (voir par exemple
[Dia04]).

1.3.4 Flots Anosov de contact en dimension supérieure

Nous terminons ce chapitre en donnant des exemples de structures Lagrangiennes de contact
de dimension supérieure provenant de la dynamique.

Le flot géodésique de toute variété Riemannienne a courbure sectionnelle strictement négative
est de type Anosov. Cela a été prouvé par Anosov lui-méme dans [Ano69], I’étude de ces flots
étant sa motivation d’origine pour introduire cette propriété. Pour obtenir des distributions
stable et instable lisses, nous nous restreignons au cas de variétés qui sont de plus localement
symétriques (voir par exemple [Hel01]).

Fait 1.3.11. Les distributions stable et instable du flot géodésique (¢') d’une variété Rieman-
nienne compacte localement symétrique a courbure strictement négative forment une structure
Lagrangienne de contact (E*, E) qui est préservée par le flot Anosov (¢t).
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Démonstration. Soit (¢') le flot géodésique d'une variété Riemannienne compacte localement
symétrique a courbure strictement négative, agissant sur son fibré unitaire tangent que I’on note
M. On note X le champ de vecteurs qui engendre ('), et E* (respectivement E“) sa distribution
stable (resp. instable), et on admet que E® et E" sont lisses (voir par exemple [BFL92, §7]).
Soit « la 1-forme canonique de ('), définie sur M par les égalités a(X) = 1 et o|gsap.= 0.
Elle est préservée par le flot géodésique, tout comme la forme de Liouville de M, que 1’on note
6. Soit x € M et v € E*(z). Par compacité de M, il existe une suite ¢, € R partant a l'infini
telle que ' (x) converge. Puisque E* est uniformément contractée par (¢'), on en déduit que
Optn () (D™ (v)) = 0, (v) tend vers 0. Ainsi 6 est nulle en restriction & E*, et il en va de méme
sur E* (en remplagant ¢’ par ¢~ !). La définition de # impliquant par ailleurs §(X) = 1, «
coincide finalement avec la forme de Liouville de M. Or cette derniére est une forme de contact,
donc E* @ E" est bien une distribution de contact. Le méme raisonnement montre que do
est nulle en restriction a E° x E° et E* x EY, i.e. que E® et E" sont des sous-distributions
Legendriennes de E* @ E“. Le couple (E®, E*) est donc une structure Lagrangienne de contact
sur M, préservée par le flot Anosov (). O

Dans [BFL92|, Benoist, Foulon et Labourie généralisent le théoreme 5.1.1 de Ghys, en prou-
vant un résultat de classification qui implique I’énoncé suivant.

Theorem 1.3.12 (Benoist, Foulon, Labourie). Soit (¢') un flot d’Anosov lisse, tel que E* et E%
sont lisses, et tels que E° @ E™ soit une distribution de contact. Alors (E*, E") est une structure
Lagrangienne de contact, et quitte a changer son paramétrage ou a en prendre un revétement
find, (p!) est le flot géodésique d’une variété Riemannienne compacte localement symétrique a
courbure strictement négative.

1.3.5 Géométries de chemins généralisées

A la lecture du paragraphe 1.3.2, on peut légitimement se demander pourquoi I'on considére
en dimension quelconque le fibré des hyperplans tangents, et non plus simplement le projectivisé
du fibré tangent comme en dimension deux. Observons brievement ce que l'on obtiendrait sur
ce dernier. Nous considérons donc une variété N de dimension n + 1, munie d’une structure
projective sans torsion [V], ainsi que son fibré 7: M = P(TN) — N. Soit I € M, v la géodésique
de [V] passant par m(l) dans la direction I, et ¥ = {Tpy | p € 7} C M sa prolongation. La méme
démarche qu’au paragraphe 1.1.1 nous ameéne a définir sur M une distribution £ de dimension
un en posant E(l) = T;7. cette distribution est transverse a la distribution verticale V' du fibré
m: M — N, et est contenue dans la distribution de contact tautologique H de P(TN), qui est
définie de la méme maniere qu’en dimension deux. En revanche si dim N > 3, alors E @& V est
strictement contenue dans H. Dans ce cas, la structure (E, V) obtenue sur M n’est donc pas
Lagrangienne de contact, et est appelée géométrie de chemins généralisée dans la littérature.

Le modele homogene de ces structures est donné par l’espace des droites projectives poin-
tées de RP™"! en toute dimension. Cet espace s’identifie au quotient de PGL,1o(R) par le
stabilisateur de ([e1], [e1, e2]), qui est le sous-groupe parabolique @2, des matrices de la forme

B
0 C

a b
0 ¢

ou a,b,c € R*, B a 2 lignes et n colonnes, et C' € GL,(R).

On peut trouver une description détaillée des géométries de chemins généralisées dans [CS09,
§4.4.3]. Il y est prouvé qu’elles se décrivent également comme des géométries de Cartan, modelées
cette fois sur I’espace homogene PGL;,12(R)/Q2 .






Chapitre 2

Géométrie de ’espace modele

Dans ce chapitre nous revenons en détail sur la géométrie de I'espace modele Xg,4+1 des
structures Lagrangiennes de contact. Nous commengons par le définir précisément, et par inter-
préter sa structure Lagrangienne de contact standard Lx,, ., avec un point de vue algébrique,
pour la traduire dans le quotient PGL,,2(R)/P,,12 auquel s’identifie Xo,,11. Nous introduisons
ensuite deux familles d’objets géométriques naturels dans Xa, 11, les surfaces a-5 et S-a d'une
part, et les chainettes d’autre part. Nous utilisons les surfaces a-f et 8-« pour définir différents
ouverts de Xg, 41, homogenes sous I'action de certains sous-groupes de PGL,12(R), et que nous
identifierons a des exemples rencontrés dans le premier chapitre. Ceci nous permettra en parti-
culier de montrer que la structure Lagrangienne de contact £3}" invariante par le flot géodésique
construite dans le premier chapitre sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique X,
est (a indice deux pres) une structure Kleinienne, i.e. est un quotient d’un ouvert de X3 par un
sous-groupe discret de PGL3(R) agissant librement et proprement. Nous terminons ce chapitre
en décrivant une famille de cartes affines identifiant certains ouverts de Xg,4+1 a R2n+1,

2.1 Structure Lagrangienne de contact standard du modele

Nous avons rapidement rencontré au chapitre 1 'espace homogene modele des structures
Lagrangiennes de contact, et nous commengons par rappeler sa définition et ses premiéres pro-
priétés.

2.1.1 Point de vue géométrique

Soit RP™*! I’espace projectif de dimension n+1, i.e. ’espace des droites vectorielles de R"+2.
Pour z = (1,...,Zn42) € R"2\ {0}, nous utilisons les coordonnées homogenes standards
[£1 : ... : @pio] pour désigner la projection de x dans RP™! et plus généralement pour
P C R"*2 nous noterons [P] la projection dans RP™"*! de I’espace vectoriel engendré par P. Nous
appellerons hyperplan projectif de RP™ ! la projection d'un hyperplan vectoriel de R"*2. Dans
RP?2, un hyperplan projectif est plus simplement une droite projective. L’espace des hyperplans
projectifs de RP"*! sera noté RP?! et un hyperplan projectif pointé est un couple (m, H) €
RP" ! x RP?*! tel que m € H.

Définition 2.1.1. Pour n € N*| I'espace homogéne modéle des structures Lagrangienne de
contact de dimension 2n + 1 est ’ensemble Xy, des hyperplans projectifs pointés de RP™*1.
Les projections naturelles

Ta: (m, H) € Xopi1 = m € RP" ™ et m5: (m, H) € Xopp1 — H € RPTH! (2.1.1)

font de Xy,,+1 un RP™-fibré au dessus de RP™*! et RP?*!. On notera respectivement &, et Es
les distributions verticales des fibrés 7, et mg, et on appellera Lx,,., = (€a,&Ep) la structure
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Lagrangienne de contact standard de Xo,11. Les fibres de 7, et w3 sont les feuilles intégrales
de &, et &g, et seront respectivement notées C,(z) et Cg(x). Pour n = 1 on notera X = X3 et
Lx, = Lx. Les feuilles a (respectivement 3) de Lx sont des plongements de RP*, qui seront
appelés cercles a (resp. ) de X.

Pour tout (m, H) € Xa,y1, la feuille o de (m, H) consiste a fixer le point m et & changer
I’hyperplan projectif H qui le contient. Puisqu’elle ne dépend que de m, on notera parfois :

Ca(m) =Co(m,H) ={(m,K) | K >m}.
Sa feuille 8 consiste quand a elle a fixer 'hyperplan projectif H et a déplacer m sur H :
Cs(H) =Cs(m,H) ={(p,H) |[pc H}.

Intéressons-nous maintenant aux automorphismes de Xy, 11. Le quotient de GLj,42(R) par
son centre Rid est désigné par PGL,12(R), et on notera [A] € PGL,;2(R) la classe de A €
GL,12(R). L’action projective diagonale de PGL,, 12(R) sur RP"*! x RP"*! préserve la relation
d’incidence m € H, et induit donc une action naturelle de PGL,,12(R) sur Xg,+;. Cette action
est transitive, et préserve les feuilletages a et 3, i.e. préserve Lx,, ,. Nous avons déja vu au
chapitre 1 que PGL3(R) est le groupe d’automorphismes de (X, Lx) (voir proposition 1.1.10),
et ce résultat se généralise en dimension supérieure :

AUt(X2n+17 £X2n+1) = PGLp42 (R)

Nous prouverons plus précisément au chapitre 4 que tout automorphisme local de Lx,,, ., est la
restriction d’un élément de PGL,,+2(R) (voir théoréme 4.1.8). Nous notons (ey, .. ., en42) la base
canonique de R"*2, et si rien n’est précisé nous choisirons toujours pour point-base de Xo,, 41 le
point

o= ([6’1], [61, ceey €n+1]) € Xopt1- (2.1.2)

Le stabilisateur de o dans PGLy42(R) est un sous-groupe fermé P, o décrit par blocs de la
maniere suivante :

P,.o= a,c e R*, B e GL,(R),X,)Y e R",zeR ;. (2.1.3)

o o9
SRR
o Kw

L’application orbitale en o
0o: g € PGL,2(R) — g-0 € Xopt1

induit un difféomorphisme PGL,, 1 2(R)-équivariant 6, du quotient PGL,;2(R) /P, 1o sur Xo, 1.
Par défaut, nous utiliserons toujours cette identification, mais il faut bien entendu noter que le
choix d’un autre point-base dans Xso,41 change le stabilisateur pour I'un des conjugués de P,, o
dans PGL,42(R).

2.1.2 Point de vue algébrique

Nous allons maintenant utiliser I'identification Xg,,+1 = PGL;,12(R) /P42 pour interpréter
la structure Lagrangienne de contact L£x,, ,, avec un point de vue algébrique.

La projection de SL;,+2(R) dans PGL,,12(R) est un isomorphisme si n est impair. Si n est pair,
elle est de noyau {£id}, et son image est le sous-groupe d’indice 2 de PGL,,2(R) constitué des
(images dans PGL;42(R) des) matrices de déterminant positif. Dans tous les cas, sa différentielle
en 'identité est un isomorphisme d’algeébres de Lie de sl,,42 sur pgl, o, par lequel on identifiera
toujours ces deux algebres de Lie. Pour tout p € P42, 'action adjointe Ad(p) de p sur sl 4o
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préserve p, 12, et passe donc au quotient sur sl,12/p, 2 en un isomorphisme que nous noterons
Ad(p). Par définition de Ad, la projection canonique my, 5 80,42 —> sl 0/pno est équivariante
pour les actions respectives Ad et Ad de P42 sur sl, 2 et sl,10/pni2.

Nous allons utiliser un point de vue plus confortable pour manipuler 'action Ad(P,,12). Pour
U,V € R" et w € R, nous noterons

[Uv Vi w] =

E < ©

0 0
0 0| €slyo. (2.1.4)
U 0

L’ensemble des matrices de cette forme est une sous-algebre de sl,, 12 que nous noterons sl o,
telle que sl 12 = prio®sl, 5. Ennotant 7_: sl 19 — sl 5 la projection sur sl , parallelement
a Pni2, on définit une représentation Ad™ de P2 sur sl , en posant, pour p € P, 2 et
veEsl o

Ad™(p) - v=m_(Ad(p) - v).

Par définition de Ad™, la restriction a sl 5 de la projection canonique 7y, , est un isomorphisme
Tpnia o, sl o — 8lyt2/Pnro équivariant pour les actions respectives Ad™ et Ad de Py, sur

sl o et slyyo/pni2. L'action adjointe de

a X =z
p=10 B Y| €Pyyo (2.1.5)
0 0 ¢
sur sl , est égale a :
Ad~(p)-[U,V,w] = [eUB™' —a 'ewXB™',a ' BV + a 'wY,a  cw) (2.1.6)

en utilisant la notation (2.1.4). On en déduit en particulier que

1 0 =z
Ker(@) = 0 id Of |zeR 3. (2.1.7)
0 0 1

Par ailleurs, les projections dans sk, 2/pp+2 des deux sous-algebres abéliennes
g ={[U,0,0] | U e R"} et g’ ={[0,V,0] | V € R"} (2.1.8)
de sl , sont Ad(P,,2)-invariantes.

Proposition 2.1.2. 1. Les distributions invariantes & gauche g et QB de PGL,,+2(R) passent
au quotient dans PGL,12(R)/Pia, en deur distributions respectivement notées E19 et

alg
Eg”.

2. L’application orbitale 0,: gPn12 € PGL,y12(R)/Pyia = g -0 € Xouy1 est un isomor-

phisme de structures Lagrangiennes de contact de (%9, Sglg) sur Lx,,., = (Ea,E8).

3. Soit E“ et EP deux distributions transverses de dimension n sur Xont1, tnvariantes par
PGL,+2(R). Alors quitte a intervertir E* et EF, (E*, EP) = Lx,, .,

Démonstration. 1. En notant 7 la projection canonique de PGL;,12(R) dans PGL,,12(R) /P2,
il suffit de vérifier que pour tout p € P42, Dem(g°) = Dpm o DeLy(g°), avec € = « ou .
Or mo L, = mo R, 0 Ly, et la différentielle de la conjugaison par p est égale a Ad(p), d’out
DpmoDcL,(g°) = Dem(Ad(p) - g°). Puisque D7 est simplement la projection canonique de sl,, 12
dans sl 0/pnie, et que g° est Ad(P,,,2)-invariante, ceci conclut la preuve.

2. Soit U = (ui,...,u,) € R™ Alors exp([U,0,0]) - [e1,...,ent1] = [e1,€ + Ui—1€n42,2 <
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i < n+ 1]. Par suite, exp(g®) - 0 est un ouvert de Cq(0), d’ott 8, E,(0) = E*(e). Puisque ces
deux distributions sont PGL,,+2(R)-invariantes, on en déduit que 970*50( = E“. De méme avec
V = (v1,...,vn), exp([0,V,0]) - [e1] = [L : v1 : ... : v, : 0], donc exp(g?) - 0 est un ouvert de
Cﬁ(O), et (970*55 = EF.

3. En identifiant Xo,41 & PGL, 1 2(R)/Pryo via 0,, (E“, E?) provient d'un couple Ad™ (P, 42)-
invariant (D¢, Dﬁ) de sous-espaces transverses de dimension n dans sl , 5. Tout d’abord, g“® g°
est le seul hyperplan de sl , préservé par I'action de Ad™ (Py42). En effet tout hyperplan de
sl , différent de g*® g% correspond & un hyperplan affine de R?" par la carte affine P([U, V, 1]) €
P(sl, ,) — (U V) € R, or l'action de Ad™ (P;2) lue dans cette carte contient I'ensemble des
translations de R?", et ne stabilise donc aucun hyperplan affine de R?”. Ainsi D* @ DP =
g® @ g?. De plus, g* et g° sont les seuls sous-espaces de dimension n de g® @ g° stabilisés par
Ad™ (P, 2), donc quitte & intervertir les distributions « et 3, (D, D?) = (g%, g°), ce qui termine
la preuve. O

2.2 Quelques objets géométriques dans 1’espace modele

Dans cette section, nous introduisons différents objets géométriques de I’espace homogene
modele dont 1’étude dans la suite du texte se révelera féconde.

Définition 2.2.1. Pour m € RP"*! I'’ensemble des hyperplans projectifs de RP™*! contenant

m sera noté m* C RP"*!, et appelé hyperplan projectif dual de m.

2.2.1 Hypersurfaces a-f et f-a

Deux hypersurfaces se dégagent naturellement en tout point de Xoy,41.

Définition 2.2.2. Pour z = (m, H) € Xa,,+1, ’ensemble

Saplz) ={(p,K) € Xopt1 | K 2m} = ﬂ'gl(m*) (2.2.1)
sera appelé I'hypersurface a-f de x, et

Spa(z) = {(p, K) € Xops1 | p € H} = ' (H) (2.2.2)
son hypersurface 3-c.

Puisque S, g(x) ne dépend que de m = m,(x) et que S q(x) ne dépend que de H = mg(z),
nous noterons également

Saﬁ(m) = Sa”g(m, H) et Sf@ya(H) = ng’a(m,H).

Les projections 7, et mg étant des fibrés de fibre RP", il est clair que S, g(z) et Sg o (x) sont des
hypersurfaces compactes. Ces dernieres peuvent également étre décrites de la maniere suivante :

Sa5(%) = Uyec, (2)Cs(2) et Spa(®) = Uyec,(2)Ca(y)-

Notons que S, g(x) ne peut étre tangente a &, @ Eg car cette derniere est une distribution de
contact. On vérifie plus précisément que S, g(x) n’est tangente a £, ®E3 que le long de Co (). De
méme pour Sg (), qui ne I'est que le long de Cg(x). De plus, ni les surfaces a-3 ni les surfaces
B-a ne forment un feuilletage de Xy, 1. Deux points ont par exemple la méme surface a-f si et
seulement si ils sont sur la méme feuille a, donc si y € Sy 5(x) \ Ca(z), alors Sy g(2) # Sas(v)
bien que ces deux surfaces soient non-disjointes car elles contiennent toutes deux y (il en va de
méme pour Sg () et Sgo(y) si y € Sga(z) \ Cs(x)). Nous préciserons au paragraphe 2.2.4 les
différentes intersections possibles entre surfaces a-3 et [-c.
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Enfin, les intersections des feuilles « et 8 s’interpretent aisément en fonction des hypersurfaces
a-f et B-a. Soit = et y dans Xop, 41, et notons m = my(x) € RP" et H = m5(y) € RPH.
Si Co(x) et Cg(y) sont non-disjointes, alors leur intersection est égale au point (m, H). On en
déduit donc les équivalences suivantes.

Calx)NCs(y) #90 <= me H <= y € Syp(x) < € S3q(y)

Placons nous dans 'espace modele X = X3 de dimension trois. Les distributions « et 5 de
Lx définissent sur toute surface a-3 (respectivement 5-«v) S de X une distribution de dimension
un, ce qui montre que S est de genre 1 selon le théoreme de Poincaré-Hopf. Puisque S est par
ailleurs compacte et connexe, elle est donc homéomorphe a un tore si elle est orientable, et a
une bouteille de Klein si elle est non-orientable.

Lemme 2.2.3. Les surfaces a-8 et f-a de X ne sont pas orientables, et sont donc homéo-
morphes d des bouteilles de Klein.

Démonstration. Nous le prouvons uniquement pour les surfaces a-f, 'argument étant analogue
pour les surfaces S-a. De plus il suffit par PGL3(R)-invariance de le prouver pour la surface
S = 8,,3(0), ot 0 = ([e1], [e1, e2]). Une variété M est orientable si et seulement si I’orientation
est préservée le long de tout lacet au sens suivant. Si y: [0;1] — M est un lacet de M basé en
p, alors pour toute orientation € de T, M il existe un unique choix continu (e;); d’orientations
le long de v tel que g = €. On dit que v préserve l'orientation si pour toute orientation € de
T,M, g9 = €1. Soit a: [0;1] — C4(0) un lacet lisse basé en o, injectif sur [0; 1], et régulier (i.e.
tel que 7/(t) ne s’annule pas). Soit 5: [0;1[ — Cg(0) un paramétrage injectif lisse et régulier de
Cs(0), correspondant au parcours de Cg(0) = [e1, e2] dans le sens trigonométrique positif. Soit
e Dorientation de T,S définie par la base ordonnée (a/(0),5(0)), et (g¢); 'unique orientation
continue de S le long de « partant de € en ¢ = 0. L’orientation €1 de T,S ainsi que ’orientation de
Cu(0) définie par /(1) définissent une orientation de Cg(0) = [e1, e2], dont on vérifie facilement
qu’elle correspond au parcours de [e1,es] dans le sens trigonométrique négatif. En d’autres
termes, €1 # g donc « ne préserve pas l'orientation, ce qui montre que S est non-orientable. [

Nous décrivons maintenant les stabilisateurs dans PGL,+2(R) des différents objets géomé-
triques recontrés dans Xop41.

Lemme 2.2.4. Pour x = (m,H) € Xgui1, Stab(Ca(x)) = Stab(Sgq(x)) = Stab(m), et
Stab(Cg(z)) = Stab(Sap(w)) = Stab(H). De plus, mglc, ) est un difféomorphisme de Co(x)
sur m* équivariant pour Uaction de Stab(m), et Talcy() est un difféomorphisme de Cg(x) sur
H équivariant pour l'action de Stab(H). En particulier pour x = o,

Stab(Ca(0)) = Hg g” et Stab(Cs(0)) = {lg‘ ﬂ}

et les noyaux de leurs actions respectives sur Co(0) et Cg(o) sont

(i (i 059

Démonstration. L’égalité Stab(Sg o (x)) = Stab(H) est immédiate. Il est clair que Stab(m) C
Stab(S,,5(x)), et pour prouver I'inclusion réciproque nous considérons n+1 hyperplans projectifs
HY, ... ,HY, | tels que N;H? = m. Soit g € Stab(S, s(z)). Pour tout i, m € HY donc m € g- HY,
d’ott N;g - HY = m. Ainsi g-m € N;g- H) = m, i.e. g € Stab(m), et Stab(S, s(x)) = Stab(m).
Le reste des affirmations résulte de calculs directs. O
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2.2.2 Application duale

Dans notre définition de structure Lagrangienne de contact, ’ordre des deux distributions
compte, mais nous pourrions définir une notion de structure Lagrangienne de contact faible,
définie par une paire non-ordonnée L tqipe = {E£°, EP} induite par une structure Lagrangienne
de contact £ = (E®, EP). Ces deux structures different peu, en particulier du point de vue de
leurs automorphismes. En effet, s'il existe un difféomorphisme échangeant E® et E?, alors le
groupe d’automorphismes de £ est d’indice deux dans celui de Ly4p1.. C'est le cas pour 'espace
modele. Nous munissons R™ de son produit scalaire canonique, par rapport auquel nous prenons
les orthogonaux.

Définition 2.2.5. Le difféomorphisme suivant entre ’espace projectif et son dual
7:m € RP" s [m'] € RP?T! (2.2.4)
sera appelé Vapplication duale de RP™ 11, sa réciproque est 7—: H — HL. L’involution
o (my, H) € Xopyy = (77 HH), 7(m)) € Xont1 (2.2.5)
sera appelée I'application duale de Xopi1.

L’application duale échange les distributions « et 3 de la structure Lagrangienne de contact
standard de Xg,41. Plus précisément pour z € Xoni1, k(Co(z)) = Cag(k(x)), k(Cs(z)) =
Ca(k(2)), £(Sa,8(2)) = Sp.alk(2)) et £(Spa(z)) = Sa k().

Remarque 2.2.6. Tout hyperplan projectif dual est 'image par 'application duale d’un hyperplan
projectif. Plus précisément pour tout H € RP? r(H) = (r71(H))*.

Pour g € PGL,2(R) et v € R™2 (g-v)t = (¢")71 - (v}), avec g* = g 'endomorphisme
adjoint de g. Par suite, 7 et k sont toutes deux équivariantes pour le morphisme involutif

0: g € PGLy12(R) = ‘g7 € PGL,,2(R), (2.2.6)
unique morphisme de PGL,,12(R) dont la différentielle en 'identité est I'involution de Cartan

M € slyyo— —tM € sl 0. (2.2.7)

2.2.3 Chainettes de ’espace modele

Nous définissons maintenant dans toute direction transverse a la distribution de contact

Eq @ Eg une courbe distinguée dans Xa,41, que nous appellerons chainette et dont la description
géométrique est la suivante. Si V' est un sous-espace vectoriel de R"*2 de codimension k, alors
sa projection [V] dans RP"*! est appelée sous-espace projectif de codimension k. Soient x =
(m,H) € Xop11, ainsi que

— D une droite projective de RP"*! contenant m et non contenue dans H,

— et K un sous-espace projectif de codimension deux de RP™*! contenu dans H,
tels que DN K = @.

Définition 2.2.7. L’ensemble des hyperplans projectifs contenant K et pointés sur D sera noté

¢p,x ={(p;[p,K]) | p € D} C Xapy1, (2.2.8)
et appelé la chainette définie par D et K.

Pour tout p € D, avec K% ¢ R"*? le sous-espace vectoriel de codimension deux tel que
K = [K"], on a noté [p, K] = [p, K°]. Puisque DNK = @, [p, K] est bien un hyperplan projectif,
donc €p i est bien définie. L’application p € D — (p, [p, K]) € Xo,41 étant continue, €p i est
un cercle topologique plongé dans Xa,,41. Par ailleurs, puisque m € D et K C H, x € 6p k.
Enfin, D n’étant pas contenue dans H, DNH = {m} et donc 6p xNCp(x) = {z} = €p xNCa(x).
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Ezxemple 2.2.8. Dans le cas de la dimension trois, les chainettes de X = X3 sont les cercles de
la forme

CDm = {(p,[p,m]) [p e D},
avec D une droite projective de RP? et m € RP?\ D.

Notons %y la chainette de Xg, 1 définie par Dy = [e1, ent2] et Ko = [e2,...,ent1]. Pour
tout couple (D, K), ou D est une droite projective disjointe d’un sous-espace projectif K de
codimension deux, il existe g € PGL,,12(R) tel que g- Dy = D et g- Ko = K, i.e. envoyant 6 sur
¢p,K - Analysons maintenant plus précisément le cas de la chainette €. Il existe deux hyperplans
projectifs Hy et Ha tels que H; N Hy = Ky, et si g € Stab(%p), alors g- Ko =g- Hi Ng- Hs est
un sous-espace projectif de codimension deux contenant Ky, i.e. g- Ko = Ky. Puisque g stabilise
également Dy, on obtient finalement :

Stab(%) = { [ q 8} | a,b,c,d € R*, A€ GLy(R)} (2.2.9)
c0d
On envoie GLy(R) et GL,(R) dans Stab(%() & travers les morphismes suivants :

p: (90) [8121 iﬂ (61 A€ GL(R) > [040]. (2.2.10)
Alors K = ¢(GL,(R)) est le noyau de l'action de Stab(%p) sur %o, et puisque p(AM)p(Nid) =
@(M) dans PGL,,12(R), ¢ passe au quotient en un plongement de PGL2(R) dans Stab(%p)/ K,
ce qui définit en particulier une action de PGL2(R) sur %p. En identifiant RP! & Dg via
[z iy~ [z :0:...:0:y],lacarte p € RP? — (p,[p, Ko]) est PGLy(R)-équivariante
pour cette action.

Nous décrivons maintenant des paramétrages spécifiques des chalnettes, qui nous permet-
trons en particulier de montrer I’existence d’une chainette dans chaque direction transverse a
la distribution de contact &, ® £g. Rappelons que Xg,41 est identifié & PGL,42(R)/Pp12 par
I’application orbitale

0,: an+2 S PGLn+2(R)/Pn+2 = g-0¢c X2n+1

en o, et que TyXg, 11 est donc identifié a s, 12 /P10 par DPn+2970. Par conséquent pour p € P, 9,
l'action de D, L, sur TyXg, 1 correspond a celle de Ad(p) sur sl,2/pp+2. Nous posons

0 0
ey = (1 0) € slyyo,

i.e. eg = [0,0,1] avec la notation (2.1.4), et nous notons yg: t € R — 6,(exp(tep)) € Xont1 et
O/ = ([6n+2}7 [627 sty en+2]) € %0.

Proposition 2.2.9. 1. Soit p € P, 19. Alorst € R — pyy(t) est un paramétrage de la chainette
€ = p- 6y privée de p- o, que l'on appellera paramétrage projectif de €.

2. Pour tout © € Xop41 et l € P(ToXon41) \ (Ealx) @ Es(x)) une direction tangente en dehors
de la distribution de contact, il existe une unique chainette de Xaopny1 passant par x et tangente
al.

3. Pour tout p € P,42, si Ad(p) - Reg = Reg alors il existe a € R* et b € R tels que pyo(t) =
Y0(1%5;) pour tout t € R tel que 14 bt # 0.

Démonstration. 1. Un calcul immédiat montre en effet que vo(R) = €p,.x, \ {0'}-

2. L’action de PGLjy42(R) sur Xg,4;1 étant transitive, il suffit de le prouver pour x = o. Selon
la premiere partie de la proposition, 6y est tangente en o a lp = Rég qui est transverse a la
distribution de contact, donc toute chalnette reste transverse a la distribution de contact en
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o car cette derniére est préservée par l'action de P, 9. De plus le calcul (2.1.6) de I'action
adjointe de P,2 nous montre que P, o agit transitivement sur les directions de sl,12/ppto
non contenues dans l'image de g¢; © gé 1 dans sl,19/ppto. La premiére partie de la proposition
implique alors qu’il existe une chalnette tangente a toute direction transverse, et il nous suffit
de montrer son unicité pour la direction ly. Soit € une chainette tangente a Iy en o, et p € Py, 1o
tel que € = p - 6p. Alors selon la premiére partie de la proposition, Ad(p) - ly = lp, donc selon
(2.1.6), p est de la forme

p= (2.2.11)

o o
o o
QO

avec a,c € R*, B € GL,(R) et z € R. Ceci montre que p stabilise Dy et Ky, et donc que € = %.
3. Pour tout t € R, on a pyo(t) = 0,(exp(t Ad(p) - eg)). Puisque Ad(p) - lg = ly, p est de la forme
(2.2.11), et on en déduit que

alz 0 —ale1z2
Ad(p)-eo=| 0 0 0 ,
ale 0 —a 1z

et donc que
14+tatz 0 —tate 122
exp(t Ad(p) - eg) = 0 I, 0
ta e 0 1—ta 'z

ta” N

On vérifie alors que pour t € R tel que 1+ta~'z # 0, exp(t Ad(p) - eg) = eXp(HmiClzeo)p(t), oll
p(t) est la courbe de P définie pour ¢ € R tel que 1+ ta~'z # 0 par

1+tatz 0 —tale 122

p(t) = 0 I, 0
1
0 0 Fa
Par suite pour ¢ € R tel que 1+ ta='z # 0, pyo(t) = Go(exp(li‘giﬁzeo)) = 'yo(%) avec
A=a'ceR* et B=a'z€eR. O

Ces chalnettes jouent un role important dans I’étude des structure Lagrangiennes de contact.
Nous verrons en effet au paragraphe 4.3.2 du chapitre 4 que la géométrie de Cartan normale
associée a une structure Lagrangienne de contact £ sur une variété M permet de faire un lien
entre les courbes de M et celles de ’espace homogene modele X, 11, et de rapatrier les chainettes
du modele en un famille de courbes de M. On obtiendra en tout point © € M, et pour toute
direction tangente transverse a la distribution de contact, une unique chainette passant par z
dans la direction [. L’analyse de ces courbes sera plus aisée que celles des feuilles a et 3, qui
sont de dimension supérieure a un au dela de la dimension trois.

2.2.4 Configurations des surfaces a- et §-a en dimension trois

Aux chapitres 5 et 6, nous travaillerons exclusivement dans ’espace modeéle X de dimension
trois, et il nous sera utile de comprendre les différentes intersections possibles entre les objets
géométriques de X.

Tout d’abord, un cercle alpha C, () et un cercle beta Cg(y) sont non-disjoints si, et seulement
siz € Sgaly) (ce qui est équivalent & y € Sgq(x), ou encore a mo(x) € m3(y)), et dans ce cas
ils s’intersectent selon un point.

Toute surface a-8 S, g contient intégralement un unique cercle alpha C,, que nous appellerons
ame de S, g, et qui vérifie S, 3 = Uzec,Ca(z). L'intersection de S, avec tout autre cercle o
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est un point. Un cercle  est pour sa part soit intégralement contenu dans S, g (s’il intersecte
son ame), soit disjoint de S, g (sl est disjoint de son &me). De maniére analogue, toute surface
p-ae Sg o contient intégralement un unique cercle beta Cg qui est son ame (vérifiant Sgo =
Uxecﬂca(ac)), et son intersection avec tout autre cercle S est un point, alors qu'un cercle « est
soit intégralement contenu dans Sg ,, soit disjoint de Sg 4.

Deux surfaces indifféremment -8 ou [-a s’intersectent toujours. Plus précisément, deux
surfaces a-f (respectivement [-a) non confondues s’intersectent selon un cercle 5 (resp. «).
L’intersection entre une surface a-8 S, g(z) et une surface f-a Sg o (y) est plus intéressante car
deux cas sont possibles. Le cas générique est celui ot x ¢ Sgo(y) (i.e. y ¢ Sap(x), ou encore
Ta(w) & m3(y)). Dans ce cas Sq () NSpa(y) est une chainette de X (qui est égale & Cr, (y) ro(a)»
voir I'exemple 2.2.8). Le cas olt & € Sg (y) est en quelque sorte un cas dégénéré. Dans ce cas en
effet, S g(2) N Sp,a(y) n’est pas une sous-variété car elle est 'union d’'un cercle « et d'un cercle
B (qui sont respectivement I'ame de S, g(x) et celle de Sg (y)) qui s’intersectent selon le point

(Wa($)7 ﬂﬁ(y)) € Sa,ﬁ(x) N Sﬁ,a(y)'

Remarque 2.2.10. Puisque 'action de PGL3(R) préserve la relation m € D, les deux types diffé-
rents de couples (S48, S3,o) que nous venons de décrire, respectivement génériques ou dégénérés,
sont préservés par laction de PGL3(R). Plus précisément, 1'action de PGL3(R) est transitive
sur l'ensemble des couples (S, 3,Ss,4) de type générique, ainsi que sur I’ensemble des couples
de type dégénéré (car elle est transitive sur (RP? x RP2) \ X, ainsi que sur X).

2.3 Quelques ouverts homogenes de ’espace modele

Une manieére naturelle d’obtenir des ouverts de Xo,11 « assez symétriques », i.e. admettant
un stabilisateur dans PGL,4+2(R) qui soit au moins non trivial et peut-étre particulierement
intéressant, est de retirer a Xo, 41 certaines des hypersurfaces a-f et 5-a que nous avons défi-
nies précédemment. Dans les deux derniers paragraphes de ce chapitre, nous allons étudier la
géométrie de certains ouverts de X, 11 obtenu de cette maniere. Notre objectif est entre autres
d’interpréter ces ouverts comme les structures Lagrangiennes de contact associées a certaines
variétés Riemanniennes a courbure constante.

Rappelons que pour toute variété Riemannienne N, nous avons défini au paragraphe 1.3.2 du
chapitre 1 une structure Lagrangienne de contact £y sur le fibré Gr,,(N) des Grassmanniennes
des hyperplans tangents a V.

2.3.1 Espace des hyperplans affines pointés

L’espace des droites affines pointées de R? défini au chapitre 1 (voir définition 1.1.6) se
généralise naturellement en dimension quelconque de la maniére suivante.

Définition 2.3.1. Nous notons X4 | Uespace des hyperplans affines pointés (p, H) de R (ol
H C R"™! est un hyperplan affine et p € H). Nous le munissons de la structure Lagrangienne
de contact £X5n+1 dont les distributions sont intégrables, et dont les feuilles « et 5 de (p, H) €
X941 sont décrites de la maniere suivante :

Fp, H) ={(p.K) | K 3 p} et F7(p,H) = {(¢,H) | g € H}.

Pour A € GL,,11(R) et V € R*"! nous notons A+V la transformation affine X ~— A(X)+V
de R"*!. Sauf mention explicite du contraire, nous interprétons toujours le groupe Aff(R"*1) des
transformations affines de R"*! comme un sous-groupe de PGL,;2(R) a travers le plongement

AV

jr A+V e AFR) lo )

] € PGLy42(R), (2.3.1)
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de sorte que Aff(R"!) = j(Aff(R"*!)) est le stabilisateur dans PGL, 2(R) de I’hyperplan
projectif
H=le1,...,ens1] C RP™TL,

Proposition 2.3.2. 1. L’espace (X%n+17£X§n+1) s’identifie d’une part a (Gr,(R™ 1), Lgni1),
et d’autre part a 'ouvert Xopi1 \ Sgo(H) de Xopq1 de maniére Aff (R 1) -équivariante.
2. De plus, Xont+1\Sp.a(H) est homogéne sous Uaction de Aff(R™1), dont les deuz autres orbites

dans Xopy1 sont Cg(H) et Sgo(H) \ Ca(H).

Démonstration. 1. L’application (p, H) € X%, +— TpH € Gr,(T,R""!) est un difféomor-
phisme, dont on vérifie facilement qu’il envoie £X§n+1 sur Lgn+1. Nous identifions R™*! &

RP"*1\ H de maniére j-équivariante a travers la carte affine
J: (x1,...,Tpg1) € RV [1:.. ., 2pg1: 1] € RP™ 1\ %, (2.3.2)

par laquelle les hyperplans affines de R™*! correspondent aux hyperplans projectifs de RP"*!
distincts de H (notons qu’en identifiant H® := Vect(e1, ..., ent1) + enr2 & R"F! par translation,
on a J(m N HY) = m pour tout m € RP""!\ #). Ceci induit un plongement j-équivariant
(p,H) — (J(p),J(H)) de X§,,; dans X2,11 que nous notons encore .J, et dont I'image est
louvert 77, L (RP" 1\ H) = X511 \Sg,o(H) de Xoy41. Par construction, J envoie les feuilletages
a et B de X3, | sur ceux de Xg,41, i.e. est un isomorphisme de X9, 1 sur Xo,41.

2. L’action de GLy,+1(R) sur RP" étant transitive, Cg(H) est bien une orbite de Aff(R™*1). Pour
prouver que Sgq(H) \ Cs(H) est une orbite de Aff(R™1), il faut vérifier que Stabygrn+1)([e1])
agit transitivement sur les hyperplans projectifs contenant [e;] et distincts de H. Via J, ceux-ci
correspondent aux hyperplans affines de R"*! contenant [e1], et quitte & faire agir les translations,
on peut se restreindre aux hyperplans vectoriels. Or Stabqr, ., (r)([e1]) agit transitivement sur
les hyperplans vectoriels contenant [e1], donc S o(H) \ Cs(H) est bien une orbite de Aff(R™1).
Enfin, J(X4, ) est une orbite de Aff(R"™!) car Aff(R"!) agit transitivement sur Xg,, ;. O

Nous identifierons toujours X3, ; & Pouvert Xa,11 \ Sgo(H) par le plongement
J: X911 = Xont1

décrit dans la preuve ci-dessus, et tous les ouverts de Xo, 11 que nous allons étudier seront
contenus dans X§, .| = Xopi1 \ Sga(H).

Notons que la description que nous avons faite pourrait évidemment étre transposée pour
n’importe quel hyperplan projectif K. Le stabilisateur de K dans PGL,,;+2(R) est conjugué a
Aff(R™1), et cette conjugaison définit une action de Aff(R™*1) sur Xg,,1 qui a pour orbites
Cs(K), S5.4(K) \ Cg(K) ainsi que l'orbite ouverte X \ Sg o(K). La structure obtenue en retirant
a Xg,41 une surface S-a est donc celle de X3, , |, a conjugaison pres par PGL,12(R).

2.3.2 Ouvert de type Lorenzien

Nous notons R+ et appelons espace de Minkowski 1’espace R™2 muni de la forme qua-
dratique Lorentzienne ¢'"*(z1,...,2p00) = 2% + --- + xiﬂ - xfl“. Nous utilisons le mo-
dele projectif de Klein pour lespace hyperbolique H*™!, que nous identifions donc & I’ouvert
[¢'" T < 0] € RP™! des droites de type temps de RV 1 contenu dans RP™*! \ H. Dans ce
modele, le groupe des isométries de H" ™! préservant son orientation est égal a la composante
neutre SO°(1,n + 1) de Stabgr,, ,,®)(¢"" ™).

Proposition 2.3.3. Lespace (Gr,(H" 1), Lyni1) est naturellement isomorphe d 'ouvert de
type Lorentzien Yy, := 7, '(H" ) de Xon11, qui est homogéne sous Uaction de SO°(1,n 4 1) et
contenu dans X§, 1 = Xopi1 \ Sga(H).
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Démonstration. Les géodésiques de H"! dans le modele projectif de Klein sont des segments
de droites projectives. Par suite, le difféomorphisme (m, H) € Xo,41 + TpnH € Gr,(RP™H1)
se restreint en une identification SOY(1,n 4 1)-équivariante de Y1, = 751 ([¢"" ! < 0]) C Xopni1
avec Gr, (H"*1), qui envoie Lx,,,, sur Lun. Puisque I'action de SO%(1,n + 1) sur Gr,(H"!)
est transitive, elle est donc transitive sur Yg. Enfin, puisque [¢'"" 1 < 0] € RP™" 1\ H, il est
clair que Yy, C Xopt1 \ Sga(H). O

Dans le cas particulier de la dimension trois, I’action de SO°(1,2) sur T'H? est simplement
transitive, et (T'H?, Ly2) est un revétement double de Yr,.! Il est de plus possible de décrire
précisément les autres orbites de SO°(1,2) dans X (voir par exemple [Bar10, Remark 3.17 p.169)]).
En particulier, on remarque facilement que Y1, n’est pas la seule orbite ouverte de SOO(l, 2), i.e.
que X\ Y7, est d’intérieur non-vide.

2.3.3 Ouvert de type tore

Dans ce paragraphe, nous travaillons exclusivement dans I’espace modele X = X3 de dimen-
sion 3. Nous utilisons le travail fait au paragraphe 2.3.1, en voyant GLa(R) comme un sous-groupe
de PGL3(R) via le plongement j (voir (2.3.1)), et en identifiant X\ Sg [e1, €2] & 'espace X* des
droites affines pointées de R? via J (voir proposition 2.3.2). L’intersection Sg o[e1, e2] N Sy sles]
est la chainette de X définie par [ey, e2] et [e3], que nous noterons € (voir exemple 2.2.8). Nous
munissons SLy(R) de sa structure Lagrangienne de contact invariante & gauche Lsr,(Rr), définie
au paragraphe 1.1.4 et engendrée par les droites (RE,RF') dans sls.

Proposition 2.3.4. 1. Les orbites de SLa(R) sur X sont les suivantes :
— trois orbites de dimension un, qui sont les cercles topologiques Coles], Cgle1, ea] et € ;
— deux orbites de dimension deux, qui sont les rubans de Mobius Sy gles] \ (Cales] UE) et
Spaler, e2] \ (Cpler, e2] UE) ;
— et une orbite ouverte ot SLo(R) agit simplement transitivement, qui est le tore solide
Y = X\ (Sp.aler, e2) USqy gles]), correspondant dans X a Uensemble des droites affines
pointées de R? ne passant pas par lorigine.
2. De plus, l'action de SLa(R) sur oy = J(e1+Rez) € Yy induit un isomorphisme de (SLa(R), Lgr,,(w))
sur Yi.

Démonstration. 1. L’action de SLo(R) sur RP! étant transitive, il est clair que Cq[es], Cgler, 2] et
¢ sont des orbites de SLy(R) dans X. Pour prouver que Sg o[e1, e2]\ (Csle1, e2]UE) est une orbite
de SLa(RR), nous devons vérifier que Stabgy,, r)([e1]) agit transitivement sur [ea, e3] \ {[e2], [e3]}-
C’est le cas car Paction de {(§ )} sur RP!\ {[e], [e2]} est transitive. Le méme argument montre
que S, gles] \ (Cales] UF) est bien une orbite de SLa(R). Enfin, Yy = X\ (Sgale1, e2] US, gles])
est I'image par .J des droites affines pointées de R? ne contenant pas l'origine. Puisque SLa(R)
agit transitivement sur le plan privé de 'origine, il suffit d’observer I’action de StabSLQ(R)(el) =
{(§1)}. Or F¥(e1) N'Y; correspond via J a 'ensemble des droites affines de R?, passant par e
et non-horizontales. L’action de {({ })} sur ces dernitres étant simplement transitive, SLa(R)
agit simplement transitivement sur I'ouvert Y;.

2. L'orbite de la droite affine pointée oy = e + Rez sous l'action de exp(RE) = {(§)};cp est
égale a l'ensemble des droites affines pointées en e; et non-horizontales, i.e. & F*(o¢) N Y. De
méme, lorbite de og sous I'action de exp(RF) = {(}9)},.g est égale a 'ensemble des pointages
de e1 +Reg, i.e. & FB(0y) NY;. Ceci conclut la preuve par SLy(R)-invariance des deux structures
considérées. O

Remarque 2.3.5. Selon la proposition 1.2.2, (PSLg(R), Lpgr,(r)) est isomorphe a la structure
Lagrangienne de contact Lyy, de T'H? invariante par son flot géodésique. La proposition 2.3.4

que nous venons de prouver montre donc que la projection canonique m: SLo(R) — PSLy(R)

1. En dimension supérieure en revanche, SO°(1,n + 1) ne s’identifie plus & indice fini pres a Yi..
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induit un revétement double m-équivariant de Yi sur (TlHQ,LffILQ). Par conséquent pour toute
surface hyperbolique ¥ = T'\H?, avec T' € PSLy(R) un sous-groupe discret agissant librement
et proprement sur H?, la structure Lagrangienne de contact (T!3, L3) est un quotient double
de la structure Kleinienne I'\Y;, ot T' C SLa(R) est un sous-groupe discret tel que T' = 7(T'). En
effet (TS, £5) est isomorphe & ['\TTH? muni de la structure induite par £§%,.

Les propositions 2.3.3 et 2.3.4 montrent que les deux structures Lagrangiennes de contact
naturelles Lyp2 et L}, de T'H? sont (& indice deux prés) respectivement isomorphes aux ouverts
Y1, et Y; de X. Elle sont en particulier toutes deux localement isomorphes a X, bien qu’elles ne
soient pas globalement isomorphes entre elles. En effet selon le théoreme 4.1.8, un isomorphisme
entre Yy et Yy, serait la restriction d’un élément de PGL3(R), or X\ Y3 = Sgole1, e2] U Sy gles]
est d’intérieur vide alors que X \ Y1, ne 'est pas. En lien avec la remarque 1.2.3, soulignons
que les deux structures Y; et Y1, correspondent aux deux plongements distincts de slo dans sls,
réalisés au niveau des groupes de Lie par les sous-groupes SO°(1,2) et j(SLz(R)) de PGL3(R).

En paticulier, les deux structures Lagrangiennes de contact invariantes a gauche Lpgr, r) et
ESOO(LQ) ne sont donc pas isomorphes.

Dans [Barl0], Barbot s’intéresse a certaines représentation dans PGL3(R) de groupes de
surfaces I, dites Anosov, et exhibe pour une représentation de ce type un ouvert de X ou l'action
de T' pour cette représentation est propre et cocompacte. Dans le cas d’un sous-groupe discret
cocompact de PSLy(R) plongé dans PGL3(R) par j, cet ouvert de discontinuité est simplement
Y; (voir [Barl0, §2.5.5 p.165]). Dans le cas général, il faut imaginer la représentation comme une
déformation de réseaux de ce type, et Barbot prouve alors qu'un ouvert de discontinuité jouant
le role de Y; subsiste, mais que sa frontiere n’est plus réguliere. Ce type de travail a été par la
suite généralisé pour d’autres groupes de Lie que PGL3(R), les espaces homogenes jouant le role
de X étant dans ce cas d’autres espaces de drapeaux (voir par exemple [GGKW17]).

2.4 Cartes affines

Nous consacrons cette derniere section a la description de cartes affines de Xy, 1, décrites
par l'action simplement transitive du groupe de Heisenberg

1 X =z
Heis(2n+1) =< [X,Y,2]= |0 I, Y (2.4.1)
0 0 1
sur certains ouverts. Rappelons que H = [e1, ..., en41], et que Vouvert Xop,11\Sg.o(H) de Xopp1
est identifié de maniere Aff(R"™!)-équivariante a X4, via J (voir paragraphe 2.3.1).
2.4.1 Carte affine standard
Nous appellerons ouvert affine de Xop 1 U'ouvert
Ya =X\ (Sg,a(H) USaslen]). (2.4.2)

En interprétant Y, comme un ouvert de X§ ., Y, correspond a l'’ensemble des hyper-
plans affines pointés de R™*! dont la direction vectorielle ne contient pas [e1]. Nous munissons
Heis(2n + 1) de sa structure Lagrangienne de contact invariante a gauche Lygeig(on+1) définie au
paragraphe 1.3.3.

Proposition 2.4.1. Heis(2n + 1) agit simplement transitivement sur Y. De plus l'action de
Heis(2n+1) en o' = ([ent2], [e2, - - -, ent2]) € Ya induit un isomorphisme de (Heis(2n+4-1), Lyeis(2n+1))
sur Ya.
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Démonstration. Puisque Heis(2n + 1) préserve [e1] et H, il préserve Y,. En utilisant la notation
(2.4.1), [0,R",0] - o' = Cs(0'). Puisque Heis(2n + 1) C j(Aff(R™"1)), nous pouvons intepréter
Heis(2n + 1) comme un sous-groupe de Aff(R"1), et le stabilisateur de I’origine dans Heis(2n +
1) C Aff(R™"1) est alors le sous-groupe des transformations linéaires de la forme

1 X
(0 In> S GLn+1(R),

ou X = (x1,...,2,) € R Une telle transformation envoie Vect (e, ..., e,+1) sur Vect(z;—1e1 +
ei,2 < i < mn+1).Si H est un hyperplan vectoriel de R™*1 il contient [e;] si, et seulement
si son orthogonal euclidien H' est contenu dans [es, ..., e, 1]. Puisque Vect(z;_ie; + €;,2 <
i <n+1)t =R(er — X015 2i_1e:), il est alors clair que 'action de Stabgeis2n+1) (0, - - -, 0) agit
simplement transitivement sur les hyperplans vectoriels ne contenant pas [e;]. En particulier,
[R™,0,0] - o' = Cy(0'). Ceci montre que Heis(2n + 1) agit simplement transitivement sur Ya, et
que 0% Lx,,.,(0") = Lieis2n+1)(id). Puisque ces deux structures sont Heis(2n + 1)-invariantes,
0, est donc bien un isomorphisme global de structures Lagrangiennes de contact. ]

Ceci nous autorise a définir une carte 1: Y, — R?"*! comme la réciproque de I’action de
Heis(2n + 1) :
v N2, Y, Z2)=12,Y,2]- 0, (2.4.3)

oux € Ret Y, Z € R” sont respectivement identifiés au vecteur colonne et au vecteur ligne
correspondant. Notons que 1(0o') = (0,...,0), et que 7o 0 b~ (2,Y, Z) = J(z,Y).

Exemple 2.4.2. En dimension trois, Ya = X\ (Sga[e1,e2] U Sy ple1]) est ouvert des droites
affines pointées non-paralleles a Rey, et ¢~ (z,y, 2) est la droite affine (z,y) + R(z,1) pointée
en (z,y).

Remarque 2.4.3. Au paragraphe 2.3.3, nous avons retiré a X I'union de la surface Sgle1, e2] et
de la surface S, gles|, qui sont en position générique i.e. vérifient [e3] ¢ [e1, e2] (voir paragraphe
2.2.4). Dans ce premier cas nous avons obtenu l'ouvert Y;, dont la structure Lagrangienne de
contact L3' = (E°, E") préservée par le flot géodésique d’une surface hyperbolique compacte
est un quotient compact (& indice deux pres).

Nous étudions maintenant I’autre cas, en retirant a X les deux surfaces Sg o [e1, €2] et S, gle1],
qui sont en position dégénérée car [e1] € [e1, e2], et nous obtenons 'ouvert affine Y,. Nous avons
vu au paragraphe 1.2.3 que la structure Lagrangienne de contact (E*, E*) préservée par un
automorphisme affine partiellement hyperbolique de nil-variété est induite par une structure
Lagrangienne de contact invariante a gauche sur Heis(3), qui est isomorphe a Lygs(3) selon le
lemme 1.3.10. La proposition 2.4.1 nous montre donc que la structure Lagrangienne de contact
préservée par tout automorphisme affine partiellement hyperbolique de nil-variété est un quotient
compact de Yj.

En d’autres termes, les deux familles d’exemples du théoréeme A de classification que nous
prouverons au chapitre 5 sur les difféomorphismes partiellement hyperbolique de type contact,
sont géométriquement décrites par les ouverts Yy et Y. Or, selon la remarque 2.2.10, il n’existe
aucun élément de PGL3(R) envoyant Y; sur Ya, donc que ces deux structures Lagrangiennes de
contact ne sont pas globalement isomorphes (car selon le théoréeme 4.1.8, un isomorphisme entre
ces deux structures est nécessairement la restriction de I’action d’un élément de PGL3(R)). Ceci
motive d’ores et déja 'apparition de 'ouvert Y.

Notons que le stabilisateur de Y, dans PGL,12(R) est Stab(Y,) = Stab(#) N Stab([e1]) =
P, 2. On définit un plongement p: P, o — Aff(R?"*1) en posant

a X =z a X 0 z
p: |0 B Y|~ |0 B 0 + Y ) (2.4.4)
0 0 1 0 0 a'B! tp—1ltx



42 CHAPITRE 2. GEOMETRIE DE L’ESPACE MODELE

Lemme 2.4.4. L’isomorphisme 1): Y, — R*" 1 est p-équivariant.

Démonstration. Soit p € Ya, et notons 1 (p) = (u, V, W) € R?"*1 de sorte que p = [W, V,u] - 0.
En notant

a X =z
g=1|0 B Y| €P,.,
0 0 1
on vérifie que
1 W u 1 aWB 14+ XB! au+XV+2 a 0 0
gx |0 I, V|=1|0 I, BV +Y x |0 B 0f,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

oil le dernier élément est dans Stab(o’). Par suite, g-p = [aW B~ '+ XB~!, BV+Y,au+XV+2]-0.
Le vecteur ligne aWB~! + X B! s’identifiant au vecteur colonne a‘B~''W 4+ 'B~1'X on a
donc bien (g - p) = p(g) - (v, V,W) en identifiant (u, V, W) au vecteur colonne correspondant,
ce qui montre la p-équivariance de . O

Pour tout « € Xo, 41, Q(x) = X\ (Sg.a(x) USy g(x)) est un ouvert de X contenant x(x), de
sorte que Y, = (o). Pour tout g € PGL,42(R), Q(g-x) = g- Q(x), et

g =voL,1:Qg-0)— R27H1
est une carte affine de Q(g-o0) qui vérifie 1,(g-0’) = (0, ..., 0). Puisque Stab(Q(g-0)) = gPnt29~ 1,
en posant py: h € Stab(Q(g-0)) — p(g~thg) € AfF(R?"1), b, est pg-équivariante. Si g-o = h-o,
alors 1, et 1, sont deux cartes affines du méme ouvert, et puisque g 'h € P, 2, le changement
de carte associé est 1, 0 ¥, * = p(g7'h) € Aff(RZH1).

2.4.2 Objets géométriques dans une carte affine

Les objets géométriques de Y, ont la description géométrique suivante dans la carte affine 1.

Proposition 2.4.5. 1. Les feuilles a de Ya sont les n-plans affines paralléles a {0} x R®,
et le feuilletage o est en particulier invariant par translations. Les feuilles B de Y, sont des
n-plans affines dont la direction vectorielle est contenue dans R x {0}, et le feuilletage (3
est invariant par les translations selon R x {0},

2. La sructure de contact lue dans la carte affine est .(Eq ® E5) = Ker(dz — D7 zidy;).

3. En dimension trois, une surface a-f est un hélicoide tournant autour de la direction verticale
Res, et une surface B-a est un plan affine dont la direction vectorielle contient Res.

Démonstration. 1. Nous avons remarqué plus haut que 7, 01 ~! est la projection sur le premier
facteur de R?"*t!1 = R™"*! x R, ce qui implique immédiatement les deux affirmations. D’autre
part, [0,R™,0]-0" = Cg(0") NYa, donc ¢(Cp(0')NYa) = {0} xR" x {0}". Sig € Ppyo etz =g-o,
alors par invariance du feuilletage 3, ¥(Cs(z) NYa) = p(g) - {0} x R™ x {0}". Or la partie linéaire
de p(g) préserve R™1 x {0}, donc les feuilles 8 de Y, sont bien des n-plans affines dont la
direction vectorielle est contenue dans R" ! x {0}, et « tourne autour de {0}*™! x R™ ».

2. En effet selon la proposition 2.4.1, (6, )«(Eq @ Es) est la structure de contact sous-jacente a
Lieis(2n+1), qui est égale a Ker(dz — 77" | x;dy;) dans les coordonnées canoniques de Heis(2n+1)
selon le lemme 1.3.9.

3. Ceci est une conséquence immédiate de la description des feuilles « et . O



Chapitre 3

Probleme d’équivalence pour les
géométries paraboliques

Dans la seconde moitié du 19°™e sidcle, différents systémes géométriques se cotoient : la
géométrie affine classique, mais également des géométries non-euclidiennes, ainsi que les travaux
de Riemann jetant les bases de la notion de variété Riemannienne. Cependant, il n’existe pas
de cadre de pensée qui permettent de comprendre simultanément ces différentes visions, et de
donner un sens a ’appellation commune de « géométrie ». En effet ces géométries sont distinguées
et opposées par les différentes natures et propriétés des objets qui y sont étudiés. En 1872, dans
son cours inaugural a I'université d’Erlangen, Félix Klein propose de se concentrer, non pas
sur les objets particuliers a chacune de ces géométries, ni méme sur les propriétés individuelles
qu’on y étudie, mais sur les relations entre ces objets qui préservent ces propriétés. En termes
mathématiques, il place le groupe de symétries d’'une géométrie au coeur de son étude, et découvre
que de nombreuses propriétés géométriques intrinseques se traduisent a travers ’action d’un
groupe de transformations particulier.

L’approche de Klein est connue sous le nom de programme d’Erlangen (voir [Kle21]) et
a profondément contribué a la transformation de la géométrie jusqu’a ce que 'on en connailt
aujourd’hui. En ce qui nous concerne, les travaux de Félix Klein et Sophus Lie nous meénent a
la définition suivante, qui sera le point de départ de ce que nous appellerons géométrie.

Définition 3.0.1. Une géométrie de Klein est un espace homogene connexe X = G/P, ou G
est un groupe de Lie et P un sous-groupe fermé de G, tels que 'action naturelle a gauche de G
sur X est fidele!.

Avec un autre point de vue, une géométrie de Klein est un espace X muni d’une struc-
ture géométrique Sx dont le groupe d’automorphismes G agit transitivement sur X. L’idée de
la définition précédente est précisément d’utiliser G pour étudier Sx, a travers l'identification
X = G/P induite par l'action transitive de G (ou P est le stabilisateur d’un point quelconque
de X).

Le premier exemple de géométrie de Klein reste bien entendu ’espace euclidien R™ muni de sa
métrique euclidienne standard, vu comme l’espace homogene (R" xO(n))/O(n). Un exemple qui
nous intéressera plus particulierement est ’espace projectif RP™ muni de la structure projective
définie par ses droites projectives, identifié & PGLj41(R)/Qpnt+1 ot Qn+1 = Stab([er]) (notons
que PGL,41(R) est non connexe si n + 1 est pair). On peut également citer la sphére conforme
S™. i.e. la spheére ronde munie de sa structure Riemannienne conforme. Pour obtenir le groupe
d’automorphismes de cette structure conforme, il est commode (bien que cela puisse sembler
surprenant) de voir S™ comme I’ensemble des droites isotropes de 'espace de Minkowski R1:7+1

1. Certains auteurs n’imposent pas cette condition, et nomment effectives les géométries de Klein qui la
vérifient. Pour notre part nous garderons toujours cette hypothese, et nous I'incluons donc dans la définition.
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de signature Lorentzienne (1,7 + 1), ce qui identifie S” & PO(1,n+ 1)/P avec P le stabilisateur
d’une droite isotrope. Un analogue complexe naturel de cette construction est la sphére CR
définie comme ’espace des droites complexes isotropes de I’espace hermitien C1"*! de signature
(1,m + 1). Cet espace est homéomorphe a S?"*1 et s’identifie & PSU(1,n + 1)/P avec P le
stabilisateur d’une droite complexe isotrope. Mais la géométrie de Klein qui nous intéressera le
plus reste bien entendu ’espace homogeéne modele Xs,11 = PGLy2(R) /P, 12 des structures
Lagrangiennes de contact muni de sa structure standard £x,, ,, que nous avons étudié dans le
chapitre précédent.

Chacune des structures géométriques G-invariantes des géométries de Klein G/P que nous
avons présentées se généralise a des variétés quelconques. On obtient alors respectivement les
métriques Riemanniennes, les structures projectives, les structures Riemanniennes conformes,
les structures CR, et enfin, les structures Lagrangiennes de contact. On peut alors se demander
si les structures générales sont modelées sur I'espace homogene de départ G/P. Par exemple,
est-il possible de relier toute structure Lagrangienne de contact a Xo,41 7 Plus précisément,
peut-on voir toute structure Lagrangienne de contact comme une généralisation de Xop 41 7

Dans la premiere section de ce chapitre, nous définissons sur toute variété M de dimension
dim X la notion de géométrie de Cartan modelée sur une géométrie de Klein X. Ces structures
géométrique diies & Elie Cartan constituent une réponse & la question précédente. Nous verrons
en effet que les géométries de Cartan modelées sur X se rapprochent autant que possible de ce que
I’on entendrait par une version courbe de ’espace homogene modele X. La référence principale
pour cette introduction aux géométries de Cartan est [Sha97]. Notre objectif est in fine de
montrer qu’'une géométrie de Cartan modelée sur X est équivalente & la donnée d’une structure
géométrique sur M du méme type que la structure G-invariante d’origine de X. Par exemple,
une structure Lagrangienne de contact sur une variété M sera équivalente a une géométrie de
Cartan modelée sur Xa, 1, qui sera dite normale.

Pour parvenir a cette description, nous nous concentrons dans le reste du chapitre sur une
famille particuliere de géométries de Klein dites paraboliques, a laquelle appartient Xo,41. Pour
ces dernieres nous résolvons le probleme d’équivalence, i.e. nous établissons le dictionnaire entre
géométries de Cartan et structures géométriques concrétes associées sur la variété de base.
L’idée de la résolution du probleme d’équivalence que nous présentons remonte & Tanaka dans
[Tan79], et les résultats présentés dans ce chapitre sont ensuite dis & différents auteurs qui
ont graduellement simplifié cette approche. Pour notre part, nous nous reposons sur la théorie
exposée dans [CS09, §3.1], dont nous nous efforcons de rendre aussi accessible que possible la
démarche. Nous choisirons un point de vue légérement différent de celui des auteurs sur la
structure de base, et nous mettrons ’accent sur certains arguments en remplagant 'utilisation
des « tractor bundles » par celle d’applications équivariantes.

3.1 Géomeétries de Cartan paraboliques

Dans tout ce chapitre, X = G/P désigne une géométrie de Klein quelconque, et non pas
I’espace homogene modele des structures Lagrangiennes de contact de dimension trois, que nous
noterons dans ce chapitre Xs.

3.1.1 (G, X)-structures

Nous avons annoncé les géométries de Cartan comme une généralisation des géométries de
Klein. On peut plus précisément dire que les géométries de Cartan sont aux géométries de Klein
ce que les variétés Riemanniennes sont a I’espace euclidien : des « versions courbes » d’un espace
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modele. 2 On sait qu’en géométrie Riemannienne, les plus simples de ces versions courbes restent
celles qui sont plates, c’est & dire dont la courbure est nulle, ou encore qui sont localement iso-
métriques a ’espace euclidien. De la méme maniere, les plus simples des géométries de Cartan
devraient donc étre celles qui sont localement modelées sur la géométrie de Klein, ¢.e. obtenues
en recollant des morceaux de la géométrie de Klein par des symétries de cette derniére. Les géo-
métries construites de cette manieére sont appelées (G, X)-structures, et nous prenons le temps
de les introduire dans ce premier paragraphe (pour plus de détails, nous renvoyons a [Thu97]).

Autorisons-nous tout d’abord un bref anachronisme pour affirmer que 'action de G sur X
est analytique pour toute géométrie de Klein : si deux éléments g et h de G ont la méme action
sur un ouvert non-vide de X, alors g = h (ceci sera prouvé dans la remarque 3.1.8). Cette
simple propriété est a peu pres la seule nécessaire pour pouvoir dire des choses intéressantes sur
les (G, X)-structures. Nous copions maintenant la définition d’une variété en gardant en téte
la géométrie de Klein. Sur une variété M de dimension dim X, un (G, X)-atlas est un atlas de
cartes de M a valeurs dans X dont les changements de carte sont les restrictions d’éléments de
G, et deux (G, X)-atlas sont dits compatibles si leur union est encore un (G, X)-atlas.

Définition 3.1.1. Une (G, X)-structure sur une variété M de dimension dim X est la don-
née d'un (G, X)-atlas maximal, et on appelle (G, X)-variété une variété munie d’une (G, X)-
structure. 3

Cette définition suit trés précisément ’esprit du programme d’Erlangen de Klein. Tout objet
défini dans le langage de la géométrie différentielle sur X et invariant par G fait en effet sens
sur une (G, X)-variété. Par exemple sur toute (R™ x O(n), R™)-variété on peut tirer en arriere la
métrique euclidienne standard de R™ par toute carte d'un (R™ x O(n), R™)-atlas, et les métriques
locales ainsi obtenues se recollent puisque les changements de cartes préservent la métrique
euclidienne. Les (R"xO(n), R™)-variétés sont donc simplement les variétés Riemanniennes plates.

On peut également lire les symétries de la structure géométrique obtenue dans les cartes
d'un (G, X)-atlas. Un (G,X)-morphisme entre deux (G,X)-variétés est un difféomorphisme
local dont la lecture dans X, a travers tout jeu de cartes des (G, X)-atlas, est la restriction d’un
élément de G. Un (G, X)-automorphisme d’'une (G,X)-variété M est un difféomorphisme de
M qui est un (G, X)-morphisme, et le groupe des automorphisme de M est noté Aut(M). Si
7a: M — M désigne le revétement universel de M, alors M est toujours muni de la (G, X)-
structure pour laquelle 7 est un (G, X)-morphisme. Pour cette structure, le groupe fondamental
de M agit par automorphismes de M, i.e. (M) C Aut(M). L’outil principal pour I'étude des
(G, X)-structures est 'existence sur le revétement universel d’une extension gobale des cartes
du (G, X)-atlas.

Théoréme 3.1.2. Soit M une (G, X)-variété connexe. Il existe alors un (G, X)-morphisme
d: M — X, appelé application développante, qui est équivariant pour un morphisme p: Aut(M) —
G appelé morphisme d’holonomie.

Remarquons qu’inversement, puisque 71 (M) C Aut(M), le couple (6, p) caractérise la (G, X)-
structure de M en décrétant que ¢ soit un (G, X)-morphisme. Pour tout g € G, le couple
(god,gpg~t) définit sur M la méme (G, X)-structure que (J, p).

Les exemples les plus simples de (G, X)-structures sont les quotients de X par des sous-
groupes discrets de G agissant librement et proprement sur X. Sous réserve que X soit simple-

2. Et en ce sens, elles constituent véritablement une belle synthese entre deux des avancées majeures en ce qui
concerne la géométrie au cours du 19°™° siécle : les travaux de Klein et Riemann.

3. La notion de (G, X)-structure fait sens et demeure féconde pour des couples (G, X) bien plus généraux, ot G
est seulement un sous-groupe de difféomorphismes d’une variété X, qui n’agit pas nécessairement transitivement
sur X (voir par exemple [Thu97]).
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ment connexe, ils correspondent aux cas ou la structure est compléte, i.e. ou 'application déve-
loppante §: M — X est un revétement. Pour I'espace euclidien par exemple, les (R"xO(n),R™)-
structures completes et compactes sont les tores plats.

Le quotient d’'un ouvert 2 de X par un sous-groupe discret de G agissant librement et
proprement sur 2 est appelé une structure Kleinienne de X. Nous avons déja rencontré au
chapitre 1 des exemples de structures Kleiniennes sur l’espace modele X3 = PGL3(R)/Pin
des structures Lagrangiennes de contact de dimension trois. Si 3 est une surface hyperbolique,
nous avons défini au chapitre 1 une structure Lagrangienne de contact L3V invariante par le flot
géodésique sur le fibré unitaire tangent T'Y (voir propositions 1.2.2). Nous avons vu qu’a indice
deux pres, L3 est un quotient de I'unique orbite ouverte Y; de SLa(R) dans X3 (voir proposition
2.3.4 et remarque 2.3.5). La structure Lagrangienne de contact préservée par un automorphisme
partiellement hyperbolique de nil-variété (voir paragraphe 1.2.3) est également une structure
Kleinienne, quotient de l'ouvert affine Yo C X3 (voir remarque 2.4.3).

Dans notre classification des difféomorphismes partiellement hyperboliques de type contact
au chapitre 5 (voir Theorem A.1l), notre premier objectif sera précisément de montrer que la
structure Lagrangienne de contact préservée par le difféomorphisme partiellement hyperbolique
est Kleinienne, dans le but de se ramener ensuite a I’'un des deux exemples précédents : quotient
d’un ouvert de Y; ou de Y.

3.1.2 Géométries de Cartan

De la méme maniere que les variétés Riemanniennes ne sont en général modelées sur les
espaces euclidiens que d’une maniere infinitésimale, et qu’elles ne leur sont localement isomé-
triques que si leur courbure est nulle, nous souhaitons avec les géométries de Cartan définir
une structure géométrique qui ne retient de la géométrie de Klein modele X = G/P que ses
aspects infinitésimauz. Dans ce but, commencons par interpréter la géométrie de Klein a travers
des notions différentielles dans l’esprit du programme d’Erlangen : nous cherchons sur X une
structure géométrique différentielle dont les symétries soient exactement données par I'action de
G.

Un premier objet s’impose naturellement pour faire apparaitre le groupe de Lie G : le P-fibré
principal au dessus de X défini par la projection canonique 7g: G — X = G/P. Maintenant que
G est apparu, un second objet naturel est la 1-forme différentielle wg: TG — g appelée forme
de Maurer-Cartan de G, définie sur G et a valeurs dans son algebre de Lie g, pour laquelle pour
tout v € g, le champ de vecteurs invariant a gauche ¢ engendré sur GG par v est wg-constant, i.e.
wg(9) = v. En d’autres termes pour tout g € G et v € TG, wy(v) = DyLy-1(v) € g.

Définition 3.1.3. Le couple Cx formé par le fibré principal 7g: G — X et la forme de Maurer-
Cartan wq sera appelé géométrie de Cartan canonique du modéle.

Une définition naturelle pour un automorphisme local de Cx est la suivante. Un difféomor-
phisme local f entre deux ouverts de X est un automorphisme local de Cx, si f se reléve en
un automorphisme local f du fibré principal 7g: G — X (i.e. en un difféomorphisme local f
entre deux ouverts de G qui est équivariant pour l'action a droite de P), tel que f préserve la
forme de Maurer-Cartan (i.e. f*wG = wq). Pour tout g € G, action a gauche de g sur X est un
automorphisme de Cx, car la forme de Maurer-Cartan est par construction invariante a gauche
par G. Le résultat ci-dessous nous indique que tous les automorphismes de Cx sont de cette
forme.

Proposition 3.1.4. Soit f: U — V un difféomorphisme local entre deux ouverts connexes de
X, qui se reléve en un difféomorphisme local P-équivariant f de W(_;l(U) sur W&l(V), tel que f
préserve wq. 1l existe alors g € G tel que f est la restriction ¢ U de l'action & gauche de g.

Démonstration. Soit x = goP € U, hg = f(gg), et g = hogo_l. Alors ¢ = L1 0 f, défini sur
w&l(U ), est P-équivariant, préserve wg, et fixe go.
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Lemme 3.1.5. Soit W un ouvert connexe de G, et ¢ un difféomorphisme local défini sur U et
d valeurs dans G qui préserve wg et fize un point de W. Alors ¢ = idyy.

Démonstration. L’ensemble E = {x € W | ¢(x) = x} est fermé et non-vide. Pour x € G et
v € g, on pose exp(z,v) = ¢L(z) = xexp(v) (ou ¥ désigne le champ de vecteurs invariant a
gauche engendré par v sur 7). Puisque ¢ préserve wg, p(exp(z,v)) = exp(p(z),v). Or exp(zx, g)
est un voisinage ouvert de x pour tout z € GG, donc E est ouvert, i.e. égal & W par connexité. [

Le lemme ci-dessus impose a ¢ d’étre égal & I'identité dans la composante connexe UY de
75 (U) contenant go. Or ¢ est P-équivariant et U'P = 7' (U), d’ott f = Ly, ce qui conclut la
preuve. O

La proposition précédente nous dit donc que Cx a exactement pour automorphismes locaux
les restrictions d’éléments de G. En d’autres termes, Cx répond précisément a la question que
nous nous étions posée : c’est une structure géométrique différentielle sur X dont G est le groupe
de symétries.

3.1.2.a Définition

La géométrie de Cartan canonique de X semble donc le modele idéal pour définir une notion
géométrique « infinitésimalement modelée » sur X. Par analogie avec Cx, il est naturel de définir
une géométrie de Cartan sur M comme la donnée d’un P-fibré principal M au dessus de M,
muni d’'une 1-forme w a valeurs dans g. La seule incertitude porte sur les propriétés a imposer
sur cette 1-forme, que nous énongons maintenant et que nous discuterons apres la définition.

Définition 3.1.6. Une géométrie de Cartan modelée sur X est un couple (M,C), ou M est
une variété de dimension dim X, et C = (M ,w) est un couple formé d’'un P-fibré principal
72 M — M au dessus de M appelée fibré de Cartan, et d’'une 1-forme différentielle w: TM — g
sur M et A valeurs dans g appelée connexion de Cartan, vérifiant les trois conditions suivantes.

1. En tout point Z € M , Wz est un isomorphisme linéaire de Ti,M sur g.

2. Pour tout v € p, le champ de vecteurs fondamental engendré par v est w-constant :
w(h) = v, on vf(2) = %|t:0§3 -exp(tv) pour tout & € M.

3. w est P-équivariante, i.e. pour tout p € P, Rjw = Ad(p)~tow.

On dira également que C elle-méme est une géométrie de Cartan modelée sur X définie sur la
variété M, et on appellera M la variété de base de la géométrie de Cartan (M, C).

Vérifions que la forme de Maurer-Cartan wg vérifie bien les trois propriétés ci-dessus, ce qui
nous montrera que Cx est bien une géométrie de Cartan. La premiére condition signifie que w est
un parallélisme, et est évidemment vérifiée par wg. Il est assez naturel d’imposer cette condition
sur la connexion de Cartan, car nous avons déja vu lors de la preuve de la proposition 3.1.4 que
I'existence d’un parallélisme impose une certaine rigidité aux automorphismes, ce qui correspond
& ce que nous cherchons. Dans G, le champ de vecteurs fondamental v* est simplement le champ
de vecteurs invariant a gauche engendré par v € p, et wg vérifie donc tautologiquement la
seconde condition. On peut la comprendre comme une condition de compatibilité entre I’action
a droite de P et la connexion de Cartan : & travers les champs de vecteurs w-constant, w définit
une action de I'algebre de Lie p sur M , et la seconde condition impose que cette action coincide
avec celle du fibré de Cartan. Enfin, un rapide calcul montre que wqg vérifie bien la troisieme
condition. C’est lors des calculs utilisant la connexion de Cartan que la présence de cette derniere
condition s’explique, car elle s’avere nécessaire pour comprendre le comportement de w vis a vis
de l'action de P.

La connexion de Cartan w est en particulier un parallélisme, i.e. identifie chaque espace
tangent de M avec g. Mais c’est une identification des espaces tangents de M avec le quotient
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g/p = TpX que l'on attend de w, puisque 1'on souhaite identifier M avec X de maniére infi-
nitésimale. La seconde condition sur w nous assure en particulier que ’espace vertical Ker D7
du P-fibré principal 7: M — M est égal & w™ L(p), si bien quen tout point & € M, w; induit
un isomorphisme linéaire de Tz M /Ker Dr sur g/p. Par suite, avec z = 7(2) € M, w; induit
un isomorphisme iz: T, M — g/p, qui est la seule application rendant le diagramme ci-dessous
commutatif.

T@M%Q

JDiW l (3.1.1)

T, M e, a/p

Evidemment, cette identification dépend fortement du point # choisi dans la fibre de z, et c’est 13
que la troisieme condition sur la connexion de Cartan intervient. En effet puisque DmoD R, = D,
et Riw = Ad(p) ! ow, le diagramme (3.1.1) nous montre que pour tout p € P, on a :

izp = Ad(p) " ois, (3.1.2)

olt Ad est la représentation quotient de P sur g/p induite par la représentation adjointe de G
(restreinte a P).

3.1.2.b Ou 'on prend un peu de recul

La notion de géométrie de Cartan fut introduite par Elie Cartan sous le nom d’« espaces
généralisés » dans les années 1920. Elle n’est initialement pas introduite sous la forme globale
que nous utilisons aujourd’hui, & travers un fibré principal muni d’une forme équivariante, car
ces notions n’existaient pas encore. La formulation initiale de Cartan est locale et définie sur la
variété M de base. Cartan considere des 1-formes locales sur M a valeurs dans g, appelées jauges
locales, qui induisent en tout point un isomorphisme de 1’espace tangent avec g/p. Ces différentes
jauges locales vérifient entre elles une relation faisant intervenir I'action adjointe de P, similaire
a la relation d’équivariance vérifiée par une connexion de Cartan. Pour plus d’informations sur
le point de vue des jauges, et pour comprendre comment le fibré de Cartan apparalt a partir
d’elles, nous renvoyons le lecteur a [Sha97, Chapter 5 §1 et §2].

Prenons un dernier recul sur les objets rencontrés. Le fibré de Cartan peut étre vu comme
une « version courbe » de G, contenant I’action a droite de P. Nous avons finalement gardé de
G l'existence d’un parallélisme, ainsi que la structure de P-fibré principal le reliant a X. Les
trois conditions imposées sur la connexion de Cartan nous permettent de plus d’identifier chaque
espace tangent de M avec g/p, modulo action de Ad(P). Ceci est cohérent avec ce qui se passe
sur X, ol tout tenseur G-invariant provient d’un tenseur Ad(P)-invariant sur g/p. La géométrie
de Cartan (M ,w) semble donc remplir le role que 'on lui avait assigné : imiter 1’espace homogene
modele X de maniére infinitésimale.

3.1.2.c Isomorphismes

Un isomorphisme entre deux géométries de Cartan (M, Ml,wl) et (Ma, Mg,wQ) modelées
sur la méme geometrle de Klein G/P est un difféomorphisme f: M; — My qui se reléve en
une apphcatlon lisse f Ny — N entre les fibrés de Cartan, qui est P-équivariante et telle
que frwy = wy (un tel relevé f est nécessairement un difféomorphisme 4). La proposition 3.1.7
ci-dessous, démontrée dans [Sha97, Chapter 5 Theorem 3.5], montre qu’un tel relevé f de f est
unique s'il existe.® Nous noterons systématiquement f I'unique relevé d’un isomorphisme f qui
vérifie ces conditions.

4. En effet la premiére condition impose & f d’étre tout aussi bijective que f, et la seconde lui impose d’étre
un difféomorphisme local.

5. Ce résultat utilise ’hypothese de fidélité de I’action de G sur X que nous avons choisi d’inclure dans notre
définition 3.0.1 d’une géométrie de Klein, ce qui montre a posteriori 'intérét de cette convention. Par ailleurs méme
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Proposition 3.1.7. Soient F' et G deux appplications P-équivariantes de N sur Mg, induisant
entre My et My la méme application. Si F*wy = G*wy = w1, alors F = G.

Remarque 3.1.8. Ceci montre en particulier que pour toute géométrie de Klein X = G/P,
I’action de G sur X est analytique : si I’action de deux éléments g et h de G coincide sur un
ouvert non-vide U de X, alors g = h. En effet, Lg|7r51(U) et Lh’ﬂ_él(U) sont alors deux applications
P-équivariantes sur G qui préservent toutes deux la forme de Maurer-Cartan wg, et qui induisent
la méme application sur U. Selon la proposition 3.1.7, on a donc L, = Ly, sur Wél(U), et par
suite ¢ = h. Toute géométrie de Klein est donc un modele de (G, X)-structures, comme nous
I’avions affirmé au paragraphe 3.1.1.

Nous appellerons isomorphisme au dessus de f entre deux P-fibrés principaux M et Mg,
tout difféomorphisme P-équivariant f . My — M, dont I’application induite entre les bases est
f: My — My (f sera appelé automorphisme si Ny = Mg) Tout ouvert U C M d’une géométrie
de Cartan (M, C) est muni de la géométrie de Cartan C|y, obtenue en restreignant le fibré ainsi
que la connexion de Cartan de C au dessus de U. Un isomorphisme local entre deux géométries
de Cartan (Mp,C1) et (Ma2,Cs) est simplement un difféomorphisme local f: My — Ma, dont
la restriction a tout ouvert U C M; assez petit est un isomorphisme entre les géométries de
Cartan induites C1|y et Cof s()- Notons que grace a la proposition 3.1.7, les relevés locaux flu

de f au dessus de tels ouverts se recollent en un relevé global f : My — M, de f, qui est un
difféomorphisme local P-équivariant tel que f*ws = wy (et un tel relevé f est de nouveau unique).
Un isomorphisme d’une géométrie de Cartan (M, C) dans elle-méme sera nommé automorphisme
de (M, C). Le résultat suivant nous indique que le groupe Aut(M,C) des automorphismes d’'une
géométrie de Cartan connexe agit librement sur le fibré de Cartan.

Proposition 3.1.9. Soient f et g deux automorphisme locaux d’une géométrie de Cartan
conneze (M,C). Si f et § ont la méme valeur en un point du fibré de Cartan, alors f = g.

Démonstration. Notons E = {:ﬁ eM ‘ f(:%) = g(:ﬁ)}, qui est fermé, non-vide par hypothese, et

invariant par 'action de P car f et g sont P-équivariants. La preuve du lemme 3.1.5 nous indique
que E est ouvert (en remplacant @ par w™!(v) pour v € g). % Un tel ensemble est nécessairement
égal & M par connexité de M. En effet soient & € E et § € M, ~: [0;1] — M un chemin continu
allant de z = 7 (&) & y = 7(§) (existant par connexité de M), et 4: [0;1] — M un relevé continu
de 7y tel que 4(0) = 2. Il suffit de montrer que 4(1) € E, car il est dans la méme fibre que § et E
est P-invariant. Or F' = {t € [0;1] | 4(¢) € E} contient 0 par hypothese, et est ouvert et fermé
car E lest, donc F' = [0;1] par connexité, d’ou 4(1) € E, ce qui conclut la preuve. O

Remarque 3.1.10. Les deux résultats précédents montrent en particulier que les automorphismes
locaux d’une géométrie de Cartan sur une variété connexe M sont déterminés par leur germe
en un point. En effet si deux automorphismes locaux f et g coincident sur un ouvert connexe et
non-vide U, alors selon la proposition 3.1.7, f = § en restriction a 7 1(U) C M, donc fluo=glu
selon la proposition 3.1.9.

3.1.2.d Champs de Killing

Nous fixons a partir de maintenant une variété M munie d’une géométrie de Cartan C =
(M ,w). Un champ de Killing (respectivement champ de Killing local) de C est un champ de
vecteurs sur M (resp. sur un ouvert de M) dont le flot local est formé d’automorphismes locaux
de C. Pour U C M un ouvert, on notera Kill(U,C) 'ensemble des champs de Killing locaux

silenoyau N = {g € G |Vz € X,g-x =z} de l'action de G sur X est non-trivial, on peut toujours se ramener a
I’hypothése voulue sans perdre aucune information. On peut en effet poser G’ = G/N et P’ = P/(PN N) car N
est distingué dans G, et X s’identifie alors & 1’espace homogene G’/ P’, sur lequel G’ agit fidélement.

6. Ce lemme est en réalité un résultat général sur les parallélismes.
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de C définis sur U. Pour tout champ de Killing X de C, on notera X le champ de vecteurs de
M qui engendre le flot (% ). Selon la proposition 3.1.7, ¢’est 'unique relevé P-invariant de X

A

(i.e. vérifiant R;;X = X pour tout p € P) dont le flot préserve w. Par définition de la dérivée

de Lie, le flot d'un champ de vecteurs § sur M préserve w si et seulement si Lew = 0, d’ou la
caractérisation suivante.

Lemme 3.1.11. Un champ de vecteurs X de M est un champ de Killing de C si, et seulement
sl se releve en champ de vecteurs P-invariant X de M tel que Lgw = 0.

Remarque 3.1.12. La linéarité de la dérivée de Lie et son comportement par rapport au crochet
de Lie nous permettent de déduire de ce résultat que ’ensemble Rill(M, C) des champs de Killing
de (M,C) est une sous-algebre de Lie des champs de vecteurs de M.

Rappelons que deux application f et g ont le méme germe en un point x si elles coincident sur
un voisinage de x, et que l'on appelle germe de f en x, que l'on notera [f],, la classe de f pour
cette relation d’équivalence. En tout point x € M, on note Ei[[lé’c(m) I’ensemble des germes de
champs de Killing de C en z, que ’on munit de la structure d’algebre de Lie définie en déclarant
que Papplication X — [X], envoyant un champ de Killing local de C sur son germe en z est un
morphisme d’algebres de Lie.

La proposition 3.1.9 et la remarque 3.1.10 ci-dessus se traduisent immédiatement pour les
champs de Killing sous la forme suivante.

Lemme 3.1.13. Si M est connexe, on a les résultats suivants.

1. Pour tout & € M, Uapplication linéaire X € Rill(M,C) — wz(X;) € g est injective. En
particulier, dim Kill(M,C) < dim g.

2. Pour tout x € M, Uapplication X € Rill(M,C) — [X], € till¥°(z) envoyant un champ de
Killing sur son germe en x est injective.

Remarque 3.1.14. Si X est un champ de Killing de C défini au voisinage de «x € M, alors
pour & € m!(z), wy(Xz) ne dépend que de la valeur de X au voisinage de x. L’application
[X], € 8il¥°(x) — wz(X;) € g est donc bien définie, et injective selon le lemme 3.1.13. L’algebre
de Lie €ill¢(x) est donc de dimension finie inférieure & dim g. On peut en fait aller plus loin :
Ei[[g’c(:c) se réalise comme une algebre de champs de Killing concrets, définis sur un voisinage
assez petit de x.

Il existe en effet une suite décroissante U; de voisinages ouverts connexes de x tels que
NienU; = {x}. Selon le lemme 3.1.13, les applications X € Rill(U;,C) — X|y,,, € Kill(Ui41,C)
et X € Rill(U;,C) — [X], € Blll¥°(z) sont injectives pour tout 7. La suite dim Kill(U;,C) est
donc croissante et majorée, i.e. constante a partir d’'un certain rang, et égale a dim Ei[[éoc(a:) car
NienU; = {z}. Il existe donc un voisinage ouvert connexe U de x tel que Iapplication

X € Rill(U,C) — [X], € tlll(x) (3.1.3)

soit un isomorphisme d’algebres de Lie.

Les champs de Killing sont les « symétries infinitésimales » de la géométrie de Cartan. Dans
le cas du modele X, ils proviennent des champs de vecteurs invariants a droite de GG, et nous
venons de voir qu’en tout point, la dimension des champs de Killing locaux d’une géométrie de
Cartan modelée sur X est au plus dimg. En ce sens, X est la géométrie de Cartan « la plus
symétrique ». 7

7. En réalité, elle n’est pas nécessairement la seule a atteindre cette borne. Dans le cas de la géométrie
Riemannienne par exemple, les deux autres espaces complets simplement connexes et & courbure constante, S™
et H™, latteignent également.
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3.1.2.e Courbure

Nous en arrivons a la notion de courbure, qui est certainement la plus importante en ce qui
concerne les géométries de Cartan, car elle justifie en grande partie leur intérét géométrique. La
définition ci-dessous remplace la courbure d’une connexion affine dans le cas de la géométrie de
Cartan C = (M, w).

Définition 3.1.15. La forme de courbure de w est la 2-forme & valeurs dans g, définie sur M
par la relation suivante pour tout £ € M et v,w € Tz M :

Qv,w) = dw(v,w) + [wv),w(w)]. (3.1.4)

A T'aide de la connexion w, la manipulation de la forme de courbure est grandement simplifiée.
Elle est en effet équivalente a une fonction sur M & valeurs dans un espace vectoriel, la fonction
de courbure K: N — L(A%g,g) (que nous appellerons en général plus simplement la courbure
de C) définie par la relation

K(#)(X,Y) = Qw5 (X),05 (1)) (3.1.5)

pour X,Y € g. Or si v ou w est vertical, i.e. tangent aux fibres de M, alors Q(v,w) = 0 (voir
[Sha97, Chapter 5 Corollary 3.10]). On en déduit que K(X,Y) =0si X ou Y est dans p, si bien
que pour tout & € M, K(#) induit une forme bilinéaire alternée sur g/p & valeurs dans g. Nous
noterons encore

K: M — L(A%(g/p), g), (3.1.6)

I’application induite.

Quel est l'intérét d’un tel objet ? La courbure de la géométrie de Cartan canonique de X
est nulle. C’est une simple conséquence de la formule de Cartan pour dwg écrite pour deux
champs de vecteurs invariant a gauche o et w, et du fait que wg ([0, W]) = [v, w] par définition du
crochet de Lie de g, pour tous v,w € g (la relation dwg(v,w) + [wg(v), wa(w)] = 0 est appelée
équation structurelle de wg, voir [Sha97, Chapter 3 §3] pour plus de détails). L’intérét principal
des géométries de Cartan réside dans la réciproque de ce fait (voir par exemple [Sha97, Chapter
5 Theorem 5.1] pour une preuve du résultat ci-dessous).

Théoréme 3.1.16. Une géométrie de Cartan modelée sur X est localement isomorphe en tout
point a la géométrie de Cartan canonique de X si, et seulement si sa courbure est identiqguement
nulle.

Il existe alors un atlas de cartes de M dans X qui sont des isomorphismes de géométries de
Cartan, et selon la proposition 3.1.4, les changements de carte de cet atlas sont les restrictions
d’éléments de GG. En d’autres termes, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.1.17. Soit (M,C) une géométrie de Cartan modelée sur X. La courbure de C est
nulle si, et seulement si C est induite par une (G, X)-structure sur M.

Les géométries de Cartan a courbure nulle seront dites plates. Le résultat ci-dessus nous
montre que la courbure d’'une géométrie de Cartan joue le méme role que celle des variétés Rie-
manniennes : les (G, X)-structures correspondent aux géométries de Cartan plates, de la méme
maniere que les variétés Riemanniennes plates sont celles qui sont localement isométriques a R™.

Comme toujours avec les géométries de Cartan, nous disposons avec la courbure d’'un ob-
jet défini non pas sur la base M, mais sur le fibré de Cartan, et nous devons donc observer
son interaction avec l'action a droite de P pour obtenir des informations pertinentes. La repré-
sentation Ad de P sur g/p induit une représentation sur L(A?(g/p),g) définie pour p € P et

¢ € L(A*(g/p), g) par :
p-piunv— Ad(p) - (p(Ad(p) ™" - u, Ad(p) ™" - v)). (3.1.7)
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Nous définissons également une action & droite de P sur L(A?(g/p), ) en posant ¢ -p :==p~!- .

La fonction de courbure K de toute géométrie de Cartan est alors P-équivariante (voir [Sha97,
Chapter 5 Lemma 3.23]). Enfin, K est préservée par tout automorphisme localde C : Ko f = K
pour tout automorphisme local f.

3.1.3 Le probléeme d’équivalence pour les géométries de Cartan

L’introduction de la géométrie de Klein X = G/ P visait a étudier une structure géométrique
Sx définie sur X a travers son groupe de symétries G. Pour X, 11, Sx,,,, est par exemple la
structure Lagrangienne de contact standard Lx,, ,. Pour garder ce point de vue, nous avons
défini des structures géométriques généralisant graduellement (X, Sx), tout d’abord localement
avec les (G, X)-structures puis d’une maniere infinitésimale avec les géométries de Cartan. Or
la structure géométrique G-invariante Sx provient en général d'un objet Ad(P)-invariant sur
g/p, et nous avons mis en avant au paragraphe 3.1.2.a des identifications Ad(P)-équivariantes
des espaces tangents de M avec g/p (voir (3.1.2)). On imagine donc qu’il est facile, a partir
d’une géométrie de Cartan (M,C) modelée sur X, d’obtenir sur M une structure géométrique
Sc¢ du méme type que Sx. Regardons ce que cela donne dans le cas de I'espace modeéle Xop, 11
des structures Lagrangiennes de contact.

3.1.3.a D’une géométrie de Cartan vers une structure sur la base

Soient M une variété de dimension 2n + 1, et C = (M ,w) une géométrie de Cartan sur M
modelée sur Xo, 11 = PGLy12(R)/Pyyo. Soient € M, & € n1(x), et iz: ToM — slyio/pnio
I'isomorphisme défini au paragraphe 3.1.2.a (voir (3.1.1)). On a vu au paragraphe 2.1.2 que les
projections des sous-algebres

951: V eR”

o O O

0
0
U

o O O

0
UecR"p et g’ ={ |tV
0

o O O
o O O

de s, 49 dans sl 2/p, 12, notées g, et g?l, sont invariantes sous I’action de Ad(P,, o) (voir pro-

position 2.1.2). Les sous-espaces EZ(z) = i;'(g%;) et Eg(x) = i;l(gél) de T, M ne dépendent
donc que z selon la relation (3.1.2), et définissent ainsi deux distributions lisses et transverses
de dimension n sur M.

Si C = Cx,, ., est la géométrie de Cartan canonique de Xg,41, alors Eg et ECB sont simple-
ment les projections dans Xg, 11 = PGL,12(R) /P, 12 des distributions invariantes a gauche de
PGL,+2(R) engendrées par g, et gé 1- Selon la proposition 2.1.2, (Eg, Eg ) est donc la structure
Lagrangienne de contact standard Lx,, , de Xg,41. La structure L¢ = (Eg,Eg ) est ainsi la
généralisation naturelle a toute géométrie de Cartan modelée sur Xo,,+1 de la structure d’origine
de X5,,4+1. Nous dirons qu'une géométrie de Cartan modelée sur une géométrie de Klein G/P
est sans torsion si sa fonction de courbure est a valeurs dans p.

Proposition 3.1.18. Soient M une variété de dimension 2n+1 et C = (M, w) une géométrie de
Cartan sur M modelée sur Xon+1. i C est sans torsion, alors L¢ est une structure Lagrangienne
de contact sur M.

Démonstration. Dans la preuve, nous noterons £ = E¢, Ef = Eg et H= E*® EP, et puisque
les propriétés a prouver sont locales, on peut supposer que H est le noyau d’une 1-forme a. On
pose g1 = g% & g7, et

9_2 = A R C 5[n+2,

n O O
o O O
o O O
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de sorte qu’en posant g = g_o B g_1, on a sl,10 = g_ @ ppro. Nous utilisons maintenant
le lemme 3.1.19 prouvé ci-dessous avec la sous-algebre g_, supplémentaire de p,+2 dans sl o.
Soient & € M et = 7(Z). Pour v,w € H,, la preuve du lemme 3.1.19 montre que les extensions
¥ et w sont a valeurs dans H, de sorte que dag(v,w) = v - () — w - a(0) — a([0,0];) =
—a([v,w];) selon la formule de Cartan. L’égalité (3.1.8) nous montre alors que dag(v,w) = 0
si, et seulement si [V, W] — Kz (V,W) € g_1 @ ppt2, ou V,W € g_; sont les uniques éléments
vérifiant v = D7 ow; (V) et w = Dgmow; ' (W). Or [g_1,9-1] C g—2 et K(V,W) € p,12 par
hypothese, donc dag (v, w) = 0 si, et seulement si [V, W] = 0. Puisque la forme bilinéaire

(A,B) €Eg_1Xg-1+ [A, B] cgo~R

est non-dégénérée, on en déduit donc que (day)|m, xm, est non-dégénérée, ce qui montre que H
est de contact au voisinage de x selon la remarque 1.3.3. De plus, les sous-algebres g%, et gé 1
sont abéliennes donc la restriction de doy, & E®(x) x E*(x) et & EB(z) x E®(z) est identiquement
nulle, i.e. E* et E” sont des sous-distributions Legendriennes de H (voir définition 1.3.4). Ainsi,
(E®, EP) est bien une structure Lagrangienne de contact. O

Le lemme ci-dessous nous sera utile a plusieurs reprises par la suite. Il est valide pour toute
géométrie de Klein G/P, et pour tout choix d’un sous-espace vectoriel g_ C g supplémentaire
de p dans g. Sous cette hypothese, si (M, M, w) est une géométrie de Cartan modelée sur G/P
et T € M, alors en notant x = 7(Z), il existe pour tout v € T, M un unique vecteur V' € g_ tel
que v = Dy o wj (V).

Lemme 3.1.19. Soit & € M. Il existe alors un voisinage U de x = 7(&), ainsi qu’une application
R-linéaire v € T,M — v € X(U), telle que v(x) = v pour tout v, et vérifiant la propriété
suivante. Pour tous v,w € T, M, si V,W € g_ vérifient v = Dymow; (V) et w = Dymow; 1 (W)
alors on a :

[3, @], = Dam o wy ' ([V, W] = Ka(V, W)). (3.1.8)

Démonstration. Pour tout A € g, on note A = w™(A) le champ de vecteurs w-constant engendré
par A. Le flot de A existe localement, et on note exp(z, A) = gp}i(i) sa valeur au temps 1 en
Z. 1l existe en particulier un voisinage ouvert U de 0 dans g_ tel que ¢ = exp(Z,-): A € U —
exp(z,A) € M est bien définie. Par définition Dg¢ = wi_l\gf, si bien que Dgim o Dg¢ est un
isomorphisme sur T, M. Quitte a restreindre U et M, on peut donc supposer que @ = 7o ¢ est
un difféomorphisme de U sur M, et o: 2 € M — ¢pop t(z) € M est alors une section globale
de 7w passant par &. De plus par construction, Tz(o(M)) = w;l(g,). Pour tout v € T, M, en
notant V € g_ tel que v = Dz o w;l(V), on définit alors un champ de vecteur P-invariant ©
sur M en décrétant que 9 coincide avec V sur o(M), puis en saturant par l’action de P sur M.
En particulier, 0 se projette donc sur un champ de vecteur ¢ défini sur M, de sorte que 9(z) = v
et v — 0 est linéaire. De plus, puisque ¥ = 7,0, on en déduit que [0, W], = Dzm([0,0]z). Il ne
nous reste donc plus qu’a montrer que w;([0,W]z) = [V, W] — Kz(V, W).

La formule de Cartan nous donne w;([0,W]z) = 0z - w(W) — Wz - w(0) — dwz (v, w). Or par
construction, ¥ coincide avec W sur (M), qui est stable par le flot de W en Z, donc par celui
de . Puisque 0; est tangent a (M) ot w(w) est constant égal a W, on en déduit donc que
0z - w(w) = 0. Pour les méme raisons, on prouve que %; - w(0) = 0. Finalement, w;([0,%];) =
—dw;(0,W), qui est égal & —K;(V, W) + [V, W] par définition de la courbure, ce qui conclut la
preuve. O

Remarque 3.1.20. Supposons que g admette une filtration g = g_; D -+ D g # {0} de longueur
2k 4+ 1 pour un certain k € N*| qui soit préservée par ’action adjointe de P et telle que go = p
(c’est par exemple le cas si G/ P est une géométrie de Klein parabolique, voir Définition 3.1.21).
Alors pour tout —k < i < —1, w!(g’) est une distribution P-invariante de la géométrie de
Cartan M par équivariance de w, et passe donc au quotient sur M en une distribution que



54 CHAPITRE 3. PROBLEME D’EQUIVALENCE POUR LES GEOMETRIES PARABOLIQUES

nous noterons TM*. Supposons alors que dans le lemme précédent, v € TM? pour un certain
—k < i < —1. Alors le vecteur V € g_ tel que v = D7 o wgl(V) est dans g’, donc le champ
de vecteurs © construit dans la preuve est a valeurs dans w™!(g’), et par suite ¥ reste & valeurs
dans TM".

3.1.3.b Probléeme d’équivalence

La construction dont nous venons de donner un exemple, associant a toute géométrie de
Cartan modelée sur X une structure géométrique du méme type que Sx, n’aura cependant
d’intérét que si I'on est capable de remonter en sens inverse, i.e. si 'on sait associer a toute
structure géométrique S du méme type que Sx une géométrie de Cartan modelée sur X. Le
probléme, une fois que ’on en trouve une, est qu’il existe en général de nombreuses connexions
de Cartan induisant la méme structure sur la base. On doit donc trouver une condition de
normalisation pour distinguer certaines de ces connexions de Cartan, et obtenir ’équivalence
voulue entre structures sur la base et géométries de Cartan.

Cette question est connue sous le nom de probléme d’équivalence pour la géométrie X. C’est
a priori un probleme difficile, qui fut originellement résolu au cas par cas. Dans le cas des mé-
triques Riemanniennes cependant, la construction d’une géométrie de Cartan normale modelée
sur (R™ x O(n))/O(n) demeure naturelle, et nous renvoyons par exemple a l’excellente pré-
sentation de Sharpe dans [Sha97, Chapter 6] pour se familiariser avec le principe de probléme
d’équivalence. Dans le cas d’une structure conforme Riemannienne en revanche, la construction
d’une géométrie de Cartan associée modelée sur la spheére conforme S™ est bien plus complexe.
Elle est originellement diie & Cartan dans [Car24a] par la méthode du repere mobile, demandant
de lourds calculs en coordonnées (voir par exemple [Sha97, Chapter 7] pour une présentation
moderne).

Dans le reste de ce chapitre, nous présentons une résolution unifiée du probléeme d’équiva-
lence pour toute une famille de géométries de Klein, dites paraboliques. En effet, la résolution du
probléme d’équivalence pour les structures Lagrangiennes de contact, i.e. pour le cas de Xop 41,
n’est pas plus simple que sa résolution pour toutes les géométries de Klein paraboliques. L’in-
térét de ce point de vue est précisément qu’il évite d’avoir a passer par des calculs locaux en
coordonnées, et qu’il unifie la compréhension des géométries de Cartan. L’idée fondatrice est de
se ramener a la structure algébrique de g (qui sera supposée semi-simple) et de considérer des
graduations de cette derniére (reliées a son systéme de racines). Ce point de vue semble appa-
raitre initialement dans les travaux de Tanaka (voir [Tan79]), et les résultats que nous allons
présenter sont diis a différents auteurs qui ont graduellement simplifié cette approche et unifiés
ces travaux. Pour notre part, nous nous sommes exclusivement appuyés sur [CS09, §3.2], et nous
nous efforcons de donner une présentation aussi géométrique que possible de cette théorie.

3.1.4 Géométries de Klein paraboliques

Nous rappelons qu'une graduation d’un espace vectoriel V' (que nous supposons toujours
de dimension finie) est simplement une décomposition de V selon une somme directe V =
Vi&- - -®V}, de sous-espaces. Toute graduation induit sur V' une filtration, par la suite décroissante
de sous-espaces V' = ®;>iVj. Soit g une algebre de Lie munie d’une graduation g = g, @ ga+1 @
D gp—1 D g, ot @ < b € Z. Nous dirons que {g;} fait de g une algébre de Lie graduée si pour
tout a <¢,7<bona:

[9i, 85] C 9ity (3.1.9)
otl par convention, g; = {0} si i < a ou i > b. Dans ce cas, la filtration {g‘} induite sur g en

fait une algébre de Lie filtrée (i.e. les composantes de la filtration vérifient la condition (3.1.9)
en remplacant g; par g’, ol par convention g* =g sii < a et g = {0} sii > b).
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Définition 3.1.21. Une géométrie de Klein parabolique infinitésimale est un couple (g,p) d’al-
gebres de Lie vérifiant les conditions suivantes :

1. g est semi-simple réelle, et est munie d’une |k|-graduation g = g_x ® - - - @ g qui en fait
une algebre de Lie graduée (avec k > 1) ;
2.p=g"=g0 @ - D gk, on lappelle la sous-algebre parabolique de g
3. la sous-algebre g_ :=g_r B --- P g—1 est engendrée comme algebre de Lie par g_;.
Une géométrie de Klein G/ P sera dite parabolique et associée a la géométrie de Klein parabolique
infinitésimale (g, p) si elle vérifie les conditions suivantes :
1. G est un groupe de Lie d’algebre de Lie g;

2. P est un sous-groupe fermé de G d’algeébre de Lie p tel que Ad(P) - g° = g’ pour tout
—k <14 <k, qui sera appelé sous-groupe parabolique de la géométrie de Klein ;

3. (KerAd)N P = {id}.®

Une géométrie de Cartan sera dite parabolique si elle est modelée sur une géométrie de Klein
parabolique.

Exemples 3.1.22. 1. L’espace homogene modele X, 1 des structures Lagrangiennes de contact
est bien une géométrie de Klein (car I'action de PGL, 2(R) sur RP"! est fidele), et nous
allons maintenant voir que cette géométrie est parabolique. La géométrie de Klein infinitésimale
sous-jacente est le couple (sl,y2,pni2), ou lalgebre de Lie simple g = sl, 2 est munie de la
|2|-graduation décrite par blocs de la maniére suivante :

90 Q'f 92
Slyqo = g[jl 90 9‘13‘ , (3.1.10)
g2 9% 9o
B

ou les blocs g+o sont de taille 1 x 1, les blocs g; et g¢; sont des lignes de taille n et les
blocs gf et g?l des colonnes de taille n. En posant g1 = g & gf et g_1 = g% @ gél, on
a bien ppio = go D g1 D g2, et on vérifie aisément que le crochet de Lie de sl,.2 respecte
cette graduation. L’algebre de Lie g_ = g_o @ g_1 est isomorphe a heis(2n + 1) via v — — ‘o,
donc [g_1,9-1] = g—2 et la troisitme condition sur les géométries paraboliques infinitésimales
est bien vérifiée. Par définition de la condition de graduation, ad(p,i2) = ad(g®) préserve
chaque composante de la filtration, et 'on en déduit aisément que Ad(P,2) fait de méme.
Enfin, puisque le centre de PGL;,12(R) est trivial, (Ker Adpqr,, ,,w)) N P2 est bien trivial,
donc Xo, 11 = PGLy42(R) /P49 est finalement une géométrie de Klein parabolique associée a
(842, Pnt2).

2. L’ espace projectif RP"™ = PGL,,+1(R)/Qn+1 ainsi que la spheére conforme S” = PO(1,n+1)/P
sont deux géométries de Klein paraboliques pour lesquelles la filtration de g est triviale, i.e. de
longueur un (voir [CS09, §4.1.5 et §4.1.2] pour plus de détails & leurs sujets). La sphére CR
PSU(1,n +1)/P est une géométrie de Klein parabolique dont la filtration de g est de longueur
deux, tout comme pour Xa, 11 (voir [CS09, §4.2.4] ).

3. Un contre-exemple important de géométrie de Klein qui n’est pas parabolique est tout sim-
plement 'espace euclidien (R™ x O(n))/O(n), car R™ x so(n) n’est pas semi-simple. Le probleme
d’équivalence pour les métriques Riemanniennes ne rentre donc pas dans le cadre de notre travail.

Remarque 3.1.23. Le role des conditions algébriques imposées sur une géométrie de Klein pa-
rabolique s’expliquera naturellement au cours du reste du chapitre. Nous verrons en particulier

8. Cette derniére condition n’est pas imposée dans [CSOQ]. Elle permet cependant de clarifier I'interprétation
géométrique de la théorie (nous préciserons dans une prochaine note de bas de page le moment ou elle joue son
role), tout en étant vérifiée dans la plupart des situations intéressantes (et en particulier dans le cas des structures
Lagrangiennes de contact). Nous décidons donc de 'imposer immédiatement.
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que la graduation de g résume ’essentiel de 'information algébrique pertinente dont nous aurons
besoin.

Si 'on approfondit ’étude des géométries de Cartan paraboliques, on s’apercoit que les
notions que nous avons introduites plus tét (graduation de l’algebre de Lie semi-simple g, et
sous-groupe parabolique P) sont intimement liées & des notions plus standard de la théorie de
structure des algebres de Lie (nous renvoyons a [CS09, §3.2] & ce sujet). En d’autres termes,
I'utilisation de ces notions est une maniere concise d’utiliser des notions d’algebres de Lie sans
avoir a en parler.

3.2 D’une structure sur la base vers une géométrie de Cartan

Puisque nous étudions le probléeme d’équivalence pour différentes géométries de Klein, nous
ne pourrons bien slr pas distinguer dans notre raisonnement les structures géométriques Sx
particulieres a chaque espace modele X. Notre premiere tache est donc dans cette section de dé-
finir les structures géométriques de référence sur la base M, que nous appellerons Gg-structures
filtrées. Ce sont des analogues aux G-structures standard, en présence d’une filtration du fibré
tangent. Nous verrons ensuite pourquoi une géométrie de Cartan induit sur la variété de base
une Go-structure filtrée, sous réserve que sa courbure vérifie une condition dite de régularité.
Nous terminerons cette section en montrant que toute Go-structure filtrée est en réalité induite
par une géométrie de Cartan réguliere.

Dans toute la suite de ce chapitre, X = G/P est une géométrie de Klein parabolique de
dimension n, associée a la géométrie infinitésimale (g,p) dont nous notons {g;}i=—r i la |k|-
graduation, {Qi}z‘:—k,...,k la filtration associée, et g_ = g_. ®--- P g_1 la sous-algebre nilpotente
inférieure.

3.2.1 (Gy-structures filtrées

La structure principale dont nous disposons sur g est sa graduation, mais puisque ’action
adjointe de P, groupe de structure d’un futur fibré de Cartan, préserve seulement la filtration
associée, on se doute que la structure induite sur la base sera également une filtration.

3.2.1.a Variétés filtrées localement modelées sur g_

Pour toute variété M, on définit d’une maniere analogue aux espaces vectoriels une filtration
de TM comme une suite décroissante TM = TM % > ... 5 TM~! # {0} de distributions, et
par convention, on pose TM® = TM pour tout i < —k et TM* = {0} pour tout i > 0. Toute
distribution non-triviale & sur M correspond ainsi & la filtration TM = TM 2 > TM ! = ¢ de
longueur deux.

Définition 3.2.1. Une wvariété filtrée de type g_ est une variété M munie d’une filtration
{TM"};— k. —1 telle que dimTM* = dimg’ — dimp pour tout i = —k,...,—1 (en particu-
lier dim M = dim X)), et vérifiant la condition de compatibilité suivante. Pour tout i et j, si X
et Y sont des champs de vecteurs a valeurs respectives dans TM?® et TM/, alors le crochet de
Lie [X, Y] est & valeurs dans TM*+7.

Notons que dans le cas d’une filtration de longueur deux (i.e. dans le cas d’'une seule dis-
tribution §), la condition de compatibilité d’une variété filtrée est tautologiquement vérifiée. A
toute variété filtrée (M, {TM'}) nous associons son fibré gradué associé T& M, défini comme la
somme directe abstraite des fibrés quotients T8 M; = TM?/TM**! pour i allant de —k & —1.
Par exemple, dans le cas de la filtration associée a une distribution &, le fibré gradué associée
est la somme directe du fibré en droite TM/{ = T8 M_5 et de la distribution § = T8 " M_;.
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Notre notion de variété filtrée est pour le moment relativement vide. Elle ne nous permet
pas, par exemple, de caractériser les filtrations de longueur deux qui correspondent aux distri-
butions de contact. Pour pouvoir le faire, nous souhaiterions coder l'information géométrique
d’« intégrabilité » des distributions a travers une structure algébrique sur chaque espace tan-
gent. Puisque le crochet de Lie des champs de vecteurs n’est pas une application tensorielle, i.e.
n’induit pas une application bilinéaire point par point, nous nous tournons vers le fibré gradué
associé T8 M. Pour tout i, notons p;: TM? — T8 M; la projection canonique. Alors pour tout %
et j,si X € I(TM?") et Y € I'(TM7) sont des sections respectives de TM* et TM/, la condition
de compatibilité des variétés filtrés autorise la définition suivante :

Lpi(X),p;(Y)) = pir ([X,Y]) € D(TMH). (3.2.1)

Lemme 3.2.2. L’application L est tensorielle, et le recollement de ces applications définit sur
T& M un champ de crochets de Lie appelé crochet de Levi de la variété filtrée (M, {TM"}), que
nous noterons encore L. Pour tout x € M, (T8"M, L;) est une algébre de Lie graduée.

Démonstration. Nous notons I'(E) I'espace des sections d'un fibré vectoriel E. L’application

F(TMi)XF(TMj) — F(TngH_j)
(X,Y) — pi+jo[X,Y]

est C°°(M)-bilinéaire car pour toute fonction f € C*°(M), [fX,Y] = f[X,Y] - (Y - f)X, dont
le second terme est & valeurs dans TM*/+1 car i > i 4 j 4+ 1 puisque j < 0. La valeur en tout
point = de ce tenseur est une application bilinéaire alternée de T, M? x T,M7 dans TE M, ;.
Or si X est & valeurs dans TM*! ou Y & valeurs dans TM7+!, alors [X,Y] est & valeurs dans
TMI+1 donc (pitjo[X,Y])s = 0. L’application précédente passe donc bien au quotient en une
application bilinéaire alternée L, : T8 M; x T8¢ M; — T& M; ;. De plus, £, vérifie I'identité de
Jacobi car le crochet de Lie des champs de vecteurs la vérifie, donc £, est un crochet de Lie. Sa
restriction (3.2.1) a chaque composante TS"M; x T# M; respecte par définition la graduation, si
bien que (T& M, L,) est par construction une algebre de Lie graduée en tout point. O

Bien que T®" M et TM soient isomorphes en tant que fibrés vectoriels, et que 1’on puisse, plus
précisément, construire une graduation de TM qui soit isomorphe a celle de T® M, la filtration
de TM n’induit aucune graduation canonique de TM. Pour la méme raison, il est impossible de
définir le crochet de Levi sur TM directement. En d’autres termes, nous sommes forcés de nous
éloigner des espaces tangents « concrets », mais nous y gagnons une structure supplémentaire.

Ezemple 3.2.3. Soit (M, {TM?*}) une variété filtrée dont la composante TM' est intégrable. Si
deux champs de vecteurs X et Y sont a valeurs dans TM!, alors [X,Y] € TM!, or TM! C
TM?+! car | < 20 + 1 puisque I < 0, donc L(py(X),pi(Y)) = pu([X,Y]) = 0. En d’autres
termes, l'intégrabilité de TM' se traduit au niveau du crochet de Levi en disant que Te' M,
munie de la restriction de £, est une sous-algebre abélienne en tout point.

Pour caractériser algébriquement les structures de contact, nous allons devoir donner un sens
aux crochets de Levi « constants » et non-triviaux.

Définition 3.2.4. Une variété filtrée (M, {TM?}) de type g_ sera dite localement modelée sur
g_ si (T8"M, L,) est isomorphe & g en tout point en tant qu’algebre de Lie graduée.

Exemple 3.2.5. Une distribution d’hyperplans ¢ sur une variété M de dimension 2n + 1 est de
contact si, et seulement si la filtration associée TM = TM 2 D TM~! = ¢ est localement
modelée sur heis(2n + 1) (voir chapitre 4, lemme 4.1.2).
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3.2.1.b Gp-réduction du fibré des repéres d’algebres de Lie graduées

Nous savons désormais caractériser les distributions de contact, mais aucune filtration supplé-
mentaire ne nous permettra de traiter simultanément les deux sous-distributions Legendriennes
E® et Ef d’une structure Lagrangienne de contact. Pour prendre en compte E% et Ef, I'idée
est d’adapter a notre situation filtrée la notion standard de G-structure.

Une G-structure sur une variété M consiste a choisir une réduction du fibré des repeéres
R(TM) de TM (fibré principal au dessus de M de groupe de structure GL,(R)) a un sous-groupe
fermé G de GL,(R). Rappelons qu'une réduction de R(TM) a G, aussi appelée G-réduction, est
simplement un sous-fibré R C R(TM) qui est un G-fibré principal pour I’action de GL,,(R) sur
R(TM). Une O(n)-structure correspond par exemple a une métrique Riemannienne sur M.

On peut plus généralement considérer le fibré des repéres de n’importe quel fibré vectoriel sur
M, et si (M,{TM?*}) est une variété filtrée localement modelée sur g_, on s’intéressera au fibré
des reperes de son fibré gradué associé T&" M. Nous choisirons g_ comme espace vectoriel modele
pour les fibres de T& M, et nous verrons le fibré des reperes de T8 M comme ’ensemble des
isomorphismes linéaires u: g — T8 M. Le groupe de structure de R(T# M) est donc GL(g-).
Pour prendre en compte toute la structure que nous avons mise en évidence, on se restreint
au sous-fibré de R(Te" M) constitué des reperes qui sont des isomorphismes d’algébres de Lie
graduées de g_ sur (T8 M, L,), i.e. qui préservent les crochets de Lie ainsi que les graduations.
C’est une réduction de R(T8" M) que nous noterons p: R (M) — M et que nous appellerons
fibré des repéres d’algébres de Lie graduées de T8" M. Le groupe de structure de R (M) est le
groupe Aut?Y"(g_) des automorphismes d’algebre de Lie graduée de g_.

Remarque 3.2.6. Ce fibré nous montre que si (M, {TM*}) est localement modelée sur g_, alors
au dessus de tout ouvert U C M assez petit, le fibré en algebres de Lie graduées (T8" M, L) est
effectivement localement isomorphe au fibré trivial U x g_ — U. En d’autres termes, la condition
ponctuelle d’isomorphisme de la définition 3.2.4 suffit & assurer 'isomorphisme local. En effet si
o: U — R& (M) est une section de p: Re (M) — M au dessus de U, alors (z,v) € U X g_ +—
o(x)(v) € T8 M est une trivialisation de T¢"M au dessus de U dont la restriction a chaque fibre
est un isomorphisme d’algebres de Lie graduées.

Nous souhaitons maintenant considérer des réductions de R& (M) dans le but d’affiner la
structure géométrique induite sur la base. Pour faire le lien avec la géométrie de Klein pa-
rabolique G/P, nous cherchons donc un sous-groupe Gy C P dont l'action adjointe préserve
individuellement les composantes de la graduation de g_. Les hypotheses algébriques sur la
géométrie de Klein parabolique infinitésimale (g,p) imposent alors (& indices fini pres) a Gy
de préserver chacune des composantes de la graduation de g (voir par exemple [CSOQ, Lemma
3.1.3]), ce qui nous ameéne & introduire le sous-groupe de Levi

Go={g9€P|Vi=—k,... .k Ad(g) = g} (3.2.2)

de la géométrie de Klein parabolique X = G/ P, qui est un sous-groupe fermé de G d’algebre de
Lie go (voir par exemple [CS09, Lemma 3.1.3]).

En notant m_: g — g_ la projection sur g_ parallélement & p, nous désignons par Ad~ la
représentation de P sur g_ définie pour p € P et v € g_ par

Ad™(p) - v =m_(Ad(p) - v). (3.2.3)

La projection m_ induit un isomorphisme de g/p vers g_ qui est équivariant pour les actions Ad et
Ad™ de P sur g/p et g_. Puisque G préserve g_, pour tout g € Gy on a simplement Ad™ (g) =
Ad(g)|g_, et puisque Ad(Go) préserve la graduation de g par construction, on a finalement
Ad™(Gy) C Aut?y"(g—). Notons enfin que Ad|p: P — GL(g) est injective par hypothese sur la
géométrie de Klein parabolique G /P, donc Ad™|g,: Go — Ad™ (Gp) est un isomorphisme. ?

9. C’est ici que notre hypothese (Ker Ad) N P = {id} joue son réle. Elle nous permet en effet de définir une
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Définition 3.2.7. Nous appellerons G-structure filtrée modelée sur G /P sur une variété M un
couple ({TM?},R), ou la filtration {TM?} fait de M une variété filtrée localement modelée sur
g—, et o R est une Ad™ (Gyp)-réduction de R (M).

Les Go-structures filtrées sont les structures géométriques de base que nous considérons
sur les variétés. L’objectif du reste de ce chapitre est d’expliquer pourquoi ces structures sont
équivalentes a des géométries de Cartan normales modelées sur X. Le travail restant pour une
géométrie de Klein parabolique X = G/P donnée et en présence d’une structure G-invariante
Sx sur X, est de comprendre pourquoi la donnée d’une Gg-structure filtrée sur une variété M
est équivalente a une structure géométrique Sys sur M, « de type Sx ».

Exemples 3.2.8. 1. Dans le cas de ’espace modele X, 11 des structures Lagrangiennes de contact,
nous verrons qu’'une structure Lagrangienne de contact sur une variété de dimension 2n + 1 est
équivalente a une Gy-structure filtrée modelée sur Xag, 1 (voir chapitre 4, proposition 4.1.4).

2. Dans le cas de la sphére conforme S™ = PO(1,n+ 1)/P la filtration d’une Gy-structure filtrée
est triviale, donc R (M) est simplement le fibré des reperes de TM, et toute l'information est
contenue dans la Go-réduction de R(M). On vérifie que Gy est dans ce cas le groupe conforme
Conf(R"™) =~ O(n) x R* de 'espace euclidien R™ (voir [CS09, §4.1.2]), ce qui montre que toute
Go-réduction de R(M) est équivalente a une structure Riemannienne conforme, i.e. & une classe
conforme de métriques Riemanniennes. Dans le cas de la sphére CR PSU(1,n+1)/P, la filtration
d’une Gp-structure filtrée est de longueur deux, et on montre qu'une Gg-structure filtrée est
équivalente a une structure presque CR non-dégénérée et partiellement intégrable (voir [CSO9,
§4.2.4)).

3.2.1.c Isomorphismes de Gy-structures filtrées

Soient S; = ({TMi},R1) et So = ({TMi},R2) deux Go-structures filtrées modelées sur
G/ P, respectivement définies sur deux variétés My et M. Si f: My — My est un difféomor-
phisme préservant les filtrations, 4.e. tel que f*TM4 = TM{ pour tout 4, alors D f: TM; — T My
induit un isomorphisme D9 f entre les fibrés gradués associés (caractérisé pour tout i par
D9 fopl = p? o Df, on pf: TM}{ — (T My); désigne la projection canonique pour k = 1
ou 2). Il existe de plus un relevé naturel de f en un isomorphisme

FO:R(TS M) — R(TE My)

que nous appellerons prolongation de f, défini pour tout u € R(T8 M;) au dessus de x € M,
par f(D(u) = DY f o u € R(T8 My). Cette définition montre immédiatement que f(1) est bien
GL(g—)-équivariant (car 'action de GL(g_) est a droite). De plus, 'égalité f.[X,Y] = [f. X, f.Y]
pour deux champs de vecteurs X et Y sur My assure que si u: g— — T8 M; est un isomorphisme
d’algebres de Lie graduées pour le crochet de Levi sur My, alors f()(u): g — T& M, en est
un pour le crochet de Levi sur M. En d’autres termes, f(1) se restreint en un isomorphisme de

R (M) sur R& (Ma).

Définition 3.2.9. On dira qu'un difféomorphisme f: M} — Ms est un isomorphisme entre deux
Go-structures filtrées S; = ({TMi},R1) et So = ({TMi},R2) de méme modele, si f*TMi =
TM; pour tout i, et si f(D(R) C Ro.

FEzemple 3.2.10. Soit £ une structure Lagrangienne de contact sur une variété M. Alors les
automorphismes de £ sont exactement ceux de sa Gy-structure filtrée associée (voir exemple
3.2.8 et proposition 4.1.4).

Go-structure filtrée simplement comme une réduction du fibré des repéres gradués. Si Ad|p n’était pas injective,
nous devrions définir une Go-structure filtrée comme un morphisme allant d’un Go-fibré principal abstrait dans
R (M), ce qui nous plait moins.
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3.2.2 (Gy-structure filtrée induite par une géomeétrie de Cartan réguliere

Nous montrons maintenant que toute géométrie de Cartan C = (7: M — M,w) modelée sur
G/P induit sur M une Gy-structure filtrée de méme modele.

La filtration induite sur M est aisée a définir. En effet pour tout ¢ = —k, ..., k, la distribution
TM! = w!(g%) est P-invariante sur M par P-équivariance de w, et passe donc au quotient sur
M. Puisque TM? est Despace vertical du fibré 7: M — M car g? = p, toutes les composantes
positives de la filtration de la filtration {TM 1; s’annulent une fois projetées sur M, mais ses
composantes strictement négatives définissent en revanche une filtration non-triviale de TM.
Pour tout ¢ = —k, ..., —1, notons

TM = 7. (w™(g")) (3.2.4)

la sous-distribution obtenue en projetant TM' sur M. Nous appellerons {TM i}i:—k,...,—l la
filtration induite sur M par la géométrie de Cartan C (ou par la connexion de Cartan w si le
fibré M est fixé). Le résultat ci-dessous nous donne une condition sur la fonction de courbure
K de la géométrie de Cartan C pour que (M, {TM?}) soit une variété filtrée.

Lemme 3.2.11. La filtration induite sur M par la géométrie de Cartan C est préservée par le
crochet de Lie des champs de vecteurs si, et seulement si pour tout i,7 < 0, K(g;,9;) C g'*7.

Démonstration. Soient i,j < 0. Alors TM* et TM7 sont tous deux contenus dans TMH+1
et de la méme maniére que dans le lemme 3.2.2 au sujet du crochet de Levi, on en déduit que
I’application { ‘ o
T: T(TMY xI'(TM7) — T(TM/TM™*i+)
&n) — &l

est C*°-bilinéaire. Ceci nous autorise a calculer la valeur de T & partir de n’importe quel couple
de sections locales de TM?® et TM7. En particulier, pour & € M, v = m(), v € T,M" et
w € T,M7, on peut choisir les extensions ¥ et 1w données par le lemme 3.1.19. En effet, ¥ et
W restent respectivement a valeur dans TM? et TM7 selon la remarque 3.1.20. Par conséquent,
T (v,w) = [, %], est selon la relation (3.1.8) la classe de D7 o wj *([V, W] — Kz(V,W)) dans
T, M/T,MTI+ ot V € g; et W € g; vérifient v = Dymow; (V) et w = Dam 0w ' (W). Or
le crochet de Lie respecte la filtration {TM}’ si, et seulement si T}, (v, w) € Ty M+ /T, MHi+L,
ce qui est donc le cas si, et seulement si [V, W] — K;(V, W) € g"*J par définition de la filtration
induite par C. Puisque [V, W] € g"*/ car g est une algébre de Lie graduée, ceci est précisément
équivalent & K;(V,W) € g"*7, ce qui termine la preuve. O

Nous supposons désormais que K vérifie la condition du lemme 3.2.11, si bien que (M, {TM*})
est une variété filtrée dont nous notons p: R& (M) — M le fibré des repéres d’algebres de Lie
graduées. Pour commencer, nous associons a tout point & € M un repere de l'espace vectoriel
gradué T& M, avec z = w(Z). Pour tout —k < i < —1, Dgmwo w;l envoie g; sur T, M par
définition de la filtration induite par C. De plus pour V' € g;, si D7 o w; ' (V) € T, M+, alors
Ve gt +p c gt donc V = 0 puisque V € g;. En notant p;: TM? — T8 M; la projection
canonique, ceci montre que

O (&) g, = pi o Damowy g, : gi = TEM; (3.2.5)

est un isomorphisme de g; sur T¢" M; pour tout —k < i < —1. On note P¢(%): g — TEM le
recollement de ces applications, qui est par construction un repére de ’espace vectoriel gradué
Te'M. L’équivariance de w montre facilement que I'application lisse ®¢: M — R(T& M) que
nous venons de définir est équivariante pour le morphisme Ad™: P — GL(g_) (ceci est analogue
a la preuve de la relation d’équivariance (3.1.2) prouvée précédemment pour les isomorphismes

A

iz). Un bon candidat pour une réduction de R8"(M) semble donc étre ®¢(M). La sous-algebre
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nilpotente py == g1 @ - - - P gr de p nous sera utile pour confirmer cette intuition. Elle vérifie la
décomposition suivante dont on peut trouver une preuve dans [CSOQ, Theorem 3.1.3].

Lemme 3.2.12. L’application (g, X) € Gy X p1 — gexp(X) € P est un difféomorphisme.

En particulier, P, = exp(p4) est un sous-groupe fermé de P, distingué dans P car Ad(P)
préserve p4. De plus P = Gy P4, et 'inclusion de Gg dans P induit un isomorphisme de Gy sur
P/P,.

Lemme 3.2.13. 1. L’application ®¢ est constante sur les fibres de Py.
2. Son image Re = Pc(M) est contenue dans le sous-fibré R& (M) des repéres d’algébres de Lie
graduées si, et seulement si pour tout i,j < 0, K(gi,9;) C gL, Dans ce cas, ®c(M) est une

Ad™ (Go)-réduction de R (M).

Démonstration. 1. Soient & € M, X € p,. et p = exp(X). Pour montrer que ®¢ (i - p) = D¢ (),
nous devons montrer pour tout —k < i < —1 que Dj.pwowgi—Djwowgl = Dymow; To(Ad(p)—id)
envoie g; sur Tr) M “+1 Par définition de la filtration induite par C, ceci revient & montrer
que (Ad(p) —id)(g;) C ¢*!. Or Ad(p) = exp(ad X) et X € py, donc pour tout V € g,
Ad(p) V-V = [X,V]+3[X,[X,V]]+-- € g""! car le crochet de Lie de g préserve sa filtration.
2. Fixons i,j < 0. Soient & € M,z = 7(2), ainsi que v € T,M*® et w € T, M’ de projections
v = pi(v) € T8 M; et w = pj(w) € T&M; dans les gradués associés. Soient V € g; et W € g;
tels que v = ¢(2)(V) et w = Pe(2)(W). Avec v et w les champs de vecteurs prolongeant v
et w donnés par le lemme 3.1.19, le crochet de Levi de v et w vaut L, (v,w) = pi4;([0,0];) =
®c(2)([V, W]) = pitj o Damow; *(K4z(V, W)) selon la relation (3.1.8) et par définition de ®¢. Or
®¢ (%) est un morphisme d’algebres de Lie si, et seulement si ®¢(2)([V, W]) = L,(v,w), ce qui
équivaut & D7 o wy H(Kz(V,W)) € T, M7+ selon la relation précédente, i.e. & Kz(V,W) €
g *! par définition de la filtration induite par C.

Supposons @c(M ) contenu dans R&"(M). Soit & € M et p € P, que l'on décompose sous la
forme p = gp4 avec g € Gy et py € Py grace au lemme 3.2.12. Puisque ®¢(Z - gp4) = Pc(Z - g)
selon le premier résultat du lemme, on a ®¢(% - p) = $c(Z) o Ad™ (g) par Ad™-équivariance de

A

®c. Ceci montre précisément que ®¢(M) est une Ad™ (Gy)-réduction de R (M). O

Les lemmes 3.2.11 et 3.2.13 motivent l'introduction d’une classe particuliere de géométries
de Cartan.

Définition 3.2.14. Une connexion de Cartan modelée sur G/ P sera dite réguliére si pour tous
i,j < 0, sa fonction de courbure K vérifie K (g;,g;) C g"7/ L. Une géométrie de Cartan sera dite
réguliére si sa connexion de Cartan l'est.

Nous résumons les résultats obtenus dans 1’énoncé suivant.

Proposition 3.2.15. 1. Toute géométrie de Cartan réguliere C = (M,w) sur une variété M
induit sur M une Go-structure filtrée ({TM'}, R¢) de méme modéle que C, que nous noterons
Sc. Nous dirons également dans ce cas que C est une géométrie de Cartan admissible pour la
Go-structure filtrée Sc.

2. L’application ®¢: M — Re est un P, -fibré principal.

3. Soit Cy et Co deux géométries de Cartan régulieres de méme modéle sur deux variété M, et
Ms. Alors tout isomorphisme entre les géométries de Cartan C1 et Co est un isomorphisme entre
les Go-structures filtrées induites Se, et Sg,.

Démonstration. 1. Ceci résume les résultats des lemmes 3.2.11 et 3.2.13.

2. C’est une reformulation du fait que ®¢ est P, -invariante, prouvé au lemme 3.2.13.

3. Soit f : My — M, le relevé P-équivariant de f tel que f*wQ = wy. Il est immédiat d’apres
la définition des filtrations induites que f*TM3& = TM} pour tout i < 0. Il nous reste donc &
montrer que la prolongation f(1) de f vérifie f)(R¢,) C Re,, et il suffit pour cela de montrer
que f) o e, = B, 0 f. Or pour tout & € M, par définition de fO) on a bien f®) o Oc, (2) =
p; © Df(j)m o (wg)f(i) = P¢, o f(&) car ffwa = wy. d



62 CHAPITRE 3. PROBLEME D’EQUIVALENCE POUR LES GEOMETRIES PARABOLIQUES

3.2.3 Existence d’une géométrie de Cartan admissible

Nous souhaitons maintenant remonter de la structure sur la base vers la géométrie de Cartan.
Ayant fixé sur M une Go-structure filtrée S = ({TM'}, R) modelée sur X, construisons sur M
une géométrie de Cartan modelée sur X dont la Gp-structure filtrée induite est S. Nous noterons
p: R — M la restriction & R de la projection canonique du fibré R8"(M).

Une premiere étape importante pour se rapprocher d’une géométrie de Cartan est d’associer
a S des 1-formes a valeurs dans des algebres de Lie. La filtration de TM se reléve naturellement a
R en une filtration Ad~ (Gp)-invariante en posant TR! = p*TM* pour tout i = —k, ..., —1. Pour
tout —k < i < —1, nous définissons une 1-forme ©;: TR’ — g; appelée i°™¢ forme tautologique
partielle de R en posant pour u € R et v € T, R :

(©i)u(v) = u™ ! (ps © Dup(v)). (3.2.6)

Rappelons qu'avec z = p(u), u: g— — T8 M est un isomorphisme qui respecte les graduations,
et que p;: TM?® — T8 M; est la projection canonique. Les 1-formes différentielles partielles ©;
constituent ’analogue naif de la forme tautologique du fibré des repéres dans le cadre filtré. Ce
sont les prémisses de la connexion de Cartan que nous cherchons, et nous allons les compléter
dans le résultat suivant.

Proposition 3.2.16. Pour toute Go-structure filtrée S = ({TM*}, R) modelée sur X, il existe
une connexion de Cartan réquliére w définie sur le P-fibré principal R:=R Xa, P et a valeurs
dans g, telle que S soit induite par la géométrie de Cartan (ﬁ,w). En particulier, toute G-
structure filtrée est induite par une géométrie de Cartan réguliere.

Démonstration. Définissons tout d’abord le P-fibré principal dont il est question. L’action a
droite de G sur R x P définie par (u,q)-g = (u-Ad (g),g 'q) pouru € R, ¢ € P et g € Gy, est
libre et propre. On peut donc considérer son quotient R = (R x P)/Gg qui est noté R x¢g, P.
Nous noterons [u, q] la classe de (u,q) € R x P dans le quotient R. Alors [u,q] - ¢ = [u,qq]
définit une action & droite de P sur R qui fait de la projection m: [u,q| € R p(u) € M
un P-fibré principal, avec p: R — M la Ad™ (Gp)-réduction R de notre Gy-structure filtrée S.
Laissons provisoirement de c6té le P-fibré principal R pour nous préoccuper de la connexion de
Cartan.

Une connexion de FEhresmann sur R est une l-forme a: TR — go qui est équivariante
(i.e. vérifie Rja = g~ ! o pour tout g € Ad™(Gy)), et qui reproduit l'action des champs de
vecteurs fondamentaux (i.e. vérifie a(XT) = X pour tout X € Lie(Ad™(Gp)), avec XT(u) =
%hzou -exp(tX) pour u € R). Cette seconde condition assure en particulier que Kera est
transverse aux fibres de p: R — M en tout point.

Fait 3.2.17. 1l existe une connexion de Ehresmann « sur R.

Schéma de démonstration. La condition o(XT) = X impose la valeur d’une connexion de Eh-
resmann dans la direction de la fibre de p, et on vérifie facilement qu’elle assure également
I’équivariance de « dans ces directions. Pour définir o dans les autres directions, on procede
localement. Sur un Gy-fibré principal trivial U x Gy — Gp, on peut poser a = 0 dans la direc-
tion horizontale TU, pour obtenir une connexion de Ehresmann locale. 11 suffit alors de recoller
par une partition de l'unité les 1-formes ainsi définies sur des trivialisations locales du fibré
p: R— M. O

L’orthogonal de TM ~**! pour une métrique Riemannienne lisse sur M fournit un supplé-
mentaire lisse S de TM ~*+1 dans TM. Notons 7_; la projection linéaire de TM sur TM ~++1
parallelement a S. En procédant de méme, on construit pour tout ¢ = —k 4+ 1,..., —1 un mor-
phisme lisse et surjectif 7;: TM — TM? de fibrés vectoriels qui est une projection sur TM®
(i.e. tel que m;|pppi= idppsi), et Pon complete tout ceci par 7_j = idys. Notons H = Ker « le
noyau de notre connexion de Ehresmann, ainsi que H* :== H N TR pour tout i = —k, ..., —1.
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Puisque H est transverse a Ker Dp, Dp|g: H — TM est un isomorphisme en tout point, et
on peut donc relever 7; en un morphisme lisse et surjectif m;: TR — H® de fibrés vectoriels
qui est une projection sur H' (caractérisée par Dp o m; = 7; o Dp). De plus, m;(H?) C TM® par
construction, et m; est Ad™(Gp)-invariante car Dp l'est. Nous pouvons finalement définir une

1-forme ©: TR — g_ & gg en posant © = Zi;lfk ©; om; + «.

Fait 3.2.18. O est un isomorphisme en tout point, et est Ad™ (Gp)-équivariante.

Démonstration. Supposons que O(v) = 0 pour v € TR. Alors a(v) = 0 donc v € H = H*,
or m_g|g= idy donc m_g(v) = v et par suite O_g(v) = 0. Selon (3.2.6), ceci signifie que
p_r oDp(v) =0, i.e. que Dp(v) € TM~**! et donc que v € TR~ N H = H=**+1. De proche
en proche, on montre finalement que ©_;(v) = 0 donc v € (Ker Dp) N H = {0}. Ceci montre
que © est un isomorphisme en tout point.

Par construction, ©; est Ad™(Gp)-équivariante pour tout i = —k, ..., —1. En effet pour tout
g € Ad™(Gp), u € R et v € TyRY, (0;)ug(DuRy(v)) = g7' o u™(p; 0 Dygp 0 Dy Ry(v)) =
g tou "t (p; o Dyp(v)) = g7t 0 (0;)u(v). Puisque m; est Ad™(Go)-invariante, on en déduit que
O, o m; est également Ad™ (Gp)-équivariante. Or a I'est car c’est une connexion de Ehresmann,
donc © est bien équivariante. O

Revenons maintenant au P-fibré principal R = (R x P)/Go défini au début de la preuve.
Soulignons que R se plonge de maniere Gg-équivariante dans Rviatiu € R — [u,e] € R
(v(u-Ad™(g)) = t(u) - g pour tout g € Gyo). De plus, ¢: (u,q) € R x Py + 1(u) -q € R est
un difféomorphisme. En effet pour # € R, il existe v € «(R) dans la fibre de 2, i.e. il existe
q € P tel que & = u - q. Or selon le lemme 3.2.12, il existe g € Gg et r € Py tels que ¢ = gr,
et u-g € 1(R) car ¢ est Gp-équivariante, donc & € «(R) - r. Ceci montre que ¢ est surjective,
qui est par ailleurs un difféfomorphisme local par théoréme d’inversion local, et est clairement
injective. Pour tout (u,q) € R X Py, en notant &z =u-q, ¢: (v,X) € T,R X p4 — Dye(v) + X:{
est un isomorphisme linéaire. Les identifications ¢ et ¢ nous autorisent a définir une 1-forme
w: TR — g par la formule suivante, pour u € R, ¢ € Py, v € TyR et X € p4, en notant
z=1ulu) q:

wi(Dyuy Ry © Dut(v) + X1) = Ad(q) ™ 0 0, (v) + X.

Cette 1-forme est un isomorphisme en tout point car TR = T(:(R)) & Ker Dr et © est un
isomorphisme en tout point. L’équivariance de © et ¢ ainsi que celle des champs de vecteurs
fondamentaux assure que w est P-équivariante. Enfin, w reproduit les champs de vecteurs fon-
damentaux de l'action de Py sur R par construction, et reproduit les champs de vecteurs fon-
damentaux de l'action de Gy car « est une connexion de Ehresmann. Finalement, w est une
connexion de Cartan sur R, et il ne nous reste donc plus qu’a vérifier que la Go-structure filtrée
induite par C = (R,w) est bien la Go-structure filtrée d’origine S = (R, {TM?}).

La définition de w assure que pour tout i = —k,...,—1, t*(w™!(g")) = TR = p*TM"*. Or
oL =p: R — M par construction, d’ott t*(w=*(g%)) = ¢*(7*TM?), donc w=*(g*) = 7*TM?, i.e.
la filtration induite par C est bien {TM?*}. Soit u € R et & := ¢(u). Alors selon (3.2.5) pour tout
—k <i < —1, ®(d)|g;= pioDamow; g, i-e. Pe(#)|g= pi 0 Dupo Oy |y, par définition de w et
car mo ¢ = p. Or par définition des formes tautologiques partielles on a p; o Dyp = u o (0;),, sur
TR (voir (3.2.6)), d’ott @¢(£)|g,= u0(0;)u 0Oy g On veut montrer que Pc(%)]q,= ulg,, et il ne
nous reste plus qu’a montrer que pour V € g;, avec v := O, 1(V) € TR, on a O, (v) = (6;),(v).
Or © se restreint en un isomorphisme de H sur g_ donc a(v) = 0, et par ailleurs s’il existait
J # 1 tel que (©;), omj(v) # 0, alors ©,(v) = V n’appartiendrait pas a g,. Puisque m;|p,= idp;,
on a donc ©,(v) = (0;)4(v).

On a donc montré que ®¢or = idg. Puisque ®¢ est Py-invariante selon le lemme 3.2.13, cela
montre que ®¢(R) = R. En particulier ®¢(R) est contenu dans R& (M) donc C est régulicre
selon la proposition 3.2.13, et sa Gg-structure filtrée induite est bien égale a S. O
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3.3 Condition de normalisation

Différents choix sont faits dans la preuve de la proposition 3.2.16, aboutissant a différentes
géométries de Cartan qui induisent la méme Gy-structure filtrée. L’étape difficile, et dans laquelle
réside tout I'intérét d’une résolution générale du probleme d’équivalence, est de distinguer parmi
toutes celles-ci une géométrie de Cartan de référence, ce qui sera nécessaire pour étudier la
structure sous-jacente. Notre probleme est donc de distinguer, parmi toutes les connexions de
Cartan possibles, celles que nous allons autoriser et que nous nommerons normales. Dans cette
section, nous allons motiver 'introduction de la condition de normalisation pour comprendre son
origine et son intérét, en admettant provisoirement certains résultats qui seront prouvés dans la
section suivante.

3.3.1 Ce que l'on attend d’une condition de normalisation

Nous connaissons d’ores et déja l'importance de la fonction de courbure d’une géométrie
de Cartan, car 'annulation de la courbure caractérise les géométries de Cartan localement iso-
morphes a X selon le théoreme 3.1.16. Il semble donc raisonnable, pour chercher a contraindre
une connexion de Cartan, de contraindre sa courbure. Cette derniére est P-équivariante et prend
a priori ses valeurs dans L(A%(g/p),g). La contraindre consiste donc & choisir un sous-espace
P-invariant W de L(A%(g/p), g), que nous appellerons module des courbures normales, qui soit
de dimension assez petite pour obtenir I'unicité voulue, et assez grande pour qu’il existe bien
une connexion de Cartan vérifiant cette condition et induisant la Gg-structure filtrée d’origine.
Nous dirons qu’'une connexion de Cartan est normale si elle est réguliére et si sa courbure prend
ses valeurs dans Wi, et nous dirons qu’une géométrie de Cartan est normale si sa connexion
de Cartan est normale. Admettons provisoirement que ’on ait trouvé un module des courbures
normales Wy vérifiant la propriété de quasi-unicité locale suivante.

Proposition 3.3.1. Supposons que H'(g_,g)' = {0}, et soit 7: M — M un P-fibré principal
trivialisable. Si & et w sont deux connexions de Cartan normales sur M d valeurs dans g qui in-
duisent la méme Go-structure filtrée sur M, alors il existe un automorphisme ¢ de M recouvrant
idps et tel que p*@ = w.

Ce résultat sera prouvé et précisé a la proposition 3.4.6, pour se libérer de I’hypothese de
trivialité du fibré de Cartan et obtenir une quasi-unicité globale de la connexion normale associée
a une Go-structure filtrée. Nous laissons provisoirement de c6té I'hypothese H'(g_, g)! = {0}, qui
est une condition algébrique sur le couple (g, g—) que nous discuterons plus bas (voir paragraphes
3.3.2.a, 3.3.2.b et 3.4.1.a). Pour le moment, la quasi-unicité locale d’une connexion normale est
exactement ce dont nous avons besoin pour relever les isomorphismes de la Gy-structure filtrée
aux fibrés de Cartan.

Proposition 3.3.2. Supposons que H'(g_,g)! = {0}. Soient Cy et Cy deux géométries de Cartan
normales de méme modéle sur deux variétés My et Msy. Alors tout isomorphisme entre les G-
structures filtrées induites S¢, et Sc, est un isomorphisme entre les géométries de Cartan Cy et
Cs.

Démonstration. Notons C; = (Ml,wl) et Cy = (Mg,wg) les géométries de Cartan normales, et
soit f: My — My un isomorphisme de Sg, sur Sg,. Il existe un recouvrement ouvert {U;} (res-
pectivement {V;}) de M; (resp. My) tel que le P-fibré principal M, (resp. My) soit trivialisable
au dessus de chaque U; et chaque V; (i.e. tel que 7T1_1(Ui) ~ U; x P et 7r2_1(VZ-) ~ V. x P de
manieére P-équivariante). Pour de tels recouvrements, il existe pour tout couple d’indices i, j tel
que W;; = U; N f~1(V;) # @ un relevé P-équivariant ¢; ;: VAV” =1 t(Wiy) — 73 H(f(Wij)
de flw,,; (sur un fibré principal trivial U; x P, il suffit en effet de poser ¢; j(x,p) = (f(x),p)).
Posons w := ¢; jwa, et notons C la géométrie de Cartan (Mﬂwi,j,w) (ou lewi,j désigne le P-

fibré principal 71|y, @ Wi; — Wi ;). Alors flw, , est par construction un isomorphisme entre
»J >

W;
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les géométries de Cartan C et Ca|g (W, ;)» puisqu’il se releve en une application P-équivariante
¢;,j entre leurs fibrés de Cartan telle que ¢; jw2 = w. Selon la propositon 3.2.15, f]W” est donc
un isomorphisme entre les Gg-structures ﬁltrees induites Sc et Sc, | w;,)- Or [ est par hypo-
these un isomorphisme de Sg, sur Sc,, donc S¢ = S¢, |w; ;- Par ailleurs, w est une connexion
de Cartan normale. En effet puisque wy est supposée normale, sa courbure K prend ses valeurs
dans le module Wi des courbures normales, et la courbure de w = ¢; ;ws étant égale a K o ¢; j,
elle prend donc également ses valeurs dans Wy . Finalement C et Cl\W,,j sont deux géométries
de Cartan normales, dont les fibrés de Cartan sont trivialisables, et induisant sur W; ; la méme
Go-structure filtrée. Selon la proposition 3.3.1, il existe donc un automorphisme ;; du fibré
principal M1|Wi7]. au dessus de idyw, ;, tel que ¢ ;w = w; en restriction a W, ,j)- L’application

®; ; == ¢; jo1); j est alors un relevé P equlvarlant de f |Wm— entre les fibrés de Cartan Ml’Wi,j et

Mg]f , vérifiant @ jwe = wi.
Or selon la propos1t10n 3.1.7, un tel relevé de f|w, ; est unique s’il existe. Les applications ®; ;

se recollent donc en une application P-équivariante globale ®: My — M telle que P*wy = w1,
qui est un relevé de f: My — Ms. Ceci montre que f est un isomorphisme de géométries de
Cartan, et termine la preuve. O

Ce résultat est exactement celui que nous souhaitions obtenir, car il nous assure une réelle
équivalence entre les structures sur la base et les géométries de Cartan normales associées.
Notre objectif est donc désormais de trouver un module de courbures normales Wy vérifiant la
proposition 3.3.1.

3.3.2 Différence entre deux connexions de Cartan admissibles

Rappelons que n_: g — g_ désigne la projection sur g_ parallelement & p, et induit un
isomorphisme entre la représentation Ad de P sur g/p et sa représentation Ad~ sur g_ (définie
par Ad™(p) - v = w_(Ad(p) - v)), par lequel nous identifions ces deux représentations (voir
(3.2.3), paragraphe 3.2.1.b). Jusqu’a la fin de ce chapitre, nous utiliserons cette identification
pour interpréter la courbure K de toute géométrie de Cartan modelée sur G/P comme une
application sur M & valeurs dans L(A%g_,g), et équivariante pour 'action de P.

Afin de trouver un bon candidat pour le module des courbures normales, notre premier travail
consiste a « mesurer » la différence entre les courbures de deux connexions de Cartan induisant
la méme Gp-structure filtrée sur la base. Pour le faire efficacement, deux notions algébriques
nous seront utiles.

3.3.2.a Cohomologie de g_ a valeurs dans g

Pour tout d € N, on appelle C%(g_,g) = L(A%_,g) le k™ espace de cochaines de la
cohomologie de g_ & valeurs dans g. Par convention C%(g_,g) = L(Ag_, g) = g, et on remarque
que la courbure K dune géométrie de Cartan modelée sur G/ P est a valeurs dans C?(g_, g) =
L(A2g_,g). L’application de cobord 3: C%(g_,g) — C%1(g_, g) est définie de la maniére suivante
pour ¢ € C%g_,g) et Xo,...,Xg€ g_ :

d
06(Xo, ..., Xq) = > _(—1)'[Xs, ¢(Xo, ..., Xi, .., X))
i=0
+ > (CD)M([Xi, Xj], Xoy o Xy, Xy, Xg), (3.3.1)
0<i<yj<d

o X; désigne 'omition de X;. En particulier si v € g on a (0¢)(X) = [X,¢], et si ¢ €
L(g_,g) = Cl(g_,g) on a 9p(X,Y) = [X, p(Y)] + [¢(X), Y] — #([X,Y]). On vérifie que 9o d =
0, de sorte que I'espace B%(g_,g) = 0(C% (g_,g)) des k-cobords est contenu dans ’espace
Z%g_,g) = Kerd c C%g_,g) des k-cocycles. Leur quotient H%(g_,g) := Z%g_,9)/B%g_, )
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est appelé k™ espace de cohomologie de g_ & coefficients dans g. On vérifie facilement que O est
équivariante pour l'action adjointe de Gy, car pour tout g € Gy, Ad(g) est un automorphisme
de g_.

La définition des espaces de cochaines, de ’application de cobord et des espaces de cohomo-
logie fait sens pour toute représentation de g_ de dimension finie (voir [CS09, §2.1.9] pour plus

de détails), mais nous utiliserons pour notre part exclusivement la représentation ad.

3.3.2.b Filtration par les degrés d’homogénéités et gradués associés

Soient (V, {V'}) et (W, {W}) deux espaces vectoriels filtrés. Une application linéaire L: V —
W sera dite de degré d’homogénéité k si pour tout i, L(V?) € Witk Par exemple, L préserve
les filtrations si, et seulement si elle est de degré d’homogénéité 0. L’action adjointe de P sur g
est donc de degré d’homogénéité 0. Si L est de degré d’homogénéité k, alors par définition pour
tout | < k, L est de degré d’homogénéité [. En notant L(V, W)k le sous-espace des applications
linéaires de degré d’homogénéité k, {L(V,W)*} est donc une filtration de L(V,W). Nous géné-
ralisons cette notion en disant qu'une application d-multilinéaire L: V} X --- X Vg — W est de
degré d’homogénéité k si pour tout (iy,...,iq), on a L(V}* x --- x Vj*) C Wit+iatk et nous
considérons la filtration {L(V1,...,Vy; ) } par les degrés d’ homogenelte

La sous-algebre g_ est touJours munie de la filtration g = g’ N g_ induite par celle de g.
Pour d € N, nous munirons L(A%g_,g) = C%g_,g) de la filtration par le degré d’homogénéité
des applications. Pour tout [, nous appellerons également gradués associés a la filtration de
C%g_,g) les quotients L(A%_, g)!/L(A%_,g)"*!, que nous noterons gr,(C%(g_,g)) ou encore
L™ (Ag_, g);.

3.3.2.c Formule de changement de courbure

Un détail technique va avoir son importance par la suite. La donnée géométrique que nous
avons associée a une géométrie de Cartan réguliere C est le sous-fibré R¢ = ®¢ (M ) du fibré des
repéres d’algébres de Lie graduées R& (M), qui « oublie » le fibré de Cartan M (& la différence
du plongement ®¢: M — R). Ceci donne un sens géométrique concret a la donnée sur la base,
mais nous oblige a une restriction d’ordre topologique sur les fibrés de Cartan considérés.

Définition 3.3.3. Un P-fibré principal «: M — M sera dit régulier si la projection canonique
M — M /P, admet une section globale Gy-équivariante.

Ceci étant, cette restriction n’entrave en rien notre recherche d’une équivalence entre géo-
métries de Cartan et Gy-structures filtrées, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.3.4. Soit S = ({TM'}, R) une Go-structure filtrée sur une variété M.

1. Le P-fibré principal R=R Xa, P est régulier. En particulier, toute Go-structure filtrée est
induite par une géométrie de Cartan réguliére dont le fibré de Cartan est régulz’er

2. 8i C est une géométrie de Cartan admissible pour S dont le fibré de Cartan M est réqulier,
alors M est isomorphe a R en tant que P-fibré principal au dessus de M .

Démonstration. 1. Rappelons que R=R Xa, P est le quotient de RxP par 'action a droite
de Gy définie par (u,q)-g = (u-Ad ™ (g),g7'q) pour u € R, g € P et g € Gy. En notant [u, ¢] la
classe de (u,q) € R x P dans R,1:u€R— [u,e] € R est un plongement Go-équivariant qui
induit un isomorphisme Go-équivariant i: R — R/Py, et Lo ': R/Py — R est donc une sec-
tion globale Gyp-équivariante. La seconde affirmation découle alors directement de la proposition
3.2.16.

2. Supposons que_ M — M /Py admette une section globale Gy-équivariante o. Selon la Proposi-
tion 3.2.15, ®¢: M — R est un P, -fibré pr1n01pal et induit donc un isomorphisme ®¢ : M /Py —
R de Gy-fibrés principaux. Alors 6 := o o (I)C R — M est un plongement Gg-équivariant qui
induit un isomorphisme [u, ¢] € R — g(u)-q€ M de P-fibrés principaux au dessus de idy;. [
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Remarque 3.3.5. La restriction a '’hypothése de régularité du fibré de Cartan sera en pratique
bénigne, car tout P-fibré principal est localement régulier, comme le montre le résultat suivant.

Fait. Siun P-fibré principal 7: M — M est trivialisable, alors la projection canonique 7 : M —
My = M /P, admet une section globale Gy-équivariante.

Démonstration. Ceci est une conséquence du fait que (g,q) € Go X P+ — gq € P soit un
difféomorphisme (voir lemme 3.2.12). En effet, la projection canonique 7: P — P/Py se restreint
donc en un isomorphisme de Gy sur P/P; dont l'on note ¢: P/Py — Gy la réciproque. Puisque
7 est trivialisable, il admet une section globale o: M — M , et on note p: M — P I'unique
application vérifiant & = o o m(Z) - p(&). Pour xg = my(&), on pose j(xg) = o om(&) - LoTop(T).
On vérifie que ceci définit bien une application j: Ny — M, qui constitue par construction une
section globale t-équivariante de my, ce que ’on cherchait. O

Par conséquent, puisque tout P-fibré principal 7: M — M est localement trivial, il existe
un voisinage ouvert U de tout point 2 € M tel que la restriction de 7 & 7~!(U) soit un P-fibré
principal régulier.

Nous étudions maintenant la différence entre deux connexions de Cartan w et @, modelées
sur G/P et définies sur le méme P-fibré principal 7: M — M. Puisque ces deux 1-formes
reproduisent les champs de vecteurs fondamentaux de 'action de P sur M (voir definition 3.1.6),
elles coincident en particulier sur la distribution verticale de M, et p(2) = (@3 — wz) 0 wy !
s’annule donc sur p pour tout = € M. Par conséquent, puisque Ad~(p) o m— = m_ o Ad(p)
pour tout p € P par définition de Ad™, en posant ¢(&) = p(Z)[;_ pour tout & € M, on a
d(#) o Ad=(p) = @(&) o Ad(p). Ceci montre que ¢: M — L(g_,g) est P-équivariante pour
I'action & droite de P sur L(g_,g) définie par L - p = Ad(p)~' o L o Ad™(p). L’application ¢ est

~

caractérisée pour tout & € M par @; = w; + ¢(&) o m— o w;, ce que nous noterons
W= ({d+pom_)ow.

Le résultat suivant donne une formule de changement de courbure, reliant celle de w (notée K) a
celle de @ (notée K), en fonction de ¢ et d'un « reste » R(¢) de degré d’homogénéité supérieur.

Proposition 3.3.6. 1. Les connexions de Cartan w et @ induisent la méme filtration sur TM si,
et seulement si ¢ est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité 0. Si ¢ est a valeurs
dans les applications de degré d’homogénéité 1, alors elles induisent la méme Go-structure filtrée.
2. Si le P-fibré principal m: M — M est réqulier et si @ et w induisent la méme Gq-structure
filtrée sur M, alors il existe un automorphisme ¢ de M au dessus de idy; tel que 'O —w envoie
w™(g") dans gt pour tout —k <i < —1.

3. Supposons que ¢ est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité | > 1 et que w est
réguliere. Alors & est régulicre, et

K =K+ 0¢+ R(9),
ot R(¢) est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité | + 1 de L(A%g_,g).

Démonstration. 1. Les filtrations de TM définies par @ et w sont égales si, et seulement si pour
tout i < 0, @1 (g") et w™(g") ont la méme projection sur TM, ce qui est le cas si et seulement si
o Hg") Cc wl(g")+Ker Dr. Or Ker D = w™!(p) C w™t(g’) donc w=(g’) + Ker D7 = w=(g").
Puisque @ et w sont des isomorphismes en tout point, les filtrations induites sur TM sont donc
identiques si, et seulement si & 1(g’) = w™1(g") pour tout i < 0. Ceci est équivalent & ce que
@ — w envoie w™!(g’) dans g, i.e. & ce que ¢ soit de degré d’homogénéité 0.

On suppose maintenant que @ et w définissent la méme filtration sur M, et on note C la
géométrie de Cartan (M,@). Selon la définition (3.2.5), ®¢ = @5 si, et seulement si pour tout

~k<i<—l,ona (w;'—@;")(g:) C @7 (g"") pour tout # € M. Ceci équivaut & ¢(g;) C g+!
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en précomposant par W (car w = (1d +¢pom_)ow), ce qui prouve 'implication annoncée.
2. Notons R = ®¢(M) = ®~ (M 1) ’Ad™(Go)-réduction commune définie par les géométries

de Cartan C et C. Selon le 1emme 3.2.13, ®¢ et (I>5 sont P,-invariantes et passent donc au

quotient sur Mo = M /Py en deux applications Gy-équivariantes que nous notons respectivement
Do et 55 (rappelons que Py est distingué dans P, que l'inclusion de Gy dans P induit un

isomorphisme Gy ~ P/Py selon le lemme 3.2.12, et que M hérite d’une action de G ~ P/P,
qui en fait un Go-fibré principal). L’action de Ad™(Gy) étant libre sur R, ces deux applications
sont des isomorphismes Go-équivariant entre My et R au dessus de idyy, et il existe donc un
automorphisme @ de My au dessus de idy; vérifiant 650 ¢ = D¢. Puisque M est régulier,
M — My admet une section globale Gp-équivariante o, ce qui permet de définir un relevé P-
équivariant de ¢ en posant ¢(o(u)-p) = ocop(u)-p pour tout (u,p) € Ny x Py.. Par construction,
 est un automorphisme de M au dessus de idy; qui vérifie P50 ¢ = P¢. Or en notant C' la
géométrie de Cartan (M, p*@), Videntité (3.2.13) montre que ®pr = P50 (car ¢ recouvre idpy).
Par suite ®¢r = ¢, et selon la premiere de la proposition cela implique bien que ¢*@ —w envoie
wt(g") dans gt pour tout —k <i < —1.

3. En particulier, @ et w définissent alors la méme Gy-structure filtrée selon la premiére partie de
la proposition, ce qui impose & & d’étre egalement réguliere selon le lemme 3.2.13. Nous notons
Vv: M — L(g) I’application définie en tout & € M par ¢(2) = ¢(&) o m_. Par construction pour
tout i < 0, ¥(g') C g™ puisque ¢(2) est de degré d’homogénéité I. Nous notons également
® = & —w, qui est une 1-forme vérifiant @; #(v) = ¥(Z) o wz(v). Soient X,Y deux champs de
vecteurs sur M définis au voisinage de & € M, et notons v, w leurs évaluations respectives en &.
Par formule de Cartan, d® (v, w) = v-®(Y)—w-®(X)—;([X, Y]). Puisque ®(Y) = evo(¢,w(Y))
avec ev: (L,v) — L(v) bilinéaire, on a v - ®(Y) = D9(v) - wz(w) + ¥(2)(v - w(Y)). De méme,
w - ®(x) =DY(w) - wz(v) + (&) (w - w(X)). Or dw(v,w) =v- - wW(Y) —w-w(X) —w;([X,Y]) et
@, ([X,Y]) = ¢¥(2)(wz([X,Y])), donc on obtient finalement :

do(v, w) — dw(v,w) = P(dw(v,w)) + DY (v) - w(w) — Dp(w) - w(v).

Par ailleurs :

[©(v), ©(w)] = [w(v), w(w)] = [w(v), ¥ o ww)] + [¢ o w(v),w(w)] + [¢h o w(v), P o w(w)].

Notons Q et Q les formes de courbure respectives de @ et w, et rappelons que la courbure est
définie par Q(v,w) = dw(v,w) + [w(v),w(w)]. On déduit alors des deux égalités précédentes la
relation ci-dessous :

Qv, w) — Qv,w) = [w(v), P ow(w)] + [¥ 0 w(v),w(w)] = Y([w(v), w(w)])
+ [P ow(v), ¥ ow(w)] + (v, w)) + Dp(v) - w(w) = DP(w) - w(v). (3.3.2)

A partir de maintenant, X et Y sont deux vecteurs de g_, et nous notons v = Wi LX) et
w = w; ' (Y), de sorte que Q(v,w) = K(X,Y). Par définition de K, Q(v,w) = K(&(v),o(w)),
donc puisque @ = (id+¢) o w on a en revanche Q(v,w) = K(X,Y) 4+ S(X,Y) en notant
S(X,Y) = K((X),Y) + K(X,%(Y)) + K((X),¥(Y)). Puisque X et Y sont dans g_ et
que 1) = ¢om_, on a par ailleurs [w(v), Yow(w)]+[Ppow(v), w(w)] —Y([w(v),w(w)]) = 0p(X,Y).
En posant R = K — K — d¢, le calcul (3.3.2) nous montre donc que

R(2)(X,Y) = [$(2)(X), p(2) (V)] +4(2) (K (X, Y))+ Dy (v) - Y =Dy (w)- X = 5(X,Y), (3.3.3)

et il nous reste plus qu’a prouver que R(Z) est de degré d’homogénéité [ + 1.

Supposons que X € g° et Y € g/, avec 7,5 < 0. Tout d’abord, S(X,Y) € giti+! car K est
de degré d’homogénéité 1 par régularité, et ¢ est de degré d’homogénéité [ > 1 par hypothese.
Puisque [ > 1, g+ c giti++1 done [1(2)(X), ¥ (2)(Y)] € g+ Par régularité de w,
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K(X,Y) € g7+l et donc ¢(2)(K(X,Y)) € gtiH+1 également. Soit v une courbe passant par
Z telle que 7/(0) = v. Alors Dy(v) - Y = %|s:0¢(’y(s)) .Y est la dérivée d’une courbe a valeurs
dans g/*!, donc Dep(v)-Y € g/t Or j+1>i+j+1+1cari <0, douDy(v) Y € g+l et
pour la méme raison on a Di(w) - X € g7+ Ainsi R(#) est de degré d’homogénéité [ + 1,
ce qui termine la preuve. O

3.3.3 Normalisation par le noyau d’une co-différentielle

La formule de changement de courbure de la proposition 3.3.6 constitue notre point de
départ pour définir le module des courbures normales. Soient @ et w deux connexions de Cartan
reliées par une application ¢ comme au paragraphe précédent, et imaginons un instant que ’on
puisse oublier le reste R(¢) dans la formule de changement de courbure, i.e. que K =K + 0¢.
Supposons de plus que 'on dispose d’'une application linéaire P-équivariante

" : L(A%g_,g) — L(g_,q) (3.3.4)

telle que Imd N Ker 8* = {0}, et enfin que 9: L(g—,g) — L(A%g_,g) soit injective. Puisque
O* est P-équivariante, le sous-espace Ker &* est P-invariant, et si K et K sont toutes deux &
valeurs dans Ker 0%, alors 0*0¢ = 0, donc 0¢ = 0 par hypothese sur 0* et ¢ = 0 par injectivité
de 9. Ainsi @ = w, et Ker 0* semble donc un trés bon candidat pour un module des courbures
normales puisqu’il assure 1'unicité d’une connexion normale, ce qui dépasse nos attentes (voir
proposition 3.3.1).

Bien entendu, la situation est compliquée techniquement par ’existence du reste R(¢) et par
le fait que Kerd est non-nul (ce qui explique que nous ne cherchions pas a obtenir 1'unicité).
Cependant, une co-différentielle de la forme (3.3.4) vérifiant Im 9 N Ker 0* = {0} demeure un
bon candidat pour définir la condition de normalisation, et c’est avec cet objectif en téte que
nous allons définir 9*.

3.3.3.a Codifférentielle de Kostant

Revenons aux espaces de cochaines C%(g_, g) = L(A%_, g) définis précédemment, entre les-
quels nous diposons d'une différentielle Go-équivariante 9: C%(g_, g) — C%*1(g_, g). Nous sou-
haitons maintenant définir une application 9*: C%1(g_,g) — C%g_, g) allant un sens inverse,
et qui soit également une différentielle (i.e. 9*00* = 0). Cependant nous avons vu précédemment
que 0* doit étre non plus seulement Gg-équivariante, mais P-équivariante pour que son noyau
soit P-invariant. Le prix a payer pour obtenir I’équivariance selon P, est de passer par quelques
considérations algébriques.

Soit B la forme de Killing de g. C’est une forme bilinéaire symétrique et G-invariante sur g,
non-dégénérée car g est semi-simple. Notons que B induit un isomorphisme G-équivariant entre
g et g*, défini par X — B(X,-). On peut montrer que la restriction de B & p x p est nulle (voir
[CS09, Proposition 3.1.2]), si bien que B induit une forme bilinéaire symétrique g/p x p, — R
qui est encore P-invariante et non-dégénérée (car B l'est et Blyxp, = 0). On en déduit comme
précédemment un isomorphisme P-équivariant entre p; et (g/p)*, et donc entre py et g* en
utilisant l'identification P-équivariante induite par 7_ entre g/p et g_. Nous disposons donc
finalement de deux isomorphismes P-équivariants p, ~ g* et g* ~ g, qui induisent pour tout
d € N un isomorphisme P-équivariant entre A%p, ®g* et A%g* ®g = C%(g_, g). Nous promettons
a la lectrice que cette débauche d’identifications équivariantes est presque terminée.

En posant C%(p,,g) = L(A%., g), nous reprenons la méme définition (3.3.1) pour le cobord
D, Cpy,g) = C¥(ps, g), qui vérifie bien siir la méme relation 9y, 08,, = 0. L’intérét est ici
que 'action adjointe de P préserve p, si bien que J,, est P-équivariante. Puisque Clp,y,g) =
Ad]:f'jr ® g, le dual de C%(p, g) s’identifie & A, ® g*, et 'application duale de Oy, est donc une
application P-équivariante de A% 1p, @ g* vers A%, @ g*. En utilisant les identifications A%p, ®
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g* = C%g_, g) définies précédemment, on obtient finalement une application P-équivariante

o*: C(g_,g) = Cg_,g),

que nous appellerons codifférentielle de Kostant, et qui vérifie 0* o 9* = 0. Tous nos efforts ne
sont pas vains, car cet objet nous permet de définir la condition de normalisation.

Définition 3.3.7. Nous dirons qu’'une connexion de Cartan est normale si elle est réguliére,
et si sa courbure K vérifie 0*K = 0, i.e. prend ses valeurs dans Ker 0*. Nous dirons qu’'une
géométrie de Cartan parabolique est normale si sa connexion de Cartan est normale et si son
fibré de Cartan est régulier.

3.3.3.b Décomposition de Hodge et gradués associés

A partir de ces deux différentielles allant en sens inverse Pune de I’autre, nous définissons le
Laplacien de Kostant

0:=000"+0"00: C%g_,g) — C%g_,9),

qui est un endomorphisme Go-équivariant de C%(g_, g). La décomposition de Hodge (3.3.5) ci-
dessous nous confirme que nous avons visé juste, car 9* vérifie bien l'identité Im 0N Ker 9* = {0}
que nous cherchions au début de la section 3.3.3.

Proposition 3.3.8. 1. Pour tout d € N,
CHg_,g) =Imd* @ KerO @ Tm 9, (3.3.5)

et de plus Im 0* ® Ker O = Ker 0* et Ker 0 & Im 0 = Ker 0.
2. Pour tout d € N, O préserve Im 0 et Im 9* dans C%(g_,g), et sa restriction ¢ Imd et Im §*
est un isomorphisme.

Démonstration. 1. Voir [CS09, Proposition 3.1.11] et [CS09, Theorem 3.3.1].

2. Soit f € C¥1(g_,g). Alors O0f = 00*0f car 90f = 0, donc Of € Im 9. De méme [10* f =
0*00* f € Im 0%, ce qui prouve la premiéere partie de I’énoncé. Or Ker JNIm 9 = Ker (INIm 0* =
{0} selon la décomposition de Hodge (3.3.5), donc [J se restreint en un isomorphisme de Im d
et de Im 0*. O

On vérifie facilement a partir de sa définition (3.3.1) que 0 est de degré d’homogénéité 0, i.e.
préserve le degré d’homogénéité des applications. Il en va de méme pour 9* puisqu’elle est définie
a partir de d,, , et donc pour . Reprenons les notations de la proposition 3.3.6, et supposons @
et w normales, et ¢ de degré d’homogénéité [ > 1. Selon la formule de changement de courbure,
0*0p = —0*R(¢) est alors de degré d’homogénéité [ + 1, et c’est donc dans le gradué associé
L& (A%g_,g); = L(A%g_,9)!/L(A%g_, g)"*! que I'égalité 9*0¢ = 0 a lieu. Pour pouvoir mener &
bien le raisonnement esquissé au début de la section 3.3.3, tout en prenant en compte le reste
R(¢), nous allons donc avoir besoin d’une décomposition de Hodge au sein des gradués associés.

Toute application linéaire L: V — W entre deux espaces vectoriels filtrés qui préserve les
filtrations {V?} et {W?}, passe au quotient en une application linéaire gr L: @; V¢/Vitl —
©; W /WL entre les espaces gradués associés, définie par (grL)(v) = L(v) pour tout i et
v € Vi Ainsi 9, 0* et O induisent pour tout ! des applications notées grd, gr 9* et grJ entre
les gradués associés L& (A%g_, g);, et la décomposition de Hodge (3.3.5) passe au quotient. Pour
tout [, on a :

L& (A%g_, g); = Im(gr &) @ Ker(gr ) @ Im(gr ), (3.3.6)

ou Im(gr 0*) @ Ker(gr ) = Ker(gr 9*) et Ker(grJ) & Im(gr d) = Ker(grd). De méme pour tout
p € P, l'action adjointe de p préserve la filtration de g et donc celle de L(A%_, g), et induit
ainsi un isomorphisme de L& (A%g_, g);. Ceci induit une représentation de P sur L& (A%g_,g);,
par rapport a laquelle grd et gr [0 sont Gg-équivariantes, et gr 9* est P-équivariante.
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3.4 Equivalence avec les géométries de Cartan paraboliques nor-
males

Nous prouvons maintenant la quasi-unicité d’une connexion normale annoncée a la proposi-
tion 3.3.1, que nous avons utilisée pour relever les morphismes dans la proposition 3.3.2. Nous
allons suivre le schéma de preuve esquissé au début du paragraphe 3.3.3. Il ne nous restera alors
plus qu’a vérifier que toute Gy-structure filtrée réguliere est induite par une connexion normale.

3.4.1 Onu les gradués associés s’expliquent

Nous devons tout d’abord traiter un probleme que nous avons pour le moment laissé de coté.
Au début du paragraphe 3.3.3, nous avions supposé 9: L(g_,g) — L(A%g_, g) injective. Cela est
faux, mais nous verrons plus bas que I’égalité Ker dNL(g_, g)' = d(g') nous suffira pour obtenir
la quasi-unicité.

3.4.1.a Une condition cohomologique

Les hypotheses faites sur la géométrie parabolique infinitésimale, selon lesquelles 1’algebre de
Lie graduée g est semi-simple et g_ est engendrée comme algebre de Lie par g_1, sont cruciales
dans la preuve du résultat ci-dessous que ’on peut trouver dans [CSOQ, Proposition 3.1.2].

Lemme 3.4.1. Soiti >0 et A € g; tel que [g_1,A] =0. Alors A= 0.

Pour tout d € N, la filtration de C%(g_,g) par le degré d’homogénéité des applications
passe au quotient sur I’espace de cohomologie H%(g_,g). En notant 7: Z%(g_,g) — H%g_, )
la projection canonique, on pose H%(g_, g)* := 7(Z%(g_, g)¥). C’est sous la forme suivante que

I’annulation de la premiere composante de cette filtration nous sera utile.

Proposition 3.4.2. Supposons que H'(g_,g)! = {0}. Ceci équivaut a Ker dNL(g_, g)' = d(g'),
et pour tout I > 0, grd est alors un isomorphisme de g'/g! ™! sur Ker(grd) C L& (g_, g);.

Démonstration. La condition H'(g_,g)' = {0} signifie simplement que Kerd N L(g_,g)' C
ZYg_,8) = O(g). Or O étant de degré d’homogénéité 0, on a L(g_,g)' N d(g) = d(g'), d’ou
finalement Ker d N L(g_,g)" = 9(g'). Au quotient, on en déduit que gr d(g'/g*!) = Ker(grd)
L& (g_, g);, et il ne reste donc plus qu’a montrer que Ker(grd) = {0}. Soit A € g/, dont on
note A = A; + --- + A, la décomposition dans la graduation de g, et A la projection dans
g'/g*tt. Supposons que (grd)(A) = 0, i.e. que A € L(g_,g)'T!. Pour v € g_; C g~!, on a
alors Y8 v, A;] = [v, A] = dA(v) € gl. Or pour tout | < i < k, [v,4;] € gi_1, donc [v, 4]

est précisément la composante de [v, A] dans g; 1. Puisque [v, A] € g', on a donc [v, 4;] = 0.
Finalement [g_1,A;] =0, 0r A; € g; avec [ > 0, donc selon le lemme 3.4.1, A; = 0. Ainsi A € g/*!
et donc A = 0, ce qui conclut la preuve de la proposition. ]

Remarque 3.4.3. Cette mystérieuse condition algébrique est en réalité vérifiée pour la plupart
des géométries de Klein parabolique (voir [CS09, Proposition 3.3.7] qui décrit algébriquement
les uniques cas ou elle ne I'est pas!? ). Les seules géométries paraboliques qui ne la vérifie pas
sont les structures projectives et les structures projectives de contact (voir [CS09, p.271]), En
particulier, Xo,+1, la sphére conforme S™ ainsi que la sphére CR PSU(1, n+1)/P vérifient toutes
trois H'(g_,g)! = {0}.

10. Notons que go ne contient aucun idéal simple de g si, et seulement si le noyau de la géométrie de Klein
parabolique est discret (voir [CS09, Proposition 3.1.4]). La condition imposée dans [CS09, Proposition 3.3.7] est
donc trivialement vérifiée dans notre cas.
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3.4.1.b De l’algebre aux fibrés principaux

Nous allons maintenant interpréter la décomposition de Hodge, propriété algébrique ponc-
tuelle sur nos applications 9, 0* et [, en des propriétés sur les appplications équivariantes que
nous allons manipuler.

Rappelons qu'avec py = g1 @ --- @ g et Py = exp(p) le sous-groupe fermé et connexe de
P associé, P est distingué dans P et P/P, est isomorphe & G (voir lemme 3.2.12). Par suite
en notant mo: M — My == M /P4 la projection canonique, la projection : M — M du fibré de
Cartan passe au quotient en un Go-fibré principal mg: My — M.

Pour tout p € P, Ad(p) —id est de degré d’homogénéité 1. En effet, p = exp(v) avec v € p,
donc pour —k < i < ket w € g', Ad(p)-w—w = exp(adv)-w—w = [v, w]+1[v, [v,w]]+- - € gL
En particulier Ad(p) préserve la filtration et induit donc pour tout ¢ un isomorphisme gr Ad(p)
de g'/g"t!l. Mais puisque Ad(p) — id est de degré d’homogénéité 1, gr Ad(p) —id = 0, i.e. Py
agit trivialement sur le gradué associé d g. Cette remarque fondamentale va nous permettre de
prouver la proposition 3.4.4 ci-dessous, qui constitue le passage crucial de ’algeébre aux fibrés
principaux. Par convention, L(A%_,g) = g.

Proposition 3.4.4. 1. Soit d,l € N. Si f: M — L&(A%_,g); est une application lisse P-
équivariante, alors il existe une unique application G- equivariante fo: My — Le"(Ag_, g); telle
que foomy = f, et fo est lisse. Réciproquement si f: My — — L& (A%g_,g); est lisse et Go-
équivariante, alors f fom — Lgr(Adg ,8); est lisse et P-équivariante.

2. Soitl>1, et f: M — L(g_,g)' N (Im 8*) une applzcatwn P-équivariante lisse. Il existe alors
une application P-équivariante lisse ¢: M — L(g_,0)! telle que 0*0¢ et f soient égales modulo
L(g—, )"

3. Supposons que H'(g_,g)! = {0}, et soit f: M — L(g_,0)! une application P-équivariante
lisse, telle que Of est de degré d’homogénéité | + 1 avec | > 1. Il existe alors une application
P-équivariante lisse 1 : M — g', telle que OV et f soient égales modulo L(g_,g)l“.

Démonstration. 1. Tout d’abord, on déduit facilement de la remarque précédant ’énoncé que
l'action de P, sur le gradué associé a L(A%g_, g) est également triviale. Nous le prouvons pour
d = 1 pour éviter d’alourdir notre propos, mais le cas général se traite de la méme maniére. Soit
fellg_,g,pePy,i<0et v € g* . Il suffit de prouver que (p- f)(v) — f(v) € gHT, avec
(p-f)(w) = Ad(p) - F(Ad"(p)~' - v). Or Ad~(p)~' - v — v € g car Ad(p) — id est de degré
d’homogénéité 1, donc f(Ad_(p)_1 -v) — f(v) € g”‘lJrl car f est de degré d’homogénéité [, et
d’autre part Ad(p) - f(v) — f(v) € gt car f(v) € gt

Par suite, 'application P-équivariante f est constante sur les orbites de Py, et ’application
fo(& - Py) = f(&) est donc bien définie. Elle est clairement lisse, et est Go-équivariante car
pour g € Go, fo((&-Py)-g) = fo((Z-9g) - Pr) = f(Z)-g9 = fo(Z- Py) - g. Réciproquement,
I'application f := f o mg est clairement lisse, et est P-équivariante car f est Gy-équivariante, g
est P -équivariante, et Py agit trivialement.
2. La projection de f dans L8 (g_, g); est P-équivariante, et induit donc selon la premiére partie
de la proposition une application Gy-équivariante lisse fy: My — L& (g, g);, telle que foomy = f.
En particulier, fy est & valeurs dans Im(grd*) C L& (g_,g);- Or O est un isomorphisme de
Im 0* selon la proposition 3.3.8, donc gr [ est un isomorphisme de Im(gr 0*). Il existe ainsi une
application ¢ = (gr0)~! o fo: My — Le"(g_, g); & valeurs dans Im(grd*) et telle que (grd) o
g = fo, qui est encore lisse, et qui demeure Gg-équivariante puisque [ 'est. L’application P-
équivariante § = g o my vérifie (grd) o § = f, et nous souhaitons relever § en une application
¢: M — L(g_,g)" qui soit encore P-équivariante. En choisissant une section quelconque de
la projection linéaire L(g_,g)! — L& (g_,g);, il est facile d’obtenir un relevé de §, mais ce
dernier n’aura aucune raison d’étre P-équivariant. Pour trouver un relevé équivariant, il est
utile d’introduire les fibrés vectoriels associés.

Soit E = M xpL(g_,g)" le fibré vectoriel au dessus de M associé & la représentation de P sur
L(g_,g)". Rappelons que E est le quotient de M x L(g_,g)! par I'action & droite de P définie par
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#.v)-p = (2-p,v-p). Toute application P-équivariante o: M — L(g_, g)! correspond & la section
, b b,v-p Pp q @ g-,9 1%

s, de E définie par s, (z) = [&, p(&)], et ceci définit une bijection entre applications équivariantes
lisses et sections lisses du fibré vectoriel associé. Nous notons F le sous-fibré M x p L(g_,g)*!
de E, et G = E/F le fibré quotient, égal a M xp L&(g_,g);. En choisissant une métrique
Riemannienne lisse sur les fibres du fibré vectoriel F, I'orthogonal de F' est un sous-fibré lisse
de E en restriction auquel la projection sur G est un isomorphisme, et on peut utiliser cet
isomorphisme pour relever toute section lisse de G en une section lisse de E.

L’application P-équivariante §: M — L8"(g_, g); est lisse, et correspond donc & une section s
lisse de G, qui se reléve en une section § lisse de F selon la discussion précédente. Cette dernieére
correspond a une application P-équivariante lisse ¢: M — Le"(g_, g)! dont la projection ¢ dans
L& (g_,g); est égale & §. En particulier ¢ est a valeurs dans Im(grd*), donc 0*9¢ et ¢ sont
égales modulo L(g_, g)"*!, puisque (gr 8*)o(gr9*) = 0. Or ¢ et f sont égales modulo L(g_, g)"+!
par définition de g, donc 9*9¢ = f modulo L(g_, g)"*!, ce qui termine la preuve.

3. La projection de f dans L& (g_,g); est P-équivariante, et induit donc une application Gg-
équivariante lisse fo: My — L8"(g_,g); telle que fo o my = f. En particulier, fy est a valeurs
dans Ker(grd) C L% (g_,g);. Puisque H'(g_,g)' = {0}, il existe selon la proposition 3.4.2 une
application g = (grd)~! o fo: My — gt / g'T!, qui reste lisse et demeure Gy-équivariante car 0
I’est. Notons § = g o mg ’application P-équivariante induite. Par le méme procédé que dans la
seconde partie de la proposition, il existe une application P-équivariante lisse v : M — g’ qui se
projette sur §. Par définition de g, on a alors 9y = f modulo L(g_, g)' . O

Remarque 3.4.5. Nous avons traversé dans le résultat précédent le probleme technique principal
concernant la normalisation : nous souhaitons utiliser les applications d et [], mais ces derniéres
ne sont pas P-équivariantes mais seulement Gg-équivariantes. Nous sommes donc bien forcés,
d’une part de nous ramener au Gy-fibré My pour pouvoir appliquer 9 et [, et d’autre part de tout
projeter dans les gradués associés, pour obtenir ’équivalence entre applications Gg-équivariantes
et applications P-équivariantes. Ceci explique 'introduction de My et de la Gg-structure filtrée
associée, et montre également que nous ne pouvons malheureusement pas faire ’économie des
gradués associés.

Nous obtenons finalement une application P-équivariante a valeurs dans un gradué associé
L& (g_, g);, et la difficulté est d’en déduire un relevé dans L(g_, g)! qui demeure équivariant. Nous
avons vu que le passage par les fibrés vectoriels associés permet de contourner ce probleme, car
il est facile de relever une section d'un fibré vectoriel. Dans [CS09], ces fibrés associés sont
des cas particuliers de tractor bundles, au sein desquels les auteurs exposent l'essentiel de la
théorie. Dans la présentation que nous donnons ici, nous nous sommes au contraire efforcés de
ne raisonner qu’avec les applications équivariantes tant que cela est possible, et de souligner
I’unique moment ou 'utilisation d’un fibré vectoriel associé est inévitable.

3.4.2 Quasi-unicité d’une connexion normale

Supposons que la géométrie de Cartan C = (]\2/ ,w) est normale. On rappelle que TM =
w™1(g") pour tout i. Nous pouvons enfin prouver la quasi-unicité d’une connexion normale,
annoncée dans la proposition 3.3.1. Rappelons qu'un P-fibré principal 7 : M — M est dit régulier
si la projection canonique M — M /Py admet une section globale Gy-équivariante, et que tout
P-fibré principal trivialisable est régulier (voir définition 3.3.3 et remarque 3.3.5).

Proposition 3.4.6. Supposons que H'(g_,g)* = {0}.

1. Soit @ une connexion de Cartan normale sur M, telle que pour un certainl > 1, O —w envoie
TM? sur g' T pour tout i < 0. Il existe alors un automorphisme ¢ de M recouvrant idyy, et tel
que ©*@ — w envoie TN sur g™+ pour tout i < 0.

2. Si le P-fibré principal M est réqulier, et si @ est une connexion de Cartan normale sur M
induisant la méme Go-structure filtrée que w, alors il existe un automorphisme ¢ de M recouvrant
idps et tel que p*@0 = w.



74 CHAPITRE 3. PROBLEME D’EQUIVALENCE POUR LES GEOMETRIES PARABOLIQUES

Démonstration. 1. Notons ¢: M — L(g—, g) Papplication P-équivariante telle que & = (id +¢ o
7_)ow, de sorte que I'hypothése faite sur @ est équivalente & ¢ € L(g_, g)'. Selon la proposition
3.3.6, les fonctions de courbure respectives K et K des connexions @ et w vérifient K = K +
0¢ + R(¢) ou R(¢) est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité [ + 1, et puisque
@ et w sont normales, on en déduit 0*0¢p = —0*R(¢p). Or J* est de degré d’homogénéité nul,
donc 0*R(¢) est de degré d’homogénéité [ + 1, si bien que 9*9¢ = 0 dans le gradué associé
L9 (g_,g);. La projection de d¢ dans L9 (A%g_, g); est donc dans Im(grd) N Ker(gr 9*). Mais
cette intersection est nulle selon la décomposition de Hodge (3.3.6), donc d¢ = 0, i.e. ¢ est de
degré d’homogénéité [+1. Selon la proposition 3.4.4, il existe donc une application P-équivariante
¥: M — g, telle que dY soit égale & —¢ modulo L(g_,g)t

Nous définissons une application ¢ de M dans lui-méme en posant o(z) = &-exp(¢(&)) pour
tout 2 € M. Pour p € P, puisque ¥ est P-équivariante on a o(Z-p) = 2-p-exp(Ad(p)~t-y(2)) =
2-p-plexp(y(2))p = p(2) - p, donc ¢ est bien un automorphisme de M au dessus de idy,.
Il ne nous reste plus qu'a vérifier que ¢*@ — w envoie TAM? sur git!*+! pour tout i < 0. En
fixant 2 € M et v € TLM, nous devons donc montrer que (¢*@)z(v) = Wp(z)(Dap(v)) est

égal & w;(v) modulo g"*'*!. Nous utiliserons pour cela les notations suivantes : V = w;(v) et
V= @(v) = V4 @) (V) (V,V €g), § = @&), f = expoyp: M — P, X = (&) € g, et
p = exp(X) = f(2). En notant 0;: p € P — & -p € M Dapplication orbitale en 2, 'égalité
ci-dessous résulte d’un simple calcul de différentielles.

D;p(v) = DiRp(v) + Dpbs 0 Ds f (v) (3.4.1)

Par P-équivariance, @y (Dz Rp(v)) = Ad(p~!)- V. Puisque Ad(p~!) = exp(—ad X), oit X € g!
avec ! > 1,ona Ad(p~")-V = V—[X, V] modulo g'*'+1. Or V- [X, V] = V+6(2)(V) - [X, V] -
[X, 0(2)(V)], et puisque ¢(z) est de degré d’homogénéité [, le dernier terme de cette somme est
dans g'*? lui-méme contenu dans g"+'*1 car [ > 1. Par ailleurs —[X, V] = [V, (2)] = 9y (2)(V)
par définition de 'application de cobord, et ¢(&) + 01 (Z) est de degré d’homogénéité | + 1 par
hypothése. Finalement, on a donc @;(D;R,(v)) = V modulo g+,

D’autre part, D,0; 0o D; f(v) = Deby((f*wp)z(v)), ot wp désigne la forme de Maurer-Cartan
de P (car 0z o f =650 L,-1 0 f). Puisque @ reproduit les champs de vecteurs fondamentaux de
laction de P, on a donc @y(Dpfsz 0o Dz f(v)) = (f*wp)z(v). Or ¢ étant & valeurs dans g, f est a
valeurs dans le sous-groupe connexe H de P d’algebre de Lie g', donc D f est & valeurs dans TH
et f*wp est & valeurs dans wp(TH) = g! C g"*!*! car i < 0. Par conséquent @;(Dy0; 0Dz f(v)) €
g”H-H-l‘

On déduit des deux calculs précédents et de 1'égalité (3.4.1) que (¢*@)z(v) = wz(v) modulo
gt ce qui termine la preuve.

2. Puisque @ et w définissent la méme Gy-structure filtrée et puisque M est régulier, il existe
selon la proposition 3.3.6 un automorphisme ¢; de M au dessus de idy; tel que p]Ww — w envoie
TM' sur gt pour tout i < 0. Selon la premiére partie de la proposition, il existe donc un
automorphisme 9 de M au dessus de idps, tel que (p1 0 w2)*@ — w envoie TM? sur g+2 pour
tout ¢ < 0. En appliquant 2k — 1 fois supplémentaires la premiere partie de la proposition, et en
composant les automorphismes obtenus, on aboutit finalement a un automorphisme ¢ de M au
dessus de idy, tel que p*@ —w envoie TM? sur g2k 1 pour tout i < 0. Ceci impose p*@ —w = 0
car gF*t! = {0}, donc ¢ vérifie la propriété voulue. O

3.4.3 Existence d’une connexion normale

La proposition 3.2.16 nous a montré que toute Gg-structure filtrée est induite par une géo-
métrie de Cartan réguliere (M ,w). Il ne nous reste plus qu’a modifier w en lui « ajoutant » une
application ¢: M — L(g—, g) bien choisie, afin d’obtenir une connexion de Cartan normale. Nous
désignons par K la fonction de courbure de w.
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Proposition 3.4.7. 1. Supposons qu’il existe | > 1 tel que 0*K soit d valeurs dans les appli-
cations de degré d’homogénéité | de L(g_,g). Il existe alors une connexion de Cartan & sur M
induisant la méme Go-structure filtrée que w, et telle que O*K soit d valeurs dans les applications
de degré d’homogénéité | +1 (ou K est la fonction de courbure de ).

2. Toute Gy-structure filtrée est induite par une géométrie de Cartan parabolique normale de
meéme modéle dont le fibré de Cartan est régulier.

Démonstration. 1. Puisque 0* est P-équivariante, ’application —0*K est P-équivariante et a
valeurs dans L(g_, g)!N(Im 9*). Selon la proposition 3.4.4, il existe donc une application ¢: M —
L(g_,g)!, P-équivariante et telle que 9*0¢ + 0*K € L(g_,g)"t'. Pour tout & € M on pose
@z = (id+¢(Z) om_) o w;z. Ceci définit une 1-forme w € Ql(M,g) qui, par construction, est P-
équivariante et reproduit les champs de vecteurs fondamentaux de ’action de P. Pour montrer
que @ est une connexion de Cartan, nous devons donc simplement vérifier que w; : T; M — g est
un isomorphisme en tout point, et il suffit pour cela de s’assurer que L = id +¢(Z) o m_ est un
isomorphisme de g. Pour tout i et v € g;, L(v) — v € g't! car ¢(2) est de degré d’homogénéité
| > 1. En particulier si v € g¥ et L(v) = 0, alors v € ght! = {0}. Soit v € gF~!, que I'on
décompose comme v = vg_1 +v; dans g" ! = gp_1 @ gx. Si L(v) = 0, alors vj,_; € —vp+g* = g,
i.e. vp_1 = 0 car gr_1Ng* = {0}. Finalement v € g*N (Ker L), donc v = 0. De proche en proche,
on montre de cette maniére que Ker L = {0}, ce qui nous confirme que & est bien une connexion
de Cartan. Puisque ¢ est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité [ > 1, & induit
la méme Gp-structure filtrée que w selon la proposition 3.3.6.

Notons K la fonction de courbure de @. Selon la proposition 3.3.6, K = K + d¢ + R(¢)
ou R(¢) est a valeurs dans les applications de degré d’homogénéité [ + 1. Or 0* est de degré
d’homogénéité nul donc 9*R(¢) est encore de degré d’homogénéité | + 1, et 0*K + 9*0¢ 'est
également par hypothese sur ¢. Ainsi 0*K = 0*K 4 0*9¢ + 0* R($) est de degré d’homogénéité
[+ 1, ce qui termine la preuve.

2. Selon la proposition 3.2.16, toute Gg-structure filtrée S est induite par une géométrie de
Cartan réguliere C, et selon le lemme 3.3.4, on peut de plus supposer le fibré de Cartan régulier.
Par régularité de C, sa courbure K est de degré d’homogénéité 1 et puisque 0* est de degré
d’homogénéité nul, 0* K est donc de degré d’homogénéité 1 en tout point. La premiere partie
de la proposition nous permet alors de modifier w, pour obtenir une connexion de Cartan que
I’on note encore w, induisant la méme Gg-structure filtrée et dont la fonction de courbure K
vérifie 0* K € L(A?g_,g)?. En appliquant 3k — 1 fois supplémentaires la premiére partie de la
proposition, on peut donc supposer que 0K est de degré d’homogénéité 3k + 1, ce qui impose
0*K = 0 car g"*t! = {0}. La connexion de Cartan obtenue est donc normale, et induit la méme
Go-structure filtrée que la géométrie de Cartan initiale. O

3.4.4 Conclusion

L’énoncé suivant résume les résultat obtenus dans les propositions 3.4.7 et 3.3.2.

Théoréme 3.4.8. Soit G/P une géométrie de Klein parabolique telle que H'(g_,g)! = {0}.
Alors toute Gy-structure filtrée modelée sur G/P est induite par une géométrie de Cartan nor-
male modelée sur G/ P, et les isomorphismes entre Go-structures filtrées et géométries de Cartan
normales associées coincident.

Ezemple 3.4.9. Selon la remarque 3.4.3, les espaces homogenes modeles Xo,, 11, S™ et PSU(1,n+
1)/ P vérifient tous trois H'(g_,g)* = {0}. Nous avons décrit & I’'exemple 3.2.8 les Gp-structures
filtrées associées a ces trois espaces, et le théoreme 3.4.8 prouve donc ’équivalence entre struc-
tures Lagrangiennes de contact (respectivement structures Riemanniennes conformes, resp. struc-
tures presques CR non-dégénérées et partiellement intégrable), et géométries de Cartan modelées
sur Xop4+1 (resp. S™, resp. PSU(1,n + 1)).

Si H'(g_,g)! # {0}, comme c’est le cas pour RP"™ = PGL,1(R)/Q1, il est encore possible
d’obtenir une équivalence avec des structures sous-jacentes sur la base mais ces derniéres sont
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plus fines (voir [CS09, §3.1.16 et §3.1.15], et [CS09, §4.1.6] pour le cas particulier des structures
projectives).

3.5 Courbure harmonique

Nous concluons ce chapitre en évoquant la notion de courbure harmonique d’une géométrie
de Cartan parabolique normale C = (M ,w) modelée sur G/P, de fonction de courbure K, et
dont on note My = M /Py le G-fibré principal induit.

Selon la décomposition de Hodge (3.3.5), la projection canonique p*: Ker 9* — Ker 9*/ Im 0*
se restreint en un isomorphisme entre Ker (J et Ker 0*/ Im 9*. De plus, on vérifie que 'action de
P, sur Ker9*/Im 0" est triviale (voir [CS09, Corollary 3.1.11]). L’application P-équivariante
p*oK: M — Ker §* /Im 0* passe donc au quotient en une application Go-équivariante K : My —
Ker 9%/ Im 0*. Par ailleurs, 'isomorphisme p*|germ: Ker O — Ker 9%/ Im 0* est Gp-équivariant
car Ker [ est stable par Gy.

Définition 3.5.1. Nous appellerons courbure harmonique de C et nous noterons Kyj: My —
Ker O 'application (p*|kero) ' o K.

La courbure harmonique est en particulier une application Gg-équivariante. La projection
Kerd — Kerd/Imd = H?(g_,g) induit également un isomorphisme Go-équivariant de Ker (]
sur H%(g_, g) (toujours selon la décomposition de Hodge), et la courbure harmonique peut donc
également étre vue comme une application Gg-équivariante de My dans H? (g—,0) (c’est le point
de vue adopté dans [CSOQ, §3.1.12]). On peut se demander & quel point la courbure harmonique
Ky caractérise ’ensemble de la géométrie de Cartan, et le résultat ci-dessous, démontré dans
[CSOQ, Theorem 3.1.12], répond partiellement a cette question.

Théoréme 3.5.2. Si la courbure harmonique Kg d’une géométrie de Cartan paraboliqgue nor-
male C est identiquement nulle, alors C est plate.

Les auteurs annoncent plus précisément avant 1’énoncé de ce théoréme que la courbure harmo-
nique caractérise entierement la courbure de toute géométrie de Cartan parabolique normale. !
En ce qui nous concerne, nous donnerons au chapitre suivant une preuve élémentaire du théo-
réme 3.5.2 dans le cas des structures Lagrangiennes de contact de dimension trois (voir théoréme
4.2.4).

11. Et anoncent la preuve de ce résultat dans un second volume de [CS09)].



Chapitre 4

Géomeétrie de Cartan normale d’une
structure Lagrangienne de contact

Dans ce chapitre, nous appliquons tout d’abord les résultats du chapitre précédent aux
structures Lagrangiennes de contact, pour obtenir leur équivalence avec les géométries de Car-
tan normales modelées sur Xa,+1. Nous précisons ensuite en dimension trois la condition de
normalisation, en montrant que la courbure de toute géométrie de Cartan normale modelée
sur X3 est a valeur dans une sous-P,,;,-représentation Wy de dimension quatre du module
Ker 0* C L(A2(sl3)_,sl3) des courbures normales, et en calculant explicitement cette sous-
représentation. Nous avons vu a la fin du chapitre précédent qu’il suffit en réalité de connaitre
une certaine réduction de la courbure, appelée courbure harmonique, pour caractériser la plati-
tude d’une géométrie de Cartan parabolique. Nous allons déterminer explicitement le Gp-module
Wy ou aboutit la courbure harmonique d’une connexion de Cartan normale modelée sur Xs.
La connaissance de Wy nous sera nécessaire pour pouvoir mettre en pratique au chapitre 5
I’équivalence des structures Lagrangiennes de contact avec les géométries de Cartan modelées
sur X3. Enfin, nous terminons ce chapitre en présentant la notion de chainettes d’une structure
Lagrangienne de contact. Nous utilisons les chalnettes pour prouver que tout automorphisme
d’une structure Lagrangienne de contact fixant un point, et dont le 2-jet est trivial en ce point,
est trivial sur la composante connexe de ce point fixe.

4.1 Probleme d’équivalence pour les structures Lagrangiennes
de contact

Dans cette section, nous noterons g = sl, 2 pour alléger les notations. Rappelons que g est
une algebre de Lie graduée pour la |2|-graduation

g 9 0
Slhto = gél go 9of |- (4.1.1)
g2 921 9o

ou les blocs gio sont de taille 1 x 1, les blocs g/f et g%, sont des lignes de taille n, et les blocs

g et gé , des colonnes de taille n. Nous munissons également g de la filtration g° = Dj>ig;
associée, de sorte que p,12 = g°. Nous avons vu au pragraphe 3.1.4 que ceci fait de I’espace
modele Xg,41 = PGL,2(R)/P, 1o des structures Lagrangiennes de contact une géométrie de
Klein parabolique (voir exemple 3.1.22 pour plus de détails).

4.1.1 Quelques préliminaires

La sous-algébre g_ = g_o @ g_1 est isomorphe a heis(2n + 1) via v — — 'v. Nous noterons Z
un générateur de g_o (qui est le centre de g_). Les sous-algebres g%; et g’é 1 sont abéliennes et
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isomorphes a R™, et pour X € g? L et Y € g%, on identifiera toujours X (respectivement Y') au

vecteur-colonne (resp. vecteur-ligne) de taille n associé. On a alors Y X € R, et
YV, X|=YX -Zeg_o. (4.1.2)

Lemme 4.1.1. Soit h une algébre de Lie de dimension 2n + 1, munie d’un |2|-graduation
h = b o® by telle que dimbh_1 = 2n et dimbh_o = 1. Alors b est isomorphe d g_ si, et
seulement st l’application bilinéaire alternée

b1 xb1 — b
(X,Y) — [X,Y]

est non-dégénérée.

Démonstration. Il est clair que g_ vérifie bien ces conditions. Réciproquement, soit h une algebre
de Lie les respectant, et Z un générateur de h_o. En identifiant h_o a R, la classification des
formes bilinéaires alternées non-dégénérées montre qu'’il existe une base (X1,...,Xp, Y1,...,Yy)
de h_q, telle que [X;, X;] =0, [V;,Y;] =0, et [X;,Y;] = 0;;Z pour tous i,j (voir par exemple
[Gei08, Proposition 1.3.5]). Ce sont précisément les relations de crochets de g_, et b est donc
bien isomorphe a g_. O

Rappelons qu'une distribution d’hyperplans H sur une variété M est équivalente a la don-
née de la filtration TM = TM~2 > TM~! = H, qui induit le fibré gradué associé TS M =
(TM/H) & H au dessus de M. Nous avons défini au paragraphe 3.2.1.a un champ de crochets
de Lie £ sur T® M, appelé crochet de Levi, et nous interprétons maintenant les structures de
contact (définies au paragraphe 1.3.1) a travers L.

Lemme 4.1.2. Une distribution d’hyperplans H sur une variété M de dimension 2n+1 est de
contact si, et seulement si elle fait de (M,{TM"};—_o _1) une variété filtrée localement modelée
sur g_.

Démonstration. Puisque la filtration est de longueur deux, elle est trivialement préservée par
le crochet de Lie des champs de vecteurs, i.e. (M,{TM%};—_5_1) est tautologiquement une
variété filtrée. Soient z € M, o une 1-forme définie au voisinage de x telle que H = Kera
localement, v,w € H,, et X,Y des champs de vecteurs locaux a valeur dans H tels que X, = v
et Y, = w. Alors —a,: v € T,M H, — —a,(v) € R est un isomorphisme, et par définition
du crochet de Levi et formule de Cartan, puisque a(X) = a(Y) = 0, on a —a,(Ly(v,w)) =
v-alY)—w-a(X) —az([X,Y]s) = dag(v,w). Ainsi £, est non-dégénéré si, et seulement si day
est non-dégénérée, ce qui est équivalent a ce que H soit de contact au voisinage de x selon la
remarque 1.3.3. Or selon le lemme 4.1.1, (T M, £;) est isomorphe & g_ si et seulement si £,
est non-dégénéré, ce qui termine la preuve car la propriété de contact est locale. O

Le sous-groupe de Levi Gy C Pj,42 de la géométrie parabolique PGLj,2(R) /P, 12 est en-
semble des éléments de la forme

go =

O O
o O O

0
B
0
avec a,c € R* et B € GL,,(R). Pour X € gél et Y € g%, on a alors

Ad™(g0) (X +Y +AZ)=a'B-X +a ez +cV - B (4.1.3)

Cette relation nous montre que Gg agit sur g_ par automorphismes d’algebre de Lie graduée
en préservant la décomposition g_1 = g%; ® g%, et que le morphisme Ad™|g, est injectif.
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Lemme 4.1.3. Le morphisme injectif Ad™ |g,: Go — Aut® (g_) a pour image le sous-groupe

constitué des automorphismes d’algébre de Lie graduée de g_ préservant la décomposition g_1 =
B

g%, @97,

Démonstration. Soit g € Aut®(g_) préservant cette décomposition, et notons ¢g? € GL,(R) la
restriction de g a g[jl. Alors pour Y € g%, et X € gél, en notant A € R* tel que g.Z = A\Z,
ona (AY(¢?) ™) (¢’X)-Z=g((YX)-Z)=g-Y,X] selon la relation (4.1.2), or [¢g-Y,g- X] =
(9-Y)(¢?X)- Z car g est un morphisme d’algebres de Lie. Ainsi g-Y = AY'(¢”)~!, ce qui montre
que g € Ad™ (Go). O

4.1.2 Propriétés de la géométrie de Cartan normale

Nous interprétons maintenant les structures Lagrangiennes de contact en termes de Go-
structures filtrées.

Proposition 4.1.4. 1. Sur une variété de dimension 2n + 1, il existe une correspondance
bi-univoque entre structures Lagrangiennes de contact et Gg-structure filtrées modelées
sur Xop1-

2. De plus, les isomorphismes entre deux structures Lagrangiennes de contact coincident
avec les isomorphismes entre les Go-structures filtrées associées.

Démonstration. 1. Soit ({TM*}, Rg) une Gy-structure filtrée modelée sur Xs,, 41 sur une variété
M, et notons p: R& (M) — M le fibré des reperes gradués, et py sa restriction & Ry. Selon le
lemme 4.1.2, TM~! est une distribution de contact sur M. Soit z € M, et u,u’ € py*(z). Il

existe alors g € Ad™(Gp) tel que v/ =wo g, or g préserve g*; et gél selon le lemme 4.1.3, donc

u(g®y) = u'(g%) et u(g'ﬁl) = u’(g’él). Les sous-espaces E*(z) = u(g%,) et Eﬁ(az) = u(gél) ne

dépendent donc que z, et sont tous deux contenus dans T8 M _1 = T, M L. Ceci définit sur M
deux distributions de dimension n telles que TM ' = E* @ E? qui sont lisses car Ry admet
des sections locales lisses. De plus si X et Y sont deux champs de vecteurs a valeurs dans E¢,
puisque u est un repere d’algebre de Lie graduée on a

uTH(p2([X, Y]a)) = umH (La(Xe, Vo)) = [u™H(Xp), u™ (Vo)) € g2

par définition du crochet de Levi, ot po: TM = TM~2 — T8 M_, désigne la projection ca-
nonique. Or [u~1(X,),u"(Y;)] = 0 car g%, est abélienne, et par suite po([X,Y];) = 0, d.e.
[X,Y], € T,M~!. Selon la remarque 1.3.5, E* est donc une sous-distribution Legendrienne de
TM!, et il en va de méme pour EP. La Goy-structure filtrée considérée induit donc sur M la
structure Lagrangienne de contact (E*, E®).

Soit maintenant (E®, EP ) une structure Lagrangienne de contact sur M. On pose TM 2 =
TM, TM~! = E*® EP, et p: R& (M) — M le fibré des reperes d’algebres de Lie graduées de
la variété filtrée (M, {TM*};—_o _1). Soit :

Ro = U {u € p_l(l‘) ‘ E*(x) = u(g?) et Eﬁ(ac) = “(gél)} C R¥ (M),
xeM

et notons pyg la restriction de p & Ro. Les distributions E® et EP étant lisses, R est une sous-
variété lisse de R8" (M). Puisque E® et EP sont lagrangiennes, pour tout z € M et u € p~!(x)
les sous-espaces V® = u 1 (E%(z)) et VP = v Y(Ef(z)) de g_; sont isotropes pour la forme
symplectique [-,-]: g—1 — g—2 ~ R (voir paragraphe 1.3.1 pour plus de détails sur ces notions).
Fait. Soit (V,b) un espace vectoriel symplectique de dimension 2n, et V<, V3 W et W7 des

sous-espaces isotropes de dimension n tels que V = V@ @ V8 = W ¢ WA, 1l existe alors un
isomorphisme ¢ de V, préservant b et envoyant V sur W, et V? sur W7,



80 CHAPITRE 4. GEOMETRIE DE CARTAN D’UNE STRUCTURE LAGRANGIENNE DE CONTACT

Démonstration. Soit (v{,...,vS) une base de V. Il existe alors une base (vf, vy de VP
telle que b(vi‘“,vf) = 0;; pour tous %, j. De méme avec (wf,...,wy) une base de W, il existe
une base (wf, . w?) de WP vérifiant b(w?,wf) = 0; ;. L’automorphisme ¢ de V' défini par
P(v) = w® et p(v”) = w!’ préserve alors b et vérifie les conditions voulues. O

Il existe donc un automorphisme ¢ de Iespace vectoriel symplectique (g_1,[-,-]) (ot g_o est

identifiée & R) tel que ¢p(u™'(E%(x))) = g%, et ¢o(u " (EF(x))) = gél, et il existe une unique
maniére d’étendre ¢ en un automorphisme g de l'algébre de Lie graduée g_ (si X € gﬁ et
Y € g%, vérifient Y X = 1 en les identifiant a leurs vecteur-colonne et vecteur-ligne associé, alors
9(Z) = (¢(Y)¢(X)) - Z convient selon la relation (4.1.2)). Par construction, uog~! € py'(x), ce
qui montre que pgl(:c) # & en tout point. De pus si u,u’ € pal(x), alors v/~ ou € Aut® (g_1)
préserve la décomposition de g_1, donc v’ ou™! € Ad™(Gy) selon le lemme 4.1.3. Le sous-fibré
Ro est donc bien une Ad™(Gy)-réduction de R& (M), qui induit par construction la structure
lagrangienne de contact (E<, E?) d’origine.

2. Nous raisonnons sur une seule structure Lagrangienne de contact pour éviter d’alourdir les
notations. Soit f un difféomorphisme préservant la structure de contact H = E“ & EP, i.e.
préservant la filtration {TM i}z‘:_g,_l associée. La correspondance bi-univoque présentée précé-
demment montre clairement que f préserve la décomposition H = E* @ EP, i.e. préserve la
structure Lagrangienne de contact, si et seulement si sa prolongation f() & Re* (M) préserve la
Ad™ (Gg)-réduction Ry associée (voir paragraphe 3.2.3 pour plus de détails). O

Puisque la condition cohomologique H'(g_,g)! = {0} est vérifiée dans le cas de Xa,11 (voir
remarque 3.4.3), le théoréme 3.4.8 prouvé au chapitre précédent montre que les Gy-structures
filtrées modelées sur Xo,, 11 sont équivalentes aux géométries de Cartan normales modelées sur
Xon+1- On déduit donc de la proposition 4.1.4 I’équivalence suivante.

Corollaire 4.1.5. 1. La donnée d’une structure Lagrangienne de contact sur une variété
de dimension 2n + 1 est équivalente a celle d’une géométrie de Cartan normale modelée
sur Xopt1-

2. De plus, les isomorphismes entre deux structures Lagrangiennes de contact coincident
avec les isomorphismes entre deux géométries de Cartan normales associées, et les champs
de Killing d’une structure Lagrangienne de contact coincident avec ceur d’une géométrie
de Cartan normale associée.

Remarque 4.1.6. Notons que la structure Lagrangienne de contact ainsi associée a une géométrie
de Cartan normale modelée sur Xo,41 coincide avec la structure que nous avions trouvée bien
plus simplement au paragraphe 3.1.3.a. Notre gain par rapport a cette premiere définition est la
possibilité de remonter vers la géométrie de Cartan, ce qui aurait été impossible sans la théorie
développée au chapitre précédent. Ceci nous récompense de tous nos efforts.

Dans la suite, nous nous autoriserons a parler de la géométrie de Cartan normale d’une
structure Lagrangienne de contact £, pour parler de 'une des géométries de Cartan normales
modelées sur Xo, 11 et associées a L. Grace au corollaire 4.1.5, les automorphismes et champs
de Killing d’une structure Lagrangienne de contact héritent des propriétés générales de ceux
des géométries de Cartan, dont nous résumons les principaux aspects dans le résultat suivant
(voir remarques 3.1.10 et 3.1.14 et lemme 3.1.13). On note Kill(U, £) (respectivement illlg¢(x))
Palgebre de Lie des champs de Killing locaux d’une structure Lagrangienne de contact (M, L)
définis sur un ouvert U C M (resp. l'algebre de Lie des germes de champs de Killing de £ en
xeM).

Proposition 4.1.7. Soit (M, L) une structure Lagrangienne de contact connexe de dimension
2n + 1.



4.1. PROBLEME D’EQUIVALENCE POUR LES STRUCTURES LAGRANGIENNES DE CONTACT 81

1. Les automorphismes et champs de Killing de L sont déterminés par leur germe en un
point.

2. Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert connexe U de x tel X € Rill(U, L) —
[X]. € 6l (x) est un isomorphisme d’algébre de Lie, et dim €ill2°(z) < dimsl, 0.

Notons que la connexion de la géométrie de Cartan canonique Cx,, ,, de X2,41 est normale
puisque sa courbure est nulle, et rappelons qu’elle induit par ailleurs sur Xo,41 la structure
Lagrangienne de contact standard Lx,, ., selon la proposition 2.1.2. En d’autres termes, Cx,,_,
est la géométrie de Cartan normale de Lx,,,,, et la proposition 3.1.4 au sujet des géométries
de Cartan canoniques se traduit alors par le résultat suivant.

Théoréme 4.1.8. Tout automorphisme local de Lx,, ,, entre deux ouverts conneres de Xopy1
est la restriction de laction d’un élément de PGLy12(R).

Nous terminons ce paragraphe en caractérisant I'intégrabilité des sous-distributions Legen-
driennes d’une structure Lagrangienne de contact a l’aide de la courbure.

Proposition 4.1.9. Soit L = (E<, Eﬁ) une structure Lagrangienne de contact sur une variété
M de dimension 2n + 1, et (M,w) la géométrie de Cartan normale de L, dont on note K
la courbure. Alors E* (respectivement EP) est intégrable si, et seulement si K(g*;,g%;) C

0% @ poro (resp. K(g”1,07)) c o) @ pnsa)

Démonstration. Nous raisonnons pour E%, la preuve étant la méme pour E?. De plus puisque les
résultats & prouver sont locaux, nous pouvons supposer que E¢ admet un repere (Xq,...,X,)
(i.e. E* = Vect(X;) sur M), et que 7: M — M est trivial, si bien que tout champ de vecteurs
sur M admet un relevé P, s-invariant X. Puisque Ad(P,,42) préserve la filtration de sl, 2, la
distribution B = w g%, @ pnio) est Py yo-invariante, et vérifie DW(EQ) = FE“.

Nous prouvons tout d’abord que E“ est involutive si, et seulement si E° Vest. Supposons E%
involutive, et choisissons un relevé P, o-invariant {X;} du repére de E®. On a alors Vect(X;) &
V = E* ot V = w Np,12) désigne la distribution verticale. Soit {¥;}i=1 ., un repere P o-
invariant de V. Pour tous i, j, puisque D ([X;, X;]) = [Xi, X;] € E®, [X;, X;] € B, et [YZ, ;) €
V puisque V est intégrable (car tangente aux fibres). De plus D7 (Y;) = 0, donc DW([XZ, Y; i) =0
et [)A(Z,f/] eV c ko Puisque X1, .. Xn,Yl, ..., Yy, est un repere de Ea ceci montre que E® est
involutive. Supposons remproquement Eo 1nvolut1ve Alors pour tous champs de vecteurs X, Y
& valeurs dans E®, et X,V des relevés P, o-invariants, X et ¥ sont dans £, donc [X Y] e ke
Ainsi [X,Y] = D7r([X ,Y]) € E®, ce qui montre que E est involutive.

Nous montrons enfin que E% est involutive si, et seulement si K (g%, %) C g% @ Pnio-
Pour tous V,W € g%, ® py+2, en notant V., W les champs de vecteurs w-constants associés :

w([V,W]) = [V, W] — K(V,W). (4.1.4)

En effet par définition de la forme de courbure, K (V, W) = dw(V, W) [V, W], et selon la formule
de Cartan dw(V, W) Vow(W)-W. w(V) w([V,W]). Or V et W sont w-constants donc

w([V,W]) = —dw(V, W), ce qui prouve la relation (4.1.4). Ainsi [V, W] € E® si, et seulement si
V,W]=K(V,IW) € g% ®pnt2. Or [V, W] € g% ®ppyo, car g¢; est abélienne, et car [p,42,9%] C
g%, ®pnso puisque g est Ad(P,,,)-invariante (voir paragraphe 2.1.2). Finalement [V, W] € £~
si, et seulement si K(V,W) € g%; @ pp42. Or selon le méme raisonnement que précédemment,
puisque V est intégrable, E% est involutive si, et seulement si [f/z,ffj] e E“ pour V4,...,V,
une base de g%;. Ceci termine la preuve de la seconde équivalence, et donc la preuve de la
proposition. ]
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4.2 Courbure d’une structure Lagrangienne de contact de di-
mension trois

Nous allons maintenant rendre le corollaire 4.1.5 tout a fait explicite dans le cas de la dimen-
sion trois, en déterminant la sous-représentation Wy de dimension quatre de L(AZ(sl3)_,sl3)
dans lequel la courbure d’une connexion normale prend ses valeurs. Dans cette section, nous
noterons X = X3, et C = (M ,w) désigne une géométrie de Cartan normale modelée sur X, de
forme de courbure 2 et de fonction de courbure K.

4.2.1 Calcul de la condition de normalisation

La codifférentielle de Kostant 0*: L(A2%(sl3)_,sl3) — L((sl3)_,sl3) a été définie au para-
graphe 3.3.3.a a partir de 'application de cobord d’une maniére duale. Pour déterminer son
noyau, nous aurons besoin de I’expression suivante de 9* en terme d’applications, prouvée dans
[CS09, Lemma 3.1.11] pour toute géométrie parabolique infinitésimale (g, p).

Lemme 4.2.1. Soit (X1,...,Xy) une base de g_, et (Y1,...,Yy) la base duale de p. relativement
a la forme de Killing B de g (i.e. vérifiant B(X;,Y;) = 6;; pour tous i,j). Soit ¢ € L(A?g,g)
telle que ¢p(v,w) =0 si v ou w est dans p. Alors pour tout X € g :

n n

*¢(X) =2 [Vi, o(X, Xi)] = D o([Vi, X], Xa). (4.2.1)

i=1 i=1
La courbure de toute connexion de Cartan vérifie I’identité de Bianchi
dQ = [Q, w] (4.2.2)

prouvée dans [Sha97, Chapter 5 Lemma 3.30]. En notant m: X @ Y e g g— [X,Y] € g, la
3-forme différentielle [Q2,w] est définie par [Q,w] = m o (Q A w) (voir [Sha97, §1.5 p.60] pour
plus de détails a ce sujet). L’identité de Bianchi impose des restrictions algébriques a priori sur
Q, et la courbure d’'une connexion de Cartan normale vérifie donc a posteriori des conditions
plus fortes que 0* K = 0. Dans le cas du modele X = PGL3(R)/Pin, nous obtenons le résultat
suivant.

Proposition 4.2.2. 1. On a dim Ker 0* < 9.
2. De plus, la courbure de toute connexion de Cartan normale a valeurs dans sl est a valeurs
dans une sous-Pn-représentation de Ker * de dimension 4, notée Wi et égale a

2 00 = 0 * x* _
{K € L(A(sly) ., sl) ] K(eq, e0) € (8 0 5) K (eg, e0) € (8 0 8) K(cares) =0f,  (4.2.3)
que ’on appellera module des courbures normales.

Dans la définition de Wik, nous avons utilisé la base suivante de sls que nous noterons B :

V] Q)
= (=)

Il
oo OO
N—

9]

—
TN /N 7N/~
OO oo OO oo OO0
OO0 oo ol ooo [elele)

[y

~— OO0
@
Q
I
/~

o
@
Il

D

o

Il
OO0 oo
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et dont les membres entretiennent les relations de crochets ci-dessous (les crochets n’apparaissant

pas sont nuls).

eﬁ,ea] =€l e e1] = =€, [, ex] = —€°,
e,ea}: ]:—Qeﬂ[ﬁ,eg]:eﬁ,
[e ,eﬁ] = ye1] = €%, [e%, ea] = —2e%,
(4.2.4) e ,60} =e; +eg, e *B, ee) = 0. ger et [eY, e] = deqe2 pour € = 5 ou «,
[607 ] = —ep, [eg, e1] = 2ep, [eg, €2] = —ep,
€0, € *8] = €n, [€as €1] = —€aq, [€a, €2] = 2e4,
les, ea) = —€o, [eo, e1] = e, [€o, €2] = €.

Nous adopterons de plus une notation réduite pour les coordonnées d’'un vecteur A € sl3 dans
la base B : AY désigne la coordonnée de A selon €°, Ay sa coordonnée selon e, et ainsi de suite.
Nous décomposerons la connexion de Cartan w sous la forme

w = E Wee€,

eelB

ou pour tout vecteur e € B, w. est une 1-forme a valeurs réelles que nous appellerons 1-forme
coordonnée de w selon e, et nous ferons de méme avec la forme de courbure €2 selon des 2-formes
coordonnées (2. Nous utiliserons parfois la notation alternative wy = we,, Wo = Wwe,, €t ainsi
de suite, et les mémes notations pour les 2-formes coordonnées {2.. Enfin, nous décomposons K

selon la base (eq A €p, €5 A €0, €5 A €y) de A%(sl3)_, en notant

M = K(eq,€0)
N = K(@B,eo)
O = K(eg, eq)

ses composantes, qui sont des applications définies sur M et a valeurs dans slg.

Démonstration de la proposition 4.2.2. 1. Soit K € Kerd* C L(A%(sl3)_,sl3). La forme de
Killing de sl3 vérifie B(X Y) = 6tr(XY), donc la base de (pmin)+ duale de (eg,eq,ep) par
rapport a B est (e(f , eg 5 ) L’équation (4.2.1) appliquée a la courbure K pour X = eg, puis
X = e,, et enfin X = ey, donne les trois équations suivantes.

Les relations de crochets (4.2.4) nous permettent de projeter ces équations dans la base B, et
d’obtenir les trois systemes d’équations scalaires ci-dessous.

-0 = N1 + Ny (4.2.5a)
01 —-20; = Ng (4.2.5b)
0 = N,

Ou = —Np

0 = No
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o~ = —M;, — M, (4.2.6a)

—201+0, =M,

0 = Mj

Op = M,

0 = M,

Oy =0
o =MP - N=
o° 2N, — Ny (4.2.7a)
0% = —M; +2M, (4.2.7b)
01 =—Njg (4.2.7¢)
Oy =-M, (4.2.7d)
O =—M,
Ow =DNg
Oy =0

Ces systémes fournissent immédiatement plusieurs relations supplémentaires : selon (4.2.5a) et
(4.2.7a), Ny = 0 donc O% = —Ny; selon (4.2.6a) et (4.2.7b), My = 0 donc O% = —M ; et selon
(4.2.5b) et (4.2.7c), Oy = O donc N3 = M, = —0O; = —O3 selon (4.2.7c) et (4.2.7d). Les
composantes O, N, et M de tout K € Ker 0* vérifient donc le systéme ci-dessous.

NB = Ma = —01 = —02 (4.2.8&)
N, =0,0° = —N, (4.2.8Db)
M2 = 0, o = —M1 (428C)
4.2.8
(4.2.8) 0% = MP — N© (4.2.8d)
(ONS Pmin
No=My=Ny=Mg=0

Ce systéme nous montre en particulier que O est déterminée par N et M, et que N et M vérifient
par ailleurs 7 équations scalaires indépendantes. L’espace des éléments K € L(A%(sl3)_, sl3) est
donc de dimension 16 — 7 = 9, ce qui montre bien que dim Ker 0* < 9.

2. Nous supposons désormais que K est la fonction de courbure d’une géométrie de Cartan
normale modelée sur X. Nous allons annuler de nouvelles composantes de K a ’aide de I'identité
de Bianchi (4.2.2), dont la projection dans la base B est :

> dee= " (R Awy)le, fl, (4.2.9)

eeB e, fEB

ou pour tout e € B,
Qe = (wa A wo)Me + (wg Awo)Ne + (wp A wa)Oe (4.2.10)

par définition des formes coordonnées. Pour tout & € M, (w;~'(€))ecs est une base de TgM
car la connexion de Cartan est un isomorphisme, et (we(2))ees est la base duale de (TzM)*. La
3-forme wg A wa A wo ne s’annule donc en aucun point de M, ce que nous utiliserons de facon
répétée.

Puisque Mo = Ny = Og selon (4.2.8), Qy = df2y = 0, et on obtient 0 = (My+ Ng)wa Awo Awg
en projettant (4.2.9) selon eq. Ainsi N3 = —M,, d’oti selon les équations (4.2.8a) Ng = M, =
0 = O1 = Os. On sait donc désormais que O € p4 et N, M € Py, et en particulier 2, = {23 = 0.

En projetant (4.2.9) selon eg, on obtient donc 0 = wg A wa A wo(O* — 2M; — My), i.e.
0% = 2M; + My, d’'out O* = M; = 0 selon les équations (4.2.8¢). En projetant selon ey, on a
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0 =wgAwq Awo(—=O0P — N1 4 2N3), donc OF = Nj — 2Ny, d’ott O = N, = 0 selon les équations
(4.2.8b). On sait maintenant que Q € p; (donc Q1 = Qo = 0), et que OY est la seule forme
coordonnée non-nulle de O.

On projette enfin (4.2.9) selon e; et ez, et on obtient respectivement 0 = wﬁ/\wa/\wo(OO—i—Mﬁ)
et 0 = wg Awy Awp(O® — N¥). Ainsi O° = —MF et O° = N, d’ott 2M¥P = N* et 2N® = M”
selon Péquation (4.2.8d), et donc O° = MP = N® = 0. Finalement O = 0, et (M, MY),
ainsi que (N?, N) sont les seules formes coordonnées non-nulles de M et N, ce qui prouve que
K e Wg. O

Nous noterons K 4, Kg, Kp, K% les composantes de la courbure K d’une connexion normale
a valeurs dans sls, définies par :

00 KO 0Kpn KO
K(ea,e0) = (001{3) , K(es, e0) = (0 0 OB)- (4.2.11)
00 0 00 0

Rappelons que I'action de P, sur L(A2(sl3)_, sl3) (pour laquelle la courbure est P,,,;,-équivariante)
est définie pour p € P, par

p-K: (u,v) = Ad(p) - (K(Ad™ (p)~ ' -u, Ad™(p)~* - v)).

On vérifie que Wi est stable pour cette action, et que pour

a T z
p= 0 a_lb_l Yyl e szn
0 0 b

et K € Wk, les composantes de p- K € Wi sont :

)% = ab K + b2 K,
)B—a bKB,
)OB a*b~ lKB PyKp

(
(P
4.2.12
( ) -
(p-

S
NNN

en utilisant les notations (4.2.11).

4.2.2 Calcul de la courbure harmonique

Nous avons introduit au paragraphe 3.3.3.a le Laplacien de Kostant
O=000d"+0*0d: L(A%(sl3)_,sl3) = L(A%(sl3)_, sl3),

et nous avons vu au paragraphe 3.5 que la courbure d’une géométrie de Cartan normale induit
une application Gy-équivariante Kp: My — KerO appelée courbure harmonique, ou Mo =
M /Py — M est le Go-fibré principal au dessus de M induit par le fibré de Cartan : M —
M. L’intérét de cette réduction de la courbure est fourni par le théoreme 3.5.2, affirmant que
Pannulation de Kpy implique en réalité celle de K. L’action de P, sur Wi (voir (4.2.12))
montre que le sous-espace

Wi = {K € Wi | K = K = 0} (4.2.13)

de dimension deux n’est pas P,,;,-invariant, mais qu’il est Go-invariant (rappelons que Gq est
simplement le sous-groupe des matrices diagonales de PGL3(R)).

Proposition 4.2.3. On a Ker = Wy, i.e. le noyau du laplacien de Kostant est égal a la sous-
Gy-représentation Wy, que l'on appellera module des courbures harmoniques. En particulier, si
K € Wy alors K = 0.
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Démonstration. Montrons d’abord que dim(9*(L(A3(sl3)_,sl3))) = 7. On a vu au paragraphe
3.3.3.a que L(A3(sl3)_, sl3) s’identifie & A%(pmin)+ @ sl3 par la forme de Killing, et il suffit donc
de montrer que 9*(A3(pmin)+ ® sl3) est de dimension 7. L’expression de 9* sur les tenseurs
élémentaires donnée dans [CS09, §3.1.11 p.262] montre que 0*(e? A e® A e® @ €°) = 0, et que
pour e un vecteur de la base B différent de €, les images 9*(e® A €” A e* ® €) sont deux &
deux indépendantes. Ceci montre que dimIm 9" = 7, or selon la décomposition de Hodge 3.3.5,
Im 9* est complémentaire de Ker[] dans Ker 3%, et nous avons vu a la proposition 4.2.2 que
dim Ker 9* < 9. Finalement dim Ker [ < 2, et il nous suffit donc de montrer que Wy C Ker [
pour en déduire ’égalité.

Soit ¢ € Wg. Alors par définition de 0, 0¢(eo, es,eq) = 0, et 0*¢ = 0 puisque ¢ est en
particulier une courbure normale. Or Qo d = 0* 0 0* = 0, d’ou ¢ = 0, ce qui termine la preuve
de la premiere affirmation. La seconde est une conséquence du théoreme 3.5.2. 0

La courbure harmonique Ky d’une géométrie de Cartan normale modelée sur X dont la
courbure K est décrite par (4.2.11) est donc égale & :

00 O 0Kgp0
Ky: 00K . 4.2.14
H (eaa€0)'_>(00 OA>,(€5,60)H(8 0 8) ( )

L’action de Py sur Wi (voir (4.2.12)) montre que

Wi = {K € Wi | Ka= K} =0} (4.2.15)
est un sous-espace P,,;n-invariant de Wi, et qu’il en va de méme pour

Wi ={K e Wk | Kp=K§=0}. (4.2.16)

Par conséquent, si la fonction de courbure d’une géométrie de Cartan modelée sur X a ses valeurs
dans W ou W[[z sur un ouvert U C M, alors c’est le cas sur 7Y (w(U)), si bien que cela a un
sens sur l'ouvert 7m(U) de la variété de base. En d’autres termes, le fait qu'une courbure soit de
type Wg ou de type Wlﬁ( a un réel sens géométrique.

Théoréeme 4.2.4. Soit C une géométrie de Cartan normale modelée sur X de fonction de
courbure K. 8i K4 = 0 alors K € Wg, et si Kp =0 alors K € Wé En particulier, si Ky =0
alors K = 0.

Démonstration. Supposons que K4 = 0, si bien que € est a valeurs dans Vect(eo,eﬂ). En
particulier Q% = 0 et donc dQ“ = 0. En projetant I'identité de Bianchi (4.2.9) selon e® et grace
aux relations de crochets (4.2.4), on en déduit que 0 = —(wq A wo A wg)M? (voir (4.2.10)). Or
MO = Kg et wa A wp A wg ne s’annule jamais, d’ott Kg =0.Si Kg =0 alors QF = 0, et en
projetant 'identité de Bianchi selon e?, le méme type de raisonnement montre que K% =0.

Si Ky =0, alors K € Wi n Wﬁ = {0}, ce qui termine la preuve. O

Ceci montre donc le théoreme 3.5.2 d’'une maniere élémentaire dans le cas de X : la courbure
harmonique d’'une géométrie de Cartan normale modelée sur X caractérise sa platitude. Plus
précisément, Ky caractérise les courbures a valeurs dans Wy ou W[[?

4.3 Chainettes d’une structure Lagrangienne de contact

Dans cette section, nous allons donner une interprétation trés concréete a l'idée générale
selon laquelle une géométrie de Cartan relie la variété de base M a I’espace homogene modele
X = G/P : en tout point du fibré de Cartan, toute courbe sur M est associée a une courbe dans
X passant par eP € X.
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4.3.1 Développement de courbes dans une géométrie de Cartan

Soit X = G/ P une géométrie de Klein, pour laquelle on pose o = eP € X. Nous considérons
dans tout ce paragraphe une géométrie de Cartan (M,C) = (M, M,w) modelée sur X.

Soit a: I — M une courbe d’image relativement compacte, avec I C R un intervalle ouvert
contenant 0, et notons z = a(0) € M. Pour tout £ € 7~ 1(x), on peut relever a d’une infinité
de maniéres en une courbe &: I — M sur M vérifiant 7o & = « et &(0) = Z, et 'on appellera
relevé de o d partir de & une telle courbe &. Pour un relevé & donné a partir de Z, il existe une
unique courbe 8: I — G telle que 3(0) = e et vérifiant I’équation

&w = frwa, (4.3.1)

ol wg désigne la forme de Maurer-Cartan de G. L’équation (4.3.1) se lit en effet dans des cartes
locales comme une équation différentielle ordinaire sur les coordonnées de 3, et admet donc une
unique solution locale avec condition initiale 5(0) = e fixée. Les solutions locales obtenues se
recollent ensuite par compacité relative de a(I) (pour plus de détails, voir [Sha97, Chapter 3
Theorem 6.1 et Theorem 7.1]). On appellera 3 le développement de & dans G.

Un autre relevé & de « a partir de # differe de & par une application lisse p: I — P telle
que & = & -p et p(0) = e, uniquement déterminée car 'action de P sur M est libre. Nous allons
utiliser le résultat ci-dessous pour montrer que (8p): I — G est le développement de &' dans G.

Lemme 4.3.1. Soient N une variété, et f: N — M, p: N — P deux applications lisses. En
notant ¥ = f-p: N — M Uapplication lisse définie par ¢(z) = f(z)-p(x) pour x € N, et wp la
forme de Maurer-Cartan de P, on a :

Pr'w=Ad(pY) - ffw+ptwp. (4.3.2)

Démonstration. Décomposons ¢ comme ¢ = po (f,p)o A ot u(2,9) =& -g et A(2) = (2, 2).
Pour # € M, v € Tz M, g € P, et w € T,P, en notant W = wp(g)(w) € p on a D, (v, w) =
DiRy(v) + W;,g, ot Wi(z) = %hzoi -exp(tW) désigne le champ de vecteurs fondamental en-
gendré par W. Donc pour z € N et v € TN, en notant V' = (p*wp), (v) € p, on obtient

(0°)2(2) = (5% (0190 (DT (0): D)) = 101001 (D Py © DF() + Vi) Cette der

niére expression est bien egale aAd(p(x) ™t (ffw)e(v) + (prw p) (v) car la connexion de Cartan
est équivariante et reproduit les champs de vecteurs fondamentaux. ]

En appliquant I’égalité (4.3.2) a la géométrie de Cartan (M ,w) puis a la géométrie de Cartan
canonique du modele G/ P, on obtient &*w = Ad(p~!) - &*w + p*wp = Ad(p) ! - f*wg + p*wp =
(Bp)*we. Or on a également (Bp)(0) = e car p(0) = e, donc [p est bien le développement de &’
dans G par unicité d’une courbe vérifiant ces deux conditions.

Les développements dans G de & et & se projettent ainsi dans X sur la méme courbe
mx o =mxo(Bp): I - X (oul'on note 7x: G — G/P = X la projection canonique). Cette
derniére ne dépend finalement que de « et de Z, et on 'appellera le développement de o d partir
de Z, noté Dev; a: I — X. Notons que par construction, (Dev; a)(0) = o.

Proposition 4.3.2. Soient & € M, I un intervalle ouvert de R contenant 0, et notons & = ().
Alors le développement a partir de & définit une bijection o — Devy « entre les courbes a: I — M
telles que o(0) = x d’image relativement compacte dans M, et les courbes 5: I — X telles que
B(0) = o d’image relativement compacte dans X.

Démonstration. Soient a: I — M et f: I — M deux courbes ayant le méme développement ~y
a partir de &. Avec 4: I — G un relévement de v dans G a partir de e, il existe alors des relevés
& et B de a et 8 dans M A partir de & vérifiant &*w = Y*wg = B*w. Ceci impose & = B par
unicité, et donc o = 3. O



88 CHAPITRE 4. GEOMETRIE DE CARTAN D’UNE STRUCTURE LAGRANGIENNE DE CONTACT

Notons que si a: I — M se développe sur v: I — X, alors o/(0) = i;'(7/(0)), ot I'on
rappelle que iz: T, M — g/p est 'unique isomorphisme tel que le diagramme ci-dessous soit
commutatif.

T@MLQ

oo

T, M —2— g/p

Le développement d’une courbe paramétrée est une courbe paramétrée, et les relations que
nous écrirons sur Dev; a seront bien des relations entre courbes paramétrées, et pas seulement
sur leurs images.

Si f est un automorphisme de la géométrie de Cartan C fixant un point z, son holonomie en
# € 77 1(z) est définie comme 'unique élément p € P tel que f(i) =% -p~ L. Pour tout ¢ € P,
I’holonomie de f en Z - g est alors égale & ¢~ 'pg. L’holonomie de f dépend donc du point choisi
dans la fibre de x, et seule sa classe de conjugaison dans P est uniquement déterminée.

-1

Proposition 4.3.3. 1. Pourp € P, les développements de a a partir de & et -p~~ vérifient

Dev;.,—1 a = p(Dev; ). (4.3.3)

2. Pour f un automorphisme de la géométrie de Cartan fizant x = a(0) et d’holonomie p
en &€ m (x), on a :

Dev;(f oa) = p ! (Dev; a). (4.3.4)

Démonstration. Soit & un relevé de « a partir de Z et 5 son développement dans G, de sorte
que Dev; a = 7mx o f3.

1. Puisque p est dans ce cas une fonction constante, 1'égalité (4.3.2) devient (& - p~1)*w =
Ad(p)-&*w = Ad(p)-Brwe = (Bp~H)*wa = (pBp~')*wa, la derniére égalité venant de I’invariance
par translation & gauche de la forme de Maurer-Cartan. Or (pBp~—1)(0) = e, donc par unicité
pBp~ " est le développement dans G de @& - p~', et le développement de o & partir de & - p~! est
donc égal a mx o (pBp~ D =p(rx o B) = pDev; a

2. La composee fod est un relevé de foa i partlr de f( ) =& -p ', et on a d’autre part
( f 0d)*w = &*w = [*wg car f préserve w. Ceci montre que 3 est le développement de f o& dans
G, d’ou Dev;.,-1(f oa) = mx o f = Dev; a. Selon la relation (4.3.3), on a donc pDev;(f oa) =
Dev; a, ce qui conclut la preuve. ]

-1

Dans le cas des structures lagrangiennes de contact, on a l'interprétation suivante.

Proposition 4.3.4. Soit M une variété de dimension 2n+1 munie d’une structure lagrangienne
de contact (E*, EP), et C sa géométrie de Cartan normale. Une courbe v sur M est alors tangente
a E% (respectivement Eﬂ) en tout point si, et seulement si elle se développe en tout point de
77 1(7(0)) sur une courbe contenue dans la feuille a (respectivement 3) de Xa, 1 passant par o.

Démonstration. Le résultat étant local on peut supposer 'intervalle de définition de - assez petit
pour qu’elle se releve en une courbe 4 sur M , dont on note S le développement dans G. Alors
par définition, v est tangente & E® si et seulement si pour tout temps ¢, p(5*w(t)) € p(g%,),
ou p: slyyo — s, 19/ppia est la projection canonique. Or p(5*w(t)) € p(g%;) si, et seulement si
f*we = Y*w est a valeurs dans g%, @ ppy2, ce qui équivaut a dire que Devy )y = mx o 0 est
tangent en tout point a p(g®,), i.e. contenu dans la feuille o de o par définition de la structure
Lagrangienne de contact standard. O
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4.3.2 Définition des chainettes

Si G est un ensemble de courbes P-invariant dans le modele X, alors pour toute géométrie de
Cartan C = (M ,w) modelée sur X sur une variété M, G donne naissance dans M & un ensemble
de courbes distinguées Ge, défini en décrétant qu'une courbe v dans M appartient a Ge si, et
seulement si elle se développe & partir de tout & € 7~ 1((0)) sur une portion d’une courbe de G
(grace a la premiere propriété de la proposition 4.3.3, cette condition est indépendante de & €
7 1(7(0)) car G est supposé P-invariant). Dans le cas des variétés Riemanniennes par exemple,
nous considérons sur R™ lensemble G des droites vectorielles. Alors si (M, g) est une variété
Riemannienne induite par une géométrie de Cartan C modelée sur R, les courbes G¢ associées
a G sont simplement les géodésiques de (M, g). L'utilisation de telles courbes distinguées est
particulierement féconde pour I’étude des géométries paraboliques (voir par exemple [CSZ04]).

Dans le cas des structures Lagrangiennes de contact, nous allons utiliser pour G ’ensemble
des paramétrages projectifs des chainettes de 'espace modele X, 41, définis au paragraphe 2.2.3.
Nous fixons jusqu’a la fin de la section 4.3 une structure Lagrangienne de contact £ = (E®, EF)
sur une variété M de dimension 2n + 1, dont nous notons C = (M, w) la géométrie de Cartan
normale modelée sur Xo, 11 et 7: M — M le fibré de Cartan. Nous notons également I un
intervalle ouvert de R contenant 0.

Définition 4.3.5. Une courbe v: I — M d’image relativement compacte est une chainette
paramétrée de L si elle se développe en tout point de 771 ((0)) sur un ouvert d’un paramétrage
projectif d'une chainette de X, 1. Une sous-variété connexe F de dimension un de M est une
chainette de L, si tout point de F admet un voisinage ouvert connexe dans JF qui est l'image
d’une chalnette paramétrée, et si F est maximale de la sorte.

On déduit de la description des chailnettes de Xg, 11 faite a la proposition 2.2.9 le résultat
suivant.

Proposition 4.3.6. 1. Toute chainette de L est transverse en tout point a la distribution

de contact E* @ EP.

2. Si a et B sont deux chainettes paramétrées de L telles que o(0) = [(0) et tangentes a
la méme direction en 0, alors a et B difféerent d’un reparamétrage projectif, i.e. il existe
a € R* et b € R deux réels non nuls tels que B(t) = a(lfbt) pout tout t € R tel que
1+ bt #0.

3. Pour tout x € M etl € P(T, M)\ (E* @ EP)(z), il existe une unique chainette de L
passant par x dans la direction I, que nous noterons €y .

4. Les chainettes de Xont1 au sens de la définition 4.3.5 sont exactement celles que nous
avons décrites géométriquement a la définition 2.2.7.

Démonstration. 1. C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.2.9, et du fait que
E®® EP = Dr(w (g%, @ ¢°,)).

2. Nous notons 7yg: t € R — exp(tep) - 0 € Xgpy1 comme a la proposition 2.2.9. Par défini-
tion des paramétrages projectifs des chainettes de Xo,11, il existe 2,2’ € 7= 1(a(0)) tels que
Devza = 79 et Devy 8 = 7. Soit p € Ppio tel que 27 = & - p. Alors Devy a = p(Dev; )
selon la proposition 4.3.3, donc selon la proposition 2.2.9 il existe a € R* et b € R tels que
Devy (t) = '70(%) = Devifﬂ(%). Ainsi en notant I = {t € R |1+ bt # 0}, les courbes
tel—pB (litbt) et t € I — «a(t) ont le méme développement en 7’ sur chacune de leur compo-
sante connexes, ¢.e. sont égales selon la proposition 4.3.2.

3. Soient # € 7 (), p € Pyio, et a: R — M la courbe telle que = a(0) et Devz.,a = .
Selon la relation (4.3.1), on a alors Ra/(0) = i;;(lo), or iz, = Ad(p) Lo iz (voir (3.1.2)), donc
Ra/(0) = 43 ' (Ad(p)(lo)). Puisque Ad(P,2) agit transitivement sur les directions transverses &
la distribution de contact, on peut donc choisir p € P9 pour que Ra/(0) = [. Tl existe donc
une chainette paramétrée passant par x dans la direction [, ce qui nous autorise a définir €,
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comme 1'union des sous-variétés connexes de dimension un passant par x et tangentes a [, dont
tout point admet un voisinage ouvert connexe qui est I'image d’une chainette paramétrée. Si F
et F' sont les images de deux chainettes paramétrées passant par z € M dans la direction [,
alors la seconde partie de la proposition montre qu'un voisinage ouvert de x dans F coincide
avec un voisinage ouvert de x dans F'. Ceci montre que %, est une sous-variété connexe de
dimension un vérifiant la condition voulue, et ¢,; est maximale de la sorte par construction.
Ainsi €, est une chainette, qui contient par construction toute chainette passant par x dans la
direction [, donc qui lui est égale par maximalité. Ceci montre 'unicité et termine la preuve.

4. C’est le cas pour celles qui passent par o par définition. Soit z = g -0 € Xog,41 avec
g € PGL,42(R), v: I — X941 une chainette paramétrée en x, 4 un relevé de v dans PGL,,12(R)
passant par g, et notons exceptionnellement w la forme de Maurer-Cartan de PGL,,42(R). Alors
(97'9)*w = w par PGL,12(R)-invariance de w, donc mx,,,, © (¢7'4) = g 'y est une chai-
nette paramétrée passant par o, i.e. une chainette géométrique. Or 'ensemble des chailnettes
géométriques est stable par PGL,12(R), donc 7 est une chainette géométrique en x. O

L’ensemble des chainettes non paramétrées d’une structure Lagrangienne de contact définit
une géométrie de chemins « partielle », au sens ou il n’existe un chemin que dans les directions
non-tangentes & la distribution de contact. Dans [CS09, §5.3.14], cette donnée est nommée
géométrie de chemins généralisée des chainettes, et est reliée a la structure Lagrangienne de
contact initiale par des résultats initialement obtenus dans [CZ09]. Les auteurs montrent en
particulier qu'une structure Lagrangienne de contact est quasi-équivalente a la géométrie de
chemins généralisée de ses chainettes, en prouvant le résultat suivant (voir [CSOQ, Corollary
5.3.15] ou [CZ09, Theorem 4.4 et Corollary 4.4]).

Théoréme 4.3.7 (Cap-Zadnik). Soit £L = (E*, E®) une structure Lagrangienne de contact sur
une variété M. Si f est un difféomorphisme de M qui préserve E® & EP, et qui préserve la
géométrie de chemins généralisée des chainettes de L, alors soit [ préserve L, soit f échange
E* et EP.

4.3.3 Rigidité des automorphismes a ’ordre deux

Pour » > 1, on dira que deux courbes a: I — M et 5: I — M ont le méme r-jet en 0 si
pour tout 0 < k < 7 on a (¢ o a)®(0) = (¢ o B)*)(0) pour toute carte locale p: U — R™
définie au voisinage de a(0) = $(0). On vérifie facilement que cette notion est indépendante de
la carte choisie, et on dit qu’'une application f: M — M a un r-jet trivial en x € M si pour
toute courbe a: I — M passant par « en 0, f o @ a le méme r-jet que a en 0. C’est équivalent
a dire que dans toute carte locale, f a le méme développement limité que idy; en x jusqu’a
Pordre 7, et cela impose en particulier f(z) = x et D,f = idp, a. Notons que la notion de
développement est compatible avec les jets : si deux courbes « et 5 ont le méme r-jet en 0, alors
leurs développements dans X en tout point # € 7= (a/(0)) ont le méme r-jet en 0.

Théoréme 4.3.8. Soit f un automorphisme d’une structure lagrangienne de contact connezre
(M, L). Sile jet d’ordre 2 de f est trivial en un point de M, alors f =idy;.

Démonstration. Supposons le 2-jet de f trivial en x € M. Soit a une chainette paramétrée
passant par z, # € 7' (z) tel que o se développe en & sur yo(t) = 7x,,, (exp(teg)), et notons
p Pholonomie de f en Z, i.e. # == f(2) =& -p~'. Ona DymoDzf = D, f o Dy, et puisque f
préserve w, en notant ¢: sl,y+o — sl,42/Pppt2 la projection canonique on en déduit Dy owg,l =
D,foi;" o¢ en précomposant par w;'. Or Dymow,' =i ' o¢ =i oAd(p)o ¢ selon (3.1.2),
d’ou
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Puisque D, f = id, on a donc Ad(p) = id, ce qui impose & p d’étre de la forme

1 0 =z
p=10 id O
0O 0 1

selon (2.1.6). Selon la proposition 4.3.3, (Devz(f o a))(t) = p~!'(Devsa)(t) = p~lyo(t), or
ptyo(t) = vo(l%zt) pour tout ¢t € R tel que 1 — 2zt # 0 selon la preuve du lemme 2.2.9,
d’ou ;
foalt) —Oz(l o
pour tout t assez proche de 0 selon la proposition 4.3.2. Puisque le raisonnement est local autour
de z, on peut supposer que M est un ouvert de R™. Selon (4.3.5), on a alors (f o a)'(t) =
(1—zt)"2a/ (1) et (fo)"(t) = 22(1 — 2t) 3a/ (1) + (1 — 2t) ~*a”(1;) pour tout ¢ proche
de 0. Le 2-jet de f étant trivial en z, 22a/(0) + o’ (0) = (f o @)”(0) = &’ (0), d’ont z = 0 puisque
a/(0) # 0. Par suite p = e et f(a%) = #, ce qui impose f = id, selon la proposition 3.1.9, et
termine la preuve. ]

) (4.3.5)







Chapitre 5

Difféomorphismes partiellement
hyperboliques de contact en
dimension trois

Un difféomorphisme f d’une variété compacte M de dimension trois est dit partiellement
hyperbolique s’il préserve une décomposition TM = E°* @& E° @ E" de son fibré tangent en
trois distributions continues de dimension un, tel que E* (respectivement E") est uniformément
contractée (resp. dilatée) par f, et tel que la décomposition est dominée (cette définition sera
précisée plus bas, voir Definition 5.1.2). En général, les trois distributions invariantes d’un dif-
féomorphisme partiellement hyperbolique sont peu régulieres. Dans ce chapitre, nous étudions
I'impact sur la rigidité de la dynamique de certaines propriétés géométriques sur ces distribu-
tions. Plus précisément, nous les supposons toutes trois lisses et nous supposons E° ¢ E* de
contact. L’énoncé ci-dessous résume ’essentiel des résultats obtenus sous ces hypotheses.

Théoréme A. Soit M une variété compacte, connexe et orientable de dimension trois, et soit
f un difféeomorphisme partiellement hyperbolique de M préservant l'orientation et vérifiant les
conditions suivantes.

— Les distributions stable, instable et centrale de f sont lisses.

- E% @ E"Y est une distribution de contact de M.

— L’ensemble non-errant de f est égal a M.
On a alors lalternative suivante.

1. Soit une puissance finie de f est conjuguée d un temps non-nul d'un flot Anosov de
contact algébrique de dimension trois,

2. ou bien un relevé fini de f est conjugué a un automorphisme partiellement hyperbolique
d’une nil-variété.

Cet énoncé sera précisé au cours du chapitre, pour obtenir le théoreme A annoncé dans
I'introduction (voir Proposition 5.6.5 et Corollary 5.8.2), ainsi qu'un raffinement de ce der-
nier (voir Theorem A.2). Ce chapitre écrit en anglais est pour 'essentiel une reproduction de
la prépublication [MM20]. Nous utiliserons la description géométrique détaillée des structures
Lagrangiennes de contact faite dans les chapitres précédents pour classifier la structure géomé-
trique (E*, E", E€) sous-jacente au difféomorphisme partiellement hyperbolique f, ce qui nous
permettra ensuite de décrire f. Une familiarité avec la géométrie de Cartan normale associée a
une structure Lagrangienne de contact de dimension trois ainsi qu’avec la géométrie de ’espace
modele sera donc utile pour s’approprier les arguments développés dans ce chapitre. Ceci étant,
il peut tout a fait se lire de maniere indépendante, car toutes les notions qui y sont utilisées sont
introduites a nouveau au paragraphe 5.2.
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5.1 Introduction

In a lot of natural situations, a differentiable dynamical system on a smooth manifold pre-
serves a geometric structure on the tangent bundle, defined by invariant distributions. For ins-
tance, if it preserves a Borel measure, then Oseledet’s theorem provides an almost-everywhere
defined splitting of the tangent bundle, given by the rates of expansion or contraction of the
tangent vectors by the differentials of the dynamics.

Although invariant geometric structures naturally arise, they are in general highly non-
regular (Oseledet’s decomposition is for instance only measurable), and this lack of regularity
allows a lot of flexibility of the dynamics : former examples can be deformed in order to produce
a lot of new ones. In contrast, the smoothness of the invariant distributions puts a strong
restriction on the system, and the known examples with smooth (i7.e. C*) distributions are in
general “very symmetric” : typically, they arise from compact quotient of Lie groups, with action
by affine automorphisms.

It is thus natural to ask to what extent the geometric structure preserved by the dynamics
makes the situation rigid, and especially why.

Let us give a paradigmatic example of rigidity with the following result of Etienne Ghys
concerning three-dimensional Anosov flows (the statement proved by Ghys in [Ghy87] is more
precise than the one given below).

Theorem 5.1.1 ([Ghy87]). Let (') be an Anosov flow of a three-dimensional closed connected
manifold. If the stable and unstable distributions of (o) are smooth, then :
— either (¢!) is smoothly conjugated to the suspension flow of a hyperbolic automorphism
of the two-torus,
— or (') is smoothly orbit equivalent to a finite covering of the geodesic flow of a compact
hyperbolic surface.

We recall that a smooth non-singular flow (!) of a compact manifold M is Anosov if its
differentials preserve two distributions E® and E“, respectively called the stable and unstable
distribution of (¢!), satisfying TM = E* @ Rdd—“‘;t @ E* and such that E® is uniformly contracted
by ('), and E* uniformly expanded by (o).

Under the smoothness assumption of E° and E*, Ghys notices that the plane distribution
E* @ E" can only have two extreme geometrical behaviours : either it integrates into a foliation,
or it is a contact distribution (i.e. it is locally the kernel of a contact one-form). In the first case,
former results of Plante and Franks conclude the proof, and lead to the suspension examples.
The work of Ghys in [Ghy87] is therefore almost entirely devoted to three-dimensional contact-
Anosov flows, i.e. when E® and E* are smooth, and E°@® E" is contact. Under these geometrical
assumptions, the pair (E®, E") is a rigid geometric structure preserved by the Anosov flow, which
makes the classification possible and leads to the finite coverings of geodesic flows.

In this paper, we investigate the same kind of geometrical rigidity conditions, but for the
discrete-time analogs of Anosov flows that are the partially hyperbolic diffeomorphisms.

5.1.1 Principal results

We refer to [CP15] for a very complete introduction to partially hyperbolic diffeomorphisms,
for which we use the following definition.

Définition 5.1.2. A smooth diffeomorphism f of a compact manifold M is partially hyperbolic if
it preserves a splitting TM = E°*® E* @ E° of the tangent bundle into three non-zero continuous
distributions, satisfying the following dynamical conditions with respect to some Riemannian
metric on M.
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— The stable distribution E* is uniformly contracted by f, i.e. there is a non-zero integer
N such that for any z € M and any unit vector v® € E*(x),

HDfo(US) < 1.

— The unstable distribution E“ is uniformly expanded by f, i.e. uniformly contracted by
=

— The splitting is dominated, i.e. there is a non-zero integer N such that for any x € M,
and any unit vectors v* € E*(x), v¢ € E4(x), and v* € E%(x),

[pus )

<|[IDes ()

<[[Par e
FE*€ is called the central distribution.

The three invariant distributions of a partially hyperbolic diffeomorphism have in general
no reasons to be differentiable, but we study in this paper the particular case when they are
smooth, i.e. C*°, and when E* @ E" is furthermore a contact distribution.

The (non-zero) time maps of the contact-Anosov flows appearing in Ghys Theorem 5.1.1
give us the first examples satisfying these geometrical conditions. They have the following nice
algebraic description (see [Ghy87] for more details). Let us denote by A = {a'}ser the one-
parameter subgroup of the universal cover SLa(R) of SLa(R) generated by (§ %) € slo. Then
for any cocompact lattice I'g of SL, (R), the flow (R,¢) of right translations by A on the quotient
I‘O\éig(R) is a finite covering of the geodesic flow of a compact hyperbolic surface (up to a
constant rescaling of the time by a factor %), and is thus Anosov. Moreover, if a morphism
u: I'o — A is such that the graph-group I' = {(y,u(y)) | v € T'o} acts freely, properly and
cocompactly on éil (R) by the action (g, a) - = gxa, then (R,) still induces an Anosov flow
of the quotient I'\SLo(RR), which is a time-change of the former one (non-trivial if u # id). We
will call these flows the three-dimensional algebraic contact-Anosov flows.

In contrast, the following algebraic examples are the time-map of none Anosov flow. For

(\ )€ R*2, we consider the automorphism

1 z z 1 Az Auz
oap: |0 1 y| €Heis(3)—= |0 1 py | € Heis(3) (5.1.1)
0 0 1 0 O 1

of the Heisenberg group. If ¢ = ¢, ,, g € Heis(3), I' is a cocompact lattice of Heis(3), and
gp(T)g~! =T, then Ly o o(T'z) = I'(gp(x)) is a well-defined diffeomorphism of the nil-Heis(3)-
manifold T'\Heis(3). If we moreover assume that either |A\| < 1 and |u| > 1, or the opposite, then
Ly o ¢ is a partially hyperbolic diffeomorphism, whose invariant distributions are smooth, and
such that E® @ E" is contact (see Paragraph 5.4.1.b). Concrete examples of cocompact lattices
preserved by such automorphisms indeed exist, and we will call Ly o ¢ a partially hyperbolic
affine automorphism.

The principal result of this paper is that, assuming all points are non-wandering, there are
no other examples than the two families we described precedently.

Theorem A.l. Let M be a closed, connected and orientable three-dimensional manifold, and
f be a partially hyperbolic diffeomorphism of M such that

— the stable, unstable, and central distributions E°, E* and E€ of f are smooth,

- E* ® E" is a contact distribution,

— and the non-wandering set NW (f) equals M.
Then we have the following description.
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1. FEither some finite power of f is smoothly conjugated to a non-zero time-map of a three-
dimensional algebraic contact-Anosov flow,

2. or f lifts by a smooth covering of order at most 4 to a partially hyperbolic affine auto-
morphism of a nil-Heis(3)-manifold.

Actually, our geometrical conditions are so rigid that the uniformity of the contraction and
the expansion of the diffeomorphism will be obtained as a byproduct.

Définition 5.1.3. We will say that a distribution F of a compact manifold M is weakly contrac-
ted by a diffeomorphism f, if for some Riemannian metric on M, we have for any x € M :

lim [|[D,f"Egl=0o0r lim |D,f"|g| =0.
n—-+4o0o n——0oo

We emphasize that the “direction” of weak contraction can a priori change from point to
point, and that this notion is unchanged when replacing f by f~1.

Theorem A.2. Let M be a closed, connected and orientable three-dimensional manifold, endo-
wed with a smooth splitting TM = E® & EP @ E° such that E® ® EP is a contact distribution.
Let f be a smooth diffeomorphism of M that preserves this splitting, and such that

— each of the distributions E* and EP is weakly contracted by f,

— and f has a dense orbit.
Then the conclusions of Theorem A.1 hold. In particular, f is a partially hyperbolic diffeomor-
phism.

Theorem A.1 will directly follow from Theorem A.2 by an argument of Brin, as explained in
Paragraph 5.8.2 at the end of this paper. We also give in this paragraph the precise satement
of Theorem A.1, that does not use any domination hypothesis on E¢ (see Corollary 5.8.2). The
rest of the paper is devoted to the proof of Theorem A.2.

The classification question for partially hyperbolic diffeomorphisms in dimension three has
led to a lot of works in the recent years, and significant progress has been made concerning the
general case, as can be seen for instance in the survey [HP18]. Recently, different additional
rigidity conditions have also been studied.

Carrasco, Pujals and Rodriguez-Hertz obtain in [CPRH19] a classification result under the
smoothness assumption of invariant distributions. On the contrary of Theorem A.1, no additional
geometrical condition is assumed, but the authors assume that the differential of the partially
hyperbolic diffeomorphism is constant when read in the global frame given by three smooth
vector fields generating these distributions. The geometric structure (E*, E*, E€) defined by
such a partially hyperbolic diffeomorphism is in general not rigid, and their result is obtained
through dynamical arguments.

Beside the smoothness assumption on invariant distributions, Bonatti and Zhang obtain in
[BZ19] different rigidity results in the continuous category, under specific dynamical assumptions.

5.1.2 A rigid geometric structure preserved by partially hyperbolic diffeo-
morphisms

Roughly speaking, a rigid geometric structure is a structure with “few automorphisms”. More
precisely, they are those smooth geometric structures whose Lie algebra of local Killing fields
(i.e. local vector fields whose flow preserves the structure) is everywhere finite-dimensional.

As d’Ambra and Gromov pointed out in [GD91], it is natural to believe that rigid geometric
structures preserved by rich dynamical systems have to be particularly peculiar : “one does not
expect rigid geometry to be accompanied by rich dynamics” ([GD91, §0.3 p.21]). It seems thus
reasonable to look for classification results in these situations. The general idea is that rich
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dynamical properties will imply strong restrictions on the rigid geometric structure, inducing in
return a rigidity of the dynamical system itself.

Several rigid geometric structures can be preserved by a contact-Anosov flow (p!). First
of all, (¢!) always preserves a contact one-form « defined by a(dd—ﬁt) = 1 and a|gsgpu= 0. If
the dimension is 2n + 1, the induced volume form « A (da)™ is then preserved by (¢'), i.e.
contact-Anosov flows are always conservative. For contact-Anosov flows of any odd dimension,
(') moreover preserves a natural linear connection on the tangent bundle, initially defined by
Kanai in [Kan88]. An invariant connection of this kind allowed for example Benoist, Foulon
and Labourie to obtain a classification result for contact-Anosov flows of any odd dimension in
[BFL92].

While these invariant rigid geometric structures require the existence of a continuous one-
parameter flow, we study in this paper rigid geometric structures preserved by discrete-time

dynamics.

The transition from a flow to a diffeomorphism completely changes the situation. From a
dynamical point of view, partially hyperbolic diffeomorphisms of “contact” type do not anymore
preserve a contact one-form, and are thus (a priori) not conservative (which explains the extra
hypothesis on non-wandering points). From a geometrical point of view, the difficulties that
appear are analog to the ones of a conformal geometry in contrast with a metric geometry, for
example the invariant Kanai connection does not anymore exist. This situation requires to look
for a new rigid geometric structure.

A contact plane distribution is far from being rigid : according to Darboux’s theorem, they
are all locally isomorphic. A single smooth one-dimensional distribution in a contact plane
distribution is still not sufficient to make it rigid. But if the stable and unstable distributions of
the partially hyperbolic diffeomorphism are smooth and of contact sum, then the pair (E®, E*)
is a rigid geometric structure, called a Lagrangian contact structure.

For this structure, the invariant Kanai connection will be replaced by another type of connec-
tion called a Cartan connection, that defines a Cartan geometry (actually, this Cartan geometry
partially appears in [Ghy87], but under the disguised form of “the geometry of second-order
ordinary differential equations”). The strength of Cartan geometries is to link the Lagrangian
contact structures with the homogeneous model space X = PGL3(R) /P, of complete flags of
R3 (where P,,;;, is the subgroup of upper-triangular matrices). In particular, the flat Lagrangian
contact structures, i.e. the ones whose curvature identically vanishes, are locally isomorphic to
X (see Paragraphs 5.2.2.b and 5.2.3.b). The geometry of X will thus play a prominent role in
this paper.

In [Barl0], Barbot also studies the geometry of X and the dynamics of PGL3(R), but with a
different approach. His purpose is among others to construct Anosov representations in PGL3(R),
and compact quotients of open subsets of X.

5.1.3 Organization of the paper

This paper is organised in the following way. Section 5.2 introduces several notions and results
about three-dimensional Lagrangian contact structures, that will be used in the whole paper.
At the end of the paper in Paragraph 5.8.2, we prove Theorem A.1 from Theorem A.2, and the
rest of the paper is devoted to the proof of Theorem A.2. In Section 5.3, we begin this proof
by showing that the triplet S = (E®, E®, E¢) is quasi-homogeneous, i.e. locally homogeneous in
restriction to a dense open subset 2 of M, and that its isotropy on 2 is non-trivial. This implies
that the Lagrangian contact structure (E*, E®) is flat, i.e. that M has a (PGL3(R), X)-structure.
In Section 5.4, we refine this description, proving that S|q is locally isomorphic to one of two
possible homogeneous models (Y, St) or (Ya,Sa). This relies on a technical classification of the
underlying infinitesimal model, done in Section 5.5. A critical step is to show in Section 5.6 that
the open dense subset 2 is actually equal to M, implying that M has a (H,Y')-structure, with
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two possible models (Hg, Y;) or (Ha, Ya). We prove in Section 5.7 that this (H,Y)-structure is
complete, implying that (M, S) is a compact quotient I'\Y of one of these two models, with " a
discrete subgroup of H = Aut(Y"). This description allows us to conclude the proof of Theorem
A.2 in Paragraph 5.8.1.

Conventions and notations

From now on, every differential geometric object will be supposed to be smooth (i.e. C*) if
nothing is precised, and the manifolds will be supposed to be boundaryless.

The flow of a vector field X is denoted by (¢% ). The Lie algebra of a Lie group G is denoted
by g, and for any v € g, we denote by ¥ the left-invariant vector field of G generated by v. If
©: G x M — M is a smooth group action (on the left or the right) of G on a manifold M, then
the orbital map of the action at € M is denoted by 6, = O(-, ), and we denote by L, = ©(g, -)
the translation by g € G if the action is on the left (respectively by Ry if the action is on the
right). For any v € g we denote by v' the fundamental vector field of the action generated by v,
defined for = € M by vf(z) = D0, (v).
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5.2 Three-dimensional Lagrangian contact structures

The rigid geometric structures that will be studied in the rest of this paper are the following.

Définition 5.2.1. A Lagrangian contact structure £ on a three-dimensional manifold M is a pair
L = (E®, EP) of transverse one-dimensional smooth distributions, such that £*® E” is a contact
distribution. An enhanced Lagrangian contact structure S on M is a triplet S = (E®, Ef, E€) of
one-dimensional smooth distributions such that TM = E*® E? & E¢, and E* ® EP is a contact
distribution.

A (local) isomorphism between two Lagrangian contact structures is a (local) diffeomorphism
that individually preserves the distributions « and 3, and the (local) isomorphisms of enhanced
Lagrangian contact structures preserve in addition the central distribution E°.

We first define what will be for us the most important example of three-dimensional Lagran-
gian contact structure.

5.2.1 Homogeneous model space

We will call projective line the projection in RP? of a plane of R?, and we denote by RP?2
the set of projective lines of RP? (called the dual projective plane). For any subset @ of R"*!
we denote by [Q] the projection in RP™ of the linear subspace of R"™! generated by Q.

A pointed projective line is a pair (m, D) with D € RP2 and m € D, and we denote by

X:{(m,D) ‘ DeRPi,meD} C RP? x RP2

the space of pointed projective lines. In other words, X is the space of complete flags of R3. We
will denote in the whole paper by
G = PGL3(R)

the group of projective transformations of RP2. As the projective action of G on RP? and
RP? preserves the incidence relation m € D, it induces a natural diagonal action of G on
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X C RP? x RP2. The action of G on X is transitive, and the stabilizer in G of the base-point
o = ([e1], [e1, e2]) of X is the subgroup

Stabg (0) = Poin = <G

S O *
S ¥ ¥

*

of upper-triangular matrices. From now on, we will identify X and G /Pmin by the orbital map
0o: G/Pin — X at 0. The homogeneous space X is a RP!-bundle over RP? and ]RPE through
the coordinate projections

Ta: (m, D) € X+ m € RP? and 75: (m, D) € X ++ D € RP2. (5.2.1)

For z = (m, D) € X, we will denote by C,(x) = Co(m) (respectively Cg(z) = Cg(D)) the fiber
of z with respect to m, (resp. m3), and we will call it the a-circle (resp. the -circle) of . We
denote by

&, = Ker(D7,) and £ = Ker(D7g),

the one-dimensional vertical distributions of these bundles, tangent respectively to the foliations
by a and [-circles. The sum &, ® £ is contact and we will call Lx = (€,,Ep) the standard
Lagrangian contact structure of X.

Lemma 5.2.2. The group G is the group of automorphisms of the standard Lagrangian contact
structure Lx. In particular, the structure (X, £Lx) is homogeneous.

Démonstration. First of all, the action of G preserves the foliations of X by « and S-circles,
i.e. preserves the structure Lx = (E4,&p). Conversely, if f is a difftomorphism of X that
preserves Lx, the fact that f preserves the foliation by a-circles simply means that it induces a
diffeomorphism f of RP? for which f is a lift through the projection 7. As f moreover preserves
the foliation by [-circles, f maps any projective line to a projective line. This implies that f
is a projective transformation according to a classical result of projective geometry (proved for
example in [Sam89, Theorem 7 p.32]), i.e. that f is induced by the action of an element of
G. O

5.2.2 Lagrangian contact structures as Cartan geometries

We now introduce the Cartan geometries modelled on the homogeneous space G /P ,;n, and
make the link with Lagrangian contact structures. This notion will be our principal technical
tool to deal with Lagrangian contact structures. We refer the reader to [Sha97] or [CS09] for
further details about Cartan geometries in a more general context.

5.2.2.a Cartan geometries modelled on G/P,,;,

Définition 5.2.3. A Cartan geometry C = (M,w) modelled on G /Py on a three-dimensional
manifold M is the data of a P,,;,-principal bundle over M denoted by =: M — M and called
the Cartan bundle, together with a g-valued one-form w: TM — g on M called the Cartan
connection, that satisfies the three following properties :

1. w defines a parallelism of M, i.e. for any T € M, w; is a linear isomorphism from Tz N
to g,

2. w reproduces the fundamental vector fields of the right action of Pn, i.e. for any v € g
and & € M we have : vf(%) = %]tzoi ceft = wi,_l(v),

3. and w is Pn-equivariant, i.e. for any p € P, and T € M we have : R;;w = Ad(p)*1 ow
(where Ad(p) stands for the adjoint action of p).
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A (local) automorphism f of the Cartan geometry C between two open sets U and V of M is
a (local) diffeomorphism from U to V that lifts to a P,,;,-equivariant (local) diffeomorphism f
between 7~ 1(U) and 7~!(V), such that f preserves the Cartan connexion w (i.e. f*w = w).

Ezxample 5.2.4. The homogeneous model space X is endowed with the Cartan geometry of the
model Cx = (G,weg), given by the canonical P,,;,-bundle 7¢: G — G/Pn = X over X,
together with the Maurer-Cartan one-form wg: TG — g defined by wg(?) = v on the left-
invariant vector fields of G).

We consider for the rest of the subsection a Cartan geometry (M,C) = (M, M,w) modelled
on G/Pin.

5.2.2.b Curvature of a Cartan geometry

The following definition replaces the curvature of a Riemannian metric in the case of Cartan
geometries.

Définition 5.2.5. The curvature form of C is the g-valued two-form Q) of M defined by the
following relation for two vector fields X and Y on M :

QX,Y) = dw(X,Y) + [w(X), w(Y)]. (5.2.2)

Thanks to the connection w, the curvature form €2 is equivalent to a curvature map K : M —
L(A2%g,g) on M (that we will often simply call the curvature of C), having values in the vector
space of g-valued alternated bilinear maps on g, and defined by the following relation for & € M
and v,w € g:

Ki(v,w) = Qw; ' (v), wj *(w)). (5.2.3)
We will say that the Cartan geometry C (or the Cartan connection w) is torsion-free if Kz (v, w) €
Pmin for any & € M and v, W € g.

If v or w is tangent to the fiber of the principal bundle M, then the curvature form satisfies
Q(v,w) = 0 (this is proved in [Sha97, Chapter 5 Corollary 3.10]). As w maps the tangent space
of the fibers to pyin (because the fundamental vector fields are w-invariant), this implies that the
curvature K (v, w) vanishes whenever v or w is in p,,,. As a consequence at any point & € M ,
K; induces a g-valued alternated bilinear map on g/pmin, and we will identify in the sequel K
with the induced map

K: M — L(A%(g/Pmin), 9)- (5.2.4)

The adjoint action of P,,;, induces a linear left action on L(A2(g/pmin), ) defined for p € Py
and K € L(A%(g/pmin), 8) by

p-K:uAve— Ad(p) - (K(Ad(p)™' - u, Ad(p) ' - v)). (5.2.5)

Using the linear right action of P, on L(A%(g/pmin), 9) defined by K -p:=p~ - K, K is Pyin-
equivariant (this is proved in [Sha97, Chapter 5 Lemma 3.23]), and K is moreover preserved by
any local automorphism f of the Cartan geometry (i.e K o f = K for any automorphism).

5.2.2.c Lagrangian contact structure induced by a Cartan geometry

At any point z € M and for any 2 € 7~ 1(x), we denote by iz: T, M — g/pmin the unique
isomorphism satisfying
i3 o Dym = Wy, (526)

where w denotes the projection of w on g/pmin. As the adjoint action of Py, preserves ppin,
it induces a representation Ad: P, — GL(g/Pmin) on the quotient, and the equivariance of w
implies the following relation for any p € Py :

izp = Ad(p) ! ois. (5.2.7)
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This relation shows that any Ad(P,,,)-invariant object on g/pmn gives rise, through the iso-
morphisms iz, to a well-defined object on the tangent bundle of M. Let us apply this idea to
define a Lagrangian contact structure on M associated to the Cartan geometry C. We introduce
000 000 000
= (§89) 00 = (§48) 0= (833) (528
defining a basis (€q,€g,€0) of g/Pmin, in which the matrix of the adjoint action of

a X z
b= 0 a_lb_l Yyl e Poin
0 0 b

is equal to
a? ! 0 aly
Mat(z, g5 (Ad(p) = [ 0 ab® —b%z|. (5.2.9)
0 0 a'b

In particular, the adjoint action of P,,;, individually preserves the lines Re, and Reg of g/pmin.
Together with the relation (5.2.7), this shows that for = € M, the lines i, ' (Ré,) and i} ' (Rég) of
T, M do not depend on the lift & of x. The Cartan geometry C induces thus two one-dimensional
distributions E(z) = i3 ' (Re,) and Eg (z) =iz '(Rég) on M, and the curvature of C will say
when do those distributions define a Lagrangian contact structure.

Lemma 5.2.6. Any torsion-free Cartan geometry (M,C) modelled on G /P induces a La-
grangian contact structure (Eg,EC’B) on the three-dimensional base manifold M.

Sketch of proof. For x € M, considering a local section of the Cartan bundle over x, we can push
down by 7 the w-constant vector fields &, and éz of M (characterized by w(é.) = e.) to local
vector fields X, and Xz of M defined on a neighbourhood of x, that respectively generate the
distributions Eg and ECB If K has values in ppp, the identity w([éq, €g]) = [eq, €8] — K (€q, )
(deduced from Cartan’s formula for the differential of a one-form) implies easily that [X., Xg]| ¢
Vect(X,, Xp) in the neighbourhood of z, finishing the proof. O

Remark 5.2.7. In the case of the Cartan geometry of the model, it is easy to check that (E‘c)‘x, ECBX)
is the standard Lagrangian contact structure Lx of X.

5.2.3 Normal Cartan geometry of a Lagrangian contact structure

Any three-dimensional Lagrangian contact structure is actually induced by a torsion-free
Cartan geometry modelled on G/P,,;,. This equivalence between three-dimensional Lagrangian
contact structures and Cartan geometries modelled on G/P,,;, was discovered by Elie Cartan,
who developped this notion and after whom these geometries are named.

5.2.3.a Equivalence problem for Lagrangian contact structures

A given three-dimensional Lagrangian contact structure is induced by several Cartan connec-
tions, and to obtain an equivalence between both formulations, we have to choose a particular
one. This choice will be done through a normalisation condition on the curvature. Using the
basis (eq A€o, €3\ €y, eq NEg) Of A2(g/Ppmin), we consider the following four-dimensional subspace

of L(Az(g/pmin),g) :
K< B
Wy = {K: Eo A E) > (§§Iga> (G5 A\ G (8%‘”3 >,ea/\€5>—>0}. (5.2.10)
00 O

The linear action of P, preserves Wi, that will be called the space of normal curvatures.
Theorem 5.2.8 below is proved in [DK16, Theorem 3 p.14], where the normalisation condition is
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explicitely calculated through Cartan’s method of equivalence (see also [CS09, Theorem 3.1.14
p.271 and Paragraph 4.2.3] that makes the link with general parabolic Cartan geometries).

Theorem 5.2.8 (E. Cartan, [DK16], [CS09]). For any Lagrangian contact structure L on a
three-dimensional manifold M, there exists a torsion-free Cartan geometry modelled on G /P pin
inducing L on M, and whose curvature map has values in the space Wi of normal curvatures.
Such a Cartan geometry is unique (up to action of principal bundle automorphisms covering the
identity on M ), and will be called the normal Cartan geometry of L.

Furthermore, if (M, £1) and (Ma, L£2) are two three-dimensional Lagrangian contact struc-
tures, and Cq, Cy are the associated normal Cartan geometries, then the (local) isomorphisms
between £1 and Lo and the (local) isomorphism between C; and Cy are the same. This a direct
consequence of the unicity of the normal Cartan geometry. The curvature map K : M — Wy of
the normal Cartan geometry of a three-dimensional Lagrangian contact structure £ will simply
be called the curvature of L.

5.2.3.b Flat Lagrangian contact structures
The homogeneous model space (X, Lx) verifies the following analog of Liouville’s theorem.

Theorem 5.2.9. For any connected open subsets U and V of the homogeneous model space X,
and any diffeomorphism f from U to V that preserves its standard Lagrangian contact structure
Lx, there exists g € G such that f is the restriction to U of the translation by g.

Démonstration. The Maurer-Cartan form wg satisfies for any tangent vectors v and w the
structural equation dwg (v, w) + [wa(v), wa(w)] = 0 (see [Sha97, §3.3 p.108]), implying that the
curvature of the Cartan connection wgq is zero. Therefore, the curvature satisfies the normalisa-
tion condition of Theorem 5.2.8, and Cx is a normal Cartan geometry on X modelled on G /P,
and associated to Lx (see Remark 5.2.7). According to Theorem 5.2.8, any local isomorphism
of Lx between two connected open subset U and V of X lifts therefore to a local isomorphism
of the Cartan geometry Cx between 7g'(U) and 7g'(V'), and such an automorphism is the left
translation by an element of G according to [Sha97, Chapter 5 Theorem 5.2]. O]

A three-dimensional Lagrangian contact structure (M, £) is flat if the curvature of the normal
Cartan geometry of £ vanishes identically. According to the proof of Theorem 5.2.9, the model
space is flat, and since this property is local, any Lagrangian contact structure locally isomorphic
to (X, Lx) is flat.

The power of Cartan geometries lies in the converse of this statement : any flat three-
dimensional Lagrangian contact structure £ is locally isomorphic to the homogeneous model
space (see [Sha97, Theorem 5.1 and Theorem 5.2 p. 212]). There exists in this case an atlas of
charts from M to X consisting of local isomorphisms of Lagrangian contact structures from £ to
Lx, and whose transition maps are restrictions of left translations by elements of G (according
to Theorem 5.2.9). A maximal atlas satisfying these conditions is called a (G, X)-structure on
M. Any (G, X)-structure conversely induces on M a Lagrangian contact structure £ locally
isomorphic to Lx, whose charts are local isomorphisms from £ to £x.

Theorem 5.2.10. Any flat three-dimensional Lagrangian contact structure (M, L) is induced
by a (G, X)-structure on M.

Denoting by mys: M — M the universal cover of M, we recall that any (G, X)-structure
on M is described by a local diffeomorphism §: M — X called the developping map, that is
equivariant for a morphism p: 71 (M) — G called the holonomy morphism (see for example
[Thu97, §3.4 p.139-141]). Moreover for any g € G, the pair (g o d,gpg~!) of developping map
and holonomy morphism describes the same (G, X)-structure. The Lagrangian contact structure
L induced by a (G, X)-structure is characterized by : 6*Lx = 7}, L.
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5.2.3.c Harmonic curvature

For K € Wik an element of the space of normal curvatures defined by

_ 00K*\ _  _ 0Kg K\ _  _
K:ey,Negr— | 00Ka |,egANeg— {00 o0 ):€aNegr 0,
00 O 00 O

and
a T z
p=10 a~ ! Y| € Pmin,
0 0 b

the adjoint action (5.2.9) of P,,;, given in Paragraph 5.2.3 enables to compute the components
wand -gofp- K € Wik :

(p- K)o =a'0"K,, (p- K)s = a’bKsp. (5.2.11)

These expressions show in particular that the two-dimensional subspace Wy = {K € Wy |
K, = Kg =0} of Wk is preserved by the linear action of Pp,.

Proposition 5.2.11. If the curvature map of a three-dimensional Lagrangian contact structure
L has values in the subspace Wy (i.e. if K, and Kg identically vanish), then L is flat.

The following remark will be useful in the proof of this result : sl3 is a two-graded Lie algebra,
the graduation being defined by the following subspaces (g); for i = —2,--- ;2 :

o (@1 (5.2.12)

The graduation property of sl3 simply means that for any ¢ and j we have [(9)i, (9);] C (8)i+s,
(where (g); = {0} for any |i| > 2). This graduation of sl3 gives rise to a filtration defined by
g' = @,>i(g);, with respect to which sl3 is a filtered Lie algebra, i.e. [g%, /] C g™/ (with g’ = g
for i < —2 and g' = {0} for i > 2).

Proof of Proposition 5.2.11. Let (M, M,w) be a normal Cartan geometry modelled on G /P ,p,.
We introduce the following basis of sl3 :
000 000 000 100 00 0 o 000\ g
ey = (000>,ea: (000),65: (100),61 = (0—10),62: (01 0 ),e = (001),6 =
010 1oos "~ 010 000 000 00 -1 000
(8 0 8) e = (8 0 8)’ that we denote B. We denote the coordinate of the Cartan connection

w with respect to an element e of the basis B as a real-valued one-form w, on M , such that
W = > .cpwee. In the same way, the curvature form 2 of w will be denoted as 0 = > 5 Qee,
where the s are real-valued two-forms on M. According to the form (5.2.10) of the curvature
map stated in Theorem 5.2.8, if K, = Kz = 0 identically, then the only non-zero two-form (). is
00 = Ko Awy + K 5(4)5 A wp. The Bianchi identity proved in [Sha97, Chapter 5 Lemma 3.30]
gives dQ = [Q,w], where [Q,w] = Lo (QAw) with L: v®@w € g® g — [v,w] € g (see [Sha97,
Chapter 1.5 p.61] for this definition). The graduation property of sl exposed in the beginning of
the paragraph implies [e?, g*] = {0}, and we have the following Lie brackets relations between
the elements of B : [e¥,ep] = e1 + ez, [€¥,eq] = €7, [e¥,e5] = —€%, [€%,e1] = [€¥, 2] = —. We
finally obtain the following equalities by projecting the Bianchi identity to Re® and Re® :

0= —Kawa/\wo/\wﬂ,o:Kﬁwg/\wo/\wa.

As (wa,wo,ws) is at each point 2 € M a basis of the dual space (w;'((g)—2 @ (g)-1)))*, the
three-form w, Awg Awg does not vanish, and the above equalities imply therefore K = K B =0
identically, i.e. K = 0 as announced. O
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Remark 5.2.12. The components K, and Kz of the curvature actually encode the harmonic
curvature of a normal Cartan geometry modelled on G/P;,, that is known to be the only
obstruction to the flatness for parabolic Cartan geometries. With this point of view, the above
Proposition 5.2.11 is the manifestation in the specific case of Lagrangian contact structures of a
general phenomena arising for any parabolic geometry (see for example [CS09, Theorem 3.1.12]).

5.2.3.d Normal generalized Cartan geometry of an enhanced Lagrangian contact
structure

Let S = (E“, E, E°) be an enhanced Lagrangian contact structure on a three-dimensional
manifold M, and C = (M ,w) be the normal Cartan geometry of the underlying Lagrangian
contact structure (E, E?). Using the isomorphisms iz defined in (5.2.6), the transverse distri-
bution E° is encoded by the map

having values in the open subset

V' =A{L € P(g/pmin) | L ¢ Vect(ea,€3)}

of P(g/pmin). Endowing V with the right P,,;,-action defined by L -p = Ad(p)~'(L), ¢ is
Pin-equivariant. Conversely, any P,,;,-equivariant application ¢: M — V defines a transverse
distribution E7 ;) = i '(¢(2)) compatible with the Lagrangian contact structure (E, E7).

Définition 5.2.13. (C,p) = (M,w,go) will be called the normal generalized Cartan geometry
of the enhanced Lagrangian contact structure S.

5.2.4 Killing fields of Lagrangian contact structures
5.2.4.a Some classical properties of Killing fields

A (local) Killing field of a Lagrangian contact structure (M, £) is a (local) vector field X of
M whose flow preserves L. The Killing fields of an enhanced Lagrangian contact structure S
are defined in the same way. We will denote by Rill(U, £) the subalgebra of Killing fields of £
defined on an open subset U C M, and by Ei[[lﬁoc(sv) the Lie algebra of germs of Killing fields of
L defined on a neighbourhood of x.

The following statement summarizes important properties of Killing fields, coming from their
description through Cartan geometries and well-known in this context. The results are stated for
Lagrangian contact structures, but are true as well for enhanced Lagrangian contact structures.

Lemma 5.2.14. Let M be a three-dimensional connected manifold endowed with a Lagrangian
contact structure L, and C = (M,w) be a normal Cartan geometry on M associated to L.

1. If f is a Pmm—equwamant diffeomorphism ofM that covers idy; and preserves w, then
f = IfX is a Pin-invariant vector field on M whose flow preserves w and whose

proyectwn on M vanishes, then X = 0. As a consequence, the lift of a local automorphism
I (respectively Killing field X ) of L to a Pin-equivariant diffeomorphism f of M that
preserves w (resp. to a P -invariant vector field X on M whose flow preserves w), is
unique.

2. If the lift X of a Killing field X of L vanishes at some point %, then X = 0. In other
words, the linear map X € Rill(M, L) — wz(X;) € g is injective.

3. The Lie algebra morphism X € Rill(M, L) — [X], € GUY°(x) sending a Killing field of
L to its germ at x is injective.
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Sketch of proof. 1. The first assertion is a direct consequence of [CS09, Proposition 1.5.3] for
Cartan geometries modelled on G/P;p,, and implies the second one.

2. Let us assume that a local automorphism f of C fixes a point & € M. Then as f preserves
the parallelism defined by w, a classical argument implies that f is trivial on the connected
component of . This remark easily implies the assertion about Killing fields.

3. According to [BFMO09, Lemma 7.1], a local automorphism that is trivial in the neighbourhood
of x is trivial on the connected component of its domain of definition that contains x. This result
easily implies the statement concerning Killing fields. O

Remark 5.2.15. The second statement of the previous lemma shows in particular that for any
connected open neighbourhood U of x € M, the dimension of Rill(U, £) is bounded from above
by dim g = 8. Therefore, if we consider a decreasing sequence of connected open neighbourhoods
U; of = such that M;U; = {x}, then dim Rill(U;, £) is constant for ¢ large enough. This proves
the existence of a connected open neighbourhood U of z such that

X € Rill(U, L) — [X], € 6l (x)

is a Lie algebra isomorphism.

The following Lemma is the translation of Theorem 5.2.9 for Killing fields of (X, £Lx).

Lemma 5.2.16. 1. At any point x € X, the Lie algebra of local Killing fields of Lx at x
is identified with g through the fundamental vector fields of the action. In other words,
the application v € g — [v1], € Ei[[lﬁ"; (z) sending v € g to the germ of v! at x, is an
anti-isomorphism of Lie algebras.

2. Any local Killing field of (X, Lx) defined on a connected neighbourhood of a point x € X
is the restriction of a global Killing field defined on X. In other words, X € Rill(X, Lx)
[X]z € Ei[[lﬁ"; (x) is a Lie algebra isomorphism.

Démonstration. 1. If vT is trivial in the neighbourhood of z, then for any t € R, ¥ acts trivially
on an open neighbourhood of x. But the action of G on X is analytic : if ¢ and h in G
have the same action on some non-empty open subset of X, then ¢ = h (because the linear
subspace generated by the pre-image in R? of a non-empty open subset of RP? is equal to R?).
Therefore, e/’ = id for any t € R and v = 0. The application v [UT];E is thus injective, and as
dim Ei[[lﬁo; () < dim g according to the third assertion of Lemma 5.2.14, it is an isomorphism.
Finally, v — v! is known to be an anti-morphism of Lie algebras.

2. Any local Killing field at z is the restriction of v! for some v € g according to the first
assertion, and extends therefore to a Killing field defined on X. O

5.2.4.b Total curvature map of an enhanced Lagrangian contact structure

Let (C,¢) = (M,w,¢) be the normal Cartan geometry of a three-dimensional enhanced
Lagrangian contact structure (M,S). With K : M — Wi the curvature map of C, we define the
curvature map

K= (K,¢): M — Wy =Wk xV,

of the enhanced Lagrangian contact structure (M,S), which is P,,,-equivariant for the right
diagonal action of P,,;, on Wi.

If W is any manifold endowed with a right action of Py, we define B(W) == {(w,l) | w €
W,l € L(g, T,W)} (this is a vector bundle over W), that we endow with the right P,,;,-action
(w,0) - p = (w-p,DyR,oloAd(p)). For any smooth P,,;,-equivariant map : M — W, we
define a P,,n-equivariant map D : M — B(W) encoding the differential of 1 as follows :
DY)(#) = (¢(), Dztp ow; ). We also define inductively B¥1(W) = B(B¥(W)) and D**ly =
D(D*y): M — B*tY(W) for any k € N (with BO(W) = W and D% = ¢).
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Denoting m = dim g = 8, we define Wictor := B™ (W), and the total curvature
’Cmt = D"K: M — W]Ctot

of the enhanced Lagrangian contact structure S. The total curvature Kt is P,,;,-equivariant
and preserved by local automorphisms of S (i.e. for any such local automorphism f we have
Ktoto f = KCtt). We also define for k € N* the space of Killing generators of order k by Kill* () =
wi(Ker(D;D*"1K)) C g, and the space of Killing generators of total order by Kill’®!(z) =
Kill™ " (#) = ws(Ker(DzK)) C g.

5.2.4.c Gromov’s theory

The integrability locus of M is defined as the set M of those points & € M such that
for any v € Kill’(#), there exists a local Killing field X of S defined around (&) and such
that wm(f(m) = v. It is easy to check that Mint is a P,in-equivariant set, and we define the
integrability locus of M as M = (M),

Theorem 5.2.17 (Integrability theorem). Let (M,S) be a three-dimensional enhanced Lagran-
gian contact structure of total curvature K%, and M be its normal Cartan bundle. Then the
integrability locus M™ of M is equal to the set of points & € M where the rank of Dzt is
locally constant. In particular, Mt g open and dense, and so is the integrability locus M™ of

M.

Gromov investigates in [Gro88] the integration of “jets” of Killing fields for very general rigid
geometric structures, and proves results related to the above Theorem. In the case of three-
dimensional enhanced Lagrangian contact structures, the equivalence with normal generalized
Cartan geometries allows to avoid the notion of jets of Killing fields, replaced by the one of
Killing generators of total order. In this setting, Theorem 5.2.17 is a consequence of [Pecl6,
Theorem 4.19]. We use here a modification of the statement of Pecastaing proved by Frances in
[Fral6, Theorem 2.2]. The proof of the statement of Frances for generalized Cartan geometries
is straightforward by following the lines of the proof he does for Cartan geometries, and using
[Pec16, Lemma 4.20 and Lemma 4.9].

5.3 Quasi homogeneity and flatness of the structure

From now on and until Paragraph 5.8.2, we are under the hypotheses of Theorem A.2 and we
adopt its notations. M is thus a three-dimensional compact connected and orientable manifold,
S = (E®,EP,E°) is an enhanced Lagrangian contact structure on M, and we denote by £ =
(E®, EP) its underlying Lagrangian contact structure. Finally, f is an orientation-preserving
automorphism of (M, S) such that :

— each of the distributions E* and E? is weakly contracted by f (see Definition 5.1.3),

— and f has a dense orbit.
In particular, the non-wandering set NW (f) = NW(f~!) equals M. We recall that in this case,
the set Rec(f) (respectively Rec(f~!)) of recurrent points of f (respectively f~!) is a dense
Gs-subset of M. Therefore, Rec(f) N Rec(f~!) is dense in M as well.

5.3.1 Quasi homogeneity of the enhanced Lagrangian contact structure

At a point z € M, we introduce the subalgebra
i519¢(z) = {X € Bl (x) ’ X(z) = 0} (5.3.1)

of local Killing fields vanishing at x, that we call the isotropy subalgebra of S.
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Définition 5.3.1. The Kill'““~orbit (for S, respectively £) of a point z € M is the set of points
that can be reached from z by flowing along finitely many local Killing fields of S (respectively
L). An enhanced Lagrangian contact structure (M,S) (resp. a Lagrangian contact structure
(M, L)) is locally homogeneous if any connected component of M is a Kill'*-orbit.

The first claim of the following Proposition is a consequence of Gromov’s “open-dense or-
bit theorem”, and the second one is a reformulation in the context of enhanced Lagrangian
contact structures of a work done by Frances in [Fral6, Proposition 5.1] for pseudo-Riemannian
structures.

Proposition 5.3.2. There exists an open and dense subset Q) of M, such that the enhanced
Lagrangian contact structure S is locally homogeneous in restriction to ). Moreover for any
x € Q, the isotropy subalgebra isl$¢(x) is non-trivial.

Démonstration. Since S has an automorphism f with a dense orbit, Gromov’s dense orbit theo-
rem directly implies the first claim (see [Gro88, Corollary 3.3.A], and [Pec16, Theorem 4.13] for
a proof in the case of generalized Cartan geometries). Since the integrability locus M is open
and dense (see Theorem 5.2.17), and Rec( f) N Rec(f~1) is dense in M, there finally exists a
point z € QN M™ A Rec(f) NRec(f1). We show now that is/¢°(z) is non-zero.

Let us denote by (M ,w, ) the normal generalized Cartan geometry of S (see Definition
5.2.13), and choose a lift # € 771 (x) in the Cartan bundle. Possibly replacing f by f~!, we have

11111 |Dzf"|ge|| = 0, and by hypothesis on x, there exists a strictly increasing sequence ny, of
n—

integers such that f™ (x) converges to x, implying the existence of a sequence py € Pypin such
that f”k( ) D 1 converges to Z. We claim that the sequence f"k( ) has to leave every compact
subset of M , implying that p; also leaves every compact subset of P,,i,. In fact, if not, some
subsequence ( f™(#)) converges in M, implying that (f™) converges to some diffeomorphism
of M for the C°-topology, because f preserves the parallelism defined by w (see [Kob95, Theo-
rem 1.3.2]). Therefore, (f™) also converges for the C*°-topology to some diffeomorphism of M,

=0.

. . . /
contradicting lim HDx 1| e
k—4o00

The sequel of the proof of [Fral6, Proposition 5.1] will enable us to conclude, using the total
curvature K0 M — Wictor of the generalized Cartan geometry associated to S (see Paragraph
5.2.4.c). By Pmm—equivariance of the total curvature and its invariance by automorphisms,
pr - KU #) = K™ (&) - pp ') converges to K!°'(2). The manifold Wi has a canonical
structure of algebraic variety for which the action of P,,;, is algebraic (because its action on
the space Wi of normal curvatures and on the algebraic variety V C P(g/pmin) are algebraic,
see [Pec16, Remark 4.16] for more details). Therefore, the orbits of the action of Py, on Wictor
are locally closed, and are thus imbedded submanifolds. In particular, there exists a sequence
€ € Ppin converging to the identity and such that pg - K(%) = g - K(2), i.e. such that
e, 'pr € Stabp, . (K!'(2)). As e, 'py. leaves every compact subset of Py, Stabp, . (K(2)) <
P,.in is non-compact. But Stabp, . (K! (%)) is an algebraic subgroup of P, and has thus
a finite number of connected components, finally implying that its identity component is also
non-compact.

There exists thus a non-zero vector v € P, in the Lie algebra of Stabp . (K%(2)). For
any t € R we have by hypothesis K!(2 - exp(tv)) = K (%) - exp(tv) = K!*(%), and deriving
this equality at ¢ = 0 we obtain D; ICtOt( 1(v) =0, d.e. v € wp(Ker(DpKM)) = Kill"!(2). As &
is in the integrability locus M of M, there exists a local Killing field X € Eillle¢(x) such that
ws(X3) = v # 0, implying in particular that X # 0 and X () = 0, i.e. that X € isi¢¢(x) \ {0}.

The isotropy subalgebra at any point y € €2 being linearly isomorphic to the one at x because
Q is an Aut’®-orbit, 1510‘3( ) is finally non-zero at any point y € €2, which finishes the proof of
the corollary. O
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5.3.2 Flatness of the Lagrangian contact structure

In particular, the underlying Lagrangian contact structure £ = (E%, E?) is also locally
homogeneous with non-zero isotropy in restriction to the open and dense subset 2. The following
result due to Tresse in [Tre96] (see also [KT17, §4.5.2]) implies that L|q is flat.

Theorem 5.3.3 (Tresse [Tre96]). Any three-dimensional locally homogeneous connected Lagran-
gian contact structure with non-zero isotropy is flat.

By density of 2 and continuity of the curvature, the Lagrangian contact structure (M, L) is
therefore flat, and according to Paragraph 5.2.3.b, we obtain the following.

Corollary 5.3.4. The Lagrangian contact structure L is described by a (G, X)-structure on M.

The rest of this paragraph is devoted to give a self-contained proof of Tresse’s Theorem
5.3.3. We consider a locally homogeneous Lagrangian contact structure £ with non-zero isotropy
defined on a three-dimensional connected manifold M. We denote by (M,C) = (M, M,w) the
normal Cartan geometry of £, and by K: M — Wi its curvature map. Choosing z € M and
zeM , it suffices to prove that K(Z) = 0 by local homogeneity of C. We will denote by

b = 6l (z) and i = isi2°(x)

the algebra of local Killing fields of £ at x and its isotropy subalgebra. As L is locally homo-
geneous, ev,(h) = {X(z) | X € h} = T, M, and in particular dim h — dimi = 3. The following
result gives us a sufficient condition for the vanishing of the curvature.

Lemma 5.3.5. Let [ be a local automorphism of a locally homogeneous three-dimensional La-
grangian contact structure (M, L) fizing a point x € M, let & € ©—1(x) be a lift of x in the
normal Cartan bundle of L, and let p € Pn be the holonomy of f at &, characterized by
f@)=2-p~ L. If p=exp(v) with

a * *
v=10 —a—>b x| € pminsuch that b # —5a and a # —5b, (5.3.2)
0 0 b

then L is flat.

Démonstration. Since the curvature K is preserved by f and P,,;,-equivariant (see paragraph
5.2.3), we obtain p- K(#) = K(2-p~!) = K(f(2)) = K(&), where the holonomy p is of the form

A * *
p=10 Xlu=! x
0 0 "

with g # A~% and A # > by hypothesis. According to the expression of the components (p.K ),
and (p.K)gp of the curvature given in (5.2.11), we have M’ K(£)o = K(2)o and NuK(2)s =
K(z)g, implying K(Z)o = K(2)s = 0. The structure being locally homogeneous and the sub-
space Wy = {K € Wk | Ko = K3 = 0} being P,;,-invariant, K has values in Wy on a neigh-
bourhood of Z, and therefore K = 0 on this neighbourhood according to Proposition 5.2.11. By
local homogeneity, £ is flat. O

We introduce the Cartan subalgebra a ~ R? of diagonal matrices of p,in, and the projection
D: Pmin — a on a parallel to heis(3), which is a Lie algebra morphism. The following linear map
will play an important role in the proof :

¢: X €ir plwp(Xy3)) € a.
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Fact 5.3.6. If there exists X € i such that ¢(X) satisfies the hypotheses (5.3.2) of Lemma 5.3.5,
then L is flat.

Démonstration. We have the following relation for any ¢ € R

0o () = 2 - exp(tws (X)) (5.3.3)

Denoting by p(t) the element of P,,;, such that gog((aﬁ) =2 -p(t), {p(t)}+er is a one-parameter
subgroup. There exists thus w € Ppin such that p(t) = exp(tw), and deriving the relation
gog((ic) = Z-exp(tw) at t = 0 we obtain w;(X;) = w (because the Cartan connection w reproduces
the fundamental vector fields of the action of P,,;,). There exists thus an automorphism ¢ of
(M, L) fixing = and such that ¢(£) = 2 - exp(wz(Xz)) "L As ¢(X) = p(ws(X;)) satisfies the
conditions (5.3.2), wz(X;) also does, and Lemma 5.3.5 implies that £ is flat. O

Fact. If Ker(¢) # {0} then L is flat.
Démonstration. There exists then X € i such that v = wz(X;) € heis(3) = (g)!, i.e.
Oac
v=(485)#0

We first assume that (a,b) # (0,0). For an element of the form w = <a2/ g § ) in g, we have

aa’ * 0
[v,w] = ( 0 bb—aad’ * ) and as a # 0 or b # 0, there exists such an element w € g satisfying
0o 0 —bv

[v,w] = (é —;1 g) or [v,w] = <§ ! _2 ) As L is locally homogeneous, there exists a Killing field

Y € b such that Y, = Da7(w; ! (w)), implying wz(Vz) = w + wp with wp € pmin = (9)°. We now
use the relation
w([X,Y]) = —[w(X),w(Y)] + K(w(X),w(Y)). (5.3.4)

verified for any Killing fields of the Cartan geometry C, that will be proved at the end of
this demonstration. We obtain wz([X,Y]z) = —[v, w] + [v,wo] + K(v,w + w) € Pmin, where
[v,wo] € (g)! according to the filtration property of g, and K (v, w-+wg) = 0 because v € ppin (see
Paragraph 5.2.3). In particular [X, Y] € i, and ¢([X, Y]) is equal to one of the diagonal matrices
[1,—1,0] or [0,1, —1], that both satisfy the condition (5.3.2). Therefore L is flat according to
Fact 5.3.6.

If a = b =0, we can find an element w € g such that [v,w] = (

1
0
0
argument as above we find Y € b such that [X,Y] € i and ¢([X,Y]) (

of a satisfies the conditions (5.3.2), £ is flat by Fact 5.3.6.

We now prove the relation (5.3.4) for two Killing fields X and Y of the Cartan geometry
C. Since the flow of X preserves w, the Lie derivative Lxw vanishes identically, and applying
Cartan’s formula Lx = dotx +txod to Y, we obtain Y -w(X)+dw(X,Y) = 0. Cartan’s formula
dw(X,Y)=X wlY)-Y wX)—w(X,Y]) implies X - w(Y) =w([X,Y]), and as Lyw = 0 as
well, we also have —Y - w(X) = w([X,Y]). Equation (5.3.4) then follows from the definition of
the curvature. O

[SY=YSISIS]
oooloo

) and by the same
_8 ) As this element

Fact. If ¢(i) = a then L is flat.

Démonstration. There exists in this case a Killing field X € i such that ¢(X) = (é § _81 ), which
satisfies the hypotheses (5.3.2), implying that £ is flat according to Fact 5.3.6. O

It remains to handle the case when ¢ is injective, and ¢(i) is one-dimensional. There exists
then V' € i such that i = RV, and we can moreover assume without lost of generality that
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A

v = wz(Vz) € Pmin does not verify the condition (5.3.2) (if it does, then £ is flat according to
Fact 5.3.6). In other words, denoting the components of v in a by

a 0 0
o(V)=pv)=|[0 —a—b 0] €aq,
0 0 b
with (a,b) € R?, we assume that
either a = —5b # 0,0r b = —5a # 0. (5.3.5)

Since v € Ppin, the curvature part of the relation (5.3.4) vanishes, and for any X € h we
have :

— ~

wi([V, X]3) = —[v, wa (Xa)]. (5.3.6)

The linear map

pr X eh—wy(Xz) €g
is injective according to Lemma 5.2.14, and as ev,(h) = T, M by local homogeneity, ¢ induces
an isomorphism ¢ between §/i and g/ppin. Using the notations (5.2.8) in Paragraph 5.2.2.c for
the basis (€q,€g,€9) of g/Pmin, there exists X, Y, and Z in h such that o(X) € eq + Pmin,
o(Y) € eg + Pmin, and ¢(Z) € €y + Pmin. According to (5.3.6), ¢ intertwines the adjoint action
of V on bh/i and the adjoint action of —v on g/pmin, implying

- - —a — 2b 0 *
Mat g v 7 (ad(V)) = Mat(émé&éo)(ad(—v)) = 0 20 +b  * . (5.3.7)
0 0 a—>b

We will denote by A = —a — 2b and B = 2a + b the eigenvalues of ad(V) with respect to X
and Y. Our hypotheses (5.3.5) on a and b imply A # 0 and B # 0, allowing us to choose X and
Y in h satisfying

[V,X]=AX and [V, Y] = BY.

In fact, if X € b satisfies ¢(X +1) = €4, there exists A € R such that [V, X] = aX + AV according
to (5.3.7), and X' = X + %V satisfies then [V, X'] = AX’. We deal with the case of Y by the
same computations.

The Jacobi identity yields [V, [X,Y]] = (A + B)[X, Y], implying in particular that [X,Y] ¢
Vect(X,Y,V) since A + B is distinct from A, B and 0. A second application of the same
identity gives [V, [X,[X,Y]]] = (24 + B)[X,[X,Y]] and [V,[Y, [X, Y]] = (4 + 2B)[Y, [X,Y]].
Furthermore, if [ X, [X,Y]] # 0, then 2A + B is an eigenvalue of ad(V') € L(h), and is thus equal
to one of the eigenvalues A, B, or A+ B (since dimh = 4 and 24 + B # 0). But the equalities
2A+ B=A+ B or 2A+ B = B would contradict A # 0, and the equality 24 + B = A would
likewise contradict our hypotheses on a and b. Consequently, [X, [X,Y]] = 0, and for the same
reasons [Y, [X,Y]] = 0.

As a consequence, £ = Vect(X,Y,[X,Y]) is a subalgebra of h isomorphic to heis(3). There
is a connected open neighbourhood U of = such that the injective linear map X € Rill(U, L) —
[X], € til%(z) is an isomorphism (see Remark 5.2.15), and there is thus an injective Lie
algebra morphism ¢: heis(3) — Kill(U, £) of image €. According to the work of Palais in [Pal57],
chapter IT Theorem XI and its corollary, there exists a (unique) local action of Heis(3) on U that
integrates this infinitesimal action, i.e. such that XT = +(X) |y for any X € heis(3). In particular,
the local action of Heis(3) on U preserves £, and as ¢(heis(3)) Ni = {0}, the orbital map at x is
a Heis(3)-equivariant embedding. The Lagrangian contact structure £ is thus locally isomorphic
to a left-invariant Lagrangian contact structure on Heis(3). The following lemma implies then
that £ is flat, finishing the proof of Theorem 5.3.3.
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Lemma 5.3.7. Any left-invariant Lagrangian contact structure on Heis(3) is flat.

Démonstration. The left-invariant Lagrangian contact structure My = (RX,RY) of Heis(3)
generated by X = (§ ?1) §) and Y = (§ § g) is flat. In fact, we will see in Paragraph 5.4.2.c
that (Heis(3), M) is isomorphic to an open subset of the homogeneous model space (X, Lx).
Considering a left-invariant Lagrangian contact structure M on Heis(3), it suffices thus to find
an isomorphism of Lagrangian contact structures from Mgy to M to prove our claim.

There exists v, w € heis(3) such that M = (R0, Rw), and as RoGR® is a contact distribution,
[v,w] ¢ Vect(v,w). Denoting Z = <§ § é), v=aX+bY +cZ,and w = d' X +0'Y + ' Z, we have
[v,w] = (ab' — ba')Z, which implies ab’ — ba’ # 0. The Lie algebra automorphism ¢ of heis(3)
whose matrix in the basis (X,Y, 7) is (gZ;l b’gb ,> sends (X,Y) to (v,w), and as Heis(3)
is simply-connected, there exists a Lie gl"Oil; ;utoilnorphism ¢ of Heis(3) Whoge differential at
identity is ¢. Since ¢ is an automorphism, D.¢(X,Y) = (v,w) implies ¢*0 = X and ¢*w =Y,
i.e. ¢ is an isomorphism of Lagrangian contact structures from Mg to M. O

5.4 Local model of the enhanced Lagrangian contact structure

In the previous section, we proved that the Lagrangian contact structure £ is locally isomor-
phic to the homogeneous model space (X, £x), and thus described by a (G, X)-structure on M.
The classical strategy is then to reduce the possibilities for the images of the developping map
§: M — M and of the holonomy morphism p: (M) — G of this structure.

In the case studied by Ghys in [Ghy87] of an Anosov flow preserving the structure, the
holonomy group p(m(M)) C G is centralized by a one-parameter subgroup of G, which reduce
dramatically the possibilities for p(m1(M)). But in the case of a discrete-time dynamics, we do
not have any relevant algebraic restriction of this kind on p(71(M)).

For this reason, we have to look not only at the local homogeneity of £ on €2, but at the
local homogeneity of the whole enhanced Lagrangian contact structure S = (E®, E#, E€) on this
open dense subset. In this section, we will show that in restriction to €2, S is locally isomorphic
to an infinitesimal homogeneous model, that preserves a distribution transverse to the contact
plane.

5.4.1 Two algebraic models

We begin by describing this models in an algebraic way.

5.4.1.a Left-invariant structure on SLs(R)
We will use the following basis for the Lie algebra sly of SLa(R) :
E=38),F=(93), and H=(}9). (5.4.1)

The Lie bracket relation [E, F] = H between these three vectors shows that they define a left-
invariant enhanced Lagrangian contact structure Sgp,,(r) = (RE, RF,RH) on SLa(R). Moreover,
the right action of the one-parameter subgroup A generated by H preserves Sgp,g). We endow

the universal cover SLy(R) of SLy(R) with the pullback of Ss1,(R), S0 that the right action of

the one-parameter subgroup A of éig(R) generated by H preserves Séfz ®)"

Let Iy be a cocompact lattice of SLy(R), and u: Ty — A be a morphism whose graph-
group I' = {(v,u(y)) | v € Tp} acts freely, properly, and cocompactly on SLa(R), via the action
(9,a)-x = gxa (these morphisms are called admissible by Salein and studied in detail in his thesis
[Sal99]). Then the standard structure of SLy(R) is preserved by I', and I'\SL2(R) is endowed
with the induced enhanced Lagrangian contact structure S, whose distributions are exactly the
invariant distributions of the algebraic contact-Anosov flow (R,:) on I'\SLa(R).
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5.4.1.b Left-invariant structure on Heis(3)

We will use the following basis for the Lie algebra heis(3) of Heis(3) :

010 000 001
X:<000>,Y:(001),Z:(000)‘
000 000 000

According to the Lie bracket relation [X,Y] = Z, Syeig(3) = (RX,RY,RZ) is a left-invariant
enhanced Lagrangian contact structure on Heis(3). The subgroup

A={orn| Oow) e R}

of automorphisms introduced in the introduction (see (5.1.1)) is exactly the subgroup of Aut(Heis(3))
preserving Syeis(3)-

Any cocompact lattice I' of Heis(3) preserves Syeig(3), and the quotient '\ Heis(3) will always
be endowed with the induced enhanced Lagrangian contact structure S. The invariant distribu-
tions of a partially hyperbolic affine automorphism Ly o ¢ of I'\Heis(3), with g € Heis(3) and
@ € A, are precisely given by S.

5.4.2 Two homogeneous open subsets of the model space

The left-invariant structures of SLy(R) and Heis(3) can be geometrically imbedded in X as
homogeneous open subsets, that will be the local models of the enhanced Lagrangian contact
structure S in restriction to 2.

5.4.2.a Some specific surfaces of X, and one affine chart

For D a projective line of RP?, we define the 5 — o surface
’S,B,a(D) = ﬂ-;l(‘D) - UyECB(D)Ca(y)a
and for m € RP?, the analog o — 8 surface

S p(m) = wﬁ_l({L € RP2

m e L}) = Uyeca (m)Ca(Y)-

The open subset
Qa =X \ Sg}a([el, 62])

of X, composed by pointed projective lines (m, D) for which m ¢ [e1, e2], will be identified with
the set X, of pointed affine lines of R? as follows :

¢a: (M, D) € Qg — (mNP,DNP) e X (5.4.2)

where Vect(e1,es) + (0,0,1) is identified with R? by translation. The diffeomorphism ¢, is
moreover equivariant for the canonical identification

[61 )1(] € Stabg (Qq) — A+ X € Aff(R?) (5.4.3)

of Stabg (€2,) with the group of affine transformations of R2.
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5.4.2.b The open subset Y;
We will embed SL2(R) in G as follows :

11 g € SLy(R) — [g ﬂ €G.
The resulting copy Sy of SLa(R) acts simply transitively at o = ([1,0,1],[(1,0,1),e3]) =
¢5(e1 + Reg) € €, and its orbit Yy = Sp - 0 can be described as

Yi = Q4 \ Sagles] = ¢ ({m +L ] m € R2\ {(0,0)}, L € RP*\ {Rm}}) .

The left-invariant structure of SLo(R) induces on Y; a Sp-invariant enhanced Lagrangian contact
structure
St = (bo, © 1)+SsL,(R) (5.4.4)

which is compatible with Lx in the sense that its o and S-distributions coincide with the ones
of Lx, and whose central distribution is entirely described by its value at oy :

. 100
E¢(oy) = RH] (o), where Hy = (8 = 8) . (5.4.5)

We denote by AT the subgroup of SLy(R) composed by diagonal matrices. The right action
of A* preserves Ssi,(r), and the direct product SLa(IR) x A* acts on SLa(R) by (g,a)-h = gha.
The isomorphism from SLa(R) to (Y:,S¢) given by the orbital map at og is equivariant for the
identification

(9:(3.21)) € SLa(R) x A% > Ag € GLa(R). (5.4.6)

In particular,
_ |GL2(R) 0
Hy = [ 0 1

is contained in the automorphism group of (Y, St).

5.4.2.c The open subset Y,
The action of Heis(3) at 0a = ([e3], [e3,e2]) = ¢51((0,0) + Reg) € Q, is simply transitive,
and its orbit Y, = Heis(3) - 0a can be described as
Ya =0\ Sasler] = ¢g' ({m+L|me R LeRP {Rer}}).

We endow Y, with the Heis(3)-invariant enhanced Lagrangian contact structure

Sa = (003|Heis(3))*SHeis(3) (5.4.7)
which is compatible with £x, and whose central distribution is entirely determined by
ES(0a) = RZ1(04). (5.4.8)

Let us recall that A is the subgroup of automorphisms of Heis(3) that moreover preserve
SHeis(3) (see Paragraph 5.4.1.b). The group of affine automorphisms Ly o ¢ of Heis(3), where
g € Heis(3) and ¢ € A, will be seen as a semi-direct subgroup Heis(3) x .A. With this notation,
the isomorphism from (Ya, Sa) to Heis(3) given by the orbital map at o, is equivariant for the
identification

A T z 1 \pz p~tz X
|:8 )Fléfl y] € Prin — ((0 1 Hly) ,90)\2%)\1”2) € Heis(3) x A, (5.4.9)
H 0 0 1

and in particular, Hy := P, is contained in the automorphism group of (Ya, Sa).
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5.4.3 From the infinitesimal model to the local model

We take back the notations of Theorem A.2. We recall that 7y : M — M denotes the
universal cover of M and that € is a dense and open subset of M where S is locally homogeneous
(see Proposition 5.3.2). We will denote S = 7§,S = (E*, ES, E°), Q = n,}(Q), and §: M — X
a developping map of the (G, X)-structure of M describing the Lagrangian contact structure £
(see Corollary 5.3.4 and Paragraph 5.2.3.b). We finally choose for this whole section a connected
component O of Q, i.e. an open Kill'*“-orbit of S.

Our goal in this section is to describe the local model of S in restriction to O.

5.4.3.a Infinitesimal model

At any point of X, we will identify the Lie algebra of local Killing fields of £x with g through
the fundamental vector fields of the action of G (see Lemma 5.2.16). S~ince the developping map
¢ is a local isomorphism from L to Lx, it induces at each point z € M an isomorphism

0*: v € g = I (3(x)) = 5 € Ell(a), (5.4.10)

of Lie algebras, whose inverse will be denoted by 0, : Ei[[lgc(:v) — g. For X € Ei[[lﬁﬂc(:v) and t € R
for which % () exists, denoting v = §,[X], € g, we have

5(oh () = e - §(x). (5.4.11)
Lemma 5.4.1. There exists a subalgebra by of g such that
Rill(0, 8lo) = (6"0) o= {(5"v) o] v € b} .
Moreover, any local Killing field of S on O extends to the whole Kill'®-orbit O.

Démonstration. It suffices to show that the subalgebra h(z) = 6*Ei[[f§oc(x) is locally constant on
O. This will in fact imply by connexity of O that h(z) is constant equal to some Lie subalgebra
b on O, and then (5*h)|oC RKill(O,8]o). But for x € O, dimbh = dim &l(£°(z) > RKill(O,S|o)
(see Lemma 5.2.14), and this inclusion is thus an equality.

For any = € O there exists an open connected neighbourhood U of x such that any local
Killing field of S at x extends to a Killing field defined on U (see Remark 5.2.15), and for any
y € U we have thus h(z) C h(y). But h(x) and h(y) have the same dimension since x and y
are in the same Kill'“-orbit of S, and this inclusion is thus an equality. This shows that h(x) is
locally constant and finishes the proof. O

We denote from now on by H the connected Lie subgroup of G of subalgebra §. It is not
necessarily closed in G, but the action of H on X is smooth for the structure of immersed
submanifold of H.

Lemma 5.4.2. All the points of 6(O) are in the same orbit Y under the action of H. In
particular, Y is open.

Démonstration. We consider z and y in O, and we want to find h € H such that §(y) = h-06(z).
By hypothesis, as = and y are in the same Kill'°-orbit of S, there exists a finite number of
points 1 = x,...,x, = y such that for any ¢ < n — 1 there exists a local Killing field X; of S
satisfying x;41 = go}(i (). According to Lemma 5.4.1, there exists for each i an element v; € b
such that X; = §*v;, and we have 0(x; 1) = e¥i§(x;) according to the equation (5.4.11), implying
d(y) =e"1...e"xg € H-6(x). O
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We choose from now on a point z € O, we denote z9p = §(z) € Y, and we consider the
isotropy subalgebra
i = staby(xo) = {v € b | v(zg) =0} (5.4.12)

of h at zg, characterized by §*i = isfgc(aj). Since the orbit Y of x¢ under H is open, dim h—dimi =
3, and i is non-trivial according to Proposition 5.3.2. We also denote £°(z¢) = D,6(E*(x)), and
h/i = D@ DP @ D¢ the splitting sent to Ty, Y = (E4 ® E5 ® E°)(x0) by the isomorphism D0y,

induced by the orbital map at xg.

Lemma 5.4.3. 1. The adjoint representation ad: i — L(h/i) preserves the line D¢ in h/i,
i.e. for any v € i we have ad(v)(D¢) C D°.

2. There exists in the neighbourhood of o an unique H-invariant germ of a smooth one-
dimensional distribution E¢ that extends £°(xo) on a neighbourhood of xo, and this dis-
tribution is everywhere transverse to £, @ Eg.

3. The developping map 6 is an isomorphism between the enhanced Lagrangian contact struc-
tures S and Sy = (Eq,Ep,EC), from a neighbourhood of x to a neighbourhood of xg.

i . .1

4. b = Hlg (o) and i =isgy (o).
5. If I = Staby(xg) is a connected subgroup of H, then there exists an unique H -invariant
smooth one-dimensional distribution £¢ that extends E°(xg) on the whole open orbit 'Y,

and E° is transverse to E, © Eg. Furthermore, §|o is a local isomorphism from (O,S|o)
to (Y, Sy)

Démonstration. 1. For v € i, denoting X = §*v € is'¢(x

§°(x), equation (5.4.11) implies £°(z¢) =
D, e (E¢(wp)) for any t € R, and thus D¢ = Ad(e'’) - D¢ = exp(tad(v)) - D. Derivating this
last equality at ¢ = 0, we obtain ad(v) - D¢ C D*.
2. The group I = Staby(zg) and its identity component I° are closed in H for its topology of
immersed submanifold, and the orbital map at zg induces a local diffeomorphism Q_zo CH/I° - Y,

equivariant for the action of H. We saw previously that Ad(exp(i)) preserves D¢, implying that
the subgroup {z el ‘ Ad(i) - D¢ = Dc} is equal to I° by connexity, i.e. that I° preserves D¢.
Therefore, H/I" supports an unique H-invariant smooth one-dimensional distribution extending
D¢, that can be pushed by 0,,: H/I° — Y, to a H-invariant distribution extending £(x¢) on a
neighbourhood of zy. Conversely, the pullback of any H-invariant distribution extending £¢(z()
on a neighbourhood of xg is H-invariant on H/I°, which proves the unicity of the germ of £°.
As it is preserved by H, it must remain transverse to £, @ .

3. For y sufficiently close to z, there exists X € Rill(O,S|p) such that y = ¢% (). Denoting
yo = 0(y) and v € b such that 0*v = X, we have D,e™" 0 D,d(E(y)) = D6 o Doy (E¢(y)) =
£¢(x), implying D,d(E(y)) = £%(yo) by H-invariance of £°.

4. This is a direct consequence of §*h = Ei[[fé’c(z), 0= iﬁg;)c(l‘), and of the fact that § is a local

isomorphism from S to Sy at z.

5. Concerning the first assertion, the orbital map at xg induces a H-equivariant diffeomorphism
from H/I to Y, and we saw in the proof of the second assertion that H/I° = H/I supports an
unique H-invariant distribution extending D¢ on H/I°, which stays transverse to the contact
plane.

The set £ of points y € O such that § is a local isomorphism in the neighbourhood of y
is open and non-empty, and we only have to prove that £ is closed to conclude by connexity
of O. Let z € O be an adherent point of £, and let us denote zyp = d(z). There exists a point
y € & sufficiently close to z such that, for some Killing field X of S, z = ¢4 (y). Denoting v € h
such that X = §*v, we have D, e™ 0 D,§(E°(2)) = D,6 o D,y (ES(2)) = £%(yo), implying
D.6(E°(2)) = £%(20) by H-invariance of £¢. By local homogeneity of S|p, we can reach all the
points of some neighbourhood U of z in O by a Killing field, and the same computation as before
shows that d|¢ is a local isomorphism, i.e. that z € £. O
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5.4.3.b Local model of an open Kill'’“-orbit

We will call
w: (m,D) € X — (D, mt)eX (5.4.13)

the flip diffeomorphism of the homogeneous model space. This involution switches the distribu-
tions &, and &3 of the standard Lagrangian contact structure, and is moreover equivariant for
the Lie group morphism 0: g — ‘g~! of G.

Consequently, interverting the distributions E¢ and E? of the Lagrangian contact structure
of M 1is equivalent to composing the developping map § with . At the level of the subalgebra
h introduced in the previous paragraph, it is equivalent to apply the Lie algebra morphism
D.©=60: A —'A.

Denoting

A0
QAM)'“:{@ —qu’Aeﬂ%’

ha = Pmin,
we will prove in the next section that :
Proposition 5.4.4. Up to conjugacy in G or image by 0 = —*t-, b is equal to by or ba.

To deduce a local information about S|o from this infinitesimal classification, it only remains
to look at the action of the connected Lie subgroups HY := GLJ (R) and HY = P . of G, of
respective Lie algebras by and ha.

Proposition 5.4.5. 1. Yy (respectively Ya) is the only open orbit of HY (resp. of HY) on
X.

2. Sy (respectively Sa) is the only HP-invariant (resp. HQ-invariant) enhanced Lagrangian
contact structure of Yy (resp. Ya) that is compatible with L£x.

Démonstration. 1. Both of these groups are contained in Stabg[e1, e2) = {[§ §] | 4 € GLa(R), X €
R?}, that preserves the surface Sgale1,e2], and whose only open orbit is thus ©, = X \
S3.ale1, e2]. Any open orbit of one these groups is therefore contained in €2,. Since HY preserves
the surface S, gles], any open orbit of HY is contained in Y; = X \ (Sg.ale1,e2] U Sagles]) =
HY - 0. In the same way, since HQ preserves S, gle1], any open orbit of HY is contained in
Ya = X\ (Sg.aler, 2] USq gler]) = HY - 0a.

2. We start with Y;, and we denote

iy = Lie(StabHS(ot)) = {(§ —2a §> ‘ a€ R},

010 000 100
P=(488).7=(488) 7= (308)-
The standard Lagrangian contact structure of X satisfies RET(0y) = E,(0¢) and RF(0g) =
[

Ep(ot), and for a € R, the adjoint action of the diagonal element [a, —2a, a] of it has the following
diagonal matrix in the basis (E, F,H) of h/i :

and

Mat(E,F’,ﬁ) (ﬁ([au —2&, a])) = [30’7 _3a7 0]

Any line D¢ of by /i¢ that is transverse to Vect(E, F) has projective coordinates [z, ¥, 1] in the
basis (E, F', H) for some (x,y) € R?, and ad([a, —2a, a])(D°) is therefore generated by the vector
of coordinates (3ax, —3ay, 0). The only transverse line stabilized by ad(it) is therefore RH, and
E¢ is the only Hp-invariant distribution of Y transverse to Lx.
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Let us denote

ia = Lie(Stabpo(0a)) = {(

o oR
OO

)

X= (D) = (38 2= (). o419

(a,b) E]RZ}.

0
—a—>b
0

and

We have RXT(0a) = Ea(0a), RYT(0a) = £5(0a), and for (a,b) € R?, the adjoint action of the
diagonal element [a, —a — b, b] of i5 has the following diagonal matrix in the basis (X,Y, Z) of
pmin/ia

Mat v 7y (ad([a, —a — b,b])) = [2a + b, —a — 2b,a — b]. (5.4.16)

Any line D€ of pin/ia that is transverse to Vect()? , 17) has projective coordinates of the form
[z,y,1] in the basis (X,Y, Z) for some (z,y) € R?, and ad([a, —a —b, b])(D¢) is therefore genera-
ted by the vector of coordinates ((2a+b)x, (—a—2b)y, a—b). The only transverse line stabilized by
ad(ia) is therefore RZ, and &5 is the only HO-invariant distribution of Y, transverse to Lx. [J

We can finally describe the local geometry of O, which is a connected component of =
-1
Ty ().

Corollary 5.4.6. Up to inversion of the distributions E“ and EP, the restriction 0|o of the
developping map to O is a local isomorphism from (O,S|o) to (Y, St), or to (Ya, Sa).

Démonstration. The inversion of the distributions E¢ and E? is equivalent to apply 6 to b,
and the conjugation of h by g € G is equivalent to replace the developping map § by go §
(that describes the same (G, X)-structure on M). According to Proposition 5.4.4, we can thus
assume that b is equal to by or bha, and the open orbit Y is therefore equal to Y; (respectively
Ya) according to Proposition 5.4.5. Since the isotropy subgroups Stab HQ(Ot) and Stab o (0a)
are connected, there exists a HP-invariant (resp. HY-invariant) enhanced Lagrangian contact
structure Sy on Y that is compatible with £x and such that d|p is a local isomorphism from
(0,8]o) to (Y,Sy) (see Lemma 5.4.3). According to Proposition 5.4.5, Sy is equal to Sy (resp.
Sa)- O

5.5 Classification of the infinitesimal model

The goal of this section is to prove Proposition 5.4.4. Let us recall that the Lie subalgebras
i C b of g are characterized by (0*h)|o= Rill(O, S|p) and [0*i], = iﬁf,;?c(x) (see Lemma 5.4.1 and
(5.4.12)).

5.5.1 Algebraic reduction
We first prove some purely algebraic restrictions on b.

Lemma 5.5.1. The dimension of b is either 4 or 5.

Démonstration. Possibly translating the developping map by an element of G, we can assume
that xg = o = ([e1], [e1,e2]) € X, and since the adjoint action of P,,;, on the lines of g/pmin
transverse to Vect(eq,€g) is transitive (see Paragraph 5.2.2), we can moreover assume that

A /Ty — . 000 . . . .
D¢ = D.0,(Rep) with eg = ((1) 8 8). As a consequence, i = [ N Pyin is contained in

— a 0 =z
0 = {v € pun | 2d(v)(Reg) C Réig } = {(0 —ab 0) | (a,b,2) € R3} . (5.5.1)
0 0 b
Denoting e” = (§ § é) € 0, we now prove that i N Re® = {0}, implying dimi < 2 and finishing
the proof of the Lemma, since i is non-zero and dim h — dimi = 3.
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Let us assume by contradiction that €® € i. As h + ppin = g (because the orbit of o under

H is open), there exists v € h and w € Py, such that eg = (g § §) = v+ w. But [v,e°] € b,

and [w, ] € Re® C i since w € Ppin, finally implying that ((8) § ([11) = [eg,€%] = [v,€%] + [w, "] €

h N Pmin =i C 0, which contradicts the description of o in (5.5.1). O
Let

h=sx4t, (5.5.2)

be the Levi decomposition of h, where s is a semi-simple subalgebra of b (or is trivial if § is
solvable), t is the solvable radical of b (it is an ideal of ), and ¢ is the restriction of the adjoint
representation ad: h — Derh (¢: s — Derrt describes the bracket in b by [v, w] = ¢(v)(w) for
veEsand w E ).

A proper semi-simple subalgebra of sl3 of dimension less than 5 is three-dimensional, and is
thus isomorphic to sl or to s0(3). Moreover, up to conjugacy in SL3(R), the only embedding of
$0(3) in sl3 is the inclusion, and the only embeddings of sl in sl3 are

50 = {(13 8) ‘ Ae 5[2} and s0(1,2). (5.5.3)

If b is not solvable, s is thus equal to sg, s0(1,2) or s0(3) up to conjugacy in SLz(R). The
centralizers of these subalgebras in slg are

st (80(1, 2)) = Gy (s0(3)) = {0},
R (R} oo

Lemma 5.5.2. Up to conjugacy in SL3(R) or image by 0 = —
1. If b is not solvable, then

(a) s is equal to sy,

t.. we have the following results.

(b) and b is equal to by or to
h1:R2>q5[2:{(6‘§)‘Aes[g,X6R2}. (5.5.5)
2. If b is solvable, then either by is contained in ha = Pmin, or equal to

ho = R? x sim(R?) = { (# _¥,) \ A € sim(R%), X € R*}, (5.5.6)

where sim(R?) = {(fb Z) ‘ (a,b) € R2}.

Démonstration. 1.a) Let us assume by contradiction that s is conjugated to so(1,2) or so(3),
implying that Cg, 5 = {0} according to (5.5.4). Since s is simple, if the Lie algebra morphism
¢ is not injective then it is trivial, implying v C Cg4, 6 = {0} and thus dimbh = dims = 3
which contradicts Lemma 5.5.1. Our hypothesis on s implies therefore that ¢ is injective, and
in particular that dim Dert > dims = 3.

Since dims = 3, the solvable radical v is of dimension 1 or 2 according to Lemma 5.5.1,
and is thus isomorphic to R, aff(R), or R?. But if v is isomorphic to R or aff(R), then Dert
is of dimension 1 or 2 which contradicts the injectivity of ¢, and t is thus isomorphic to R2.
Since s0(3) has no non-zero two-dimensional representation, this implies that s is conjugated to
s50(1,2). The connected Lie subgroup H of SL3(R) of Lie algebra b contains then SO°(1,2), and
its adjoint action induces thus by restriction a two-dimensional representation ¢ of SO%(1,2) on
t (because t is an ideal of h). Since SO°(1,2) is isomorphic to PSLy(R), ¢ is trivial, implying
that ¢ is trivial as well, which contradicts the injectivity of ¢. Finally, s is conjugated to sp.
1.b) Let us assume by contradiction that v is isomorphic to aff(R). Then Der t is two-dimensional
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and ¢ is thus non-injective, i.e. trivial by simplicity of sg. But v is then contained in the centra-
lizer of sp which is one-dimensional according to (5.5.4), contradicting the original hypothesis.
Therefore, t is isomorphic to R? or R.

We first assume that v is isomorphic to R?, implying that ¢ is injective (otherwise v C Cqy, 50
which is one-dimensional). We use the linear mapping eve,|.: M € v — M(e3) € R? and
discuss according to the dimension of its image t(e3). Let us emphasize that v is normalized
by the connected Lie subgroup Sy of SL3(R) of Lie algebra sg, and that v(e3) is thus preserved
by Sp. If v(e3) is a plane then t(ez) = Vect(eq,es) since it is preserved by Sp, and eve,|, is
moreover injective. There exists v € v such that ev,(v) = e1, and with A = (§ %) € sl
and u = (49) € s we have eve,([u,v]) = e1 = eve,(v). This implies [u,v] = v by injectivity
of eve,ly, and finally v = 00 é) for some x € R. The same reasoning with w € v such that
eVes (W) = eg and A = (_01 [1)) € sly, implies that w = <§ § g) for some y € R. Since t is abelian
we have [v, w] = 0, which implies z = y = 0 and proves that v = (8 ]%2), i.e. that h = R? x sly.
If v(e3) = {0}, then p|, is injective, implying p(r) = R2. Therefore dim(f(x))(e3) = 2 which
brings us back to the first case, and 6(h) = R? x sly. Finally, dimt(e3) = 1 is impossible.
Otherwise, v/ = kereve, Nt is one-dimensional, and since p: (£9) € v — X € R? is injective
(because t N sy = {0}), p(¥/) is a line of R?. But for w € v and v = (4J) € so we have
p([v,w]) = —p(w)A, i.e. p(t’) is preserved by sly and cannot be a line.

We now assume that v is isomorphic to R. Then ¢ is non-injective and thus trivial, implying
t C Cq(, 0. This inclusion is an equality by equality of dimensions, proving h = by.

2. As b is solvable, it preserves a complex line in C? according to Levi’s theorem. More precisely,
either b preserves a real line, or it preserves a plane on which it acts by similarities. The second
case implies h C R? x sim(R?) = by up to conjugacy in SL3(R). In the first case we can assume
that b preserves Rej, and if the representation (3 ) € h — A € gl, also preserves a real line,

then b C pmin = ha up to conjugacy. If not, then 6(h) C {<*§§A 91) ‘ A€ sim(R?), X ¢ RZ},
according to the same remark than before. This last subalgebra being conjugated to R? x
sim(IR?) = bo, this concludes the proof of the lemma. O

5.5.2 Two further properties of the infinitesimal model

We now prove two further properties of the infinitesimal model (h,1), in order to eliminate
the “exotic” cases h1 and ho that appeared in the algebraic clasification of Lemma 5.5.2.

Lemma 5.5.3. Let | be a subalgebra of g containing b, j = staby(xg) be the isotropy at xo, and
D¢ be the line of l/j sent to E¢(xg) by the orbital map at xo. If ad(j)(D) C D¢, then | = b.

Démonstration. Let us denote by L the connected subgroup of G of Lie algebra [, and by J°

the identity component of J = Staby(z¢). As ad(j) preserves D¢ Ad(exp(j)) preserves D°,

and the subgroup of elements j € J” such that Ad(j) preserves D¢ is thus equal to J° by

connexity. The construction made in the second assertion of Lemma 5.4.3 is thus valid for L/.J°,

and proves the existence of an unique L-invariant enhanced Lagrangian contact structure Sy

extending (&€, (z0), Es(x0), (o)) in the neighbourhood of zg. As h C [, H C L, and Sy, is thus
loc

H-invariant, implying Sy- = Sy by the unicity of such a tructure. Therefore [ C &l (20) = b,
which concludes the proof. ]

Lemma 5.5.4. Let us assume that i is one-dimensional, and let v be a non-zero element of i.
Then the eigenvalues of ad(v) € L(h/i) with respect to the eigenlines D® and D® are non-zero.

Démonstration. We already know that ad(i) is diagonalizable with eigenlines D®, D, and D¢
(see Lemma 5.4.3). The proof is the same for the eigenvalues of both eigenlines D® and D, and
we only do it for D% By density of Rec(f) N Rec(f~1) in M (see the introduction of Section
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5.3), there exists x € O such that 7 = m7(x) € Rec(f) NRec(f~!), and possibly replacing f by
f~1, we have ll)I_'I_l Hfo”\Ea(@

v 0 for a given Riemannian metric that we fix on M.

By hypothesis on 7, there exists a sequence (7x) in 71 (M) and a strictly increasing sequence
(ny) of integers such that v f™* (z) converges to x, and we can moreover assume up to extraction
that zp € O for any k, implying that ~; f™* preserves O. Endowing M with the pullback fins

=0 (since m (M) acts by
K

of the Riemannian metric of M, we have lim HDx(kank”Ea(x)
k—+o0

isometries).
Liouville’s theorem 5.2.9 for the homogeneous model space (X, Lx) implies the existence of
a unique sequence (gi) in G satisfying

80y f™ = gi 0 on a neighbourhood of z. (5.5.7)

Denoting o = 8(z), gp - €0 = 6 oy f™ (x) € Y = H - 29 converges to o, and there exists thus
a sequence hy € H converging to the identity in G and such that hy - g = g - ©g. Since 0 is
a local isomorphism from S|o to Sy on a neighbourhood of z, the equation (5.5.7) defining gy,
shows that gp preserves Sy on a neighbourhood of xy. By H-invariance of Sy, iy = h,;l gi also
preserves Sy, and ¢y is thus contained in the closed subgroup

I == {i € Stabg(xo) | i preserves Sy on a neighbourhood of zy}

of G. The Lie algebra of I is equal to i because 1555?5 (xo) =1 (see Lemma 5.4.3).

Fact. [ = {Z € Stabg (7o) ‘ Ad(i) - h = b and Ad(i) - D¢ = DC}. In particular I is algebraic and
has a finite number of connected components.

Démonstration. For i € I and v € b, the relation Dy, i 0 Dy, = Defy, 0 Ad(7) implies i1t =
(Ad(7)-v)T. Since i is a local automorphism of Sy and v' a Killing field of Sy, (Ad(i) - v)! is also
a Killing field of Sy, implying Ad(é) - v € b since Ei[[?ﬁ (z0) = b (see Lemma 5.4.3). Moreover,
Dg,i(&5,) = &g, implies Ad(i) - D¢ = D°.

Let us conversely assume that ¢ € Stabg (z¢) satisfies Ad(¢) - h = h and Ad(7) - D¢ = D°. We
consider v € h sufficiently close to 0, such that with h =e” € H and y = h-zg € Y, Sy is defined
at y. Since Ad(i) - D = D€, Dy, Li(E%(x0)) = E%(w0), and B’ == ihi~! = A4 ¢ H because
Ad(i) - h = bh. By H-invariance of £¢, we obtain Dyi(E(y)) = Dgoh’ 0 Dgyi(E(z0)) = E°(i - y),
proving that ¢ € I. O

We can thus assume up to extraction that (ix) lies in a given connected component of I, and
there exists then g € I such that j, = gi), is contained in the identity component I°. We endow
X with a Riemannian metric zx, and denote by jix = 0*ux its pullback on M. Since (yxf"*(z))

is relatively compact in M, the metrics fips and fix are equivalent in restriction to (v f™*(x)),
=0. As

1x

=0.

nx

IY being connected and one-dimensional, there exists a non-zero v € i and a sequence t; € R

such that i, = exp(t,v), implying that D, ji is conjugated by the orbital map to exp(t;ad(v)),

and the limit stated above for fips is thus valid for fix, implying lim Hon Gkle (z0)

Jr = ghlzlgk with (gh,;l) relatively compact in G, we also have lim HDJ:ojk‘fa(xo)

and thus lim Hexp(tkﬁ(v))ba H = 0. Denoting by A, the eigenvalue of ad(v) with respect to D%,
exp(trad(v))| pe= exp(Aqtx) idpe implies then A, # 0. O

5.5.3 End of the classification

We now put into our analysis the geometrical and dynamical properties of ) proved above.

Lemma 5.5.5. h; = R? x sly does not satisfy the geometrical conditions of Lemma 5.4.3.
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Démonstration. The only open orbit of the connected Lie subgroup H; of G of Lie algebra
b1 is the open subset Q, defined in Paragraph 5.4.2.a. If Hy - x( is open for some point xg €
X, we can thus assume that xo = ([es], [e3,e1]) € Q4 up to conjugacy in Hip, implying that
iy = Lie(Stabg, (z0)) = {(& %) | a,b € R?}. Denoting vy = (§9) and vg = (}) € b1, we have
R} (20) = Ealro) and ]Rv;g(xo) = &p(xp), and defining v, = ({) and i = (J}) € i1, the matrix
of ad(4) in the basis (¥a, Vg, 0c) of b1/i; is

_ 000
Mat ., 55,5.) ad (i) = (8 0 (1)) '

Any line of b /i; that is transverse to Vect(vq,Ug) has projective coordinates [a, b, 1] in the basis
(Va, g, V) for some (a,b) € R?, and ad(i)(D¢) has thus coordinates [0,1,0]. This proves that
ad(i)(D°) ¢ D¢, i.e. that by does not satisfy the geometrical conditions of Lemma 5.4.3. O

Lemma 5.5.6. If h is a four-dimensional subalgebra of ba = Pmin, or is equal to hy = R? x
sim(R?), then b does not respect both the geometrical conditions of Lemma 5.4.8 and the dyna-
mical condition of Lemma 5.5.4.

Démonstration. We first assume that b is a four-dimensional subalgebra of p,,;,. Therefore
H C Pyn, and if H -z is open then xy € Y, according to Proposition 5.4.5. We can thus
assume up to conjugacy in H that xo = 0a = ([es], [es, €2]) € Ya, implying that

i = staby(0a) C ia = staby, , (0a) = {(8 —ab 8> (a,b) € RQ} .

0 0 b
Let D¢ C h/i be a line preserved by ad(i), and such that D.6,, (D¢) is transverse to (€4 ®E3)(0a).
Since b is a proper subalgebra of i, Lemma 5.5.3 implies that ad(ia)(D¢) ¢ D¢, and thus that
staby (D) = {v €ia | ad(v)(D°) C DC} = i is one-dimensional. Any line D¢ of p,in/ia which
is transverse to the contact plane has projective coordinates [x,y,1] in the basis (X,Y,Z) of
Prmin/ia, for some (z,y) € R? (see Proposition 5.4.6), and according to (5.4.16), we have :
—ifz=y=0,ie D°=RZ, then stab, (RZ) =1ia;
—ifr=0and y #0, i.e. D¢ = D5 (t) = R(Z 4+ tY) for some t € R, then stab;, (D5 (t)) is

10 0
equal to the line iy generated by the diagonal matrix [1,1, —2] = (8 ! _02> ;

—ifz#0and y =0, i.e. D¢ = D%(t) := R(Z + tX) for some t € R, then stab;_ (D% ()) is
equal to the line ix generated by the diagonal matrix [—2,1,1] = (%2 g (i')) :

— if  # 0 and y # 0, then stab;_ (D°) = {0}.
The only transverse lines with a one-dimensional stabilizer being DS (¢) and D5, (), i is equal
to ix or iy. But Mat g ¢ 7 ad([1,1,-2]) = [0,3,3] and Mat g y 7 ad([-2,1,1]) = [-3,0, 3]
according to (5.4.16), i.e. the elements of ix and iy have zero eigenvalue with respect to either
the a or the (-direction, proving that h does not satisfy the dynamical condition of Lemma
5.5.4.

In the same way, if h = bo, then we can assume that xg = 0y € 2, up to conjugacy in
Hy = R? x Sim(R?), implying iz = stabp,(0,) = iy defined above. We saw that the elements
of iy have zero eigenvalue with respect to the a-direction, proving that ho does not satisfy the
dynamical condition of Lemma 5.5.4. 0

Proposition 5.4.4 now directly follows from Lemmas 5.5.2, 5.5.5 and 5.5.6.

5.6 Global structure

From the local model that we determined for the enhanced Lagrangian contact structure S,
we will now deduce a global information.
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5.6.1 Local homogeneity of the enhanced Lagrangian contact structure

So far, we only have informations on a dense and open subset {2 of M (see Propositions 5.3.2
and 5.4.6), and the first step to obtain a global information is to prove the following.

Proposition 5.6.1. The open dense subset ) equals M, i.e. S is locally homogeneous on M.

We will denote in this paragraph by (C,¢) = (M ,w, ) the normal generalized Cartan
geometry of the enhanced Lagrangian contact structure S = TS of M, and by Kt: M — Wictot
its total curvature (see Paragraphs 5.2.3.d and 5.2.4.b). We recall that Q = 7,/ (Q) C M, and
that the projection of the Cartan bundle is denoted by m: M — M.

We also recall that the local homogeneity of S\ ¢ means that the connected components of
Q are exactly its Kill'““-orbits (see Definition 5.3.1). Since the rank of DK is invariant by the
right action of P,,;, and by the flow of Killing fields, this shows that rk(DX%?) is constant over
any connected component of Q.

We choose for this whole paragraph a connected component O of Q (i.e. a Kill"¢-orbit
of ) such that rk(DzK'") for 2 € n~1(0) is maximal among rk(D;K!"!) for & € 7~ 1(Q).
We will denote by (Y,Sy) the local model of S|o, equal to (Y3, S;) or (Ya,Sa) and such that
Slo: (0,8|o) — (Y,Sy) is a local isomorphism (see Corollary 5.4.6). We still denote by b the
subalgebra of Killing fields of Sy, respectively equal to bt or h, (see Proposition 5.4.4), and by
H the corresponding Lie connected subgroup

+
HO = [GL% (R) ﬂ or HY =P*.

of G of Lie algebra b, preserving Sy
We recall that §: M — X denotes the developping map of the (G, X)-structure of M des-
cribing the flat Lagrangian contact structure £ (see Proposition 5.3.4).

Lemma 5.6.2. The boundary of O is mapped to X\'Y by the developping map : 6(00) C X\Y.

Démonstration. Let us assume by contradiction that there exists z € 0O such that zp = §(z) €
Y. The pullback h = §*h = {§*v |v € h} is a subalgebra of vector fields on M, such that
Rill(0,S|o) = blo according to Lemma 5.4.1. As 29 € Y, there exists an open and convex
neighbourhood Wy of 0 in b such that V = exp(Wy) - g C Y is an open neighbourhood of x.
Denoting W = §*Wy C b, U = {p(z) | X € W} is thus an open neighbourhood of z, and
possibly shrinking Wy, we can moreover assume that J|y is a diffeomorphism from U to V. As
x € 90, there exists y € UN O, and X € W such that x = pk(y), implying that % (y) € U
for any ¢ € [0;1], and thus d(¢%(y)) € V C Y. Denoting ¢ty = inf {t € [0;1] | ¢’ (y) € 0},
to > 0 because O is open, and ¢¢(y) € JO because JO is closed. Replacing = by ¢'¢(y) and X
by ‘% € W, we finally have y € O, x = p(y) € 90, and for any t € [0;1[, ¢ (y) € O, with
X|o€ Kill(0, S|o).

Choosing § € 7~ !(y), the invariance of D' by local automorphisms and the fact that
¢l is a local automorphism of (C,¢) on the neighbourhood of y for any ¢ € [0;1] implies
DI (ph(9)) = DIK®(g) for any t € [0;1[. Denoting & = ¢%(9), we obtain DK (2) =
DK (§) by continuity, i.e. K'*'(£) = K'!(§) and DK 0wt = Dy 0wyt

This implies # € M™. In fact as the rank of DK can only increase locally, there is
an open neighbourhood U of 2 where the rank of DK™ is greater than rk(D;K™"). Let us
assume by contradiction that the open subset of & where rk(Dz K!) > rk(D;zK!!) is non-empty.
Then by density of 7—1(Q), there exists 2 € 7~ 1(Q) such that rk(D:K"") > rk(DzK'"). But
rk(D; %) = rk(DgK™") because DK () = DK™ (g), and thus rk(D;K") > rk(DyK"t)
with § € 771(0), wich contradicts our hypothesis of maximality of rk(DX!*) on O. Therefore
rk(DK!!) is constant on the open neighbourhood U of &, proving that & € Nint according to
Integrability theorem 5.2.17.
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As the Kill'®-orbit O of y is open, w;l (Pmin)+Ker(DgKt) = TQM, and therefore w} * (Pin)+
Ker(DzK!") = T3z M because DzK" o w;t = Dyktet o wg_l. Since & € M for any v €
Ker(D3;K!) there is a local Killing field X of S defined in the neighbourhood of = such that
X = v. But Wy (prmin) + Ker(DzK%!) = T4 M, and we thus have {Xx X € Ei[[f,):oc(:z:)} =T, M,
implying that the Kill'*“-orbit of z is open. Since z € A0, the Kill'**-orbit of x intersects thus the
Kill'““-orbit O, i.e. z € O, which contradicts our initial hypothesis. This contradiction concludes
the proof of the lemma. O]

Lemma 5.6.2 allows us to reduce the study of the central direction E¢ on the boundary of
O, to the study of the central direction £¢ on the boundary of Y. We first do some geometrical
remarks about the open subsets Y, and Y; of X, defined in Paragraphs 5.4.2.b and 5.4.2.c.

Let us recall that, denoting Do, = [e1, e2], m¢ = [e3] and ma = [e1], we have

Y = X\ (Sp.a(Doo) U Sap(me)) and Ya = X\ (Sp.a(Doo) U Sp.alma)).

In particular, for e =a and t : X\ Y. = 0Y. = S3.4(Doo) U So g(me).
We define in both cases

G={x€dY |Cq(x) LAY or Cs(z) £ Y }.
It is easy to check that for ¢ = a and t, we have
Ge = 0Y= \ {Cs(Doo) U Ca(me) U (S8,0(Doc) N Sa,p(me))},

and that for any = € G, if C5(z) € 9Y for ¢ = a or 3, then C*(z) \ {z} C Y.
We have S5 o(Doo) N Sag(ma) = C3(Doo) U Ca(ma), and Sgo(Ds) N Sa g(mg) is equal to
the chain defined by (my, D), denoted by C(my, Do) and defined as follows :

C(myt, Doo) == {(m,[m,m¢]) | m € Do} .

Finally, we will use the following description of the respective orbits of H on G :

1. the orbits of HY on Gy are G = S, 5(m¢) \ (Ca(ms) UC(my, Do) where Co () \ {7} C Y%,
and G = S.0(Doo) \ (C3(Doo) UC(mt, Dog)) where Ca(x) \ {2} C Vi ;

2. the orbits of HY on G, are GL = S, 5(ma) \ (Ca(ma) UCs(Ds)) where Co(z) \ {2} C Ya
and G2 = S5.4(Doo) \ (Ca(ma) UCs(Dso)) where Cs(x) \ {2} C Ya.

We will now prove that the central direction £¢ degenerates along the o and (-circles when
converging to a point of G.

Lemma 5.6.3. Let v: [0;1] — X be a smooth path such that v(]0;1]) C Y, x = ~(0) € G, and
~([0;1]) is entirely contained in Co(x), or entirely contained in Cg(x). Then E°((t)) converges
att =0 to a line contained in (E, ® Eg)(x).

Démonstration. As the action of H on Y preserves £¢, it will be sufficient to prove this result
for one point of each of the two orbits of H on G described above, in each of the two cases Y; or
Ya. We thus have only four cases to handle, and we saw that in each case, either C,(z)\{z} C Y
and Cg(z) C 9Y, or the contrary. We thus have only one possibility to consider for + in each of
these four cases, either that v([0;1]) C Ca(x), or that v([0;1]) C Cg(z). To clarify our strategy,
let x be a point of QL for y =t or a and ¢ = 1 or 2, and let us consider the following data :

— a one-parameter subgroup {g'};cgr of G such that, denoting z(t) = ¢' -z, we have
{z(t) |t e R} = C%(x) \ {y}, with y € C°(z) NY, and ¢ = a or § according to the
case considered,

— a one-parameter subgroup {h'};cg of H such that ¢'-x = z(t) = K.y for any t € R,

— Ain g such that D.0,(RA) = £°(y), where 6,: G — X is the orbital map at y,
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— and go € G such that gy -z = o where 0 = ([e1], [e1, e2]) is the usual base-point of X.
Then for any ¢t € R* we have Dy)(g90g™ ") (E°(2(t))) = Debo(R Ad(gog~th'") - A)). Denoting by
p: @ — §/Pmin the canonical projection, let us assume that p(R Ad(ggg*thtfl) - A) converges
at t = 0 to a line contained in Vect(eq,eg). Then D.0,(R Ad(gog~tht ") - A) C ToX converges
to a line L C (&, @ &)(0), and as g’fgof1 converges to gal at ¢ = 0, we deduce by continuity
that £°(z(t)) converges at t = 0 to Dogy ' (L), contained in (€, @ £3)(x), because g; ' preserves
En D 55.

In conclusion, we only have to find, in each of the four cases y =t or a and i =1 or 2, a
point x € Qf“ together with g*, hf, A, and gq satisfying the above conditions, and to prove that
p(RAd(gog *h*™ ") - A) converges at t = 0 to a line contained in Vect(&q, &3).

We begin with Y;, for which we choose for both orbits G and GZ the point y = =
([1,0,1],[(1,0,1),e2]) € Y. Let us recall that in this case, A = ((18—3 §) satisfies £¢(0y) =
D6, (RA) (see Paragraph 5.4.2.b).

— For G{, choosing = = ([1,0,1],[(1,0,1),e1]) = ([1,0,1], [e1,e3]), g0 = (i%—gl), and the
one-parameter subgroups g\ = (%) g i; ) of G and h! = (é é %) of HY such that g' -z =

Wt oy € Co(x), we obtain :

- 1 —2—2t71
Ad(gog™'h') A= < 1 -2 —2t1) :
—t t 1
and thus p(R Ad(gog~*h'"") - A) converges at ¢ = 0 to Rég.
— For G2, choosing = = ([ea], [e2, (1,0, 1)]), go = ((l)é 0 ) and the one-parameter subgroups

(1
gt = ((l)ig) of G and h = %98) of HY such that g' -z = h' " - oy € Cs(z), we obtain
0t1 001 AR

Ad(gogth! ) A= (é 27 8) ,
t 1 0

and thus p(R Ad(gog~th! ') - A) converges at ¢ = 0 to Ré,.
We now consider the case of Y,, for which we choose for both orbits g; and gg the point

y = 0a = ([es], [e3,€2]) € Ya, and we recall that in this case A = ((8) § é) satisfies the above
condition £%(0a) = Deb,, (RA) (see Paragraph 5.4.2.c).

— For Gy, choosing = = ([es], [es, e1]), g0 = (28é>, and the one-parameter subgroups
gt:(%g(}) of G and h! = (ééo) OfHO suchthatg Jl‘_ht OaECa(x),Weobtain:

_ - 000
Ad(gog™'h" ") - A= (1 00),

and thus p(R Ad(gog~th!" ') - A) converges at t = 0 to Reg.
— For G2, choosing x = ([ea], [ea,e3]), go = (§ é g) , and the one-parameter subgroups

gt:(gl()) of G and h! = (100

01 i) of HY such that ¢' -z = R o, € Cs(x), we obtain

and thus p(R Ad(gog~th! ') - A) converges at ¢ = 0 to Ré,,.
According to the discussion above, this concludes the proof of the lemma. O

We are now able to prove the proposition 5.6.1.
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Proof of the proposition 5.6.1. Let us assume by contradiction that 2 # M. We choose a connec-
ted component O of € such that the rank of DK for & € 7~1(0) is maximal among the rank
of DzK't for € 7= 1(Q). As @ # O # M by hypothesis, there exists = € 9O, and as E* @ EP
is contact, [Sus73, Theorem 4.1] implies the existence of a piecewise smooth path v: [0;1] — M
constituted of a finite concatenation of segments of o and [-leaves, joining z = (1) to a point
y =v(0) € O. Denoting to = inf {t € [0;1] | v(t) € 00}, to > 0 and ~(t9) € 00. Replacing x by
~(to), keeping only the last smooth arc of v, replacing y by the origin of this arc, and choosing a
parametrization of this arc by [0;1], we finally end with a smooth path ~: [0;1] — M such that
~¥([0;1]) € O, z = 4(1) € DO, and ~([0; 1]) is entirely contained in a same « or B-leaf. The proof
being the same in the two cases, we assume that ¥([0;1]) € F*(x) to fix the ideas. Denoting
xo = 0(x), xg € X\ Y according to Lemma 5.6.2, and §(7([0;1[)) C Y because 6(0) C Y (see
Lemma 5.4.2). Finally 6(y(][0; 1[)) is an open interval of C%(x() contained in Y, and zp € X \Y,
i.e. xo € G. Denoting 7o(t) = 6(7(t)), Lemma 5.6.3 implies therefore that £¢(yo(t)) converges to
a line D§ C (£, ® Ep)(wo) at t = 1. As o is a local isomorphism between S|o and Sy, we have
Ee(y(t)) = (D)) 1 (E¢(70(t))) for any ¢ € [0;1], implying E¢(z) = (D,0)~*(D§) by continuity.
Since 9 is a local isomorphism between the Lagrangian contact structures £ and Lx, this implies
that £¢(z) C (E“ @ EP)(z), which contradicts the definition of the transverse distribution E°.
This contradiction concludes the proof of the proposition. ]

5.6.2 Reduction of the holonomy group

We first describe the global and local automorphisms of the models (Y, S¢) and (Ya, Sa).
GL2(R) 0
0 1

2. Let (Y,Sy) be one of the two models (Yy,St) or (Ya,Sa). Then any local isomorphism of
Sy between two connected open subsets of Y is the restriction of the action of a global
automorphism of Aut(Y, Sy).

Proposition 5.6.4. 1. Aut(Y:, S¢) = Hy = [ ] and Aut(Ya, Sa) = Ha = Ppin.

Démonstration. 1. The inclusions Hy C Aut(Y:,St) and Ha C Aut(Ya, Sa) were explained in
Paragraphs 5.4.2.b and 5.4.2.c. Since the automorphism groups are contained in the stabilizers
of the open subsets, the equalities follow because Hy = Stabg(Y:) and H, = Stabg(Ya).

2. Let us emphasize that Aut(Y,Sy) is precisely the normalizer of h in G. Let ¢ be a local
automorphism of Sy between two connected open subsets U and V of Y. For any v € b, since
v|y is a Killing field of Sy, ¢*(v|v) is a Killing field of Sy, and therefore ¢*(v|y) = w|y for
some w € h. But ¢ is in particular a local automorphism of the Lagrangian contact structure
Lx of X, and is thus the restriction to an open subset U C Y of the left translation by an
element g € G, according to Theorem 5.2.9. Therefore w|y= p«(v|y) = (Ad(g) - v)|y, implying
that Ad(g) - v = w € b since the action of G is analytic (see Lemma 5.2.16). Consequently,
g € Norg(h) = Aut(Y, Sy). O

Let us recall that p: m(M) — G denotes the holonomy morphism associated to the de-
velopping map 6: M — X of the (G, X)-structure of M (see Corollary 5.3.4 and Paragraph
5.2.3.b).

Proposition 5.6.5. The holonomy group p(m1(M)) is contained in Aut(Y,Sy). Consequently,
M has either a (Hg,Yy)-structure or a (Hy,Ya)-structure, and its developping map is a local
isomorphism of enhanced Lagrangian contact structures from S to S (respectively Sa ).

Démonstration. According to Proposition 5.6.1, § is locally homogeneous, and we thus deduce
from Proposition 5.4.6 that, up to interversion of the distributions E* and E®, the developping
map J of the (G, X)-structure of M can be chosen to be a local isomorphism from (M, S) to one
of the two models (Y, S¢) or (Ya,Sa). According to Liouville’s theorem 5.6.4 proved for these
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two models, the holonomy morphism has moreover values in the corresponding automorphism
group Hy (respectively Hj,) described in the same result, and M is finally endowed with a
(Hy, Yy)-structure (resp. (Ha, Ya)-structure). Concerning the interversion of E* and E°, it is
easy to construct for both models (Y%, St) and (Ya, Sa), a diffecomorphism of Y interverting the
distributions &, and &£ and fixing the transverse distribution £§.. In other words for these both
models, the structures (€, Es, &) and (Ep, £q, £5-) are isomorphic, so that a posteriori, the order
of the distributions E* and E? in the statement of Proposition 5.6.5 does not matter. O

5.7 Completeness of the structure

We will denote by (H,Y’) the local model of S, which is either (Hg,Y:) or (Ha, Ya), and by
0: M — Y and p: m1(M) — H the developping map and holonomy morphism of the (H,Y)-
structure of M. The goal of this section is to prove that :

Proposition 5.7.1. The developping map 6 is a covering map from M to Y.

It is a known fact that a local diffeomorphism satisfying the path-lifting property is a covering
map (the reader can for example look for a proof in [DC76, §5.6, Proposition 6 p. 383]). According
to the following statement, it will actually be sufficient to prove the path-lifting property in the
«, B, and central directions to prove that § is a covering map.

Lemma 5.7.2. Let h: N — B be a local diffeomorphism between two smooth three-dimensional
manifolds, B being connected. We assume that there is a smooth splitting E1 & Ey ® E5 = TB
of the tangent bundle of B into three one-dimensional smooth distributions, such that for any
i€{1,2,3}, x € Im(h), and & € h~'(x), any path tangent to E; and starting from x entirely lifts
through h to a path starting from Z. Then h is a covering map from N to B (and in particular,
h is surjective).

Démonstration. Since h is a local diffeomorphism, it suffices to prove that our hypothesis implies
the lift of any path. By compactness, it is sufficient to locally lift the paths in B, around any
point. We choose x € B and a sufficiently small open neighbourhood U of x, such that there are
three smooth vector fields X, Y and Z generating Fq, E5 and F3 on U, and € > 0 such that
(t,u,v) € |—e;e[* = o(t,u,v) = @l 0 P o p%(z) € U is well-defined, and is a diffeomorphism
(this exists according to Inverse mapping theorem). Let us choose # € h~!(z). Then, denoting
by X = h*X,Y = h*Y and Z = h*Z the pullbacks, the property of path-lifting in the directions
E1, Ey and Fs, and from any point, implies that ¢(t, u,v) = gpgz o ¢ o ¢ (2) is well-defined
on |—e;e[*. If v: [0;1] — U is a continuous path starting from z and contained in U, there are
three continuous maps ¢, v and v from [0; 1] to |—¢; €[ such that y(s) = ¢(t(s), u(s),v(s)). Since
ho ¢ = ¢ by construction, 7(s) = ¢(t(s),u(s),v(s)) is then a lift of y starting from Z, which
finishes the proof. O

Remark 5.7.3. In our case, proving that the paths in §(M) in the a-direction (respectively /3 or
central direction) lift to M is equivalent to prove that for any z € 6(M) and & € 6~ '(z), we
have the following equality :

§(F(&)) = Calw) N (M),

(respectively the same equality for S-leaves and circes, or for central leaves).

We start by proving that the image of any « (respectively ) leaf in M miss exactly one
point in the associated a-circle (respectively S-circle). We recall that 9Y = X'\ Y, as explained
before Lemma 5.6.3.

Lemma 5.7.4. For any ¥ € M, denoting x = §(%), there exists x* € Cg(x) N Y such that
§(FP(2)) = Cg(z) \ {=*} = Cs(z) NY. The same happens for a-leaves and their associated
a-circles.
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Démonstration. We will only write the proof for g-leaves and [-circles as in the statement, the
case of the a-direction being the same. Denoting & = (%), and possibly replacing f by f~1,

we have lim HD@ B = 0 for some fixed Riemannian metric on M.
n—+00 M
The description of the open subsets Y; and Y, in Paragraphs 5.4.2.b and 5.4.2.c easily shows
that in these both cases, the intersection of any [-circle (respectively a-circle) with Y miss
exactly one point of the circle. In other words, the intersection Cg(x) NdY is a single point {z*},
and as a consequence 5(.758(;%)) C Ca(x) \ {z*} = Cg(x) NY. To finish the proof of the lemma,

we only have to prove that §(F”(%)) cannot miss more than one point of Cg(z). To achieve this,
we assume by contradiction that there exists = # 2t € Cz(z) \ {z,z*} such that :

§(FP(&) =la™ ;2 S Cala) \ {z"}, (5.7.1)

where ]z~ ; 2| is the connected component of Cz(z) \ {z~, 2"} that contains .

Since M is compact, there exists a strictly increasing sequence (ny) of positive integers such
that, denoting & = w7 (&), T = f™ (Z) converges to a point T, € M, and as M = 71 (M)\M,
there furthermore exists a sequence v, € (M) such that Zj, = y; - f™ (%) converges to a lift
Foo Of Zoo. As v f™ is an automorphism of the Lagrangian contact structure £ and § a local
isomorphism from L to Lx, Theorem 5.2.9 implies the existence of a unique sequence g € G
satisfying

6(vk - f™(Z)) = g - 6(Z).

We denote x, = §(Z;) = gr(x), that converges to zo = §(Zo). Denoting x, = gr(z~) and
z = gp(z"), 2k, 7, and x} are three distincts points of Cg(zy) for any k. By compactness of
X, we can assume up to extraction that z, and x;: respectively converge to points x5, and zJ
of Cg(x), and the hypothesis (5.7.1) allows us to obtain the following crucial statement.

Fact 5.7.5. 7o # 7, and Too # 1.

ook

Démonstration. Let us assume by contradiction that x5 = x.. Considering a neighbourhood
U of o such that &|y is injective, we can choose Joo € (F?(Zoo) NU) \ {foo}. There exists a
sequence §j, € FP (Zx) converging to ¥, and possibly changing 7., we can moreover assume that
O(Jk) € |z, skl implying that 6(f) € [T5, ;Zo0) by continuity. But as 23, = Too, (23 T0c] =
{Zx}, and therefore §(Joo) = Too = d(Zo), IMplying Joo = ZToo by injectivity of d|y, which
contradicts our hypothesis on §. In the same way, we obtain z., # z1. O

The subgroup SO(3) of G acts transitively on X, and we can thus choose ¢ € SO(3) and
a sequence (¢y) in SO(3), satisfying ¢(z) = o and ¢x(xp) = o for any k (we recall that o =

([e1], [e1, e2])). Since Stabgos)(Cs(0)) = [SOO(Q) (1)] acts transitively on Cg(o), we can moreover
assume that ¢(z7) = o™ and ¢y (z]) = oT, where o™ = ([ea],[e1,€2]) € Cs(0). For any F,

10 *
b1 o gr o ¢! is an element of Stabg (o) N Stabg(o"), i.e. is of the form [8 >bk v } But [é (1; *}
e *

100
acts trivially in restriction to C(0), and Ay, = [8 >bk (ﬂ satisfies thus :

9kley@)= 8% " © Ak © dley ()

The following commutative diagram summarizes the situation.

JAk Jgk e lf"k (5.7.2)



128 CHAPITRE 5. DIFFEOMORPHISMES PARTIELLEMENT HYPERBOLIQUES DE CONTACT

The action of A;, € G on Cg(0) is conjugated to the action of the projective transformations
[0 )\k} € PGLy(R) on RP!, i.e. to the action of the homotheties of ratio Ay, on RU{cc}. By this
conjugation, o corresponds to 0, 0" to oo, and 0~ = ¢(z7) € Cg(0) \ {o0,0"} corresponds to a
non-zero point of R. Fact 5.7.5 implies that Ay (0™) = ¢r(z; ) € C(0) stays bounded away from
o (since ¢ € SO(3)), and therefore that \; is bounded away from 0.

On the other hand, endowing M with the pullback of the Riemannian metric of M, the dia-
0 0 (since 71 (M) acts by isometries). Fixing

gramm (5.7.2) implies kEToo HDE('ykf”kﬂEg(j)

any Riemannian metric on X, as (%) is relatively compact we also have lim Hngk| £ = 0,
and since (¢) and (zy) are relatively compact as well, we finally obtain lim HDJXH (@) = 0.

This contradicts the fact that A; is bounded away from 0, and this contradiction concludes
the proof of the lemma. O

Lemma 5.7.4 allows us to easily infer the path-lifting property in the « and S-directions.

Corollary 5.7.6. 1. For any x € §(M), Co(z) NS(M) = Co(x) NY and C(z) N (M) =
Cﬁ (:1:) nyYy.
2. The paths in 5(M) in the a and B-directions lift to M from any point.

Démonstration. We only write the proof of the statements for the a-direction, the case of the
[-direction being formally the same.

1. For any # € M, denoting §(Z) = x, we know that Y N C,(z) is equal to a single point {2*}
that satisfies Co(z) \ {z*} = Co(z) N'Y. Furthermore, 6(F*()) = Co(z) \ {z*} = Co(z)NY
according to Lemma 5.7.4. As Co(2) NS6(M) C LJ1~7€(;_1(I)5(.7-~”1 (7)) = Co(x)NY, we finally obtain
Calz) NS(M) = Colz)NY.

2. Together with Lemma 5.7.4, we finally have §(F (%)) = Co(x) N 3(M), for any z € §(M) and
# € 6 !(x). According to the remark 5.7.3, this proves that any path starting from z in the
a-direction lifts to M from . O]

The accessibility property of Lagrangian contact structures allows us to deduce that :
Corollary 5.7.7. The developping map is surjective : (5(]\;[) =Y.

Démonstration. Let x be a point of the non-empty subset 5(M), and y be any point in Y.
Restricting the Lagrangian contact structure Lx = (€4, &) of X to the connected open subset
Y, [Sus73, Theorem 4.1] implies the existence of a finite number x = z1,...,x, = y of points of
Y such that for any i =1,...,n— 1, zi41 € Co(x;) NY or z;41 € Cg(z;) NY. Applying the first
statement of Corollary 5.7.6, we deduce by a direct finite recurrence that for any i, z; € (M),
so that y € §(M). O

We finally prove that the central paths also lift, by a specific method for each model.

Lemma 5.7.8. In the case of Yy, any central path starting at any point x € Yy lifts in M from
any point ¥ € 5~ (z).

Démonstration. Let us recall that Hy = [GLg(R) ﬂ = Aut(Y;, S¢) and op = ([1,0,1],[(1,0,1),e2]) €

Y;. Since Z = (é El)) _82) is central in b, the Killing field ZT of S; associated to Z is Hi-invariant.

As E¢(oy) = RZT(04) (see Paragraph 5.4.2.b) and £¢ is H-invariant as well, ZT actually generates
the transverse distribution on Y;. At any point x € Y%, we thus have F¢(z) = exp(RZ)-z. Now, as
the holonomy group p(m; (M)) is contained in Hy according to Proposition 5.6.5, it leaves Z' inva-
riant, and the pullback X = §*Z1 is thus preserved by the fundamental group (M. This allows
us to push X down on M, to a Killing field X generating the central direction £°. As M is com-
pact, X is a complete vector field, and as mp;: M — M is a covering map, the pullback 73, X = X
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is also complete, implying that for any & € M, the central leaf at # is simply the integral curve
of X = 6*Z" at . For any = € Y; and & € 6~ !(x) (which is non-empty because §(M) = Y; ac-
cording to Corollary 5.7.7) we thus have §(F¢(%)) = {5(g0§~((:%)) ‘ te ]R} =exp(RZ) -z = F{(z).
This finishes the proof of the lemma according to Remark 5.7.3. O

Lemma 5.7.9. In the case of Ya, any central path starting at any point x € Ya lifts in M from
any point ¥ € 5 (z).

Démonstration. Let us first emphasize that the argument used in the previous lemma for the
case of Y; does not work here, because the center of h, is trivial.

We identify Ya with R3 through (z,y,2) € R® = ([z,9,1],[(z,9,1),(2,1,0)]) € Ya, and we
consider the following vector fields of Y, in these global coordinates :

X¥z,y,2) = eg,XB(x,y, z) = (2,1,0), X(z,y,2) = e;.

These vector fields are complete and generate the enhanced Lagrangian contact structure S, =
(EayE5,ES) on Yy (see Paragraph 5.4.2.c). Since the paths tangent to the a and S-distributions
entirely lift to M according to Corollary 5.7.6, we deduce that the pullbacks X® = §*X® and
XB = §*XP are complete as well. We can furthermore realize the flow of the central vector field
X¢ by a — 8 curves through the following equalities :

_ _ 2
{sox% 0 Pk 0l 0 Pha(T) = T+ t2e1 = Pl (),
_ _ _ 42
Phs 0 Pxa 0035 0 Phalr) =z — t?e1 = XL ().

The same equalities are thus true for the pullbacks X¢, X?, and X¢ = §*X¢, and since the flows
of X® and X# are defined for all times, these equalities show that X¢ is also complete. The
completeness of X¢ allows us to lift any central path of Y from any point of M, and concludes
the proof of the lemma. O

End of the proof of Proposition 5.7.1. According to Corollary 5.7.6 and to Lemmas 5.7.8 and
5.7.9, the local diffeomorphism ¢ satisfies the path-lifting property on Y in the «, 3, and central
directions, and is thus a covering map from M to Y according to Lemma 5.7.2. 0

5.8 Conclusion

5.8.1 End of the proof of Theorem A.2
The work that has been done so far tells us that for one of the two models (H,Y,Sy) =

(Hg, Ye,St) or (Ha,Ya,Sa), M is a (H,Y)-manifold whose developping map 6: M — Y is a
covering map satisfying 6*Sy = S. With these informations, we will finish the proof of Theorem
A.2. We will use the link between the geometrical and algebraic point of views on the models

(Y, S¢) and (Ya, Sa), explained in Paragraphs 5.4.1 and 5.4.2.

5.8.1.a Case of (Ya,Sa)

We first assume that (M, S) is locally isomorphic to (Ya,Sa). Since Y, is simply connected
(because homeomorphic to Heis(3)), the covering map §: M — Y, is actually a diffeomorphism
in this case. Since the developping map conjugates the action of 71(M) on M to the action of
the holonomy group I' = p(71(M)) C Ha on Ya, we can assume without lost of generality that
M is a compact quotient I'\Yy, with ' a discrete subgroup of H, acting freely, properly, and
cocompactly. Since f is an automorphism of (M, S), we moreover deduce from Proposition 5.6.4
that f € Norg, ().

We saw in Paragraph 5.4.2.c that the identification between Heis(3) and Y, given by the
orbital map at 0, conjugates the action of H, on Y,, and the action of the semi-direct product
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Heis(3) x A of affine automorphisms of Heis(3) preserving its left-invariant structure. We can
thus assume that M is a quotient I'\Heis(3), with " a discrete subgroup of Heis(3) x A4 acting
freely, properly, and cocompactly on Heis(3), and that f € Norgeis(3)x.a(l)-

Denoting [z,y, 2] = (é g %), the identification [z,y, 2] € Heis(3) — (x,y, 2) € R3 of Heis(3)

with R? is equivariant for the following injective morphism from Heis(3) x A to the affine
transformations of R :

A0 O x
O: ([7,y,2), o) EHeis(3) x A= [0 0 |+ [y| € AF(R?).
0 pz Ap z

M is thus diffeomorphic to the quotient A\R3, where A := O(T) is a discrete subgroup of
affine transformations of R? contained in S := ©(Heis(3) x A), acting freely, properly and co-
compactly on R3. Since S is solvable (because Heis(3) x A =~ P,y is), the work of Fried and
Goldmann in [FG83] (more precisely Theorem 1.4, Corollary 1.5 and Paragraphs 3 and 4 of
this paper) implies the existence of a so-called crystallographic hull C' of A. This group C is
a closed subgroup of S containing A, and whose identity component C° satisfies the following
assumptions : A N C? has finite index in A and is cocompact in C?, C° acts simply transitively
on R3, and C? is isomorphic to R?, Heis(3), or Sol. One can easily check that S does not, contain
any subgroup isomorphic to R3, that the subgroups of S isomorphic to Sol do not act simply
transitively on R?, and that ©(Heis(3)) is the only subgroup of S isomorphic to Heis(3). Finally,
CY is equal to ©(Heis(3)), and therefore, A N O(Heis(3)) has finite index in A and is cocompact
in ©(Heis(3)). As a consequence, I'g := I' N Heis(3) has finite index in I" and is a cocompact
lattice of Heis(3).

The morphism p: (g,¢) € Heis(3) x A — ¢ € A having a kernel equal to Heis(3), I'/T
is isomorphic to p(I') C A. But A is isomorphic to (R*)2, and a finite subgroup of A is thus
contained in the subgroup {¢41 41} of cardinal 4, implying that I'y is a subgroup of I' of index
at most 4. Let us denote f = (g,9) € Norpeis(3)x.a(l'). Then we have go(To)g~! = Ty, and

the affine automorphism x — go(z) induces therefore a diffeomorphism f of M := I'g\Heis(3)
through f(zI'g) = gy(2)To. The canonical projection #: M = T'\Heis(3) — M = I'\Heis(3) is
a covering of finite order equal to the index of I'g in T, and we have ¥ o f = f o 7.

We know that ¢ is equal to ¢, for some (A, u) € (R*)? (see (5.1.1)), and it only remains to
show that |A| < 1 and || > 1, or the contrary, to conclude that f is a partially hyperbolic affine
automorphism of Heis(3). Let us assume by contradiction that |[A| < 1 and |u| < 1. Choosing
a left-invariant volume form v on Heis(3), we have ((Deg)*v)e = Au?ve, and v induces a
volume form 7 on M = I'g\Heis(3) such that f*7 = \24%7, because L, preserves v. As fisa
diffeomorphism of the compact manifold M, we must have Iav= Iy o= 222 J37 7, which
is a contradiction because [}; v # 0 and A2p? < 1. The same argument shows that we cannot
have |[A\| > 1 and |p| > 1 neither, which finishes the proof of Theorem A.2 in the case of the
local model (Ya, Sa).

5.8.1.b Case of (Y;,St)

We now assume that S is locally isomorphic to (Y3, Sg). Identifying Y3 with SLa(R) as explai-
ned in Paragraph 5.4.2.b, we can lift the developping map 6: M — Y; to amap 6: M — éig(]R)
through the universal cover morphism 7gr,, (r): SL, (R) — SLy(R). As 0 is a covering map accor-
ding to Proposition 5.7.1, ¢ is a diffeomorphism because gig(]R) is simply connected. As M is
supposed to be orientable, 71 (M) preserves its orientation, implying that the holonomy group
p(m1(M)) is contained in the subgroup H, = GLJ (R) of elements of positive determinant. We
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saw in Paragraph 5.4.2.b that the diffeomorphism 6,, o ¢: SL2(R) — Y; conjugates the action of
GLJ (R) on Y; and the action of SLa(R) x A on SLa(R). As TSL,(R) 18 equivariant for the projec-
tion SLy(R) x A — SLy(R) x A, we finally conclude that the diffeomorphism §5: M — SLy(R) is
equivariant for a morphism g: w1 (M) — SLa(R) x A. We can thus assume that M is a quotient
I'\SLz(R), with T" a discrete subgroup of SLa(R) x A acting freely, properly, and cocompactly
on SLa(R). Possibly replacing f by f2, we can assume that f preserves the orientation of M,
and Proposition 5.6.4 implies then that f = Ly o Ry with (g,a’) € N0r§IQ(R)xA(F)'

__ Denoting by 71: SAIZQ(R) x A — SAfJQ(R) the projection on the first factor, and T'g := rq (f) C
SL2(R), we now prove the following result.

Fact 5.8.1. Ty is a cocompact lattice oféig(R), and T is the graph-group gr(i, L) of a morphism

Démonstration. Choosing a generator z of the center Z of éig(R), the finiteness of the level
proved by Salein in [Sal99, Theorem 3.3.2.3] implies the existence of a non-zero integer k € N*
such that TN(Zx{e}) = ((2*, €)). We will denote by (g) the group generated by an element g, and
we introduce the group PSLék) (R) := SLy(R)/(z*) and denote by pj: SLa(R) — PSLék) (R) its
universal cover. Then, denoting Ay, = pj(A) and T, := (pr x pi) (L) < PSLgk) (R) x Ag, pr induces
a diffeomorphism py,: I'\SLa(R) — Fk\PSLék) (R) (because Kerp, = (zF) and (zF,e) € T,
implying in particular that I'y acts freely, properly, and cocompactly on PSLgk) (R).

We can now apply the work of Kulkarni-Raymond in [KR85] to I'y,. We denote by 7: ﬁ;g(R) —
PSLy(R) the universal cover morphism of PSLy(R) (of kernel Z), and by my: PSLgk) (R) —
PSLy(R) the induced k-fold covering by PSLY(R). Then, with I' = (r x m)(I') and Ty =
r1(I') < PSLy(R) the projection on the first factor, the form [Thol4, Lemma 4.3.1] of Kulkarni-
Raymond’s results proved by Tholozan implies that T'y is a cocompact lattice of PSLy(R), and
that 7 o r1|p, is injective.

The first assertion ensures that Tg is discrete in Sig(R).NThe second one implies that I' =
gr(u, o) is the graph-group of a morphism u: I'o — A = 7(A). Since r1|; is also injective, this
implies that I' is the graph of a morphism @: I'g — A, trivial on I'go N Z.

Since Z N 1:“0 — (2%} is finite, the projection I'0\SLy(R) — T'o\PSLy(R) has finite fibers,
implying that I' is a cocompact lattice as I'g\PSLy(R) is compact. O

The projection I'y = 7(I'y) is a cocompact lattice of PSLy(R) according to the proof of Fact
5.8.1, and T'g\ Norpgy,,r)(I'o) is thus finite. Therefore, T'o\ Norgf2 (®) (T'o) is finite as well since

»(®) (To) — T\ Norpgr, r)(I'o) has finite fibers (ZN Ty = (z*) is finite
according to the finiteness of the level).

Recall that f = L, o R,, where (g,a") € Nor§ﬁ2(R)XA(f‘). Therefore g € N?réfQ(R)(fo)’

and since I'o\ Noréi2 ®) (To) is finite, there exists n € N* such that v :== ¢" € TI'y. Denoting

a = a"i(y)"!, we have f" = L, o Rgn = Rq 0 (Lo Riy))- But Ly o Ry acts trivially on the

the projection fo\Noréi

quotient f\ﬁ;g(RA)/, and therefore f = R, is a non-zero time-map of the algebraic contact-Anosov
flow (Rgt) on T'\SLy(R).

Let us underline that (R, ) is indeed Anosov, because the work of Zeghib in [Zeg96, Prop.
4.2 p.868| proves that (Ry) is quasi-Anosov with the definition of Mafié, and Mané proves in
[Man77, Theorem A] that three-dimensional quasi-Anosov flows are Anosov.

This concludes the proof of Theorem A.2 in the case where S is locally isomorphic to (Y%, St),
and concludes thus its whole proof.
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5.8.2 Proof of Theorem A.1

Theorem A.2 directly implies Theorem A.l stated in the introduction thanks to an argu-
ment of Brin. More precisely, we obtain the following refined version of Theorem A.1l, where no
domination is required on the central direction, and where the two remaining directions can a
priori be both contracted, or both expanded.

Corollary 5.8.2. Let M be a closed, connected and orientable three-dimensional manifold,
endowed with a smooth splitting TM = E“® EP & E° such that E*®EP is a contact distribution.
Let f be a diffeomorphism of M that preserves this splitting, and such that

— each of the distributions E* and EP is either uniformly contracted, or uniformly expanded

by f,

—and NW(f)=M.
Then the conclusions of Theorem A.1 hold. In particular, f is a partially hyperbolic diffeomor-
phism.

Démonstration. Since E* @ EP is contact and M connected, any two points of M are linked
by the concatenation of a finite number of paths, tangent either to E® or to E? (this is for
example a consequence of the work of Sussmann in [Sus73, Theorem 4.1]). In other words, the
pair (F<, F?) of foliations associated to (E®, E?) is topologically transitive in the terminology of
Brin in [Bri75]. Our hypothesis of uniform contraction or expansion of the distributions £ and
EP directly implies that F¢ and F? are uniformly contracted or expanded in the terminology of
[Bri75]. Since NW (f) = M by hypothesis, [Bri75, Theorem 1.1] implies that f is topologically
transitive. In fact, although Brin states his result assuming that one of the distributions is
contracted, and the other one expanded, it is easy to see that his proof does in fact not use
this assumption, and that the same proof works if both distributions are expanded, or both
contracted.

We are now under the hypotheses of Theorem A.2, and its conclusions hold. O



Chapitre 6

Dynamique de PGL3(R) sur 1’espace
modele et compactifications

Dans ce dernier chapitre, nous travaillerons uniquement dans ’espace homogene modele X =
X3 des structures Lagrangiennes de contact de dimension trois, et nous noterons G = PGL3(R).
Notre premiere motivation est de décrire les différents types dynamiques possibles pour ’action
sur X d’une suite (g,,) partant a I'infini dans G. Dans le premier paragraphe, nous précisons d'une
part ce que nous entendons par « décrire la dynamique », et d’autre part comment nous allons
nous y prendre. Nous étudions ensuite 'action de G sur X d’une manieére systématique, en nous
fondant sur son action sur RP? et RP2. Notre seconde motivation est d’utiliser cette analyse pour
construire dans le dernier paragraphe de ce chapitre des compactifications de certaines structures
Lagrangiennes de contact Kleiniennes, i.e. de quotients d’ouverts de X par des sous-groupes
discrets de G agissant librement et proprement. Si 3 est une surface hyperbolique non-compacte,
nous nous intéressons a la structure Lagrangienne de contact £33 de T'Y invariante par son flot
géodésique, qui est Kleinienne selon la remarque 2.3.5. Pour certains quotients 3 de H? par des
sous-groupes de Schottky de PSLy(R), nous construisons une compactification de (Tlﬁ,ﬁszu),
c’est & dire un plongement f: T'Y — M de la structure Lagrangienne de contact (le,ﬁszu)
dans une structure Lagrangienne de contact compacte (M, L). Nous étudions par ailleurs les
propriétés dynamiques de la prolongation du flot géodésique de T'Y sur cette compactification
M. Plus précisément, ’objectif du dernier paragraphe de ce chapitre est de prouver le théoreme
B annoncé dans 'introduction, dont nous rappelons ici I’énoncé par commodité.

Théoréme B. Soit X une surface topologique connexe non-compacte dont le groupe fondamental
est de type fini. Il existe alors sur ¥ une métrique hyperbolique compléte pour laquelle on a les
résultats suivants.

1. La structure Lagrangienne de contact (TlE,[,SE“) admet une compactification Lagrangienne
de contact plate (M, Lyr).

2. Le flot géodésique de T'Y se prolonge sur M en un flot (¢') non-conservatif d’automorphismes
de L. Plus précisément, il existe un ouvert O dense dans M, ainsi qu’un fermé attractif F+ qui
est une union finie de cercles, qui vérifient la condition suivante. Pour tout compact K C O et
toute suite réelle (t,) telle que limt, = +o0, si (p'"(K)) converge pour la topologie de Hausdorff
alors sa limite est contenue dans F7T.

Nous relierons & indices finis pres la compactification (M, £) & une structure Kleinienne I'\ (2,
ou I' C G est un sous-groupe discret agissant librement, proprement et cocompactement sur un
ouvert  C X. A la proposition 6.4.6, nous décrirons le bord X \ © de cet ouvert comme un
ensemble limite pour 'action de I' sur X, ce qui nous permettra en particulier de préciser la
topologie de X \ Q. Nous montrerons par ailleurs a la proposition 6.4.4 que si I est monogene,
i.e. si ¥ est une trompette hyperbolique, alors la structure Kleinienne I'\{2 est homéomorphe au
produit d’un cercle par une surface compacte connexe de genre deux.
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6.1 Position du probléme

Avant de nous intéresser au cas de G agissant sur X, quelques bréves remarques générales
nous serons utiles.
6.1.1 Ensemble dynamiquement associé a 1’action d’une suite

D’une maniere générale, 1’ensemble dynamiquement associé & un point x d’un espace mé-
trique compact M pour I'action d’une suite (g,) d’homéomorphismes de M, est le fermé D(,, ()
de M constitué de I'ensemble des valeurs d’adhérence des suites (g, (x,)), pour toute suite (zy,)
de M convergeant vers x. En symboles, cela donne :

Dy, () = {Valeurs d’adhérences de (g, () ‘ (zn) € MY limz,, = x} (6.1.1)

L’égalité

Digy(@) = [ U o (Bf (af i))

neN* k>n

1

ou By (1:, %) désigne la boule fermée de centre x et rayon .-, montre que D, () est fermé dans

M, donc compact. Par ailleurs, M étant supposé compact, Dy, )(z) est toujours non-vide. Cette
notion n’a bien entendu d’intérét que pour les suites d’homéomorphismes (g, ) partant a l'infini
pour la topologie compacte-ouverte, i.e. sortant définitivement de tout compact de Homeo(M)
a partir d'un certain rang. En effet si (g,) converge uniformément vers g, (sur un voisinage
de z), alors D, \(7) est simplement le singleton goo(z), et il n’y a aucune surprise. Si (gn)
part a l'infini, on s’attend en revanche a voir émerger des fermés répulsifs dans M, en dehors
desquels les ensembles dynamiquement associés & tous points sont d’autres fermés, dits attractifs.

Les ensembles dynamiquement associés permettent en particulier de comprendre si ’action
de sous-groupes d’homéomorphismes est propre sur certains ouverts de M. Pour I' un sous-
groupe d’homéomorphismes de M et z € M, nous noterons Dr(z) 'union des Dy, )(x), pour
(gn) n’importe quelle suite de I' partant a U'infini pour la topologie compacte-ouverte.

Dr(z) = U Dy, ().

(gn)GFngnﬁoo

Nous dirons que deux points x et y de M sont dynamiquement reliés par 'action de I' si
y € Dr(zx). Puisque I' est un sous-groupe et que linversion est continue pour la topologie
compacte-ouverte (car M est compact), cette relation est symétrique. La caractérisation suivante
de la propreté de ’action d’un groupe topologique métrisable G sur un espace métrique X nous
sera fort utile.

Lemme 6.1.1. L’action de G sur X est propre si, et seulement si pour toute suite convergente
(z5,) dans X, et toute suite (g,) partant a Uinfini dans G, (gn-x,) est non-relativement compacte.

Puisque M est un espace métrique compact, la topologie compacte-ouverte sur Homeo(M)
est métrisable, et ’énoncé ci-dessous est alors une simple traduction du lemme 6.1.1 a I'aide des
ensembles dynamiquement associés.

Lemme 6.1.2. Soit ' un sous-groupe d’homéomorphismes de M muni de la topologie compacte-
ouverte, et  un ouvert de M. Alors laction de T' sur ) est propre si, et seulement s’il n’existe
aucun couple de points de Q) dynamiquement reliés pour l'action de T.

Les ensembles dynamiquement associés aux points de M sont également intimement reliés
a la convergence des compacts de M sous l'action d’une suite (g,). Pour expliquer cette re-
lation, nous supposons désormais que M est une variété compacte, que nous munissons d’une



6.1. POSITION DU PROBLEME 135

distance d induite par une métrique Riemannienne. La distance de Hausdorff dy induite par
d sur lespace K(M) des compacts de M est définie pour K,L € K(M) par dy(K,L) =
inf{r>0|K CLret LCK,},ouK,={xecM|dz,K)<r}. Onvérifie qu'on a également :

dy (K, L) = max(max d(p, L), max d(p, K)).
pEK pEL

La topologie induite sur K(M) par dp est indépendante de la métrique Riemannienne originel-
lement choisie sur M, car les distances de Hausdorff induites par deux métriques Riemanniennes
différentes sont bi-Lipschitz équivalentes par compacité de M. Pour toute variété compacte M,
nous munirons (M) de la topologie métrisable définie par ces distances de Hausdorff, que nous
nommerons topologie de Hausdorff. Un résultat classique affirme que K(M) est compact pour
cette topologie. On peut maintenant interpréter la convergence dans KC(M) en terme d’ensembles
dynamiquement associés.

Lemme 6.1.3. Soit (g,,) une suite d’homéomorphismes d’une variété compacte M.

1. Soit K un compact de M, tel que g,(K) converge vers un compact K, pour la topologie

de Hausdorff. Alors U, c i D(g,)(*) C Koo C Uger Dg,)(2)-

2. Soit K un compact de M d’intérieur non-vide, et Koo € K(M) tel que U, e Dig,)(7) C
K CU,ci Dign)(x). Alors gn(K) converge vers Koo pour la topologie de Hausdorff.

Démonstration. 1. Soit en effet y = lim g,,(z,,) avec z,, convergeant vers x € K. Alors a partir
d’un certain rang g, (z,) € gn(K), et donc d(gn(zn), Koo) < dpr(gn(K), K ), ainsi d(y, Ks) =
limd(gn(zy), Koo) =0, i.e. y € Ko car ce dernier est fermé. Soit réciproquement y € K. Pour
tout r > 0, a partir d’un certain rang y € Koo C (gn(K)),. On peut donc trouver un entier n
aussi grand que voulu et z,, € K, tels que d(y, gn(z,)) < r. Quitte a extraire une sous-suite
de (gn), il existe donc une suite z, € K telle que g,(x,) converge vers y. Quitte & extraire
de nouveau, on peut supposer que (x,) converge vers un point x € K par compacité, et alors
ye D(a7l)(x)'

2. En effet, K est alors I'unique valeur d’adhérence de la suite (g,(K)) selon la premiere
assertion du lemme. Puisque (M) est un espace compact métrisable, ceci impose a (g,(K)) de
converger vers K. ]

6.1.2 Décomposition KAK dans PGL3(R)

Revenons maintenant a G et a son action sur X. Dans tout ce texte, nous dirons simplement
que g € G = PGL3(R) est diagonalisable pour signifier que, pour tout gy € GL3(R) dans la
classe de g (i.e. tel que g = R*gp), go est diagonalisable sur R. Si g € G est diagonalisable, alors
la dynamique de la suite g, = g" est conjuguée a celle d’une suite (a"), avec a € G diagonale.
Pour une suite (g,) quelconque dans G, nous souhaiterions nous ramener a ce méme cas simple
d’une suite d’éléments de

A=< [a,B,7] = B eGla,fB,y>0; CG, (6.1.2)
Y

sous-groupe des éléments diagonaux de G a coeflicients positifs. Si deux suites (g,,) et (a,) dans
G vérifient g, = knpanl,, ot (k) et (I,,) convergent dans G, respectivement vers ko, et [, alors
les ensembles dynamiquement associés a (gp,) se déduisent de ceux de (a,). Concrétement, on a
pour tout = € X I’égalité

D(Qn)(‘r) = kOOD(an)(loo(x)) (613)

Les perturbations compactes d’une suite (g,) ne changent donc pas la nature de sa dynamique,
mais déplacent simplement les ensembles dynamiquement associés.
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Or G = KAK avec K = PO(3), i.e. tout élément g € G se décompose sous la forme
g = kal, avec k,l € K et a € A. Cette écriture est appelée la décomposition de Cartan de G.
Notons que si le couple (k,1) € K? est non-unique, a € A est en revanche unique & permutation
pres de ses coefficients, qui ne sont rien d’autre que les valeurs singulieres de g, i.e. les racines
carrées des valeurs propres de la matrice symétrique définie positive gg. En effet si g = kal alors
g = (kl)(I7tal), on kl € K et I~ 'al est symétrique. On reconnait ici la décomposition polaire de
g, dont on sait qu’elle est unique, et que sa partie symétrique renferme les valeurs singulieres.

Toute matrice diagonale est conjuguée par une matrice de transposition a un élément a € A
dont les coefficients sont ordonnés dans l'ordre croissant, i.e. tels que a(a) > B(a) > y(a) > 0,
ce que nous appellerons la forme standard de a. L’ensemble des éléments standards de A sera
noté A™ (notons que A™ n’est pas un sous-groupe de G, mais seulement un semi-groupe). Tout
g € G admet une décomposition g = kal avec (k,1) € K? et a € AT, ce que nous appellerons
une décomposition standard de g. L'élément a € A" est unique dans cette décomposition, il
sera appelé projection de Cartan de g et noté a(g) € AT. On notera également a(g) = a(a),
B(g) = B(a), et v(g) = 7v(a). Cette décomposition standard ainsi que la relation (6.1.3) nous
permettent de nous restreindre & I’étude des suites d’éléments de A™T.

6.1.3 Directions asymptotiques a l’infini dans PGL3(R)

On dira qu’une suite a,, = [an, Bn, Va] de AT part simplement d l'infini si les suites % > 1,
:—: > let % > 1 ont toutes trois une limite dans [1 ; +00]. Avec cette définition, toute suite de A+
partant a I'infini admet une sous-suite partant simplement & I'infini. On dira plus généralement
qu’une suite g, € G quelconque part simplement d linfini si elle admet une décomposition
standard dont les facteurs dans K convergent, et telle que a(g,) € AT part simplement a
I'infini. Par compacité de K, toute suite partant a 'infini dans G admet donc une sous-suite
partant simplement & l'infini.

Fait 6.1.4. Pour toute suite a,, = [an, Bn,Tn] € AT partant simplement & l'infini, lim 3—: = +00.

Démonstration. Puisque a, = ,yinan dans PGL3(R), on peut supposer que o, > 1 et v, = 1.
Supposons par 'absurde que (a,,) part simplement & I'infini et que lim 22 = lim «, est finie. Alors
(an) est majorée par une constante C, donc «, € [1;C]. Par suite BZ € [1;ay] est également
bornée, ce qui contredit le fait que a,, = [, Bn, 1] parte a Pinfini. O

La dynamique d’une suite a,, € AT partant simplement & l'infini ne dépend donc que de
lim %—Z et de lim 5—2
Définition 6.1.5. Soit (g,) une suite de G partant simplement a linfini, et [ay,, Bn, Vn] =
a(gn) € A" sa projection de Cartan. Si lim 32 = 400 et limf—: < 400, la suite (g,,) est dite
de type attractif. Si lim%—z < 400 et limg—: = +o00, la suite (g,) est dite de type répulsif. Si

lim 3% = lim % = 400, la suite (gy) est dite de type mizte.

6.1.3.a Interprétation dans les chambres de Weyl

Ces trois directions asymptotiques pour les suites de AT partant & l'infini sont reliées aux
chambres de Weyl de 1'algebre de Lie

14

de A. Soit V' le sous-espace des matrices diagonales de gls, et (e, e2,e3) la base de V* duale
de la base ([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]) de V. L’ensemble des racines réduites de a est alors ¥ =
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{ei—ej|i# j} C a*, et les chambres de Weyl de a sont les 6 composantes connexes de a \
Uqex Ker a. Le demi-cone

ot ={veal(er—e2)(v) >0et (ea —e3)(v) >0}

de a tel que AT = exp(a™), est 'adhérence de la chambre de Weyl oll e; — e3 est positive et
qui est délimitée supérieurement par le mur M, = Ker(e; — e2), et inférieurement par le mur
M_ = Ker(es —e3). Soit a, € A" et v, € a™ telle que a,, = exp(v,). Alors (a,) tend vers I'infini
si, et seulement si ||v,|| tend vers I'infini (pour une métrique euclidienne quelconque sur a), et
(an) tend simplement vers l'infini si, et seulement si les distances d(v,, M_) et d(vy,, My) aux
murs de at convergent dans [0;+o0c]. De plus, limd(v,, My) < +oo et limd(v,, M_) = +oo
(respectivement lim d(vy,, M) = +oo et lim d(v,, M_) < +o0, respectivement lim d(v,, M) =
lim d(vy,, M_) = +00) si, et seulement si (a,,) est de type répulsif (resp. attractif, resp. mixte).

En d’autres termes, (a,) est de type répulsif (resp. attractif) si, et seulement si (v,) tend
asymptotiquement vers une paralléle au mur supérieur (resp. inférieur), et est de type mixte si,
et seulement si (v,) ne tend asymptotiquement vers aucune parallele a 'un des deux murs.

6.1.3.b Propriétés des types dynamiques

Lemme 6.1.6. Soit (g,) une suite de G partant simplement a linfini. Si (gp) est de type
attractif (respectivement répulsif, resp. mixte), alors (g, ') part simplement a linfini et est de
type répulsif (resp. attractif, resp. mixte).

Démonstration. Grace a la décomposition standard, il suffit de le prouver pour a,, € AT partant
simplement & 'infini, et nous supposons de plus (a,) de type attractif, le raisonnement étant
analogue dans les autres cas. Dans ce cas, a == [y, !, 8.1, a; '] € AT part simplement & I'infini
de type répulsif, et avec

go=| 1 |=g'€K, (6.1.4)
1

L= goatgy ! ce qui montre que (a;') est de type répulsif. O

on a a,,

Les types attractifs et répulsifs sont donc duaux 'un de 'autre pour l'inversion, alors que
le type mixte est son propre dual. Cette disparité trouve une explication naturelle dans la tra-
duction des trois directions asymptotiques a travers les chambres de Weyl. En effet ’application
v=[\pu,v] €at — v* =[-v, —pu, —\] est une symétrie de la chambre de Weyl a™ qui échange
ses deux murs.

Lemme 6.1.7. 1. Soit (g,) une suite de G admettant une décomposition de la forme g, =
knanly, ou (ky) et (I,) sont relativement compactes, et (a,) est une suite de A" partant sim-
plement a Uinfini. Alors toute sous-suite de (g,) partant simplement a l'infini a le méme type
dynamique que (a,)."
2. Soit g € G diagonalisable et gy € GL3(R) tel que g = R*go. Alors (g™) part a Uinfini si, et
seulement si les valeurs absolues o > B >~ > 0 des trois valeurs propres de gy comptées avec
multiplicité sont deux d deux distinctes. Elle part simplement a Uinfini si, et seulement si ces
trois valeurs propres sont de plus positives. Les sous-suites de (g™) partant simplement d 'infini
sont toutes du méme type :

— attractif st o > 5 =y, on dira alors que g est de type attractif;

— répulsif si o = B > vy, on dira alors que g est de type répulsif;

— et mizte si a > [ >y, on dira alors que g est de type mixte, ou loxodromique.

1. Notons que (an) est & priori différente de la projection de Cartan (a(gn)) de (gn), car (kn) et (In) ne sont
pas supposées contenues dans K.
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Démonstration du lemme 6.1.7. 1. Il suffit de le prouver pour une suite de AT grace a la décom-
position standard. Or si (a,) et (b,) sont deux suites de A* tendant simplement vers l'infini, et
s’il existe k,, et [,, deux suites relativement compactes telles que a,, = k,b,l,, alors la dynamique
des suites a, et b, sur RP? décrite au paragraphe 6.2 montre que a, et b, ont le méme type
dynamique.

2. C’est une conséquence immeédiate de la premiere partie du lemme. O

6.2 Dynamique de PGL3(R) sur RP? et RP?2

Nous commencons par décrire les propriétés dynamiques de l'action de G sur RP?, d’ou
découleront directement celles de son action sur RP2 par dualité. Ces résultats sont sans nul
doute classiques, mais nous avons cru bon de les établir d'une maniére systématique.

6.2.1 Quelque remarques générales

Rappelons que pour P C R?, nous notons [P] la projection dans RP? du sous-espace vectoriel
de R? engendré par P. L’action de G est transitive sur les triplets de points distincts de RP2.
Elle n’est en revanche pas simplement transitive sur ces triplets, et pour la comprendre plus
précisément il suffit d’étudier ’action de A, qui est la composante neutre de Stabg ([e1], [e2], [es])-
Cette action a exactement trois points fixes [e1], [e2], [e3] (de plus, tout élément loxodromique
de A a exactement ces trois points pour points fixes). Elle stabilise les trois droites projectives
associées [e1, ea], [e1,es] et [ea,e3], et a six orbites de dimension un, qui sont les composantes
connexes des complémentaires des trois points fixes de A dans ces trois droites projectives. Le
complémentaire de ces trois droites projectives dans RP? a quatre composantes connexes, qui
sont les quatre orbites ouvertes de A. En utilisant la carte affine (x,y) — [z : y : 1] pour 'ouvert
affine RP? \ [e, es], ces quatre orbites ouvertes sont les quatre cadrans de R? \ {Re; U Res}.

6.2.2 Type attractif

Rappelons que RP? désigne ’ensemble des droites projectives de RP?, et que pour p € RP?,
p*={D¢e RP? | D>p} C RP2, et est appelé droite projective duale de p.

Lemme 6.2.1. Soit (g,) une suite de G partant simplement a linfini de type attractif. Il existe
une droite projective C~ et un point p, dans RP?, respectivement appelés cercle répulsif et point
attractif de (gn), ainsi qu’un difféomorphisme goo: C~ — (p4)*, uniquement déterminés par (gn)
et vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour tout p € RP2\ C™, Dy, (P) = p+-

2. Pour p € C7, Dyy\(p) = Joo(p). En particulier, l’ensemble des D,,.)(p) \ {p+} pour
p € C™ forme un feuilletage de RP?\ {p,}.

3. Il existe un morphisme ps: Stabg(C~) — Stabg(C~) N Stabg (p+), tel que joo S0it poo-
équivariant.

De plus si (gn) est contenue dans AT, alors py = [e1] et C~ = [es, e3].

Gréace a la décomposition standard, il suffit de prouver cette description pour les suites de
AT partant simplement a l'infini de type attractif. On suppose donc que g, = a, € A", et on
écrit

1
apn = Bn
Tn

cette suite. On a alors lim 5, = limy, = 0, et lim g—: = Ax € ]0;1]. Dans la carte affine standard

o: (z,y) €ER? = [1:2:y] € RP?\ [es, 3], a, agit comme I'application linéaire (B” o ), ce qui
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FIGURE 6.2.1 — Schéma d’une dynamique attractive dans A™.

-~

, [es]

C™ = [e2, €3]

indique que p; = [e1] = ¢1(0,0) est un point fixe attractif de (a,), et C~ = [e2, e3] un cercle
1

répulsif. De plus, a,, agit sur C~ par | 1., |, et 'action de (ay|c-) converge donc uniformément

vers la transformation hyperbolique

oo ‘= 1

Aoo
de C~. Cette situation est résumée par la figure 6.2.1.

Démonstration du lemme 6.2.1. 1. 11 suffit de montrer que D(q,,)(p) C [e1] car D(,,)(p) est non-
vide, RP? étant compact. Soit p,, € RP? convergeant vers [e1]. Alors & partir d'un certain rang,
pn est en dehors de [eg, e3], i.e. s’écrit sous la forme [1 : x, : y,] avec (x,,y,) convergeant vers
(0,0), si bien que an(pn) = [1 : BnTn : YnYn] converge vers [e1].

2. La transformation recherchée est Goo(p) = [p+,a@c0(p)]. Montrons d’abord que D, \(p) C
[P+, Goo(p)]. On suppose que p # [es], la preuve étant identique en supposant p # [es]. Il existe

donc y € R tel que p = [0 : 1 : y], et on peut de plus se restreindre aux suites p, de la
forme [1 : x, : y,] € RP?\ C~ convergeant vers p. On a donc limﬁ =0 et lim2* =y, et
quitte & extraire une sous-suite de ay, on suppose que an(pn) = [l : Bn®n : Ynyn] converge

vers ¢ € RP2. On suppose d’abord que g € [e,es], i.e. que lim ||(BnTn, Ynyn)l| = +oo. Si
|Bnxn| ne converge pas vers +o0o, alors quitte a extraire on peut supposer (f3,z,) bornée, et

puisque lim ||(BnZn, Ynyn)|| = +00, on obtient lim g:—gz = +00, ce qui contredit lim 2* =y et
lim% = Aoo. Ainsi lim |32, = 400, et puisque lim% = AoV, an(pn) = [,Bn%n 1 g:—z:]

converge vers [0 : 1: Asoy] = aoo(p). On suppose maintenant que ¢ = [1 : Zoo : Yoo € RP?\ C™.
Alors 2= = limgz—g’; = Aoy, 1.€. q € [e1, (0,1, Aocy)] = [€1, G0 (D)]-
Il nous reste a montrer que [py,adoo(p)] C Dig,)(p). Pour t € R, et ¢ = [1 : ¢ : Aoyt] €
¢

[P4, Goo (p)] N (RP2\ C7), py == [1: ik g—] converge vers p et a,(pp) vers ¢. Ainsi [p4, aso(p)] \
{P+,a00(p)} est contenu dans Dy,,)(p), et puisque ce dernier est fermé, cela prouve I'inclusion

[eraaoo(p)] C D(an)(p)'
3. Notons bs = [1,A\e] € PGL2(R) la restriction de as & C~. Alors le morphisme suivant

convient :
1 0 1 0
(* 9>H<0 boogb&?)‘ -
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Ezxemple 6.2.2. Soit ¢ € G un élément diagonalisable de type attractif, i.e. dont les valeurs
absolues des valeurs propres de go € GL3(R) tel que g = R*gy, comptées avec multiplicité,
vérifient o > B = 7. Soit p; € RP? la droite propre associée & o, et C~ € RP? le plan propre
associé & B = 7. On déduit facilement de la preuve précédente que toute sous-suite de (g")
partant simplement & l'infini admet p; pour point attractif, et C~ pour cercle répulsif.

6.2.3 Type répulsif

Lemme 6.2.3. Soit (g,) une suite de G partant simplement a linfini de type répulsif. Il existe
une droite projective CT et un point p_ dans RP?, respectivement appelés cercle attractif et
point répulsif de (g,,), ainsi qu’une fibration localement triviale goo: RP2\ {p_} — C*, dont les
fibres sont les droites projectives contenant p_ (privées de p_ ), uniquement déterminés par (gy,)
et vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour p € RP2\ {p_}, D(gn)(p) = Joo(p). En particulier, Upetp D(gn)(p) =CT.
2. D(gn)(p,) = RPZ

3. Il existe un morphisme poo: Stabg(p—) — Stabg(CT) N Stabg(p-), tel que goo S0it poo-
équivariant.

De plus si (gn) est contenue dans AT, alors p_ = [es] et Ct = [e1, ea].

Comme précédemment, il suffit de prouver cette description pour les suites de AT partant
simplement & 'infini de type répulsif. On suppose donc que g, = a,, € AT, et on écrit

Qp

1

de sorte que lima,, = lim 3, = +o0, et limg—z = Ao € ]0;1]. Dans la carte affine standard
¢: (z,y) €R?2 > [z :y: 1] € RP?\ [e, €], ay, agit comme Papplication linéaire (" 5, ), ce qui

indique que p_ = [e3] = ¢~ 1(0,0) est un point fixe répulsif de (a,), et C* = [e1, ea] un cercle
1

stable attractif. Par ailleurs, a, agit sur C* comme | 1 , |, et Paction de (ap|c+) converge

an

donc uniformément vers la transformation hyperbolique

de CT. Cette situation est résumée par la figure 6.2.2.

Démonstration du lemme 6.2.5. 1. La fibration recherchée est aoo(p) = aoo([p—, p]NCT). Puisque
D4, (p) est non-vide, il suffit de montrer que si ¢ € D,,)(p), alors ¢ = acs([p-, ] NC™T). Quitte
a extraire une sous-suite de (ay,), on peut supposer qu’il existe une suite p, convergeant vers

RCS

Qn

1
1
p, telle que ¢, = a,(p,) converge vers q. En posant gy = {1 1 } et b, = [ Bt

est une suite standard de type attractif et a,! = gobngy ! La suite ¢, = 9o Y(gn) converge
vers go_l(q), et bn(q),) converge vers go_l(p) # [e1] par hypothese. Selon le lemme 6.2.1, ceci

implique que gy '(¢) € [e2, e3], et selon le lemme 6.2.1, on sait alors que go ' (p) € [bx (90 (q)), e1]-

Or b, = ! 1A , et donc gob;ogo_1 = [)\oo 1 J = (a0o)~ . Ainsi p € [(a0o) 1(q), €3], i.e.

q = aco([p, €3] N [e1, e2]), ce qui termine la preuve.
2. Soit ¢ = [x : y : 1] € RP%\ CT, alors p, = [-Z :

=z : 1] converge vers p_, et a,(pn) = ¢

Y
Bn
converge vers ¢. Ainsi RP2\ C* est contenu dans D(an)(p_), ce qui termine la preuve du lemme
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FIGURE 6.2.2 — Schéma d’une dynamique répulsive dans A™.

RN

% [es]

Ct = le1, €]

puisque cet ensemble est fermé.
3. Notons by = [1, ] € PGLy(R) la restriction de an, & CT. Alors le morphisme suivant

convient : )
g 0 boogbsg 0
(1 2) (b 0). o

Ezxemple 6.2.4. Soit ¢ € G un élément diagonalisable de type répulsif, i.e. dont les valeurs
absolues des valeurs propres de gy € GL3(R) tel que ¢ = R*gg, comptées avec multiplicité,
vérifient a = B > 7. Soit p_ € RP? la droite propre associée a v, et CT € RP? le plan propre
associé & a = (. On déduit facilement de la preuve précédente que toute sous-suite de (g")
partant simplement & I'infini admet p_ pour point répulsif, et C* pour cercle attractif.

6.2.4 Type mixte

Lemme 6.2.5. Soit (g,,) une suite de G partant simplement a linfini de type mizte. Il existe
deux droites projectives C~ et CT, et deuz points p_ € C~ et p. € CT, respectivement appelés
cercle (respectivement point) attractif (resp. répulsif) de g,, uniquement déterminés par (g,) et
vérifiant les propriétés suivantes.

1. Pour tout p € RP?\ C~, Dy, (p) = {p+}-

2. Pour tout p € C~ \ {p_}, Dy,(p) =C".

3. Bt Dy, (p_) = RP2,
Si C~ et CT sont distinctes, on appelle pr = C~ NCT le point selle de la suite (g,). Si (gn) est
contenue dans AT, alors py+ = [e1], p+ = [e2] et p— = [e3].

Comme précédemment, on suppose que g, = a, € AT, et on 'écrit sous la forme

1
ap = Bn )
Tn

de sorte que lim 3, = lim~y, = limg—z = 0. Dans la carte affine standard ¢: (z,y) € R?
[1:2:y] € RP%)\ [e2,e3], a, agit comme I'application linéaire (ﬁ” %>, ce qui montre que

p+ = [e1] = »71(0,0) est un point fixe attractif, et C~ = [eq, e3] un cercle stable répulsif. De
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FIGURE 6.2.3 — Schéma d’une dynamique mixte dans A™.

PP = [e3]

1
plus, (a,) agit sur C~ par la suite de transformations hyperboliques { L }, et Paction de
Bn
(anlc—\[es)) converge donc uniformément vers le point [es]. Ainsi p_ = [e3] est un point répulsif,

et p+ = [e2] est un point selle. Cette situation est résumée par la figure 6.2.3.

Démonstration du lemme 6.2.5. 1. La preuve de cette premiere assertion est identique a celle
du lemme 6.2.1.
2. Soit p=1[0:1:y] € C\{p-}, avec y € R. Si une suite p, de C~ converge vers p, il

est clair que py est 'unique valeur d’adhérence de a,(pn). Si pn = [1 : =, @ yn] converge vers
p, alors limi =0 et limg—z = y. Ainsi limg:—z’; = 0, et donc si an(pn) = [1 : Bnn : YnYn]
converge vers q € [eg,es], alors ¢ = [ea]. Si g = [1 : Too : Yoo] ¢ [e2, €3], alors limg:—g’; =0

implique que yoo = 0, i.e. ¢ € [e1,e2]. On a donc montré que Dy,,y(p) C CT. Réciproquement,
avec ¢ = [1 : t : 0] € Ct\ {[ea],[e1]} ou t € R* p, = [1 : 6% : %] converge vers p et
an(pn) = [1 : T : tyF*] converge vers ¢. Ainsi C*\ {[e2], [e1]} € D,y (p), ce qui prouve 1'égalité
voulue car D, )(p) est fermé.

3. Soit ¢ = [1: 2 :y] € RP?\ ([eg, e3) U [e1,ea]), i.e. y # 0. Alors p, = [1 : ol %] converge
vers [e3] et a,(pn) = ¢ converge vers gq. Ceci montre que RP? = D(q,)(p-) car ce dernier est
fermé. O

Ezxemple 6.2.6. Soit ¢ € G un élément diagonalisable loxodromique, ¢.e. ayant trois valeurs
propres de valeurs absolues distinctes, et soient p4, p1 et p_ les droites propres de g9 € GL3(R)
tel que g = R*gp, ordonnées par ordre décroissant des valeurs absolues des valeurs propres. Ces
trois points de RP? sont respectivement le point attractif, le point selle, et le point répulsif de
toute sous-suite de (¢") partant simplement a linfini, et ses cercles attractif et répulsif sont
C™ = [p+,ps] et C* = [p_,p4].
Remarque 6.2.7. Nous avons vu dans le lemme 6.1.6 que l'inverse d’une suite g, € G partant
simplement & I'infini de type attractif (respectivement répulsif, respectivement mixte) est de type
répulsif (resp. attractif, resp. mixte). Nous allons maintenant montrer que les objets répulsifs
(respectivement attractifs) de (g, !) sont les objets attractifs (resp. répulsifs) correspondant de
(gn). Comme d’habitude, il suffit de prouver ces relations pour des suites de AT grace a la
décomposition standard.

Soit a,, = [an, Bn,Yn] de AT partant simplement a I'infini de type attractif. Rappelons que

alf = [yt Bt o l] € AT part simplement & l'infini de type répulsif, et quavec gy = 9o le K
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défini au lemme 6.1.6, on a a; ! = goa;‘;gal. Cette conjugaison et la relation (6.1.3) impliquent
les égalités p_(a, ') = go(p—(a})) et C*(a,') = go(CT(a})) entre les objets répulsif et attractif

respectifs des suites (a;!) et (af). Or p_(a}) = go(p+(an)) et CT(a’) = go(C~(an)) selon les
lemmes 6.2.3 et 6.2.1, d’ou les égalités

p-(ay") = pe(an) et CHay") = C(an). (6.2.2)

De méme, si (a,) est de type répulsif ou mixte, alors les objets attractifs de (a,,;!) sont les objets
répulsifs correspondants de (a,), et inversement.

Il ne nous reste plus qu’a relier les applications J et goo des lemmes 6.2.1 et 6.2.3 entre une
suite et son inverse. Soient a, = [ay, : B, : Yn] une suite de AT partant simplement a l'infini
de type attractif, et p # [e1] = p_(a;"). Alors selon le lemme 6.2.3, a=1(p) = D(agl)(p) =

90 0 0¥ 00 0 gy *(p), Ol @ o(q) = aZ.([e3,q] N [e1,ea]), aly = [1, Ao, ¥] € A, et Ao = lim g—z Par
stite Dy 1)(p) = [, Aoos 1 (e, p] N e, es]) = asd (fer, ] 1 fezs es]) =

p#pt=p(a,") ona

azl([e1,p]), i.e. pour tout

a T oo(p) = (Goo) " ([p4-1))- (6.2.3)

De la méme maniére, si (a,) est de type répulsif, alors pour tout p € C~(a,;!) :

—

0"l oo(p) = (Goo) "1 (p)- (6.2.4)

6.2.5 Conséquences sur RP?

Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.2.2, I'application duale 7: p € RP? — pt € RP?
est équivariante pour le morphisme g € G +— ‘g~ € G, et conjugue donc l'action de G sur
I'espace RP?2 des droites projectives de RP? & son action sur RP2. La dynamique de G sur RP?2
est donc moralement la méme que celle que nous avons décrite sur RP?, les types dynamiques
étant inversés selon le lemme 6.1.6. Les relations unissant les objets dynamiques d’une suite de
G dans RP? & ceux dans RP? sont pour cette méme raison les plus naturelles que 1’on pourrait
attendre. Pour clarifier les idées et simplifier notre travail ultérieur, nous énoncons tout de méme
le résultat suivant.

Lemme 6.2.8. Soit (g,,) une suite partant simplement a l'infini dans G.

1. Supposons (gyn) de type attractif, et notons py et C~ son point attractif et son cercle
répulsif dans RP?, ainsi que joo: C~ — (py)* le difféomorphisme introduit au lemme
6.2.1. Alors D_ = C~ € RP? est le point répulsif de l’action de (g,) sur RP2, et Ct =
(py)* est son cercle attractif. Plus précisément, on a les résultats suivants.

(a) Soit gi,: D € RP2\ {D_} — §oo(DN D_) € C*, fibration localement triviale dont
les fibres sont les droites projectives duales contenant D_ (privées de D_). Pour D €
RPZ\ D_, on a Dy, (D) = gi (D).

(b) Dy, )(D-) = RP2.

2. Supposons (g,) de type répulsif, et notons p_ et C* son point répulsif et son cercle attractif
dans RP?, ainsi que Joo: RP2\ {p_} — C* la fibration introduite au lemme 6.2.3. Alors
Dy = C*t € RP? est le point attractif de laction de (g,,) sur RP2, et C~ = (p_)* est son
cercle répulsif. Plus précisément, on a les résultats suivants.

(a) Pour D € RPZ\C~, D, (D) = Dy.
(b) Soit g% : D € CT = Goo(DN7(p-)) € CT = DT, qui est un difféomorphisme. Alors
pour D € C™, D(gn)(D) = (g5, (D))*.
3. Supposons (g,) de type mizte, et notons p_, p, C~ et CT ses points et cercles attractifs
et répulsifs dans RP2. Alors C; = (p_)* et CF = (p1)* sont les cercles répulsif et attractif

de Uaction de (gp,) sur RP2, et D_ = C~ et Dy = C* ses points répulsif et attractif. Plus
précisément, on a les résultats suivants.
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(a) Pour D € RP2\C, , Dy, (D) = Dy.
(b) Pour D € C; \{D_}, D, (D) =C.
(¢) Et D, (D-) = RPZ.

Démonstration. Le cas général se déduit aisément du cas d'une suite a, € AT partant simple-
ment & l'infini. En faisant agir a,, sur RP? et a,,! sur RP?, la relation d’équivariance de 7 donne

an =Toa, o7 ! car a, est diagonale, et pour tout D € RP2 on a donc

D) (D) = 7(D(y1y (7 (D))). (6.2.5)

Dans le cas attractif par exemple, on en déduit que D_(a,) = 7(p_(a;')), or p_(a; ') = py(an)
selon la remarque 6.2.7 (voir (6.2.2)), d’ou D_(a,) = [e2,e3] = C™(a,). De la méme maniére
dans tous les autres cas, la nature des objets répulsifs et attractifs de (a,) dans RP? est une
conséquence immédiate de la relation (6.2.5) et de la remarque 6.2.7. Le seul point nécessitant
une certaine attention est la nature des applications a’, et a.

La) Pour D # D_ = 7(p4), a5, (D) = D(g,)(D) = 7(a"Loo(T71(D))) selon la relation (6.2.5),
i.e. a(D) = aoo(T([p+, 7 1(D)] N D_)) selon la relation (6.2.3). Or 7([p, 7 1(D)]N D_)) =
[D_ N D,py], dou finalement a’ (D) = Goo(D- N D).

2.b) Pour D € C~ = 7(C%), §%,(D) = D(y,)(D) = 7(laz)} (' (D)), p-]) selon les relations (6.2.5)

o0

et (6.2.4). Or Toa ot H(D) = ax(D), dott &%, (D) = (a0 (DNT(p-)))* = (G (DN7T(p-)))*. O

6.3 Dynamique de PGL3(R) sur ’espace modéle

Rappelons qu’en dimension trois, les feuilles a et § d'un point x = (m, D) € X sont des
cercles, décrits par

Ca(x) ={(m,L) | L >m} et Cs(x) = {(p,D) | p € D},
et que leurs surfaces a-f3 et S-a sont des bouteilles de Klein définies par :

S0.8() = Uyec,(2)Cs(Y) et Spa() = Uyec, (@)Cal®).

Le cercle Co(x) (respectivement Cg(x)) est 'ame de S, g(x) (resp. Sgo(x)), c’est 'unique cercle
a (resp. 3) intégralement contenu dans S, g(x) (resp. Sgq(x)).

De plus, nous avons vu au paragraphe 2.2.4 que deux configurations sont possibles pour
'intersection d’une surface S, g(x) et d'une surface Sg o (y). Dans le cas générique x ¢ Sg o (y),
Sa,5(2)NSp o (y) est une chainette. Dans le cas dégénéré x € Sg o (y), Sa,5(2)NSp o (y) est 'union
des dmes respectives de Sy g(x) et Sgo(y). Chacune de ces deux configurations est préservée
par l'action de PGL3(R).

Remarque 6.3.1. Notons que 'action de A sur X a exactement six points fixes qui sont ([e1], [e1, e2]),

([e1], [e1,es)), ([e2], [e2, €1]), ([e2], [e2, e3]), ([es], [es, e1]), ([e3], [es, e2]). Plus précisément, tout élé-
ment loxodromique de A a exactement ces six points pour points fixes.

6.3.1 Type attractif

Soit (gp) une suite de G partant simplement a l'infini de type attractif, de point attractif
py et de cercle répulsif D_ dans RP2. On définit C; =Cs(D-) C Sz, = Spa(D-) et CI =

Ca(ps) C Sot 5= Sa 3(p+), et on utilise les applications gi, et joo définies aux lemmes 6.2.8 et
6.2.1.

Lemme 6.3.2. On définit une application surjective ¢: X — CI par ¢(p, D) = (p+, §oo(DND_))
six ¢ Cy, et é(p, D_) = §oo(p) sinon. La projection ¢ est en restriction a X\ Cs une fibration
dont les fibres sont des surfaces a-3, mais elle est singuliere sur C/g.
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1. Pour z € X\ S5 . Dy, () = é(x).
2. Pour x € S5, \Cy, Dy, (z) = Ca(d(z)). En particulier les Dy, )(x) pour x € Sz, \Cy
forment un feuilletage de Sotﬁ‘
8. Pour x € Cg, D(y,)(x) = Spa(9(2)). En particulier, L(J:,D(gn)(m) =X.
z€ly
4. Avec pso: Stabg(D—_) — Stabg(D-) N Stabg(py+) le morphisme défini au lemme 6.2.1,
¢ est poo-Equivariante.

Démonstration. 1. Ceci découle directement du lemme 6.2.8, 1.a).

2. L’inclusion directe se prouve de la méme manieére que le premier cas, sachant que DND_ =p
car p € D_ # D, donc g (D) = Joo(p). Réciproquement, soit pss € Joo(p). Alors selon le
lemme 6.2.1 il existe p, € RP? convergeant vers p tel que (quitte & extraire) g,(p,) converge
Vers peo. Puisqu’a partir d'un certain rang p, ¢ p*, D, = [pn,p™ N D] est bien définie, et
Ty, = (pn, Dpn) € X converge vers x avec gn(z,) convergeant vers (Poo, Goo(P))-

3. L’inclusion directe est une conséquence immédiate du lemme 6.2.1. Réciproquement soit o, =
(Poo, Doo) € S5.a(9o0(P)) \ Cs(doo(p)). Selon le lemme 6.2.1 il existe une suite (p,) dans RP?
convergeant vers p telle que g, (p,) converge vers po, (quitte a extraire). Avec ¢ € Do \ {P+, Poo }
[9n(Pn), q] est (& partir d'un certain rang) une droite projective convergeant vers Duo. Si g, 1(q)
converge (quitte & extraire) vers un point de D_ distinct de p, alors D,, = [py, g, *(¢)] est (& partir
d’un certain rang) une droite projective convergeant vers D_, telle qu'avec z,, = (py, Dy) € X,
gn(Ty) converge vers To, et donc T € Dyq,,) (7). Or ¢ # py, donc selon la remarque 6.2.7 et
la relation (6.2.3), g, '(q) converge (quitte & extraire) vers g.!([p+,q]), qui est un point de D_.
Ce point est bien distinct de p, car dans le cas contraire ¢ € §oo(p), si bien que Doy €t Goo(p)
contiennent toutes deux les deux points ¢ # peo, €t donc Do, = Joo(p), ce qui contredit notre
hypothese initiale. Finalement Sg o (doo(P)) \ C5(Joo(p)) est contenu dans D, )(z), et puisque ce
dernier est fermé, cela termine la preuve de 1’égalité annoncée.

4. Cela découle directement de I’équivariance de §oo. O

Notons que si py ¢ D, alors S5 N S;B est égal & la chainette C(p—, D_), et CI N S50 =
Cs N S+,8 = @ (voir le paragraphe 2.2.4 & ce sujet).

a,

6.3.2 Type répulsif

On suppose maintenant (g,) de type répulsif, et on considére son point répulsif p_ et son
cercle attractif D, dans RP2. On définit C; = Cu(p—) C Sop = Saplp-) et C; =C3(Dy) C
5;, o = Ss.a(D4), et on utilise les applications g et g5, définies aux lemmes 6.2.3 et 6.2.8.

Lemme 6.3.3. On définit une application surjective ¢: X — C;f par ¢(p, D) = (goo(p), D+)
sixz & C,, et p(p—,D) = (3% (D), D) sinon. La projection ¢ est en restriction a X\ C, une
fibration dont les fibres sont des surfaces B-a, mais elle est singuliere sur C,, .
1. Pour x € X\'S, 5, D(y,)(z) = ¢().
2. Pour x € S, 5\ Cy, Dy,(x) = Cald(z)). En particulier les Dy, (x) pour x € S, 5\ Cy
forment un feuilletage de SJF’OZ.
3. Pour v € C, Dy,)(x) = Sa,p(¢(x)). En particulier, U D, (r) = X.
z€Cq
4. Avec poo: Stabg(p—) — Stabg(p—) N Stabg(D4) le morphisme défini au lemme 6.2.1,
@ est poo-Equivariante.

Démonstration. Nous avons vu au paragraphe 2.2.2 que l'application duale x: (p, D) € X —
(r7Y(D),7(p)) € X est équivariante pour le morphisme g € G ~ 'g~! € G, si bien que pour
gn € G, gn = ko'gy o k™!, et donc pour z € X, D, )(x) = H(D(tgnfl)(ﬁ_l(m))). 11 suffit de
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prouver ’énoncé dans le cas de A™, et le résultat se déduit alors directement du lemme 6.3.2 et
de la remarque 6.2.7, ainsi que des relations du paragraphe 2.2.2 pour ’application k. ]

Notons que si p— ¢ D, alors Sgo(Dy) N Sqg(p—) est égal a la chainette C(p—, D), et
CsNS 3=CNS5, =2
6.3.3 Type mixte

On suppose maintenant (g,) de type mixte, et on note py et p_ ses points attractif et
répulsif sur RP?, et D, et D_ ses points attractif et répulsifs sur RP2. On définit alors Cg =

Cs(D-) C S5, = Spa(D-), Ci = Calp-) C S, 5 = Saplp-), z— = (p-,D-) = C; NCy,
Ch =Calp+) C 855 =S8ap(p+),C5 =Cs(D1) C 84, = Spa(Ds), et x4 = (py, Dy) = CiNCY.
Lemme 6.3.4. 1. Pourz € X\ (S5,US, 5), D,y () = 24

Pour x € S, 5\ S5 4 Da,) () =Cd.

Pour x € S5, \'S, 5: D(a,)(x) = C+.

Pour z € C; \{r_}, D(g,)(7) =

Pour x € C5 \{z_}, D(,,)(z) = Sﬁ o

D(an)(:c,) = X.

S v e e

Démonstration. On notera toujours x = (p, D). Les inclusions directes sont des conséquences
immédiates des lemmes 6.2.5 et 6.2.8, et on prouve donc uniquement les inclusions réciproques.
2. Soit Do € (p4+)*. Puisque D € (p—)* mais D # D_, il existe selon le lemme 6.2.8 une suite
D,, convergeant vers D telle que g,,(D,,) converge vers Dq.. La suite p, = D,, N [p, D] est bien
définie a partir d’'un certain rang et converge vers p, donc x, = (pn, D,) converge vers z et
vérifie lim g, (zy,) = (p+, Do)-

3. Pour ps € Dy, il existe selon le lemme 6.2.5 une suite p, convergeant vers p telle que
lim g, (pn) = Poo, et alors en posant D,, = [pn,p™ N D], x,, = (pn, D) converge vers = et
hmgn(wn) = (pomD—i-)'

4. On choisit Ty = (Po, Do) € S+B \ (Cﬁ U CYH) (en particulier poo ¢ Dy, sinon Dy =
[Poo, 4] = Dy et z € C;) Puisque D, (z) est fermé il suffit de montrer que zo, € Dy, (7).
Selon le lemme 6.2.8 il existe D,, convergeant vers D telle que lim g,(D;,) = Ds. On pose
Gn = gn(Dy) N [Poo, DL], qui est une suite de RP? & partir d’un certain rang et converge vers
Poo- Puisque Dy = D_ (g, ') selon la remarque 6.2.7, et poo & Dy, pp = g;, *(qn) converge vers
p+(9,") = p— = p. Finalement z,, = (pn, Dy) converge vers x et lim g, (2n) = Zoo € Dy, ().

5. Comme précédemment, on choisit Zoo = (Poo, Do) € SE} o\ (C;r UCS) (en particulier Do, ¢
(p+)*, sinon poe = Do N Dy = py). On choisit une suite p, convergeant vers p telle que
lim g, (pn) = Poo, donnée par le lemme 6.2.5, et on pose L, = [gn(pn), px N Duo], convergeant
vers Doo. La dynamique de g, ' sur RP? est mixte avec point attracteur D_ et cercle répulseur
(p+)*, donc puisque Doy & (py)*, Dy, i= g, ' (L,,) converge vers D_. Ainsi x,, = (pp, D) converge
vers z et lim g, (%) = Too.

6. Enfin, soit Doy ¢ (p4+)* et poo € Do (donc p # py). Selon le lemme 6.2.5 il existe une
suite convergeant vers p = p_ telle que lim g, (p,) = poo- La suite L, = [gn(pn), px N Doo] de
droites projectives est bien définie a partir d’un certain rang, et converge vers D.,. Puisque
Dy ¢ (p+)*, Dy = g,,'(L,) converge vers D_, et donc x, = (pp, D) converge vers z_, et
lim gn(2n) = (Poos Doo). Ainsi X\ So 5(p+) C Dy, (7-), i-e. Dig,y(x-) = X car cet ensemble
est fermé. O

Un cas particulier important est celui ou p— ¢ Dy et py ¢ D_, c’est par exemple le cas
si go € AT selon le lemme 6.2.5. Dans ce cas, notons p+ = D_ N D, le point selle de la
suite (gy,,). Alors les objets définis précédemment entretiennent entre eux les relations suivantes :
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S5aNSys=CrUCs, CoNCy = {x},85,NS 5 =Clucy, cincy = {z}, S5, N
S;r,ﬁ = C(p+, D-), Sc:,B N Sfa = C(p-, D+), Sia ﬂSﬁa = Ca(ps); Sc:ﬁ N 8;5 = C,B[p+7p*]7 et
CoNCy=C,NC=C3NCE=C3NCE=2.

Remarque 6.3.5. Les relations liant les objets dynamiques d’une suite (g,,) partant simplement a
I’infini & ceux de son inverse, expliquées a la remarque 6.2.7, se traduisent immédiatement dans
le cas de X. Supposons (g,) de type attractif. Alors la description dynamique de la suite (g, 1)
est obtenue en lui appliquant ’énoncé du lemme 6.3.2, tout en échangeant les signes + et —, en
remplacant p; par g2 ([p+,p]) et gi (D) par D_ dans la premiére assertion, et en faisant les
modifications analogues dans la suite de 1’énoncé. On obtient le méme type de dualité si (gy,)
est de type attractif. Si (gy,) est de type mixte, la relation est plus simple : il suffit d’appliquer
I’énoncé du lemme 6.3.4 & la suite (g, }) tout en échangeant les signes + et —.

6.4 Preuve du théoréme B

Dans cette derniere section, nous utilisons le travail fait dans le reste du chapitre pour prouver
le théoreme B. Nous utiliserons les différentes notations suivantes dans toute la section. Tout
d’abord, nous identifions RP! & la droite projective [e1,e2] de RP? via [z : y] + [z : y : 0],
et nous notons Do, = [e1, e2]. Nous voyons GLz(R) comme un sous-groupe de G & travers le
plongement
A0

j:AGGLz(R)—)lO 1

] € G, (6.4.1)
de sorte que j(GLa(R)) préserve Dy, et fixe [es], et que lidentification RP! = D, soit j-
équivariante. Rappelons que selon les propositions 2.3.4 et 1.2.2, 'ouvert

Y = X\ (Sﬁ,a(Doo) U Soz,ﬁ[e3])

est un revétement double de (T'H?2, 12), qui est équivariant pour la projection canonique
SLa(R) — PSL2(R). Notons que j(GLa(R)) C Stabg(Y:). De plus, le flot géodésique de T H?
correspond dans PSLy(R) & (R,t), donc la relation (5.4.6) montre qu’il se reléeve dans Y; sur le
flot diagonal (j(e’id)) de j(GLa(R)).

Nous utiliserons également les quelques propriétés suivantes de I'action de PSLa(R) sur RP!.

En notant a! = (eot egt) pour t € R et Ay = {a'}ser, la décomposition de Cartan de SLy(RR)

est SLa(R) = O(2)Ap0(2). De la méme maniére que dans G, on dira qu’une suite g, € SLa(R)
de décomposition de Cartan g, = kpa'~l, part simplement & I'infini si &, et [,, convergent dans
0(2), et si t, tend vers +oc.

Lemme 6.4.1. 1. La dynamique sur RP! d’une suite h,, € SLa(R) partant simplement a l’infini
est de type Nord-Sud, avec un point attractif p, (hy,) € RP! et un point répulsif p_(h,) € RP!
éventuellement confondus : pour tout p € RPY\ p_(h,) et toute suite (p,) convergeant vers p,
(hn(pn)) converge vers pi(hy).

2. Toute suite de j(SLa(R)) partant simplement a l'infini est de type mizte dans G.

3. Soit hy, € SLa(R) partant simplement a linfini, et g, = j(h,) € G. Alors la suite (gy)
part simplement a linfini de type mizte, ses points fizes attractif et répulsif dans RP? sont
P+ (9n) = p(hy) € Do et p—(gn) = p—(hn) € Do en utilisant l'identification Dy, = RP?, et
son point-selle est py = [es].

Démonstration. 1. Si h, = al» € Ay, alors p_(h,) = [e2] et pi(hn) = [e1]. En effet si (py,)
converge vers p # [es], alors a partir d'un certain rang p, est de la forme p, = [1 : z,,] ou ()
est une suite réelle convergente, et donc hy,(p,) = [1 : e 2nx,,] converge vers [e1]. Le cas général
s’en déduit aisément par décomposition de Cartan.
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2. En effet, toute suite de j(Ap) partant simplement & Uinfini est de type mixte, et j(O(2)) C K.
3. Supposons que h,, = a'» € Ay, et soit p, € RP? convergeant vers un point de RP? \ [es, e3].
Alors a partir d’un certain rang p, est de la forme [1 : x, : y,] avec (x,,y,) convergente, et
donc g, (pn) = [1 : e 2nx, : e7Iny,] converge vers [e1]. Ceci montre que [ez, es3] est le cercle
répulsif de (g,) et [e1] son point attractif. Soit maintenant p, € RP? convergeant vers un
point p € [eg,es] \ {[e2]}. Alors & partir d’'un certain rang p, = [z, : yn @ 1] avec (Tn,yn)
convergente et limz, = 0. Si (Je'"z,|) converge, alors quitte a extraire lime"z, = zo et
gn(pn) = [e'"xy, @ e"Iny, @ 1] converge vers [xo : 0 : 1]. Sinon g,(p,) = [1 : ee_t;nzi" : etnl;tn]
converge vers [e1]. On en déduit que Dy, )(p) = [e1, e3], et donc que [e] est le point répulsif de
(gn) et [e1, e3] son cercle attractif. Le cas général découle alors de la décomposition de Cartan. [

6.4.1 Cas d’une trompette hyperbolique

Nous commengons par aborder le théoreme B dans le cas le plus simple qui est celui d’un
trompette hyperbolique. Soit h € SLo(R) un élément hyperbolique a valeurs propres positives
dont on note [h] I'image dans PSLa(R), et soit 'y C PSLy(R) le sous-groupe engendré par
[h]. Le quotient ¥ = To\H? est une surface hyperbolique non compacte homéomorphe & un
cylindre, qui est nommée trompette hyperbolique. Nous notons g := j(h) € G, qui est un élément
loxodromique a valeurs propres positives, et en notant I' le sous-groupe de G engendré par g,
la structure Kleinienne N := I'\Y; est un revétement double de (T'¥, £5%). Nous allons dans ce
paragraphe construire une compactification de N.

Notons (g*)scr I'unique groupe & un parametre d’éléments loxodromiques de G tel que g = g'.
Selon le lemme 6.4.1, les points fixes attractif et répulsif p_ et p; de (g') sont deux points distincts
sur la droite projective D, et son point-selle est p+ = [e3]. Nous notons

C;r :Coz(p—&-);c/j?— :Cﬁ[p-i-ae?)]’ct; :Ca(p—) et Cﬁ_ :Cﬁ[p—’GS]u

qui sont quatre cercles de X globalement fixés par (g') et respectivement attractifs et répulsifs
pour ce flot (voir lemme 6.3.4). Les bouquets de cercles BT = CJ U CEF et B~ =C, UCy sont
disjoints dans X, et nous notons

Q=X\(B-uUB™")

leur extérieur. Par construction, 2 est un ouvert de X contenant Y; et préservé par I'. De plus
tous les éléments non triviaux du groupe a un parametre (g*) ont les méme six points fixes dans
X qui sont sur B~ U BT selon la remarque 6.3.1, donc I' agit librement sur €. Si I'on prouve
que I agit proprement sur €2, I'\Q2 sera donc une structure Lagrangienne de contact Kleinienne
dans laquelle N = I'\Y; se plonge canoniquement. Si I'\Q2 est de plus compacte, elle définira
donc une compactification de N.

Définition 6.4.2. Un ouvert U contenu dans un ouvert 2 C X est un domaine fondamental de
I'action d’un groupe I' C G sur 2, si U ne contient pas deux points d’'une méme orbite de I, et

si par ailleurs = U,ery(U).
Lemme 6.4.3. Il existe un voisinage compact T~ de B~ , n’intersectant pas BT, aussi petit que
l'on veut, et vérifiant les propriétés suivantes.

1. Le bord X~ de T'~ est un plongement lisse d’une surface compacte connexe de genre deuz,
et toute courbe intégrale de (g') intersecte ¥~ au plus une fois.

2. L’application
Y (z,t) €27 xR gf(z) € Q
est un difféomorphisme, tel que (X~ xR™)=T"\ B™.

3. En posant TT = X\ Int(g(T™)), les suites (¢g-"(T ™)) et (g"(T")) convergent respecti-
vement vers B~ et BT pour la topologie de Hausdorff.
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4. En notant U = X\ (TT UT"), on a Q = Uyery(U). En d’autres termes, U est un
domaine fondamental de Uaction de I' sur €.

Démonstration. 1. Quitte & tout conjuguer par un élément de G, on peut supposer que g € AT,
et dans ce cas g* est de la forme

aveca > > 0. Onadonc C, = Cqles], C5 = Cglez, e3), et onnote z— = ([es], [e2, e3]) = Co NCy.
On considére Pouvert affine Yo = X\ (Sgqle1, €2] U Sy gler]), préservé par ¢f, et la carte affine
standard : Yo — R3, définie par ¢~ (z,v, 2) = ([2,9,1], [(z,v,1), (2,1,0)]) et dans laquelle g*
est le flot linéaire diagonal :

at

al ::wogtod}*l: eft
e(a_/B)t

On peut en particulier trouver dans cette carte une boule fermée B aussi petite que 'on veut
autour de ¥~1(0,0,0) = 2_, dont le bord est transverse a g'.

Nous allons maintenant construire un voisinage tubulaire compact A de C_, a bord lisse et
transverse & g'. On a C; NYa = C; \ ([es], [es, e1]) et ¥(C; NYa) = {0}2 x R. On peut trouver
un cercle vy C R? autour de l'origine, aussi petit que I’on veut, qui soit transverse au flot linéaire
diagonal (eat Wbt ) En notant D C R? le disque fermé bordé par v, on consideére dans la carte 1)

le voisinage Ag = {¢ "' (z,y,2) | (z,y) € D,z € R} de C; NYa. La forme du flot a’ assure que Cj
est transverse aux courbes intégrales de g'. Par ailleurs, pour tout (x,%), 1 ~!(x,y, 2) converge
lorsque z tend vers +oo vers ([x,y, 1], [(z,y,1),e1]) € Sy ple1], ce qui montre que 'adhérence A
de Ay dans X est un voisinage tubulaire compact & bord lisse de C, . De plus, g* préservant Ya,
et puisque Yo N A = Ay, il nous suffit de vérifier que les courbes intégrales de g’ intersectent
au plus une fois le bord de A\ Ay, égal a {([z,y,1],[(z,y,1),e1]) | (z,y) € v}, ce qui est le cas
par hypothése sur le petit cercle . Le flot g ayant pour point fixe répulsif [e;], le travail fait
précédemment nous fournit un voisinage tubulaire compact C’ de C,le1] aussi petit que Pon
veut, & bord lisse et transverse & g~'. Alors I'image C' = 7(C’) de C’ par I'application duale
de X est un voisinage tubulaire compact de Cgles, e3], aussi petit que 1'on veut, & bord lisse et
transverse a 7g(g~!) = g¢*. S’ils sont pris assez petits, les deux voisinages A et C' se recollent
a B comme deux anses d’une sphere, et il est connu qu’une shere & deux anses est une surface
compacte connexe de genre deux. Le voisinage obtenu vérifie donc bien les propriétés annoncées.
2. Les courbes intégrales de ¢’ rencontrant ¥~ au plus une fois, cette application est bien un
difféomorphisme local injectif, et la dynamique du flot g assure qu’il est surjectif. Supposons
en effet par 'absurde qu’il existe t > 0 et z € X~ tel que y = g'(x) € T~. Puisque ¥~ C
X\ (S50 NS, ), selon le lemme 6.3.4, Upex-Digny(z) C Cf U CE. Quitte & extraire on peut
supposer que g"(X7) converge vers un compact K de X qui est contenu dans B selon le lemme
6.1.3. En particulier, il existe u > ¢ tel que g% (x) € X\T~, et par lemme du passage des douanes,
il existe donc t < s < u tel que g*(z) € X7, ce qui contredit la transversalité de g' et ¥~ car
s > 0. Ainsi pour tout ¢ > 0, ¢/(X7) € X\ T, et le méme raisonnement prouve linclusion
analogue pour les temps négatifs.

3. Puisque T~ C X\ B, selon le lemme 6.3.4 et la remarque 6.3.5 appliqués a la suite (¢~™) on
a Uzer-Dig—ny(z) C B™. Par ailleurs, 1 := (p—, [p—, p+]) € Sotﬁ \nga donc Dgny(z1) =C,, et
xo = (px, [p+,p-]) € S;,a \ S;rﬁ donc Dyny(z2) = C4. Puisque 21 € Int T~ et 22 € Int T, on
a donc B™ = Cy UCs C Upernsr-D(y-n) (). Selon le lemme 6.1.3, ceci impose a (¢~"(17)) de
converger vers B~. On montre de la méme manié¢re que (¢"(7T7")) converge vers B™.

4. Soit maintenant z € T~ \ B~. Notons n > 0 le premier rang a partir duquel ¢7"(7~) ne
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contient pas x. Alors ¢g"(z) € g(T™)\ T~ C U. Le méme argument montre que pour z € T C
BT, il existe n > 0 tel que g~"(x) € U, et U est donc bien un domaine fondamental de l’action
deT. O

On déduit de ce lemme le résultat suivant.

Proposition 6.4.4. 1. ' agit proprement discontiniment sur €, qui est un ouvert mazximal de
X wérifiant cette propriété. De plus, le quotient '\ est compact.

2. T\Q est homéomorphe au produit d’un cercle avec une surface compacte connexe de genre
deuz.

Démonstration. 1. Le lemme 6.3.4 indique que deux points de €2 ne sont pas dynamiquement
reliés pour l'action de I'; et 'action de I' sur €2 est donc propre selon le lemme 6.1.2. On a par
ailleurs déja remarqué que tout élément g non trivial agit sans point fixe sur 2, donc cette
action est bien proprement discontinue. Par ailleurs, il est clair selon le lemme 6.3.4 que tout
point de BT U B~ est dynamiquement relié & un point de €, ce qui montre que I’action de I'
sur tout ouvert contenant strictement {2 n’est pas propre. Enfin, pour toute suite (z,) dans
Q= Uvep'y(U), il existe une suite (7,,) dans T telle que 7, - z,, € U, ot U est un compact de €,
done T'\Q est compact.

2. En munissant ¥~ x[0; 1] de la relation d’équivalence (x,0) ~ (z,1), et en notant p: Q@ — I'\Q la
projection canonique, 'application [z, t] — p(g*(z)) est selon le lemme 6.4.3 un difféomorphisme
de ~ \(X7 x [0;1]) sur [\, or le quotient ~ \(X~ x [0;1]) est difffomorphe & ¥~ x S*. O

6.4.2 Cas d’un groupe de Schottky quelconque

Nous passons maintenant au cas d’un groupe de Schottky quelconque. Soit d > 2, et soient

hi,...,hq d éléments hyperboliques de SLa(R) & valeurs propres positives, dont les images [h;]
dans PSLy(R) sont un systéme de générateurs pour un sous-groupe de Schottky que 1’on note
Lo = ([h],...,[hq]) C PSLa(R). Cela signifie qu’il existe 2d demi-disques hyperboliques fermés

E:r et F; dans H?, dont les adhérences dans OH? contiennent respectivement les points fixes
attractif et répulsif de [h;] sur 9H?, dont les bords sont des géodésiques orthogonales aux axes
des [h;] (i.e. & la géodésique de H? reliant les deux points fixes de [h;] sur 9H?), et tels que :

— [hi] - (E;) = H? \ Int(E;") pour tout i,

— et pour tout k # 1, (E;, UE) N (E] UE") = 2.
On prouve alors que I'y est un groupe libre, discret dans PSLa(R), et qu’il agit librement et
proprement sur H?. Le quotient ¥ = I'g\H? est une surface hyperbolique non-compacte. Pour
une preuve de ces résultats ainsi que différents détails et exemples au sujet des groupes de
Schottky, nous renvoyons le lecteur & [Dal07, Chapitre 2].

Nous notons g; = j(h;) € G pour tout i, et I' = (g1, ..., gq) le sous-groupe de G engendré
par les g;, de sorte que le quotient N := I'\Y; est un revétement double de (T!X, £5%). Dans
ce paragraphe, nous allons construire une compactification M de la structure Lagrangienne de
contact Kleinienne N, et nous allons étudier les propriétés dynamiques de la prolongation du
relevé du flot géodésique de T'Y dans M. Nous tirerons ensuite les bénéfices de notre travail
pour conclure la preuve du théoréme B dans le paragraphe suivant.

Notons que la restriction & (hy,...,hq) de la projection canonique SLa(R) — PSLy(R) in-
duit un isomorphisme de (hi,...,hg) sur I, si bien que j|<h1,...,h ,) basse au quotient en un
isomorphisme de I'g sur I' que I’on note encore j.

6.4.2.a Ouvert de discontinuité de I' dans X

Puisque h; € PSLa(R) est un élément hyperbolique & valeurs propres positives, g; € G est
pour tout ¢ un élément loxodromique & valeurs propres positives. De plus selon le lemme 6.4.1,
le point fixe attractif p’, (respectivement répulsif p* ) de g; dans RP? est sur Dy, et coincide
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avec le point fixe attractif (resp. répulsif) de h; sur RP! = D, et les g; ont tous pour méme
point-selle p+ = [es]. En particulier, les pi et p’ sont deux & deux distincts car Iy est un groupe
de Schottky. Pour tout 4, on note

B =Co(p'.) UCsp",ps] et B = Calp") UCgslps, p"].

Proposition 6.4.5. Quitte a remplacer (g1,...,94) par (g1,...,g}) pour un certain r € N*, on
a les résultats suivants.

1. T est un sous-groupe discret de G, et est librement engendré par g1,...,qq4.

2. Il existe des voisinages compacts TZ-jE des bouquets de cercles BZ-:t qui sont deux d deux
disjoints et tels que g;(T;) = X\Int(T;"). Pour des voisinages Tii vérifiant ces propriétés,
on a les résultats suivants en notant U; = X\ {T; UT } et U =N, U;.

(a) = Uyery(U) est ouvert.

(b) T' agit proprement discontiniment sur Q, et ) est mazimal pour cette propriété. En
particulier, Q ne dépend pas du choix des voisinages Tii.

(c) Le quotient M = T'\Q) est compact.

Démonstration. On a prouvé dans le lemme 6.4.3 que d’'une part, le voisinage compact T; de
B; peut étre choisi aussi petit que voulu, et que d’autre part, avec T;% := X \ Int(g;(7})),
g"(Tf) converge vers BZ»+ pour la topologie de Hausdorff. Donc quitte a remplacer g; par g;
pour r € N* assez grand, T;r peut également étre choisi aussi petit que voulu, si bien que
X\ U; peut finalement étre choisi aussi proche que voulu de Bi+ U B, . Puisque les Bi+ U B,
sont deux a deux disjoints, on peut donc supposer, quitte a remplacer chaque g; par g; avec
r € N* assez grand, que pour tout i # j, X \ U; C Uj;. Puisque pour tout ¢, U; est un ouvert
non-vide, l'inclusion X \ U; C Uj est toujours stricte, par connexité de X, et U := N;U; est donc
un ouvert non-vide. Selon la proposition 6.4.4, pour tout i = 1,...,d le sous-groupe discret (g;)
agit proprement discontiniment et cocompactement sur X \ (B;L U B; ), et selon le lemme 6.4.3
U; est un domaine fondamental de cette action.

Ces propriétés sur les domaines fondamentaux U; permettent d’appliquer le lemme du ping-
pong a I'. Plus précisément nous lui appliquons [Fra04, Theorem 5], décrivant les propriétés des
groupes « de type Schottky » en dehors du cadre de la géométrie hyperbolique. On en déduit que
I" est un groupe libre a d générateurs, que 2 = Uyepv(U ) est ouvert, et que I' agit proprement
discontinfiment et cocompactement sur €.

La maximalité de € est une conséquence immédiate du fait que I'\Q) soit compacte. Soit en
effet 2’ un ouvert contenant strictement 2 et préservé par I', x € '\ Q un point sur la frontiére
de Q, et x,, € Q convergeant vers z. Puisque I'\{2 est compacte, il existe v, € T tel que (v, - zp)
converge dans 2. De plus v, part nécessairement a l'infini dans I". En effet dans le cas contraire,
on peut supposer quitte a extraire que -y, converge vers v € I, et alors lim v, -z, = v-x € , ce
qui est impossible car I' préserve 2 et x ¢ Q. On a donc exhibé une suite (z,,) convergente dans
Y et une suite (7,,) partant & Uinfini dans T" tel que (v, - z,) converge dans €', ce qui empéche
laction de I" sur €’ d’étre propre selon le lemme 6.1.1. O

A partir de maintenant, on remplace I' par un sous-groupe (g7, .., gy) qui vérifie les pro-
priétés de la proposition précédente, et que nous continuerons a appeler I'.

6.4.2.b Ensemble limite de I' dans X

Nous décrivons maintenant le bord A = X \ Q de l'ouvert €. Pour cela, nous allons utiliser
une propriété géométrique du groupe I' : étant libre & d > 2 générateurs, il est hyperbolique au
sens de Gromov, et on peut donc définir son bord OI', qui est muni d’une topologie naturelle le
rendant homéomorphe a ’espace de Cantor, et donc en particulier compact. Pour 'usage que
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nous allons en faire, le point de vue naif qui suit sur OI" sera amplement suffisant pour justifier
cet homéomorphisme (nous renvoyons a [GH90, §6.1 et 7.1] pour préciser cette notion).
Notons A I'alphabet {g1, 97", g4, ggl}, de sorte que les éléments de I' soient exactement
les mots v = g;'...g;" sur l'alphabet A (ot 1 <4 < d et g € {£1} pour tout I) qui sont
réduits, i.e. tels que pour tout 1 <1 <n—1, gi; # —e;11%11. Le bord JI" s’identifie alors a 'en-
semble des mots réduits gfll ...g;" ... de longueur infinie. En identifiant ces derniers aux suites
(gf:) correspondantes d’éléments de A, OT' est un sous-ensemble de AN, dont la topologie est
induite par la topologie produit de AN. Or AN est homéomorphe & 1’espace de Cantor {0, 1} car
c’est un compact métrisable, totalement discontinu, et sans point isolé. Le bord OI' est donc un
compact, métrisable et totalement discontinu comme fermé d’un tel espace, et il est par ailleurs
clair qu’il ne contient aucun point isolé. Ces propriétés caractérisant les espaces de Cantor, OI'
est bien homéomorphe & l’espace de Cantor. La méme construction est valable pour I'g et défi-
nit son bord dI'g. De plus j induit un homéomorphisme entre OI'y et JI', que ’on notera encore j.

Nous réutilisons maintenant les voisinages compacts Tii des bouquets de cercles Bz-i intro-
duits a la proposition 6.4.5, ainsi que le domaine fondamental U = ﬂflzl U; de P'action de T" que
nous avons construit a cette proposition, avec U; = X \ (T;” UT."). Pour n € N, nous notons

Q, = UMSn"}/(Uj et A, =X \ Q,,

ou |y| désigne la longueur du mot v € T'. Notons que €2, est compact pour tout n, et que
Q = UpenQy et A = NyenAn. Les voisinages Tii étant deux & deux disjoints, Ag = ule(ﬂ+u1’i_)
a 2g composantes connexes. On associe a tout mot v,41 = gfll e gf:jll de longueur n + 1
le compact K(ynt1) = g5 --- 95" (112";1) C A,, qui est une composante connexe de A,,. Ceci
définit une bijection entre les mots de I' de longueur n + 1 et les composantes connexes de A,
(il y en a donc 2g x (2g — 1)™).

Soit Yoo = g5 -+ g;" - € OL, v = g;! ... g;* € T la suite des sous-mots de v de longueurs
finies, et K(7,) la suite de compacts connexes associés. Notons que pour tout i, on a par
construction g5 (7;°) = X \ (IntTF) pour € € {#}, et rappelons que les T sont deux & deux
disjoints. Par suite si (4, ) # (i, —¢), avec i et j quelconques et €,0 € {£}, alors Tf CX\T;°,
donc ¢§ (TJ‘»S) C Int T7. Les mots 7, étant réduits, on en déduit que g;" (ﬂi’fll) C Ty pour tout
n. Par suite K (vn+1) C K(7), et on note

K('Yoo) = mnENK('yn) cA

I'intersection décroissante des K (7). C’est un compact connexe non-vide qui est également la
limite de (K (v,)) pour la topologie de Hausdorff.

Proposition 6.4.6. 1. L’application K définie précédemment est un homéomorphisme de
OT" vers l'espace des composantes connexes de A, muni de la topologie de Hausdorff sur
les compacts de X.

2. Soit v € O et v, € I la suite des sous-mots de longueurs finies de voo. Alors toute sous-
suite (v},) de (vn) partant simplement a Uinfini est de type mizte, et en notant py € D
son point attractif dans RP?2, K (7o) est le bouquet de cercles attractifs Co (p+)UCs[p+, e3).

3. L’ouvert £ ne dépend que de I.
Cette description interpréte A comme un ensemble limite pour 'action de I dans X, dont 2

est le complémentaire. Montrons que la proposition 6.4.6 nous permet de conclure la construction
de la compactification de N = TI'\Y;.

Corollaire 6.4.7. L’ouvert Q2 contient Yy, et M = T'\Q est une compactification Lagrangienne
de contact de N = T'\Y;.
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Démonstration. En effet pour tout py € Do, Ca(p+) C Sga(Dos) et Calp+, €3] C Sa gles], donc
selon la proposition 6.4.6, A C S54(Doo) U Sy gles) = X\ Yi. Par suite Yy C Q, et N =T'\Y; se
plonge donc canoniquement dans I'\{2, qui est compact selon la proposition 6.4.5. 0

Démonstration de la proposition 6.4.6. 1. Soit z un point de A, dont on note C' la composante
connexe dans A, et C), la composante connexe dans A,, pour tout n. La suite C,, étant décrois-
sante, elle est nécessairement réalisée comme une suite Cy, = K (v,), pour v, = g;! ... g;". Pour
tout n, C' C Cy, et par suite C C M,Cp = K(Y00), aVec Yoo = g5' ... g5" ... le point corres-
pondant sur le bord de I'. Par maximalité de la composante connexe, l'inclusion C' C K (7V)
est une égalité. Ceci montre d’une part que K (7s) est toujours une composante connexe de A
(en prenant pour z un point quelconque de K (7)), et d’autre part que K est surjective sur les
composantes connexes de A. Il est par ailleurs clair que K est injective. En effet si v # 7.,

alors il existe n tel que gE” #* gf,”, et pour tout kK > n, K (gf: . gf:) est alors contenu dans

Tir C Ext(T;, ) alors que K (gl, L giF) C T;gl. Ceci montre que K (v,) et K(v,,) sont disjoints
a partlr d’un certain rang, et les intersections K (700) €t K (7)) sont donc disjointes.
Il ne reste donc plus qu’a montrer que K est continue. En effet, 0" étant compact, cela

(n)

montrera que K est un homéomorphisme. Pour une suite 5o’ de points de OI' convergeant vers

(n)

Yoo, DOUs montrons que K (vs’) converge vers K (7~) pour la topologie de Hausdorff. Dire que

(n)

Yoo CONVErge Vers 7, signifie qu'il existe une suite (k,) d’entiers partant a 'infini et telle que

pour tout n, 7&‘) et Yoo ont les méme k,, premieres lettres. Par conséquent, en notant 'y,g:) et Vi,

les mots formés des k,, premiéres lettres, on a K ('y,(cn)) K (g, ) qui converge vers K(vs) par

définition. Puisque K ( é{;)) C K (VI(cn))7 K (7o) est donc la seule valeur d’adhérence de la suite

K ('yég)), qui converge donc vers K () (car 'espace des compacts de X est compact pour la
topologie de Hausdorff).

2. Soit Yoo = (g;") € OT, et v, = g;! ...g;" € I', qui part & P'infini dans G. On considére une
sous-suite de 7, partant simplement a ’infini, que I’on note encore 'yn Par principe des tiroirs, on
peut supposer que le mot v, se termine toujours par les lettres gi¢ gb (vérifiant e,a # —epb), et
ces modifications ne changent pas la limite K (7o) de la suite K (v,) = g;! ... g5*(T;"). A partir
de maintenant, on retire la derniere lettre g;* & la suite 7, si bien que K(ys) = lim~,(T;°).
Nous utilisons le lemme 6.3.4, ainsi que ses notations pour les objets dynamiques associés a ().
Puisque toute surface o — 3 rencontre tout cercle «, il existe un point z € (S;r 8 \8+ o) N i}:el.
Puisque 7,1 = g, ... g7 °', Pensemble dynamiquement associé & x pour ~,,! est contenu dans
Tre, or S35\ S50 =Sas(1m ')\ S50 "), donc Di,-1y(z) = CH((v; 1)) = C5, et finalement
Cq C T, % De la méme maniere on montre que C5 C T, et en particulier, C; et C5 sont
disjoints de Ty*. Par suite pour tout z € T;*, D, y(z) C Ci U Ck, et donc K(yx) C CHU CE
selon le lemme 6.1.3. Par ailleurs il existe z € (S, 5\ S5 ,) ﬁjf b car toute surface a— 3 rencontre
tout cercle a, de sorte que D(,,)(z) = C& C K (7o), et de la méme maniére CE C K(7s0) car

S, , rencontre T *. Finalement, K (V) = Ct (vn) U C;{ (Yn)-

&

3. En effet, selon la premiere affirmation de cette proposition U, _corK (7o) = X\ €, ot K (7s0)
est entierement déterminé par la dynamique de v, € Ol selon la deuxiéme affirmation de la
proposition. ]

6.4.2.c Dynamique du flot géodésique sur la compactification

Rappelons que le groupe & un parametre

0
el=je'id)=]0 e 0 (6.4.2)
0 1

o
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de G représente le flot géodésique de T'Y sur son revétement double N = I'\Y;. Puisque (")
fixe Do, point par point, il préserve €, et puisqu’il est centralisé par chacun des g;, il passe au
quotient sur M = I'\Q2 en un flot que nous notons (¢*). Le résultat ci-dessous demeure valide si
T’y est engendré par un unique élément hyperbolique, i.e. si ¥ est une trompette hyperbolique.

Proposition 6.4.8. 1. Le complémentaire de N dans M est une union finie de tores.

2. I existe un ouvert O C N dense dans M, une union finie de cercles F© C M \ N, ainsi
qu’une application lisse et surjective ®: O — F+, telle que pour tout x € O, D(gty(x) = (z).
3. Pour tout compact K C O et toute suite réelle (t,) telle que limt, = +oo, si (p'"(K))
converge pour la topologie de Hausdorff, alors sa limite est contenue dans F7.

Démonstration. 1. Puisque chacun des g; fixe [eg] et Do, I' stabilise les cercles et surfaces
répulsifs et attractifs du flot de type répulsif (¢"), qui sont ¢~ = Cq(leg]) C S~ = Sap([es)])
et CT = Cs(Ds) C ST = Sp.a(Doo). L'action de T' sur l'intersection de chacun de ces fermés
avec ) étant propre, leurs images respectives par la projection canonique 7: Q — I'\Q) = M,
notées F~ C T~ et F© C T+, sont fermées et donc compactes puisque M est compacte. De
plus, puisque 2\ Yy = (S UST)NQ, on abien M\ N =T UT".

Toute composante connexe de la surface compacte 7 est un tore ou une bouteille de Klein

car elle supporte une distribution de dimension un, et nous allons vérifier que c’est nécessairement
un tore (il en va de méme pour 7). Nous écrivons la preuve dans le cas ou I' est un groupe
monogeéne (g) pour éviter d’alourdir les notations. Dans ce cas, ST = UycyCo(p), out U =
Do \ {p—,p+} avec p_ et py les points fixes respectivement répulsif et attractif de g. Si V' est
I'une des deux composantes connexes de U, alors C' = UpcyCq(p) est un cylindre sur lequel
g agit par translation, donc (g)\C' est un tore. Le méme raisonnement sur 'autre composante
connexe conclut la preuve.
2. Soit ¢: X — C™ la projection introduite au lemme 6.3.3 et associée au flot de type répulsif
(p!). Puisque T' préserve le point répulsif [e3] de (¢f), ¢: X — CT est ps-équivariante pour
I'action de I' selon le lemme 6.3.3. Puisque I' préserve également la droite projective attractive
[e1,e2] de (¢f), et puisque (¢!) agit trivialement sur [eq, es], la construction de po, montre de
plus que poo|pr= idr (voir la relation (6.2.1)). Finalement ¢ est I-équivariante, ce qui montre
que U := Yy \ ¢ 1(A) € X\ S~ est I-invariant car A Dest. Puisque ¢|x\c- est lisse, U est un
ouvert de Y;. De plus I'espace des composantes connexes de ¢~ '(A) N'Y; est homéomorphe &
un ensemble de Cantor (car c’est le cas de C* N A selon la proposition 6.4.6), et chacune de ses
composantes connexes est de dimension deux selon le lemme 6.3.3, donc le fermé ¢—1(A) N Y;
est d’intérieur vide. Finalement en notant 7: Q — I'\Q2 la projection canonique, O := w(U) C N
est un ouvert dense dans N, donc dans M.

Puisque ¢|y: U — CTNQ est lisse et [-équivariante, elle passe au quotient en une application
lisse ®: O — FT = «(CT). Puisque U est [-invariant, pour tout & € O et pour tout = € 7 1(7)
on a z € U, donc D, (r) = ¢(z) € Q selon le lemme 6.3.3, ce qui montre I'égalité ®(z) =
D(pty(Z) annoncée. En effet, si z, € Q converge vers z de sorte que lim @' (z,) = ¢(z), alors
lim7(z,) = Z et lim @' (7 (x,)) = ®(Z), ce qui montre que ®(z) € D(zt)(Z). Réciproquement,
si imZ, = 7 et im @ (z,) = § € D(gty(Z), alors puisque 7: Q — M est un revétement, on
peut supposer que Z,, = 7(z,) avec limx,, = z et w(z) = Z. On a alors @' (Z,) = m(Y'" (zn)),
et puisque X est compact, on peut supposer quitte a extraire que (pt" () converge. Puisque
Dty (x) = ¢(x) on a nécessairement lim o' (z,) = $(z), d’ott I'on déduit que y = m(¢(z)) =
d(z).

3. Soit K C O un compact, et t, € R tel que lim¢, = +oo et lim @' (K) = K. Alors selon
le lemme 6.1.3 et la propriété que nous venons de prouver sur les ensembles dynamiquement
associés, Ko, C ®(K) C FT. O
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6.4.3 Conclusion de la preuve du théoréeme B

Il nous reste maintenant a nous affranchir du revétement d’indice deux pour obtenir une
compactification de T'X.

6.4.3.a Position du probléme

Soit .S une surface topologique compacte non-connexe dont le groupe fondamental est fini-
ment engendré. Si S est homéomorphe & R?, on pose ¥ = H?2. Sinon, il existe un groupe de
Schottky I'g dans PSLa(R) tel que ¥ := I'g\H? est homéomorphe & S. On note hy, ..., hq des
éléments hyperboliques de SLa(R) & valeurs propres positives dont les images [hi], ..., [hq] dans
PSLy(R) forment un systéme de générateurs du groupe de Schottky I'g = ([h1], ..., [ha]) (au sens
défini au début du paragraphe 6.4.2). Nous notons également I'g = (hq,..., hg) C SLa(R) qui
est un sous-groupe discret de SLa(R), et en posant g; := j(h;) € G, nous notons I' = (g1, ..., 94)
le sous-groupe discret de G engendré par les g; (i.e. I' = j(I'g)).

Selon la proposition 2.3.4, en notant o :== ([1:0:1],[(1,0,1),(0,1,0)]) € Y, g € SLa(R) —
j(g) - o¢ € Yi est un isomorphisme j-équivariant entre les structures Lagrangiennes de contact
(SLa(R), Lg1,,(r)) et Yi, qui induit donc au quotient un isomorphisme [o\SLy(R) ~ I'\Y;.
Par ailleurs, la projection canonique SLa(R) — PSLa(R) est un revétement d’indice deux
de (SLa(R), Lgr,(r)) sur (PSL2(R), Lpgr,r)), qui induit au quotient un revétement d’indice
deux To\SLz(R) — I'o\PSLy(R). Or selon la proposition 1.2.2, To\PSLy(R) est isomorphe &
(TX, £5%). On obtient donc finalement un revétement d’indice deux p: I'\Yy — (T1X, £5%). De
plus,

-1 0 0
go=j(—id)={0 -1 0|eG
0 0 1

centralise I' (car I' C j(SL2(R)), et —id centralise SLy(R)) et passe donc en particulier au
quotient en un automorphisme gy de la structure Lagrangienne de contact Kleinienne I'\Y%,
qui est le seul automorphisme non-trivial du revétement p: I'\Yy — T'Y (car L_iq est le seul
automorphisme non-trivial du revétement SLa(R) — PSL2(R)).

Selon la proposition 6.4.5 et le corollaire 6.4.7, il existe r € N* ainsi qu’un ouvert 2 de X

contenant Y, tels que IV == (g7, ..., ¢};) C G agisse librement, proprement et cocompactement
sur €, et tels que laction du flot (j(e'id)); sur I'\Q vérifie les propriétés dynamiques de la
proposition 6.4.8. Posons I'y := ([h]], ..., [h]]) C PSL2(R).

Fait 6.4.9. T} est un sous-groupe de Schottky de PSLy(R), et T'j\H? est homéomorphe & I'g\ H?.

Démonstration. Soient EZjE les demis-disques hyperboliques fermés apparaissant dans la défini-
tion du groupe de Schottky I'g (voir début du paragraphe 6.4.2). Pour tout ¢, posons E;-* =FE
et E;Jr = H?\ [h!](Int E;_) Pour tout 4, [h]] a le méme point fixe répulsif (respectivement
attractif) que [h;] sur 9H2, qui est donc contenu dans 'adhérence de E;_ dans OH? (resp. dans
celle de E;+) De plus E;” = H2\ [h;](Int E;"), donc E;-+ = [h"YN(ES) C E;f. Par suite pour
tout k # [, on a encore (E,;* UE;:F) N (El/* UE#) = @. Ceci montre que I'{; est un sous-groupe de
Schottky de PSLa(R). De plus D := H?\ U;(E; UE;") est un domaine fondamental pour I'action
de Ty sur H?, et D' := H?\ Ui(E;_ U E;+) en est un pour P’action de I'). En notant C;¥ = E;*
et Cj+ = DB, on a D = U;(C;7 UC) et D' = U;(C;” UC;T). On définit sur D une relation
d’équivalence ~ en posant pour seule relation non-triviale (7.e. différente de x ~ ) : © ~ h; *(x)
pour i quelconque, ¢ = + et x € Cf. On définit la relation ~' analogue sur D’ avec z ~' h; *"(z)
pour z € C;°. Alors To\H? est homéomorphe & ~ \D et TH\H? & ~' \D'. Tl ne reste plus qu’a
définir un homéomorphisme ¢ de D sur D’ tel que x ~ y si, et seulement si z ~' ¢(x). Il existe
€1,...,6q > 0 tels qu'en posant U; = H? \ [hil_ai](Ei_), U; est pour tout ¢ un demi-disque ouvert
de H? qui est un voisinage ouvert de E;L , disjoint de U}, pour tout k # i, et de I,  pour tout k.
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En restriction & H? \ U;U;, on pose ¢ = id. Sur chaque Uj, la situation est homéomorphe & la
suivante : U; s’identifie & R?, CZ-+ et C;Jr s’envoyant sur deux droites horizontales. Il suffit alors
de prolonger x € C;" [h:_l](x) IS C;Jr en un homéomorphisme de R?, pour que ¢|y, préserve
les relations d’équivalences. On obtient finalement un homéomorphisme ¢: D — D’ qui vérifie
la propriété voulue, ce qui conclut la preuve. ]

Puisque seul le type topologique de la surface hyperbolique nous intéresse dans 1’énoncé du
théoréme B, on peut donc remplacer dans la suite de la preuve I'y par 'y, ¥ par I \H2 et I’
par I. Alors T' agit librement, proprement et cocompactement sur Q, et M = T'\Q est une
compactification Lagrangienne de contact de N = I'\Y; qui vérifie les propriétés dynamiques
de la proposition 6.4.8. Notons que si I'on est parti de la surface topologique S = R?, alors
¥ = H?, donc I' = {id}, et M = X est une compactification de N = Y; qui vérifie les propriétés
dynamiques voulues selon le lemme 6.3.3.

Le chemin semble maintenant tout tracé. Il ne nous reste plus qu’a quotienter le revétement
double p: T'\Y; — T'Y par son unique automorphisme non-trivial gy pour obtenir un isomor-
phisme, et nous voudrions donc quotienter M par ce méme automorphisme pour obtenir une
compactification de T'Y. Cest 1a qu'une difficulté nous arréte provisoirement : go fixe des points
sur {2, et nous n’obtiendrons donc pas une variété au quotient. Ceci nous oblige a construire a
partir de M une autre compactification de N, sur laquelle gy ne fixera aucun point.

6.4.3.b Dans un revétement de X d’indice quatre

Considérons I'espace P (R3) des demi-droites de R? (i.e. R?\ {(0,0,0)} quotienté par la
relation d’équivalence x ~ Az pour A € RJ) que nous notons 82 et son fibré des demi-droites
tangentes que nous notons X = P+(TSQ). Il existe une projection naturelle de X sur I’espace
modele X définie par m: Rfu € P“'(ngz) — (Rz, Vect(z,u)) € X et qui est un revétement
d’indice quatre. Nous munissons X de la structure lagrangienne de contact L4 = 7"Lx, de
sorte que m: X — X est un revétement entre les structures Lagrangiennes de contact de X et
de X. On peut remarquer que X sidentifie & T'S? via u € TLS? s Rfu € P+(TijS2)v qui
est un isomorphisme entre les structures Lagrangiennes de contact Lg2 et L¢

L’action de GL3(R) sur R3\ {(0,0,0)} passe au quotient sur S2, et induit donc une action
de GL3(R) sur X. Cette action n’est pas fidele, et nous munissons X de Paction de PGL3(R)
définie par

lg] - @ := (detg)g - =

pour tout [g] € PGL3(R) et 2 € X. Cette action est bien définie car pour A € R* et h = Ag on
a (det h)h = A\*(det g)g, et puisque A* > 0, (det h)h et (det g)g ont la méme action sur X. Le
revétement d’indice quatre 7: X — X est équivariant pour 'action de PGL3(R) sur X.

Choisissons 6¢ € 7 1(0g). Alors j(SL2(R)) agit librement sur I'orbite de 6¢. En effet pour
g € j(SLa(R)), si g - 6t = 6 alors g - oy = o par équivariance de 7, donc g = id car j(SL2(R))
agit librement sur Y;. Par suite

L:g'OtGYtr—>g-6t€X

est un plongement (ot g € j(SL2(R))), qui est j(SLy(R))-équivariant, et qui est une section de
7 au dessus de Y; et & valeurs dans == 771(Q) ¢ X.

Fait 6.4.10. 1. ' agit librement, proprement et cocompactement sur Q.

2. go agit sans point fixe sur X.

3.7 = (', go) = T'U goI" est un sous-groupe discret de G, qui stabilise 2 et Q.
4.T agit librement et proprement sur Y; et Q, et f‘\Q est compact.

Démonstration. 1. L’action de ' sur  est libre (respectivement propre) car elle l'est sur 2 =
m(Q) et car 7 est I'-équivariante. De plus 7 induit un revétement 7: I'\{2 — '\ dont les fibres
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sont finies, ce qui impose a F\Q d’étre compacte car I'\{2 'est.

2. En effet les seuls points fixes de I'action de gg sur S2 sont N := R (0,0,1) et S := RS (0,0,—1),
donc les points fixes de go sur X sont contenus dans F*(N) U F(S). Or pour & = N ou S,
Paction de gy sur F*(z) est conjuguée & celle de Dgy sur P+(T,S?), donc & celle de —id sur
P*(R?), qui n’a aucun point fixe.

3. Selon la proposition 6.4.6, X\ = U, __car(Ca(P+(7Yoo)) UCa[P+ (Voo)s €3]), 0l Dy (Voo) € [e1, €2]
est le point attractif commun dans RP? de toutes les sous-suites de (vy,) partant simplement
a linfini, avec (7,,) la suite des sous-mots de longueurs finies de 7o, € OI'. Puisque gy agit
trivialement sur [eg, eg] et fixe [e3], il fixe donc p4(Veo) €t [P+ (Voo), €3] POUr tout Voo € OT, et
stabilise donc les cercles a et  associés. Par suite go stabilise X \ Q, et donc €. Puisque T
stabilise ) par construction, I" stabilise donc bien Q, et il stabilise également Q= 7)) car 7
est PGL3(R)-équivariante.

4. Supposons par I’absurde qu’il existe une suite ,, € [ = I'ugoI” non-stationnaire et convergeant
vers id. Alors {7, | n € N} est infini, et on peut donc supposer quitte & extraire que (7,) est
entierement contenue dans I', ou dans gol'. Le premier cas contredirait le fait que I' est discret.
Dans le second cas, (gy 1'yn) est alors une suite convergente dans I', qui doit donc rester dans
un ensemble compact, donc fini car T' est discret, ce qui contredit le fait que (7,) est non-
stationnaire.

Traitons maintenant de la liberté. On sait déja que I' C j(SLa(R)) agit librement sur Y;
(respectivement Q), et il suffit donc de montrer que pour tout v € I', ggoy n’a aucun point fixe
sur Y; (resp. Q) Notons que gg ¢ I" car tout élément de I" est hyperbolique, donc goy # id. Pour
x € Y4, goy-x = x impose goy = id car gy € j(SLa(R)) qui agit librement sur Y, ce qui contredit
go ¢ I'. Donc I agit librement sur Y;. Supposons par I’absurde que gov-x = x avec x € Q et vyel.
Alors pour tout n € N, une récurrence immédiate montre que (goy)?" - = z, or (goy)*" = y*"
car gg et ¥ commutent et gg est d’ordre deux, d’ott 2.2 = z pour tout n. Par compacité de X, il
existe une suite ny, € N strictement croissante telle que 7(y2" - ) = 2™ . 7(x) = () converge
Vers un point o, et on a donc xo, = m(z). Or m(z) € 2, donc 7(z) ¢ C;((ink))ch(( 2nk)), car

Co (72" ))UC5 ((77™)) = Ca(p+(700))UCs[P+ (V00) €3] € X\Q, en posant yoo =y~ 1y 1971 €
OT. Selon le lemme 6.3.4, on a donc z, € CF((y*™)) U C;((VQ”’C)), qui est contenu dans X \ €.
Ceci contredit le fait que 7(z) = x5 € Q.

Nous montrons maintenant la propreté. Soit U = Y; ou Q, et soient z,, € U convergente
et v, € r partant & 'infini. Nous devons montrer que (7, - Z,,) est non-relativement compacte.
Quitte & extraire, nous pouvons supposer par principe des tiroirs que (7,) est intégralement
contenue dans I', ou dans goI', et nous pouvons de plus précomposer par g, ! car cela ne change
ni les hypothéses ni la conclusion. On est alors ramené a la propreté de 'action de I' sur U, que
nous avons dejéL vérifiée.

Enfin, F\Q est compact car il est 'image de I’ espace compact T \Q par la projection continue
[-2el\Qw— T zel\Q bien définie car T'  T'. O

Revenons maintenant a la situation a laquelle nous étions resté a la fin du paragraphe
précédent. Le revétement double p: T'\Yy — T'X passe au quotient sous l'action de gp (qui est
son unique automorphisme non-trivial), en un isomorphisme p: I\Y; — (TlZ‘ L31) de structures
Lagrangiennes de contact. D’autre part en posant M = F\Q Y — Q passe au quotient en
un plongement ¢: F\Yt — M. Alors en posant N = L(I‘\Yt), o (p)~! est un plongement de
(T'3, £3%) dans la structure Lagrangienne de contact compacte M (munie de la structure plate
induite par celle de X), d’image N.

Notons 7: T\ — I'\Q = M le revétement d’indice quatre induit par 7, et #: T\Q — ['\Q =
M le revétement double canonique induit par l'inclusion du sous-groupe I' d’indice deux dans
. Soient O C M l'ouvert dense dans M et F* C M lunion finie de cercles fournis par la
proposition 6.4.8. Alors O == #(771(0)) est ouvert et dense dans M (car 7 et # sont continues,
ouvertes et surjectives), et F+ = (7 1(FT)) est une sous-variété compacte de dimension un
(car T et & sont des revétements), i.e. est une union finie de cercles. Le flot géodésique de T1X
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correspond dans f‘\Yt a o' = j(elid), qui s’étend sur tout M en un flot d’automorphismes que
nous notons encore (¢t).

Soit K C O un compact, et t, € R telle que lim¢t, = —+oo, tels que lim oin(K) = Koo.
Alors K’ = #7'(K) est un compact de T\ contenu dans 7~'(0). En effet, nous avons vu au
cours de la preuve de la troisieme affirmation du fait 6.4.10 que g stabilise A = X'\ 2, donc en
reprenant la définition de O dans la preuve de la proposition 6.4.8, on en déduit que g¢ stabilise
U:=Y;\¢ '(A) CX, ol ¢: X = Ct est la projection pso-équivariante du lemme 6.3.3 (notons
que go € Stables] N Stabley, ea], donc poo(go) = go). Ceci montre que gg stabilise O, qui est
Iimage de U par la projection canonique Q@ — I'\QQ = M. Puisque O est gp-invariant et que
7 est équivariante, 7-1(O) est donc go-invariant, et puisque #(K’) C #(771(0)), ceci impose
K' c #7Y0). Quitte a extraire, (o' (K')) converge vers un compact K, et puisque 7(K') C O,
on a donc 7(K.L) = lim7(p!"(K')) = limp'»(7(K')) C F*, i.e. K, C 7_1_1(.7:+) Par ailleurs,
#(KL) = lim#a(ph(K')) = limgi»(K) = Ku, donc finalement K., C #(7~'(FT)) = Ft.
Ceci montre que (') vérifie les propriétés dynamiques affirmées dans le théoréme B pour les
ensembles O et F.

I ne nous reste plus qu’a montrer que ceci interdit a (¢ ) d’étre conservatif pour terminer la
preuve du théoreme B. Soit p une mesure borélienne sur M A densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, et soit K un compact de O d’intérieur non-vide (ceci existe car O est ouvert et
non-vide). Par compacité de 'espace des compacts de M , il existe une suite t,, € R tendant vers
+o0 telle que ¢ (K) converge pour la topologie de Hausdorff vers un compact Ko, de M, ce qui
implique lim p(¢' (K)) = (Ko ) par régularité de la mesure . Or p est supposée absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue, donc p(K) > 0 et u(FT) =0, d’ott u(Ks) = 0.
A partir d’un certain rang, on a donc p(p' (K)) < u(K), ce qui interdit & (¢!) de préserver p.

6.4.4 Une extension maximale non compacte et une question

Nous concluons ce chapitre, et cette these, en décrivant succintement un exemple de structure
Lagrangienne de contact Kleinienne de dimension trois admettant une extension maximale non-
compacte. Ceci nous convaincra que la construction faite précédemment n’avait a priori aucune
raison d’advenir.

On dira qu’une structure Lagrangienne de contact (N, Ly) est maximale si tout plonge-
ment de (IV, Ly) dans une structure Lagrangienne de contact (M, Lys) est un isomorphisme. Si
(N, L) se plonge dans une structure Lagrangienne de contact maximale (M, L), alors on dira
que (M, Lyr) est une extension mazimale de (N, Ly).

Soient h € SL2(R) un élément parabolique, [h] son image dans PSLa(R), et I'y C PSLy(R)
le sous-groupe engendré par [h]. Nous notons g = j(h) € G et I' le groupe engendré par g.
Le quotient de H? par I'y est une surface hyperbolique non-compacte que nous notons %, qui
contient un cusp. De plus T'\Y; est un revétement double de (T'Y, £3%). Soit pg € RP! = Dy,
I’unique point fixe de h, et posons

Q =X\ (Calpo] U Cslpo, e3)),

qui contient Y;.

Proposition 6.4.11. 1. I" agit proprement sur €2, et Q est l'ouwvert maximal parmi les ouverts
de X contenant Yy sur lesquels I' agit proprement.

2. L’action de I' sur Q est libre, et le quotient I'\Q2 est une extension mazimale de I'\Ys.

3. De plus T'\Q est non-compact.

Démonstration. 1. La suite (¢") part simplement & l'infini dans G de type mixte, et pg = p+ = p—
est & la fois son point fixe attractif et répulsif sur RP? selon le lemme 6.4.1, et [pg, e3] = Dy = D_
a la fois son cercle attractif et répulsif. Selon le lemme 6.3.4, 'ouvert €2 = X\ (Ca[po] UCspo, €3])
ne contient donc aucun couple de points dynamiquement reliés pour ’action de I', et est maximal
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pour cette propriété parmi les ouverts contenant Y;. Selon le lemme 6.1.2, I agit donc proprement
sur €2, et est maximal pour cette propriété.

2. Par ailleurs, la droite projective [pg, e3] est exactement ’ensemble des points fixes de g sur
RP?, et tout point fixe de g dans X est donc sur Sga[po,es). Or si p € [po,es] \ {po}, alors
{DN Dy | D €p*} = Dy donc l'action de g sur la droite projective duale p* est conjuguée
A celle de h sur RP!, si bien que (p, [po,p]) = (p, [po,e3]) est le seul point fixe de Cy(p). Les
points fixes de g dans X sont finalement tous sur Cglpo,es] U Co(po), donc I'action de I' sur
Q =X\ (Calpo) UCslpo, e3]) est libre. Or €2 est un ouvert maximal ot I'action de I" est propre,
donc [Fral2, Theorem 1.4] impose a la structure Lagrangienne de contact Kleinienne I'\Q d’étre
maximale.

3. Quitte & conjuguer par un élément de SLp(R), on peut supposer que h = (1), de point fixe
attractif et répulsif pg = [e1]. La surface S = Sgq[e1,e3] NQ =S qler,e3] \ (Cale1] UCgler, es])
est fermée dans Q, et préservée par I' (car ¢ fixe [e1,e3]), donc I' agit proprement sur S. En
notant 7:  — I'\Q la projection canonique, on a 7=((S)) = S, ce qui impose & 7(S) d’étre
fermé dans T'\Q. Or l'action de g sur S est conjuguée a celle de la translation id +e; sur R? via
(z,y) € R? = ([ : 0 : 1],[(2,0,1),(y,1,1)]) € S. Ainsi 7(S) est homéomorphe & un cylindre,
et est donc non-compacte. Puisque 7(S) est fermée dans M = T'\Q, cela interdit & M d’étre
compacte. O

Bien que la structure Lagrangienne de contact I'\2 soit maximale, cela n’interdit pas a priori
lexistence d’une autre extension (M, L) de T'\Y;, qui ne se plongerait pas dans I'\.

Question 6.4.12. Peut-on prouver que toute extension de I'\Y; est non-compacte 7

La proposition 6.4.11 interdit d’ores et déja & une extension compacte de I'\Yy d’étre Klei-
nienne, car I'\Q est [’extension Kleinienne maximale de I'\ Y} selon le premier point de la propo-
sition 6.4.11. Il semble en revanche a priori possible que (M, £) soit une structure Lagrangienne
de contact compacte, et que I'\Y; se plonge comme un ouvert U de M dont le complémentaire
M\ U est d’intérieur non-vide, et en restriction auquel £ soit non-plate.

Une stratégie intéressante pour aborder la question 6.4.12 serait d’utiliser la dynamique du
flot d’automorphismes de I'\Y; correspondant au flot géodésique de T'Y pour contraindre la
structure £, et de chercher a annuler la courbure de £ sur M \ U (par exemple a l'aide de la
théorie de Gromov que nous avons déja utilisée au chapitre 5, et grace a la courbure généralisée).
Ceci pourrait imposer & (M, £) d’étre Kleinienne, et permettre de répondre positivement a la
question 6.4.12.

2. Ou de ne pas l'étre, telle est la question.
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Cette thése a pour objet ’étude des interactions entre certaines propriétés géométriques des struc-
tures Lagrangiennes de contact, et certaines propriétés dynamiques de leurs automorphismes. On
s’intéresse en particulier aux diffeomorphismes partiellement hyperboliques des variétés compactes de
dimension trois, dont les trois distributions invariantes sont lisses, et dont les distributions stable et in-
stable engendrent une distribution de contact. Ces deux derniéres distributions définissent une structure
Lagrangienne de contact, dont I’analyse nous permet de classifier les difféomorphismes partiellement
hyperboliques étudiés.

Notre outil fondamental pour I’étude des structures Lagrangiennes de contact est la géométrie
de Cartan normale qui leur est associée, dont nous exposons en détail le probleme d’équivalence. Ces
géométries de Cartan sont modelées sur ’espace des droites projectives pointées de RP2, homogéne sous
I'action de PGL3(R). L’étude de la géométrie de cet espace modéle et des motifs dynamiques de I’action
de PGL;3(R) sur ce dernier, nous permettent de construire des compactifications de certaines structures
Lagrangiennes de contact Kleiniennes, sur lesquelles nous obtenons des exemples d’automorphismes
Lagrangiens de contact non-conservatifs.

In this PhD thesis, we study the interactions between some geometrical properties of Lagrangian
contact structures, and some dynamical properties of their automorphisms. We study those three-
dimensional partially hyperbolic diffeomorphisms, whose three invariant distributions are smooth, and
whose stable and unstable distributions generate a contact distribution. These last two distributions
define a Lagrangian contact structure, whose analysis allows us to classify the investigated partially
hyperbolic diffeomorphisms.

Our principal tool to study Lagrangian contact structures is their normal Cartan geometry, whose
equivalence problem is described in detail. These Cartan geometries are modelled on the space of
pointed projective lines of RP? homogeneous under the action of PGL3(R). The study of the geometry
of this model space, and of the dynamical patterns of the action of PGL3(R), allow us to construct
compactifications of some Kleinian Lagrangian contact structures, on which we obtain examples of
non-conservatives Lagrangian contact automorphisms.
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