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Introduction

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et soit D une algèbre à division centrale de dimension finie sur F dont on
note le degré réduit d. Pour tout entier m ¥ 1, on pose G � GLmpDq qui est une forme
intérieure du groupe GLnpF q avec n � md. On pose R un corps algébriquement clos de
caractéristique l avec l � p et on s’intéresse aux R-représentations lisses et de longueur
finie de GLmpDq.

Dans le cas où R � C, on parle de représentations complexes. Dans le cas où l est un
nombre premier, les représentations de G sont appelées représentations modulaires ou
l-modulaires, et c’est le cas qui nous intéresse. La théorie des représentations modulaires
des groupes p-adiques a été développée par Vignéras dans [Vig96] en 1996, notamment
dans le cas déployé où G � GLnpF q. Le cas non déployé a été développé dans [MS14a]
par Minguez et Sécherre. La théorie dans le cas modulaire s’appuie sur la théorie des
représentations complexes, mais il y a cependant des propriétés du cas complexe qui
ne fonctionnent plus dans le cas modulaire. Donnons un exemple : on dit qu’une R-
représentation irréductible de G est cuspidale si elle n’est pas une sous-représentation
d’une induite parabolique propre, et on dit qu’elle est supercuspidale si elle n’est pas un
sous-quotient d’une induite parabolique propre d’une représentation irréductible. Dans
le cas complexe, une représentation irréductible cuspidale est automatiquement super-
cuspidale, et ce n’est pas le cas pour les représentations modulaires. Une autre différence
avec le cas complexe est que les représentations l-modulaires d’un groupe compact ne
sont pas forcément semi-simples.

Quant on passe au cas non déployé, de nouvelles difficultés apparaissent. Notamment,
la réduction modulo l d’une représentation irréductible cuspidale entière de G surQl n’est
pas forcément irréductible. Il y a aussi des représentations irréductibles cuspidales ρ sur
Fl telles qu’il n’existe pas de représentation irréductible cuspidale entière sur Ql dont la
réduction modulo l est exactement ρ.

L’objet de cette thèse est l’étude des R-représentations lisses et de longueur finie
de GLmpDq, dans le cas où R � Fl. Un objectif naturel est de considérer la catégorie
Rlf
R pGq de ces représentations et de tenter de la décomposer en blocs, au sens suivant :
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une catégorie abélienne R est somme directe de deux sous-catégories pleines R1 et R2

si pour tout objet V P R, il existe une unique décomposition V � V1`V2, avec V1 P R1,
V2 P R2 et HomRpV1, V2q � HomRpV2, V1q � 0. Un facteur direct de la catégorie R que
l’on ne peut plus décomposer ainsi est appelé un bloc de la catégorie R. L’intérêt de
cette notion est qu’alors chaque représentation et chaque morphisme de la catégorie se
décomposent en fonction des blocs, ce qui ramène la compréhension de la catégorie à la
compréhension de ses blocs.

Dans le cas où G est un groupe fini, et R un corps algébriquement clos de caractéris-
tique ne divisant pas l’ordre de G, les représentations sont toutes semi-simples donc il y
a une décomposition en blocs : chaque bloc est constitué de représentations isomorphes
à une somme directe de copies d’une représentation irréductible fixée.

Introduisons les notions de support cuspidal et support supercuspidal. Soit π une
représentation irréductible lisse de G. Le support cuspidal de π est la classe de G-
conjugaison du couple pM, ρq, où M est un sous-groupe de Levi de G et ρ une représen-
tation irréductible cuspidale de M telle que π est une sous-représentation de l’induite
parabolique iGP pρq, avec P un sous-groupe parabolique de G ayantM comme sous-groupe
de Levi. Quand G est un groupe réductif p-adique, le support cuspidal est unique.
Le support supercuspidal est un couple pM, ρq avec M un sous-groupe de Levi de G
et ρ une représentation irréductible supercuspidale de M telle que π apparaît comme
sous-quotient irréductible de iGP pρq. Quand G � GLmpDq, le support supercuspidal est
unique également.

Soit pM, ρq un élément du support cuspidal de π. On définit la classe inertielle de
support cuspidal comme l’ensemble des paires cuspidales pM1, ρ1q qui sont G-conjuguées
à pM, ρχq avec χ un caractère non ramifié de M. Similairement, pour pM, ρq le support
supercuspidal de π, on définit la classe inertielle de support supercuspidal de π comme
l’ensemble des paires supercuspidales pM1, ρ1q qui sont G-conjuguées à pM, ρχq avec χ un
caractère non ramifié de M.

Dans le cas complexe (R � C et G un groupe p-adique), la catégorie desR-représentations
de G admet une décomposition en blocs, en classifiant les représentations suivant leur
support cuspidal. Ce résultat est établi par Bernstein dans son article [Ber84]. La dé-
composition est la suivante : chaque bloc est associé à une paire cuspidale de sorte que
les représentations du bloc associé à pM, ρq sont les représentations dont tous les sous-
quotients irréductibles ont un support cuspidal dans la classe inertielle de pM, ρq.
On peut également s’intéresser aux représentations de longueur finie, toujours dans le
cas complexe. La catégorie des R-représentations de longueur finie de G admet alors
(théorème 7.3.2 de [Cas95]) encore une décomposition en blocs, où chaque bloc est as-
socié à une paire cuspidale de sorte que les représentations du bloc associé à une paire
cuspidale pM, ρq sont les représentations dont tous les sous-quotients irréductibles ont
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pour support cuspidal la classe de G-conjugaison de pM, ρq.

Pour établir son résultat, Bernstein utilise l’induction parabolique et en particulier
le fait qu’une représentation cuspidale est automatiquement supercuspidale. Dans le cas
modulaire où l est strictement positif et différent de p, cette propriété n’est plus vérifiée.
Néanmoins, on obtient quand même une décomposition en blocs de la catégorie qui est
donnée par les classes inertielles de supports supercuspidaux. Plus précisément, chaque
bloc est associé à une paire supercuspidale pM, ρq de sorte que les représentations du bloc
associé à la paire pM, ρq sont les représentations dont tous les sous-quotients irréductibles
sont isomorphes à un sous-quotient irréductible de iGM1pρ1q avec pM1, ρ1q dans la classe
inertielle de pM, ρq. Ce résultat est prouvé par Vignéras [Vig98] dans le cas déployé et
par Sécherre et Stevens [SS16] dans le cas non déployé.
Dans le cas non déployé, un des outils que les auteurs de [SS16] utilisent est la théorie
des types introduite par Bushnell et Kutzko dans [BK93]. Un type est un couple pJ,λq
possédant de bonnes propriétés, où J est un sous-groupe ouvert compact de G et λ

une représentation lisse et irréductible de J. Dans le cas complexe, on a alors une autre
description des blocs via la théorie des types : à chaque bloc correspond un type pJ,λq
de sorte que les représentations irréductibles du bloc sont les représentations lisses et
irréductibles de G contenant le type pJ,λq, c’est-à-dire dont la restriction à J contient
la représentation λ.

La théorie des types a ensuite été généralisée au cas non déployé et modulaire par
Minguez, Sécherre et Stevens. Dans [MS14a], Minguez et Sécherre établissent une clas-
sification des représentations irréductibles cuspidales en fonction des représentations
irréductibles supercuspidales. Dans [MS14b], Sécherre et Stevens donnent une classifica-
tion des représentations supercuspidales utilisant la théorie des types. Enfin dans [SS16]
Sécherre et Stevens donnent une description de la décomposition en blocs de la catégorie
des R-représentations de G de longueur quelconque via la théorie des types semi-simples.

Un autre résultat de décomposition de catégories est obtenu par Dat et Lanard
[Lan19]. Ils décomposent la catégorie abélienne des représentations de G de niveau 0 à
coefficients dans Ql ou Zl, où G est un groupe p-adique qui se déploie sur une extension
non ramifiée de F . Cette décomposition est construite en utilisant la théorie de Deligne-
Lusztig et les immeubles de Bruhat-Tits, et l’intérêt de se placer en niveau 0 est de se
ramener au cas d’un groupe fini, un procédé que l’on utilisera dans le chapitre 3 de cette
thèse.

Pour introduire l’objectif de ce texte, on définit des invariants : étant donné π une
représentation irréductible cuspidale, on lui associe npπq le nombre de torsion de π,
c’est-à-dire le nombre de caractères non ramifiés χ de G vérifiant πχ � π, et l’invariant
εpπq � min

 
k ¥ 1|πνk � π

(
, où ν est le caractère valeur absolue de la norme réduite.

Enfin, on associe à π l’invariant spπq dont la définition est technique et utilise la théorie
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des types (voir définition 1.3.5).

Introduisons une notation : soit π1 et π deux représentations irréductibles lisses de
G. On note τ1b� � �bτr le support supercuspidal de π, où chaque τk (pour k P t1, . . . , ru)
est une représentation de GLmk

pDq avec m1 � � � � �mr � m.
On dit que π1 s

� π si le support supercuspidal de π1 est τ1ν
j1 b � � � b τrν

jr , avec jk un
entier positif qui est nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq, pour tout 1 ¤ k ¤ n. Les inva-
riants ε et s de cette condition technique apparaissent naturellement dans cette notation
via l’utilisation d’une propriété de [MS17] (voir la proposition 1 ci-dessous) qui donne
une condition faisant apparaître ces invariants pour qu’une représentation irréductible
cuspidale de G sur Fl admette un relèvement, c’est-à-dire ici une représentation irréduc-
tible cuspidale entière ρ̃ sur Ql dont la réduction modulo l contient ρ.
Pour π une représentation irréductible de G, on définit Bpπq l’ensemble des représenta-
tions irréductibles π1 de G qui vérifient π1 s� π. On appelle B l’ensemble des Bpπq quand
π parcourt les représentations irréductibles de G.

L’objectif de ce texte est de prouver

Théorème 1. La catégorie Rlf
R pGq des R-représentations de G de longueur finie admet

une décomposition en blocs :

Rlf
R pGq �

à
BPB

RBpGq

où RBpGq est la sous-catégorie de Rlf
R pGq des représentations V dont tous les sous-

quotients irréductibles appartiennent à B.

Donnons un résumé des chapitres de la thèse.

Le premier chapitre a une utilité double : il sert à introduire les notions dont on
aura besoin dans les chapitres suivants et à établir certains résultats que l’on utilisera
fréquemment. On y aborde la théorie des représentations d’un groupe localement profini,
la notion d’induction, celle de réduction modulo l, et le cadre dans lequel on va travailler.
C’est également dans ce chapitre qu’on introduit les invariants ε et s, et qu’on présente
le résultat de [MS17] ci-dessous donnant une condition pour qu’une Fl-représentation
irréductible cuspidale de G admette un relèvement.

Proposition 1. Soit ρ une Fl-représentation irréductible cuspidale de G et soit a ¡ 1.
On note v la valuation l-adique normalisée sur Z (par vplq � 1). Alors, il existe une
Ql-représentation ρ̃ irréductible cuspidale entière dont la réduction modulo l contienne ρ
et soit de longueur a si et seulement si :

1. il existe un entier u P t0, . . . , , vpspρqqu tel que a � εpρqlu

2. l’entier a divise l’entier spρq et pgcdp spρqa , kpρqq � 1.
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De plus, pour toute Fl-représentation ρ irréductible supercuspidale, il existe une Ql-
représentation ρ̃ irréductible cuspidale entière telle que la réduction modulo l de ρ̃ soit
égale à ρ. Comme on l’a indiqué plus haut, cette propriété n’est pas vraie si on suppose
seulement que ρ est irréductible et cuspidale.

On introduit aussi la notion de représentations dépendantes, que l’on utilisera régu-
lièrement dans ce texte. Deux R-représentations π1 et π2 de G sont dites dépendantes s’il
existe une représentation indécomposable de longueur finie contenant π1 et π2 comme
sous-quotients.
L’intérêt de cette notion est qu’une fois établie une décomposition de la catégorie en
blocs, deux représentations dépendantes appartiennent nécessairement au même bloc.
On prouve le lemme suivant, qui sera important pour nous car on s’en servira pour
montrer qu’une sous-catégorie que l’on soupçonne être un bloc est effectivement indé-
composable.

Lemme 2. Si deux Fl-représentations de G apparaissent dans la réduction modulo l
d’une même représentation irréductible, alors ces deux représentations sont dépendantes.

On présente aussi des résultats d’homologie et en particulier la définition du foncteur
Ext et on montre un autre résultat de dépendance :

Lemme 3. Si deux R-représentations M et N de G vérifient

Ext1GpM,Nq � t0u ,

alors ces deux représentations sont dépendantes.

On introduit ensuite la théorie des types de Bushnell et Kutzko dans le cas modulaire,
on définit en particulier les types simples maximaux, les types simples de niveau 0
et les types simples maximaux étendus. On cite aussi le fait que toute représentation
irréductible cuspidale contient un type simple maximal unique à G-conjugaison près, un
résultat de [MS14b] 3.4 et 3.7 dont on aura besoin dans le chapitre 3.
Dans la dernière section du chapitre 1, on donne les deux résultats de décompositions
qui suivent et qui serviront régulièrement dans les chapitres ultérieurs.

Théorème 2. Soit pπ, V q une représentation de G de longueur finie n. On note Ω
l’ensemble des caractères centraux de sous-quotients irréductibles de V et pour w P Ω,
on note Vw la plus grande sous-représentation dont tous les sous-quotients irréductibles
admettent w pour caractère central. Alors la représentation V admet la décomposition

V �
à
wPΩ

Vw.
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Ce résultat nous servira par la suite : il prouve que deux représentations d’un même
bloc de Rlf

R pGq ont nécessairement le même caractère central.

Théorème 3. Soit R une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-représentations
lisses et de longueur finie de G. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de représen-
tations irréductibles de G tel que pour toute représentation A P S et toute représentation
B R S (le complémentaire étant pris dans l’ensemble des R-représentations irréductibles
de G),

Ext1pA,Bq � t0u.

Alors R se décompose : R � R1 ` R2 où R1 est la sous-catégorie des représentations
dont tous les sous-quotients irréductibles appartiennent à S, et R2 est la sous-catégorie
des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’appartient à S.

On établit ce théorème par des méthodes homologiques, et ce sera notre outil prin-
cipal pour décomposer des catégories.

Avant de résumer le chapitre 2, il convient d’expliquer la stratégie et la motivation
derrière les étapes de mon travail. La méthode que j’utilise, et qui gouverne le découpage
en chapitres de ce texte, est de se restreindre à un cas particulier, en supposant un
certain nombre d’hypothèses bien choisies. L’idée étant d’étudier un cas particulier plus
simple pour développer des méthodologies qui seront utiles dans un cas plus général,
ou pour obtenir un résultat que l’on peut utiliser pour montrer un cas plus général.
Cette stratégie, qui est classique en mathématiques de manière générale, a vraiment été
omniprésente dans mes recherches.

C’est de cette manière que l’on commence par traiter dans le chapitre 2 le cas du
bloc du caractère trivial, dans le cas où m � 1 et où les représentations sont de niveau
0, à la suite de quoi on s’affranchit d’une hypothèse, on ne se restreint plus au caractère
trivial et on décrit les blocs pour toutes les représentations de niveau 0 de D�.
Pour faire cela, on considère deux représentations π et π1 de G et on étudie l’espace
d’extension Ext1pπ, π1q. Plus spécifiquement, on cherche à quelle condition sur π1 (en
fonction de π) cet espace d’extension ne s’annule pas. Une des motivations pour cette
question est que dans ce cas, on sait que les représentations π et π1 sont dépendantes.
On obtient rapidement que π1 est de la forme πχ, où χ est un caractère non ramifié, et la
première étape devient alors de chercher les caractères non ramifiés χ qui n’annulent pas
cet espace d’extension. Cette partie du raisonnement repose sur des calculs de relations
de cocycles et de cobords, et ces calculs de cocycles et de cobords constituent d’ailleurs
une spécificité de ce chapitre, puisque l’hypothèse de la dimension 1 rend ces calculs plus
simples, et on s’orientera vers des méthodes différentes pour les chapitres suivants où
l’on ne suppose plus la dimension égale à 1.

On introduit l’invariant de Hasse d’une algèbre à division : on fixe t une uniformisante
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choisie de telle façon que tn P F �. Alors t agit par conjugaison sur oD donc sur kD{kF ,
et cette action est celle d’une certaine puissance du Frobenius de kD{kF . Cette puissance
(modulo n) ne dépend pas de l’uniformisante choisie et est première à n. On la note i et
on l’appelle invariant de Hasse de l’algèbre à division.

On note e l’ordre de q modulo l (avec q le cardinal du corps résiduel de F ). Le
résultat de cette première étape fait intervenir un caractère χ0 (défini par χ0ptq � q�i).
On obtient le résultat suivant, où b désigne un invariant qui est lié à l’invariant s (voir
définition 1.3.5) :

Proposition 4. Les caractères χ non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant

Ext1D�pπχ, πq � t0u

sont les caractères vérifiant χb � 1 ou χb � pχ0q
b si e|n, et les caractères χ vérifiant

χb � 1 si e - n.

En particulier, si e|n, les représentations χ0 et 1 sont dépendantes sans avoir le même
support supercuspidal.
La proposition 4 qui constitue un résultat intermédiaire intéressant est aussi une spé-
cificité du chapitre 2, puisqu’on n’obtient pas de description aussi exhaustive dans les
autres chapitres. Pour conclure, on utilise ce résultat pour décomposer la catégorie en
utilisant le théorème 3 et on prouve que les facteurs obtenus sont indécomposables, ce
qui nous donne le théorème 1 dans le cas où m � 1 et où les représentations sont de
niveau 0.

Dans le chapitre 3, on traite le cas des représentations supercuspidales de niveau
0. Dans un premier temps, on commence avec la même stratégie que dans le chapitre
précédent : on fixe π une représentation irréductible supercuspidale de niveau 0 et on
s’intéresse aux représentations irréductibles supercuspidales π1 (on montre rapidement
que π1 est de la forme πχ avec χ un caractère non ramifié) de niveau 0 ayant un espace
d’extention non nul avec π. On introduit pN, ξq un type simple maximal étendu tel que
π � indG

Nξ. Comme la technique consistant à faire des calculs de cocycles et de cobords
que l’on a employée dans le chapitre précédent est ici plus calculatoire, on change de
méthode : on veut s’intéresser à l’enveloppe projective Pξ de ξ dans la catégorie des
représentations de longueur finie de N.

D’abord, on montre qu’elle existe, et on le montre en fait plus généralement pour
toute représentation ξ̃ de N triviale sur N1 (l’unique pro-p sous groupe distingué maximal
de N0). Pour obtenir ce résultat, qui est la proposition ci-dessous, on se ramène à un
groupe fini en tordant les représentations en présence par des caractères bien choisis.

Proposition 5. Toute représentation irréductible ξ̃ de N triviale sur N1 admet une
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enveloppe projective Pξ̃ dans la catégorie des représentations de longueur finie de N. De
plus, il existe une représentation projective indécomposable sur Zl de réduction modulo l
égale à Pξ̃, notée Qξ̃.

Ensuite, on cherche à en apprendre davantage sur les sous-quotients irréductibles de
Pξ. On fixe ξ1 un tel sous-quotient. Notre but est de montrer

Proposition 6. Il existe j P N vérifiant j � 0 si εpπq � 1 ou εpπq - spπq tel que les
représentations ξ1 et ξνj sont conjuguées dans le normalisateur (dans G) de N.

Pour montrer cela, on construit alors une Ql-représentation τ̃ de N dans laquelle ξ et
ξ1 apparaissent. On pose π̃ � indG

Npτ̃q et π1 � indG
Npξ

1q. On montre que les représentations
π̃ et π1 sont irréductibles et cuspidales en les écrivant comme des induites d’un type
simple, on prouve ensuite que rlpπ̃q contient π et π1, et en utilisant la forme de la
réduction modulo l d’une représentation cuspidale irréductible on prouve que π contient
ξ1ν�j et ξ (pour un j P N), ce qui nous permet de conclure en utilisant l’unicité à
G-conjugaison près des types simples maximaux apparaissant dans une représentation
irréductible et cuspidale. On en déduit alors la proposition suivante.

Proposition 7. Soit π une représentation irréductible et supercuspidale de G de niveau
0 vérifiant

Ext1Gpπ, πχq � t0u

avec χ un caractère non ramifié. Alors il existe j P N tel que

πχ � πνj

avec j � 0 si εpπq - spπq ou si εpπq � 1.

Cette proposition est bien cohérente avec le cas étudié dans le chapitre 2, puisque
dans ce cas εpπq valait e et spπq valait n.
On utilise alors cette proposition pour en déduire celle qui suit, et qui est l’objectif du
chapitre 3. On s’intéresse ici aux espaces d’extensions Exti, où cette fois-ci i peut être
plus grand que 1.

Proposition 8. Soit π, π1 deux représentations supercuspidales de G de niveau 0. S’il
existe i ¥ 0 tel que ExtiGpπ1, πq � t0u, alors

1. Si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq, alors π1 � π.

2. Si εpπq|spπq, alors il existe j P N tel que π1 � πνj.

Le chapitre 4 où l’on se place en niveau quelconque se divise en deux parties. Dans la
première, on se ramène au cas du niveau 0 pour les représentations supercuspidales, et
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dans la seconde, on conclut en décomposant la catégorie et en prouvant le théorème 1.
Pour se ramener au cas des supercuspidales de niveau 0, on utilise un travail de Chinello
[Chi18] qui établit une équivalence de catégorie F entre un bloc quelconque de RRpGq
et un bloc de niveau 0 de RRpB�q, où B est défini ci-dessous.

Plus précisément, on fixe pJ,λq un type que l’on associe à un bloc noté RpJ,λq de
RRpGq de la manière suivante : les représentations qui ont leur support supercuspidal
dans la paire supercuspidale rM,ρsG associée au bloc RpJ,λq sont celles qui apparaissent
dans l’induite indG

J pλq.
On considère la strate rΛ, n, 0, βs de pJ,λq. On pose E � F rβs et on note B le centrali-
sateur de E dans MmpDq. On peut alors identifier B à Mm1pD1q avec m1 un entier et D1

une E-algèbre à division de degré réduit d1. On dispose d’une décomposition λ � κbσ

avec κ une représentation irréductible de J et σ une représentation irréductible de J
triviale sur J1 (un pro-p sous-groupe ouvert compact distingué de J). On note alors η

la restriction de κ à J1, et on définit la sous-catégorie pleine RpG,ηq de RRpGq des
représentations engendrées par leur composante η-isotopique. On définit également K
un sous-groupe ouvert compact de B� et K1 son pro-p radical, ce qui nous permet de
poser RpB�,K1q la sous-catégorie de RRpB�q des représentations engendrées par leur
composante 1K1-isotopique. On construit alors le foncteur F mentionné ci-dessus, qui
est une équivalence de catégorie entre RpG,ηq et RpB�,K1q qui envoie un bloc RpJ,λq
sur un bloc RpK1,σq de niveau 0.

On prouve ensuite certaines propriétés du foncteur F dont on aura besoin pour se
ramener au cas des supercuspidales de niveau 0 étudiées dans le chapitre 3, par exemple
sa compatibilité à la supercuspidalité et aux invariants ε et s au sens suivant :

Proposition 9. Soit π P RpG,ηq. Alors π est supercuspidale si et seulement si Fpπq
est supercuspidale. De plus, pour toute représentation supercuspidale irréductible π de
G, alors spFpπqq � spπq et εpFpπqq � εpπq.

Notons ν̃ le caractère valeur absolue de la norme réduite de B�. On aura également
besoin de la proposition suivante, qui montre que le foncteur F se comporte bien avec
la torsion par le caractère valeur absolue de la norme réduite.

Proposition 10. Soit π P RRpG,ηq une représentation supercuspidale irréductible. On
a l’isomorphisme de représentations

Fpπνq � Fpπqν̃.

On utilise ces propriétés du foncteur F pour prouver une généralisation de la proposi-
tion 8 aux représentations supercuspidales de G. Ensuite, on généralise cette proposition
au cas des représentations qui ne sont pas nécessairement supercuspidales. Pour cela,
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on traite plusieurs cas suivant que π et π1 sont cuspidales ou pas, et supercuspidales
ou pas, en procédant par récurrence sur i et en s’aidant des cas déjà traités. Ceci nous
permet d’établir la proposition 11, une nouvelle généralisation de la proposition 8 aux
représentations irréductibles de G.

Proposition 11. On suppose que π et π1 sont deux représentations irréductibles de G ap-
partenant au même bloc (dans la catégorie des représentations de longueur quelconque).
S’il existe i ¥ 0 tel que ExtiGpπ1, πq � t0u, alors π s

� π1.

On utilise alors ce résultat et le théorème 3 pour décomposer la catégorie. Pour la
suite, on utilise la théorie des segments développée dans [BZ77] et [BZ80] qui donne des
conditions sur l’irréductibilité d’une induite parabolique. Plus précisément, pour a et b
des entiers, le segment ra, bsρ associé à ρ une représentation irréductible cuspidale de G
est une suite finie de la forme

pρνaρ , ρν
a�1
ρ , . . . , ρνbρq

avec νρ le caractère νspρq. On peut alors définir la notion de segments liés, et prouver que
l’induite parabolique π1�� � ��πr est irréductible si et seulement si pour tout i, j P v1, rw
les segments i et j (associés respectivement à πi et πj) ne sont pas liés. Ce résultat
nous permet alors de montrer que la décomposition de la catégorie obtenue grâce à la
proposition 11 est une décomposition en blocs, et on en déduit alors le théorème 1.
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Chapitre 1

Généralités et premiers
théorèmes de décomposition

1.1 Préliminaires

1.1.1 Groupes localement profinis

On commence par introduire la notion de groupe localement profini. Les groupes que
nous étudierons dans la suite seront tous localement profinis.

Définition 1.1.1. Un groupe topologique G est dit profini s’il vérifie les deux propriétés
équivalentes suivantes (l’équivalence est démontrée à la proposition 0 de [Ser65]) :

1. le groupe G est compact et totalement discontinu ;

2. le groupe G est une limite projective de groupes finis.

Un groupe topologique G est dit localement profini s’il vérifie les deux propriétés équi-
valentes suivantes :

1. le groupe G est localement compact et totalement discontinu ;

2. le groupe G est séparé et l’ensemble de ses sous-groupes ouverts compacts est un
système fondamental de voisinages de l’unité (ce qui signifie que tout voisinage
de l’identité contient un sous-groupe ouvert compact).

Notation 1.1.2. Pour G un groupe localement profini, on note ΩpGq l’ensemble de ses
sous-groupes ouverts compacts.

Notons qu’un groupe profini est localement profini, et qu’un groupe localement profini
qui est aussi compact est profini, ce qui justifie la terminologie.

Exemple. Les groupes discrets sont localement profinis (par exemple Z). Les groupes
finis sont profinis (par exemple GLnpFpq, avec n P N et p premier).
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Soit F un corps localement compact non archimédien. Le corps F est alors localement
profini. On note oF son anneau des entiers et pF l’idéal maximal de oF . On note également
kF � oF {pF le corps résiduel de F dont on note la caractéristique p et le cardinal q.
De même, si D est une algèbre à division centrale de dimension finie sur F , on note oD

son anneau des entiers, pD l’idéal maximal de oD et kD � oD{pD le corps résiduel.

Alors, le groupe F est localement profini et est l’union de ses sous-groupes ouverts
compacts. Le groupe F� est également localement profini, et les groupes UnF � 1 � pn

(n ¥ 1) forment un système fondamental de voisinages ouverts de l’unité (voir par
exemple [BH06] §1.1).

Soit n ¥ 1 un entier, le groupe Fn est un groupe localement profini relativement à la
topologie produit. Par conséquent MnpF q est un groupe localement profini, et GLnpF q
muni de la topologie induite est un groupe topologique dont les sous-groupes

K � GLnpoF q,Kj � 1� pjMnpoF qq pj ¥ 1q

forment un système fondamental de voisinages ouverts de l’unité, et comme les Kj sont
compacts le groupe GLnpF q est également un groupe localement profini.

On note enfin quelques propriétés des groupes localement profinis (cf [Vig96] 1.3 et
[Blo11] 1.1) : Soit G un groupe localement profini. Alors,

1. les sous-groupes fermés de G sont localement profinis ;

2. les groupes quotients de G par un sous-groupe distingué fermé sont localement
profinis ;

3. les sous-groupes compacts de G sont contenus dans un sous-groupe ouvert com-
pact ;

4. le centralisateur d’un élément quelconque de G est fermé.

Pour en apprendre davantage sur les groupes localement profinis, on pourra consulter
par exemple le premier paragraphe de [Ser65], [BH06], [Vig96] ou [Blo11].

1.1.2 Représentations de groupes

On introduit ici la notion de représentation de groupe, qui est au coeur de cette
thèse. Les représentations de groupe constituent un outil riche qui établit un lien entre
une structure de groupe et une structure de module, ce qui peut permettre d’étudier
l’une des deux structures en utilisant les outils de l’autre.

Définition 1.1.3. Étant donné un groupe localement profini G et R un anneau com-
mutatif unitaire, une R-représentation de G est la donnée d’un couple pπ, V q où

π : G ÝÑ GLpV q � AutRpV q
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est un morphisme de groupe et V est un R-module.

Notons que dans notre cas R sera souvent un corps.

Notation 1.1.4. On utilisera parfois la notation π ou V pour désigner la représentation
pπ, V q. De plus, on parlera de représentation sans préciser le groupe ni le corps associé
quand il n’y a pas d’ambiguïté.

Dans cette thèse, on travaille toujours avec des représentations lisses. Une représenta-
tion lisse est une représentation pπ, V q telle que pour tout élément x P V , le stabilisateur
de x dans G est ouvert. On introduit quelques définitions sur les représentations de
groupes :

Définition 1.1.5. Soit G un groupe localement profini et R un anneau commutatif
unitaire.

1. Une R-représentation pπ, V q de G est admissible si, étant donné un sous-groupe
ouvert H du groupe G, l’espace V H des vecteurs invariants par H est de type fini
sur R.

2. Un R-caractère de G est un morphisme de G dans R� dont le noyau est ouvert.

3. Soit pπ, V q une R-représentation de G et χ un R-caractère de G, on définit la
représentation tordue par

g ÞÝÑ πpgqχpgq.

et on la note πχ ou χπ.

4. Une R-représentation V de G est semi-simple si toute sous-représentation de V
est un facteur direct.

5. On supposeG dénombrable à l’infini, c’est-à-dire qu’il existeK un sous-groupe ou-
vert compact deG tel queG{K soit dénombrable. Soit pπ, V q uneR-représentation
irréductible de G, le centre Z de G agit sur V via un caractère w : Z ÝÑ R� que
l’on appelle caractère central avec

πpzqpvq � wpzqv

pour z P Z et v P V (cela découle du lemme de Schur, voir [BH06] 2.6).

6. Soit pπ1, V1q et pπ2, V2q deux R-représentations, on note HomGpV1, V2q (ou parfois
HompV1, V2q s’il n’y a pas d’ambiguïté) l’espace des applications linéaires f :
V1 ÝÑ V2 commutant à l’action de G :

f � π1pgq � π2pgq � f, @g P G.

On appelle une telle application un morphisme de représentations.
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7. Étant donné pπ, V q une R-représentation lisse de G, on pose ˜̃V � HomRpV,Rq le
dual de V et on définit ˜̃π une représentation de G par

˜̃π : G ÝÑ GLp ˜̃V q
g ÞÝÑ f ÞÝÑ px ÞÑ fpπpg�1qpxqqq

On l’appelle la représentation duale de pπ, V q. On pose V � � Y
K
p ˜̃V qK où l’union

porte sur les sous-groupes ouverts compacts et on pose

π� : G ÝÑ GLpV �q.

g ÞÝÑ ˜̃πpgq

La représentation pπ�, V �q ainsi définie s’appelle la contragrédiente de pπ, V q.

8. On note RRpGq la catégorie abélienne des représentations lisses de G sur R, dont
les objets sont les représentations lisses de G sur R (autrement dit les RG-modules
lisses) et dont les morphismes sont les morphismes de représentations. On note
IrrRpGq l’ensemble des classes d’isomorphisme des représentations de RRpGq.

1.1.3 Induction

Dans cette sous-partie, on aborde un outil très utile qui permet de construire une
représentation d’un groupe localement profini G à partir d’une représentation d’un sous-
groupe H de G. On obtient ainsi un foncteur de RRpHq dans RRpGq dont on verra qu’il
est adjoint au foncteur de restriction de G à H.
Dans cette sous-section également, on ne considère que des représentations lisses.

Définition 1.1.6. SoitH un sous-groupe fermé deG, et pθ,W q une représentation (lisse)
de H. On construit une représentation pπ, V q de G en définissant V comme l’ensemble
des fonctions f : GÑW uniformément localement constantes telles que

@g P G,@h P H, fphgq � θphqpfpgqqu

et
π : G ÝÑ GLpV q.

g ÞÝÑ f ÞÝÑ px ÞÑ fpxgqq

On obtient ainsi deux foncteurs de la catégorie RRpHq dans la catégorie RRpGq, le
foncteur d’induction que l’on note IndGH et le foncteur d’induction à support compact
(obtenu en se restreignant pour V aux fonctions à support compact) que l’on note indGH .
La représentation pπ, V q est appelée représentation induite.

On peut aussi définir l’induction des morphismes.

19



Définition 1.1.7. Soit deux représentations pθ1,W1q et pθ2,W2q et soit φ P HomHpθ1, θ2q.
On pose V1 et V2 comme plus haut, c’est-à-dire :

V1 � tf : G ÝÑW1|@g P G,@h P H, fphgq � θ1phqpfpgqqu

et
V2 � tf : G ÝÑW2|@g P G,@h P H, fphgq � θ2phqpfpgqqu.

Alors on définit l’induite de φ comme étant

Indpφq : V1 ÝÑ V2

f ÞÝÑ φ � f
.

Proposition 1.1.8. Si φ P HomHpθ1, θ2q, alors Indpφq P HomGpIndpθ1q, Indpθ2qq.

Donnons quelques propriétés de l’induction dont on aura besoin plus tard (pour les
preuves et davantage de propriétés des inductions on pourra consulter [Vig96] I.5).

Proposition 1.1.9. 1. Soit π une représentation de G et θ une représentation d’un
sous-groupe H de G. Alors

π bR Ind
G
Hpθq � IndGHpπ|H bR θq

et
π bR ind

G
Hpθq � indGHpπ|H bR θq.

2. Les deux inductions sont transitives : si H1 est un sous-groupe fermé de G et H2

un sous-groupe fermé de H1, alors

IndGH2 � IndGH1Ind
H1
H2

et
indGH2 � indGH1ind

H1
H2
.

3. Soit H un sous-groupe fermé de G. Le foncteur de restriction ResGH est exact et
les deux foncteurs d’inductions IndGH et indGH sont exacts à gauche.

On introduit également la fonction de support iv.

Définition 1.1.10. Soit H un sous-groupe fermé et ouvert de G, et pπ, V q une repré-
sentation (lisse) de H. On pose ivphq � πphqpvq pour tout v P V et pour tout h P H.

Remarque 1.1.11. La fonction de support iv appartient à indGHpπq avec support dans
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H. Pour tout f P indGHpπq, on a une décomposition

f �
¸

xPG{H
x�1.ifpxq

puisque x�1.ifpxq a son support dans Hx et vaut fpxq en x (on peut consulter I.5.2 (b)
de [Vig96] pour plus de détails).

Définition 1.1.12. Soit π une représentation de G et g, h P G. On note πg la repré-
sentation définie par πgphq � πpg�1hgq et on appelle normalisateur de π (noté NGpπq
l’ensemble des g P G tel que πg � π.

Les deux propositions qui suivent sont des propriétés classiques que l’on utilisera
souvent (voir par exemple [Vig96] I.5.5 et I.5.7).

Proposition 1.1.13 (Réciprocité de Frobenius). Soit π une représentation de G et
π̃ une représentation de H, la formule de réciprocité de Frobenius s’exprime alors en
isomorphisme de R-modules

HomGpπ, Ind
G
H π̃q � HomHpπ|H , π̃q

m ÞÝÑ pv ÞÑ mpvqp1qq

En d’autres termes, le foncteur d’induction est l’adjoint à droite du foncteur de restric-
tion pour les catégories RRpGq et RRpHq.
Si de plus le sous-groupe H est ouvert, le foncteur de restriction est également l’adjoint
à droite du foncteur d’induction à support compact, et on a

HomGpind
G
Hπ, π̃q � HomHpπ, π̃|Hq

m ÞÝÑ pv ÞÑ mpivqq

où ivphq � πphqpvq.

Proposition 1.1.14 (Formule de Mackey). Soit H et K deux sous-groupes fermés de
G tels que la double classe HgK soit ouverte et fermée pour tout g P G (condition qui
est vérifiée si H ou K est ouvert). Pour θ une représentation de H, on a

pIndGHθq|K � `
gPHzG{K

IndKKXHgθg.

1.1.4 Induction parabolique

L’induction parabolique est un cas particulier d’induction (c’est-à-dire qu’elle permet
de construire une représentation d’un groupe à partir d’une représentation d’un sous-
groupe) qui est très utile quand on travaille avec des groupes réductifs p-adiques.
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Soit G un groupe réductif p-adique, et soit pP,M,Nq un triplet parabolique de G,
c’est-à-dire que P est un sous-groupe parabolique de G, le sous-groupe M est un sous-
groupe de Levi de P et N est le radical unipotent associé, de sorte que P � MN et
MX N � t1u. Pour en apprendre plus sur les triplets paraboliques, on pourra consulter
[Vig96] II.1.1 ou [Cas95] §1.

Définition 1.1.15. L’induction parabolique de M à G est la composée de l’inflation de
M à P et de l’induction IndG

P . On la note iGP .

Remarque 1.1.16. L’induction et l’induction à support compact se comportent de la
même façon ici puisque G{P est compact.

On définit rapidement les notions d’invariant et de co-invariant avant de définir le
foncteur de restriction parabolique.

Définition 1.1.17. Soit pπ, V q une représentation de G. On note V pGq le sous-espace
vectoriel de V engendré par les éléments πpgqpvq � v, avec g P G et v P V . On pose
VG � V {V pGq.
Alors le foncteur des G-coinvariants est le foncteur

RRpGq ÝÑ RR

V ÞÑ VG

(avec RR la catégorie des R-modules) qui est exact à droite et est l’adjoint à gauche du
foncteur trivial RR ÝÑ RRpGq (qui à un espace-vectoriel V associe la représentation
triviale p1, V q).
Ceci permet de définir le foncteur de restriction parabolique rG

P qui est la composée de
la restriction de G à P et du foncteur des N-coinvariants de sorte que rG

P est l’adjoint à
gauche de iGP .

Remarque 1.1.18. On observe alors les propriétés suivantes par composition :

1. Le foncteur rG
P est exact à droite.

2. Le foncteur iGP est exact à gauche.

On a aussi la propriété de transitivité suivante (cf [Ren10] VI.1.4).

Proposition 1.1.19. Si P � MN et Q � LU sont deux sous-groupes paraboliques de G
munis d’une décomposition de Levi, avec P � Q, on a

iGP � iGQi
L
PXL.

On introduit maintenant la notion de cuspidalité, dont on aura besoin fréquemment
et qui interviendra dans la description des blocs.
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Définition 1.1.20. Une représentation pπ, V q de G est dite cuspidale si elle vérifie une
des deux propriétés équivalentes suivantes :

1. pour tout triplet parabolique pP,M,Nq de G vérifiant M � G, on a rG
P pV q � 0 ;

2. pour tout triplet parabolique pP,M,Nq de G vérifiant M � G et pour toute
représentation ρ de M, on a HomGpπ, i

G
P pρqq � 0.

Une représentation irréductible pπ, V q de G est donc cuspidale si et seulement si elle
n’apparaît pas comme une sous-représentation d’une induite parabolique propre (c’est-
à-dire que le sous-groupe de Levi est différent de G).

Remarque 1.1.21. Comme on a vu à la remarque 1.1.18, le foncteur de restriction
parabolique est exact à droite et par conséquent, tout quotient d’une représentation
cuspidale est également cuspidal.

Définition 1.1.22. Une représentation irréductible de G est dite supercuspidale si elle
n’apparaît pas comme un sous-quotient d’une induite parabolique propre d’une repré-
sentation irréductible.

Pour un exemple d’une représentation cuspidale non supercuspidale, on peut consul-
ter [Vig96] II.2.5.

Définition 1.1.23. Une paire cuspidale de G est un couple pM, θq, avec M un sous-
groupe de Levi de G et θ une représentation de M irréductible et cuspidale. La classe de
G-conjugaison de pM, θq est l’ensemble des pMg, θgq pour g P G.

Définition 1.1.24. Soit pπ, V q une représentation de G, le support cuspidal de π est
la classe de G-conjugaison d’une paire cuspidale pM, θq de G telle qu’il existe un sous-
groupe parabolique P ayant M comme sous-groupe de Levi vérifiant que la représentation
π soit isomorphe à une sous-représentation de iGP pθq.

Le support cuspidal est unique, voir par exemple [MS14a] théorème 2.1 ou [Vig96]
II.2.20.

Définition 1.1.25. Une paire supercuspidale de G est un couple pM, θq, avec M un
sous-groupe de Levi de G et θ une représentation de M irréductible et supercuspidale.
Soit pπ, V q une représentation irréductible de G, le support supercuspidal de π est une
paire supercuspidale pM, θq de G telle qu’il existe un sous-groupe parabolique P ayant
M comme sous-groupe de Levi vérifiant que la représentation π soit un sous-quotient de
iGP pθq.

Définition 1.1.26. Deux paires cuspidales pM, θq et pM̃, θ̃q sont dites inertiellement
équivalentes s’il existe un caractère non ramifié χ de M tel que pM, θq et pM̃, θ̃χq soient
G-conjuguées. On note rM, θsG la classe d’équivalence inertielle de pM, θq.
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Pour montrer qu’une proposition est vraie pour des représentations, il est courant de
commencer par montrer qu’elle est vraie pour les représentations cuspidales ou super-
cuspidales, puis de généraliser en utilisant l’induction parabolique. Par exemple, on peut
trouver ce procédé dans la preuve qu’une représentation irréductible de G est admissible
et admet un caractère central (cf [Vig96] II.2.8) ou aussi plus bas dans ce texte (par
exemple pour la proposition 4.2.2).

1.1.5 La catégorie Rlf
R pGq

On présente ici le cadre dans lequel on va désormais travailler.

Notation 1.1.27. On note Zl l’anneau des entiers du corps des nombres l-adiques Ql

et Fl le corps résiduel de Zl. On fixe une clôture algébrique Ql de Ql, on note Zl son
anneau des entiers et Fl le corps résiduel de Zl.

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et soit D une algèbre à division centrale de dimension finie sur F de degré
réduit d. On fixe $F une uniformisante de F , et $D une uniformisante de D telle que
$d
D � $F . On fixe également m ¥ 1 et on s’intéresse aux représentations lisses de

G � GLmpDq à coefficients dans un corps R algébriquement clos et de caractéristique l
différente de p. Plus tard on prendra R � Fl.

Notons que pour ce groupe G � GLmpDq, il y unicité du support supercuspidal des
représentations irréductibles de G, d’après [MS14a] Théorème 8.16.

On définit maintenant certaines sous-catégories de RRpGq.

Définition 1.1.28. Pour w un caractère central d’une représentation de RRpGq, on note
RRpG, wq la sous-catégorie pleine de RRpGq des représentations ayant w pour caractère
central. On note aussi Rlf

R pGq et Rlf
R pG, wq les sous-catégories pleines de RRpGq et

RRpG, wq respectivement où les objets sont les représentations de longueur finie.

On a aussi la proposition suivante, qui est le résultat II.2.8 de [Vig96].

Proposition 1.1.29. Toutes les représentations irréductibles de G sont admissibles et
admettent un caractère central.

On introduit à présent la notion de bloc d’une catégorie.

Définition 1.1.30. Une catégorie abélienne R est une somme directe de deux sous-
catégories pleines R1 et R2 si pour tout objet V P R, il existe une décomposition unique
V � V1 ` V2 avec V1 P R1, V2 P R2, et HomRpV1, V2q � HomRpV2, V1q � 0.
Un facteur direct de la catégorie R est appelé indécomposable quand on ne peut pas le
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décomposer de cette manière (avec R1 et R2 non triviales), et dans ce cas on dit que
c’est un bloc de la catégorie R.

L’intérêt de cette notion est qu’alors les représentations et les morphismes se décom-
posent suivant les blocs, et par conséquent la compréhension de la catégorie est équi-
valente à la compréhension des blocs. La condition demandant que les facteurs soient
indécomposables permet d’assurer que la décomposition soit la plus fine possible.

1.1.6 Réduction modulo l

On se place dans le même cadre suivant : G � GLmpDq avec D une algèbre à division
sur un corps F de caractéristique résiduelle p.

Définition 1.1.31. On dit qu’une Ql-représentation pπ, V q de G admet une structure
entière si elle a un sous-Zl-module stable par G et engendré par une base de V sur Ql. Si
c’est le cas et que la représentation est également admissible, on dit qu’elle est entière.

On a les propriétés suivantes d’après [Vig96] II.5.11 et [Vig04] Théorème 1.

Proposition 1.1.32. On considère une Ql-représentation irréductible entière π de G.
Alors,

1. les structures entières de π sont toutes de type fini comme ZlG-modules ;

2. si v est une structure entière de π, alors la représentation de G sur vb Fl est de
longueur finie ;

3. la semi-simplifiée de v b Fl ne dépend que du choix de la classe d’isomorphisme
de π (et pas du choix de v).

On désigne par G pG, Rq le groupe de Grothendieck des R-représentations de longueur
finie de G.

Notation 1.1.33. On note rlpπq la semi-simplifiée de vbFl , et on obtient par linéarité
le morphisme de réduction modulo l

rl : G pG,Qlq
ent ÝÑ G pG,Flq

où G pG,Qlq
ent désigne le sous-groupe de G pG,Qlq engendré par les classes de Ql-représentations

irréductibles entières de G .

On a également les propositions suivantes ([Vig04] II.3 et [Vig96] II.4.14) sur la
compatibilité entre l’induction et la réduction modulo l.
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Proposition 1.1.34. Soit H un sous-groupe ouvert de G et θ une Ql-représentation
entière de H. Pour v une structure entière de θ, le module ipvq des fonctions à valeur
dans v est une structure entière de indG

Hpθq et de plus le morphisme naturel de ipvq b Fl
dans indG

HpvbFlq est un isomorphisme de Fl-représentations. Si en outre indG
Hpθq est de

longueur finie , alors rlpindG
Hpθqq est égal à indG

Hprlpθqq dans le groupe de Grothendieck
des représentations de G.

Proposition 1.1.35. Soit P � MN un sous-groupe parabolique de G muni d’une dé-
composition de Levi et soit θ une Ql-représentation entière de M. Pour v une structure
entière de θ, le sous-espace ipvq des fonctions à valeur dans v est une structure entière
de iGP pθq et de plus le morphisme naturel de ipvqbFl dans iGP pvbFlq est un isomorphisme
de Fl-représentations. Si en outre iGP pθq est de longueur finie, alors rlpiGP pθqq est égal à
iGP prlpθqq dans le groupe de Grothendieck des représentations de G.

On introduit aussi un caractère particulier, très présent dans la suite du texte, ainsi
que plusieurs invariants.

Notation 1.1.36 (caractère valeur absolue de la norme réduite). La valeur absolue
normalisée de F (qui à une uniformisante de F associe q�1) définit un R-caractère de
F�. En composant la norme réduite de MmpDq avec ce caractère, on obtient un R-
caractère de G que l’on note ν.

Définition 1.1.37. Soit ρ une R-représentation irréductible cuspidale de G, on définit
les invariants suivants :

1. on appelle nombre de torsion et on note npρq le nombre de caractères non ramifiés
χ de G vérifiant ρχ � ρ, ce nombre est fini par une conséquence de la théorie des
types (voir sous la définition 3.12 de [MS14b]) ;

2. on définit également l’invariant εpρq comme l’ordre de qnpρq dans pZ{lZq�, qui est
aussi min

 
k ¥ 1|ρνk � ρ

(
(voir le lemme 3.6 de [MS17]) ;

3. D’après le théorème 6.14 de [MS14a], il existe un entier kpρq ¥ 1 et un entier r avec
rkpρq � m tels que ρ apparaisse comme sous-quotient de l’induite parabolique
d’une représentation supercuspidale irréductible du sous-groupe de Levi GLrpDq�
� � ��GLrpDq. Ceci définit l’invariant kpρq comme le nombre de terme du support
supercuspidal de ρ ;

4. enfin on utilisera l’invariant spρq, que l’on définit de manière indépendante à la
définition 1.3.5.

On définit maintenant la notion de représentations dépendantes, l’intérêt étant qu’une
fois l’existence des blocs établie, deux représentations dépendantes appartiennent forcé-
ment au même bloc.
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Notation 1.1.38. On dit que deux R-représentations π1 et π2 de G sont dépendantes
s’il existe une représentation indécomposable de longueur finie contenant π1 et π2 comme
sous-quotients.

On introduit à présent un lemme dont on se servira pour montrer que des sous-
catégories pleines de Rlf

R pGq que l’on suspecte être des blocs sont effectivement des
blocs. Ce lemme se base sur le lemme 2.2.6 de [EH14], qui utilise des représentations
sur des anneaux de valuation complets, ce qui n’est pas le cas pour nos représentations.
Pour se ramener au cas complet, on utilise la proposition II.4.7 de [Vig96] pour réaliser
une représentation sur Ql comme une représentation sur une extension finie de Ql (qui
est donc complète).

Lemme 1.1.39. Si deux Fl-représentations irréductibles de G apparaissent dans la ré-
duction modulo l d’une même représentation entière irréductible, alors ces deux repré-
sentations sont dépendantes.

Preuve. On utilise le lemme 2.2.6 de [EH14]. Commençons par montrer que l’on peut
s’en servir sur Ql. Soit V une représentation de G irréductible et entière à coefficients
dans Ql. D’après la proposition II.4.7 de [Vig96], il existe une extension finie E de Ql

telle que la représentation V soit isomorphe à VEbEQl avec VE une représentation de E
qui engendre V sur Ql. On note oE l’anneau des entiers de E et kE son corps résiduel. On
note également L une structure entière de V (c’est-à-dire un sous-Zl-module G-stable et
qui engendre V ), ce qui définit LE une structure entière de VE (c’est-à-dire un sous-oE-
module G-stable et qui engendre VE) qui est telle que L � LE boE Zl.
On pose LE � LEboE kE et on désigne par SE l’ensemble des sous-quotients irréductibles
de LE . On définit alors L � LbZl

Fl (de sorte que L � LE bkE
Fl) et on désigne par S

l’ensemble des sous-quotients irréductibles de L (de sorte que pour tout s P S il existe
sE P SE tel que s � sE bkE

Fl). Soit T un sous-ensemble strict de S, il est associé à TE
un sous-ensemble strict de SE (tel que T � TE bkE

Fl). Alors le lemme 2.2.6 de [EH14]
(utilisable car oE est complet) énonce qu’il existe L1E une structure entière de VE telle
que L1E � L1E boE kE n’ait parmi ses sous-représentations irréductibles aucun élément
de TE , par conséquent cela définit L1 une structure entière de V (on a L1 � L1E boE Zl)
telle que L1 � L1 bZl

Fl (on a L1 � L1E bkE
Fl) n’ait parmi ses sous-représentations

irréductibles aucun élément de T (puisque la propriété analogue est vraie pour L1E et
TE).
On a donc généralisé le lemme 2.2.6 de [EH14] au cas des Ql-représentations de G.
Comme la réduction modulo l de π ne dépend pas de la structure entière choisie (voir
proposition 1.1.32), ce lemme permet de contrôler le socle de rlpπq.

Par définition de la semi-simplification, une écriture de la réduction modulo l de π
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est
n�1À
i�0

Vi�1{Vi avec

1 � V0 � V1 � � � � � Vn � L

et Vi�1{Vi irréductible pour 0 ¤ i ¤ n � 1. Fixons ρ un sous-quotient irréductible de
L qui apparaît dans la réduction modulo l de π. On choisit pour T le sous-ensemble
de S des sous-quotients irréductibles ρ1 de L tels que ρ et ρ1 soient dépendantes. On
veut montrer que T � S. Si ce n’est pas le cas (par l’absurde), alors d’après le lemme
susmentionné, il existe L1 une structure entière de V tel que si on écrit

1 � V 1
0 � V 1

1 � � � � � V 1
n � L1

avec V 1
i�1{V

1
i irréductible pour 0 ¤ i ¤ n� 1, alors aucune sous-représentation irréduc-

tible de L1 n’est dans T , c’est-à-dire aucune sous-représentation irréductible de L1 n’est
un sous-quotient irréductible de L apparaissant dans la même représentation indécom-
posable et de longueur finie que ρ.
Or, V 1

1 est une sous-représentation de L1 donc on a

L1 � L1
à

L2

avec L1 qui contient ρ et L2 qui contient V 1
1 .

Considérons alors un sous-module indécomposable L11 de L1 contenant ρ. N’importe
quelle sous-représentation irréductible de L11 est une sous-représentation de L1 qui ap-
partient à T , ce qui est absurde puisqu’aucune sous-représentation de L1 n’appartient à
T .

Rappelons certains résultats sur les réductions modulo l qui sont extraits de la pre-
mière section de [MS17] §1.4 et 1.6. La proposition qui suit décrit la forme de la réduction
modulo l d’une représentation cuspidale l-adique irréductible.

Proposition 1.1.40. Soit ρ̃ une représentation irréductible cuspidale l-adique entière
de G. Alors il existe une représentation irréductible cuspidale l-modulaire ρ de G et un
unique entier a ¥ 1 tel que

rlpρ̃q � ρ� ρν � � � � � ρνa�1.

Définition 1.1.41. Soit ρ̃ une représentation irréductible cuspidale l-adique entière de
G et soit ρ une représentation irréductible cuspidale l-modulaire de G. On dit ρ̃ relève
ρ (ou est un relèvement de ρ) si ρ apparaît dans la réduction modulo l de ρ̃.

Remarque 1.1.42. Il est fréquent de rencontrer une définition alternative de relèvement
où ρ̃ relève ρ si ρ est exactement la réduction modulo l de ρ̃.
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La proposition qui suit apporte une réponse à la question de savoir quand une Fl-
représentation irréductible cuspidale de G admet un relèvement de longueur a ¡ 1.

Proposition 1.1.43. Soit ρ une Fl-représentation irréductible cuspidale de G et soit
a ¡ 1. On note v la valuation l-adique normalisée sur Z (par vplq � 1). Alors, il
existe une Ql-représentation irréductible cuspidale entière ρ̃ dont la réduction modulo
l contienne ρ et soit de longueur a si et seulement si :

1. il existe un entier u P t0, . . . , , vpspρqqu tel que a � εpρqlu

2. l’entier a divise l’entier spρq et pgcdp spρqa , kpρqq � 1.

Et la proposition qui suit (théorème 3.27 de [MS14b]) traite le cas où a � 1.

Proposition 1.1.44. Pour toute Fl-représentation ρ irréductible supercuspidale, il existe
une Ql-représentation ρ̃ irréductible cuspidale entière telle que rlpρ̃q soit égale à ρ.

Cette dernière proposition n’est pas vraie si l’on suppose seulement que ρ est irré-
ductible et cuspidale, voir par exemple [MS14b] 3.31.

Remarque 1.1.45. Si ρ est supercuspidale, alors d’une part elle se relève forcément
en une représentation cuspidale sur Ql (on peut même choisir un relèvement ρ̃ tel que
la réduction modulo l de ρ̃ soit ρ, cf théorème 3.27 de [MS14b]) et d’autre part on a
kpρq � 1. De plus, si εpρq � 1, on a ρν � ρ par définition de l’invariant ε. Ainsi, d’après
la proposition 1.1.43 il y a trois cas possibles (non disjoints) :

1. si εpρq � 1, la réduction modulo l de n’importe quel relèvement de ρ ne contient
que des copies de ρ ;

2. si εpρq - spρq, les réductions modulo l des relèvements de ρ sont forcément de
longueur 1 ;

3. si εpρq|spρq, alors (en prenant u � 0 dans la proposition 1.1.43) la représentation
ρ admet un relèvement dont la réduction modulo l est de longueur strictement
supérieure à 1.

Conséquence. Si εpρq|spρq, alors ρ et ρν sont dans la réduction modulo l d’une même
représentation cuspidale irréductible sur Ql donc d’après le lemme 1.1.39 sont dépen-
dantes.

1.2 Modules et homologie

Tous les modules sont considérés sur A une algèbre sur un anneau commutatif R.

Définition 1.2.1. Un A-module M est dit projectif si le foncteur N ÞÝÑ HomApM,Nq

qui à un A-module N associe le R-module des morphismes de A-modules de M dans N
est exact.

29



Proposition 1.2.2. Soit P,M,N trois A-modules. Un module P est projectif si et seule-
ment si pour tout morphisme surjectif f : M ÝÑ N et tout morphisme u : P ÝÑ N , il
existe un morphisme v : P ÝÑM tel que u � f � v.

Le diagramme suivant illustre la proposition :

P

u
��

v

~~

M
f
// N // 0

Preuve. Comme le foncteur HomApP, .q est exact à gauche (cf [Ass97] théorème IV.1.2
par exemple), le module P est projectif si et seulement si le foncteur HomApP, .q est aussi
exact à droite, c’est-à-dire si et seulement si étant donné une suite exacte de A-modules

M // N // 0

la suite
HompP,Mq // HompP,Nq // 0

est également exacte, ce qui donne le résultat.

La notion duale est la notion de module injectif.

Définition 1.2.3. Un A-module M est dit injectif si le foncteur M ÞÝÑ HomApM,Nq

qui à un A-module M associe le R-module des morphismes de A-modules de M dans N
est exact.

On a une proposition similaire pour les modules injectifs.

Proposition 1.2.4. Soit P,M,N trois A-modules. Un module I est injectif si et seule-
ment si pour tout morphisme injectif f : M ÝÑ N et tout morphisme u : M ÝÑ I, il
existe un morphisme v : N ÝÑ I tel que u � v � f.

0 //M
f
//

u
��

N
v

~~
I

Définition 1.2.5. Une enveloppe projective d’un A-moduleM est la donnée d’un couple
pP, pq où P est un A-module projectif et p : P ÝÑ M est un morphisme surjectif tel
que pour tout couple pP 1, p1q avec P 1 un autre A-module projectif et p1 : P 1 ÝÑ M un
autre morphisme surjectif, alors il existe un morphisme surjectif f : P 1 ÝÑ P tel que
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p � f � p1.

P 1

f

~~

p1

��

P
p
//M //

��

0

0

On sait que pour un moduleM quelconque, le foncteur HomApM, .q n’est pas exact en
général. Pour corriger cela, on peut approcher M par des modules projectifs en utilisant
la notion de résolution projective. On obtient via ce procédé des nouveaux foncteurs,
dits foncteurs d’extension, que l’on va étudier maintenant.

Définition/Proposition 1.2.6. Pour tout A-module M , il existe une suite exacte

� � � // Pn
fn
// Pn�1 // � � � // P1

f1
// P0

f0
//M // 0

où les modules Pi sont projectifs. Une telle suite s’appelle une résolution projective de
M .

L’existence d’une telle suite se montre par récurrence sur n, puisque tout module est
quotient d’un module projectif ([Ass97] III.3.6).
Il y a une notion duale de résolution injective :

0 //M
f0
// I0

f1
// I1 // � � � // In�1

fn
// In // � � �

Définition 1.2.7. Un complexe de A-modules est une suite de A-modules pCnqnPZ et
d’application linéaire dn : Cn ÝÑ Cn�1 (comme illustré ci-dessous) vérifiant Impdn�1q �

Kerpdnq pour tout n P Z.

� � � // Cn�1
dn�1

// Cn
dn // Cn�1 // � � �

De manière duale, un complexe ascendant est une suite de A-modules pCnqnPZ et d’ap-
plication linéaire dn : Cn ÝÑ Cn�1 (comme illustré ci-dessous) vérifiant Impdn�1q �

Kerpdnq.

� � � // Cn�1
dn�1

// Cn
dn // Cn�1 // � � �

Définition 1.2.8. Soit n P Z. Le n-ième module d’homologie d’un complexe pCk, dkqkPZ
est

HnpCk, dkq � Kerpdnq{Impdn�1q.

Les éléments de Kerpdnq sont appelés cycles et les éléments de Impdn�1q sont appelés
bords.
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Là encore, on a une notion duale, le n-ième module de cohomologie d’un complexe
ascendant pCk, dkqkPZ est

HnpCk, dkq � Kerpdnq{Impdn�1q.

Les éléments de Kerpdnq sont appelés cocycles et les éléments de Impdn�1q sont appelés
cobords.

L’intérêt de cette notion est de mesurer le défaut d’exactitude d’un complexe.

Définition 1.2.9. Soit pCn, dnq et pC 1
n, d

1
nq deux complexes. On dit que la suite pfnqnPZ

(avec fn : pCn, dnq ÝÑ pC 1
n, d

1
nq un morphisme de A-modules) est un morphisme de

complexes si pour tout n P Z, on a l’égalité

fn�1 � dn � d1n � fn

ce qui équivaut à dire que le diagramme qui suit est commutatif.

� � � // Cn�1
dn�1

//

fn�1
��

Cn
dn //

fn

��

Cn�1 //

fn�1
��

� � �

� � � // C 1
n�1

d1n�1
// C 1
nd

1
n

// C 1
n�1

// � � �

Définition 1.2.10 (Espace d’extension). Soient M et N deux A-modules et soit n P N
non nul. On considère une résolution projective de M :

� � �
d2 // P1

d1 // P0
d0 //M // 0.

On considère le complexe obtenu en supprimant M et on applique le foncteur contrava-
riant HomAp., Nq :

0 // HompP0, Nq
Hompd1,Nq

// HompP1, Nq
Hompd2,Nq

// HompP2, Nq // � � �

On définit alors le n-ième espace d’extension de N par M comme le n-ième espace de
cohomologie du complexe obtenu :

ExtnApM,Nq � KerpHompdn�1, Nqq{ImpHompdn, Nqq.

Quand il n’y aura pas d’ambiguïté, on notera simplement ExtnpM,Nq. On note dans
la proposition ci-dessous les propriétés des espaces d’extension dont on aura besoin. On
peut trouver les preuves dans [Ass97] chapitre IX ou dans [Rot02] section 9.6.
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Proposition 1.2.11. 1. L’espace d’extension ne dépend pas du choix de la résolu-
tion projective, et il existe également une autre construction avec une résolution
injective qui donne le même espace.

2. Si on a une suite exacte courte de A-modules

0 ÝÑM1 ÝÑM2 ÝÑM3 ÝÑ 0,

alors il existe une suite exacte longue de cohomologie

0 // HompM3, Nq // HompM2, Nq // HompM1, Nq // Ext1pM3, Nq

// Ext1pM2, Nq // Ext1pM1, Nq // Ext2pM3, Nq // Ext2pM2, Nq // � � �

et il existe aussi une exacte longue de cohomologie duale pour le foncteur HompN, .q :

0 // HompN,M1q // HompN,M2q // HompN,M3q // Ext1pN,M1q

// Ext1pN,M2q // Ext1pN,M3q // Ext2pN,M1q // Ext2pN,M2q // � � �

3. Un module M est projectif si et seulement si Ext1pM, .q est nul.

4. Soit n P N, N un A-module, et pMiqiPI une famille de A-modules. On a

Extnp
à
iPI

Mi, Nq �
¹
iPI

ExtnpMi, Nq

et
ExtnpN,

¹
iPI

Miq �
¹
iPI

ExtnpN,Miq.

Définition 1.2.12. SoitM et N deux A-modules. On définit une relation d’équivalence
sur les suites exactes courtes : on dit que les suites

0 ÝÑ N ÝÑ L ÝÑM ÝÑ 0

et
0 ÝÑ N ÝÑ L1 ÝÑM ÝÑ 0

sont équivalentes s’il existe un morphisme f : L ÝÑ L1 tel que le diagramme suivant
commute.

0 // N

1N

��

// L

f
��

//M

1M

��

// 0

0 // N // L1 //M // 0
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Alors l’ensemble des suites exactes courtes de cette forme s’identifie à Ext1ApM,Nq

au sens du théorème IX.5.4 de [Ass97], et la classe d’équivalence de la suite scindée
s’identifie au zéro de Ext1ApM,Nq.

Soit G un groupe et R un corps. Pour définir les espaces d’extension sur des groupes,
on définit l’algèbre RrGs aussi notée RG qui est un R-module et on définit Ext1GpM,Nq

comme Ext1RGpM,Nq, où M et N sont des RG-modules lisses.

Lemme 1.2.13. Soit M et N deux R-représentations irréductibles de G vérifiant

Ext1GpM,Nq � t0u .

Alors M et N sont dépendantes.

Preuve. Soit L P Ext1GpM,Nq, on a

0 // N // L //M // 0

la suite exacte courte correspondante. Si par l’absurdeM et N ne sont pas dépendantes,
alors on a une décomposition

L � L1 ` L2

avec L1 contenant M et pas N et L2 contenant N et pas M , donc L �M
À
N et toute

extension de N par M est scindée, ce qui prouve Ext1GpM,Nq � t0u .

1.3 Théorie des types

Dans cette section, on introduit des notions de la théorie des types de Bushnell et
Kutzko, un outil qui aide à comprendre les catégories de représentations lisses de groupes
p-adiques.

On rappelle les notations : F est un corps commutatif localement compact non archi-
médien de caractéristique résiduelle p et D une algèbre à division centrale de dimension
finie sur F de degré réduit d. On a fixé m ¥ 1 un entier et on s’intéresse aux re-
présentations de G � GLmpDq à coefficients dans un corps R algébriquement clos de
caractéristique l non nulle et différente de p.

1.3.1 Strates simples

Soit rΛ, n, 0, βs une strate simple de MmpDq au sens de la définition 1.15 de [Séc08].
Dans cette notation, Λ est une oD-suite de réseaux de Dm, la notation n désigne un
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entier strictement positif et la notation β désigne un élément de MmpDq vérifiant une
condition. La suite de réseaux Λ définit un oF -ordre héréditaire A � ApΛq de MmpDq

dont le radical est noté P (voir [Séc04] §1.2). On obtient également un sous-groupe
ouvert compact UpΛq � U0pΛq � ApΛq� de G et une filtration UkpΛq � 1 � Pk (avec
k ¥ 1) de UpΛq (voir [Séc08] §1.2).
Alors, la sous-F -algèbre F rβs de MmpDq engendrée par β est un corps que l’on note E.
Le centralisateur B de E dans MmpDq est une E-algèbre centrale simple et B � AX B
est un oE-ordre héréditaire de B dont le radical est Q � PX B.
On peut associer à la strate rΛ, n, 0, βs deux sous-groupes ouverts compacts (voir [Séc08]
§2.4)

J � Jpβ,Λq et H � Hpβ,Λq

de UpΛq. Pour k un entier strictement positif, on note alors

Jk � Jkpβ,Λq � Jpβ,Λq XUkpΛq

et
Hk � Hkpβ,Λq � Hpβ,Λq XUkpΛq

qui sont deux pro-p sous-groupes ouverts compacts. De plus, les groupes J1 et H1 sont des
pro-p sous-groupes distingués de J et le groupe quotient J1{H1 est un p-groupe abélien
fini.

Remarque 1.3.1. On a l’égalité

J � pUpΛq X B�qJ1

(voir [MS14b] §2.3) qui induit un isomorphisme canonique de groupe

J{J1 � pUpΛq X B�q{pU1pΛq X B�q

ce qui permet d’associer de façon canonique une représentation de J triviale sur J1 à une
unique représentation de UpΛq X B� triviale sur U1pΛq X B�.

1.3.2 Caractères simples

On choisit un morphisme injectif ι du groupe des racines complexes de l’unité ayant
pour ordre une puissance de p vers le groupe multiplicatif R�. On choisit également un
caractère complexe additif ψF,C : F ÝÑ C� qui est trivial sur pF mais n’est pas trivial
sur oF .
On peut alors associer à la strate simple rΛ, n, 0, βs et à un entier m1 positif véri-
fiant m1 ¤ �k0pβ,Λq � 1 (où k0pβ,Λq est l’exposant critique de rΛ, n, 0, βs, voir le
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paragraphe 1.6 de[Séc08]) un ensemble fini CCpΛ,m1, βq de caractères complexes de
Hm1�1pβ,Λq. On appelle caractères simples de niveau m1 les éléments de CCpΛ,m1, βq.
Pour θ P CCpΛ,m1, βq, et pour 0 ¤ m1 ¤ �k0pβ,Λq � 1, l’application

θ ÞÝÑ ι � θ

est bien définie. On note CRpΛ,m1, βq son image qui est un ensemble fini de R-caractères
de Hm1�1pβ,Λq que l’on appelle R-caractères de niveau m1.
On dispose alors d’une propriété de transfert : si on considère m̃ P N un entier non nul et
rΛ̃, ñ, 0, β̃s une strate simple de Mm̃pDq telle qu’il existe un isomorphisme de F -algèbres
φ : F rβs ÝÑ F rβ̃s avec φpβq � β̃, alors il existe une bijection CRpΛ, 0, βq ÝÑ CRpΛ̃, 0, β̃q
appelée application de transfert et qui est canoniquement associée à φ. On peut consulter
[Séc08] §2.2 à 2.4 pour en apprendre davantage sur les R-caractères simples et leurs
propriétés.

1.3.3 Représentations de Heisenberg

Considérons θ P CRpΛ, 0, βq un R-caractère simple. Alors d’après [MS14b] §2.3, il
existe une représentation irréductible et de dimension finie η du groupe J1 dont la res-
triction à H1 contient θ. De plus, la représentation η est unique à isomorphisme près, on
l’appelle la représentation de Heisenberg associée à θ. Son ensemble d’entrelacement est
J1B�J1 � JB�J et pour tout élément y P B�, l’espace vectoriel

Iypηq � HomJ1XpJ1qypη, η
yq

est de dimension 1. De plus, l’induite de η à U1pΛq est irréductible.

1.3.4 β-Extensions

On appelle β-extension de η (ou de θ) une représentation irréductible de J qui pro-
longe η et dont l’ensemble d’entrelacement contient B�. D’après la proposition 2.4 de
[MS14b], tout R-caractère simple θ P CpΛ, 0, βq admet une β-extension. De plus, si κ est
une β-extension de θ, alors on peut décrire l’ensemble des β-extensions de θ, il s’agit de

 
κb pχ �NB{Eq|χ caractère de o�E trivial sur 1� pE

(
où NB{E désigne la norme réduite de B sur E, et où χ�NB{E est vu comme un caractère
de J trivial sur J1 via la remarque 1.3.1.
Une conséquence importante des β-extensions est le corollaire 2.8 de rMS14bs :

Proposition 1.3.2. Soit π une représentation irréductible d’un sous-groupe ouvert de
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G contenant J. On suppose que π contient θ. Alors il y a une représentation κ de J
prolongeant η et une représentation irréductible ξ de J triviale sur J1 telle que κb ξ soit
une sous-représentation irréductible de la restriction de π à J.

1.3.5 Types simples

Pour cette sous-section, on pourra se référer à [Séc05] §4.1. On considère une strate
simple rΛ, n, 0, βs de MmpDq telle que ApΛq X B soit un oE-ordre principal de B de
période r. On fixe un isomorphisme de E-algèbres

φ : B ÝÑMm1pD1q

avec m1 un entier et D1 une autre E-algèbre à division de degré réduit d1, de façon à
pouvoir identifier ApΛq X B à un ordre principal standard. On a

m1d1 �
md

rE : F s

et on en déduit

J{J1 � pUpΛq X B�q{pU1pΛq X B�q � GLspkD1qr

avec m1 � rs.
Soit alors θ P CRpΛ, 0, βq un caractère simple et soit κ une β-extension de θ. On considère
une représentation irréductible cuspidale σ0 du groupe GLspkD1q, la représentation σbr0
définit par inflation une représentation irréductible cuspidale σ de J triviale sur J1. On
pose alors

λ � κb σ

et on appelle type simple de G un couple de la forme pJ, λq comme ci-dessus. Si de plus
σ est supercuspidale, on parle de supertype simple.
Si UpΛq XB� est un sous-groupe ouvert compact maximal de B�, le type simple est dit
maximal. Si la strate simple rΛ, n, 0, βs est nulle, c’est-à-dire que β � 0 et n � 0, le type
simple est dit de niveau 0 et on a E � F , avec de plus J � UpΛq et on choisit toujours
pour κ le caractère trivial de UpΛq.

1.3.6 Classification des représentations irréductibles cuspidales en terme
de types

On considère pJ, λq un type simple maximal de G et N � NGpJ, λq le normalisateur
dans G de la classe d’isomorphisme de λ dans G. On a la proposition suivante (cf [MS14b]
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proposition 3.1)

Proposition 1.3.3. Pour toute représentation Σ prolongeant λ à N, l’induite indG
NpΣq

est une représentation irréductible cuspidale de G. De plus l’application

Σ ÞÝÑ indG
NpΣq

induit une bijection entre prolongements de λ à N et classes d’isomorphismes de repré-
sentations irréductibles cuspidales de G contenant λ.

Un tel couple pN,Σq construit à partir d’une type simple maximal est appelé type
simple maximal étendu de G. On a de plus le résultat suivant ([MS14b] 3.4 et 3.7), qui
complète la classification des représentations irréductibles cuspidales en terme de types
simples maximaux étendus.

Proposition 1.3.4. Toute représentation irréductible cuspidale de niveau 0 (respective-
ment, non nul) de G contient un type simple maximal de niveau 0 (respectivement, non
nul) unique à G-conjugaison près.

On définit aussi deux invariants :

Définition 1.3.5. Soit ρ une représentation irréductible et cuspidale de G. On fixe un
type simple maximal pJ, λq de G contenu dans ρ associé à une strate simple rA, n, 0, βs.
On pose E � F pβq et on écrit la décomposition λ � κbσ. On note Γ le groupe de Galois
GalpkD1{kEq.
On définit alors l’invariant spρq comme l’ordre du stabilisateur de σ dans Γ et l’invariant
b � bpρq comme le cardinal de l’orbite de la classe d’isomorphisme de σ sous l’action de
Γ.

Ces invariants sont indépendants du choix du type et ne dépendent que de ρ (propo-
sition 3.13 de [MS14b]). Enfin on a la propriété suivante qui décrit l’ensemble d’entrela-
cement d’un type de niveau 0.

Proposition 1.3.6. Soit pJ, λq un type simple maximal de niveau 0. L’ensemble d’en-
trelacement de λ dans G est égal au normalisateur NGpλq, qui est engendré par J et
$
bpλq
D .

1.4 Premiers théorèmes de décomposition d’une catégorie

1.4.1 Selon le caractère central

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et soit D une algèbre à division centrale de dimension finie sur F de degré
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réduit d. Dans la suite, on fixe m ¥ 1 et on s’intéresse aux représentations lisses de
G � GLmpDq à coefficients dans un corps R algébriquement clos de caractéristique l
différente de p.

Théorème 1.4.1. Soit pπ, V q une représentation de G de longueur finie n. On note Ω
l’ensemble des caractères centraux de sous-quotients irréductibles de V et pour ω P Ω on
note Vω la plus grande sous-représentation de V dont tous les sous-quotients irréductibles
admettent ω pour caractère central. Alors la représentation V admet la décomposition

V �
à
ωPΩ

Vω.

Preuve. On note r le cardinal de Ω. La preuve se fait par récurrence sur n et dépend
largement du cas r � n � 2 qui est démontré ci-dessous. La preuve de l’hérédité est
exactement la preuve de la proposition 1.7 de [SS16].
On traite donc le cas r � n � 2. Comme r � 2, il y a deux caractères centraux distincts
de sous-quotients irréductibles de V . Comme de plus n � 2, la représentation V admet
une sous-représentation W irréductible telle que V {W soit irréductible. On appelle ω le
caractère central de W et ω1 le caractère central de V {W . On note enfin Z le centre de
G. Il s’agit de fabriquer un supplémentaire de W qui soit stable par G.
Soit W 1 un supplémentaire quelconque de W . Soit v1 PW 1 et z P Z, alors on peut écrire

πpzqpv1q � a� b

avec a PW et b PW 1. Dans ce cas b � ω1pzqv1. En effet, ceci découle du fait que ces deux
éléments appartiennent à W 1, et de la commutativité du diagramme suivant, où l’on
utilise l’hypothèse selon laquelle V {W a pour caractère central ω1 (dans le diagramme,
l’application P désigne la projection canonique de V sur V {W , et pour v P V , on désigne
la classe de v dans V {W par .

v) :

v1 PW 1 πpzq
//

P
����

a
pPW q

� b
pPW 1q

P
����

.

v1
πpzq
//

.

ω1pzqpv1q
.
b

On définit alors α : Z ÝÑ HomRpW
1,W q via

αpzqpv1q � a.

L’application α est bien définie (c’est-à-dire qu’elle est bien à valeur dans HomRpW
1,W q)

puisque cela découle immédiatement de la R-linéarité de πpzq pour tout z P Z. Établis-
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sons une relation sur α. Soit z1, z2 P Z. On a

πpz1z2qpv
1q � πpz1qpπpz2qpv

1qq � πpz1qpa� bq

avec a PW et b PW 1 (plus précisément on a vu b � ω1pz2qpv
1q), d’où

πpz1z2qpv
1q � ωpz1qa� πpz1qpbq � ωpz1qa� a1 � b1

avec a1 PW et b1 PW 1. On en déduit

αpz1z2qpv
1q � ωpz1qa� a1 � ωpz1qαpz2qpv

1q � αpz1qpbq

or b � ω1pz2qpv
1q d’où finalement

αpz1z2q � wpz1qαpz2q � ω1pz2qαpz1q.

Cette relation est appelée une relation de cocycle, et nous étudierons les relations de
cocycle plus en détails dans le chapitre 2.
Les éléments z1 et z2 appartiennent au centre de G, par conséquent ils commutent et on
en déduit

αpz2qpωpz1q � ω1pz1qq � αpz1qpωpz2q � ω1pz2qq.

Or par hypothèse, les caractères ω et ω1 sont distincts d’où l’existence d’un élément z P Z
vérifiant ωpzq � ω1pzq. En choisissant z2 � z dans la dernière égalité, on en déduit

αpz1q � pωpz1q � ω1pz1qqx

avec
x �

αpzq

ωpzq � ω1pzq

une application linéaire de W 1 dans W qui ne dépend pas de z1. À partir de cette
application x, on peut définir un endomorphisme de passage (explicitement, il fixe chaque
élément de W et envoie un élement v1 P W 1 sur v1 � xpv1q) qui donnera à partir de W 1

un supplémentaire Z-stable, sur lequel le centre agit via ω1. En effet, si on adopte un
point de vue matriciel en se plaçant dans la base pW,W 1q, on a
�

1 x

0 1

��
ωpzq αpzq

0 ω1pzq

��
1 �x

0 1

�
�

�
ωpzq αpzq � xpωpzq � ω1pzqq

0 ω1pzq

�
�

�
ωpzq 0

0 ω1pzq

�
.

On a maintenant un supplémentaire de W qui est Z-stable, que l’on appelle W̃ (qui est
l’image de W 1 par l’endomorphisme de passage), tel que le centre agisse sur W via ω et
sur W̃ via ω1. Montrons que ce supplémentaire est aussi G-stable. On se donne v1 P W̃ ,
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ainsi que g P G et on veut montrer que πpgqpv1q P W̃ . Écrivons

πpgqpv1q � a� b

avec a PW et b P W̃ , de sorte qu’il s’agit à présent de montrer que a est nul. On rappelle
que z est un élément de Z vérifiant ωpzq � ω1pzq (il existe car par hypothèse ω et ω1

sont distincts). Alors,

πpzgqpv1q � πpzqpπpgqpv1qq � πpzqpa� bq � ωpzqa� ω1pzqb

et
πpgzqpv1q � πpgqpπpzqpv1qq � πpgqpω1pzqv1q � ω1pzqπpgqpv1q � ω1pzqpa� bq.

Or l’élément z est dans le centre donc zg � gz et les deux termes ci-dessus sont égaux
d’où ωpzqa � ω1pzqa, or par construction ωpzq � ω1pzq, ce qui entraîne a � 0, ce qu’on
voulait.

Remarque 1.4.2. Ce théorème prouve que si deux représentations de G sont dans un
même bloc de la catégorie Rlf

R pGq, elles ont a fortiori le même caractère central.

1.4.2 En utilisant les espaces d’extension

On commence par présenter la notion de somme amalgamée.

Définition 1.4.3. Soit A une R-algèbre. On considère f1 : X ÝÑ X1 et f2 : X ÝÑ X2

deux morphismes d’une catégorie C de A-modules. Une somme amalgamée de f1 et f2 est
la donnée d’un triplet pQ, q1, q2q où Q P C est un objet de la catégorie et q1 : X1 ÝÑ Q

et q2 : X2 ÝÑ Q sont deux morphismes vérifiant :

1. l’égalité q1 � f1 � q2 � f2 ;

2. de plus pour tout Y P C , s’il existe un couple de morphisme g1 : X1 ÝÑ Y et
g2 : X2 ÝÑ Y vérifiant g1 � f1 � g2 � f2, alors il existe un unique morphisme
g : Q ÝÑ Y tel que g � q1 � g1 et g � q2 � g2.

La situation peut être représentée par le schéma suivant.

X
f1
//

f2
��

X1

q1
��

g1

��

X2
q2
//

g2

((

Q
g

  

Y
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On aura besoin sur cette notion du théorème suivant, qui est le théorème III.5.9 de
[Ass97].

Théorème 1.4.4. Considérons le diagramme suivant où la ligne du haut est exacte.

0 // Y
f1
//

f2
��

M
f0
// N // 0

X

Alors il existe une somme amalgamée pM̃, q1, q2q de f1 et f2 et un morphisme q0 tel
qu’on ait le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :

0 // Y
f1
//

f2
��

M
f0
//

q1
��

N //

IdN

��

0

0 // X
q2
// M̃

q0
// N //

OO

0

On se propose de démontrer maintenant un théorème de décomposition de catégorie
reposant sur l’utilisation des espaces Ext1.

Lemme 1.4.5. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de R-représentations irré-
ductibles de G tel que pour toute représentation A P S et toute représentation B R S (le
complémentaire étant pris dans l’ensemble des R-représentations irréductibles de G),

Ext1GpA,Bq � t0u.

On suppose qu’il existe une représentation V de longueur finie ayant tous ses composants
irréductibles dans S, et une représentation W de longueur finie n’ayant aucun composant
irréductible dans S. Alors

Ext1GpV,W q � t0u.

Preuve. On suit un raisonnement par dévissage. On note S le complémentaire de S
(dans l’ensemble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de G) et
on choisit dans W un quotient irréductible B (B existe car les représentations sont
de longueur finie), avec B P S. On choisit également dans V une sous-représentation
irréductible A, avec A P S. La représentation V 1 est définie par la suite exacte courte
suivante :

0 // A // V // V 1 // 0 .

On en déduit la suite exacte

HompA,Bq // Ext1pV 1, Bq // Ext1pV,Bq // Ext1pA,Bq

or HompA,Bq � t0u car A et B sont irréductibles et non isomorphes et Ext1pA,Bq �
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t0u par hypothèse. Par conséquent, Ext1pV,Bq � Ext1pV 1, Bq. On procède donc par
récurrence sur la longueur de V : si V est irréductible, le résultat est donné par hypothèse,
et s’il ne l’est pas le résultat se déduit de Ext1pV,Bq � Ext1pV 1, Bq et de l’hypothèse
de récurrence puisque V 1 a une longueur strictement inférieure à celle de V . Notons que
cette méthode est possible car les représentations sont de longueur finie. On obtient donc
Ext1pV,Bq � t0u. Définissons maintenant W 1 par la suite exacte courte

0 //W 1 //W // B // 0 .

On en déduit la suite exacte

HompV,Bq // Ext1pV,W 1q // Ext1pV,W q // Ext1pV,Bq

or on a vu que Ext1pV,Bq � t0u et de plus HompV,Bq � t0u car B est irréductible et
appartient à S. En procédant de la même façon que pour Ext1pV,Bq � t0u, on obtient
Ext1pV,W q � t0u.

Théorème 1.4.6. Soit R une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-représentations
lisses de longueur finie de G. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de représenta-
tions irréductibles de G tel que pour toute représentation A P S et toute représentation
B R S (le complémentaire étant pris dans l’ensemble des R-représentations irréductibles
de G),

Ext1pA,Bq � t0u.

Alors R se décompose : R � R1 ` R2 où R1 est la sous-catégorie pleine de R des
représentations dont tous les sous-quotients irréductibles appartiennent à S, et R2 est
la sous-catégorie pleine de R des représentations dont aucun sous-quotient irréductible
n’appartient à S.

Preuve. Soit M une R-représentation de longueur finie de G. On considère X, la plus
grande sous-représentation de M dont tous les composants irréductibles appartiennent
à S, et Y , la plus grande sous-représentation de M dont aucun composant irréductible
n’appartient à S. Montrons que M � X ` Y . Fixons N �M{pX ` Y q et supposons par
l’absurde N non nul. Le diagramme qui suit, où f0 est la surjection naturelle de M dans
N , où f1 est l’injection naturelle de X ` Y dans M , et où f2 est la surjection naturelle
de X ` Y dans X, illustre la situation.

0 // X ` Y
f1

//

f2
��

M
f0
// N // 0

X

D’après le théorème 1.4.4, il existe une somme amalgamée pMX , q1, q2q de f1 et f2 et q0
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un morphisme tel qu’on ait le diagramme commutatif à lignes exactes suivant :

0 // X ` Y
f1

//

f2
��

M
f0
//

q1
��

N //

IdN

��

0

0 // X
q2
//MX

q0
// N //

OO

0

D’après le lemme III.5.8 de [Ass97], q1 est surjectif car f2 l’est. On note i1 l’injection
canonique de X dans X ` Y et q3 la surjection canonique de M dans M{Y et on
utilise alors la propriété universelle de la somme amalgamée (ce qui est possible car
q3f1 � q3f1i1f2)

X ` Y
f1

//

f2
��

M

q1
��

q3

��

X
q2
//

q3f1i1

))

MX

g

##

M{Y

qui nous donne l’existence d’un morphisme g : MX Ñ M{Y vérifiant gq1 � q3 et
gq2 � q3f1i1. Montrons que g est injectif. Soit x P MX tel que gpxq � 0. Alors il existe
x̃ PM tel que x � q1px̃q d’où

gpq1px̃qq � 0

donc
q3px̃q � 0.

On en déduit que x̃ P Y d’où

x � q1pf1px̃qq � q2pf2px̃qq � q2p0q � 0

car Y est précisément le noyau de f2. Ainsi g est injective et elle est également surjective
puisque gq1 � q3 qui est surjective. Ceci prouve que

MX �M{Y

donc d’une part tous les composants irréductibles de MX appartiennent à S (en effet,
si un composant irréductible MS de MX � M{Y n’appartient pas à S, alors la pré-
image de MS par l’opération de quotient par Y se décompose en Y ` MS , avec MS

une sous-représentation de M isomorphe à MS , donc n’appartenant pas à S, ce qui
contredit la maximalité de Y ), et d’autre partM P Ext1pMX , Y q (d’après l’identification
des espaces d’extension avec des suites exactes courtes donnée à la proposition 1.2.11).
Or, cet espace d’extension est nul d’après le lemme précédent puisque MX a tous ses
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composants irréductibles dans S, et Y n’a aucun composant irréductible dans S. Donc

M �MX ` Y

et MX (qui contient X) est un sous-module de M qui contredit la maximalité de X sauf
si MX � X. Finalement on a M � X ` Y avec HompX,Y q � HompY,Xq � 0, ce qui
décompose la catégorie des R-représentations de longueur finie de G.
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Chapitre 2

Cas de GL1pDq et du niveau 0

Dans ce chapitre F est un corps commutatif localement compact non archimédien
de caractéristique résiduelle p et D est une algèbre à division centrale de dimension finie
sur F de degré réduit d. On fixe m ¥ 1 et on s’intéresse aux représentations lisses et
de longueur finie de Gm � GLmpDq à coefficients dans un corps R � Fl algébriquement
clos de caractéristique l non nulle et différente de p. On pose n � md. On s’intéresse
ici au cas où Gm � G � D� (on a m � 1). Le but de ce chapitre et de l’étude du cas
particulier de la dimension 1 est de montrer comment le problème peut être résolu par
des calculs de cocycles et cobords, calculs qui deviennent plus complexes quand on passe
au cas général ce qui motive alors le recours à d’autres méthodes de résolution.
On note q le cardinal du corps résiduel kD � oD{pD, et on note U1 le groupe 1� pD. On
note enfin t une uniformisante de D choisie telle que tn P F�. Quand le groupe n’est pas
précisé, les espaces d’extension sont considérés sur le groupe G.

2.1 Caractères χ vérifiant Ext1
D�pχ, 1q � t0u

On commence par déterminer les R-caractères χ de G tel que Ext1pχ, 1q � t0u,
où 1 est le caractère trivial de G. En effet, de tels caractères seront automatiquement
dépendants avec le caractère trivial de G (voir le lemme 1.2.13).

2.1.1 Préliminaires

Proposition 2.1.1. Soit un caractère χ vérifiant Ext1pχ, 1q � t0u. Alors χ est forcément
non ramifié.

Preuve. En effet, comme Ext1pχ, 1q � t0u, les représentations χ et 1 sont dans le
même bloc et ont donc même support supercuspidal à inertie près. Ceci découle de la
décomposition de la catégorie des représentations de G de longueur quelconque, voir le
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paragraphe 10.2 de [SS16]. Or ce sont des caractères de D� donc χ est en fait la tordue
de 1 par un caractère non ramifié, et χ est par conséquent lui-même un caractère non
ramifié.

Proposition 2.1.2. Le nombre de caractères vérifiant Ext1pχ, 1q � t0u est plus petit
que le plus grand facteur de n premier à l, et ces caractères sont d’ordre divisant n.

Preuve. D’une part, on sait qu’un tel caractère χ est dans le bloc du caractère trivial
donc χ a un caractère central trivial (voir la décomposition en fonction du caractère
central au théorème 1.4.1) et d’autre part le caractère χ est entièrement caractérisé par
le choix de χptq (car il est non ramifié), où on rappelle que t est une uniformisante de D
choisie de telle façon que tn P F�. On a alors χptnq � 1 d’où χn � 1. De plus, on observe
que si l’on écrit n � M 1ls

1 avec pgcdpM 1, lq � 1, le nombre de solutions à l’équation
zn � 1 dans R qui est de caractéristique l est M 1 car

zn � 1 � pzM
1

� 1qls
1

par itération du morphisme de Frobenius sur R.

2.1.2 Restriction à o�D

À présent, on se propose de raisonner en utilisant la théorie de l’homologie. On
utilisera régulièrement la proposition suivante, qui découle de [Lan02] VI.10, et qui établit
un lien entre espace d’extension et la notion de cobord/cocycle.

Proposition 2.1.3. Soit χ un caractère de D�. Alors χ vérifie

Ext1Gpχ, 1q � t0u

si et seulement si il existe une application α : D� ÝÑ R vérifiant

@g, h P G, αpghq � χpgqαphq � αpgq

et ne vérifiant pas
Dµ P R @g P g, αpgq � µpχpgq � 1q.

Les applications de cette forme vérifiant la première relation sont appelées des co-
cycles, et celles vérifiant la seconde relation sont appelées des cobords. Le problème
consistant à savoir si un espace d’extension est non nul se ramène donc à l’existence
d’un cocycle qui n’est pas un cobord.

Soit pπ, V q P Ext1pχ, 1q. Il existe une application α de D� à valeurs dans R qui vérifie
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une relation de cocycle : soit g, h P G,

αpghq � χpgqαphq � αpgq.

Ceci motive l’étude de α̃ � α|o�D
: o�D Ñ R. En effet, si g et h appartiennent à o�D, on a

αpghq � αpgq � αphq

donc α̃ est un morphisme additif.

Or R est de caractéristique l premier à p et U1 � 1 � p1 est un pro-p groupe, donc
α̃|U1 � 0 d’où α̃ induit un morphisme α1 : o�D{U

1 Ñ R.

Remarque 2.1.4. Dans le cas où l ne divise pas qn � 1, tous les éléments de o�D{U
1

sont d’ordre premier à l, donc appartiennent au noyau de α1.

La proposition qui suit traite le cas où l divise qn � 1.

Proposition 2.1.5. Écrivons qn � 1 � Mls avec pgcdpM, lq � 1 et on suppose s ¥ 1.
Alors il y a au plus Mls�1pl � 1q éléments de o�D{U

1 qui ne sont pas dans le noyau de
α1.

Preuve. On a o�D{U
1 � k�D � F�qn qui est cyclique de cardinal qn�1 �Mls et on appelle

a un générateur. Tous les éléments de F �
qn s’écrivent donc ak avec k P N, or

α1pakq � kα1paq

qui est nul si l divise k. Pour que ceci ne se produise pas pour un élément x P F�qn , il faut
que ls divise l’ordre de x, ce qui est équivalent à ce que l’ordre de x ne divise pas ls�1M ,
ce qui est équivalent à ce que x n’appartienne pas au groupe de ls�1M -torsion qui a
pour cardinal ls�1M . Il y a donc au plus Mls �Mls�1 �Mls�1pl � 1q tels éléments.

Remarque 2.1.6. Dans le cas où l divise qn � 1, on a po�D{U
1q{pHq � Z{lZ où H est

le groupe de ls�1M -torsion de o�D{U
1. Par conséquent il y a un isomorphisme entre le

groupe des caractères additifs de o�D et le groupe additif du corps R. En effet, un tel
caractère dépend uniquement du choix de l’image d’un générateur de Z{lZ qui a pour
unique contrainte d’être d’ordre divisant l (dans le groupe pR,�q), ce qui est toujours
le cas puisque l est la caractéristique de R.

2.1.3 Prolongements de morphismes additifs de o�D

Soit maintenant χ un caractère non ramifié de G tel que χn � 1. On cherche à exhiber
pπ, V q non scindée appartenant à Ext1pχ, 1q. D’après la proposition 2.1.3, cela revient à
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trouver une application α : D� Ñ R qui soit un cocycle (c’est-à-dire que α doit vérifier
αpghq � χpgqαphq � αpgq pour tout g, h P G) et qui ne soit pas un cobord (c’est-à-dire
qu’il ne doit pas exister µ P R tel que αpgq � µpχpgq � 1q pour tout g P G).

Remarque 2.1.7. Une application α : D� Ñ R non nulle sur o�D ne peut être un
cobord. En effet, soit g P o�D. Si α est un cobord, il existe µ P R tel que

αpgq � µpχpgq � 1q � 0

car χ est non ramifié.

On a vu à la sous-section précédente que les applications α : D� ÞÑ R qui vérifient
une relation de cocycle admettent une restriction α̃ : o�D ÞÑ R qui est un morphisme
additif. Soit donc un morphisme additif β : o�D ÞÑ R, et on suppose que α : D� ÞÑ R est
un prolongement de β qui soit un cocycle.

Lemme 2.1.8. Pour tout k entier vérifiant k ¥ 1, on a

αptkq � αptqp
k�1̧

i�0
χiptqq

et

αpt�kq � �
αptkq

χptkq
� �αptq

�1̧

i��k

χiptq.

Preuve. Soit k un entier avec k ¥ 1. On a

αptkq � αptqp
k�1̧

i�0
χiptqq

car α vérifie une relation de cocycle. De plus, on observe que d’une part

αptkt�kq � αp1q � α̃p1q � 0

alors que d’autre part
αptkt�kq � χptkqαpt�kq � αptkq

car α est un cocycle d’où finalement

αpt�kq � �
αptkq

χptkq
� �αptq

�1̧

i��k

χiptq.

Proposition 2.1.9. L’application α est uniquement déterminée par le morphisme β et
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la valeur αptq. De plus, si g P D� vérifie g � utk avec u P o�D et k P Z, alors

αpgq � αputkq � βpuq � αptqp
k�1̧

i�0
χiptqq

pour k ¥ 1 et

αpgq � αputkq � βpuq � αptqp
�1̧

i�k

χiptqq

pour k ¤ �1. Enfin, si k � 0 alors αpgq � βpuq.

Preuve. Soit g P G. Il existe u P o�D une unité et k P Z uniques tels que g � utk. Alors

αpgq � αputkq � αpuq � αptkq � βpuq � αptkq

car α est un cocycle prolongeant β et χ est non ramifié par hypothèse. Or, d’après le
lemme 2.1.8, l’application k ÞÑ αptkq ne dépend que de αptq donc le prolongement α est
uniquement déterminé par β et αptq. Les autres résultats découlent immédiatement du
lemme 2.1.8.

2.1.4 Existence d’un prolongement qui soit un cocycle sans être un
cobord

Dans cette sous section χ est encore un caractère non ramifié de G tel que χn � 1 et
on considère toujours un morphisme additif β : o�D ÞÑ R.

Définition 2.1.10. Pour tout λ P R, on définit αλ : D� ÞÑ R de la façon suivante : si
g P D� vérifie g � utk avec u P o�D et k P Z, alors

αλpgq � αλput
kq � βpuq � λp

k�1̧

i�0
χiptqq

pour k ¥ 1 et

αλpgq � αλput
kq � βpuq � λp

�1̧

i�k

χiptqq

pour k ¤ �1. Enfin, si k � 0 alors αλpgq � βpuq.

On sait grâce à la sous-section précédente que n’importe quelle application α : D� ÞÑ

R cocycle non cobord prolongeant β est forcément de la forme αλ pour un λ P R.

Notation 2.1.11. Dans toute cette sous-section, on considère λ P R fixé et on notera
α pour αλ. De même, on utilisera αptq pour désigner λ puisqu’ils sont égaux et α̃ pour
désigner β puisqu’ils sont égaux.
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Remarque 2.1.12. Si χ est trivial, αptkq � kαptq pour tout k P Z.

Lemme 2.1.13. Si χ n’est pas trivial, αptkq ne dépend que de la congruence de k modulo
n.

Preuve. D’une part

αptnq � αptq
n�1̧

i�0
χiptq � 0

car somme des puissances d’une racine n-ième de l’unité non triviale par hypothèse et

αpt�nq � �
αptnq

χptnq
� 0

d’où le résultat pour k ¥ 1 et pour k ¤ 1. Il reste à observer que pour 0 ¤ k ¤ n,

αptn�kq � αptq
n�k�1¸
i�0

χiptq � αptqp
n�1̧

i�0
χiptq �

n�1̧

i�n�k

χiptqq � �αptq
n�1̧

i�n�k

χiptq

or
n�1̧

i�n�k

χiptq �
�1̧

i��k

χiptq

car χ est d’ordre divisant n donc

αptn�kq � �αptq
�1̧

i��k

χiptq � αpt�kq

ce qui permet de conclure.

Remarque 2.1.14. Si χ est non trivial, on déduit du lemme précédent et du fait que
χn � 1 une autre expression pour αptkq, valable pour tout k P Z :

αptkq � αptq
χptkq � 1
χptq � 1 .

Lemme 2.1.15. Pour k, s P Z,

αptk�sq � αptkq � χptkqαptsq.

Preuve. Si χ est trivial, le résultat découle du fait que αptkq � kαptq pour k P Z. Si χ
n’est pas trivial, alors on peut utiliser le lemme 2.1.13, et il suffit alors de traiter le cas
où k et s sont des entiers positifs. Dans ce cas,

αptkq � χptkqαptsq � αptq
k�1̧

i�0
χiptq � χptkqαptq

s�1̧

i�0
χiptq � αptqp

k�1̧

i�0
χiptq �

k�s�1¸
i�k

χiptqq
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d’où

αptkq � χptkqαptsq � αptq
k�s�1¸
i�0

χiptq � αptk�sq.

Notons qu’on pouvait aussi procéder sans le lemme 2.1.13, en traitant séparément
les cas suivant les signes de k et s. Par exemple,

αptkq � χptkqαpt�sq � αptq
k�1̧

i�0
χiptq � χptkqαptq

�1̧

i��s

χiptq � αptqp
k�1̧

i�0
χiptq �

k�1̧

i�k�s

χiptqq.

Supposons k ¥ s, alors on a

αptkq � χptkqαpt�sq � αptq
k�s�1¸
i�0

χiptq � αptk�sq.

Supposons maintenant k ¤ s, alors

αptkq � χptkqαpt�sq � αptq
�1̧

i�k�s

χiptq � αptk�sq.

Proposition 2.1.16. L’application α ainsi définie vérifie une relation de cocycle si et
seulement si pour tout v P o�D et tout k P Z, on a

α̃ptkvt�kq � χptkqα̃pvq.

Preuve. Soit g, h P G que l’on écrit g � utk et h � vts avec u, v P o�D et k, s P Z. On a

αpghq � αputkvtsq � αputkvt�ktktsq � α̃puq � α̃ptkvt�kq � αptk�sq

et
χpgqαphq � αpgq � χputkqαpvtsq � αputkq

� α̃puq � αptkq � χptkqαptsq � χptkqα̃pvq

car χ est un caractère non ramifié. Or d’après le lemme 2.1.15,

αptk�sq � αptkq � χptkqαptsq

donc α est un cocycle si et seulement si pour tout v P o�D et tout k P Z, on a

α̃ptkvt�kq � χptkqα̃pvq.

Remarque 2.1.17. Il est remarquable que cela ne dépende pas du choix de λ.

On introduit maintenant l’invariant de Hasse d’une algèbre à division, on pourra
consulter [BG16] pour plus de détails.
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Définition 2.1.18. Soit t une uniformisante choisie de telle façon que tn P F �. Alors t
agit par conjugaison sur oD donc par réduction sur kD (l’anneau des entiers quotienté
par son unique idéal maximal) et cette action est triviale sur oF donc sur kF . Ainsi t
agit sur kD{kF , et cette action est celle d’une certaine puissance du Frobenius de kD{kF .
Cette puissance (modulo n) ne dépend pas de l’uniformisante choisie et est première à
n. On la note i et on l’appelle invariant de Hasse de l’algèbre à division.

Notation 2.1.19. On note, dans toute la suite, e l’ordre de q dans pZ{lZq� et si e|n on
note χ0 le caractère non ramifié défini par χ0ptq � q�i.

Proposition 2.1.20. Si e|n, l’application α est un cocycle si et seulement si α̃ � 0 ou
χ � χ�1

0 . Si e - n, alors α est un cocycle.

Preuve. D’après la proposition 2.1.16, l’application α vérifie une relation de cocycle si
et seulement si pour tout v P O�

D et tout k P Z, on a

α̃ptkvt�kq � χptkqα̃pvq.

Si e - n, on sait qu’il n’existe pas de morphisme additif non nul de o�D à valeur dans
R. Par conséquent α̃ est nul et α est un cocycle. Supposons à présent que e|n et que
α̃ n’est pas nul. Quitte à quotienter par U1 (on a vu qu’on pouvait le faire sans perdre
l’équivalence puisque α1 détermine α̃), l’application α est un cocycle si et seulement si
pour tout v P k�D et tout k P Z, on a

α1pτkpvqq � χkptqα1pvq

en notant τ l’action de conjugaison par t dans o�D{U1 � k�D . Or, en notant φ l’application
de Frobenius sur kD relativement à kF , on a

α1pτkpvqq � α1pφikpvqq � α1pvq
ik
q � qikα1pvq

comme α1 est un morphisme. Donc α est un cocycle si et seulement si pour tout k P Z

χkptq � qik

qui est équivalent à χptq � qi.

Proposition 2.1.21. L’application α vérifie une relation de cobord si et seulement si
α̃ � 0 et s’il existe µ P R tel que

αptq � µpχptq � 1q.
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Preuve. Soit g P G que l’on écrit g � utk avec u P o�D et k P Z, et soit µ P R. On a

αpgq � αputkq � α̃puq � αptkq

et
µpχpgq � 1q � µpχptkq � 1q

car χ est un caractère non ramifié. Comme on a déjà vu que si α est un cobord, alors
α̃ est nul, on déduit de tout cela que l’application α vérifie une relation de cobord si et
seulement si α̃ � 0 et s’il existe µ P R tel que pour tout k P Z,

αptkq � µpχptkq � 1q

ce qui prouve que la condition de l’énoncé est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffi-
sante, on considère µ P R tel que

αptq � µpχptq � 1q.

D’après le lemme 2.1.13, on peut se restreindre au cas k ¥ 1 (dans le cas où χ est trivial,
il est clair que la condition est suffisante) . Alors,

αptkq � αptq
k�1°
i�0

χiptq

� µpχptq � 1q
k�1°
i�0

χiptq

� µp
k°
i�1
χiptq �

k�1°
i�0

χiptqq

� µpχkptq � 1q

d’où le résultat.

Conséquence. Si χ est trivial, l’application α vérifie une relation de cobord si et seule-
ment si elle est nulle. Si χ est non trivial, l’application α vérifie une relation de cobord
si et seulement si α̃ � 0.

Proposition 2.1.22. Supposons α non nul. Si e|n, alors α est un cocycle sans être un
cobord si et seulement si (α̃ � 0 et χ � 1) ou (α̃ � 0 et χ � χ�1

0 ). Si e - n, alors α est
un cocycle sans être un cobord si et seulement si χ est trivial.

Preuve. On procède en distinguant 4 cas, et l’on obtient en utilisant les deux proposi-
tions précédentes ce qui suit :

— si e|n et si χ � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si α
est non nul et (α̃ � 0 ou χ � χ�1

0 )
— si e|n et si χ � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si

α̃ � 0 et χ � χ�1
0
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— si e - n et si χ � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si
α est non nul

— si e - n et si χ � 1, alors α n’est jamais un cocycle sans être un cobord.
Ainsi si e|n, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si pα̃ � 0 et
χ � 1q ou pα̃ � 0 et χ � χ�1

0 et χ � 1q ou pα̃ � 0 et χ � χ�1
0 et χ � 1q c’est-à-dire si et

seulement si pα̃ � 0 et χ � 1q ou pα̃ � 0 et χ � χ�1
0 q.

Remarque 2.1.23. L’hypothèse α non nul se justifie car si α n’est pas un cobord il est
nécessairement non nul.

Proposition 2.1.24. Le caractère trivial est un caractère χ non ramifié d’ordre divisant
n vérifiant Ext1pχ, 1q � t0u. Si e|n, il y en a un unique autre (ils peuvent être égaux),
le caractère χ�1

0 . Si e - n, il n’y en a pas d’autre.

Preuve. D’après la proposition qui précède, si χ � 1, il existe toujours un prolongement
qui soit un cocycle sans être un cobord de n’importe quel morphisme additif de O�

D à
valeur dans R. Si χ � χ�1

0 , et si e|n, il en existe toujours un qui soit un cocycle sans être
un cobord de n’importe quel morphisme additif non nul de O�

D à valeur dans R (et on a
vu qu’il en existe si e|n). La proposition précédente prouve également qu’il n’existe aucun
autre cas où un morphisme additif de O�

D à valeur dans R admette un prolongement
qui soit un cocycle sans être un cobord. Le résultat se déduit alors du fait que tous les
cocycles non cobords de D� dans R sont des prolongements d’un morphisme additif de
O�
D à valeur dans R.

2.2 Le bloc du caractère trivial

Il reste à trouver les caractères χ appartenant au bloc du caractère trivial, au sens
de la catégorie des représentations de longueur finie.

Proposition 2.2.1. Si χ est un caractère vérifiant Ext1pχ, 1q � t0u, alors toutes ses
puissances sont dépendantes avec le caractère trivial.

Preuve. Il existe α vérifiant une relation de cocycle :

αpghq � χpgqαphq � αpgq

pour tout g, h P D� et ne vérifiant pas de relation de cobord : il n’existe pas µ P R tel
que pour tout g P D�

αpgq � µpχpgq � 1q.

Alors
αpghqχpghq � χ2pgqαphqχphq � χphqαpgqχpgq
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ce qui est une relation de cocycle pour αχ d’où Ext1pχ2, χq � t0u et de plus on n’a pas
de relation de cobord pour αχ car si

αpgqχpgq � µpχ2pgq � χpgqq

cela contredirait le fait que α ne vérifie pas de relation de cobord. Par conséquent
Ext1pχ2, χq � t0u donc χ2 et χ sont dépendantes, et on répète le processus pour obtenir
le résultat (puisque de proche en proche χ et ses puissances sont toutes dépendantes).

Remarque 2.2.2. De manière plus générale, la preuve qui précède permet de prouver
que si A et B sont des représentations de D�, et χ un caractère de D�, alors

Ext1pA,Bq � t0u ñ Ext1pAχ,Bχq � t0u .

En effet, on montre de la même façon que ci-dessus que si α vérifie une relation de cocycle
(et pas de relation de cobord) pour Ext1pA,Bq, alors αχ vérifie une relation de cocycle
(et pas de relation de cobord) pour Ext1pAχ,Bχq.

Proposition 2.2.3. Si e|n, alors ν est dépendante avec le caractère trivial.

Preuve. Les hypothèses de la proposition 1.1.43 sont vérifiées pour ρ � 1 : on choisit
u � 0 ; comme kp1q � 1 et spρq � n

dimpρq � n, il suffit alors que εp1q|n, ce qui est vrai
car εp1q � e. Ainsi ν et 1 sont dans la réduction modulo l de la même représentation, ils
sont donc dépendants d’après le lemme 1.1.39.

Théorème 2.2.4. On appelle B le bloc du caractère trivial. Si e|n, alors B �  ν ¡ .

Sinon B � t1u.

Preuve. Pour les inclusions directes, on utilise le théorème 1.4.6 avec S �  ν ¡ et
S � t1u respectivement. Par exemple pour le cas où S �  ν ¡ (l’autre cas étant
similaire), si A P S �  ν ¡ et si B R S, on suppose que

Ext1pA,Bq � t0u

par conséquent
Ext1pAB�1, 1q � t0u

d’où AB�1 P S (ceci découle du théorème 2.1.24), or A P S, ceci contredit B R S, donc
on vérifie bien les hypothèses du théorème 1.4.6, ce qui donne l’inclusion directe.
Les inclusions indirectes découlent des propositions 2.2.1 et 2.2.3, qui établissent que ν
et toutes ses puissances appartiennent à B.
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2.3 Caractères χ vérifiant Ext1
D�pπ, πχq � t0u

Soit π une représentation irréductible de D� de niveau 0, il existe ξ un caractère
de o�D trivial sur U1 ayant b conjugués (où b est défini à la définition 1.3.5), que l’on
étend à son normalisateur N qui est distingué dans D� et tel que π � indD

�

N pξq d’après
la section 1.3.6. On rappelle que le normalisateur de ξ est l’ensemble des g P G tel que
ξg � ξ (voir définition 1.1.12).
Le but est de trouver les caractères χ de G tels que Ext1D�pπ, πχq � t0u. On a

Ext1D�pπ, πχq � Ext1Npξ,ResD
�

N pπχqq

avec
ResD

�

N pπ b χq � ResD
�

N ppIndD
�

N ξq b χq � ResD
�

N pIndD
�

N pξ b χ|Nqq

d’où par la formule de Mackey (proposition 1.1.14)

ResD
�

N pπ b χq �
à

g̃PNzD�{N
IndN

NXNg̃pξ b χ|Nq
g̃ �

à
g̃PNzD�{N

pξ b χ|Nq
g̃

d’où
Ext1D�pπ, πχq � Ext1Npξ,

À
g̃PNzD�{N

pξ b χ|Nq
g̃q

� Ext1Npξ,
±

g̃PNzD�{N
pξ b χ|Nq

g̃q

�
±

g̃PNzD�{N
Ext1Npξ, pξ b χ|Nq

g̃q

en utilisant la proposition 1.2.11. La question que l’on se pose devient alors "quels sont
les χ tels qu’il existe g̃ P NzD�{N tel que Ext1Npξ, pξ b χ|Nq

g̃q � t0u ?".
D’après la preuve de la proposition 2.2.1,

Ext1Npξ, pξ b χ|Nq
g̃q � Ext1Np1, ξ�1pξqg̃χ|Nq.

On appelle θ le caractère ξ�1pξqg̃ et on note encore χ pour χ|N de sorte que l’on s’interroge
sur la nullité de Ext1Np1, θχq.

Remarque 2.3.1. Pour les mêmes raisons que précédemment, χ est forcément non
ramifié d’ordre divisant n. De par la structure de N (voir la proposition 1.3.6), on sait
que g̃ a un représentant qui est de la forme tr, avec 0 ¤ r   b.
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2.3.1 Restriction à o�D

On suppose que Ext1Np1, θχq est non nul. On sait qu’il existe alors α est une appli-
cation de N à valeurs dans R vérifiant une relation de cocycle : soit g, h P N ,

αpghq � αphq � αpgqθphqχphq.

Ceci motive l’étude de α̃ � α|o�D
: o�D Ñ R puisque si g et h appartiennent à o�D alors

αpghq � αphq � αpgqθphq.

Notons que cette fois, α̃ n’est pas un morphisme additif. Néanmoins α̃ est un morphisme
additif sur U1, or R est de caractéristique l premier à p et U1 � 1 � p1 est un pro-p
groupe, donc α̃|U1 � 0 d’où α̃ induit une application α1 : o�D{U

1 Ñ R.

2.3.2 Prolongements de morphisme additif de o�D

Remarque 2.3.2. Si θ est non ramifié, une application α : N ÞÑ R non nulle sur o�D ne
peut être un cobord. En effet, soit g P o�D. Si α est un cobord, il existe µ P R tel que

αpgq � µp1� θpgqχpgqq � 0

car χ et θ sont non ramifiés.

On a vu à la sous-section précédente que les applications α : N ÞÑ R qui vérifient
une relation de cocycle admettent une restriction α̃ : o�D ÞÑ R. Soit donc β : o�D ÞÑ R, et
on suppose que α : N ÞÑ R est un prolongement de β qui soit un cocycle sans être un
cobord. Pour les propositions qui suivent dont les preuves s’adaptent directement des
preuves du cas du caractère trivial, nous ne donnerons pas de preuve.

Lemme 2.3.3. Pour tout k entier vérifiant k ¥ 1, on a

αpptbqkq � αptbqp
k�1̧

i�0
θiptbqχiptbqq

et

αpptbq�kq � �αpptbqkqθpptbq�kqχpptbq�kq � �αptbq
�1̧

i��k

θiptbqχiptbq.

Proposition 2.3.4. L’application α est uniquement déterminée par le morphisme β et
la valeur αptbq. De plus, si g P N vérifie g � uptbqk avec u P o�D et k P Z, alors

αpgq � αpuptbqkq � αptbqp
k�1̧

i�0
θiptbqχiptbqq � βpuqθpptbqkqχpptbqkq
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pour k ¥ 1 et

αpgq � αpuptbqkq � �αptbq
�1̧

i��k

θiptbqχiptbq � βpuqθpptbqkqχpptbqkq

pour k ¤ �1. Enfin, si k � 0 alors αpgq � βpuq.

2.3.3 Existence d’un prolongement qui soit un cocycle sans être un
cobord

Dans cette sous-section χ est encore un caractère non ramifié de G tel que χn � 1 et
on considère toujours un morphisme additif β : o�D ÞÑ R.

Définition 2.3.5. Pour tout λ P R, on définit αλ : D� ÞÑ R de la façon suivante : si
g P N vérifie g � uptbqk avec u P o�D et k P Z, alors

αλpgq � αλpupt
bqkq � λp

k�1̧

i�0
θiptbqχiptbqq � βpuqθpptbqkqχpptbqkq

pour k ¥ 1 et

αλpgq � αλpupt
bqkq � �λ

�1̧

i��k

θiptbqχiptbq � βpuqθpptbqkqχpptbqkq

pour k ¤ �1. Enfin, si k � 0 alors αλpgq � βpuq.

On sait grâce à la sous-section précédente que n’importe quelle application α : N ÞÑ R

cocycle non cobord prolongeant β est forcément de la forme αλ pour un λ P R.

Notation 2.3.6. Dans toute cette sous-section, on considère λ P R fixé et on notera α
pour αλ. De même, on utilisera αptbq pour désigner λ puisqu’ils sont égaux et α̃ pour
désigner β puisqu’ils sont égaux.

Remarque 2.3.7. Si θptbqχptbq � 1, alors αpptbqkq � kαptbq pour tout k P Z.

Lemme 2.3.8. Pour k, s P Z,

αpptbqk�sq � αpptbqsq � αpptbqkqθpptbqsqχptsq.

Proposition 2.3.9. L’application α ainsi définie vérifie une relation de cocycle si et
seulement si pour tout v P o�D et tout k, s P Z, on a

α̃pptbqkvptbq�kqθpptbqkqχpptbqk�sq�αpptbqkqχpptbqsq � α̃pvqχpptbqsq�αpptbqkqθpvqχpptbqsq.
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Preuve. Soit g, h P G que l’on écrit g � uptbqk et h � vptbqs avec u, v P o�D et k, s P Z.
On a

αpghq � αpuptbqkvptbq�kptbqkptbqsq

� αpptbqk�sq � α̃puptbqkvptbq�kqθpptbqk�sqχpptbqk�sq

donc

αpghq � αptbsq�αptbkqθptbsqχptbsq�α̃ptbkvt�bkqθptbpk�sqqχptbpk�sqq�α̃puqθptbkvtbsqχptbkvtbsq

et
αphq � αpgqθphqχphq � αpvptbqsq � αpuptbqkqθpvptbqsqχpvptbqsq

donc

αphq�αpgqθphqχphq � αptbsq�α̃pvqθptbsqχptbsq�αptbkqθpvtbsqχpvtbsq�α̃puqθptbkvtbsqχptbkvtbsq

donc α est un cocycle si et seulement si pour tout v P o�D et tout k P Z, on a

α̃pptbqkvptbq�kqθpptbqkqχpptbqk�sq�αpptbqkqχpptbqsq � α̃pvqχpptbqsq�αpptbqkqθpvqχpptbqsq

Remarque 2.3.10. Il est remarquable que cela ne dépende pas du choix de λ.

Notation 2.3.11. On notera, dans toute la suite, χ0 le caractère non ramifié défini par
χ0ptq � q�i et e l’ordre de q dans pZ{lZq�. On note également a un générateur de o�D{U1

et on définit M et s des entiers positifs tels que qn � 1 �Mls et pgcdpM, lq � 1.

Proposition 2.3.12. Si θpaq � 1 (donc θ non ramifié) alors θ est trivial.

Preuve. On a

0 � α1paq
n�1q � α1paq

qn�2¸
j�0

θjpaq � pqn � 1qα1paq

d’où α1paq � 0 auquel cas α̃ est nul, ou l|qn � 1, c’est-à-dire e|n. De plus, θpaq � 1
entraîne θ trivial sur o�D, donc quitte à quotienter par U1 on a pour tout x P k�D

θpxq � ξ�1pxqξptrxt�rq � ξ�1pxqξpxq
ir
q

d’où ξqir
� ξ sur o�D, or ξ a b conjugués, donc b|ir. Comme de plus b|n et pgcdpi, nq � 1,

alors b|r, ce qui entraîne r � 0, donc g � 1 et θ � 1.

On étudie à présent le cas où θ est non ramifié.

Proposition 2.3.13. Supposons θ non ramifié. Si e|n, l’application α est un cocycle si
et seulement si α̃ � 0 ou χb � pχ0q

b. Si e - n, alors α est un cocycle.
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Preuve. D’après la proposition 2.3.9 et comme θ est non ramifié, l’application α vérifie
une relation de cocycle si et seulement si pour tout v P o�D et tout k P Z, on a

α̃pptbqkvptbq�kqχpptbqkq � α̃pvq.

Si e - n, on sait qu’il n’existe pas de morphisme additif non nul de o�D à valeur dans R
(toujours car θ est non ramifié). Par conséquent α̃ est nul et α est un cocycle. Supposons
à présent que e|n et que α̃ n’est pas nul. Quitte à quotienter par U1 (on a vu qu’on
pouvait le faire sans perdre l’équivalence puisque α1 détermine α̃), l’application α est un
cocycle si et seulement si pour tout v P k�D et tout k P Z, on a

α1pτ bkpvqqχbkptq � α1pvq

en notant τ l’action de conjugaison par t dans o�D{U1 � k�D . Or, en notant φ l’application
de Frobenius sur kD relativement à kF , on a

α1pτ bkpvqq � α1pφibkpvqq � α1pvq
ibk
q � qibkα1pvq

comme α1 est un morphisme. Donc α est un cocycle si et seulement si pour tout k P Z,
χbkptq � q�ibk qui est équivalent à χbptq � q�ib.

Proposition 2.3.14. Supposons θ non ramifié. L’application α vérifie une relation de
cobord si et seulement si α̃ � 0 et s’il existe µ P R tel que

αptbq � µp1� χptbqq.

Preuve. Soit g P G que l’on écrit g � uptbqk avec u P O�
D et k P Z, et soit µ P R. On a

αpgq � αpuptbqkq � αpptbqkq � α̃puqχpptbqkq

et
µp1� χpgqq � µp1� χpptbqkqq

car χ est un caractère non ramifié. Comme on a déjà vu que si α est un cobord, alors
α̃ est nul, on déduit de tout cela que l’application α vérifie une relation de cobord si et
seulement si α̃ � 0 et s’il existe µ P R tel que pour tout k P Z,

αpptbqkq � µp1� χpptbqkqq

ce qui prouve que la condition de l’énoncé est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffi-
sante, on considère µ P R tel que

αptbq � µp1� χptbqq.
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D’après le lemme 2.1.13, on peut se restreindre au cas k ¥ 1 (dans le cas où χ est trivial,
il est clair que la condition est suffisante). Alors,

αpptbqkq � αptbq
k�1°
i�0

χiptbq

� µp1� χptbqq
k�1°
i�0

χiptbq

� µp
k�1°
i�0

χiptbq �
k°
i�1
χiptbqq

� µp1� χkptbqq

d’où le résultat.

Conséquence. Supposons θ non ramifié. L’application α vérifie une relation de cobord
si et seulement si (χb � 1 et αptbq � 0 et α̃ � 0) ou (χb � 1 et α̃ � 0q.

Proposition 2.3.15. Suppons α non nul et θ non ramifié. Si e|n, alors α est un cocycle
sans être un cobord si et seulement si (α̃ � 0 et χb � 1 et αptbq � 0) ou (α̃ � 0 et
χb � pχ0q

b). Si e - n, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si χb � 1
et αptbq � 0.

Preuve. On procède en distinguant 4 cas, et l’on obtient en utilisant les deux proposi-
tions précédentes ce qui suit :

— si e|n et si χb � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si
(αptbq � 0 ou α̃ � 0) et (α̃ � 0 ou χb � pχ0q

b), c’est-à-dire si et seulement si
(α̃ � 0 et αptbq � 0) ou (α̃ � 0 et χb � pχ0q

b).
— si e|n et si χb � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si

α̃ � 0 et χb � pχ0q
b

— si e - n et si χb � 1, alors α est un cocycle sans être un cobord si et seulement si
αptbq � 0.

— si e - n et si χb � 1, alors α n’est jamais un cocycle sans être un cobord.
Le résultat s’en déduit. En effet, le cas de figure où e ne divise pas n se déduit immé-
diatement des deux derniers cas. Pour le cas de figure où e divise n, on sépare les cas
suivant la nullité de α̃ : l’application α est un cocycle sans être un cobord si et seulement
si (α̃ � 0 et χb � 1 et αptbq � 0) ou (α̃ � 0 et χb � 1 et χb � pχ0q

b) ou (α̃ � 0 et
χb � pχ0q

b et χb � 1) ce qui se factorise en : α est un cocycle sans être un cobord si et
seulement si (α̃ � 0 et χb � 1 et αptbq � 0) ou (α̃ � 0 et χb � pχ0q

b) .

Conséquence. Si θ est non ramifié, χb � 1 ou χb � pχ0q
b.

Proposition 2.3.16. Supposons que θ est ramifié et supposons également χb � 1. Si α
est un cocycle sur N dont la restriction α̃ à o�D est un cobord, alors α est un cobord sur
N.
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Preuve. Comme α̃ est un cobord, il existe µ P R tel que pour tout u P o�D, on ait
αpuq � µp1� θpuqq. Soit g � uptbqk P N, avec u P o�D et k P Z, on a

αpgq � αpuptbqkq � αptbkq � αpuqθχptbkq � αptbkq � µp1� θpuqqθχptbkq

en utilisant la relation de cobord sur o�D. On a donc

αpgq � αptbkq � µpθχptbkq � θχputbkqq.

Or
µp1� θχpgqq � µp1� θχputbkqq

donc on a terminé si αptbkq � µθχptbkq � µ, ce que l’on réécrit

αptbkq � µp1� θχptbkqq.

Remarquons que l’on sait que θχptbq � 1 puisque χb � 1 et θ � pξqt
r
ξ�1. On a alors

αptbkq � αptbq
1� θχptbkq

1� θχptbq

donc il suffit de montrer que

µ �
αptbq

1� θχptbq
.

Considérons ũ P o�D tel que θpuq � 1. C’est possible car on a supposé θ ramifié. On sait
que µ � αpũq

1�θχpũq . Il s’agit donc de montrer que

αpũq � αptbqθχpũq � αptbq � αpũqθχptbq

c’est-à-dire αptbũq � αpũtbq. Or

αptbũq � αptbũt�btbq � αptbq � αptbũt�bqθχptbq

tandis que l’on a déjà vu que

αpũtbq � αptbq � αpũqθχptbq.

Au final, il suffit de montrer αptbũt�bq � αpũq, ce qu’on obtient en utilisant la relation
de cobord :

αptbũt�bqq � µp1� θχptbũt�bqq

� µp1� θχpũqq

� αpũq.

Proposition 2.3.17. Supposons que θ est ramifié. Si α est un cocycle sur N dont la
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restriction α1 à o�D{U
1 est un cobord, alors la restriction α̃ est un cobord sur o�D.

Preuve. Comme α1 est un cobord, il existe µ P R tel que pour tout u P o�D{U
1, on ait

α1puq � µp1� θpuqq. Soit g P o�D, il existe ũ P o�D{U
1 et v P U1 tels que si l’on note u un

représentant de ũ dans o�D, on ait g � ud. Alors

αpgq � αpuvq � αpvq � αpuqθχpvq � αpvq � µp1� θpuqqθχpvq � µp1� θpuqq

car θpvq � 1 et car αpvq � 0 (on a vu que α était nul sur U1 en tant que morphisme
additif sur un pro-p groupe). On a donc

αpgq � µp1� θpuqq � µp1� θpuvqq � µp1� θpgqq

ce qui prouve que α̃ est un cobord sur o�D.

Corollaire 2.3.18. Supposons que θ est ramifié et que χb � 1. Alors α n’est pas un
cocycle non cobord.

Preuve. D’après le théorème de décomposition des représentations de longueur finie
suivant leur caractère central (théorème 1.4.1) et d’après le lemme 1.2.13, les caractères
1 et θ qui sont distincts ne peuvent avoir d’extension non triviale. Ceci entraîne que
Ext1

o�D{U1p1, θq � t0u. En utilisant les deux propositions qui précèdent (dont les hypo-
thèses sont vérifiées puisqu’on suppose θ ramifié), on en déduit que α ne peut être un
cocycle non cobord sur N.

On obtient en combinant les résultats précédents le théorème suivant.

Théorème 2.3.19. Si e|n, les caractères χ non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant
Ext1D�pπ, πχq � t0u sont les caractères vérifiant χb � 1 ou χb � pχ0q

b. Si e - n, les
caractères χ non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant Ext1pπ, πχq � t0u sont uniquement
les caractères vérifiant χb � 1.

Remarque 2.3.20. D’après le théorème, si Ext1D�pπ, πχq � t0u, alors χ est de la forme
ψχ0 ou de la forme ψ, avec ψ un caractère non ramifié de D� vérifiant ψb � 1. Dans ce
cas

πψ � π.

En effet,
πψ � pIndD

�

N ξqψ � IndD
�

N pξψq

et on conclut en observant que ψ est trivial sur N car trivial sur oD
� et sur tb (car

ψb � 1).
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2.4 Décomposition en blocs

On donne ici la décomposition en blocs pour les R-représentations lisses de longueur
finie de G.

Définition 2.4.1. Soit π une représentation irréductible de G, on lui associe l’ensemble
Bpπq des représentations qui sont

1. isomorphes à πνj (pour un j P N) si e|n ;

2. isomorphes à π sinon.

On note B l’ensemble des Bpπq quand π.

Lemme 2.4.2. Soit χ un caractère non ramifié de G. Si deux représentations π et π1

irréductibles et de longueur finie de G sont dépendantes, alors πχ et π1χ sont également
dépendantes.

Preuve. On considère χ un caractère non ramifié de G, et π et π1 deux représenta-
tions irréductibles de G qui sont dépendantes. On suppose que πχ et π1χ ne sont pas
dépendantes. Alors une représentation V de G qui contient πχ et π1χ se scinde

V � V1 ` V2

avec V1 et V2 deux sous-représentations de V tel que V1 contient πχ et pas π1χ, et V2

contient π1χ et pas πχ. De plus HomGpV1, V2q � 0. Par conséquent,

V χ�1 � pV1 ` V2qχ
�1 � pV1χ

�1 ` V2χ
�1q

d’après [Ass97] 5.1.5, avec V1χ
�1 qui contient π et pas π1 et V2χ

�1 qui contient π1 et pas
π. Comme on a également HomGpV1χ

�1, V2χ
�1q � 0 puisque HomGpV1, V2q � 0 (par

définition de Hom), ceci contredit le fait que π et π1 sont dépendantes.

Proposition 2.4.3. Si e|n, alors πνj et π sont dépendantes pour tout entier j P N.

Preuve. On utilise la proposition 1.1.43 avec ρ � π, u � 0 ; comme kp1q � 1, la condition
(2) se réécrit e|n. Ainsi πν et π sont dans la réduction modulo l de la même représentation
irréductible cuspidale et sont dépendantes (voir lemme 1.1.39) et de proche en proche(via
le lemme 2.4.2), toutes les représentations de la forme πνj , avec j P N le sont aussi.

Théorème 2.4.4. La catégorie RpGq des représentations de G de longueur finie et de
niveau 0 se décompose :

RpGq �
à
BPB

RBpGq

où RBpGq est la sous-catégorie pleine de RpGq dont les objets sont les représentations
dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans B.
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De plus cette décomposition de la catégorie est la plus fine possible (i.e. les facteurs RB

sont indécomposables).

Preuve. On veut utiliser le théorème 1.4.6 pour décomposer la catégorie. Soit V une
représentation de G de longueur finie et de niveau 0. On va décomposer V en procédant
par récurrence sur la longueur de V . On considère π une sous-représentation irréductible
de V . On se place dans le cas où e|n (l’autre cas étant similaire). On pose S � Bpπq.
On considère πνj P S (avec j P N) et π1 R S tels que

Ext1Gpπνj , π1q � t0u .

On sait qu’alors π1 et π diffèrent par un caractère non ramifié, donc on peut écrire
π1 � πξ R S, avec ξ un caractère non ramifié, avec

Ext1Gpπνj , πξq � t0u .

D’après la remarque 2.2.2, on en déduit

Ext1Gpπ, πξν�jq � t0u

et d’après le théorème 2.3.19 et la remarque qui le suit,

πξν�j � πχ0

ou
πξν�j � π

ce que l’on peut écrire respectivement

πξ � πχ0ν
j

et
πξ � πνj

et dans les deux cas de figure cela contredit l’hypothèse πξ R S. Alors, le théorème 1.4.6
dont on vient de vérifier l’hypothèse permet de décomposer la catégorie comme annoncé,
et on obtient

V � V1
à

V2

où les sous-quotients irréductibles de V1 sont les éléments de Bpπq (en particulier V1 est
non nulle).
Il reste à montrer que la décomposition est la plus fine possible. Dans le cas où e - n,
l’ensemble Bpπq ne contient que π donc V1 ne peut se décomposer davantage. Enfin,
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dans le cas où e|n cela découle de la proposition 2.4.3. Comme la longueur de V2 est
strictement inférieure à celle de V (puisque V1 est non nulle), ceci conclut la récurrence.
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Chapitre 3

Cas des supercuspidales de niveau
zéro

On considère toujours une algèbre à division centrale D de dimension finie sur F
de degré réduit d avec F un corps commutatif localement compact non archimédien de
caractéristique résiduelle p. À présent on fixe m ¥ 1 et on s’intéresse aux représenta-
tions (lisses) et de longueur finie de G � GLmpDq à coefficients dans le corps R � Fl
algébriquement clos de caractéristique l différente de p.
Dans ce chapitre, on étudie les représentations supercuspidales de niveau 0, la motiva-
tion étant de se ramener à ce cas-là pour le cas général, ce que l’on fera dans le chapitre
4.

3.1 Préliminaires

Soit π une représentation irréductible et supercuspidale de G de niveau 0. En utilisant
la théorie des types (plus précisément en utilisant la proposition 1.3.3, en notant ξ la
représentation Σ de la proposition 1.3.3), on construit un type simple maximal étendu
ξ sur N (le normalisateur du type simple maximal associé) tel que π � indGNpξq, où N
contient un unique sous-groupe compact maximal N0 conjugué à GLmpoDq, avec N qui
est engendré par N0 et $b

D, où b est l’invariant défini dans la définition 1.3.5. On appelle
N1 l’unique pro-p sous-groupe distingué maximal de N0, et on a les propriétés suivantes :

1. On a un isomorphisme de groupes

N0{N1 � GLmpkDq;

2. la représentation ξ|N0 est irréductible et triviale sur N1. Ceci permet de définir ξ
la représentation de N0{N1 induite par ξ0 ;
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3. la représentation ξ est supercuspidale (d’après la proposition 6.10 de [MS14a]).

On commence par utiliser la même stratégie qu’au chapitre précédent : on réfléchit
aux conditions sous lesquelles une représentation a un espace d’extension non nul avec
π. En utilisant le cas des représentations de longueur quelconque (cf théorème 10.4
de [SS16]), on sait qu’une telle représentation sera dans le même bloc que π dans la
décomposition de RRpGq, donc comme π est supercuspidale une telle représentation
doit être de la forme πχ, où χ est un caractère non ramifié. Le but est de trouver tous
les caractères non ramifiés χ de G tels que Ext1Gpπ, πχq � t0u. D’après la propriété
d’adjonction [Vig96] proposition I.5.9 (e), on a un isomorphisme d’espaces vectoriels

Ext1Gpπ, πχq � Ext1Npξ,ResG
Npπχqq.

Or les représentations qui suivent sont isomorphes

ResG
Npπ b χq � ResG

NppInd
G
Nξq b χq � ResG

NpInd
G
Npξ b χ|Nqq

d’où par la formule de Mackey (proposition 1.1.14)

ResG
Npπ b χq �

à
gPNzG{N

IndN
NXNgpξ b χ|Nq

g

d’où d’après la proposition 1.2.11

Ext1Gpπ, πχq � Ext1Npξ,
À

gPNzG{N
IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq

� Ext1Npξ,
±

gPNzG{N
IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq

�
±

gPNzG{N
Ext1Npξ, IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq

�
±

gPNzG{N
Ext1NXNgpξ, pξ b χ|Nq

gq

où le dernier isomorphisme s’obtient par adjonction (cf [Vig96] Prop I.5.10).

Nous montrerons plus loin (dans la proposition 3.4.1) que le produit contient un
nombre fini de termes, donc que c’est en fait une somme directe et que

Ext1Gpπ, πχq �
à

gPNzG{N
Ext1NXNgpξ, pξ b χ|Nq

gq.

Notation 3.1.1. On notera ξ0 la restriction de ξ à N0.
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3.2 L’enveloppe projective Pξ

Dans cette section ξ est une représentation irréductible de N triviale sur N1, et on
veut montrer qu’elle admet une enveloppe projective dans la catégorie des représentations
de longueur finie de N.
On sait que $F est une puissance de $b

D et on sait que N est engendré par N0 et $b
D (par

la proposition 1.3.6). On note ωξ le caractère central de ξ et on introduit ω un caractère
de N non ramifié tel que ωp$F q � ωξp$F q. On associe alors à ξ la représentation

ξ1 � ω�1ξ

qui est une représentation du groupe N triviale sur N1 (car ξ l’est et ω est non ramifié)
et trivial sur $F (par construction), de sorte que ξ1 est une représentation de N

 N1,$F¡
.

Or ce groupe est un groupe fini puisque N est engendré par N0 et $b
D, et $F est une

puissance de $b
D.

Par conséquent ξ1 est une représentation lisse d’un groupe fini, donc l’enveloppe pro-
jective Pξ1 existe dans la catégorie Rlf

R pN{   N1, $F ¡q (car toute représentation irré-
ductible d’un groupe fini admet une enveloppe projective de longueur finie par [Vig96]
A.6.B).
On fait maintenant deux remarques :

Remarque 3.2.1. Soit X,Y des représentations de longueur finie de N admettant cha-
cune un caractère central (noté respectivement ωX et ωY ) avec HompX,Y q � t0u. Alors
X et Y ont le même caractère central. En effet, on a pour f P HompX,Y q et pour tout
g P N

f �Xpgq � Y pgq � f

donc pour tout g dans le centre

ωXpgqf � ωY pgqf

et par conséquent ωX � ωY .

La remarque qui suit vient de §A.4 [Vig96].

Remarque 3.2.2. Soit C 1 une sous-catégorie pleine d’une catégorie abélienne C , et
X P C 1 admettant une enveloppe projective P dans C 1. Si P est projectif dans C , alors
P est une enveloppe projective de X dans C .

Cette remarque nous servira à montrer que Pξ1 est une enveloppe projective dans
une catégorie plus générale. Montrons à présent un lemme qui affirme que la projectivité
résiste à la torsion par un caractère.
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Lemme 3.2.3. Soit P une représentation projective du groupe N, et soit χ un caractère.
Alors χP est encore projective comme représentation de N.

Preuve. Soient deux représentations de longueur finie X et Y du groupe N munies d’un
morphisme u de χP dans Y et d’un morphisme surjectif f de X dans Y :

χP

u
��

X
f
// Y // 0

On multiplie toutes les représentations par χ�1 et en utilisant la projectivité de P dans
la catégorie des représentations de N, on obtient un morphisme v de P dans X faisant
commuter le diagramme suivant.

P

v

zz

u
��

χ�1X
f
// χ�1Y // 0

On remultiplie alors toutes les représentations par χ et on obtient la projectivité de χP
dans la catégorie des représentations de N :

χP

u
��

v

}}

X
f
// Y // 0

Proposition 3.2.4. La représentation ξ admet une enveloppe projective Pξ dans la
catégorie des représentations de longueur finie de N. De plus, il existe une représentation
projective indécomposable sur Zl de réduction modulo l égale à Pξ, notée Qξ.

Preuve. La représentation Pξ1 peut être vue comme une représentation de N en la pro-
longeant par inflation. Elle reste projective dans la catégorie Rlf

R pNq des représentations
de longueur finie de N. En effet, soient deux représentations de longueur finie X et Y
du groupe N munies d’un morphisme u de Pξ1 dans Y et d’un morphisme surjectif f de
X dans Y :

Pξ1

u

��

X
f
// Y // 0

On a X � X1
À
X2 et Y � Y1

À
Y2 avec X2, Y2 triviales sur   N1, $F ¡ et X1, Y1

toujours non triviales sur   N1, $F ¡. Or, Pξ1 est triviale sur   N1, $F ¡ donc Impuq �
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Y2. On a :
Pξ1

0`u
��

X1
À
X2

f1`f2
// Y1

À
Y2 // 0

En utilisant la projectivité de Pξ1 dans la catégorie des représentations de N{   N1, $F ¡,
on obtient un morphisme v de Pξ1 dans X2 faisant commuter le diagramme ci-dessous

Pξ1

u

��

v

}}

X2
f2
// Y2 // 0

ce qui nous donne la projectivité de Pξ1 dans la catégorie des représentations de N via
la commutativité du diagramme suivant.

Pξ1

0`u
��

0`v

xx

X1
À
X2

f1`f2
// Y1

À
Y2 // 0

Par conséquent, d’après la remarque 3.2.2, la représentation Pξ1 est une enveloppe pro-
jective de ξ1 vue comme représentation de longueur finie de N.
On définit maintenant

Pξ � ωPξ1 .

La représentation Pξ est alors une enveloppe projective de ξ dans la catégorie des repré-
sentations de longueur finie de N. En effet, soit une représentation projective P 1 dans
cette catégorie. On suppose qu’on a un morphisme surjectif u1 de P 1 dans ξ, et on note
f un morphisme surjectif de Pξ dans ξ.

P 1

u

��

Pξ
f
// ξ

��

// 0

0
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En multipliant toutes les représentations par ω�1, on obtient le diagramme suivant :

ω�1P 1

u

��

v

{{

Pξ1
f

//

~~

ξ1

��

// 0

0 0

Or d’après le lemme 3.2.3 la représentation ω�1P 1 est projective dans la catégorie des
représentations de N. Par conséquent, on peut utiliser la propriété d’enveloppe projec-
tive de Pξ1 ce qui nous donne le morphisme surjectif v rendant le diagramme ci-dessus
commutatif, et en remultipliant toutes les représentations par le caractère ω on obtient
ce qu’on cherchait :

P 1

u

��

v

~~

Pξ
f
//

��

ξ

��

// 0

0 0

ce qui prouve que Pξ est une enveloppe projective de ξ dans la catégorie des représenta-
tions de longueur finie de N.
Comme N

 N1,$F¡
est un groupe fini, la représentation Pξ1 admet une unique représen-

tation projective indécomposable Qξ1 sur Zl de réduction modulo l égale à Pξ1 . Alors,
pour ω̃ un caractère de N sur Zl tel que rlpω̃q � ω, en posant

Qξ � ω̃Qξ1

on obtient une représentation projective (projective d’après le lemme 3.2.3) indécompo-
sable sur Zl de réduction modulo l égale à Pξ.

Remarque 3.2.5. Comme Pξ est une enveloppe projective, elle est unique à isomor-
phisme près donc est indépendante du choix du caractère ω qui a servi à sa construction.

3.3 Sous-quotients irréductibles de Pξ

Dans cette section, ξ est le type de la représentation π introduit en début de chapitre
et on se propose maintenant d’obtenir des informations sur les sous-quotients irréduc-
tibles de Pξ. Dans la suite, ξ1 est un sous-quotient irréductible de Pξ que l’on écrit X{Y
avec X et Y des sous-représentations de Pξ. On note Pξ1 l’enveloppe projective de ξ1 dans
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la catégorie des représentations de longueur finie de N (obtenue par le même procédé
qu’on a utilisé pour Pξ). On a

HomNpPξ1 , Pξ{Y q � t0u

car HomNpPξ1 , X{Y q � t0u et X est inclus dans Pξ.

Pξ1

}} ��

Pξ // Pξ{Y // 0

D’après la projectivité de Pξ1 illustrée par le diagramme ci-dessus, on a

HomNpPξ1 , Pξq � t0u

donc
HomN{ N1,$F¡

pPξ11 , Pξ1q � t0u

d’où en inversant les scalaires d’après le théorème 2.38 de [CR81], comme le groupe
N{   N1, $F ¡ est fini, on a

HomN{ N1,$F¡
pQξ11 bQl, Qξ1 bQlq � t0u

donc
HomNpQξ1 bQl, Qξ bQlq � t0u .

Par conséquent il existe un facteur commun irréductible τ̃ à Qξ bQl et Q1
ξ bQl.

On va donner certains résultats sur les groupes finis provenant de l’appendice A §8
de [Vig96].

Notation 3.3.1. Étant donné deux représentations τ1 et τ2 (de longueur finie) d’un
groupe fini avec τ1 irréductible, on note multpτ1, τ2q le nombre de fois où τ1 intervient
dans la semi-simplifiée de τ2.

Proposition 3.3.2. Dans cette proposition, on considère H un groupe fini. Soit ρ et σ
deux représentations irréductibles de H sur Fl et soit τ une représentation irréductible
de H sur Ql. On note Pρ P RFl

pHq l’enveloppe projective de ρ et Qρ P RZl
pHq la

représentation projective indécomposable de réduction modulo l égale à Pρ. Alors on a
les deux égalités suivantes :

1. d’une part
multpτ,Qρ bQlq � multpρ, rlpτqq;
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2. et d’autre part

multpσ, Pρq �
¸

τ 1PIrrQl
pHq

multpσ, rlpτ
1qq �multpρ, rlpτ

1qq.

Pour deux représentations X et Y , avec X irréductible, on note X ¤ Y si X apparaît
dans Y comme sous-quotient irréductible. Utilisons la proposition ci-dessus pour montrer
la proposition qui suit, valable pour des représentations de N.

Proposition 3.3.3. Soit ρ une Fl-représentation irréductible de N triviale sur N1 et soit
τ une Ql-représentation irréductible entière de N triviale sur N1. On note Pρ P RFl

pNq
l’enveloppe projective de ρ (obtenue comme dans la section 3.2). Alors il existe Qρ P
RZl

pNq une représentation projective indécomposable de réduction modulo l égale à Pρ
telle que τ ¤ Qρ bQl si et seulement si ρ ¤ rlpτq.

Preuve. On note ω un caractère de N sur Fl non ramifié tel que ωp$F q � ωρp$F q

comme dans la section précédente, et on introduit ω̃ un caractère non ramifié de N sur
Zl tel que rlpω̃q � ω. On suppose qu’on a

ρ ¤ rlpτq

ce qui est équivalent à
ω�1ρ ¤ rlpω̃

�1τq.

Comme on sait que le caractère central ωρ de ρ apparaît dans la réduction modulo l
du caractère central de τ , alors pour des raisons de dimension la réduction modulo l du
caractère central de τ est ωρ. Ceci permet de choisir ω̃ pour que ω̃p$F q � ωτ p$F q. En
effet,

rlpωτ qp$
b
Dq � ωρp$

b
Dq

� ωp$b
Dq

� rlpω̃qp$
b
Dq

donc ω̃p$b
Dq et ωτ p$b

Dq sont égaux modulo l, ce qui permet de choisir ω̃ pour que
ω̃p$F q � ωτ p$F q. Dans ce cas, les représentations ω�1ρ et ω̃�1τ sont triviales sur N1 et
$F et on peut appliquer le résultat de la proposition 3.3.2 puisque l’on est en présence
de représentations de groupe fini (le groupe N

 N1,$F¡
) et on obtient :

ω̃�1τ ¤ Qω�1ρ bQl

où Qω�1ρ est l’unique (unique car on est sur un groupe fini) représentation indécompo-
sable de réduction modulo l égale à Pω�1ρ.
Posons alors

Qρ � ω̃Qω�1ρ.
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La représentation Qρ est projective (d’après le lemme 3.2.3), et on a rlpQρq � ωPω�1ρ qui
est l’enveloppe projective Pρ de ρ, comme on l’a vu à la section précédente. L’expression
que l’on avait obtenue se réécrit

ω̃�1τ ¤ ω̃�1Qρ bQl

qui est équivalent à
τ ¤ Qρ bQl,

ce qu’on voulait. Comme on a procédé par équivalence, la réciproque est vraie aussi, et
cela conclut la preuve.

Ainsi d’après la proposition 3.3.3 appliquée deux fois, ξ1 et ξ apparaissent dans rlpτ̃q.
Notons τ̃0 la restriction de τ̃ à N0, et notons π̃ l’induite indG

Npτ̃q, on aimerait montrer que
π̃ est irréductible et cuspidale. Pour cela, une méthode serait de l’écrire comme l’induite
d’un type simple (voir la proposition 1.3.3).

Proposition 3.3.4. La représentation π̃ est cuspidale et irréductible.

Preuve. D’après la théorie de Clifford (on pourra consulter [CR81] théorème 11.1 ou
[CSTS09] théorème 2.2, pour obtenir le théorème de Clifford sur un groupe fini que l’on
peut utiliser sur N quitte à tordre τ̃ par un caractère de manière à le rendre trivial sur
N1 et $F , comme on l’a déjà fait dans la section 3.2), la représentation τ̃0 se décompose
en facteurs de longueur finie conjugués sous l’action de N ; Soit σ̃ un de ces facteurs, il a
un normalisateur K dans N avec N0 � K � N. Ce facteur σ̃ peut se prolonger à K (car
K{N0 est cyclique car N{N0 l’est) et il existe µ̃ un tel prolongement vérifiant

indN
Kpµ̃q � τ̃ .

On a alors
π̃ � indG

Nind
N
Kpµ̃q � indG

Kpµ̃q

par transitivité de l’induite.
Or, on a remarqué que rlpτ̃q contient ξ, donc rlpτ̃0q contient ξ0. On choisit alors σ̃ un
facteur irréductible de τ̃0 tel que rlpσ̃q contient ξ0. Or ce sont des représentations de N0

triviales sur N1, donc on peut les considérer comme des représentations de N0{N1 qui
est un groupe fini, par conséquent on en déduit par la proprosition 3.3.2 que Qξ0 b Ql

contient σ̃, où Qξ0 est la représentation projective indécomposable de N0{N1 de réduction
modulo l égale à Pξ0 l’enveloppe projective de ξ0 dans la catégorie des Fl-représentations
de N0{N1 (et σ̃ également est considéré comme une représentation de N0{N1).
Or, ξ0 est supercuspidale donc Qξ0bQl ne contient que des Ql-représentations cuspidales
dont la réduction modulo l est égale à ξ0. En effet, ceci découle du théorème III.2.9 de
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[Vig96] et de la propriété III.1.1 du même ouvrage. Par conséquent, on a rlpσ̃q � ξ0. Par
inflation, ce résultat s’étend à N0 ce qui prouve que σ̃ est supercuspidal. On en déduit
également que NGpσ̃q � NGpξ

0q � N donc π̃ � indG
Kpµ̃q est l’induite d’un type (une

supercuspidale étendue à son normalisateur dans G) donc d’après la proposition 1.3.3,
π̃ est irréductible et cuspidale.

Proposition 3.3.5. La représentation ξ1 est un type simple.

Preuve. On sait que rlpτ̃q contient ξ et ξ1 donc rlpτ̃0q contient ξ0 et ξ10. Donc il existe
deux facteurs irréductibles σ1 et σ̃ de τ̃0 tels que rlpσ1q ¥ ξ0 et rlpσ̃q ¥ ξ10. Or d’après
la théorie de Clifford (voir la preuve précédente), ces deux facteurs sont conjugués dans
N, donc il existe ñ P N tel que σ1 � σ̃ñ.
On a rlpσ̃ñq ¥ ξ0, donc rlpσ̃q contient pξ0qñ

�1 , c’est-à-dire ξ0 puisque ñ P N � NGpξ
0q.

Par conséquent, rlpσ̃q contient à la fois ξ0 et ξ10. Or, on a vu dans la preuve précédente
que rlpσ̃q � ξ0 donc ξ0 � ξ10, en particulier ξ10 est supercuspidale et de plus, NGpξ

10q � N,
donc ξ1 est un type simple.

Proposition 3.3.6. Il existe j P N vérifiant j � 0 si εpπq � 1 ou εpπq - spπq tel que les
représentations ξ1 et ξνj sont conjuguées dans le normalisateur (dans G) de N.

Preuve. Notons π1 l’induite indG
Npξ

1q. On rappelle que π est la représentation dont est
issu le type ξ. Comme π̃ est irréductible et cuspidale, alors d’après la proposition 1.1.43
(et parce que rlpπ̃q contient π comme on le justifie ci-dessous), on a

rlpπ̃q �
a�1à
j�0

πνj

avec a � 1 si εpπq � 1 ou εpπq - spπq. De plus, comme rlpτ̃q contient ξ et ξ1, alors rlpπ̃q
contient π et π1, donc par irréductibilité de π et π1 on a l’existence de j P N tel que

πνj � indG
Npξ

1q

(avec j nul si a � 1, donc si εpπq � 1 ou εpπq - spπq) donc π contient ξ1ν�j et ξ. Comme
ce sont deux types simples, ils sont conjugués dans G (d’après la proposition 1.3.3), et
comme ce sont des représentations de N ils sont donc conjugués dans le normalisateur
(dans G) de N, c’est-à-dire par une puissance de $D puisque NGpNq �  N0, $D ¡.
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3.4 Espaces d’extension pour les supercuspidales de niveau
zéro

On sait que (cf section 3.1)

Ext1Gpπ, πχq �
¹

gPNzG{N
Ext1Npξ, IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq.

On veut montrer la proposition suivante.

Proposition 3.4.1. On a

Ext1Gpπ, πχq �
à

gPNzG{N
Ext1Npξ, ξgχq

où les g qui contribuent à la somme appartiennent au normalisateur dans G de N.

Preuve. On note ξ1 un sous-quotient irréductible de l’induite IndN
NXNgpξχqg tel que

Ext1Npξ, ξ1q � t0u . SoitM non nul dans l’espace d’extension Ext1Npξ, ξ1q. Par projectivité
de Pξ1 , où Pξ1 est une enveloppe projective de ξ1 construite via la proposition 3.2.4,
HomNpPξ1 , Pξq � t0u.

0 0

0 // ξ1

OO

//M // ξ

OO

// 0

Pξ1

OO

// Pξ

__ OO

donc ξ1 est un sous-quotient irréductible de Pξ (car ξ1 est inclus dans M qui apparaît
dans Pξ). Notons cela ξ1 � X{Y (avec X une sous-représentation de IndN

NXNgpξχqg et Y
une sous-représentation de X), on est dans la situation suivante où on peut utiliser la
projectivité de Pξ

X

��

Pξ

::

// X{Y � ξ1

��

0

et comme X se plonge dans IndN
NXNgpξχqg, on en déduit

HomNpPξ, Ind
N
NXNgpξχqgq � t0u .
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Or Pξ a tous ses sous-quotients irréductibles conjugués à ξ tordu par une puissance de
ν (pas forcément la même puissance pour chaque sous-quotient irréductible) d’après la
proposition 3.3.6. Donc il existe j P N tel que

HomNppξν
jqg̃, IndN

NXNgpξχqgq � t0u

avec g̃ P NGpNq. Par réciprocité de Frobenius,

HomNXNgpξg̃νj , ξgχq � t0u

donc
HomNXNgg̃�1 pξνj , ξgg̃

�1
χq � t0u

car g̃ normalise N, et donc

HomN0XpN0qgg̃�1 pξ, ξgg̃
�1
q � t0u

or on connaît les ensembles d’entrelacement des types (cf proposition 1.3.6) donc gg̃�1 P

N donc en particulier g normalise N. L’identité

Ext1Gpπ, πχq �
¹

gPNzG{N
Ext1Npξ, IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq

rappelée au début de cette section permet de conclure, car comme le produit contient
un nombre fini de termes c’était en fait une somme directe et l’inclusion était un iso-
morphisme (voir la section 3.1), donc

Ext1Gpπ, πχq �
à

gPNzG{N
Ext1Npξ, IndN

NXNgpξ b χ|Nq
gq

ce qui donne le résultat.

On a obtenu qu’il existe g P G tel que

Ext1Npξ, ξg̃χq � t0u

avec g̃ normalisant N. Soit donc M non nul dans cet espace d’extension. Alors par
projectivité de Pξ (voir diagramme ci-dessous), la représentation ξg̃χ apparaît dans Pξ.

0 // ξg̃χ //M // ξ // 0

Pξ

__ OO
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Donc on peut procéder comme on l’a fait dans la section précédente : on construit τ̃ tel
que ξ et ξg̃χ apparaissent dans rlpτ̃q, on pose π̃ l’induite de τ̃ de sorte qu’en induisant
π et πχ apparaissent dans rlpπ̃q et on sait que π̃ est irréductible et cuspidale donc π et
πχ apparaissent dans la réduction modulo l d’une même représentation irréductible et
cuspidale.
En utilisant alors la proposition 1.1.43, on obtient :

Proposition 3.4.2. Soit π une représentation irréductible et supercuspidale de G de
niveau 0 vérifiant

Ext1Gpπ, πχq � t0u

avec χ un caractère non ramifié. Alors il existe j P N tel que

πχ � πνj

avec j � 0 si εpπq - spπq ou si εpπq � 1.

On va utiliser cette proposition pour en déduire la proposition suivante, où l’on
s’intéresse aux espaces d’extension Exti, où cette fois-ci i peut être plus grand que 1.

Proposition 3.4.3. Soit π, π1 deux représentations supercuspidales de G de niveau 0.
S’il existe i ¥ 0 tel que ExtiGpπ1, πq � t0u, alors

1. Si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq, alors π1 � π.

2. Si εpπq|spπq, alors il existe j P N tel que π1 � πνj.

On va utiliser la représentation Pπ l’induite à G de l’enveloppe projective Pξ du type
ξ associé à π. On sait que Pπ est projectif (car Pξ l’est et l’induction compacte préserve la
projectivité) et on sait aussi (c’est obtenu par induction depuis la proposition précédente)
que :

1. Si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq, alors tous les sous-quotients irréductibles de Pπ sont
isomorphes à π.

2. Si εpπq|spπq, alors tous les sous-quotients irréductibles de Pπ sont isomorphes à
une représentation de la forme πνj , avec j P N.

De plus, Pπ est aussi de longueur finie car Pξ l’est et l’induite d’un type simple maximal
étendu est irréductible. On va utiliser toutes ces propriétés pour montrer la proposition
3.4.3.

Preuve (de 3.4.3). Traitons le cas εpπq|spπq (l’autre cas étant similaire et plus simple).
On procède par récurrence sur i, l’hypothèse de récurrence P piq est la suivante : "pour
tout π, π1 représentations supercuspidales de niveau 0 de G, avec εpπq|spπq, si ExtiGpπ1, πνkq �
t0u pour un k P N, alors il existe j P N tel que π1 � πνj ."
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Le cas i � 1 découle de la proposition 3.4.2. Pour le cas général, procédons par contra-
posée : on suppose que π1 n’est pas isomorphe à une représentation de la forme πνj avec
j P N. Comme on est dans le cas εpπq|spπq , on sait que les sous-quotients irréductibles
de Pπ sont isomorphes à πνj pour j P N. Fixons πνj0 un de ces sous-quotients. Par
projectivité de Pπ c’est aussi un quotient et on considère la suite exacte courte

0 // P1 // Pπ // πνj0 // 0

qui définit P1. On applique le foncteur HomGpπ
1, .q et on en déduit la suite exacte

Exti�1
G pπ1, πνj0q // ExtiGpπ1, P1q // ExtiGpπ1, Pπq

On sait que Exti�1
G pπ1, πνj0q � 0 par hypothèse de récurrence (dont on utilise la contra-

posée comme π1 n’est pas isomorphe à une représentation de la forme πνj avec j P N)
et de plus ExtiGpπ1, Pπq � 0 car Pπ est projective. Par conséquent ExtiGpπ1, P1q � 0.
On peut répéter le processus comme tous les sous-quotients irréductibles de P1 sont iso-
morphes à une représentation de la forme πνj , avec j P N. Ainsi on construit Pk�1 via
la suite exacte

0 // Pk�1 // Pk // πνjk // 0.

On applique le foncteur HomGpπ
1, .q et on en déduit la suite exacte

Exti�1
G pπ1, πνjkq // ExtiGpπ1, Pk�1q // ExtiGpπ1, Pkq

or on sait que ExtiGpπ1, Pkq � 0. On construit ainsi une suite de représentations

Pπ � P0 � P1 � P2 � � � � � Pr�1 � Pr � 0

vérifiant pour tout 0 ¤ k ¤ r � 1 à la fois Pk{Pk�1 � πνj pour un j � jpkq P N
et également ExtiGpπ1, Pkq � 0 de proche en proche. La suite de modules strictement
décroissante atteint 0 car Pπ est de longueur finie. Alors pour k � r � 1, on obtient
Ext1Gpπ1, πνjq � 0, c’est-à-dire ce qu’on voulait.
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Chapitre 4

Cas général

Dans ce chapitre on considère encore une algèbre à division centrale D de dimension
finie sur F de degré réduit d avec F un corps commutatif localement compact non ar-
chimédien de caractéristique résiduelle p. On fixe m ¥ 1 et on pose G � GLmpDq, et le
corps R � Fl qui est algébriquement clos de caractéristique l différente de p.
L’objectif est de décrire la décomposition en blocs de la catégorie Rlf

R pGq des représen-
tations de G lisses et de longueur finie et à coefficients dans R. On va chercher à utiliser
pour cela les résultats obtenus dans le chapitre précédent, en se ramenant au cas du
niveau 0.

4.1 Réduction au niveau 0

4.1.1 Préliminaires

Dans [SS16], section 10, les auteurs montrent que l’on peut associer un type simple
pJ,λq à un bloc de RRpGq (dans [SS16], les auteurs utilisent des types semi-simples
mais dans notre cas nous allons utiliser uniquement des représentations cuspidales donc
on peut se restreindre aux types simples) de la manière suivante : une classe inertielle
de paire supercuspidale rM,ρsG (qui détermine un bloc au sens où une représentation
irréductible de G appartient au bloc associé à une paire supercuspidale rM,ρsG si son
support supercuspidal est dans rM,ρsG) correspond au type pJ,λq si les sous-quotients
irréductibles de indG

J pλq sont les représentations de G qui ont leur support supercuspidal
dans rM,ρsG.

Considérons un supertype simple maximal pJ,λq (cf section 1.3.5) associé à un bloc
RpJ,λq de RRpGq. On adopte les notations de la section 1.3, c’est-à-dire que le type
pJ,λq est associé à une strate rΛ, n, 0, βs, on pose E � F rβs, on note B le centralisateur
de E dans MmpDq et on dispose de J1 un pro-p sous-groupe ouvert compact distingué
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de J. On fixe un isomorphisme de E-algèbres

φ : B ÝÑMm1pD1q

avec m1 un entier et D1 une E-algèbre à division de degré réduit d1, de façon à pouvoir
identifier ApΛq X B à un ordre principal standard. On a alors

m1d1 �
md

rE : F s .

On dispose aussi d’une décomposition λ � κ b σ avec κ une représentation irréduc-
tible de J et σ une représentation supercuspidale de M vue comme une représentation
irréductible de J triviale sur J1.

On définit une représentation irréductible η comme la restriction de κ à J1, et on
pose K � UpΛq X B� qui est un sous-groupe ouvert compact maximal de B� et K1 �

U1pΛq X B� son pro-p radical avec K{K1 � J{J1 � GLm1pkD1q. On note G ce groupe :
G � GLm1pkD1q.

On peut alors être plus précis sur le bloc associé au type pJ,λq. Étant donné une
décomposition λ � κb σ, on peut construire le foncteur

Kκ : RpGq ÝÑ RRpJ{J1q

π ÞÝÑ HomJ1pκ, πq

où l’action de J sur Kκpπq est donnée par x.ϕ � πpxq � ϕ � κpxq�1 pour π P RpGq,
ϕ P Kκpπq et x P J.
Ceci permet d’associer au type pJ,λq la sous-catégorie pleine RRpJ,λq dont les ob-
jets sont les représentations lisses V qui sont engendrées par le sous-espace maximal de
KκpV q dont tous les sous-quotients irréductibles ont leur support supercuspidal dans
la classe d’équivalence de pM � J{J1,σq (c’est-à-dire l’ensemble des paires supercus-
pidales pM 1,σ1q de G tel qu’il existe ε P GalpkD1{kEq tel que pM 1,σ1q est G -conjugué
à pM ,σεq). C’est cette sous-catégorie pleine qui est le bloc de RRpGq associé au type
pJ,λq.

On va maintenant utiliser certains résultats de [Chi18], où l’auteur établit une équi-
valence de catégories entre les blocs de RRpGq et des blocs de niveau 0 de RRpB�q.
Commençons par résumer son propos pour introduire les notions dont on se servira
ensuite.

On note RpG,ηq la sous-catégorie pleine de RRpGq des représentations engendrées
par leur composante η-isotopique. On définit une algèbre de Hecke HRpG,ηq : c’est la
R-algèbre des fonctions Φ : G ÝÑ EndRpηq telles que Φphgh1q � ηphq�Φpgq�ηph1q pour
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h, h1 P J1 et g P G, dont les supports sont une union finie de J1-double classes et munie
du produit de convolution

Φ1 � Φ2pgq �
¸

xPG{J1

Φ1pxqΦ2px
�1gq

pour g P G. On a un isomorphisme d’algèbre

ξ : HRpG,ηq � EndGpind
G
J1pηqq

donné par
ξpΦqpfqpgq � pΦ � fqpgq �

¸
xPG{J1

Φpxqpfpx�1gqq

où Φ P HRpG,ηq, f P indG
J1pηq et g P G .

On introduit aussi le foncteur

Mη : RpG,ηq ÝÑ Mod�HRpG,ηq
π ÞÝÑ HomGpind

G
J1η, πq

où l’action de Ψ P HRpG,ηq sur m PMηpV q est donnée par pm.Ψqpfq � mpΨ � fq pour
f P indG

J1pηq, avec
Ψ � fpgq �

¸
xPG{J1

Ψpxqpfpx�1gqq

pour g P G .

Théorème 4.1.1 ([Chi18], théorème 5.10). Le foncteur Mη est une équivalence de ca-
tégorie.

On définit également une algèbre de Hecke HRpB�,K1q de façon similaire : il s’agit
de la R-algèbre des fonctions Φ : B� ÝÑ EndRp1K1q telles que Φphgh1q � Φpgq pour
h, h1 P K1 et g P B�, dont les supports sont une union finie de K1-double classes. On
munit cette algèbre du produit de convolution

Φ1 � Φ2pgq �
¸

xPB�{K1

Φ1pxqΦ2px
�1gq

pour g P B�. On a comme plus haut un isomorphisme d’algèbre

ξ : HRpB�,K1q � EndB�pind
B�
K1 p1K1qq

donné par
ξpΦqpfqpgq � pΦ � fqpgq �

¸
xPB�{K1

Φpxqpfpx�1gqq
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où Φ P HRpB�,K1q, f P indB�
K1 p1K1q et g P B� .

On note RpB�,K1q la sous-catégorie pleine de RRpBq des représentations engendrées
par leur composante 1K1-isotopique. On introduit le foncteur

M1 : RpB�,K1q ÝÑ Mod�HRpB�,K1q

π ÞÝÑ HomB�pind
B�
K1 1K1 , πq

où l’action de Ψ P HRpB�,K1q sur m P M1pV q est donnée par pm.Ψqpfq � mpΨ � fq

pour f P indB�
K1 p1K1q, avec

Ψ � fpgq �
¸

xPB�{K1

Φpxqpfpx�1gqq

pour g P B�.

Ce foncteur est également une équivalence de catégories (cf [Chi17] théorème 3.2). Il
admet un quasi-inverse

M�1
1 : Mod�HRpB�,K1q ÝÑ RpB�,K1q

W ÞÝÑ W bHRpB�,K1q ind
B�
K1 p1q

qui est une équivalence de catégories où l’action à gauche de Φ P HRpB�,K1q sur
f P indB�

K1 p1q est donnée par Φ.f � Φ � f et l’action à gauche de x P B� sur w b f P

W bHRpB�,K1q ind
B�
K1 p1q est donnée par x.pw b fq � w b px.fq, où x.f : y ÞÝÑ fpyxq.

Dans son article [Chi18], Chinello construit un morphisme d’algèbre θ : HRpB�,K1q ÝÑ

HRpG,ηq qu’il prouve être un isomorphisme, ce qui permet d’obtenir une équivalence
de catégories

θ� : Mod�HRpG,ηq ÝÑ Mod�HRpB�,K1q

et il obtient par composition une équivalence de catégorie

F �M�1
1 � θ� �Mη : RpG,ηq ÝÑ RpB�,K1q.

L’action à droite de Φ P HRpB�,K1q sur un élément N de Mod�HRpG,ηq est donnée
par N.Φ � N.θpΦq. Le diagramme commutatif suivant illustre la situation.

RpG,ηq F //

Mη

��

RpB�,K1q

M1
��

Mod�HRpG,ηq θ� //Mod�HRpB�,K1q

Pour comprendre comment cette équivalence de catégories se comporte sur les blocs,
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il introduit deux foncteurs, le foncteur

Kκ : RpG,ηq ÝÑ RRpJ{J1q � RRpG q

π ÞÝÑ HomJ1pη, πq

que l’on a défini plus haut, et le foncteur

K1 : RpB�,K1q ÝÑ RRpK{K1q

π ÞÝÑ HomK1p1K1 , πq

où l’action de K sur K1pπ, V q est donnée par x.φ � πpxq � φ pour pπ, V q P RpB�,K1q,
φ P K1pπq et x P K.

Remarque 4.1.2. On verra plus tard (dans la preuve de la proposition 4.1.5) que
les identifications J{J1 � K{K1 sont compatibles au sens où elles font commuter le
diagramme

RRpG,ηq
Mη
//

Kκ ((

Mod�HRpG,ηq θ� //Mod�HRpB�,K1q
M�1

1 // RRpB�,K1q

K1uu

RRpJ{J1q
� // RRpK{K1q

Il utilise ensuite ces foncteurs pour prouver que ([Chi18] proposition 5.14 et 5.15)
RpJ,λq est équivalent au bloc de niveau 0 noté RpK,σq de RRpB�q avec KκpRpJ,λqq �
KKpRpK,σqq au sens suivant : une représentation pρ, Zq P RpB�,K1q appartient au
bloc RpK,σq si elle est engendrée par le sous-espace maximal de ZK1 dont tous les
sous-quotients irréductibles ont leur support supercuspidal dans la classe de pM ,σq.

4.1.2 Propriétés du foncteur F

On sait que le foncteur F induit une équivalence de catégorie entre le bloc RpG,ηq et
un bloc de niveau 0 de RRpB�q, et ce résultat (qui est le théorème 5.15 de [Chi18]) motive
la stratégie suivante. On va montrer que F se comporte bien vis-à-vis de la torsion par
le caractère ν et vis-à-vis de la supercuspidalité (c’est-à-dire qu’il préserve le fait d’être
supercuspidale) de façon à pouvoir utiliser les résultats du chapitre précédent pour en
déduire le bloc des représentations supercuspidales de Rlf

R pGq. C’est ce que l’on cherche
à faire maintenant.

On rappelle qu’on a au début de la section fait l’identification

J{J1 � K{K1 � GLm1pkD1q � G .
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Posons
H1 : Mod�HRpB�,K1q ÝÑ RRpK{K1q

W ÞÝÑ pτ,W q : τpkqpwq � w.fk�1

avec de plusH1pφq � φ pour φ P HomHRpB�,K1qpW1,W2q avecW1 etW2 deux HRpB�,K1q-
modules.

Dans [Chi15], l’auteur donne une description par générateurs et relations de l’algèbre
HRpB�,K1q. Pour cela, il définit pour x P B� la fonction caractéristique fx de la double
classe K1xK1 (dans la section 1.6), puis il trouve (dans la section 2.2) des générateurs
de l’algèbre HZpB�,K1q de la forme fx (avec x P B�). Plus précisément il introduit
l’uniformisante $D1 de D1 (choisie telle que $d1

D1 � $E avec $E une uniformisante de
E) et il définit la matrice

τi �

�
Idi 0
0 $D1Idm1�i

�

(où Idi désigne la matrice identité à i lignes et i colonnes), et il montre que l’algèbre
HZpB�,K1q est engendrée par les applications fx, quand x appartient à K ou appartient
à un ensemble contenant certaines matrices de la forme τi décrites en fonction du sys-
tème de racine de GL1m relativement au sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures (voir, toujours dans le même texte, section 2.1 et proposition 2.10).
On appelle ξ l’identification que l’on a fait entre J{J1 et K{K1, et pour k P J{J1, on
note k̃ l’élément de K{K1 vérifiant ξpkq � k̃. Comme l’application fx, pour x P K, ne
dépend que de la classe de x modulo K1, on peut la noter fk̃ avec k̃ P K{K1. Elle a pour
support k̃K1 et vaut 1 en k̃ (utilisées par exemple dans [Chi15], section 4.2). De plus, on
peut décrire θpfk̃q, il s’agit de l’élément noté f̃k̃ P HRpG,ηq ayant pour support kJ1 et
valant κpkq en k (utilisées par exemple dans [Chi18], dans la preuve de la proposition
5.14).

Lemme 4.1.3. Le foncteur K1 est équivalent au foncteur H1 �M1.

Le diagramme suivant illustre la situation.

RRpB�,K1q
M1 //

K1 ''

Mod�HRpB�,K1q

H1vv

RRpK{K1q

Preuve. On introduit la fonction de support iv (voir définition 1.1.10) avec support
dans K1 avec ivpgq � 1K1pgqpvq � v pour tout g P K1, où 1K1 désigne la représentation
triviale de K1. On va utiliser l’isomorphisme de la réciprocité de Frobenius

Φ : HomB�pind
B�
K1 p1K1q, πq ÝÑ HomK1p1, πq

m ÞÝÑ pv ÞÝÑ mpivqq
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On considère Ψ P HRpB�,K1q, m P HomB�pind
B�
K1 p1q, πq, φ P HomK1p1K1 , πq et v

appartenant à l’espace de la représentation 1K1 . On a

ΦpΦ�1pφq.Ψqpvq � pΦ�1pφq.Ψqpivq

en utilisant la réciprocité de Frobenius. Et comme par définition

pΦ�1pφq.Ψqpivq � Φ�1pφqpΨ � ivq,

on a
ΦpΦ�1pφq.Ψqpvq � Φ�1pφqpΨ � ivq.

Il s’agit alors de trouver Ψ P HRpB�,K1q telle que Ψ � iv � k.iv. En effet, pour un tel
Ψ, on a alors

ΦpΦ�1pφq.Ψqpvq � Φ�1pφqpk.ivq

� Φ�1pφqpindB�
K1 p1K1qpkqpivq

� πpkq � Φ�1pφqpivq

car Φ�1pφq P HomB�pind
B�
K1 p1K1q, πq. On a donc

ΦpΦ�1pφq.Ψqpvq � πpkq � pφqpvq.

Pour conclure, on montre que Ψ � fk�1 convient. En effet, k.iv a pour support K1k�1

et vaut v en k�1, ce qui est aussi le cas de fk�1 � iv puisque

fk�1 � ivpk
�1q � fk�1pk�1qpvq � 1K1pk�1qpvq � v.

Ceci prouve
ΦpΦ�1pφq.fk�1qpvq � πpkq � pφqpvq

ce qu’on voulait (en effet, K1pπqpkqpw1q � πpkq � w1 pour w1 P HomK1p1, πq, et H1 �

M1pπqpkqpw2q � w2.fk�1 avec w2 P HomB�pind
B�
K1 p1K1q, πq).

On va maintenant utiliser ces foncteurs pour prouver que le foncteur F préserve le
fait d’être supercuspidale.

Proposition 4.1.4. Une représentation irréductible de RRpG,ηq est supercuspidale
si et seulement si son image par Kκ l’est, et une représentation de RRpB�,K1q est
supercuspidale si et seulement si son image par K1 l’est.

Preuve. On traite le cas du foncteur Kκ, le cas du foncteur K1 étant similaire.
D’une part, si une représentation irréductible π de RRpG,ηq n’est pas supercuspidale,
c’est un sous-quotient irréductible d’une induite parabolique propre. Montrons que le
sous-groupe de Levi associé est β-admissible au sens de [SS16] §5.1.
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D’après la proposition 10.2 de [SS16], si π P RpJ,λq, alors π a son support supercuspidal
dans la classe rM,ρsG, où pM,ρq est associée à pJ,λq via la proposition 8.1 du même
ouvrage. En particulier π est un sous-quotient irréductible de indG

J pλq. En reprenant
la preuve du lemme 8.2 de ibid., on obtient que pM,ρq est inertiellement équivalent à
pM, ρ̃b� � �b ρ̃q où ρ̃ est une représentation supercuspidale de GLm{rpDq avec r un entier
divisant m1.
Par conséquent, M est constitué de r blocs de même taille, avec r|m1. Or on sait que

m1d1 �
md

rE : F s

donc rE : F s divise md{r ce qui prouve que M est β-admissible.
Puisque le sous-groupe de Levi associé est β-admissible, le foncteur Kκ préserve l’induc-
tion parabolique (voir le théorème 5.6 de [SS16]) et est exact, donc l’image de π par ce
foncteur est également un sous-quotient irréductible d’une induite parabolique propre,
et n’est donc pas supercuspidale.
D’autre part, le fait que l’image d’une représentation irréductible supercuspidale par Kκ

est encore supercuspidale découle de la proposition 6.10 de [MS14a] (qui nous dit qu’une
représentation est supercuspidale si et seulement si son type est un supertype) et de la
proposition 5.11 de la même référence (qui exprime l’image de Kκ en fonction du type).

Proposition 4.1.5. Soit π P RRpG,ηq. Alors π est supercuspidale si et seulement si
Fpπq est supercuspidale.

Preuve. On va utiliser les foncteurs H1 et K1 et s’inspirer de la preuve précédente. On
est dans la situation suivante

RRpG,ηq
Mη
//

Kκ ((

Mod�HRpG,ηq θ� //Mod�HRpB�,K1q

H1
��

RRpB�,K1q

K1uu

M1oo

RRpJ{J1q
ξ

// RRpK{K1q

où on appelle ξ l’identification que l’on a fait entre RRpJ{J1q et RRpK{K
1q, et pour

x P J{J1, on note x̃ l’élément de K{K1 vérifiant ξpxq � x̃. On va montrer que le
diagramme est commutatif.
On rappelle que x̃ P K{K1 agit sur m PMηpπ, V q par

x̃.m � m.θpfx̃�1q.

Cela découle en effet de la définition de θ� et du lemme 4.1.3. On rappelle que f̃x̃�1 P

HRpG,ηq est l’élément ayant pour support x�1J1 et valant κpx�1q en x�1. On va utiliser
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l’isomorphisme d’espaces vectoriels de la réciprocité de Frobenius

Φ : Mηpπ, V q ÝÑ Kκpπ, V q.

HomGpind
G
J1pηq, πq ÞÝÑ HomJ1pκ, πq

Le but est de prouver Φpx̃.mq � x.Φpmq pour tout x P J{J1 et tout m PMηpπ, V q.
Soit v P Vη l’espace de la représentation η, on a

Φpx̃.mqpvq � px̃.mqpivq

� pm.f̃x̃�1qpivq

� mpf̃x̃�1 � ivq

en utilisant successivement la réciprocité de Frobenius et ce qu’on a rappelé au début
de la preuve. Or, f̃x̃�1 � iv a pour support J1x�1 et

pf̃x̃�1 � ivqpx
�1q � f̃x̃�1px�1qpvq � κpx�1qpvq

par définition de f̃x̃�1 . Par ailleurs, la fonction x.iκpx�1qpvq a elle aussi pour support J1x�1

et vaut également κpx�1qpvq en x�1, par conséquent ces deux fonctions sont égales dans
HRpG,ηq. On en déduit que

Φpx̃.mqpvq � mpx.iκpx�1qpvqq

� mpindG
J1pηqpxqpiκpx�1qpvqqq

par définition de l’induite et en utilisant le fait que m P HomGpind
G
J1pηq, πq on a

Φpx̃.mqpvq � πpxqpmpiκpx�1qpvqqq.

Or en utilisant de nouveau la réciprocité de Frobenius on a

πpxqpmpiκpx�1qpvqqq � πpxqpΦpmqpκpx�1qpvqqq

� πpxq � Φpmq � κpx�1qpvq

qui est ce qu’on voulait par définition de Kκ donc finalement on a

Φpx̃.mqpvq � x.Φpmqpvq.

Ceci prouve que le diagramme de début de preuve était commutatif. Par conséquent,
pour toute représentation π P RRpG,ηq, on a l’isomorphisme de représentation

K1pFpπqq � ξpKκpπqq

ce qui entraîne le résultat puisque les foncteurs K1 et Kκ préservent la supercuspidalité
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(proposition 4.1.4).

Lemme 4.1.6. Le foncteur F préserve l’invariant s au sens suivant : pour toute repré-
sentation supercuspidale irréductible π de G, alors F pπq est irréductible et supercuspidale
et spF pπqq � spπq.

Preuve. L’image par F d’une représentation irréductible supercuspidale sera nécessai-
rement irréductible (car F est une équivalence de catégorie) et supercuspidale (d’après
la proposition 4.1.5). De plus, n’importe quelle représentation π supercuspidale irréduc-
tible du bloc RpJ,λq aura le même invariant s, et on sait que F envoie le bloc RpJ,λq
sur le bloc de niveau zéro RpK,σq. Or, par définition de l’invariant s, on a

spπq � spλq � spσq � spF pπqq.

On cherche à étudier à présent la représentation F pπνq. Rappelons que le foncteur
F est la composée de trois foncteurs, ce qui permet de procéder par étapes, en traitant
les trois foncteurs séparément. Dans la suite, on fixe χ un caractère non ramifié de G.

On va utiliser la fonction de support iv, définie à la définition 1.1.10, qui est ici

ivphq � ηphqpvq

pour tout v P Vη (où Vη désigne l’espace de la représentation η) et pour tout h P J1.
Elle appartient à indG

J1pηq avec support dans J1.

Définition 4.1.7. Soit pπ, V q P Rlf
R pGq, on considère Mηpπχq � HomGpind

G
J1η, πχq.

Pour χ un caractère de G, on définitMηpπqχ � HomGpind
G
J1η, πqχ en tant que HRpG,ηq-

module comme l’espace Mηpπq � HomGpind
G
J1η, πq muni de l’action de Ψ P HRpG,ηq

sur m PMηpπqχ via
pm.χΨqpfq � mpχ�1Ψ � fq

où χ�1Ψpxq � χpxq�1Ψpxq de sorte que

χ�1Ψ � fpgq �
¸

xPG{J1

χpxq�1Ψpxqpfpx�1gqq

pour f P indG
J1pηq et g P G .

On va utiliser la réciprocité de Frobenius (voir la proposition 1.1.13) qui donne un
isomorphisme de R-modules

Φ : HomGpind
G
J1η, πq ÝÑ HomJ1pη, πq

m ÞÝÑ pv ÞÝÑ mpivqq
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pour montrer le lemme suivant, qui prouve que le foncteur Mη est compatible avec la
torsion par un caractère.

Lemme 4.1.8. Soit Ψ P HRpG,ηq, π P Rlf
R pGq et χ un caractère non ramifié de G. On

a un isomorphisme de HRpG,ηq-module

Mηpπχq �Mηpπqχ.

Preuve. On introduit l’isomorphisme de la réciprocité de Frobenius mentionné ci-dessus

Φ1 : HomGpind
G
J1η, πχq ÝÑ HomJ1pη, πχq.

m ÞÝÑ pv ÞÝÑ mpivqq

De même si on considère Mηpπq � HomGpind
G
J1η, πq on a un autre isomorphisme de

R-modules
Φ2 : HomGpind

G
J1η, πqχ ÝÑ HomJ1pη, πq.

m ÞÝÑ pv ÞÝÑ mpivqq

Or notons que comme χ est trivial sur J1 qui est compact, on a l’égalité d’espaces
vectoriels

HomJ1pη, πχq � HomJ1pη, πq.

On obtient alors le résultat cherché par composition de Φ1 par Φ�1
2 si pour m1 PMηpπχq

et m2 PMηpπqχ vérifiant Φ1pm1q � Φ2pm2q, alors Φ1pm1.Ψq � Φ2pm2.χΨq. C’est ce que
l’on montre maintenant.
Soit v P Vη, on a

Φ1pm1.Ψqpvq � pm1.Ψqpivq
� m1pΨ � ivq

avec
Ψ � ivpgq �

¸
xPG{J1

Ψpxqpivpx�1gqq

pour g P G.
De même, on a

Φ2pm2.χΨqpvq � pm2.χΨqpivq
� m2pχ

�1Ψ � ivq

avec
χ�1Ψ � ivpgq �

¸
xPG{J1

χpxq�1Ψpxqpivpx�1gqq

pour g P G. On remarque maintenant que pour tout y P G et pour tout f P indG
J1η on a

par définition de l’induction
y.f � indG

J1pηqpyqpfq.
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Par conséquent,
m1py.fq � χpyqπpyqpm1pfqq

car m1 PMηpπχq.
Similairement, on prouve

m2py.fq � πpyqpm2pfqq

car m2 PMηpπqχ.
Comme de plus par hypothèse m1 et m2 ont été choisis vérifiant Φ1pm1q � Φ2pm2q, on
a également pour tout v P Vη,

m1pivq � m2pivq.

Par conséquent
m1py.ivq � χpyqπpyqpm1pivqq

� χpyqπpyqpm2pivqq

� χpyqm2py.ivq

d’où pour tout y P G et pour tout v P Vη

m1py.ivq � χpyqm2py.ivq.

On veut montrer m1pΨ � ivq � m2pχ
�1Ψ � ivq pour tout Ψ P HRpG,ηq. On a vu dans la

remarque 1.1.11 la décomposition

f �
¸

xPG{J1

x�1.ifpxq

pour tout f P indG
J1pηq, c’est ce que l’on va utiliser. On a

m1pΨ � ivq � m1p
°

xPG{J1
x�1.iΨ�ivpxqq

�
°

xPG{J1
m1px

�1.iΨ�ivpxqq

�
°

xPG{J1
χpx�1qm2px

�1.iΨ�ivpxqq

�
�

°
xPG{J1

m2px
�1.iχ�1Ψ�ivpxqq

� m2p
°

xPG{J1
x�1.iχ�1Ψ�ivpxqq

� m2pχ
�1Ψ � ivq

où l’égalité surmontée d’une étoile découle du fait que d’une part, pour tout g P G tel
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que gx�1 P J1, on a

x�1.χpx�1qiΨ�ivpxqpgq � χpxq�1ηpgx�1qpΨ � ivpxqq

� ηpgx�1qpχpxq�1Ψ � ivpxqq

� ηpgx�1qp
°

x̃PG{J1
χpxq�1Ψpx̃qpivpx̃�1xqqq

�
� ηpgx�1qp

°
x̃PG{J1

χpx̃q�1Ψpx̃qpivpx̃�1xqqq

� ηpgx�1qpχ�1Ψ � ivpxqq

� x�1.iχ�1Ψ�ivpxqpgq

où la nouvelle égalité surmontée d’une étoile découle du fait que iv a pour support J1

donc les termes x̃ qui contribuent à la somme vérifient x P x̃J1 donc comme χ est non
ramifié χpxq � χpx̃q. Si d’autre part gx�1 R J1, alors l’identité

x�1.χpx�1qiΨ�ivpxqpgq � x�1.iχ�1Ψ�ivpxqpgq

est vérifiée puisque les deux termes sont nuls, ce qui conclut la preuve.

Pour A une algèbre à division sur un corps k, on note NrdA{k la norme réduite de
A et on note Nk̃{k la norme d’une extension de corps k̃{k. On introduit ν̃ le caractère
valeur absolue de la norme réduite de B�, c’est-à-dire la valeur absolue normalisée de E
(qui à une uniformisante de E associe q�1

E , avec qE le cardinal du corps résiduel de E)
composée avec la norme réduite de B sur E. De plus, on note e l’indice de ramification
de f le degré résiduel de E{F .
On rappelle la définition du foncteur M1 :

M1 : RpB�,K1q ÝÑ Mod�HRpB�,K1q

π ÞÝÑ HomB�pind
B�
K1 1K1 , πq

où l’action de Ψ P HRpB�,K1q sur m P M1pV q est donnée par pm.Ψqpfq � mpΨ � fq

pour f P indB�
K1 p1K1q, avec

Ψ � fpgq �
¸

xPB�{K1

Φpxqpfpx�1gqq

pour g P B�.

La proposition suivante montre que le foncteur F se comporte bien vis-à-vis du
caractère valeur absolue de la norme réduite.

Proposition 4.1.9. Soit π P RRpG,ηq une représentation supercuspidale irréductible.
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On a l’isomorphisme de représentations

Fpπνq � Fpπqν̃.

Preuve. On va procéder en trois étapes. D’abord on va prouver que F pπqν̃�1 est de
la forme F pπχ�1q avec un χ un caractère non ramifié de G, ensuite on en déduira que
χθpΨ̃q � θpν̃Ψ̃q pour tout Ψ̃ P HRpB�,K1q et on conclura en montrant que χ est en fait
le caractère ν.
On sait de par la description de l’action du foncteur F sur les blocs dans la catégorie
des représentations de longueur quelconque (c’est-à-dire le théorème 5.15 de [Chi18])
que F induit une équivalence de catégorie entre le bloc de π et celui de F pπq. Or les
représentations du bloc de π sont les représentations ayant même support supercuspidal
que π à inertie près. Comme π est supercuspidale, F pπq l’est aussi d’après la proposition
4.1.5, et comme similairement, le bloc de F pπq sont les représentations ayant même
support supercuspidal que F pπq à inertie près, ceci prouve qu’il existe χ un caractère
non ramifié de G tel que

F pπqν̃�1 � F pπχ�1q.

Le foncteur F est une composée de trois foncteurs. On a montré au lemme 4.1.8 que le
foncteur Mη est compatible avec la torsion par un caractère. La même preuve montre
qu’il en va de même avec le foncteur M1, donc avec son pseudo inverse, et il s’agit
maintenant de s’intéresser au foncteur θ�. On montre à présent que χθpΨ̃q � θpν̃Ψ̃q,
pour Ψ̃ P HRpB�,K1q.
Pour étudier la compatibilité de θ� par rapport au caractère ν, on considère π P RpG,ηq
et π̃ P RpB�,K1q. On note

Φ : θ�pHomGpind
G
J1pηq, πqq ÝÑ HomB�pind

B�
K1 p1q, F pπqq

un isomorphisme de HRpB�,K1q-modules entre θ�Mηpπq et M1pF pπqq, c’est-à-dire que
Φpa.Ψ̃q � Φpaq.Ψ̃ pour tout a P θ�pHomGpind

G
J1pηq, πqq et tout Ψ̃ P HRpB�,K1q.

Soit maintenant a P θ�pHomGpind
G
J1pηq, πqχq. Comme on sait que F pπχ�1q � F pπqν̃�1,

on a
Φpa.χ�1Ψ̃q � Φpaq.ν̃�1Ψ̃

puisque Φ est un isomorphisme de HRpB�,K1q-modules entre θ�Mηpπχ
�1q etM1pF pπqν̃

�1q.
Soit f̃ P indB�

K1 p1q, on a donc

Φpa.χ�1Ψ̃qpf̃q � Φpaq.ν̃�1Ψ̃pf̃q
� Φpaq.ν̃Ψ̃pf̃q
� Φpa.ν̃Ψ̃qpf̃q car Φ est un isomorphisme de HRpB�,K1q-modules
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par conséquent
a.χ�1Ψ̃pf̃q � a.ν̃Ψ̃pf̃q

ô apχθpΨ̃q � f̃q � apθpν̃Ψ̃q � f̃q

ce qui est valable pour tout a P θ�pHomGpind
G
J1pηq, πqχq et tout f̃ P indB�

K1 p1q, donc

χθpΨ̃q � θpν̃Ψ̃q.

Il reste à prouver que χ est le caractère ν. Soit τ � diagp1, 1, 1, . . . , $D1q (où l’uni-
formisante n’apparaît qu’une fois). En prenant Ψ̃ � fτ dans l’identité précédente, on
obtient

χθpfτ q � θpν̃fτ q.

Soit x P G, d’une part on a

χθpfτ qpxq � χpxqθpfτ qpxq

et d’autre part
θpν̃fτ qpxq � θpν̃pτqfτ qpxq � ν̃pτqθpfτ qpxq

donc χpxq � ν̃pτq quand θpfτ qpxq n’est pas nul.
Pour conclure que χ � ν, il suffit alors de montrer que ν̃pτq � νpxq pour un x tel que
θpfτ qpxq � 0. D’après [Chi18] §3.7, τ appartient au support de θpfτ q donc il suffit de
montrer que ν̃pτq � νpτq. C’est ce qu’on se propose de démontrer maintenant.
D’une part, on a

ν̃pτq � |NrdMm1 pD1q{Epdiagp1, 1, . . . , $D1qq|E � |NrdD1{Ep$D1q|E

et d’après [PR94] §1.4.1, on a

NrdD1{Ep$D1q � NEr$D1 s{E
p$D1q

et comme $d1

D1 � $E , cette dernière norme est le déterminant de la matrice compagnon
�
��������

0 0 . . . 0 $E

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 0

�
�������


c’est-à-dire p�1qd1�1$E donc

ν̃pτq � |$E |E � q�1
E .
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D’autre part,
νpτq � |NrdMmpDq{F pdiagp1, 1, . . . , $D1q|F

or
NrdMmpDq{F pdiagp1, 1, . . . , $D1qq � NE{F �NrdB{Epdiagp1, 1, . . . , $D1qq.

On a
NrdB{Epdiagp1, 1, . . . , $D1qq � NrdD1{Ep$D1q � �$E .

Or, d’après le corollaire de la proposition I.5.3 de [CF67],

|NE{F p$Eq|F � pq�1
F qf � q�1

E

d’où
νpτq � q�1

E

et on a bien ν̃pτq � νpτq ce qui prouve que χ � ν.

On conclut cette section avec la propriété suivante, qui nous donne la dernière pro-
priété du foncteur F dont on a besoin : sa compatibilité avec l’invariant ε.

Proposition 4.1.10. Le foncteur F préserve l’invariant ε, au sens suivant : si π est
une représentation irréductible supercuspidale de G, εpF pπqq � εpπq.

Preuve. On sait que εpπq est le plus petit entier k ¥ 1 tel que πνk � π (voir définition
1.1.37). Or,

πνk � π ðñ Fpπνkq � Fpπq
ðñ Fpπqν̃k � Fpπq

d’après la proposition 4.1.9.

4.2 Décomposition en blocs

On décompose dans cette section la catégorie Rlf
R pGq en blocs en utilisant les résultats

obtenus sur le foncteur F dans la section précédente. On commence par utiliser notre
travail dans la section précédente pour obtenir la proposition suivante qui généralise la
proposition 3.4.3 depuis le cas des représentations de niveau 0.

Proposition 4.2.1. Soit π, π1 deux représentations irréductibles supercuspidales de G.
On suppose qu’elles sont dans le même bloc (dans la catégorie des représentations de
longueur quelconque). S’il existe i ¥ 0 tel que ExtiGpπ1, πq � t0u, alors

1. Si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq, alors π1 � π.

2. Si εpπq|spπq, alors il existe j P N tel que π1 � πνj.
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Preuve. Supposons qu’il existe i ¥ 0 tel que

ExtiGpπ1, πq � t0u .

Comme les représentations π1 et π sont dans le même bloc dans la catégorie des repré-
sentations de longueur quelconque, alors d’après la proposition 10.2 de [SS16], il exite
η tel que π, π1 P RpG,ηq avec les notations de la section précédente, et on peut intro-
duire l’application F qui est une équivalence de catégorie entre RpG,ηq et RpB�,K1q

(toujours avec les notations de la section précédente). Comme F est une équivalence de
catégorie, on a

ExtiGpFpπ1q,Fpπqq � t0u .

D’après la propriété 3.4.3, ceci a pour conséquence que Fpπ1q est isomorphe à

1. Fpπqν̃j (pour un j P N) si εpFpπqq|spFpπqq ;

2. Fpπq si εpFpπqq � 1 ou si εpFpπqq - spFpπqq.

D’après la compatibilité de F avec la torsion par ν (voir la proposition 4.1.9), c’est
équivalent à ce que Fpπ1q soit isomorphe à

1. Fpπνjq (pour un j P N) si εpFpπqq|spFpπqq ;

2. Fpπq si εpFpπqq � 1 ou si εpFpπqq - spFpπqq.

Et puisque le foncteur F préserve les invariants ε et s (d’après les propositions 4.1.6 et
4.1.10, c’est équivalent à ce que F pπ1q soit isomorphe à

1. F pπνjq (pour un j P N) si εpπq|spπq ;

2. F pπq si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq.

donc comme F est une équivalence de catégorie c’est équivalent à ce que π1 soit isomorphe
à

1. πνj (pour un j P N) si εpπq|spπq ;

2. π si εpπq � 1 ou si εpπq - spπq

ce qui conclut la preuve.

On considère à présent deux R-représentations π et π1 irréductibles de G. On note
τ1 b � � � b τr le support supercuspidal de π, et on pose α � pm1, . . . ,mrq est une décom-
position de m correspondant à la forme du support supercuspidal de π (c’est-à-dire que
τi est une représentation de GLmipDq).
On associe à cette décomposition le sous-groupe de Levi standard M � Mα des matrices
diagonales par blocs de tailles m1, . . . ,mr respectivement, que l’on identifie au produit
GLm1pDq� � � ��GLmrpDq, et on considère le sous-groupe P � Pα des matrices triangu-
laires supérieures par blocs de tailles m1, . . . ,mr respectivement, qui est un sous-groupe
parabolique de G de facteur de Levi Mα, et on note N � Nα son radical unipotent. On
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note iGP le foncteur d’induction parabolique de Mα à G suivant Pα.
Le but est d’établir un lien entre le support supercuspidal de π et celui de π1 s’ils ont
un espace d’extension non nul pour un indice i ¥ 0. Pour cela, on va s’inspirer de [SS16]
§1.1 et généraliser la propriété 4.2.1.

Proposition 4.2.2. On suppose que π et π1 sont deux représentations irréductibles de
G appartenant au même bloc (dans la catégorie des représentations de longueur quel-
conque). S’il existe i ¥ 0 tel que ExtiGpπ1, πq � t0u, alors le support supercuspidal de π1

est τ1ν
j1 b � � �b τrν

jr , avec jk un entier positif qui est nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq
.

Preuve. On va procéder en plusieurs étapes :

1. Cas où π1 est cuspidale et où π ne l’est pas.
On procède par récurrence sur i, en montrant la contraposée (on suppose donc
que le support supercuspidal de π1 n’est pas de la forme τ1ν

j1 b � � � b τrν
jr , avec

jk un entier positif qui est nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq ). Comme π n’est pas
cuspidale, on a une injection de π dans iGP pτq avec τ une représentation cuspidale
d’un sous-groupe de Levi M associé à un sous-groupe parabolique P et un radical
unipotent N. On a la suite exacte courte

0 // π // iGP pτq
// λ // 0

qui définit λ et on en déduit en appliquant le foncteur HomGpπ
1, .q la suite exacte

Exti�1
G pπ1, λq // ExtiGpπ1, πq // ExtiGpπ1, iGP pτqq.

Un sous-quotient irréductible A de λ a le même support supercuspidal que π car
ils appartiennent à la même induite et par conséquent on peut utiliser l’hypothèse
de récurrence qui nous dit que Exti�1

G pπ1, Aq � 0, ce qui est vrai pour tout sous-
quotient irréductible A de λ donc Exti�1

G pπ1, λq � 0.
Pour montrer que ExtiGpπ1, iGP pτqq est nul, on utilise la réciprocité de Frobenius,
et en notant π1N le module de Jacquet de π1 relativement au triplet parabolique
pP,M,Nq, on a

ExtiGpπ1, iGP pτqq � ExtiMpπ1N, τq � 0.

Ceci donne ExtiGpπ1, πq � 0 et conclut la récurrence.

2. Cas où π est cuspidale et où π1 ne l’est pas.
On résout ce cas-là en considérant les contragrédientes π_ et π1_ :

ExtiGpπ1, πq � ExtiGpπ_, π1_q

qui est nul par le cas précédent.
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3. Cas où π n’est pas supercuspidale, mais où π et π1 sont cuspidales.
De même, on procède par récurrence sur i en montrant la contraposée. Comme
π n’est pas supercuspidale, elle apparaît comme sous-quotient de iGP pτq avec τ
une représentation supercuspidale d’un sous-groupe de Levi M associé à un sous-
groupe parabolique P et un radical unipotent N. On considère la plus petite
sous-représentation V de iGP pτq tel que π apparaisse dans V , de sorte que l’on
puisse écrire π � V {W avec W une sous-représentation de V dans laquelle π
n’apparaît pas. On note k (dépendant de πq le nombre de sous-quotients irréduc-
tibles cuspidaux de W et on fait une récurrence sur k.
Plus précisément l’hypothèse de récurrence est P pkq : "Pour tout π, π1 repré-
sentations irréductibles de G, on note τ1 b � � � b τr le support supercuspidal
de π, et on suppose que le support supercuspidal de π1 n’est pas de la forme
τ1ν

j1 b � � � b τrν
jr , avec jr nul si εpτrq � 1 ou si εpτrq - spτrq. On note kpπq le

nombre de sous-quotients irréductibles cuspidaux de la représentation W telle
que π est un sous-quotient V {W d’une induite parabolique propre iGP pτq (avec
V la plus petite sous-représentation de iGP pτq vérifiant cela). Si k � kpπq, alors
Extipπ1,W q � 0."
On a la suite exacte courte

0 // V // iGP pτq
// iGP pτq{V

// 0

et on en déduit en appliquant le foncteur HomGpπ
1, .q la suite exacte

Exti�1
G pπ1, iGP pτq{V q

// ExtiGpπ1, V q // ExtiGpπ1, iGP pτqq.

L’espace ExtiGpπ1, iGP pτqq est nul par adjonction. De plus, tous les sous-quotients
irréductibles λ de iGP pτqq vérifient Ext

i�1
G pπ1, λq � 0. En effet, si λ n’est pas cus-

pidale, cela découle d’un des cas précédents (puisque π1 est cuspidale), et si λ est
cuspidal, c’est une conséquence de l’hypothèse de récurrence sur i. Par conséquent
Exti�1

G pπ1, iGP pτq{V q � 0 et on en déduit ExtiGpπ1, V q � 0. Or, on a également la
suite exacte courte

0 //W // V // π // 0

dont on déduit la suite exacte

ExtiGpπ1, V q // ExtiGpπ1, πq // Exti�1
G pπ1,W q

et on vient de montrer que le membre de gauche est nul. Pour conclure, il reste à
montrer que Exti�1

G pπ1,W q � 0. Si kpπq � 0, tous les sous-quotients irréductibles
de W sont non cuspidaux et le résultat découle du premier cas étudié (car alors
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Exti�1
G pπ1, λq � 0 pour tout sous-quotients irréductible λ deW ). Si kpπq � 0, tous

les sous-quotient irréductibles λ de W vérifient quand même Exti�1
G pπ1, λq � 0.

En effet, si λ n’est pas cuspidal, cela découle du premier cas traité, et si λ est
cuspidal, alors kpλq   kpπq et cela découle de l’hypothèse de récurrence sur k.
Dans les deux cas on a Exti�1

G pπ1,W q � 0.

4. Cas où π1 n’est pas supercuspidale, mais où π et π1 sont cuspidales.
De même, on résout ce cas en utilisant les contragrédientes.

5. Cas où π et π1 sont supercuspidales.
Ce cas a fait l’objet de la proposition 4.2.1.

6. Cas où ni π ni π1 ne sont cuspidales.
Encore une fois, on procède par récurrence sur i et par contraposée. Comme
π n’est pas cuspidale, on peut l’écrire comme une sous-représentation de iGP pτq
où τ est une représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi M associé à un
sous-groupe parabolique P et un radical unipotent N. On a la suite exacte courte

0 // π // iGP pτq
// λ // 0

qui définit λ et on en déduit en appliquant le foncteur HomGpπ
1, .q la suite exacte

Exti�1
G pπ1, λq // ExtiGpπ1, πq // ExtiGpπ1, indG

P pτqq � ExtiMpπ1N, τq

où π1N est encore le module de Jacquet de π1 relativement au triplet parabolique
pP,M,Nq. La démonstration que Exti�1

G pπ1, λq � 0 est la même que dans le pre-
mier cas étudié.
Il reste à montrer que ExtiMpπ1N, τq � 0. D’après le cas où π et π1 sont toutes
deux cuspidales (cas qui a été traité via plusieurs des cas précédents), on a
ExtiMpσ, τq � 0 pour toute représentation irréductible σ de M qui n’est pas iso-
morphe à τνj , avec j P N (on utilise ici l’unicité du support supercuspidal, voir
[MS14a] théorème 8.16). Il suffit donc de montrer qu’il n’existe pas j P N tel que
τνj soit un sous-quotient de π1N (en effet, si pour tout sous-quotient irréductible
A de π1N, on a Exti�1

G pA, τq � 0, alors Exti�1
G pπ1N, τq � 0).

Supposons par l’absurde qu’il existe j P N tel que τνj apparaisse dans π1N. Comme
π1 n’est pas cuspidale, on peut l’écrire comme sous-quotient de iGP’pτ

1q avec τ 1 une
représentation supercuspidale d’un sous-groupe de Levi M1 associé à un sous-
groupe parabolique P1. D’après le lemme géométrique (cf [MS14a] (1.3)), il existe
une matrice de permutation w telle que τνj apparaisse dans iMMXP1wpτ

1wq. On peut
supposer que w � 1 (quitte à remplacer τ 1 par τ 1w) de sorte que τνj apparaisse
dans iMMXP1pτ

1q. En appliquant iGP , on en déduit que πνj apparaît dans iGP1pτ
1q,

donc a le même support supercuspidal que π1, ce qui est absurde.
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Notation 4.2.3. Comme la condition de la proposition sur le support supercuspidal
reviendra souvent, on lui donne un nom : on dit que π1 s

� π si, étant noté τ1 b � � � b τr

le support supercuspidal de π, alors celui de π1 est τ1ν
j1 b � � � b τrν

jr , avec jk un entier
positif qui est nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq , pour tout 1 ¤ k ¤ n.

Définition 4.2.4. Soit π une représentation irréductible de G, on lui associe l’ensemble
Bpπq des représentations π1 irréductibles de G qui vérifient π1 s� π (voir la notation 4.2.3).
On appelle B l’ensemble des Bpπq quand π parcourt les représentations irréductibles de
G.

Proposition 4.2.5. La catégorie Rlf
R pGq des représentations de G de longueur finie

se décompose : Rlf
R pGq �

À
BPB

RBpGq où RBpGq est la sous-catégorie de Rlf
R pGq des

représentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans B.

Preuve. Soit V une représentation de G de longueur finie. On se propose de décom-
poser V en procédant par récurrence sur la longueur de V . On considère π une sous-
représentation irréductible de V . On a vu (voir proposition 4.2.2) que si π1 est une autre
représentation irréductible de G telle que

Ext1Gpπ1, πq � t0u

(notons que l’on peut utiliser la proposition 4.2.2 car Ext1Gpπ1, πq � t0u implique que les
représentations π et π1 sont dans le même bloc dans la catégorie des représentations de
longueur quelconque), alors le support supercuspidal de π1 est de la forme τ1ν

j1 b � � � b

τrν
jr , avec jk nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq (et sinon, jr est un entier positif).

On pose S � Bpπq. Soit π1 P S et π2 R S (avec π2 une représentation irréductible de G).
Si par l’absurde Ext1Gpπ1, π2q � t0u alors on sait que le support supercuspidal de π2 est
de la forme τ1ν

j̃1 b � � � b τrν
j̃r , avec j̃k nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq, ce qui prouve

π2 P S, absurde. Par conséquent Ext1Gpπ1, π2q � 0 et le théorème 1.4.6 décompose la
catégorie et donne

V � V1
à

V2

où les sous-quotients irréductibles de V1 sont les éléments de Bpπq. Comme la longueur
de V2 est strictement inférieure à celle de V , ceci conclut la récurrence.

Il reste à montrer que les facteurs directs obtenus sont indécomposables.

Proposition 4.2.6. Soit π, π1 deux représentations irréductibles de G irréductibles. On
suppose que π1 s

� π (voir la notation 4.2.3). Alors π et π1 apparaissent dans une même
représentation indécomposable de longueur finie.

Preuve. On suppose que le support supercuspidal de π1 est de la forme τ1ν
j1b� � �bτrν

jr ,
avec jk un entier positif qui est nul si εpτkq � 1 ou si εpτkq - spτkq , pour tout 1 ¤ k ¤ n.
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Ceci nous assure, d’après la proposition 1.1.43 (notons que si εpτkq � 1, on utilise plutôt
la proposition 1.1.44), que pour tout 1 ¤ k ¤ n, la représentation τk admet un relèvement
cuspidal τ̃k, dont la réduction modulo l contient alors à la fois τk et τkνjk (d’après la
proposition 1.1.40).
On peut alors choisir les τ̃k pour que l’induite

iGP pτ̃1 b � � � b τ̃rq

soit irréductible. En effet, on va utiliser la théorie des segments, introduite par Bernstein
et Zelevinsky dans [BZ77] et [BZ80]. D’après le théorème 7.24 de [MS14a], qui généralise
le théorème 4.2 de [BZ80] au cas modulaire, l’induite iGP pτ̃1 b � � � b τ̃rq est irréductible si
et seulement si pour tout i, j P r1, rs, le i-ème et le j-ème segment ne sont pas liés, ce
qui d’après le même théorème est le cas si et seulement si pour tout i, j P r1, rs, l’induite
τ̃i � τ̃j est irréductible. La proposition 4.40 de [MS14b] nous assure alors que cela est
équivalent au fait que pour tout i, j P r1, rs, alors mi est différent de mj , ou mi � mj et
τ̃i � τ̃jν

�spτ̃jq et τ̃i � τ̃jν
spτ̃jq.

Or, on peut toujours choisir les τ̃k pour remplir cette dernière condition. En effet, on les
fixe un par un : pour i allant de 1 à r, on s’assure que pour tout j allant de 1 à i� 1 on
ait

τ̃i � τ̃jν
�spτ̃jq

et
τ̃i � τ̃jν

spτ̃jq

(si mi � mj sinon il n’y a rien à faire), ce qui est possible car il n’y a que deux repré-
sentations à éviter pour le choix de τ̃i et on peut tordre τ̃i autant de fois qu’on le veut
par un caractère quelconque d’ordre une puissance de l, ce qui ne change pas la réduc-
tion modulo l de τ̃i. On a donc prouvé qu’on peut supposer l’induite iGP pτ̃1 b � � � b τ̃rq

irréductible.
Par définition, on sait que π apparaît dans l’induite parabolique iGP pτ1 b � � � b τrq et que
π1 apparaît dans ipτ1ν

j1 b � � � b τrν
jrq. D’après la proposition 1.1.35, les représentations

rlpi
G
P pτ̃1b� � �b τ̃rqq et iGP prlpτ̃1b� � �b τ̃rqq ont les mêmes sous-quotients irréductibles, par

conséquent π et π1 apparaissent toutes deux dans rlpiGP pτ̃1 b � � � b τ̃rqq, et apparaissent
donc dans une même représentation indécomposable de longueur finie (d’après le lemme
1.1.39).

On obtient en combinant les deux propositions précédentes le théorème suivant, qui
est l’objectif de ce texte.

Théorème 4.2.7. La catégorie Rlf
R pGq des représentations de G de longueur finie se

décompose : Rlf
R pGq �

À
BPB

RBpGq où RBpGq est la sous-catégorie de Rlf
R pGq des repré-
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sentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans B.
De plus les sous-catégories RBpGq sont indécomposables.

Ceci signifie que toute représentation de longueur finie V se décompose

V �
à
B

VB

où tous les sous-quotients irréductibles de VB sont dans le même bloc B, et si de plus
B � B1, alors HomGpVB, VB1q � 0 et HomGpVB1 , VBq � 0.
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Titre : Décomposition en blocs de la catégorie des représentations l-modulaires lisses et de

longueur �nie de GLmpDq

Mots clés : Représentations modulaires, groupes p-adiques, décomposition en blocs

Résumé : Le cadre de la thèse est le suivant : soit

F un corps commutatif localement compact non ar-

chimédien de caractéristique résiduelle p et soit D

une algèbre à division centrale de dimension �nie

sur F . On �xe m un entier strictement positif et on

s'intéresse à la catégorie Rlf

Fl
pGq des représentations

lisses et de longueur �nie de GLmpDq à coe�cients

dans Fl.

L'objectif de la thèse est de décomposer en blocs

cette catégorie.

La stratégie employée consiste à trouver une condi-

tion portant sur le support supercuspidal pour que

deux représentations de Rlf

Fl
pGq aient un espace

d'extension non trivial, et à utiliser cette condi-

tion pour décomposer la catégorie. Dans un premier

temps, on se restreint aux représentations supercus-

pidales de niveau 0, puis on en déduit le cas général.

Title : Block decomposition of the category of l-modular �nite length smooth representations

of GLmpDq

Keywords : Modular representations, p-adic groups, block decomposition

Abstract : Let F be a nonarchimedean locally

compact �eld of residue characteristic p and let D

be a �nite dimensional central division algebra over

F . Let m be a stricly positive integer. We study

the category Rlf

Fl
pGq of smooth �nite length Fl-

representations of GLmpDq and the aim is to �nd

a block decomposition of this category.

For this, we �nd a condition involving supercuspidal

support for two representations in Rlf

Fl
pGq to have a

non trivial extension space, and we use this to de-

compose the category. At �rst, we work only with

supercuspidal level 0 representations, then we de-

duce the general case.
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