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Introduction

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et soit D une algebre a division centrale de dimension finie sur F' dont on
note le degré réduit d. Pour tout entier m = 1, on pose G = GL,,,(D) qui est une forme
intérieure du groupe GL,(F') avec n = md. On pose R un corps algébriquement clos de
caractéristique [ avec [ # p et on s’intéresse aux R-représentations lisses et de longueur
finie de GL,, (D).

Dans le cas ou R = C, on parle de représentations complexes. Dans le cas ou [ est un
nombre premier, les représentations de G sont appelées représentations modulaires ou
[-modulaires, et c’est le cas qui nous intéresse. La théorie des représentations modulaires
des groupes p-adiques a été développée par Vignéras dans [Vigd6] en 1996, notamment
dans le cas déployé ou G = GL,,(F'). Le cas non déployé a été développé dans [MS14al]
par Minguez et Sécherre. La théorie dans le cas modulaire s’appuie sur la théorie des
représentations complexes, mais il y a cependant des propriétés du cas complexe qui
ne fonctionnent plus dans le cas modulaire. Donnons un exemple : on dit qu’'une R-
représentation irréductible de G est cuspidale si elle n’est pas une sous-représentation
d’une induite parabolique propre, et on dit qu’elle est supercuspidale si elle n’est pas un
sous-quotient d’une induite parabolique propre d’une représentation irréductible. Dans
le cas complexe, une représentation irréductible cuspidale est automatiquement super-
cuspidale, et ce n’est pas le cas pour les représentations modulaires. Une autre différence
avec le cas complexe est que les représentations /[-modulaires d’'un groupe compact ne

sont pas forcément semi-simples.

Quant on passe au cas non déployé, de nouvelles difficultés apparaissent. Notamment,
la réduction modulo I d’une représentation irréductible cuspidale entiere de G sur Q; n’est
pas forcément irréductible. 11 y a aussi des représentations irréductibles cuspidales p sur
F; telles qu’il n’existe pas de représentation irréductible cuspidale entiere sur Q; dont la

réduction modulo [ est exactement p.

L’objet de cette these est I'étude des R-représentations lisses et de longueur finie
de GL,,(D), dans le cas ou R = ;. Un objectif naturel est de considérer la catégorie

%g(G) de ces représentations et de tenter de la décomposer en blocs, au sens suivant :



une catégorie abélienne Z est somme directe de deux sous-catégories pleines %1 et %s
si pour tout objet V € £, il existe une unique décomposition V = Vi @ Vs, avec V; € %,
Vo € %o et Homy(Vy, Vo) = Homg(Va, V1) = 0. Un facteur direct de la catégorie Z que
I’'on ne peut plus décomposer ainsi est appelé un bloc de la catégorie #Z. L’intérét de
cette notion est qu’alors chaque représentation et chaque morphisme de la catégorie se
décomposent en fonction des blocs, ce qui rameéne la compréhension de la catégorie a la

compréhension de ses blocs.

Dans le cas ou G est un groupe fini, et R un corps algébriquement clos de caractéris-
tique ne divisant pas l'ordre de G, les représentations sont toutes semi-simples donc il y
a une décomposition en blocs : chaque bloc est constitué de représentations isomorphes

a une somme directe de copies d’une représentation irréductible fixée.

Introduisons les notions de support cuspidal et support supercuspidal. Soit m une
représentation irréductible lisse de G. Le support cuspidal de 7 est la classe de G-
conjugaison du couple (M, p), ou M est un sous-groupe de Levi de G et p une représen-
tation irréductible cuspidale de M telle que 7w est une sous-représentation de l'induite
parabolique ig (p), avec P un sous-groupe parabolique de G ayant M comme sous-groupe
de Levi. Quand G est un groupe réductif p-adique, le support cuspidal est unique.

Le support supercuspidal est un couple (M, p) avec M un sous-groupe de Levi de G
et p une représentation irréductible supercuspidale de M telle que 7 apparait comme
sous-quotient irréductible de i (p). Quand G = GL,,(D), le support supercuspidal est

unique également.

Soit (M, p) un élément du support cuspidal de 7. On définit la classe inertielle de
support cuspidal comme I’ensemble des paires cuspidales (M, p’) qui sont G-conjuguées
a (M, px) avec x un caractére non ramifié de M. Similairement, pour (M, p) le support
supercuspidal de 7, on définit la classe inertielle de support supercuspidal de @ comme
I’ensemble des paires supercuspidales (M, p') qui sont G-conjuguées a (M, py) avec x un

caractére non ramifié de M.

Dans le cas complexe (R = C et G un groupe p-adique), la catégorie des R-représentations
de G admet une décomposition en blocs, en classifiant les représentations suivant leur
support cuspidal. Ce résultat est établi par Bernstein dans son article [Ber84]. La dé-
composition est la suivante : chaque bloc est associé a une paire cuspidale de sorte que
les représentations du bloc associé & (M, p) sont les représentations dont tous les sous-
quotients irréductibles ont un support cuspidal dans la classe inertielle de (M, p).

On peut également s’intéresser aux représentations de longueur finie, toujours dans le
cas complexe. La catégorie des R-représentations de longueur finie de G admet alors
(théoreme 7.3.2 de [Cas95]) encore une décomposition en blocs, ou chaque bloc est as-
socié a une paire cuspidale de sorte que les représentations du bloc associé a une paire

cuspidale (M, p) sont les représentations dont tous les sous-quotients irréductibles ont



pour support cuspidal la classe de G-conjugaison de (M, p).

Pour établir son résultat, Bernstein utilise I'induction parabolique et en particulier
le fait qu'une représentation cuspidale est automatiquement supercuspidale. Dans le cas
modulaire ou [ est strictement positif et différent de p, cette propriété n’est plus vérifiée.
Néanmoins, on obtient quand méme une décomposition en blocs de la catégorie qui est
donnée par les classes inertielles de supports supercuspidaux. Plus précisément, chaque
bloc est associé a une paire supercuspidale (M, p) de sorte que les représentations du bloc
associé a la paire (M, p) sont les représentations dont tous les sous-quotients irréductibles
sont isomorphes & un sous-quotient irréductible de i$y,(p') avec (M, p') dans la classe
inertielle de (M, p). Ce résultat est prouvé par Vignéras [Vig98] dans le cas déployé et
par Sécherre et Stevens [SS16] dans le cas non déployé.

Dans le cas non déployé, un des outils que les auteurs de [SS16] utilisent est la théorie
des types introduite par Bushnell et Kutzko dans [BK93]. Un type est un couple (J, )
possédant de bonnes propriétés, ou J est un sous-groupe ouvert compact de G et A
une représentation lisse et irréductible de J. Dans le cas complexe, on a alors une autre
description des blocs via la théorie des types : & chaque bloc correspond un type (J, A)
de sorte que les représentations irréductibles du bloc sont les représentations lisses et
irréductibles de G contenant le type (J, A), c’est-a-dire dont la restriction a J contient

la représentation A.

La théorie des types a ensuite été généralisée au cas non déployé et modulaire par
Minguez, Sécherre et Stevens. Dans [MS14a], Minguez et Sécherre établissent une clas-
sification des représentations irréductibles cuspidales en fonction des représentations
irréductibles supercuspidales. Dans [MS14b], Sécherre et Stevens donnent une classifica-
tion des représentations supercuspidales utilisant la théorie des types. Enfin dans [SS16]
Sécherre et Stevens donnent une description de la décomposition en blocs de la catégorie

des R-représentations de G de longueur quelconque via la théorie des types semi-simples.

Un autre résultat de décomposition de catégories est obtenu par Dat et Lanard
[Lan19]. Ils décomposent la catégorie abélienne des représentations de G de niveau 0 a
coefficients dans Q; ou Z;, ou G est un groupe p-adique qui se déploie sur une extension
non ramifiée de F'. Cette décomposition est construite en utilisant la théorie de Deligne-
Lusztig et les immeubles de Bruhat-Tits, et I'intérét de se placer en niveau 0 est de se
ramener au cas d’un groupe fini, un procédé que ’on utilisera dans le chapitre 3 de cette

these.

Pour introduire I'objectif de ce texte, on définit des invariants : étant donné 7 une
représentation irréductible cuspidale, on lui associe n(w) le nombre de torsion de T,
c’est-a-dire le nombre de caractéres non ramifiés y de G vérifiant my ~ 7, et 'invariant
e(m) = min {k > 1|mvk ~ 7r}, ou v est le caractere valeur absolue de la norme réduite.

Enfin, on associe & 7 l'invariant s(7) dont la définition est technique et utilise la théorie



des types (voir définition 1.3.5).

Introduisons une notation : soit 7’ et m deux représentations irréductibles lisses de
G. On note 71 ®- - -®7, le support supercuspidal de 7, o chaque 75 (pour k € {1,...,r})
est une représentation de GLy,, (D) avec my + - -- +m, = m.
On dit que 7’ 2 o7 sile support supercuspidal de 7’ est 7171 ® - -+ ® 7,177, avec ji un
entier positif qui est nul si e(7;) = 1 ou si €(7x) t s(7x), pour tout 1 < k < n. Les inva-
riants € et s de cette condition technique apparaissent naturellement dans cette notation
via 'utilisation d’une propriété de [MS17] (voir la proposition 1 ci-dessous) qui donne
une condition faisant apparaitre ces invariants pour qu'une représentation irréductible
cuspidale de G sur F; admette un relévement, c’est-a-dire ici une représentation irréduc-
tible cuspidale entieére p sur Q; dont la réduction modulo I contient p.
Pour 7 une représentation irréductible de G, on définit B(7) I’ensemble des représenta-
tions irréductibles 7' de G qui vérifient 7/ = 7. On appelle 2 I'ensemble des B (m) quand

7 parcourt les représentations irréductibles de G.

L’objectif de ce texte est de prouver

Théoréme 1. La catégorie %g((}) des R-représentations de G de longueur finie admet

une décomposition en blocs :

#Y(G) = @ Z5(G)
Be%

ot Zp(G) est la sous-catégorie de %’g(G) des représentations V' dont tous les sous-

quotients irréductibles appartiennent a B.

Donnons un résumé des chapitres de la these.

Le premier chapitre a une utilité double : il sert a introduire les notions dont on
aura besoin dans les chapitres suivants et a établir certains résultats que ’on utilisera
fréquemment. On y aborde la théorie des représentations d’un groupe localement profini,
la notion d’induction, celle de réduction modulo [, et le cadre dans lequel on va travailler.
C’est également dans ce chapitre qu’on introduit les invariants € et s, et qu’on présente
le résultat de [MS17] ci-dessous donnant une condition pour qu'une Fj-représentation

irréductible cuspidale de G admette un relevement.

Proposition 1. Soit p une F;-représentation irréductible cuspidale de G et soit a > 1.
On note v la valuation l-adique normalisée sur Z (par v(l) = 1). Alors, il existe une

Qq-représentation p irréductible cuspidale entiere dont la réduction modulo | contienne p

et soit de longueur a st et seulement si :
1. il existe un entier u € {0,...,,v(s(p))} tel que a = e(p)l*

2. Uentier a divise l’entier s(p) et pgcd(@,k(p)) =1.



De plus, pour toute Fj-représentation p irréductible supercuspidale, il existe une Q-
représentation p irréductible cuspidale entiere telle que la réduction modulo I de p soit
égale a p. Comme on 'a indiqué plus haut, cette propriété n’est pas vraie si on suppose

seulement que p est irréductible et cuspidale.

On introduit aussi la notion de représentations dépendantes, que 1'on utilisera régu-
lierement dans ce texte. Deux R-représentations 7y et mo de G sont dites dépendantes s’il
existe une représentation indécomposable de longueur finie contenant 7 et w9 comme
sous-quotients.

L’intérét de cette notion est qu’une fois établie une décomposition de la catégorie en
blocs, deux représentations dépendantes appartiennent nécessairement au méme bloc.
On prouve le lemme suivant, qui sera important pour nous car on s’en servira pour
montrer qu’'une sous-catégorie que 1’on soupconne étre un bloc est effectivement indé-

composable.

Lemme 2. Si deuz F;-représentations de G apparaissent dans la réduction modulo 1

d’une méme représentation irréductible, alors ces deux représentations sont dépendantes.

On présente aussi des résultats d’homologie et en particulier la définition du foncteur

Ext et on montre un autre résultat de dépendance :

Lemme 3. Si deux R-représentations M et N de G vérifient
Ext( (M, N) # {0},
alors ces deux représentations sont dépendantes.

On introduit ensuite la théorie des types de Bushnell et Kutzko dans le cas modulaire,
on définit en particulier les types simples maximaux, les types simples de niveau 0
et les types simples maximaux étendus. On cite aussi le fait que toute représentation
irréductible cuspidale contient un type simple maximal unique & G-conjugaison pres, un
résultat de [MS14b] 3.4 et 3.7 dont on aura besoin dans le chapitre 3.
Dans la derniére section du chapitre 1, on donne les deux résultats de décompositions

qui suivent et qui serviront régulierement dans les chapitres ultérieurs.

Théoréme 2. Soit (7,V) une représentation de G de longueur finie n. On note 2
l’ensemble des caractéres centraur de sous-quotients irréductibles de V et pour w € €,
on note Vy, la plus grande sous-représentation dont tous les sous-quotients irréductibles

admettent w pour caractére central. Alors la représentation V admet la décomposition

V=V,

we
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Ce résultat nous servira par la suite : il prouve que deux représentations d’un méme

bloc de %’g((}) ont nécessairement le méme caractere central.

Théoreme 3. Soit Z une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-représentations
lisses et de longueur finie de G. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de représen-
tations irréductibles de G tel que pour toute représentation A € S et toute représentation
B ¢ S (le complémentaire étant pris dans l’ensemble des R-représentations irréductibles
de G),

Ext!(A, B) = {0}.

Alors % se décompose : £ = %1 ® Ho ou X1 est la sous-catégorie des représentations
dont tous les sous-quotients irréductibles appartiennent a S, et %o est la sous-catégorie

des représentations dont aucun sous-quotient irréductible n’appartient a S.

On établit ce théoreme par des méthodes homologiques, et ce sera notre outil prin-

cipal pour décomposer des catégories.

Avant de résumer le chapitre 2, il convient d’expliquer la stratégie et la motivation
derriere les étapes de mon travail. La méthode que j'utilise, et qui gouverne le découpage
en chapitres de ce texte, est de se restreindre a un cas particulier, en supposant un
certain nombre d’hypotheses bien choisies. I.’idée étant d’étudier un cas particulier plus
simple pour développer des méthodologies qui seront utiles dans un cas plus général,
ou pour obtenir un résultat que 'on peut utiliser pour montrer un cas plus général.
Cette stratégie, qui est classique en mathématiques de maniére générale, a vraiment été

omniprésente dans mes recherches.

C’est de cette maniére que I'on commence par traiter dans le chapitre 2 le cas du
bloc du caractere trivial, dans le cas ou m = 1 et ou les représentations sont de niveau
0, & la suite de quoi on s’affranchit d’une hypothese, on ne se restreint plus au caractére
trivial et on décrit les blocs pour toutes les représentations de niveau 0 de D*.

Pour faire cela, on considére deux représentations 7 et ' de G et on étudie I'espace
d’extension Ext!(r, n’). Plus spécifiquement, on cherche & quelle condition sur 7/ (en
fonction de 7) cet espace d’extension ne s’annule pas. Une des motivations pour cette
question est que dans ce cas, on sait que les représentations m et 7’ sont dépendantes.
On obtient rapidement que 7’ est de la forme 7y, ol x est un caractére non ramifié, et la
premiere étape devient alors de chercher les caracteres non ramifiés y qui n’annulent pas
cet espace d’extension. Cette partie du raisonnement repose sur des calculs de relations
de cocycles et de cobords, et ces calculs de cocycles et de cobords constituent d’ailleurs
une spécificité de ce chapitre, puisque I’hypothese de la dimension 1 rend ces calculs plus
simples, et on s’orientera vers des méthodes différentes pour les chapitres suivants ou

I’on ne suppose plus la dimension égale a 1.

On introduit I'invariant de Hasse d’une algebre a division : on fixe ¢t une uniformisante
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choisie de telle fagon que t" € F*. Alors t agit par conjugaison sur op donc sur €p/tp,
et cette action est celle d’une certaine puissance du Frobenius de ¢p/¢p. Cette puissance
(modulo n) ne dépend pas de 'uniformisante choisie et est premiére & n. On la note i et

on l’appelle invariant de Hasse de I’algebre a division.

On note e 'ordre de ¢ modulo [ (avec g le cardinal du corps résiduel de F'). Le
résultat de cette premieére étape fait intervenir un caractére xo (défini par xo(t) = ¢ %).
On obtient le résultat suivant, ou b désigne un invariant qui est lié a U'invariant s (voir
définition 1.3.5) :

Proposition 4. Les caractéres x non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant
Exth. (mx, ) # {0}

sont les caractéres vérifiant x* = 1 ou x* = (x0)® si e|n, et les caractéres x vérifiant

X' =1siefn.

En particulier, si e|n, les représentations yg et 1 sont dépendantes sans avoir le méme
support supercuspidal.
La proposition 4 qui constitue un résultat intermédiaire intéressant est aussi une spé-
cificité du chapitre 2, puisqu’on n’obtient pas de description aussi exhaustive dans les
autres chapitres. Pour conclure, on utilise ce résultat pour décomposer la catégorie en
utilisant le théoreme 3 et on prouve que les facteurs obtenus sont indécomposables, ce
qui nous donne le théoréeme 1 dans le cas ou m = 1 et ou les représentations sont de

niveau 0.

Dans le chapitre 3, on traite le cas des représentations supercuspidales de niveau
0. Dans un premier temps, on commence avec la méme stratégie que dans le chapitre
précédent : on fixe m une représentation irréductible supercuspidale de niveau 0 et on
s’intéresse aux représentations irréductibles supercuspidales 7’ (on montre rapidement
que 7 est de la forme 7y avec x un caractére non ramifié) de niveau 0 ayant un espace
d’extention non nul avec 7. On introduit (N, §) un type simple maximal étendu tel que
= ind§§ . Comme la technique consistant a faire des calculs de cocycles et de cobords
que l'on a employée dans le chapitre précédent est ici plus calculatoire, on change de
méthode : on veut s’intéresser a l'enveloppe projective P de { dans la catégorie des

représentations de longueur finie de N.

D’abord, on montre qu’elle existe, et on le montre en fait plus généralement pour
toute représentation € de N triviale sur N* (P'unique pro-p sous groupe distingué maximal
de N%). Pour obtenir ce résultat, qui est la proposition ci-dessous, on se raméne & un

groupe fini en tordant les représentations en présence par des caractéres bien choisis.

Proposition 5. Toute représentation irréductible & de N triviale sur N' admet une
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enveloppe projective Pg dans la catégorie des représentations de longueur finie de N. De
plus, il existe une représentation projective indécomposable sur Z; de réduction modulo

égale a P, notée Qé.

Ensuite, on cherche a en apprendre davantage sur les sous-quotients irréductibles de

Pe. On fixe ¢ un tel sous-quotient. Notre but est de montrer

Proposition 6. Il existe j € N vérifiant j = 0 si e(w) = 1 ou e(w) 1 s(m) tel que les

représentations &' et 7 sont conjuguées dans le normalisateur (dans G) de N.

Pour montrer cela, on construit alors une Q;-représentation ¥ de N dans laquelle ¢ et
¢" apparaissent. On pose 7 = ind$(7) et 7 = indS(¢’). On montre que les représentations
7 et 7' sont irréductibles et cuspidales en les écrivant comme des induites d’un type
simple, on prouve ensuite que 7(7) contient 7 et 7', et en utilisant la forme de la
réduction modulo I d’une représentation cuspidale irréductible on prouve que 7 contient
€'v= et &€ (pour un j € N), ce qui nous permet de conclure en utilisant I'unicité a
G-conjugaison pres des types simples maximaux apparaissant dans une représentation

irréductible et cuspidale. On en déduit alors la proposition suivante.

Proposition 7. Soit m une représentation irréductible et supercuspidale de G de niveau
0 vérifiant

Extg (m,mx) # {0}

avec X un caractére non ramifié. Alors il existe j € N tel que
Y ~ )
avec j =0 st e(m) 1 s(m) ou si e(m) = 1.

Cette proposition est bien cohérente avec le cas étudié dans le chapitre 2, puisque
dans ce cas e(m) valait e et s(7) valait n.
On utilise alors cette proposition pour en déduire celle qui suit, et qui est I'objectif du
chapitre 3. On s’intéresse ici aux espaces d’extensions Ext?, o cette fois-ci i peut étre

plus grand que 1.

Proposition 8. Soit w, ' deuz représentations supercuspidales de G de niveau 0. S’il
existe i = 0 tel que Exts (7', 7) # {0}, alors
1. Sie(m) =1 ou si e(m) t s(nm), alors 7 ~ 7.

2. Sie(r)|s(r), alors il existe j € N tel que m' ~ 7v/7.

Le chapitre 4 ou 'on se place en niveau quelconque se divise en deux parties. Dans la

premiére, on se ramene au cas du niveau 0 pour les représentations supercuspidales, et
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dans la seconde, on conclut en décomposant la catégorie et en prouvant le théoreme 1.
Pour se ramener au cas des supercuspidales de niveau 0, on utilise un travail de Chinello
[Chil8] qui établit une équivalence de catégorie F entre un bloc quelconque de Zr(G)

et un bloc de niveau 0 de Zr(B*), ou B est défini ci-dessous.

Plus précisément, on fixe (J, A) un type que l'on associe a un bloc noté Z(J, A) de
Zr(G) de la maniére suivante : les représentations qui ont leur support supercuspidal
dans la paire supercuspidale [ M, p|q associée au bloc Z(J, ) sont celles qui apparaissent
dans l'induite ind§ (X).

On considere la strate [A,n,0, 5] de (J,A). On pose E = F[3] et on note B le centrali-
sateur de F dans M,,(D). On peut alors identifier B & M,,/(D") avec m’' un entier et D’
une F-algebre a division de degré réduit d’. On dispose d’une décomposition A = Kk @ o
avec Kk une représentation irréductible de J et o une représentation irréductible de J
triviale sur J' (un pro-p sous-groupe ouvert compact distingué de J). On note alors n
la restriction de k a J', et on définit la sous-catégorie pleine %Z(G,n) de Zxr(G) des
représentations engendrées par leur composante 1-isotopique. On définit également K
un sous-groupe ouvert compact de B* et K' son pro-p radical, ce qui nous permet de
poser Z(B*,K") la sous-catégorie de Zr(B*) des représentations engendrées par leur
composante 1y 1-isotopique. On construit alors le foncteur F mentionné ci-dessus, qui
est une équivalence de catégorie entre Z(G,n) et Z(B*,K') qui envoie un bloc Z(J, \)

sur un bloc Z(K!, &) de niveau 0.

On prouve ensuite certaines propriétés du foncteur F dont on aura besoin pour se
ramener au cas des supercuspidales de niveau 0 étudiées dans le chapitre 3, par exemple

sa compatibilité & la supercuspidalité et aux invariants € et s au sens suivant :

Proposition 9. Soit m € Z(G,n). Alors 7 est supercuspidale si et seulement si F(m)
est supercuspidale. De plus, pour toute représentation supercuspidale irréductible © de
G, alors s(F(m)) = s(m) et e(F(m)) = €(m).

Notons o le caracteére valeur absolue de la norme réduite de B*. On aura également
besoin de la proposition suivante, qui montre que le foncteur F se comporte bien avec

la torsion par le caractere valeur absolue de la norme réduite.

Proposition 10. Soit m € Zr(G,n) une représentation supercuspidale irréductible. On

a lisomorphisme de représentations

F(nv) ~ F(m)D.

On utilise ces propriétés du foncteur F' pour prouver une généralisation de la proposi-
tion 8 aux représentations supercuspidales de G. Ensuite, on généralise cette proposition

au cas des représentations qui ne sont pas nécessairement supercuspidales. Pour cela,
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on traite plusieurs cas suivant que 7 et 7’ sont cuspidales ou pas, et supercuspidales
ou pas, en procédant par récurrence sur i et en s’aidant des cas déja traités. Ceci nous
permet d’établir la proposition 11, une nouvelle généralisation de la proposition 8 aux

représentations irréductibles de G.

Proposition 11. On suppose que 7 et ' sont deux représentations irréductibles de G ap-
partenant au méme bloc (dans la catégorie des représentations de longueur quelconque).

S’il existe i = 0 tel que Extl(n',7) # {0}, alors m = .

On utilise alors ce résultat et le théoreme 3 pour décomposer la catégorie. Pour la
suite, on utilise la théorie des segments développée dans [BZ77] et [BZ80] qui donne des
conditions sur l'irréductibilité d’une induite parabolique. Plus précisément, pour a et b
des entiers, le segment [a, b], associé & p une représentation irréductible cuspidale de G
est une suite finie de la forme

(pvy, pl/ﬁ“, ... ,pl/z)
avec v, le caractere v5(P) . On peut alors définir la notion de segments liés, et prouver que
I'induite parabolique 7} X - - - X 7, est irréductible si et seulement si pour tout 7, j € [1,7]
les segments i et j (associés respectivement & 7; et 7;) ne sont pas liés. Ce résultat
nous permet alors de montrer que la décomposition de la catégorie obtenue grice a la

proposition 11 est une décomposition en blocs, et on en déduit alors le théoréme 1.
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Chapitre 1

Généralités et premiers

théoremes de décomposition

1.1 Préliminaires

1.1.1 Groupes localement profinis

On commence par introduire la notion de groupe localement profini. Les groupes que

nous étudierons dans la suite seront tous localement profinis.
Définition 1.1.1. Un groupe topologique G est dit profini s’il vérifie les deux propriétés
équivalentes suivantes (1’équivalence est démontrée a la proposition 0 de [Ser65]) :

1. le groupe G est compact et totalement discontinu;

2. le groupe G est une limite projective de groupes finis.

Un groupe topologique G est dit localement profini s’il vérifie les deux propriétés équi-

valentes suivantes :
1. le groupe G est localement compact et totalement discontinu;

2. le groupe G est séparé et 'ensemble de ses sous-groupes ouverts compacts est un
systéeme fondamental de voisinages de 'unité (ce qui signifie que tout voisinage

de l'identité contient un sous-groupe ouvert compact).
Notation 1.1.2. Pour G un groupe localement profini, on note Q(G) I'ensemble de ses
sous-groupes ouverts compacts.
Notons qu’un groupe profini est localement profini, et qu’un groupe localement profini
qui est aussi compact est profini, ce qui justifie la terminologie.
Exemple. Les groupes discrets sont localement profinis (par exemple Z). Les groupes

finis sont profinis (par exemple GLy,(F,), avec n € N et p premier).
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Soit F' un corps localement compact non archimédien. Le corps F' est alors localement
profini. On note o son anneau des entiers et pp I'idéal maximal de or. On note également
tr = op/pr le corps résiduel de F' dont on note la caractéristique p et le cardinal q.

De méme, si D est une algébre a division centrale de dimension finie sur £, on note op

son anneau des entiers, pp 'idéal maximal de op et £p = op/pp le corps résiduel.

Alors, le groupe F' est localement profini et est 'union de ses sous-groupes ouverts
compacts. Le groupe F'* est également localement profini, et les groupes Uz = 1 + p”
(n = 1) forment un systéme fondamental de voisinages ouverts de l'unité (voir par
exemple [BHO6] §1.1).

Soit n = 1 un entier, le groupe F™ est un groupe localement profini relativement a la
topologie produit. Par conséquent M, (F') est un groupe localement profini, et GL,,(F)

muni de la topologie induite est un groupe topologique dont les sous-groupes
K = GLy(0r), Kj = 1+ p' Mo (or)) (52 1)

forment un systeme fondamental de voisinages ouverts de I'unité, et comme les K; sont

compacts le groupe GL,,(F') est également un groupe localement profini.
On note enfin quelques propriétés des groupes localement profinis (cf [Vig96] 1.3 et
[Blo11] 1.1) : Soit G un groupe localement profini. Alors,
1. les sous-groupes fermés de G sont localement profinis;
2. les groupes quotients de G par un sous-groupe distingué fermé sont localement
profinis ;
3. les sous-groupes compacts de G sont contenus dans un sous-groupe ouvert, com-
pact;
4. le centralisateur d’un élément quelconque de G est fermé.

Pour en apprendre davantage sur les groupes localement profinis, on pourra consulter

par exemple le premier paragraphe de [Ser65], [BHO06], [Vig96] ou [Blo11].

1.1.2 Représentations de groupes

On introduit ici la notion de représentation de groupe, qui est au coeur de cette
these. Les représentations de groupe constituent un outil riche qui établit un lien entre
une structure de groupe et une structure de module, ce qui peut permettre d’étudier

l'une des deux structures en utilisant les outils de ’autre.

Définition 1.1.3. Etant donné un groupe localement profini G et R un anneau com-

mutatif unitaire, une R-représentation de G est la donnée d’un couple (7, V') ou
m: G — GL(V) = Autr(V)
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est un morphisme de groupe et V est un R-module.

Notons que dans notre cas R sera souvent un corps.

Notation 1.1.4. On utilisera parfois la notation m ou V' pour désigner la représentation
(m, V). De plus, on parlera de représentation sans préciser le groupe ni le corps associé

quand il n’y a pas d’ambiguité.

Dans cette these, on travaille toujours avec des représentations lisses. Une représenta-
tion lisse est une représentation (m, V') telle que pour tout élément = € V', le stabilisateur
de =z dans G est ouvert. On introduit quelques définitions sur les représentations de

groupes :
Définition 1.1.5. Soit G un groupe localement profini et R un anneau commutatif
unitaire.

1. Une R-représentation (7, V) de G est admissible si, étant donné un sous-groupe
ouvert H du groupe G, I'espace VH des vecteurs invariants par H est de type fini

sur R.
2. Un R-caractére de GG est un morphisme de G dans R* dont le noyau est ouvert.

3. Soit (m, V) une R-représentation de G et x un R-caractére de G, on définit la

représentation tordue par
g — m(g)x(9)-
et on la note wx ou x7.

4. Une R-représentation V de G est semi-simple si toute sous-représentation de V'

est un facteur direct.

5. On suppose G dénombrable a I'infini, ¢’est-a-dire qu’il existe K un sous-groupe ou-
vert compact de G tel que G/K soit dénombrable. Soit (7, V') une R-représentation
irréductible de G, le centre Z de GG agit sur V via un caractere w : Z — R* que

I'on appelle caractere central avec
m(2)(v) = w(z)v

pour z € Z et v € V (cela découle du lemme de Schur, voir [BH06] 2.6).

6. Soit (w1, V1) et (ma, V2) deux R-représentations, on note Homg(Vi, V2) (ou parfois
Hom(V1, V5) s’il n’y a pas d’ambiguité) l'espace des applications linéaires f :

Vi — V5 commutant & 'action de G :

foml(g) =ml(g)of, VgeG.
On appelle une telle application un morphisme de représentations.
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7. Etant donné (m, V') une R-représentation lisse de G, on pose V= Hompg(V, R) le

dual de V et on définit 7 une représentation de G par

.0 — GL()
g = fro(ze frlg (@)
On Pappelle la représentation duale de (7, V). On pose V* = [Lé(‘:/)K ol 'union
porte sur les sous-groupes ouverts compacts et on pose
™. G — GL(V*).
g — 7(9)

La représentation (7*,V*) ainsi définie s’appelle la contragrédiente de (m, V).

8. On note Zr(G) la catégorie abélienne des représentations lisses de G sur R, dont
les objets sont les représentations lisses de G sur R (autrement dit les RG-modules
lisses) et dont les morphismes sont les morphismes de représentations. On note

Irrr(G) Pensemble des classes d’isomorphisme des représentations de Zr(G).

1.1.3 Induction

Dans cette sous-partie, on aborde un outil trés utile qui permet de construire une
représentation d’un groupe localement profini G a partir d’une représentation d’un sous-
groupe H de G. On obtient ainsi un foncteur de Zr(H ) dans Zr(G) dont on verra qu’il
est adjoint au foncteur de restriction de G a H.

Dans cette sous-section également, on ne considere que des représentations lisses.

Définition 1.1.6. Soit H un sous-groupe fermé de G, et (6, W) une représentation (lisse)
de H. On construit une représentation (m,V’) de G en définissant V' comme ’ensemble

des fonctions f : G — W uniformément localement constantes telles que

Vg e G,Vhe H, f(hg) = 0(h)(f(9))}
et
T G — GL(V).
g — [fro (@ flzg))
On obtient ainsi deux foncteurs de la catégorie Zr(H) dans la catégorie Zr(G), le
foncteur d’induction que ’on note [ nd% et le foncteur d’induction a support compact

(obtenu en se restreignant pour V' aux fonctions a support compact) que ’on note ind%.

La représentation (m, V') est appelée représentation induite.

On peut aussi définir I'induction des morphismes.
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Définition 1.1.7. Soit deux représentations (01, W1) et (62, W3) et soit ¢ € Homp (61, 02).

On pose Vi et Vo comme plus haut, ¢’est-a-dire :
Vi={f:G— Wi|Vge G,Vhe H, f(hg) = 01(h)(f(9))}

et
Vo={f:G— WalVge G,Vhe H, f(hg) = 02(h)(f(9))}-

Alors on définit I'induite de ¢ comme étant

Ind(¢): Vi — Vs
fo— ¢of

Proposition 1.1.8. Si ¢ € Homp (01, 62), alors Ind(¢) € Homg(Ind(61), Ind(62)).

Donnons quelques propriétés de 'induction dont on aura besoin plus tard (pour les

preuves et davantage de propriétés des inductions on pourra consulter [Vig96] 1.5).

Proposition 1.1.9. 1. Soit m une représentation de G et 0 une représentation d’un

sous-groupe H de G. Alors
™ QR Ind%(@) ~ Ind%(ﬂ"H ®r 0)

et
™ ®R anIG_I(Q) jad ind%(ﬂ'u{ ®R 9)

2. Les deux inductions sont transitives : si Hy est un sous-groupe fermé de G et Hy

un sous-groupe fermé de Hy, alors
G G H
IndH2 ZIndHlfndH;

et
md%2 = ind%lind%.

3. Soit H un sous-groupe fermé de G. Le foncteur de restriction Resg est exact et

les deux foncteurs d’inductions Ind% et ind% sont exacts d gauche.

On introduit également la fonction de support 4,.

Définition 1.1.10. Soit H un sous-groupe fermé et ouvert de G, et (m, V) une repré-

sentation (lisse) de H. On pose i,(h) = m(h)(v) pour tout v € V' et pour tout h € H.

Remarque 1.1.11. La fonction de support 4, appartient a ind% () avec support dans
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H. Pour tout f € ind%(r), on a une décomposition

f= 2 v i

xzeG/H

puisque mfl.z’f(x) a son support dans Hzx et vaut f(z) en = (on peut consulter 1.5.2 (b)
de [Vig96] pour plus de détails).

Définition 1.1.12. Soit m une représentation de G et g,h € G. On note 79 la repré-
sentation définie par m9(h) = 7(g 'hg) et on appelle normalisateur de 7 (noté Ng(7)

I’ensemble des g € G tel que 79 ~ 7.

Les deux propositions qui suivent sont des propriétés classiques que 'on utilisera

souvent (voir par exemple [Vig96] 1.5.5 et 1.5.7).

Proposition 1.1.13 (Réciprocité de Frobenius). Soit m une représentation de G et
T une représentation de H, la formule de réciprocité de Frobenius s’exprime alors en

isomorphisme de R-modules

Homg(m, Ind%7)  ~ Homp (my, )

m — (v~ m(v)(1))

En d’autres termes, le foncteur d’induction est l’adjoint a droite du foncteur de restric-
tion pour les catégories Zr(G) et #r(H).
St de plus le sous-groupe H est ouvert, le foncteur de restriction est également l’adjoint

a droite du foncteur d’induction & support compact, et on a

Homg(ind$m, %) =~ Hompy(, T H)

m — (v m(iy))
ot iy(h) = w(h)(v).

Proposition 1.1.14 (Formule de Mackey). Soit H et K deuz sous-groupes fermés de
G tels que la double classe HgK soit ouverte et fermée pour tout g € G (condition qui

est vérifiée si H ou K est ouvert). Pour 0 une représentation de H, on a

(Ind50) )k = @ Indg,gt°.
geH\G/K

1.1.4 Induction parabolique

L’induction parabolique est un cas particulier d’induction (c’est-a-dire qu’elle permet
de construire une représentation d’un groupe a partir d’une représentation d’un sous-

groupe) qui est trés utile quand on travaille avec des groupes réductifs p-adiques.
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Soit G un groupe réductif p-adique, et soit (P, M, N) un triplet parabolique de G,
c’est-a-dire que P est un sous-groupe parabolique de G, le sous-groupe M est un sous-
groupe de Levi de P et N est le radical unipotent associé, de sorte que P = MN et
M n N = {1}. Pour en apprendre plus sur les triplets paraboliques, on pourra consulter
[Vig96] I1.1.1 ou [Cas95] §1.

Définition 1.1.15. L’induction parabolique de M a G est la composée de 'inflation de
M a P et de I'induction Indg. On la note ig.

Remarque 1.1.16. L’induction et I'induction a support compact se comportent de la

méme fagon ici puisque G/P est compact.

On définit rapidement les notions d’invariant et de co-invariant avant de définir le

foncteur de restriction parabolique.

Définition 1.1.17. Soit (7, V) une représentation de G. On note V(G) le sous-espace
vectoriel de V' engendré par les éléments m(g)(v) — v, avec g € G et v € V. On pose
Vo =V/V(G).

Alors le foncteur des G-coinvariants est le foncteur

Zr(G) — Z%r
V - Vo

(avec Zg la catégorie des R-modules) qui est exact a droite et est 'adjoint & gauche du
foncteur trivial Zr — Zr(G) (qui & un espace-vectoriel V' associe la représentation
triviale (1,V)).

Ceci permet de définir le foncteur de restriction parabolique 7“1(;’ qui est la composée de
la restriction de G & P et du foncteur des N-coinvariants de sorte que 75 est 1’adjoint &
gauche de ig.

Remarque 1.1.18. On observe alors les propriétés suivantes par composition :

1. Le foncteur rg’ est exact a droite.

2. Le foncteur ig est exact a gauche.

On a aussi la propriété de transitivité suivante (cf [Renl0] VI.1.4).

Proposition 1.1.19. Si P = MN et Q = LU sont deuz sous-groupes paraboliques de G

munis d’une décomposition de Levi, avec P — Q, on a

-G _ G;L
p = ZQZPOL'

On introduit maintenant la notion de cuspidalité, dont on aura besoin fréquemment

et qui interviendra dans la description des blocs.
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Définition 1.1.20. Une représentation (7, V) de G est dite cuspidale si elle vérifie une

des deux propriétés équivalentes suivantes :
1. pour tout triplet parabolique (P,M,N) de G vérifiant M # G, on a r$(V) = 0;

2. pour tout triplet parabolique (P,M,N) de G vérifiant M # G et pour toute
représentation p de M, on a Homg(r, % (p)) = 0.

Une représentation irréductible (7, V') de G est donc cuspidale si et seulement si elle
n’apparait pas comme une sous-représentation d’une induite parabolique propre (c’est-

a-dire que le sous-groupe de Levi est différent de G).

Remarque 1.1.21. Comme on a vu & la remarque 1.1.18, le foncteur de restriction
parabolique est exact a droite et par conséquent, tout quotient d’une représentation

cuspidale est également cuspidal.

Définition 1.1.22. Une représentation irréductible de G est dite supercuspidale si elle
n’apparalt pas comme un sous-quotient d’une induite parabolique propre d’une repré-

sentation irréductible.

Pour un exemple d’une représentation cuspidale non supercuspidale, on peut consul-
ter [Vig96] I1.2.5.

Définition 1.1.23. Une paire cuspidale de G est un couple (M, #), avec M un sous-
groupe de Levi de G et 6 une représentation de M irréductible et cuspidale. La classe de

G-conjugaison de (M, 6) est 'ensemble des (MY, 609) pour g € G.

Définition 1.1.24. Soit (m, V') une représentation de G, le support cuspidal de 7 est
la classe de G-conjugaison d’une paire cuspidale (M, ) de G telle qu’il existe un sous-
groupe parabolique P ayant M comme sous-groupe de Levi vérifiant que la représentation

7 soit isomorphe & une sous-représentation de i (6).

Le support cuspidal est unique, voir par exemple [MS14a] théoreme 2.1 ou [Vig96]
11.2.20.

Définition 1.1.25. Une paire supercuspidale de G est un couple (M,#), avec M un
sous-groupe de Levi de G et 6 une représentation de M irréductible et supercuspidale.

Soit (7, V') une représentation irréductible de G, le support supercuspidal de 7 est une
paire supercuspidale (M, ) de G telle qu’il existe un sous-groupe parabolique P ayant

M comme sous-groupe de Levi vérifiant que la représentation 7 soit un sous-quotient de

iS(9).

Définition 1.1.26. Deux paires cuspidales (M, ) et (M, ) sont dites inertiellement
équivalentes s'il existe un caractére non ramifié y de M tel que (M, 6) et (M, fy) soient

G-conjuguées. On note [M, 0] la classe d’équivalence inertielle de (M, 6).
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Pour montrer qu’une proposition est vraie pour des représentations, il est courant de
commencer par montrer qu’elle est vraie pour les représentations cuspidales ou super-
cuspidales, puis de généraliser en utilisant I'induction parabolique. Par exemple, on peut
trouver ce procédé dans la preuve qu'une représentation irréductible de G est admissible
et admet un caractere central (cf [Vig96] 11.2.8) ou aussi plus bas dans ce texte (par

exemple pour la proposition 4.2.2).

1.1.5 La catégorie Z(G)

On présente ici le cadre dans lequel on va désormais travailler.

Notation 1.1.27. On note Z; 'anneau des entiers du corps des nombres [-adiques (Q;
et F; le corps résiduel de Z;. On fixe une cloture algébrique Q; de Q;, on note Z; son

anneau des entiers et F; le corps résiduel de Z;.

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et soit D une algebre a division centrale de dimension finie sur F' de degré
réduit d. On fixe wp une uniformisante de F', et wp une uniformisante de D telle que
wdD = wp. On fixe également m = 1 et on s’intéresse aux représentations lisses de
G = GL,,,(D) a coefficients dans un corps R algébriquement clos et de caractéristique [

différente de p. Plus tard on prendra R = F;.

Notons que pour ce groupe G = GL,,(D), il y unicité du support supercuspidal des
représentations irréductibles de G, d’apres [MS14a] Théoréme 8.16.

On définit maintenant certaines sous-catégories de Zr(G).

Définition 1.1.28. Pour w un caracteére central d’une représentation de Zr(G), on note
Zr(G,w) la sous-catégorie pleine de Zr(G) des représentations ayant w pour caractere
central. On note aussi %’g((}) et %%(G,w) les sous-catégories pleines de Zr(G) et

Zr(G,w) respectivement ou les objets sont les représentations de longueur finie.

On a aussi la proposition suivante, qui est le résultat 11.2.8 de [Vig96].

Proposition 1.1.29. Toutes les représentations irréductibles de G sont admissibles et

admettent un caractére central.

On introduit & présent la notion de bloc d’une catégorie.

Définition 1.1.30. Une catégorie abélienne & est une somme directe de deux sous-
catégories pleines #1 et % si pour tout objet V € £, il existe une décomposition unique
V =V1® Vs avec Vj € %1, Vo € Xo, et Homy(V1, Vo) = Homy(Va, V1) = 0.

Un facteur direct de la catégorie Z est appelé indécomposable quand on ne peut pas le

24



décomposer de cette maniere (avec #; et %2 non triviales), et dans ce cas on dit que

c’est un bloc de la catégorie Z.

L’intérét de cette notion est qu’alors les représentations et les morphismes se décom-
posent suivant les blocs, et par conséquent la compréhension de la catégorie est équi-
valente a la compréhension des blocs. La condition demandant que les facteurs soient

indécomposables permet d’assurer que la décomposition soit la plus fine possible.

1.1.6 Réduction modulo !

On se place dans le méme cadre suivant : G = GL,,(D) avec D une algebre a division

sur un corps F' de caractéristique résiduelle p.

Définition 1.1.31. On dit qu'une Q;-représentation (m,V) de G admet une structure
entiere si elle a un sous-Z;-module stable par G et engendré par une base de V sur Q;. Si

c’est le cas et que la représentation est également admissible, on dit qu’elle est entiere.

On a les propriétés suivantes d’apres [Vig96] 11.5.11 et [Vig04] Théoréme 1.
Proposition 1.1.32. On considére une Q;-représentation irréductible entiére © de G.
Alors,

1. les structures entiéres de m sont toutes de type fini comme Z;G-modules ;

2. siv est une structure entiére de m, alors la représentation de G sur v @ F; est de

longueur finie;

3. la semi-simplifiée de v @ F; ne dépend que du choiz de la classe d’isomorphisme

de m (et pas du choixz de v).

On désigne par 4 (G, R) le groupe de Grothendieck des R-représentations de longueur
finie de G.

Notation 1.1.83. On note r)(7) la semi-simplifiée de v@TF; , et on obtient par linéarité

le morphisme de réduction modulo 1
r:9(G, Q)™ — 9(G,T)

ou 9 (G, Q)™ désigne le sous-groupe de 4(G, Q) engendré par les classes de Q;-représentations

irréductibles entiéres de G .

On a également les propositions suivantes ([Vig04] I1.3 et [Vig96] 11.4.14) sur la

compatibilité entre 'induction et la réduction modulo [.
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Proposition 1.1.34. Soit H un sous-groupe ouvert de G et 6 une Q;-représentation
entiére de H. Pour v une structure entiére de 6, le module i(v) des fonctions a valeur
dans v est une structure entiére de ind$(0) et de plus le morphisme naturel de i(v) @ F;
dans ind$ (0 @TF)) est un isomorphisme de Fj-représentations. Si en outre ind$G(0) est de
longueur finie , alors r(ind$ (0)) est égal a ind$(ry(0)) dans le groupe de Grothendieck

des représentations de G.

Proposition 1.1.35. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G muni d’une dé-
composition de Levi et soit § une Q;-représentation entiére de M. Pour v une structure
entiere de 0, le sous-espace i(v) des fonctions d valeur dans v est une structure entiére
de i$S(0) et de plus le morphisme naturel de i(v) ®F; dans i (0 ®F,) est un isomorphisme
de Fj-représentations. Si en outre iS(0) est de longueur finie, alors r(i5(0)) est égal a
iS(r(0)) dans le groupe de Grothendieck des représentations de G.

On introduit aussi un caractere particulier, trés présent dans la suite du texte, ainsi

que plusieurs invariants.

Notation 1.1.36 (caractere valeur absolue de la norme réduite). La valeur absolue
normalisée de F' (qui & une uniformisante de F associe ¢~') définit un R-caractére de
F>*. En composant la norme réduite de M,,(D) avec ce caractére, on obtient un R-

caractere de G que 'on note v.

Définition 1.1.37. Soit p une R-représentation irréductible cuspidale de G, on définit

les invariants suivants :

1. on appelle nombre de torsion et on note n(p) le nombre de caractéres non ramifiés
x de G vérifiant px =~ p, ce nombre est fini par une conséquence de la théorie des
types (voir sous la définition 3.12 de [MS14b]);

2. on définit également I'invariant €(p) comme lordre de ¢™) dans (Z/IZ)*, qui est
aussi min {k = 1|pv* ~ p}(voir le lemme 3.6 de [MS17]);

3. D’apres le théoreme 6.14 de [MS14al, il existe un entier k(p) > 1 et un entier r avec
rk(p) = m tels que p apparaisse comme sous-quotient de l'induite parabolique
d’une représentation supercuspidale irréductible du sous-groupe de Levi GL,.(D) x
-+ - X GL, (D). Ceci définit I'invariant k(p) comme le nombre de terme du support

supercuspidal de p;

4. enfin on utilisera l'invariant s(p), que 'on définit de maniére indépendante a la
définition 1.3.5.

On définit maintenant la notion de représentations dépendantes, I'intérét étant qu’une
fois ’existence des blocs établie, deux représentations dépendantes appartiennent forcé-

ment au méme bloc.

26



Notation 1.1.38. On dit que deuxr R-représentations w1 et my de G sont dépendantes
s’il existe une représentation indécomposable de longueur finie contenant 71 et w9 comme

sous-quotients.

On introduit & présent un lemme dont on se servira pour montrer que des sous-
catégories pleines de ,@g(G) que l'on suspecte étre des blocs sont effectivement des
blocs. Ce lemme se base sur le lemme 2.2.6 de [EH14], qui utilise des représentations
sur des anneaux de valuation complets, ce qui n’est pas le cas pour nos représentations.
Pour se ramener au cas complet, on utilise la proposition 11.4.7 de [Vig96] pour réaliser
une représentation sur Q; comme une représentation sur une extension finie de Q; (qui

est donc compléte).

Lemme 1.1.39. Si deux F;-représentations irréductibles de G apparaissent dans la ré-
duction modulo | d’une méme représentation entiére irréductible, alors ces deux repré-

sentations sont dépendantes.

Preuve. On utilise le lemme 2.2.6 de [EH14]. Commengons par montrer que 'on peut
s’en servir sur Q. Soit V une représentation de G irréductible et entiere a coefficients
dans Q;. D’aprés la proposition 11.4.7 de [Vig96], il existe une extension finie E de Q
telle que la représentation V soit isomorphe & Vi ®g Q; avec Vg une représentation de
qui engendre V sur ;. On note ox 'anneau des entiers de E et £ son corps résiduel. On
note également L une structure entiere de V' (c’est-a-dire un sous-Z;-module G-stable et
qui engendre V'), ce qui définit Lg une structure entiére de Vg (c’est-a-dire un sous-o g-
module G-stable et qui engendre V) qui est telle que L = Lg ®,, 7.

Onpose L = LE®, » £ et on désigne par Sg I'ensemble des sous-quotients irréductibles
de Lg. On définit alors L = L %E (de sorte que L = Lg ®¢, IF;) et on désigne par S
Pensemble des sous-quotients irréductibles de L (de sorte que pour tout s € S il existe
sp € S tel que s = sp @, ). Soit T' un sous-ensemble strict de S, il est associé a Tg
un sous-ensemble strict de Sg (tel que T = Ty g, F;). Alors le lemme 2.2.6 de [EH14]
(utilisable car op est complet) énonce qu'il existe L’; une structure entiere de Vg telle
que @ = L'y ®,, tg n’ait parmi ses sous-représentations irréductibles aucun élément
de Tg, par conséquent cela définit L' une structure entiere de V (on a L' = L', ®,, Z;)
telle que L' = L/ ®ZE (on a L' = @ ®e,; F;) n’ait parmi ses sous-représentations
irréductibles aucun élément de T' (puisque la propriété analogue est vraie pour L, et
TE).

On a donc généralisé le lemme 2.2.6 de [EH14] au cas des Q-représentations de G.
Comme la réduction modulo [ de 7 ne dépend pas de la structure entiere choisie (voir

proposition 1.1.32), ce lemme permet de controler le socle de r(m).

Par définition de la semi-simplification, une écriture de la réduction modulo I de
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n—1
est @ Vip1/Vi avec
i=0
l1=VpcVic---cV,=L

et Viy1/V; irréductible pour 0 < ¢ < n — 1. Fixons p un sous-quotient irréductible de
L qui apparait dans la réduction modulo [ de 7. On choisit pour T le sous-ensemble
de S des sous-quotients irréductibles p’' de L tels que p et p’ soient dépendantes. On
veut montrer que 7' = S. Si ce n’est pas le cas (par absurde), alors d’apres le lemme

susmentionné, il existe L’ une structure entiere de V' tel que si on écrit
_ ! ! I T17
1=VycVjc-.-cV, =L

avec V/,/V; irréductible pour 0 < i < n — 1, alors aucune sous-représentation irréduc-
tible de L’ n’est dans T, c’est-a-dire aucune sous-représentation irréductible de L’ n’est
un sous-quotient irréductible de L apparaissant dans la méme représentation indécom-
posable et de longueur finie que p.

Or, V/ est une sous-représentation de L’ donc on a

L'=LiP L

avec L1 qui contient p et Ly qui contient V7.

Considérons alors un sous-module indécomposable L} de L; contenant p. N’importe
quelle sous-représentation irréductible de L est une sous-représentation de L’ qui ap-
partient & T, ce qui est absurde puisqu’aucune sous-représentation de L’ n’appartient a
T.

Rappelons certains résultats sur les réductions modulo [ qui sont extraits de la pre-
miere section de [MS17] §1.4 et 1.6. La proposition qui suit décrit la forme de la réduction

modulo [ d’une représentation cuspidale [-adique irréductible.

Proposition 1.1.40. Soit p une représentation irréductible cuspidale l-adique entiére
de G. Alors il existe une représentation irréductible cuspidale I-modulaire p de G et un

unique entier a = 1 tel que

a—1

ri(p) =p+pv+---+pv

Définition 1.1.41. Soit p une représentation irréductible cuspidale l-adique entiere de
G et soit p une représentation irréductible cuspidale I-modulaire de G. On dit p reléeve

p (ou est un relevement de p) si p apparait dans la réduction modulo [ de p.

Remarque 1.1.42. Il est fréquent de rencontrer une définition alternative de relévement

ou p releve p si p est exactement la réduction modulo [ de p.
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La proposition qui suit apporte une réponse & la question de savoir quand une [Fj-

représentation irréductible cuspidale de G admet un reléevement de longueur a > 1.

Proposition 1.1.43. Soit p une F;-représentation irréductible cuspidale de G et soit
a > 1. On note v la valuation l-adique normalisée sur 7 (par v(l) = 1). Alors, il
existe une Q-représentation irréductible cuspidale entiére p dont la réduction modulo

l contienne p et soit de longueur a si et seulement st :

u

1. il existe un entier u € {0,...,,v(s(p))} tel que a = €(p)l

2. Uentier a divise l'entier s(p) et pgcd(M,k(p)) =1.

a
Et la proposition qui suit (théoreme 3.27 de [MS14b]) traite le cas ou a = 1.

Proposition 1.1.44. Pour toute F;-représentation p irréductible supercuspidale, il existe

une Qq-représentation p irréductible cuspidale entiére telle que r(p) soit égale d p.

Cette derniere proposition n’est pas vraie si 'on suppose seulement que p est irré-

ductible et cuspidale, voir par exemple [MS14b] 3.31.

Remarque 1.1.45. Si p est supercuspidale, alors d’une part elle se reléve forcément
en une représentation cuspidale sur Q; (on peut méme choisir un relévement j tel que
la réduction modulo [ de p soit p, cf théoreme 3.27 de [MS14b]) et d’autre part on a
k(p) = 1. De plus, si €(p) = 1, on a pv ~ p par définition de l'invariant e. Ainsi, d’apres
la proposition 1.1.43 il y a trois cas possibles (non disjoints) :
1. si e(p) = 1, la réduction modulo [ de n’importe quel relevement de p ne contient
que des copies de p;
2. si e(p) 1 s(p), les réductions modulo ! des relévements de p sont forcément de
longueur 1;
3. si e(p)|s(p), alors (en prenant u = 0 dans la proposition 1.1.43) la représentation
p admet un relevement dont la réduction modulo [ est de longueur strictement

supérieure a 1.

Conséquence. Si €(p)|s(p), alors p et pr sont dans la réduction modulo | d’'une méme
représentation cuspidale irréductible sur Q; donc d’apres le lemme 1.1.39 sont dépen-

dantes.

1.2 Modules et homologie

Tous les modules sont considérés sur A une algebre sur un anneau commutatif R.

Définition 1.2.1. Un A-module M est dit projectif si le foncteur N —— Hom4(M, N)
qui & un A-module N associe le R-module des morphismes de A-modules de M dans N

est exact.
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Proposition 1.2.2. Soit P, M, N trois A-modules. Un module P est projectif si et seule-
ment si pour tout morphisme surjectif f : M — N et tout morphisme v : P — N, il

existe un morphisme v: P — M tel que u = fow.

Le diagramme suivant illustre la proposition :

B u
L”f

M—N——0

Preuve. Comme le foncteur Hom4 (P, .) est exact a gauche (cf [Ass97] théoreme IV.1.2
par exemple), le module P est projectif si et seulement si le foncteur Hom 4 (P, .) est aussi

exact a droite, c’est-a-dire si et seulement si étant donné une suite exacte de A-modules
M—N——0

la suite
Hom(P, M) —— Hom (P, N) ——0

est également exacte, ce qui donne le résultat.

La notion duale est la notion de module injectif.

Définition 1.2.3. Un A-module M est dit injectif si le foncteur M —— Hom (M, N)
qui & un A-module M associe le R-module des morphismes de A-modules de M dans N

est exact.

On a une proposition similaire pour les modules injectifs.

Proposition 1.2.4. Soit P, M, N trois A-modules. Un module I est injectif si et seule-
ment si pour tout morphisme injectif f : M — N et tout morphisme u : M — 1, il

existe un morphisme v : N — I tel que u = v o f.

Définition 1.2.5. Une enveloppe projective d’'un A-module M est la donnée d’un couple
(P,p) ou P est un A-module projectif et p : P —> M est un morphisme surjectif tel
que pour tout couple (P’,p') avec P’ un autre A-module projectif et p’ : P — M un

autre morphisme surjectif, alors il existe un morphisme surjectif f : P — P tel que
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pof=yp.

On sait que pour un module M quelconque, le foncteur Hom 4 (M, .) n’est pas exact en
général. Pour corriger cela, on peut approcher M par des modules projectifs en utilisant
la notion de résolution projective. On obtient via ce procédé des nouveaux foncteurs,

dits foncteurs d’extension, que ’on va étudier maintenant.

Définition /Proposition 1.2.6. Pour tout A-module M, il existe une suite exacte

Pn fn Pn_l . Pl fl PO fO M 0

ou les modules P; sont projectifs. Une telle suite s’appelle une résolution projective de
M.

L’existence d’une telle suite se montre par récurrence sur n, puisque tout module est
quotient d’un module projectif ([Ass97] II1.3.6).

Il y a une notion duale de résolution injective :

0 Y LG A CSN PR

Définition 1.2.7. Un complexe de A-modules est une suite de A-modules (Cy,)nez et
d’application linéaire d,, : C;, — Cj,—1 (comme illustré ci-dessous) vérifiant Im(d,,+1) <

Ker(d,,) pour tout n € Z.

dn+1 d
...*)Cn+1"4>0n*">0n71*>...

De maniére duale, un complexe ascendant est une suite de A-modules (C™),cz et d’ap-
plication linéaire d" : C,, —> Cj 41 (comme illustré ci-dessous) vérifiant Im(d,,—1) <
Ker(d,).

dn—1 d
i Cp) ——C — Cpyg — -

Définition 1.2.8. Soit n € Z. Le n-iéme module d’homologie d'un complexe (Ck, di)kez
est
H, (Cy,dy) = Ker(d,)/Im(dy,+1).

Les éléments de Ker(d,) sont appelés cycles et les éléments de Im(d,, 1) sont appelés
bords.
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La encore, on a une notion duale, le n-ieme module de cohomologie d’un complexe
ascendant (C*, d*)rez est

H™(C* d*) = Ker(d")/Im(d™ ).

Les éléments de Ker(d™) sont appelés cocycles et les éléments de Im(d,,—1) sont appelés

cobords.

L’intérét de cette notion est de mesurer le défaut d’exactitude d’un complexe.

Définition 1.2.9. Soit (C,,d,) et (C?,d,) deux complexes. On dit que la suite (f;,)nez

n»-n

(avec fn : (Cp,dy) — (C),,d)) un morphisme de A-modules) est un morphisme de

complexes si pour tout n € Z, on a 1’égalité
fnfl ody = d{n Ofn

ce qui équivaut a dire que le diagramme qui suit est commutatif.

dn+1 dn
Cn+1 Cn Cn—l —
J{fn+l J/fn lfn—l
d’ 1
! n ! g/ !
n+1 Cndn Cn—l e

Définition 1.2.10 (Espace d’extension). Soient M et N deux A-modules et soit n € N

non nul. On considére une résolution projective de M :

do dy do

Py

Py M 0.

On considere le complexe obtenu en supprimant M et on applique le foncteur contrava-
riant Hom4(., V) :

Hom(dq,N) Hom(d2,N)
_—

0 —— Hom(Pp, N) Hom(P;, N) Hom(Py, N) — - --

On définit alors le n-iéme espace d’extension de N par M comme le n-iéme espace de

cohomologie du complexe obtenu :

Ext’y (M, N) = Ker(Hom(d,,+1, N))/Im(Hom(d,,, N)).

Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on notera simplement Ext™ (M, N). On note dans
la proposition ci-dessous les propriétés des espaces d’extension dont on aura besoin. On

peut trouver les preuves dans [Ass97] chapitre IX ou dans [Rot02] section 9.6.
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Proposition 1.2.11. 1. L’espace d’extension ne dépend pas du choizx de la résolu-
tion projective, et il existe également une autre construction avec une résolution

injective qui donne le méme espace.

2. Si on a une suite exacte courte de A-modules
0— My — My —> M3 — 0,
alors il existe une suite exacte longue de cohomologie

0 —— Hom(M3, N) —— Hom(Ms, N) —— Hom(M;, N) —— Ext!(M3, N) ——

—— BExt!(My, N) —— Ext! (M, N) —— Ext?(M3, N) —— Ext?(Ma, N) — - --

et il existe aussi une exacte longue de cohomologie duale pour le foncteur Hom(N,.) :

0 —— Hom(N, M;) —— Hom(N, My) —— Hom(N, M3) —— Ext! (N, M)

—— BExt!(N, My) —— Ext!(N, M3) —— Ext?(N, M) —— Ext?(N, My) — - --

3. Un module M est projectif si et seulement si Ext*(M,.) est nul.
4. Soit n € N, N un A-module, et (M;);e; une famille de A-modules. On a
Ext"(@M;, N) ~ [ [Ext"(M;, N)
iel i€l

et
Ext™(N, [ [M;) ~ [ [Ext™(N, M;).

i€l i€l
Définition 1.2.12. Soit M et N deux A-modules. On définit une relation d’équivalence

sur les suites exactes courtes : on dit que les suites
0—N-—>L—M—70

et
0—N-—>L—>M-—0

sont équivalentes s’il existe un morphisme f : L — L' tel que le diagramme suivant

commute.
0 N L M 0
}N Jf llM
0 N L M 0
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Alors I'ensemble des suites exactes courtes de cette forme s’identifie & Exty (M, N)
au sens du théoreme IX.5.4 de [Ass97], et la classe d’équivalence de la suite scindée
s'identifie au zéro de Exth (M, N).

Soit G un groupe et R un corps. Pour définir les espaces d’extension sur des groupes,
on définit 'algebre R[G] aussi notée RG qui est un R-module et on définit Ext, (M, N)
comme Exth (M, N), ot M et N sont des RG-modules lisses.

Lemme 1.2.13. Soit M et N deuzr R-représentations irréductibles de G vérifiant
Exté, (M, N) # {0}.

Alors M et N sont dépendantes.

Preuve. Soit L € Extl, (M, N), on a

0 N L M 0

la suite exacte courte correspondante. Si par 'absurde M et N ne sont pas dépendantes,
alors on a une décomposition

L=L®L

avec L1 contenant M et pas N et Lg contenant N et pas M, donc L = M @ N et toute
extension de N par M est scindée, ce qui prouve Exté, (M, N) = {0} .

1.3 Théorie des types

Dans cette section, on introduit des notions de la théorie des types de Bushnell et
Kutzko, un outil qui aide a comprendre les catégories de représentations lisses de groupes

p-adiques.

On rappelle les notations : F' est un corps commutatif localement compact non archi-
médien de caractéristique résiduelle p et D une algebre & division centrale de dimension
finie sur F de degré réduit d. On a fixé m > 1 un entier et on s’intéresse aux re-
présentations de G = GL,,(D) a coefficients dans un corps R algébriquement clos de

caractéristique [ non nulle et différente de p.

1.3.1 Strates simples

Soit [A, n,0, 5] une strate simple de M,,(D) au sens de la définition 1.15 de [Séc08].

Dans cette notation, A est une op-suite de réseaux de D™, la notation n désigne un
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entier strictement positif et la notation 5 désigne un élément de M,,(D) vérifiant une
condition. La suite de réseaux A définit un op-ordre héréditaire A = A(A) de M,, (D)
dont le radical est noté P (voir [Séc04] §1.2). On obtient également un sous-groupe
ouvert compact U(A) = Ug(A) = A(A)* de G et une filtration Ug(A) = 1 + PB* (avec
k> 1) de U(A) (voir [Séc08] §1.2).
Alors, la sous-F-algebre F[(] de M,,(D) engendrée par (3 est un corps que 'on note E.
Le centralisateur B de E dans M,, (D) est une E-algebre centrale simple et B =20 n B
est un og-ordre héréditaire de B dont le radical est Q = P n B.
On peut associer a la strate [A, n, 0, 5] deux sous-groupes ouverts compacts (voir [Séc08]
§2.4)

J=J(B,A) et H=H(B,A)

de U(A). Pour k un entier strictement positif, on note alors
IH=JE(B, ) = J(B, ) n Uk(A)

et
H* = H*(8,A) = H(B, A) n Up(A)

qui sont deux pro-p sous-groupes ouverts compacts. De plus, les groupes J! et H! sont des
pro-p sous-groupes distingués de J et le groupe quotient J'/H! est un p-groupe abélien
fini.

Remarque 1.3.1. On a ’égalité
J=(U) nB¥)J!
(voir [MS14b] §2.3) qui induit un isomorphisme canonique de groupe
/It =~ (U(A) n BX)/(Ur(A) n BX)
ce qui permet d’associer de facon canonique une représentation de J triviale sur J' & une
unique représentation de U(A) n B* triviale sur Uy (A) n B*.
1.3.2 Caracteres simples

On choisit un morphisme injectif ¢ du groupe des racines complexes de 'unité ayant
pour ordre une puissance de p vers le groupe multiplicatif R*. On choisit également un
caractere complexe additif ¢pc : F' — C* qui est trivial sur pr mais n’est pas trivial
Sur op.

On peut alors associer a la strate simple [A,n,0,[] et & un entier m’ positif véri-
fiant m' < —ko(B,A) — 1 (ot ko(B,A) est I'exposant critique de [A,n,0, (], voir le
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paragraphe 1.6 de[Séc08]) un ensemble fini Cc(A,m/,3) de caractéres complexes de
HmIH(B,A). On appelle caractéres simples de niveau m' les éléments de Cc(A,m/, ).
Pour 6 € Cc(A,m’, 8), et pour 0 < m' < —ko(B,A) — 1, application

0 — 100

est bien définie. On note Cr(A, m’, 8) son image qui est un ensemble fini de R-caracteéres
de Hm/+1(6, A) que lon appelle R-caractéres de niveau m’.

On dispose alors d’une propriété de transfert : si on considere m € N un entier non nul et
[A, 72,0, 3] une strate simple de M (D) telle qu’il existe un isomorphisme de F-algébres
¢: F|B] — F[B] avec ¢(f5) = f3, alors il existe une bijection Cr(A,0,8) — CR(./NX,O,B)
appelée application de transfert et qui est canoniquement associée a ¢. On peut consulter
[Séc08] §2.2 & 2.4 pour en apprendre davantage sur les R-caractéres simples et leurs

propriétés.

1.3.3 Représentations de Heisenberg

Considérons 6 € Cr(A,0,5) un R-caractére simple. Alors d’aprés [MS14b] §2.3, il
existe une représentation irréductible et de dimension finie 7 du groupe J! dont la res-
triction & H' contient #. De plus, la représentation 7 est unique & isomorphisme prés, on
I’appelle la représentation de Heisenberg associée a 6. Son ensemble d’entrelacement est

JIB*J! = JB*J et pour tout élément y € B, Pespace vectoriel

Iy(n) = Hom j1~y1yw(n,n%)

est de dimension 1. De plus, 'induite de n a U;(A) est irréductible.

1.3.4 [(-Extensions

On appelle -extension de n (ou de #) une représentation irréductible de J qui pro-
longe 1 et dont ’ensemble d’entrelacement contient B*. D’apres la proposition 2.4 de
[MS14b], tout R-caractére simple 6 € C(A, 0, 3) admet une S-extension. De plus, si k est

une [-extension de #, alors on peut décrire I’ensemble des S-extensions de 6, il s’agit de
{/{ ® (x © Np/g)|x caractere de 0y trivial sur 1 + pE}

ou Np/g désigne la norme réduite de B sur E, et ou x o Ng/g est vu comme un caractere
de J trivial sur J' via la remarque 1.3.1.

Une conséquence importante des [S-extensions est le corollaire 2.8 de [MS14b] :

Proposition 1.3.2. Soit ™ une représentation irréductible d’un sous-groupe ouvert de
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G contenant J. On suppose que 7 contient 6. Alors il y a une représentation k de J
prolongeant 1 et une représentation irréductible & de J triviale sur J* telle que k@& soit

une sous-représentation irréductible de la restriction de w a J.

1.3.5 Types simples

Pour cette sous-section, on pourra se référer a [Séc05] §4.1. On considére une strate
simple [A,n,0,3] de M,,(D) telle que 2A(A) n B soit un og-ordre principal de B de

période r. On fixe un isomorphisme de E-algebres
¢:B— M, (D)

avec m' un entier et D' une autre E-algeébre a division de degré réduit d’, de fagon a

pouvoir identifier 2A(A) n B & un ordre principal standard. On a

d
ld/: m
T E

et on en déduit
J/J' ~ (U(A) n BX)/(Ui(A) n BX) ~ GLs(tpr)"

avec m’ = rs.

Soit alors 6 € Cr(A, 0, 8) un caractere simple et soit x une S-extension de 6. On considére
une représentation irréductible cuspidale oy du groupe GLs(£p/), la représentation 00®T
définit par inflation une représentation irréductible cuspidale o de J triviale sur J!. On
pose alors

A=r®0o

et on appelle type simple de G un couple de la forme (J, A) comme ci-dessus. Si de plus
o est supercuspidale, on parle de supertype simple.

Si U(A) n B est un sous-groupe ouvert compact maximal de B, le type simple est dit
maximal. Si la strate simple [A,n, 0, 8] est nulle, c’est-a-dire que 8 = 0 et n = 0, le type
simple est dit de niveau 0 et on a F = F, avec de plus J = U(A) et on choisit toujours

pour k le caractere trivial de U(A).

1.3.6 Classification des représentations irréductibles cuspidales en terme
de types

On considere (J,\) un type simple maximal de G et N = Ng(J, A) le normalisateur
dans G de la classe d’isomorphisme de A dans G. On a la proposition suivante (cf [MS14b]
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proposition 3.1)

Proposition 1.3.3. Pour toute représentation X prolongeant X\ a N, l’induite indﬁ(E)

est une représentation irréductible cuspidale de G. De plus Uapplication
¥ s ind{ (%)

induit une bijection entre prolongements de \ a N et classes d’isomorphismes de repré-

sentations irréductibles cuspidales de G contenant .

Un tel couple (N, Y) construit & partir d’une type simple maximal est appelé type
simple maximal étendu de G. On a de plus le résultat suivant ([MS14b] 3.4 et 3.7), qui
complete la classification des représentations irréductibles cuspidales en terme de types

simples maximaux étendus.

Proposition 1.3.4. Toute représentation irréductible cuspidale de niveau 0 (respective-
ment, non nul) de G contient un type simple mazimal de niveau 0 (respectivement, non

nul) unique a G-conjugaison prés.

On définit aussi deux invariants :

Définition 1.3.5. Soit p une représentation irréductible et cuspidale de G. On fixe un
type simple maximal (J,\) de G contenu dans p associé a une strate simple [2(, 7,0, 5].
On pose E = F(f3) et on écrit la décomposition A = k®o. On note I' le groupe de Galois
Gal(tp /tg).

On définit alors I'invariant s(p) comme 'ordre du stabilisateur de o dans I" et 'invariant
b = b(p) comme le cardinal de 'orbite de la classe d’isomorphisme de o sous I’action de
T.

Ces invariants sont indépendants du choix du type et ne dépendent que de p (propo-
sition 3.13 de [MS14b]). Enfin on a la propriété suivante qui décrit ’ensemble d’entrela-

cement d’un type de niveau 0.

Proposition 1.3.6. Soit (J,\) un type simple mazximal de niveau 0. L’ensemble d’en-
trelacement de A dans G est égal au normalisateur Ng(\), qui est engendré par J et

.

1.4 Premiers théoremes de décomposition d’une catégorie

1.4.1 Selon le caracteére central

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique

résiduelle p et soit D une algébre a division centrale de dimension finie sur F' de degré
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réduit d. Dans la suite, on fixe m = 1 et on s’intéresse aux représentations lisses de
G = GL,,,(D) a coefficients dans un corps R algébriquement clos de caractéristique I

différente de p.

Théoréme 1.4.1. Soit (m,V') une représentation de G de longueur finie n. On note 2
l’ensemble des caractéres centraux de sous-quotients irréductibles de V' et pour w € Q on
note V., la plus grande sous-représentation de V dont tous les sous-quotients irréductibles

admettent w pour caractére central. Alors la représentation V admet la décomposition

V= (—BVw.
wel)

Preuve. On note r le cardinal de €2. La preuve se fait par récurrence sur n et dépend
largement du cas r = n = 2 qui est démontré ci-dessous. La preuve de I’hérédité est
exactement la preuve de la proposition 1.7 de [SS16].

On traite donc le cas r = n = 2. Comme r = 2, il y a deux caracteres centraux distincts
de sous-quotients irréductibles de V. Comme de plus n = 2, la représentation V admet
une sous-représentation W irréductible telle que V /W soit irréductible. On appelle w le
caractére central de W et w' le caractére central de V/W. On note enfin Z le centre de
G. Il s’agit de fabriquer un supplémentaire de W qui soit stable par G.

Soit W’ un supplémentaire quelconque de W. Soit v’ € W' et z € Z, alors on peut écrire
7(2)(V)=a+b

avec a € W et b e W'. Dans ce cas b = w'(2)v'. En effet, ceci découle du fait que ces deux
éléments appartiennent & W/, et de la commutativité du diagramme suivant, ot 'on
utilise ’hypothése selon laquelle V//W a pour caractére central w’ (dans le diagramme,
Papplication P désigne la projection canonique de V sur V /W, et pour v € V', on désigne

la classe de v dans V /W par v) :

v e W' a + b
l (ew) (ew’)
P lP
o ) (o) b

On définit alors a : Z — Hompg(W', W) via
a(z)(v') = a.

L’application « est bien définie (c’est-a-dire qu’elle est bien a valeur dans Homg (W', W))

puisque cela découle immédiatement de la R-linéarité de m(z) pour tout z € Z. Etablis-
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sons une relation sur a. Soit z1,22 € Z. On a
7(2122) (") = 7(21)(n(22) () = 7(21) (@ + D)

avec a € W et be W’ (plus précisément on a vu b = w'(22)(v")), d’on

7(2122) (") = w(z1)a + 7(21)(b) = w(zr)a +a’ + ¥
avec a' € W et ' € W'. On en déduit

a(z122) (V") = w(z1)a + @ = w(z1)a(z) (V') + a(z1)(b)
or b= w'(z)(v') d’ou finalement
a(z122) = w(z1)a(z2) + W (22)a(21).

Cette relation est appelée une relation de cocycle, et nous étudierons les relations de
cocycle plus en détails dans le chapitre 2.
Les éléments z1 et zo appartiennent au centre de G, par conséquent ils commutent et on

en déduit

a(z2)(w(z1) —w'(21)) = a(z1)(w(z2) —w'(22)).

Or par hypotheése, les caracteéres w et w’ sont distincts d’ot I'existence d’un élément z € Z

vérifiant w(z) # w'(z). En choisissant zo = z dans la derniére égalité, on en déduit
a(z1) = (w(z1) —w'(21))z

avec
a(z)

T w(z) —w'(z)

une application linéaire de W’ dans W qui ne dépend pas de z;. A partir de cette
application z, on peut définir un endomorphisme de passage (explicitement, il fixe chaque
élément de W et envoie un élement v' € W' sur v’ + z(v’)) qui donnera a partir de W’
un supplémentaire Z-stable, sur lequel le centre agit via w’. En effet, si on adopte un

point de vue matriciel en se placant dans la base (W, W'), on a

1 z\ [w(z) alz) L —z) _ w(z) az) —z(w(z) —W'(2)) _ w(z) 0
0 1 0 Wi(z))\0 1 0 W'(2) 0 W(2))

On a maintenant un supplémentaire de W qui est Z-stable, que on appelle W (qui est
I'image de W' par ’endomorphisme de passage), tel que le centre agisse sur W via w et

sur W via w’. Montrons que ce supplémentaire est aussi G-stable. On se donne v’ € W,
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ainsi que g € G et on veut montrer que 7(g)(v') € W. Ecrivons
m(g)(V)=a+b

avec a € W et be W, de sorte qu'il s’agit & présent de montrer que a est nul. On rappelle
que z est un élément de Z vérifiant w(z) # w'(2) (il existe car par hypothese w et w’

sont distincts). Alors,

m(zg)(v') = w(2)(m(g)(v")) = 7(2)(a +b) = w(z)a + w'(2)b

et

m(g2)(v') = w(g)(m(2)(v)) = 7(g)(w'(2)v") = ' (2)7(g)(v) = w'(2)(a + D).
Or I'élément z est dans le centre donc zg = gz et les deux termes ci-dessus sont égaux
d’ott w(z)a = w'(2)a, or par construction w(z) # w'(z), ce qui entraine a = 0, ce qu’on

voulait.

Remarque 1.4.2. Ce théoréme prouve que si deux représentations de G sont dans un

méme bloc de la catégorie %’g((}), elles ont a fortiori le méme caracteére central.

1.4.2 En utilisant les espaces d’extension

On commence par présenter la notion de somme amalgamée.

Définition 1.4.3. Soit A une R-algébre. On consideére f; : X — Xj et fo: X — X5
deux morphismes d’une catégorie € de A-modules. Une somme amalgamée de f1 et fo est
la donnée d’un triplet (@, g1, g2) ou @ € € est un objet de la catégorie et q; : X1 — @
et g2 : Xo —> @ sont deux morphismes vérifiant :
1. égalité q1 0 f1 = g2 0 fo;
2. de plus pour tout Y € ¥, s’il existe un couple de morphisme g; : X1 — Y et
go : Xo —> Y vérifiant g1 o fi = g2 o fo, alors il existe un unique morphisme
g:Q —Y tel que gogq1 = g1 et goga = go.

La situation peut étre représentée par le schéma suivant.

X x

.

Xy —2 Q
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On aura besoin sur cette notion du théoréme suivant, qui est le théoreme II1.5.9 de
[Ass97].

Théoréme 1.4.4. Considérons le diagramme suivant ot la ligne du haut est exacte.

fi fo

0 Y

|

X

M N 0

Alors il existe une somme amalgamée (M,ql,qg) de fi1 et fo et un morphisme qy tel

qu’on ait le diagramme commutatif d lignes exactes suivant :

0 y o N 0
JfQ JIQ1 IIdN
q2 =~ qo0
0 X M N 0

On se propose de démontrer maintenant un théoreme de décomposition de catégorie

reposant sur utilisation des espaces Ext!.

Lemme 1.4.5. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de R-représentations irré-
ductibles de G tel que pour toute représentation A € S et toute représentation B ¢ S (le

complémentaire étant pris dans l’ensemble des R-représentations irréductibles de G),
Ext{ (A, B) = {0}.

On suppose qu’il existe une représentation V de longueur finie ayant tous ses composants
trréductibles dans S, et une représentation W de longueur finie n’ayant aucun composant
irréductible dans S. Alors

Extg(V, W) = {0}.

Preuve. On suit un raisonnement par dévissage. On note S le complémentaire de S
(dans I'ensemble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de G) et
on choisit dans W un quotient irréductible B (B existe car les représentations sont
de longueur finie), avec B € S. On choisit également dans V une sous-représentation
irréductible A, avec A € S. La représentation V'’ est définie par la suite exacte courte
suivante :

0 A V Vv’ 0.

On en déduit la suite exacte
Hom(A, B) —— Ext!(V’, B) —— Ext!(V, B) —— Ext!(4, B)
or Hom(A, B) = {0} car A et B sont irréductibles et non isomorphes et Ext!(A, B) =
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{0} par hypothese. Par conséquent, Ext!(V,B) = Ext'(V’, B). On procede donc par
récurrence sur la longueur de V' : si V est irréductible, le résultat est donné par hypothese,
et il ne l'est pas le résultat se déduit de Ext!(V, B) = Ext!(V’, B) et de I'hypothese
de récurrence puisque V' a une longueur strictement inférieure a celle de V. Notons que
cette méthode est possible car les représentations sont de longueur finie. On obtient donc

Ext!(V, B) = {0}. Définissons maintenant W' par la suite exacte courte

0 w! W B 0.
On en déduit la suite exacte
Hom(V, B) —— Ext!(V, W) —— Ext}(V, W) —— Ext}(V, B)

or on a vu que Ext!(V, B) = {0} et de plus Hom(V, B) = {0} car B est irréductible et
appartient & S. En procédant de la méme fagon que pour Ext!(V, B) = {0}, on obtient
Ext!(V, W) = {0}.

Théoréme 1.4.6. Soit Z une sous-catégorie pleine de la catégorie des R-représentations
lisses de longueur finie de G. On suppose qu’il existe un sous-ensemble S de représenta-
tions irréductibles de G tel que pour toute représentation A € S et toute représentation
B ¢ S (le complémentaire étant pris dans ’ensemble des R-représentations irréductibles
de G),

Ext!(A, B) = {0}.

Alors # se décompose : # = H1 @ Ao ou X1 est la sous-catégorie pleine de % des
représentations dont tous les sous-quotients irréductibles appartiennent a S, et %o est
la sous-catégorie pleine de % des représentations dont aucun sous-quotient irréductible

n’appartient a S.

Preuve. Soit M une R-représentation de longueur finie de G. On considere X, la plus
grande sous-représentation de M dont tous les composants irréductibles appartiennent
a S, et Y, la plus grande sous-représentation de M dont aucun composant irréductible
n’appartient & S. Montrons que M < X @Y. Fixons N = M /(X @Y') et supposons par
I’absurde N non nul. Le diagramme qui suit, ou fj est la surjection naturelle de M dans
N, ou f; est I'injection naturelle de X @Y dans M, et ou fy est la surjection naturelle
de X ®Y dans X, illustre la situation.

l—s Xyl w5 N 0

|+

X

D’apres le théoréme 1.4.4, il existe une somme amalgamée (Mx, q1,q2) de f1 et fa et qo
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un morphisme tel qu’on ait le diagramme commutatif a lignes exactes suivant :

-— Xy snm-L° N 0
JfQ JQ1 IIdN
0 X2 MmN 0

D’apres le lemme I11.5.8 de [Ass97], q1 est surjectif car fo 'est. On note i; U'injection
canonique de X dans X @Y et g3 la surjection canonique de M dans M/Y et on

utilise alors la propriété universelle de la somme amalgamée (ce qui est possible car

q3f1 = @3 f1i1f2)

qui nous donne lexistence d’un morphisme g : Mx — M/Y vérifiant g¢1 = g3 et
992 = g3 f1i1. Montrons que g est injectif. Soit x € Mx tel que g(z) = 0. Alors il existe
Z € M tel que = = ¢1(Z) d’ou

9(qu (1)) = 0
donc

q3(%) = 0.

On en déduit que T € Y d’ou

r=q(f1(T) = ¢2(f2(Z)) = 2(0) =0

car Y est précisément le noyau de fs. Ainsi g est injective et elle est également surjective

puisque gq; = g3 qui est surjective. Ceci prouve que
Mx ~M}Y

donc d’une part tous les composants irréductibles de Mx appartiennent a S (en effet,
si un composant irréductible Mg de Mx =~ M/Y n’appartient pas a S, alors la pré-
image de Mg par l'opération de quotient par Y se décompose en Y @ Mg, avec Mg
une sous-représentation de M isomorphe a Mg, donc n’appartenant pas a S, ce qui
contredit la maximalité de V), et d’autre part M € Ext!(Mx,Y) (d’apres I'identification
des espaces d’extension avec des suites exactes courtes donnée a la proposition 1.2.11).

Or, cet espace d’extension est nul d’apres le lemme précédent puisque Mx a tous ses
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composants irréductibles dans S, et Y n’a aucun composant irréductible dans S. Donc
M=Mx®Y
et Mx (qui contient X') est un sous-module de M qui contredit la maximalité de X sauf

si My = X. Finalement on a M = X @Y avec Hom(X,Y) = Hom(Y, X) = 0, ce qui

décompose la catégorie des R-représentations de longueur finie de G.
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Chapitre 2

Cas de GL{(D) et du niveau 0

Dans ce chapitre F' est un corps commutatif localement compact non archimédien
de caractéristique résiduelle p et D est une algebre a division centrale de dimension finie
sur F' de degré réduit d. On fixe m = 1 et on s’intéresse aux représentations lisses et
de longueur finie de G,,, = GL,,(D) a coefficients dans un corps R = F; algébriquement
clos de caractéristique [ non nulle et différente de p. On pose n = md. On s’intéresse
ici au cas out G, = G = D* (on a m = 1). Le but de ce chapitre et de I’étude du cas
particulier de la dimension 1 est de montrer comment le probleme peut étre résolu par
des calculs de cocycles et cobords, calculs qui deviennent plus complexes quand on passe
au cas général ce qui motive alors le recours & d’autres méthodes de résolution.

On note ¢ le cardinal du corps résiduel £p = op/pp, et on note U' le groupe 1 +pp. On
note enfin ¢ une uniformisante de D choisie telle que t"* € F'*. Quand le groupe n’est pas

précisé, les espaces d’extension sont considérés sur le groupe G.

2.1 Caracteéres y vérifiant Ext}.(y, 1) # {0}

On commence par déterminer les R-caractéres x de G tel que Ext!(y,1) # {0},
ou 1 est le caractere trivial de G. En effet, de tels caracteres seront automatiquement

dépendants avec le caractére trivial de G (voir le lemme 1.2.13).

2.1.1 Préliminaires
Proposition 2.1.1. Soit un caractére x vérifiant Ext!(x, 1) # {0}. Alors x est forcément
non ramifié.

Preuve. En effet, comme Ext!(y,1) # {0}, les représentations x et 1 sont dans le
méme bloc et ont donc méme support supercuspidal a inertie pres. Ceci découle de la

décomposition de la catégorie des représentations de G de longueur quelconque, voir le
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paragraphe 10.2 de [SS16]. Or ce sont des caractéres de D* donc x est en fait la tordue
de 1 par un caractére non ramifié, et y est par conséquent lui-méme un caractére non

ramifié.

Proposition 2.1.2. Le nombre de caractéres vérifiant Ext!(y, 1) # {0} est plus petit

que le plus grand facteur de n premier a l, et ces caractéres sont d’ordre divisant n.

Preuve. D’une part, on sait qu’un tel caractére y est dans le bloc du caractere trivial
donc x a un caractére central trivial (voir la décomposition en fonction du caractere
central au théoréme 1.4.1) et d’autre part le caractére y est entierement caractérisé par
le choix de x(t) (car il est non ramifié), ot on rappelle que ¢ est une uniformisante de D
choisie de telle facon que t"™ € F*. On a alors x(t") = 1 d’ou x™ = 1. De plus, on observe
que si I'on écrit n = M'l%" avec pged(M',1) = 1, le nombre de solutions & I’équation

2" =1 dans R qui est de caractéristique [ est M’ car

!

1= (M )

par itération du morphisme de Frobenius sur R.

2.1.2 Restriction a o}

A présent, on se propose de raisonner en utilisant la théorie de I’homologie. On
utilisera régulierement la proposition suivante, qui découle de [Lan02] VI.10, et qui établit

un lien entre espace d’extension et la notion de cobord/cocycle.

Proposition 2.1.3. Soit x un caractére de D*. Alors x vérifie
Extg(x, 1) # {0}

si et seulement si il existe une application o : D* — R vérifiant

Vg,h € G, a(gh) = x(g9)a(h) + a(g)

et ne vérifiant pas

Jue RVgeg, a(g) = u(x(g) —1).

Les applications de cette forme vérifiant la premiere relation sont appelées des co-
cycles, et celles vérifiant la seconde relation sont appelées des cobords. Le probléme
consistant a savoir si un espace d’extension est non nul se raméne donc a l'existence

d’un cocycle qui n’est pas un cobord.

Soit (7, V) € Ext!(y, 1). Il existe une application a de D* & valeurs dans R qui vérifie
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une relation de cocycle : soit g,h € G,

a(gh) = x(g)a(h) + a(g).

Ceci motive I'étude de & = O‘|o,§ 0}, = R. En effet, si g et h appartiennent a o}, on a

a(gh) = a(g) + a(h)

donc & est un morphisme additif.

Or R est de caractéristique [ premier & p et Uy = 1 + p' est un pro-p groupe, donc

&ly, = 0 d’ott & induit un morphisme o' : 0)3/U' — R.

Remarque 2.1.4. Dans le cas ou [ ne divise pas ¢"* — 1, tous les éléments de OB/UI

sont d’ordre premier a [, donc appartiennent au noyau de «’.

La proposition qui suit traite le cas ou [ divise ¢" — 1.

Proposition 2.1.5. Ecrivons ¢" — 1 = MI° avec pged(M,1) = 1 et on suppose s > 1.
Alors il y a au plus M1* (I — 1) éléments de UB/UI qui ne sont pas dans le noyau de

o.

Preuve. Ona o}, JU ~ g~ Fgn qui est cyclique de cardinal ¢" —1 = M1*® et on appelle

k

a un générateur. Tous les éléments de Fy, s’écrivent donc a” avec k € N, or

o/ (%) = ko (a)

qui est nul si [ divise k. Pour que ceci ne se produise pas pour un élément = € Fg., il faut
que [¢ divise ordre de z, ce qui est équivalent & ce que l'ordre de x ne divise pas [*~ 1M,
ce qui est équivalent & ce que z n’appartienne pas au groupe de I*~!M-torsion qui a
pour cardinal [*"'M. Il y a donc au plus M1® — M5! = MI* (I — 1) tels éléments.

Remarque 2.1.6. Dans le cas ot [ divise ¢" — 1, on a (0),/U')/(H) ~ Z/IZ ot H est
le groupe de [*~!M-torsion de UB/Ul. Par conséquent il y a un isomorphisme entre le
groupe des caractéres additifs de o} et le groupe additif du corps R. En effet, un tel
caractere dépend uniquement du choix de I'image d’'un générateur de Z/IZ qui a pour
unique contrainte d’étre d’ordre divisant [ (dans le groupe (R, +)), ce qui est toujours

le cas puisque [ est la caractéristique de R.

2.1.3 Prolongements de morphismes additifs de o}

Soit maintenant x un caractere non ramifié de G tel que x™ = 1. On cherche a exhiber

(7, V) non scindée appartenant & Ext!(x,1). D’apreés la proposition 2.1.3, cela revient &
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trouver une application a : D* — R qui soit un cocycle (c’est-a-dire que a doit vérifier
a(gh) = x(g)a(h) + a(g) pour tout g, h € G) et qui ne soit pas un cobord (c’est-a-dire
qu’il ne doit pas exister u € R tel que a(g) = pu(x(g) — 1) pour tout g € G).

Remarque 2.1.7. Une application « : D* — R non nulle sur o}, ne peut étre un

cobord. En effet, soit g € 0},. Si o est un cobord, il existe 1 € R tel que

a(g) = p(x(g) —1) =0
car x est non ramifié.

On a vu a la sous-section précédente que les applications a : D* +— R qui vérifient
une relation de cocycle admettent une restriction & : 0}, — R qui est un morphisme
additif. Soit donc un morphisme additif 5 : 0}, — R, et on suppose que o : D* — R est

un prolongement de [ qui soit un cocycle.

Lemme 2.1.8. Pour tout k entier vérifiant k = 1, on a

k—1
olt) = at)( T X (1))
=0
et i .
oty = -2 _ o) Y xie)

Preuve. Soit k un entier avec k = 1. On a
k—1
) ,
a(t*) = a()(Y X' (1)
1=0
car « vérifie une relation de cocycle. De plus, on observe que d’une part
a(tft™F) = a(1) = a(1) = 0

alors que d’autre part
a(t"t™F) = x(tM)a(t™") + a(t*)

car « est un cocycle d’ou finalement

(17 = = — —o) LX)

Proposition 2.1.9. L’application o est uniquement déterminée par le morphisme 3 et
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la valeur o(t). De plus, si g € D* vérifie g = ut® avec u € o}, et k € Z, alors

k-1
a(g) = a(ut) = Bu) + a(®)( D)X (1)
i=0

pour 'k =1 et
~1
a(g) = a(ut*) = Bu) — a()(D X' (1))
i=k
pour k < —1. Enfin, si k =0 alors a(g) = f(u).

Preuve. Soit g € G. Il existe u € 0}, une unité et k € Z uniques tels que g = ut®. Alors
_ ky _ ky _ k
a(g) = a(ut”) = afu) + a(t”) = Bu) + a(t”)

car a est un cocycle prolongeant 5 et x est non ramifié par hypothese. Or, d’apres le
lemme 2.1.8, 'application k +— a(t*) ne dépend que de «(t) donc le prolongement o est
uniquement déterminé par 3 et «a(t). Les autres résultats découlent immédiatement du

lemme 2.1.8.

2.1.4 Existence d’un prolongement qui soit un cocycle sans étre un
cobord

Dans cette sous section x est encore un caractere non ramifié de G tel que x" =1 et

on consideére toujours un morphisme additif 3 : o}, — R.

Définition 2.1.10. Pour tout A € R, on définit a;, : D* — R de la fagon suivante : si

g € D* vérifie g = utF avec u e 0}, et k € Z, alors

k—1
ax(g) = ax(ut®) = Bu) + A x'(t)
1=0

pour k > 1 et
~1

ax(g) = ax(ut®) = Bu) = A(Q X' (1))

i=k

pour k < —1. Enfin, si £ = 0 alors a)(g) = 5(u).

On sait grace a la sous-section précédente que n’importe quelle application o : D* +—

R cocycle non cobord prolongeant 3 est forcément de la forme a) pour un A € R.

Notation 2.1.11. Dans toute cette sous-section, on considere A € R fixé et on notera
a pour a). De méme, on utilisera a(t) pour désigner A puisqu’ils sont égaux et & pour

désigner [ puisqu’ils sont égaux.
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Remarque 2.1.12. Si x est trivial, a(t*) = ka(t) pour tout k € Z.

Lemme 2.1.13. Si y n'est pas trivial, a(t*) ne dépend que de la congruence de k modulo
n.

Preuve. D’une part
n—1

at") = a(t) Y, X' (t) = 0

1=0

car somme des puissances d’une racine n-ieme de I'unité non triviale par hypothese et

at™) = -2 =

d’ou le résultat pour k = 1 et pour k < 1. Il reste a observer que pour 0 < k < n,

n—k—1 n—1 ‘ n—1 ' n—1 .
a(t™ M) =alt) D) X' (1) =a®)( QO x'(1) - X'(t) = —a(t) ), x'(t)
=0 =0 i=n—k i=n—Fk
o n—1 —1
X)) = DX (t)
i=n—~k f=—

car x est d’ordre divisant n donc

a(t™ ) = —a(t)'z X'(t)=a(t™")

ce qui permet de conclure.

Remarque 2.1.14. Si x est non trivial, on déduit du lemme précédent et du fait que

X" = 1 une autre expression pour a(t*), valable pour tout k € Z :

x(t*) -1

a(th) = a(t) VO

Lemme 2.1.15. Pour k,s € Z,

a(thT5) = a(th) + x(tF)a(t?).

Preuve. Si y est trivial, le résultat découle du fait que a(t¥) = ka(t) pour k€ Z. Si
n’est pas trivial, alors on peut utiliser le lemme 2.1.13, et il suffit alors de traiter le cas

ou k et s sont des entiers positifs. Dans ce cas,
k+s—1

k—1
a(th) + x(t)a Zx +x(t")a ZX =a(O( XX+ Y X))
1=0
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k+s—1
a(tk) + X(tk)a(ts) = aft) 2 Yi(t) = a(tk+5)_
i=0
Notons qu’on pouvait aussi procéder sans le lemme 2.1.13, en traitant séparément

les cas suivant les signes de k et s. Par exemple,

k—1 -1 k—1 k—1
a(t®) + x(tMa(t™*) = a(t) Y X (#) = x(tMa(®) D, X' (1) = a®)( QX' = Y x'(1)-
=0 i1=—5 =0 i=k—s

Supposons k = s, alors on a

a(t®) + x(tM)a(t™®) = a(t)

Supposons maintenant k < s, alors

a(t®) + x(t)a(t™) = at) ) x'(t) = a(t").

s.
I
=)
‘ —
2]

Proposition 2.1.16. L’application o ainsi définie vérifie une relation de cocycle si et

seulement si pour tout v € o, et tout k € Z, on a
a(ttut %) = x(tHa(v).
Preuve. Soit g,h € G que l'on écrit g = utk et h = vt® avec u,v € o5 et k,seZ. Ona
a(gh) = a(ut®vt®) = a(uttut *t*t%) = a(u) + atvt %) + a(t*+9)

x(ut?)a(vt®) + a(ut”)
a(u) + a(t®) + x(t)a(t*) + x(t*)a(v)

et
x(g)a(h) +alg) =

car y est un caractére non ramifié. Or d’apres le lemme 2.1.15,

a(t*) = a(t*) + x(t")a(t)
donc « est un cocycle si et seulement si pour tout v € o, et tout k € Z, on a
a(tfut=y = x(tHa(v).
Remarque 2.1.17. Il est remarquable que cela ne dépende pas du choix de A.

On introduit maintenant l'invariant de Hasse d’une algebre a division, on pourra

consulter [BG16] pour plus de détails.

52



Définition 2.1.18. Soit ¢ une uniformisante choisie de telle fagon que t" € F*. Alors ¢
agit par conjugaison sur op donc par réduction sur ¢p (I’anneau des entiers quotienté
par son unique idéal maximal) et cette action est triviale sur op donc sur £p. Ainsi ¢
agit sur €p/tr, et cette action est celle d’une certaine puissance du Frobenius de ¢p/¢p.
Cette puissance (modulo n) ne dépend pas de I'uniformisante choisie et est premiere a

n. On la note ¢ et on 'appelle invariant de Hasse de ’algebre a division.

Notation 2.1.19. On note, dans toute la suite, e 'ordre de ¢ dans (Z/IZ)* et si e[n on

note xo le caractére non ramifié défini par xo(t) = ¢~

Proposition 2.1.20. Si e|n, l'application o est un cocycle si et seulement si & = 0 ou

X = Xal. Sietn, alors a est un cocycle.

Preuve. D’apres la proposition 2.1.16, 'application « vérifie une relation de cocycle si

et seulement si pour tout v € Of et tout k € Z, on a
a(tfut=y = x(tMa(v).

Si e t n, on sait qu’il n’existe pas de morphisme additif non nul de o}, a valeur dans
R. Par conséquent & est nul et a est un cocycle. Supposons a présent que e|n et que
& n'est pas nul. Quitte & quotienter par U! (on a vu qu’on pouvait le faire sans perdre
l’équivalence puisque o' détermine &), l’application « est un cocycle si et seulement si

pour tout v € £} et tout k € Z, on a

en notant 7 I’action de conjugaison par t dans 0},/U; ~ £}, . Or, en notant ¢ 'application

de Frobenius sur £p relativement a kr, on a
o (7H(v) = ' (¢* () = o/ (") = g (v)
comme ' est un morphisme. Donc « est un cocycle si et seulement si pour tout k € Z
XE(t) = ¢*
qui est équivalent a x(t) = ¢'.

Proposition 2.1.21. L’application a vérifie une relation de cobord si et seulement si

& =0 et s’il existe p € R tel que
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Preuve. Soit g € G que l'on écrit g = ut® avec u € o}, et k€Z, et soit p€ R. On a
_ ky _ = k
a(g) = a(ut”) = a(u) + a(t)

et
u(x(g) = 1) = p(x (") — 1)

car x est un caractere non ramifié. Comme on a déja vu que si « est un cobord, alors
@ est nul, on déduit de tout cela que I'application « vérifie une relation de cobord si et

seulement si @ = 0 et s’il existe u € R tel que pour tout k € Z,

a(th) = n(x(t*) = 1)

ce qui prouve que la condition de I’énoncé est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffi-

sante, on considere u € R tel que

aft) = p(x(t) —1).

D’apres le lemme 2.1.13, on peut se restreindre au cas k > 1 (dans le cas ou x est trivial,

il est clair que la condition est suffisante) . Alors,

a(t?) = at) X x'(t)

I
=
1
X@.
S

l |
<. x~

Ll
XS.
=

|
=
—~
S0 .
o
~—~
~
pa—
|
—_
pa—

d’ou le résultat.

Conséquence. Si x est trivial, 'application o vérifie une relation de cobord si et seule-
ment si elle est nulle. Si x est non trivial, Uapplication o vérifie une relation de cobord

st et seulement si & = 0.

Proposition 2.1.22. Supposons o non nul. Si e|n, alors « est un cocycle sans étre un
cobord si et seulement si (& =0 etx =1) ou (@#0 et x =xy"). Sietfn, alors o est

un cocycle sans étre un cobord si et seulement si x est trivial.

Preuve. On procede en distinguant 4 cas, et 'on obtient en utilisant les deux proposi-
tions précédentes ce qui suit :
— sie|n et si x =1, alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si «
est non nul et (& =0 ou x = Xy ')
— sie|n et si x # 1, alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si

d#OetX:Xal
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— si efnetsiy=1,alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si
« est non nul
— siefnetsiy#1,alors a n’est jamais un cocycle sans étre un cobord.
Ainsi si e|n, alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si (& = 0 et
x=1ou(@#0etx=xy et x=1) ou(@#0etx=yxy'etx#1) cest-a-dire si et
seulement si (@ =0et y =1) ou (@ #0et x = x5 ).

Remarque 2.1.23. L’hypothése o non nul se justifie car si a n’est pas un cobord il est

nécessairement non nul.

Proposition 2.1.24. Le caractére trivial est un caractére x non ramifié d’ordre divisant
n vérifiant Ext(x, 1) # {0}. Sie|n, il y en a un unique autre (ils peuvent étre égaux),

le caractére Xal. Siefn, il n’y en a pas d’autre.

Preuve. D’apres la proposition qui précede, si x = 1, il existe toujours un prolongement
qui soit un cocycle sans étre un cobord de n’importe quel morphisme additif de O &
valeur dans R. Si x = xq Lot si e|n, il en existe toujours un qui soit un cocycle sans étre
un cobord de n’importe quel morphisme additif non nul de O} & valeur dans R (et on a
vu qu'il en existe si e|n). La proposition précédente prouve également qu’il n’existe aucun
autre cas ot un morphisme additif de O}, a valeur dans R admette un prolongement
qui soit un cocycle sans étre un cobord. Le résultat se déduit alors du fait que tous les
cocycles non cobords de D* dans R sont des prolongements d’un morphisme additif de

O} a valeur dans R.

2.2 Le bloc du caracteére trivial

Il reste a trouver les caractéres x appartenant au bloc du caractere trivial, au sens

de la catégorie des représentations de longueur finie.

Proposition 2.2.1. Si x est un caractére vérifiant Ext!(x,1) # {0}, alors toutes ses

puissances sont dépendantes avec le caractére trivial.

Preuve. Il existe « vérifiant une relation de cocycle :

a(gh) = x(g)a(h) + a(g)

pour tout g,h € D* et ne vérifiant pas de relation de cobord : il n’existe pas € R tel

que pour tout g € D*
a(g) = p(x(g) — 1).
Alors
a(gh)x(gh) = x*(g)a(h)x(h) + x(h)e(g)x(9)
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ce qui est une relation de cocycle pour ay d’ott Ext!(x?, x) # {0} et de plus on n’a pas

de relation de cobord pour ay car si

cela contredirait le fait que « ne vérifie pas de relation de cobord. Par conséquent
Ext!(x2, x) # {0} donc x? et x sont dépendantes, et on répéte le processus pour obtenir

le résultat (puisque de proche en proche x et ses puissances sont toutes dépendantes).

Remarque 2.2.2. De maniere plus générale, la preuve qui précede permet de prouver

que si A et B sont des représentations de D>, et y un caractere de D>, alors
Ext!(A, B) # {0} = Ext'(Ax, Bx) # {0}.

En effet, on montre de la méme fagon que ci-dessus que si « vérifie une relation de cocycle
(et pas de relation de cobord) pour Ext!(A, B), alors ary vérifie une relation de cocycle

(et pas de relation de cobord) pour Ext!(Ay, Bx).
Proposition 2.2.3. Si e|n, alors v est dépendante avec le caractére trivial.

Preuve. Les hypotheses de la proposition 1.1.43 sont vérifiées pour p = 1 : on choisit
u = 0; comme k(1) =1 et s(p) = ﬁ(p) = n, il suffit alors que €(1)|n, ce qui est vrai
car €(1) = e. Ainsi v et 1 sont dans la réduction modulo [ de la méme représentation, ils

sont donc dépendants d’apres le lemme 1.1.39.

Théoréme 2.2.4. On appelle B le bloc du caractére trivial. Si e|n, alors B =< v > .
Sinon B = {1}.

Preuve. Pour les inclusions directes, on utilise le théoreme 1.4.6 avec S =< v > et
S = {1} respectivement. Par exemple pour le cas ou S =< v > (lautre cas étant

similaire), si Ae S =< v > et si B ¢ .5, on suppose que
Ext'(A, B) # {0}
par conséquent
Ext'(AB™1,1) # {0}

d’out AB~! € S (ceci découle du théoréme 2.1.24), or A € S, ceci contredit B ¢ S, donc
on vérifie bien les hypotheses du théoréme 1.4.6, ce qui donne l'inclusion directe.
Les inclusions indirectes découlent des propositions 2.2.1 et 2.2.3, qui établissent que v

et toutes ses puissances appartiennent a B.
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2.3 Caracteéres y vérifiant Exty. (7, 7y) # {0}

Soit m une représentation irréductible de D* de niveau 0, il existe £ un caractere
de o trivial sur Ul ayant b conjugués (ol b est défini & la définition 1.3.5), que 1'on
étend & son normalisateur N qui est distingué dans D* et tel que m = z'nal{{l)X (&) d’apres
la section 1.3.6. On rappelle que le normalisateur de £ est ’ensemble des g € G tel que
&9 ~ ¢ (voir définition 1.1.12).

Le but est de trouver les caractéres y de G tels que Exty,. (m,7x) # {0}. On a

Extp« (m, mx) =~ Exty (€, Resy (mx))

avec
Res{ (m®x) = Res{ ((IndR €)@ x) ~ Res¥ " (Ind{” (€@ xn))
d’ou par la formule de Mackey (proposition 1.1.14)

ResR (n@y)~ @ IndY E@xnw)i~ P E@xn)?

GeEN\D* /N GeEN\D* /N
d’ou ]
Extp.(mmy) ~ Exty(¢, @ (E@xn)9)

GeEN\D* /N
c Exty(€  TI  (E®@xn)9)

GeN\D* /N
~ ] Exty(& (E®@xn)9)

GeEN\D* /N

en utilisant la proposition 1.2.11. La question que 'on se pose devient alors "quels sont
les x tels qu'il existe §j € N\D*/N tel que Exty (£, (€ ® xN)9) # {0} 7",

D’apres la preuve de la proposition 2.2.1,

Exty (€, (€ ® xn)?) = Exty (1,671 xn)-

On appelle @ le caractére € 1(£)7 et on note encore x pour XN de sorte que I'on s’interroge
sur la nullité de Extk (1, 0x).

Remarque 2.3.1. Pour les mémes raisons que précédemment, y est forcément non
ramifié d’ordre divisant n. De par la structure de N (voir la proposition 1.3.6), on sait

que § a un représentant qui est de la forme t", avec 0 < r < b.
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2.3.1 Restriction a o},

On suppose que Exti(1,0x) est non nul. On sait qu'il existe alors a est une appli-

cation de N a valeurs dans R vérifiant une relation de cocycle : soit g,h € N,

a(gh) = a(h) + a(g)0(h)x(h).

Ceci motive I’étude de & = af « : 0}, — R puisque si g et h appartiennent a oy, alors
D
a(gh) = a(h) + afg)0(h).

Notons que cette fois, & n’est pas un morphisme additif. Néanmoins & est un morphisme
additif sur Uy, or R est de caractéristique | premier & p et Uy = 1 + p! est un pro-p

groupe, donc @|y, = 0 d’out & induit une application o : UB/Ul — R.

2.3.2 Prolongements de morphisme additif de o}

Remarque 2.3.2. Si 6 est non ramifié, une application « : N — R non nulle sur o, ne

peut étre un cobord. En effet, soit g € 0},. Si a est un cobord, il existe 1 € R tel que

ag) = u(1 —0(g)x(9)) =0

car x et 6 sont non ramifiés.

On a vu a la sous-section précédente que les applications a : N — R qui vérifient
une relation de cocycle admettent une restriction @& : o}, — R. Soit donc 3 : 0}, — R, et
on suppose que « : N — R est un prolongement de S qui soit un cocycle sans étre un
cobord. Pour les propositions qui suivent dont les preuves s’adaptent directement des

preuves du cas du caractere trivial, nous ne donnerons pas de preuve.

Lemme 2.3.3. Pour tout k entier vérifiant k = 1, on a

k—1
o(t")*) = at) (D0 (E)X(t)
1=0

et

-1
a((t")7F) = =a((®) (") TF)x((tP)7F) = —a(t?) ] /()X (")

—
Proposition 2.3.4. L’application o est uniquement déterminée par le morphisme 3 et

la valeur a(t?). De plus, si g € N vérifie g = u(t®)* avec u € o}, et k € Z, alors
k—1
a(g) = a(u(t’)*) = a®)(Y,0° ()X (t) + Bw)o((£)")x((t")*)
i=0
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pour k =1 et
a(g) = a(u(t’)*) = —a(t’) Z B (") (1) + Bw)B((£)*)x ((°)")
i=—k
pour k < —1. Enfin, si k =0 alors a(g) = B(u).

2.3.3 Existence d’un prolongement qui soit un cocycle sans étre un
cobord

Dans cette sous-section x est encore un caractére non ramifié de G tel que x" =1 et

on considére toujours un morphisme additif 5 : o}, — R.

Définition 2.3.5. Pour tout A € R, on définit ) : D* — R de la facon suivante : si
g € N vérifie g = u(t?)* avec u € 0}, et k € Z, alors

ax(g) = ax(u = A( 29’ ()X (1)) + Bw)d((t*)*)x ((t")")

pour k =1 et
ax(g) = ax(u(t’)”) = —A Z 0" (t") X" (") + Bw)O((E")F)x (1))
i=—k

pour k < —1. Enfin, si £ = 0 alors a)(g) = 5(u).

On sait grace a la sous-section précédente que n’importe quelle application o : N — R

cocycle non cobord prolongeant 3 est forcément de la forme a, pour un A € R.

Notation 2.3.6. Dans toute cette sous-section, on considere A € R fixé et on notera «
pour . De méme, on utilisera a(t?) pour désigner A puisqu’ils sont égaux et & pour

désigner [ puisqu’ils sont égaux.
Remarque 2.3.7. Si 0(t)x(t") = 1, alors a((t*)*) = ka(t?) pour tout k € Z.
Lemme 2.3.8. Pour k,s € Z,

a((t")5) = a((t°)%) + a((t")M)0((£)")x (t).

Proposition 2.3.9. L’application o ainsi définie vérifie une relation de cocycle si et

seulement si pour tout v € o}, et tout k,s € Z, on a

() o) MO M) ) +a () )x((t°)*) = alo)x((t)*) +a((t*)")0(0)x ((£°)°).
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Preuve. Soit g,h € G que l'on écrit g = u(t’)¥ et h = v(t*)® avec u,v € 0} et k, s € Z.

On a
a(gh) = a(u(t®) o)~ ()" (t")*)
= a(()FFs) + a(u(t®) v () )0 *)x ((t°)F*)

donc

a(gh) _ a(tbS)+a(tbk)0(tb5)x(tb5)_i_&(tbkvtfbk)e(tb(lwrs))X(tb(k+s))+d(u)H(tbkvtbS)X(tbkvtbS)

et
a(h) + a(g)0(h)x(h) = a(v(t’)*) + a(ut®)*)0(u(t")*) x (v ("))

donc
a(h)+a(9)0(h)x(h) = a(t®®)+a(v)0(t*®)x (%) +a(t*®)0(vt’®) x (vt®®) +a(u) O (" vtb® ) (t%* vt*)
donc « est un cocycle si et seulement si pour tout v € o, et tout k€ Z, on a

a((t")"o(t") MO )X () %) + () )x (7)) = a(o)x((t)*) + () )0 (0) x ("))
Remarque 2.3.10. Il est remarquable que cela ne dépende pas du choix de .

Notation 2.3.11. On notera, dans toute la suite, xq le caractére non ramifié défini par
xo(t) = ¢ " et e I'ordre de ¢ dans (Z/IZ)*. On note également a un générateur de 0},/U*
et on définit M et s des entiers positifs tels que ¢" — 1 = MI1® et pged(M,1) = 1.

Proposition 2.3.12. Si §(a) =1 (donc 0 non ramifié) alors 0 est trivial.

Preuve. On a
q" 2

0=d(a?"") =d(a) )] 6(a) = (¢" = 1)a’(a)
j=0

d’ou /(a) = 0 auquel cas & est nul, ou l|¢" — 1, c’est-a-dire e|n. De plus, 0(a) = 1

entraine @ trivial sur o), donc quitte & quotienter par U L on a pour tout x € 1358
0(z) = &M (@)E(tat™) = £ (@)E(2T)

d’ou §q" = { sur 0}, or £ a b conjugués, donc b|ir. Comme de plus bjn et pged(i,n) = 1,

alors b|r, ce qui entraine r = 0, donc g =1 et § = 1.

On étudie a présent le cas ou 6 est non ramifié.

Proposition 2.3.13. Supposons 6 non ramifié. Si e|n, Uapplication a est un cocycle si

et seulement si & = 0 ou x* = (x0)°. Si efn, alors a est un cocycle.
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Preuve. D’apres la proposition 2.3.9 et comme 6 est non ramifié, ’application « vérifie

une relation de cocycle si et seulement si pour tout v € 0}, et tout k € Z, on a
a((t") (") ) (()F) = a(v).

Si e { n, on sait qu’il n’existe pas de morphisme additif non nul de o}, & valeur dans R
(toujours car 6 est non ramifié¢). Par conséquent & est nul et « est un cocycle. Supposons
a présent que e|n et que & n’est pas nul. Quitte a quotienter par Ut (on a vu qu’on
pouvait le faire sans perdre ’équivalence puisque o/ détermine &), Papplication « est un

cocycle si et seulement si pour tout v € £} et tout k € Z, on a
o (T ()X (t) = o’ (v)

en notant 7 I’action de conjugaison par t dans 0},/U; ~ £}, . Or, en notant ¢ ’application

de Frobenius sur £p relativement a £z, on a

ibk

o/ (7% (0)) = o/ (6™ (0)) = o/ (") = g™ (0)

comme o est un morphisme. Donc a est un cocycle si et seulement si pour tout k € Z,

xXPF(t) = ¢~ qui est équivalent & xb(t) = ¢~ ™.

Proposition 2.3.14. Supposons 0 non ramifié. L’application o vérifie une relation de

cobord si et seulement si & = 0 et s’ existe p € R tel que

a(t’) = p(l = x(t)).

Preuve. Soit g € G que l'on écrit g = u(t*)* avec u € O} et k € Z, et soit p€ R. On a

a(g) = au(t)®) = a((t")*) + a(u)x((t")")

et
(1= x(g)) = p(1 = x((t")*))

car x est un caractére non ramifié. Comme on a déja vu que si « est un cobord, alors
& est nul, on déduit de tout cela que ’application « vérifie une relation de cobord si et

seulement si @ = 0 et §’il existe u € R tel que pour tout k € Z,

(%) = p(1 = x((t")"))

ce qui prouve que la condition de I’énoncé est nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffi-

sante, on considere € R tel que

a(t’) = p(1 = x(").
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D’apres le lemme 2.1.13, on peut se restreindre au cas k > 1 (dans le cas ou x est trivial,

il est clair que la condition est suffisante). Alors,

k-1

aP) = al®) SN
= () S ()

LS i=0k .
= u(gox’(t)— glxl(t )
= p(l—x*(Y)

d’ou le résultat.

Conséquence. Supposons 8 non ramifié. L’application o vérifie une relation de cobord
si et seulement si (x> =1 et a(t?) =0 et a=0) ou (x* #1 et & = 0).

Proposition 2.3.15. Suppons a non nul et 0 non ramifié. Si e|n, alors « est un cocycle
sans étre un cobord si et seulement si (& = 0 et x* = 1 et a(t’) # 0) ou (@ # 0 et
x? = (x0)%). Sietn, alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si x* = 1
et a(t?) # 0.

Preuve. On procede en distinguant 4 cas, et 'on obtient en utilisant les deux proposi-
tions précédentes ce qui suit :

— si eln et si x? = 1, alors « est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si
(a(t’) # 0 ou @ # 0) et (@ = 0 ou x* = (x0)?), c’est-a-dire si et seulement si
(@=0cet alt®) #0)ou (&+#0et x* = (x0)?).

— sie|n et si x? # 1, alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si
a#0et x’ = (xo)

— sietnetsix?=1,alors a est un cocycle sans étre un cobord si et seulement si
a(t?) # 0.

— sietnetsix®#1,alors a n’est jamais un cocycle sans étre un cobord.

Le résultat s’en déduit. En effet, le cas de figure ou e ne divise pas n se déduit immé-
diatement des deux derniers cas. Pour le cas de figure ou e divise n, on sépare les cas
suivant la nullité de & : 'application « est un cocycle sans étre un cobord si et seulement
si(@=0etx"=1eta) #£0) ou(@=#0etx=1etx" = (x0)°) ou(a#0et
x? = (x0)? et x® # 1) ce qui se factorise en : « est un cocycle sans étre un cobord si et
seulement si (@ =0 et x* =1 et a(t®) # 0) ou (& # 0 et x* = (x0)?) .

Conséquence. Si 0 est non ramifié, x* = 1 ou x* = (x0)°.

Proposition 2.3.16. Supposons que 0 est ramifié et supposons également x? # 1. Si a
est un cocycle sur N dont la restriction & a o}, est un cobord, alors a est un cobord sur
N.
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Preuve. Comme & est un cobord, il existe p € R tel que pour tout u € o0}, on ait

a(u) = p(1 — 0(u)). Soit g = u(t®)* € N, avec u€ 0}, et k€ Z, on a
a(g) = a(u(t’)*) = a(t™) + a(w)fx(t*) = at™) + p(1 — 0(u)ox (")
en utilisant la relation de cobord sur o},. On a donc
a(g) = a(t™) + p(@x(t") — Ox (ut™)).

Or
(L= 0x(g)) = p(1 — Ox(ut’™))

donc on a terminé si a(t%) + uOx(t**) = u, ce que I'on réécrit

a(t™) = u(1 = Ox(t™)).

Remarquons que 'on sait que Ox(t°) # 1 puisque x? # 1 et 6§ = (£)Y ¢71. On a alors

1 — Ox(t?)
bky _ b
Oé(t ) - Oé(t ) 1— Gx(tb)
donc il suffit de montrer que
a(t?)
W=7 5
1 —Ox(t")

Considérons @ € o}, tel que O(u) # 1. C’est possible car on a supposé 6 ramifié. On sait

que p = %. Il s’agit donc de montrer que

(@) + a(t’)0x(a) = o(t’) + a(@)fx (")
c’est-a-dire a(t’i) = a(ut®). Or
a(t’a) = a(tPat %) = a(t®) + a(t®at °)ox (%)
tandis que 'on a déja vu que
afat®) = a(t®) + a(@)fx(t?).

Au final, il suffit de montrer a(t*at=") = a(@), ce qu'on obtient en utilisant la relation
de cobord :

o(Pat™) = p(l - Ox(tir)
— (1 — Ox(®)
= «afa).

Proposition 2.3.17. Supposons que 0 est ramifié. Si a est un cocycle sur N dont la
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restriction o UB/U1 est un cobord, alors la restriction & est un cobord sur oj,.

Preuve. Comme o’ est un cobord, il existe 1 € R tel que pour tout u € 05/U", on ait
o/ (u) = (1 — (u)). Soit g € o}, il existe @ € 0, /U" et v € U' tels que si 'on note u un

représentant de @ dans o}, on ait g = ud. Alors

a(g) = a(uw) = a(v) + a(u)dx(v) = a(v) + u(l = 6(u))fx(v) = pl = 0(u))

car f(v) = 1 et car a(v) = 0 (on a vu que a était nul sur U! en tant que morphisme

additif sur un pro-p groupe). On a donc

a(g) = p(1 = 0(u)) = p(1 = 6(uv)) = p(1 —6(g))
ce qui prouve que & est un cobord sur o5,.

Corollaire 2.3.18. Supposons que 6 est ramifié et que x* # 1. Alors a n’est pas un

cocycle non cobord.

Preuve. D’apres le théoreme de décomposition des représentations de longueur finie
suivant leur caracteére central (théoreme 1.4.1) et d’apres le lemme 1.2.13, les caractéres
1 et 6 qui sont distincts ne peuvent avoir d’extension non triviale. Ceci entralne que
Extig /U1(1,0) = {0}. En utilisant les deux propositions qui préceédent (dont les hypo-

theses sont vérifiées puisqu’on suppose 6 ramifié), on en déduit que o ne peut étre un

cocycle non cobord sur N.

On obtient en combinant les résultats précédents le théoreme suivant.

Théoréme 2.3.19. Si e|n, les caractéres x non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant
Exth. (m,mx) # {0} sont les caractéres vérifiant x* = 1 ou x> = (x0)°. Si e { n, les
caractéres x non ramifiés d’ordre divisant n vérifiant Ext! (7, mx) # {0} sont uniquement

les caractéres vérifiant x° = 1.

Remarque 2.3.20. D’apres le théoréme, si ExtlDX (m,mx) # {0}, alors x est de la forme
xo ou de la forme 1, avec 1) un caractére non ramifié de D* vérifiant 1/* = 1. Dans ce
cas

Y ~ .

En effet,
mp ~ (Indg" €)Y ~ IndR ™ (£)

X

et on conclut en observant que v est trivial sur N car trivial sur op> et sur ¢° (car

P =1).
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2.4 Décomposition en blocs

On donne ici la décomposition en blocs pour les R-représentations lisses de longueur
finie de G.

Définition 2.4.1. Soit 7 une représentation irréductible de G, on lui associe ’ensemble
B(m) des représentations qui sont

1. isomorphes & 77 (pour un j € N) si e|n;

2. isomorphes a 7 sinon.

On note # l'ensemble des B(w) quand .

Lemme 2.4.2. Soit x un caractére non ramifié de G. Si deux représentations m et ©'
irréductibles et de longueur finie de G sont dépendantes, alors wx et w'x sont également

dépendantes.

Preuve. On considére y un caractére non ramifié de G, et 7 et 7’ deux représenta-
tions irréductibles de G qui sont dépendantes. On suppose que 7y et 7’y ne sont pas

dépendantes. Alors une représentation V' de G qui contient 7y et 7’y se scinde
V=VieV

avec Vi et V5 deux sous-représentations de V' tel que V] contient my et pas 7'y, et V5

contient 7’y et pas wx. De plus Homg(Vi, V) = 0. Par conséquent,
Vx t=(Vi@W)x = (Vix T@Vex )

d’apres [Ass97] 5.1.5, avec Vix ! qui contient 7 et pas 7’ et Vox ! qui contient 7’ et pas
7. Comme on a également Homg (Vix~!, Vox™!) = 0 puisque Homg(V1,V2) = 0 (par

définition de Hom), ceci contredit le fait que 7 et 7’ sont dépendantes.
Proposition 2.4.3. Sie|n, alors mv7 et w sont dépendantes pour tout entier j € N.

Preuve. On utilise la proposition 1.1.43 avec p = m, u = 0; comme k(1) = 1, la condition
(2) se réécrit ejn. Ainsi v et w sont dans la réduction modulo [ de la méme représentation
irréductible cuspidale et sont dépendantes (voir lemme 1.1.39) et de proche en proche(via

le lemme 2.4.2), toutes les représentations de la forme 717, avec j € N le sont aussi.

Théoréme 2.4.4. La catégorie Z(G) des représentations de G de longueur finie et de

niveau 0 se décompose :

#(G) = D %5(G)

Be%
ot Zp(G) est la sous-catégorie pleine de Z(G) dont les objets sont les représentations

dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans B.
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De plus cette décomposition de la catégorie est la plus fine possible (i.e. les facteurs Zp

sont indécomposables).

Preuve. On veut utiliser le théoréme 1.4.6 pour décomposer la catégorie. Soit V' une
représentation de G de longueur finie et de niveau 0. On va décomposer V' en procédant
par récurrence sur la longueur de V. On considére 7w une sous-représentation irréductible
de V. On se place dans le cas ou e|n (l'autre cas étant similaire). On pose S = B(w).

On consideére 77 € S (avec j € N) et 7’ ¢ S tels que
Extg (md, ') # {0}.

On sait qu’alors 7’ et 7 different par un caractére non ramifié, donc on peut écrire

' =7w€ ¢ S, avec £ un caractére non ramifié, avec
Ext (m?, w€) # {0} .
D’apres la remarque 2.2.2, on en déduit
Exté (m, mév™) # {0}
et d’apres le théoreme 2.3.19 et la remarque qui le suit,
né&v ™ = w0

ou

mév I =nq

ce que 'on peut écrire respectivement
€ = mxol’

et

& =)

et dans les deux cas de figure cela contredit I’hypothese & ¢ S. Alors, le théoréme 1.4.6
dont on vient de vérifier 'hypothese permet de décomposer la catégorie comme annoncé,

et on obtient
V=W (—D Vs

ou les sous-quotients irréductibles de V7 sont les éléments de B(m) (en particulier V; est
non nulle).
Il reste & montrer que la décomposition est la plus fine possible. Dans le cas ou e { n,

Pensemble B(7) ne contient que m donc V; ne peut se décomposer davantage. Enfin,
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dans le cas ou e|n cela découle de la proposition 2.4.3. Comme la longueur de V5 est

strictement inférieure & celle de V' (puisque V; est non nulle), ceci conclut la récurrence.
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Chapitre 3

Cas des supercuspidales de niveau

V4

Z€ero

On considére toujours une algebre a division centrale D de dimension finie sur F
de degré réduit d avec F' un corps commutatif localement compact non archimédien de
caractéristique résiduelle p. A présent on fixe m > 1 et on s'intéresse aux représenta-
tions (lisses) et de longueur finie de G = GL,,(D) & coefficients dans le corps R = F;
algébriquement clos de caractéristique [ différente de p.

Dans ce chapitre, on étudie les représentations supercuspidales de niveau 0, la motiva-
tion étant de se ramener a ce cas-1a pour le cas général, ce que 1'on fera dans le chapitre
4.

3.1 Préliminaires

Soit 7 une représentation irréductible et supercuspidale de G de niveau 0. En utilisant
la théorie des types (plus précisément en utilisant la proposition 1.3.3, en notant £ la
représentation ¥ de la proposition 1.3.3), on construit un type simple maximal étendu
¢ sur N (le normalisateur du type simple maximal associé) tel que m = indﬁ (&), ou N
contient un unique sous-groupe compact maximal N° conjugué a GL,,(op), avec N qui
est engendré par N et w%, ou b est I'invariant défini dans la définition 1.3.5. On appelle

N! 'unique pro-p sous-groupe distingué maximal de N°, et on a les propriétés suivantes :

1. On a un isomorphisme de groupes
N%/N! ~ GL,,(¢p);

2. la représentation §|No est irréductible et triviale sur N!. Ceci permet de définir &

la représentation de NY/N' induite par ¢°;
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3. la représentation & est supercuspidale (d’aprés la proposition 6.10 de [MS14a)).

On commence par utiliser la méme stratégie qu’au chapitre précédent : on réfléchit
aux conditions sous lesquelles une représentation a un espace d’extension non nul avec
7. En utilisant le cas des représentations de longueur quelconque (cf théoreme 10.4
de [SS16]), on sait qu'une telle représentation sera dans le méme bloc que 7 dans la
décomposition de Zr(G), donc comme 7 est supercuspidale une telle représentation
doit étre de la forme 7y, ol x est un caractére non ramifié. Le but est de trouver tous
les caractéres non ramifiés y de G tels que Extl(m, mx) # {0}. D’apres la propriété

d’adjonction [Vig96] proposition 1.5.9 (e), on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
Extg (m, mx) ~ Bxti (€, Res$(mx)).
Or les représentations qui suivent sont isomorphes
Resy(r ® x) ~ Res{((IndN€) @ x) ~ Resg (Indy (£ ® X))

d’ou par la formule de Mackey (proposition 1.1.14)

Resg(n®@x) ~ P Indy no (€ ®xN)?
geN\G/N

d’ou d’apres la proposition 1.2.11

Extd(m,mx) =~ Ext (€, @/Nlndﬁmm(g@x‘mg)
ge

< Bxty(§ [T IndR o (§®@xn))
geN\G/N

N%/NEthl\I(g , Indy o (€ ® X|x)?)
ge

[T Extine (& (€®xN)?)
geN\G/N

12

12

ou le dernier isomorphisme s’obtient par adjonction (cf [Vig96] Prop 1.5.10).

Nous montrerons plus loin (dans la proposition 3.4.1) que le produit contient un

nombre fini de termes, donc que c’est en fait une somme directe et que

EXt(l} (ﬂ—? WX) = @ Ethl\TmNg (57 (5 ® X|N)g)
geN\G/N

Notation 3.1.1. On notera £° la restriction de & d N°.
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3.2 L’enveloppe projective P:

Dans cette section ¢ est une représentation irréductible de N triviale sur N, et on
veut montrer qu’elle admet une enveloppe projective dans la catégorie des représentations
de longueur finie de N.

On sait que wr est une puissance de w% et on sait que N est engendré par N et w% (par
la proposition 1.3.6). On note we le caractére central de £ et on introduit w un caractere

de N non ramifié tel que w(wr) = we(wr). On associe alors a & la représentation
&r=wlt

qui est une représentation du groupe N triviale sur N* (car & l'est et w est non ramifié)
N

<NV wp>"

Or ce groupe est un groupe fini puisque N est engendré par N et w%, et wp est une

: b
puissance de wy,.

et trivial sur wp (par construction), de sorte que &; est une représentation de

Par conséquent & est une représentation lisse d’un groupe fini, donc ’enveloppe pro-
jective P existe dans la catégorie %’g(N/ < N! @wp >) (car toute représentation irré-
ductible d’un groupe fini admet une enveloppe projective de longueur finie par [Vig96]
A.6.B).

On fait maintenant deux remarques :

Remarque 3.2.1. Soit X,Y des représentations de longueur finie de N admettant cha-
cune un caractére central (noté respectivement wy et wy) avec Hom(X,Y") # {0}. Alors
X et Y ont le méme caractére central. En effet, on a pour f € Hom(X,Y') et pour tout
geN

foX(g)=Y(g)of

donc pour tout g dans le centre

wx(9)f =wy(g)f

et par conséquent wy = wy.

La remarque qui suit vient de §A.4 [Vig96].

Remarque 3.2.2. Soit 4’ une sous-catégorie pleine d’une catégorie abélienne %, et
X € ¢’ admettant une enveloppe projective P dans %’. Si P est projectif dans €, alors

P est une enveloppe projective de X dans %.

Cette remarque nous servira a montrer que P, est une enveloppe projective dans
une catégorie plus générale. Montrons & présent un lemme qui affirme que la projectivité

résiste a la torsion par un caractere.
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Lemme 3.2.3. Soit P une représentation projective du groupe N, et soit x un caractére.

Alors x P est encore projective comme représentation de N.

Preuve. Soient deux représentations de longueur finie X et Y du groupe N munies d’'un

morphisme u de xP dans Y et d’un morphisme surjectif f de X dans Y :

xP

f lu

X—Y ——0

L et en utilisant la projectivité de P dans

On multiplie toutes les représentations par x~
la catégorie des représentations de N, on obtient un morphisme v de P dans X faisant

commuter le diagramme suivant.

P

- J«
u
IS

YIX L> XY ——0

On remultiplie alors toutes les représentations par x et on obtient la projectivité de xy P

dans la catégorie des représentations de N :

xP

w f

X——Y —0

Proposition 3.2.4. La représentation § admet une enveloppe projective Pg dans la
catégorie des représentations de longueur finie de N. De plus, il existe une représentation

projective indécomposable sur Z; de réduction modulo | égale d P, notée Q.

Preuve. La représentation P, peut étre vue comme une représentation de N en la pro-
longeant par inflation. Elle reste projective dans la catégorie %g(N) des représentations
de longueur finie de N. En effet, soient deux représentations de longueur finie X et Y
du groupe N munies d'un morphisme v de P, dans Y et d'un morphisme surjectif f de
X dans Y :
P,
Ju
Xy — o0
OnaX =X @PXyetY =Y PY; avec Xy, Y5 triviales sur < N, wp > et X1,V;

toujours non triviales sur < N!, wp >. Or, P, est triviale sur < N, wp > donc Im(u)
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Y5.On a :
P51

JO@U
XXMy oy, ——0

En utilisant la projectivité de P, dans la catégorie des représentations de N/ < N wp >,

on obtient un morphisme v de P, dans X faisant commuter le diagramme ci-dessous

_P§1

v - J
.

XQLYQHO

ce qui nous donne la projectivité de P, dans la catégorie des représentations de N via

la commutativité du diagramme suivant.

Pe,

0By Joeau
K

XXy oy, 0

Par conséquent, d’apres la remarque 3.2.2, la représentation P, est une enveloppe pro-
jective de &1 vue comme représentation de longueur finie de N.
On définit maintenant

Pe = wP,.

La représentation P est alors une enveloppe projective de § dans la catégorie des repré-
sentations de longueur finie de N. En effet, soit une représentation projective P’ dans
cette catégorie. On suppose qu’on a un morphisme surjectif v’ de P’ dans &, et on note

f un morphisme surjectif de P dans &.
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1

En multipliant toutes les représentations par w™, on obtient le diagramme suivant :

w__l P

P

"

0

|
0

Or d’apres le lemme 3.2.3 la représentation w™'P’ est projective dans la catégorie des
représentations de N. Par conséquent, on peut utiliser la propriété d’enveloppe projec-
tive de P, ce qui nous donne le morphisme surjectif v rendant le diagramme ci-dessus
commutatif, et en remultipliant toutes les représentations par le caractére w on obtient

ce qu’on cherchait :
Pl

p u
W

P5L>§—>O

0 0

ce qui prouve que P est une enveloppe projective de ¢ dans la catégorie des représenta-
tions de longueur finie de N.

Comme est un groupe fini, la représentation P admet une unique représen-

N
<Nl wp> T
tation projective indécomposable Q¢, sur Z; de réduction modulo [ égale a P, . Alors,

pour @ un caractére de N sur Z; tel que (@) = w, en posant

Qe = wQ¢,

on obtient une représentation projective (projective d’apres le lemme 3.2.3) indécompo-

sable sur Z; de réduction modulo [ égale & Px.

Remarque 3.2.5. Comme F; est une enveloppe projective, elle est unique a isomor-

phisme prés donc est indépendante du choix du caractére w qui a servi a sa construction.

3.3 Sous-quotients irréductibles de P

Dans cette section, £ est le type de la représentation 7 introduit en début de chapitre
et on se propose maintenant d’obtenir des informations sur les sous-quotients irréduc-
tibles de P¢. Dans la suite, £’ est un sous-quotient irréductible de P que 'on écrit X /Y

avec X et Y des sous-représentations de Pe. On note Py I’enveloppe projective de ' dans
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la catégorie des représentations de longueur finie de N (obtenue par le méme procédé

qu’on a utilisé pour F¢). On a
HOHIN(Pgl,Pg/Y) #* {0}
car Homy (P, X/Y') # {0} et X est inclus dans P.

Py

J

w0
Pg E— Pé/Y —0
D’apres la projectivité de P illustrée par le diagramme ci-dessus, on a
HOHIN(Pgl,PS) #* {0}

donc
HomN/<N1,wF>(P€’17 Pﬁl) # {0}

d’out en inversant les scalaires d’apres le théoreme 2.38 de [CR81], comme le groupe
N/ < N, wr > est fini, on a

Homy /1 5o (Qg ® Qr, Qg, ® Q) # {0}

donc

Homn (Qg ® Q, Qe ® Q) # {0}.
Par conséquent il existe un facteur commun irréductible 7 a Q¢ ®Q; et Q’g ®Q;.

On va donner certains résultats sur les groupes finis provenant de 'appendice A §8
de [Vig96].

Notation 3.3.1. Etant donné deux représentations 71 et 7o (de longueur finie) d’un
groupe fini avec 7 irréductible, on note mult(r, 7o) le nombre de fois ou 71 intervient

dans la semi-simplifiée de 7o.

Proposition 3.3.2. Dans cette proposition, on considére H un groupe fini. Soit p et o
deuz représentations irréductibles de H sur F; et soit T une représentation irréductible
de H sur Q. On note P, € ‘%)E(H) Penveloppe projective de p et Q, € %ZT(H) la
représentation projective indécomposable de réduction modulo | égale a P,. Alors on a

les deux égalités suivantes :

1. d’une part
mult(r,Q, ® Q) = mult(p,r(7));
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2. et d’autre part

mult(o, P,) = Z mult(o,r (")) x mult(p,r (7).
T’EIT’T@(H)
Pour deux représentations X et Y, avec X irréductible, on note X <Y si X apparalt
dans Y comme sous-quotient irréductible. Utilisons la proposition ci-dessus pour montrer

la proposition qui suit, valable pour des représentations de N.

Proposition 3.3.3. Soit p une F;-représentation irréductible de N triviale sur N* et soit
7 une Qq-représentation irréductible entiére de N triviale sur N'. On note P, e %E(N)
Penveloppe projective de p (obtenue comme dans la section 3.2). Alors il existe Q, €
%Z(N) une représentation projective indécomposable de réduction modulo I égale a P,

telle que 7 < Q, ® Q; si et seulement si p < ry(1).

Preuve. On note w un caractére de N sur F; non ramifié tel que w(wp) = w,(wr)
comme dans la section précédente, et on introduit W un caractere non ramifié de N sur

7, tel que 7(©) = w. On suppose qu’on a
p < ri(T)

ce qui est équivalent a

wlp <@ ).

Comme on sait que le caractere central w, de p apparait dans la réduction modulo [
du caractere central de 7, alors pour des raisons de dimension la réduction modulo ! du
caractere central de 7 est w,. Ceci permet de choisir @ pour que &(wr) = w-(wr). En
effet,

n(w:)(@wh) = wp(wh)

donc @(w%) et w,(wh) sont égaux modulo [, ce qui permet de choisir @ pour que
&(wr) = wr(wr). Dans ce cas, les représentations w™'p et & 7 sont triviales sur N! et
wr et on peut appliquer le résultat de la proposition 3.3.2 puisque 1’on est en présence

N___) et on obtient :
>

de représentations de groupe fini (le groupe PN p——

< Q1,00

ot Q,-1, est I'unique (unique car on est sur un groupe fini) représentation indécompo-
sable de réduction modulo [ égale a F,,-1,.
Posons alors

Q, = (I)walp.
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La représentation @, est projective (d’apres le lemme 3.2.3), et on a r(Q,) = wP,,-1, qui
est ’enveloppe projective P, de p, comme on I’a vu a la section précédente. L’expression

que 'on avait obtenue se réécrit
~—1_ < 1 on
OTTLOTQ,0Q

qui est équivalent a

T < Qp®@>

ce qu’on voulait. Comme on a procédé par équivalence, la réciproque est vraie aussi, et

cela conclut la preuve.

Ainsi d’apres la proposition 3.3.3 appliquée deux fois, &' et £ apparaissent dans r;(7).
Notons 7° la restriction de 7 & N°| et notons 7 l'induite ind$ (), on aimerait montrer que
7 est irréductible et cuspidale. Pour cela, une méthode serait de I’écrire comme 'induite

d’un type simple (voir la proposition 1.3.3).
Proposition 3.3.4. La représentation 7 est cuspidale et irréductible.

Preuve. D’apres la théorie de Clifford (on pourra consulter [CR81] théoreme 11.1 ou
[CSTS09] théoreme 2.2, pour obtenir le théoreme de Clifford sur un groupe fini que 'on
peut utiliser sur N quitte a tordre 7 par un caractére de maniere a le rendre trivial sur
N! et wp, comme on I’a déja fait dans la section 3.2), la représentation 70 se décompose
en facteurs de longueur finie conjugués sous I’action de N ; Soit & un de ces facteurs, il a
un normalisateur K dans N avec N’ ¢ K < N. Ce facteur & peut se prolonger a K (car

K /N est cyclique car N/N Dest) et il existe /i un tel prolongement vérifiant
indX (i) = 7.

On a alors
7 = indSindy (i) = ind$ (fi)

par transitivité de I'induite.

Or, on a remarqué que r;(7) contient &, donc r;(7") contient £°. On choisit alors & un
facteur irréductible de 70 tel que (&) contient £°. Or ce sont des représentations de N°
triviales sur N!, donc on peut les considérer comme des représentations de NO/N1 qui
est un groupe fini, par conséquent on en déduit par la proprosition 3.3.2 que Qo QQ
contient &, ou Q¢o est la représentation projective indécomposable de NO /N ! de réduction
modulo [ égale a Peo 'enveloppe projective de €0 dans la catégorie des Fj-représentations
de NO/N! (et & également est considéré comme une représentation de N°/N1),

Or, €0 est supercuspidale donc Qo ®Q; ne contient que des Q;-représentations cuspidales

dont la réduction modulo [ est égale & £°. En effet, ceci découle du théoreme II1.2.9 de
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[Vig96] et de la propriété I11.1.1 du méme ouvrage. Par conséquent, on a r;(5) ~ 0. Par
inflation, ce résultat s’étend & N° ce qui prouve que & est supercuspidal. On en déduit
également que Ng(5) = Ng(¢°) = N donc # = ind$(j1) est I'induite d’un type (une
supercuspidale étendue & son normalisateur dans G) donc d’apres la proposition 1.3.3,

7 est irréductible et cuspidale.
Proposition 3.3.5. La représentation &' est un type simple.

Preuve. On sait que 7;(7) contient & et & donc r;(7") contient £° et ¢, Donc il existe
deux facteurs irréductibles o’ et & de 70 tels que r;(0’) = €0 et 7(5) = ¢°. Or d’apres
la théorie de Clifford (voir la preuve précédente), ces deux facteurs sont conjugués dans
N, donc il existe 7 € N tel que o/ = &".

On a r7(6™) = €9, donc () contient (€9)7™", c’est-a-dire £° puisque 7 € N = Ng(£9).
Par conséquent, r;(5) contient & la fois €2 et £°. Or, on a vu dans la preuve précédente
que 7(5) ~ €% donc €0 ~ £0) en particulier £”° est supercuspidale et de plus, Ng (") = N,

donc £ est un type simple.

Proposition 3.3.6. Il existe j € N vérifiant j = 0 si e(m) = 1 ou e(m) 1 s(m) tel que les

représentations &' et 7 sont conjuguées dans le normalisateur (dans G) de N.

Preuve. Notons 7/ I'induite ind$ (¢'). On rappelle que 7 est la représentation dont est
issu le type £&. Comme 7 est irréductible et cuspidale, alors d’apres la proposition 1.1.43

(et parce que () contient 7 comme on le justifie ci-dessous), on a

a—1

ri(7) = @wyj

j=0
avec a = 1 si e(m) = 1 ou e(n) t s(m). De plus, comme r;(7) contient £ et &', alors r(7)
contient 7 et 7', donc par irréductibilité de 7 et 7’ on a l'existence de j € N tel que

) ~ ind$ (€'

(avec j nul si a = 1, donc si e(7r) = 1 ou e(n) 1 s(7)) donc 7 contient &'v 7 et £. Comme
ce sont deux types simples, ils sont conjugués dans G (d’apres la proposition 1.3.3), et
comme ce sont des représentations de N ils sont donc conjugués dans le normalisateur

(dans G) de N, c’est-a-dire par une puissance de wp puisque Ng(N) =< N° wp >.
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3.4 Espaces d’extension pour les supercuspidales de niveau

zéro
On sait que (cf section 3.1)

EXT%}(T[’,T(X) c H Ethl\I(gvlndgmNg (£®X\N)g)
geN\G/N

On veut montrer la proposition suivante.

Proposition 3.4.1. On a

Extd (m, mx) = P Exty (&, &%)
geN\G/N

ot les g qui contribuent a la somme appartiennent au normalisateur dans G de N.

Preuve. On note ¢ un sous-quotient irréductible de l'induite Indy, \o(£x)9 tel que
Exti (€, €") # {0}. Soit M non nul dans I'espace d’extension Ext (¢, ¢’). Par projectivité
de Py, ot Py est une enveloppe projective de &' construite via la proposition 3.2.4,
Homy (Per, Pe) # {0}.

]
0 ¢ M 3 0
Pe ) P:

donc &' est un sous-quotient irréductible de P: (car & est inclus dans M qui apparait
dans P¢). Notons cela £’ ~ X /Y (avec X une sous-représentation de Indy .\ (£x)? et Y
une sous-représentation de X), on est dans la situation suivante ot on peut utiliser la
projectivité de P

X

P XY = ¢

|

0

et comme X se plonge dans Indy s (£x)?, on en déduit

Homy (P, Indy s (€X)7) # {0}
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Or P: a tous ses sous-quotients irréductibles conjugués a £ tordu par une puissance de
v (pas forcément la méme puissance pour chaque sous-quotient irréductible) d’apres la

proposition 3.3.6. Donc il existe j € N tel que
Homn ((67)7, Indy s (€X)7) # {0}
avec g € Ng(N). Par réciprocité de Frobenius,
Homy~no (6907, €9%) # {0}

donc
Homy, -1 (607,697 x) # {0}

car g normalise N, et donc

Homyo,, oys0-1 (€679 ) # {0}

-1

or on connait les ensembles d’entrelacement des types (cf proposition 1.3.6) donc gg~" €

N donc en particulier g normalise N. L’identité

Extg(mmx) <[] Exty(§, Indyons (6 ®@ xn)%)
geN\G/N

rappelée au début de cette section permet de conclure, car comme le produit contient
un nombre fini de termes c’était en fait une somme directe et 'inclusion était un iso-

morphisme (voir la section 3.1), donc

EXt%} (71', 7TX) = @ Ethl\I (ga IndﬁmNg (E ® X|N)g)
geN\G/N

ce qui donne le résultat.
On a obtenu qu’il existe g € G tel que

Exty(€,&%y) # {0}

avec g normalisant N. Soit donc M non nul dans cet espace d’extension. Alors par

projectivité de P (voir diagramme ci-dessous), la représentation &9y apparait dans Pe.

0 135% M ¢ 0
»
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Donc on peut procéder comme on I’a fait dans la section précédente : on construit 7 tel
que ¢ et £9x apparaissent dans r;(7), on pose 7 l'induite de 7 de sorte qu’en induisant
7 et my apparaissent dans 7(7) et on sait que 7 est irréductible et cuspidale donc 7 et
mx apparaissent dans la réduction modulo [ d’'une méme représentation irréductible et
cuspidale.

En utilisant alors la proposition 1.1.43, on obtient :

Proposition 3.4.2. Soit m une représentation irréductible et supercuspidale de G de
niveau 0 vérifiant
Ext¢;(m, mx) # {0}

avec X un caractére non ramifié. Alors il existe j € N tel que
Y ~ md
avec j =0 si e(m) 1 s(m) ou si e(m) = 1.

On va utiliser cette proposition pour en déduire la proposition suivante, ou 1’on

s'intéresse aux espaces d’extension Ext’, ol cette fois-ci ¢ peut étre plus grand que 1.
Proposition 3.4.3. Soit m, ©' deux représentations supercuspidales de G de niveau 0.
Sl existe i = 0 tel que Extl (7', m) # {0}, alors
1. Sie(m
2. Sie(m

) =1 ou si e(m) 1 s(m), alors ' ~ 7.
)|s(n), alors il existe j € N tel que 7' ~ mu.
On va utiliser la représentation Py I'induite a G de I’enveloppe projective P; du type
associé a 7. On sait que Py est projectif (car est et I'induction compacte préserve la
O it Py est jectif Pgl’ t et I'inducti t ¢ 1
projectivité) et on sait aussi (c’est obtenu par induction depuis la proposition précédente)

que :

1. Sie(m) =1 ousie(m) { s(m), alors tous les sous-quotients irréductibles de Py sont

isomorphes a .

2. Si e(m)|s(m), alors tous les sous-quotients irréductibles de P sont isomorphes a

une représentation de la forme 77, avec j € N.

De plus, Py est aussi de longueur finie car P I'est et I'induite d'un type simple maximal
étendu est irréductible. On va utiliser toutes ces propriétés pour montrer la proposition
3.4.3.

Preuve (de 3.4.3). Traitons le cas e(m)|s(m) (l'autre cas étant similaire et plus simple).
On procede par récurrence sur ¢, ’hypothese de récurrence P(i) est la suivante : "pour
tout 7, 7’ représentations supercuspidales de niveau 0 de G, avec e(7)|s(7), si Exté (7!, mvF) #

0} pour un k € N, alors il existe j € N tel que 7/ ~ 7v/9."
{0} p , J q
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Le cas ¢ = 1 découle de la proposition 3.4.2. Pour le cas général, procédons par contra-
posée : on suppose que 7’ n’est pas isomorphe & une représentation de la forme w7 avec
j € N. Comme on est dans le cas €(m)|s(7) , on sait que les sous-quotients irréductibles
de P, sont isomorphes & w7 pour j € N. Fixons 770 un de ces sous-quotients. Par

projectivité de P, c’est aussi un quotient et on consideére la suite exacte courte

0 P P, o 0
qui définit P;. On applique le foncteur Homg (7', .) et on en déduit la suite exacte
Exty (7, mv0) —— BExtl (7!, P) —— Exti (7', Pr)

On sait que Ext’é_l(ﬂ’ ,m70) = 0 par hypothése de récurrence (dont on utilise la contra-
posée comme 7’ n’est pas isomorphe & une représentation de la forme 717 avec j € N)
et de plus Ext& (7, Pr) = 0 car P, est projective. Par conséquent Exty (7', P1) = 0.
On peut répéter le processus comme tous les sous-quotients irréductibles de P; sont iso-
morphes & une représentation de la forme 717, avec j € N. Ainsi on construit P, via
la suite exacte

04>Pk+1 Pk 7Tij 0.

On applique le foncteur Homg(7/,.) et on en déduit la suite exacte
Exti N (!, mik) —— Bxth (1!, Py1) —— Exté (7, Pr)

or on sait que Exté (7, P,) = 0. On construit ainsi une suite de représentations

vérifiant pour tout 0 < k < r — 1 & la fois P,/Pyy1 ~ 7? pour un j = j(k) € N
et également Ext’é(ﬂ' ,P;) = 0 de proche en proche. La suite de modules strictement
décroissante atteint 0 car P, est de longueur finie. Alors pour & = r — 1, on obtient

Extg (7', mv7) = 0, c’est-a-dire ce qu’on voulait.
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Chapitre 4
Cas général

Dans ce chapitre on considere encore une algebre a division centrale D de dimension
finie sur F' de degré réduit d avec F' un corps commutatif localement compact non ar-
chimédien de caractéristique résiduelle p. On fixe m > 1 et on pose G = GL,,,(D), et le
corps R = F; qui est algébriquement clos de caractéristique [ différente de p.

L’objectif est de décrire la décomposition en blocs de la catégorie %g(G) des représen-
tations de G lisses et de longueur finie et a coefficients dans R. On va chercher a utiliser
pour cela les résultats obtenus dans le chapitre précédent, en se ramenant au cas du

niveau 0.

4.1 Réduction au niveau 0

4.1.1 Préliminaires

Dans [SS16], section 10, les auteurs montrent que l’on peut associer un type simple
(J,A) & un bloc de Zr(G) (dans [SS16], les auteurs utilisent des types semi-simples
mais dans notre cas nous allons utiliser uniquement des représentations cuspidales donc
on peut se restreindre aux types simples) de la maniére suivante : une classe inertielle
de paire supercuspidale [M, p]g (qui détermine un bloc au sens ol une représentation
irréductible de G appartient au bloc associé & une paire supercuspidale [M, p]g si son
support supercuspidal est dans [M, p]g) correspond au type (J, A) si les sous-quotients
irréductibles de ind§ (A) sont les représentations de G qui ont leur support supercuspidal
dans [M, p].

Considérons un supertype simple maximal (J, A) (cf section 1.3.5) associé a un bloc
Z(J,A) de Zr(G). On adopte les notations de la section 1.3, c’est-a-dire que le type
(J,A) est associé a une strate [A,n,0, 3], on pose E = F[/], on note B le centralisateur

de E dans M,,(D) et on dispose de J! un pro-p sous-groupe ouvert compact distingué
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de J. On fixe un isomorphisme de F-algebres

¢:B— M, (D)
avec m’ un entier et D' une F-algébre a division de degré réduit d’, de facon a pouvoir
identifier 2A(A) n B & un ordre principal standard. On a alors

md

/d/: .
T IE

On dispose aussi d’'une décomposition A = kK ® o avec Kk une représentation irréduc-
tible de J et o une représentation supercuspidale de .#Z vue comme une représentation

irréductible de J triviale sur J'.

On définit une représentation irréductible n comme la restriction de x & J', et on
pose K = U(A) n B* qui est un sous-groupe ouvert compact maximal de B* et K! =
Uy (A) N B* son pro-p radical avec K/K! ~ J/J' ~ GL,(¢p/). On note 4 ce groupe :
9 = GLy (tp).

On peut alors étre plus précis sur le bloc associé au type (J, A). Etant donné une

décomposition A = kK ® o, on peut construire le foncteur

Ke: Z(G) — Zr(J/IY

7 +—— Homji(k,7)

ou l'action de J sur Ky (7) est donnée par z.¢ = 7w(x) o ¢ o k(z) ! pour 7 € Z(G),
pe Kg(m) et zeld.

Ceci permet d’associer au type (J, ) la sous-catégorie pleine Zr(J,A) dont les ob-
jets sont les représentations lisses V' qui sont engendrées par le sous-espace maximal de
K, (V) dont tous les sous-quotients irréductibles ont leur support supercuspidal dans
la classe d’équivalence de (.# = J/J! o) (c’est-a-dire 'ensemble des paires supercus-
pidales (#',0') de ¥ tel qu’il existe € € Gal(tp//tg) tel que (A, 0') est ¥-conjugué
a (A ,0°)). Cest cette sous-catégorie pleine qui est le bloc de Zr(G) associé au type
(J, ).

On va maintenant utiliser certains résultats de [Chil8], ou 'auteur établit une équi-
valence de catégories entre les blocs de Zr(G) et des blocs de niveau 0 de Zr(B>).
Commengons par résumer son propos pour introduire les notions dont on se servira

ensuite.

On note Z(G, n) la sous-catégorie pleine de Zr(G) des représentations engendrées
par leur composante n-isotopique. On définit une algebre de Hecke (G, n) : c’est la
R-algebre des fonctions @ : G — Endg(n) telles que ®(hgh') = n(h) o ®(g) on(h') pour
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h,h' € J' et g € G, dont les supports sont une union finie de J'-double classes et munie

du produit de convolution

D1 * Po(g) = 2 P (2)Pa(z ' g)
zeG/J1

pour g € G. On a un isomorphisme d’algebre
¢+ #n(G,m) ~ Endg(indj) (n))

donné par

DN = (2= Nl9) = ), @) (f(z""9)

zeG/J1
ot ® € #%(G,m), feind§i(n) et geG .
On introduit aussi le foncteur

My: #(G,n) — Mod— #%(G,n)
7 + Homg(ind§in, )

ou l'action de W € (G, n) sur m € My(V) est donnée par (m.V)(f) = m(¥ * f) pour
f € ind§i(n), avec

Vs flg)= Y, Y@)(fz'9)

zeG/J1

pour ge G .

Théoréme 4.1.1 ([Chil8], théoreme 5.10). Le foncteur M, est une équivalence de ca-

tégorie.

On définit également une algebre de Hecke % (B*,K!) de facon similaire : il s’agit
de la R-algebre des fonctions ® : B — Endpg(1i1) telles que ®(hgh') = ®(g) pour
h,h' € K' et g € BX, dont les supports sont une union finie de K'-double classes. On

munit cette algebre du produit de convolution

Oy Po(g) = Y. Di(x)Pa(ax )
xeB* /K1

pour g € B*. On a comme plus haut un isomorphisme d’algebre
¢ A#R(B*,K') ~ Endg- (ind% (1k1))
donné par

RN =(@xNlg) = ) )(fla'9)
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olt ® € H5(B*,K'), feindl (11) et ge B .

On note Z(B*,K!) la sous-catégorie pleine de Zr(B) des représentations engendrées

par leur composante 1 1-isotopique. On introduit le foncteur

M;: ZB*,K') — Mod— #(B*,KY

. BX
m +—— Hompx (ind;, 11, )

ott Paction de U € #R(B*,K!) sur m € M;(V) est donnée par (m.U)(f) = m(¥ * f)

pour f € indﬁf (1k1), avec

Veflg)= D, @@)(f='9)

reB* /K!

pour g € B*.
Ce foncteur est également une équivalence de catégories (cf [Chil7] théoreme 3.2). 11

admet un quasi-inverse

M;': Mod — s#%(B*,KY) — 2(B*,K!)
W +— W ®=WR(BX,K1) lndﬁf (1)
qui est une équivalence de catégories ol I'action & gauche de ® € #R(B*,K!) sur
f e indﬁf (1) est donnée par ®.f = ® = f et laction a gauche de z € B* swr w® f €
W ® y8x K1) indﬁf (1) est donnée par z.(w® f) = w® (x.f), ot x.f : y —> f(yx).

Dans son article [Chi18], Chinello construit un morphisme d’algebre 8 : #% (B>, K') —
HA1r(G,n) qu’il prouve étre un isomorphisme, ce qui permet d’obtenir une équivalence
de catégories

6* : Mod — (G, n) — Mod — #%(B*,K!)

et il obtient par composition une équivalence de catégorie
F =M 'o6*oM,:%(G,n) — ZB*,K".

L’action & droite de ® € sz (B*,K') sur un élément N de Mod — (G, n) est donnée

par N.® = N.6(®). Le diagramme commutatif suivant illustre la situation.

#(G,n) ——F—— 2(B*,K")

Jo [

Mod — #4(G, 1) —2 Mod — #4(B*, KY)

Pour comprendre comment cette équivalence de catégories se comporte sur les blocs,
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il introduit deux foncteurs, le foncteur

Ke: #(G,m) — Zr(I/I') =~ ZR(Y)

m +— Homji(n,r)
que 'on a défini plus haut, et le foncteur

K : ZB* K'Y — Zr(K/K"

m > Homy (141, m)

ot I'action de K sur Ki(m, V) est donnée par x.¢p = m(x) o ¢ pour (7,V) € Z(B*,K'),
pe Ki(r) et x e K.

Remarque 4.1.2. On verra plus tard (dans la preuve de la proposition 4.1.5) que
les identifications J/J! ~ K/K! sont compatibles au sens ou elles font commuter le
diagramme

* Mt
Br(C,m) —Mod — #R(Gym) —255 Mod — A#(B*, KY) s Z2p(B*, K

Rr(I)T) ——=— ZR(K/K)

Il utilise ensuite ces foncteurs pour prouver que ([Chil8] proposition 5.14 et 5.15)
H(J, A) est équivalent au bloc de niveau 0 noté Z (K, o) de Zr(B™) avec K (Z(J,\)) =
Ky (Z(K,o)) au sens suivant : une représentation (p, Z) € Z(B*,K!) appartient au
bloc Z(K, o) si elle est engendrée par le sous-espace maximal de ZK' dont tous les

sous-quotients irréductibles ont leur support supercuspidal dans la classe de (A, o).

4.1.2 Propriétés du foncteur F

On sait que le foncteur F induit une équivalence de catégorie entre le bloc Z(G, n) et
un bloc de niveau 0 de Zr(B™), et ce résultat (qui est le théoréme 5.15 de [Chil8]) motive
la stratégie suivante. On va montrer que F se comporte bien vis-a-vis de la torsion par
le caractére v et vis-a-vis de la supercuspidalité (c’est-a-dire qu’il préserve le fait d’étre
supercuspidale) de fagon a pouvoir utiliser les résultats du chapitre précédent pour en
déduire le bloc des représentations supercuspidales de %g(G). C’est ce que 'on cherche

a faire maintenant.

On rappelle qu’on a au début de la section fait I’identification

J/J' ~K/K! ~ GL,(tp) ~ 9.
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Posons
Hy: Mod — #3(B*,K!') — Zp(K/K!)
W — (r,W):7(k)(w) = w.fr—1

avec de plus Hy(¢) = ¢ pour ¢ € Hom y, (g 1y (W1, W2) avec Wy et W deux #R(B, K!)-

modules.

Dans [Chil5], Pauteur donne une description par générateurs et relations de ’algebre
HR(B*,K1). Pour cela, il définit pour 2 € B* la fonction caractéristique f, de la double
classe K!2K! (dans la section 1.6), puis il trouve (dans la section 2.2) des générateurs
de l'algébre (B>, K') de la forme f, (avec 2 € B*). Plus précisément il introduit

l'uniformisante wp de D' (choisie telle que w%’, = wg avec wg une uniformisante de
E) et il définit la matrice
1d; 0
T =
0 WD’Idm’—i

(ou Id; désigne la matrice identité a ¢ lignes et i colonnes), et il montre que 1’algebre
H7(B*, K1) est engendrée par les applications f,, quand z appartient & K ou appartient
a un ensemble contenant certaines matrices de la forme 7; décrites en fonction du sys-
téme de racine de GL], relativement au sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures (voir, toujours dans le méme texte, section 2.1 et proposition 2.10).

On appelle ¢ I'identification que 'on a fait entre J/J! et K/K!, et pour k € J/J!, on
note k 1’élément de K/K! vérifiant (k) = k. Comme Dlapplication f;, pour z € K, ne
dépend que de la classe de 2 modulo K', on peut la noter f3 avec ke K/Kl. Elle a pour
support kK! et vaut 1 en k (utilisées par exemple dans [Chil5], section 4.2). De plus, on
peut décrire (f;), il s’agit de I’élément noté f% € #%(G,n) ayant pour support kJ' et
valant (k) en k (utilisées par exemple dans [Chil8|, dans la preuve de la proposition
5.14).

Lemme 4.1.3. Le foncteur K| est équivalent au foncteur Hy o M.

Le diagramme suivant illustre la situation.

My

Zr(B*, K Mod — #R(B*,K")

Zr(K/K')

Preuve. On introduit la fonction de support i, (voir définition 1.1.10) avec support
dans K' avec i,(g) = 1x1(g)(v) = v pour tout g € K', olt 11 désigne la représentation

triviale de K. On va utiliser I'isomorphisme de la réciprocité de Frobenius

D Home(indﬁf(lKﬁﬂr) —> Homy(1,7)

m > (v m(iy))
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On considére ¥ € s#%(B*,K!), m € Home(indEf (1),7), ¢ € Homp1 (11, m) et v

appartenant a I'espace de la représentation 1x1. On a

O(271(9). ) (v) = (27(¢).9)(iv)

en utilisant la réciprocité de Frobenius. Et comme par définition

(q)_l(¢)'ql)(iv) = q)_l(¢) (\Il * iv)a

on a

O(271(9).0)(v) = 27 H()(Y * iv).

Il s’agit alors de trouver ¥ € #%(B*,K!) telle que ¥ # 4, = k.i,. En effet, pour un tel
U, on a alors
(e (). V)(v) = @ H()(k.iv)
= O7H(¢)(indR (1) (k) (i)
= (k)o@ H(¢)(iv)

car ®~1(¢) € Homp (indﬁf (1k1), 7). On a donc

O(271(9). ) (v) = 7(k) o (¢)(v).

Pour conclure, on montre que ¥ = f;.-1 convient. En effet, k.i, a pour support K'& !

et vaut v en k71, ce qui est aussi le cas de f,-1 * 4, puisque

fer ok 1) = s (k) (0) = La (ko) = .

Ceci prouve
(D7H(9)-fr1)(v) = 7(k) o (¢)(v)

ce qu'on voulait (en effet, Ki(m)(k)(wi) = 7(k) o wy pour w; € Homyi(1,7), et Hy o
My (m)(k)(w2) = wa. fy—1 avec we € Hompx (indﬁf (1g1),m)).

On va maintenant utiliser ces foncteurs pour prouver que le foncteur F préserve le

fait d’étre supercuspidale.

Proposition 4.1.4. Une représentation irréductible de Zr(G,n) est supercuspidale
si et seulement si son image par K, lest, et une représentation de Zr(B*,K!) est

supercuspidale si et seulement si son image par K l'est.

Preuve. On traite le cas du foncteur Ky, le cas du foncteur K7 étant similaire.
D’une part, si une représentation irréductible 7 de Zr(G,n) n’est pas supercuspidale,
c’est un sous-quotient irréductible d’'une induite parabolique propre. Montrons que le

sous-groupe de Levi associé est S-admissible au sens de [SS16] §5.1.
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D’apres la proposition 10.2 de [SS16], si m € Z(J, A), alors 7 a son support supercuspidal
dans la classe [M, p]g, ou (M, p) est associée a (J,A) via la proposition 8.1 du méme
ouvrage. En particulier m est un sous-quotient irréductible de ind?(k). En reprenant
la preuve du lemme 8.2 de ibid., on obtient que (M, p) est inertiellement équivalent &
(M,p®---®p) ou p est une représentation supercuspidale de GL,, /(D) avec r un entier
divisant m’.

Par conséquent, M est constitué de r blocs de méme taille, avec r|m’. Or on sait que

md

I
md =

donc [E : F] divise md/r ce qui prouve que M est S-admissible.

Puisque le sous-groupe de Levi associé est S-admissible, le foncteur K préserve l'induc-
tion parabolique (voir le théoréme 5.6 de [SS16]) et est exact, donc l'image de 7 par ce
foncteur est également un sous-quotient irréductible d’une induite parabolique propre,
et n’est donc pas supercuspidale.

D’autre part, le fait que I'image d’une représentation irréductible supercuspidale par K
est encore supercuspidale découle de la proposition 6.10 de [MS14a] (qui nous dit qu'une
représentation est supercuspidale si et seulement si son type est un supertype) et de la

proposition 5.11 de la méme référence (qui exprime 'image de K en fonction du type).

Proposition 4.1.5. Soit 7 € Zr(G,n). Alors m est supercuspidale si et seulement si

F(m) est supercuspidale.

Preuve. On va utiliser les foncteurs Hy et K7 et s’inspirer de la preuve précédente. On

est dans la situation suivante

Br(C,m) —Mod — (G, 1) —L Mod — #(B*, K ) #p(B*, K1)

TR o

BRI —— s BR(K/KY)

ot on appelle ¢ I'identification que I'on a fait entre Zr(J/J') et Zr(K/K'), et pour
x € J/J', on note & I’élément de K/K' vérifiant £(x) = #. On va montrer que le
diagramme est commutatif.

On rappelle que 7 € K/K! agit sur m e My (7, V) par
Z.m =m.0(fz-1).

Cela découle en effet de la définition de 6* et du lemme 4.1.3. On rappelle que f;—l €

H#r(G,n) est 'élément ayant pour support ' J! et valant k(z 1) en 7. On va utiliser
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I'isomorphisme d’espaces vectoriels de la réciprocité de Frobenius

D My(m, V) — Kg(m, V).
Homg (ind§, (n), ) +— Homyi(k, )

Le but est de prouver ®(Z.m) = z.®(m) pour tout z € J/J* et tout m € M, (m, V).

Soit v € V,; 'espace de la représentation 7, on a

O(z.m)(v)

en utilisant successivement la réciprocité de Frobenius et ce qu’on a rappelé au début

de la preuve. Or, f}:—l % 1, a pour support J'z ™! et

(fom1 xin)(@™h) = fr-1(a ) (v) = k(27 1) (v)

par définition de fi—l. Par ailleurs, la fonction x.i(,-1)(,) & elle aussi pour support J Lp—1
et vaut également k(x1)(v) en 271, par conséquent ces deux fonctions sont égales dans
H1r(G,n). On en déduit que

CIJ(.fcm) (1)) = m(x.i,i(xfl)(v))
m(ind$, () (z) (ig-1)@))

par définition de I'induite et en utilisant le fait que m € Homg (ind§, (n), ) on a

®(z.m)(v) = 7(2)(M(ire1)w)))-
Or en utilisant de nouveau la réciprocité de Frobenius on a

m(@)(min@1yw) = (@) (@(m)(k(z1)(v)))
= 7(z) o ®(m)ok(z™)(v)

qui est ce qu’on voulait par définition de K, donc finalement on a
O(z.m)(v) = x.2(m)(v).

Ceci prouve que le diagramme de début de preuve était commutatif. Par conséquent,

pour toute représentation m € Zr(G,n), on a l'isomorphisme de représentation
K1(F(m)) ~ §(Kk(m))

ce qui entraine le résultat puisque les foncteurs K et K, préservent la supercuspidalité
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(proposition 4.1.4).

Lemme 4.1.6. Le foncteur F préserve l'invariant s au sens suivant : pour toute repré-
sentation supercuspidale irréductible w de G, alors F(m) est irréductible et supercuspidale
et s(F(m)) = s(m).

Preuve. L’image par F d’une représentation irréductible supercuspidale sera nécessai-
rement irréductible (car F est une équivalence de catégorie) et supercuspidale (d’apres
la proposition 4.1.5). De plus, n’importe quelle représentation 7 supercuspidale irréduc-
tible du bloc Z(J, A) aura le méme invariant s, et on sait que F envoie le bloc Z(J, )

sur le bloc de niveau zéro Z (K, o). Or, par définition de I'invariant s, on a

On cherche a étudier a présent la représentation F'(nv). Rappelons que le foncteur
F est la composée de trois foncteurs, ce qui permet de procéder par étapes, en traitant

les trois foncteurs séparément. Dans la suite, on fixe y un caractere non ramifié de G.

On va utiliser la fonction de support i,, définie a la définition 1.1.10, qui est ici

pour tout v € Vj, (ou V;, désigne I'espace de la représentation 1) et pour tout h € J 1
Elle appartient a indg;l(n) avec support dans J'.

Définition 4.1.7. Soit (7, V) € %g(G), on considere My(myx) = Homg(md%n,wx).
Pour x un caractere de G, on définit M, (7)x = Homg(indg}ln, m)x en tant que % (G, n)-
module comme lespace My (m) = Homg(ind§in, 7) muni de action de ¥ € #%(G,n)

sur m € M, (m)x via
(M W) (f) = m(x"¥ * f)

ou x 'W¥(z) = x(x) ¥ (x) de sorte que

X flg) = Y, x(@) (@)(fz"g)

zeG/J1
pour f € z'ndg’1 () etgeG.

On va utiliser la réciprocité de Frobenius (voir la proposition 1.1.13) qui donne un

isomorphisme de R-modules

®: Homg(ind§in,m) — Homyi (n,n)

m > (v m(iy))
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pour montrer le lemme suivant, qui prouve que le foncteur M,, est compatible avec la

torsion par un caractere.

Lemme 4.1.8. Soit ¥ € #3(G,n), 7 € %g(G) et x un caractére non ramifié de G. On
a un isomorphisme de (G, n)-module

My (mx) = Mpy(m)x-
Preuve. On introduit I'isomorphisme de la réciprocité de Frobenius mentionné ci-dessus

®1: Homg(ind§im,mx) — Homyi(n,Tx).

m —> (v— m(iy))

De méme si on considére My(r) = Homg(ind§in, ) on a un autre isomorphisme de

R-modules
D, - Homg(indg}ln,ﬂ)x — Homji(n,n).

m > (v m(iy))

Or notons que comme Y est trivial sur J' qui est compact, on a 1'égalité d’espaces
vectoriels

Homji(n, mx) = Homyi(n, 7).

On obtient alors le résultat cherché par composition de ®; par ®; Lsi pour my € Mpy(mx)
et mg € My (m)x vérifiant ®1(my) = Po(m2), alors @1(m1.¥) = Po(ma.,¥). C’est ce que
I’on montre maintenant.
Soit v € V), on a

O (m1. V) (v) = (m1.V)(iy)

= my (VU xiy,)
avec
Uwiy(g) = Y, U(x)(in(z7'g))
2€G/J!
pour g € G.
De méme, on a
Do(ma V) (v) = (M2 ¥)(iy)

= mg(X_llll # )
avec

X Wrigg) = D x(@) (@) (in(g))
zeG/J1

pour g € G. On remarque maintenant que pour tout y € G et pour tout f € ’mdg;ln on a

par définition de I'induction

y.f = ind§i(n)(y)(f)-
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Par conséquent,

m1(y-f) = x(y)m(y)(ma(f))

car my € My(mx).

Similairement, on prouve

ma(y.f) = m(y)(ma(f))

car mg € My(m)x.
Comme de plus par hypothése m; et my ont été choisis vérifiant ®1(my) = Po(ms), on
a également pour tout v € V),

ma (ZU) = mg(iv).

Par conséquent
mi(yiv) = x(@)(y)(ma(iv))

= x(y)ma(y.iv)

d’ott pour tout y € G et pour tout v e Vy,

my(y.iv) = x(y)ma(y.i,).

On veut montrer my (V¥ *i,) = ma(x ™' ¥ #i,) pour tout ¥ € #%(G,n). On a vu dans la

remarque 1.1.11 la décomposition

f= 2 a g

zeG/J1

pour tout f € ind?’l (n), c’est ce que l'on va utiliser. On a

ml(\p*iv) = ml( 2 -T_l-illl*iv(x))
zeG/J1

> mi(r g, (2)
zeG/J!

= X X($71)m2(9€71-i\p*iu(x})
zeG/J1

xeéJlmQ (x_l‘ix_l‘l’*iv(x))

= m2( 2 x_l'ix—l\ll*iv(x))
zeG/J1

= ma(x 'V xi,)

ou I’égalité surmontée d’une étoile découle du fait que d’une part, pour tout g € G tel
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que g eJ' ona

e X (@ Digwiy@)(9) = x(@) 'nlga™ (U« iy(2))
= gz (x(2) 71 # iy (2))
= nlgz ) X x(x)'0(Z)(iu(Zx)))
7eG/J1
= nlga™)( X x(®)TI(E)(iy (T )

xil'ixflkll*iv(m) (g)

ol la nouvelle égalité surmontée d’une étoile découle du fait que i, a pour support J*
donc les termes & qui contribuent & la somme vérifient z € #J' donc comme x est non

ramifié x(z) = x(Z). Si d’autre part gz~ ! ¢ J!, alors I'identité

-1 -1y -1 -
T .X(l‘ )Z\I!*i,u(:c) (g) =T U1y (x) (g)
est vérifiée puisque les deux termes sont nuls, ce qui conclut la preuve.

Pour A une algebre a division sur un corps k, on note Nrd,y, la norme réduite de
A et on note Nj, Ik la norme d’une extension de corps k/k. On introduit o le caractére
valeur absolue de la norme réduite de B>, c’est-a-dire la valeur absolue normalisée de F
(qui & une uniformisante de E associe qu, avec qg le cardinal du corps résiduel de E)
composée avec la norme réduite de B sur E. De plus, on note e l'indice de ramification
de f le degré résiduel de E/F.
On rappelle la définition du foncteur M :

M, : #ZB*,K') — Mod— #5(B*,K")
T > Home(ind§T1K1,7r)

ot 'action de ¥ € s#z(B*,K') sur m € M;(V) est donnée par (m.¥)(f) = m(¥ = f)

pour f € indE: (1k1), avec

Ui flg)= Y d@)(fag))

zeB* /K!

pour g € B*.

La proposition suivante montre que le foncteur F se comporte bien vis-a-vis du

caracteére valeur absolue de la norme réduite.

Proposition 4.1.9. Soit 1 € Zr(G,n) une représentation supercuspidale irréductible.
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On a lisomorphisme de représentations
F(nv) ~ F(r)v.

Preuve. On va procéder en trois étapes. D’abord on va prouver que F(m)o~! est de
la forme F(rx ') avec un y un caractére non ramifié de G, ensuite on en déduira que
X0(¥) = 6(7¥) pour tout ¥ € #3(B*,K') et on conclura en montrant que x est en fait
le caractere v.

On sait de par la description de 'action du foncteur F sur les blocs dans la catégorie
des représentations de longueur quelconque (c’est-a-dire le théoréme 5.15 de [Chil8])
que F induit une équivalence de catégorie entre le bloc de 7 et celui de F(w). Or les
représentations du bloc de 7 sont les représentations ayant méme support supercuspidal
que 7 a inertie pres. Comme 7 est supercuspidale, F'(m) l'est aussi d’apres la proposition
4.1.5, et comme similairement, le bloc de F(7) sont les représentations ayant méme
support supercuspidal que F'(7) & inertie pres, ceci prouve qu’il existe y un caractere
non ramifié de G tel que

F(myo~t = F(rx ™).

Le foncteur F est une composée de trois foncteurs. On a montré au lemme 4.1.8 que le
foncteur M, est compatible avec la torsion par un caractere. La méme preuve montre
qu’il en va de méme avec le foncteur M;, donc avec son pseudo inverse, et il s’agit
maintenant de s’intéresser au foncteur #*. On montre & présent que yO(¥) = (%),
pour W € /% (B*,K).

Pour étudier la compatibilité de 6* par rapport au caracteére v, on considere m € Z(G, n)
et 7 € Z(B*,K'). On note

@ : 0* (Homg (ind$h (), 7)) —> Homypx (indﬁf (1), F(m))

un isomorphisme de #%(B*, K')-modules entre 8* M, () et M;(F(r)), c’est-a-dire que
®(a.W) = ®(a).¥ pour tout a € 0* (Homg (ind§: (n), T)) et tout U e A3(B*, K.
Soit maintenant a € 0% (Homg (ind$: (1), 7)x). Comme on sait que F(ry 1) = F(m)v 1,
on a

@(a.xfllff) = ®(a).;—1 ¥

puisque ® est un isomorphisme de 7% (B>, K!)-modules entre 6* M, (7x 1) et My (F(m)i ).
Soit f € indﬁf (1), on a donc

O(ay 1 0)(f) = @(a).; ()

car ® est un isomorphisme de (B>, K!)-modules
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par conséquent o o
CL.X—NI\I]({) = a.ﬁ\Il(f)
< a(x0(V) = f) = a(0(0¥)=f)

ce qui est valable pour tout a € 6*(Homg(ind$: (n), 7)x) et tout fe indﬁf (1), donc

(7).

D

X0() =

Il reste & prouver que x est le caractere v. Soit 7 = diag(1,1,1,...,wp/) (ou 'uni-
formisante n’apparait qu'une fois). En prenant U = f; dans lidentité précédente, on
obtient

XG(fT) = Q(ﬁfT)
Soit = € G, d’une part on a
X0(fr) (@) = x(2)0(f-)(x)

et d’autre part
0 fr)(z) = 0(&(7) fr) (@) = (7)0(fr)(x)

donc x(x) = v(7) quand 6(f;)(z) n’est pas nul.

Pour conclure que x = v, il suffit alors de montrer que (1) = v(z) pour un z tel que
0(fr)(x) # 0. D’apres [Chil8] §3.7, 7 appartient au support de 6(f;) donc il suffit de
montrer que (1) = v(7). C’est ce qu’on se propose de démontrer maintenant.

D’une part, on a
v(r) = |Nrde,(D/)/E(diag(1, L...,@wp))|e = |Nrdpp(wp)|E
et d’apres [PR94] §1.4.1, on a
Nrdpp(wpr) = Ngjw,,)/e(@D1)

/ 5N , . .
et comme w%, = wpg, cette derniere norme est le déterminant de la matrice compagnon

0 0 ... 0 wg
1 0 ...

01 ... 0 0
0 0 1 0

cest-a-dire (—1)? g donc
v(r) = |wple = 45
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D’autre part,

V(T) = |N7’de(D)/F(dzag(1, 1, . 7wD’)|F

or

Nrde(D)/F(diag(l, 1, NN ,’WD/)) = NE/F 9] NrdB/E(dzag(l, 1, NN ,’WD/)).

NrdB/E(dzag(l, 1,... ,WD/)) = NTdD’/E(wD’) = twp.

Or, d’apres le corollaire de la proposition 1.5.3 de [CF67],

INgyp(wp)lr = (") = a5
d’ou
v(T) = q5'

et on a bien (1) = v(7) ce qui prouve que x = v.

On conclut cette section avec la propriété suivante, qui nous donne la derniere pro-

priété du foncteur F dont on a besoin : sa compatibilité avec 'invariant e.

Proposition 4.1.10. Le foncteur F préserve linvariant €, au sens suivant : si m est

une représentation irréductible supercuspidale de G, e(F(m)) = e(m).

Preuve. On sait que e(7) est le plus petit entier k& > 1 tel que 7"

1.1.37). Or,

~ 7 (voir définition

d’apres la proposition 4.1.9.

4.2 Décomposition en blocs

On décompose dans cette section la catégorie %g(G) en blocs en utilisant les résultats
obtenus sur le foncteur F dans la section précédente. On commence par utiliser notre
travail dans la section précédente pour obtenir la proposition suivante qui généralise la

proposition 3.4.3 depuis le cas des représentations de niveau 0.

Proposition 4.2.1. Soit 7, ' deux représentations irréductibles supercuspidales de G.
On suppose qu’elles sont dans le méme bloc (dans la catégorie des représentations de

longueur quelconque). S’il existe i > 0 tel que Exté, (7', ) # {0}, alors
1. Sie(m) =1 ou si e(m) t s(m), alors 7 ~ 7.

2. Sie(m)|s(w), alors il existe j € N tel que m' ~ 7v/J.
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Preuve. Supposons qu’il existe ¢ = 0 tel que
Exté (7', ) # {0}.

Comme les représentations 7’ et m sont dans le méme bloc dans la catégorie des repré-
sentations de longueur quelconque, alors d’aprés la proposition 10.2 de [SS16], il exite
n tel que m, ' € Z(G,n) avec les notations de la section précédente, et on peut intro-
duire Papplication F qui est une équivalence de catégorie entre Z(G,n) et Z(B*,K!)
(toujours avec les notations de la section précédente). Comme F est une équivalence de
catégorie, on a
Extg (F(r'), F(m)) # {0}.

D’apres la propriété 3.4.3, ceci a pour conséquence que F(7') est isomorphe a

1. F(m)?? (pour un j € N) si e(F(m))|s(F (7)) ;

2. F(n) si e(F(m)) =1 ousi e(F(m)) 1 s(F(m)).
D’apreés la compatibilité de F avec la torsion par v (voir la proposition 4.1.9), c’est
équivalent a ce que F(7’) soit isomorphe a

1. F(m7) (pour un j € N) si e(F(m))|s(F (7)) ;

2. F(n) si e(F(m)) =1 ousi e(F(nm)) 1 s(F(m)).
Et puisque le foncteur F préserve les invariants € et s (d’apres les propositions 4.1.6 et
4.1.10, c’est équivalent a ce que F(x’) soit isomorphe &

1. F(m) (pour un j € N) si e(m)|s(7) ;

2. F(m) sie(m) =1ousie(m)1s(m).

donc comme F est une équivalence de catégorie ¢’est équivalent & ce que 7’ soit isomorphe

N

1. w7 (pour un j € N) si e(7)|s(n) ;
2. wsie(m)=1ousie(m)1s(m)

ce qui conclut la preuve.

On considére & présent deux R-représentations 7 et 7’ irréductibles de G. On note
T1® - ®7, le support supercuspidal de 7, et on pose a = (myq,..., m,) est une décom-
position de m correspondant a la forme du support supercuspidal de 7 (c’est-a-dire que
7; est une représentation de GLy,, (D)).

On associe a cette décomposition le sous-groupe de Levi standard M = M, des matrices
diagonales par blocs de tailles mq, ..., m, respectivement, que 1’on identifie au produit
GLp, (D) x -+ - x GLyy,. (D), et on considere le sous-groupe P = P, des matrices triangu-
laires supérieures par blocs de tailles mq, ..., m, respectivement, qui est un sous-groupe

parabolique de G de facteur de Levi Mg, et on note N = N, son radical unipotent. On
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note ig le foncteur d’induction parabolique de M, a G suivant P,.
Le but est d’établir un lien entre le support supercuspidal de 7 et celui de n’ s’ils ont
un espace d’extension non nul pour un indice i > 0. Pour cela, on va s’inspirer de [SS16]

§1.1 et généraliser la propriété 4.2.1.

Proposition 4.2.2. On suppose que 7 et ' sont deux représentations irréductibles de
G appartenant au méme bloc (dans la catégorie des représentations de longueur quel-
conque). S’il existe i = 0 tel que Exté (', m) # {0}, alors le support supercuspidal de 7'

est IV ® - - @ 1,077, avec ji, un entier positif qui est nul si e(ty) = 1 ou si e(7y) 1 (k)

Preuve. On va procéder en plusieurs étapes :

1. Cas ou 7’ est cuspidale et ou 7w ne l’est pas.

On procede par récurrence sur i, en montrant la contraposée (on suppose donc
que le support supercuspidal de 7’ n’est pas de la forme 7171 @ - - - ® 7,197, avec
Jik un entier positif qui est nul si €(73) = 1 ou si €(7x) t s(7) ). Comme 7 n’est pas
cuspidale, on a une injection de 7 dans ig (1) avec T une représentation cuspidale
d’un sous-groupe de Levi M associé a un sous-groupe parabolique P et un radical

unipotent N. On a la suite exacte courte

qui définit A et on en déduit en appliquant le foncteur Homg (7', .) la suite exacte
Ext5 (7', \) —— Exté (7, 1) —— Exth (7,38 (1)),

Un sous-quotient irréductible A de A a le méme support supercuspidal que 7 car
ils appartiennent a la méme induite et par conséquent on peut utiliser I’hypothese
de récurrence qui nous dit que Extgl(ﬂ' ,A) =0, ce qui est vrai pour tout sous-
quotient irréductible A de A donc Extl *(7/,\) = 0.

Pour montrer que Exté (7/,i5 (7)) est nul, on utilise la réciprocité de Frobenius,
et en notant 7 le module de Jacquet de 7’ relativement au triplet parabolique
(P,M,N), on a

Exth (7',iS (7)) ~ Exti; (7, 7) = 0.

Ceci donne Extl (7/,7) = 0 et conclut la récurrence.

2. Cas ou 7 est cuspidale et ott 7' ne 'est pas.

On résout ce cas-1a en considérant les contragrédientes 7V et 7'V :
Extl (', 7) ~ Extl (7Y, 7'Y)

qui est nul par le cas précédent.
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3. Cas ol m n’est pas supercuspidale, mais ou 7 et 7’ sont cuspidales.

De méme, on procéde par récurrence sur i en montrant la contraposée. Comme
m n’est pas supercuspidale, elle apparait comme sous-quotient de ig’(r) avec T
une représentation supercuspidale d’un sous-groupe de Levi M associé a un sous-
groupe parabolique P et un radical unipotent N. On considére la plus petite
sous-représentation V de ig(T) tel que 7w apparaisse dans V', de sorte que 1'on
puisse écrire m ~ V /W avec W une sous-représentation de V' dans laquelle 7
n’apparait pas. On note k (dépendant de 7) le nombre de sous-quotients irréduc-
tibles cuspidaux de W et on fait une récurrence sur k.

Plus précisément 'hypothése de récurrence est P(k) : "Pour tout m, 7’ repré-
sentations irréductibles de G, on note 7 ® --- ® 7 le support supercuspidal
de 7, et on suppose que le support supercuspidal de 7’ n’est pas de la forme
Tt @ -+ @ 197, avec j, nul si (1) = 1 ou si €(7,) § s(7-). On note k(n) le
nombre de sous-quotients irréductibles cuspidaux de la représentation W telle
que 7 est un sous-quotient V /W d’une induite parabolique propre i$(7) (avec
V la plus petite sous-représentation de i$ () vérifiant cela). Si k = k(r), alors
Ext! (7', W) = 0."

On a la suite exacte courte

0——V ——iS(r) ——iS(1)/V ——0

et on en déduit en appliquant le foncteur Homg (7', .) la suite exacte

Extgl(w’, iS(7)/V) —— Extl(n', V) —— BExti (7,8 (7).
L’espace Exté (7/,i5 (7)) est nul par adjonction. De plus, tous les sous-quotients
irréductibles A de S (7)) vérifient Ext5 (7', \) = 0. En effet, si A n’est pas cus-
pidale, cela découle d’un des cas précédents (puisque 7’ est cuspidale), et si A est
cuspidal, c’est une conséquence de I’hypothese de récurrence sur i. Par conséquent
Exty H(7/,i5(7)/V) = 0 et on en déduit Exty (7', V) = 0. Or, on a également la

suite exacte courte

dont on déduit la suite exacte
Extl (7', V) —— Exth (7', 1) —— Extd (7!, W)

et on vient de montrer que le membre de gauche est nul. Pour conclure, il reste a
montrer que Extyy (7, W) = 0. Si k(7) = 0, tous les sous-quotients irréductibles

de W sont non cuspidaux et le résultat découle du premier cas étudié (car alors
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Ext (7', \) = 0 pour tout sous-quotients irréductible A de W). Si k() # 0, tous
les sous-quotient irréductibles A de W vérifient quand méme Ext’érl(w’ ,A) = 0.
En effet, si A n’est pas cuspidal, cela découle du premier cas traité, et si A est
cuspidal, alors k(\) < k(m) et cela découle de I'hypothése de récurrence sur k.

Dans les deux cas on a Ext{ ! (7, W) = 0.

. Cas ot 7/ n’est pas supercuspidale, mais ot 7 et 7’ sont cuspidales.

De méme, on résout ce cas en utilisant les contragrédientes.

. Cas ou 7 et 7’ sont supercuspidales.

Ce cas a fait 'objet de la proposition 4.2.1.

. Cas ou ni 7 ni 7’ ne sont cuspidales.

Encore une fois, on procede par récurrence sur ¢ et par contraposée. Comme
m n’est pas cuspidale, on peut 1’écrire comme une sous-représentation de iS(T)
ou 7 est une représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi M associé a un

sous-groupe parabolique P et un radical unipotent N. On a la suite exacte courte

qui définit A et on en déduit en appliquant le foncteur Homg (7', .) la suite exacte
Ext H(n', \) —— Ext (7', 1) —— Extl (77, ind$ (1)) ~ Exti(m, 7)

ou 7y est encore le module de Jacquet de 7’ relativement au triplet parabolique
(P,M, N). La démonstration que EXtiG_l(’]T/ ,A) = 0 est la méme que dans le pre-
mier cas étudié.

Il reste & montrer que Ext};(7k,7) = 0. D’aprés le cas ot 7 et 7 sont toutes
deux cuspidales (cas qui a été traité via plusieurs des cas précédents), on a
Extfvl(a, 7) = 0 pour toute représentation irréductible o de M qui n’est pas iso-
morphe & 717, avec j € N (on utilise ici I'unicité du support supercuspidal, voir
[MS14a] théoreme 8.16). Il suffit donc de montrer qu’il n’existe pas j € N tel que
717 soit un sous-quotient de my (en effet, si pour tout sous-quotient irréductible
A de 7§, on a Ext '(A,7) = 0, alors Ext (&, 7) = 0).

Supposons par I'absurde qu’il existe j € N tel que 717 apparaisse dans 7. Comme
7' n’est pas cuspidale, on peut 1’écrire comme sous-quotient de ig’,(T’ ) avec 7/ une
représentation supercuspidale d'un sous-groupe de Levi M’ associé & un sous-
groupe parabolique P’. D’apres le lemme géométrique (cf [MS14a] (1.3)), il existe
une matrice de permutation w telle que 717 apparaisse dans ZMHP,UJ (7'*). On peut
supposer que w = 1 (quitte & remplacer 7/ par 7) de sorte que 71/ apparaisse
dans iMmP,(T’ ). En appliquant 5, on en déduit que 71/ apparait dans ig, ("),

donc a le méme support supercuspidal que 7/, ce qui est absurde.
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Notation 4.2.3. Comme la condition de la proposition sur le support supercuspidal
reviendra souvent, on lui donne un nom : on dit que 7’ 2o si, étant noté M Q -+ Q@ 7
le support supercuspidal de 7, alors celui de 7’ est 7117' @ - - - ® 7,177, avec j; un entier

positif qui est nul si €(7;) = 1 ou si e(7y) 1 s(7%) , pour tout 1 < k < n.

Définition 4.2.4. Soit 7 une représentation irréductible de G, on lui associe ’ensemble
B(m) des représentations 7' irréductibles de G qui vérifient 7’ £ 7 (voir la notation 4.2.3).

On appelle & l'ensemble des B(m) quand 7 parcourt les représentations irréductibles de

G.

Proposition 4.2.5. La catégorie %’g(G) des représentations de G de longueur finie
se décompose : %g((}) = @ Zp(G) ot Zp(G) est la sous-catégorie de ,@g((}) des
Be%#

représentations dont tous les ébus—quotients irréductibles sont dans B.

Preuve. Soit V une représentation de G de longueur finie. On se propose de décom-
poser V' en procédant par récurrence sur la longueur de V. On considére m une sous-
représentation irréductible de V. On a vu (voir proposition 4.2.2) que si 7’ est une autre

représentation irréductible de G telle que
Extg (', ) # {0}

(notons que 'on peut utiliser la proposition 4.2.2 car Ext(l;(w’ ,m) # {0} implique que les
représentations 7 et 7’ sont dans le méme bloc dans la catégorie des représentations de
longueur quelconque), alors le support supercuspidal de 7’ est de la forme 727! @ - -+ ®
709" avec jj, nul si €(r3,) = 1 ou si e() 1 s(7%) (et sinon, j,. est un entier positif).

On pose S = B(w). Soit 7’ € S et 7" ¢ S (avec 7" une représentation irréductible de G).
Si par I'absurde Ext, (', ") # {0} alors on sait que le support supercuspidal de 7" est
de la forme 71171 @ -+ - ® 1,17, avec jj, nul si e(rx) = 1 ou si e(7x) 1 s(71), ce qui prouve
7" € S, absurde. Par conséquent Ext{(7/,7") = 0 et le théoréme 1.4.6 décompose la

catégorie et donne
V=@V

ou les sous-quotients irréductibles de V; sont les éléments de B(w). Comme la longueur

de V5 est strictement inférieure a celle de V', ceci conclut la récurrence.

Il reste a montrer que les facteurs directs obtenus sont indécomposables.

Proposition 4.2.6. Soit m, 7" deux représentations irréductibles de G irréductibles. On
suppose que ' oy (voir la notation 4.2.3). Alors 7 et ©' apparaissent dans une méme

représentation indécomposable de longueur finie.

Preuve. On suppose que le support supercuspidal de 7’ est de la forme 7171 ®- - -@7,.177,

avec jx un entier positif qui est nul si e(7,) = 1 ou si €(7) 1 s(7%) , pour tout 1 < k < n.
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Ceci nous assure, d’apres la proposition 1.1.43 (notons que si €(7;) = 1, on utilise plutot
la proposition 1.1.44), que pour tout 1 < k < n, la représentation 73, admet un relevement
cuspidal 7, dont la réduction modulo [ contient alors & la fois 7, et 7,07 (d’apres la
proposition 1.1.40).

On peut alors choisir les 7, pour que 'induite
BA® - ®f)

soit irréductible. En effet, on va utiliser la théorie des segments, introduite par Bernstein
et Zelevinsky dans [BZ77] et [BZ80]. D’apres le théoreme 7.24 de [MS14a], qui généralise
le théoréme 4.2 de [BZ80] au cas modulaire, I'induite i$ (7 ® - - - @ 7;.) est irréductible si
et seulement si pour tout i,j € [1,7], le i-éme et le j-éme segment ne sont pas liés, ce
qui d’apres le méme théoréme est le cas si et seulement si pour tout ¢, j € [1, 7], I'induite
7; x 7; est irréductible. La proposition 4.40 de [MS14b] nous assure alors que cela est
équivalent au fait que pour tout i, j € [1,r], alors m; est différent de m;, ou m; = m; et
T % ?jV*S(%ﬂ') et 7; # %jus(?j).

Or, on peut toujours choisir les 7, pour remplir cette derniére condition. En effet, on les
fixe un par un : pour ¢ allant de 1 & r, on s’assure que pour tout j allant de 1 8¢ — 1 on
ait

T # %jV_S(%j)

et

7-i * %jl/sﬁj)

(si mj = m; sinon il n’y a rien a faire), ce qui est possible car il n'y a que deux repré-
sentations a éviter pour le choix de 7; et on peut tordre 7; autant de fois qu’on le veut
par un caractere quelconque d’ordre une puissance de [, ce qui ne change pas la réduc-
tion modulo [ de 7;. On a donc prouvé qu’on peut supposer l'induite ig(ﬂ ® - ®Tr)
irréductible.

Par définition, on sait que 7 apparait dans I'induite parabolique ig (M®---®7) et que
7’ apparait dans i(117! @ - -- @ 7,177). D’aprés la proposition 1.1.35, les représentations
riS(A®--- Q7)) et iS (1 (A1 ®- - -®7;)) ont les mémes sous-quotients irréductibles, par
conséquent 7 et 7’ apparaissent toutes deux dans r;(iS (71 ® - - - ® 7)), et apparaissent
donc dans une méme représentation indécomposable de longueur finie (d’apres le lemme
1.1.39).

On obtient en combinant les deux propositions précédentes le théoréeme suivant, qui

est 'objectif de ce texte.

Théoréeme 4.2.7. La catégorie %’g(G) des représentations de G de longueur finie se
décompose : ,@g(G) = P Zp(G) ot Zp(G) est la sous-catégorie de %g(G) des repré-
Be#
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sentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans B.

De plus les sous-catégories Zp(G) sont indécomposables.

Ceci signifie que toute représentation de longueur finie V' se décompose
V= (—BVB
B

ou tous les sous-quotients irréductibles de Vp sont dans le méme bloc B, et si de plus
B # B’, alors Homg(Vp, Ve) = 0 et Homg(Vgr, Vg) = 0.
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