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Introduction

Les systeémes linéaires sont au cceur de nombreux problémes du calcul scientifique.
Parfois, leur présence est explicite; d’autres fois, ils sont cachés derriére plusieurs in-
terfaces de modélisation ou de calcul. Ce second cas de figure est le plus fréquent.
L’exemple le plus classique est la résolution d’une équation non linéaire par la méthode
de Newton [2] : on linéarise I’équation au voisinage de la solution approchée. La solution
du systeme linéaire obtenu donne une nouvelle solution, meilleure si les hypotheses du
théoreme de convergence sont respectées. Bien souvent, le solveur linéaire est, comme
dans le cas précédent, la boite de calcul la plus sollicitée, bien qu’elle n’apparaisse pas
explicitement lors de la mise en équations du modele.

De plus, la taille des systemes & résoudre, dépend directement du nombre d’incon-
nues. Celui-ci augmentant avec le nombre de degrés de liberté du modele et la finesse
de la discrétisation, les systéemes a résoudre deviennent vite énormes, ce qui nécessite
des stockages spéciaux pour les matrices, généralement creuses. Parfois, ces matrices
sont tellement grandes qu’il faut les conserver sur des supports auxiliaires car elles ne
tiennent pas en mémoire principale. Quand on est dans ce cas, alors toutes les méthodes
directes sont prohibées, car elles demandent des acces a la structure de la matrice, bien
trop couteux. C’est pourquoi, on se tourne vers les méthodes itératives.

Ces méthodes partent toutes d’une solution initiale g que l'on va chercher a
améliorer ; ce qui donnera une nouvelle solution approchée, que 'on affine 4 nouveau,
jusqu’a ce que la solution courante soit suffisamment proche de la solution exacte.
Pour mesurer ’erreur commise, on s’appuie principalement sur la norme du résidu
rp = b — Axy, car Perreur exacte e, = A~'b — 1, n’est pas calculable. Cela pose donc
un premier probléme: celui de la précision des calculs. En effet, on se rend compte que
pour certaines matrices la convergence devient tres lente a partir d’'un certain point.
Parfois ce comportement n’est que local, c’est ce que ’on appelle un palier. Il faut alors
étudier les causes du palier [13, 40] et essayer de les supprimer. Enfin, le pire cas est
quand l'accumulation des erreurs de calculs font diverger le systeme.

Un autre cas d’erreur arrive quand les données ne sont pas exactes. Le systéme
que 'on résout, peut étre dénaturé par du bruit. Dans ce cas, la solution désirée est
la solution du systéeme non perturbé et non celle du systéeme bruité; d’autant plus
que ces deux solutions peuvent étre treés éloignées 'une de I'autre. Dans ce cas, on a
I’habitude de modifier le systéme pour qu’il soit moins sensible aux erreurs et donc la
solution de ce nouveau systéme est plus proche de la solution désirée que la solution du
systéme original: c’est la régularisation [22, 32]. Les techniques les plus classiques sont
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4 Introduction

la régularisation de Tikhonov [42, 41] et les techniques de troncatures comme TSVD
[21, 23].

Le second probleme est la vitesse de convergence. On recherche, en effet, une vi-
tesse de convergence maximale, car le solveur linéaire, on I’a dit, est souvent la clef de
Iefficacité de 'application toute entiére. Pour quantifier cette vitesse, on peut mesurer
le temps CPU nécessaire a la résolution d’un ou plusieurs systemes tests. On se rend
cependant compte que lors d’une itération, il y a un petit nombre, indépendant des
itérations, d’opérations avec la matrice. Ce sont des opérations de type BLAS2 si la
matrice A est pleine. Sinon, cela peut étre une multiplication creuse ou méme 'utilisa-
tion d’une boite noire qui calcule le produit de la matrice par un vecteur. En plus de ces
opérations matricielles dont le colit est fixe pour une itération, il y a quelques opérations
BLASI de mise & jour de vecteurs, dont le cotit est la plupart du temps négligeable de-
vant celui des premieres. C’est pourquoi, on mesure l'efficacité des solveurs au nombre
d’itérations nécessaires pour la convergence.

On cherchera donc tout au long de cette thése a améliorer ces deux aspects des
solveurs linéaires: la robustesse et l'efficacité, dans le cas ou le systéme est symétrique
défini positif. Cette propriété est tres fréquente pour les matrices obtenues par la
discrétisation d’EDP. On suppose aussi ces matrices suffisamment grandes pour rendre
rédhibitoire le colit d'une méthode directe.

Le plan s’articule ainsi:

— dans le premier chapitre, on rappelle les propriétés des solveurs itératifs les plus
classiques (relaxation, gradient conjugué), en détaillant plus particulierement les
méthodes de Krylov, a la base des chapitres suivants;

— le second chapitre montre des tests effectués pour un probleme classique de res-
tauration d’images et confirme lefficacité du gradient conjugué ;

— une technique de régularisation & base de filtres polynomiaux est proposée dans
le troisieme chapitre;

— enfin des méthodes d’accélération de I’algorithme du gradient conjugué sont développées

dans le quatriéme chapitre.

La conclusion rappelle les résultats nouveaux et donne une vue des perspectives de
ce travail.



Chapitre 1

Les solveurs itératifs

1.1 Meéthodes de point fixe et méthodes de projection
Il y a deux grandes classes de méthodes itératives pour résoudre un systeme linéaire
Az =b. (1.1)

La premiere classe comprend les méthodes de point fixe: ce sont des méthodes qui
utilisent une contraction pour, & chaque étape, se rapprocher de la solution exacte.

La seconde comprend les méthodes de projection qui calculent la projection de la
solution exacte sur un certain espace. Si cet espace est de la forme (v,Av ... ,A¥ 1) =
K (A,v), alors la méthode est dite de Krylov, du nom de lespace Kx(A,v), appelé
espace de Krylov.

1.1.1 Meéthodes de point fixe

Dans de telles méthodes, on calcule une solution approchée zr,; a partir de la
solution approchée de I’étape précédente :

Tpy1 = Bxg +c. (1.2)

Généralement B provient d’une décomposition de A sous la forme: A = M — N. On
écrit alors
Mz =Nz +b
d’on
B=M"N
c=M""h.

La convergence de ces méthodes est régie par le théoréme suivant :

Théoreme 1.1 On suppose qu’il existe un x unique tel que x = Bx + c. Alors la suite
{zk} définie par Uitération (1.2) converge vers x quel que soit le vecteur initial zq si
p(B) <1 ot p(B) = max {|A|,A valeur propre de B} est le rayon spectral de B.



6 Les solveurs itératifs

Preuve voir [2, page 10]. O

On pose pour la suite

ai,1 0 0 a1 aip
D= o E=1a, , —F= o aneim
ann an,1 Opn—1 0 0

La décomposition la plus simple est alors de prendre pour M la diagonale de A. On
a donc
M = D
N = E+F

C’est la méthode de Jacobi. Le calcul de x4 se fait de la fagon suivante

i—1 n

1
[iUk-H]i = a bi — Zai,j [xk]] - Z Qij [xk]y

j=1 j=i+1

Si on utilise les composantes de z;1 déja calculées, pour la mise a jour du vecteur,
on obtient la méthode de Gauss-Seidel :

1 i—1 n
[Tk11]; = o bi— Y aijlweil; — Y aiglzl; |- (1.3)
’ j=1 j=it1
Cette méthode correspond a la décomposition

M = D-F
N = F.

Pour A symétrique définie positive, cette méthode converge toujours. En effet

Théoréme 1.2 Soit A € M,(R) symétrique définie positive, alors la méthode de
Gauss-Seidel définie par (1.3) converge pour tout xy.

Preuve voir [17, page 512]. O

Malheureusement cette méthode produit souvent une matrice B dont le rayon spec-
tral est proche de 1. Pour y pallier, on définit une méthode dite de sur-relaxation qui
fixe xk41 comme un barycentre de xj et de la solution produite par la méthode de
Gauss-Seidel xgil

GS
Tpr1 = (1 —w)op +wrg? .
Cela correspond & l'itération suivante

i—1 n

w
[z = (1 —w) [oel; + — | bi = > aigleeil; - Y aigled; | (1.4)
bt j=1 j=i+1
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et a la décomposition suivante

1
M, = -D—E
w
1_
N, = —“D4+F
w

Pour certains problémes, on connait le w optimal [44, 17], c’est-a-dire celui qui
minimise le rayon spectral de M ~'N. Mais dans le cas général, il peut étre nécessaire
de faire une étude des valeurs propres pour le connaitre.

1.1.2 Meéthodes de projection

Une autre classe de méthode comprend les méthodes de projection [14, 1]. Pour
définir une telle méthode, on utilise deux conditions. La premiere fixe «l’endroit» ou
I’on cherche la solution a la k€itération: usuellement une sous-variété affine de R”.
Pour les méthodes dites de Krylov, cette sous-variété est xy + Kr(A,r9) ou Ki(A,ro)
est I'espace de Krylov de dimension k engendré par A et rg, ro étant le résidu initial
b — Azxgy. Cest-a-dire que l'on a

ICk(A,TO) = <T0,ATO, e ,Ak_l’l“()>.

Cet espace contenant xj; est appelé espace des solutions. Donc pour les méthodes de
Krylov, on a la condition suivante

), € o + Ki(A,ro). (1.5)

Il faut alors fixer le z; qui convient dans cet espace. On peut désirer que ce zy
minimise ’erreur ou le résidu dans une certaine norme, ou bien que 'un de ces deux
vecteurs soit orthogonal (pour une certaine forme bilinéaire) & un espace de dimension
k. Si A est symétrique définie positive, ces deux objectifs se rejoignent. Le théoreme
1.3 le précise.

Théoreme 1.3 Soit W un sous-espace vectoriel de R" et A une matrice symétrique
définie positive de My (R). Alors le point z minimise la quantité suivante ||ey||a =
|A~ o —y|| 4 pour y € W, si et seulement si le résidu associé r, = b— Az est orthogonal

a W. C’est-a-dire W*r, = 0.

Preuve Soit y € W. Alors
ey:A_lb—y:ez—i—z—y.
D’ou

leylld = llez +2—yll%,
= lezlZ + NIz = yll% + 2 (Aezz —y),
= lezlZ +llz =yl +2(rz02 —y).-
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Soit z —y = At avec A € R et t € W, A-unitaire. On a donc:

leylla > llezlla = A +2X(r;t) >0, VAER,
= (r,t)? <0.

Donc (r,,t) = 0, d’ou r, LW. La réciproque est une conséquence immédiate du théoréme
de Pythagore. O

D’ou, pour A symétrique définie positive, si on veut minimiser 'erreur e; en norme
A sur 'espace des solutions, il suffit de trouver le z; qui rend le résidu orthogonal &
cet espace. Cette condition est appelée condition de Petrov-Galerkin. Elle s’écrit ici

% 1 ICk(A,rg). (1.6)

Ces deux conditions definissent un unique point z. La méthode de Lanczos et le gra-
dient conjugué sont des algorithmes permettant de calculer ce zy.

1.2 La méthode de Lanczos

C’est un procédé itératif qui comporte deux étapes: tout d’abord, on calcule une
base orthonormée U, de IC,,,, ainsi que la matrice T,,, de A dans cette base. On suppose
A symétrique définie positive, ainsi T}, le sera aussi. Cette phase est appelée Procédé de
Lanczos, dans le cas symétrique. Puis on produit la solution x,, vérifiant les conditions

(1.5) et (1.6).

1.2.1 Le procédé de Lanczos

Il peut étre vu comme une orthogonalisation de Gram-Schmidt sur une base de

Ko ¢ 1a base des itérés [rg, ... ,A™ !rg]. On note U, la matrice formée par les vecteurs
[Ul,... ,Um], Ol uy est 'orthonormalisé de AFrg par rapport & Up_1. Clest-a-dire
k
ug+1 est unitaire, parallele & Auy — Z(Auk,uj-)uj-.
=0

Mais pour tout j € {0,... ,k — 2}, (Aug,u;) = 0. En effet (Aug,u;) = (ug,Au;). Or
Auj € Kjq1 et donc vy L Auj des que k£ > j + 1, c’est-a-dire j < k — 1. On en déduit
que

up+1 est unitaire, parallele & Auy — (Aug,ug)ur — (Aug,up—1)tg—1.

On pose alors
ar = (Aug,ug)

Bk

Yet1 = |[Auk — apur — Bruk—1]|2

(Aug,up_1)
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d’ott Aup = Yk41Uk4+1 + apug + Brug—1. Puis, en prenant le produit scalaire avec w1,
on a

Yet1 = (upqr1,Aug)
= (Aupqr1,uk)
= Brt1-

Finalement, le procédé de Lanczos, pour construire une base de taille m, est résumé
dans 'algorithme 1.1.

A= [roll
Uy = %’FO
Uy = 0

for k=1,... ,mdo
ugy1 = Aug — Brug—1
g = (Ugi1,uk)
Ukg+1 = Th4+1 — QUL
Br+1 = llug+1ll2
Ug+1 = ﬁuk-i—l
end for

Algorithme 1.1: Procédé de Lanczos

U, est une base orthonormée de K, c’est-a-dire U;;,U,, = I,,. De plus, on note T},
la matrice tridiagonale avec pour diagonale les (oy),_, ,, et pour sur- et sous-diagonale
les (Bk)j—s. m- On a alors

AUp, = Up/Ty, + ﬁm—l—lum-i-le%n)*a
(m)

avec ej

U, que:

, 7€ vecteur de la base canonique de R™. On en déduit, par multiplication avec
T = U, AUp,.
1.2.2 Production de la solution
On recherche la solution z,, vérifiant (1.5) et (1.6). Or

(L) < zp,€x0+ Ky
& oz =29+ Upf)

avec {2 un vecteur quelconque. On a alors

rm = b— Az,
= To— AUmQ.
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Enfin

rm L K

Urrm =0

Us(ro — AURQ) =0
T2 =U,,ro

T2 = Uy, (Brur)

QO =BT, ™.

(O O R

C’est-a-dire que la solution est
T = To + 1 UmT,glegm),

que 'on calcule de la fagon suivante
1: trouver f tel que T, f = ﬁlegm)
2 Ty =0+ Upf

1.2.3 Calcul du résidu

La propriété intéressante & ce stade est la possibilité de calculer la norme du résidu
(ou I'erreur en norme A2) sans produire la solution [34]. En effet

rm = b— Az,
= b—A(zo+Unf)
= ro— AUpf
= prur — AU, f
= Unbel™ — AU, f
UnTinf — AU f

_ﬁm+lum+1€£771n)*f

= _ﬁm-l—lfmum-i-l-
D’ou
||Tm||2 = ﬁm+1|fm| (1.7)

avec

La mise a jour de [|r, |2, & chaque itération, se résume donc au calcul de f,,, derniére

)

composante du vecteur solution du systéme T, f = 51 egm .
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1.2.3.1 Grace aux formules de Cramer

Les formules de Cramer donnent directement f, sous forme d’un quotient de
déterminant

ar o B
By .o 0
Brm—1
1 -
Om 0
fm = ar B
B2
Brm
B am,
G VL N VY
ey '

Le déterminant |7}, | de T}, se calcule lui grace & une récurrence d’ordre 2. En effet,
en développant par rapport a la derniére colonne, on a

ar P2 0
Bo ' :
|Tm|:am |Tm_1|—ﬁm ﬁm—Q 0 )
Bm-2 m-2 Bm
0 - ... 0 B

puis en développant ce dernier déterminant par rapport a la derniere ligne, on obtient

|Tm| = Qm |Tm—1| - ﬁfn |Tm—2| .

La récurrence est initialisée par

{ [To| = 1
T = a
On a alors
T
fm-i—l = _ﬁm+17fm-
|Tm+1|

. T . . .
D’ou, en posant, tp = Il on obtient les récurrences suivantes pour le calcul de f,
) ) ‘Tk-—1| ’ m

t1:a1
flzf—f

2
VE > 1, tk:ak—&
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On a donc
/Bm-i-l

lrmll2 = I7m—1ll2-

tm
1.2.3.2 Grace a une factorisation LDL*

Une autre méthode pour obtenir ce résultat, consiste a factoriser la matrice T,
LDL*, puis a résoudre les systémes triangulaires bidiagonaux par récurrence. Supposons
en effet que 'on connaisse une factorisation LDL* de T,,, avec

1 dy

L=|% - et D=

Im 1 dm
On résout alors successivement les systemes Lh = (ie; puis Dg = h et enfin L*f = g.
Le premier systeme s’écrit

1 ha Br
Il |0
L 1 o, 0

Ce qui implique

Le deuxieme systeme s’écrit

dy g1 h1

Ce qui implique

H] 2lJ

gi= (=16
On remarque que les coefficients ne dépendent que de leur rang: pour avoir le vecteur
g de taille m + 1, il suffit de calculer g,,11 = (—1)™ 3 ===+ Hm+l et de ’ajouter au vecteur
g en derniere ligne. Le troisieme systeme, enfin, s ecrlt
L1y f1 g
. =

1 fm Im
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On en déduit

fm = gm
m
s
= (—1)m_151M (1.8)
dm
ainsi que
fi=¢i —livifiy1, pourt=m—1,... L. (1.9)
Pour le calcul de la factorisation LDL*, on procede par identification :
[ 1 dq IR
lg ’
. . L
dy dyly

dils dll% + do

: dm—llm
dmfllm dmfll?n + dm

[ a1 B
B2
Bm

/Bm Qm

On a donc
dl =,

puis on utilise la récurrence suivante, pour ¢ > 2

li = d?_il
di = Q; — di_llz.

La seconde ligne peut aussi se calculer avec

B?

di = a; — ——.
(3 13 dZ71

On peut ici remarquer que dj =t = ‘T‘ka ‘1‘. En remplagant alors, dans (1.8), I; par sa

valeur, on obtient

_ Hm:15j
m = (=D 1%17
= O

- (1.10)
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On retrouve donc bien les formules obtenues grace aux formules de Cramer, dans la
partie 1.2.3.1 page 11.

Mais on peut aussi calculer f grace & L [gli=1..m—1, c’est-a-dire le f que l'on
obtient & Pitération précédente. On note £ le vecteur f correspondant & Pitération
et on note f le vecteur f privé de sa derniére ligne. On peut alors remarquer que

L;;H_lf(m-i-l) — g(m-i-l)

= Lo =
lm—i—l
‘ 1 Im+1 Im+1
= LU lagmel) = gty
= FomrD) = L;L*g(m) - gm+1lz+1L,;*e£,’ZL)

=  fmrD = pm) gl L el (1.11)

f(mH) glmth)

1.2.3.3 Algorithme final

Si on utilise maintenant la relation (1.7), on obtient

Irmllz = Bmiilfml
_ Bm
- ﬁm+1dm|fm71|
= P (1.12)

On ajoute alors ce calcul dans la boucle de I'algorithme de Lanczos pour résoudre
un systéme symétrique et on obtient l'algorithme 1.2 page ci-contre. Dans cet algo-
rithme, ny désigne la norme euclidienne de r et est 'indicateur de convergence. Il y a
breakdown si n, = 0, ce qui implique 8 = 0. Dans ce cas, on a

AU =UT

et ;. est la solution exacte du systéeme. C’est un happy breakdown. De plus, d # 0,
car dy est le quotient du determinant de T}, par celui de T;_1, deux matrices définies
positives.

Pour la résolution du systeme tridiagonal, plusieurs implémentations sont possibles
en fonction de la stratégie de calcul du résidu. Si on a choisi la factorisation LDL*,
alors le systeme se résout par la récurrence 1.9 a partir du vecteur g dont on calcule une
composante a chaque itération du procédé de Lanczos. Si on ne connait pas a priori
la factorisation de 7', on peut la calculer ou résoudre le systéme avec des rotations de
Givens.

Au lieu de calculer la norme euclidienne du résidu, on peut calculer une borne
supérieure de lerreur en norme A grace a la méthode des quadratures [18, 19], qui
exprime TZAflrk comme une intégrale avec une mesure constante par morceaux.
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Require: z( solution initiale et tol seuil d’arrét
o = b — AJ?()
B =n1=roll2
Ul = %TO
Uy = 0, k=1
repeat
ugy1 = Aug — Brug—1
ap = U;;-H“k
Ukg+1 = Th4+1 — QUL
Br+1 = |lug+1ll2
if Br11 # 0 then

[
= o

Ug41 = ﬁuk-i—l
end if
if £ =1 then

d1:a1

—_ = =

else

—_
ot

Bi

d—1

—_
B

dk = O —
end if
Br+1

Ng+1 = dy, ng
k=k+1
: until n; < tol

= =

R CR—
oS N

:m=k
: résoudre Ty, f = ﬁlegm)
: Ty =20 + Un f

NN
= W N

Algorithme 1.2: Algorithme de Lanczos

1.3 Le gradient conjugué

1.3.1 Dérivation de ’algorithme de Lanczos en gradient conjugué

On a vu dans la partie 1.2.3.2 page 12, que 'on pouvait exprimer la derniére com-
posante de f grice a une récurrence. En poussant cette réflexion plus loin, on exprime
par récurrence tout le vecteur f, et ainsi on calcule la nouvelle solution zj,; grice
a des récurrences. Ce nouvel algorithme s’appelle algorithme du gradient conjugué
[17, 36, 29]. Il a les mémes propriétés que l’algorithme de Lanczos dont il est dérivé,
c’est-a-dire qu’il permet de résoudre un systeme linéaire symétrique défini positif et la
résolution se fait sans breakdown.
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Pour la dérivation, on utilise un vecteur auxiliaire py = —Bg41 kak+1L1;11ek+1- Or
— —l1Ly ey,
L€kt [+
donc
—lk 1L_*€k
Pk = —Brer1fkUk+1 [%

= —Brirfr (Ubs1 — 1 Un Ly "ey)

Br+1 T
= —Brt1 etk — lk+1=—Pr—1
B 1

or
—Br1fkuk+1 = Tk
et
fo Bk
Jr—1 dy;
] _ Ben
k+1 e
donc
B
Pk = T+ dglpkq-
k
On en déduit alors grace a (1.11)
Tr+1 = Tk + fer1Uk1Ly ] epr1
S Jr+1 )
JkBr+1
1
= T+ Dk
di+1
et
1
Thk+l = Tk—d—Apk-
k41
On pose alors
1
G
« = —
g di+1
2
CG Bl

k 92
dk
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On a alors les récurrences suivantes pour la mise a jour des vecteurs 7y et pg

rhy1 = Tk —agCAp; (1.13)
e = T+ BCpro1. (1.14)
Les vecteurs p; sont appelés directions de descente car c’est suivant la droite x+Rpy

que l'on recherche zpyi. Et comme ryy; L pi, zxy1 minimise |leg||4 sur la droite
zr + Rpg, et donc 'erreur diminue.

1.3.2 L’algorithme du gradient conjugué

De plus, les agG et les ﬁ,SG peuvent se calculer sans les oy, et les 8. En effet

PidApe = (—BerifiUk1 Ly feni1) A (—Brr1 k1L ens1)
= ﬁl%+1fl?elt+lL1;+11Tk+1L];:1€k+1
= ﬁl%+1fl?e7;+1Dk+1€k+1
= Bifiden

(7“727“19) i1

et d’apres (1.12)

||7“k“ _ Br+1
-1l dy,
D’ou
*
CG AR
[0 =
F piAp:’
BeG — TZ+17ak+1‘
k+1 ,rz,rk

Théoréme 1.4 On appelle R, = [ro, ... ,rk—1] et Px = [po, ... ,pk—1], les matrices dont
les colonnes sont les vecteurs engendrés par les récurrences (1.13) et (1.14). On a alors
I’égalité suivante

(Ri) = (Px) = (Ux) = Ki(A,ro0) (1.15)
Preuve On a
Ry = [ro,-.. k1]
—B1fo
= U )
—Brfr—1

donc (Ry) = (Ux) = Ki(A,ro).
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De plus

P, = [po,--- Pk 1]
—pB1fo
= UgL,” ;
—Brfre—1

d’ou <Pk> = (Uk> = ]Ck(A,To). O

L’algorithme dérivé s’appelle algorithme du gradient conjugué, a cause de la relation
de conjugaison des directions de descente (1.16). Cela est résumé dans 1’algorithme 1.3
et le théoreme 1.5.

Théoréme 1.5 Les pp sont A-conjugués, c’est-a-dire

p;iAp; =0  pour i # j. (1.16)
Preuve
[ —61fo | —P1fo
PiAP, = L 'UiAug L .
i —Brfe-1 | —Brfr—1
[ —B1 /o | —B1fo
= ' Dy,
i —Brfr-1 | —Brfr-1
qui est une matrice diagonale. O

Require: z( vecteur initial
1: 7o =b— Axg

2: po =10
3: for k=0,1,... do
. — TE"k
40 = ey
5 Tpy1 = Tk + gDk
6 T4l =Tk — OzkApk
. _ ThaaTk+1
7 B = eTh
8  Pk+1 = Tht1 + Br+1Pk
9: end for

Algorithme 1.3: Algorithme du Gradient Conjugué
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1.3.3 Optimalité du Gradient Conjugué

Les théoremes suivants montrent que la solution produite par 'algorithme du gra-
dient conjugué est optimale pour la norme A, puis donnent une vitesse asymptotique
de convergence, en fonction du conditionnement de la matrice A.

Théoreme 1.6 L’erreur e, = x — x vérifie les relations suivantes

e = min -z
feela = min =gl
lexlla = min |[(I — Ag(A))eolla
qEPL 1
= min  |lg(A)eo|la
q € Py
q(0) =1

Preuve Tout d’abord r, L Kx(A,rp), car ri est parallele & ug,i. Le théoreme 1.3
permet alors de conclure pour la premiere égalité.

Puis Yy € zg + Ki(A,r),3g € Pr_; tel que y = g + ¢(A)rg. On a donc

Az —y) = b— Az — Ag(A)ro
= (I - Ag(A)) Aco,

d’ou la 2€égalité.

Enfin, quand ¢ décrit Py_1, (I — X¢q) décrit {p € Pg, p(0) = 1}. On en déduit la
derniere égalité. O

Théoreme 1.7 Soit x3 = :\\—’; le conditionnement de A, alors

k
X2z — 1
wwAswmm(l———)
Vxez +1

Preuve On a

lexlla = min  [|g(A)eolla
g€ Py
q(0) =1
< min max |q()]||eol| s
q E ]P)k xE[M,/\n}
q(0) =1

IN

k
vxz —1
2||30||A (m) .

Pour la démonstration de la derniére inégalité, on pourra consulter [12]. O
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1.3.4 Préconditionnement

Le théoreme 1.7 montre que l'efficacité de I'algorithme du gradient conjugué est
fortement liée au conditionnement du systeme. Cela incite & modifier le systeme a
résoudre et le remplacer par un systeme équivalent, dont le conditionnement est plus
favorable au gradient conjugué. Cela s’appelle préconditionner le systeme [36, 29].

Si on appelle M une matrice symétrique définie positive, approchant A, on peut,
par exemple, résoudre un des problémes suivants

M tAz = M1, (1.17)
ou
AM™'u=0b, ©=M'u. (1.18)

Malheureusement dans ce cas, M 1A et AM ™! ne sont plus symétriques. On peut
préserver cette symétrie, par exemple, si M est disponible sous forme factorisée M =
LL*. Alors on sépare la matrice de préconditionnement et on résout

LYAL u=L"", z=L *u (1.19)

qui est, lui, un systeme symétrique. Cela n’est pas cependant nécessaire car M~ A est
auto-adjoint pour le produit scalaire M. En effet

(M Azy) v = (Azyy) = (z,M ' Ay) .

Et donc, il suffit de résoudre (1.17) avec le produit scalaire M dans l'algorithme du
gradient conjugué. L’algorithme devient avec z, = M~ 'ry,

1: for k=0,1,... do

2 ap = (zr,26) /(M1 Apy,pr) m

3 Th41 = Tk + QgPk

4 Tyl =T — apApg

5. Br1 = (Zkt1:2k41) M/ (Zko26) M

6:  Pk+1 =Tk+1 t+ Bk+1Pk

7: end for
Il n’est pas nécessaire de calculer les produits scalaires M car

(zes2k)m = (2k57k)
(M~ Ape,pr)r = (Apropr)-

Si on injecte ces relations dans ’algorithme du gradient conjugué, on obtient 1’algo-
rithme 1.4. 11 est appelé algorithme du gradient conjugué préconditionné. Son avantage
sur la version non préconditionnée est que la vitesse de convergence dépend maintenant
du conditionnement de la matrice M1 A.

Sa mise en ceuvre nécessite un vecteur intermédiaire supplémentaire et une résolution
de systeme: z, = M~ 'ri. Il faut donc choisir M de telle facon que ce surcott ne soit
pas trop important, et pour que le gain soit important, on choisit M telle que M 1A
soit le plus proche possible de 'identité. Il existe de nombreuses maniéres pour choisir
M. Dans la partie 1.3.5, on va voir quelques-unes de ces stratégies.
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Require: z( solution initiale et M préconditionnement

1
2

3: po = 20

4: for k=0,1,... do

5. ag = (2k.7k)/ Pk APk)
6:  Tpy1 = Tk + gDk

T Tpy1 =Tk — apApy

8 Zp = M_lrk_H

9 Br1 = (Zhr1,7h41)/ (Zhok)
10:  pry1 = k41 + Ber 1Pk

11: end for

Algorithme 1.4: Algorithme du Gradient Conjugué Préconditionné

1.3.5 Différents préconditionnements
1.3.5.1 Factorisations LU incompletes

Une premiére idée de préconditionnement est la factorisation LU. En effet, la résolution
de systemes triangulaires cotite peu. Malheureusement, généralement, cette factorisa-
tion meéne & un remplissage qui est inacceptable pour de grandes matrices creuses. Pour
éviter cela, on fait une factorisation incomplete de A: c’est-a-dire que 'on ne calcule
pas tous les éléments de L et U, mais seulement une partie d’entre eux. On calcule
alors L et U telles que

A=LU-R

avec R = [Tiaj]i, ; une matrice qui a des zéros aux endroits ou I'on veut que la factorisa-
tion soit exacte. On appelle patron de factorisation, ’ensemble P des indices (,5) ou
r;,; est nul. Pour réaliser cette factorisation incomplete suivant un patron P, on utilise
Palgorithme 1.5 dérivé de 'algorithme de Gauss pour la factorisation LU.

Malheureusement, cet algorithme ne termine pas toujours. On peut par exemple
tomber sur un pivot nul. Cependant sous certaines hypotheses [36], la factorisation est
toujours possible.

On appelle une M-matrice, une matrice non-singuliére telle que

- a;; >0pouri=1,...,n

—a;;<0pouri=1,... n,j=1,... neti#j

- A7l >o0.
On a alors le théoréme suivant.
Théoreme 1.8 Soit A une M-matrice et P un patron de factorisation, alors l’algo-
rithme 1.5 est faisable et produit une factorisation incompléte de A réguliére. C’est a
dire que l’on a

A=LU-R
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Require: P patron de factorisation
1: fork=1,... n—1do
2. fori=k+1,... net (i,k) € P do
3 Qi = ;L;’,I;
4 for j=k+1,... net (i,k) €P do
5 Qj,j = Gjj — G kOk,j
6 end for
7. end for
8: end for

Algorithme 1.5: Factorisation LU incompléte

avec LU inversible.

Preuve Pour la preuve, se référer a [28]. ]

Maintenant se pose le probleme de la stratégie de remplissage, c’est-a-dire le choix
de P. Le choix le plus naturel est de prendre pour P, le méme schéma de remplissage
que A, la diagonale en sus. Cette factorisation est appelée ILU(0).

Cependant la précision d’une telle factorisation peut étre insuffisante. Pour I’améliorer,
on autorise alors un certain remplissage. On peut choisir de prendre le méme remplis-
sage que celui du produit LU ou L et U sont les matrices obtenues avec la factorisation
ILU(0). C’est la factorisation ILU(1). Malheureusement cela ne se généralise pas direc-
tement. Pour avoir différent niveaux de remplissage, on définit un niveau initial pour
chaque élément de A, par

lev; . = 0 S}ai,j;«éOOusu:j
7 oo sinon.

Puis on met a jour les niveaux pendant I'algorithme d’élimination de Gauss de la facon
suivante

lev; j = min {lev; j,lev; ), + levy j + 1}.

Les indices ¢, j et k sont les mémes que lors de I'étape a;; = a;; — a;rax; de l'al-
gorithme 1.5. En séparant la factorisation symbolique de la partie numérique, on ob-
tient D'algorithme 1.3.5.1, pour calculer le niveau de chaque élément. Pour la factori-
sation ILU(p), on garde tous les éléments dont le niveau est inférieur & p. C’est-a-dire
P = {(i,3), lev; j > p}.

Cet algorithme de factorisation peut malheureusement étre trés cotliteux. De plus
il garde les éléments uniquement sur des criteres structurels et non sur leur valeur. Il
peut ainsi conduire & écarter des éléments de grande valeur de la factorisation. Pour

éviter cela, on peut baser la stratégie de remplissage sur la valeur des éléments de L et
U.
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: Pour tous les éléments non nuls de A, lev; j =0
:for:=2,... ndo
fork=1,... i—1etlev;; <pdo

1
2
3
4: lev; j = min {lev; j,lev; ), + levy ; + 1}
5 end for

6

: end for

Algorithme 1.6: Calcul des niveaux de remplissage pour ILU(p)

Pour cela, on reprend l'algorithme de Gauss, et pour chaque élément, au cours de
la factorisation, on applique une regle de sélection: si I'élément ne satisfait pas une
certaine regle, on ne le garde pas: c’est-a-dire, on le remplace par zéro. Généralement,
on garde I’élément s’il est plus grand qu’un seuil de tolérance 7. Enfin pour chaque ligne
calculée, on peut encore appliquer une régle de sélection. Cela permet, par exemple, de
controler le nombre d’éléments en ne gardant que les A plus grands, par exemple. Cela
donne la factorisation ILUT(A,7).

1.3.5.2 Approche de l'inverse

Toutes ces stratégies essayent d’approcher A par LU au sens ou l'erreur —R =
A— LU doit étre «petite». Mais dans les algorithmes préconditionnés, c’est L1 AU 1 =
I — L7'RU™" qui est utilisée, et donc il faut que L='RU~' soit petite, sinon le
préconditionnement ne fera pas son office [10]. Si L et U sont bien conditionnées alors
si R est petite, L' RU™! le sera aussi raisonnablement. C’est le cas si par exemple A
est a diagonale dominante.

Si ce n’est pas le cas, on peut chercher & approcher A~! directement pour ne pas
souffrir du mauvais conditionnement possible de la factorisation ILU. C’est-a-dire trou-
ver une matrice M telle que ||I — AM || soit petite. Cela est détaillé dans [11] par
exemple.

1.3.5.3 Autres préconditionnements

On peut aussi utiliser les matrices définies dans les méthodes de point fixe, par
exemple dans SOR. Malheureusement, cette matrice n’est pas symétrique. Pour la
rendre symétrique, on peut faire la mise a jour dans I'algorithme une fois dans un sens
(de 1 & n), une fois dans 'autre sens (de n & 1). Cela consiste & faire une itération de
SOR avec les matrices M, et N, puis une autre, immédiatement, avec leurs transposées
M et NJ. On obtient

M = M,D'Mm!
N = N,D N

C’est la méthode SSOR ( symmetric successive over-relaxation). Pour l'utiliser en
préconditionnement, on réalise une étape, ou N étapes, de 'algorithme SSOR, lors de
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la phase de préconditionnement, comme si on cherchait & résoudre Az = rg.

On peut aussi utiliser un polynéme en A comme préconditionnement. En effet, il
existe un polynome A, tel que A(A) = A~!. En utilisant une approximation A de ce po-
lynoéme, on obtient une matrice de préconditionnement avec A(A) Ces préconditionnements
font partie des préconditionnements polynémiaux [29, 5].

1.4 Conclusion

Ce chapitre présente une partie des algorithmes de résolution de systémes linéaires.
Ce sont ces algorithmes que ’on compare dans le chapitre deux. Par la suite, on modifie
les algorithmes de Krylov. Dans le chapitre trois, le but est une régularisation de la
solution; dans le chapitre quatre, c’est l'accélération de la convergence du gradient
conjugué, qui est visée.

Il existe d’autres algorithmes, mais ils ne sont pas traités ici. Ce sont par exemple,
les méthodes multi-grilles [29] et les méthodes par blocs [33]. Il existe aussi de nombreux
autres préconditionnements [5, 37, 39].
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Chapitre 2

Comparaisons de solveurs
linéaires, pour le probleme de la
restauration d’images

Alors que le premier chapitre présentait formellement les solveurs linéaires clas-
siques, ce second montre leur comportement lors de tests numériques. Le probléme
choisi pour effectuer les comparaisons ente les solveurs est issu de 'analyse d’images : il
s’agit de restaurer une image bruitée. Le modele le plus simple, dit modele quadratique,
n’est pas satisfaisant d'un point de vue qualité de I'image restaurée. C’est pourquoi,
pour les tests, on a choisi un modele plus fin: celui des estimateurs robustes.

La premiere partie de ce chapitre présente ces deux modeles; la seconde détaille
la mise en ceuvre des méthodes linéaires utilisées. Enfin les résultats de ces tests sont
consignés dans la troisieme partie.

2.1 Présentation des modeles

2.1.1 Le modele quadratique

Le modele de base de la restauration, dit modele quadratique, peut s’exprimer ainsi:
soit b une image (bruitée) de taille n x n. On pose N = n?, alors b € RY et soit o un
parametre réel positif, 'image restaurée est 'image minimisant la fonction d’énergie
suivante :

H(z) = ||z — blI3 + ol Da|l3 (2.1)

avec D un opérateur linéaire, généralement un opérateur de lissage. Pour les tests, D
sera toujours 'opérateur de lissage du premier ordre: c’est-a-dire que Dz est le vecteur
des écarts dans I'image x. C’est un vecteur de taille 2N (N — 1).

On peut voir dans cette fonction d’énergie H, deux potentiels ||z — b||? et | Dxz||?. Le
premier signifie que 'image restaurée doit étre proche de 'image bruitée. C’est normal
car le bruit est considéré comme une perturbation de I'image originelle. Le second terme
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impose & I'image restaurée une certaine régularité. En effet plus 'image est lisse, plus
ce potentiel est bas; il est minimal pour une image uniforme.
L’image = minimisant ’énergie H, est aussi solution de I’équation suivante:

(I + aD*D)z = b. (2.2)

Donc pour restaurer I'image b, il suffit de résoudre le systeme 2.2, systeme linéaire a
matrice symétrique définie positive.

2.1.2 La structure de [ +aD*D

La matrice D*D associe & tout point de 'image, la somme des écarts & ses voisins
horizontaux et verticaux; c’est-a-dire avec une notation & double indice et pour les
points intérieurs de l'image :

Tij Tijj — Titl,j
Tijj = Ti-1,j

[I;ZJ - xi:j_l

+ 4+ + 7

Tiyj — Tijtl

= ATij = Tit1j — Tio1,j — Tij—1 = Tij41.
Ou avec une notation & un seul indice:
T > ATp — Tk — Tk 1 — Tkl — Thin-

Pour les points du bord, on ne fait la somme que pour les voisins existants. C’est-
a-dire pour les coins, la somme devient 2z, — x,1 — Zy2 et sur les autres points de la
frontiere 3z — 41 — Ty2 — Tu3; v1, v2 et v3 étant les indices des voisins existants. La
matrice I + aD*D est donc de la forme suivante:

AQ —oz[n
—OéIn A1
A1 —O[In
—OéIn AQ
ou Ay et A; sont de dimension n et de la forme:
142« —Q
- 14 3a
AO - )
14 3a —a

—« 1+ 2«
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14 3« -
—« 1+4a

Ay

1+4o -
-« 14 3«

On peut alors remarquer que le coefficient de la diagonale est 1 plus « fois le nombre
de voisins du pixel zi. Ce qui incite & introduire la fonction nwv, égale au nombre de
voisins du pixel:

2 si xp est dans un coin
nu(zg) = 3 sizg est sur un bord (2.3)
4 sinon.

De méme, on utilise la fonction sv qui vaut la somme des voisins du pixel:

(X2 + Tpi1 sik=1
Tn_1+ Ton sik=n
Tp2 opy1 + Tp2 pio sik=n?2—-n+1
Tp2_p +Tp2_1 sik=n?

sv(zg) = ZTk_1+ Tha1 + Than si2<k<n-—1

Thn+ Th1+ Tt sinf—n+1<k<n?-1
Then + Tht1 + Than sik=n+12n+1,... n> —2n+1
Tkn+ Th1+ Than sik=2n3n,... n*>—n

\ Tk—n + Tk—1 + Tky1 + Tk4pn sSinon.

(2.4)

Ces deux fonctions nv et sv sont trés importantes car elles permettent d’exprimer
toutes les opérations matricielles sans faire intervenir explicitement les matrices. De
plus, elles cachent les effets de bord, car tous les pixels sont alors traités de la méme
fagon. Enfin, les formules utilisant nv et sv, se généralisent tres bien — elles ne changent
pas — pour le modele des estimateurs robustes, en utilisant des pondérations.

2.1.3 Les estimateurs robustes

La régularisation quadratique a le désavantage de lisser les discontinuités et les
contours de 'image originelle. Pour prévenir cela, une régularisation respectant les
contours a été récemment introduite en analyse d’image [16, 3, 9, 30]. Elle est ca-
ractérisée par la substitution de la norme quadratique classique de la régularisation de
Tikhonov [42, 41] par une fonction d’erreur, robuste. Il est démontré dans [9] que le
terme de régularisation robuste peut étre écrit comme une somme pondérée de poten-
tiels quadratiques. Ces poids sont alors de nouvelles variables reliées aux discontinuités
spatiales du probleme.
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b,a

Solveur Linéaire Zx

(I+aD*ZD)x =1

Mise a Jour de z,

Zye =

Convergence?

T

Algorithme 2.1: Algorithme de restauration avec estimateur robuste

Le probléme robuste peut se formuler ainsi:
argminH () (2.5)
avec H une fonction d’énergie de la forme
H(z) = |z =bl* + o Y plllar — ) (2.6)
(k,j)ec

ol « est une constante positive et C un ensemble de cliques. Une clique est un ensemble
de pixels voisins pour un systéeme de voisinage. Ici ce sera toujours le systeme a 4 voisins,

et on indexera toutes les paires de sommets par 4. On note aussi g;(x) = ||z — ;|| pour
i représentant la paire de sommets(k,j). Ce qui permet de récrire I’énergie ainsi
H(z) = [lz = b|* + @Y plgi(%)). (2.7)

1eC
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La fonction p est un M-estimateur [25], ce qui permet de traiter le probléme des
discontinuités de 'image. Cette fonction p est continue, paire et croissante sur R et
croit moins vite qu’une fonctionnelle quadratique & l'infini pour moins pénaliser les
discontinuités que celle-ci.

Pour résoudre le probleme 2.5, on transforme celui-ci en une suite de problémes
quadratiques en introduisant des variables auxiliaires. Pour cela, on utilise le théoréme
suivant qui montre que le graphe de p est I'enveloppe inférieure d’une famille de para-
boles, continuement indexées par z €]0,1].

Théoreme 2.1 Soit p une fonction paire de R dans R, continuement dérivable, telle
que :

1. p est croissante sur R ;

2. ¢(v) = p(y/v) est strictement concave sur RT ;

3. limy, 0 ¢'(v) =0;

4. 7 =1lim, 5+ ¢'(v) < +00.

Alors, il existe une fonction 1 strictement conveze, continuement dérivable sur ]0,1]
telle que

Vu € RY, p(u) = ZIGI}(i)fll] (T2u? +(2)) . (2.8)

Preuve voir [16, 3]. O

Le minimum dans (2.8) est alors donné par

: > _p'(w)
arg ZIeI]l(l)fll] (Tzu® +1(2)) = . (2.9)

On peut alors remplacer la minimisation de ||z — b||? + a }_,.c p(gi(z)), par la minimi-
sation en (z,{z;}) de

lz = bl1* + @Y (T2i96(2)® + (1)) , (2.10)
1eC
car les deux sommes ont le méme minimum global. Ces z; sont de nouvelles variables,

appelées poids adaptatifs. Il y a un coefficient par paire de pixels voisins. On appelle z
le vecteur des z;. On a alors:

H(z) = mzinH*(x,z) (2.11)
H*(z,2) = |lz —b])* + @) _ (rzigi(z)* + ¢(2:)) - (2.12)
1eC

C’est-a-dire en notation matricielle

H*(2,2) = 2*(I + arD*ZD)z — 2" b + b*b + @ > _ (%) (2.13)
ieC
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avec Z la matrice diagonale contenant les z;. On fait alors le changement d’échelle
suivant ar — « et la fonction H* devient

H*(z,z) =2*(I +aD*ZD)x —2z*b+ ¢ (2.14)
ou ¢ est une constante. Le probleme initial (2.5) est alors devenu le suivant :

arg rg:nan*(w,z) (2.15)
La résolution de ce nouveau probleme (2.15) se fait alors par minimisation alternée :
on fixe une variable £ ou z, et on minimise par rapport & autre. Az fixé, la minimi-
sation est celle d’une fonctionnelle quadratique: elle est résolue par un solveur linéaire
classique. A z fixé, la minimisation se fait grace & la formule (2.9).
Cela s’appelle la méthode des moindres carrés pondérés itérés [24]; en anglais ite-
rated reweighted least squares (IRLS). Le shéma 2.1 résume cet algorithme.

2.2 La mise en occuvre

2.2.1 Opérations matricielles

Toutes les versions des algorithmes utilisés devront étre «matrix-free». C’est-a-dire,
qu’ils n’utilisent pas la matrice A = I + aD*D ou A = I + aD*Z D, mais le résultat
de son produit avec un vecteur. Pour les algorithmes de relaxation, c’est la matrice du
solveur qui ne sera pas formée.

La structure de la matrice I + aD*D est explicitée dans la partie 2.1.2. Celle de la
matrice A = I +aD*Z D utilisée pour la résolution avec IRLS, est exactement la méme,
et les valeurs sont simplement pondérées par un z;. Ce qui veut dire que la fonction nv
sera maintenant la somme des quatre coefficients pondérateurs situés entre x; et ses
voisins, et la fonction sv est la somme des valeurs des pixels voisins pondérée par les z;
correspondants.

Grace a ces deux fonctions, on exprime la diagonale de A comme le vecteur

[1+ anv(@k)]g=1.. n2
et le produit de A par z. On a en effet :
[Az]r = (1 + a nv(zg))zr — a sv(zg). (2.16)

Donc pour le gradient conjugué, la multiplication par la matrice I + aD*D — ou
par I +aD*Z D dans le cas des estimateurs robustes — se fait grace aux deux fonctions
nv et sv.

2.2.2 Les méthodes de relaxation

De méme, on exprime les matrices d’itération des méthodes de relaxation décrite
dans la partie 1.1.1 page 5, de fagon a ne plus faire intervenir ces matrices lors des
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calculs. Pour la méthode de Jacobi, on a besoin de
n
D il
j=1
JF
ou a; ; est le coefficient 4,7 de la matrice du systeme. Cette somme vaut « fois la somme
des voisins du pixel, et donc la nouvelle valeur du pixel est

br + o sv(zy)
1+ a nv(zg)

Pour I'algorithme de Gauss-Seidel, on utilise la méme somme que pour I'algorithme
de Jacobi. Cependant, les valeurs des pixels & gauche et au-dessus sont les valeurs déja
mises & jour. C’est-a-dire que, alors que pour I'algorithme de Jacobi, on devait faire la
mise a jour dans une nouvelle variable, pour 'algorithme de Gauss-Seidel, on fait la
mise & jour en place ; on met 3 jour les valeurs des pixels pour & allant de 1 & n?. Dans
ce cas, les valeurs zj_,,, valeur du pixel de gauche, et z;_1, valeur du pixel d’au-dessus,
ont déja été modifides, alors que les deux autres, pas encore. L’itération devient donc:

b+ sv(xy)

k=1.n° = . 2.17
pour "TRT T, no (k) (2.17)

Pour la méthode SOR, on calcule la mise & jour grace a la valeur de l'itération

précédente () et la valeur produite par la méthode de Gauss-Seidel ,'ch?_l) :

25D = (1 — w)z® + wxéksﬂ). (2.18)

Enfin, pour la méthode SSOR, on alterne le sens de la mise & jour: une fois de 1 &
n?, la suivante de n? & 1. Donc pour la premiére itération, les pixels de gauche et d’au-
dessus ont déja été modifiés, et pour la seconde, ce sont ceux de droite et d’en-dessous.

2.2.3 Les préconditionnements

Pour le préconditionnement diagonal, il s’agit de diviser par la matrice diagonale,
dont les éléments sont ceux de la diagonale principale de A, ¢’est-a-dire 1+« nv(zy). Il
suffit donc, pour la mise en ceuvre du préconditionnement diagonal, de faire une passe
pour diviser z; par 1 + « nv(x), pour tous les pixels de I'image.

Pour la factorisation de Cholesky incomplete IC(0), il s’agit de factoriser A ~ LL*,
sans remplissage: on ne calcule que des termes déja présents dans A. La matrice L ne
contient que la diagonale principale, la 1€ et la n®sous-diagonale. Les termes de L sont
les suivants:

— pour la 1¢1¢ sous-diagonale :

o
Lyp 1=———,
Li_15-1
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e

— pour la n®™€ sous-diagonale :

a? o?
Lir = (|Akr— I ~ Iz
k—1,k—1 k—n,k—n

= (14 a nv(zg)) — - .
\/ Lz—l,k—l Lz—n,k—n

Le préconditionnement effectif se fait donc de la maniére suivante: on ne stocke que
la diagonale de L dans un vecteur [, c’est-a-dire que ’espace mémoire nécessaire est de
la taille d’une image. Les valeurs des sous-diagonales étant obtenues immédiatement
par calcul, lorsqu’on en a besoin. Puis on met & jour I'image en deux passes: de haut
en bas puis de bas en haut. Ce qui donne:

— pour k = 1..n?

o? a?
2 52
lk—l lk—n

Iy = \/(1 + a nv(zg)) —

— pour k = 1..n?

1 « «
Tp =1 |Tp+ Th—pn + 7—Tk-1 ),
i lk—n lg—1

— pour k =n?..1

1 « «
Tk =1 |z + Thtn + 7—Tp41 ) -
Iy Uk Ui+

2.2.4 Le test d’arrét

Le test d’arrét est le méme pour tous les algorithmes: dés que moins de 3% de
I'image est modifié lors d’une itération, ’algorithme s’arréte. C’est-a-dire, que pour
chaque itération, on compte le nombre de pixels modifiés : un pixel est considéré comme
modifié si la partie entiére de sa valeur change. Si une itération change moins de 3%
des pixels de I'image, alors on considére que la convergence s’est faite.

Pour l’algorithme non linéaire, le test est le méme: si la résolution du systéme
linéaire modifie moins de 3% des pixels, alors I'algorithme s’arréte.

2.3 Les résultats numériques

2.3.1 Déroulement des tests

Les premiers tests comparent les méthodes de relaxation et aussi plusieurs w pour
SOR. Puis on compare les différents préconditionnements pour le gradient conjugué.
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figure 2.1 — Mire de test

Enfin, on compare SOR au gradient conjugué préconditionné par une factorisation
de Cholesky incomplete, car dans leur catégorie, ces deux algorithmes ont donné les
meilleurs résultats.

Pour tous les tests, on a créé un ensemble de 20 images de tests, qui sont des
quadrillages plus ou moins fins et des mires circulaires. Ces images sont en 256 niveaux
de gris et de taille 256 par 256. La figure 2.1 représente un exemple de mire typique. A
toutes ces images, on a ajouté un bruit blanc ayant une amplitude de 20 niveaux de gris.
Ce sont ces images bruitées que 1'on essaie de restaurer grace aux modeles présentés.

L’estimateur robuste utilisé pour les tests est celui de Geman-Mac Clure [16]. La
fonction p vaut:

2
T
)=
et on a dans ce cas:
o
o = (o + z2)2"

2.3.2 Test des méthodes de relaxation

Le premier test (figures 2.2, 2.3 et 2.4) est I’étude de la convergence pour le premier
systeme linéaire: tous les z, sont fixés & 1 et il n’y a pas de remise & jour. On peut tout



34  Comparaisons de solveurs linéaires, pour le probléme de la restauration d’images
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Fia. 2.2 — Convergence des méthodes de relazation pour a = 10

d’abord remarquer la concordance entre SOR et SSOR, ce qui fait que, par la suite on
n’utilisera plus que SOR pour les tests.

De plus, on peut voir que le taux de convergence tres bon au début, chute vers la
fin. C’est pourquoi pour la résolution compléte non-linéaire, on utilise un critere d’arrét
du solveur linéaire sur le nombre d’itérations : apres 3 itérations on stoppe le solveur et
on met & jour tous les z,. La perte de précision du solveur linéaire est contrebalancée
par le gain en temps, ce qui permet de faire beaucoup plus d’itérations non linéaires.

Pour les tests complets, ce sont ces itérations non linéaires que ’on comptabilise, car
elles ont un cout fixe: 3 itérations du solveur linéaire. Le tableau 2.5 donne le nombre
moyen d’itérations sur I’ensemble des images de test. On voit que SOR, avec le bon
w, est toujours plus performante que ses concurrents et que plus le systéme est mal-
conditionné, c’est-a-dire plus « est grand, plus le gain est important. C’est pourquoi,
par la suite, pour les tests ente les méthodes de relaxation et celles de projection, on
utilise SOR pour représenter sa classe.

2.3.3 Comparaison avec le gradient conjugué

De méme que pour la relaxation, on teste tout d’abord le comportement des algo-
rithmes de préconditionnement sur une seule itération non linéaire (figures 2.6, 2.7 et
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RELAXATION alpha=50
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Fia. 2.3 — Convergence des méthodes de relazation pour o = 50

2.8). Trois préconditionnements sont testés pour les mémes images que ci-dessus: pas
de préconditionnement, préconditionnement diagonal et préconditionnement par facto-
risation de Cholesky incompléte sans remplissage. Le solveur linéaire étant toujours le
gradient conjugué.On y voit la supériorité du préconditionnement de Cholesky.

2.3.4 Comparaison entre SOR et le gradient conjugué

On compare maintenant les deux algorithmes qui sont les plus performants pour
les tests précédents, ie SOR et le gradient conjugué préconditionné par la factorisation
incomplete.

Le premier test (figure 2.9) montre le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre
la convergence du premier systeme, pour les différentes méthodes, en fonction du pa-
rametre «; c’est-a-dire que pour ce test le modele de restauration est quadratique. Les
images de tests sont ici de petites images de taille 64 par 64. On voit que le gradient
conjugué a besoin de deux fois moins d’itérations pour converger. Cependant, en temps
de calculs, une itération du gradient conjugué préconditionné, coiite deux fois plus cher
qu'une de SOR, dans le cas présent ; ce qui fait que, au cotut total, en temps CPU, les
deux algorithmes sont équivalents, les images produites étant de facture similaire.

Le second test (figure 2.10) correspond & la résolution pour une grande image de
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FiG. 2.4 — Convergence des méthodes de relaxzation pour a = 200

taille 1024 par 1024. On calcule, en secondes, le temps CPU nécessaire a la restauration
de I'image avec différents . On voit que dés que le probleme augmente en conditionne-
ment, le gradient conjugué est bien meilleur que SOR, dont la convergence se dégrade
vite pour les grandes valeurs de a. A partir de @ = 50, SOR s’arréte sur le critere du
nombre d’itérations maximales mais n’a pas convergé. C’est la valeur indiquée par le
symbole { dans le tableau 2.10.

2.4 Conclusion

Pour étre complets, ces tests devraient inclure d’autres préconditionnements pour le
gradient conjugué, comme le préconditionnement SOR ou multigrilles et ils devraient
aussi tester une autre catégorie de solveurs: les multigrilles [29]. Les conclusions ne
peuvent donc étre que partielles, mais montrent assez clairement les comportements du
gradient conjugué et de SSOR: la stabilité du premier dont les performances restent
similaires pour différentes tailles et différents conditionnements de problemes, alors que
le second n’arrive plus & résoudre convenablement le probléme dés que celui-ci devient
trop grand ou trop mal conditionné.



Conclusion

Méthode Nb d’itérations | Nb d’itérations | Nb d’itérations

moyen o =1 moyen o = 10 | moyen o = 100
Jacobi 12.6 58.0 112.8
Gauss-Seidel 11.4 44.8 108.6
Relaxation w = 1.2 10.4 42.7 109.2
Relaxation w = 1.4 9.9 40.0 99.4
Relaxation w = 1.6 12.1 37.7 92.9
Relaxation w = 1.8 174 42.1 70.2

Fia. 2.5 — Convergence globale pour les méthodes de relaxation
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FiG. 2.6 — Convergence du gradient conjugué préconditionné pour o = 10
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Fia. 2.7 — Convergence du gradient conjugué préconditionné pour o = 50
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Fia. 2.8 — Convergence du gradient conjugué préconditionné pour o = 200
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Fia. 2.9 — Convergence du premier systeme pour de petites images 64 x 64

Fi1G. 2.10 — Temps en secondes, pour la restauration d’images 1024 x 1024
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5 40.4 49.8
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Chapitre 3

Filtres polynomiaux

3.1 Introduction

Le chapitre précédent présente des tests d’analyse d’image avec un modele basé sur
la régularisation de Tikhonov [42, 41]. Pour ce modele, le filtre de régularisation est
fixé. Quand la forme de cette fonction ne convient pas, il existe d’autres techniques,
basées par exemple sur la fonction exponentielle [6]. On va présenter ici une nouvelle
méthode basée sur des filtres polynomiaux, dont la fonction filtre n’est pas a priori
fixée. Pour la développer, on s’appuie tout d’abord sur I’étude de la régularisation de
Tikhonov.

3.1.1 Régularisation de Tikhonov
3.1.1.1 Présentation

Nous allons maintenant étudier plus en détail la régularisation de Tikhonov: le but
est d’expliciter en termes de valeurs propres la solution régularisée x4. Le probleme
initial est la résolution de Az = b, avec b bruité et A symétrique mal conditionnée,
voire singuliére. Alors ce trop mauvais conditionnement de A, amplifie le bruit présent
dans b, si bien que la solution du systéme z, = Afb n’a plus aucun sens (Figure 3.10).
Le systeme régularisé est

min (|| Az — b]]> + pllz]?)

équivalent a
(A% + pI) z = Ab,

dont la solution ! est

1. On utilisera la méme notation pour la fonction d'une variable réelle et celle définie sur I’espace
des matrices, en posant ¢(A) = Up(A)U™ avec ¢(A) = diag (p(A1) ... #(An)). Si ¢ est analytique et que
toutes les valeurs propres de A sont & I'intérieur du disque de convergence de la série ¢(z) = > ;5 aiz’,
alors cette définition coincide avec la définition usuelle : -

$(A) = aiA'.

i>0
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g, = (A24pI) " Ab,
= ¢L(A)ATb, (3.1)

avec

At le pseudo-inverse de A,
gbg(t) == - filtre de Tikhonov.

T
On peut remarquer que qbZ’(O) = % (0) = 0.

3.1.1.2 Etude spectrale de la régularisation

Pour bien percevoir I'action de la régularisation, il faut se placer dans la base des
vecteurs propres 2 de A. Soit A = UAU* la diagonalisation de A. U est une base
orthonormale de vecteurs propres et A est la matrice diagonale, contenant les valeurs
propres: A = diag (A1...\p) avec Ay < ... < \,. On pose

Jo = {]|>‘J:0}7

J = {l...n},

1 .
N )\—J_a)\j#o
J OSiAjZO

AT = diag(Al...AD).

Dans ce cas on a:
A =UATU¥,
et
z, = Udh(A )ATU*b

= Z ¢T (u b) uj, (3.2)

je1

:Zf ubu],

JjeJ1

= [T, (3.3)

T
avec fL(t) = ¢"T(t) et b' la projection orthogonale de b sur ker(A)*. La solution du
systeme initial, non-régularisée est

]' k
Ty = Z x (ujb) uj.

jeq Y

2. Dans le cas non-symétrique, ce sont les vecteurs singuliers de A qui interviennent a la place des
vecteurs propres; et on a A*A au lieu de A%
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Cela signifie que 'on atténue chaque composante de la solution, en fonction de la
valeur propre correspondante. Typiquement on filtre pour les petites valeurs propres
car une erreur €; sur b, suivant la composante u; se traduirait par une erreur )\Ljej dans
la solution du systéme non-régularisé. Donc pour de petites valeurs propres (A\; < 1),
Ierreur est extrémement amplifiée, au point de gater completement la solution x,.
¢p( )

]
de l'erreur est bornée, et tend méme vers 0 pour les petites valeurs propres. Bien sir,

la solution est différente; on a:

Ty — Ty = Z [iﬂy)] (ujb) uj.

A
JjeJ1 J

Dans la solution x,, 'erreur est de la forme : gj. C’est-a-dire que I'amplification

C’est-a-dire que plus le systéme est mal conditionné, plus la solution régularisée
s’éloigne de la solution du systeme initial.

3.2 Filtres polynomiaux

3.2.1 Présentation

Imaginons maintenant que ’on connaisse un filtre ¢, adapté a la régularisation du
systéme initial. Ce filtre peut dépendre de A, de b, de notre connaissance du probléme
modélisé. On peut voir d’apres 3.3, que connaitre ¢, c’est presque connaitre la solution
régularisée du probleme. En effet on connait alors f = %, la “fonction solution”, puis
$¢ = f(A)b

Cette fonction solution f doit étre définie sur [0,A,]. Ce qui impose que ¢ soit
dérivable et de valeur nulle en 0. On a alors f(0) = ¢'(0). De plus

A = " F)(uibu; + > f(0)(wib)uy,
je1 jedo

= F(A + FO)

D’ou si f(0) =0, on a alors

Or f(0) = ¢'(0); c’est pourquoi on impose que ¢ € C* ([0,\,]) et que
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On définit alors la solution filtrée par

= $(A)A"D,
= Ug(A )ATU*b

= qu ubu].

je1

On a alors

= ¢(A)b.

On va construire une méthode itérative définissant une solution xj & chaque pas de
l’algorithme et qui converge vers x4. Le résidu de la méthode est donc

Tk = A(.’E¢ - xk)a
3.2.2 L’espace des solutions

On recherche les solutions dans un espace de Krylov, c’est-a-dire que les solutions
z) pourront s’exprimer sous forme polynomiale:

3Qk € Ry 1[X] tel que z1, = Qi (A)b. (3.6)

On impose Q(0) = 0 pour satisfaire la condition (3.5) et ainsi éliminer immédiatement
de la solution xj tous les vecteurs du noyau. On a alors

T = ZQk ubuj,

VISEA
L,
= ZAij(Aj)Y(ujb)uja
je1 J

en posant ¢ (X) = XQk(X) € Rgy1[X]. On a alors

dr(A)ATb,

8
=
|

et
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C’est-a-dire que 'on a
bk € Ryy12[X].

On alors pose Lj(A,b) = Kj(A,Ab) = (Ab... A*b), espace des solutions et Ry (A,b) =
Kr(A,A%b) = (A2b,...,A*"1b). Ce dernier espace n’est pas exactement 'espace des
résidus, mais plutot celui des seconds membres filtrés, car ¢p(A)b € Ry (A,b). On a bien
stir:

T € Ek(A,b), (37)
de(A)b € Ry(Ab). (3.8)

On note m la dimension maximale de cet espace pour k > 1. m est aussi le cardinal
de

Jo = {j € J1|u;b 75 0} .
3.2.3 Définition des ¢
On pose aussi:
RY = (X%..xM1)
= Rpp12[X]

et
Ly = Ry[X]
= (x..x*)
- (X)® <X2...X’“>
(X) @R,
Les équations (3.7) et (3.8) se récrivent donc ainsi, en termes de polynomes:

Qr € Ly (3.9)
dr € Riy. (3.10)

On veut, de plus, que ¢, soit proche de ¢ et converge vers ¢ pour k& — oo. Pour
cela, on définit un produit scalaire sur C*([0,g]), noté ( , ), puis ¢ comme la projection
orthogonale de ¢ sur Ri( .

3.2.4 Propriétés de ’espace

3.2.4.1 Le choix du filtre

Pour filtrer les plus petites valeurs propres de A, la fonction filtre doit étre proche
de 0 pour ces petites valeurs propres, et proche de 1 pour les plus grandes. Pour cela, on
utilise une fonction filtre définie par morceaux. C’est & dire qu’on partitionne I'intervalle
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des valeurs propres [A1,)\,] C [ag,ar] en L intervalles tels que [ap,ar] = I (a1,
avec ar, > A,. En pratique, on utilise seulement 2 intervalles.

Le premier intervalle commence a 0 dans le cas des matrices positives. C’est le seul
cas traité ci-dessous. On appelle ¢ la borne supérieure du premier intervalle et g la
borne supérieure du second ; g doit étre un majorant des valeurs propres. La fonction
filtre passe de 0 & 1 sur [0,a]. Puis sur le second intervalle, il n’y a pas de filtrage: ¢
vaut 1 sur [a,g]. On peut calculer un g convenable, c’est-a-dire supérieur & toutes les
valeurs propres de A, grace a la méthode des disques de Gershgorin; ce qui est assez
peu coliteux.

De plus, sur chaque intervalle, on définit ¢ par des polynémes. On veut aussi que
¢ € CL([0,g]), et que $(0) = ¢'(0) = 0. Pour assurer ces conditions, il faut des polynomes
de degré au moins 3. C’est donc le degré que l'on choisit. Cela donne la définition
suivante pour le filtre:

(1) = —Zt3 + 2Vt € [0,a], (3.11)
“ 1 Vit € [a,g]. '

3.2.4.2 Le produit scalaire

Le choix du produit scalaire est lié aux intervalles de la définition de la fonction
filtre ; on va en effet utiliser la méme subdivision que pour le filtre. On définit un produit
scalaire (11,12)q,_, o, sSur chaque intervalle [a;_1,a;] de la subdivision, par

“ P1(t)2()
ay V(t—ai-1)(a — 1) i

Le produit scalaire sur I'intervalle [0,g] est la somme pondérée des produits scalaires
sur tous les petits intervalles.

<1/)1 71/)2>11171,al =

“ P1(t)a(t)
Wve) = sz ay (= ai—1)(a; —t) "

Pour le filtre défini ci-dessus (3.11), le produit scalaire devient :

/ 1 () a(t) I P (t)iha(2) it
a—t \/t—a —t

¢1 7¢

3.2.4.3 Polynémes de Chebyshev

Soit ¢() la similitude directe définie par

g(l) : [al—laal] — [_171]7
l _ 2 a;+a;_
C( )(t) - al*azf1t a aj*aji
(g(l))_1 (t) = al_;l—lt + az+gz—1_
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<) est affine croissante et transforme [a;_;,a;] en [—1,1].
On appelle 7; le i€ polynéme de Chebyshev sur [—1,1] et 7;(1)(25) =T (c(l)(t)). Alors

l

) = 1,
700 = D)
vi>1 T = 2<<l>(t)"rz~((lc)(”(t))—’fi71 (c(Z)(t)), .
4 a;+aj_1
- alfal,ltﬁ (t)_ aifaj,l i (t)_ﬁ—l(t)’
et
x70 - @ —4alf17i<+l>1+%7iu> +%Ti<pp i>0, (3.12)

avec T(ll) (X)=0.

Ces polynomes de Chebyshev (77“”)>k N forment une base orthogonale de ’espace
€
(RIX],( Dai_1,a) 5 on a en effet

(7;(1),7}(”%1717041 = 0sii#j,
— msii=j=0,
= Tsii=jA£0.

3.2.4.4 Bases orthonormales de (R[X],( ))

Le calcul d’une base orthonormée (P;);y de (R[X],( )) peut se faire a faible cott
par récurrence.

On part de la base (XZ)Z oy €t on lorthonormalise grace au procédé de Gram-
Schmidt. Cela mene & la tres classique récurrence & 3 termes: on orthogonalise par
rapport aux 2 dernieres directions. Cela donne le schéma, suivant pour 7 > 2:

a = (XPi,P;),
Si = XPi—oPi— BiPi-1,

Biv1 = [Sill¢
1

Pi1 = —S&i

i Bit1

Cela calcule une base (P;) jen orthonormée pour le produit scalaire ( ), a partir
d’un vecteur initial So. On pose 81 = ||Soll( et P1 = %S@. Le choix de Sy dépend de
I'espace dont on veut calculer une base. Si c’est R[X] tout entier, on commence & 1:
on orthonormalise alors la base canonique (1,X,... ,X™,...). On a vu d’apres 3.8 que
I'on veut des filtres de valuation 2. Donc la base & orthogonaliser est (X2,... ,X",...);
d’oti le vecteur initial Sp = X2. On a donc 31 = || X?|| y et P1 = %XZ.



48 Filtres polynomiaux

3.2.4.5 Calcul efficace des produits scalaires «; et (3;;

Pour le calcul des produits scalaires de la récurrence, on va utiliser les expansions
des P; dans les bases de Chebyshev; on pose pour 1 <[ < L:

D —0.0On pose aussi

avec i, ; =

J+1
XP, =3 0T,
=0

Les o0; se déduisent des p; ; grace a la récurrence 3.12 page précédente. En effet

J
Xy = X307

7.7
=0
d O =0
= D XumyT,
=0
4 (o —a—1 1) , G+ a—1.0) , % —a-1,()
= Z:ui,j <T7;+1+ 5 i T 721)
=0
o (a—a 0] 0] G+ a1 (1)) 40
— _1 —1
= 2 (T(“m,j thity,) + T“m‘) T
=0
D’ou
O az—a5—1< 0 n 0 >+az+01—1 0
g, = 4 Hiv1, T Hi—1j 9 My g

Connaissant les composantes de P; et XP; dans toutes les bases (7}(”), on peut
calculer les produits scalaires partiels:

<X7Djvpj>al_1,al = <Z O—iﬁa Z:U‘z,];> )

a;—1,a;

0 (1 ™ ik 0 (
SR TS SN
=1
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Ce qui donne la valeur de «; :

aj = (XPj,Pj>,
L

= Z PUXPjPjilar_yars
=1

L Jj+1

= Z (me((f)u((f) 4 gpz Zal(z)uz(z)> :
=1 ]

= Wszoo s+ ZZP!U .

l 1 i=0
On pose maintenant
1
D1
S; = UZ( )7;( )
=0
On a alors
o _ O
Vi =05 _aﬂj’zy /BJMZ] 1
car

S; = XPj — ojPj — BjP;j.
Ce qui permet le calcul de §11 = (S;,S; ) On a alors

1

0 1 o

it = G

On aainsi, pour 1 <[ < Let1<i<j+1,

On en déduit

l ap — a1 l l art+a 1 (1
ol = B )
aj = WZPNO Mo + 5 ZZPZU MZ ;
l 1 i=0
! !
Uz() = Uz() - ajl‘i,' - ﬁj/‘ijqa
Jj+1 %
o = (a5 E0)
! 1 ¢
/‘1(7341 = —o.

/8]—1—1
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3.2.4.6 Propriété fondamentale de la base (P;)

On appelle Py, le vecteur-ligne dont les éléments sont les polynomes P; pour 1 <
j <k

Py=1[P1...P].
Les polynomes vérifient la récurrence suivante

X2

P = —,
LA

1 .
Pi1 = Z— (XPj—a;Pj = BPj1) Vji=2,
Bi+1
& XP; = BjPjp1+a;Pj+ 6P 1.

On appelle alors T}, la matrice tridiagonale formée avec les (c)1<j<k et les (B))a<j<k:

ar o
B az P

Br—1 ok—1 Bk
Br o

Et on appelle T}, la matrice T}, complétée, c’est-a-dire, qu’on lui a ajouté une derniére
ligne (0...0 Bgy1).

ar P
B az B3
O
Br-1 ok—1 B
B ay
Br+1

On a alors
XPy = PypTp+(0...0 Bry1Pri1)
= Pr1Thy1. (3.13)
3.2.5 Calcul du filtre ¢
¢ est la projection de ¢ sur Ri( . Or {Py}, est une base orthonormée de RkX , pour

le produit scalaire associé a cette projection. Donc

k

$p = Y (3PP (3.14)

=1

k
= ) P (3.15)
i—1
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avec v; = (¢,P;). On pose alors 'yi(l) = <¢a7;(l)>al,1,al- Or ¢ est polynomial par mor-
ceaux et les intervalles de définition de ¢ sont les [a;_1,a;]. On appelle ¢(!) le polynéme

correspondant a ¢ sur [a;_1,q;] et gbz(l) les composantes de ¢(!) dans (7;(”). . Soit d le
1€

degré maximal de ¢(). Alors

¢(z) _ Z ¢(l)T(l)_

d
=0

Ces gbgl) sont calculés des le choix du filtre. On a alors

’Y](gl) = <¢(l)3779>[al—laal]’

D’ou

Ye = <¢7Pk>7
L
= Z(¢(l),Pk>[al_l,a,}a
=1
S S =
= Z<Z¢E)Ti(),2u§}ﬁ()> )
I=1 \i=0 i=0 [ar—1,a(]
- OO et ®,,0
=1 =1
L . L min(d,k+1)
l l [ [
RO LIRSy #mi
=1 =1 =1

La complexité de ce produit scalaire est en O(Lk). C’est indépendant de la taille
N de la matrice, mais augmente avec le nombre d’itérations. Ainsi, pour un petit
nombre d’itérations, c’est tres peu couteux. L’algorithme demande le stockage des ,u(l)

ik
et /‘z(fl)cqv composantes des polynomes Py et Py_; dans les bases de (7;);cy, ainsi que

les composantes (ﬁgl) de la fonction ¢.
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3.2.6 Calcul du polynéme solution Q)

On avait ¢ € (X2... XFH1) = Ri( Soit Ty le vecteur des composantes de ¢, dans
la base des (Pj). On a alors

71
¢ =Prly et Ty =

Yk

On a aussi Q = % €(X...XF) = Ei(. Soit wo g,wi k - - - Wk—1,k, les composantes de
Qr dans la base (X,P;...Pk_1). On a alors

k—1
Qv = worX + > wixP;,
j=1
= wo kX +Pr_19Qk1.
Wi,k
avec §, = : . On pose aussi Qs [ u;g’k ] On a alors
k
Wk—1,k
Qe = [X,Pr... Ppa],
et ¢, = XQk,
= worX?+ XPj_1Qy,
= worB1P1 + PrTpQ,
= Pp(worfrer + Ti).

Dot PyI'y = Py (worfrer + T1Q%). Or les (P;) forment une famille libre, donc
I'y = wo,kﬁlel + Tka (316)

On appelle alors T}, la matrice T}, avec la colonne fe; ajoutée a gauche:

[ 81 a1 B
Bo az [
j’_'k — * . * . .
Br—2 Qk—2 Br—1
Br—1 o1
L Br
On déduit alors de 3.16
Ly = TpQ. (3.17)

C’est-a-dire que pour connaitre les composantes €, de Qj, dans la base (X,P1...Pr_1),
on peut résoudre le systéme triangulaire (3.17).



Filtres polynomiaux 93

3.2.7 Calcul de la solution x;

I1 faut alors calculer 2 = Qr(A)b. On pose pour cela pp = Pi(A)b. Les py vérifient
les mémes récurrences que les Py, c’est-a-dire

1
Pr+1 = —— (Apr — owpr — Brpr—1) pour k > 1,
Br+1

et avec p; = B—IIAQb et po = 0. On a alors

zp = Qr(A)b,
= (Ab,P1(A)b... Pr_1(A)b) Qy,
= (Abpy... pr_1) U,
= (Ab,Py_1) Y,

en posant Py, = [p1,...,pr]. On pose aussi P, = [Ab,Py,_1], donc z = P,€Yy,.

On cherche alors & exprimer cette relation sous la forme d’une récurrence. Pour cela
on pose

Wo,k

WE—2.k

si bien que

On pose aussi

et
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On a alors L
Tret192%+41 = Tipa,

Ty, Ok W1 | | T

0 [ Bin Wk k+1 V+1

N { Tk gt1 + Opwp k41 = L,
Br+1Wk k+1 = Yh+1

_ YE+1
= RkFLZ By
Tpwp+1 =T — Opwp g41-

On déduit alors de cette derniére ligne que

Wrt1 = Tk_lrk - Tk_lgkwk,kJrla
~ Yk+1
= O — U,
Br+1
De plus,
Tey1 = pk+1(2k+1,
1
= By + 25y,
k1
5 A Ye+1 Ye+1
= P (Qk - Uk) + Dk
Br+1 Br+1

On pose alors
Qk+1 = pr — Prug,
et on obtient

Yek+1
T+l = Tk + —k 1Qk+1-
+

Il faut alors trouver une récurrence pour le calcul des qx+1 = px — PkT,; 15,. On part
de Tjuy = 0y, qui s’écrit par blocs de la maniére suivante:

0
Tio1 | Op_1 vk—1 | | | | k-1

Br
0 | B Be Qg Ak

avec
0
Vi
up = k1 et Op_1 =
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On a alors
Th—1vp—1 + k5k 1= 01,
:>'Ulc1—Tk115k1 %Tk 15k1
_Tk 15k 1—5—k’uk 1-

11 faut alors calculer T,;_l15k,1. Soit alors wy_s tel que

Tk o Op—2 Wg—2 [ 0
0 [ Bk e B

Cela implique

Th—owy— 2+5ﬁ’c Sk 2—0

= Wiy = — Bf1 Lok 2,

- _55711““_2'

B
=1 _ ﬂ Uk 2
T ok 1 = [ = ] :

Br—1

D’ou

et donc

Py T o = Bfkl [ Pia | pi—2 |

—Uk—2

1
Bk

= Pk—2 — Pk—Z“k—Z) )
Br—1 (

dk—1
Br—1 ’

c’est-a-dire

Pkuk = [ qu ‘pkq ] )

~ ak
= Py 1Vp_1+ 5 Dk—1,

Bk
= P T 0k I_B_Pk 1Uk— 1+ﬁpk 1,

= P T, 0k 1+ﬁ Ik,

95
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D’ou finalement
. o k
qk+1 =Pk — 5 9k — 5 qk—1-
Bk 1

3.2.8 Identification des ¢

En fait, ces vecteurs auxiliaires ne sont rien d’autre que les p; “divisés” par A:

Théoreme 3.1 Les q; vérifient en effet la relation suivante :
Vk € {1 .. m} Aqr, = Brpk.

Preuve La preuve se fait par récurrence. En effet, la relation est vraie pour k£ = 0 et
k =1; on a pour ces indices
~qo=0¢et pp=0;
2
- qlebetplz%.

Supposons maintenant que la relation Aqp = Bipg soit vraie au rang k, alors

ay B
AQk+1 = Ap, — EAqk - ?AQkfla
= Apr — appr — Brpr—1,
= /Bk+1pk+1-

3.2.9 L’algorithme

L’initialisation se fait de la maniére suivante

Bo= X%,
X2
P o= =
' 2
2
i
i=0
1n = ($P1)
o
b1 B
q = Ab
rT = Ql(A)b
4!
= —Ab
b1

ce qui donne, au final, 'algorithme 3.1 page suivante.
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Require: ¢ polynomial par morceaux sur [a; 1,a;] pour l =1...L
B =(X.X)
-3
71 = (¢,P1)
pL= Ag—ib, po =10
q1 = Ab, go =0
T = %Ab, 79 =0
for k=1,... do
calcul de X Py
o = (X Py, Pr)
Sk = XP, — a P, — BrPr-1
sk = Apr — agpr — BePr—1
Bri1 = (Sk.Sk)?
Pry1 = ﬁsk

— = =
w N = O

—
-

1
Brr1 ok

Vi+1 = (Pr+1,6)

Ghi1 =Pk — 5Eqh — gk

_ Ye+1
170 Zpy1 = Tk + g Akt

18: end for

Pk+1 =

—_ =
S Ot

Algorithme 3.1: Régularisation par filtre polynomial

3.3 Etude de la convergence

Nous allons montrer tout d’abord que ’algorithme 3.1, présente comme un redémarrage
au bout de m étapes. Puis on montre que les filtres ¢, convergent vers ¢ pour la norme
issue du produit scalaire.

3.3.1 Comportement apres m itérations
L’application
T:Ry2[X] — Rm(A4D)
P — P(A)b

est un isomorphisme d’espace euclidien. Le produit scalaire défini sur Ry, »[X], induit
donc un produit scalaire sur R,,(A,b), en posant :

(P(A)b,Q(A)b)R,, (4p) = (PQ)R,, 2 (X))

c’est-a-dire:
<<’an>Rm(A,b) = (Tfl(ﬁﬁ)anl(y»Rm,z[X}'
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Donc tant que & < m, toutes les propriétés des polynémes P} se transposent sur
les vecteurs py. En particulier, (pg), ¢ ,..m} forme une base orthonormée de L,,(A,b).
On a alors

Sm = Apm — mPm — BmPm—1-
OrVie{l,... ,m},ona

<3mapi> = (Apmapi> - am<pmapi> - ﬁm(pmapi—l>a

et donc
—sii=m
<3mapm> = <Apmapm> - am<pmapm> - ﬁm(pm—lapm>a
= <X7Dmapm> - (Xpmapm>1 - Oa
= 0;
—sit=m-—1
<3mapm—1> = <Apmapm—1> - am<pmapm—1> — ﬁm(pm—bpm—l)a
= <X7Dmapm—1> —0- <X7Dmapm—1>17
= 0;
—sit<m—1
<3mapi> <Apmapz>
= <X7Dmapz>
= <Pm,X >
(

P sBiv1Piv1 + P + BiPi—1,
= Bis1(Pm,Pis1) + @i(Pm,Pi) + Bi(Pm,Pi-1),
= 0, car PpLy) (Pi)ie{l..m—l} .
D’ou spL(yRm. Or s € Ry, donc sy, = 0, d’ott pppq1 = 0. Il y a pseudo-breakdown
a la meétape. On a alors, d’apres (3.13)
XP,, = PoiiTni,
= AP, = PpniiTni1,
= AP, = P,T,, car pup+1 =0,
d’ou P, AP, = T,.

Et, on a aussi 41 = Tp.

3.3.2 Vitesse de convergence

On va maintenant chercher a quantifier la vitesse asymptotique de convergence. Les
deux premiers lemmes, 3.1 et 3.2, et la proposition 3.1 permettent de majorer 1’écart
en norme || ||y, par écart en norme uniforme.

Lemme 3.1 [|¢ — ¢l = d (¢, Ry41,2 [X])< )
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Preuve ¢ est, en effet, la projection ( , )-orthogonale de ¢ sur Ry 2[X]. O

Lemme 3.2 Pour un produit scalaire de la forme

/\/TdJr/\/ﬁ

on a la majoration suivante

lol?

1IE y < (1+ o)l (3.18)

Preuve On a en effet:

2(t)
7, = dt+p

/JT m

IN

dt +p

2
||¢||oo</0m A (t_a)(b_t)dt>

< (L4 )7l

Proposition 3.1 [|¢ — gyll, ) < VT T )7 d(¢Res12[X])oe

Preuve On a en effet:

lp—kll(,y = _min [¢ =P,

PeRg41,2

< V({1 +p)r min ||¢p —Pl|lew, d’apreslelemme 3.2
PeRg 41,2
= V(I +p)7 d(dRet1,2[X])e0

a

Pour estimer plus précisément cette vitesse de convergence, on va introduire les
polynomes de Berstein associés a une fonction f, qui forment une suite convergeant
uniformément vers f. On aura alors une majoration de d(¢,Riy1,2[X])oo

Pour f définie sur [0,1], le n€ polynéme de Berstein est :

- (E) ()

On a B, (f)(0) = f(0) =0 et By (f)(0) =nf (L) qui converge vers f'(0) = 0.
Théoréme 3.2 Soit f v-lipschitzienne sur [0,1] et soit M un majorant de f, alors
3 1

12
If = Ba(f)llo < 2M3V3 o
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Preuve On a

Fle) - Bu(fa) = :0 (10 -1 () (7 ) ety

- 5 (s () (3) e

<é

- 3 (1) (3) o

>§

Or f étant continue sur [0,1] compact, elle est bornée par M. De plus, on a, pour § > 0
et Y,y tels que |y — z| <0, |f(y) — f(z)| < vd. Donc

1) = Ba(f0)] < |z| s -1 (5) (1) ta-ar
b _gl<s
+| Z| f(z’f)—f(S)‘(Z)xk(l—x)”_k
E_g|>5
< Véz%d(;‘?) 2 — nk+2Mn%>6( ) (1 — g)n*
< V5+W’

n k —k 1
car Z|E—x|>6( k >:U (1—.’13)” §4n62'
Ceci étant vrai pour tout & > 0, c est vral en particulier pour le minimum de la
fonction § — vd + 5 62, qui vaut 3 5U3 M3 ? O

Corollaire 3.1 Soit ¢ € C' ((0.g]) alors ¢ — Bi(9)loo < 303161516/ 15. 2

Preuve On pose f(y) = ¢(gy); f est définie sur [0,1] et est g||¢'||-lipschitzienne. O

On pose pour la suite M = %g%H(ﬁH%H(ﬁ’H%, pour avoir ||¢ — Br(h)]lcc < M \1[ Le
théoreme 3.2 ne permet pas de conclure directement car By (¢) & Ryy1,2[X]. En effet,
By (¢)(0) # 0. Il faut donc appliquer le théoreme & ¢ — By (¢) — X B (¢)(0), qui est dans
Ri+1,2[X]. Le lemme 3.3 donne une majoration de || X B}, (¢)(0)||s, puis le théoréme 3.3
exprime la vitesse de convergence du filtre.

Lemme 3.3 Soit ¢ € C'([0,g]). On suppose qu’il existe h > 0, tel que ¢ soit deuz fois
dérivable sur [0,h] et que ¢ soit bornée sur [0,h]. Alors k¢ (§) <  maxsepop |4 (£)].
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Preuve D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, on a

(7)) — 40 - 100 < 3z e 470

t€[0,h]

Dot k¢ (3) < %maxte[o,h] 9" ()] U

Théoréme 3.3 Soit ¢ € C([0,g]). On suppose qu’il existe h > 0, tel que ¢ soit deux
fois dérivable sur [0,h] et que ¢" soit bornée sur [0,h]. Alors || — ¢dill(y € O (%)
Preuve

I = belley < Il — (Br(¢) — XBL(4)(0) Il

< V@ +o)7ld = (Br(d) — XBr(¢)(0)) [l
< (1+P)7T(||¢7— Bi(#)[loo + 1X B (¢) (0)[loo )
< Vi+pr (% + gk (%))
< (1+p)ﬂ(%+%ﬂl>-
Ceci implique alors que () EO (%) O

Les hypothéses du théoreme 3.3 sont bien évidemment toujours satisfaites pour une
définition de ¢ comme un polynéme par morceaux.

3.4 [Essais numériques

3.4.1 Le probléme de test
3.4.2 L’implémentation

L’algorithme 3.1 a été implémenté en Matlab. Il y a deux modules principaux:

— le premier calcule le polynoéme solution & partir d’un filtre donné. Ici le filtre est
de la forme 3.11. Il n’y a donc que deux parametres a et g a fixer. Le parameétre g,
supérieur a la plus grande valeur propre, est estimé en fonction de la matrice A ;
on ne peut donc jouer que sur a pour trouver la meilleure régularisation. Pendant
le calcul, on garde en mémoire les composantes de tous les polynémes dans les
deux bases 7}(0’(1) et 7;-(“’()), pour un calcul aisé des produits scalaires. Le cofit de
ce calcul est négligeable.

— le second module applique le polynéme solution au vecteur b. On calcule Q(A)b en
réappliquant la récurrence qui a permis de calculer ). Le colit est essentiellement
da au produit matrice-vecteur; il y en a m = deg(Q). Le cott final est donc en
O(mN?) ot N est la taille de A.
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Filtre Polynomial; binf=0.7 ; bsup=1 ; deg=15 ;

140
121
1k —
| ,/ | |
,/'/ I J/ I // I
/'/ | /,/ I / |
0.8} / ey, / ‘
/ V4 | |
” / }/ / | |
0.6 / //\ / | |
/ | | I
// / | | |
/
ot ) | |
/ / ya | I
/ /
/ / ya | |
/ /S | | |
0.2r / | | |
/ // ’ | I I
// | | |
I I | I | I | I I )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 3.1 — Polynomes filtres

Pour les essais numériques, on géneére un probléme en appliquant un flou & une
image, puis en la bruitant. Ici la matrice de flou est la matrice générée par la fonction
blur du package Regularization Tools [22]. Les parametres sont les suivants:

— N vaut la taille de I'image ;
— band est fixé & 8;
— sigma est fixé a 1.7.

La matrice produite est symétrique et toutes ses valeurs propres sont entre 0 et 1. On
utilise donc 1 comme borne supérieure de l'intervalle de définition du filtre, a variant
entre 0 et 1.

3.4.3 Les polynémes calculés

Pour la figure 3.1, on a choisi d’aller jusqu’au degré 15. On peut y voir le filtre
polynomial par morceaux ¢$ en pointillés et le filtre polynomial $15,, en trait plein.
Les traits pointillés verticaux désignent les différentes valeurs de a. Pour I'’exemple, on
a choisi trois valeurs: 0.3, 0.5 et 0.7.

Sur la figure 3.2, on voit les polynémes 15 utilisés pour produire la solution. Ils
sont trés proche de la fonction 1 sur Pintervalle [a,1] et sur [0,a], ils reviennent vers 0

pour aténuer effet des petites valeurs propres.

3.4.4 Les images

L’image de départ est une photographie d’Albert Einstein. L’image est de taille 256
par 256 et chaque pixel est codé sur 256 niveaux de gris. La matrice A est donc de
taille 65536 par 65536. Sur le premier test (figures 3.3 et 3.4), il n’y a pas de bruit. On
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Stieljes polynom. Exp.; binf=0.7 ; bsup=1 ; deg=15 ;

351

251

15r

05r,

FiG. 3.2 — Polynomes solution

Fic. 3.3 — Image floue Fi1G. 3.4 — Image restaurée avec a = 0.5
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FiG. 3.5 — Image floue bruitée

Fi1G. 3.6 — Image restaurée avec a = 0.3

Fia. 3.7 — Image restaurée

avec a = 0.5

FiG. 3.8 — Image restaurée avec a = 0.7
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Fi1c. 3.9 — Image restaurée par Tikhonov Fia. 3.10 — Image restaurée par GC

se contente d’enlever le flou. Ce test est 14 pour valider le solveur dans un cas «facile»,
c’est-a-dire sans bruit.

Pour la suite, c’est-a-dire les images 3.5 & 3.10, on ajoute apres le flou et pour
chaque pixel, un bruit gaussien de moyenne nulle et d’écart type 10. Les images 3.6,
3.7 et 3.8, montrent la restauration de I'image floue bruitée par la méthode des filtres
polynomiaux, pour un parametre a valant respectivement 0.3, 0.5 et 0.7. On peut voir
que plus ce parametre est grand plus 'image est lissée, et donc on enleve moins de
flou (image 3.8). De lautre coté (image 3.6), pour une trop petite valeur de a, 'image
restaurée est dégradée par le bruit initial, qui est amplifié par I'inversion de A. Pour
la valeur ¢ = 0.5 (image 3.7), la restauration est bonne. Malheureusement, le choix
automatique de ce parameétre optimal est encore un probleme ouvert.

Les images 3.9 et 3.10 montrent, pour comparaison, les résultats obtenus avec,
respectivement la régularisation de Tikhonov (p = 1) et le gradient conjugué sans
régularisation. On voit que la régularisation de Tikhonov, dont la fonction filtre est
plus plate, donne une image plus lisse, plus floue ; mais elle est moins sensible au bruit.
Pour le gradient conjugué, le bruit est devenu dominant, et I'image restaurée ne vaut
plus rien. Ce résultat ne dépend pas du nombre d’itérations. Ici, le bruit ajouté est
trop important pour qu’une résolution avec une régularisation jouant sur le nombre
d’itérations du gradient conjugué puisse se faire.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre est présentée une nouvelle méthode pour la régularisation de
systemes mal-conditionnés. Cette méthode n’impose pas de filtre particulier, mais
calcule des approximations polynomiales d’un filtre fixé par ['utilisateur. La seule
contrainte sur ce filtre est qu’il doit étre défini comme un polynéme par morceaux.
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Le cott d’une itération de cet algorithme est similaire & celui d’une itération du gra-
dient conjugué et la vitesse de convergence des filtres est en O(%\/E) Malheureusement
le probleme de la convergence de xj, est toujours ouvert.

Les tests numériques montrent que la méthode se comporte bien, et on peut voir, sur
les images restaurées, que les contours ressortent plus nettement qu’avec la régularisation
de Tikhonov. Il faut cependant bien choisir le parameétre a. Le choix automatique de
ce parametre doit pouvoir se faire par des techniques telles que les courbes en L ou la

validation croisée [20]. Mais cela n’est pas encore confirmé par ’expérimentation.



67

Chapitre 4

Accélération de la résolution des
systemes linéaires

4.1 Cadre

On va dans ce chapitre étudier comment accélérer la résolution de systemes linéaires
lorsqu’on a déja résolu au moins un systéme avec la matrice A € M, (R), symétrique
définie positive. C’est-a-dire comment diminuer le nombre d’itérations nécessaires pour
converger. Pour cela on décompose l'espace en deux: un premier espace, dont une
base forme la matrice W, et qui contiendra les directions qui nuisent a la convergence.
Typiquement cet espace contient les directions propres associées aux plus petites valeurs
propres, car, comme c’est montré dans [13], ce sont les directions qui génent le plus le
gradient conjugué dans sa convergence, car elles y introduisent des paliers. On pose
alors

D =W*AW.

Si on choisit de représenter W dans une base A-orthogonale, alors D est diagonale. C’est
ce qui arrive si, par exemple, on choisit les vecteurs de descente du gradient conjugué
[15], ou des vecteurs propres exacts de A. Cela n’est plus vrai si les vecteurs de W ne
sont que des approximations de vecteurs propres [38].

Le second espace est, lui, un supplémentaire de W, pour que leur somme (directe)
soit l'espace tout entier. En fonction des besoins, on peut prendre le supplémentaire
orthogonal ou le supplémentaire A-orthogonal. Pour cela, on introduit les deux projec-
tions suivantes:

H=1-W (W*AW) 'W*A,
qui est la projection A-orthogonale sur W4 le long de W' ; et
H* =1 — AW (W*AW) ' w*,

qui est la projection A~'-orthogonale sur W= le long de AW.
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Ces projections rendent le diagramme suivant commutatif.

Rt — A gn

Hl lH (4.1)
R* —— R”
A
C’est & dire que les matrices vérifient les égalités suivantes

AH = H*A
H?>=H
(H*)? = H*.

On a donc finalement

AH = H*A = H*AH. (4.2)

4.2 Amélioration du vecteur de départ

4.2.1 Le choix de x

Supposons maintenant, que 'on ait résolu un premier systéme Ay = ¢, par la
méthode du gradient conjugué. On appelle wy,... les directions de descente succes-
sivement engendrées et sg,... les résidus. Puis, on cherche & résoudre une seconde
équation

Az =b. (4.3)

On peut alors, tout d’abord améliorer le point de départ du second systéme (4.3).
On garde pour cela m vecteurs de ’espace engendré lors de la résolution du premier
systeme (m parametre fixé), et on appelle alors W = [wy, ... ,wy)].

Une premiére idée, introduite dans [34, 35, 43] pour la méthode de Lanczos, est
de choisir une solution initiale zy telle que le résidu initial 1y = b — Ax( soit ortho-
gonal a l'espace de Krylov K, (4,s0), car grace au théoréme 1.3, on peut affirmer que
o minimise sur W l'erreur initiale en norme A. On veut donc garantir la propriété
suivante :

W*rg = 0. (4.4)

Soit z_; une premiere approximation de la solution et r_; = b — Az _4, le résidu
correspondant. Pour garantir que la solution initiale zy satisfait la condition d’ortho-
gonalité W*ry = 0, on peut choisir g de la forme

0 = z_1+W (WAW) " Wr_, (4.5)
ro = b—A:EQ = H*’f'_l (4.6)
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ou x_1 est arbitraire, par exemple une solution initiale qui ne satisferait pas la condition
d’orthogonalité, et r_; = b — Ax_1 est le résidu associé a z_1. Ce zg est méme la seule
solution, si on impose zg € z_1 + W. En effet, on peut alors écrire g = z_1 + Wy pour
un certain vecteur y € R™, et donc 1o =r_1 — AWy. On a alors

W*’I“o =0
= Wr 1 —W*AWy =0
= y=(WAW) *W*r_,
= zo=a_1 +W (WAW) ' W*r_,.

Cette formule (4.5) est aussi utilisée dans [15, 34, 35, 43].

Si on ne sait rien de plus sur z_;, on peut toujours prendre x_; = yp, par exemple.
Alors r_y = b— Az = b—c+sp et 1o = H'r_y = H*(b — ¢) + 8. On peut
aussi choisir z_; = y; avec j > m, le nombre d’itérations du premier systeme. Alors
ro1=b—Az_1=b—c+sjetrg=H*r_; = H(b—c) +s;. En général, cette seconde
solution sera meilleure car ||sj||4-1 < ||$m||4-1. Mais de toutes facons, la qualité de la
solution initiale dépendra de |H*(b — ¢)||4-1-

On appelle gradient conjugué avec projection initiale (Init-CG) cette variante du
gradient conjugué, qui est résumée dans ’algorithme 4.1.

Require: =_,
1. 71 =b—Az_;
2 xg=a_1+ WD 'TW*r_;
3: rg=b— Axg

4: po =10
5. for k=0,1,... do
: _ TETk
6: k= prapy
T XTgyl = T+ Pk
8:  Tpy1 =Tk — apApg
. — ThgaThtt
9: /Bk—l—l = T
100 Prg1 = Tk41 + Br41Pk

11: end for

Algorithme 4.1: Algorithme du gradient conjugué avec projection initiale

4.2.2 Lien avec le gradient conjugué par blocs

InitCG est toujours une méthode de type gradient conjugué. Mais pendant les

premieres itérations, cet algorithme est équivalent & une méthode de gradient conjugué
par blocs.

Théoréme 4.1 Soit k le nombre d’itérations pendant la seconde résolution. Tant que
kE < m/2, Ualgorithme du gradient conjugué appliqué au systéme linéaire Az = b,
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démarré avec une solution initiale o donnée par (4.5) et un résidu initial donnés par
(4.6), est mathématiquement équivalent a algorithme du gradient conjugué par blocs
avec des blocs de taille 2, démarrant avec le bloc initial [sg,T0).

Bien sur, ce résultat n’a pas d’intérét pratique parce que ry n’est pas connu avant
que W soit calculé, si bien qu'on ne peut commencer le gradient conjugué par blocs
sans avoir déja résolu le premier systéme.

La preuve de ce théoréme suit celle de [35], donnée pour la méthode Lanczos.

Preuve Soit Sj = (s¢,s1,...,5j) et Ry = (ro,r1,... ,r%). On montre tout d’abord que
Sj est orthogonal a Ry, pour tout (j,k) tel que j +k < m.

Soient s et r deux vecteurs de Sj et Ry respectivement. D’apres (1.15) page 17, il
existe deux polynémes @ € R;[X] et P € R;[X] tels que s = Q(A)sg et r = P(A)ry.
On a alors

s*r = (Q(A)s0)* (P(A)ro)
et il suffit alors de prouver 'orthogonalité pour les monémes comme A'sg et Alry avec
i < j et l < k. Cette propriété vient alors directement du choix du résidu initial ry. En
effet, comme A est symétrique,

(AiS())* (Al’l“()) = (Ai+l80)*’l"0.

Et maintenant, comme i 41 < j +k < m, A"sy € K, (A,50) = W et par construction
W*rg = 0. On en conclut que (A%sp)*(A’ry) = 0 et ainsi s*r = 0.

Maintenant, on considere l'algorithme du gradient conjugué par blocs, démarré
avec le bloc [sg,ro], ro défini par (4.6). On appelle [s,r;] le bloc de taille 2 des
résidus et [wg,px| le bloc de taille 2 des directions de descente. L’algorithme sans
préconditionnement, donne

[Sk+1,Tk+1] = [SkoTk] — Alwg,pr]nk

avec
e = ([wipr]* Alw,pr]) ™ [sk,rk]* [5k,7k]-

Tant que 2k +1 < m, on a Sy LRy, donc p; Awy, = 0 car Awy, € Sgq1 et p,, € Ry. D’ou,
pour k < 7, on a wj Apy = pjAwy = 0. On en déduit alors:

w; Awy, 0
wi,pr | Alwg,pi] = k . )
[wi,pk]” Alwg,p] ( 0 pidAp )

Aussi spry = 0 car s € S et rp € Ry, donc

% i 0
[Sk,’l"k] [Sk,’l"k] = ( SkOSk > .

TETk

D’ou on déduit

_ ( spsk/wy Awy, 0 > _ ( v 0 )
Mk 0 i/ DL ADk 0 oy
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et
{ Sk+1 = Sk — Y Awg
Th+1 = Tk — A Apg
qui sont exactement les formules des algorithmes 1.3 et 4.1. On procéde de méme pour
le calcul de [wg,pg]. O

4.3 Amélioration du comportement asymptotique

4.3.1 La procédure de Lanczos avec projection

Soit A € M,,(R), symétrique définie positive, k vecteurs linéairement indépendants
w1 ,We, . .. , Wk et v vecteur unitaire orthogonal & w; pour 2 = 1,2,... ,k. On pose W =
[wy,w3, ... wg]. Comme A est définie positive, la matrice W* AW est non-singuliere.

L’algorithme 4.2, que 'on appelera algorithme de Lanczos avec projection, construit
une suite de vecteurs {v;};j—1 2 . telle que

vjt1 L [Woor,vs,... 0] (4.7)
et
[vjt1ll2 = 1. (4.8)

Pour cela, on applique la procédure de Lanczos standard 1.2, [36, p.174] & la matrice
auxiliaire

B=AH =A— AW (W*AW) 'W*A (4.9)

avec pour vecteur initial v;. La matrice B est symétrique positive mais pas définie
positive. On a en effet ker B = W. La singularité de cette matrice pourrait causer
un breakdown. Cependant le fait de produire des vecteurs dans W' assure la bonne
terminaison de 'algorithme. C’est le résultat du théoréeme 4.5 page 79.

La suite {v;}j—1,. vérifie alors

BV; = VT + aijjHe}‘, (4.10)
ol
P11 02
o2 P2 03
Tj = :
Oj-1 Pj-1 0j
95 Pj
et ot Vj = [v1,v2,... ,v;] et e; est le dernier élément de la base canonique de R’.

La procédure de Lanczos garantit que les vecteurs v; sont orthogonaux entre eux.
De (4.10), on tire
0j+10j+1 = Bvj — 0jvj—1 — pjvj.
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Une récurrence immédiate donne alors pour j = 1,2,..., v; ;W = 0: on a bien les
propriétés (4.7) et (4.8).
En substituant B dans la procédure de Lanczos, on obtient ’algorithme 4.2.

Require: W = [wy, we, ... ,wg]

Require: v; vecteur initial tel que viW =0et |lvi|2 =1
1: for 7=1,2,... ,;m do
2 Solve W*AW i; = W* Av; for
3 zj = Avj — AWﬁj = ij
4 pj =5z

5. Djy1 =2 — 05Uj-1 — pjvj

6: 041 = [|0j41l2

7. if 0j;1 =0 then break

D41

8 Oj+1

9:

Vj+1 =
end for

Algorithme 4.2: Algorithme de Lanczos avec Projection

4.3.2 L’algorithme du gradient conjugué avec projection

Tout comme on peut dériver la méthode du gradient conjugué de la procédure de
Lanczos, on peut alors dériver ’algorithme du gradient conjugué avec projection de
I’algorithme 4.2. Pour cela, il faut tout d’abord revenir au systéme a résoudre:

Az =1, (4.11)

avec A symétrique définie positive. On recherche une méthode de projection, dérivée
de 4.2, en s’inspirant d’une technique standard décrite dans [36, p.179].

Les w; et les v; sont toujours comme définis dans I'algorithme de Lanczos projeté
4.2 et W et V; désignent I'espace engendré par ces vecteurs. On suppose aussi que le
vecteur initial zj est tel que 1o = b — Axy L W. On pose vy = ro/||rol|2 et

K j(AW,ro) = [W,V;].

Ala j¢étape de la méthode, on recherche une solution approchée z; telle que

zj € xo + Ky j(A,W,rg) (4.12)
et
rj =b—Ax; L Ky ;j(AW,r). (4.13)
Lemme 4.1 Siz; et r; satisfont (4.12) et (4.13), alors Ic; € R tel que
Tj = CjUjy1- (4.14)
On a aussi Ky, ;(A,W,rg) = [Wiro,r1,. .. ,rj—1] et les résidus rj sont deus-d-deux ortho-

gonauz.




Amélioration du comportement asymptotique 73

Preuve D’apres (4.12), la solution x; peut s’écrire
x; = o+ Wéj + Vjﬁj (4-15)
pour un certain fj et 7;. De plus, d’apres (4.9) et (4.10) on a
AV = AW A; + ViT; + 0j 1105415,

ot A; = (W*AW)™' W*AV;. Dot

r; = ro— AWE; — AV
= 10— AWE — (AW A + VT + 0j410j11€}) 7)) (4.16)

En multipliant (4.16) par W*, et en utilisant les conditions d’orthogonalité (4.7) et
(4.13), on obtient immédiatement le systéme suivant pour &; et 7);,

W*AWE; + W* AW Ajiy; = 0.
Or W* AW est non singuliere, donc fj = —Aj7;. Donc (4.15) et (4.16) deviennent
zj = xo — WA, + Vi
et
rj =ro — ViTif; — 0j11vj41€51);- (4.17)
De plus, parce que ro = ||ro[|2v1 par définition et que V;*r; = 0 d’apreés (4.13), on a
Viry =Virg = Tjf; = |roll2ex — Tjn; =0,

avec e le premier vecteur de la base canonique de R’. D’ou

M = Ilroll2T; e (4.18)
C’est-a-dire, en substituant (4.18) dans (4.17), que d¢; = —oj41||roll2 (e}fTIIeO tel
que
Tj = CjUj41.
a

Soit T = LijL;f la, décomposition LDL* de la matrice symétrique 7. On pose

Pj =[po.p1,-.. .pj—1] = (=WA; + V;) L7"A; (4.19)
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Cj—1

Proposition 4.1 La solution x;, le résidu rj, et la direction de descente p; satisfont
les récurrences suivantes

Tj = Tj-1+ajapj-1,
rj = rj_1—aj_1Apj_1, (4.20)
pj = 1+ Bj-1pj—1— Wi

avec aj_1,Bj—1 réels et fi; € R™. On a aussi Ky ;(AW,ro) = [W,po,p1, ... pj—1]
Preuve Soit
2 -1
G = llroll2 (LjDjA;) ™ er.
La solution approchée est donnée par
T; = Zo+ lroll2 (—WAJ‘ + V]) ijlel
= o+ R?éj

De plus, comme L;D;A; est triangulaire inférieure, on a la relation suivante

- f._l
o= o]

pour un certain scalaire a;j_1. On en déduit immédiatement la relation de récurrence
pour z;.
On réécrit maintenant (4.19) de la fagon suivante

PjA}lL;TAj = —WAJ‘A]' + VjAj.

Or A;lL;-‘Aj est bidiagonale, triangulaire supérieure; d’ol, en comparant les dernieres
colonnes des deux c6tés de ’équation précédente, on a

pj—1 — Bj—2pj—2 = —Wij—1 + ¢j1vj,
avec Bj_o = —cj_1uj_1,j/cj—2 et fij_1 = ¢j_17;. On a alors la récurrence pour p;. O

Proposition 4.2 Les vecteurs p; sont deuz-a-deuzx A-orthogonauz , c’est a dire que
P;‘APJ- est diagonale. De plus, ils sont aussi A-orthogonaux d tous les w;, c¢’est-a-dire,

W*AP; = 0.
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Preuve En effet
PAP; = Pj(-=AWA;+AV)) L7*A;
= b (VjTj + Uj+lvj+1€;3 LA,
= ML WA V) (VT + o)) LA
MLITLTA,
A5D;A;

est diagonale et
W*AP; = W*(-AWA; + AV;) Lj_*Aj
= W* (VjT] + 0’j+1'l)j+1€);) L;*A]
= 0.

75

a

En utilisant Porthogonalité des 7; et I’A-orthogonalité des p;, on peut exprimer les

coefficients de (4.20) grace aux vecteurs W,r; et p;.

Proposition 4.3 Les coefficients du gradient conjugué avec projection satisfont les

relations
* .
v - TiT;
7
T pjAp
fij = (W*AW) ' W*Ar;,
o TiaTiH
/BJ - ®. .
riTj

Preuve En multipliant (4.20) par 7“;-‘_1 on a

ri—1Tj-1 ri—1Tj-1 Tt

Qj—1 = — =

ri o Api (Bjepj o+ —Wi1) Apj1 Pl Apja

(4.21)

De méme, les expressions pour ji; et 3;_; sont obtenues en multipliant (4.20)par (AW)*

et (Apj_1)" respectivement. On a alors

fij = (W*AW) ™ W* Ar;,

Biii =— pj1Ar; L ()
g p;i_1Apj—1 j—1 Pj_1Apj-1
_ 1 riri Ty

a1 pjflAp]—l ri1Tj—1

Les relations (4.20) et (4.21) donnent alors 1’algorithme 4.3 page suivante.
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Require: k vecteurs linéairement indépendants wy,ws, ... ;wg. W = [wi,wa, ... ,wg]
1: xo solution initiale telle que W*ry = 0, avec 79 = b — Axy
2: Résoudre W*AW iy = W*Arg
3 po=r0— Wil
4: for j=1,2,... ;m do
r;_lrj_l
P;_1A4pj-1
6:  Zj=%Tj-1+t Qj-1pj-1
7 T =Tj-1— aj_lApj_l

*

5: Qj_1 =

. ) _ T'-T'J
8: 181*1 - r]’f_Jlrj_l

9:  Résoudre W*AW ji; = W*Ar;
10 pj = Pj—pj—1 +r; — Wi

11: end for

Algorithme 4.3: Algorithme du Gradient Conjugué avec Projection

4.3.2.1 Choix du vecteur initial

De méme que pour InitCG, on choisit (4.5) page 68, pour le calcul du vecteur initial :
to=xz_1 + WD 'W*r_,, rg=b— Axzg = H"r_y. (4.22)
On satisfait ainsi la condition d’orthogonalité initiale: W*ry.

4.3.2.2 Préconditionnement de P’algorithme

La version préconditionnée du gradient conjugué avec projection peut étre obtenue
de la maniére suivante. On suppose que 'on veut résoudre le systéme

L'AL "y = L', z=1L""y, (4.23)

et on applique l'algorithme 4.3 au systeme 4.23. En redéfinissant les variables de la
fagon suivante

LW — W,

L7y = @, (4.24)
L?"j — T, )
L™p; — pj,

et en posant M = LL*, on obtient I'algorithme 4.4 page suivante.

Quand W est la matrice nulle, ’algorithme 4.4 est exactement un gradient conjugué
préconditionné standard 1.4. En plus des matrices A et M, cinq vecteurs et trois ma-
trices de stockage sont requises: p, Ap,r,z,z, W, AW et W*AW.
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Require: k vecteurs linéairement indépendants W = [wy,we, ... ,wy]
Require: z( tel que W*rg =0, avec rp = b — Axyg

1. 29 = M_l’l“o

2: Résoudre W*AW iy = W* Az,

3: po=—Wiip + 20

4: for j=12,... ,m do

r]’v‘_lzj-,l
P;_1Apj—1
6: T; =Tj—1+Qj—1pj-1
7 Ty =Tj-1— ajflApjfl
8

5: Qj_1 =

- —1,..
zj=M""r;
riz;
. . — Jj°I
9: /8]_1 1";71ij1

10: Résoudre W*AW[J,J = W*AZJ'
11 pj=Pjapj-1+ 2z — Wiy
12: end for

Algorithme 4.4: Algorithme du Gradient Conjugué avec Projection, Préconditionné

4.3.2.3 Formalisme polynomial

La version polynomiale de 'algorithme 4.4 permet de dégager plus facilement les
propriétés de I'espace des solutions Ky, ;. Pour cela il faut tout d’abord exprimer 7, et
pi grace & des polynomes & deux variables, en A et H.

Théoreéme 4.2 Pour k > 0, il existe deux polynomes d deux variables @ (X,Y) et
Up(X,Y) in R(X,Y) tels que r, = @i (A,H)ro et pr, = Vi(A,H)ry.

De plus, ®o(X,Y) =1, Uo(X,Y) =Y et on a les relations de récurrence suivantes
dans Uespace des polynomes R(X,)Y') :

P41 (X,Y) = Pp(X)Y) — o XUR(X,Y),
U1 (X)Y) = YO (X)Y)+ B Pp(X)Y).

Preuve Comme py = Hrp, on définit immédiatement ®o(X,Y) =1et Uo(X,)Y) =Y.
Les récurrences sont déduites de I’algorithme 4.3 : il est en effet immédiat de réécrire la
définition de ri4q ainsi: @x41(A,H)ro = @p(A,H)ro — oAV, (A,H)rg. Ce qui donne la
relation de récurrence pour @. Gréace a la relation Hry, 1 = rgp1 — Wilga1, on rééerit
la définition de pgq ainsi

Vir1(AH)rg = HOp 1 (A H)ro + Bry1 Vi (A,H)ro,

ce qui donne la récurrence pour Uy. O

On peut maintenant simplifier ces expressions polynomiales en introduisant des
polynémes a une seule variable, en XY. On a, en effet, le résultat suivant
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Théoréme 4.3 Pour k > 0, il existe des polynomes de degré k a une variable Zi(Z)
et Qi (Z) de Ry [Z] tels que

Op(X)Y) = ZR(XY) et Up(X)Y) = YQ(XY). (4.25)

Preuve La démonstration se fait par récurrence: le théoreme est vrai pour & = 0,
car ®o(X,Y) =1 et Uy(X,Y) =Y. Supposons maintenant que ce soit vrai au rang k,
alors
1 (X,Y) = Pp(X)Y) — o X Wp(X)Y)
= Ek(XY) - OszYQk(XY)
= Ep(XY).
U1 (X)Y) = YOy (XJY) + B Pr(X,Y)
= YEp1(XY) + Brp Y Qp(XY)
= Y(Ep1(XY) + L1 Q% (XY))
= Y Q1 (XY).

Ces polynomes sont clairement de degré k 4+ 1. Cela démontre donc le tréoreme 4.3. O

Cette formulation polynomiale conduit & une caractérisation de l'espace Ry =
(roy... ,rg_1) comme un espace de Krylov. Ce qui permet par la suite de donner une
borne asymptotique de convergence grace aux théorémes existants pour ’algorithme
du Gradient Conjugué.

Théoréme 4.4 Pour k > 0,(ro,... ,rx) = Kx(H*AH,ry) et
1a N
Kon i (As50,m0) = K (A,s0) & Ki(H"AH,ro).

Preuve Le polynome =i (Z) étant de degré k, (£;(Z)),—,.j est une famille indépendante
et forme une base de Ry [Z]. D’ou, parce que r, = Ex(AH )ro,

(roy ... ,rx) = Kr(AH,ro).

De plus, d’aprés (4.2) page 68, on a H*AH = AH, d’ou par récurrence (H*AH)'ry =
(AH)'ry et
('f'(), N ,’I“k,1> = Kk(H*AH,’f'O).

La caractérisation de Ky, ; s’en déduit alors tout de suite. O

4.3.2.4 Etude de la convergence

La premiere proposition définit le gradient conjugué avec projection comme une Ba-
lanced Projection Method (BPM). On peut alors en tirer les deux théorémes 4.5 et 4.28,
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qui, respectivement, prouvent que ’algorithme du gradient conjugué avec projection,
converge et donne une borne asymptotique de la vitesse de convergence.

Proposition 4.4 L’algorithme 4.3 est équivalent ¢ une Balanced Projection Method
[27], définie par lespace des solutions

Tj+1 —T5 € ICkyj(A,W,rO) (4.26)
et la condition de Petrov-Galerkin

ro LW et rj LKy ;(AW,rg). (4.27)

Preuve On voit tout de suite par récurrence que p; € K, j(A,W,rg) car la condition
de l'espace des solutions est satisfaite par 'algorithme 4.3. Par construction, il satisfait
la condition de Petrov-Galerkin. Réciproquement, la BPM définie par (4.26) et (4.27)
satisfait toutes les relations de récurrence de ’algorithme du condient conjugué projeté
4.3. O

Le théoreme suivant est alors une conséquence directe de cette théorie.

Théoreme 4.5 Soit A une matrice symétrique définie positive et W une famille de
vecteurs linéairement indépendants. Soit x* la solution exacte du systéme linéaire Ax =
b. L’algorithme du gradient conjugué projeté appliqué au systéme linéaire Az = b ne
connait pas d’échec et la solution approchée x; est le minimum unique de la norme de
Verreur ||x; — x*||a sur tout Uespace affine xo + Ky j(A,W,ro). De plus il existe € > 0,
indépendant de xq, tel que pour tout k

|zj —2*|la < (L =€) [lzj1 — 2|4

Preuve Voir théoremes 2.4, 2.6 et 2.7 dans [27]. O

On a aussi grace a la caractérisation de ’espace des solutions le théoréme suivant.

Théoréme 4.6 Soit k le conditionnement de H*AH. Alors

k—1 J
o = alla <2 (YT )l = ol (1.28)

Preuve Le théoreme 4.3 montre que r; = P;(AH)ry ou Pj est un polynéme de degré
j. Ainsi, d’apres (4.2), on a r; = Pj(H*AH)ry. Puis la propriété de minimisation
conduit au résultat souhaité. O
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4.3.2.5 Formalisme de préconditionnement

Une autre facon d’arriver au méme résultat est de voir la projection comme un
préconditionnement. On peut effectivement montrer que I’algorithme du gradient conjugué
avec projection est équivalent a ’algorithme du gradient conjugué préconditionné par
une matrice symétrique semi-définie positive H H*.

Par rapport a 'algorithme 4.3, on a introduit la matrice H en utilisant le fait que
H*ri, =rg, po = Hrg et que rg11 — pig+1Wm = Hrgyq. On utilise aussi 'égalité suivante
rize = rprg qui vient de rfz, = rpHry = (H r)*r, = rpry.

Finalement, on voit que l'algorithme du gradient conjugué projeté est une forme
de gradient conjugué préconditionné, avec une matrice symétrique semi-définie positive
HH*. Ce n’est pas classique car la matrice de préconditionnement est usuellement prise
non-singuliere. On peut alors rattacher l'algorithme 4.3 a la classification définie dans
[1], et I’on peut alors voir le gradient conjugué projeté comme une version Omin(A,C,A)
de PCG, avec

C=HH".

Lemme 4.2 L’algorithme du gradient conjugué projeté est équivalent a la version
Omin(A,C,A) du gradient conjugué préconditionné appliqué a A avec le préconditionnement
C = HH"* et avec un résidu initial ¢ tel que ro L W.

Preuve Les relations pg = —Wjig + 79 et p; = —Wj; + Bj_1pj—1 + rj peuvent se
réécrire respectivement pg = Hrg et p; = Hrj + (3 1pj 1. Mais, comme 7; L W, on a
rj = H*r;, donc

po=Croet pj=Crj+ fj1pj1

Ce sont exactement les relations définissant Omin(A,C,A). Il suffit alors de démontrer
que les coefficients «; et (; sont les mémes. Il suffit pour cela de voir si r;fer = r;frj.
En effet on a r;Cr; =r;HH"r; = (H"r;)*H"rj =rjr;. O

J
On déduit de ce lemme ’algorithme 4.5, une réécriture de ’algorithme ProjCG,
avec un formalisme de préconditionnement.
Ici le préconditionnement C' est singulier et donc la convergence n’est pas garantie.
Cependant, comme le résidu initial est orthogonal & W, le résultat suivant peut étre
démontré.

Théoréme 4.7 Le gradient conjugué projeté est équivalent a la version Odir(A,C,A)
de PCG appliquée o A et C et démarrée avec ro L W. Ainsi le gradient conjugué
projeté converge.

Preuve Comme a; =rjr;, on a a; # 0 sauf si z; est la solution exacte. D’ou le gra-
dient conjugué projeté ne connait pas d’échec et, comme démontré dans [1], les deux
versions Omin et Odir sont équivalentes. Maintenant grace au théoreme 3.1 de [1], on
prouve que le gradient conjugué projeté converge. O
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Require: x_; solution approchée
1. 71 =b—Az_,
2 g =a_1 + WD 'W*r_;
3:r9g=b—Axg = H*r_

4: zo = Hro=HH*rg

5 Po = 20

6: for k=0,1,... do
. Tk2k

Tk = gy

8  Tg41 = Tk + APk

9 Tpy1 =Tk — apApy

10: k41 = HTIH—I = HH*T‘]H_l
. _ Thp1k+1

1 Sy = e

12: pri1 = Zk41 T Bet1Pk

13: end for

Algorithme 4.5: Algorithme du Gradient Conjugué avec Projection, formalisme de
préconditionnement

On peut alors démontrer d’une autre maniere le théoreme 4.6 page 79.

Théoreme 4.8 L’algorithme du gradient conjugué projeté est équivalent au gradient
conjugué, version Omin(A,ILA), appliqué au systéme linéaire H*AHZ = H*b. Et donc,
donc le tauz asymptotique de convergence est gourverné par le conditionnement k de
H*AH et il est donné par la formule (4.28).

Preuve Le gradient conjugué projeté commence avec xg = Hzo + W1y donné par la
formule (4.5). D’ou

o :H*’I"g :H*(b—A.’Eo) :H*b—H*AH.’iO —H*AWyg :H*b—H*AHLiO

L’algorithme Omin(A,I,A) appliqué & H*AHZ = H*b donne cela:
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Require: Z( solution initiale
1: 79 = H*b— H*AHZ et py = 7.
2: for j=1,2,... do
e
4: T;=Tj 1+ a; 1pj1
5. 715 =171 —aj1H"AHp;

- T 1
6 Bi-1=m 7,
7 ;5]' = fj + ,ijlﬁjfl

8: end for

Maintenant, on pose x; = Hzj+Wyg et p; = Hp;. Grace dr; = H*rjet H* AWyy =
0, on a
ri = H*(b - AZE]) = H*b — H*AHi‘J = 7“~]
Maintenant
pj_1H"AHp; 1 = (Hp;j—1)"A(Hpj—1) = pjAp;.

riTj
* .
rj_lr]_l

En rassemblant ces égalités, on obtient &; = % et ijl = . Puis en réécrivant,
l'algorithme ci-dessus avec xj,r;,p;j,on obtient exactement l'algorithme du gradient
conjugué projeté. On peut alors appliquer le résultat classique sur le taux de conver-

gence du gradient conjugué. O

4.3.3 L’algorithme du gradient conjugué avec espace augmenté
4.3.3.1 Simplification de la récurrence

On va alors voir comment on peut sous certaines conditions, simplifier 'orthogona-
lisation et obtenir une récurrence a quatre termes; c’est-a-dire que les opérations avec
la matrice W peuvent étre, sous ces conditions, remplacées par des opérations de rang
un. On a en effet le théoréme suivant :

Théoréme 4.9 Soit W = [wy, ... ;wy| vérifiant les propriétés suivantes : il existe une
matrice U, une matrice diagonale D et un vecteur w tels que

AW = WU + we},
W*AW = D

alors pour tout r € W+,
(W*AW) 1W* Ar = pe,,

et
Hr =r — pwp,
r*w
wk, Awm,

avec |t =
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Preuve On pose i = (W*AW)~'W*Ar. On a alors

WH*AW i = W*Ar
= Dj = U*W*r + (w*r)ep,
= f = DY (w*r)e,, car W*r =0
(w'r)
—
= pen
On a aussi Hr =r — Wi =1 — pwy,. O

Si les conditions du théoréme 4.9 sont remplies, on peut remplacer, dans I’algorithme
4.3, les étapes:

1: Résoudre W*AW ji; = W* Ar;
2 pj = Bj—1wpj—1+ 1 — Wi
par

L prg+1 = wi, Awm
20 Pry1 = Tht1 + Bet1Pk — Bkt1 Wi
Dans le cas ou W est l'espace de Krylov calculé par l'algorithme du gradient
conjugué, on a alors W = [wy,... ,wy] avec w11 = p; pour i = 0,... ,m — 1 si on
décide de garder m directions du premier espace de Krylov. Cet espace vérifie bien les
hypotheses du théoreme 4.9 page précédente. En effet

1
Aw; = —— (rim1 — 1)
Q;1
1
= (w; — Bi—1wi—1 — wit1 + Biw;)
Q;1
1 1+ ﬁz ﬁi—l
= - Wit+1 + - Wi—1
i— Qi1 Qi1
C’est-a-dire
AW =WT + Win41€p,5
Am—1
avec
r i+ B 7
ag
1 145 B2
g aq a2
_ _1
T = ol

. _ Brm—1

Qm—1

_ 1 _ 14Bm

L Qm—2 am—1 J

Cela veut dire que ’on peut calculer py grace & une récurrence a quatre termes:

Ph+1 = Tht1 + Bet1Pk — Mk41Wn-



84 Accélération de la résolution des systémes linéaires

Or d’apres la proposition 4.2 page 74, on a Vk,W*Apy, = 0, c’est-a-dire en particulier
w;, Apr, = 0. D’ou

Wy Appr1 = W, Arki1 + Berrwy, Apr — pr 1wy, Awp,
= 0 = w,Argy1 +0 — pprwy, Awy,
_ w* AT‘k+1
= He+1 = wT;nAwm .

Cela permet de déduire I’algorithme 4.6, du gradient conjugué avec espace augmenté
(AugCQG).

Require: z_; et W espace de Krylov

1. 71 =b— Az_,
2 g =x_1 + WD 'W*r_;
3: rg=b— Axg
4: pg = (I — WD™HAW)*)ry
5. for k=0,1,... do
6: ar = pttg;k
T Tkl = Tk + QgPE
8 Thil =Tk ay Apg
9 Prt1 = rk;ﬁ;#
Thp1Awm

102 fkt+1 = e Ay,
11 Pry1 = Tky1 + Br41Pk — Pk41Wm
12: end for

Algorithme 4.6: Algorithme du Gradient Conjugué avec Espace Augmenté

4.3.3.2 Considérations pratiques

Tout d’abord d’un point de vue opérations élémentaires, le surcout le plus important
est a U'initialisation. En effet, le calcul des x( et pg convenables est le plus gourmand en
temps de calcul; ces opérations sont de type BLAS2 (projection sur un sous-espace de
dimension m). L’autre surcout est pendant les itérations, et correspond a 'ajout d’un
produit scalaire (ddot) et d’une mise & jour de vecteur (daxpy), qui sont des calculs
tres peu chers. AugCG n’ajoutant pas de nouveaux produits matrice-vecteur, le surcott
global devrait étre aisément contrebalancé par la réduction du nombre d’itérations. De
plus toutes les opérations étant de type BLAS1 ou BLAS2, elles peuvent étre vectorisées
ou parallélisées.

Pour ce qui est de la mémoire utilisée, 1& encore, le surcout le plus important est a
I'initialisation. Il faut en effet stocker les m vecteurs de W, alors que, pendant les
itérations, on n’a besoin que de deux vecteurs supplémentaires w,, et Aw,. Si la
mémoire centrale n’est pas suffisante, on peut envisager de garder W dans la mémoire
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de masse. Sil’on n’y a pas recours, la question du choix de m se pose; cela sera examiné
dans la partie 4.4, lors des essais numériques.

Il faut aussi analyser les effets des imprécisions de calcul. Souvent dans les procédures
de type Lanczos, les erreurs d’arrondis meénent a des pertes d’orthogonalité qui ralen-
tissent (voire empéchent) la convergence. Cette situation est analysée pour la méthode
de Lanczos dans [34] et [43].

Dans l"algorithme du gradient conjugué avec espace augmenté, on impose une condi-
tion initiale d’orthogonalité (4.4) et deux conditions d’orthogonalité lors des itérations.
Pour la relation (4.4), on suit le schéma proposé dans [43] pour le résidu initial o, ce qui
correspond & un procédé de Gram-Schmidt modifié, puis on étend ce schéma a la direc-
tion de descente initiale pg. Cela garantit une plus grande stabilité numérique pour g
et po. Ce qui veut dire que, au lieu d’utiliser la formulation suivante

1. xg =x_1 + WD71W*’F_1
2 ro=>b— A.’Eo,
on utilise plutot, celle-ci, mathématiquement équivalente, mais plus stable numériquement :

1 zp =21

2: 79 =b— Axg

3: forj=1,... ,mdo

4: To = Zp + %w]‘
5 ro =10 — w?;%j Aw;
6: end for.

On étend alors ce schéma aux itérations: en effet, la nouvelle direction de des-
cente pr41 est A-orthogonale & wy,, dernier vecteur de l’espace W correspondant a
la précédente résolution du systeéme, et A-orthogonale & pg, direction de descente de
I'itération précédente. La encore on applique le schéma de Gram-Schmidt modifié:
tout-d’abord on A-orthogonalise par rapport a w,, puis par rapport a pg. Tout cela est
résumé dans ’algorithme 4.7 page suivante.

La perte d’orthogonalité peut apparaitre pendant les itérations, comme cela est
observé dans [38]. Une réorthogonalisation complete, comme dans [38] et [4], peut alors
remédier & ce probleme dans la plupart des cas.

On peut aussi dériver une version préconditionnée de AugCG, car, en pratique, les
algorithmes sont utilisés en version préconditionnée. On suppose que le premier systeme
a été résolu avec le gradient conjugué préconditionné par la matrice symétrique définie
positive M ~!. Donc

(W) =(M'S) = M~ K (AM ™ ,59).
La méthode AugCG est définie par le sous-espace des solutions
Kok (Ay80,70) = (M~1(S + R)) = (W) + (Px)
et par la condition de Galerkin

'rk+1J—K:m,k (A730a7”0)-
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Les résultats prouvés ci-dessus tiennent toujours et donc:
(Ri) = Ki(AHM ™' o).

On peut alors voir le gradient conjugué préconditionné avec espace augmenté comime
un gradient conjugué deux fois préconditionné, par HH* et M ~'. Ceci donne I'implan-
tation 4.7.

Require: w; et Aw; pour j =1,... ,m et x_1, solution initiale
1: xp =2
2: 79p = b— Axg
3 forj=1...mdo
g

ws
4: To = Zg + —w*Aqi)j wj
J

row;
5: TU:TU_waAljujij
J

6: end for

T Z0:M717“0
8: for j=1...m do
9

* )

zg Aw;
* .

w3 Aw; ™7

20 = 20 —

10: end for
11: pg = 2o
12: for k=0,1,... do

. — k%
13: g EApr
14: Tpy1 = Tp + 0Pk
15: Thtl =Tk — OzkApk

— -1
16: Zk+1 = M Tk+1
B z,’nglAwm
1 Bl = s T,

18:  Zk41 = Zk41 — HEk+1Wm

. _ T]:+1zk+l
19: Sy = “rrm
200 P41 = Zk+1 + Bet1Pk

21: end for

Algorithme 4.7: Gradient Conjugué avec Espace Augmenté

4.3.4 L’algorithme du gradient conjugué déflaté
4.3.4.1 Introduction

On va maintenant voir comment utiliser I'algorithme du gradient conjugué projeté
pour résoudre plusieurs systémes linéaires symétriques de la forme

Az®) =p) s=12 ... v, (4.29)
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ou A € R est symétrique définie positive et ou les différents seconds membres
dépendent des solutions des systémes précédents. Comme dans le cas du gradient
conjugué avec espace augmenté, on réutilise ’espace de Krylov précédemment calculé.
Mais alors que pour AugCG on I'utilisait “brut”, I'idée est maintenant d’en extraire des
approximations des vecteurs propres. Cette idée est déja présente dans 'algorithme de
GMRES déflaté, comme on peut le voir par exemple dans [8, 26, 31]. On va donc injec-
ter quelques vecteurs approchés dans l'espace des solutions, généralement les vecteurs
correspondants aux plus petites valeurs propres (c’est-a-dire les plus proches de zéro),
lorsque l'on résout les systémes de 4.29, sauf le premier. A partir du 3€systeme, on
raffine les vecteurs propres déja calculés grace a I’espace de Krylov engendré lors de la
résolution précédente. On est alors en droit d’espérer que la convergence sera améliorée
de résolution en résolution.
En effet, si on appelle \; les valeurs propres de A avec

A< A <<

Alors, si les colonnes w1, ... ,wi de W, sont les vecteurs propres exacts de A, associés
aux plus petites valeurs propres Aq,... ,\g, on a immédiatement

K(H* AH) = A/ Nos1.

Dans ce cas, le gain sur le conditionnement du systeme a résoudre, est connu explicite-
ment. Si, maintenant, les colonnes de W ne sont pas exactement les vecteurs propres,
mais seulement des approximations des vecteurs propres associés a A, ... ,Ag, on peut
s’attendre quand méme & ce que

K(H*AH) = Xy /Aki1-

4.3.4.2 Calcul des approximations de vecteurs propres

Il y a plusieurs manieres de calculer des vecteurs propres approchés puis de les
raffiner au cours des différentes résolutions par gradient conjugué, appliquées au systeme
4.29.

Soit

W) = [ w, .. ]

les vecteurs propres que l'on veut utiliser pour résoudre le s€systeme. Au départ
W) = (. Par la suite, les vecteurs et les scalaires générés par I'algorithme du gradient
conjugué déflaté (DefCG) appliqué au s€systéme de 4.29 sont notés avec I'exposant
(s). Idéalement, W) correspond aux vecteurs propres associés aux k valeurs propres
A1,A2, ... ,Akr de A. On utilise alors ProjCG pour résoudre chacun des systemes de 4.29.
Le premier est avec un W) vide ce qui correspond & une résolution par le gradient
conjugué standard.

Aprés la résolution du s€systéme de 4.29, on met & jour Pensemble W (%) des ap-
proximations des vecteurs propres pour la résolution suivante, ce qui donne le nouvel
espace WG Dans [8], trois techniques de projections sont décrites pour obtenir de
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telles approximations. Ici on ne retiendra que 'une d’entre elles, suggérée par Morgan
[31] et appelée projection harmonique. Cette approche donne les meilleurs résultats
pour trouver les valeurs propres proches de zéro.

Soient ! vecteurs linéairement indépendants 27,29, ... ,2;, cette méthode calcule les
k vecteurs propres désirés en résolvant le probleme aux valeurs propres généralisées
Gy —0Fy =0,

avec Z = [z1,22,... ,21),G = (AZ)* AZ et F = Z*AZ. Pour chaque nouveau systéme,
la matrice Z est définie ainsi

7 =W P, (4.30)

e (s) (s) , (5) (s)
-Pls = [pos 7p157"' 7p[i]-

On résout alors le probleme généralisé

GOy, —0,F®y; =0, i=1,... .k (4.31)
ou
Fls) — (Z<s>>* AZB), G = ( Az<s>)* A7) (4.32)
et ou 0q,... .0, sont les k plus petites valeurs de Ritz. Puis on définit les nouvelles
approximations des vecteurs propres pour le systeme suivant par
wsth — Z(S)y(S)’ (4.33)
avec

v =, )

Cela décrit la méthode mathématiquement. Du point de vue de I'implémentation,
il est possible d’éviter la multiplication matrice-matrice AZ®) pour G©) et F() dans
(4.32).

Lemme 4.3 Soit

RZ(S) = [T(()S)’TF)a SR ’Irl(i)l ) Al(j—)l = [ﬂSS)a/lgS)a SR aﬂ§s> )
et
L -
% 1) ]
ag ay’ 1 _5(5)
PO ST G0 _ .
T al® o Ut = " .
(s)
a(%) L =B
-1 1
L al(s—)l .

1. On pourrait garder les résidus ri(s)

(4.35 - 4.37) deviennent plus complexes.

(s)

plutét que les directions de descentes p;”’, mais les formules
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Alors la matrice APl(s) peut étre calculée ainsi:

A = RO = (WORE T 1 a1

Preuve Ce résultat découle directement des deux relations suivantes, de I'algorithme
4.3 :

P = Pl = gl L w sl
) _ L o 1 (s
AN O A L
Q; j

a

Puis, cette relation établie, on peut alors résoudre le probleme harmonique (4.31)
sans autre produit supplémentaire avec la matrice A.

Théoréme 4.10 Soit

a5
N d(s) "
Dl(s) = ! avec dg-s) = (p;-s)) Ap;s)a
(s)
dlfl
et
(s) (s) -
d(()s) (1 + ﬁ(()s)> d%s)
0 ) @ , 0 )
dls dls ( (5)> _ dzs
a(()s) (IES) ]‘ + /61 Oégs)
~ d(s)
G(s) = _a2§5)
4
(s) (s) Oé,(i)z
dzi1 dlil (1 (5)>
- S S —"_ ﬁ —
I NOREMON -1)

Alors les matrices G, F) et AW sont données par

$)\* s s))* s)A3) 7(s)
() eyt G
() AW (5)
o _ ( (w )0 W [)(25) ) (4.36)
l
AW [AW(S),APZ(S)]Y(S) (4.37)

ot APZ(S) est donné par (4.34).
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Preuve Les résultats désirés sont obtenus grace a (4.33), (4.32), (4.34) et a I'A-
othorgonalité de P et W. O

Pour cette approche, il faut garder les dgs), les ags), les BZ-(S), les ﬂgs) et les pgs) des [
premiéres étapes de 1’algorithme ainsi que les matrices W), AW () et (W(S))* AW ),

4.3.4.3 Le gradient conjugué déflaté pour les systémes avec multiples se-
conds membres

En résumé, l'algorithme DefCG pour des équations successives, fonctionne de la
mamiere suivante. On suppose que 'on veut déflater avec k vecteurs propres. Dans un
premier temps, on exécute le gradient conjugué standard avec un nombre [ d’itérations

supérieur a k. Les données dEl), agl), ﬁi(l) pourt =0,1,... ,l—1,et Pl(l) = [pgl), . ,pﬁ)l
sont sauvegardées. Puis G(M) et F(1) sont calculées d’apres (4.35) et (4.36) avec s = 1. Le
probléme aux valeurs propres (4.31) est alors résolu pour k vecteurs propres qui consti-
tuent les colonnes de Y1) ; puis W est calculé par W2 = [Pl(l)} Y car w) = 0.
Dans les étapes suivantes, I’algorithme déflaté est utilisé au lieu du Gradient Conjugué,
avec pour espace de déflation W = W), Les matrices AW ) et (WE)*AW ) sont
calculées grace A (4.37). On procéde alors comme avant, sauf que WD) est défini
par W+ = [W(s),Pl(s)]Y(s). Les matrices G(*) et F(®) servant au calcul des vecteurs
propres yZ(S) sont obtenues grace aux formules (4.35 - 4.37).

La version préconditionnée de cette méthode est obtenue en considérant le systeme
préconditionné suivant

L ALy = L1 20) = 70 s =12,... v

Comme dans le cas du gradient conjugué avec projection, préconditionné, on applique
la méthode aux systémes L™ 'AL *y(®) = L=15(5) et on redéfinit alors les variables
d’origine comme en (4.24). Tout est alors comme en (4.31) sauf G*) qui devient main-
tenant

(AWE) M= AW () (W AW AL L)
GB = . e (4.38)
- AL ) (W(s))*Aw(s) G(s) ’ :
114
avec M = LL*. Enfin le calcul de APZ(S) dans (4.34) devient
MT'APY = MR L) = (W(S)Al(i)l + P U}S)) LY. (4.39)

Si on rassemble toutes ces relations, on obtient 1'algorithme 4.8 page ci-contre.
En plus de la mémoire requise par l'algorithme du DefCG préconditionné, [ + 1

vecteurs ﬂ(()s),ﬂgs), . ,ﬂgs) doivent étre stockés pendant les itérations, ainsi que trois

matrices I:Jl(s), Ul(s) et Dl(s).
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Require: [ et k avec [ > k
1: Résoudre le premier systeme de 4.29 avec le gradient conjugué préconditionné
2. Calculer G et FU) d’apres 4.38 et 4.36.

3: W(l) =10
4: for s=23,... v do
5

Résoudre 4.31 pour k vecteurs propres ygs_l),yés_l), . ,y,(j_l)

6: wis) = W(sfl)’ljl(s_l) y(s—1)
7. Résoudre le s€systéme de 4.29 avec DefCD préconditionné avec W = W)
8. Calculer G et F(5) d’aprés 4.38, 4.35, 4.36 et 4.39

9: end for

Algorithme 4.8: Algorithme du Gradient Conjugué Déflaté Préconditionné

4.3.4.4 Considérations pratiques

Pour ’examen des cotits de calculs et de mémoire de ’algorithme DefCG, on suppose
que k < n et donc on négligera tous les termes ne contenant pas n.

Pour DefCG, il faut conserver W et AW en plus des vecteurs usuels du gradient
conjugué. Cela veut dire un stockage supplémentaire de 2k vecteurs de longueur n. De
plus, DefCG demande le calcul de Hr; a chaque étape. Cela peut étre effectué grace a
des opérations de type BLAS2 pour z; = (AW)*rj et rj — W (W*AW) " z;. Le coiit de
ces opérations est O(kn): le surcott en temps CPU n’est donc pas trop élevé. Il reste
alors le cout du calcul de W

On a vu que pour AugCG, qui utilise, pour W, I’espace engendré par les directions
successives de descente, seule la derniere colonne w,, de W avait besoin d’étre gardée
car la projection H se résumait a ’orthogonalisation contre ce seul vecteur w,,. Malheu-
reusement, si s est plus grand que 2, il n’y a pas de solution simple pour améliorer W'.
La seule solution, en effet, est de conserver tous les vecteurs des directions de descente
W), ce qui devient trés vite prohibitif.

Pour économiser quelques calculs, il est intéressant que les colonnes de W soient A-
orthogonales, car, dans ce cas, la matrice W* AW devient diagonale. Ce n’est cependant
pas essentiel et le surcolit est peu important.

Les approximations de vecteurs propres sont calculées grace au probleme propre
généralisé (4.31). Et donc, il faut , en plus de W et AW stocker les [ vecteurs Pl(s), ce
qui fait en tout un surcoiit en mémoire de 2k + [ vecteurs de taille n.

Le calcul de W grace a (4.33) et de AW grace & (4.37) requiert essentiellemnent des
opérations de type BLAS3 dont la complexité est en O(n(l + 1)k). Le calcul de W* AW
est une opération BLAS3 de cotit O(nk?). Et donc, si k et [ restent petits, le surcoiit
total reste modeste.
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4.4 Applications numériques

4.4.1 Comparaisons InitCg et AugCG
4.4.1.1 Conditions des tests

Voici quelques résultats numériques qui montrent 'efficacité des méthodes AugCG
et InitCG. Les exemples sont tirés de problémes tests, et les algorithmes sont implémentés
en Matlab. On ne donne ici que des résultats de convergence car les temps de calculs
ne seraient pas significatifs.

Un premier systéeme Ay = c¢ est d’abord résolu, puis un second Az = b. On donne
la convergence du second systéme pour différentes matrices A et différents choix de
seconds membres b. Dans tous les exemples, on prend ¢ = Ae avec e = [1,1,... ,1] et
yo = 0 (donc sy = ¢). De plus, on prend z_; = y; our j est le nombre total d’itérations
faites pour le premier systéeme Ay = ¢. On a donc

ro =H"(b—c)+sj.

Pour le second membre b, on étudie deux cas de figures différents. Tout d’abord, un
b “proche” de c:
b = ve+ ce + AWe

ainsi H*bW) = vH*c + eH*e = vs,, + eH*e et
r(()l) = —1)sy +s; +eH"e.
Dans le second cas, b est “loin” de c:

b =e

et donc

r(()2) = H*(e — Ae) + s;.

Le critere d’arrét pour le second systéme est ||rg|| < tol||b]| ou tol est spécifié & chaque
exemple.

Toutes les figures, tracent la norme relative du résidu ||rg||/||bl|, en fonction du
nombre d’itérations (qui est égal au nombre de produits matrice-vecteur). Pour les
exemples de 2 & 6, la ligne en pointillés représente le gradient conjugué démarré avec
z_1, la ligne avec des tirets représente InitCG et la ligne pleine AugCG, tous deux
démarrés aussi avec x_1.

4.4.1.2 Exemple 1

On choisit d’abord la matrice du Laplacien avec des conditions aux limites de Di-
richlet, discrétisé par un schéma aux différences finies & 5 points, sur une grille carrée
de taille 32 x 32. La matrice est donc de taille 900.

On prend ici b = b") pour montrer la stabilité numérique de InitCG. tol vaut 10~'2
et on prend € = 1072 et v = 10. On compare les deux formulations, stable et instable,
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FI1G. 4.1 — Résultats pour le Laplacien d’ordre 900 avec le second membre b()

de la page 85. La figure 4.1 montre la courbe de convergence pour la résolution de
Az = b pour le gradient conjugué (pointillés), pour InitCg avec une orthogonalisation
non modifiée (tirets) et pour InitCG avec une orthogonalisation modifiée pour une plus
grande stabilité numérique (courbe pleine).

Ici m = 65 et j = 68, qui correspond a ||s;|| < 107!2||c||. Clairement, dans ce cas,
la formulation stable est, comme attendue, meilleure et, & partir de maintenant, on
n’utilisera plus que celle-1a. On remarque aussi que InitCG converge plus vite que le
gradient conjugué.

4.4.1.3 Exemple 2

Comme on ne s’intéresse qu’a la convergence, on peut utiliser des matrices diago-
nales pour lesquelles on choisit facilement les valeurs propres. C’est déja fait ainsi dans
[43, 13]. On prend A = diag([1 : 500]).

Pour les deux seconds membres, m = 30 et tol = 10~°. On choisit b = b)) avec
v =1et e =10"2. La figure 4.2 montre le résultat pour b(!) et b(2).

InitCG et AugCG sont semblables pour des seconds membres proches, mais pour
des seconds membres plus quelconques, InitCg n’est plus aussi efficace que AugCG, car
|H*(b—c)| est trop grand. InitCG et AugCG sont cependant comparables pendant les
premieres itérations, comme prédit par la théorie, mais apres la vitesse de convergence
asymptotique de AugCG est meilleure. On note encore une fois que les deux algorithmes
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F1G. 4.2 — Résultats pour la matrice diag([1 : 500])

convergent plus vite que CG.

4.4.1.4 Exemple 3

On étudie maintenant 'impact de la taille m de 'espace de Krylov, sur lefficacité
de AugCG. La matrice A est la matrice SIRMQ4M1, du groupe Cylshell?. La matrice
est de taille N = 5489 et a 133950 coefficients non nuls. Son conditionnement estimé
est 1.8110%. On préconditionne le systéme par une factorisation de Cholesky incompléte
IC(1).

On prend b = b?) et tol = 109, La figure 4.3 montre les courbes de convergence de
CG et AugCG pour m variant de 10 & 50. Jusqu’a m = 40, AugCG économise & peu
pres m itérations puis un peu moins.

4.4.1.5 Exemple 4

Dans cet exemple et le suivant, on étudie les effets du préconditionnement et du
second membre. On utilise la matrice S2RMQ4M1 de la méme collection. La taille de
la matrice est N = 5489 et 134420 coefficients sont non nuls. Le conditionnement est
estimé & 1.77108.

On prend b = b1) avec v = 1 et € = 1073, On garde m = 20 vecteurs en mémoire
et la tolérance est fixée & tol = 107%. La figure 4.4 montre les résultats pour différents
préconditionnement de type Cholesky incomplets, avec 4 niveaux de remplissages:
IC(1), IC(2), IC(3) et IC(4).

Ici InitCG est plutot efficace car les deux seconds membres sont proches. Le résidu
relatif ||ro||/||b]| est bien plus faible avec InitCG et AugCG qu’avec CG, presque égal a

2. http://math.nist.gov/MatrixMarket/data
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F1G. 4.3 — Résultats pour la matrice SIRMQ4M1 avec le second membre b2

la tolérance 10~6.

AugCG économise 36 itérations avec le préconditionnement IC(1) et & peu pres 20
avec les trois autres préconditionnements. Pour IC(1), le gain initial est relativement
important car CG converge lentement. Malheureusement dans tous les cas, le gain initial
est en partie perdu car le résidu augmente. On peut reconnaitre des formes similaires
dans les courbes de convergences de AugCG et de CG, décalées d’environ m itérations.

4.4.1.6 Exemple 5

On choisit la méme matrice S2RMQ4MI, et les paramétres sont b = b, m = 20
et tol = 1075, la figure 4.5 montre les résultats pour les préconditionnements IC(1),
IC(2), IC(3) et IC(4).

InitCG n’est pas réellement efficace car le second membre b est trop éloigné de c.
Avec tous les préconditionnements, AugCG économise autour de 15 itérations: AugCG
reste efficace méme si on améliore le conditionnement.

4.4.1.7 Exemple 6

On étudie ici un exemple ou le gradient conjugué converge lentement pour montrer
I'impact du préconditionnement et de m. La matrice est SSRMT3MI1 toujours de la
méme collection. La matrice est de taille N = 5489 avec 111579 coefficients non-nuls.
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Le conditionnement estimé est 2.4810'°. On prend b = b et tol = 1075, La figure 4.6
montre les résultats pour m = 20 avec IC(1) comme préconditionnement, m = 20 avec
IC(2) comme préconditionnement, m = 50 et IC(1), m = 100 et IC(1).

Dans tous les cas InitCG est inefficace, car le second membre est trop éloigné. Avec
IC(1) et m = 20, AugCG n’est pas tres efficace car la convergence du gradient conjugué
est trés mauvaise lors des premieéres itérations du premier systeme. Il y a alors deux
moyens pour améliorer la convergence. Tout d’abord, améliorer le préconditionnement :
avec IC(2) et m = 20, AugCG économise 15 itérations par rapport & CG. Ou bien, on
peut augmenter le nombre de vecteurs conservés du premier systeme, en conservant le
préconditionnement IC(1). Et la, alors que m = 20 était inefficace, pour m = 50 et
m = 100, la convergence est alors bien améliorée.

Si la convergence du systéme initial est bonne, alors AugCG est efficace et m peut
étre petit. Mais si la convergence est mauvaise, alors pour I'améliorer, il faut un m
assez grand. Malheureusement, pour des questions de mémoire, m ne peut étre pris
aussi grand que 'on veut.

En effet, le calcul des vecteurs initiaux xg, ro et pp demande le stockage de m vecteurs
de dimension N. Si on utilise un espace de stockage secondaire, le gain en itérations
devrait contrebalancer les surcotits d’entrées-sorties. Le coiit en calculs augmente aussi
avec m pour le calcul de ces vecteurs initiaux.

Le choix d’un m optimal, minimisant le temps de calcul est toujours un probléme
ouvert. Il vaut siirement mieux utiliser un bon préconditionnement avec un m modéré,
mais il faut aussi que m soit suffisamment grand pour capturer les plus petites valeurs
propres de A dans W, car ce sont elles qui ralentissent la convergence[13, 40].

4.4.2 Comparaisons entre AugCG et DefCG

A présent, on va illustrer les vitesses de convergence asymptotiques des algorithmes
du gradient conjugué avec espace augmenté et du gradient conjugué déflaté. Les algo-
rithmes sont toujours implémentés en Matlab, et le critére d’arrét pour les exemples 7
a 9 est sur le résidu relatif:

1b— Az;ll2/[bll2 < 1077,

et toutes les figures, sauf 4.10, montrent le résidu relatif en fonction du nombre d’itérations.

4.4.2.1 Exemple 7

Tout d’abord, on teste ’algorithme 4.8 page 91 pour le Laplacien. La matrice est
de taille 400, et est calculée comme pour 'exemple 4.4.1.2 page 92. Le second membre
b est généré aléatoirement, toutes les composantes étant indépendantes et suivent une
distribution normale de moyenne 0 et de variance 1 (N (0,1)).

La plus grande valeur propre de A est 7.9553 et les quatre plus petites sont 0.0447,
0.1112, 0.1112, 0.1777. On calcule les vecteurs propres exacts w,wq,w3 associés aux
trois plus petites valeurs propres 0.0447, 0.1112, 0.1112. On résout alors le systeme
grace au gradient conjugué standard avec zo = 0, puis le gradient conjugué déflaté.
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On prend z_1 = 0 et W = [wq], [wy,ws], [wy,we,ws3]. les courbes de convergence sont
tracées figure 4.7 respectivement pleine, mixte, des croix et des tirets

On peut voir sur la figure 4.7, que la convergence du gradient conjugué déflaté avec
juste W = [w;] est meilleure que celle du gradient conjugué. En effet, le premier résout
un systeme dont le conditionnement est £ = 7.9553/0.1112. Avec deux vecteurs propres,
la convergence n’est pas meilleure, ce qui est logique car le conditionnement est le méme
k = 7.9553/0.1112. Enfin, avec trois vecteurs W = [wy,w9,ws], le conditionnement passe
a k= 7.9553/1.777, et la convergence est la meilleure.

4.4.2.2 Exemples 8 et 9

Les exemples 8 et 9 montrent l'efficacité de ’algorithme du gradient conjugué déflaté
pour résoudre le probleme 4.29 page 86. La solution initiale est toujours x¢y = 0 pour
résoudre avec le gradient conjugué et z_; = 0 pour la résolution avec des algorithmes
projetés. Le nombre de systémes pour 4.29 est 10 et les b(*) sont des vecteurs aléatoires
calculés comme pour I’exemple 4.4.2.1. On garde les vecteurs de ’espace des solutions
pendant [—20 itérations et pour la déflation on calcule k = 5 vecteurs propres approchés,
associés aux plus petites valeurs propres. Ce calcul se fait grace a la fonction QZ de
Matlab, entre deux résolutions consécutives. Les matrices sont tirées de la collection
Harwell-Boeing 3.

La courbe en pointillés correspond a la résolution du systéeme avec le gradient
conjugué préconditionné. La courbe avec des tirets est pour ’algorithme 4.8 du gra-
dient conjugué déflaté pour les systemes s = 2,... ,s = 10. La courbe pleine est pour
I’algorithme avec espace augmenté.

Pour ’exemple 8, la matrice est BCSSTK15 du groupe BCSSTRUC?2 de la collection
Harwell-Boeing. L’ordre de la matrice est 3948 et le systeme est préconditionné par une
factorisation de Cholesky incomplete IC(1). Les résultats sont sur la figure 4.8 page 103.

Pour l'exemple 9, la matrice est 1138BUS du groupe PSADMIT. L’ordre de la
matrice est 1138 et le systéme est préconditionné par une factorisation de Cholesky
incomplete IC(0). Les résultats sont aussi sur la figure 4.8.

Pour ces deux exemples, on observe que le nombre d’itérations décroit significati-
vement apres les premieres résolutions et tend rapidement vers une limite inférieure.
Ceci tient & ce que les vecteurs propres calculés sont alors, apres quelques raffinements,
exacts et le conditionnement du systéme ne bouge alors plus, et donc a partir de ce
moment les convergences sont semblables.

En pratique, on ne raffine plus les vecteurs propres, quand on se rend compte que
les vecteurs propres ne varient plus avec le raffinement. On peut aussi augmenter k et
[. Pour détecter qu’une paire de Ritz (y;,u;) a convergé, on peut tester la norme de
Ay; — piy;. Cela est fait dans [7].

L’algorithme ne se comporte cependant pas toujours aussi bien, comme le montre
I’exemple suivant.

3. WWW: http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/
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4.4.2.3 Exemple 10

La matrice de test est SSRMT3M3 du groupe CYLSHELL. Pour cette expérience,
on choisit | = k = 10 pour l'algorithme 4.8 et m = 30 pour l'algorithme 4.7. Le
préconditionnement est IC(2) et le test d’arrét est

16— Aajllo/ bll2 < 1075,

On résout pour 5 seconds membres différents; sinon tout est comme les exemples
précédents. Les résultats sont tracés sur la figure 4.9.

Les systemes 2, 3 et 5 résolus par le gradient conjugué déflaté, et le systeme 2 résolu
par le gradient conjugué avec espace augmenté ne convergent pas. A partir de 1074,
la convergence devient tres instable et pour certains systemes les courbes remontent
fortement : 'algorithme diverge.

Théoriquement, les résidus r; pour les deux algorithmes 4.8 et 4.7, sont orthogonaux
a W. Cependant, en pratique, cette orthogonalité est perdue petit & petit au cours des
itérations. Cela est illustré par la figure 4.10 qui montre la fonction suivante

w;T;
" N ) )
othor(j) = min (“wz‘||2’|7"j||2>

On la trace pour le second systeme de AugCG et le 5¢ de DefCG. Les deux courbes
de la fonction othor(j) montrent alors une grosse perte d’orthogonalité, telle qu’elle
détruit la convergence.

Un remede pour recupérer I’orthogonalité est d’ajouter une étape de réorthogonalisation

rj =rj— W (WW) ' W*r; (4.40)

Tout de suite apres avoir calculé r; dans les algorithmes. Le cotut de cette opération
est O(kn). On exécute & nouveau les deux algorithmes avec cette nouvelle correction,
et on trace les résultats dans la figure 4.9 a droite. Cette fois, seuls les systemes 3 etb
résolus avec DefCG et le second systéme résolu avec AugCG ne convergent pas, mais
toutes les courbes de convergence décroissent. On trace aussi la fonction othor(j) apres
correction du résidu r; avec 4.40 dans la figure 4.10. On remarque que les courbes sont
bien plus basses que sans correction.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre sont présentées différentes méthodes pour accélérer la convergence
du gradient conjugué préconditionné. Le premier point concerne la modification de la
solution initiale. Cela améliore les premieres itérations car pendant 7 itérations, on
obtient la vitesse de convergence du gradient conjugué par blocs, démarré avec le bloc
[80,7"0].

Le second point cherche & améliorer le comportement asymptotique. Cette accélération
s’obtient par la modification de I’espace des solutions, en lui ajoutant des directions
pertinentes, issue de la connaissance que 'on a de la matrice ou des calculs faits lors
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de la résolution antérieure d’un systeme avec la méme matrice. On montre alors que la
vitesse de convergence est régie par le conditionnement de la matrice «projetée» H*AH.

Deux algorithmes sont alors proposés. Le premier, AugCG, réutilise ’espace de
Krylov W du premier systéme et a un surcoiit pendant les itérations tres faible car
la projection sur W se réduit a ’orthogonalisation par rapport a un seul vecteur.
Cependant, le gain, évident sur les exemples numériques, est peu quantifiable.

Le second algorithme, DefCG, utilise les valeurs propres de A. Le gain est, 1a,
quantifiable car la vitesse de convergence est maintenant gouvernée par le conditionne-
mentde la matrice déflatée. Cependant, le surcotlit pendant les itérations est légérement
supérieur, car il faut orthogonaliser par rapport a tous ces vecteurs propres. Un gros
avantage de cette méthode est que les approximations des vecteurs propres utilisés pour
la déflation peuvent étre affinés entre les résolutions de systémes jusqu’a obtenir une
trés bonne acuité et donc un gain maximal. Les expériences numériques confirment cela
tres bien.
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Conclusion

On s’intéresse dans cette these a la résolution de systemes linéaires, pierre angu-
laire du calcul scientifique. Apreés un rappel des principaux algorithmes pour résoudre
les systémes linéaires et un test comparant ces algorithmes sur un probleme de restau-
ration d’images avec des estimateurs robustes, on y présente deux nouveaux volets.

Le premier volet porte sur la régularisation de systémes linéaires mal-conditionnés
dont le second membre est bruité. Pour résoudre ce probleme, on présente une nouvelle
méthode itérative basée sur des filtres polynomiaux et dont le filtre de régularisation
n’est pas a priori fixé; ce qui permet a l'utilisateur de choisir la régularisation en
fonction du probleme. Cette méthode, de formulation «a la Lanczos», est alors dérivée
pour approcher la solution régularisée & chaque itération. Puis on démontre que les
filtres utilisés convergent vers la fonction filtre fixée par 'utilisateur. Mais la convergence
des approximations xj vers la solution filtrée x4 n’est pas encore démontrée.

Pour ce qui est du comportement numérique de ’algorithme, on choisit un filtre
en deux parties: les composantes de la solution qui sont suivant les directions propres
associées a des valeurs propres comprises entre 0 et un parametre a, sont atténuées pour
diminuer la contamination de la solution par le bruit. Les autres composantes ne sont
pas modifiées. Les solutions des systémes sont bien proches de la solution attendue, sans
étre trop contaminées par le bruit présent dans le second membre. On y voit cependant
la grande sensibilité de I'algorithme par rapport au parametre a, dont dépend le filtre
choisi, et le choix du a optimal parait délicat. Il faudrait pour un choix automatique,
coupler cet algorithme avec une méthode de recherche de parameétres optimaux. Il serait
aussi intéressant de tester cet algorithme sur un probléme ou le filtre idéal n’est pas
simplement passe-bas ou passe-haut. On pourrait alors couper I'intervalle en plus de
deux segments pour la définition de ce filtre.

Le second volet concerne 'augmentation des espaces de Krylov pour accélérer la
convergence de l'algorithme du gradient conjugué. Il s’agit de résoudre une séquence
de systémes dont seuls les seconds membres évoluent. On présente tout d’abord des
résultats théoriques sur l'adjonction d'un espace W quelconque & l’espace des solu-
tions. On caractérise alors le nouvel espace des solutions comme une somme d’espaces
de Krylov et on montre que la vitesse de convergence asymptotique est régie par le
conditionnement de H*AH, ot H est la projection A-orthogonale sur W4,

Puis on présente deux nouveaux algorithmes: AugCG et DefCG. Le premier utilise
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la structure particuliere des espaces de Krylov pour réduire le cout de la projection:
en utilisant I'espace de Krylov généré par une résolution antérieure, il suffit d’orthogo-
naliser par rapport a la derniere direction pour avoir 'orthogonalité toute entiere. On
ne sait pas estimer précisément le conditionnement du nouveau systéme, mais on peut
voir sur les tests numériques que 'on gagne généralement autant d’itérations que ’on
a conservé de vecteurs dans W. Si on résout plus de deux systemes, on peut conserver
plusieurs espaces de Krylov, en orthogonalisant & chaque fois et pour chaque espace, par
rapport & la derniére direction. C’est ce qui est fait, par exemple, pour des problemes
de sous-domaines, ou la taille du systéme, qui est celle de l'interface, est petite par
rapport a la taille du probleme global et donc le stockage est peu important.

Le second algorithme, DefCG, utilise des approximations de Ritz des petites valeurs
propres de A, pour enrichir I'espace des solutions. Dans ce cas, on connait une bonne
estimation du nouveau conditionnement et donc le taux asymptotique de convergence.
Mais on est obligé d’orthogonaliser par rapport a toutes les directions de W. Un avan-
tage de cet algorithme est qu’il peut étre raffiné au fur et & mesure des résolutions: en
effet, avec le nouvel espace de Krylov produit, on calcule de nouvelles approximations
des vecteurs propres de meilleure qualité, et ce, jusqu’a convergence des paires de Ritz.

Enfin, ces deux algorithmes sont testés sur des exemples tirés de la bibliotheque
Harwell-Boeing. Ces tests confirment tous les résultats théoriques. Ces tests mettent
aussi en avant la difficulté de régler les parameétres des méthodes : ¢’est-a-dire le nombre
de vecteurs & conserver et le nombre de valeurs propres a calculer.

Il reste donc a généraliser ces algorithmes au cas non symétrique et a les implémenter
de maniere efficace, pour une intégration dans les bibliothéques scientifiques.
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Résumé

De nombreux probléemes de calcul scientifique réclament la résolution de systémes
linéaires. Des algorithmes récents et performants pour résoudre ces systemes sont basés
sur les méthodes de Krylov. L’espace des solutions de celles-ci est un espace de Krylov
et la solution est alors définie par une condition d’orthogonalité dite de Galerkin.

Dans une premiere partie, on modifie la définition de la solution pour la résolution
de systemes mal-conditionnés, en introduisant une nouvelle technique de régularisation
basée sur des filtres polynomiaux. Le point fort de cette méthode est que la forme des
filtres n’est pas fixée par la méthode mais peut étre quelconque, et donc dictée par les
spécificités du probléme.

Dans la seconde partie, on modifie I’espace des solutions pour accélérer la conver-
gence. Deux techniques sont explorées. La premiére permet de recycler un espace de
Krylov utilisé pour résoudre une premiere équation. La seconde, basée sur des tech-
niques de déflation, cherche & atténuer l'effet néfaste des plus petites valeurs propres.
Cette derniére peut, de plus, s’affiner lors de la résolution de plusieurs systemes, jusqu’a
éliminer completement 'impact de ces petites valeurs propres.

Tous ces algorithmes sont implémentés et testés sur des problémes issus de I'ana-
lyse d’images et de la mécanique. Cette validation numérique confirme les résultats
théoriques.

Mots clés : solveur linéaire, espace de Krylov, gradient conjugué, régularisation, filtres
polynomiaux, déflation.

Abstract

Many problems in scientific computation require to solve linear systems. Recent
efficient solvers are based on Krylov methods. Their solution space is a Krylov sub-
space and the solution is then defined by an orthogonality condition, called Galerkin’s
condition.

In the first part, the definition of the solution is modified for the resolution of ill-
conditionned systems and a new regularization technique, based on polynomial filters,
is introduced. The main interest in the method is that the shape of the filters is inde-
pendant of the method. It can be arbitrary, and thus directed by the specificities of the
problem.

In the second part, the solution space is modified to accelerate the convergence.
Two techniques are proposed. The first allows a Krylov subspace to be reused in the
solution of a succeeding equation. The second, based on deflation techniques, tries to
dampen the effect of the smallest eigenvalues. Moreover, it can be refined when solving
multiple systems, to progressively eliminate the impact of these small eigenvalues.

These algorithms are implemented and tested on problems from image analysis and
mecanic. This numerical validation confirms the theoretical results.

Key words: linear solver, Krylov subspace, conjugate gradient, regularization, poly-
nomial filters, deflation.



