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Introduction

Les syst�emes lin�eaires sont au c�ur de nombreux probl�emes du calcul scienti�que.

Parfois, leur pr�esence est explicite ; d'autres fois, ils sont cach�es derri�ere plusieurs in-

terfaces de mod�elisation ou de calcul. Ce second cas de �gure est le plus fr�equent.

L'exemple le plus classique est la r�esolution d'une �equation non lin�eaire par la m�ethode

de Newton [2] : on lin�earise l'�equation au voisinage de la solution approch�ee. La solution

du syst�eme lin�eaire obtenu donne une nouvelle solution, meilleure si les hypoth�eses du

th�eor�eme de convergence sont respect�ees. Bien souvent, le solveur lin�eaire est, comme

dans le cas pr�ec�edent, la bô�te de calcul la plus sollicit�ee, bien qu'elle n'apparaisse pas

explicitement lors de la mise en �equations du mod�ele.

De plus, la taille des syst�emes �a r�esoudre, d�epend directement du nombre d'incon-

nues. Celui-ci augmentant avec le nombre de degr�es de libert�e du mod�ele et la �nesse

de la discr�etisation, les syst�emes �a r�esoudre deviennent vite �enormes, ce qui n�ecessite

des stockages sp�eciaux pour les matrices, g�en�eralement creuses. Parfois, ces matrices

sont tellement grandes qu'il faut les conserver sur des supports auxiliaires car elles ne

tiennent pas en m�emoire principale. Quand on est dans ce cas, alors toutes les m�ethodes

directes sont prohib�ees, car elles demandent des acc�es �a la structure de la matrice, bien

trop coûteux. C'est pourquoi, on se tourne vers les m�ethodes it�eratives.

Ces m�ethodes partent toutes d'une solution initiale x0 que l'on va chercher �a

am�eliorer ; ce qui donnera une nouvelle solution approch�ee, que l'on a�ne �a nouveau,

jusqu'�a ce que la solution courante soit su�samment proche de la solution exacte.

Pour mesurer l'erreur commise, on s'appuie principalement sur la norme du r�esidu

rk = b� Axk, car l'erreur exacte ek = A
�1
b � xk n'est pas calculable. Cela pose donc

un premier probl�eme : celui de la pr�ecision des calculs. En e�et, on se rend compte que

pour certaines matrices la convergence devient tr�es lente �a partir d'un certain point.

Parfois ce comportement n'est que local, c'est ce que l'on appelle un palier. Il faut alors

�etudier les causes du palier [13, 40] et essayer de les supprimer. En�n, le pire cas est

quand l'accumulation des erreurs de calculs font diverger le syst�eme.

Un autre cas d'erreur arrive quand les donn�ees ne sont pas exactes. Le syst�eme

que l'on r�esout, peut être d�enatur�e par du bruit. Dans ce cas, la solution d�esir�ee est

la solution du syst�eme non perturb�e et non celle du syst�eme bruit�e ; d'autant plus

que ces deux solutions peuvent être tr�es �eloign�ees l'une de l'autre. Dans ce cas, on a

l'habitude de modi�er le syst�eme pour qu'il soit moins sensible aux erreurs et donc la

solution de ce nouveau syst�eme est plus proche de la solution d�esir�ee que la solution du

syst�eme original : c'est la r�egularisation [22, 32]. Les techniques les plus classiques sont
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4 Introduction

la r�egularisation de Tikhonov [42, 41] et les techniques de troncatures comme TSVD

[21, 23].

Le second probl�eme est la vitesse de convergence. On recherche, en e�et, une vi-

tesse de convergence maximale, car le solveur lin�eaire, on l'a dit, est souvent la clef de

l'e�cacit�e de l'application toute enti�ere. Pour quanti�er cette vitesse, on peut mesurer

le temps CPU n�ecessaire �a la r�esolution d'un ou plusieurs syst�emes tests. On se rend

cependant compte que lors d'une it�eration, il y a un petit nombre, ind�ependant des

it�erations, d'op�erations avec la matrice. Ce sont des op�erations de type BLAS2 si la

matrice A est pleine. Sinon, cela peut être une multiplication creuse ou même l'utilisa-

tion d'une bô�te noire qui calcule le produit de la matrice par un vecteur. En plus de ces

op�erations matricielles dont le coût est �xe pour une it�eration, il y a quelques op�erations

BLAS1 de mise �a jour de vecteurs, dont le coût est la plupart du temps n�egligeable de-

vant celui des premi�eres. C'est pourquoi, on mesure l'e�cacit�e des solveurs au nombre

d'it�erations n�ecessaires pour la convergence.

On cherchera donc tout au long de cette th�ese �a am�eliorer ces deux aspects des

solveurs lin�eaires : la robustesse et l'e�cacit�e, dans le cas o�u le syst�eme est sym�etrique

d�e�ni positif. Cette propri�et�e est tr�es fr�equente pour les matrices obtenues par la

discr�etisation d'EDP. On suppose aussi ces matrices su�samment grandes pour rendre

r�edhibitoire le coût d'une m�ethode directe.

Le plan s'articule ainsi :

{ dans le premier chapitre, on rappelle les propri�et�es des solveurs it�eratifs les plus

classiques (relaxation, gradient conjugu�e), en d�etaillant plus particuli�erement les

m�ethodes de Krylov, �a la base des chapitres suivants ;

{ le second chapitre montre des tests e�ectu�es pour un probl�eme classique de res-

tauration d'images et con�rme l'e�cacit�e du gradient conjugu�e ;

{ une technique de r�egularisation �a base de �ltres polynomiaux est propos�ee dans

le troisi�eme chapitre ;

{ en�n des m�ethodes d'acc�el�eration de l'algorithme du gradient conjugu�e sont d�evelopp�ees

dans le quatri�eme chapitre.

La conclusion rappelle les r�esultats nouveaux et donne une vue des perspectives de

ce travail.
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Chapitre 1

Les solveurs it�eratifs

1.1 M�ethodes de point �xe et m�ethodes de projection

Il y a deux grandes classes de m�ethodes it�eratives pour r�esoudre un syst�eme lin�eaire

Ax = b: (1.1)

La premi�ere classe comprend les m�ethodes de point �xe : ce sont des m�ethodes qui

utilisent une contraction pour, �a chaque �etape, se rapprocher de la solution exacte.

La seconde comprend les m�ethodes de projection qui calculent la projection de la

solution exacte sur un certain espace. Si cet espace est de la forme hv;Av : : : ;Ak�1
vi =

Kk(A;v), alors la m�ethode est dite de Krylov, du nom de l'espace Kk(A;v), appel�e

espace de Krylov.

1.1.1 M�ethodes de point �xe

Dans de telles m�ethodes, on calcule une solution approch�ee xk+1 �a partir de la

solution approch�ee de l'�etape pr�ec�edente :

xk+1 = Bxk + c: (1.2)

G�en�eralement B provient d'une d�ecomposition de A sous la forme : A = M � N . On

�ecrit alors

Mxk+1 = Nxk + b

d'o�u
B =M

�1
N

c =M
�1
b:

La convergence de ces m�ethodes est r�egie par le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1.1 On suppose qu'il existe un x unique tel que x = Bx+ c. Alors la suite

fxkg d�e�nie par l'it�eration (1.2) converge vers x quel que soit le vecteur initial x0 si

�(B) < 1 o�u �(B) = max fj�j;� valeur propre de Bg est le rayon spectral de B.
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Preuve voir [2, page 10]. 2

On pose pour la suite

D =

2
64
a1;1

. . .

an;n

3
75 ; �E =

2
64

0

a2;1
. . .

an;1 an;n�1 0

3
75 ; �F =

2
64
0 a1;2 a1;n

. . . an�1;n
0

3
75 :

La d�ecomposition la plus simple est alors de prendre pourM la diagonale de A. On

a donc

M = D

N = E + F

C'est la m�ethode de Jacobi. Le calcul de xk+1 se fait de la fa�con suivante

[xk+1]i =
1

ai;i

0
@bi � i�1X

j=1

ai;j [xk]j �
nX

j=i+1

ai;j [xk]j

1
A :

Si on utilise les composantes de xk+1 d�ej�a calcul�ees, pour la mise �a jour du vecteur,

on obtient la m�ethode de Gauss-Seidel :

[xk+1]i =
1

ai;i

0
@bi � i�1X

j=1

ai;j [xk+1]j �
nX

j=i+1

ai;j [xk]j

1
A : (1.3)

Cette m�ethode correspond �a la d�ecomposition

M = D �E

N = F:

Pour A sym�etrique d�e�nie positive, cette m�ethode converge toujours. En e�et

Th�eor�eme 1.2 Soit A 2 Mn(R) sym�etrique d�e�nie positive, alors la m�ethode de

Gauss-Seidel d�e�nie par (1.3) converge pour tout x0.

Preuve voir [17, page 512]. 2

Malheureusement cette m�ethode produit souvent une matrice B dont le rayon spec-

tral est proche de 1. Pour y pallier, on d�e�nit une m�ethode dite de sur-relaxation qui

�xe xk+1 comme un barycentre de xk et de la solution produite par la m�ethode de

Gauss-Seidel xGSk+1

xk+1 = (1� !)xk + !x
GS

k+1:

Cela correspond �a l'it�eration suivante

[xk+1]i = (1� !) [xk]i +
!

ai;i

0
@bi � i�1X

j=1

ai;j [xk+1]j �
nX

j=i+1

ai;j [xk]j

1
A ; (1.4)
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et �a la d�ecomposition suivante

M! =
1

!
D �E

N! =
1� !

!
D + F:

Pour certains probl�emes, on connâ�t le ! optimal [44, 17], c'est-�a-dire celui qui

minimise le rayon spectral de M�1
N . Mais dans le cas g�en�eral, il peut être n�ecessaire

de faire une �etude des valeurs propres pour le connâ�tre.

1.1.2 M�ethodes de projection

Une autre classe de m�ethode comprend les m�ethodes de projection [14, 1]. Pour

d�e�nir une telle m�ethode, on utilise deux conditions. La premi�ere �xe ((l'endroit)) o�u

l'on cherche la solution �a la ke it�eration : usuellement une sous-vari�et�e a�ne de Rn .

Pour les m�ethodes dites de Krylov, cette sous-vari�et�e est x0 + Kk(A;r0) o�u Kk(A;r0)

est l'espace de Krylov de dimension k engendr�e par A et r0, r0 �etant le r�esidu initial

b�Ax0. C'est-�a-dire que l'on a

Kk(A;r0) = hr0;Ar0; : : : ;Ak�1
r0i:

Cet espace contenant xk est appel�e espace des solutions. Donc pour les m�ethodes de

Krylov, on a la condition suivante

xk 2 x0 +Kk(A;r0): (1.5)

Il faut alors �xer le xk qui convient dans cet espace. On peut d�esirer que ce xk
minimise l'erreur ou le r�esidu dans une certaine norme, ou bien que l'un de ces deux

vecteurs soit orthogonal (pour une certaine forme bilin�eaire) �a un espace de dimension

k. Si A est sym�etrique d�e�nie positive, ces deux objectifs se rejoignent. Le th�eor�eme

1.3 le pr�ecise.

Th�eor�eme 1.3 Soit W un sous-espace vectoriel de Rn et A une matrice sym�etrique

d�e�nie positive de Mn(R). Alors le point z minimise la quantit�e suivante keykA =

kA�1b�ykA pour y 2W , si et seulement si le r�esidu associ�e rz = b�Az est orthogonal

�a W . C'est-�a-dire W �
rz = 0.

Preuve Soit y 2W . Alors

ey = A
�1
b� y = ez + z � y:

D'o�u

keyk2A = kez + z � yk2A;
= kezk2A + kz � yk2A + 2 (Aez;z � y) ;

= kezk2A + kz � yk2A + 2 (rz;z � y) :
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Soit z � y = �t avec � 2 R et t 2W , A-unitaire. On a donc :

keykA � kezkA ) �
2 + 2�(rz;t) � 0; 8� 2 R;

) (rz;t)
2 � 0:

Donc (rz;t) = 0, d'o�u rz?W . La r�eciproque est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme

de Pythagore. 2

D'o�u, pour A sym�etrique d�e�nie positive, si on veut minimiser l'erreur ek en norme

A sur l'espace des solutions, il su�t de trouver le xk qui rend le r�esidu orthogonal �a

cet espace. Cette condition est appel�ee condition de Petrov-Galerkin. Elle s'�ecrit ici

rk ? Kk(A;r0): (1.6)

Ces deux conditions de�nissent un unique point xk. La m�ethode de Lanczos et le gra-

dient conjugu�e sont des algorithmes permettant de calculer ce xk.

1.2 La m�ethode de Lanczos

C'est un proc�ed�e it�eratif qui comporte deux �etapes : tout d'abord, on calcule une

base orthonorm�ee Um de Km, ainsi que la matrice Tm de A dans cette base. On suppose

A sym�etrique d�e�nie positive, ainsi Tm le sera aussi. Cette phase est appel�ee Proc�ed�e de

Lanczos, dans le cas sym�etrique. Puis on produit la solution xm v�eri�ant les conditions

(1.5) et (1.6).

1.2.1 Le proc�ed�e de Lanczos

Il peut être vu comme une orthogonalisation de Gram-Schmidt sur une base de

Km : la base des it�er�es [r0; : : : ;A
m�1

r0]. On note Um la matrice form�ee par les vecteurs

[u1; : : : ;um], o�u uk est l'orthonormalis�e de A
k
r0 par rapport �a Uk�1. C'est-�a-dire

uk+1 est unitaire, parall�ele �a Auk �
kX

j=0

(Auk;uj)uj :

Mais pour tout j 2 f0; : : : ;k � 2g, (Auk;uj) = 0. En e�et (Auk;uj) = (uk;Auj). Or

Auj 2 Kj+1 et donc uk ? Auj d�es que k > j + 1, c'est-�a-dire j < k � 1. On en d�eduit

que

uk+1 est unitaire, parall�ele �a Auk � (Auk;uk)uk � (Auk;uk�1)uk�1:

On pose alors

�k = (Auk;uk)

�k = (Auk;uk�1)


k+1 = kAuk � �kuk � �kuk�1k2
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d'o�u Auk = 
k+1uk+1 +�kuk + �kuk�1. Puis, en prenant le produit scalaire avec uk+1,

on a


k+1 = (uk+1;Auk)

= (Auk+1;uk)

= �k+1:

Finalement, le proc�ed�e de Lanczos, pour construire une base de taille m, est r�esum�e

dans l'algorithme 1.1.

�1 = kr0k
u1 =

1
�1
r0

u0 = 0

for k = 1; : : : ;m do

uk+1 = Auk � �kuk�1

�k = (uk+1;uk)

uk+1 = xk+1 � �kuk

�k+1 = kuk+1k2
uk+1 =

1
�k+1

uk+1

end for

Algorithme 1.1: Proc�ed�e de Lanczos

Um est une base orthonorm�ee de Km, c'est-�a-dire U
�
mUm = Im. De plus, on note Tm

la matrice tridiagonale avec pour diagonale les (�k)k=1:::m et pour sur- et sous-diagonale

les (�k)k=2:::m. On a alors

AUm = UmTm + �m+1um+1e
(m)
m

�
;

avec e
(m)
j , je vecteur de la base canonique de Rm . On en d�eduit, par multiplication avec

U
�
m que :

Tm = U
�
mAUm:

1.2.2 Production de la solution

On recherche la solution xm v�eri�ant (1.5) et (1.6). Or

(1:5) , xm 2 x0 +Km

, xm = x0 + Um


avec 
 un vecteur quelconque. On a alors

rm = b�Axm

= r0 �AUm
:



10 Les solveurs it�eratifs

En�n

(1:6) , rm ? Km

, U
�
mrm = 0

, U
�
m(r0 �AUm
) = 0

, Tm
 = U
�
mr0

, Tm
 = U
�
m(�1u1)

, 
 = �1T
�1
m e

(m)
1 :

C'est-�a-dire que la solution est

xm = x0 + �1UmT
�1
m e

(m)
1 ;

que l'on calcule de la fa�con suivante

1: trouver f tel que Tmf = �1e
(m)
1

2: xm = x0 + Umf

1.2.3 Calcul du r�esidu

La propri�et�e int�eressante �a ce stade est la possibilit�e de calculer la norme du r�esidu

(ou l'erreur en norme A2) sans produire la solution [34]. En e�et

rm = b�Axm

= b�A(x0 + Umf)

= r0 �AUmf

= �1u1 �AUmf

= Um�1e
(m)
1 �AUmf

= UmTmf �AUmf

= ��m+1um+1e
(m)
m

�
f

= ��m+1fmum+1:

D'o�u

krmk2 = �m+1jfmj (1.7)

avec

fm = e
(m)
m

�
f:

La mise �a jour de krmk2, �a chaque it�eration, se r�esume donc au calcul de fm, derni�ere
composante du vecteur solution du syst�eme Tmf = �1e

(m)
1 .
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1.2.3.1 Grâce aux formules de Cramer

Les formules de Cramer donnent directement fm sous forme d'un quotient de

d�eterminant

fm =

�������������

�1 �2 �1

�2
. . .

. . . 0
. . .

. . . �m�1
...

. . . �m�1
...

�m 0

�����������������������

�1 �2

�2
. . .

. . .

. . .
. . . �m

�m �m

����������
=

(�1)m�1
Qm

k=1 �k

jTmj
:

Le d�eterminant jTmj de Tm se calcule lui grâce �a une r�ecurrence d'ordre 2. En e�et,

en d�eveloppant par rapport �a la derni�ere colonne, on a

jTmj = �m jTm�1j � �m

������������

�1 �2 0

�2
. . .

. . .
...

. . .
. . . �m�2 0

�m�2 �m�2 �m�1
0 � � � � � � 0 �m

������������
;

puis en d�eveloppant ce dernier d�eterminant par rapport �a la derni�ere ligne, on obtient

jTmj = �m jTm�1j � �
2
m jTm�2j :

La r�ecurrence est initialis�ee par �
jT0j = 1

jT1j = �1

On a alors

fm+1 = ��m+1
jTmj
jTm+1j

fm:

D'o�u, en posant, tk =
jTkj
jTk�1j

, on obtient les r�ecurrences suivantes pour le calcul de fm8>>><
>>>:

t1 = �1

f1 =
�1
t1

8k > 1; tk = �k �
�2
k

tk�1

fk = ��k
tk
fk�1:
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On a donc

krmk2 =
�m+1

tm
krm�1k2:

1.2.3.2 Grâce �a une factorisation LDL
�

Une autre m�ethode pour obtenir ce r�esultat, consiste �a factoriser la matrice Tm =

LDL
�, puis �a r�esoudre les syst�emes triangulaires bidiagonaux par r�ecurrence. Supposons

en e�et que l'on connaisse une factorisation LDL� de Tm, avec

L =

2
66664

1

l2
. . .

. . .
. . .

lm 1

3
77775 et D =

2
66664
d1

. . .

. . .

dm

3
77775 :

On r�esout alors successivement les syst�emes Lh = �1e1 puis Dg = h et en�n L�f = g.

Le premier syst�eme s'�ecrit2
66664

1

l2
. . .

. . .
. . .

lm 1

3
77775

2
66664
h1

...

...

hm

3
77775 =

2
6664
�1

0
...

0

3
7775 :

Ce qui implique

hi = (�1)i�1�1
iY

j=2

lj :

Le deuxi�eme syst�eme s'�ecrit2
66664
d1

. . .

. . .

dm

3
77775

2
66664
g1

...

...

gm

3
77775 =

2
66664
h1

...

...

hm

3
77775 :

Ce qui implique

gi = (�1)i�1�1

Qi
j=2 lj

di
:

On remarque que les coe�cients ne d�ependent que de leur rang : pour avoir le vecteur

g de taille m+1, il su�t de calculer gm+1 = (�1)m�1
Q

m+1
j=2 lj

dm+1
et de l'ajouter au vecteur

g en derni�ere ligne. Le troisi�eme syst�eme, en�n, s'�ecrit2
66664
1 l2

. . .
. . .

. . . lm

1

3
77775

2
66664
f1

...

...

fm

3
77775 =

2
66664
g1

...

...

gm

3
77775 :
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On en d�eduit

fm = gm

= (�1)m�1�1

Qm
j=2 lj

dm
(1.8)

ainsi que

fi = gi � li+1fi+1; pour i = m� 1; : : : ;1: (1.9)

Pour le calcul de la factorisation LDL�, on proc�ede par identi�cation :2
66664

1

l2
. . .

. . .
. . .

lm 1

3
77775

2
66664
d1

. . .

. . .

dm

3
77775

2
66664
1 l2

. . .
. . .

. . . lm

1

3
77775

=

2
66664

d1 d1l2

d1l2 d1l
2
2 + d2

. . .

. . .
. . . dm�1lm

dm�1lm dm�1l
2
m + dm

3
77775

=

2
66664
�1 �2

�2
. . .

. . .

. . .
. . . �m

�m �m

3
77775 :

On a donc

d1 = �1;

puis on utilise la r�ecurrence suivante, pour i � 2(
li =

�i
di�1

di = �i � di�1l
2
i :

La seconde ligne peut aussi se calculer avec

di = �i �
�
2
i

di�1
:

On peut ici remarquer que dk = tk =
jTkj
jTk�1j

. En rempla�cant alors, dans (1.8), li par sa

valeur, on obtient

fm = (�1)m�1
Qm

j=1 �jQm
j=1 dj

= �
�m

dm
fm�1: (1.10)
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On retrouve donc bien les formules obtenues grâce aux formules de Cramer, dans la

partie 1.2.3.1 page 11.

Mais on peut aussi calculer f grâce �a L��m�1[g]i=1:::m�1, c'est-�a-dire le f que l'on

obtient �a l'it�eration pr�ec�edente. On note f (i) le vecteur f correspondant �a l'it�eration i ;

et on note ~f le vecteur f priv�e de sa derni�ere ligne. On peut alors remarquer que

L
�
m+1f

(m+1) = g
(m+1)

)

2
664 L

�
m

lm+1

1

3
775
2
664 ~f (m+1)

gm+1

3
775 =

2
664 ~g(m+1)

gm+1

3
775

) L
�
m
~f (m+1) + lm+1gm+1e

(m)
m = ~g(m+1)

) ~f (m+1) = L
��
m g

(m) � gm+1ll+1L
��
m e

(m)
m

) ~f (m+1) = f
(m) � gm+1ll+1L

��
m e

(m)
m (1.11)

1.2.3.3 Algorithme �nal

Si on utilise maintenant la relation (1.7), on obtient

krmk2 = �m+1jfmj

= �m+1
�m

dm
jfm�1j

=
�m+1

dm
krm�1k2: (1.12)

On ajoute alors ce calcul dans la boucle de l'algorithme de Lanczos pour r�esoudre

un syst�eme sym�etrique et on obtient l'algorithme 1.2 page ci-contre. Dans cet algo-

rithme, nk d�esigne la norme euclidienne de rk et est l'indicateur de convergence. Il y a

breakdown si nk = 0, ce qui implique �k = 0. Dans ce cas, on a

AU = UT

et xk est la solution exacte du syst�eme. C'est un happy breakdown. De plus, dk 6= 0,

car dk est le quotient du determinant de Tk par celui de Tk�1, deux matrices d�e�nies

positives.

Pour la r�esolution du syst�eme tridiagonal, plusieurs impl�ementations sont possibles

en fonction de la strat�egie de calcul du r�esidu. Si on a choisi la factorisation LDL
�,

alors le syst�eme se r�esout par la r�ecurrence 1.9 �a partir du vecteur g dont on calcule une

composante �a chaque it�eration du proc�ed�e de Lanczos. Si on ne connâ�t pas a priori

la factorisation de T , on peut la calculer ou r�esoudre le syst�eme avec des rotations de

Givens.

Au lieu de calculer la norme euclidienne du r�esidu, on peut calculer une borne

sup�erieure de l'erreur en norme A grâce �a la m�ethode des quadratures [18, 19], qui

exprime r�kA
�1
rk comme une int�egrale avec une mesure constante par morceaux.
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Require: x0 solution initiale et tol seuil d'arrêt

1: r0 = b�Ax0

2: �1 = n1 = kr0k2
3: u1 =

1
�1
r0

4: u0 = 0, k = 1

5: repeat

6: uk+1 = Auk � �kuk�1

7: �k = u
�
k+1uk

8: uk+1 = xk+1 � �kuk

9: �k+1 = kuk+1k2
10: if �k+1 6= 0 then

11: uk+1 =
1

�k+1
uk+1

12: end if

13: if k = 1 then

14: d1 = �1

15: else

16: dk = �k �
�2
k

dk�1

17: end if

18: nk+1 =
�k+1
dk

nk

19: k = k + 1

20: until nk < tol

21:

22: m = k

23: r�esoudre Tmf = �1e
(m)
1

24: xm = x0 + Umf

Algorithme 1.2: Algorithme de Lanczos

1.3 Le gradient conjugu�e

1.3.1 D�erivation de l'algorithme de Lanczos en gradient conjugu�e

On a vu dans la partie 1.2.3.2 page 12, que l'on pouvait exprimer la derni�ere com-

posante de f grâce �a une r�ecurrence. En poussant cette r�e
exion plus loin, on exprime

par r�ecurrence tout le vecteur f , et ainsi on calcule la nouvelle solution xk+1 grâce

�a des r�ecurrences. Ce nouvel algorithme s'appelle algorithme du gradient conjugu�e

[17, 36, 29]. Il a les mêmes propri�et�es que l'algorithme de Lanczos dont il est d�eriv�e,

c'est-�a-dire qu'il permet de r�esoudre un syst�eme lin�eaire sym�etrique d�e�ni positif et la

r�esolution se fait sans breakdown.
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Pour la d�erivation, on utilise un vecteur auxiliaire pk = ��k+1fkUk+1L
��
k+1ek+1. Or

L
��
k+1ek+1 =

�
�lk+1L

��
k ek

1

�

donc

pk = ��k+1fkUk+1

�
�lk+1L

��
k ek

1

�
= ��k+1fk

�
uk+1 � lk+1UkL

��
k
ek

�
= ��k+1fkuk+1 �

�k+1

�k
lk+1

fk

fk�1
pk�1

or

��k+1fkuk+1 = rk

et

fk

fk�1
= �

�k

dk

lk+1 =
�k+1

dk

donc

pk = rk +
�
2
k+1

d2k

pk�1:

On en d�eduit alors grâce �a (1.11)

xk+1 = xk + fk+1Uk+1L
��
k+1ek+1

= xk �
fk+1

fk�k+1

pk

= xk +
1

dk+1

pk

et

rk+1 = rk �
1

dk+1

Apk:

On pose alors

�
CG

k =
1

dk+1

�
CG
k =

�
2
k+1

d2
k

:
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On a alors les r�ecurrences suivantes pour la mise �a jour des vecteurs rk et pk

rk+1 = rk � �
CG

k Apk (1.13)

pk = rk + �
CG

k pk�1: (1.14)

Les vecteurs pk sont appel�es directions de descente car c'est suivant la droite xk+Rpk
que l'on recherche xk+1. Et comme rk+1 ? pk, xk+1 minimise kekkA sur la droite

xk + Rpk , et donc l'erreur diminue.

1.3.2 L'algorithme du gradient conjugu�e

De plus, les �CGk et les �CGk peuvent se calculer sans les �k et les �k. En e�et

p
�
kApk =

�
��k+1fkUk+1L

��
k+1ek+1

��
A
�
��k+1fkUk+1L

��
k+1ek+1

�
= �

2
k+1f

2
ke

�
k+1L

�1
k+1Tk+1L

��
k+1ek+1

= �
2
k+1f

2
ke

�
k+1Dk+1ek+1

= �
2
k+1f

2
kdk+1

= (r�krk) dk+1

et d'apr�es (1.12)

krkk
krk�1k

=
�k+1

dk
:

D'o�u

�
CG

k =
r
�
krk

p
�
kApk

;

�
CG

k+1 =
r
�
k+1rk+1

r
�
krk

:

Th�eor�eme 1.4 On appelle Rk = [r0; : : : ;rk�1] et Pk = [p0; : : : ;pk�1], les matrices dont

les colonnes sont les vecteurs engendr�es par les r�ecurrences (1.13) et (1.14). On a alors

l'�egalit�e suivante

hRki = hPki = hUki = Kk(A;r0) (1.15)

Preuve On a

Rk = [r0; : : : ;rk�1]

= Uk

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75 ;

donc hRki = hUki = Kk(A;r0).
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De plus

Pk = [p0; : : : ;pk�1]

= UkL
��
k

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75 ;

d'o�u hPki = hUki = Kk(A;r0). 2

L'algorithme d�eriv�e s'appelle algorithme du gradient conjugu�e, �a cause de la relation

de conjugaison des directions de descente (1.16). Cela est r�esum�e dans l'algorithme 1.3

et le th�eor�eme 1.5.

Th�eor�eme 1.5 Les pk sont A-conjugu�es, c'est-�a-dire

p
�
iApj = 0 pour i 6= j: (1.16)

Preuve

P
�
kAPk =

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75L�1k U

�
kAukL

��
k

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75

=

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75Dk

2
64
��1f0

. . .

��kfk�1

3
75

qui est une matrice diagonale. 2

Require: x0 vecteur initial

1: r0 = b�Ax0

2: p0 = r0

3: for k = 0;1; : : : do

4: �k =
r�
k
rk

p�
k
Apk

5: xk+1 = xk + �kpk

6: rk+1 = rk � �kApk

7: �k+1 =
r�
k+1

rk+1

r�
k
rk

8: pk+1 = rk+1 + �k+1pk

9: end for

Algorithme 1.3: Algorithme du Gradient Conjugu�e
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1.3.3 Optimalit�e du Gradient Conjugu�e

Les th�eor�emes suivants montrent que la solution produite par l'algorithme du gra-

dient conjugu�e est optimale pour la norme A, puis donnent une vitesse asymptotique

de convergence, en fonction du conditionnement de la matrice A.

Th�eor�eme 1.6 L'erreur ek = x� xk v�eri�e les relations suivantes

kekkA = min
y2x0+Kk(A;r0)

ky � xkA

kekkA = min
q2Pk�1

k(I �Aq(A))e0kA

= min
q 2 Pk

q(0) = 1

kq(A)e0kA

Preuve Tout d'abord rk ? Kk(A;r0), car rk est parall�ele �a uk+1. Le th�eor�eme 1.3

permet alors de conclure pour la premi�ere �egalit�e.

Puis 8y 2 x0 +Kk(A;r0);9!q 2 Pk�1 tel que y = x0 + q(A)r0. On a donc

A(x� y) = b�Ax0 �Aq(A)r0

= (I �Aq(A))Ae0;

d'o�u la 2e �egalit�e.

En�n, quand q d�ecrit Pk�1, (I �Xq) d�ecrit fp 2 Pk; p(0) = 1g. On en d�eduit la

derni�ere �egalit�e. 2

Th�eor�eme 1.7 Soit �2 =
�n
�1

le conditionnement de A, alors

kekkA � 2ke0kA

�p
�2 � 1

p
�2 + 1

�k

Preuve On a

kekkA = min
q 2 Pk

q(0) = 1

kq(A)e0kA

� min
q 2 Pk

q(0) = 1

max
x2[�1;�n]

jq(x)jke0kA

� 2ke0kA

�p
�2 � 1

p
�2 + 1

�k
:

Pour la d�emonstration de la derni�ere in�egalit�e, on pourra consulter [12]. 2



20 Les solveurs it�eratifs

1.3.4 Pr�econditionnement

Le th�eor�eme 1.7 montre que l'e�cacit�e de l'algorithme du gradient conjugu�e est

fortement li�ee au conditionnement du syst�eme. Cela incite �a modi�er le syst�eme �a

r�esoudre et le remplacer par un syst�eme �equivalent, dont le conditionnement est plus

favorable au gradient conjugu�e. Cela s'appelle pr�econditionner le syst�eme [36, 29].

Si on appelle M une matrice sym�etrique d�e�nie positive, approchant A, on peut,

par exemple, r�esoudre un des probl�emes suivants

M
�1
Ax =M

�1
b; (1.17)

ou

AM
�1
u = b; x =M

�1
u: (1.18)

Malheureusement dans ce cas, M�1
A et AM�1 ne sont plus sym�etriques. On peut

pr�eserver cette sym�etrie, par exemple, si M est disponible sous forme factoris�ee M =

LL
�. Alors on s�epare la matrice de pr�econditionnement et on r�esout

L
�1
AL

��
u = L

�1
b; x = L

��
u (1.19)

qui est, lui, un syst�eme sym�etrique. Cela n'est pas cependant n�ecessaire car M�1
A est

auto-adjoint pour le produit scalaire M . En e�et

(M�1
Ax;y)M = (Ax;y) = (x;M�1

Ay)M :

Et donc, il su�t de r�esoudre (1.17) avec le produit scalaire M dans l'algorithme du

gradient conjugu�e. L'algorithme devient avec zk =M
�1
rk

1: for k = 0;1; : : : do

2: �k = (zk;zk)M=(M
�1
Apk;pk)M

3: xk+1 = xk + �kpk

4: rk+1 = rk � �kApk

5: �k+1 = (zk+1;zk+1)M=(zk;zk)M

6: pk+1 = rk+1 + �k+1pk

7: end for

Il n'est pas n�ecessaire de calculer les produits scalaires M car

(zk;zk)M = (zk;rk)

(M�1
Apk;pk)M = (Apk;pk):

Si on injecte ces relations dans l'algorithme du gradient conjugu�e, on obtient l'algo-

rithme 1.4. Il est appel�e algorithme du gradient conjugu�e pr�econditionn�e. Son avantage

sur la version non pr�econditionn�ee est que la vitesse de convergence d�epend maintenant

du conditionnement de la matrice M�1
A.

Sa mise en �uvre n�ecessite un vecteur interm�ediaire suppl�ementaire et une r�esolution

de syst�eme : zk = M
�1
rk. Il faut donc choisir M de telle fa�con que ce surcoût ne soit

pas trop important, et pour que le gain soit important, on choisit M telle que M�1
A

soit le plus proche possible de l'identit�e. Il existe de nombreuses mani�eres pour choisir

M . Dans la partie 1.3.5, on va voir quelques-unes de ces strat�egies.
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Require: x0 solution initiale et M pr�econditionnement

1: r0 = b�Ax0

2: z0 =M
�1
r0

3: p0 = z0

4: for k = 0;1; : : : do

5: �k = (zk;rk)=(pk;Apk)

6: xk+1 = xk + �kpk

7: rk+1 = rk � �kApk

8: zk =M
�1
rk+1

9: �k+1 = (zk+1;rk+1)=(zk;rk)

10: pk+1 = zk+1 + �k+1pk

11: end for

Algorithme 1.4: Algorithme du Gradient Conjugu�e Pr�econditionn�e

1.3.5 Di��erents pr�econditionnements

1.3.5.1 Factorisations LU incompl�etes

Une premi�ere id�ee de pr�econditionnement est la factorisation LU. En e�et, la r�esolution

de syst�emes triangulaires coûte peu. Malheureusement, g�en�eralement, cette factorisa-

tion m�ene �a un remplissage qui est inacceptable pour de grandes matrices creuses. Pour

�eviter cela, on fait une factorisation incompl�ete de A : c'est-�a-dire que l'on ne calcule

pas tous les �el�ements de L et U , mais seulement une partie d'entre eux. On calcule

alors L et U telles que

A = LU �R

avec R = [ri;j]i;j une matrice qui a des z�eros aux endroits o�u l'on veut que la factorisa-

tion soit exacte. On appelle patron de factorisation, l'ensemble P des indices (i;j) o�u

ri;j est nul. Pour r�ealiser cette factorisation incompl�ete suivant un patron P, on utilise

l'algorithme 1.5 d�eriv�e de l'algorithme de Gauss pour la factorisation LU.

Malheureusement, cet algorithme ne termine pas toujours. On peut par exemple

tomber sur un pivot nul. Cependant sous certaines hypoth�eses [36], la factorisation est

toujours possible.

On appelle une M-matrice, une matrice non-singuli�ere telle que

{ ai;i > 0 pour i = 1; : : : ;n

{ ai;j � 0 pour i = 1; : : : ;n, j = 1; : : : ;n et i 6= j

{ A
�1 � 0.

On a alors le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 1.8 Soit A une M-matrice et P un patron de factorisation, alors l'algo-

rithme 1.5 est faisable et produit une factorisation incompl�ete de A r�eguli�ere. C'est �a

dire que l'on a

A = LU �R
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Require: P patron de factorisation

1: for k = 1; : : : ;n� 1 do

2: for i = k + 1; : : : ;n et (i;k) 62 P do

3: ai;k =
ai;k
ak;k

4: for j = k + 1; : : : ;n et (i;k) 62 P do

5: ai;j = ai;j � ai;kak;j

6: end for

7: end for

8: end for

Algorithme 1.5: Factorisation LU incompl�ete

avec LU inversible.

Preuve Pour la preuve, se r�ef�erer �a [28]. 2

Maintenant se pose le probl�eme de la strat�egie de remplissage, c'est-�a-dire le choix

de P. Le choix le plus naturel est de prendre pour P, le même sch�ema de remplissage

que A, la diagonale en sus. Cette factorisation est appel�ee ILU(0).

Cependant la pr�ecision d'une telle factorisation peut être insu�sante. Pour l'am�eliorer,

on autorise alors un certain remplissage. On peut choisir de prendre le même remplis-

sage que celui du produit LU o�u L et U sont les matrices obtenues avec la factorisation

ILU(0). C'est la factorisation ILU(1). Malheureusement cela ne se g�en�eralise pas direc-

tement. Pour avoir di��erent niveaux de remplissage, on d�e�nit un niveau initial pour

chaque �el�ement de A, par

levi;j =

�
0 si ai;j 6= 0 ou si i = j

1 sinon:

Puis on met �a jour les niveaux pendant l'algorithme d'�elimination de Gauss de la fa�con

suivante

levi;j = minflevi;j;levi;k + levk;j + 1g :

Les indices i, j et k sont les mêmes que lors de l'�etape ai;j = ai;j � ai;kak;j de l'al-

gorithme 1.5. En s�eparant la factorisation symbolique de la partie num�erique, on ob-

tient l'algorithme 1.3.5.1, pour calculer le niveau de chaque �el�ement. Pour la factori-

sation ILU(p), on garde tous les �el�ements dont le niveau est inf�erieur �a p. C'est-�a-dire

P = f(i;j); levi;j > pg.
Cet algorithme de factorisation peut malheureusement être tr�es coûteux. De plus

il garde les �el�ements uniquement sur des crit�eres structurels et non sur leur valeur. Il

peut ainsi conduire �a �ecarter des �el�ements de grande valeur de la factorisation. Pour

�eviter cela, on peut baser la strat�egie de remplissage sur la valeur des �el�ements de L et

U .
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1: Pour tous les �el�ements non nuls de A, levi;j = 0

2: for i = 2; : : : ;n do

3: for k = 1; : : : ;i� 1 et levi;k � p do

4: levi;j = min flevi;j ;levi;k + levk;j + 1g
5: end for

6: end for

Algorithme 1.6: Calcul des niveaux de remplissage pour ILU(p)

Pour cela, on reprend l'algorithme de Gauss, et pour chaque �el�ement, au cours de

la factorisation, on applique une r�egle de s�election : si l'�el�ement ne satisfait pas une

certaine r�egle, on ne le garde pas : c'est-�a-dire, on le remplace par z�ero. G�en�eralement,

on garde l'�el�ement s'il est plus grand qu'un seuil de tol�erance � . En�n pour chaque ligne

calcul�ee, on peut encore appliquer une r�egle de s�election. Cela permet, par exemple, de

contrôler le nombre d'�el�ements en ne gardant que les � plus grands, par exemple. Cela

donne la factorisation ILUT(�,�).

1.3.5.2 Approche de l'inverse

Toutes ces strat�egies essayent d'approcher A par LU au sens o�u l'erreur �R =

A�LU doit être ((petite)). Mais dans les algorithmes pr�econditionn�es, c'est L�1AU�1 =

I � L
�1
RU

�1 qui est utilis�ee, et donc il faut que L
�1
RU

�1 soit petite, sinon le

pr�econditionnement ne fera pas son o�ce [10]. Si L et U sont bien conditionn�ees alors

si R est petite, L�1RU�1 le sera aussi raisonnablement. C'est le cas si par exemple A

est �a diagonale dominante.

Si ce n'est pas le cas, on peut chercher �a approcher A�1 directement pour ne pas

sou�rir du mauvais conditionnement possible de la factorisation ILU. C'est-�a-dire trou-

ver une matrice M telle que kI � AMkF soit petite. Cela est d�etaill�e dans [11] par

exemple.

1.3.5.3 Autres pr�econditionnements

On peut aussi utiliser les matrices d�e�nies dans les m�ethodes de point �xe, par

exemple dans SOR. Malheureusement, cette matrice n'est pas sym�etrique. Pour la

rendre sym�etrique, on peut faire la mise �a jour dans l'algorithme une fois dans un sens

(de 1 �a n), une fois dans l'autre sens (de n �a 1). Cela consiste �a faire une it�eration de

SOR avec les matricesM! et N!, puis une autre, imm�ediatement, avec leurs transpos�ees

M
�
! et N�

!. On obtient

M = M!D
�1
M

�
!

N = N!D
�1
N
�
!:

C'est la m�ethode SSOR ( symmetric successive over-relaxation). Pour l'utiliser en

pr�econditionnement, on r�ealise une �etape, ou N �etapes, de l'algorithme SSOR, lors de
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la phase de pr�econditionnement, comme si on cherchait �a r�esoudre Azk = rk.

On peut aussi utiliser un polynôme en A comme pr�econditionnement. En e�et, il

existe un polynôme �, tel que �(A) = A
�1. En utilisant une approximation ~� de ce po-

lynôme, on obtient une matrice de pr�econditionnement avec ~�(A). Ces pr�econditionnements

font partie des pr�econditionnements polynômiaux [29, 5].

1.4 Conclusion

Ce chapitre pr�esente une partie des algorithmes de r�esolution de syst�emes lin�eaires.

Ce sont ces algorithmes que l'on compare dans le chapitre deux. Par la suite, on modi�e

les algorithmes de Krylov. Dans le chapitre trois, le but est une r�egularisation de la

solution ; dans le chapitre quatre, c'est l'acc�el�eration de la convergence du gradient

conjugu�e, qui est vis�ee.

Il existe d'autres algorithmes, mais ils ne sont pas trait�es ici. Ce sont par exemple,

les m�ethodes multi-grilles [29] et les m�ethodes par blocs [33]. Il existe aussi de nombreux

autres pr�econditionnements [5, 37, 39].
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Chapitre 2

Comparaisons de solveurs

lin�eaires, pour le probl�eme de la

restauration d'images

Alors que le premier chapitre pr�esentait formellement les solveurs lin�eaires clas-

siques, ce second montre leur comportement lors de tests num�eriques. Le probl�eme

choisi pour e�ectuer les comparaisons ente les solveurs est issu de l'analyse d'images : il

s'agit de restaurer une image bruit�ee. Le mod�ele le plus simple, dit mod�ele quadratique,

n'est pas satisfaisant d'un point de vue qualit�e de l'image restaur�ee. C'est pourquoi,

pour les tests, on a choisi un mod�ele plus �n : celui des estimateurs robustes.

La premi�ere partie de ce chapitre pr�esente ces deux mod�eles ; la seconde d�etaille

la mise en �uvre des m�ethodes lin�eaires utilis�ees. En�n les r�esultats de ces tests sont

consign�es dans la troisi�eme partie.

2.1 Pr�esentation des mod�eles

2.1.1 Le mod�ele quadratique

Le mod�ele de base de la restauration, dit mod�ele quadratique, peut s'exprimer ainsi :

soit b une image (bruit�ee) de taille n� n. On pose N = n
2, alors b 2 R

N et soit � un

param�etre r�eel positif, l'image restaur�ee est l'image minimisant la fonction d'�energie

suivante :

H(x) = kx� bk22 + �kDxk22 (2.1)

avec D un op�erateur lin�eaire, g�en�eralement un op�erateur de lissage. Pour les tests, D

sera toujours l'op�erateur de lissage du premier ordre : c'est-�a-dire que Dx est le vecteur

des �ecarts dans l'image x. C'est un vecteur de taille 2N(N � 1).

On peut voir dans cette fonction d'�energie H, deux potentiels kx�bk2 et kDxk2. Le
premier signi�e que l'image restaur�ee doit être proche de l'image bruit�ee. C'est normal

car le bruit est consid�er�e comme une perturbation de l'image originelle. Le second terme
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impose �a l'image restaur�ee une certaine r�egularit�e. En e�et plus l'image est lisse, plus

ce potentiel est bas ; il est minimal pour une image uniforme.

L'image x minimisant l'�energie H, est aussi solution de l'�equation suivante :

(I + �D
�
D)x = b: (2.2)

Donc pour restaurer l'image b, il su�t de r�esoudre le syst�eme 2.2, syst�eme lin�eaire �a

matrice sym�etrique d�e�nie positive.

2.1.2 La structure de I + �D�D

La matrice D�
D associe �a tout point de l'image, la somme des �ecarts �a ses voisins

horizontaux et verticaux ; c'est-�a-dire avec une notation �a double indice et pour les

points int�erieurs de l'image :

xi;j 7! xi;j � xi+1;j

+ xi;j � xi�1;j

+ xi;j � xi;j�1

+ xi;j � xi;j+1

= 4xi;j � xi+1;j � xi�1;j � xi;j�1 � xi;j+1:

Ou avec une notation �a un seul indice :

xk 7! 4xk � xk�n � xk�1 � xk+1 � xk+n:

Pour les points du bord, on ne fait la somme que pour les voisins existants. C'est-

�a-dire pour les coins, la somme devient 2xk � xv1 � xv2 et sur les autres points de la

fronti�ere 3xk � xv1 � xv2 � xv3 ; v1, v2 et v3 �etant les indices des voisins existants. La

matrice I + �D
�
D est donc de la forme suivante :

I + �D
�
D =

0
BBBBBBB@

A0 ��In

��In A1
. . .

. . .
. . .

. . .

. . . A1 ��In
��In A0

1
CCCCCCCA
;

o�u A0 et A1 sont de dimension n et de la forme :

A0 =

0
BBBBBBB@

1 + 2� ��

�� 1 + 3�
. . .

. . .
. . .

. . .

. . . 1 + 3� ��
�� 1 + 2�

1
CCCCCCCA
;
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A1 =

0
BBBBBBB@

1 + 3� ��

�� 1 + 4�
. . .

. . .
. . .

. . .

. . . 1 + 4� ��
�� 1 + 3�

1
CCCCCCCA
:

On peut alors remarquer que le coe�cient de la diagonale est 1 plus � fois le nombre

de voisins du pixel xk. Ce qui incite �a introduire la fonction nv, �egale au nombre de

voisins du pixel :

nv(xk) =

8<
:

2 si xk est dans un coin

3 si xk est sur un bord

4 sinon.

(2.3)

De même, on utilise la fonction sv qui vaut la somme des voisins du pixel :

sv(xk) =

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

x2 + xn+1 si k = 1

xn�1 + x2n si k = n

xn2�2n+1 + xn2�n+2 si k = n
2 � n+ 1

xn2�n + xn2�1 si k = n
2

xk�1 + xk+1 + xk+n si 2 � k � n� 1

xk�n + xk�1 + xk+1 si n2 � n+ 1 � k � n
2 � 1

xk�n + xk+1 + xk+n si k = n+ 1;2n+ 1; : : : ;n2 � 2n+ 1

xk�n + xk�1 + xk+n si k = 2n;3n; : : : ;n2 � n

xk�n + xk�1 + xk+1 + xk+n sinon.

(2.4)

Ces deux fonctions nv et sv sont tr�es importantes car elles permettent d'exprimer

toutes les op�erations matricielles sans faire intervenir explicitement les matrices. De

plus, elles cachent les e�ets de bord, car tous les pixels sont alors trait�es de la même

fa�con. En�n, les formules utilisant nv et sv, se g�en�eralisent tr�es bien | elles ne changent

pas | pour le mod�ele des estimateurs robustes, en utilisant des pond�erations.

2.1.3 Les estimateurs robustes

La r�egularisation quadratique a le d�esavantage de lisser les discontinuit�es et les

contours de l'image originelle. Pour pr�evenir cela, une r�egularisation respectant les

contours a �et�e r�ecemment introduite en analyse d'image [16, 3, 9, 30]. Elle est ca-

ract�eris�ee par la substitution de la norme quadratique classique de la r�egularisation de

Tikhonov [42, 41] par une fonction d'erreur, robuste. Il est d�emontr�e dans [9] que le

terme de r�egularisation robuste peut être �ecrit comme une somme pond�er�ee de poten-

tiels quadratiques. Ces poids sont alors de nouvelles variables reli�ees aux discontinuit�es

spatiales du probl�eme.
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(I + �D�ZD)x = b

x

Mise �a Jour de zx

Convergence?

Oui

Non

zx

x

zx =
�0(x)

2x

Solveur Lin�eaire

b;�

Algorithme 2.1: Algorithme de restauration avec estimateur robuste

Le probl�eme robuste peut se formuler ainsi :

argminH(x) (2.5)

avec H une fonction d'�energie de la forme

H(x) = kx� bk2 + �

X
(k;j)2C

�(kxk � xjk) (2.6)

o�u � est une constante positive et C un ensemble de cliques. Une clique est un ensemble
de pixels voisins pour un syst�eme de voisinage. Ici ce sera toujours le syst�eme �a 4 voisins,

et on indexera toutes les paires de sommets par i. On note aussi gi(x) = kxk�xjk pour
i repr�esentant la paire de sommets(k;j). Ce qui permet de r�ecrire l'�energie ainsi

H(x) = kx� bk2 + �

X
i2C

�(gi(x)): (2.7)
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La fonction � est un M-estimateur [25], ce qui permet de traiter le probl�eme des

discontinuit�es de l'image. Cette fonction � est continue, paire et croissante sur R+ et

crô�t moins vite qu'une fonctionnelle quadratique �a l'in�ni pour moins p�enaliser les

discontinuit�es que celle-ci.

Pour r�esoudre le probl�eme 2.5, on transforme celui-ci en une suite de probl�emes

quadratiques en introduisant des variables auxiliaires. Pour cela, on utilise le th�eor�eme

suivant qui montre que le graphe de � est l'enveloppe inf�erieure d'une famille de para-

boles, continuement index�ees par z 2]0;1].
Th�eor�eme 2.1 Soit � une fonction paire de R dans R, continuement d�erivable, telle

que :

1. � est croissante sur R+ ;

2. �(v) = �(
p
v) est strictement concave sur R+ ;

3. limv!1 �
0(v) = 0 ;

4. � = limv!0+ �
0(v) < +1.

Alors, il existe une fonction  strictement convexe, continuement d�erivable sur ]0;1]

telle que

8u 2 R+
; �(u) = min

z2]0;1]

�
�zu

2 +  (z)
�
: (2.8)

Preuve voir [16, 3]. 2

Le minimum dans (2.8) est alors donn�e par

arg min
z2]0;1]

�
�zu

2 +  (z)
�
=
�
0(u)

2�u
: (2.9)

On peut alors remplacer la minimisation de kx� bk2 +�
P

i2C �(gi(x)), par la minimi-

sation en (x;fzig) de

kx� bk2 + �

X
i2C

�
�zigi(x)

2 +  (zi)
�
; (2.10)

car les deux sommes ont le même minimum global. Ces zi sont de nouvelles variables,

appel�ees poids adaptatifs. Il y a un coe�cient par paire de pixels voisins. On appelle z

le vecteur des zi. On a alors :

H(x) = min
z
H
�(x;z) (2.11)

avec

H
�(x;z) = kx� bk2 + �

X
i2C

�
�zigi(x)

2 +  (zi)
�
: (2.12)

C'est-�a-dire en notation matricielle

H
�(x;z) = x

�(I + ��D
�
ZD)x� 2x�b+ b

�
b+ �

X
i2C

 (zi) (2.13)
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avec Z la matrice diagonale contenant les zi. On fait alors le changement d'�echelle

suivant �� ! � et la fonction H� devient

H
�(x;z) = x

�(I + �D
�
ZD)x� 2x�b+ c (2.14)

o�u c est une constante. Le probl�eme initial (2.5) est alors devenu le suivant :

argmin
x;z

H
�(x;z): (2.15)

La r�esolution de ce nouveau probl�eme (2.15) se fait alors par minimisation altern�ee :

on �xe une variable x ou z, et on minimise par rapport �a l'autre. �A z �x�e, la minimi-

sation est celle d'une fonctionnelle quadratique : elle est r�esolue par un solveur lin�eaire

classique. �A x �x�e, la minimisation se fait grâce �a la formule (2.9).

Cela s'appelle la m�ethode des moindres carr�es pond�er�es it�er�es [24] ; en anglais ite-

rated reweighted least squares (IRLS). Le sh�ema 2.1 r�esume cet algorithme.

2.2 La mise en �uvre

2.2.1 Op�erations matricielles

Toutes les versions des algorithmes utilis�es devront être ((matrix-free)). C'est-�a-dire,

qu'ils n'utilisent pas la matrice A = I + �D
�
D ou A = I + �D

�
ZD, mais le r�esultat

de son produit avec un vecteur. Pour les algorithmes de relaxation, c'est la matrice du

solveur qui ne sera pas form�ee.

La structure de la matrice I + �D
�
D est explicit�ee dans la partie 2.1.2. Celle de la

matrice A = I+�D�
ZD utilis�ee pour la r�esolution avec IRLS, est exactement la même,

et les valeurs sont simplement pond�er�ees par un zi. Ce qui veut dire que la fonction nv

sera maintenant la somme des quatre coe�cients pond�erateurs situ�es entre xk et ses

voisins, et la fonction sv est la somme des valeurs des pixels voisins pond�er�ee par les zi
correspondants.

Grâce �a ces deux fonctions, on exprime la diagonale de A comme le vecteur

[1 + �nv(xk)]k=1:::n2

et le produit de A par x. On a en e�et :

[Ax]k = (1 + � nv(xk))xk � � sv(xk): (2.16)

Donc pour le gradient conjugu�e, la multiplication par la matrice I + �D
�
D | ou

par I+�D�
ZD dans le cas des estimateurs robustes | se fait grâce aux deux fonctions

nv et sv.

2.2.2 Les m�ethodes de relaxation

De même, on exprime les matrices d'it�eration des m�ethodes de relaxation d�ecrite

dans la partie 1.1.1 page 5, de fa�con �a ne plus faire intervenir ces matrices lors des
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calculs. Pour la m�ethode de Jacobi, on a besoin de

nX
j = 1

j 6= i

ai;j[x]j

o�u ai;j est le coe�cient i;j de la matrice du syst�eme. Cette somme vaut � fois la somme

des voisins du pixel, et donc la nouvelle valeur du pixel est

bk + � sv(xk)

1 + � nv(xk)
:

Pour l'algorithme de Gauss-Seidel, on utilise la même somme que pour l'algorithme

de Jacobi. Cependant, les valeurs des pixels �a gauche et au-dessus sont les valeurs d�ej�a

mises �a jour. C'est-�a-dire que, alors que pour l'algorithme de Jacobi, on devait faire la

mise �a jour dans une nouvelle variable, pour l'algorithme de Gauss-Seidel, on fait la

mise �a jour en place ; on met �a jour les valeurs des pixels pour k allant de 1 �a n2. Dans

ce cas, les valeurs xk�n, valeur du pixel de gauche, et xk�1, valeur du pixel d'au-dessus,

ont d�ej�a �et�e modi��ees, alors que les deux autres, pas encore. L'it�eration devient donc :

pour k = 1::n2 xk =
bk + � sv(xk)

1 + � nv(xk)
: (2.17)

Pour la m�ethode SOR, on calcule la mise �a jour grâce �a la valeur de l'it�eration

pr�ec�edente x(k) et la valeur produite par la m�ethode de Gauss-Seidel x
(k+1)

GS
:

x
(k+1) = (1� !)x(k) + !x

(k+1)

GS
: (2.18)

En�n, pour la m�ethode SSOR, on alterne le sens de la mise �a jour : une fois de 1 �a

n
2, la suivante de n2 �a 1. Donc pour la premi�ere it�eration, les pixels de gauche et d'au-

dessus ont d�ej�a �et�e modi��es, et pour la seconde, ce sont ceux de droite et d'en-dessous.

2.2.3 Les pr�econditionnements

Pour le pr�econditionnement diagonal, il s'agit de diviser par la matrice diagonale,

dont les �el�ements sont ceux de la diagonale principale de A, c'est-�a-dire 1+� nv(xk). Il

su�t donc, pour la mise en �uvre du pr�econditionnement diagonal, de faire une passe

pour diviser xk par 1 + � nv(xk), pour tous les pixels de l'image.

Pour la factorisation de Cholesky incompl�ete IC(0), il s'agit de factoriser A � LL
�,

sans remplissage : on ne calcule que des termes d�ej�a pr�esents dans A. La matrice L ne

contient que la diagonale principale, la 1re et la ne sous-diagonale. Les termes de L sont

les suivants :

{ pour la 1�ere sous-diagonale :

Lk;k�1 = �
�

Lk�1;k�1
;
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{ pour la n�eme sous-diagonale :

Lk;k�n = �
�

Lk�n;k�n
;

{ pour la diagonale principale :

Lk;k =

s
Ak;k �

�2

L2
k�1;k�1

�
�2

L2
k�n;k�n

=

s
(1 + � nv(xk))�

�2

L
2
k�1;k�1

�
�2

L
2
k�n;k�n

:

Le pr�econditionnement e�ectif se fait donc de la mani�ere suivante : on ne stocke que

la diagonale de L dans un vecteur l, c'est-�a-dire que l'espace m�emoire n�ecessaire est de

la taille d'une image. Les valeurs des sous-diagonales �etant obtenues imm�ediatement

par calcul, lorsqu'on en a besoin. Puis on met �a jour l'image en deux passes : de haut

en bas puis de bas en haut. Ce qui donne :

{ pour k = 1::n2

lk =

s
(1 + � nv(xk))�

�2

l
2
k�1

�
�2

l
2
k�n

;

{ pour k = 1::n2

xk =
1

lk

�
xk +

�

lk�n
xk�n +

�

lk�1
xk�1

�
;

{ pour k = n
2
::1

xk =
1

lk

�
xk +

�

lk+n
xk+n +

�

lk+1

xk+1

�
:

2.2.4 Le test d'arrêt

Le test d'arrêt est le même pour tous les algorithmes : d�es que moins de 3% de

l'image est modi��e lors d'une it�eration, l'algorithme s'arrête. C'est-�a-dire, que pour

chaque it�eration, on compte le nombre de pixels modi��es : un pixel est consid�er�e comme

modi��e si la partie enti�ere de sa valeur change. Si une it�eration change moins de 3%

des pixels de l'image, alors on consid�ere que la convergence s'est faite.

Pour l'algorithme non lin�eaire, le test est le même : si la r�esolution du syst�eme

lin�eaire modi�e moins de 3% des pixels, alors l'algorithme s'arrête.

2.3 Les r�esultats num�eriques

2.3.1 D�eroulement des tests

Les premiers tests comparent les m�ethodes de relaxation et aussi plusieurs ! pour

SOR. Puis on compare les di��erents pr�econditionnements pour le gradient conjugu�e.
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�gure 2.1 { Mire de test

En�n, on compare SOR au gradient conjugu�e pr�econditionn�e par une factorisation

de Cholesky incompl�ete, car dans leur cat�egorie, ces deux algorithmes ont donn�e les

meilleurs r�esultats.

Pour tous les tests, on a cr�e�e un ensemble de 20 images de tests, qui sont des

quadrillages plus ou moins �ns et des mires circulaires. Ces images sont en 256 niveaux

de gris et de taille 256 par 256. La �gure 2.1 repr�esente un exemple de mire typique. �A

toutes ces images, on a ajout�e un bruit blanc ayant une amplitude de 20 niveaux de gris.

Ce sont ces images bruit�ees que l'on essaie de restaurer grâce aux mod�eles pr�esent�es.

L'estimateur robuste utilis�e pour les tests est celui de Geman-Mac Clure [16]. La

fonction � vaut :

�(x) =
x
2

� + x2
;

et on a dans ce cas :

zx =
�

(� + x2)2
:

2.3.2 Test des m�ethodes de relaxation

Le premier test (�gures 2.2, 2.3 et 2.4) est l'�etude de la convergence pour le premier

syst�eme lin�eaire : tous les zx sont �x�es �a 1 et il n'y a pas de remise �a jour. On peut tout
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Fig. 2.2 { Convergence des m�ethodes de relaxation pour � = 10

d'abord remarquer la concordance entre SOR et SSOR, ce qui fait que, par la suite on

n'utilisera plus que SOR pour les tests.

De plus, on peut voir que le taux de convergence tr�es bon au d�ebut, chute vers la

�n. C'est pourquoi pour la r�esolution compl�ete non-lin�eaire, on utilise un crit�ere d'arrêt

du solveur lin�eaire sur le nombre d'it�erations : apr�es 3 it�erations on stoppe le solveur et

on met �a jour tous les zx. La perte de pr�ecision du solveur lin�eaire est contrebalanc�ee

par le gain en temps, ce qui permet de faire beaucoup plus d'it�erations non lin�eaires.

Pour les tests complets, ce sont ces it�erations non lin�eaires que l'on comptabilise, car

elles ont un coût �xe : 3 it�erations du solveur lin�eaire. Le tableau 2.5 donne le nombre

moyen d'it�erations sur l'ensemble des images de test. On voit que SOR, avec le bon

!, est toujours plus performante que ses concurrents et que plus le syst�eme est mal-

conditionn�e, c'est-�a-dire plus � est grand, plus le gain est important. C'est pourquoi,

par la suite, pour les tests ente les m�ethodes de relaxation et celles de projection, on

utilise SOR pour repr�esenter sa classe.

2.3.3 Comparaison avec le gradient conjugu�e

De même que pour la relaxation, on teste tout d'abord le comportement des algo-

rithmes de pr�econditionnement sur une seule it�eration non lin�eaire (�gures 2.6, 2.7 et
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Fig. 2.3 { Convergence des m�ethodes de relaxation pour � = 50

2.8). Trois pr�econditionnements sont test�es pour les mêmes images que ci-dessus : pas

de pr�econditionnement, pr�econditionnement diagonal et pr�econditionnement par facto-

risation de Cholesky incompl�ete sans remplissage. Le solveur lin�eaire �etant toujours le

gradient conjugu�e.On y voit la sup�eriorit�e du pr�econditionnement de Cholesky.

2.3.4 Comparaison entre SOR et le gradient conjugu�e

On compare maintenant les deux algorithmes qui sont les plus performants pour

les tests pr�ec�edents, ie SOR et le gradient conjugu�e pr�econditionn�e par la factorisation

incompl�ete.

Le premier test (�gure 2.9) montre le nombre d'it�erations n�ecessaires pour atteindre

la convergence du premier syst�eme, pour les di��erentes m�ethodes, en fonction du pa-

ram�etre � ; c'est-�a-dire que pour ce test le mod�ele de restauration est quadratique. Les

images de tests sont ici de petites images de taille 64 par 64. On voit que le gradient

conjugu�e a besoin de deux fois moins d'it�erations pour converger. Cependant, en temps

de calculs, une it�eration du gradient conjugu�e pr�econditionn�e, coûte deux fois plus cher

qu'une de SOR, dans le cas pr�esent ; ce qui fait que, au coût total, en temps CPU, les

deux algorithmes sont �equivalents, les images produites �etant de facture similaire.

Le second test (�gure 2.10) correspond �a la r�esolution pour une grande image de
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Fig. 2.4 { Convergence des m�ethodes de relaxation pour � = 200

taille 1024 par 1024. On calcule, en secondes, le temps CPU n�ecessaire �a la restauration

de l'image avec di��erents �. On voit que d�es que le probl�eme augmente en conditionne-

ment, le gradient conjugu�e est bien meilleur que SOR, dont la convergence se d�egrade

vite pour les grandes valeurs de �. �A partir de � = 50, SOR s'arrête sur le crit�ere du

nombre d'it�erations maximales mais n'a pas converg�e. C'est la valeur indiqu�ee par le

symbole z dans le tableau 2.10.

2.4 Conclusion

Pour être complets, ces tests devraient inclure d'autres pr�econditionnements pour le

gradient conjugu�e, comme le pr�econditionnement SOR ou multigrilles et ils devraient

aussi tester une autre cat�egorie de solveurs : les multigrilles [29]. Les conclusions ne

peuvent donc être que partielles, mais montrent assez clairement les comportements du

gradient conjugu�e et de SSOR : la stabilit�e du premier dont les performances restent

similaires pour di��erentes tailles et di��erents conditionnements de probl�emes, alors que

le second n'arrive plus �a r�esoudre convenablement le probl�eme d�es que celui-ci devient

trop grand ou trop mal conditionn�e.
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M�ethode Nb d'it�erations Nb d'it�erations Nb d'it�erations

moyen � = 1 moyen � = 10 moyen � = 100

Jacobi 12.6 58.0 112.8

Gauss-Seidel 11.4 44.8 108.6

Relaxation ! = 1:2 10.4 42.7 109.2

Relaxation ! = 1:4 9.9 40.0 99.4

Relaxation ! = 1:6 12.1 37.7 92.9

Relaxation ! = 1:8 17.4 42.1 70.2

Fig. 2.5 { Convergence globale pour les m�ethodes de relaxation
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Fig. 2.10 { Temps en secondes, pour la restauration d'images 1024 � 1024



41

Chapitre 3

Filtres polynomiaux

3.1 Introduction

Le chapitre pr�ec�edent pr�esente des tests d'analyse d'image avec un mod�ele bas�e sur

la r�egularisation de Tikhonov [42, 41]. Pour ce mod�ele, le �ltre de r�egularisation est

�x�e. Quand la forme de cette fonction ne convient pas, il existe d'autres techniques,

bas�ees par exemple sur la fonction exponentielle [6]. On va pr�esenter ici une nouvelle

m�ethode bas�ee sur des �ltres polynomiaux, dont la fonction �ltre n'est pas a priori

�x�ee. Pour la d�evelopper, on s'appuie tout d'abord sur l'�etude de la r�egularisation de

Tikhonov.

3.1.1 R�egularisation de Tikhonov

3.1.1.1 Pr�esentation

Nous allons maintenant �etudier plus en d�etail la r�egularisation de Tikhonov : le but

est d'expliciter en termes de valeurs propres la solution r�egularis�ee x�. Le probl�eme

initial est la r�esolution de Ax = b, avec b bruit�e et A sym�etrique mal conditionn�ee,

voire singuli�ere. Alors ce trop mauvais conditionnement de A, ampli�e le bruit pr�esent

dans b, si bien que la solution du syst�eme x� = A
y
b n'a plus aucun sens (Figure 3.10).

Le syst�eme r�egularis�e est

min
x

�
kAx� bk2 + �kxk2

�
;

�equivalent �a �
A
2 + �I

�
x = Ab;

dont la solution 1 est

1. On utilisera la même notation pour la fonction d'une variable r�eelle et celle d�e�nie sur l'espace

des matrices, en posant �(A) = U�(�)U� avec �(�) = diag (�(�1) : : : �(�n)). Si � est analytique et que

toutes les valeurs propres de A sont �a l'int�erieur du disque de convergence de la s�erie �(x) =
P

i�0 aix
i,

alors cette d�e�nition co��ncide avec la d�e�nition usuelle :

�(A) =
X

i�0

aiA
i
:
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x� =
�
A
2 + �I

��1
Ab;

= �
T
� (A)A

y
b; (3.1)

avec (
A
y le pseudo-inverse de A;

�
T
� (t) =

t2

t2+�
la fonction-�ltre de Tikhonov:

On peut remarquer que �T� (0) =
d�T

�

dt
(0) = 0.

3.1.1.2 �Etude spectrale de la r�egularisation

Pour bien percevoir l'action de la r�egularisation, il faut se placer dans la base des

vecteurs propres 2 de A. Soit A = U�U� la diagonalisation de A. U est une base

orthonormale de vecteurs propres et � est la matrice diagonale, contenant les valeurs

propres : � = diag (�1 : : : �n) avec �1 � : : : � �n. On pose

J0 = fjj�j = 0g ;
J1 = fjj�j 6= 0g ;
J = f1 : : : ng ;

�
y
j =

(
1
�j

si �j 6= 0

0 si �j = 0;

�y = diag(�
y
1 : : : �

y
n):

Dans ce cas on a :

A
y = U�yU�

;

et

x� = U�
T
� (�)�

y
U
�
b;

=
X
j2J1

�
T
� (�j)

1

�j

�
u
�
jb
�
uj ; (3.2)

=
X
j2J1

f
T (�j)

�
u
�
jb
�
uj ;

= f
T (A)b1; (3.3)

avec fT (t) =
�T� (t)

t
et b1 la projection orthogonale de b sur ker(A)?. La solution du

syst�eme initial, non-r�egularis�ee est

x� =
X
j2J1

1

�j

�
u
�
jb
�
uj :

2. Dans le cas non-sym�etrique, ce sont les vecteurs singuliers de A qui interviennent �a la place des

vecteurs propres ; et on a A�A au lieu de A2.
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Cela signi�e que l'on att�enue chaque composante de la solution, en fonction de la

valeur propre correspondante. Typiquement on �ltre pour les petites valeurs propres

car une erreur "j sur b, suivant la composante uj se traduirait par une erreur
1
�j
"j dans

la solution du syst�eme non-r�egularis�e. Donc pour de petites valeurs propres (�j � 1),

l'erreur est extrêmement ampli��ee, au point de gâter compl�etement la solution x�.

Dans la solution x�, l'erreur est de la forme :
�T� (�j)

�j
"j . C'est-�a-dire que l'ampli�cation

de l'erreur est born�ee, et tend même vers 0 pour les petites valeurs propres. Bien sûr,

la solution est di��erente ; on a :

x� � x� =
X
j2J1

�
1� �(�j)

�j

� �
u
�
jb
�
uj :

C'est-�a-dire que plus le syst�eme est mal conditionn�e, plus la solution r�egularis�ee

s'�eloigne de la solution du syst�eme initial.

3.2 Filtres polynomiaux

3.2.1 Pr�esentation

Imaginons maintenant que l'on connaisse un �ltre �, adapt�e �a la r�egularisation du

syst�eme initial. Ce �ltre peut d�ependre de A, de b, de notre connaissance du probl�eme

mod�elis�e. On peut voir d'apr�es 3.3, que connâ�tre �, c'est presque connâ�tre la solution

r�egularis�ee du probl�eme. En e�et on connâ�t alors f = �
t
, la \fonction solution", puis

x� = f(A)b.

Cette fonction solution f doit être d�e�nie sur [0;�n]. Ce qui impose que � soit

d�erivable et de valeur nulle en 0. On a alors f(0) = �
0(0). De plus

f(A)b =
X
j2J1

f(�j)(u
�
jb)uj +

X
j2J0

f(0)(u�jb)uj ;

= f(A)b1 + f(0)b0:

D'o�u si f(0) = 0, on a alors

x� = f(A)b1;

= f(A)b:

Or f(0) = �
0(0) ; c'est pourquoi on impose que � 2 C1 ([0;�n]) et que

�(0) = 0; (3.4)

�
0(0) = 0: (3.5)
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On d�e�nit alors la solution �ltr�ee par

x� = f(A)b;

= �(A)Ayb;

= U�(�)�yU�
b;

=
X
j2J1

�(�j)
1

�j

�
u
�
jb
�
uj:

On a alors

Ax� =
X
j2J1

�(�j)
�
u
�
jb
�
uj ;

=
X
j2J

�(�j)
�
u
�
jb
�
uj;

= �(A)b:

On va construire une m�ethode it�erative d�e�nissant une solution xk �a chaque pas de

l'algorithme et qui converge vers x�. Le r�esidu de la m�ethode est donc

rk = A(x� � xk);

= �(A)b�Axk:

3.2.2 L'espace des solutions

On recherche les solutions dans un espace de Krylov, c'est-�a-dire que les solutions

xk pourront s'exprimer sous forme polynomiale :

9Qk 2 Rk;1 [X] tel que xk = Qk(A)b: (3.6)

On imposeQk(0) = 0 pour satisfaire la condition (3.5) et ainsi �eliminer imm�ediatement

de la solution xk tous les vecteurs du noyau. On a alors

xk =
X
j2J1

Qk(�j)(u
�
jb)uj ;

=
X
j2J1

�jQk(�j)
1

�j
(u�jb)uj ;

= �k(A)A
y
b;

en posant �k(X) = XQk(X) 2 Rk+1 [X]. On a alors

xk = �k(A)A
y
b;

rk = �(A)b � �k(A)b;

et
�k(0) = 0;

�
0
k(0) = Qk(0) = 0:
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C'est-�a-dire que l'on a

�k 2 Rk+1;2 [X]:

On alors pose Lk(A;b) = Kk(A;Ab) = hAb : : : Ak
bi, l'espace des solutions et Rk(A;b) =

Kk(A;A
2
b) = hA2

b; : : : ;A
k+1

bi. Ce dernier espace n'est pas exactement l'espace des

r�esidus, mais plutôt celui des seconds membres �ltr�es, car �(A)b 62 Rk(A;b). On a bien

sûr :

xk 2 Lk(A;b); (3.7)

�k(A)b 2 Rk(A;b): (3.8)

On note m la dimension maximale de cet espace pour k � 1. m est aussi le cardinal

de

J2 =
�
j 2 J1ju�jb 6= 0

	
:

3.2.3 D�e�nition des �k

On pose aussi :

RX
k =

D
X

2
: : : X

k+1
E

= Rk+1;2 [X]

et

LXk = Rk;1 [X]

=
D
X : : : X

k
E

= hXi �
D
X

2
: : : X

k
E

= hXi � RX
k�1:

Les �equations (3.7) et (3.8) se r�ecrivent donc ainsi, en termes de polynômes :

Qk 2 LXk (3.9)

�k 2 RX
k : (3.10)

On veut, de plus, que �k soit proche de � et converge vers � pour k ! 1. Pour

cela, on d�e�nit un produit scalaire sur C1([0;g]), not�e h ; i, puis �k comme la projection
orthogonale de � sur RX

k .

3.2.4 Propri�et�es de l'espace

3.2.4.1 Le choix du �ltre

Pour �ltrer les plus petites valeurs propres de A, la fonction �ltre doit être proche

de 0 pour ces petites valeurs propres, et proche de 1 pour les plus grandes. Pour cela, on

utilise une fonction �ltre d�e�nie par morceaux. C'est �a dire qu'on partitionne l'intervalle
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des valeurs propres [�1;�n] � [a0;aL] en L intervalles tels que [a0;aL] = qL
l=1[al�1;al[

avec aL > �n. En pratique, on utilise seulement 2 intervalles.

Le premier intervalle commence �a 0 dans le cas des matrices positives. C'est le seul

cas trait�e ci-dessous. On appelle a la borne sup�erieure du premier intervalle et g la

borne sup�erieure du second ; g doit être un majorant des valeurs propres. La fonction

�ltre passe de 0 �a 1 sur [0;a]. Puis sur le second intervalle, il n'y a pas de �ltrage : �

vaut 1 sur [a;g]. On peut calculer un g convenable, c'est-�a-dire sup�erieur �a toutes les

valeurs propres de A, grâce �a la m�ethode des disques de Gershgorin ; ce qui est assez

peu coûteux.

De plus, sur chaque intervalle, on d�e�nit � par des polynômes. On veut aussi que

� 2 C1([0;g]), et que �(0) = �
0(0) = 0. Pour assurer ces conditions, il faut des polynômes

de degr�e au moins 3. C'est donc le degr�e que l'on choisit. Cela donne la d�e�nition

suivante pour le �ltre :

�
C
a (t) =

(
� 2
a3
t
3 + 3

a2
t
2 8t 2 [0;a];

1 8t 2 [a;g]:
(3.11)

3.2.4.2 Le produit scalaire

Le choix du produit scalaire est li�e aux intervalles de la d�e�nition de la fonction

�ltre ; on va en e�et utiliser la même subdivision que pour le �ltre. On d�e�nit un produit

scalaire h 1; 2ial�1;al sur chaque intervalle [al�1;al] de la subdivision, par

h 1; 2ial�1;al =
Z al

al�1

 1(t) 2(t)p
(t� al�1)(al � t)

dt:

Le produit scalaire sur l'intervalle [0;g] est la somme pond�er�ee des produits scalaires

sur tous les petits intervalles.

h 1; 2i =
LX
l=1

�l

Z al

al�1

 1(t) 2(t)p
(t� al�1)(al � t)

dt:

Pour le �ltre d�e�ni ci-dessus (3.11), le produit scalaire devient :

h 1; 2i =
Z a

0

 1(t) 2(t)p
t(a� t)

dt+ �

Z g

a

 1(t) 2(t)p
(t� a)(g � t)

dt:

3.2.4.3 Polynômes de Chebyshev

Soit &(l) la similitude directe d�e�nie par

&
(l) : [al�1;al] �! [�1;1];(

&
(l)(t) = 2

al�al�1
t� al+al�1

al�al�1�
&
(l)
��1

(t) =
al�al�1

2
t+

al+al�1
2

:
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&
(l) est a�ne croissante et transforme [al�1;al] en [�1;1].
On appelle Ti le iepolynôme de Chebyshev sur [�1;1] et T

(l)
i (t) = Ti

�
&
(l)(t)

�
. Alors

8>>>><
>>>>:

T (l)
0 (t) = 1;

T (l)
1 (t) = &

(l)(t)

8i � 1 T (l)
i+1(t) = 2&(l)(t)Ti

�
&
(l)(t)

�
� Ti�1

�
&
(l)(t)

�
;

= 4
al�al�1

tT (l)
i (t)� 2

al+al�1
al�al�1

T (l)
i (t)� T (l)

i�1(t);

et

XT (l)
i =

al � al�1

4
T (l)
i+1 +

al + al�1

2
T (l)
i +

al � al�1

4
T (l)
i�1; i � 0; (3.12)

avec T (l)
�1 (X) = 0.

Ces polynômes de Chebyshev
�
T (l)

k

�
k2N

forment une base orthogonale de l'espace�
R[X];h ial�1;al

�
; on a en e�et

hT (l)
i ;T (l)

j ial�1;al = 0 si i 6= j;

= � si i = j = 0;

= �
2
si i = j 6= 0:

3.2.4.4 Bases orthonormales de (R[X ];h i)

Le calcul d'une base orthonorm�ee (Pj)j2N de (R[X ];h i) peut se faire �a faible coût
par r�ecurrence.

On part de la base
�
X

i
�
i2N , et on l'orthonormalise grâce au proc�ed�e de Gram-

Schmidt. Cela m�ene �a la tr�es classique r�ecurrence �a 3 termes : on orthogonalise par

rapport aux 2 derni�eres directions. Cela donne le sch�ema suivant pour i > 2 :

�i = hXPi;Pii;
Si = XPi � �iPi � �iPi�1;

�i+1 = kSikh i;

Pi+1 =
1

�i+1
Si:

Cela calcule une base (Pj)j2N orthonorm�ee pour le produit scalaire h i, �a partir

d'un vecteur initial S0. On pose �1 = kS0kh i et P1 =
1
�1
S0. Le choix de S0 d�epend de

l'espace dont on veut calculer une base. Si c'est R[X] tout entier, on commence �a 1 :

on orthonormalise alors la base canonique (1;X; : : : ;Xn
; : : : ). On a vu d'apr�es 3.8 que

l'on veut des �ltres de valuation 2. Donc la base �a orthogonaliser est (X2
; : : : ;X

n
; : : : ) ;

d'o�u le vecteur initial S0 = X
2. On a donc �1 = kX2kh i et P1 =

1
�1
X

2.
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3.2.4.5 Calcul e�cace des produits scalaires �j et �j+1

Pour le calcul des produits scalaires de la r�ecurrence, on va utiliser les expansions

des Pi dans les bases de Chebyshev ; on pose pour 1 � l � L :

Pj =
j+1X
i=0

�
(l)
i;jT

(l)
i

avec �
(l)
j+1;j = 0. On pose aussi

XPj =
j+1X
i=0

�
(l)
i T

(l)
i :

Les �i se d�eduisent des �i;j grâce �a la r�ecurrence 3.12 page pr�ec�edente. En e�et

XPj = X

jX
i=0

�
(l)
i;jT

(l)
i

=

jX
i=0

X�
(l)
i;jT

(l)
i

=

jX
i=0

�
(l)
i;j

�
al � al�1

4
T (l)
i+1 +

al + al�1

2
T (l)
i +

al � al�1

4
T (l)
i�1

�

=

j+1X
i=0

�
al � al�1

4
(�

(l)
i+1;j + �

(l)
i�1;j) +

al + al�1

2
�
(l)
i;j

�
T (l)
i :

D'o�u

�
(l)
i =

al � al�1

4

�
�
(l)
i+1;j + �

(l)
i�1;j

�
+
al + al�1

2
�
(l)
i;j:

Connaissant les composantes de Pj et XPi dans toutes les bases
�
T (l)
j

�
, on peut

calculer les produits scalaires partiels :

hXPj ;Pjial�1;al =

*X
i

�iTi;
X
i

�iTi

+
al�1;al

;

= ��
(l)
0 �

(l)
0 +

�

2

j+1X
i=1

�
(l)
i �

(l)
i :
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Ce qui donne la valeur de �j :

�j = hXPj ;Pji;

=

LX
l=1

�lhXPj ;Pjial�1;al ;

=

LX
l=1

 
��l�

(l)
0 �

(l)
0 +

�

2
�l

j+1X
i=1

�
(l)
i �

(l)
i

!
;

= �

LX
l=1

�l�
(l)
0 �

(l)
0 +

�

2

LX
l=1

jX
i=0

�l�
(l)
i �

(l)
i :

On pose maintenant

Sj =
j+1X
i=0

�
(l)
i T

(l)
i :

On a alors

�
(l)
i = �

(l)
i � �j�

(l)
i;j � �j�

(l)
i;j�1;

car

Sj = XPj � �jPj � �jPj :

Ce qui permet le calcul de �j+1 = hSj ;Sji
1
2 . On a alors

�j+1 =

 
LX
l=1

�l

 
��

2
0 +

�

2

j+1X
i=1

�
�
(l)
i

�2!! 1
2

:

On en d�eduit

�
(l)
i;j+1 =

1

�j+1

�
(l)
i :

On a ainsi, pour 1 � l � L et 1 � i � j + 1,

�
(l)
i =

al � al�1

4

�
�
(l)
i+1;j + �

(l)
i�1;j

�
+
al + al�1

2
�
(l)
i;j;

�j = �

LX
l=1

�l�
(l)
0 �

(l)
0 +

�

2

LX
l=1

jX
i=0

�l�
(l)
i �

(l)
i ;

�
(l)
i = �

(l)
i � �j�

(l)
i;j � �j�

(l)
i;j�1;

�j+1 =

 
LX
l=1

�l

 
��

2
0 +

�

2

j+1X
i=1

�
�
(l)
i

�2!! 1
2

;

�
(l)
i;j+1 =

1

�j+1

�
(l)
i :
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3.2.4.6 Propri�et�e fondamentale de la base (Pj)

On appelle Pk, le vecteur-ligne dont les �el�ements sont les polynômes Pj pour 1 �
j � k.

Pk = [P1 : : :Pk] :

Les polynômes v�eri�ent la r�ecurrence suivante

P1 =
X

2

�1
;

Pj+1 =
1

�j+1

(XPj � �jPj � �jPj�1) 8j � 2;

, XPj = �j+1Pj+1 + �jPj + �jPj�1:

On appelle alors Tk la matrice tridiagonale form�ee avec les (�j)1�j�k et les (�j)2�j�k :

Tk =

2
666664

�1 �2

�2 �2 �3

. . .
. . .

. . .

�k�1 �k�1 �k

�k �k

3
777775 :

Et on appelle �Tk la matrice Tk compl�et�ee, c'est-�a-dire, qu'on lui a ajout�e une derni�ere

ligne (0 : : : 0 �k+1).

�Tk+1 =

2
66666664

�1 �2

�2 �2 �3

. . .
. . .

. . .

�k�1 �k�1 �k

�k �k

�k+1

3
77777775
:

On a alors

XPk = PkTk + (0 : : : 0 �k+1Pk+1)

= Pk+1
�Tk+1: (3.13)

3.2.5 Calcul du �ltre �k

�k est la projection de � sur RX
k . Or fPkgk est une base orthonorm�ee de R

X
k , pour

le produit scalaire associ�e �a cette projection. Donc

�k =

kX
i=1

h�;PiiPi (3.14)

=

kX
i=1


iPi (3.15)
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avec 
i = h�;Pii. On pose alors 

(l)
i = h�;T (l)

i ial�1;al . Or � est polynomial par mor-

ceaux et les intervalles de d�e�nition de � sont les [al�1;al]. On appelle �(l) le polynôme

correspondant �a � sur [al�1;al] et �
(l)
i les composantes de �(l) dans

�
T (l)
i

�
i2N

. Soit d le

degr�e maximal de �(l). Alors

�
(l) =

dX
i=0

�
(l)
i T

(l)
i :

Ces �
(l)
i sont calcul�es d�es le choix du �ltre. On a alors



(l)

k = h�(l);Tki[al�1;al];

=

*
dX
i=0

�
(l)
i T

(l)
i ;T (l)

k

+
[al�1;al]

;

=

(
��

(l)
0 si k = 0;

�
2
�
(l)

k si 1 � k � d:

D'o�u


k = h�;Pki;

=

LX
l=1

h�(l);Pki[al�1;al];

=

LX
l=1

*
dX
i=0

�
(l)
i T

(l)
i ;

k+1X
i=0

�
(l)

i;kT
(l)
i

+
[al�1;al]

;

=

LX
l=1

0
@��(l)0 �(l)0;k + �

2

min(d;k+1)X
i=1

�
(l)
i �

(l)

i;k

1
A ;

= �

LX
l=1

�
(l)
0 �

(l)

0;k +
�

2

LX
l=1

min(d;k+1)X
i=1

�
(l)
i �

(l)

i;k
:

La complexit�e de ce produit scalaire est en O(Lk). C'est ind�ependant de la taille

N de la matrice, mais augmente avec le nombre d'it�erations. Ainsi, pour un petit

nombre d'it�erations, c'est tr�es peu coûteux. L'algorithme demande le stockage des �
(l)

i;k

et �
(l)

i;k�1, composantes des polynômes Pk et Pk�1 dans les bases de (Ti)i2N , ainsi que

les composantes �
(l)
i de la fonction �.
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3.2.6 Calcul du polynôme solution Qk

On avait �k 2 hX2
: : : X

k+1i = RX
k . Soit �k le vecteur des composantes de �k dans

la base des (Pk). On a alors

�k = Pk�k et �k =

2
64

1

...


k

3
75 :

On a aussi Qk = �k
X
2 hX : : : X

ki = LXk . Soit !0;k;!1;k : : : !k�1;k, les composantes de
Qk dans la base (X;P1 : : :Pk�1). On a alors

Qk = !0;kX +

k�1X
j=1

!j;kPj;

= !0;kX +Pk�1
k�1:

avec 
k =

2
64

!1;k

...

!k�1;k

3
75. On pose aussi ~
k

�
!0;k


k

�
. On a alors

Qk = [X;P1 : : :Pk�1] ~
k;

et �k = XQk;

= !0;kX
2 +XPk�1
k;

= !0;k�1P1 +Pk
�Tk
k;

= Pk(!0;k�1e1 + �Tk
k):

D'o�u Pk�k = Pk(!0;k�1e1 + �Tk
k). Or les (Pj) forment une famille libre, donc

�k = !0;k�1e1 + �Tk
k: (3.16)

On appelle alors ~Tk la matrice �Tk avec la colonne �1e1 ajout�ee �a gauche :

~Tk =

2
66666664

�1 �1 �2

�2 �2 �3

. . .
. . .

. . .

�k�2 �k�2 �k�1
�k�1 �k�1

�k

3
77777775
:

On d�eduit alors de 3.16

�k = ~Tk ~
k: (3.17)

C'est-�a-dire que pour connâ�tre les composantes ~
k de Qk dans la base (X;P1 : : :Pk�1),
on peut r�esoudre le syst�eme triangulaire (3.17).
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3.2.7 Calcul de la solution xk

Il faut alors calculer xk = Qk(A)b. On pose pour cela pk = Pk(A)b. Les pk v�eri�ent
les mêmes r�ecurrences que les Pk, c'est-�a-dire

pk+1 =
1

�k+1

(Apk � �kpk � �kpk�1) pour k � 1;

et avec p1 =
1
�1
A
2
b et p0 = 0. On a alors

xk = Qk(A)b;

= (Ab;P1(A)b : : : ;Pk�1(A)b) ~
k;

= (Ab;p1 : : : ;pk�1) ~
k;

= (Ab;Pk�1) ~
k;

en posant Pk = [p1; : : : ;pk]. On pose aussi ~Pk = [Ab;Pk�1], donc xk = ~Pk ~
k.

On cherche alors �a exprimer cette relation sous la forme d'une r�ecurrence. Pour cela

on pose

~!k =

2
64

!0;k
...

!k�2;k

3
75 ;

si bien que

~
k =

2
664 ~!k

!k�1;k

3
775 :

On pose aussi

��k =

2
666664

0
...

0

�k

�k

3
777775 ;

et

uk = ~T�1k
��k:
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On a alors
~Tk+1

~
k+1 = �k+1;

)

2
664 ~Tk ��k

0 �k+1

3
775
2
664 ~!k+1

!k;k+1

3
775 =

2
664 �k


k+1

3
775 ;

)
�

~Tk~!k;k+1 + ��k!k;k+1 = �k;

�k+1!k;k+1 = 
k+1;

)

(
!k;k+1 =


k+1
�k+1

;

~Tk~!k+1 = �k � ��k!k;k+1:

On d�eduit alors de cette derni�ere ligne que

~!k+1 = ~T�1k �k � ~T�1k
��k!k;k+1;

= ~
k �

k+1

�k+1

uk:

De plus,

xk+1 = ~Pk+1
~
k+1;

= ~Pk ~!k +

k+1

�k+1

pk;

= ~Pk

�
~
k �


k+1

�k+1

uk

�
+

k+1

�k+1

pk:

On pose alors

qk+1 = pk � ~Pkuk;

et on obtient

xk+1 = xk +

k+1

�k+1

qk+1:

Il faut alors trouver une r�ecurrence pour le calcul des qk+1 = pk � ~Pk ~T
�1
k

��k. On part

de ~Tkuk = ��k, qui s'�ecrit par blocs de la mani�ere suivante :

2
664 ~Tk�1 ��k�1

0 �k

3
775
2
664 vk�1

�k
�k

3
775 =

2
6664

0
...

�k

�k

3
7775 =

2
664 �k�1

�k

3
775

avec

uk =

2
664 vk�1

�k
�k

3
775 et �k�1 =

2
6664

0
...

0

�k

3
7775 :
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On a alors
~Tk�1vk�1 +

�k
�k
��k�1 = �k�1;

) vk�1 = ~T�1k�1�k�1 �
�k
�k

~T�1k�1
��k�1

= ~T�1k�1�k�1 �
�k
�k
uk�1:

:

Il faut alors calculer ~T�1k�1�k�1. Soit alors wk�2 tel que2
664 ~Tk�2 ��k�2

0 �k�1

3
775
2
6664 wk�2

�k
�k�1

3
7775 =

2
664 0

�k

3
775 :

Cela implique
~Tk�2wk�2 +

�k
�k�1

��k�2 = 0;

) wk�2 = � �k
�k�1

~T�1k�2
��k�2;

= � �k
�k�1

uk�2:

D'o�u

~T�1k�1�k�1 =

"
� �k
�k�1

uk�2
�k
�k�1

#
;

et donc

~Pk�1 ~T
�1
k�1�k�1 =

�k

�k�1

�
~Pk�2 pk�2

�
2
664 �uk�2

1

3
775 ;

=
�k

�k�1

�
pk�2 � ~Pk�2uk�2

�
;

=
�k

�k�1
qk�1;

c'est-�a-dire

~Pkuk =
�
~Pk�1 pk�1

�
2
664 vk�1

�k
�k

3
775 ;

= ~Pk�1vk�1 +
�k

�k
pk�1;

= ~Pk�1 ~T
�1
k�1�k�1 �

�k

�k

~Pk�1uk�1 +
�k

�k
pk�1;

= Pk�1 ~T
�1
k�1�k�1 +

�k

�k
qk;

=
�k

�k�1
qk�1 +

�k

�k
qk:
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D'o�u �nalement

qk+1 = pk �
�k

�k
qk �

�k

�k�1
qk�1:

3.2.8 Identi�cation des qk

En fait, ces vecteurs auxiliaires ne sont rien d'autre que les pk \divis�es" par A :

Th�eor�eme 3.1 Les qk v�eri�ent en e�et la relation suivante :

8k 2 f1 : : : mg Aqk = �kpk:

Preuve La preuve se fait par r�ecurrence. En e�et, la relation est vraie pour k = 0 et

k = 1 ; on a pour ces indices

{ q0 = 0 et p0 = 0 ;

{ q1 = Ab et p1 =
A2b
�1

.

Supposons maintenant que la relation Aqk = �kpk soit vraie au rang k, alors

Aqk+1 = Apk �
�k

�k
Aqk �

�k

�k�1
Aqk�1;

= Apk � �kpk � �kpk�1;

= �k+1pk+1:

2

3.2.9 L'algorithme

L'initialisation se fait de la mani�ere suivante

�1 = kX2kh;i

P1 =
X

2

�1

=

2X
i=0

�
(l)
i;1T

(l)
i


1 = h�;P1i

p1 =
A
2
b

�1

q1 = Ab

x1 = Q1(A)b

=

1

�1
Ab

ce qui donne, au �nal, l'algorithme 3.1 page suivante.
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Require: � polynomial par morceaux sur [al�1;al] pour l = 1 : : : L

1: �1 = hX;Xi
1
2

2: P1 =
X2

�1

3: 
1 = h�;P1i
4: p1 =

A2b
�1

, p0 = 0

5: q1 = Ab, q0 = 0

6: x1 =

1
�1
Ab, x0 = 0

7: for k = 1; : : : do

8: calcul de XPk
9: �k = hXPk;Pki

10: Sk = XPk � �kPk � �kPk�1
11: sk = Apk � �kpk � �kpk�1

12: �k+1 = hSk;Ski
1
2

13: Pk+1 =
1

�k+1
Sk

14: pk+1 =
1

�k+1
sk

15: 
k+1 = hPk+1;�i
16: qk+1 = pk � �k

�k
qk � �k

�k�1
qk�1

17: xk+1 = xk +

k+1
�k+1

qk+1

18: end for

Algorithme 3.1: R�egularisation par �ltre polynomial

3.3 �Etude de la convergence

Nous allons montrer tout d'abord que l'algorithme 3.1, pr�esente comme un red�emarrage

au bout de m �etapes. Puis on montre que les �ltres �k convergent vers � pour la norme

issue du produit scalaire.

3.3.1 Comportement apr�es m it�erations

L'application

� : Rm;2 [X] ! Rm(A;b)

P 7! P (A)b

est un isomorphisme d'espace euclidien. Le produit scalaire d�e�ni sur Rm;2 [X], induit

donc un produit scalaire sur Rm(A;b), en posant :

hP (A)b;Q(A)biRm(A;b) = hP;QiRm;2 [X];

c'est-�a-dire :

hx;yiRm(A;b) = h��1(x);��1(y)iRm;2[X]:
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Donc tant que k � m, toutes les propri�et�es des polynômes Pk se transposent sur

les vecteurs pk. En particulier, (pk)k2f1;::: ;mg forme une base orthonorm�ee de Lm(A;b).
On a alors

sm = Apm � �mpm � �mpm�1:

Or 8i 2 f1; : : : ;mg, on a

hsm;pii = hApm;pii � �mhpm;pii � �mhpm;pi�1i;

et donc

{ si i = m

hsm;pmi = hApm;pmi � �mhpm;pmi � �mhpm�1;pmi;
= hXPm;Pmi � hXPm;Pmi1� 0;

= 0 ;

{ si i = m� 1

hsm;pm�1i = hApm;pm�1i � �mhpm;pm�1i � �mhpm�1;pm�1i;
= hXPm;Pm�1i � 0� hXPm;Pm�1i1;
= 0 ;

{ si i < m� 1

hsm;pii = hApm;pii;
= hXPm;Pii;
= hPm;XPii;
= hPm;�i+1Pi+1 + �iPi + �iPi�1;
= �i+1hPm;Pi+1i+ �ihPm;Pii+ �ihPm;Pi�1i;
= 0; car Pm?h;i (Pi)i2f1::m�1g :

D'ou sm?h;iRm. Or sm 2 Rm, donc sm = 0, d'o�u pm+1 = 0. Il y a pseudo-breakdown

�a la me�etape. On a alors, d'apr�es (3.13)

XPm = Pm+1
�Tm+1;

) APm = Pm+1
�Tm+1;

) APm = PmTm; car pm+1 = 0;

d'o�u P �
mAPm = Tm:

Et, on a aussi xm+1 = xm.

3.3.2 Vitesse de convergence

On va maintenant chercher �a quanti�er la vitesse asymptotique de convergence. Les

deux premiers lemmes, 3.1 et 3.2, et la proposition 3.1 permettent de majorer l'�ecart

en norme k kh ; i, par l'�ecart en norme uniforme.

Lemme 3.1 k�� �kk = d (�;Rk+1;2 [X])h ; i.
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Preuve �k est, en e�et, la projection h ; i-orthogonale de � sur Rk+1;2 [X]. 2

Lemme 3.2 Pour un produit scalaire de la forme

k k2h ; i =
Z a

0

 
2(t)p

t(a� t)
dt+ �

Z b

a

 
2(t)p

(t� a)(b� t)
dt

on a la majoration suivante

k k2h ; i � (1 + �)�k k21: (3.18)

Preuve On a en e�et :

k k2h ; i =

Z a

0

 
2(t)p

t(a� t)
dt+ �

Z b

a

 
2(t)p

(t� a)(b� t)
dt

� k k21

 Z a

0

1p
t(a� t)

dt+ �

Z b

a

1p
(t� a)(b� t)

dt

!

� (1 + �)�k k21:

2

Proposition 3.1 k�� �kkh ; i �
p
(1 + �)� d(�;Rk+1;2 [X])1.

Preuve On a en e�et :

k�� �kkh ; i = min
P2Rk+1;2

k��Pkh ; i

�
p
(1 + �)� min

P2Rk+1;2
k��Pk1; d'apr�es le lemme 3.2

=
p
(1 + �)� d(�;Rk+1;2 [X])1:

2

Pour estimer plus pr�ecis�ement cette vitesse de convergence, on va introduire les

polynômes de Berstein associ�es �a une fonction f , qui forment une suite convergeant

uniform�ement vers f . On aura alors une majoration de d(�;Rk+1;2 [X])1.

Pour f d�e�nie sur [0;1], le nepolynôme de Berstein est :

Bn(f)(X) =

nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
X

k(1�X)n�k:

On a Bn(f)(0) = f(0) = 0 et B0
n(f)(0) = nf

�
1
n

�
qui converge vers f 0(0) = 0.

Th�eor�eme 3.2 Soit f �-lipschitzienne sur [0;1] et soit M un majorant de f , alors

kf �Bn(f)k1 �
3

2
M

1
3 �

2
3

1
3
p
n
:



60 Filtres polynomiaux

Preuve On a

f(x)�Bn(f;x) =

nX
k=0

�
f(x)� f

�
k

n

���
n

k

�
x
k(1� x)n�k

=
X

j k
n
�xj<�

�
f(x)� f

�
k

n

���
n

k

�
x
k(1� x)n�k

+
X

j k
n
�xj>�

�
f(x)� f

�
k

n

���
n

k

�
x
k(1� x)n�k

Or f �etant continue sur [0;1] compact, elle est born�ee parM . De plus, on a, pour � > 0

et 8x;y tels que jy � xj < �, jf(y)� f(x)j < ��. Donc

jf(x)�Bn(f;x)j �
X

j k
n
�xj<�

����f(x)� f

�
k

n

�����
�
n

k

�
x
k(1� x)n�k

+
X

j k
n
�xj>�

����f(x)� f

�
k

n

�����
�
n

k

�
x
k(1� x)n�k

� ��

X
j k
n
�xj<�

�
n

k

�
x
k(1� x)n�k + 2M

X
j k
n
�xj>�

�
n

k

�
x
k(1� x)n�k

� �� +
M

2n�2
;

car
P
j k
n
�xj>�

�
n

k

�
x
k(1� x)n�k � 1

4n�2
.

Ceci �etant vrai pour tout � > 0, c'est vrai en particulier pour le minimum de la

fonction � 7! �� + M
2n�2

, qui vaut 3
2
�
2
3M

1
3

1
3
p
n
. 2

Corollaire 3.1 Soit � 2 C1 ([0;g]) alors k�� Bk(�)k1 � 3
2
g
2
3 k�k

1
3 k�0k

2
3 :

1
3
p
k
.

Preuve On pose f(y) = �(gy) ; f est d�e�nie sur [0;1] et est gk�0k-lipschitzienne. 2

On pose pour la suite �M = 3
2
g
2
3 k�k

1
3 k�0k

2
3 , pour avoir k� � Bk(�)k1 � �M 1

3
p
k
. Le

th�eor�eme 3.2 ne permet pas de conclure directement car Bk(�) 62 Rk+1;2 [X]. En e�et,

B
0
k(�)(0) 6= 0. Il faut donc appliquer le th�eor�eme �a ��Bk(�)�XB0

k(�)(0), qui est dans

Rk+1;2 [X]. Le lemme 3.3 donne une majoration de kXB0
k(�)(0)k1, puis le th�eor�eme 3.3

exprime la vitesse de convergence du �ltre.

Lemme 3.3 Soit � 2 C1([0;g]). On suppose qu'il existe h > 0, tel que � soit deux fois

d�erivable sur [0;h] et que �00 soit born�ee sur [0;h]. Alors k�
�
1
k

�
� 1

k
maxt2[0;h] j�00(t)j.
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Preuve D'apr�es l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, on a�����
�
1

k

�
� �(0) �

1

k
�
0(0)

���� � 1

k2
max
t2[0;h]

j�00(t)j:

D'o�u k�
�
1
k

�
� 1

k
maxt2[0;h] j�00(t)j. 2

Th�eor�eme 3.3 Soit � 2 C1([0;g]). On suppose qu'il existe h > 0, tel que � soit deux

fois d�erivable sur [0;h] et que �00 soit born�ee sur [0;h]. Alors k�� �kkh;i 2 O
�

1
3
p
k

�
.

Preuve

k�� �kkh;i � k��
�
Bk(�)�XB

0
k(�)(0)

�
kh;i

�
p
(1 + �)�k��

�
Bk(�)�XB

0
k(�)(0)

�
k1

�
p
(1 + �)�

�
k��Bk(�)k1 + kXB0

k(�)(0)k1
�

�
p
(1 + �)�

�
�M
3
p
k
+ gk�

�
1

k

��

�
p
(1 + �)�

�
�M
3
p
k
+
gk�00k
k

�
:

Ceci implique alors que k�� �kkh;i 2 O
�

1
3
p
k

�
. 2

Les hypoth�eses du th�eor�eme 3.3 sont bien �evidemment toujours satisfaites pour une

d�e�nition de � comme un polynôme par morceaux.

3.4 Essais num�eriques

3.4.1 Le probl�eme de test

3.4.2 L'impl�ementation

L'algorithme 3.1 a �et�e impl�ement�e en Matlab. Il y a deux modules principaux :

{ le premier calcule le polynôme solution �a partir d'un �ltre donn�e. Ici le �ltre est

de la forme 3.11. Il n'y a donc que deux param�etres a et g �a �xer. Le param�etre g,

sup�erieur �a la plus grande valeur propre, est estim�e en fonction de la matrice A ;

on ne peut donc jouer que sur a pour trouver la meilleure r�egularisation. Pendant

le calcul, on garde en m�emoire les composantes de tous les polynômes dans les

deux bases T (0;a)
j et T (a;b)

j , pour un calcul ais�e des produits scalaires. Le coût de

ce calcul est n�egligeable.

{ le second module applique le polynôme solution au vecteur b. On calcule Q(A)b en

r�eappliquant la r�ecurrence qui a permis de calculer Q. Le coût est essentiellement

dû au produit matrice-vecteur ; il y en a m = deg(Q). Le coût �nal est donc en

O(mN2) o�u N est la taille de A.



62 Filtres polynomiaux

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

x

y

Filtre Polynomial;  binf = 0.7  ;  bsup = 1  ;  deg = 15  ; 

Fig. 3.1 { Polynômes �ltres

Pour les essais num�eriques, on g�en�ere un probl�eme en appliquant un 
ou �a une

image, puis en la bruitant. Ici la matrice de 
ou est la matrice g�en�er�ee par la fonction

blur du package Regularization Tools [22]. Les param�etres sont les suivants :

{ N vaut la taille de l'image ;

{ band est �x�e �a 8 ;

{ sigma est �x�e �a 1:7.

La matrice produite est sym�etrique et toutes ses valeurs propres sont entre 0 et 1. On

utilise donc 1 comme borne sup�erieure de l'intervalle de d�e�nition du �ltre, a variant

entre 0 et 1.

3.4.3 Les polynômes calcul�es

Pour la �gure 3.1, on a choisi d'aller jusqu'au degr�e 15. On peut y voir le �ltre

polynomial par morceaux �Ca en pointill�es et le �ltre polynomial �15;a en trait plein.

Les traits pointill�es verticaux d�esignent les di��erentes valeurs de a. Pour l'exemple, on

a choisi trois valeurs : 0.3, 0.5 et 0.7.

Sur la �gure 3.2, on voit les polynômes Q15 utilis�es pour produire la solution. Ils

sont tr�es proche de la fonction 1
x
sur l'intervalle [a;1] et sur [0;a], ils reviennent vers 0

pour at�enuer l'e�et des petites valeurs propres.

3.4.4 Les images

L'image de d�epart est une photographie d'Albert Einstein. L'image est de taille 256

par 256 et chaque pixel est cod�e sur 256 niveaux de gris. La matrice A est donc de

taille 65536 par 65536. Sur le premier test (�gures 3.3 et 3.4), il n'y a pas de bruit. On
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Fig. 3.2 { Polynômes solution
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Fig. 3.3 { Image 
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Fig. 3.4 { Image restaur�ee avec a = 0:5
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Fig. 3.5 { Image 
oue bruit�ee
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Fig. 3.6 { Image restaur�ee avec a = 0:3
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Fig. 3.7 { Image restaur�ee avec a = 0:5
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Fig. 3.8 { Image restaur�ee avec a = 0:7
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Fig. 3.9 { Image restaur�ee par Tikhonov

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Fig. 3.10 { Image restaur�ee par GC

se contente d'enlever le 
ou. Ce test est l�a pour valider le solveur dans un cas ((facile)),

c'est-�a-dire sans bruit.

Pour la suite, c'est-�a-dire les images 3.5 �a 3.10, on ajoute apr�es le 
ou et pour

chaque pixel, un bruit gaussien de moyenne nulle et d'�ecart type 10. Les images 3.6,

3.7 et 3.8, montrent la restauration de l'image 
oue bruit�ee par la m�ethode des �ltres

polynomiaux, pour un param�etre a valant respectivement 0:3, 0:5 et 0:7. On peut voir

que plus ce param�etre est grand plus l'image est liss�ee, et donc on enl�eve moins de


ou (image 3.8). De l'autre cot�e (image 3.6), pour une trop petite valeur de a, l'image

restaur�ee est d�egrad�ee par le bruit initial, qui est ampli��e par l'inversion de A. Pour

la valeur a = 0:5 (image 3.7), la restauration est bonne. Malheureusement, le choix

automatique de ce param�etre optimal est encore un probl�eme ouvert.

Les images 3.9 et 3.10 montrent, pour comparaison, les r�esultats obtenus avec,

respectivement la r�egularisation de Tikhonov (� = 1) et le gradient conjugu�e sans

r�egularisation. On voit que la r�egularisation de Tikhonov, dont la fonction �ltre est

plus plate, donne une image plus lisse, plus 
oue ; mais elle est moins sensible au bruit.

Pour le gradient conjugu�e, le bruit est devenu dominant, et l'image restaur�ee ne vaut

plus rien. Ce r�esultat ne d�epend pas du nombre d'it�erations. Ici, le bruit ajout�e est

trop important pour qu'une r�esolution avec une r�egularisation jouant sur le nombre

d'it�erations du gradient conjugu�e puisse se faire.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre est pr�esent�ee une nouvelle m�ethode pour la r�egularisation de

syst�emes mal-conditionn�es. Cette m�ethode n'impose pas de �ltre particulier, mais

calcule des approximations polynomiales d'un �ltre �x�e par l'utilisateur. La seule

contrainte sur ce �ltre est qu'il doit être d�e�ni comme un polynôme par morceaux.
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Le coût d'une it�eration de cet algorithme est similaire �a celui d'une it�eration du gra-

dient conjugu�e et la vitesse de convergence des �ltres est en O( 1
3
p
k
). Malheureusement

le probl�eme de la convergence de xk est toujours ouvert.

Les tests num�eriques montrent que la m�ethode se comporte bien, et on peut voir, sur

les images restaur�ees, que les contours ressortent plus nettement qu'avec la r�egularisation

de Tikhonov. Il faut cependant bien choisir le param�etre a. Le choix automatique de

ce param�etre doit pouvoir se faire par des techniques telles que les courbes en L ou la

validation crois�ee [20]. Mais cela n'est pas encore con�rm�e par l'exp�erimentation.
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Chapitre 4

Acc�el�eration de la r�esolution des

syst�emes lin�eaires

4.1 Cadre

On va dans ce chapitre �etudier comment acc�el�erer la r�esolution de syst�emes lin�eaires

lorsqu'on a d�ej�a r�esolu au moins un syst�eme avec la matrice A 2 Mn(R), sym�etrique

d�e�nie positive. C'est-�a-dire comment diminuer le nombre d'it�erations n�ecessaires pour

converger. Pour cela on d�ecompose l'espace en deux : un premier espace, dont une

base forme la matrice W , et qui contiendra les directions qui nuisent �a la convergence.

Typiquement cet espace contient les directions propres associ�ees aux plus petites valeurs

propres, car, comme c'est montr�e dans [13], ce sont les directions qui g�enent le plus le

gradient conjugu�e dans sa convergence, car elles y introduisent des paliers. On pose

alors

D =W
�
AW:

Si on choisit de repr�esenterW dans une base A-orthogonale, alorsD est diagonale. C'est

ce qui arrive si, par exemple, on choisit les vecteurs de descente du gradient conjugu�e

[15], ou des vecteurs propres exacts de A. Cela n'est plus vrai si les vecteurs de W ne

sont que des approximations de vecteurs propres [38].

Le second espace est, lui, un suppl�ementaire de W , pour que leur somme (directe)

soit l'espace tout entier. En fonction des besoins, on peut prendre le suppl�ementaire

orthogonal ou le suppl�ementaire A-orthogonal. Pour cela, on introduit les deux projec-

tions suivantes :

H = I �W (W �
AW )�1W �

A;

qui est la projection A-orthogonale sur W?A le long de W ; et

H
� = I �AW (W �

AW )�1W �
;

qui est la projection A�1-orthogonale sur W? le long de AW .
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Ces projections rendent le diagramme suivant commutatif.

R
n A���! R

n

H

??y ??yH�

R
n ���!

A
R
n

(4.1)

C'est �a dire que les matrices v�eri�ent les �egalit�es suivantes8><
>:
AH = H

�
A

H
2 = H

(H�)2 = H
�
:

On a donc �nalement

AH = H
�
A = H

�
AH: (4.2)

4.2 Am�elioration du vecteur de d�epart

4.2.1 Le choix de x0

Supposons maintenant, que l'on ait r�esolu un premier syst�eme Ay = c, par la

m�ethode du gradient conjugu�e. On appelle w1; : : : les directions de descente succes-

sivement engendr�ees et s0; : : : les r�esidus. Puis, on cherche �a r�esoudre une seconde

�equation

Ax = b: (4.3)

On peut alors, tout d'abord am�eliorer le point de d�epart du second syst�eme (4.3).

On garde pour cela m vecteurs de l'espace engendr�e lors de la r�esolution du premier

syst�eme (m param�etre �x�e), et on appelle alors W = [w1; : : : ;wm].

Une premi�ere id�ee, introduite dans [34, 35, 43] pour la m�ethode de Lanczos, est

de choisir une solution initiale x0 telle que le r�esidu initial r0 = b � Ax0 soit ortho-

gonal �a l'espace de Krylov Km(A;s0), car grâce au th�eor�eme 1.3, on peut a�rmer que

x0 minimise sur W l'erreur initiale en norme A. On veut donc garantir la propri�et�e

suivante :

W
�
r0 = 0: (4.4)

Soit x�1 une premi�ere approximation de la solution et r�1 = b � Ax�1, le r�esidu

correspondant. Pour garantir que la solution initiale x0 satisfait la condition d'ortho-

gonalit�e W �
r0 = 0, on peut choisir x0 de la forme

x0 = x�1 +W (W �
AW )�1W �

r�1 (4.5)

r0 = b�Ax0 = H
�
r�1 (4.6)
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o�u x�1 est arbitraire, par exemple une solution initiale qui ne satisferait pas la condition

d'orthogonalit�e, et r�1 = b�Ax�1 est le r�esidu associ�e �a x�1. Ce x0 est même la seule

solution, si on impose x0 2 x�1+W . En e�et, on peut alors �ecrire x0 = x�1+Wy pour

un certain vecteur y 2 R
m , et donc r0 = r�1 �AWy. On a alors

W
�
r0 = 0

) W
�
r�1 �W

�
AWy = 0

) y = (W �
AW )�1W �

r�1

) x0 = x�1 +W (W �
AW )�1W �

r�1:

Cette formule (4.5) est aussi utilis�ee dans [15, 34, 35, 43].

Si on ne sait rien de plus sur x�1, on peut toujours prendre x�1 = y0, par exemple.

Alors r�1 = b � Ax�1 = b � c + s0 et r0 = H
�
r�1 = H

�(b � c) + sm. On peut

aussi choisir x�1 = yj avec j > m, le nombre d'it�erations du premier syst�eme. Alors

r�1 = b�Ax�1 = b� c+ sj et r0 = H
�
r�1 = H

�(b� c) + sj. En g�en�eral, cette seconde

solution sera meilleure car ksjkA�1 � ksmkA�1 . Mais de toutes fa�cons, la qualit�e de la

solution initiale d�ependra de kH�(b� c)kA�1 .
On appelle gradient conjugu�e avec projection initiale (Init-CG) cette variante du

gradient conjugu�e, qui est r�esum�ee dans l'algorithme 4.1.

Require: x�1

1: r�1 = b�Ax�1

2: x0 = x�1 +WD
�1
W

�
r�1

3: r0 = b�Ax0

4: p0 = r0

5: for k = 0;1; : : : do

6: �k =
r�
k
rk

p�
k
Apk

7: xk+1 = xk + �kpk

8: rk+1 = rk � �kApk

9: �k+1 =
r�
k+1

rk+1

r�
k
rk

10: pk+1 = rk+1 + �k+1pk

11: end for

Algorithme 4.1: Algorithme du gradient conjugu�e avec projection initiale

4.2.2 Lien avec le gradient conjugu�e par blocs

InitCG est toujours une m�ethode de type gradient conjugu�e. Mais pendant les m
2

premi�eres it�erations, cet algorithme est �equivalent �a une m�ethode de gradient conjugu�e

par blocs.

Th�eor�eme 4.1 Soit k le nombre d'it�erations pendant la seconde r�esolution. Tant que

k < m=2, l'algorithme du gradient conjugu�e appliqu�e au syst�eme lin�eaire Ax = b,
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d�emarr�e avec une solution initiale x0 donn�ee par (4.5) et un r�esidu initial donn�es par

(4.6), est math�ematiquement �equivalent �a l'algorithme du gradient conjugu�e par blocs

avec des blocs de taille 2, d�emarrant avec le bloc initial [s0;r0].

Bien sûr, ce r�esultat n'a pas d'int�erêt pratique parce que r0 n'est pas connu avant

que W soit calcul�e, si bien qu'on ne peut commencer le gradient conjugu�e par blocs

sans avoir d�ej�a r�esolu le premier syst�eme.

La preuve de ce th�eor�eme suit celle de [35], donn�ee pour la m�ethode Lanczos.

Preuve Soit Sj = (s0;s1; : : : ;sj) et Rk = (r0;r1; : : : ;rk). On montre tout d'abord que

Sj est orthogonal �a Rk pour tout (j;k) tel que j + k � m.

Soient s et r deux vecteurs de Sj et Rk respectivement. D'apr�es (1.15) page 17, il

existe deux polynômes Q 2 Rj [X] et P 2 Rk [X] tels que s = Q(A)s0 et r = P (A)r0.

On a alors

s
�
r = (Q(A)s0)

�(P (A)r0)

et il su�t alors de prouver l'orthogonalit�e pour les monômes comme Ai
s0 et A

l
r0 avec

i � j et l � k. Cette propri�et�e vient alors directement du choix du r�esidu initial r0. En

e�et, comme A est sym�etrique,

(Ai
s0)

�(Al
r0) = (Ai+l

s0)
�
r0:

Et maintenant, comme i+ l � j + k �m, Ai+l
s0 2 Km(A;s0) =W et par construction

W
�
r0 = 0. On en conclut que (Ai

s0)
�(Ai

r0) = 0 et ainsi s�r = 0.

Maintenant, on consid�ere l'algorithme du gradient conjugu�e par blocs, d�emarr�e

avec le bloc [s0;r0], r0 d�e�ni par (4.6). On appelle [sk;rk] le bloc de taille 2 des

r�esidus et [wk;pk] le bloc de taille 2 des directions de descente. L'algorithme sans

pr�econditionnement, donne

[sk+1;rk+1] = [sk;rk]�A[wk;pk]�k

avec

�k = ([wk;pk]
�
A[wk;pk])

�1[sk;rk]
�[sk;rk]:

Tant que 2k+1 � m, on a Sk?Rk, donc p
�
kAwk = 0 car Awk 2 Sk+1 et pk 2 Rk. D'o�u,

pour k < m
2
, on a w�kApk = p

�
kAwk = 0. On en d�eduit alors :

[wk;pk]
�
A[wk;pk] =

�
w
�
kAwk 0

0 p
�
kApk

�
:

Aussi s�krk = 0 car sk 2 Sk et rk 2 Rk, donc

[sk;rk]
�[sk;rk] =

�
s
�
ksk 0

0 r
�
krk

�
:

D'o�u on d�eduit

�k =

�
s
�
ksk=w

�
kAwk 0

0 r
�
krk=p

�
kApk

�
=

�

k 0

0 �k

�
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et �
sk+1 = sk � 
kAwk

rk+1 = rk � �kApk

qui sont exactement les formules des algorithmes 1.3 et 4.1. On proc�ede de même pour

le calcul de [wk;pk]. 2

4.3 Am�elioration du comportement asymptotique

4.3.1 La proc�edure de Lanczos avec projection

Soit A 2Mn(R), sym�etrique d�e�nie positive, k vecteurs lin�eairement ind�ependants

w1;w2; : : : ;wk et v1 vecteur unitaire orthogonal �a wi pour i = 1;2; : : : ;k. On pose W =

[w1;w2; : : : ;wk]. Comme A est d�e�nie positive, la matrice W �
AW est non-singuli�ere.

L'algorithme 4.2, que l'on appelera algorithme de Lanczos avec projection, construit

une suite de vecteurs fvjgj=1;2;::: telle que

vj+1 ? [W;v1;v2; : : : ;vj ] (4.7)

et

kvj+1k2 = 1: (4.8)

Pour cela, on applique la proc�edure de Lanczos standard 1.2, [36, p.174] �a la matrice

auxiliaire

B = AH = A�AW (W �
AW )�1W �

A (4.9)

avec pour vecteur initial v1. La matrice B est sym�etrique positive mais pas d�e�nie

positive. On a en e�et kerB = W . La singularit�e de cette matrice pourrait causer

un breakdown. Cependant le fait de produire des vecteurs dans W? assure la bonne

terminaison de l'algorithme. C'est le r�esultat du th�eor�eme 4.5 page 79.

La suite fvjgj=1;2;::: v�eri�e alors

BVj = VjTj + �j+1vj+1e
�
j ; (4.10)

o�u

Tj =

0
BBBBB@

�1 �2

�2 �2 �3

. . .
. . .

. . .

�j�1 �j�1 �j

�j �j

1
CCCCCA

et o�u Vj = [v1;v2; : : : ;vj ] et ej est le dernier �el�ement de la base canonique de R
j .

La proc�edure de Lanczos garantit que les vecteurs vj sont orthogonaux entre eux.

De (4.10), on tire

�j+1vj+1 = Bvj � �jvj�1 � �jvj:
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Une r�ecurrence imm�ediate donne alors pour j = 1;2; : : : , v�j+1W = 0 : on a bien les

propri�et�es (4.7) et (4.8).

En substituant B dans la proc�edure de Lanczos, on obtient l'algorithme 4.2.

Require: W = [w1; w2; : : : ; wk]

Require: v1 vecteur initial tel que v
�
1W = 0 et kv1k2 = 1

1: for j = 1;2; : : : ;m do

2: Solve W �
AW�̂j =W

�
Avj for �̂

3: zj = Avj �AW�̂j = Bvj

4: �j = v
�
j zj

5: v̂j+1 = zj � �jvj�1 � �jvj

6: �j+1 = kv̂j+1k2
7: if �j+1 = 0 then break

8: vj+1 =
v̂j+1
�j+1

9: end for

Algorithme 4.2: Algorithme de Lanczos avec Projection

4.3.2 L'algorithme du gradient conjugu�e avec projection

Tout comme on peut d�eriver la m�ethode du gradient conjugu�e de la proc�edure de

Lanczos, on peut alors d�eriver l'algorithme du gradient conjugu�e avec projection de

l'algorithme 4.2. Pour cela, il faut tout d'abord revenir au syst�eme �a r�esoudre :

Ax = b; (4.11)

avec A sym�etrique d�e�nie positive. On recherche une m�ethode de projection, d�eriv�ee

de 4.2, en s'inspirant d'une technique standard d�ecrite dans [36, p.179].

Les wi et les vj sont toujours comme d�e�nis dans l'algorithme de Lanczos projet�e

4.2 et W et Vj d�esignent l'espace engendr�e par ces vecteurs. On suppose aussi que le

vecteur initial x0 est tel que r0 = b�Ax0 ?W . On pose v1 = r0=kr0k2 et

Kk;j(A;W;r0) = [W;Vj ]:

�A la je �etape de la m�ethode, on recherche une solution approch�ee xj telle que

xj 2 x0 +Kk;j(A;W;r0) (4.12)

et

rj = b�Axj ? Kk;j(A;W;r0): (4.13)

Lemme 4.1 Si xj et rj satisfont (4.12) et (4.13), alors 9cj 2 R tel que

rj = cjvj+1: (4.14)

On a aussi Kk;j(A;W;r0) = [W;r0;r1; : : : ;rj�1] et les r�esidus rj sont deux-�a-deux ortho-

gonaux.
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Preuve D'apr�es (4.12), la solution xj peut s'�ecrire

xj = x0 +W�̂j + Vj �̂j (4.15)

pour un certain �̂j et �̂j . De plus, d'apr�es (4.9) et (4.10) on a

AVj = AW�j + VjTj + �j+1vj+1e
�
j ;

o�u �j = (W �
AW )�1W �

AVj . D'o�u

rj = r0 �AW�̂j �AVj �̂j

= r0 �AW�̂j �
�
AW�j + VjTj + �j+1vj+1e

�
j

�
�̂j : (4.16)

En multipliant (4.16) par W �, et en utilisant les conditions d'orthogonalit�e (4.7) et

(4.13), on obtient imm�ediatement le syst�eme suivant pour �̂j et �̂j ,

W
�
AW�̂j +W

�
AW�j �̂j = 0:

Or W �
AW est non singuli�ere, donc �̂j = ��j �̂j . Donc (4.15) et (4.16) deviennent

xj = x0 �W�j�̂j + Vj �̂j

et

rj = r0 � VjTj �̂j � �j+1vj+1e
�
j �̂j : (4.17)

De plus, parce que r0 = kr0k2v1 par d�e�nition et que V �
j rj = 0 d'apr�es (4.13), on a

V
�
j rj = V

�
j r0 � Tj �̂j = kr0k2e1 � Tj �̂j = 0;

avec e1 le premier vecteur de la base canonique de R
j . D'o�u

�̂j = kr0k2T�1j e1: (4.18)

C'est-�a-dire, en substituant (4.18) dans (4.17), que 9cj = ��j+1kr0k2
�
e
�
jT

�1
j e1

�
tel

que

rj = cjvj+1:

2

Soit Tj = LjDjL
�
j la d�ecomposition LDL

� de la matrice sym�etrique Tj . On pose

Pj = [p0;p1; : : : ;pj�1] = (�W�j + Vj)L
��
j �j (4.19)



74 Acc�el�eration de la r�esolution des syst�emes lin�eaires

avec �j =

2
6664
c0

c1

. . .

cj�1

3
7775.

Proposition 4.1 La solution xj, le r�esidu rj, et la direction de descente pj satisfont

les r�ecurrences suivantes

xj = xj�1 + �j�1pj�1;

rj = rj�1 � �j�1Apj�1; (4.20)

pj = rj + �j�1pj�1 �W�̂j

avec �j�1;�j�1 r�eels et �̂j 2 R
m . On a aussi Kk;j(A;W;r0) = [W;p0;p1; : : : ;pj�1]

Preuve Soit

�̂j = kr0k2 (LjDj�j)
�1
e1:

La solution approch�ee est donn�ee par

xj = x0 + kr0k2 (�W�j + Vj)T
�1
j e1

= x0 + Pj �̂j :

De plus, comme LjDj�j est triangulaire inf�erieure, on a la relation suivante

�̂j =

�
�̂j�1
�j�1

�

pour un certain scalaire �j�1. On en d�eduit imm�ediatement la relation de r�ecurrence

pour xj.

On r�e�ecrit maintenant (4.19) de la fa�con suivante

Pj�
�1
j L

�
j�j = �W�j�j + Vj�j :

Or ��1j L
�
j�j est bidiagonale, triangulaire sup�erieure ; d'o�u, en comparant les derni�eres

colonnes des deux côt�es de l'�equation pr�ec�edente, on a

pj�1 � �j�2pj�2 = �W�̂j�1 + cj�1vj ;

avec �j�2 = �cj�1uj�1;j=cj�2 et �̂j�1 = cj�1�̂j. On a alors la r�ecurrence pour pj. 2

Proposition 4.2 Les vecteurs pj sont deux-�a-deux A-orthogonaux , c'est �a dire que

P
�
j APj est diagonale. De plus, ils sont aussi A-orthogonaux �a tous les wi, c'est-�a-dire,

W
�
APj = 0.
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Preuve En e�et

P
�
j APj = P

�
j (�AW�j +AVj)L

��
j �j

= P
�
j

�
VjTj + �j+1vj+1e

�
j

�
L
��
j �j

= ��jL
�1
j (�W�j + Vj)

�
�
VjTj + �j+1vj+1e

�
j

�
L
��
j �j

= ��jL
�1
j TjL

��
j �j

= ��jDj�j

est diagonale et

W
�
APj = W

� (�AW�j +AVj)L
��
j �j

= W
� �
VjTj + �j+1vj+1e

�
j

�
L
��
j �j

= 0:

2

En utilisant l'orthogonalit�e des rj et l'A-orthogonalit�e des pj , on peut exprimer les

coe�cients de (4.20) grâce aux vecteurs W;rj et pj.

Proposition 4.3 Les coe�cients du gradient conjugu�e avec projection satisfont les

relations

�j =
r
�
j rj

p�jApj
;

�̂j = (W �
AW )�1W �

Arj; (4.21)

�j =
r
�
j+1rj+1

r�j rj
:

Preuve En multipliant (4.20) par r�j�1 on a

�j�1 =
r
�
j�1rj�1

r�j�1Apj�1
=

r
�
j�1rj�1

(�j�2pj�2 + rj�1 �W�̂j�1)
�
Apj�1

=
r
�
j�1rj�1

p�j�1Apj�1
:

De même, les expressions pour �̂j et �j�1 sont obtenues en multipliant (4.20)par (AW )�

et (Apj�1)
� respectivement. On a alors

�̂j = (W �
AW )�1W �

Arj ;

�j�1 = �
p
�
j�1Arj

p�j�1Apj�1
= �

1

�j�1

(rj�1 � rj)
�
rj

p�j�1Apj�1

=
1

�j�1

r
�
j rj

p�j�1Apj�1
=

r
�
j rj

r�j�1rj�1
:

2

Les relations (4.20) et (4.21) donnent alors l'algorithme 4.3 page suivante.
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Require: k vecteurs lin�eairement ind�ependants w1;w2; : : : ;wk. W = [w1;w2; : : : ;wk]

1: x0 solution initiale telle que W �
r0 = 0, avec r0 = b�Ax0

2: R�esoudre W �
AW�̂0 =W

�
Ar0

3: p0 = r0 �W�̂0

4: for j = 1;2; : : : ;m do

5: �j�1 =
r�
j�1rj�1

p�
j�1Apj�1

6: xj = xj�1 + �j�1pj�1

7: rj = rj�1 � �j�1Apj�1

8: �j�1 =
r�
j
rj

r�
j�1rj�1

9: R�esoudre W �
AW�̂j =W

�
Arj

10: pj = �j�1pj�1 + rj �W�̂j

11: end for

Algorithme 4.3: Algorithme du Gradient Conjugu�e avec Projection

4.3.2.1 Choix du vecteur initial

De même que pour InitCG, on choisit (4.5) page 68, pour le calcul du vecteur initial :

x0 = x�1 +WD
�1
W

�
r�1; r0 = b�Ax0 = H

�
r�1: (4.22)

On satisfait ainsi la condition d'orthogonalit�e initiale : W �
r0.

4.3.2.2 Pr�econditionnement de l'algorithme

La version pr�econditionn�ee du gradient conjugu�e avec projection peut être obtenue

de la mani�ere suivante. On suppose que l'on veut r�esoudre le syst�eme

L
�1
AL

��
y = L

�1
b; x = L

��
y; (4.23)

et on applique l'algorithme 4.3 au syst�eme 4.23. En red�e�nissant les variables de la

fa�con suivante

L
��
W ! W;

L
��
yj ! xj ;

Lrj ! rj ;

L
��
pj ! pj ;

(4.24)

et en posant M = LL
�, on obtient l'algorithme 4.4 page suivante.

QuandW est la matrice nulle, l'algorithme 4.4 est exactement un gradient conjugu�e

pr�econditionn�e standard 1.4. En plus des matrices A et M , cinq vecteurs et trois ma-

trices de stockage sont requises : p;Ap; r; x; z;W;AW et W �
AW .
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Require: k vecteurs lin�eairement ind�ependants W = [w1;w2; : : : ;wk]

Require: x0 tel que W
�
r0 = 0, avec r0 = b�Ax0

1: z0 =M
�1
r0

2: R�esoudre W �
AW�̂0 =W

�
Az0

3: p0 = �W�̂0 + z0

4: for j = 1;2; : : : ;m do

5: �j�1 =
r�
j�1zj�1

p�
j�1Apj�1

6: xj = xj�1 + �j�1pj�1

7: rj = rj�1 � �j�1Apj�1

8: zj =M
�1
rj

9: �j�1 =
r�
j
zj

r�
j�1zj�1

10: R�esoudre W �
AW�̂j =W

�
Azj

11: pj = �j�1pj�1 + zj �W�̂j

12: end for

Algorithme 4.4: Algorithme du Gradient Conjugu�e avec Projection, Pr�econditionn�e

4.3.2.3 Formalisme polynomial

La version polynomiale de l'algorithme 4.4 permet de d�egager plus facilement les

propri�et�es de l'espace des solutions Km;k. Pour cela il faut tout d'abord exprimer rk et

pk grâce �a des polynômes �a deux variables, en A et H.

Th�eor�eme 4.2 Pour k � 0, il existe deux polynômes �a deux variables �k(X;Y ) et

	k(X;Y ) in RhX;Y i tels que rk = �k(A;H)r0 et pk = 	k(A;H)r0.

De plus, �0(X;Y ) = 1, 	0(X;Y ) = Y et on a les relations de r�ecurrence suivantes

dans l'espace des polynômes RhX;Y i :

�k+1(X;Y ) = �k(X;Y )� �kX	k(X;Y );

	k+1(X;Y ) = Y �k+1(X;Y ) + �k+1	k(X;Y ):

Preuve Comme p0 = Hr0, on d�e�nit imm�ediatement �0(X;Y ) = 1 et 	0(X;Y ) = Y .

Les r�ecurrences sont d�eduites de l'algorithme 4.3 : il est en e�et imm�ediat de r�e�ecrire la

d�e�nition de rk+1 ainsi : �k+1(A;H)r0 = �k(A;H)r0��kA	k(A;H)r0. Ce qui donne la

relation de r�ecurrence pour �k. Grâce �a la relation Hrk+1 = rk+1 �W�̂k+1, on r�e�ecrit

la d�e�nition de pk+1 ainsi

	k+1(A;H)r0 = H�k+1(A;H)r0 + �k+1	k(A;H)r0;

ce qui donne la r�ecurrence pour 	k. 2

On peut maintenant simpli�er ces expressions polynomiales en introduisant des

polynômes �a une seule variable, en XY . On a, en e�et, le r�esultat suivant
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Th�eor�eme 4.3 Pour k � 0, il existe des polynômes de degr�e k �a une variable �k(Z)

et 
k(Z) de Rk [Z] tels que

�k(X;Y ) = �k(XY ) et 	k(X;Y ) = Y 
k(XY ): (4.25)

Preuve La d�emonstration se fait par r�ecurrence : le th�eor�eme est vrai pour k = 0,

car �0(X;Y ) = 1 et 	0(X;Y ) = Y . Supposons maintenant que ce soit vrai au rang k,

alors

�k+1(X;Y ) = �k(X;Y )� �kX	k(X;Y )

= �k(XY )� �kXY 
k(XY )

= �k+1(XY ):

	k+1(X;Y ) = Y �k+1(X;Y ) + �k+1	k(X;Y )

= Y �k+1(XY ) + �k+1Y 
k(XY )

= Y (�k+1(XY ) + �k+1
k(XY ))

= Y 
k+1(XY ):

Ces polynômes sont clairement de degr�e k + 1. Cela d�emontre donc le tr�eor�eme 4.3. 2

Cette formulation polynomiale conduit �a une caract�erisation de l'espace Rk =

hr0; : : : ;rk�1i comme un espace de Krylov. Ce qui permet par la suite de donner une

borne asymptotique de convergence grâce aux th�eor�emes existants pour l'algorithme

du Gradient Conjugu�e.

Th�eor�eme 4.4 Pour k � 0;hr0; : : : ;rki = Kk(H
�
AH;r0) et

Km;k(A;s0;r0) = Km(A;s0)
?A

� Kk(H
�
AH;r0):

Preuve Le polynôme �k(Z) �etant de degr�e k, (�i(Z))i=0:::k est une famille ind�ependante

et forme une base de Rk [Z]. D'o�u, parce que rk = �k(AH)r0,

hr0; : : : ;rki = Kk(AH;r0):

De plus, d'apr�es (4.2) page 68, on a H�
AH = AH, d'o�u par r�ecurrence (H�

AH)ir0 =

(AH)ir0 et

hr0; : : : ;rk�1i = Kk(H
�
AH;r0):

La caract�erisation de Km;k s'en d�eduit alors tout de suite. 2

4.3.2.4 �Etude de la convergence

La premi�ere proposition d�e�nit le gradient conjugu�e avec projection comme une Ba-

lanced Projection Method (BPM). On peut alors en tirer les deux th�eor�emes 4.5 et 4.28,
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qui, respectivement, prouvent que l'algorithme du gradient conjugu�e avec projection,

converge et donne une borne asymptotique de la vitesse de convergence.

Proposition 4.4 L'algorithme 4.3 est �equivalent �a une Balanced Projection Method

[27], d�e�nie par l'espace des solutions

xj+1 � xj 2 Kk;j(A;W;r0) (4.26)

et la condition de Petrov-Galerkin

r0 ?W et rj ? Kk;j(A;W;r0): (4.27)

Preuve On voit tout de suite par r�ecurrence que pj 2 Km;j(A;W;r0) car la condition

de l'espace des solutions est satisfaite par l'algorithme 4.3. Par construction, il satisfait

la condition de Petrov-Galerkin. R�eciproquement, la BPM d�e�nie par (4.26) et (4.27)

satisfait toutes les relations de r�ecurrence de l'algorithme du condient conjugu�e projet�e

4.3. 2

Le th�eor�eme suivant est alors une cons�equence directe de cette th�eorie.

Th�eor�eme 4.5 Soit A une matrice sym�etrique d�e�nie positive et W une famille de

vecteurs lin�eairement ind�ependants. Soit x� la solution exacte du syst�eme lin�eaire Ax =

b. L'algorithme du gradient conjugu�e projet�e appliqu�e au syst�eme lin�eaire Ax = b ne

connâ�t pas d'�echec et la solution approch�ee xj est le minimum unique de la norme de

l'erreur kxj � x
�kA sur tout l'espace a�ne x0 + Kk;j(A;W;r0). De plus il existe � > 0,

ind�ependant de x0, tel que pour tout k

kxj � x
�kA � (1� �) kxj�1 � x

�kA:

Preuve Voir th�eor�emes 2.4, 2.6 et 2.7 dans [27]. 2

On a aussi grâce �a la caract�erisation de l'espace des solutions le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.6 Soit � le conditionnement de H�
AH. Alors

kx� � xjkA � 2

�p
�� 1

p
�+ 1

�j
kx� � x0kA: (4.28)

Preuve Le th�eor�eme 4.3 montre que rj = Pj(AH)r0 o�u Pj est un polynôme de degr�e

j. Ainsi, d'apr�es (4.2), on a rj = Pj(H
�
AH)r0. Puis la propri�et�e de minimisation

conduit au r�esultat souhait�e. 2
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4.3.2.5 Formalisme de pr�econditionnement

Une autre fa�con d'arriver au même r�esultat est de voir la projection comme un

pr�econditionnement. On peut e�ectivement montrer que l'algorithme du gradient conjugu�e

avec projection est �equivalent �a l'algorithme du gradient conjugu�e pr�econditionn�e par

une matrice sym�etrique semi-d�e�nie positive HH�.

Par rapport �a l'algorithme 4.3, on a introduit la matrice H en utilisant le fait que

H
�
rk = rk, p0 = Hr0 et que rk+1��k+1wm = Hrk+1. On utilise aussi l'�egalit�e suivante

r
�
kzk = r

�
krk qui vient de r

�
kzk = r

�
kHrk = (H�

rk)
�
rk = r

�
krk.

Finalement, on voit que l'algorithme du gradient conjugu�e projet�e est une forme

de gradient conjugu�e pr�econditionn�e, avec une matrice sym�etrique semi-d�e�nie positive

HH
�. Ce n'est pas classique car la matrice de pr�econditionnement est usuellement prise

non-singuli�ere. On peut alors rattacher l'algorithme 4.3 �a la classi�cation d�e�nie dans

[1], et l'on peut alors voir le gradient conjugu�e projet�e comme une version Omin(A;C;A)

de PCG, avec

C = HH
�
:

Lemme 4.2 L'algorithme du gradient conjugu�e projet�e est �equivalent �a la version

Omin(A;C;A) du gradient conjugu�e pr�econditionn�e appliqu�e �a A avec le pr�econditionnement

C = HH
� et avec un r�esidu initial r0 tel que r0 ?W .

Preuve Les relations p0 = �W�̂0 + r0 et pj = �W�̂j + �j�1pj�1 + rj peuvent se

r�e�ecrire respectivement p0 = Hr0 et pj = Hrj + �j�1pj�1. Mais, comme rj ? W , on a

rj = H
�
rj, donc

p0 = Cr0 et pj = Crj + �j�1pj�1

Ce sont exactement les relations d�e�nissant Omin(A;C;A). Il su�t alors de d�emontrer

que les coe�cients �j et �j sont les mêmes. Il su�t pour cela de voir si r
�
jCrj = r

�
j rj .

En e�et on a r�jCrj = r
�
jHH

�
rj = (H�

rj)
�
H
�
rj = r

�
j rj . 2

On d�eduit de ce lemme l'algorithme 4.5, une r�e�ecriture de l'algorithme ProjCG,

avec un formalisme de pr�econditionnement.

Ici le pr�econditionnement C est singulier et donc la convergence n'est pas garantie.

Cependant, comme le r�esidu initial est orthogonal �a W , le r�esultat suivant peut être

d�emontr�e.

Th�eor�eme 4.7 Le gradient conjugu�e projet�e est �equivalent �a la version Odir(A;C;A)

de PCG appliqu�ee �a A et C et d�emarr�ee avec r0 ? W . Ainsi le gradient conjugu�e

projet�e converge.

Preuve Comme �j = r
�
j rj, on a �j 6= 0 sauf si xj est la solution exacte. D'o�u le gra-

dient conjugu�e projet�e ne connâ�t pas d'�echec et, comme d�emontr�e dans [1], les deux

versions Omin et Odir sont �equivalentes. Maintenant grâce au th�eor�eme 3.1 de [1], on

prouve que le gradient conjugu�e projet�e converge. 2
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Require: x�1 solution approch�ee

1: r�1 = b�Ax�1

2: x0 = x�1 +WD
�1
W

�
r�1

3: r0 = b�Ax0 = H
�
r�1

4: z0 = Hr0 = HH
�
r0

5: p0 = z0

6: for k = 0;1; : : : do

7: �k =
r�
k
zk

p�
k
Apk

8: xk+1 = xk + �kpk

9: rk+1 = rk � �kApk

10: zk+1 = Hrk+1 = HH
�
rk+1

11: �k+1 =
r�
k+1

zk+1

r�
k
zk

12: pk+1 = zk+1 + �k+1pk

13: end for

Algorithme 4.5: Algorithme du Gradient Conjugu�e avec Projection, formalisme de

pr�econditionnement

On peut alors d�emontrer d'une autre mani�ere le th�eor�eme 4.6 page 79.

Th�eor�eme 4.8 L'algorithme du gradient conjugu�e projet�e est �equivalent au gradient

conjugu�e, version Omin(A,I,A), appliqu�e au syst�eme lin�eaire H�
AH~x = H

�
b. Et donc,

donc le taux asymptotique de convergence est gourvern�e par le conditionnement � de

H
�
AH et il est donn�e par la formule (4.28).

Preuve Le gradient conjugu�e projet�e commence avec x0 = H~x0 +Wy0 donn�e par la

formule (4.5). D'o�u

r0 = H
�
r0 = H

�(b�Ax0) = H
�
b�H

�
AH~x0 �H

�
AWy0 = H

�
b�H

�
AH~x0:

L'algorithme Omin(A,I,A) appliqu�e �a H�
AH~x = H

�
b donne cela :
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Require: ~x0 solution initiale

1: ~r0 = H
�
b�H

�
AH~x0 et ~p0 = ~r0.

2: for j = 1;2; : : : do

3: ~�j�1 =
~r�
j�1~rj�1

~p�
j�1H

�AH ~pj�1

4: ~xj = ~xj�1 + ~�j�1~pj�1

5: ~rj = ~rj�1 � ~�j�1H
�
AH ~pj�1

6: ~�j�1 =
~r�
j
~rj

~r�
j�1~rj�1

7: ~pj = ~rj + �j�1~pj�1

8: end for

Maintenant, on pose xj = H ~xj+Wy0 et pj = H ~pj . Grâce �a rj = H
�
rj etH

�
AWy0 =

0, on a

rj = H
�(b�Axj) = H

�
b�H

�
AH~xj = ~rj:

Maintenant

~p�j�1H
�
AH ~pj�1 = (H ~pj�1)

�
A(H ~pj�1) = p

�
jApj :

En rassemblant ces �egalit�es, on obtient ~�j =
r�
j
rj

p�
j
Apj

et ~�j�1 =
r�
j
rj

r�
j�1rj�1

. Puis en r�e�ecrivant,

l'algorithme ci-dessus avec xj;rj ;pj ,on obtient exactement l'algorithme du gradient

conjugu�e projet�e. On peut alors appliquer le r�esultat classique sur le taux de conver-

gence du gradient conjugu�e. 2

4.3.3 L'algorithme du gradient conjugu�e avec espace augment�e

4.3.3.1 Simpli�cation de la r�ecurrence

On va alors voir comment on peut sous certaines conditions, simpli�er l'orthogona-

lisation et obtenir une r�ecurrence �a quatre termes ; c'est-�a-dire que les op�erations avec

la matrice W peuvent être, sous ces conditions, remplac�ees par des op�erations de rang

un. On a en e�et le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.9 Soit W = [w1; : : : ;wm] v�eri�ant les propri�et�es suivantes : il existe une

matrice U , une matrice diagonale D et un vecteur w tels que

AW =WU + we
�
m

W
�
AW = D

alors pour tout r 2W?,

(W �
AW )�1W �

Ar = �em

et

Hr = r � �wm

avec � = r�w
w�
m
Awm

.
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Preuve On pose �̂ = (W �
AW )�1W �

Ar. On a alors

W
�
AW�̂ = W

�
Ar

) D�̂ = U
�
W

�
r + (w�r)em

) �̂ = D
�1(w�r)em car W �

r = 0

=
(w�r)
Dm;m

em

= �em:

On a aussi Hr = r �W�̂ = r � �wm. 2

Si les conditions du th�eor�eme 4.9 sont remplies, on peut remplacer, dans l'algorithme

4.3, les �etapes :

1: R�esoudre W �
AW�̂j =W

�
Arj

2: pj = �j�1pj�1 + rj �W�̂j

par

1: �k+1 =
r�
k+1

w

w�mAwm

2: pk+1 = rk+1 + �k+1pk � �k+1wm.

Dans le cas o�u W est l'espace de Krylov calcul�e par l'algorithme du gradient

conjugu�e, on a alors W = [w1; : : : ;wm] avec wi+1 = pi pour i = 0; : : : ;m � 1 si on

d�ecide de garder m directions du premier espace de Krylov. Cet espace v�eri�e bien les

hypoth�eses du th�eor�eme 4.9 page pr�ec�edente. En e�et

Awi =
1

�i�1
(ri�1 � ri)

=
1

�i�1
(wi � �i�1wi�1 � wi+1 + �iwi)

= �
1

�i�1
wi+1 +

1 + �i

�i�1
wi �

�i�1

�i�1
wi�1:

C'est-�a-dire

AW =WT +
1

�m�1
wm+1e

�
m;

avec

T =

2
66666664

1+�1
�0

� �1
�1

� 1
�0

1+�2
�1

� �2
�2

� 1
�1

. . .
. . .

. . .
. . . � �m�1

�m�1

� 1
�m�2

�1+�m
�m�1

3
77777775
:

Cela veut dire que l'on peut calculer pk grâce �a une r�ecurrence �a quatre termes :

pk+1 = rk+1 + �k+1pk � �k+1wm:
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Or d'apr�es la proposition 4.2 page 74, on a 8k;W �
Apk = 0, c'est-�a-dire en particulier

w
�
mApk = 0. D'o�u

w
�
mApk+1 = w

�
mArk+1 + �k+1w

�
mApk � �k+1w

�
mAwm

) 0 = w
�
mArk+1 + 0� �k+1w

�
mAwm

) �k+1 =
w�mArk+1
w�mAwm

:

Cela permet de d�eduire l'algorithme 4.6, du gradient conjugu�e avec espace augment�e

(AugCG).

Require: x�1 et W espace de Krylov

1: r�1 = b�Ax�1

2: x0 = x�1 +WD
�1
W

�
r�1

3: r0 = b�Ax0

4: p0 = (I �WD
�1(AW )�)r0

5: for k = 0;1; : : : do

6: �k =
r�
k
rk

p�
k
Apk

7: xk+1 = xk + �kpk

8: rk+1 = rk � �kApk

9: �k+1 =
r�
k+1

rk+1

r�
k
rk

10: �k+1 =
r�
k+1

Awm

w�mAwm

11: pk+1 = rk+1 + �k+1pk � �k+1wm

12: end for

Algorithme 4.6: Algorithme du Gradient Conjugu�e avec Espace Augment�e

4.3.3.2 Consid�erations pratiques

Tout d'abord d'un point de vue op�erations �el�ementaires, le surcoût le plus important

est �a l'initialisation. En e�et, le calcul des x0 et p0 convenables est le plus gourmand en

temps de calcul ; ces op�erations sont de type BLAS2 (projection sur un sous-espace de

dimension m). L'autre surcoût est pendant les it�erations, et correspond �a l'ajout d'un

produit scalaire (ddot) et d'une mise �a jour de vecteur (daxpy), qui sont des calculs

tr�es peu chers. AugCG n'ajoutant pas de nouveaux produits matrice-vecteur, le surcoût

global devrait être ais�ement contrebalanc�e par la r�eduction du nombre d'it�erations. De

plus toutes les op�erations �etant de type BLAS1 ou BLAS2, elles peuvent être vectoris�ees

ou parall�elis�ees.

Pour ce qui est de la m�emoire utilis�ee, l�a encore, le surcoût le plus important est �a

l'initialisation. Il faut en e�et stocker les m vecteurs de W , alors que, pendant les

it�erations, on n'a besoin que de deux vecteurs suppl�ementaires wm et Awm. Si la

m�emoire centrale n'est pas su�sante, on peut envisager de garder W dans la m�emoire
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de masse. Si l'on n'y a pas recours, la question du choix dem se pose ; cela sera examin�e

dans la partie 4.4, lors des essais num�eriques.

Il faut aussi analyser les e�ets des impr�ecisions de calcul. Souvent dans les proc�edures

de type Lanczos, les erreurs d'arrondis m�enent �a des pertes d'orthogonalit�e qui ralen-

tissent (voire empêchent) la convergence. Cette situation est analys�ee pour la m�ethode

de Lanczos dans [34] et [43].

Dans l'algorithme du gradient conjugu�e avec espace augment�e, on impose une condi-

tion initiale d'orthogonalit�e (4.4) et deux conditions d'orthogonalit�e lors des it�erations.

Pour la relation (4.4), on suit le sch�ema propos�e dans [43] pour le r�esidu initial r0, ce qui

correspond �a un proc�ed�e de Gram-Schmidt modi��e, puis on �etend ce sch�ema �a la direc-

tion de descente initiale p0. Cela garantit une plus grande stabilit�e num�erique pour r0
et p0. Ce qui veut dire que, au lieu d'utiliser la formulation suivante

1: x0 = x�1 +WD
�1
W

�
r�1

2: r0 = b�Ax0,

on utilise plutôt, celle-ci, math�ematiquement �equivalente, mais plus stable num�eriquement :

1: x0 = x�1

2: r0 = b�Ax0

3: for j = 1; : : : ;m do

4: x0 = x0 +
r�0wj

w�
j
Awj

wj

5: r0 = r0 �
r�0wj

w�
j
Awj

Awj

6: end for.

On �etend alors ce sch�ema aux it�erations : en e�et, la nouvelle direction de des-

cente pk+1 est A-orthogonale �a wm, dernier vecteur de l'espace W correspondant �a

la pr�ec�edente r�esolution du syst�eme, et A-orthogonale �a pk, direction de descente de

l'it�eration pr�ec�edente. L�a encore on applique le sch�ema de Gram-Schmidt modi��e :

tout-d'abord on A-orthogonalise par rapport �a wm puis par rapport �a pk. Tout cela est

r�esum�e dans l'algorithme 4.7 page suivante.

La perte d'orthogonalit�e peut apparâ�tre pendant les it�erations, comme cela est

observ�e dans [38]. Une r�eorthogonalisation compl�ete, comme dans [38] et [4], peut alors

rem�edier �a ce probl�eme dans la plupart des cas.

On peut aussi d�eriver une version pr�econditionn�ee de AugCG, car, en pratique, les

algorithmes sont utilis�es en version pr�econditionn�ee. On suppose que le premier syst�eme

a �et�e r�esolu avec le gradient conjugu�e pr�econditionn�e par la matrice sym�etrique d�e�nie

positive M�1. Donc

hW i = hM�1
Si =M

�1Km(AM
�1
;s0):

La m�ethode AugCG est d�e�nie par le sous-espace des solutions

Km;k(A;s0;r0) = hM�1(S +Rk)i = hW i+ hPki

et par la condition de Galerkin

rk+1?Km;k(A;s0;r0):
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Les r�esultats prouv�es ci-dessus tiennent toujours et donc :

hRki = Kk(AHM
�1
;r0):

On peut alors voir le gradient conjugu�e pr�econditionn�e avec espace augment�e comme

un gradient conjugu�e deux fois pr�econditionn�e, par HH� et M�1. Ceci donne l'implan-

tation 4.7.

Require: wj et Awj pour j = 1; : : : ;m et x�1, solution initiale

1: x0 = x�1

2: r0 = b�Ax0

3: for j = 1 : : : m do

4: x0 = x0 +
r�0wj

w�
j
Awj

wj

5: r0 = r0 �
r�0wj

w�
j
Awj

Awj

6: end for

7: z0 =M
�1
r0

8: for j = 1 : : : m do

9: z0 = z0 �
z�0Awj

w�
j
Awj

wj

10: end for

11: p0 = z0

12: for k = 0;1; : : : do

13: �k =
r�
k
zk

p�
k
Apk

14: xk+1 = xk + �kpk

15: rk+1 = rk � �kApk

16: zk+1 =M
�1
rk+1

17: �k+1 =
z�
k+1

Awm

w�mAwm

18: zk+1 = zk+1 � �k+1wm

19: �k+1 =
r�
k+1

zk+1

r�
k
zk

20: pk+1 = zk+1 + �k+1pk

21: end for

Algorithme 4.7: Gradient Conjugu�e avec Espace Augment�e

4.3.4 L'algorithme du gradient conjugu�e d�e
at�e

4.3.4.1 Introduction

On va maintenant voir comment utiliser l'algorithme du gradient conjugu�e projet�e

pour r�esoudre plusieurs syst�emes lin�eaires sym�etriques de la forme

Ax
(s) = b

(s)
; s = 1;2; : : : ;�; (4.29)
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o�u A 2 R
n�n est sym�etrique d�e�nie positive et o�u les di��erents seconds membres

d�ependent des solutions des syst�emes pr�ec�edents. Comme dans le cas du gradient

conjugu�e avec espace augment�e, on r�eutilise l'espace de Krylov pr�ec�edemment calcul�e.

Mais alors que pour AugCG on l'utilisait \brut", l'id�ee est maintenant d'en extraire des

approximations des vecteurs propres. Cette id�ee est d�ej�a pr�esente dans l'algorithme de

GMRES d�e
at�e, comme on peut le voir par exemple dans [8, 26, 31]. On va donc injec-

ter quelques vecteurs approch�es dans l'espace des solutions, g�en�eralement les vecteurs

correspondants aux plus petites valeurs propres (c'est-�a-dire les plus proches de z�ero),

lorsque l'on r�esout les syst�emes de 4.29, sauf le premier. �A partir du 3e syst�eme, on

ra�ne les vecteurs propres d�ej�a calcul�es grâce �a l'espace de Krylov engendr�e lors de la

r�esolution pr�ec�edente. On est alors en droit d'esp�erer que la convergence sera am�elior�ee

de r�esolution en r�esolution.

En e�et, si on appelle �i les valeurs propres de A avec

�1 � �2 � � � � � �n:

Alors, si les colonnes w1; : : : ;wk de W , sont les vecteurs propres exacts de A, associ�es

aux plus petites valeurs propres �1; : : : ;�k, on a imm�ediatement

�(H�
AH) = �n=�k+1:

Dans ce cas, le gain sur le conditionnement du syst�eme �a r�esoudre, est connu explicite-

ment. Si, maintenant, les colonnes de W ne sont pas exactement les vecteurs propres,

mais seulement des approximations des vecteurs propres associ�es �a �1; : : : ;�k, on peut

s'attendre quand même �a ce que

�(H�
AH) � �n=�k+1:

4.3.4.2 Calcul des approximations de vecteurs propres

Il y a plusieurs mani�eres de calculer des vecteurs propres approch�es puis de les

ra�ner au cours des di��erentes r�esolutions par gradient conjugu�e, appliqu�ees au syst�eme

4.29.

Soit

W
(s) = [w

(s)
1 ;w

(s)
2 ; : : : ;w

(s)

k
]

les vecteurs propres que l'on veut utiliser pour r�esoudre le se syst�eme. Au d�epart

W
(1) = ;. Par la suite, les vecteurs et les scalaires g�en�er�es par l'algorithme du gradient

conjugu�e d�e
at�e (DefCG) appliqu�e au se syst�eme de 4.29 sont not�es avec l'exposant

(s). Id�ealement, W (s) correspond aux vecteurs propres associ�es aux k valeurs propres

�1;�2; : : : ;�k de A. On utilise alors ProjCG pour r�esoudre chacun des syst�emes de 4.29.

Le premier est avec un W
(s) vide ce qui correspond �a une r�esolution par le gradient

conjugu�e standard.

Apr�es la r�esolution du se syst�eme de 4.29, on met �a jour l'ensemble W (s) des ap-

proximations des vecteurs propres pour la r�esolution suivante, ce qui donne le nouvel

espace W (s+1). Dans [8], trois techniques de projections sont d�ecrites pour obtenir de
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telles approximations. Ici on ne retiendra que l'une d'entre elles, sugg�er�ee par Morgan

[31] et appel�ee projection harmonique. Cette approche donne les meilleurs r�esultats

pour trouver les valeurs propres proches de z�ero.

Soient l vecteurs lin�eairement ind�ependants z1;z2; : : : ;zl, cette m�ethode calcule les

k vecteurs propres d�esir�es en r�esolvant le probl�eme aux valeurs propres g�en�eralis�ees

Gy � �Fy = 0;

avec Z = [z1;z2; : : : ;zl] ;G = (AZ)�AZ et F = Z
�
AZ. Pour chaque nouveau syst�eme,

la matrice Z est d�e�nie ainsi

Z
(s) = [W (s)

;P
(s)

l ]; (4.30)

avec 1

P
(s)

l =
h
p
(s)
0 ;p

(s)
1 ; : : : ;p

(s)

l�1

i
:

On r�esout alors le probl�eme g�en�eralis�e

G
(s)
yi � �iF

(s)
yi = 0; i = 1; : : : ;k (4.31)

o�u

F
(s) =

�
Z
(s)
��
AZ

(s)
; G

(s) =
�
AZ

(s)
��
AZ

(s)
: (4.32)

et o�u �1; : : : ;�k sont les k plus petites valeurs de Ritz. Puis on d�e�nit les nouvelles

approximations des vecteurs propres pour le syst�eme suivant par

W
(s+1) = Z

(s)
Y

(s)
; (4.33)

avec

Y
(s) = [y

(s)
1 ; : : : ;y

(s)

k ]:

Cela d�ecrit la m�ethode math�ematiquement. Du point de vue de l'impl�ementation,

il est possible d'�eviter la multiplication matrice-matrice AZ(s) pour G(s) et F (s) dans

(4.32).

Lemme 4.3 Soit

R
(s)

l
=
h
r
(s)
0 ;r

(s)
1 ; : : : ;r

(s)

l�1

i
; ~�

(s)

l+1 =
h
�̂
(s)
0 ;�̂

(s)
1 ; : : : ;�̂

(s)

l

i
;

et

~L
(s)

l =

2
66666666664

1

�
(s)
0

� 1

�
(s)
0

1

�
(s)
1

� 1

�
(s)
1

. . .

. . . 1

�
(s)

l�1

� 1

�
(s)

l�1

3
77777777775
; ~U

(s)

l =

2
6666664

1 ��(s)0

1 ��(s)1
. . .

. . .

1 ��(s)l�1
1

3
7777775
:

1. On pourrait garder les r�esidus r
(s)

i
plutôt que les directions de descentes p

(s)

i
, mais les formules

(4.35 - 4.37) deviennent plus complexes.
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Alors la matrice AP
(s)

l peut être calcul�ee ainsi :

AP
(s)

l = R
(s)

l+1
~L
(s)

l =
�
W

(s) ~�
(s)

l+1 + P
(s)

l+1
~U
(s)

l

�
~L
(s)

l (4.34)

Preuve Ce r�esultat d�ecoule directement des deux relations suivantes, de l'algorithme

4.3 :

r
(s)
j = p

(s)
j � �

(s)
j�1p

(s)
j�1 +W

(s)
�̂
(s)
j

Ap
(s)
j =

1

�
(s)
j

r
(s)
j �

1

�
(s)
j

r
(s)
j+1

2

Puis, cette relation �etablie, on peut alors r�esoudre le probl�eme harmonique (4.31)

sans autre produit suppl�ementaire avec la matrice A.

Th�eor�eme 4.10 Soit

~D
(s)

l =

2
66664
d
(s)
0

d
(s)
1

. . .

d
(s)

l�1

3
77775 avec d

(s)
j =

�
p
(s)
j

��
Ap

(s)
j ;

et

~G(s) =

2
66666666666664

d
(s)

0

�
(s)
0

�
1 + �

(s)
0

�
� d

(s)

1

�
(s)
0

� d
(s)
1

�
(s)
0

d
(s)
1

�
(s)
1

�
1 + �

(s)
1

�
� d

(s)
2

�
(s)
1

� d
(s)

2

�
(s)

1

. . .
. . .

. . .
. . . �

d
(s)

l�1

�
(s)

l�2

�
d
(s)

l�1

�
(s)

l�2

d
(s)

l�1

�
(s)

l�1

�
1 + �

(s)

l�1

�

3
77777777777775
:

Alors les matrices G(s), F (s) et AW (s) sont donn�ees par

G
(s) =

" �
AW

(s)
��
AW

(s)
�
W

(s)
��
AW

(s) ~�
(s)

l+1
~L
(s)

l�
~�
(s)

l+1
~L
(s)

l

�� �
W

(s)
��
AW

(s) ~G(s)

#
(4.35)

F
(s) =

 �
W

(s)
��
AW

(s) 0

0 ~D
(s)

l

!
(4.36)

AW
(s+1) = [AW (s)

;AP
(s)

l ]Y (s) (4.37)

o�u AP
(s)

l est donn�e par (4.34).
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Preuve Les r�esultats d�esir�es sont obtenus grâce �a (4.33), (4.32), (4.34) et �a l'A-

othorgonalit�e de P et W . 2

Pour cette approche, il faut garder les d
(s)
i , les �

(s)
i , les �

(s)
i , les �̂

(s)
i et les p

(s)
i des l

premi�eres �etapes de l'algorithme ainsi que les matrices W (s), AW (s) et
�
W

(s)
��
AW

(s).

4.3.4.3 Le gradient conjugu�e d�e
at�e pour les syst�emes avec multiples se-

conds membres

En r�esum�e, l'algorithme DefCG pour des �equations successives, fonctionne de la

mami�ere suivante. On suppose que l'on veut d�e
ater avec k vecteurs propres. Dans un

premier temps, on ex�ecute le gradient conjugu�e standard avec un nombre l d'it�erations

sup�erieur �a k. Les donn�ees d
(1)
i , �

(1)
i , �

(1)
i pour i = 0;1; : : : ;l�1, et P (1)

l =
h
p
(1)
0 ; : : : ;p

(1)

l�1

i
sont sauvegard�ees. PuisG(1) et F (1) sont calcul�ees d'apr�es (4.35) et (4.36) avec s = 1. Le

probl�eme aux valeurs propres (4.31) est alors r�esolu pour k vecteurs propres qui consti-

tuent les colonnes de Y (1) ; puis W (2) est calcul�e par W (2) =
h
P

(1)

l

i
Y

(1) car W (1) = ;.
Dans les �etapes suivantes, l'algorithme d�e
at�e est utilis�e au lieu du Gradient Conjugu�e,

avec pour espace de d�e
ation W = W
(s). Les matrices AW (s) et (W (s))�AW (s) sont

calcul�ees grâce �a (4.37). On proc�ede alors comme avant, sauf que W (s+1) est d�e�ni

par W (s+1) = [W (s)
;P

(s)

l ]Y (s). Les matrices G(s) et F (s) servant au calcul des vecteurs

propres y
(s)
i sont obtenues grâce aux formules (4.35 - 4.37).

La version pr�econditionn�ee de cette m�ethode est obtenue en consid�erant le syst�eme

pr�econditionn�e suivant

L
�1
AL

��
y
(s) = L

�1
b
(s)
; x

(s) = L
��
y
(s)
; s = 1;2; : : : ;�:

Comme dans le cas du gradient conjugu�e avec projection, pr�econditionn�e, on applique

la m�ethode aux syst�emes L�1AL��y(s) = L
�1
b
(s) et on red�e�nit alors les variables

d'origine comme en (4.24). Tout est alors comme en (4.31) sauf G(s) qui devient main-

tenant

G
(s) =

" �
AW

(s)
��
M

�1
AW

(s)
�
W

(s)
��
AW

(s) ~�
(s)

l+1
~L
(s)

l�
~�
(s)

l+1
~L
(s)

l

�� �
W

(s)
��
AW

(s) ~G(s)

#
; (4.38)

avec M = LL
�. En�n le calcul de AP

(s)

l
dans (4.34) devient

M
�1
AP

(s)

l =M
�1
R
(s)

l+1
~L
(s)

l =
�
W

(s) ~�
(s)

l+1 + P
(s)

l+1
~U
(s)

l

�
~L
(s)

l : (4.39)

Si on rassemble toutes ces relations, on obtient l'algorithme 4.8 page ci-contre.

En plus de la m�emoire requise par l'algorithme du DefCG pr�econditionn�e, l + 1

vecteurs �̂
(s)
0 ;�̂

(s)
1 ; : : : ;�̂

(s)

l doivent être stock�es pendant les it�erations, ainsi que trois

matrices ~L
(s)

l , U
(s)

l et ~D
(s)

l .
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Require: l et k avec l � k

1: R�esoudre le premier syst�eme de 4.29 avec le gradient conjugu�e pr�econditionn�e

2: Calculer G(1) et F (1) d'apr�es 4.38 et 4.36.

3: W (1) = ;
4: for s = 2;3; : : : ;� do

5: R�esoudre 4.31 pour k vecteurs propres y
(s�1)
1 ;y

(s�1)
2 ; : : : ;y

(s�1)
k

6: W
(s) =

h
W

(s�1)
;P

(s�1)
l

i
Y

(s�1)

7: R�esoudre le se syst�eme de 4.29 avec DefCD pr�econditionn�e avec W =W
(s)

8: Calculer G(s) et F (s) d'apr�es 4.38, 4.35, 4.36 et 4.39

9: end for

Algorithme 4.8: Algorithme du Gradient Conjugu�e D�e
at�e Pr�econditionn�e

4.3.4.4 Consid�erations pratiques

Pour l'examen des coûts de calculs et de m�emoire de l'algorithme DefCG, on suppose

que k � n et donc on n�egligera tous les termes ne contenant pas n.

Pour DefCG, il faut conserver W et AW en plus des vecteurs usuels du gradient

conjugu�e. Cela veut dire un stockage suppl�ementaire de 2k vecteurs de longueur n. De

plus, DefCG demande le calcul de Hrj �a chaque �etape. Cela peut être e�ectu�e grâce �a

des op�erations de type BLAS2 pour zj = (AW )�rj et rj �W (W �
AW )�1zj . Le coût de

ces op�erations est O(kn) : le surcoût en temps CPU n'est donc pas trop �elev�e. Il reste

alors le coût du calcul de W

On a vu que pour AugCG, qui utilise, pour W , l'espace engendr�e par les directions

successives de descente, seule la derni�ere colonne wm de W avait besoin d'être gard�ee

car la projectionH se r�esumait �a l'orthogonalisation contre ce seul vecteur wm. Malheu-

reusement, si s est plus grand que 2, il n'y a pas de solution simple pour am�eliorer W .

La seule solution, en e�et, est de conserver tous les vecteurs des directions de descente

W
(s), ce qui devient tr�es vite prohibitif.

Pour �economiser quelques calculs, il est int�eressant que les colonnes de W soient A-

orthogonales, car, dans ce cas, la matriceW �
AW devient diagonale. Ce n'est cependant

pas essentiel et le surcoût est peu important.

Les approximations de vecteurs propres sont calcul�ees grâce au probl�eme propre

g�en�eralis�e (4.31). Et donc, il faut , en plus de W et AW stocker les l vecteurs P
(s)

l
, ce

qui fait en tout un surcoût en m�emoire de 2k + l vecteurs de taille n.

Le calcul de W grâce �a (4.33) et de AW grâce �a (4.37) requiert essentiellemnent des

op�erations de type BLAS3 dont la complexit�e est en O(n(l+1)k). Le calcul de W �
AW

est une op�eration BLAS3 de coût O(nk2). Et donc, si k et l restent petits, le surcoût

total reste modeste.
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4.4 Applications num�eriques

4.4.1 Comparaisons InitCg et AugCG

4.4.1.1 Conditions des tests

Voici quelques r�esultats num�eriques qui montrent l'e�cacit�e des m�ethodes AugCG

et InitCG. Les exemples sont tir�es de probl�emes tests, et les algorithmes sont impl�ement�es

en Matlab. On ne donne ici que des r�esultats de convergence car les temps de calculs

ne seraient pas signi�catifs.

Un premier syst�eme Ay = c est d'abord r�esolu, puis un second Ax = b. On donne

la convergence du second syst�eme pour di��erentes matrices A et di��erents choix de

seconds membres b. Dans tous les exemples, on prend c = Ae avec e = [1;1; : : : ;1] et

y0 = 0 (donc s0 = c). De plus, on prend x�1 = yj o�u j est le nombre total d'it�erations

faites pour le premier syst�eme Ay = c. On a donc

r0 = H
�(b� c) + sj:

Pour le second membre b, on �etudie deux cas de �gures di��erents. Tout d'abord, un

b
(1) \proche" de c :

b
(1) = �c+ �e+AWe

ainsi H�
b
(1) = �H

�
c+ �H

�
e = �sm + �H

�
e et

r
(1)
0 = (� � 1)sm + sj + �H

�
e:

Dans le second cas, b(2) est \loin" de c :

b
(2) = e

et donc

r
(2)
0 = H

�(e�Ae) + sj:

Le crit�ere d'arrêt pour le second syst�eme est krkk � tolkbk o�u tol est sp�eci��e �a chaque
exemple.

Toutes les �gures, tracent la norme relative du r�esidu krkk=kbk, en fonction du

nombre d'it�erations (qui est �egal au nombre de produits matrice-vecteur). Pour les

exemples de 2 �a 6, la ligne en pointill�es repr�esente le gradient conjugu�e d�emarr�e avec

x�1, la ligne avec des tirets repr�esente InitCG et la ligne pleine AugCG, tous deux

d�emarr�es aussi avec x�1.

4.4.1.2 Exemple 1

On choisit d'abord la matrice du Laplacien avec des conditions aux limites de Di-

richlet, discr�etis�e par un sch�ema aux di��erences �nies �a 5 points, sur une grille carr�ee

de taille 32� 32. La matrice est donc de taille 900.

On prend ici b = b
(1) pour montrer la stabilit�e num�erique de InitCG. tol vaut 10�12

et on prend � = 10�2 et � = 10. On compare les deux formulations, stable et instable,



Applications num�eriques 93

0 10 20 30 40 50 60 70
−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

                    number of iterations 
 Solid: InitCG; Dashed: InitCG unstable; Dotted: CG

lo
g(

re
la

tiv
e 

er
ro

r)

Fig. 4.1 { R�esultats pour le Laplacien d'ordre 900 avec le second membre b(1)

de la page 85. La �gure 4.1 montre la courbe de convergence pour la r�esolution de

Ax = b pour le gradient conjugu�e (pointill�es), pour InitCg avec une orthogonalisation

non modi��ee (tirets) et pour InitCG avec une orthogonalisation modi��ee pour une plus

grande stabilit�e num�erique (courbe pleine).

Ici m = 65 et j = 68, qui correspond �a ksjk � 10�12kck. Clairement, dans ce cas,
la formulation stable est, comme attendue, meilleure et, �a partir de maintenant, on

n'utilisera plus que celle-l�a. On remarque aussi que InitCG converge plus vite que le

gradient conjugu�e.

4.4.1.3 Exemple 2

Comme on ne s'int�eresse qu'�a la convergence, on peut utiliser des matrices diago-

nales pour lesquelles on choisit facilement les valeurs propres. C'est d�ej�a fait ainsi dans

[43, 13]. On prend A = diag([1 : 500]).

Pour les deux seconds membres, m = 30 et tol = 10�9. On choisit b = b
(1) avec

� = 1 et � = 10�2. La �gure 4.2 montre le r�esultat pour b(1) et b(2).

InitCG et AugCG sont semblables pour des seconds membres proches, mais pour

des seconds membres plus quelconques, InitCg n'est plus aussi e�cace que AugCG, car

kH�(b� c)k est trop grand. InitCG et AugCG sont cependant comparables pendant les

premi�eres it�erations, comme pr�edit par la th�eorie, mais apr�es la vitesse de convergence

asymptotique de AugCG est meilleure. On note encore une fois que les deux algorithmes
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Fig. 4.2 { R�esultats pour la matrice diag([1 : 500])

convergent plus vite que CG.

4.4.1.4 Exemple 3

On �etudie maintenant l'impact de la taille m de l'espace de Krylov, sur l'e�cacit�e

de AugCG. La matrice A est la matrice S1RMQ4M1, du groupe Cylshell 2. La matrice

est de taille N = 5489 et a 133950 coe�cients non nuls. Son conditionnement estim�e

est 1:81106. On pr�econditionne le syst�eme par une factorisation de Cholesky incompl�ete

IC(1).

On prend b = b
(2) et tol = 10�9. La �gure 4.3 montre les courbes de convergence de

CG et AugCG pour m variant de 10 �a 50. Jusqu'�a m = 40, AugCG �economise �a peu

pr�es m it�erations puis un peu moins.

4.4.1.5 Exemple 4

Dans cet exemple et le suivant, on �etudie les e�ets du pr�econditionnement et du

second membre. On utilise la matrice S2RMQ4M1 de la même collection. La taille de

la matrice est N = 5489 et 134420 coe�cients sont non nuls. Le conditionnement est

estim�e �a 1:77108.

On prend b = b
(1) avec � = 1 et � = 10�3. On garde m = 20 vecteurs en m�emoire

et la tol�erance est �x�ee �a tol = 10�6. La �gure 4.4 montre les r�esultats pour di��erents

pr�econditionnement de type Cholesky incomplets, avec 4 niveaux de remplissages :

IC(1), IC(2), IC(3) et IC(4).

Ici InitCG est plutôt e�cace car les deux seconds membres sont proches. Le r�esidu

relatif kr0k=kbk est bien plus faible avec InitCG et AugCG qu'avec CG, presque �egal �a

2. http://math.nist.gov/MatrixMarket/data
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Fig. 4.3 { R�esultats pour la matrice S1RMQ4M1 avec le second membre b(2)

la tol�erance 10�6.

AugCG �economise 36 it�erations avec le pr�econditionnement IC(1) et �a peu pr�es 20

avec les trois autres pr�econditionnements. Pour IC(1), le gain initial est relativement

important car CG converge lentement. Malheureusement dans tous les cas, le gain initial

est en partie perdu car le r�esidu augmente. On peut reconnâ�tre des formes similaires

dans les courbes de convergences de AugCG et de CG, d�ecal�ees d'environ m it�erations.

4.4.1.6 Exemple 5

On choisit la même matrice S2RMQ4M1, et les param�etres sont b = b
(2), m = 20

et tol = 10�6. la �gure 4.5 montre les r�esultats pour les pr�econditionnements IC(1),

IC(2), IC(3) et IC(4).

InitCG n'est pas r�eellement e�cace car le second membre b est trop �eloign�e de c.

Avec tous les pr�econditionnements, AugCG �economise autour de 15 it�erations : AugCG

reste e�cace même si on am�eliore le conditionnement.

4.4.1.7 Exemple 6

On �etudie ici un exemple o�u le gradient conjugu�e converge lentement pour montrer

l'impact du pr�econditionnement et de m. La matrice est S3RMT3M1 toujours de la

même collection. La matrice est de taille N = 5489 avec 111579 coe�cients non-nuls.
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Le conditionnement estim�e est 2:481010. On prend b = b
(2) et tol = 10�6. La �gure 4.6

montre les r�esultats pour m = 20 avec IC(1) comme pr�econditionnement, m = 20 avec

IC(2) comme pr�econditionnement, m = 50 et IC(1), m = 100 et IC(1).

Dans tous les cas InitCG est ine�cace, car le second membre est trop �eloign�e. Avec

IC(1) et m = 20, AugCG n'est pas tr�es e�cace car la convergence du gradient conjugu�e

est tr�es mauvaise lors des premi�eres it�erations du premier syst�eme. Il y a alors deux

moyens pour am�eliorer la convergence. Tout d'abord, am�eliorer le pr�econditionnement :

avec IC(2) et m = 20, AugCG �economise 15 it�erations par rapport �a CG. Ou bien, on

peut augmenter le nombre de vecteurs conserv�es du premier syst�eme, en conservant le

pr�econditionnement IC(1). Et l�a, alors que m = 20 �etait ine�cace, pour m = 50 et

m = 100, la convergence est alors bien am�elior�ee.

Si la convergence du syst�eme initial est bonne, alors AugCG est e�cace et m peut

être petit. Mais si la convergence est mauvaise, alors pour l'am�eliorer, il faut un m

assez grand. Malheureusement, pour des questions de m�emoire, m ne peut être pris

aussi grand que l'on veut.

En e�et, le calcul des vecteurs initiaux x0, r0 et p0 demande le stockage dem vecteurs

de dimension N . Si on utilise un espace de stockage secondaire, le gain en it�erations

devrait contrebalancer les surcoûts d'entr�ees-sorties. Le coût en calculs augmente aussi

avec m pour le calcul de ces vecteurs initiaux.

Le choix d'un m optimal, minimisant le temps de calcul est toujours un probl�eme

ouvert. Il vaut sûrement mieux utiliser un bon pr�econditionnement avec un m mod�er�e,

mais il faut aussi que m soit su�samment grand pour capturer les plus petites valeurs

propres de A dans W , car ce sont elles qui ralentissent la convergence[13, 40].

4.4.2 Comparaisons entre AugCG et DefCG

A pr�esent, on va illustrer les vitesses de convergence asymptotiques des algorithmes

du gradient conjugu�e avec espace augment�e et du gradient conjugu�e d�e
at�e. Les algo-

rithmes sont toujours impl�ement�es en Matlab, et le crit�ere d'arrêt pour les exemples 7

�a 9 est sur le r�esidu relatif :

kb�Axjk2=kbk2 � 10�7;

et toutes les �gures, sauf 4.10, montrent le r�esidu relatif en fonction du nombre d'it�erations.

4.4.2.1 Exemple 7

Tout d'abord, on teste l'algorithme 4.8 page 91 pour le Laplacien. La matrice est

de taille 400, et est calcul�ee comme pour l'exemple 4.4.1.2 page 92. Le second membre

b est g�en�er�e al�eatoirement, toutes les composantes �etant ind�ependantes et suivent une

distribution normale de moyenne 0 et de variance 1 (N (0;1)).

La plus grande valeur propre de A est 7:9553 et les quatre plus petites sont 0:0447,

0:1112, 0:1112, 0:1777. On calcule les vecteurs propres exacts w1;w2;w3 associ�es aux

trois plus petites valeurs propres 0:0447, 0:1112, 0:1112. On r�esout alors le syst�eme

grâce au gradient conjugu�e standard avec x0 = 0, puis le gradient conjugu�e d�e
at�e.
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On prend x�1 = 0 et W = [w1] ; [w1;w2] ; [w1;w2;w3]. les courbes de convergence sont

trac�ees �gure 4.7 respectivement pleine, mixte, des croix et des tirets

On peut voir sur la �gure 4.7, que la convergence du gradient conjugu�e d�e
at�e avec

juste W = [w1] est meilleure que celle du gradient conjugu�e. En e�et, le premier r�esout

un syst�eme dont le conditionnement est � = 7:9553=0:1112. Avec deux vecteurs propres,

la convergence n'est pas meilleure, ce qui est logique car le conditionnement est le même

� = 7:9553=0:1112. En�n, avec trois vecteursW = [w1;w2;w3], le conditionnement passe

�a � = 7:9553=1:777, et la convergence est la meilleure.

4.4.2.2 Exemples 8 et 9

Les exemples 8 et 9 montrent l'e�cacit�e de l'algorithme du gradient conjugu�e d�e
at�e

pour r�esoudre le probl�eme 4.29 page 86. La solution initiale est toujours x0 = 0 pour

r�esoudre avec le gradient conjugu�e et x�1 = 0 pour la r�esolution avec des algorithmes

projet�es. Le nombre de syst�emes pour 4.29 est 10 et les b(s) sont des vecteurs al�eatoires

calcul�es comme pour l'exemple 4.4.2.1. On garde les vecteurs de l'espace des solutions

pendant l�20 it�erations et pour la d�e
ation on calcule k = 5 vecteurs propres approch�es,

associ�es aux plus petites valeurs propres. Ce calcul se fait grâce �a la fonction QZ de

Matlab, entre deux r�esolutions cons�ecutives. Les matrices sont tir�ees de la collection

Harwell-Boeing 3.

La courbe en pointill�es correspond �a la r�esolution du syst�eme avec le gradient

conjugu�e pr�econditionn�e. La courbe avec des tirets est pour l'algorithme 4.8 du gra-

dient conjugu�e d�e
at�e pour les syst�emes s = 2; : : : ;s = 10. La courbe pleine est pour

l'algorithme avec espace augment�e.

Pour l'exemple 8, la matrice est BCSSTK15 du groupe BCSSTRUC2 de la collection

Harwell-Boeing. L'ordre de la matrice est 3948 et le syst�eme est pr�econditionn�e par une

factorisation de Cholesky incompl�ete IC(1). Les r�esultats sont sur la �gure 4.8 page 103.

Pour l'exemple 9, la matrice est 1138BUS du groupe PSADMIT. L'ordre de la

matrice est 1138 et le syst�eme est pr�econditionn�e par une factorisation de Cholesky

incompl�ete IC(0). Les r�esultats sont aussi sur la �gure 4.8.

Pour ces deux exemples, on observe que le nombre d'it�erations d�ecrô�t signi�cati-

vement apr�es les premi�eres r�esolutions et tend rapidement vers une limite inf�erieure.

Ceci tient �a ce que les vecteurs propres calcul�es sont alors, apr�es quelques ra�nements,

exacts et le conditionnement du syst�eme ne bouge alors plus, et donc �a partir de ce

moment les convergences sont semblables.

En pratique, on ne ra�ne plus les vecteurs propres, quand on se rend compte que

les vecteurs propres ne varient plus avec le ra�nement. On peut aussi augmenter k et

l. Pour d�etecter qu'une paire de Ritz (yi;�i) a converg�e, on peut tester la norme de

Ayi � �iyi. Cela est fait dans [7].

L'algorithme ne se comporte cependant pas toujours aussi bien, comme le montre

l'exemple suivant.

3. WWW: http://math.nist.gov/MatrixMarket/data/
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4.4.2.3 Exemple 10

La matrice de test est S3RMT3M3 du groupe CYLSHELL. Pour cette exp�erience,

on choisit l = k = 10 pour l'algorithme 4.8 et m = 30 pour l'algorithme 4.7. Le

pr�econditionnement est IC(2) et le test d'arrêt est

kb�Axjk2=kbk2 < 10�8:

On r�esout pour 5 seconds membres di��erents ; sinon tout est comme les exemples

pr�ec�edents. Les r�esultats sont trac�es sur la �gure 4.9.

Les syst�emes 2, 3 et 5 r�esolus par le gradient conjugu�e d�e
at�e, et le syst�eme 2 r�esolu

par le gradient conjugu�e avec espace augment�e ne convergent pas. A partir de 10�4,

la convergence devient tr�es instable et pour certains syst�emes les courbes remontent

fortement : l'algorithme diverge.

Th�eoriquement, les r�esidus rj pour les deux algorithmes 4.8 et 4.7, sont orthogonaux

�a W . Cependant, en pratique, cette orthogonalit�e est perdue petit �a petit au cours des

it�erations. Cela est illustr�e par la �gure 4.10 qui montre la fonction suivante

othor(j) = min
i=1:::k

�
w
�
i rj

kwik2krjk2

�
:

On la trace pour le second syst�eme de AugCG et le 5e de DefCG. Les deux courbes

de la fonction othor(j) montrent alors une grosse perte d'orthogonalit�e, telle qu'elle

d�etruit la convergence.

Un rem�ede pour recup�erer l'orthogonalit�e est d'ajouter une �etape de r�eorthogonalisation

rj = rj �W (W �
W )�1W �

rj (4.40)

Tout de suite apr�es avoir calcul�e rj dans les algorithmes. Le coût de cette op�eration

est O(kn). On ex�ecute �a nouveau les deux algorithmes avec cette nouvelle correction,

et on trace les r�esultats dans la �gure 4.9 �a droite. Cette fois, seuls les syst�emes 3 et5

r�esolus avec DefCG et le second syst�eme r�esolu avec AugCG ne convergent pas, mais

toutes les courbes de convergence d�ecroissent. On trace aussi la fonction othor(j) apr�es

correction du r�esidu rj avec 4.40 dans la �gure 4.10. On remarque que les courbes sont

bien plus basses que sans correction.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre sont pr�esent�ees di��erentes m�ethodes pour acc�el�erer la convergence

du gradient conjugu�e pr�econditionn�e. Le premier point concerne la modi�cation de la

solution initiale. Cela am�eliore les premi�eres it�erations car pendant m
2
it�erations, on

obtient la vitesse de convergence du gradient conjugu�e par blocs, d�emarr�e avec le bloc

[s0;r0].

Le second point cherche �a am�eliorer le comportement asymptotique. Cette acc�el�eration

s'obtient par la modi�cation de l'espace des solutions, en lui ajoutant des directions

pertinentes, issue de la connaissance que l'on a de la matrice ou des calculs faits lors
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de la r�esolution ant�erieure d'un syst�eme avec la même matrice. On montre alors que la

vitesse de convergence est r�egie par le conditionnement de la matrice ((projet�ee)) H�
AH.

Deux algorithmes sont alors propos�es. Le premier, AugCG, r�eutilise l'espace de

Krylov W du premier syst�eme et a un surcoût pendant les it�erations tr�es faible car

la projection sur W se r�eduit �a l'orthogonalisation par rapport �a un seul vecteur.

Cependant, le gain, �evident sur les exemples num�eriques, est peu quanti�able.

Le second algorithme, DefCG, utilise les valeurs propres de A. Le gain est, l�a,

quanti�able car la vitesse de convergence est maintenant gouvern�ee par le conditionne-

mentde la matrice d�e
at�ee. Cependant, le surcoût pendant les it�erations est l�eg�erement

sup�erieur, car il faut orthogonaliser par rapport �a tous ces vecteurs propres. Un gros

avantage de cette m�ethode est que les approximations des vecteurs propres utilis�es pour

la d�e
ation peuvent être a�n�es entre les r�esolutions de syst�emes jusqu'�a obtenir une

tr�es bonne acuit�e et donc un gain maximal. Les exp�eriences num�eriques con�rment cela

tr�es bien.
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Fig. 4.4 { R�esultats pour la matrice S2RMQ4M1 avec le second membre b(1)
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Fig. 4.5 { R�esultats pour la matrice S2RMQ4M1 avec le second membre b(2)
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Fig. 4.8 { Courbes de convergence pour les matrices BCSSTK15 et 1138bus
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Fig. 4.9 { Courbes de convergence pour les matrices S3RMT3M3 sans, puis avec cor-
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Conclusion

On s'int�eresse dans cette th�ese �a la r�esolution de syst�emes lin�eaires, pierre angu-

laire du calcul scienti�que. Apr�es un rappel des principaux algorithmes pour r�esoudre

les syst�emes lin�eaires et un test comparant ces algorithmes sur un probl�eme de restau-

ration d'images avec des estimateurs robustes, on y pr�esente deux nouveaux volets.

Le premier volet porte sur la r�egularisation de syst�emes lin�eaires mal-conditionn�es

dont le second membre est bruit�e. Pour r�esoudre ce probl�eme, on pr�esente une nouvelle

m�ethode it�erative bas�ee sur des �ltres polynomiaux et dont le �ltre de r�egularisation

n'est pas a priori �x�e ; ce qui permet �a l'utilisateur de choisir la r�egularisation en

fonction du probl�eme. Cette m�ethode, de formulation ((�a la Lanczos)), est alors d�eriv�ee

pour approcher la solution r�egularis�ee �a chaque it�eration. Puis on d�emontre que les

�ltres utilis�es convergent vers la fonction �ltre �x�ee par l'utilisateur. Mais la convergence

des approximations xk vers la solution �ltr�ee x� n'est pas encore d�emontr�ee.

Pour ce qui est du comportement num�erique de l'algorithme, on choisit un �ltre

en deux parties : les composantes de la solution qui sont suivant les directions propres

associ�ees �a des valeurs propres comprises entre 0 et un param�etre a, sont att�enu�ees pour

diminuer la contamination de la solution par le bruit. Les autres composantes ne sont

pas modi��ees. Les solutions des syst�emes sont bien proches de la solution attendue, sans

être trop contamin�ees par le bruit pr�esent dans le second membre. On y voit cependant

la grande sensibilit�e de l'algorithme par rapport au param�etre a, dont d�epend le �ltre

choisi, et le choix du a optimal parâ�t d�elicat. Il faudrait pour un choix automatique,

coupler cet algorithme avec une m�ethode de recherche de param�etres optimaux. Il serait

aussi int�eressant de tester cet algorithme sur un probl�eme o�u le �ltre id�eal n'est pas

simplement passe-bas ou passe-haut. On pourrait alors couper l'intervalle en plus de

deux segments pour la d�e�nition de ce �ltre.

Le second volet concerne l'augmentation des espaces de Krylov pour acc�el�erer la

convergence de l'algorithme du gradient conjugu�e. Il s'agit de r�esoudre une s�equence

de syst�emes dont seuls les seconds membres �evoluent. On pr�esente tout d'abord des

r�esultats th�eoriques sur l'adjonction d'un espace W quelconque �a l'espace des solu-

tions. On caract�erise alors le nouvel espace des solutions comme une somme d'espaces

de Krylov et on montre que la vitesse de convergence asymptotique est r�egie par le

conditionnement de H�
AH, o�u H est la projection A-orthogonale sur W?A.

Puis on pr�esente deux nouveaux algorithmes : AugCG et DefCG. Le premier utilise
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la structure particuli�ere des espaces de Krylov pour r�eduire le coût de la projection :

en utilisant l'espace de Krylov g�en�er�e par une r�esolution ant�erieure, il su�t d'orthogo-

naliser par rapport �a la derni�ere direction pour avoir l'orthogonalit�e toute enti�ere. On

ne sait pas estimer pr�ecis�ement le conditionnement du nouveau syst�eme, mais on peut

voir sur les tests num�eriques que l'on gagne g�en�eralement autant d'it�erations que l'on

a conserv�e de vecteurs dans W . Si on r�esout plus de deux syst�emes, on peut conserver

plusieurs espaces de Krylov, en orthogonalisant �a chaque fois et pour chaque espace, par

rapport �a la derni�ere direction. C'est ce qui est fait, par exemple, pour des probl�emes

de sous-domaines, o�u la taille du syst�eme, qui est celle de l'interface, est petite par

rapport �a la taille du probl�eme global et donc le stockage est peu important.

Le second algorithme, DefCG, utilise des approximations de Ritz des petites valeurs

propres de A, pour enrichir l'espace des solutions. Dans ce cas, on connâ�t une bonne

estimation du nouveau conditionnement et donc le taux asymptotique de convergence.

Mais on est oblig�e d'orthogonaliser par rapport �a toutes les directions de W . Un avan-

tage de cet algorithme est qu'il peut être ra�n�e au fur et �a mesure des r�esolutions : en

e�et, avec le nouvel espace de Krylov produit, on calcule de nouvelles approximations

des vecteurs propres de meilleure qualit�e, et ce, jusqu'�a convergence des paires de Ritz.

En�n, ces deux algorithmes sont test�es sur des exemples tir�es de la biblioth�eque

Harwell-Boeing. Ces tests con�rment tous les r�esultats th�eoriques. Ces tests mettent

aussi en avant la di�cult�e de r�egler les param�etres des m�ethodes : c'est-�a-dire le nombre

de vecteurs �a conserver et le nombre de valeurs propres �a calculer.

Il reste donc �a g�en�eraliser ces algorithmes au cas non sym�etrique et �a les impl�ementer

de mani�ere e�cace, pour une int�egration dans les biblioth�eques scienti�ques.
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R�esum�e

De nombreux probl�emes de calcul scienti�que r�eclament la r�esolution de syst�emes

lin�eaires. Des algorithmes r�ecents et performants pour r�esoudre ces syst�emes sont bas�es

sur les m�ethodes de Krylov. L'espace des solutions de celles-ci est un espace de Krylov

et la solution est alors d�e�nie par une condition d'orthogonalit�e dite de Galerkin.

Dans une premi�ere partie, on modi�e la d�e�nition de la solution pour la r�esolution

de syst�emes mal-conditionn�es, en introduisant une nouvelle technique de r�egularisation

bas�ee sur des �ltres polynomiaux. Le point fort de cette m�ethode est que la forme des

�ltres n'est pas �x�ee par la m�ethode mais peut être quelconque, et donc dict�ee par les

sp�eci�cit�es du probl�eme.

Dans la seconde partie, on modi�e l'espace des solutions pour acc�el�erer la conver-

gence. Deux techniques sont explor�ees. La premi�ere permet de recycler un espace de

Krylov utilis�e pour r�esoudre une premi�ere �equation. La seconde, bas�ee sur des tech-

niques de d�e
ation, cherche �a att�enuer l'e�et n�efaste des plus petites valeurs propres.

Cette derni�ere peut, de plus, s'a�ner lors de la r�esolution de plusieurs syst�emes, jusqu'�a

�eliminer compl�etement l'impact de ces petites valeurs propres.

Tous ces algorithmes sont impl�ement�es et test�es sur des probl�emes issus de l'ana-

lyse d'images et de la m�ecanique. Cette validation num�erique con�rme les r�esultats

th�eoriques.

Mots cl�es : solveur lin�eaire, espace de Krylov, gradient conjugu�e, r�egularisation, �ltres

polynomiaux, d�e
ation.

Abstract

Many problems in scienti�c computation require to solve linear systems. Recent

e�cient solvers are based on Krylov methods. Their solution space is a Krylov sub-

space and the solution is then de�ned by an orthogonality condition, called Galerkin's

condition.

In the �rst part, the de�nition of the solution is modi�ed for the resolution of ill-

conditionned systems and a new regularization technique, based on polynomial �lters,

is introduced. The main interest in the method is that the shape of the �lters is inde-

pendant of the method. It can be arbitrary, and thus directed by the speci�cities of the

problem.

In the second part, the solution space is modi�ed to accelerate the convergence.

Two techniques are proposed. The �rst allows a Krylov subspace to be reused in the

solution of a succeeding equation. The second, based on de
ation techniques, tries to

dampen the e�ect of the smallest eigenvalues. Moreover, it can be re�ned when solving

multiple systems, to progressively eliminate the impact of these small eigenvalues.

These algorithms are implemented and tested on problems from image analysis and

mecanic. This numerical validation con�rms the theoretical results.

Key words : linear solver, Krylov subspace, conjugate gradient, regularization, poly-

nomial �lters, de
ation.


