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10 INTRODUCTION

La maitrise de la Fabrication Additive (FA) de structures ou objets solides représente un enjeu majeur
dans le domaine de la production industrielle. En effet, la FA ouvre, par sa nature < haute couture >, des
perspectives inédites & nos capacités d’imagination de réalisation d’objets aux propriétés originales. De ce
fait, la FA est vécue comme une nouvelle révolution industrielle . Cependant, de nombreux progres sont
encore nécessaires pour atteindre cette maitrise.

Contexte

Le procédé de FA voit naissance avec le principe de Stéréolithographie, une technique dite de prototy-
page rapide, permettant de fabriquer des objets solides & partir d’un modeéle numérique par superposition
de tranches fines de matiére. Sa premiére application fut le procédé de Photo-polymérisation et le nom
de StereoLithography Apparatus (SLA) lui a été donné. D’apres [1], la paternité du SLA revient a Jean
Claude André, Olivier De Witte et Alain Le Méhauté, trois francais, qui ont déposé un brevet en Juillet
1984, quasi-concomitamment & Chuck W. Hull, un américain, qui déposa un brevet sur le méme procédé
en Aoit 1984. Depuis, un grand nombre de procédés dérivés ont vu le jour. Ils sont généralement classés
en fonction du principe physique d’addition de matiére. Nous en comptons aujourd’hui au moins sept
catégories (voir [1] et les références citées pour plus de détails). C’est en regroupant cet ensemble de
procédés sous leur principe commun d’ajout de matiere qu’est né le terme FA et dont la définition est,
d’apres la norme ISO 52900, la suivante :

Définition: Fabrication Additive

Procédé consistant a assembler des matériaux pour fabriquer des pieces a partir de données de

modeles en 3D, en général couche apres couche, a 'inverse des méthodes de fabrication soustractive
(usinage, ...) et bien différemment de la fabrication par mise en forme (emboutissage, laminage, ...).

Par ce principe d’additivité de matiére, la FA jouit d’une liberté inégalée dans le processus de construc-
tion de la piéce, lui permettant de générer des formes extrémement complexes avec, en fonction du procédé,
plus ou moins de précision. Ainsi, elle a rendu possible la fabrication concrete de pieces congues par des
méthodes de I’Optimisation Topologique [2], voir par exemple la Figure 1. Ceci explique I’engouement
qu’elle a suscité surtout dans les domaines du transport (Ferroviaire, Aéronautique, Nautique ...).

FIGURE 1 — Deux piece exposées par le fabricant de machine Concept Laser au Salon du Bourget 2015.

Un graphique qui montre ’engouement mondial que suscite la FA est celui de ’évolution de son marché
au cours du temps, (cf. Figure 2). Celui-ci, d’aprés les estimations de la société de conseil SmarTech
Analysis, serait de 2020 a 2027 multiplié par trois.

1. https ://www.economist.com/special-report/2012/04 /21 /a-third-industrial-revolution/
2. https ://www.smartechanalysis.com/reports/2019-additive-manufacturing-market-outlook/
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Total Additive Manufacturing Market Size, by Opportunity Segment, All
Technologies (Professional environments only), 2014-2027(e)
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FIGURE 2 — Evolution du marché de la Fabrication Additive d’aprés 1’étude de 2019 2de la société de
conseil SmarTech Analysis.

C’est dans le secteur industriel qui construit des pieces métalliques ou la FA se voit porter un intérét
grandissant comme le montre 1’évolution quasi-exponentielle du nombre de machines FA vendues au cours
des derniéres années (voir la Figure 3).

FI1GURE 3 — Evolution du nombre de vente de machine de FA pour les métaux au cours des dernieres
années d’apres le rapport de 2018 3de la société de conseil Wohlers Associates.

Principe général

Le principe général de la FA se divise globalement en cinq étapes comme le montre la Figure 4. A
partir d’'un modele CAO, un maillage de la piece est créé, généralement sous format STL. Ce maillage
est utilisé pour définir ’ensemble des parameétres du processus de fabrication. La meilleure orientation
de la piéce est choisie, son nombre de couche et leur épaisseur, les trajectoire de la source de chaleur, les
supports... Une fois la piéce créée, elle est achevée dans une étape de finition.

Pour préciser, les procédés pour pieces métalliques usent de deux modalités différentes :

e la FA Directe ou la matiére, sous forme de billes, est injectée dans la buse qui laisse passer la

3. http ://wohlersassociates.com/2018report.htm
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a - Modele CAO de la piece b - Maillage (

o

INTRODUCTION

format STL) c¢ - Processus de tranchage d - Fabrication par couche e - Finitions

FIGURE 4 — Principe général de la FA d’apres [1].

source de chaleur (laser ou faisceau d’électrons). Nous trouvons dans cette catégorie le procédé de
Fusion Laser par Projection de Poudre (FLPP) (Direct Laser Deposition, en anglais) ;

e la FA par Sélection ou la matiére toujours sous forme de billes, est étalée par couche et la source
de chaleur fait fondre les zones nécessaires a la formation de la piéce, avec les procédés de Fusion
Laser sur Lit de Poudre (FLLP) (Selective Laser Melting (SLM), en anglais) utilisant des lasers et
Fusion par faisceau d’électrons (Electron Beam Melting (EBM), en anglais). Nous renvoyons a [3]

pour plus de détail sur la FA métallique.

Deux procédés classiques

Dans la construction des pieces (cf. Figure 4 d) les procédés de type Sélection jouissent d’une capacité
de précision plus importante que les procédés de Projection. De fait plus les caractéristiques géométriques
indiquées dans le Tableau 1 sont petites plus la piece fabriquée est de meilleure qualité.

Caractéristiques procédé de SLM | procédé de Fusion Laser par Projection de Poudre (FLPP)
Epaisseur de couche 60 — 150 pum 100 — 800 pm

Largeur de cordon/dépdt ~ 100 pum 0.6 — 2.4 mm

Diametre du laser ~ 70 pm ~ 1.5 mm

TABLE 1 — Comparaison des grandeurs caractéristiques des procédés de SLM et de FLPP.

A ce titre le procédé de FLPP permet d’atteindre une précision de 'ordre du millimetre alors que celle
du procédé SLM, peut-étre proche de la cinquantaine de micromeétres. C’est la raison pour laquelle ce
dernier est le procédé le plus utilisé actuellement [1], notamment chez les industriels, et aussi la raison
pour laquelle nous avons choisi de nous y intéresser dans cette thése. Donnons en ici une

description.

Description fonctionnelle du procédé SLM

Le procédé SLM consiste a faire fondre progressivement de fines couches de poudre métallique en
utilisant une source de chaleur intense, induite par un laser, en suivant trois étapes principales décrites
dans ce qui suit (voir également la Figure 5).

i Une fine couche de poudre est déposée par un rouleau ou un racloir sur le plateau de fabrication.

ii Cette couche est fondue par un laser mobile, suivant une trajectoire prédéfinie. Ce laser indui-
sant une forte source de chaleur, transforme localement et progressivement la poudre en phase
liquide passant, si nous considérons un alliage, par une phase pateuse (mushy, en anglais) qui, par
refroidissement se transforme en phase solide.

iii Le piston du plateau de fabrication s’abaisse de 1’épaisseur d’une couche pendant que celui de la

réserve de poudre s’éleve de cette épaisseur.




13

Ces trois étapes sont réitérées jusqu’a ’obtention de la piéce désirée.

Avant que ce procédé soit mis en ceuvre pour ’élaboration d’une piece, des parameétres physiques
doivent étre fixés :

@ des parametres machines tels que 1’épaisseur de couche, méthode de d’étalement de la poudre,
vitesse, diametre et puissance du laser, température de préchauffage,

e des parametres matériau avec le choix de ’alliage utilisé, morphologie, taille et densité des parti-
cules et enfin

e une stratégie de création avec le positionnement de la piece, nombre et trajectoires des lasers
(ce qui va avoir des effets sur le cyclage thermique de la matiére et ainsi sur ses caractéristiques
mécaniques (microstructure, contraintes résiduelles)).

N

Laser
~

Roller. Fabrication powder bed
J Part being created

Powder delivery piston Additive Fabrication piston

FIGURE 5 — Procéde de Fusion Laser sur Lit de Poudre (FLLP).

Le réglage de ces nombreux parametres physiques n’est pas sans difficultés et un certain nombre de
défauts de fabrication peuvent apparaitre.

Défauts de fabrication par SLM

Plusieurs études ont fait apparaitre différents défauts qui peuvent apparaitre dans les pieces-Fabriqué
Additivement (-FA) par SLM. Dans [4] ces défauts sont classés en trois catégories :

e Défaut de Porosité :

De taille autour de 100 um et de forme sphérique comme le montre la Figure 6, des porosités
peuvent se former par piégeage de gaz présent dans la poudre ou formé, évaporation de certains
constituants, mauvais écoulement du bain liquide entre deux couches, etc...

Spherical porosities

FIGURE 6 — Photo de porosités sphériques présentes dans une piéce formée par SLM [5].
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e Défaut de Fissuration :

D’apres [3], il existe différents mécanismes (dépendants du matériau employé), d’initiation de fissure
dans les pieces-FA. Pendant le procédé la vitesse de refroidissement thermique peut atteindre les
10® K/s. Cela induit des gradients thermiques intenses. La dilatation thermique combinés avec de
fortes contraintes résiduelles et la présence de porosité peuvent initier des fissures dans la piece en

cours de fabrication.

Continuous microstructure
on both sides of a crack

FIGURE 7 — Photo de fissures dans une piece formée par SLM [5].

e Mangue de fusion (Lack of Fusion (LOF)) :

Ils peuvent induire deux types de défaut, soit un mauvais ”"collage” entre deux couches a cause
d’un métal pas suffisamment fondu lors de I’étape de refroidissement (cf. Figure 8) voir méme la

présence de poudre non-fondue.

. Un-melted metal powers

pes . N

‘| Poor bounding defects
R X

XN N
A7 QAL
B IO

FIGURE 8 — Photo de défaut dus & des manques de fusion dans une piéce formée par SLM [5].

Ces défauts d’inter-couche peuvent graduellement se propager et former d’autres problémes d’inter-
couches dans la piece-FA. Ce manque de lien entre les couches peut aller jusqu’au délaminage, c’est
a dire a la décohésion partielle de deux couches superposées. La Figure 9 montre un exemple.
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FIGURE 9 — Photo du phénomene de délaminage pour une piece.

D’autre types de défauts existent (voir par exemple [6] pour un descriptif détaillé).

Fluid mechanics

Surface tension

Convection
Radiation

Heat transfer

Laser

Traveling direction

—

Transmission EM waves

Optic

Grai/ity Floatability

Convection

Phase changing
l Absorption

Microstructure changing

Conduction

Metallurgy

Layers

Substrate

F1cURE 10 — Illustration non-exhaustive des différents phénomenes physiques mis en jeu.

Fusion de la poudre et effets annexes

Lorsque le laser frappe de maniere tres localisée les particules métalliques, des interactions de type
électromagnétiques apparaissent entre ses rayons et les particules. Ces interactions sont de natures diverses
avec des phénomenes d’absorption, de dispersion ou de transmission des rayons (voir la Figure 11).

FIGURE 11 — Réflexion des rayons du laser sur un lit de particules métalliques d’apres [7].

Absorbant une partie de ’énergie portée par les rayons laser, les particules de poudre s’échauffent et
fondent par changement de phase pour former un bain liquide. Plusieurs phénomeénes contribuent a la
formation du bain liquide : i) les particules se rapprochent par le phénomeéne de coalescence dii aux effets
des tensions de surface présentes en leur sein. cf. Figure 12. ii) Le métal fluide se met en mouvement sous

le phénomeéne de convection induit par de forts gradients thermiques (cf. la Figure 13).

D’autres phénomenes influencent la forme du bain comme les mécanismes de tension de surface, d’évaporation,
leffet Marangoni... Cet ensemble de phénomenes rend les écoulements au sein du bain liquide tres turbu-
lents. Or la stabilité de celui-ci est une condition nécessaire a 1’obtention de pieces de qualité minimale,



16 INTRODUCTION

COCD O

@ (1) (11n) Iv)

FIGURE 12 — Illustration du phénomene de coalescence entre deux particules de métal liquide.
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FIGURE 13 — Simulation des écoulement dans le bain liquide d’apres [8].

i.e., sans trou ou porosité (cf. [3]).

Derriere ces phénomenes physiques, d’autres parameétres influent, comme la disposition des billes de la
derniére couche étalée qui dépend de la stratégie et du matériel employé (rouleau, racloir...) mais également
de la disposition des particules des couches précédentes ainsi que de la forme de la piece en cours de
construction.

Phase de solidification

Lorsque le laser s’éloigne, la queue du bain liquide se solidifie, ajoutant ainsi un incrément de matiere
solide & la piece-FA. En solidifiant, la microstructure du matériau se forme en fonction des alliages utilisés,
des gradients thermiques présents et de la vitesse de refroidissement.

Cyclage thermique et cohésion inter-couche

Lorsque que le laser repasse & proximité des zones densifiées pour balayer la couche de poudre suivante,
un nouveau cyclage thermique est induit sur des couches déja additionnée et peut liquéfier et modifier la
microstructure.

Interaction laser /matiére

En fonction de la puissance du laser et de sa vitesse, le métal fondu peut aussi s’évaporer, formant un
nuage métallique qui interagit avec les rayons du laser, diminuant ainsi I’énergie apportée aux particules
de poudre par ce dernier. L’écoulement de ce nuage peut aussi avoir une influence sur les écoulements
dans le bain liquide et donc sur les caractéristiques des matériaux solides formés.
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Autres complexités du probléme de piece-FA

A la liste de toutes les difficultés mentionnées précédemment, nous pouvons ajouter d’autres formes
de complexité du probleme des pieces-FA par SLM. Mentionnons ici que ces problemes sont multi-
physiques (voir la Figure 10), multi-échelles, localement non-linéaires et irréguliers, pouvant présenter
des discontinuités matiere fortes et faibles ainsi que des changement permanent du domaine géométrique
(par additions successives d’incréments matiére), des chargements localisés & fort gradient.

Intérét et nécessité de la simulation numeérique

Face a cette réalité, on ne peut clairement pas se contenter du seul recours a des pré-campagnes
expérimentales pour concevoir des pieces-FA compliquées exploitant le potentiel du procédé de FA ; cam-
pagnes par ailleurs chronophages, cotiteuses et parfois suivie de traitements (éventuellement thermiques)
d’amélioration des propriétés de la piece. De ces faits, un intérét croissant s’est manifesté pour les contri-
butions de la modélisation et simulation numérique de la fabrication de ces piéces, non pas pour remplacer,
mais pour épauler et diminuer les pré-campagnes expérimentales, tout en apportant des éclairages nou-
veaux sur les phénomeénes thermiques, métallurgiques et mécaniques (entre autres) dont la piece-FA est
le siege. A I’évidence les méthodes utilisées pour la simulation de tels procédés doivent-étre capable d’af-
fronter les difficultés mentionnées plus haut.

En consultant la bibliographie, nous constatons qu’il existe un ensemble tres grand de travaux de
modélisation et de résolution numérique pour le procédé FLLP. Leurs domaines de modélisation tout
comme le nombre de phénomenes physiques qu’elles mettent en jeu restent toutefois restreints par la
précision souhaitée et par les limites actuelles des capacités des calculateurs. Ainsi les simulations sont
généralement classées en fonction des méthodes numériques employées, notamment de ou des échelles
d’analyse (voir les articles d’analyse bibliographique [9, 10]), échelles qui peuvent étre (cf. Figure 14)
microscopique, mésoscopique ou macroscopique :

@ A l’échelle Microscopique, les simulations numériques se focalisent sur 1’évolution de la mi-
crostructure lors du procédé avec la modélisation de la croissance des grains, de leurs formes et
orientations. Ces simulations se limitent & des domaines de calcul de taille similaire a 1’épaisseur
d’une couche. Les méthodes numériques les plus utilisées se basent sur les méthodes des champs
de phase (Phase Field Method), voir par exemple [11, 12].

e A l’échelle Mésoscopique, les simulations numériques cherchent a considérer chacun des grains
de la poudre métallique individuellement afin d’étudier la formation du bain liquide, sa thermo-
hydrodynamie, sa taille, sa stabilité et sa durée de vie. Ces simulations utilisent la Méthode Lattice
Boltzmann (voir [13, 14]) ou la méthode des Volumes Finis couplée avec la Méthode du Volume de
Fluide (voir par exemple [15, 16]) ou bien encore la Méthode Level Set (LSM) (voir par exemple
[17]). Elles sont généralement limitées a des domaines de dimensions de l'ordre d’une passe du
laser.

L’analyse mono-échelle a ces deux échelles de modélisation sont trés utiles mais trop cotiteuse en temps
de calcul pour étre adaptées a la simulation a I’échelle de la piece.
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FI1GURE 14 — Catégorisation des simulations numériques suivant leur échelle.

Dans le but de simuler la fabrication totale de la piece-FA, des modeles Macroscopiques ont été
développés dans le cadre de la théorie des milieux continus. Nous en donnerons un apercu au Chapitre 1
de cette these.

Cahier des charges de nos travaux

Partant de ces constats et conscient de la quasi-impossibilité de traiter ’ensemble des difficultés dont
nous venons de donner un apergu les travaux de these, réalisés dans le cadre d’'un Contrat Doctoral d’Ex-
cellence de I’Université Paris-Saclay et restitué dans ce document sont des contributions au développement
de méthodologies numériques aptes a aider, de la maniére la plus efficace possible, a la conception des
pieces fabriquées additivement par le Procédé SLM ayant donc en toile de fond :

(C1) - Les caractéristiques du probléme thermique induit par le procédé SLM que nous rappelons
ici : multi-physique, multi-échelle, localement non linéaire et irrégulier, changement permanent
du domaine géométrique (portant le probleme a résoudre par additions successives d’incréments
matiere), trés fortes localisations des chargements induits par les lasers.

(C2) - La compatibilité ou la coopération de nos méthodes avec les codes existants traitant de certains
des phénomenes mentionnés.

(Cs3) - L’enjeu majeur de la réduction des cofits des simulations du probléme par les méthodes pro-
posées.

(C4) - Un bon degré de controle de la fiabilité de ces méthodes.

(Cs5) - Retombées pour des problémes de 'ingénieur autre que celui de la FA.

Bien entendu, les méthodes développées peuvent également étre utilisées pour d’autres problémes de
I'ingénieur.

Ce travail est ainsi une premiere pierre a cet édifice. Nous nous y sommes intéressé pour l’essentiel a la
modélisation et la simulation numérique de I'une des premiéres briques de ce projet, a savoir I’évolution
thermique au sein de la piece fabriquée additivement a 1’échelle macroscopique, en essayant de fournir un
cadre apportant une précision et des temps de calcul optimisés, permettant, par la suite de faciliter la
descente a des échelles plus fines d’analyse comme l'illustre la Figure 15.
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FIGURE 15 — Du macroscopique aux échelles plus fines.

Le manuscrit comporte cing chapitres :

Le Chapitre 1 aborde les différents domaines physiques jouant un réle prépondérant dans la des-
cription macroscopique du scenario subi par la piéce-FA lors de sa fabrication ainsi que leurs
différents couplages. Il précise les hypotheses permettant de découpler et d’isoler la modélisation
thermique et dresse un bref apercu de la diversité des modeles thermiques macroscopiques et
méthodes numériques considérés dans la littérature. Puis, il réalise un tour d’horizon, non exhaustif,
des méthodes numériques sur lesquelles ces travaux se basent pour répondre aux différents criteres
du Cahier Des Charges (CDC). Sa derniére partie motive 'utilisation du cadre multi-modeles et
multi-échelles Arlequin comme base pour développer un cadre de modélisation du procédé SLM
puis, décrit son principe ainsi que les différents ingrédients qui le composent.

Le Chapitre 2 élabore une méthodologie multi-échelle basée sur le cadre Arlequin afin de traiter
efficacement les difficultés liées a la simulation du probléeme thermique macroscopique transitoire.
Le Chapitre 3 compare les vitesses de convergence du solveur Finite Element Tearing and Inter-
connecting (FETI) appliqué aux probléemes décomposée en sous-domaines avec des raccords de
type surfacique ou volumique. Il propose ensuite une méthode de couplage compatible permettant
de s’affranchir des < difficultés > liées a la mise en place du cadre Arlequin, tout en réduisant
d’avantage le nombre d’itération de ce solveur.

Le Chapitre 4 propose une extension des méthodes Itératives Globales-Locales Non-Invasives
(IGLNI) au cas d’un couplage volumique de type Arlequin rendant possible la coopération et
la communication entre des codes industriels ou de recherches, utilisant des méthodes numériques
et simulant des physiques dont seul un raccord en volume est possible.

Finalement le Chapitre 5 explore la possibilité, pour la problématique thermique de la simulation
du procédé SLM, d’utiliser localement, dans le cadre Arlequin, une méthode de réduction de
modele : la méthode PGD, permettant de réduire les cotits numériques.
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1.1 Introduction

La modélisation physique a 1’échelle macroscopique de la construction d’une piece-FA par procédé
de SLM repose sur le cadre de la mécanique des milieux continus. A cette échelle plusieurs domaines
de la physiques ont une importance prépondérante pour la description du scénario vécu par la piece :
la thermique, la mécanique et la métallurgie. Les autres tels que 1’électromagnétisme, la mécanique des
fluides... sont négligés. Sous un ensemble d’hypotheses, que nous détaillons par la suite dans ce chapitre,
la modélisation de la problématique thermique peut-étre totalement découplée des deux autres physiques
et devient ainsi la porte d’entrée a la modélisation du procédé SLM.

Celle-ci nécessite la représentation physique de plusieurs phénomenes ou interactions. Il faut en effet
décrire

e linteraction du laser avec la matiere et la quantité de chaleur qu’il apporte,

e les interactions entre la matiére dense et le milieu granulaire composé des particules de poudre,

e linteraction de la matiere dense et de la poudre avec I’atmospheére de la chambre de la machine
de FA,

e la diffusion de la chaleur dans la matiere dense et granulaire avec plusieurs finesses possibles
comme, par exemple, la prise en compte de la dépendance des parametres thermiques du matériaux
en fonction de la température, la prise en compte de phénoméne de changement de phase tel que
le passage de la phase solide a la phase liquide,

e I’évolution des différents domaines au cours du procédé avec par exemple le passage de la poudre a
I’état dense, ajoutant ainsi a la piece en construction un incrément matiere, ou ’ajout de nouvelles
couches de poudre par la machine FA...

Quand bien méme nous nous focalisons sur une description thermique macroscopique du procédé SLM
celle-ci apporte, a la simulation numérique, par son aspect multi-échelle, son lot de difficultés. En ef-
fet, le flux de chaleur du laser étant tres intense et localisé, de forts gradients thermiques sont présents
dans la zone proche du laser, nécessitant un raffinement important des discrétisations numériques. Le
phénomeéne nonlinéaire de changement de phase prend place localement derriere le laser et demande un
traitement numérique particulier. De plus cette zone critique suivant le laser, elle demande d’adapter les
discrétisations numériques tout au long de ses mouvements. Ainsi cette modélisation nécessite un cadre
numérique flexible permettant de résoudre ces difficultés.

Dans ce chapitre, nous commencons a la Section 1.2 par un état de I'art des simulations numériques a
I’échelle macroscopique des procédés de FA avec une focalisation sur le procédé SLM. Nous détaillons
a la Sous-Section 1.2.1 les physiques prépondérantes a cette échelle ainsi que leurs différents couplages.
A la Sous-Section 1.2.2, nous détaillons les hypotheéses généralement faites a cette échelle permettant
le découplage de la physique thermique des autres. Nous poursuivons sur bref apergu des différents
modeles utilisés pour représenter les différents phénomeénes et interactions thermiques et dressons une
liste non-exhaustive des réalisations numériques trouvables dans la littérature. Dans la section suivante
(Section 1.3), nous réalisons un tour d’horizon des méthodes numériques permettant de répondre aux
différents critéres de notre CDC. Dans une premiére sous-section (Sous-Section 1.3.1) nous évoquons
quelques méthodes numériques pouvant répondre aux difficultés de la modélisation thermique macro-
scopique, constituant le critéere (C;) de notre CDC, mais pas seulement. Gardant en téte les objectifs
plus généraux du projet dans lequel cette thése s’inscrit, nous évoquons également des méthodes pou-
vant étre utiles & la simulation d’autres difficultés que thermiques. Ensuite & la Sous-Section 1.3.2 nous
abordons des méthodes permettant de répondre au critére de compatibilité et coopération entre des
codes existants : (C2), du CDC, avec notamment les Méthodes Itératives Globales-Locales Non-Invasives
(IGLNI). A la troisieme sous-section (Sous-Section 1.3.3) nous évoquons, en lien avec le critére (C3), les
Méthodes de Réduction de modele (ROM) permettant de réduire les cotits computationnels de simula-
tion tout conservant une précision contrélée des solutions obtenues. Nous motivons ensuite notre choix
du cadre multi-modeles et multi-échelles Arlequin et, a la Section 1.4, nous commencons par détailler
les différents travaux menés avec le cadre Arlequin jusqu’a aujourd’hui (Sous-Section 1.4.1) ainsi que les
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différents ingrédients & définir pour sa mise en place. Finalement, & la Sous-Section 1.4.2, nous donnons
I’écriture d’un probléme thermique instationnaire et linéaire dans ce cadre.

1.2 Etat de ’art de la simulation macroscopique du procédé de SLM

Nous commengons par détailler les différents domaines physiques importants pour la description du
scénario subi par la piece-FA ainsi que leurs couplages.

1.2.1 Apercu des physiques impliquées et de leur couplage

Comme nous 'avons évoqué dans l'introduction de cette these, la modélisation du procédé SLM et
plus généralement de la FA, nécessite I'utilisation de plusieurs domaines de la Physique afin de décrire les
différents phénomeénes présents et leurs interactions. Les approches numériques a ’échelle Macroscopique
ont été développées dans le but de simuler en moyenne le comportement complet des pieces-FA. Les
modeles utilisés intégrent de maniére simplifiée des phénomenes physiques réduits tout en restant précis.
Le choix des physiques a prendre en compte se base sur de nombreux travaux réalisés dans le contexte
de la simulation des procédés de soudage. Comme détaillé dans les ouvrages [18] pour le soudage et [19]
pour la FA, a I’échelle macroscopique, trois domaines physiques sont les plus importants a modéliser pour
décrire le processus de fabrication, ceux sont la Thermique, la Mécanique et la Métallurgie.

Les couplages possibles entre ces trois physiques et leurs intensités sont fondamentaux pour la modélisation
et donc important pour la simulation de la FA. Ces couplages sont représentés par la Figure 1.1 et explicités
au Tableau 1.1.

Thermique
/ N\
pava AN
G ——]
Métallurgie p——2——>| Mécanique
— 1 EE—

Fi1GURE 1.1 — Différents couplages entre ’évolution de la thermique, microstructure et des déformations
pour la modélisation macroscopique du procédé de soudage, d’apres [18].

Numéro du couplage Phénomene de couplage

1 a | La dilatation thermique dépend de la microstructure.
b | Le volume change avec le changement de phase.

2 a | Le comportement plastique du matériau dépend de la microstructure.
b | Le comportement élastique du matériau dépend de la microstructure.

3 a | La conductivité et la capacité thermique dépendent de la microstructure du matériau.
b | La chaleur latente de changement de phase.

4 a | Les déformations modifient les conditions aux limites thermiques.
b | La chaleur due & la dissipation plastique (taux de déformation plastique).
¢ | La chaleur due au taux de déformation thermique.
d | La chaleur due au taux de déformation élastique.

5 L’évolution de la microstructure dépend du champ de température.

6 L’évolution de la microstructure dépend du champ des déformations.

TABLE 1.1 — Les différents phénomeénes responsables du couplage entre les physiques d’apres [18].
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Pour la modélisation thermique, il ressort de [18, 19] que les couplages avec la mécanique peuvent-
étre raisonnablement atténués. En effet, les chaleurs induites par les taux de déformations thermiques
et élastiques (cf. 1.1 couplages 4c et 4d) ainsi que celle générées par les dissipations plastiques (cf. 1.1
couplage 4b) sont négligeables en soudage ou FA par rapport a la quantité de chaleur apportée par la
source laser [18, 20]. Il ne reste & ce niveau que le couplage 4a entre la mécanique et la thermique. A
I’échelle macroscopique, les auteurs de 'ouvrage [19] indiquent que I’hypothese des petites déformations
n’est parfois pas envisageable, en effet les mémes auteurs dans [21] présentent un exemple de simulation
ou les déformations sont importantes et modifient les conditions aux limites du probleme thermique. Il est
nécessaire de mettre a jour la géométrie ainsi que les conditions aux limites lors de ’analyse thermique.
Comme détaillé dans [18] différents schémas de couplage entre la thermique et mécanique peuvent alors
étre envisagés. La dilatation thermique étant considérée comme le phénomeéne moteur, les approches les
plus utilisées sont de type décalées (staggered approach), ou le champ de température au temps ¢!
est déterminé en utilisant la géométrie au temps t”; la géométrie étant alors mise a jour apres ’analyse
mécanique en utilisant le champ thermique connu au temps t"*1. Il est également possible de commencer
par 'analyse mécanique, d’itérer entre les deux jusqu’a obtenir une convergence ou méme de résoudre
les deux physiques simultanément mais cette derniére approche conduit a des systemes d’équations non-
linéaires, couplés et de tres grandes tailles. L’influence de I’état micro-structurel du solide sur la thermique
(couplage 3) n’est pas directement prise en compte mais a travers l'utilisation de lois empiriques donnant
la variation des parameétres thermiques (masse volumique, capacité thermique et conductivité) avec la
température.

Pour la modélisation mécanique, une premiere hypothese faite est de négliger les effets d’inertie et
ainsi de se placer dans un cadre quasi-statique. D’apreés les auteurs de [22] peu de comparaisons entre
une approche quasi-statique et dynamique existent. Ces auteurs en ont alors réalisée une en terme de
distorsion pour la fabrication d’une piece en Ti-6Al-4V par procédé de Dépodt sous énergie concentrée
(DEC) et concluent quant & la validité de 'approche quasi-statique. Comme il est détaillé dans [18], le
comportement du matériau, par son changement de microstructure, dépend de ’évolution du champ ther-
mique et des déformations. La modélisation du comportement du matériau nécessite donc de considérer
I’évolution de la microstructure et de définir en fonction des différentes phases micro-structurelles une
loi de comportement adaptée. Il est aussi possible de ne pas prendre en compte 'influence de la micro-
structure sur la mécanique et définir uniquement des lois de comportement différentes dans les phases
solide/mushy /solide. Ensuite, la dilatation (couplage 1), qui est la somme des dilations dues & 1’évolution
thermique et au changement de phase, induit les déformations. En général, les analyses ne prennent en
considération que la source thermique des dilatations. Il existe différentes approches pour inclure Ieffet
de la microstructure, voir [18].

Finalement, pour la modélisation de I’évolution de la microstructure, I’effet des déformations n’est généralement
pas prise en compte, ainsi la thermique devient la seule source d’évolution de la microstructure. La micro-
structure peut alors étre calculée de maniere isolée une fois I’analyse thermique faite et alimenter selon les
objectifs, 'analyse mécanique, sans oublier les changements de phase amenant de fait & une problématique
multi-physique.

De ce survole des hypotheses de modélisation a I’échelle macroscopique, nous en déduisons deux points

essentiels :

e la FA a besoin d’analyse tres localisée et mouvante pouvant éventuellement capter finement
les changements de phase et leurs conséquences sur la construction d’éléments de matiere ad-
ditionnés (épitaxie) ainsi que sur 'apparition des défauts mentionnés en amont (porosité, piégeage
de poudre...).

@ les phénomenes thermiques influencent les phénomeénes de changement de phase et peuvent-étre

1. Le procédé appelé DEC (ou Direct Energy Deposition (DED) en anglais) crée des piéces en fusionnant directement des
matériaux et en les déposant sur la piece, couche par couche.
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adapté mais peuvent étre traité avec 'hypothese 1 suivante;

Hypothése 1 (H1). Les phénoménes de nature mécanique n’influent pas sur ceux de nature thermique,
se traduisant par ce qu’on nomme un couplage faible entre la thermique et la mécanique.

Ainsi, la porte d’entrée & une modélisation et simulation du procédé FLLP est le calcul de ’évolution du
champ de température.

Dans cette theése nous nous sommes focalisés sur cet aspect.

Nous donnons dans la sous-section suivante la formulation locale du probléme thermo-mécanique, les
hypotheses associées ainsi que les différents modeles utilisés pour décrire les interactions et phénomenes
généralement considérés dans la littérature, a cette échelle.

1.2.2 Dérivation d’un modele thermique macroscopique < représentatif > de la FA

Nous considérons un solide S, occupant la fermeture d’un ouvert  de R avec d = 1, 2 ou 3, borné et
régulier dont la frontiére est notée 9 (cf. Figure 1.2). Nous étudions sa réponse mécanique et thermique
sur l'intervalle de temps I = ]0,T] (avec T" > 0) connaissant son état initial & l'instant ¢ = 0. Pour la
modélisation mécanique, nous le supposons soumis a une densité volumique d’effort f,, encastré sur une
partie de sa frontiere notée I';, de mesure non nulle, soumis a une densité surfacique d’effort f, sur le
reste de sa frontiére, non nulle une partie notée I' . Pour I'aspect thermique, S est soumis a une source de
chaleur volumique intense et localisée s dont le support est noté ws C €2, modélisant le flux de chaleur du
laser et & une densité surfacique de flux de chaleur ¢, (dont une signification physique possible sera donnée
plus tard) sur la frontiere 0Q. Nous notons u(z,t) le champ des déplacements et v(z,t) = $u(z,t) le
champ des vitesses.

L'y

Ty 20 00

(a) (b)

FIGURE 1.2 — Exemple d’'un probléme thermo-mécanique générique pour la FA avec en (a) les éléments
mécanique et en (b) thermique.

Comme détaillé dans plusieurs ouvrages (par exemple les ouvrages [23, 24]), la combinaison de la Conser-
vation de la Masse, du Principe de Puissances Virtuelles avec le Premier Principe de la Thermodynamique
nous permet d’établir I’équation suivante :

Ip

p<88];I+V-VH)+V~§b: {&+V~(pv)}+a:é+s, dans € x I (1.1)

avec p la masse volumique, H D'enthalpie, V le vecteur nabla, ¢ le vecteur densité de flux thermique, p
le champ de pression, o le tenseur des contraintes et € le tenseur taux de déformation.

Comme nous l'avons évoqué, & 1’échelle macroscopique, les chaleurs dues aux déformations sont
négligées de sorte que o : € = 0. L’écoulement dans le bain liquide, i.e. la phase fluide n’est pas pris
en compte, comme détaillé dans [24], le champ de pression reste constant. En injectant la loi de diffusion
de la chaleur, supposé la loi de Fourier donnée par :
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La densité de flux de chaleur ¢ est proportionnelle au gradient de la température
¢ =—kVT (1.2)
avec k la conductivité thermique du matériau, I’équation (1.1) prend la forme simplifiée suivante :

H
887 +V . (kVT)=s, dansQx I (1.3)

En fonction de la nature du matériau choisi pour construire la piece, I’enthalpie prend différentes
expressions :
(a) Dans le cas d’un alliage, le changement de phase se produit sur une plage de température [T, T}]
avec Ty la température du solidus et T} la température du liquidus.

T
/ pcs(T)dT pour T' < T
Tref
s T 9L
H(T) = / pes(T)AT + / PR pow T, <T<T, (1.4)
TTef Ts aT
Ty T
/ pcs(T)dT + pL + / padT pour T > T;
Tres T,
(b) Dans le cas d'un corps pur, le changement de phase étant isotherme a la température 77, nous
avons :
T
/ pcs(T)dT pour T' < T,
T’I‘e
HT)=4q" 7 . (1.5)
/ pcs(T)dT + pL + / padT  pour T > T,
Tref T

avec L la chaleur latente de changement de phase solide/liquide et liquide/solide. Ces expressions sont
illustrées a la Figure 1.3. Le phénomene d’évaporation est quasiment systématiquement négligé a 1’échelle
macroscopique. Ainsi la chaleur latente de changement de phase liquide/gaz et gaz/liquide est ignorée
dans ces expressions.

Numériquement, de nombreuse méthodes de résolution de probleme thermique avec changement de
phase ont été développées (cf. [25] [26] et les références mentionnées). Elles sont classées en deux catégories :
— celles dites de traque de front (Front tracking) ces méthodes ne sont utilisables que pour les
problémes avec des changements de phase isothermes. La condition de changement de phase est
ré-écrite comme condition de transmission entre les deux phases, appelée condition de Stefan. En
notant I' I'interface de changement de phase, entre le domaine €27, occupé par la phase liquide et

le domaines g, occupé par la phase solide. Cette condition s’écrit :

Ts =T, =Tn sur I’ (1.6)
kpVTr — ksVTs = psLv sur I' (1.7)

avec Tg et T, les champs thermiques dans les phases solide et liquide, kg et kj, les conductivité des
phases solide et liquide, pg la masse volumique de la phase solide et v la vitesse de I'interface. Le
front T est suivi continuellement comme une frontiére nette solide/liquide. Des équations différentes
peuvent étre utilisées dans ces deux domaines. La chaleur latente utilisée dans le changement de
phase est traitée explicitement comme une condition de bord interne entre les deux phases. Le
changement de taille et de forme des domaines nécessite des techniques de maillages adaptatifs
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FIGURE 1.3 — Courbe liant P'enthalpie a la température : (a) changement de phase sur une plage de
température, (b) changement de phase isotherme [32].

[27], ou des descriptions du type Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) [28], ou bien des méthodes
d’enrichissement telle Méthode des Eléments Finis Etendus (XFEM) [29], voir par exemple l'article
faisant une revue bibliographique des méthodes de traque de front : [30].

— celles dites a grille fixe (Fixed grid) ces méthodes ne suivent pas explicitement le front de chan-
gement de phase. Celui-ci est reconstruit a posteriori une fois le champ de température calculé.
Ces méthodes sont également appelées & domaine unique car les mémes équations doivent étre ap-
pliquées aux deux phases. Elles sont simples a mettre en place car elles ne nécessitent que quelques
changements des méthodes thermiques déja utilisées et implémentées dans les codes industriels.
Les différentes variantes différent sur le traitement de la chaleur latente. Une premiere méthode et
la plus répandue, fait apparaitre une capacité thermique c, dite apparente, en écrivant la dérivée
temporelle de ’enthalpie sous la forme :

OH dHOoT = OT

ot AT ot o
léquation (1.3) prend alors la forme classique de I’équation de la chaleur, faisant seulement ap-
paraitre le champ de température. Une autre variante, appelée Méthode de la Chaleur Latente
Latent Heat Source Method (LHSM) que nous détaillons au Chapitre 2 fait apparaitre une source
de chaleur fictive voir [31]. D’autres variantes conservent dans la formulation du probléme I’enthal-
pie voir par exemple les articles [32, 33]. Pour plus de détail sur les méthodes Fixed Grid voir les
articles [31, 34] faisant une revue bibliographique.

Avec cette modélisation, le comportement thermique du matériau considéré est décrit par trois coeffi-
cients qui sont sa masse volumique, sa capacité thermique a pression constante et sa conductivité. Toutes
ces quantités dépendent de la température suivant des lois mesurées expérimentalement dont la Figure 1.4
donne les allures pour 'alliage de titane : Ti-6Al-4V, couramment utilisé et dont la composition chimique
est donnée dans le Tableau 1.2.

(1.8)

Elément Aluminium | Vanadium | Carbone Fer Oxygene | Nitrogene | Titanium

Présence en % | 5.5 4 6.75 3.5a45 | Max. 0.10 | Max. 0.30 | Max. 0.02 | Max. 0.05 RéET.

TABLE 1.2 — La composition chimique de 'alliage de titane Ti-6Al-4V.

Pour que les simulations thermiques soient précises il faut que cette dépendance soit prise en compte.
Cependant I’équation de la chaleur devient alors nonlinéaire et plus cotiteuse a résoudre. Ainsi dans la
littérature ces parametres sont parfois considérés comme constants au moins par phase (solide et liquide).
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FIGURE 1.4 — Variations de la masse volumique en (a), capacité thermique & pression constante en (b) et
la conductivité en fonction de la température de I’alliage Ti-6Al-4V.

Les courbes représentées a la Figure 1.4 sont valables pour la matiére dense. Signalons qu’a 1’échelle
macroscopique les particules de poudre n’étant pas considérées individuellement des modeles homogénéisé
ont été développés afin de prendre en compte la dépendance des parametres thermiques de la poudre par
rapport a sa température et a sa porosité. Plusieurs sont utilisés dans la littérature comme [35], révisé
plus tard par [36], article dans lequel quatre autres modeles sont exposés. Un modele plus récent et cou-
ramment utilisé en FA est celui de [37]. La donnée qui manque généralement est 1’évolution de la porosité
en fonction de la fonte de la poudre. Elle est étudiée dans des simulations & 1’échelle mésoscopique comme
dans [38]. Certaines simulation & 1’échelle macroscopique tentent de rendre compte du phénomeéne de
densification comme par exemple dans [39] [40] ou la porosité est supposée évoluer linéairement d’une
température de frittage jusqu’a la température de changement de phase liquide.

Dans la plupart des simulations, ce n’est pas pris en compte. Une hypothese simplificatrice importante
est faite : la matiere sensée passer de forme de poudre a celui liquide puis se solidifier pour s’ajouter a la
piéce, est directement activée sous forme dense. Ce qui fait que finalement la poudre reste toujours sous
forme de poudre et que le domaine occupé par la piece-FA ne contient toujours que de la matiere dense,
sans porosité.

Un autre élément présent est ’air ou le gaz environnant la piece lors de sa création. L’atmospheére de la
chambre de fabrication est normalement contrélée afin de conserver la composition chimique de l'alliage
utilisé et qu’aucun élément polluant ne contamine la piece.

En fonction de la précision souhaitée plusieurs définitions du domaine de calcul sont possibles. Pour
les illustrer, nous considérons le cas de la construction d’une Tour Eiffel miniaturisée en 2D comme le
montre la Figure 1.5.

Certaines stratégies vont prendre en compte I’ensemble de la chambre de fabrication, cf. Figure 1.6a,
comme par exemple dans [41], mais dans la plupart des autres simulations, atmospheére est exclue du
domaine de modélisation et ainsi seulement la poudre, la matieére dense et le support, cf. Figure 1.6b, sont
considérés. Le domaine global évolue alors avec I’avancement de la construction de la piece.

Le bac de poudre pouvant avoir de grandes dimensions par rapport a la piece fabriquée et I’échauffement
di au laser étant tres localisé, certaines stratégies tentent de réduire le domaine de calcul en soustrayant
des zones contenant de la poudre, éloignée de zone thermiquement affectée par les mouvements du laser.
Pour se faire, [42] propose d’introduire une condition au limite équivalente entre le domaine de calcul et
les zones soustraites. Ceci est illustré a la Figure 1.7, ou la derniére couche en cours de balayage par le
laser est visible en vue de dessus. Les auteurs définissent une longueur, notée S, caractérisant la distance
a laquelle la poudre ne va pas subir de variation thermique et rester a la température ambiante ou de
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FI1GURE 1.5 — Exemple de fabrication de la Tour Eiffel par le procédé de FLLP.
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FIGURE 1.6 — Domaine de calcul contenant toute la chambre de fabrication en (a), uniquement la partie
occupé par du métal en (b) et uniquement la matiére dense en (c).

préchauffage. La condition au limite équivalente est alors donnée par 1’équation 1.9.

kP
#n=g (T-T)) (19)
ol n est la normale sortante du domaine €2 ; la poudre étant & l’extérieur du domaine.
Le domaine de calcul peut alors entiérement exclure la poudre comme a la Figure 1.6¢.
De toute évidence, ces méthodes de soustraction appauvrissent la qualité de la solution mais peuvent
néanmoins étre utiles en fonction des objectifs de simulation (rapide étude paramétrique...).

Maintenant que nous venons de détailler les différentes définitions possibles du domaine de calcul il
reste a voir comment le faire évoluer au cours de la simulation. A nouveau, plusieurs stratégies existent,
allant d’une évolution microscopique du domaine a quelques passes du laser, prenant plus ou moins de
poudre en compte, jusqu’a I'ajout direct de plusieurs couches instantanément, voir a titre d’illustration la
Figure 1.8, (cette possibilité s’explique par I’hypothése de simulation importante évoquée plus haut qui ne
prend pas en compte le passage poudre-matiére dense). Le choix de la stratégie d’évolution du domaine
n’est pas sans lien avec le modeéle d’apport de chaleur choisi, simulant le passage du laser.

Un point essentiel de la modélisation est celui de 'apport de chaleur. Plusieurs possibilités existent
en fonction du domaine de calcul, de la stratégie d’addition de matiere, la finesse de la discrétisation
temporelle et de la précision recherchée. Un premier point a analyser est dans qu’elle zone le laser frappe
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FIGURE 1.7 — Schéma de définition de la zone non affectée thermiquement d’apres [42].
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——  Chemin du laser

FI1GURE 1.8 — Exemples d’évolutions du domaine de modélisation.

la matiere. D’apres [43], en fonction du de la vitesse du laser, deux hypotheses peuvent-étre formulées sur
la "communication” entre le laser et la matiere. Comme le montre la Figure 1.9a, dans le cas du procédé
de FLLP ot les vitesses sont moindres, le laser frappe le bain liquide et donc de la matiére dense alors que
dans le cas du procédé de FLPP ou les vitesses sont supérieures, le laser frappe directement la poudre,
nécessitant alors de prendre aussi en compte les phénomenes de réflexion, absorption déja évoqués plus
tot.

Scanning
direction

(a) (b)

FIGURE 1.9 — Schéma montrant le point d’impact du laser dans le cas du procédé de FLLP en (a) et du
procédé de FLPP en (b) d’apres [43].

Dans notre cas, comme nous nous sommes intéressés au procédé de FLLP, nous avons supposé que
le laser frappe uniquement la matiére dense du bain liquide, la profondeur d’absorption dans le cas de la
matiére dense est tres faible. Le modele pour le laser le plus utilisé voir (par exemple [44, 45, 46, 47, 48]
parmi d’autres) définit apport de chaleur comme une densité surfacique f; de forme Gaussienne :

2
fite) = 2 e (—2”96_7f’”> (1.10)

ou P, r; et x; sont la puissance, le rayon et le centre de la zone d’impact du laser respectivement et n le
coefficient d’absorption. Un autre modele développé dans le contexte du soudage est le modele de Goldak
[49] qui lui est volumique, cherche & prendre en compte des effets dus au bain liquide et a sa géométrie.
Il est donné par 1’équation (1.11). D’autre modeles cherchent a prendre en compte une profondeur de
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FiGURE 1.10 — Courbe de température pour la simulation d’une passe d’un laser comparant la source
moyennée en temps et Uelliptique allongée avec le modele de Goldak, d’apres [52].

pénétration des rayons laser dans la poudre (cf. [50] dans le cadre du procédé Electron Beam Melting
(EBM)).
P 2 2 £)2

gl(xayvz) - abcnﬁ €xXp ? - 3? 3 a2

Plus le modele du laser sera fin, plus les discrétisations découlant des méthodes numériques employées
devront étre fines a son voisinage. En effet, les auteurs [51] dans le cas de la simulation du forgeage
laser ont étudié 'influence du pas de temps et de la discrétisation au voisinage du laser et donnent un
certain nombre de recommandations. Les auteurs recommandent, par exemple, d’avoir des pas de temps
qui donnent une translation du laser inférieure a son rayon. Partant de ce constat et afin de diminuer
les temps de simulation, des modeles de source volumique équivalente ont été développés. Ils tentent de
représenter sur un pas de temps 'apport de chaleur effectué par le laser dans la zone balayée. Par exemple

les auteurs de [52] proposent de moyenner la distribution de puissance de Goldak sur un pas de temps
At :

1 [tot+At 3nP 2 2 3 £\ oAt
g(z,y,2) = K/t gdt = Aniexp (—3232 - 3y> [erf (\[(z—f—vl)>] (1.12)
0

tvgsabm b2 c
t=to

sauf que cette source de chaleur conduit & des profils thermiques presque discontinus (voir la Figure 1.10a)
et avec des zones a gradient nul. Ainsi, ils proposent de ”lisser” ces profils grace a un profil elliptique
allongé

o <3x2 2 (z+vl(to+%At))2>’ (1.13)

gl(:c,y,z) - abéﬂ'ﬁ XPp 3 -3

a2 T2 Z
. UAt 3
= — | —= 1.14
¢ 2\ log(2)’ (1.14)

et qui donne des profiles thermiques plus proches du modele fin (voir la Figure 1.10b)
Une autre méthode volumique simple est donnée dans [42] voir Figure 1.11. Si le terme source de
chaleur s représentant l'apport du laser sur Uintervalle spatial [z4,x411] de sa trajectoire prédéfinie se

avec !



1.2. ETAT DE L’ART DE LA SIMULATION MACROSCOPIQUE DU PROCEDE DE SLM 33

FIGURE 1.11 — Volume affecté thermiquement (HAV).

caractérise par le volume affecté thermiquement (HAV) définit par les termes : Lg = ||xg41 — 24| = Vi X 74
la distance entre les deux points, ds ’épaisseur de la couche et [; le diameétre du laser. On recherche alors
les éléments des la discrétisation internes & la zone HAV pour définir le volume de la source :

V- YV (115)
ecHAZ

ol V est le volume de I'élément e. La source de chaleur est alors donnée par :

nP
§= —.
Vs

Avec 1 le coefficient d’absorption du laser, P la puissance du laser.

Certes, ces méthodes sont capables de respecter la quantité d’énergie thermique apportée par le laser mais
elles modifient conséquemment ’allure du champ thermique dans la zone proche du laser et font passer a
coté des maximums de température qui sont essentiels pour les modeles d’évolution de la microstructure
par exemple (voir aussi [53, 9]). Ces stratégies de réduction de modeles ont été étendues & plusieurs passes
du laser avec des profils différents en fonction des motifs de lasage, par exemple sinusoidaux comme a la
Figure 1.12) jusqu’a méme plusieurs couches [54].

(1.16)

Homogene constant "Vague"
[=Constante I = f(x,y,t)

Y

FI1GURE 1.12 — Exemple de source surfacique modélisation le trajet du laser sur plusieurs passes d’apres

[54].

Comme nous venons de ’évoquer, le domaine de calcul évolue au cours du procédé. Un simple cal-
cul nous montre que, sans utiliser des techniques de remaillage et si ’on souhaite suivre I’évolution de
la matiére a I’échelle du procédé (i.e. on exclut les stratégies d’activation de plusieurs couches simul-
tanément), la finesse des incréments de matieére méme, maillés grossierement, conduit vite & un nombre
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de degré de liberté trés important. Pour avoir un ordre d’idée, imaginons un cas simple 2D, d’une piece
carrée comme présentée a la Figure 1.13, de dimensions 10 em x 10 c¢m, construite couche par couche,
avec des couches d’épaisseur 50 pum, avec des incréments de matiere de longueur 50 pum.

10 cm

10 em

FI1GURE 1.13 — Exemple d’un maillage simple mais inadapté au moins a la problématique thermique.

10x102m
50x10=6m

= 2000 incréments de matieres maillés en quatre éléments. Le mur est finalement maillé de

Le nombre de couches pour former la piece est de = 2000 couches chacune décomposées

10x10% m
50x10—6 m

2000 x 2000 x 4 = 165 éléments ce qui correspond 8 x 105 noeuds. Avec cette approche la simulation de piece
de dimensions réalistes et 3D dépassera rapidement les capacités des calculateurs pour une discrétisation
des couches qui est, pour les raisons que nous avons évoquées, trop grossiere pour les couches proches du
laser et trop fine pour celles au contraire éloignées. Les approches monolithiques sont donc inopérantes.

en

D’apres [55], dans le cas des procédés de EBM, deux techniques pour faire évoluer le maillage mais
qui sont aussi adaptables au cas du procédé de FLLP sont proposées. La premieére appelée la Méthode
des Eléments Silencieux (The Quiet Element Method (QEM) en anglais) et la seconde la Méthode des
Eléments Inactifs (The Inactive Element Method (IEM) en anglais). Dans leur papier, ils comparent les
deux méthodes, donnent leurs avantages et inconvénients que nous rappelons ici brievement :

— Quiet Element Method (QEM) : le maillage global de la piece est considéré tout au long des simu-
lations. Afin de donner un comportement proche du vide aux zones normalement inoccupées par
de la matiere, des parametres matériaux (conductivité, module de Young ...) tres faibles leurs sont
affectés. Cette approche a 'avantage de faciliter la gestion du maillage mais augmente significati-
vement les cofits de simulation. En effet les différentes équations sont résolues sur toute la piece
et sur tout le domaine temporel. Aussi le choix des valeurs des parametres simulant le vide n’est
pas simple, pour étre le plus précis possible celles-ci doivent étre le plus proche de zéro mais plus
elles tendent vers zéro, plus le conditionnement du systéme discret est affecté et plus il sera cher
a inverser.

— Inactive Element Method (IEM) de méme que 'approche précédente, tout le maillage de la piece
est considéré mais les éléments ou la matiére n’est pas présente sont considérés inactifs et ne sont
pas pris en compte lors de la construction du systéme discret. Une difficulté de cette méthode
réside dans la définition de I’état des éléments lors de leur activation. De plus cette étape introduit
généralement de I’énergie fictive (voir [55] pour plus de détails).

D’autre méthodes existent comme la Méthode Level Set (LSM), introduite par S. Osher et J. A.
Sethian dans [56]. Celle-ci permet de suivre facilement I’évolution d’une interface. Elle consiste a définir,
sur tout le domaine, une fonction distance signée par rapport a Iinterface, mise & jour, connaissant sa
vitesse, au moyen de la résolution d’une équation de transport. Elle est utilisée dans [41] ou deux fonctions
sont utilisées pour dissocier le domaine contenant la matiére dense (ainsi que le support de fabrication)
de celui contenant de la poudre et du dernier contenant le gaz.

Nous donnons finalement un récapitulatif non-exhaustif des différentes études réalisées. Elles sont
pour la grande majorité basées sur la Méthode de Eléments Finis (MEF) et inspirées des techniques
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précédemment développées pour le soudage, par les grandes similitudes des deux procédés. L’un des pre-
miers modeles fut proposé par [57] et [58] pour le procédé de FLPP et de FLLP et plus particuliérement
pour des pieces composées de plusieurs matériaux. Ils ont considéré le probleme thermo-mécanique 3D
prenant en compte la porosité de la poudre ainsi que la dépendance par rapport a la température des pa-
rametres thermiques du matériau et donnant la capacité a la matiere dense de se déformer plastiquement.
La porosité de la poudre est supposée étre constante jusqu’a ce qu’elle passe a la phase liquide ol elle
est directement imposée nulle. Dans [59] un modeéle thermique est développé pour le procédé de FLPP
utilisant du titanium, prenant en compte aussi la dépendance thermique des parametres matériaux ainsi
que le phénomeéne de changement de phase. [60] propose une approche numérique basée sur les modeles
précédemment développés par [61] et [59] pour déterminer I’évolution thermique pendant la dépose de
plusieurs couches du procédé de FLLP appliqué a des alliages de Titane. Un autre modele thermique est
aussi présenté dans [40], tentant de prendre en compte la transition de la poudre & la phase solide dense
ainsi que les phénomeénes de contraction et de perte de la matiére. Dans [62] un modeéle thermique 3D
pour la fabrication de piece en AlSil0Mg par FLLP est utilisé afin d’étudier 'effet de la puissance et de
la vitesse du laser. De plus des observations de microstructure d’échantillons réalisés par FLLP ont été
réalisées afin de vérifier la pertinence du modeéle physique comme les dimensions du bain liquide ont un
impact direct sur la microstructure finale. [63] propose un modeéle continu macroscopique homogénéisé
pour le FLLP, prenant en compte les phases liquide et solidifiée et considérant que la phase solide dense
n’a aucune porosité résiduelle. Aussi les parameétres matériaux sont pris dépendant de la température
ainsi que de la phase et le phénoméne de changement de phase est pris en compte grace a la méthode
de capacité apparente, détaillée précédemment. Ils ont également considéré un comportement mécanique
de type élasto-plastique pour le matériau. Dans [64] le pur probléme thermique est adressé dans le cas
du procédé de EBM pour une piece en Ti-6Al-4V, la MEF est utilisé comme discrétisation spatiale et
une méthode de Runge-Kutta implicite pour discrétisation temporelle. Le changement de phase est pris a
nouveau en compte par une méthode de capacité thermique équivalente. Ils étudient également la durée de
vie, profondeur et longueur du bain liquide pour différentes puissances, vitesses de faisceau, des comparai-
sons avec des résultats expérimentaux sont également réalisées. Une approche numérique de modélisation
du procédé de FLPP, pour le matériau polypropylene, est proposée par [65]. Un modele 3D thermique
est développé afin de déterminer ’évolution du champ thermique et I'extension de la zone de frittage
dans le lit de poudre prenant en compte le changement de phase lors de plusieurs passes du laser. Les
transitions de phase poudre-liquide, liquide-solide et solide-liquide sont modélisées. Finalement un modele
3D thermomécanique est couplé pour prédire la distorsion de la piece apres la phase de refroidissement.

Nous avons présenté jusqu’ici les différents choix de modélisation macroscopique possibles et trouvables
dans la littérature pour simuler le scénario thermique d’une piece-FA. Plus c’est choix tendent vers la
précision plus 'aspect multi-échelle de la modélisation sera important. Par exemple, plus la description
du flux du laser sera fine, i.e. éloignée des modeles de source équivalente, plus les gradients thermiques
seront intenses et localisés dans une zone critique sous le laser. De méme si le phénomene changement
de phase solide/liquide est considéré, il prendra place dans une zone aussi localisée derriére le laser... En
récapitulant les différentes difficultés de la simulation thermique du procédé FLLP, nous dressons la liste
des caractéristiques que doit présenter la méthode numérique a employer. Elle doit notamment pouvoir
permettre :

e le raffinement de la précision dans une zone localisée sous le laser,

e de « délocaliser > ce raffinement a un cofit limité, i.e. étre capable de suivre le laser dans son

mouvement,

e de traiter des non-linéarités localisées,

e de gérer des changements permanent du domaine géométrique pour représenter l'addition de

matiére,

e de traiter les problématiques mécanique et métallurgique a I’échelle macroscopique,

e deraffiner en modeéle afin d’ouvrir la voie au couplage entre des modeles macroscopique, mésoscopique
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et microscopique,

A la Section suivante, nous détaillons un ensemble de méthodes numériques en lien, dans une premiére
sous-section, avec les difficultés de la modélisation thermique macroscopique que nous venons d’évoquer.

De plus, comme nous l'avons vu au chapitre 1 introductif, un grand nombre de travaux ont été
menés dans le contexte de la simulation de la FA, chacun abordant une échelle précise de simulation
et développant des méthodes numériques et des codes adaptés aux problématiques propres de 1’échelle
considérée. Il nous semble essentiel que le cadre de modélisation que nous voulons développer puisse
permettre une compatibilité et la coopération avec des codes existants et traitant d’autres phénomenes
en lien avec la modélisation du procédé SLM. Les méthodes Itératives Globales-Locales Non-Invasives
(IGLNI) semblent étre des outils adaptés pour faire communiquer cette diversités de codes et méthodes
numériques. Nous les évoquons donc dans la seconde sous-section de la section suivante.

Un des buts de la simulation numérique, déja évoqué en introduction, est d’épauler les pré-campagnes
expérimentales nécessaires a la conception et a la définition de la stratégie de réalisation des pieces. Le
procédé de SLM comportant un nombre important de parametres a régler (en lien avec sa grande ca-
pacité de réalisation), les études paramétriques a réaliser sont treés larges et deviennent chronophages et
cotiteuses. Il est donc primordiale que les simulations numériques aient un cotit le plus réduit possible
tout en gardant une précision optimale, permettant ainsi de balayer rapidement les plages de différents
parametres du procédé. Il nous semble que les Méthodes de Réduction de modeéle (ROM) sont, pour cet
objectif, un outil pertinent. Nous les abordons a la derniére sous-section de la section suivante.

1.3 Apercu bibliographique de méthodes d’approximation numériques
pour la FA

Dans cette sous-section, nous dressons un état de l'art non exhaustif de méthodes numériques utiles
pour résoudre certaines des difficultés de simulation thermique macroscopique du procédé a maitriser mais
également pour d’autres problématiques.

1.3.1 Méthodes numériques pour la problématique thermique macroscopique

Dans le but de détailler le principe des quelques méthodes que nous avons considérées, nous reprenons
le probléme thermique défini a la Sous-Section 1.2.2 dont l'illustration est donnée a la Figure 1.2b. Nous le
simplifions en ne considérant pas le phénomene de changement de phase ni la dépendance des paramétres
thermiques du matériau par rapport a la température. Les parametres thermiques du matériau (p, cp, k) €
(LOO(Q))3 sont donc constants. Nous supposons aussi que le solide est soumis, sur toute sa frontiere OS2,
a une condition de Dirichlet homogeéne. Sa formulation locale est donnée par

Formulation 1.1: Formulation locale-forte du probléme thermique instationnaire

Soit T'(0) donné, Vt € I, trouver T'(t) le champ thermique dans €2 a I'instant ¢, vérifiant le probléme
parabolique de valeur initiale suivant :

T
pcpaa—t(t) — EAT(t) = s(t), dans €, (Conservation de ’énergie) (1.17a)
T(t) =0, sur 02, (Condition de Robin) (1.17b)
T(0) = T, dans €. (Condition initiale) (1.17¢c)

\. J

La plupart des méthodes que nous allons détailler dans la suite reposent sur la formulation discrete
de type éléments finis des problémes physiques. Nous donnons donc rapidement pour ce probléme sa
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formulation faible. Elle s’écrit :

Formulation 1.2: Formulation faible primale du probléme thermique instationnaire

Soit T'(0) = Ty donné, Vt € I, trouver T'(t) € V tel que,

%mg(T(t),T*) +ao(T(),T*) = 1o(T*), VT* eV, (1.18)

ott pour donner sens & cette formulation, V = H' (Q) et les différents opérateurs sont définis par :

mo(T(t), T") = /Q pe, T(HT*AQ, (1.19a)
ao(T(1), T*) = /Q k(VT(t) - VT*)dO (1.19b)
Io(T*) = /Q s(t)T*dQ, (1.19¢)

Nous discrétisons ensuite spatialement le champ T a 'aide de la MEF. Ainsi, ’espace éléments finis
V" approximant 1’espace V est introduit, défini comme :

Vh={T" e (Q) |VK € To, T" Ik € P1(K) } . (1.20)

construits a l'aide d’une triangulation 7T illustrée a la Figure 1.14 et avec P1(K) I'espace des polynomes
de degré 1.

2K
SERNS
SRAY
A

ont

FIGURE 1.14 — Exemple d’un maillage pour le probléeme thermique générique considéré.

Le champ de thermique T est alors approché par le champ T" donné par

N

Tt x) =Y T ()" () (1.21)

n=1

o Y"(x) sont les fonctions de formes. La formulation du probléme semi-discrétisé en espace devient alors

Formulation 1.3: Formulation faible primale du probléme thermique instationnaire

semi-discrétisé en espace

Soit T"(0) = Ty € H donné, Vt € I, trouver T"(t) € V" tel que,

%mo(Th(t),T*) Fag(T(8), T*) = Io(T*), ¥T* € V", (1.22)
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> raffinement

FI1GURE 1.15 — Exemple d’un raffinement par la S-méthode.

Méthodes d’adaptation de maillage

Afin d’améliorer la précision des simulations numériques et de capter des phénomenes locaux, des
méthodes d’adaptation et de raffinement des maillages ont été développées. Trois approches différentes
existent :

i) Les méthodes en p, ou le maillage est fixe mais 'ordre des éléments finis est augmenté dans la zone

critique.

ii) Les méthodes en 7, ou Pordre des éléments finis du maillage est fixé mais la localisation des noeuds
sont modifiées afin de raffiner la discrétisation dans la zone critique.

ii) Les méthode en h, ou 'ordre des éléments finis du maillage est fixé mais le nombre et la taille des
éléments sont augmentés dans la zone critique et au contraire diminués dans les zones « paisibles >,
ou la discrétisation demande moins de finesse.

La combinaison de ces différentes méthodes sont possibles. Dans le contexte de la simulation du soudage,
la nécessité d’une précision localisée au niveau du laser se trouvait déja. Les méthodes d’adaptation de
maillage ont déja été utilisées avec différents estimateurs d’erreur directionnel permettant d’identifier la
zone critique et la finesse de la discrétisation nécessaire. Cependant cette facon de procéder n’est pas
optimale en terme de nombre de degrés de liberté générés (voir par exemple [66, 67, 68, 69], parmi
d’autres).

Dans la cas de la FA, des travaux améliorent la précision de la simulation du probléme thermique en
raffinant localement autour du laser les maillages mais sans introduire d’estimateur d’erreur, voir par
exemple [64] ou [70]. Dans ce dernier afin de limiter le colit de détermination des éléments environnants a
la zone d’impact du laser, une technique appelée Fully Threaded Tree (FTT) qui consiste a, au préalable,
construire des groupes d’éléments est utilisée. Cependant ces méthodes ne permettent pas de raffiner en
modele et ne sont utiles que si nous restons dans le cadre de modélisation des milieux continus.

Les méthodes de superposition

La S-méthode La S-méthode proposée par Fish [71] est une méthode d’enrichissement qui superpose au
maillage éléments finis global, dans le voisinage de (ou des) zone(s) d’intérét 2., un espace d’enrichissement
V', construit sur un maillage éléments finis. Ce maillage local est sensiblement plus fin que le maillage

global et peut contenir éventuellement des altérations que ne contient pas ce dernier, voir la Figure 1.15.
La solution 77 du nouveau probléme est alors recherchée sous la forme

(1.23)

S

h
h T dans  Q\ Q.
T + 1" dans €.
en ajoutant une condition homogeéne sur le champ d’enrichissement Teh = 0 sur I'e afin d’assurer la

continuité du champ T!. La principale problématique liée & cette méthode est celle de I'indépendance
linéaire des deux espaces V" et V.
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La Méthode de Partition de I’Unité (PUM) La Méthode de Partition de I'Unité (PUM) introduite
par [72] propose un cadre mathématique permettant la construction d’espaces d’approximation globaux et
conformes a partir d’espaces d’approximation locaux. Soit 7 = {€2;},.; un ensemble d’ouverts, réalisant
un recouvrement de ) et sur chacun de ses sous domaines est défini un espace local V; possédant les
propriétés adaptées au probleme. L’espace global d’approximation V, est alors construit en sommant les
espaces locaux en les pondérant par des fonctions v;

Vg =2 vV (1.24)

tel que I'ensemble des {1);},.; est constitué de fonctions continues formant une partition de I'unité de
associée a la partition T et vérifiant

supp(v;) C Q, Vi€ 1, (1.25)
Zz/},- =1 dans Q. (1.26)
i€l

Un élément de V; peut alors s’écrire sous la forme

T(t,x) =Y ti(z)T;(t, x), avec T; € V}". (1.27)
el
C’est sur ce cadre que repose la Méthode des Eléments Finis Généralisés (GFEM) ainsi que la Méthode
des Eléments Finis Etendus (XFEM), dont les principes sont développés dans la partie suivante.

La Méthode des Eléments Finis Généralisés (GFEM) La Méthode des Eléments Finis Généralisés
(GFEM), proposée dans [73], consiste, en se basant sur le cadre de la Méthode de Partition de 1'Unité
(PUM), a créer un espace d’approximation global en utilisant un maillage éléments finis et I'espace élément
finis associé pour définir les sous-domaines €; et les fonctions de pondération ;. Nous construisons en
chaque nceud N; du maillage la fonction de pondération v;, égale a la fonction ”chapeau” éléments finis
de ce neeud, ainsi que le sous-domaine €2; associé, égal au support de cette fonction. Nous notons que I'on
est bien dans le cadre de la PUM, voir la Figure 1.16.

FIGURE 1.16 — Définition du patch €; associé au noeud N; et de la fonction ”chapeau” 1);.

En particulier, les fonctions v; forment bien une partition de I'unité. Il s’agit alors de construire les es-
paces d’approximation locaux V; associés a chaque noeud. Ces espaces sont générés a partir d’un ensemble
composé de la fonction constante unité et de fonctions reproduisant une connaissance a priori du compor-
tement de la solution dans le sous-domaine considéré, nous avons alors V; = {qﬁ}}jel. Nous pouvons ainsi
améliorer localement ’approximation de la solution par rapport & une approche éléments finis standard
en captant par exemple les singularités au voisinage des angles du domaine d’étude par I'introduction
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locale autour de ces coins de développements asymptotiques connus pour de telles singularités. La forme
du champ inconnu devient alors

T (o) = S wile) 3 al(t)6 (@), (1.28)
i€l Jj€Ji
ou les a§- sont les inconnues du probleme. Nous notons que cette approche peut étre vue comme une
généralisation de la méthode des éléments finis car dans le cas ou tous les espaces locaux se réduisent a
lespace des fonctions constantes sur leur sous-domaine (c’est & dire qu’aucun enrichissement n’est fait),
nous retombons sur un espace éléments finis classique et le champ inconnu prend la forme tout aussi
classique

Th(t,x) = Pi(x)al(t). (1.29)
i€l

Dans le cas ou de I’enrichissement est introduit, la non-indépendance linéaire des espaces pondérés ;V;
n’est plus garantie. Comme remede, les auteurs proposent de recourir a des techniques de factorisation
incomplete ou de pénalisation. Une autre limitation de cette approche concerne l'intégration numérique
des formulations variationnelles. Les fonctions spéciales ajoutées peuvent en effet étre trés complexes et
nécessiter un effort conséquent pour leur intégration lors de la construction du probleme discrétisé. Le
gain en temps de calcul obtenu sur les problemes de maillage et de remaillage est donc en partie compensé
par le cotit de l'intégration numérique.

La Méthode des Eléments Finis Etendus (XFEM) La Méthode des Eléments Finis Etendus
(XFEM) ou eXtended Finite Element Method, introduite par [74] se base également sur le cadre offert
par la PUM pour introduire des discontinuités dans un modéle éléments finis sans avoir a modifier le
maillage. Ces discontinuités sont de deux types :
e une discontinuité du champ de déplacement (température, champ primal) modélise la présence
d’une fissure traversant le maillage, ou
e une discontinuité des dérivées normales du champ de déplacement (flux thermique, champ dual)
rend compte des sauts de déformation (changement de phase) localisés aux interfaces entre les
différentes phases mécanique d’un matériau hétérogene.
La méthode des éléments finis étendus (XFEM pour eXtended Finite Element Method) a vu le jour avec
comme objectif premier de permettre la propagation de fissures modélisées par un saut de déplacement
dans un modele éléments finis sans en altérer le maillage. Un tel saut de déplacement est introduit en
enrichissant ’espace élément finis standard (continu) par une fonction qui saute le long de la fissure. La
fissure est représentée par une surface orientée, noté I'. La fonction d’enrichissement ¢! est définie de la
maniére suivante :

¢ () = H (sign(n(%) - (z — 7)) (1.30)
ou % est le point le plus proche de z sur I' et H est une fonction Heaviside :
lsiz >0
H(x) = - 1.31
() {—1 sizx <0 ( )

La fermeture de la fissure au niveau de sa pointe est prise en compte par un second enrichissement
de l'espace d’approximation a l'aide d’'un ensemble de fonctions F; décrivant le champ de déplacement
autour de la pointe de la fissure. Ces fonctions peuvent ainsi traduire une connaissance a priori du champ
de déplacement au voisinage de la pointe de la fissure. En pointe de fissure, nous ajoutons alors des
fonctions analytiques d’une fissure en milieu infini I°. Sur tous les éléments coupés par la fissure, nous
enrichissons par la fonction de Heaviside construite a partir du level-set qui permet de rendre compte
de la discontinuité I". Dans le cas d’une interface entre matériaux différents, les dérivées normales du
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déplacement étant discontinues, nous enrichissons tous les éléments coupés par la fonction distance I,
voir la Figure 1.17.

e nceud enrichi par I”

O nceud enrichi par I°

neeud enrichi par I

FIGURE 1.17 — Noeuds enrichis a proximité d’une fissure et d’une interface entre différents matériaux.

Pour la problématique de la simulation de la FA cette méthode peut, par exemple, servir pour suivre
I’évolution d’une fissure dans la piéce en construction ou bien, si le matériaux utilisé est pur, suivre le
front isotherme de changement de phase.

Méthodes de Décomposition de Domaine

Les Méthodes de Décomposition de Domaine (MDD) consistent a partitionner le domaine 2 sur
lequel le probléme est posé en un ensemble de sous-domaines {Qz}i\il et a définir, a 'interface de ces sous-
domaines, des conditions de raccord permettant de définir un nouveau probléme équivalent a l'initial. Elles
permettent ainsi de réduire le systéeme matriciel du probleme initial en un ensemble de sous-systemes de
taille plus petite et de les résoudre en parallele. Plusieurs variantes existent, elles sont généralement
classées en fonction du type de partition et de raccord qu’elles considére.

Méthode sans recouvrement La décomposition du domaine €2 est constitué d’'un ensemble de do-
maines deux a deux disjoints. Deux types de raccords sont généralement considéré :

e Méthode Primale : dans cette méthode, la continuité des champs primaux a l’interface étant
imposée fortement, elle fait directement apparaitre dans sa formulation le champ primal d’interface
inconnu. Pour résoudre le systéme matriciel découlant de sa discrétisation, la méthode Balancing
Domain Decomposition (BDD) introduite par J. Mandel dans [75], consiste & condenser le systéme
sur champ d’interface et a utiliser un algorithme de type GC. Elle partage un certain nombre des
principes de la méthode Finite Element Tearing and Interconnecting (FETI) dont nous détaillons
plus en détail le principe au Chapitre 3.

e Méthode Duale : dans cette méthode, la continuité des champs duaux étant imposée de maniére
forte, elle fait directement apparaitre dans sa formulation le champ dual d’interface inconnu. Nous
appuyant sur ces méthodes dans nos travaux, nous détaillons leur principe au Chapitre 3.

Méthode avec recouvrement La méthode historique de décomposition de domaine avec recouvre-
ment est celle introduite par Schwarz [76], nous en détaillons le principe au Chapitre 5.

Un autre point important, au vu de la trés grande complexité que représente la simulation de la FA,
il nous semble nécessaire que le cadre que nous souhaitons développer permette la communication et la
coopération de différents codes déja existants.

1.3.2 Méthodes Itératives Globales-Locales Non-Invasives (IGLNTI)

La MEF repose sur un ensemble de concepts théoriques nés dans les années 40-50 et ce n’est cepen-
dant que dans les années 60, avec le développement du calcul numérique sur ordinateur qu’elle connut
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véritablement son essor. Dans le milieu industriel, une part importante des codes numériques ont com-
mencé a étre développés aux décennies suivantes. Leur taille et complexité augmentant au fil du temps,
leur structuration ne permet pas toujours, aujourd’hui, une implémentation simple des nouvelles méthodes
numériques développées dans le milieu de la recherche. Ainsi, depuis une décennie, dans le contexte des
problémes multi-échelles et des méthodes Globales-Locales, des méthodes itératives dites non-invasives
(ou non-intrusives) ont vu le jour. Leur objectif est de rendre possible l'utilisation de méthodes multi-
échelles classiques de réanalyse telle qu’introduite, en premier, dans les travaux, chronologiquement, de
Mote [77], de Noor [78] et de Whitcomb (voir [79, 80, 81]) tout en préservant les structures des codes
commerciaux. En effet, comme nous allons le voir, un avantage de ces méthodes est la possibilité d’utiliser
pour le probleme global des codes commerciaux généralistes et au contraire pour le probleme local des
codes de type recherche, plus avancés mais trés spécialisés. La communication entre les deux codes se
limitant & I’échange de la trace des champs primaux et duaux (de déplacements et des contraintes) &
certaines interfaces que nous détaillerons ensuite, les fonctionnalités et les entrées sorties standards des
codes commerciaux suffisent et aucune intervention d’implémentation importante n’est nécessaire. C’est
la raison pour laquelle cet ensemble de méthode est communément qualifié de non-invasives. D’apres
[82], elles ont été proposées par O. Allix et mises en ceuvre pour la premiere fois dans [83, 84| afin de
traiter localement le phénomeéne de plastification. Elles sont également développées dans d’autres cadres
d’application comme celui des matériaux composites avec un couplage 2D/3D [85], de la propagation de
fissure [86], de la prise en compte locale d’incertitudes [87] ou encore I'adaptation locale de maillage [88].
Nous nous sommes donc, dans la suite de nos travaux et afin de répondre aux points (C3) de notre
CDC, intéressés aux méthodes de résolution de probleme Global-Local de type non-invasive. Celles-ci
empruntent, dans leur principe, I'idée fondatrice qui donna naissance, historiquement, aux méthodes de
Schwarz. Nous détaillons donc, brievement, au Chapitre 5 le principe des méthodes de Schwarz [76], de la
méthode itérative proposée par Whitcomb [79] puis finalement, de maniére plus développée, des méthodes
IGLNTI telle que développées par O. Allix [83] sur lesquelles les réalisations de ce chapitre se basent.

Au vu de la complexité et des cotits computationnels importants, engendrés par la simulation de la FA,
un cadre permettant I'utilisation des Méthodes de Réduction de modéle (ROM) nous semble nécessaire.

1.3.3 Méthodes de réduction de modele

Dans le but de résoudre des problémes d’une complexité toujours plus importante, dont la résolution
dépasse souvent les capacités des calculateurs actuels, quand bien méme celles-ci ne cessent de croitre, un
certain nombre de méthodes dites Méthodes de Réduction de modele (ROM) ont été développées depuis
une quinzaine d’années. Cet ensemble de méthodes, contrairement a ce que leur nom pourrait laisser sup-
poser, ne vise pas a simplifier la nature physique du probleme considéré ; elles ont pour principe commun
de rechercher, par I’emploi de techniques mathématiques spécifiques, une solution proche de la solution
< haute fidélité > du probleme, en minimisant son temps de calcul.

Un grand nombre de méthodes forme cet ensemble, elles sont, dans la littérature, généralement décomposées
en deux groupes (voir, par exemple, les ouvrages [89, 90]), les méthodes dites
i) a posteriori, qui construisent le modele réduit a partir d’'un ensemble de solutions du probleme
considéré, balayant au mieux les intervalles de définition des parametres du probléeme et chacune des
solutions étant obtenues a parametres fixés. La qualité des modeles réduits va fortement dépendre
de cet ensemble de solutions. Entrent dans cette catégorie les méthodes de type Proper Ortho-
gonal Decomposition (POD) (premier développement dans [91], méthode en lien avec celle de la
Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD) [92] et de la décomposition de Karhunen-Loeve [93])
et la méthode Reduced Basis (RB) ([94]).
ii) a priori : qui construisent le modele réduit sans données pré-calculées et & partir d’une forme
fixée de recherche de la solution. La méthode PGD est la méthode la plus emblématique de cette
catégorie, nous détaillons son principe dans la suite.
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FIGURE 1.18 — Evolution du domaine V; suivant la source thermique en (a) et définition de ces frontiéres
en (b).

Ces méthodes ont été appliquées dans de nombreux domaines (voir les ouvrages [89, 90]) et ont montré
leur efficacité.

La méthode PGD est encore assez récente, les premiers articles I'introduisant ont été publiés en 2006
[95, 96]. Beaucoup de travaux ont été menés par la suite utilisant cette approche, voir par exemple les
articles [97, 98, 99]. Nous 'avons appliquée dans la suite de nos travaux, au Chapitre 5 dans lequel nous
détaillons son principe et motivons son choix.

Dans le contexte du soudage, d’autres méthodes de réduction de modéle ont été utilisées. C’est le

cas par exemple dans l'article [5] ou, se basant sur une formulation particuliere du probleme thermique,
les auteurs construisent un modele réduit efficace grace a la méthode d’hyper-réduction. Ce chapitre
s’approchant de ces développements, nous en détaillons les différentes composantes.
La premiere est I’écriture du probléme thermique dans le repére mouvant de la source de chaleur développée
par [100]. Les auteurs consideére le balayage d’une plaque par une source thermique, le matériaux étant
supposé linéaire homogene et isotrope, le probleme ne présente par d’invariance matérielles lorsque la
source bouge. Celle-ci est supposée constante et avoir un mouvement rectiligne et uniforme. Les auteurs
définissent ensuite un domaine V;, comme le montre la Figure 1.18a, suivant la source et dans lequel
(comme nous avons pu le voir numériquement au Chapitre 2), ils supposent 1’établissement rapide d’un
régime thermique stationnaire. Ainsi, en ayant choisi le domaine V; suffisamment grand pour pouvoir
supposer la matiére extérieures non affectée thermiquement, ils résolvent uniquement 1’équation de la
chaleur linéaire et stationnaire. Ils imposent de plus, sur les frontieres F;r et I'y, illustrées a la Figure
1.18b, ol le flux de matiére n’est pas nul (n-v # 0 avec n la normale sortante et v le vecteur vitesse de
la source) une condition de flux thermique nul.

Les auteurs de [5], utilisent une premiere simulation éléments finis afin de déterminer la taille du volume de
controle autour de la source. Une fois le régime stationnaire établi, ils utilisent un critére sur la variation
temporelle du champ thermique ( T>01C°xs! ) pour déterminer sa taille ainsi que les températures
sur les frontieres I'; et T'; qui serviront ensuite au calcul de la solution stationnaire.

La seconde composante de leurs travaux est la construction d’un modele réduit par 1'utilisation de la
méthode d’Hyper-Réduction (HR) introduite par [101]. La mise en place de cette méthode commence
par la construction d’un modele réduit de type Proper Orthogonal Decomposition (POD). Les auteurs
démontrent d’ailleurs, numériquement, le gain que procure ’application de la méthode POD dans le repere
mouvant, ot 1 mode seulement contient 99% de 1’énergie, par rapport a une application sur le domaine
entier ou plus de 140 modes sont nécessaires pour retrouver 99% de ’énergie de la solution éléments finis.
Cependant, comme ils I'indiquent, quand bien méme la solution d’un probléme mécanique est recherchée
dans un espace de dimension inférieure (le nombre de modes POD sélectionnés), la résolution et surtout
le calcul du systeme a résoudre avec 'intégration des différents termes sur I’ensemble du domaine peut
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encore étre cher, surtout lorsque des lois de comportement complexes, faisant intervenir de nombreuses va-
riables internes sont utilisées. L’idée de la méthode HR pour diminuer ce cofit, est d’introduire un domaine
d’intégration réduit (RID). Les éléments sélectionnés pour former le RID sont ceux ou les transformations
les plus significatives apparaissent, ils sont déterminés a l'aide d’une procédure itérative détaillée dans
[101]. Dans [5], les auteurs choisissent comme critere les valeurs maximales des gradients thermiques dans
la direction de translation de la source thermique, i.e. v, de chacun des modes POD sélectionnés.

Une fois le modele hyper-réduit construit, ils 'utilisent pour résoudre 1’équation de la chaleur statique
dans le domaine mouvant et obtiennent des réductions de coiit de calcul tres significatifs, un rapport de
temps de calcul de 107 entre la résolution hyper-réduite et la solution de référence éléments finis. Notons
que la construction de la premiere base réduite nécessite la résolution du probleme instationnaire sur
plusieurs pas de temps (suffisant pour atteindre la stationnarité). Observons que la qualité du modele
réduit dépend fortement de la sélection des bons snapshots.

Plus récemment, d’autres travaux ont introduit un cadre multi-échelle afin de capter finement, lors de
la résolution numérique de ’équation de la chaleur linéaire et instationnaire, les gradients thermiques
intenses et locaux, générés par une source de chaleur mobile, cf. [102]. Les auteurs introduisent un patch
local, suivant la source de chaleur dans son mouvement, superposé et couplé a un domaine global. Le
couplage est réalisé surfaciquement par la méthode du multiplicateur de Lagrange. Les maillages des do-
maines locaux et globaux n’étant pas nécessairement compatibles des tests et calculs d’intersections sont
nécessaires pour s’assurer de la précision des calculs d’intégration des différents termes de la formulation
variationnelle. Comme nous le détaillerons plus au Chapitre 5, les auteurs modifient la formulation du
probleme dans le patch afin de se débarrasser des étapes de projections des champs thermiques entre
les deux domaines, nécessaires a cause de ’aspect incrémentale en temps de la stratégie de résolution.
Gréce a cette modification, ils construisent un modele réduit, sur la base de la méthode POD. Dans [103],
les mémes auteurs réutilisent ce cadre pour ’étendre au cas de 1’équation de la chaleur nonlinéaire et
construisent grace a la méthode d’HR un modeéle réduit.

L’ensemble des différents points que nous venons de mentionner nous ont permis de définir le CDC
que nous avons détaillé en introduction. Au regard des différents criteres (C; — Cs), le cadre multi-modeles
et multi-échelles Arlequin nous semble étre la base idéale pour développer des stratégies de simulation
numériques permettant d’y répondre. Ce choix est motivé par, premierement, les avantages que procure
la nature volumique de son couplage comme : i) une grande flexibilité permettant de coupler des sous-
domaines partiellement ou totalement recouvrants avec des discrétisations incompatibles, ii) la possibilité
de réaliser de véritables couplages multi-échelles, iii) de bonnes performances des solveurs utilisés pour la
résolution des systemes matricielles mixtes en découlant,... et, deuxiemement, par I’ensemble des travaux
déja réalisés jusqu’a ce jour dont la section suivante propose un tour d’horizon non-exhaustif. Aussi, les
réalisations faites dans les chapitres suivants nous rassureront et nous conforterons dans ce choix.

Dans la section suivante nous récapitulons les différents travaux effectués avec le cadre Arlequin,
puis nous détaillons la définition des différents ingrédients et enfin développons I'écriture d’un probleme
thermique instationnaire linéaire dans ce cadre.

1.4 Le cadre Arlequin

1.4.1 Généralités et différentes applications du cadre Arlequin

Le cadre Arlequin a été développé par H. Ben Dhia au laboratoire MSSMat [104, 105]. Il a déja permis
de coupler des modeles de natures et complexités diverses. Les premiers travaux d’analyse mathématique
[106] et de mise en ceuvre numérique [107] ont été réalisés dans le cadre de la thése de G. Rateau [108].
Le cadre a notamment été utilisé en mécanique pour coupler un modele poutre avec un modeéle plaque
2D ou d’inclure un modele fissuré a un modele sain. Ensuite le domaine d’application du cadre Arlequin
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s’est élargi avec par exemple son application au domaine du contact, ou il est utiliser pour zoomer sur les
zones de contact et aller vers la prise en compte de phénomenes microscopiques [109, 110, 111, 112]. 1l
est aussi développé pour la modélisation des matériaux composites [113, 114, 115, 116], pour le couplage
d’un modele 3D et coque [117], pour coupler des modéles discrets et continus ou atomistiques et continus
[118, 119, 120, 121, 122, 123], granulaires et continus [124], déterministes et stochastiques [125], ou encore
réduits [126, 127]. La propagation de fissure et de I'endommagement avec premierement la these de O.
Jammond [128] ou de la méthode XFEM est utilisée [129] et 'incompressibilité prise en compte. Ensuite
ces travaux ont été étendus a la dynamique dans le cadre de la thése de K. Abben [130]. En dynamique, le
cadre avait déja été utilisé pour simuler la propagation d’ondes hautes fréquences dans un domaine a deux
échelles spatiales [131]. L’utilisation multi-patch du cadre ainsi que la résolution parallele des systéemes
numériques en découlant ont été étudiées dans le cadre de la theése de N. Elkhodja [132].

Les différents domaines introduits pouvant se recouvrir totalement ou partiellement, le cadre Arlequin
posseéde une grande flexibilité. De plus, contrairement aux autres méthodes, le cadre Arlequin raccorde
les modeles non pas de maniére surfacique mais en volume. Cette caractéristique, comme nous allons le
voir plus tard, apporte 'avantage d’avoir des termes dans les systemes d’équation plus homogenes et donc
des systéemes matriciels mieux conditionnés. Dans les zones de coexistences, le modele global est obtenu
par partition des différents modeles avec I'introduction de coefficients de pondération. La construction du
cadre Arlequin nécessite donc en tout trois ingrédients :

@ une décomposition du domaine global en sous-domaines avec recouvrement,
@ une répartition des énergies de chaque modele par I'introduction de coefficients de pondération,
e définir des opérateurs de couplages dans des zones de collage entre chacun des modeéles.

Nous développons dans la sous-section suivante la formulation du probleme thermique dans ce cadre
en détaillant 'ensemble des ingrédients nécessaires a son établissement.

1.4.2 Formulation du probléme dans le cadre Arlequin

Pour développer I’écriture du probleme thermique dans le cadre Arlequin le domaine €2 est décomposé
en deux domaines ouverts €, et € (voir Figure 1.19) qui forment une partition du domaine Q : Q = Q,US,
ou ), et ) dénotent les domaines globaux et locaux avec un recouvrement €2, = 2, N 2; de mesure non
nulle. Les champs de température globaux et locaux, a I'instant ¢, sont notés T (t) et Tj(t), respectivement.
La source locale de chaleur est supposée totalement incluse dans €2;. Ensuite €2, est décomposé en deux
sous-domaines sans recouvrement : 2. la zone de "collage” de mesure non nulle et {2; une zone libre.

(b)

FIGURE 1.19 — Exemple de partition du domaine dans le cadre Arlequin pour le probléme thermique.

Ainsi, les deux modeles thermiques définis sur €, et §; coexistent dans la zone de superposition (ici €
entierement). Afin respecter la physique du probléme et ne pas sommer plusieurs fois la méme énergie
thermique celle-ci est distribuée entre les deux modeles. Pour cela une partition de I'unité est introduite
a l'aide de deux coefficients : «;, i = g,1, définis sur et vérifiant :
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ag+a; =1, in (1.32a)
ag=0, nQN(Y\Q), (1.32b)
o =0, inQ\Q. (1.32¢)

Aussi comme détaillé dans [133], nous imposons aux coefficients de partition d’unité de vérifier la propriété
que

pour i = g,1, Jag > 0; a; > ap, dans Q. (1.33)

Les deux modeéles sont ensuite couplés au moyen d’un multiplicateur de Lagrange, permettant d’imposer
I'égalité faible de T,(t) et Tj(t) dans Q.. Nous pouvons finalement écrire la formulation Arlequin faible
mixte du probleme thermique :

Formulation 1.4: Formulation Arlequin faible mixte du probléme thermique instation-

naire

Soit Ty(0) = Ty € H dans Qg, T;(0) = Ty dans ©; donnés, Vt € I, trouver (Ty(t),T;(t), A(t)) €
Vg x Vi x M tel que :

d

Comg(Ty(1), T3 00) + g (Ty(0) Ty 0) + €MD), T3) =0, YT €V, (1:34a)
d * * * * *

aml(Tl(t%ﬂ ;al) + al(Tl(t)7Tl ;al) - C(A(t)aTl ) = ll(Tl )a v Tl € ‘/la (134b)
(. Ty(t) — Th()) =0, Ve M, (1.34c)

\.

ou les différents opérateurs sont donnés par :

mi(Ti(t), T;'; cvi) =/ aipeyTi(1)T;7dQ, i = g,l, (1.35a)
Q;
alTi#). T30 = [ ah (Vi) - VT7) dg, (1.35b)
)
*, _ . * E *
ag(Ty(), T ) = /Q ok (VT () - VI ) de + /a o T4, (1.35¢)
W) = [ s, (1.35d)
Q
|
(A1), T) = / n(eQA(t)T+V/\(t)-VT> 4o, (1.35¢)
Qe

avec V; = HY(Q;) pour i = g,I, M = HY(Q,) et c(.,.), l'opérateur de couplage qui, dans ce contexte,
est choisi comme un produit scalaire de type énergétique avec e, une longueur caractéristique et x un
coefficient homogene a une conductivité. Avec cette configuration, le multiplicateur de Lagrange est ho-
mogene a un champ thermique ce qui conduit & des systémes Arlequin discrets plus homogenes et donc
plus facilement inversibles comme nous le verrons dans le Chapitre 3.

1.5 Conclusion

Au regard des critéres que nous nous sommes fixés (C; — Cs), nous avons choisi comme base de
développement d’'un cadre de modélisation de la fabrication de piece-FA par procédé SLM, le cadre
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multi-modeles et multi-échelles Arlequin. Les chapitres qui suivent développent, dans ce contexte, des
adaptations du cadre Arlequin permettant de répondre a certains de ces critéres.

En effet, le Chapitre 2 propose une méthodologie multi-échelle, basée sur le cadre Arlequin, afin de traiter
efficacement la simulation du probléeme thermique transitoire macroscopique et visant ainsi les critéres
(C1,C3,Cy)

Le Chapitre 3 compare les vitesses de convergence du solveur Finite Element Tearing and Interconnecting
(FETI) appliqué aux systémes numériques discrets issus de la discrétisation de type éléments finis de
problemes écrits sous forme décomposée en deux sous-domaines avec des raccords de type surfacique ou
volumique. Il y est également développée une méthode de couplage <« compatible ». Les criteres visés par
ces développements sont, par ordre d’importance, (C3) et (Cz).

Le Chapitre 4, propose une extension des méthodes IGLNI dans le but de valider le critere (Ca).
Finalement, le Chapitre 5, visant le critére (Cs), explore la possibilité, pour la problématique thermique
macroscopique de la simulation du procédé SLM, d’utiliser localement une méthode de réduction de
modeéle.
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Chapitre a

Une nouvelle stratégie multi-échelle pour le probleme ther-
mique du procédé de FLLP
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2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié au développement d’une stratégie originale, basée sur le cadre multi-modeéle
Arlequin qui soit a la fois performante et précise, pour la résolution du probléme thermique multi-échelle
et additif issu de la modélisation du procédé SLM.

Nous commengons par détailler le modele thermique, entrant dans le cadre des modélisations macrosco-
piques détaillées au chapitre précédent. Nous donnons ensuite une écriture mathématique fine relativement
a ce qui existe a notre connaissance dans la littérature, de ’aspect évolutif du domaine de calcul au cours
du procédé en gardant une certaine flexibilité, nous permettant de rentrer dans le cadre des différentes
stratégies évoquées au chapitre précédent.

Nous développons ensuite une formulation de ce probléme dans le cadre Arlequin avec I'introduction d’un
patch dans la zone sous le laser, c’est a dire la ou le probléme est plus complexe. Cette décomposition
permet d’introduire les discrétisations fines en espace nécessaires a la captation précise des forts gradients
thermiques et de localiser le traitement du phénomeéne non-linéaire de changement de phase. Aussi la flexi-
bilité du cadre Arlequin facilite, par le mouvement du (ou des) patch au suivi de ces zones de complexité,
pour accompagner les trajectoires de lasage. Nous formulons également des recommandations permettant
de s’assurer de la pertinence de cette nouvelle écriture.

Apres avoir exposé 1’écriture du probléme dans le cadre Arlequin avec un seul patch, la simulation d’un
probleme thermique simplifié mais proche de la modélisation du procédé de SLM, nous permet d’identifier
deux échelles. Nous généralisons alors ’écriture a deux patchs, un premier dit Patch-Micro, placé direc-
tement sous le laser et un Patch-Meso, plus étalé derriere le laser. Nous détaillons également comment la
translation de ces patchs au cours du mouvement du laser nous permet de simuler I'addition de matiere.
Ensuite nous détaillons les différents algorithmes que nous avons mis en place pour simuler 1’évolution du
domaine et traiter les différentes non-linéarités du probleme. Nous présentons les résultats obtenus par
simulation de la fabrication d’un mur en alliage de titane Ti-6Al-4V ainsi que du lasage de deux couches
d’aluminium.

La fin du chapitre est consacrée a ’analyse des champs thermiques obtenus par la simulation. Cette ana-
lyse nous a inférer I'intérét de 'utilisation de méthodes de réduction de modeles. Ce point fera ’objet du
Chapitre 5.

Ce chapitre est composé de trois sections. La premiere, Section 2.2, est consacrée a une modélisation
macroscopique du probleme thermique. Nous commengons, a la Sous-Section 2.2.1 par développer I’écriture
mathématique de I'aspect évolutif du domaine de calcul au cours du procédé. Ensuite La Sous-Section
2.2.2 précise 'ensemble des hypotheses faites et donne la formulation forte ainsi que faible du probleme
mono-modele. La Sous-Section 2.2.3 est réservée a I’écriture bi-modele de ce probléme dans le cadre Ar-
lequin avec l'introduction d’un Patch couvrant la zone critique. Plusieurs préconisations sont données
afin de s’assurer du bon fonctionnement du cadre. La Section 2.3 développe les schémas de résolution
numérique utilisés. La Sous-Section 2.3.1 donne la forme discrétisée en espace de la formulation Arlequin
du probleme et la Sous-Section 2.3.2 les différents algorithmes considérés pour sa résolution. La derniere
sous-section, Sous-Section 2.3.3, développe la stratégie de simulation du procédé FLLP se basant sur une
extension multi-patch de la formulation Arlequin bi-modeéle du probléme thermique. Finalement la Sec-
tion 2.4 expose les résultats obtenus par application de cette stratégie pour, a la Sous-Section 2.4.1, la
construction d’un mur en alliage de titane Ti-6Al-4V, a la Sous-Section 2.4.2, le lasage de deux couches
d’aluminium nous permettant de nous comparer a la littérature. La Sous-Section 2.4.3 présente ’analyse
des champs thermiques obtenus. La Section 2.5 termine ce chapitre par quelques conclusions.

2.2 Développement du modele macroscopique additif

Nous développons premiérement 1’écriture mathématique de I’'aspect évolutif du domaine de calcul au
cours du procédé.
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2.2.1 Modélisation de ’aspect additif

Comme nous ’avons déja évoqué, le point caractéristique majeur du procédé de FLLP et plus généralement
de la FA, est la construction progressive de la piece désirée (le métal se transforme de 1’état de poudre
a solide continu, en passant par une phase fluide) au moyen de variations thermiques subies, générant
des transformations de phase locales et résultant en un petit incrément matiere, jusqu’a obtenir la forme
finale de la piece. Bien qu’important, surtout si ’on cherche ensuite a raffiner la modélisation, ce point est
généralement traité grossierement dans la littérature (voir par exemple [42]). Pour mimer le plus soigneu-
sement possible - sans toutefois introduire une complexification excessive du probléme & résoudre - par
une représentation moins grossiere de I’évolution du domaine occupé par la piece en construction au cours
du temps, nous considérons une collection de domaine OV, 0 < N < N ¢ (Ny faisant référence au dernier
incrément matiere solide) tel que QV C QN*! pour chaque 0 < N < N ¢ — 1. Chaque QN est inclus dans
R? (avec ici d = 2 ou 3) et supposé borné et suffisamment régulier. Plus précisément, la procédure de
génération des domaines se déroule selon les étapes suivantes :

e Initialisation : le premier domaine spatial de calcul est noté Q°. Il s’agit du domaine dont la
fermeture est occupée par le support de fabrication du bac principal de la machine. Un incrément
matiere 600 est ensuite ajouté a 0, & Iinstant tg, formant un nouveau domaine noté Q. A
ce dernier, nous imposons une température initiale TO1 = T, (température ambiante ou celle de
préchauffage de la poudre). L’incrément matiére est ensuite balayé par le laser pendant une courte
période de temps T(% (= té — tg). Ce temps est pris égal au temps que met le laser pour balayer
cet incrément, il est donc conditionné par la vitesse du laser. Nous calculons alors I'évolution du
champ thermique T (x,t), pour tout x € Qy et t € I} = ]tY = 0,t. = 71| (intervalle de temps), en
résolvant le probleme instationnaire de la chaleur que nous détaillerons dans la suite.

e Itération courante : le domaine QV~! (avec N > 1) étant formé et son champ thermique 7N~1
étant connu, un nouvel incrément matieére QY ! lui est ajouté a l'instant ¢, formant un domaine
augmenté Q. Nous résolvons sur QV le probleme thermique instationnaire pour obtenir le champ
TN(z,t) avecz € QN et t € Iy = }tflv_l,tﬂ (avec tY = tN=1 4 7N assumant explicitement que

TC{V > 0) en prenant un champ thermique initial dans QN égal a :

TN (g, tV siz e QN1

2.1
T, size sVt 2.1)

Ve e QF TN (2, V1) = {

avec T, la température ambiante.
e Ces itérations sont poursuivies jusqu’a atteindre la forme finale de la piece.

Précisons ici qu'un temps de refroidissement, correspondant, entre autres, au temps d’étalement d’une
nouvelle couche lorsque le balayage de la précédent couche est réalisé, est pris en compte dans la définition
de certaines périodes 7¥. Signalons ici que pendant ces incréments de temps, une fois I'incrément matiere
balayé, la source de chaleur laser est coupée mais nous continuons la simulation thermique (refroidisse-
ment) sur le domaine Qy pendant ce temps.

Nous avons donc plusieurs périodes qui apparaissent. Un exemple de séquences temporelles est donné a la
Figure 2.1. Nous notons TlM le temps pris par le balayage de la couche M, TCM le temps de refroidissement,
7N la période de temps entre les incrémentations de matiere 6QV et QN+ et finalement 74 le pas de
temps du probléme de diffusion lorsqu’une discrétisation temporelle est introduite (nous pouvons imaginer
faire varier ce dernier en fonction du domaine considéré).

A partir de cette écriture du processus d’addition de matiére, pour résoudre le probléme thermique du
procédé de FLLP, nous devons résoudre une séquence de problémes thermiques instationnaires que nous
notons (Py), définis sur QV, pour N = 1,..., Ny — 1, pour tout ¢t € Iy (= }tév_l,tﬂ) dont le modele
physique est présenté au paragraphe suivant.
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FIGURE 2.1 — Exemple de séquence temporelle pour la construction d’une piece par FLLP.

Ces derniers peuvent présenter des formes particuliéres afin de construire la piéce désirée, surtout
ceux formant les surfaces de la piece. Cependant, dans les étapes de réalisation d’un piece-FA, nous avons
mentionné dans l'introduction que, & partir de la CAO de la piéce, une voxélisation, i.e. un découpage
de la piece en couche est réalisé, afin de définir les étapes que la machine FA doit suivre. Nous pouvons
imaginer que l'utilisation de ces données faciliterait grandement la définition des formes des incréments
matiere, cf. Figure 2.2.

\ 1 [ ] [ 1 T T 1 T ]
\ / II |I IIIIIIIIIIIIIIII
AV 7 [ | | || 1 1 | | Il
\\ // [ | L1 1 1 1 | -
~ g = ===

_—~
CAO Voxélisation Découpage

FIGURE 2.2 — Exemple de définition des incréments matiere a partir de la voxélisation de la CAO de la
piece.

Observons qu’avec la modélisation d’ajout de matiére adoptée nous maitrisons le choix de la taille des
incréments matieres et ainsi s’étendre au cas des approches par couche entiere.

2.2.2 Formulation du probleme thermique additif avec changement de phase sur
QN X IN

Dans cette sous-section, nous allons donner une formulation forte puis faible de I’équation de la chaleur,
avec prise en compte du phénomene de changement de phase.

Formulation forte

Le modele physique que nous adoptons est basé sur celui développé par [134]. Pour développer I’écriture
mathématique du probléme thermique (Ppy), nous considérons que le procédé a atteint un niveau de
fabrication oti la matiére dense occupe la fermeture du domaine QY durant I'intervalle de temps associé
Iy = }tév -1 té\] } . Sa frontiere ONY est partitionnée en trois parties afin de prendre en compte les différents
échanges thermiques avec le milieu environnant ; & savoir, Ffv (t) pour la partie de la frontiére soumise au
flux du laser, Fév pour sa partie en contact avec la poudre non-lasée (celle-ci n’évolue pas sur I'intervalle
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Iy car Qy est fixé) et 'V (¢) pour la partie en interaction avec 1’air ou 'atmosphére de la chambre de la
machine de la FA. Le méme exemple de la Tour Eiffel (miniaturisée) au temps ¢ est illustré par la Figure
2.3a. Précisons que ces frontiéres évoluent avec I’avancement du laser. La Figure 2.3b illustre ces trois
frontiéres a trois instants de l'intervalle Iy notés t;—1 < t; < tj41 .

Dans la suite, afin d’alléger les notations et sauf risque d’ambiguité, nous omettons de faire référence
a l'exposant N (faisant référence au domaine Q¥ durant l'intervalle de temps Iy). Par ailleurs dans les
écritures du probleme nous ferons comme si Iy = }tff LN } vaut I =)0, 7,] (réinitialisation).

La formulation locale du probléeme thermique (Py), maintenant noté (P) avec ces allegements, s’écrit
alors :

Formulation 2.1: Formulation locale-forte du probléeme thermique instationnaire (P)

Etant donnés T'(0) et F;(0), les champs thermique et de fraction volumique de liquide initiaux
définis sur €2, trouver pour tout instant ¢ € I, le champ thermique 7'(t), le champ de flux thermique
¢(t) ainsi que le champ de fraction volumique de liquide F;(t) vérifiant le probléeme aux limites
parabolique a valeur initiale suivant :
oT(t)

Cyol (T(t), .Fl(t))W +V- ¢(t) = Q(T(t), ﬂ(t)) dans ) (Conservation de 1’énergie) (22&)

o(t) = —k(T(t), Fi(t)) VT'(t) dans ) (Loi de Fourier) (2.2b)

ﬂ(t) = F(T(t)), F' étant donnée dans (Loi de changement de phase) (22C)

d)(t) n=—f sur I (t) (Flux de chaleur du laser) (22d)

k
¢(t) ‘n = Sfp (T(t) — Tamb) sur Fp (Conduction équivalente) (2.26‘)
P
$(t) - n =7 (Too — T(t) + o€ (T(1) — T sur Ter(f)  (Convection et Rayonnement)  (2.2f)
T(O) =Tp, et .E(O) = go dans € (Conditions initiales) (22g)

ou les symboles gras sont des champs ou opérateur vectoriels, V- est 'opérateur gradient et n le vecteur
unitaire normal et sortant a la surface 0f2.

Afin de prendre en compte le phénomeéne de changement de phase, un champ noté F; décrivant la
fraction volumique locale de liquide est introduit. Dans ce systéme 1’équation (2.2a) exprime, comme
nous ’avons vu au chapitre précédent, la conservation d’énergie sur un Volume Elémentaire Représentatif
(VER) pour lequel nous avons ajouté les trois hypothéses simplificatrices fortes suivantes :

Hypothése 2 (H2). Aucune porosité ; le VER est constitué soit de phase liquide F; soit de phase solide
Fs.

Hypothése 3 (H3). Aucun mouvement de convection dans la phase fluide.
Hypothése 4 (H4). Aucune transition liquide/vapeur n’est présente.
Ainsi, ¢,y dénote la capacité thermique de mélange et s’exprime par

coot (T (), Fi(t)) = (1 = Fi(£)) ps(T(£))es(T'(2)) + F1() oo (T (£))er (T (#)), (2.3)

ou ps, Cs et py, ¢; sont respectivement les masses volumiques et les capacités thermiques des phases solides
et liquides. Rappelons que

0< Fs, ;1 <1 (2.4)
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FIGURE 2.3 — Illustration en (a) des frontiéres du modéle thermique posé sur un domaine Q¥ simulant
la fabrication de la tour Eiffel et évolution en (b) de celles-ci aux instants ¢;_1, t;, t;+1 appartenant a
I'intervalle Ip.
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Le second membre de ’équation (2.2a) est défini par :

OF(t
Q). Fi(t)) = —sm(r(n) 27110, (2.5)
Il exprime 'effet de la chaleur latente de changement de phase, le terme dH (7'(t)) est donné par :
T(t)
SHT(®) = [ ((0)a®) ~ pu(0)cs(6) a0 + piL. (2.6)
0

avec L la chaleur latente de changement de phase pour la transition liquide/solide. La température Tj est
une température de référence a laquelle les valeurs des différents parametres matériaux sont connues. Dans
la loi de Fourier exprimée a I’équation (2.2b) le coefficient k est la conductivité de mélange s’exprimant
comme :

k(T(t), Fi(t)) = (1 = Fi(t))ks(T(t)) + Fi(H) k(T (1)), (2.7)

ou ks et k; sont les conductivités des phases solide et liquide respectivement, supposées isotropes. Nous
faisons I’hypothese suivante :

Hypothése 5 (H5). Tous les paramétres thermiques des matériauz, i.e. ps, pi, Cs, ¢, ks, ki sont positifs
et bornés.

L’équation (2.2c) exprime la loi non-linéaire de changement de phase, notée F, liant la fraction volu-
mique de liquide a la température. Celle-ci dépend des phénomenes qui prennent place lors de la fonte et
de la solidification.

Une loi empirique pour la solidification est donnée dans l’article [134]. Elle est illustrée par la Figure 2.4,
ou Ts et T, sont les températures de solidus et de liquidus, respectivement.
Fi=F(T)

1
Solide Mushy Liquide

Prad
-
-
-

0 Ts T, T

FIGURE 2.4 — Exemple d’une loi liant fraction volumique de liquide & la température provenant de [134]
lors de la solidification.

Cette relation n’est pas toujours accessible pour un matériau donné que ce soit de la transition solide-
liquide ou linverse. Il est cependant possible de définir une loi régularisée comme par exemple une loi
linéaire illustrée a la Figure 2.5a. Comme dans [135], nous avons considéré, pour l'alliage de Titane, un
polynoéme d’Hermite cubique dont une représentation est donnée a la Figure 2.5 et ’expression analytique
par :

0, siT < T,
FT) =R a(T — Ts)* +b(T — Ts)? + ¢(T — Ts) +d, siTs <T <Ty, (2.8)
1, sinon.

Les équations (2.2d), (2.2¢) et (2.2f) expriment les différentes conditions limites. Pour le modeéle du laser
nous nous sommes placés dans le méme cadre d’hypotheses détaillé au Chapitre 1 avec un modéle sur-
facique de type gaussien. Aussi nous avons choisi d’exclure entierement la poudre du domaine de calcul
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FIGURE 2.5 — Lois liant fraction volumique de liquide a la température pour ’alliage de titane.

en introduisant la méme condition équivalente de conduction avec la poudre définie par [42]. Ainsi seule
la matiere dense est considérée. Finalement, les échanges thermiques entre la matiere solide et liquide
avec I’atmosphere de la chambre sont modélisés par une condition de convection-rayonnement donnée par
I’équation (2.2f) ou v est le coefficient de convection thermique, o la constante de Stefan-Boltzmann, €
I’émissivité et Ty, la température a 'infini prise égale a celle ambiante, notée T ;..

Méme simplifié, le probleme reste suffisamment complexe pour que sa résolution analytique soit pos-
sible. L’approximation numérique constitue alors un outil essentiel. Pour I'approximation en espace; la
MEF est incontournable. De type Ritz-Galerkin, cette méthode ne s’applique pas a la formulation forte
du probleme, mais celle faible. Nous détaillons donc dans la sous-section suivante la formulation faible en
espace du probleme.

Formulation faible en espace

Classiquement, en injectant ’équation (2.2b) dans ’équation (2.2a), en multipliant par une fonction
test T*, en intégrant sur € et en utilisant la formule de Green, nous obtenons la formulation faible en
espace du systéme (2.2), a chaque pas de temps t € I :

Formulation 2.2: Formulation faible du probléme thermique instationnaire (P)

Pour T et Fy donnés (comme détaillé a la sous-section 2.2.1), pour tout ¢t € I, trouver T'(t) € V
et Fi(t) € L>®(Q) tels que, VT* € V,

A(T(8), Fi(t), T*) = G(T™) (2.98)
Fi(t) = F(T(t)), F étant donnée, (2.9b)

ou V, l'espace de recherche du champ thermique est naturellement pris comme H' (Q). Les formes A et
G sont définies par :

AT(), (), T%) = a(T(t), Fo(t), T7) + b(T(¢), Fu(t), T") — r(T(t), T*) + q(T (), Fu(t), T*),  (2.10a)
g(1") =UT"), (2.10b)

ou les différentes formes sont définies par :
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a(T(0.Fi(0).7%) = [ (@) ﬂ(t))aT( HT*d0 (2.11a)
b(T (1), F; / KT (), Fi($)) (VT(t) - VT*) dO (2.11D)
(T*) = FTAY (2.11¢)

I (t)

1) / & (T(t) = Tear) THAZ
| (2.11d)
+ /F”(t) [7 (Too —T(t)) + o€ ((T(t))4 — Tfo)] T

o(T(t), F / SH(T Wl( ) a0 (2.11¢)

Ce probleme a trois sources de non-linéarités. La premiere est liée au phénomeéne de changement de
phase, la seconde au terme de rayonnement et la troisieme a la dépendance thermique des parametres
matériaux (ps, p, Cs, ¢1, ks, k). Par ailleurs, comme nous pouvons le pressentir les gradients thermiques
intenses étant tres localisés tout comme le phénomene de changement de phase, les demandes numériques
pour les modéliser correctement le seront également. Si la résolution de ce probleme est envisagée de
maniere monolithique, les temps de calcul, pour les raisons que nous avons évoquées au Chapitre 1,
seront trop importants. Des méthodes multi-modeéles et multi-échelles sont nécessaires. Comme motivé
au Chapitre 1 nous choisissons le cadre Arlequin. Nous donnons maintenant la formulation du probléme
thermique pour le procédé FLLP.

2.2.3 Formulation du probleéme thermique additif dans le cadre Arlequin

Dans cette sous-section nous commencgons par donner la formulation faible mixte du probléme ther-
mique additif dans le cadre Arlequin avec l'introduction d’un patch recouvrant la zone critique sous le
laser. Nous donnons ensuite des recommandations afin d’assurer le bon fonctionnement de ce cadre.

Nous repartons donc du probléme thermique présenté a la sous-section 2.2.2. Pour définir les différents
ingrédients du cadre Arlequin, le domaine 2 est partitionné en deux sous domaines, ouverts, g et
(voir la Figure 2.6) avec recouvrement, noté €),. Les deux modeéles indépendants coexistent dans €,
décomposée en deux domaines disjoints, {2, une zone de couplage et son complémentaire 2y, une zone
libre (sans couplage), cf. Figure 2.6. Afin de coupler les deux modéles, nous introduisons un champ A défini
dans €. de type multiplicateur de Lagrange volumique permettant d’imposer, au sens faible, I’égalité entre
les champs du domaine global et local.
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FIGURE 2.6 — Probléme thermique écrit dans le cadre Arlequin avec en (a) une illustration du domaine
global en gris foncé et en (b) une illustration du domaine local en gris clair.

Afin de respecter la physique du probléme et de ne pas considérer plusieurs fois la méme énergie, dans €,
celle-ci est distribuée entre les deux modeles. Pour ce faire une partition de 'unité est réalisée au travers
de deux coeflicients : oy, 1 = G, L, définis sur 2, satisfaisant :

ag,ar, >0, ag +ar, = 1dans Q,ag = 0 dans QN (Q\Q) et ar = 0 dans Q\Qy, (2.12)

La formulation générique du probléme dans le cadre Arlequin, notée (P4), donne finalement :

Formulation 2.3: Formulation mixte du probléme thermique dans le cadre Arlequin

(Pa)
Soit T¢(0), T1,(0) donnés, pour tout ¢t € I, trouver (T, Tr, Fi,\) € Vo x Vi, x L®(Qp) x M tels
que :
Ac(Ta(t), TE; aq) + BA(), TE) =0, VTS € Ve (2.13a)
Ap(Tr(t), Fi(t), Tr; ) — BN, TE) = Gr(T7), VT eV (2.13b)
B(p, Ta(t) — Tr(t)) =0, YueM (2.13¢)
Fi(t) = F(Tr(t)), F' étant donnée. (2.13d)

\.

ou, afin de simplifier le probleme, sans perte de généralité, nous supposons que la frontiére I'; est
entierement incluse dans 0Qy N 9N (donc hors de la zone de couplage). Les espaces sont définis comme
Vg = H' (Q¢), Vi = HY(Qy), et les formes A; (i = G, L) et Gz, sont données par

Ac(Ta(t), Tg; o) = ac(Ta(t), Tg; o) + ba(Ta(t), Tg; aq) — ra(Ta(t), Tes aa), (2.14a)
Ap(Tp(t), Fi(t), Trsar) = an(TL(t), Fu(t), T ar) + bo(To(t), Fi(t), T o)

(2.14b)
—rp(To(t), Tr; ar) + qn(To(t), Fi(t), Tr; ar)
Gr(T7) = 1(T1) (2.14¢)

et les différentes formes pondérées sont définies par
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ol Ti00) = | acen(Ta0) G (1740 (2.150)
ar(Ty(t), Fi(t), Tr ap) = /Q ) achol(TL(t),E(t))%(t)Tde (2.15b)
be(Ta(t), Tisac) = | 6K (1) (VT5(1) - VT) a0 (2.15¢)

b (TL(0), Fit), Tisan) = [ ank(To(t), Fi(0) (VT3(0) - VT}) a0 (2.15d)
1L(TF) = /F o i (2.15¢)

k
BT, T 00 = [ ard (Ti(t) - Te) T745
r.noQ; p i — G,L (215f)

+ 0 [1 (Too = Ti(1)) + oe (T(1))* — TL)| 77
Ler (£)NOQ;
awTu(®). Fi)T7) = [ arsH(TL(0) 5 (OTfa0 (2.158)
L
Finalement, B, I'opérateur de couplage qui, a nouveau, est choisi comme un produit scalaire énergétique :
1
BO\T) = / K <2AT LV VT) 0 (2.16)
Qe €
avec e, une longueur caractéristique et x un coefficient homogene a une conductivité.

Il est important de suivre un certain nombre de préconisations nécessaires au bon fonctionnement du
cadre pour une problématique donnée. Pour que cette formulation Arlequin du probléme thermique soit
pertinente, il est nécessaire que :

® Le domaine local ait une taille suffisamment grande pour contenir toute la zone de changement de
phase ainsi que toute la phase liquide, i.e. le bain liquide et les zones de transition solide/liquide
et liquide/solide.

e Aucun phénomene de changement de phase ne prenne place dans la zone de couplage, i.e. les
matériaux des domaines g et €27, doivent rester en phase solide dans {2.. Ainsi la condition
d’égalité faible entre les deux champs thermiques a bien un sens.

e Tout l'incrément matiere 6QV augmentant le domaine QY qui est sensé fondre soit entierement
inclus dans le nouveau domaine local, cf. Figure 2.7. En effet, en lien avec la stratégie d’addition
de matiére que nous avons détaillée a la sous-section 2.2.1, ceci est nécessaire pour respecter le
dernier point mentionné.

@ Le nouveau domaine local, au moment de son introduction, par exemple a ’instant tfzv de passage
entre les domaines QY et QN1 ait un recouvrement volumique non vide avec le domaine local
précédent, cf. Figure 2.7. Nous avons donc, pour N =1,..., Ny — 1,

QY =¥ ual, avec QN = OVt et 5OV c Qf. (2.17)
Ceci permet de bien reproduire 'apport de chaleur du laser et de s’approcher d’un balayage continu.

Remarque 2.1. Ainsi, le choiz de la taille du domaine local doit se faire sur la base d’observations
expérimentales ou des tests numériques. Autrement l'utilisation de méthode adaptative peut-étre envisagée,
voir par exemple les travaux publiés dans [121]. Nous choisissons le domaine global, pour la simulation
thermique du domaine QN1 égal au domaine précédent, i.e. Q.
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FIGURE 2.7 — Exemple de deux domaines locaux successifs, a l'instant ¢ de passage entre les domaines
OV et QN permettant la définition d’une trajectoire continue du laser.

Dans la section suivante, nous détaillons la discrétisation de la Formulation 2.3 ainsi que ’approche
numérique que nous avons adoptée pour résoudre le probléeme thermique.

2.3 Schéma de résolution numérique

La forme discrétisée de la formulation Arlequin bi-modele du probléme thermique est développée.

2.3.1 Discrétisation spatiale du probleme

Les champs thermiques (T, T1) et le multiplicateur de Lagrange volumique Arlequin A sont discrétisés
spatialement au moyen de la MEF aboutissant & un systéme fini non-linéaire. Nous introduisons les espaces
éléments finis Vihi (i = G, L) et M"™ approximant les espaces V; (i = G, L) et M. Pour I’espace médiateur
M, nous choisissons le multiplicateur de Lagrange dans l’espace local : M = VLh L ‘Qc avec (). la zone de
couplage entre ¢ /Qr. La formulation semi-discrétisée du probléme en espace, notée (Pﬁ), donne :

Formulation 2.4: Formulation Arlequin mixte semi-discrétisée en espace du probléme

thermique (P%)

Soit TgG(O), TEL(O) et F;(0) alors, pour tout ¢ € I, trouver (Tgc (t),T}jL (t), Fi(t), N2 (1)) € VC};G X
VI}JLL x L®(Qr) x M™ tels que :

AG(TEC (1), THC (1), TAS*; ag) + BOM (1), TAC*) =0 ¥ TAS* e V)i (2.18a)
AL(TEH (8, Filt), TP an) = BOM (1), ) = GL(TpH) ¥ T e Vit (2.18b)
B The(t) = TPE(8)) =0 ¥ ™ € MM (2.18c)
Fi(t) = F(TPE(t)), F étant donnée. (2.18d)

Ce probleme discret est infini en temps et non-linéaire. L’algorithme numérique pour résoudre les
non-linéarités ainsi que la discrétisation temporelle sont développés dans la sous-section suivante.

2.3.2 Algorithme de résolution

Comme nous 'avons déja mentionné, le probleme thermique instationnaire a trois sources de non-
linéarité que nous traitons par différents moyens. Premiérement, pour traiter la condition limite de rayon-
nement, nous introduisons classiquement (voir par exemple [136]) un nouveau coefficient :
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kiraq (T) = o€ (T3 + 1T — TT2 — T3) (2.19)

Ensuite, nous discrétisons I'intervalle de temps I en un collection d’instants : to (= 0), t1, ... tj—1, ... tj, ...
tyj (= 74) avec un pas de temps constant §t = 74. Pour numériquement éluder les non-linéarités dues aux
propriétés matérielles et au terme en degré 3 du terme de rayonnement, nous les évaluons avec le champ
thermique précédent, au pas de temps ¢;_1.

Le probléme totalement discrétisé, noté (P™?), s’écrit alors :

Formulation 2.5: Formulation Arlequin mixte discrétisée en espace et temps du

probléme thermique (Ph~d)

Soit T, hG’ ) T}JLL’O et F7 donnés, pour tout j € {1,..., J}, trouver (Tgc’j,TgL’j,ﬁj,)\th) € VéLG X
V,fLL X LOO(QL) x M" tels que :
d (phc.y phe.i—1 phex. hx.j ha*y _
AGTG™ T, 167 06) + B, T67) = v Tho* ¢ yhe (2.20a)
d h 1 hg*, G G .zUa
g ( GJ— T G aG)
h , hr,j—1 h * N hr*\
Ad( L»J T L= ]:J L ,aL)—B()\hkijLL )_ VThL*EVhL (220b)
d(phr.j=1 pj=1 phrx L L '
g ( -F T ,OéL)
B(u™, Thed — 1) = VoM e M (2.20¢)
FJ = F(T"7), F étant donnée. 2.20d
L
dont les différentes formes Agl, g;i avec i = (G, L, sont définies par :
AdG(TgGJ ThG:] 1 ThG*, G) = 5t (Tng ThG»] 1 Tha*7 Q)
+bd( Thaei ThGaJ 1 Thc* ag) (2.21a)
_TG( hG,J ThGJ 1 ThG* CYG)
GL(TLeT 1 The* ag) = 506 al(The =1 Thed =1 The*: ag) + 7 (TAT ™ The* ag)  (2.21D)
1
h ) h B 1 h * h ), h 5 ]. h *
Ad( L]TL] .FJTL L) 5t %(TLJTLJ f],TL aL)
+de(T£L,J hi,j—1 ]_—hL,J ThL* ar) (2.21c)

d hr,j h, 1 prhr*,
—TL(T LsJ T L,]— 5TLL >aL)

hr,j— j h hr,j— j
gg(TLLJ 1,]:],T£L*;04L) CLL<T L.J—1 TLL,] 1;-7:.lj(t)7T[}?L*§aL)

ot
—{—Td (ThL,J—l TgL*;aL) (2.21d)

— g (T F FT T o) 4 (TR

avec les différentes formes données par :
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al(Tg, TRGT ™1 ThE* ag) = / ages(TEe T T TAC* A (2.22a)
Qg
a%(TL,TfL’j_l,.ﬁj,TfL*;aL):/Q arcoo (TP FT TR AQ) (2.22b)
L
DT, THET ™ ThE™ a0 ):/ achs(T4E7") (VTS - wTer) do (2.22c)
Qqg
b (T T F TR ) :/ ark(T F) (VTP VT ) d9 (2.22d)
Qr,
A T T ) = [ o RTIT)S
Fenofi - op i=G,L (2.22¢)
) h;,j—1 h; *
) e (raa (T/97") = 7) T a8

)

i ) k
PA(TI T T ag) = — / Qi T, TS
r.noQ;  Sp

i=G,L (2.22f)
= [, i (baa (171 =) T
i) = [ prieas (222)
I
d hr,j—1 j —1 h h 1 f] f] ! h
(Tt~ F ,TLL*;aL):/Q apSH(Tp ™ (A2 ) Tetao (2.22h)
L

Le probleme totalement discrétisé (Ph’d) est équivalent a la résolution d’une suite de J sous-problemes,
notées (’Ph’d)j consistant chacun a, connaissant les champs thermiques ThG’J ! Tgl’] et ]-"ZJ _1, trouver
les champs (Thc T Noi | FiY e Vgg x VI s MM % L2°(Qp) vérifiant le systéme d’équation (2.20).
Ainsi, la résolution du probleéme non-linéaire discrétisé en espace et temps (Pk,’d) nécessite une boucle sur
I’ensemble des instants discrets. C’est ce qui est détaillé par I’Algorithme 1.

Algorithm 1 Algorithme Temporel

Initialisation: Les champs de température et de fraction volumique de liquide initiaux (Tg B TN’h, FV)

a l'instant ¢ ~! des domaines globaux et locaux du cadre Arlequin pour un domaine 2V donné.
Poser Tg’hc’o _ Tg,hc(té\f—l)7 Ti\’,hL,O _ le/vth (té\f—l) ot JrlN70 _ -EN(téV_l)-
for j=1,---,J faire

résolution du probléeme (Ph’d) connaissant les champs thermiques T, hei=1 Tfl 71 et ]-"lj -1
fin for

Remarque 2.2. Le pas de temps 6t = 74 peut-étre différent pour chaque probléme Py. De plus lorsque
le probleme Py inclus la phase de refroidissement correspondant a [’étalement de la couche suivante, le
pas de temps peut progressivement s’augmenter.

Une derniere non-linéarité demeure due au phénomeéne de changement de phase. Pour la traiter nous
utilisons un algorithme de type point fixe sur la fraction volumique de liquide. Il consiste a imposer une
valeur au champ de fraction volumique de liquide au temps ¢; (par exemple la valeur du champ au temps
tj—1), ceci permettant alors de calculer le second membre de changement de phase dans ’équation (2.22h)
ainsi que les parametres matériaux dépendants de ]-"lj . Ainsi, en notant k l'indice de l'itération du point
fixe et étant donné ]-'lj * e probleme (P"%)7, maintenant noté (P™)i* devient linéaire et son inversion
donne les champs thermiques globaux et locaux correspondants (ainsi que le multiplicateur de Lagrange).
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Le champ thermique local ainsi obtenu n’est pas nécessairement consistant avec le champ de fraction
volumique de liquide F ' au sens de la relation 2.20d. Nous calculons alors un nouveau champ de fraction
]?k+1

volumique de liquide , de la fagon suivante :

FPE = p(Tpeoh, (2.23)

Ce processus est continué jusqu’a ce qu’une norme L? de I'incrément de champ thermique local, définie
par (2.24), atteigne un critere d’arrét ;.

hp,jsk hp,j,k—1
e -

L2(Qr)

€T, = (2.24)

hr,jk—1
e

L2(Qp)

A ce point, le champ de fraction volumique de liquide .7-"lj * est défini en un nombre infini de points. Pour
que le probleme soit soluble, nous utilisons une méthode de collocation, consistant a approximer ce champ,
défini sur le domaine Q}LLL, en une collection finie de n, points dans QZL telle que les termes intégraux du
probléme non-linéaire soient évalués précisément voir méme exactement. Le champ de fraction volumique
de liquide n’évolue alors plus dans I'espace L>(Q) mais dans [0, 1]™. Le probleme (P"4)#* prend fina-
lement la forme suivante :

Formulation 2.6: Formulation du probleme (P"®)i:*

L(ZS champs TgG’]_l, TZL’J_l, ]:l]’k et ]:l]_l étant donnés, trouver (Tgc’]’k, Tg’L’]’k, Nodky e VC’}G X
VI'E x M" tels que :
L

AdG(TgGJak’ TgGv.]*l’ TgG*; aG) + B(Ah)\,],k’ T(I;G*) —

ha* hg
Go (T Te"s ) et e
AdL(TEL,j,k’TIflLLJ*H]:lj,k’TlfllL*; CVL) _ B()\hx,]}k’TgL*) _ hos -
dphpj—1 j—1 mhps VILT e Vo (2.25b)
gi (T’ >‘Fl] TR ar)
B(uh, The- _ Theiky — g Ve M (2.25¢)

\

A partir de I'introduction des triangulations 73’5 et 7;%, nous construisons les espaces discrets VGhG et

VLhL tels que :

Vi = {Th e oy | T

)

x €P1(K),VK € Tg} , pouri =G, L. (2.26)

avec P1(K) I'espace des polynomes de degré 1 sur I’élément K. Les champs thermiques discrets (Tgc’j ’k, TfL’j ’k)

et le multiplicateur de Lagrange A\"/* sont recherchés sous les formes données par I’équation (2.27).

T ) = 30 T ) pour i = G Ly NI, y) = 30 NI ) (2:27)
n=1 n=1

ou ¥7"(x) sont les fonctions de formes du domaine €; et € la liste des indices des fonctions de forme de Qp,
dont le support a une intersection non vide avec la zone de couplage €).. Pour chacun des champs inconnus
nous rassemblons ’ensemble des inconnues nodales dans un vecteur. Les champs inconnus s’écrivent alors :

T-hi’j’k(x, y) _ NZMT?vak’ pour i = G’ L et )\hmﬁk(z’ y) _ NZ«)\AhA%k’ (228)

7
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avec les vecteurs T?"’j’k € Mn,1(R) définis tels que (T?’]k) L= Tih"’j’k’m et N € My, (R) tels
m,

que (N?i)l = ¢™(z,y) pour i = G, L, et pour le multiplicateur de Lagrange A" ¢ Mn, 1(R) avec
n
hisjok — Aok, h h _ ot
(A j )m71 = Andkm ot NI € My, (R) tel que (NAA)M =5 (2, ).

)

Nous avons défini ensuite sur chaque élément K de la triangulation du domaine local Tél LL les points de
définition de la fraction volumique de liquide F; a partir de la méthode de quadrature de Gauss. Les va-
riations du champ thermique, d’apres le choix des éléments finis, étant linéaires, nous connaissons le degré
des variations polynomiales du champ de fraction volumique de liquide puisque nous l’avons approximée
par un polynoéme cubique d’Hermite. Nous pouvons donc connaitre, d’apres les abaques, le nombre et la
position points Gauss nécessaires pour intégrer exactement les termes intégraux ou le champ de fraction
volumique intervient. Ce champ dépend maintenant de la discrétisation ainsi que du pas de temps Nous
notons alors le champ de fraction volumique sous la forme F7 € M,,,,1 (le nombre de points de Gauss
peut dépendre du pas de temps et méme de l'itération du point fixe).

Le probleme linéaire (P")7* prend, de maniére équivalente, la forme matricielle suivante :

Formulation 2.7: Forme matricielle du probléme (P"4)5k

Les champs Tgc’j_l, T}LLL’j_l, f{’k et .7:{_1 étant donnés, trouver (Tgc’j’k,T}]iL’j’k,)\hi’j’k) €
My, 1(R) x My, 1(R) x My, 1(R) tels que :

AGG:] 0 BGG, A TZG’]’k GZGJ
0 AfiL,j,k _BfLLL,hAT T’LLL:M = GfLLL:Juk (2.29)
BZGJM _BZLJM 0 Aonsak 0

avec les matrices AZG’j € My, (R), A%L’jvk € My, (R), GZG»J' € My, 1 (R), G%L,jvk € My, 1(R), Bgc;,hx c
My, ne(R) et B}]iL’hA € Mn, n,(R), données par :

ha.j n hai—1 m. hi,j.k i n mhr,j—1 jsk o m.

(AGG J)m,n = ACCIJ(Q/}G7 TGG ! ) I/JG ) OéG) (ALL ! )m,n o A%Wu TLL ! 77{ ’ wL ’ OJL) (230&)

(G&7),,, = 8@ wiiae)  (GP) | = GL@E LA wgian)  (2300)
£ &

(BE ™), = B@L™ ) (BE™),,., = B vp) (2300)

)

J
L’algorithme de résolution du probleme non-linéaire (Ph’d> apparaissant dans la boucle de 1’Algo-
rithme 1 est récapitulé a I’Algorithme 2 suivant :
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Algorithm 2 Algorithme de Point Fixe sur la fraction volumique de liquide

Initialisation: les champs au pas de temps précédent (Tga’j i £LL -t ]-'lj 71) du domaine Q.

calcul des matrices qui ne changent pas au cours des itérations : {Agc’j , ch’j ,BZG’}”,BZL’}”}, et
initialisation de la variable d’itération & = 0 ainsi que du champ de fraction volumique de liquide
3,0 -1
Fr=F". ‘
, . N ha\ 50
résolution du probleme (77 ' )
incrémentation k = k + 1
tant que e, > ¢, défini par I’équation (2.24) faire
correction de la fraction volumique de liquide (2.23) : T{’k

calcul de la matrice de rigidité local et du second membre {A}LLL’j ok GZL ]k}

"
résolution du probléme (Ph’d)]

calcul du critere de convergence er, défini par '’équation (2.24)
si er; < e, l'algorithme est arrété autrement k est incrémenté : k = k + 1
fin tant que

Remarque 2.3. En choisissant un espace médiateur qui vérifie bien la condition Inf-Sup, nous pouvons

d’aprés les développements réalisés dans [106, 133] nous assurer de l'inversibilité du systéme matriciel
(2.29).

Pour résoudre le systéme matriciel (2.29), en reprenant le principe de la méthode d’inversion de Gauss
P . hegok hrjk . R . .
par blocs et en éliminant les champs primaux 7, T et TLL’] "™, nous pouvons écrire un systeme d’équation
condensé sur la zone de couplage en écrivant :

; . . T ;

T?}G:jvk — AgGJ (GZGJ _ BZG,hA Ah)u]vk) (231&)
) T . T ;

Thuk _ ALk (GfLLL,g,k L Bl Ahmk) (2.31D)

nous aboutissons alors au systéme suivant, portant sur le champ dual :

Sy Ak =By (2.32)
avec :
c—1 T i —1 T
Sq =B Al BT 4 B AR Bl (2.33a)
B, = B}(L;G’h* Afécm GZGJ + BZLJLA AZLJ,k G’ELJ,k_ (2.33b)

Pour résoudre ce systéme nous utilisons un algorithme de Gradient Conjugué Préconditionné (GCP).
Comme nous le détaillons dans la suite au Chapitre 3, la nature volumique du couplage du cadre Arle-
quin permet de construire facilement des préconditionneurs efficaces a partir de I'opérateur de couplage.
Ensuite, nous calculons les champs thermiques (TZG’J’k, T}LLL’j’k) grace aux équations (2.31a) et (2.31b).
Numériquement, nous construisons les décompositions Lower-Upper (LU) des matrices de rigidité A}(L;G’j

hr.j,k . . 5N , .
et A77" pour l'inversions de ces deux derniéres équations.

Remarque 2.4. Puisque le champ de fraction volumique de liquide est toujours déterminé a partir du
champ thermique de [’étape de [’algorithme de point fixe précédente, la phase des éléments du domaine
Q}}f est connue, i.e. totalement liquide, solide ou < mushy >. Ainsi il est possible d’adapter le nombre de
points de Gauss en fonction de l’état des éléments.
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Maintenant que nous avons présenté notre stratégie de résolution multi-échelles numérique, développée
pour un patch Arlequin, nous pouvons aisément généraliser son écriture au cas de plusieurs patch Arle-
quin. Dans le paragraphe suivant, nous présentons comment nous utilisons le cadre Arlequin pour mieux
modéliser le procédé FLLP.

2.3.3 Une stratégie multi-échelle pour le procédé FLLP

Comme nous 'avons vu lors des différents développements précédents, la criticité de la zone sous le
laser nécessite un traitement spécifique localisé et donc l'utilisation d’un cadre multi-échelle. Nous avons
alors développé I’écriture du probleme thermique additif, simulant la génération d’une piéce par le procédé
SLM, dans le cadre Arlequin comprenant un patch, ou domaine local, et un substrat, ou domaine global,
évoluant au cours du procédé.

Chronologiquement, avant de prendre en compte le phénomene de changement de phase dans notre
modele, nous avions développé une stratégie basée sur 'utilisation d’un seul patch, appelé "Patch-Micro’
a ’échelle microscopique, comme le montre la Figure 2.8 ou celui-ci apparait en bleu foncé. Ce patch nous
servait a prendre en compte finement le flux thermique du laser, capter les gradients thermiques intenses
et localisés dans la zone sous le laser et a suivre le laser lors de son balayage. Dans ce contexte, pour
simuler les mouvements du laser ainsi que la matiere dense balayée, nous faisions bouger le Patch-Micro
et activions successivement des ”briques” de domaine, apparaissant en orange a la Figure 2.8, afin de ne
pas remailler le domaine entier a chaque pas de temps.

A — A Laser spot

Powder Melt pool Remelted track

- Micro-Patch

Part layered

- Support

FIGURE 2.8 — Premiere stratégie avec un seul Patch-Micro.

Cependant, cette stratégie était contraignante dans son aspect implémentation numérique. En effet, si
la taille du Patch-Micro n’était pas suffisante pour contenir la zone derriére le laser ou les gradients
thermiques restes intenses, la nécessité d’une discrétisation fine a cet endroit était transférée aux briques.
Or afin de limiter la complexité des étapes de génération des maillages, nous avions imposé aux briques
une discrétisation fixe. De plus la forme des briques, i.e. leur longueur et largeur puisque nous n’avons
considéré que des briques de forme rectangulaire, est contrainte par I’épaisseur de la couche de particule
métallique ainsi par la taille du Patch-Micro. En effet lorsque le Patch-Micro se déplacant arrive a la fin
de la derniere brique activée, il est nécessaire d’activer la prochaine mais sans que celle-ci soit trop grande
pour ne pas < dépasser > le patch, ceci est illustré par la Figure 2.9. Par ces différents aspects, les briques
présentent des discrétisations tres fines qui ne sont plus nécessaires lorsque le Patch-Micro s’éloigne et
que les forts gradients thermiques décroissent dans la couche balayée.
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Zone nécessitant une finesse de discrétisation

Activation

FIGURE 2.9 — A gauche les briques sont trop grandes et dépasse le Patch-Micro lors de leur activation, a
droite leur taille est bonne.

A partir de ce constat, il nous est paru nécessaire d’allonger le Patch-Micro, permettant ainsi d’augmenter
la taille des briques et de grossir leur discrétisation. De plus, dans le but ensuite de prendre en compte le
phénomene de changement de phase et d’estimer la taille du bain liquide nous avons lancé une simulation
simplifiée du modele thermique avec changement de phase précédemment développé. Nous avons alors
considéré un rectangle en 2D fixe, soumis au méme flux laser et conditions limites déja mentionnés, illustré

50 pm
Ler T I 0.1 mm
—

a la Figure 2.10.

0.5 mm (9]

2mm

F1GURE 2.10 — Un probleme simplifié pour identifier les différentes échelles.

Les frontieres n’évoluent pas et le mouvement du laser est simulé, par ’ajout dans 1’équation de conser-
vation de Iénergie (2.2a), d’un terme de convection : ¢, (T (t), Fi(t))v- VT, ou v est 'opposé du vecteur
vitesse du laser. Les différentes valeurs des parametres de simulation sont récapitulées dans le Tableau
2.1 et le maillage utilisé est illustré par la Figure 2.11.

10

<
&5
s
7
5
9

)

X

VAATA
PR
IS

<t

5

)

%y
vy

D]

XN

SR
\
YAV
7
0

o
& Yava)

7

%e
0
(Daf

o

Vé
VAl
K]
<
X

I RRISIAERE
SIRIEERE
0 RIRRRNDRARA PO

KIX
vavavivs %ﬁ

DA
|
%
/\
vy
)
VAY

jvad

Y

25
e

0 0.5 1 1.5 2
1073

FIGURE 2.11 — Maillage utilisé pour le probléeme de convection.

Aux Figures 2.12 et 2.13, nous présentons le champ thermique & I'instant t = 4 x 1072 s, correspondant
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a une translation de 0.8 mm du laser. Nous pouvons observer que le bain liquide présente une longueur
de 300 um et une profondeur de 50 pum. De plus, les forts gradients thermiques sont concentrés dans une
zone de longueur 85 um et de profondeur 25 um, ou la température s’étale de 3000 K a pratiquement
6000 K (normalement & ces températures l'alliage Ti6Al4V passe de la phase liquide a gazeuse étant
donné que sa température d’évaporation est T, = 3533 K [137], comme nous l’avons déja précisé nous ne
considérons pas ce phénomene dans cette these).

%10
1000 K 5000
500 K 4000
3000
2000
1000

FIGURE 2.12 — Champ thermique & I'instant 4 x 1073 s.

2000 K 5000
4000
3000
2000

1000

4000 K

1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95
%1073

FIGURE 2.13 — Zoom sur le champ thermique sous le laser & I'instant 4 x 1073 s.

Il est alors plus utile d’introduire, non pas un mais deux patchs comme le montre schématiquement la
Figure 2.14, respectant les différentes recommandations que nous avons énoncées dans la sous-section 2.2.3.
Le premier, appelé Patch-Micro & ’échelle microscopique (coloré en bleu foncé) nécessaire pour représenter
finement les gradients intenses sous le laser. Un second, appelé Patch-Meso a 1’échelle mésoscopique (co-
loré en rouge), localisant le traitement du changement de phase ce qui présente 'avantage de réduire la
taille des champs inconnus et donc de diminuer le coiit de calcul. Il permet aussi de garder une finesse
de discrétisation suffisante derriere le laser, le temps que la chaleur diffuse dans le reste de la piece, per-
mettant ainsi une accommodation progressive de la finesse des maillages et de grossir la discrétisation
des briques & une échelle macroscopique (ceci en lien avec les remarques que nous avons faites pour la
stratégie avec un seul Patch-Micro). Les maillages utilisés pour les simulations dans la suite sont illustrés
aux Figures 2.15 et 2.16 par dessus le champ thermique.
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Laser spot

- Micro-Patch
|:| Meso-Patch

Part layered

- Support

Powder Melt pool Remelted track

00000

FIGURE 2.14 — Les différents patchs de cadre Arlequin sous le laser.

4000
2000
0
0 0.5 1 1.5 2
%1073

FIGURE 2.15 — Patchs-Micro et Meso utilisés pour les simulations suivantes.

Dans ce contexte, nous adoptons le méme principe que celui de la stratégie avec un seul patch : pour
simuler le mouvement du laser ainsi que I’ajout de la matiére balayée, nous translation les Patch-Micro et
-Meso et activons successivement les briques afin d’éviter une étape de remaillage a chaque pas de temps.
Comme déja évoqué, pour générer le domaine & I’échelle macroscopique, deux méthodes existent : la QEM
et 'IEM. Nous avons choisi, par 'activation successive des briques, de nous placer dans le cadre de la
seconde, par les avantages précédemment évoqués qu’elle apporte. De plus, le désavantage d’introduction
d’énergie artificielle lors de l'activation des éléments, est limité ici qu’aux treés petits éléments des deux
patchs lors de I’étape de projection du champ thermique développée a la sous-section 2.2.1.

Au début du lasage d’'une nouvelle zone de la couche de poudre par le laser, la matiere se densifie sous
forme liquide dans une toute petite zone sous le laser. Nous avons donc, lors des premiéres étapes de
simulation, introduit un Patch-Meso réduit, comme lillustre la Figure 2.17 en (a). Le Patch-Micro a,
quant-a lui, toujours sa taille complete. Les deux patchs sont ensuite, comme nous l'avons déja évoqué,
translatés pour suivre le laser. Nous augmentons alors progressivement la taille du Patch-Meso, cf. Figure
2.17 (b) et (c) jusqu’a atteindre sa taille préfixée, cf. Figure 2.17 (c). Nous activons & ce moment la brique
dessous, cf. Figure (c). Nous continuons de translater les deux patchs jusqu’a atteindre soit la fin de la
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. %1074
4.8 4000
4.6 2000
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FIGURE 2.16 — Zoom sur les Patchs-Micro et Meso utilisés.

passe comme le montre la Figure 2.17 (e), auquel cas nous activons alors la derniére brique qui aura la
forme adaptée (simplement de longueur adaptée), soit la fin de la derniére brique activée, auquel cas nous
activons une nouvelle brique et ainsi de suite jusqu’a atteindre la fin de la passe. Nous remarquons qu’il
est possible, en suivant ce processus, de réaliser des passes de longueur inférieure a la taille préfixée du
Patch-Meso. 11 est a noter que lorsque les patchs se translatent la zone de couplage entre le Patch-Meso
et le domaine global évolue, elle est indiquée en vert sur la Figure 2.17 aux différentes étapes.

(a)

(b)

- Micro-Patch Part layered

(© |:| Meso-Patch - Support
- Coupling zones

Inactivated blocks

(d)

— I
| |

(f)
FIGURE 2.17 — Différentes étapes de la stratégie pour générer une passe du laser.
La surface de la couche de poudre que doit balayer le laser est divisée en plusieurs passes qui ne sont pas

nécessairement connectées. Avec la stratégie que nous venons de développer, il est tout a fait possible,
une fois la passe finie d’en commencer une nouvelle plus loin, en suivant le méme processus, comme le
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montre la Figure 2.18

(a) (b) (c)
}— - ,,,,, J - Micro-Patch I | Part layered
[ [ |:| Meso-Patch - Support

e EE— | B couing cones

(d) (e) Inactivated blocks

FI1GURE 2.18 — Exemple d’évolution des patchs pour simuler deux passes discontinues du laser.

Un cas particulier est celui des couches en porte-a-faux qui peut-étre simulé en modifiant la forme du
Patch-Meso, cf. Figure 2.19.

{ |
T
(b) (c)

(a)
—— [ _ - Micro-Patch I | Part layered
|:| Meso-Patch - Support

IS e | B cousing zones

(d) (e) Inactivated blocks

FI1GURE 2.19 — Exemple d’évolution des patchs pour simuler le balayage d’une couche en porte-a-faux.

Remarque 2.5. Dans la stratégie que nous venons de détailler, les deux patchs bougent simultanément a
chaque pas de temps. Ceci revient a ne considérer qu’un pas de temps pour les problémes thermiques écrits
sur chaque domaine QY. Une autre possibilité est de choisir une séquence de translations différentes pour
chacun des deuz patchs comme le montre la Figure 2.20.

(a)
==l e, I o [ rorioyers
1 1 |:] Meso-Patch - Support
I ) | B couping zones
(e)

Inactivated blocks

FIGURE 2.20 — Exemple d’une stratégie avec des séquences de translation des patchs différentes.

Par exzemple, les Figures 2.20 (a), (b) et (c) représentent trois pas de temps consécutifs pour le probléme
thermique écrit sur le domaine QN et les Figures 2.20 (d) et (e) sur le domaine QN+, Nous pouvons
ainst recoller avec les différentes stratégies d’évolution du domaine décrites au Chapitre 1.

Un point important a clarifier est la génération de la premieére couche, en effet, 'interface avec le
support n’est pas nécessairement modélisée sous une hypothése de continuité si par exemple le contact
thermique est imparfait ou que le milieu n’est pas continu. En effet deux corps en contact ne conduisent
pas la chaleur comme un milieu continu mais un saut de conductivité peut s’observer a cause de cavités et
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de faibles zones de contact (pratiquement ponctuelles) & ’échelle microscopique (voir par exemple [21]).
Dans ce cas, nous ne couplons pas le Patch-Méso dans le cadre Arlequin avec le support mais continuons
a utiliser la méme stratégie pour générer la premiere couche, comme l'illustre la Figure 2.21.

(a) (b) ()

[ Vicro-patch Part layered
|:| Meso-Patch - Support

P DIy | I Couping ones
(d) (e)

Inactivated blocks

FIGURE 2.21 — Différentes étapes de la stratégie de génération de la premiere couche.

Pour résumer, nous avons finalement trois cas a distinguer, le premier noté (Pi), est composé du
Patch-Micro noté 2, du Patch-Méso incomplet (2, ainsi que du support §25. Ce cas correspond aux
Figures 2.21 (a), (b) et (¢). Comme déja évoqué, le couplage entre €2, et Qg n’est pas réalisé dans le cadre
Arlequin mais par une méthode de pénalisation. Un second cas (P2), dans lequel le domaine composé de
la piece n’est pas vide €2, au moins un élément d’addition est activé et le couplage entre le Patch-Méso
et ce domaine est alors effectif. Finalement un dernier cas (P3), un couplage Arlequin est utilisé entre les
trois domaines €2, Q,,, et €2, et une méthode de pénalisation entre €2, et §);. Les liens pour les trois cas
sont résumés a la Figure 2.22.

— Arlequin Method
Penalty Method

FIGURE 2.22 — Détail des liens pour les trois cas généraux.

Maintenant que nous avons décrit notre stratégie de simulation basée sur le cadre Arlequin, nous
I’appliquons & différents problémes que nous détaillons dans la suite.

2.4 Résultats numériques de simulation

Dans la suite, nous présentons le potentiel de notre stratégie dans le cas d’un exemple 2D. Ensuite,
pour le valider, nous comparons les résultats de notre stratégie a ceux d’une autre méthode dans un cas
tres simple. Et finalement, nous montrons la possibilité d’utilisation des méthodes de réduction de modeéle
dans le cas des simulations a 1’échelle macroscopique.

2.4.1 Illustration de la stratégie

Nous considérons ’exemple d’'un mur en 2D de hauteur 2 mm et de largeur 2 mm. Le matériau que
nous avons utilisé est I'alliage de Ti-6AL-4V dont les propriétés sont regroupées dans le Tableau 2.1.
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Propriétés Physiques Ti-6AL-4V

Température du Solidus (K) 1878 Conductivité thermique de la poudre (W.m~1. K1) 0.20
Température du Liquidus (K) 1928 Taille moyenne de la zone affectée thermiquement (mm) 40
Densité de la phase solide (kg.m™3) 4300 Emissivité 0.2
Densité du fluide (kg.m=3) 4000 Constante de Stefan-Boltzmann (W.m 2. K %) 5.67 x 1078
Chaleur spécifique du solide (J.kg~1. K1) 610 Coefficient d’absorption (%) 45
Chaleur spécifique du liquide (J.kg=1.K~1) 700 Parametre loi F; : a —1.6 x107°
Conductivité thermique du solide (W.m ™ . K1) 30 b 1.2x1073
Conductivité thermique du liquide (W.m™1. K1) 21 c 0
Chaleur latente de la transition solide-liquide (J.kg=') 365 x 103 d 0
Convection (W.m~2. K1) 20

TABLE 2.1 — Propriétés de lalliage Ti-6AL-4V d’aprés [47] et [42].

Nous générons des couches d’épaisseur 50 pm, scannée par un laser & la vitesse de 20 cm.s~!, avec une

puissance de 30 W et un diameétre de 50 um. Nous avons considéré un pas de temps 6t = 107° ().

2 mm

2 mm

couche 1

4 mm

8 mm

FIGURE 2.23 — Schéma du probleme 2D.

Dans cette simulation des éléments finis linéaires triangulaires sont utilisés. D’apres des résultats dis-
ponibles dans la littérature ([138]), les gradients thermiques sont essentiellement concentrés dans la couche
en cours de fabrication. Lorsque le laser s’éloigne et balaye les couches suivantes, les gradients de celle-ci
décroissent tres rapidement. Un maillage fin n’est donc plus utile, nous décomposons alors le domaine €2
en différentes échelles comme le montre la Figure 2.24 avec 'apparition de deux échelles macroscopiques
Layer 1 et Layer 2. L’égalité des champs thermiques entre ces différentes échelles est a nouveau imposée
par pénalisation. Entre chaque génération d’une nouvelle couche, plusieurs secondes s’écoulent, correspon-
dant au temps d’étalage de la poudre. Durant cette période, le laser étant éteint, une homogénéisation de
la température dans toute la piece s’effectue.

Premiérement, nous présentons un exemple de génération de maillage, la Figure 2.25 montre les deux
patchs en rouge et bleu ol le changement de phase est supposé apparaitre. Les étapes 1,2 et 3 concernent
la création de la premiere couche, les étapes 4 et 5 la seconde couche, les étapes 6 et 7 la cinquieme et
finalement 1’étape 8 la sixieme.

Grace aux simulations, nous sommes capable de suivre ’évolution du champ thermique et des gradients
lors du procédé. Comme illustration nous présentons a la Figure 2.26 1’évolution de la température en
différents points au centre de chaque couche montrés a la Figure 2.27. De plus a la Figure 2.27 nous
pouvons voir le maillage final de la simulation avec I’apparition du domaine macroscopique. Plusieurs
zooms des courbes de températures sont montrés aux Figures 2.28, 2.29, 2.30 et 2.31.

Remarque 2.6. Une observation intéressante est que la valeur mazimale du champ thermique de la
premiére couche est plus important que celle des autres. Ceci est du au fait que le Patch-Méso lors de
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FIGURE 2.24 — Schéma de la stratégie de modélisation dans le cadre Arlequin.

la génération de la premiére couche n’a pas une taille suffisante afin de contenir tout le bain liquide. En
réalité le support devrait fondre mais ceci n’est pas pris en compte dans notre modéle amenant d un excés
d’énergie.

2.4.2 Comparaison avec une méthode issue de la bibliographie

Afin de valider notre stratégie, nous comparons nos résultats avec ceux de [138]. Dans cet article, ils
développent un modele 2D basé sur la méthode des différences finies qu’ils calibrent avec des simulations en
3D et compare avec des simulation éléments finis 3D développées et validées dans article [62]. Nous avons
alors simulé la génération de deux couches composées cette fois-ci d’aluminium, les différents parametres
de la simulation sont regroupés dans le Tableau 2.2.

Dans le Tableau 2.3 nous comparons les résultats de notre modele avec les deux autres comme il est fait
dans 'article [138], pour la seconde couche.

Comme nous pouvons le constater a la lecture du Tableau 2.3, les dimensions du bain liquide avec notre
modele sont légérement plus importantes que dans les deux autres modeles tout comme la température
maximale. Ceci peut s’expliquer par le fait que, dans [138] des tests numériques sont réalisés afin d’ajuster
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FIGURE 2.25 — Exemple d’évolution du maillage.
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FIGURE 2.26 — Températures des points centraux des couches.
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FIGURE 2.27 — Positions des points centraux.
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et réduire 'apport énergétique du laser dans le cas du modele 2D et d’obtenir ainsi des résultats similaires
al’étude 3D de [62]. Dans notre cas, le flux du laser est plus important et c¢’est la raison pour laquelle nous
obtenons cette légére surestimation dans nos résultats. Cette approche en différence finie peut se justifier
pour le cas de la construction de mur mince par procédé FLLP. Mais notre méthode peut répondre a des
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objectifs plus généraux. Ainsi seulement la tendance de notre solution est ici comparée.
De plus, les auteurs ont comparé leur champ thermique au point central de la premiere couche a I’étude
3D [62]. Nous avons donc a nouveau comparé nos résultats comme le montre la Figure 2.32.

Temperature of the first layer point

Model developped in [9]
Model developped in [10]
1400 - ‘ Model of this study
1200 r
1000 r
)
B s00 |
600 r J
400
200 t . . . . L4
0.016 0.018 0.02 0.022 0.024

time (s)

FIGURE 2.32 — Comparaison du champ thermique de la premiére couche.

Nous observons une bonne correspondance de nos résultats avec ceux des deux études. Aussi, nous
pouvons observer un saut de 393.15 K a 750 K. Celui-ci est du a notre stratégie d’évolution du domaine,
en effet, le point central de la premiere couche ne voit sa température augmenter que lorsque les patchs
I’atteignent. Ceci a I'effet de négliger la conduction devant le laser et de garder cette partie a la température
ambiante. Afin de mesurer I'influence ce cette caractéristique de notre stratégie ainsi que des autres choix
de modélisation, dans la partie suivante nous réalisons plusieurs simulations revenant sur ces choix et
comparons les champs thermiques obtenus.

2.4.3 Vers la réduction de modéle

Apres plusieurs campagnes d’expérimentation numérique, nous pouvons observer que le champ ther-
mique dans les deux patchs converge toujours vers une solution stationnaire. Afin d’illustrer cet effet nous
pouvons calculer pour chaque couche de I'exemple présenté au chapitre 2.4.1, un estimateur d’évolution
entre deux instants consécutifs comme défini par I’équation (2.34) :

Parameétres

Dimension de la piece (direction ) 4 mm | Dimension de la piece (direction z) 2 mm

Epaisseur de la couche 1 mm | Vitesse de balayage 4mm-s !

TABLE 2.2 — Parametres du test numérique.

Type de résultats/Modele [62] [138] Notre modele
Dimension du bain liquide (direction z) | 103.8 um | 8 um | 131.3 um
Dimension du bain liquide (direction z) | 50.2 wm | 53 um | 57.3 um
Température maximale 1527 K 1385 K | 1615 K

TABLE 2.3 — Comparaison de nos résultats.
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i+1 i
i T =T
€cvolution — W 1= ].7 ceey Nl (234)
avec N le nombre d’itérations pour générer la couche. Les valeurs de cet estimateur sont présentées aux
Figures 2.33 et 2.34 pour les couches 2, 10, 20, 30 et 40 (le mur était constitué de 40 couches).
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FIGURE 2.33 — Evolution relative de la température dans le Patch-Micro (donnée par 1'équation (2.34))
pour certaines couches.
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FIGURE 2.34 — Evolution relative de la température du Patch-Méso (donnée par ’équation (2.34)) pour
certaines couches.

Afin de réaliser une analyse plus fine et de s’assurer de la stationnarité de la solution, une Décomposition
en Valeurs Singuliéres (SVD) est réalisée sur ’ensemble des champs thermiques d’une couche. Cela consiste
a factoriser la matrice dont chaque ligne est I’évolution thermique d’un noeud du patch considéré au cours
du temps, dans la forme classique ULV avec U et V deux matrices unitaires et ¥ une matrice dia-
gonale rectangulaire composée uniquement de nombres réels positifs sur sa diagonale. Cette écriture est
équivalente a décomposer les champs thermiques des patchs de la maniére suivante :
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Nsv,i

T (zjte) = Y [Bily (Ui Viley (0= pom) (2.35)
=1
ol N, est le nombre de valeur singuliere non nulle du domaine €; (i = p, m). Nous représentons ces
modes a la Figure 2.35 pour le Patch-Micro et a la Figure 2.36 pour le Patch-Méso lors de la génération de
la vingtiéme couche, qui dans un soucis de clarté, nous avons ré-écrit sous la forme donnée par I’équation
suivante :

Noo,i
T (xj,tk) = Z [Xi]j,l [@i]k,l (Z = ,u,m) (2.36)
=1
ou
[Xilj = (Bl {V;}Nm,l Uil (2.37a)
(Ol = Wit (2.37b)
ot [Vi]Nm,l

et avec Ny ; le nombre total de pas de temps pour le balayage de la couche considérée. Les valeurs singulieres
sont également regroupées dans le Tableau 2.4.
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FIGURE 2.35 — Les trois premiers couples de modes pour le Patch-Micro, X; a gauche et ©; a droite.
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FIGURE 2.36 — Les trois premiers couples de modes pour le Patch-Méso, X; a gauche et ©; a droite.

Patch-Micro | Patch-Méso
Mode 1 | 1.5147 x 10° | 4.2573 x 10°
Mode 2 | 2.3647 x 10* | 5.9972 x 103
Mode 3 | 2.4228 x 10° |  925.7105
Mode 4 | 804.6193 297.4616

TABLE 2.4 — Les valeurs singulieres des deux patchs pour les différents couples de modes.

Gréce a ces résultats, en observant les valeurs singuliéres, nous pouvons voir que toute I’< énergie > est
concentrée dans le premier couple de modes pour le Patch-Micro et -Méso. De plus, le premier mode
temporel de chaque patch converge rapidement vers 1. Pour ces raisons l'implémentation de méthodes
de Réduction de Modele semble constituer un moyen prometteur pour réduire les cotits de calcul. Ainsi
la méthode POD qui est une stratégie de Réduction de Modele a posteriori, consistant a regrouper un
ensemble de snapshots durant une phase d’apprentissage et ensuite de le factoriser au moyen d’une SVD,
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peut-étre implémentée dans le Patch-Micro et -Méso, comme il est fait dans [102]. La phase d’entrainement
pourrait étre réalisée lors de la génération des premieres couches afin de capter les modes importants de
la solution, utilisables ensuite pour la résolution thermique des couches suivantes. Une approche plus
directe pourrait consister a imposer directement la solution thermique dans les patchs lorsque leur mode
stationnaire est atteint permettant ainsi de réduire encore plus les colits mais certainement avec une perte
de précision. D’autres méthodes de Réduction de Modele peuvent s’envisager comme la méthode PGD,
son utilisation sera 1’objet d’un prochain chapitre.

2.5 Conclusions

Ce chapitre a été consacré au développement d’une stratégie numérique basée sur le cadre Arlequin
afin de traiter efficacement le probleme thermique macroscopique issu de la modélisation de la fabrication
d’une piece-FA par procédé SLM. Elle consiste en I'introduction, dans la zone critique sous et dans le
sillage du laser, de deux patchs, un Patch-Micro et un Patch-Méso permettant de :

e prendre en compte finement 1’évolution permanente du domaine par ajout d’incrément de matiere

de plus avec un controle total,

e modéliser finement le flux de chaleur apporté par le laser,

e capter finement les gradients thermiques intenses et localisés sous le laser,

e localiser le traitement numérique de la non-linéarité due au phénomeéne de changement de phase

(modélisé ici grace a la LHSM).
Cette méthodologie répond ainsi au critére (C;) du CDC. De plus, les dimensions des patchs qu’elle in-
troduit étant adaptées aux zones nécessitant la finesse particuliere qu’ils apportent (< sur-mesure ), elle
permet ainsi de limiter les colits numériques au minimum nécessaire et répond ainsi au critere (Cs). Elle
semble également directement adaptable & d’autres problématiques que celle de la FA (par exemple celle
du soudage), elle valide donc aussi le critere (Cs).
Elle a été implémentée et validée sur des cas test de problémes en deux dimensions, plus précisément, la
fabrication d’un mur en alliage de titane Ti-6Al-4V ainsi que le balayage de deux couches d’aluminium.
L’analyse des champs thermiques que nous avons obtenus a montré que les températures dans les patchs
tendent au cours de balayage d’une couche de poudre vers des régimes stables et stationnaires. Cette ob-
servation nous a inférer 'intérét de 1'utilisation de méthodes de réduction de modeles, ce qui sera ’objet
du Chapitre 5.

Ces premiers développements ouvrent un certain nombre de perspectives comme :

e L’utilisation des méthodes d’adaptation, comme développé dans [121], pour déterminer avec précision
les tailles nécessaires des patchs et ainsi ne plus les choisir a priori sur la base d’expérimentations
numeériques.

e Explorer 'adaptation de cette stratégie a la modélisation des autres physiques a 1’échelle macro-
scopique que sont la mécanique et la métallurgie.

e L’incorporation de modele plus fin que macroscopique dans les Patch-Méso et -Micro, permettant
de prendre en compte un physique plus fine : écoulement dans le bain liquide, passage de 1’état
granulaire a liquide...

Ces travaux ont fait 'objet de plusieurs communications dans des congres dont [139, 140, 141].
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3.1 Introduction

Dans la these de N. Elkhodja [142] encadrée par F. X. Roux et H. Ben Dhia et celle de J. Touzeau
[143] encadrée par V. Chiaruttini, F. Feyel et H. Ben Dhia, le solveur FETI, méthode phare des Méthodes
de Décomposition de Domaine (MDD), avec couplages surfaciques de domaines [144], a été adapté a la
résolution de problemes mécaniques statiques multi-modeles, écrits dans le cadre Arlequin, donc avec
couplage volumique. Des préconditionneurs efficaces dont la mise en ceuvre est simple, ont été proposés
et testés. Toutefois les performances des deux approches n’ont pas été comparées entre elles.

Dans ce chapitre, mus par nos objectifs Co et C3 qui correspondent a la diminution des cofits de simu-
lation d’une part et la coopération avec des codes industriels d’autre part, nous reprenons le fil de ces
développements et comparons les performances du solveur FETI dans les cas de raccords surfaciques et
volumiques, incompatibles et compatibles; compatibilité que nous créons ici.

Cette comparaison est réalisée sur la base de trois probleémes en lien avec ceux de la modélisation du
procédé SLM. 1l s’agit d’'un probléeme de diffusion de la chaleur linéaire et stationnaire et d’un autre
instationnaire ; le troisieme étant un probléme de mécanique 2D avec localisation et singularité. Nous
accorderons plus d’attention sur le probléme thermique transitoire de part sa proximité avec la FA en
faisant des rappels théoriques qui éclairent la stabilité de sa solution ainsi que sa résolution numérique
pratique.

Ce chapitre comporte une premiere Section 3.2 dans laquelle les écritures fortes, faibles puis discrétes des
trois problemes évoqués sont développées. Dans la Section 3.3, nous reprenons ces trois problémes et en
donnons une écriture faible continue puis discréte, décomposée en deux sous-domaines avec un raccord
dual surfacique classique et un raccord dual volumique dans le cadre Arlequin. Le principe de la méthode
FETI et son adaptation au cas du couplage volumique Arlequin sont rappelés a la Section 3.4. Les résultats
obtenus et les comparaisons des cas tests incompatibles sont présentées a la Section 3.5. Une méthode
de couplage volumique compatible est développée dans la cadre Arlequin avec plusieurs variantes et, a
nouveau, les performances de cette méthode sont comparées au couplage surfacique a la derniére section.
Des conclusions sont données a la fin du chapitre.

3.2 Présentation des problemes tests

Pour comparer le couplage surfacique au couplage volumique, nous avons choisi un échantillon représentatif
de problémes thermo-mécaniques, en lien avec notre préoccupation applicative de simulation du procédé
de SLM.

3.2.1 Probléme thermique stationnaire

Nous cherchons le champ de température 6, d’équilibre, induit par la diffusion thermique d’une source
de chaleur supposée localisée f,5, dans un solide S occupant la fermeture d’un domaine ouvert  C R2,
borné, régulier, dont une illustration est donnée a la Figure 3.1. Le support de la source est noté wi,s C €2,
de forme circulaire de rayon r. Pour la problématique de la FA, comme nous I’avons vu dans les chapitres
précédents, une zone localisée critique est la zone d’impact du laser, ot la matiére sous forme de particules
solides absorbe la chaleur. La conduction de la chaleur se fait donc, avant que la matiere fonde et forme le
bain liquide, dans un milieu granulaire. Pour mimer grossierement le comportement de ce milieu compliqué,
nous avons introduit dans un milieu continu, cf. Figure 3.1 des défauts géométriques sous forme de deux
couronnes de trous de rayon 7, centrées par rapport a la source et de c6té 2 x d; et 2 X ds.

Le solide est supposé avoir une conductivité homogene et isotrope, que nous notons k. Une température
T.mp constante est imposée sur sa frontiere notée 9€2. La formulation forte de ce probléme thermique
stationnaire (Pis), est donnée par le systeme d’équations (3.1).
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FIGURE 3.1 — Illustration du probléeme thermique stationnaire.

Formulation 3.1: Formulation locale du probléme (Pis)

Trouver les champs 6 et ¢ tels que :

V -¢ = flas dans (3.1a)
¢ =—kVH dans Q, (3.1b)
0 = Tymp sur OS2 (3.1c)

\.

Avec V lopérateur nabla et ¢ le flux thermique. La température T,,,,; étant supposée constante sur 052,
en introduisant

T" = Tymp dans Q, (3.2)

et en posant T'= 0 —T" dans 2. Nous recherchons maintenant le champ T tel que T'= 0 —T", le probleme
se reformule alors sous la forme plus simple qui suit :

Formulation 3.2: Formulation primale locale du probléme (Pys)

Trouver le champ T tel que :

—kAT = f},s dans €, (3.3a)
T=0 surdf. (3.3b)

Afin de résoudre numériquement ce probléme, nous suivons une approche variationnelle. La formulation
faible primale du probleme (Pis) est classiquement donnée par (3.4).

Formulation 3.3: Formulation variationnelle primale du probléeme (Py)

Trouver T' € Vg tel que V1™ € V) :

ag' (T, T*) = 1§"(T*) (3.4)
avec, en supposant fjqs € L2(€) :
a (T, T*) = / VT -VT*dQ et I§(T*) = / frasT* A2, (3.5)
Q Q

et 'espace de recherche de la solution Vy étant I'espace de Sobolev H{ (€2).
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Nous savons que moyennant des hypotheéses de régularité classiques sur les données (£ suffisamment
régulier, k € L™ (Q) et f € L?(Q)) le probléme (Pys) admet une solution unique et stable.

3.2.2 Probléme thermique instationnaire

Nous considérons & présent le probléme thermique instationnaire, nous reprenons le formalisme du
probleme (Pis) et étudions la diffusion de la chaleur sur un intervalle de temps I =]0,7]. Le solide
S est supposé avoir une capacité thermique ¢, et une masse volumique p homogenes (et toujours la
méme conductivité k£ homogene et isotrope). Sa température est maintenue égale a T, constante sur sa
frontiere notée 92 et nous supposons son champ thermique initial Ty homogene et égal a T,,,, dans €.
Les parametres matériaux sont supposés vérifier les propriétés de régularité et positivité suivantes

(p,cp, k) € (L®())?, et (p,cp, k) > 0 dans Q, (3.6)

et la source fi,, € C! (T; L2(Q)>. La formulation forte de ce probléme thermique instationnaire noté par

la suite (Py;), est donnée par le systéme d’équation (3.7) qui suit

Formulation 3.4: Formulation locale du probléme (P;;)

Trouver le champ 6 tel que :

0
pcp% +V - ¢ = filas dans I x €, (3.7a
¢ =—-kVO dansI xQ (

0 =T,y surl x O, (3.7¢c
0(0,z) =Ty pour z € Q. (3.7d

. J

Comme dans le cas stationnaire, en introduisant

T" = Tymp dans I x 0, (3.8)

nous vérifions facilement qu’en posant 7' =6 — T, le probleme se reformule comme suit

Formulation 3.5: Formulation locale primale relevée (Py;)

Trouver le champ T tel que :
T
pcp%—t — kAT = fi,s dans I x Q, (3.9a)
T=0 surl x9Q, (3.9b)
T(0,2) =0 pour x € Q. (3.9¢)

Ce probleme étant proche de la problématique de simulation de la FA, nous donnons dans la sous-
section suivante quelques propriétés mathématiques de sa solution.

3.2.3 Caractéristiques mathématiques du probléeme thermique instationnaire

Nous savons d’apres la Théorie Spectrale présentée dans l'ouvrage [145], que le probléme (3.9) ad-
met, sous forme faible, une solution et qu’elle est unique. Nous donnons donc sa formulation faible primale :
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Formulation 3.6: Formulation faible primale du probléme thermique instationnaire

Soit T'(0) = 0 donné, Vt € I, trouver T'(t) € Vp tel que,

—mi(T(t), T*) + all (T (t), T*) = I8(T*), YV T* ey, (3.10)

avec :
m§ (T, T*) = / pe, TT* dQ (3.11)
Q

D’apres [145] (Théoréeme 6.2-1 et Remarque 6.2-2 qui affaiblit la V-ellipticité), sous un certain nombre
d’hypotheses, classiquement vérifiables pour ce probléme, il existe une suite croissante de valeurs propres
—A< A <<\ <+ et une base de Hilbert orthonormale de vecteurs propres (A;) telles que :

VT* €V, aff (A, T%) = i (A, T%)g (3.12)

(ot nous rappelons que (.,.),q est le produit scalaire de l'espace de Hilbert L%(2)) et la solution du
probléme (3.10) existe, est unique et prend la forme analytique suivante :

t
T(t) =3 {mgh (To, Ai) et + /0 (Fras(): M) e—w—ﬂdfy} Ay (3.13)
i>1
L’observation de cette forme analytique montre la décroissance exponentielle en temps de I'influence de
la condition initiale ainsi que de l'effet de la source de chaleur sur le champ thermique global. De plus,
par la petite taille du support de la source de chaleur, 'effet de celle-ci est treés localisé. Numériquement
cela conduit & un besoin local de précision afin de capturer finement les gradients thermiques tres raides
et donc a un raffinement des discrétisations. De plus, si {2 est un domaine borné régulier de classe C'*
alors, pour € > 0, T est de classe O™ en x et t dans Q = Q x [, 7], c’est que qu’on appel généralement
Ieffet régularisant de 'opérateur parabolique de la chaleur.

Remarque 3.1. Dans la pratique, ’obtention des modes spatiaux A; apres Uintroduction d’une discrétisation
en espace est couteuse numériquement. Ces méthodes ne sont donc généralement pas utilisées. De plus
comme nous 'avons vu au Chapitre 2, pour notre problématique, la géométrie du domaine de calcul évolue
continuellement au cours du temps rendant ['adaptation de ces méthodes complexe.

Nous introduisons une discrétisation de type différences finies pour l'intervalle temporel I avec une
collection de J + 1 instants : to(=0), t1, ... tj_1, ... tj, ... tj(=T) et avec un pas de temps dt constant.
Nous approximons ensuite la dérivée temporelle par un schéma de type Euler implicite. A nouveau, nous
suivons une approche variationnelle et la formulation faible du probléme (Py;) est alors donnée par (3.14).

Formulation 3.7: Formulation variationnelle du probléme (Pis)

Etant donné le champ initial 7°, trouver Vj € {1,...J}, T9 € V; tel que ¥ T* € V) :

1 . . 1 .
&mgh(TJ,T*) + af (T, T*) = I(T%) + Emgh(Tﬂfl,T*), (3.14)

Une autre propriété intéressante vérifiée par le champ thermique solution de I’équation de la chaleur
est le Principe du Maximum. Nous 1’énoncons dans le cas de la Formulation 3.9 locale-forte du probleme
thermique en nous basant sur les articles [146, 147, 148] ainsi que livre référencé [149]. Le probleme est
posé sur le domaine Qp = I x 2 avec l'intervalle temporel I = 0,7 et nous introduisons les domaines
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Qz, =10,t1] x Q et Sz =10,t1] x 9Q avec t; € I. La forme continue du Principe du Maximum s’énonce
ainsi :

Théoréme 3.1: Principe du Maximum Continu (PMC)

Si T'(t, ) est la solution classique du probléme thermique donné sous la Formulation 2.1, alors pour
tout instant ¢; € I, nous avons I'inégalité suivante

min {0, min TO} + t1 min < 0, min f,
0 Qs

(3.15)
< T(z,t1) < max {0, max TO} + t1 max {O, %ax flas}

1

Comme mentionné dans larticle [150], en fonction des tailles des discrétisations (maillage spatial et
temporel), quand bien méme un schéma d’Euler implicite en temps est choisi, il est possible de voir
apparaitre des instabilités, sur les premiers pas de temps, ceci se traduit par des champs thermiques
non-physiques qui violent le PMC. Deux causes sont & 'origine de ces phénomenes :

e un champ thermique initial non compatible avec les conditions limites de type Dirichlet,

e un flux thermique, i.e. une condition de Neumann, intense.
Le second point est caractéristique de la modélisation de la simulation du procédé de FA. Dans [146, 147,
148], les auteurs développent des critéres basés sur les caractéristiques géométriques des maillages utilisés
pour la discrétisation du probléme parabolique afin de s’assurer que le Principe du Maximum est bien
vérifié. Ces critéres ne sont pas forcément faciles & mettre en place en pratique. Dans [150], les auteurs cite
un certain nombre d’articles ayant mis en évidence une relation empirique entre les pas des discrétisations
temporelle et spatiale que nous redonnons ici :

Aty = a%m? (3.16)

avec « une constante proche de 1. Pour nos simulations, comme celles présentées au Chapitre 2, ayant
choisi un schéma d’Euler implicite et introduit des discrétisations tres fines sous le laser, nous n’avons
jamais, méme avec des pas de temps tres faibles proches de 10~4 (s), observé ces phénomenes. En effet,
une application numérique avec les parametres matériaux de l'alliage de Ti6A14V donnés aux Chapitre 2
donne :

k
(Az)? = —At=5x 1070 (m?) - Az~2.2x107° (m) (3.17)
PCp
Ce qui correspond & un minimum de deux éléments dans 1’épaisseur de la couche de poudre (épaisseur
proche de 50 pum), condition largement vérifiée par les discrétisations que nous avons considérées.

Nous avons finalement considéré un troisieme probleme détaillé dans le paragraphe qui suit.

3.2.4 Troisieme probleme modéle : mécanique

Le probleme mécanique que nous avons considéré est celui d’un solide S, illustré par la Figure 3.2, troué,
occupant la fermeture d’un domaine ouvert Q C R?, borné, régulier, encastré sur une partie de sa frontiere
I'p (représentée en bleu) et soumis a une densité surfacique d’effort f sur la partie complémentaire de sa
frontiere, fs étant nulle hors de I'y (représentée en rouge).

Le solide est supposé avoir un comportement élastique linéaire, isotrope de module d’Young E et de
coefficient de Poisson v. La formulation forte du probléeme (Pp¢ca) est donnée par (3.18).
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FIGURE 3.2 — Ilustration du domaine 2.

Formulation 3.8: Formulation locale du probléme (Ppeéca)

Trouver les champs (u, €,0 ) tels que :
Vo =0 dansQ, (3.18a)
o =Re dans Q, (3.18b)
1
e(u) = 3 (Vu + VuT) dans €, (3.18¢)
u=0 surlp, (3.18d)
on=1f, surly. (3.18e)

Aussi les modules R;jx, pour ¢, 7, k,[ variant de 1 a 2, du tenseur d’élasticité R sont supposés satisfaire
les hypotheses classiques de régularité, symétrie et coercivité suivante :

Riji € L(Q), Riju = Rjirt = Ry (3.19a)
AR in > 0; Ve € My (R), symétrique, Rjjri€ijerp > Rmin€ijéer dans Q (3.19b)

Une fois de plus nous suivons une approche variationnelle. La formulation faible du probléme (Pusca)
posée sur le champ des déplacement u est alors donnée par (3.20).

Formulation 3.9: Formulation variationnelle du probléme (Ppéca)

Trouver u € Vg tel que Vu* € Vg :

ag’(u,u”) = [{*(u”), (3.20)

avec !

ag(u,u*) = /QRe(u) ce(u)dQ et [y(u”) = . f,-u* dl, (3.21)
N

I’espace de recherche de la solution V¢ étant défini par
1 2
Vo=1<ve (H' (@) |v=0surTp (3.22)

et f, € (L2(I‘N))2 la densité surfacique d’effort, verticale : f5 = (0, fS)T.
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Nous savons également que ce probléme est bien posé sous les mémes hypotheses de régularité du
probleme (Pis).

3.3 Formulation des problémes par des méthodes de Décomposition
de Domaine, avec et sans recouvrement

Mus par l'intérét de traiter des problémes avec localisations par des méthodes de couplage de modeéle
afin de diminuer les cotits, nous proposons d’utiliser des méthodes de décomposition de domaine duales
avec un couplage surfacique classique et un couplage volumique de type Arlequin. Dans le but d’obtenir
toujours les meilleures performances numériques, nous comparons les vitesses de résolution des systemes
discrets issus des couplages hybrides duaux surfacique et volumique. Pour cela, nous écrivons ces trois
problémes en utilisant une partition en sous-domaines (ici deux pour lillustration). Dans un premier
temps, la partition du domaine 2 est réalisée sans recouvrement et nous adoptons une approche hy-
bride duale pour écrire les conditions de transfert a l'interface des deux sous-domaines. Dans un second
temps, nous introduisons une partition toujours en deux sous-domaines, mais avec recouvrement et rap-
pelons I’écriture du probléme dans le cadre Arlequin. Dans un dernier temps nous appliquons la méthode
FETI pour résoudre les systémes matriciels mixtes que nous obtenons apres discrétisation par la MEF et
comparons les différentes vitesses de convergence entre les couplages surfacique et volumique.

3.3.1 Formulations hybrides duales des trois problémes décomposés en deux sous-
domaines (sans recouvrement)

Nous commengons par présenter en détail la formulation duale du probleme (Pis), pour cela, nous
décomposons le domaine €2, en deux sous-domaines notés €2, pour le sous-domaine global et €2; pour le
sous-domaine local (cf. Figure 3.3), avec une interface notée I' telle que 0Qg int = O epr = I'. Nous
supposons pour simplifier, sans toucher a la généralité, que 9 ..+ = 92 et que le support de la source de
chaleur est entiérement inclus dans le domaine local, i.e. wy,s C £ ainsi que les perturbations géométriques
(trous).

T Was
L
|

" o0
Qg g\,ext

F1GURE 3.3 — Illustration du probleme thermique stationnaire décomposé en deux sous-domaines sans
recouvrement.

L’écriture forte du probléme (Pis) décomposé sur les deux sous-domaines est donnée classiquement par :
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Formulation 3.10: Formulation locale décomposée en deux sous-domaines du probleme

(7)1:5>

Trouver les champs (T, ¢,) et (T}, ¢;) tels que :
V-¢,=0 dans Qg, (Equilibre thermique dans Q) (3.23a)
¢, = —kVT, dans €, (Loi de Fourier dans §) (3.23b)
Ty=0 sur 0Qg ext, (Condition de Dirichlet) (3.23¢)
Vb= flas dans €, (Equilibre thermique dans §2;) (3.23d)
¢, =—kVT dans €, (Loi de Fourier dans €);) (3.23¢)
Ty =T, sur I’ (3.23f)
b, ng=—¢; -1 sur I’ (3.23g)

avec 1y les vecteurs normaux unitaires extérieurs des domaines 24 et €; (cf. Figure 3.3). Les deux dernieres
équations étant les conditions de transmission entre les deux sous-domaines avec 1’équation (3.23f) expri-
mant la continuité des champs de température et I’équation (3.23g) 'équilibre des flux thermiques. De la
méme fagon que précédemment, nous établissons la formulation faible de ce probléme afin de mettre en
place ensuite la MEF. Celle-ci est donnée classiquement par :

Formulation 3.11: Formulation variationnelle du probléeme (Pis) décomposé : approche

duale

Trouver (Ty, T}, \) € V§ x V! x M, tels que :

A (Ty Ty) + (N Ty) =0 VI e Vi (3.24)
a" (T, ) = (N T )p = 1{M(T) VI e V! (3.25)
(1, Ty —T)p =0 Ve M, (3.26)

\.

apres avoir imposé 1’égalité forte des densités de flux de chaleur a 'interface.

1

Les espaces sont définis comme : V§ = H}(Q,), V' = HY(Q)) et I'espace médiateur M, = H™2 (I)
avec (1, T)p, VT € My =H 2 (T') le crochet de dualité associé. Les différentes formes sont données par :

(T, TS) = /Q KT, VT; dQ,  af™(T,T7) = /Q kYT - VT dQ (3.272)
g l
W) = [ fuaT} s (3.27h)
1

le crochet de dualité est remplacé par 'opérateur de couplage suivant :
W0 T) = [ 1T dS, Y T) € M2 (3.28)
r
L’analyse mathématique de ce type de probléme & fait 'objet de nombreux travaux [151, 152].

Pour construire les problemes approchés, nous considérons les triangularisations 7, ; et 7—th1 des do-

. . h . .
maines {2, et ). Nous construisons Vg’ 9 et VbM les sous-espaces EF Vg et V! de dimension Ny et N;.
. . b S .
insi les champs approchés e rennent les formes discretes suivantes :
A les champs approchés T, et Tlhl p t les fi d t t
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Ny
Tho(z,y) =Y THomyl (z,y) et T} (x,y) = ZT’”’ W (z,y) (3.29)

n=1 n=1
L’espace d’approx1mat1on du multiplicateur de Lagrange sera par la suite, soit pris comme la restriction
de ’espace grossier Vg 9 & linterface T' : M = vg’hg \F, soit & celle de I'espace : MM = Vbu|n. Nous
noterons N le nombre de degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange. La forme discrete du probleme
est finalement donnée par (3.30).

Formulation 3.12: Formulation discréte du probléme (Pis) décomposé

Trouver les champs (T; g Tlh’,)\h*) eVvy ha s Plhe MM tels que :

ath(The Tho) + ph (A Tho*) = 0 VTt € VYT (3.30)
a,hm’”,T{” ) = oM T = 3T VT e VM (3.31)
b (M, Tys — T = 0 Y € M (3.32)

oo h
Nous définissons les espaces EF VJ" et Vo comme :

Vg hy — {Thg, c OO( ) | Thg,
Vl7hl — {j}hlv c CO(QZ) | j}hlv

 €PLK), VK € Ty?, et T)o* =0 sur 00} , (3.33a)

x EPI(K), VK e T)'}, (3.33b)

et la formulation (3.30) est alors équivalente au probleme matriciel suivant (en omettant la référence a h,
et h; pour alléger I'écriture)

Formulation 3.13: Forme matricielle du probléme (Ps) décomposé

Trouver les champs (Tgs, T, )\ts) € My, 1(R) x My, 1(R) x My, 1(R) tels que :

Ks o BT\ /Tt 0
0 Klts Bth T T}:S = F;S (334)
B/ -Bl" 0 A 0

\.

ol les vecteurs et matrices T € My, 1(R), A™ € My, 1(R), K& € My, (R), B; € My, n,(R) pour i = g,1
et F® € My, 1(R) sont donnés par :

(T%S)m = T;g’m pourm =1,...N; et pouri=g,l (3.35a)

(Ats) = \am pourm=1,... N (3.35D)
m

<K§S> =al Fym ™ pourm =1,...N;, n=1,...N;, et pouri=g,l (3.35¢)
m,n

(Ffs>m = léh(wl )pour m =1,...Nj. (3.35d)

(Bi)ym = bR (R, ™) pour m = 1,... Nyetn=1,...N; et pouri = g,1, (3.35€)

Pour le probléme (Py;), nous introduisons en plus d’utiliser la méme discrétisation spatiale que pour
le probléme (Pys), la méme discrétisation de type différences finies pour U'intervalle temporel I que celle
introduite pour la formulation (3.14) et approximons la dérivée temporelle & nouveau par un schéma
de type Euler implicite. Nous pouvons alors établir de la méme facon que pour le probléme (Py;) la
formulation matricielle suivante :
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Formulation 3.14: Forme matricielle du probléme (P;;) décomposé

Etant donnés les champs initiaux (T;LO, Ttl 0) € My, 1(R) x My, 1(R), trouver Vj € {1,...J}, les
champs (T%7, T, X%7) € My, 1(R) x My, 1(R) x My, 1(R) tel que :

Kgi 0 Bth T Tgi,j Ftl,J
0 K;Zl Bth T T;l’] = F;l’] (336)
Bzh _B7l5h 0 At 0

ol les vecteurs et matrices Tzi’j € My, 1(R), A% € My, 1(R), K& € My, (R) et ng’j € My, 1(R) pour
i =g, sont donnés, Vj € {1,...J}, par :

. 1 . . .. 1 N . 1 N .
K1Z;1 — 7Mt;1 + At1 Ftl,] — 7Mt1Tt1,]—1 Ftl’] —_ 7M;:1Tlt17] 1 + L;u pouri — g,l (337)

gt T Te T 9Ty Tl TGt
et
(T';i’j)m = T;g»ﬂ':m pourm =1,...N; et pouri = g,l (3.38a)
<)\ti’j> = \Im pour m = 1,... Ny (3.38b)
m
(Mti) =m} (1/)1 Jp)ypourm=1,...N;, n=1,...N;, et pouri = g,l (3.38¢)
<A 1) —ao (i, ")y pourm =1,...N;y, n=1,...N;, et pouri = g, (3.38d)
m,n
<L 1) ) pour m=1,...Nj. (3.38¢)
m

Nous supposons aussi que les champs Tg et T? sont égaux sur la frontiere I.

La forme matricielle du probléme (Ppeca) s’obtenant de maniére analogue & celle du probléme (Pis),
nous la donnons sans détail. La décomposition de domaine utilisée pour ce probleme est illustrée par la
Figure 3.4.

/I'p z

FIGURE 3.4 — Illustration du probleme mécanique décomposé en deux sous-domaines sans recouvrement.

Celle du probléeme (Ppeca) étant donnée par :
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Formulation 3.15: Forme matricielle du probléme (Pp¢ca) décomposé

Trouver les champs (ugy, u, Améca) € Maxn,1(R) X Maxn, 1(R) X Maxn, 1(R) tel que :

T

Kméca 0 Bméca u, Fméca

g g g

0 K;néca _ B;nécaT W = 0 (339)
Bgr]néca o B:lrnéca 0 )\méca 0

pour laquelle nous précisons 'opérateur de couplage :

B (1, ) :/Fu-udE (3.40)

Maintenant que nous avons développé les formulations des trois problemes dont les domaines ont été
décomposés en deux sous-domaines sans recouvrement, nous allons, de la méme maniére, détailler celles
pour une décomposition avec recouvrement, dans le cadre Arlequin.

3.3.2 Formulation Arlequin des trois problémes décomposés en deux sous-domaines
(avec recouvrement)

Nous commengons par présenter en détail la formulation duale du probléme (Pis), pour cela, nous
introduisons une partition du domaine 2 toujours en deux sous-domaines €2, et €); mais cette fois-ci avec
recouvrement (cf. Figure 3.5). Nous notons cette zone Q. = 2, N ; apparaissant en orange, d’épaisseur
e > 0, telle que 0Qg int = Q¢ int €t 02 car = O ext- Nous faisons les mémes hypotheéses sur le support
de la source de chaleur et les trous que pour le cas sans recouvrement en précisant que nous les supposons
inclus dans la zone Q;\Q. (en dehors donc de la zone de couplage €2.), cf. Figure 3.5.

Qg an,eazt an,int 8Qg\’emt

F1GUurEe 3.5 — Illustration du probleme thermique stationnaire décomposé en deux sous-domaines avec
recouvrement.

Nous ne détaillons pas I'obtention de la formulation variationnelle du probléme (Pys) dans le cadre Arlequin
car ceci a déja été fait au Chapitre 2 et la donnons directement :
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Formulation 3.16: Formulation variationnelle du probléme (Pis) décomposé dans le

cadre Arlequin

Trouver les champs (Ty, T}, \) € V§ x VY x M, tels que :
af (Ty, Ty) + "N Ty) = VT, €V, (3.41a)
aj’ (Tz,Tz ) — M) = lfh(Tz*) VT eV, (3.41b)
', Ty = Ti) =0 Ve M. (3.41c)

ou les opérateurs pondérés sont donnés par :

at(T,, T}) = / agkVTy VT dQ, af (T, T;") = / akVT,-VT} et IIM(T7) = / o fras T dQ, (3.42)
Qg Q 9

et ou l'opérateur de couplage volumique, thermiquement homogénéisé est donné par :

P (u, T = n},/ uT dQ + /—@3/ Vu-VTdQ, V(u,T)ec M? (3.43)
Qe Qe

Les parametres de partition de 'unité sont pris tels que :

ag+a; =1, dans Q, ag =0, dans QN (Q;\ Q), et a; =0, dans Q\ . (3.44)

. . N . . . h h . A
Nous introduisons a nouveau deux triangularisations 75 et 7q' et construisons de la méme fagon les
g

espaces d’approximation EF Vg’hg, Yhhi et Mﬁ*. La formulation discrétisée du probleme écrit dans la
cadre Arlequin :

Formulation 3.17: Formulation variationnelle du probléme (Pis) décomposé dans le

cadre Arlequin

Trouver les champs (T;"’, Tlhl,)\h*) € Vg’hg x Vb s M tels que :

* * * 7h
all (Ts T ) + NN, TPo*) = 0 VT € V3o, (3.45a)
?h(Tlthvlhz,*) _ Cth()\hA’Tlhu ) = lth( phi* ) VTlh“* c Vl,hl7 (3.45b)
(>, T — T =0 Vi e MM (3.45¢)

\. J

Signalons ici que, sous les mémes hypothéses que celles utilisées en mécanique statique (cf. [106, 133)),
nous pouvons, sans la moindre difficulté, suivre la méme démarche et nous assurer que les problemes
Arlequin continus et surtout discrets sont bien posés (en nous fondant sur la théorie de Brezzi [153]) pour
les problemes (Pis) et (Pmeca)-

La formulation (3.45) est équivalente a la forme matricielle suivante :
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Formulation 3.18: Formulation discréete du probléme (Pis) dans le cadre Arlequin

Trouver les champs (TZS, T}, Ats) € My, 1(R) x My, 1(R) x My, 1(R) tels que :

Ks 0o chl [T 0
0 K;S o C}fh T T?S = F;‘S (346)
Abs 0

h h
cl" —Cj 0

Les formes matricielles des deux autres problémes (Pi;) et (Pmeca) s’établissant de la méme maniere,
nous les donnons directement. A nouveau, pour le probléme (P4;) nous avons utilisé la méme décomposition
qu’introduite pour le probleme (Pis), celle pour le probleme (Ppsca) est illustrée par la Figure 3.6.

e

/I'p z

FIGURE 3.6 — Illustration du probleme mécanique décomposé en deux sous-domaines avec recouvrement.

Formulation 3.19: Forme matricielle du probléme (P;;) décomposé

Etant donnés les champs initiaux (Tg’o, T;i’o) € My, 1(R) x My, 1(R), trouver Vj € {1,...J}, les
champs (Tzi’j, T}fi’j, ATy € My, 1(R) x My, 1(R) x M, 1(R) tel que :
ti th T ti, j ti,j
Ky oo cpt )y e
0o K —cpt||T] =K
17]
cih —cph 0 A 0

(3.47)

\.

Ou nous supposons que les champs T;i’O et T;i’o sont égaux dans la zone de couplage. Celle du probleme

(Préca) étant donnée par :

Formulation 3.20: Forme matricielle du probléme (Pp¢ca) décomposé

Trouver les champs (ug, uy, Améeay ¢ Moy, 1(R) x Moy, 1(R) x Moy, 1(R) tel que :

Kgléca 0 C;néca T u, F;néca
0 K;néca _ C;néca T w | = F;néca (348)
C gléca _ C;néca 0 Py 0

pour laquelle nous précisons 'opérateur de couplage :
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() =wl [ peudQd [ e(u)e(w) A2 Vipou) € M3 (3.49)
Qe Q

c

1_ E 2 _
avec k, = =z et ky = E.

L’ensemble de ces systémes matriciels sont de nature mixte et une méthode efficace d’inversion de ce
type de systéme est celle de Schur que nous détaillons dans la section suivante. Avant cela, nous nous
sommes, comme pour la formulation mono-modeéle du probléme thermique instationnaire (Py;), intéressé
particulierement a la stabilité de sa formulation dans le cadre Arlequin.

3.3.3 Analyse de la stabilité de la formulation Arlequin du probléme (Py;)

Nous avons vu que la formulation faible mono-modele du probleéme (Py;) admet une solution et qu’elle
est unique, nous la notons T;,ono. Pour démonter la stabilité de sa formulation dans le cadre Arlequin,
nous commengcons par donner sa formulation Arlequin primale :

Formulation 3.21: Formulation Arlequin faible primale du probléme thermique insta-

tionnaire

Soit T,(0) = Ty dans Qg, T;(0) = Ty dans ; donnés, Vt € I, trouver T(t) € V. tel que :

%M(T, T a) + AT, T*; @) = L(T*) VT €V, (3.50)

avec l'espace V. défini comme :

Ve ={T" = (1;,17) e V§ x V' | Ty = Ty dans Q. } (3.51)

le champ T = (Ty,T;) € V,, et o = (g, ). Les différents opérateurs sont donnés par :

M(T, T o) = mi(Ty(t), Ty ) + mi™(Ty(t), T}; ov) (3.52a)
AT, T o) = ath(Tg(t)7 g’ag) +al (Tl( ), T75 cu) (3.52b)
L(T*) = M(T7) (3.52¢)

Nous posons Ty = Tnono sur g et T = Tyyono sur ; et notons T,y = (T}, 77). Nous avons bien Ty, € V.
En injectant T,,; dans I'équation (3.50) et d’apres les définitions des différents opérateurs et les propriétés
des champs de partition de I'unité, nous vérifions que T,; est bien solution du probleme Arlequin primal.
Nous avons donc bien ’existence d’une solution du probléme écrit sous sa formulation Arlequin primale
Nous voulons maintenant démontrer qu’elle est unique. Pour cela nous procédons par ’absurde. Soit T'! arl
et T2, deux champs solutions du probleme (3.50). En injectant ces deux champs dans I'équation (3.50),

en faisant la différence de ces deux équations et en prenant comme champ test T¢ , = T.  — T2 nous
obtenons 1’égalité suivante :
M(Tarla arl7 ) + A(Tgrla Tgrl; a) =0 (353)
Nous avons alors
7M(Tarl7 arl’ a) <Oet M( arl(x 0)7 arl(x70); Oé) =0 (354)

nous avons donc la norme L? (Q) du champ Tarl définie par 'opérateur M qui décroit en temps et est
initialement nulle. Sa norme L? (Q) est donc nulle pour tout ¢ € I, nous avons donc
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T ,(t) =0, Vt € I au sens de L? (Q) (3.55)

arl

d’ot 'unicité. La formulation Arlequin primale est donc stable. En pratique il n’est pas simple de construire
un espace d’approximation de V.. Nous avons donc recours a la méthode du multiplicateur de Lagrange.

3.4 Résolution par la Méthode FETI

La méthode de résolution que nous avons considérée est la méthode FETI. Nous détaillons sa mise en
place pour le systeme discret Arlequin du probléeme (Pis).

La premiere étape est 1’écriture du probleme condensé sur le multiplicateur de Lagrange X. Cette
opération reprend le principe de la méthode d’inversion de Gauss par blocs : éliminer les champs primaux
Tj et Tj en fonction de A pour aboutir a un probléme condensé sur le seul champ A. Cependant dans le cas
du domaine local, un mouvement de < corps rigide thermique > rend la matrice de rigidité K; singuliere.
Nous introduisons alors la pseudo-inverse K;f de cette matrice.

T, = -K,;'CI'A (3.56)
T; = K] (Fi+ C{A) + Ria (3.57)
ou R; représente les modes de corps rigide de K; (dans le cas thermique se limite au seuls mode constant

R; = ¢) et @ un vecteur de dimension le nombre de mode rigide (ici simplement un réel). Et en injectant
ces expressions dans I’équation portant sur le multiplicateur de Lagrange nous obtenons :

Sa\ = Ly (3.58)

avec :
Sq=CyK,'CI' + CKJC] Complément de Schur dual (3.59)
Ld = —ClKgFl - RlOé (360)

Le vecteur o étant une inconnue du probléme, le systéme condensé est sous-déterminé. Cependant,
si nous étudions les conditions d’existence d’une solution pour 1’équation de conservation de 1’énergie
portant sur le domaine local, nous pouvons établir une équation supplémentaire. En effet, la matrice K;
étant symétrique réelle, ’équation :

K, T, =F, +CI'\ (3.61)
admet au moins une solution si et seulement si le second membre F; + CZT)\ n’admet aucune composante
dans le noyau de K;. Ce qui se traduit par I’équation suivante :

RY (F,+CfA) =0 (3.62)

qui n’est autre qu'une condition d’orthogonalité. Nous aboutissons finalement au systéme suivant :

& 6)(2)= (e 089

ou, dans le but d’alléger les notations, G = C;R;.
La seconde étape est la résolution de ce systéme. Pour des raisons étayées dans [144], nous utilisons la
méme stratégie de résolution itérative le GC (qui est un solveur de type Krylov) dont nous rappelons le
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principe général en annexe. Dans le cas du probleme considéré ici, il est nécessaire de légerement modifier
celui-ci afin que la contrainte GTX = —RlTFl soit vérifiée a chaque itération (celle-ci s’interprétant comme
le fait que le chargement global i.e. A et F; ne doit pas < exciter > le mode thermique rigide du patch).
Cela est réalisé en projetant les directions de recherche sur le noyau de G. Pour I’étape d’initialisation
nous définissons la direction de recherche Ay par I’équation suivante :

X =G (GT G,)_1 R]F, (3.64)

Ensuite, afin de s’assurer que la contrainte est bien vérifiée a chaque itération, un opérateur de pro-
jection orthogonale P est défini afin de supprimer des itérés Ay les composantes qui ne satisfont pas la
contrainte GTA = RZTFZ. En d’autres termes, a chacune des itérations k, Ax est mis a jour en adjoignant
a Ap une composante Py, vérifiant GTPA;, = 0 tel que :

A=A+ ka (3.65)

Le projecteur est défini algébriquement par :

P-1-G(a’a) a7 (3.66)

I’algorithme de Gradient Conjugué Projeté est alors donné en annexe par I’Algorithme 7.
La convergence de 'algorithme est mesurée par la norme du résidu relativisée par la norme du second
membre, ce qui donne pour l'itération k la formule suivante :

_ lmall
Ll

(3.67)

avec le résidu défini par rp = Ly — Sg\k.
La performance de 'algorithme du GC, i.e. son nombre d’itérations N, est proportionnel a la racine
carré du conditionnement du complément de Schur dual (voir [154]), noté K(Sy) :

N ~/K(Sq). (3.68)

Plus K (S,) sera proche de 1 plus I'algorithme du GC convergera vite, nous cherchons donc a préconditionner
le complément de Schur. Pour cela nous écrivons un nouveau systeme :

M,.Sq = MLy (3.69)

avec My, un préconditionneur efficace (le préconditionneur optimal étant évidemment 'inverse de Sg).
Les algorithmes du GC Préconditionné et du GC Projeté Préconditionné sont donnés en annexe. A chaque
itération un nouveau systeéme de la forme : M;CIZ = r est a résoudre. Toujours dans une optique de perfor-
mance, il est indispensable que cette résolution soit facile et rapide. Ici, I'inconnue duale étant restreinte
a la zone de couplage, ces systemes seront de taille réduite par rapport au systeme global.

Le complément de Schur dual faisant apparaitre I'inverse de la matrice de rigidité du domaine global,
celle-ci n’est pas calculée explicitement. En effet, nous réalisons a priori une décomposition de type
Cholesky que nous conservons en mémoire. La pseudo-inverse de la matrice de rigidité du domaine local
n’est pas explicitement calculée, nous suivons exactement la méme procédure que décrite dans ’article
[144] pour résoudre le systéme singulier du type Kju; = F; .

Il est & noter que pour le probléme (P;;) décomposé en deux sous-domaines, avec ou sans recouvrement,
la matrice de rigidité locale n’est plus singuliére (car définie positive), ainsi elle est inversible et nous
pouvons directement écrire le probleme condensé sans introduire de pseudo-inverse.



3.4. RESOLUTION PAR LA METHODE FETI 103

T, =K, (F, - CJx) (3.70)
T, = K, (Fl + CITA) (3.71)

En injectant ces expressions dans I’équation de raccord des deux modeles nous obtenons :

Sad = Ly (3.72)

avec :
S¢=C,/K,'C] + CK;'Cl (3.73)
L, = C/K,'F, - CK;'F, (3.74)

Nous pouvons donc directement appliquer 'algorithme du GC sur le systeme condensé.

En fonction de la nature du couplage, différents préconditionneurs ont été envisagés que nous détaillons
dans la suite.

Détails des préconditionneurs

Afin d’accélérer les vitesses de convergence du GC, nous préconditionnons le systéme condensé. Un
préconditionneur efficace est un opérateur d’interface approximant au mieux l'inverse du complément de
Schur dual S;. Dans [144], ils partent de I’écriture du complément de Schur dual sous la forme :

_ K| 0 ||c]
Sa=[C1 G [ . K?] [cg (3.75)
Nous cherchons donc la matrice Pgl la plus proche possible de la matrice inverse du complément de Schur
dual, les auteurs proposent alors :

P,l=[ci G [I(()l 1221 [gﬂ (3.76)

Les préconditionneurs de cette forme sont dits préconditionneurs optimaux, ils approchent au mieux
Popérateur d’interface a I'aide de calculs locaux mais induisent des cotits de calcul conséquents.

Pour le cadre Arlequin, les opérateurs optimaux sont difficilement utilisables. Dans 'article [155]
ainsi que dans la these de Nadia Elkhodja [132], des préconditionneurs efficaces et simples de mise en
oeuvre ont été développés. L’inverse de 'opérateur de couplage, par sa nature volumique, donne un
bon préconditionneur. Dans article [156], il est proposé d’utiliser un préconditionneur du type Jacobi :
M, = [diag (C)]™'. Celui-ci, par sa forme, est évidemment simple & inverser mais a tout de méme un
impact important sur la vitesse de convergence de I’algorithme GC et devient méme moins intéressant au
regard du temps de calcul global. Nous ne le considérons donc pas dans la suite.

Mesure de convergence

Nous avons, pour les simulations suivantes, choisi un critere d’arrét portant sur la norme relative du
résidu projeté ou la norme relative du résidu préconditionné et projeté pour le cas de I'algorithme du
gradient conjugué projeté préconditionné :

k= HPrkH < e||Ld|| (3.77)
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avec € la précision fixé et Ly défini plus haut.

Numériquement la conjugaison entre les directions de descente a tendance a se perdre au fur et a me-
sure des itérations. Il convient alors d’utiliser une orthogonalisation complete des directions de descente
ce qui conduit a l'algorithme du GC réorthogonalisé 10 (introduit dans [157]) ainsi que 1’algorithme GC
réorthogonalisé préconditionné 11, tout deux mis également en annexe.

Consacrons-nous & la partie la plus utile (pour son intérét pratique), & savoir la comparaison des
performances des deux méthodes, se différenciant par le non-recouvrement et le recouvrement des deux
sous-domaines et par le couplage surfacique pour la premiére et volumique-énergétique pour la seconde.
Dans la sous-section suivante nous présentons les résultats de convergence obtenus pour les trois problemes
décomposés avec les deux méthodes et avec les différentes variantes de ’algorithme de GC que nous avons
détaillées.

3.5 Résultats et comparaisons numériques

Pour les problémes thermiques, nous avons déja introduit la géométrie du domaine a la Figure 3.1 ainsi
que les géométries des sous-domaines a la Figure 3.3 pour le cas de la décomposition sans recouvrement et a
la Figure 3.5 pour le cas avec recouvrement. De méme pour le probleme mécanique avec la Figure 3.2 pour
la géométrie du domaine et la Figure 3.4 pour les géométries des sous-domaines sans recouvrement et la
Figure 3.6 avec recouvrement. L’ensemble des valeurs numériques prises pour les parameétres géométriques
introduits sur ces différentes figures ainsi que les valeurs des parametres physiques introduits lors de
I’écriture des formulations des trois problémes sont récapitulés dans le Tableau 3.1. Les maillages employés
pour les problémes thermiques sont illustrés par les Figures 3.7 et 3.8 ; ceux pour le probleme mécanique
par la Figure 3.9. Pour le probléeme thermique instationnaire nous n’avons considéré qu’un seul pas
de temps : plusieurs simulations nous ont montré que le nombre d’itérations du GC pour atteindre la
convergence ne changeait pas significativement en fonction de I'instant considéré.

%1074

1.5

y (m)

0.5

0 1 2 3 4 5
z (m) %1074

FIGURE 3.7 — Maillage du domaine €, en bleu et €; pour les problemes (Py;) et (Pys) sans recouvrement.
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Parametres des problemes (Pys) et (Py)

Géométriques Symboles| Valeurs || Physiques Symboles| Valeurs

Longueur du domaine L (m) 500 x Masse volumique p (%) 4300
1073

Largeur du domaine [ (m) 200 x Capacité thermique p (#) 700
1072

Rayon de la source r(m) | 5x1073 || Conductivité k() 14

Largeur de la zone d’intérét | a (m) 50 x Source volumique f (%) 10
1073

Rayon des trous re (m) | 4x1073

Premiére rangée de trou dy (m) 6.25 x
10°?

Seconde rangée de trou dy (m) | 18.75 x
1072

Epaisseur zone de couplage e (m) 5x 1073

Parameétres du probléme (Ppeca)

Géométriques Symboles| Valeurs || Physiques Symboles| Valeurs

Longueur du domaine L (m) 100 x Module de Young E (GPa) 114
1072

Largeur du domaine [ (m) 100 x Coefficient de Poisson v (1) 0.34
1073

Largeur de la zone d’intérét | a (m) 60 x Densité surfacique d’effort | fs (N- | —2x 108
1073 m~1)

Rayon des trous re (m) | 3x1073

Premiere rangée de trou dy (m) | 5x1073

Seconde rangée de trou dy (m) 15 x
1072

Epaisseur zone de couplage e (m) 2.5 x
1073

TABLE 3.1 — Ensemble des parametres des trois problemes modeéles considérés.
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A titre d’illustration, les allures des solutions des trois problémes dans le cas du couplage surfacique
sont présentées par les figures suivantes.
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Probleme (Pis)

Domaine total

> %107
| B
1.5 700
T, 600
= 500
0.5
400
0 300
0 1 2 3 4 5
z (m) x107

Domaine global

%10
1.3 2600
2400
1.2
- 2200
1.1 2000
E ) 1800
= 1600
0.9 1400
1200
0.8
1000
0.7 800
2.2 2.4 2.6 2.8
z (m) %10

Domaine local

TABLE 3.2 — Champs thermique obtenu avec un couplage surfacique pour le probléme (Pis).
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Probléme (Py;)

Domaine total

370
360
350
340
330
320
310
300

o
=
N
w
N
6]

2.2 2.4 2.6 2.8
x (m) %107

Domaine local

TABLE 3.3 — Champs thermique obtenu avec un couplage surfacique pour le probleme (Py;).
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Probléeme (Ppeca)
x10°
0.1
10
0.08
8
0.06
_ 16
=
>
0.04 14
0.02 2
0 ‘ ‘ - M
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
z (m)
Domaine total
o1 x10°
: S
B
0.08 25
0.06 12
£
= 1.5
0.04
1
SO
0.02 -
I 0.5
X
N>
=
0 PR . ‘ ‘ 0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
z (m)
Domaine global
x10°
0.08
10
0.07
8
0.06
— 16
g 5
:: 0.05 1;;:;:
X 14
0.04 <
Za -
0.03 %z 2
S
0.02 . : 0
0.02 0.04 0.06 0.08
z (m)
Domaine local

TABLE 3.4 — Contraintes de Von-Mises obtenues avec une couplage surfacique pour le probleme (Ppsca)-
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Nous avons ensuite rassemblé les résultats de convergence dans les tableaux 3.5 et 3.6.

Probléeme (Pys)

£
=
]
¢
Z

—Surf. GC pro
—Surf. GC pro pre

—Surf. GC pro reo pre

Surf. GC pro reo

10

15
Numéro de I'itération

20

Couplage surfacique sur le domaine grossier

2F —Vol. GC pro reo pre|

—Vol. GC pro
—Vol. GC pro pre
Vol. GC pro reo

12 L L L L |

0 5 10 15 20 25
Numéro de l'itération

Couplage volumique sur le domaine grossier

0

& EN o

&

Logarithme de la norme relative du résidu

—Surf. GC pro

—Surf. GC pro pre
Surf. GC pro reo

—Surf. GC pro reo pre

I I
60 80
Numéro de l'itération

100 120 140

Couplage surfacique sur le domaine fin

—Vol. GC pro

—Vol. GC pro pre
Vol. GC pro reo

—Vol. GC pro reo pre|

6 \

-12 I I I I I )
0

20 40 60 80 100 120
Numéro de l'itération

Couplage volumique sur le domaine fin

Probleme (Py;)

e du résidu

——Surf. grossier

I I
15 20
Numéro de l'itération

Couplage surfacique sur le domaine grossier et fin

Logarithme de la norme relative du résidu

2

Vol. grossier
. fin

I I I )
10 20 30 40 50
Numéro de l'itération

Couplage volumique sur le domaine grossier et fin

TABLE 3.5 — Ensemble des courbes de convergences de la méthode FETI pour le probléme thermique
stationnaire et du Gradient Conjugué Préconditionné (GCP) pour le probléeme thermique instationnaire.
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Probléeme (Ppeca)

or 0-
——Surf. GC pro ——Vol. GC pro
- - —Vol. GC pro pre
é ((((( 1 Vol. GC pro reo
Z 2t & -2 — Vol. GC pro reo pre]
Z Z
® ¢ ,
2 4r 2 4F -
E E
g ER
< st < 8
‘fﬂ 10 g0
= S
12 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100 120 140 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Numéro de 'itération Numéro de l'itération
Couplage surfacique sur le domaine grossier Couplage volumique sur le domaine grossier
or 0-
——Surf. GC pro —Vol. GC pro
——Surf. GC pro pre —Vol. GC pro pre
Surf. GC pro reo Vol. GC pro reo
-2 —Surf. GC pro reo pre -2 —Vol. GC pro reo pre

IS
T

&
T

Logarithme de la norme relative du résidu
Logarithme de la norme relative du résidu

I I I I I ) R I I I I I I I )
50 100 150 200 250 300 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Numéro de I'itération Numéro de I'itération
Couplage surfacique sur le domaine fin Couplage volumique sur le domaine fin

TABLE 3.6 — Ensemble des courbes de convergences de la méthode FETI pour le probléme de mécanique.

Afin d’interpréter plus facilement ’ensemble des résultats, nous les avons regroupés, en fonction des
différents cas, dans le tableau 3.7.

Maillage de couplage | Sans Recouvrement (SR) | Avec Recouvrement (AR) | Nb. de ddl (SR/AR)
(Py) global 20 15 28 \ 52
fin 33 46 52 \ 529
(Pts) global 19 16 28 \ 52
fin 31 49 52 \ 529
(Pméca) global 43 53 122\ 376
fin 51 69 182 \ 774

TABLE 3.7 — Tableau récapitulatif du nombre d’itérations du (GCP) projeté réorthogonalisé en fonction
du maillage choisi pour le couplage et de la méthode Sans Recouvrement (SR) ou Avec Recouvrement
(AR), en fonction du nombre d’inconnues.

Nous avons également calculé le rapport pour chacun des cas entre le nombre de degrés de liberté et le
nombre d’itérations du GC et regroupé les résultats dans le tableau 3.8.
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Maillage de couplage | Sans Recouvrement (SR) | Avec Recouvrement (AR)
(Psi) global 0.72 0.30
fin 0.63 0.09
(Prs) global 0.68 0.31
fin 0.60 0.09
(Pméca) global 0.35 0.14
fin 0.28 0.09

TABLE 3.8 — Tableau récapitulatif du rapport entre le nombre d’itérations du (GCP) projeté
réorthogonalisé et du nombre d’inconnues.

Nous remarquons que le rapport entre le nombre de degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange
et le nombre d’itérations de ’algorithme du GCP est bien plus faible dans le cas du couplage volumique.
Ceci est principalement dii au fait que dans le cas volumique I'opérateur de couplage peut étre identifié
par le théoréme de Riesz-Fréchet au produit scalaire H!, donnant ainsi au multiplicateur de Lagrange
la dimension du champ primal, i.e. thermique ou de déplacement, selon la nature du probleme physique
traité et aux termes de couplage du systéeme matriciel une meilleure homogénéité avec les matrices de
rigidité des sous domaines.

Un couplage de nature volumique nous semble indispensable pour 'objectif ambitieux que nous avons
détaillé au Chapitre 1, de maitriser la simulation du procédé SLM et dont ces travaux de thése sont une
premiere contribution. Afin de profiter de 'avantage apporté par la nature volumique du couplage et
optimiser les colits numériques, nous avons développé une méthode de couplage volumique dite <« compa-
tible > que nous détaillons dans la partie suivante.

3.6 Meéthode de couplage volumique <« compatible >

Dans un soucis de clarté, nous nous plagons pour détailler la méthode dans un cas plus simple que les
problemes précédemment considérés.

3.6.1 Principe et premiére mise en ceuvre de la méthode de couplage : premiéere
approche <« compatible >

Afin d’illustrer le principe de la méthode de couplage < non-intrusive > que nous avons développée,
nous considérons un solide S, occupant la fermeture d’un domaine €2, de R? supposé borné, régulier
et comportant des singularités physiques. Nous supposons que le domaine €, a été maillé sans tenir
compte de la finesse requise pour capter les criticités engendrées par la présence des ces singularités. Ici,
un exemple de maillage quadrangulaire structuré est considéré afin de ce placer, dans un premier temps,
dans un cadre simple, cf. Figure 3.10.

Qn T,

(a) (b)

FIGURE 3.10 — Exemple d’un probléeme mécanique avec (a) une singularité et (b) sa discrétisation.
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Nous définissons un contour de controle I'. autour de cette singularité a partir de considérations
physiques sur 1’étendue de son influence, cf. Figure 3.11a. Par ce fait, nous limitons les dimensions de la
zone ou une complexification des modeles physiques est nécessaire et ainsi limitons les cofits des traitements
numériques qui en découlent. Nous isolons ensuite les éléments entierement contenus et ceux intersectés
par ce contour. Nous obtenons le domaine 2; et la couronne d’éléments I'entourant €2, (cf. Figure 3.10b).

T [T
rc* Qb:

(a) (b)
FIGURE 3.11 — Définition de la zone interne (a) et de la couronne (b).
Puis nous retravaillons la discrétisation de €, en isolant les nceuds internes a §2; et en supprimant les

éléments associés (cf. Figure 3.12a). Nous obtenons finalement, une nouvelle discrétisation du domaine
Qn, les éléments de la couronne Q; et la géométrie de la zone interne §2; (cf. Figure 3.12b).

973

TTTTTT]

W,

(I)S‘ll‘l LI T T T Q,L‘
[
[

TTTTTT

(a) (b)

FIGURE 3.12 — Suppression des noeuds internes et discrétisation du domaine €2,,, et de la couronne €.

Pour réaliser les couplages volumiques et définir les différents ingrédients du cadre Arlequin, nous
raffinons le maillage de la couronne. Pour le domaine €2; nous pouvons imaginer une discrétisation aussi
fine que nécessaire tant qu’elle reste compatible avec celle de la couronne au niveau de sa bordure 0€;.
Nous avons par exemple simplement divisé en quatre chacun des éléments quadrangulaires de la couronne
comme le montre la Figure 3.13.

T AT

TT T T T TTTTTT
ENEEEEEEEEEE
EENANEENEEEE|

00,

FI1GURE 3.13 — Raffinement de la couronne €.

NN
I TTTTTTTTTTTTTT

Remarque 3.2. Le contour I'. que nous avons considéré pour le cas du domaine fissuré n’est pas de
forme optimale. Nous lui avons donné des dimensions trop importantes et une forme plus réaliste des
domaines construits est illustrée par la Figure 3.14.
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Q

=

Qy

FIGURE 3.14 — Formes plus réalistes des domaines qui pourraient étre construits.

Ensuite, en partant de ces nouvelles discrétisations, nous avons développé deux méthodes de couplage :

i) une méthode dite Volumique (V.) ot I'on considére toute la couronne €2, comme zone de couplage,

ii) une méthode dite Partiellement-Volumique (PV.) ou l'on restreint la zone de couplage aux
seuls éléments formant la bordure externe de la couronne €2 (cf. Figure 3.15).

Q. 0,

FIGURE 3.15 — Zone de couplage de la méthode V. (a) et PV. (b).

Ces méthodes de couplage permettent de s’affranchir des < difficultés > qu’engendre la mise en place
du cadre Arlequin entre deux maillages non-compatibles (problématique d’intégration numérique pour
le calcul des opérateurs de couplage et des matrices pondérées par la partition d'unité). Les procédures
de traitement de maillages incompatibles dans le cadre Arlequin ont été largement développées dans
[108, 107].

Pour comparer ces deux méthodes avec celle de couplage surfacique, nous avons reconsidéré les
problémes thermiques (Pis) et (Py) posés sur le domaine  illustré par la Figure 3.16, afin de pou-
voir définir un maillage quadrangulaire structuré, dont le parametre de maille est noté h. Nous suivons la
méme procédure que décrite précédemment pour décomposer le probleme en deux sous-domaines avec et
sans recouvrement. L’ensemble des parametres fixes du probléme est donné dans le Tableau 3.9.

L

A TT
Qm, Qm q Qb i

@flas d-n=0 Of]”'s T =Temb l /

(a) (b) (c)

FIGURE 3.16 — Probleme (Pis) et (Pii) posé sur un domaine non percé et exemple d’une discrétisation
quadrangulaire structurée.
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Géométriques Symboles Valeurs Physiques Symboles Valeurs
Longueur du domaine L (m) 500x 10~3 || Masse volumique p (%) 4300
Largeur du domaine I (m) 200 x 1072 || Capacité thermique | ¢, (kgiK) 700
Rayon de la source r (m) 0.1 x 1073 || Conductivité k() 14
Largeur de la zone d’intérét a (m) 0.9 x 107* || Source volumique f (%) 10

TABLE 3.9 — Ensemble des parameétres du probleme

Pour toutes les simulations que nous avons réalisées, dans un but de simplicité, nous avons considéré
des champs de partition d’unité tels que oy = oy = % dans la zone de couplage. Pour le probleme insta-
tionnaire la période d’étude a été fixée & 7 = 20 x 10™* s et la discrétisation temporelle a été faite avec
un pas de temps 6t de 1074 s.

Un élément important qui influence le conditionnement du systéme matriciel et que nous n’avons
pas encore abordé est le type d’opérateur de couplage que nous choisissons. Plusieurs choix sont envi-
sageables. Dans le cas des schémas V. et PV., nous avons utilisé le méme opérateur de couplage que
précédemment, mais nous avons joué sur les parametres d’homogénéisation. Nous rappelons sa forme
générale avec I’équation (3.79). De méme pour l'opérateur de couplage surfacique, nous avons ajouté un
parametre d’homogénéisation comme le montre I’équation (3.78). Les différentes valeurs des parameétres
que nous avons implémentées et qui interviennent dans ces formules sont données dans le tableau 3.10.

b\, T) = /F ks (AT) dS (3.78)

(N, T) = /Q kL (AT) + K2 (VA - VT) dQ (3.79)

n° Nom du couplage Ks KL K2

1 L? 1 1 0
k k

2 H! — — k
€s e2

3 | Opérateur de la chaleur % % k

TABLE 3.10 — Différents parametres des opérateurs de couplage

Dans ce tableau, les parametres eg et e, sont homogenes a des longueurs, dans toutes les simulations
suivantes nous les avons pris égaux a 1’épaisseur de la zone de couplage < volumique > (i.e. h puisque
nous considérons une zone de couplage épaisse d’un élément macro). De plus pour chacun des cas, ’espace
médiateur peut étre assimilé a la restriction soit de ’espace du substrat soit de I’espace du patch a la zone
de couplage. En fonction de ce choix nous ajouterons I'abréviation macro ou micro aux champs solutions.

L’ensemble des résultats pour tous ces cas est donné dans la partie qui suit.
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Nom du maillage h1 h2 hg h4 h5 hﬁ
Valeur de h exacte (m) % 6L—4 8%1 %6 % %
Valeur approximée de h 1076 (m) 10 7.812 5.952 3.968 2.976 2

Résultats

TABLE 3.11 — Différentes tailles de maillages considérées.

Nous avons lancé des simulations avec différentes tailles de maillage dont les valeurs sont regroupées
dans le tableau suivant 3.11. Afin de donner une illustration de la solution du probléme physique nous

montrons la répartition spatiale des champs thermiques au cours du temps aux figures 3.17.
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FI1GURE 3.17 — Evolution du champ de température dans le patch et le substrat au cours du temps aux
instant 1 en (a), 2 en (b), 3 en (c) et 4 en (d) pour le couplage V. et le multiplicateur de Lagrange pris
dans ’espace fin.
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Pour apprécier I'efficacité des différentes méthodes de couplage que nous proposons, il est important
dans un premier temps, d’analyser 'allure de la solution dans la zone de couplage. Pour le maillage h4 et
I'opérateur de couplage H' nous présentons une coupe du champ solution en fonction de la méthode et
de l'espace de couplage aux Figures 3.18 et 3.19.

Nous remarquons que pour le couplage V., nous obtenons des allures bien connues du couplage Ar-
lequin avec, lorsque 'espace grossier est choisi comme espace médiateur, une solution fine qui va osciller
autour de la solution grossiere dans la zone €).. Et au contraire lorsque 'espace fin est choisi comme
espace médiateur, la solution fine suit parfaitement la solution grossiere (on retrouve le phénomene de
< verrouillage >). Pour la méthode PV., la zone de couplage étant restreinte a une couche d’élément fin,
que le multiplicateur de Lagrange soit pris dans ’espace fin ou grossier n’a apparemment pas d’influence.
Dans les deux cas nous retrouvons la méme allure avec ’élément fin parfaitement collé a ’élément grossier.
Cependant nous observons que ce couplage semble perturber un peu les solutions dans les zones proches
de la zone de couplage. Pour la méthode S., le couplage est bien réalisé.

Maintenant, nous allons juger la vitesse de résolution du probleme. A titre indicatif, nous donnons
dans le tableau suivant le nombre de degrés de liberté du multiplicateur de Lagrange en fonction de la
méthode de couplage et de ’espace médiateur choisi :

Maillages hy ho hs hy hs he
V. micro 216 264 360 552 744 1080
macro 72 88 120 184 248 360
PV. micro 152 184 248 376 504 728
macro 72 88 120 184 248 360
S. micro 80 96 128 192 256 368
macro 40 48 64 96 128 184

TABLE 3.12 — Différentes tailles de maillages considérées et le nombre de degré de liberté qui en découle.

Nous commengons par le probléeme (Py;). L’évolution de la norme relative du résidu en fonction du
nombre d’itérations de I'algorithme GC et GCP pour le cas hy et au pas de temps 15 du probléme (Py;)
est donné au Tableau 3.13.

Nous retrouvons bien dans le cas de I'opérateur L2, que les vitesses de convergence pour les solutions
Arlequin sont moindres. En effet, non seulement nous ne tirons pas, dans ce cas, avantage du couplage vo-
lumique, tout en augmentant la taille des systéemes a résoudre par rapport au cas surfacique, mais comme
observé dans [133], ce couplage L?-volumique n’a pas de sens en continu. Et en discret, il est juste sensé
approcher l'opérateur de couplage Arlequin dual (avec A dans le dual de H 1(QC)). Nous écartons donc ce
type d’opérateur de couplage dans la suite. Lorsque nous utilisons 'opérateur de couplage classique H'!
nous voyons que les performances du GC Préconditionné ou non Préconditionné sont, pour les méthodes
de couplage V. et PV. dans le cas macro ou micro, meilleures que pour les deux couplages S. (macro et
micro). Aussi nous observons que la vitesse de résolution du GC non préconditionné pour les méthodes
de couplage V. et PV. macro est plus rapide que celle du GC Préconditionné pour les deux couplages S..
Cependant, contrairement a notre intuition de rendre le plus possible 'opérateur de couplage Homogene
a lopérateur de la chaleur, le dernier graphique montre des résultats bien moins concluant. Nous avons
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FI1GURE 3.18 — Coupe du champ de température et zoom sur la zone de couplage avec le multiplicateur
de Lagrange pris dans l’espace grossier. En (a) méthode V., (b) PV. et (c) S..
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FI1GURE 3.19 — Coupe du champ de température et zoom sur la zone de couplage avec le multiplicateur
de Lagrange pris dans l’espace fin. En (a) méthode V., (b) PV. et (c) S..
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Problémes (Py;)

Logarithme de la norme relative du résidu

Evolution du résidu du GC pour I'opérateur L?

— V. micro
—— V. macro
PV. micro
——PV. macro|
——S$. micro
S. macro

Logarithme de la norme relative du résidu

Evolution du résidu du GCP pour 'opérateur L?

— V. micro
—— V. macro
PV. micro
——PV. macro|
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S. macro

Logarithme de la norme relative du résidu
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o Evolution du résidu du GC pour I'opérateur H' o Evolution du résidu du GCP pour I'opérateur H'

-10

—— V. micro
—— V. macro
PV. micro
—PV. macro|
——S. micro

S. macro
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-12
0
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Numéro de l'itération

TABLE 3.13 — Ensemble des courbes de convergence de 'algorithme de GC et GCP pour le probleme (Py;).
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alors réalisé, dans la sous-section 3.6.2, une expérimentation numérique en jouant sur les valeurs des pa-
rametres d’homogénéisation de I'opérateur de couplage énergétique.

Dans le graphique suivant nous récapitulons les nombres d’itérations nécessaires pour obtenir une
norme relative du résidu inférieure & 10719 en fonction du parameétre de taille des maillages. Et ce, en
présentant les résultats obtenus de la méme maniére que fait ci-dessus : couplage L? et GC, couplage L?
et GCP puis couplage H! et couplage thermique.
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TABLE 3.14 — Nombre d’itération de 'algorithme de GC et GCP pour le probleme (P;) en fonction de la

taille du maillage.
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Le détail des valeurs est donné dans le Tableau A.1 en annexe. Nous trouvons, dans le cas L2, une allure
semblable pour toutes les méthodes de couplage. Dans le cas de I'opérateur de la chaleur nous avons
I'impression d’une augmentation tres importante dans les cas V. et PV. lorsque la taille du maillage
diminue. Cependant dans le cas de I'opérateur H', nous notons une faible influence du parametre h sur
le nombre d’itération.

Dans le cas préconditionné nous retrouvons les mémes allures que le cas non préconditionné avec cepen-
dant une nette amélioration dans le cas de 'opérateur de la chaleur pour les méthodes de couplage V. et
PV. qui deviennent alors presque aussi rapide que la méthode S.

Maintenant, nous allons présenter les résultats du probléme (Py). L’évolution de la norme rela-
tive du résidu en fonction du nombre d’itérations de l'algorithme du GC Projeté et du GC Projeté
Préconditionné pour le cas hy du probléme (Pis) est donné au Tableau 3.15. Evidemment dans pour ce
probleme l'opérateur de couplage de type opérateur de la chaleur perd de son sens, nous avons tout de
méme mis les résultats obtenus avec, a titre informatif.

Problémes (Ps)
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TABLE 3.15 — Ensemble des courbes de convergence de l'algorithme de GC Projeté et GC Projeté et
Préconditionné pour le probleme (Pys).

Nous exposons I’évolution du nombre d’itérations de l’algorithme GC Projeté et GC Projeté et
Préconditionné en fonction de la taille du maillage.
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TABLE 3.16 — Nombre d’itérations de I’algorithme de GC Projeté et GC Projeté et Préconditionné pour
le probleme (Pis) en fonction de la taille du maillage.

Voici I’évolution de la norme relative du résidu en fonction du nombre d’itérations de 'algorithme du
GC Projeté Réorthogonalisé et du GC Projeté Réorthogonalisé Préconditionné pour le cas h4 du probleme
(Pts) est donné au Tableau 3.15.
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TABLE 3.17 — Ensemble des courbes de convergence de l'algorithme de GC Projeté Réorthogonalisé et
GC Projeté Réorthogonalisé et Préconditionné pour le probleme (Pys).

Nous exposons I’évolution du nombre d’itérations de I'algorithme GC Projeté Réorthogonalisé et GC
Projeté Réorthogonalisé et Préconditionné en fonction de la taille du maillage.
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TABLE 3.18 — Nombre d’itération de l'algorithme de GC Projeté Réorthogonalisé et GCP Projeté
Réorthogonalisé et Préconditionné pour le probléme (Pys) en fonction de la taille du maillage.

Nous observons que I'utilisation de I'opérateur de couplage classique H' donne & nouveau les meilleurs
résultats de convergence. Nous retrouvons que les couplages V. macro et PV. micro donnent toujours des
vitesses de convergence plus rapides que le couplage surfacique mais avec une différence moins prononcée.
Le couplage V. macro converge aussi plus vite sans préconditionnement que le couplage surfacique avec
préconditionnement. Les couplages V. micro et PV. macro donnent des vitesses équivalentes au cou-
plage S. micro. Nous remarquons également que le préconditionnement n’améliore que trés légerement
la convergence pour la méthode de couplage V. micro et méme dégrade celle de la méthode de couplage
PV. macro. Finalement la Réorthogonalisation améliore bien la convergence du l'algorithme GC Projeté
surtout lorsque celui-ci est Préconditionné.

Comme nous ’avons indiqué précédemment, I’observation des résultats de convergence pour I’opérateur
de couplage homogénéisé de type opérateur de la chaleur, nous amene a réaliser une expérimentation
numérique sur les parametres d’homogénéisation que nous exposons dans la sous-section qui suit.

3.6.2 Expérimentation numérique sur I’homogénéité de ’opérateur de couplage H'

Nous reprenons le probléme thermique instationnaire (Py;) avec les mémes discrétisations (temporelles
et spatiales) introduites précédemment ainsi que les mémes parametres matériaux, dans le cas d’un cou-
plage classique Arlequin incompatible. Pour plus de clarté nous avons simplement multiplié ’équation de

la chaleur par - :
b PCp
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T 1
OT AT = L f dams Ix Q (3.80)
ot pCp

avec d = £ le coeflicient de diffusion. L’opérateur de couplage énergétique classique prend alors la forme
suivante :

cONT) = /Q L NT) £ d(VA-VT) 0 (3.81)

c e’l)
Nous avons alors introduit deux parametres v, et 7, devant les parties masses et rigidité de 'opérateur
de couplage.

¢\ T) = / 'ym;i?()\T)Jr'yrd(V)\-VT)dQ (3.82)

qui ont tous les deux le méme domaine discret de définition {10° | i € [—5,5]}. Nous avons lancé la
résolution du probléme avec I’algorithme de GCP en parcourant entiérement leurs domaines de définition,
nous avons mis une limite de 300 sur le nombre d’itérations de l’algorithme et un critere de convergence
de 10719 comme précédemment. Nous avons alors obtenu les résultats suivants :

_ B

Log(,)

J(
R S - - T B I R ST

0
Log(vm)

(b)

FI1GURE 3.20 — Nombre d’itérations de lalgorithme de GCP lorsque l'espace grossier est choisi comme
espace médiateur en (a) et ’espace fin en (b) en fonction des valeurs des parametres 7, et 7,.

Les zones blanches sur ces figures correspondent aux cas ou l'algorithme de GCP a dépassé la limite
d’itération. Aussi pour le cas du choix de l'espace grossier comme espace médiateur nous avons limité
la coloration a la valeur maximale de 50 itérations, d’ou la zone jaune en bas a droite. Les valeurs dans
cette zone sont en réalité proches de 200 itérations. Nous retrouvons bien le fait que, lorsque 7, prend
des valeurs tres importantes par rapport a Iopérateur de couplage est alors proche du produit scalaire
T
L? dont nous avons déja évoqué la non pertinence. Nous observons que le choix des valeurs habituelles
pour les parameétres v, et 7, sont déja les valeurs optimales. Pour le cas considéré ’homogénéisation se
2

rapprochant de 'opérateur de la chaleur correspond & une valeur du parametre v, = % ~5x1072 et
une valeur unitaire pour v, = 1. Nous observons que ces valeurs pour les parametres donnent des nombres
d’itérations plus importants, nous retrouvons ainsi les mémes tendances que précédemment. Le détail des
valeurs est donné en annexe.

Nous proposons dans la suite un exemple de mise en oeuvre de cette méthode de couplage <« compa-
tible > au cas de maillages non structurés.
3.6.3 Extension au cas de maillages quelconques

La méthode de définition du domaine local et de son maillage peuvent s’étendre a des domaines dont
le maillage n’est pas structuré comme dans le cas précédemment considéré.
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Le

FIGURE 3.21 — Schéma d’un raffinement possible pour des éléments quadrangulaires ou triangulaires
compatibles avec les éléments de la couronne.

Et a nouveau nous pouvons imaginer les deux zones de couplage comme donné précédemment :

FIGURE 3.22 — Zone de couplage appelée Volumique (V.) en (a) et pseudo-volumique (PV.) en (b).

Nous avons appliqué cette méthode de construction & un maillage quadrangulaire et triangulaire du
domaine utilisé au probléme (Ppéca), tous deux non structurés. Nous commencgons par détecter et sortir
une ceinture d’éléments du maillage global comme le montre la Figure 3.23.
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F1GURE 3.23 — Exemple de ceintures d’éléments construites pour un maillage quadrangulaire ou triangu-

laire du domaine global.

Une fois ces ceintures d’éléments sorties du code industriel, nous avons implémenté des procédures au-
tomatiques d’écriture des fichiers d’entrée d’un mailleur externe, ici le logiciel GMSH [158]. Les fichiers
d’entrée sont les fichiers définissant la géométrie a mailler (d’extension .geo), nous reprenons les ceintures
d’éléments pour définir la géométrie, ce qui nous permet de nous assurer que le maillage construit sera
compatible avec le maillage global. Nous pouvons voir une illustration des géométries a la Figure 3.24

FIGURE 3.24 — Exemple de géométrie construite a partir de la ceinture d’éléments du maillage global.

Finalement nous obtenons les maillages suivants :
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F1GURE 3.25 — Exemple de construction de maillage pour le domaine local a partir d'un maillage qua-
drangulaire ou triangulaire pour le domaine global.

Ainsi l'extension de la méthode de couplage < compatible > au cas de maillage non-structuré ne
présente pas de difficulté limitante.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons dans un premier temps développé I’écriture de trois problémes sous formes
décomposées en deux sous-domaines. Le premier étant un probleme de diffusion de la chaleur linéaire et
stationnaire, le second instationnaire et le troisieme, un probleme de mécanique 2D avec localisation et
singularité. Nous avons considéré des raccords duaux de deux types : surfacique classique et volumique
dans le cadre Arlequin. Nous avons ensuite rappelé le principe de la méthode FETI et son adaptation au
cas du couplage volumique Arlequin. Les résultats que nous avons obtenus montrent numériquement, que
I’écriture d’un couplage volumique, dans le cadre Arlequin, entre deux sous-domaines améliore globale-
ment la vitesse de convergence des méthodes de résolution du type FETI. Ceci s’expliquant par le meilleur
conditionnement des systemes matriciels, découlant de la nature volumique des opérateurs de couplage.
Nous avons dans un second temps proposé et implémenté une méthode de couplage volumique dite <« com-
patible > permettant de s’affranchir des difficultés qu’engendre la mise en place du cadre Arlequin entre
deux maillages non-compatibles (problématique d’intégration numérique pour le calcul des opérateurs de
couplage et des matrices pondérées par la partition d’unité). Nous avons alors, & nouveau, comparé les
vitesses de résolution de ce nouveau raccord avec les raccords surfaciques et obtenu les mémes tendances.
Ainsi, pour la simulation du procédé SLM, le couplage volumique méme si nous restons & une échelle
de modélisation macroscopique, basée sur le cadre de la Mécanique des Milieux Continus, apporte une
flexibilité n’engendrant pas de cofits numériques plus importants que le couplage surfacique. Et méme,
comme nous ’avons vu avec la méthode FETI, des vitesses de convergence plus rapides lorsqu’une zone
de couplage restreinte a une bande d’éléments macroscopiques est définie. Aussi nous avons pu observer
que ces performances étaient meilleures lorsque le multiplicateur de Lagrange était choisi dans ’espace de
discrétisation du domaine global (ou macroscopique). Ceci est particulierement intéressant car, lorsque des
modeles de natures différentes, comme par exemple un modéle mécanique 3D et un avec une cinématique
de type coque [159, 108], le choix de l'espace le moins riche, i.e. celui de la cinématique coque, comme
espace médiateur est nécessaire pour assurer une précision optimale de la modélisation.

Un certain nombre de questions reste en suspens et mériteraient des développements supplémentaires,
comme :

e voir l'influence sur les vitesses de convergence de la différence de pas de discrétisation entre le
domain local et global. En effet pour les applications de la méthode de couplage compatible, nous
somimes restés avec un rapport % entre les deux pas de discrétisation (hy = h et hy = %)

e implémenter un exemple plus complexe avec une géométrie pour la zone de couplage moins struc-
turée (voir la Remarque 3.2).

Profitant de la facilité de mise en ceuvre du cadre Arlequin, notamment pour le calcul des opérateurs de
couplage, que procure la définition d’un domaine local compatible dans la zone de couplage avec le domaine
global, nous avons exploré dans le chapitre suivant la possibilité d’adapter les méthodes Globales-Locales
non-invasives au cas d’un couplage volumique de type Arlequin.
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4.1 Introduction

Au Chapitre 1, nous avons vu que de nombreux travaux de modélisation ont été menés concernant
la simulation du procédé SLM, tous & une échelle bien particuliere (microscopique, mésoscopique et
macroscopique). Ainsi les méthodes numériques et codes développés sont performants pour les échelles
de modélisation qu’ils considérent. Un moyen d’espérer réaliser la simulation des complexités du probleme
de la FA d’une piece-FA, donc prenant en compte la diversité des physiques et des échelles, est d’étre
capable de faire coopérer ces développements en combinant additivement les potentialités des différentes
approches. Les méthodes Itératives Globales-Locales qualifiées aujourd’hui de < Non-Invasives >, telles
que celle initiée par Whitcomb [79] et développée de maniére plus robuste par O. Allix et ses collaborateurs
[83] ([82] et les références mentionnées) depuis une dizaine d’années, semblent étre un outil intéressant,
permettant de réaliser cette communication de maniere coopérative, tout en limitant les efforts de pro-
grammation et en conservant les structures des codes déja existants.

Ces méthodes reposent sur une stratégie particuliere de décomposition de domaine avec des couplages sur-
faciques. Cependant, pour des problématiques telle celle de la FA, ce type de couplage ne peut répondre aux
couplages inter-échelles nécessaires, notamment en dynamique. Le couplage volumique devient indispen-
sable dans ces cas 1a (voir par exemple pour le couplage atomistique/continu [160, 142, 120, 121, 122, 123],
ou pour un couplage en régime dynamique [161, 162]).

Partant de ce constat et de la facilité de mise en ceuvre qu’apportent les méthodes de couplage < non-
invasif >, nous avons exploré le couplage volumique < non-invasif/collaboratif > tout en examinant les cas
compatible et incompatible en maillage, dans la philosophie du cadre Arlequin.

Nous commengons ce chapitre par rappeler, brievement, a la Section 4.2, les méthodes précurseurs aux
méthodes IGLNI. Celles-ci empruntent, dans leur principe, 1'idée fondatrice de Schwarz [76]. Nous rappe-
lons donc brievement a la Sous-Section 4.2.1 les éléments constituants les méthodes de Schwarz. Puis a
la Sous-Section 4.2.2, nous détaillons la méthode IGLNI proposée par Whitcomb [79]. A la Section 4.3,
nous nous intéressons a ’adaptation au cas d’un couplage volumique dans le cadre Arlequin des méthodes
IGLNI. Nous commengons par rappeler en détail leur principe en considérant un couplage de type sur-
facique a la Sous-Section 4.3.1 puis, a la Sous-Section 4.3.2, nous détaillons comment nous les avons
étendues au cas d’un couplage de type volumique. A la Section 4.4, nous présentons les résultats que nous
avons obtenus pour la résolution des trois problemes que nous avons introduits au Chapitre 3, ainsi que
celui de la concentration de contrainte d’une plaque percée infinie en traction dont nous connaissons la
solution analytique. Nous comparons les vitesses de convergence obtenues pour les deux types de raccord.
La derniére section sera consacrée a quelques conclusions et perspectives.

4.2 Bref apercu des méthodes précurseurs aux méthodes Itératives
Globales-Locales Non-Invasives (IGLNI)

4.2.1 Méthodes de Schwarz

Historiquement d’apres [163], les méthodes de Schwarz sont nées lorsque H.A Schwarz, dans le but
d’étendre les démonstrations d’existence de fonctions harmoniques pour des probleémes de Dirichlet posés
sur des domaines aux formes complexes, proposa un algorithme dit alterné. Considérant un domaine
composite, séparable en deux sous domaines avec recouvrement (I’exemple classique étant donné par la
Figure 4.1) dont nous connaissons explicitement les solutions par leurs décompositions en série de Fourier.
Ensuite un grand nombre de variantes, basées sur ce principe ont vu le jour. Pour les détailler, nous
reprenons le probléme (Pys) posé sur le domaine composite 2, union des domaines 21 et Q9 se recouvrant
(mes(£21 U Q) # 0), représentés a la Figure 4.1. Nous notons 2, la zone de recouvrement, I'; et I'y les
parties de frontieres de {2y et €2y délimitant la zone de recouvrement et I'{ et I'§ leurs complémentaires.
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FIGURE 4.1 — Schéma de la décomposition de domaine.

Le premier algorithme est celui appelé Méthode de Schwarz Alternée, il consiste a construire une suite
(T7", T3) pour n > 0 en résolvant alternativement le probleme (Pys) sur les domaines 1 et Qg agrémenté
d’une condition sur les frontieres I'y et respectivement I'p, définie a partir de l'itération précédente.
L’algorithme s’écrit mathématiquement ainsi :

—kAT! = fis dans Q,  —EATY = fi,,  dans Q,
T =0 sur I'§, T =0 sur T, (4.1)
T =T sur Iy, T =Tt sur Ty,

L’algorithme est initialisé en imposant T3 = 0 sur I';. La condition de transmission entre les deux domaines
est de type Dirichlet non-homogene. Dans la pratique nous pouvons la traiter exactement de la méme
maniére qu’exposé dans la partie précédente en introduisant un champ thermique de reléevement égal sur
la frontieére a la température imposée.

Un désavantage de cette méthode est que la résolution sur un domaine €2; nécessite d’attendre la
résolution du second probléme. P.L. Lions proposa alors dans [164] un algorithme appelé Méthode de
Schwarz Parallele, permettant de paralléliser la résolution des deux sous problemes. L’algorithme repose
sur I'idée de résoudre a chaque itération les deux problémes en utilisant comme condition limite les champs
de l'itération précédente. L’algorithme construit ainsi une nouvelle suite (77",73") pour n > 0 et prend
alors la forme suivante

—kAT! = fis dans Q,  —EATY = fi,s  dans Q,
T =0 sur T, Tt =0 sur TS, (4.2)
T =Ty sur Ty, [l =T sur Ty.

I’algorithme nécessite donc l'initialisation des deux champs, réalisée en imposant T{) =0sur Iy T20 =0
sur I's.

La mise en place de ces méthodes, dans le contexte de la simulation numérique, repose évidemment sur
une discrétisation du probléme (Tll, T2l) . Nous reprenons donc la forme discrétisée introduite précédemment
de ce probleme. Nous supposons que la triangulation 7q facilite la définition de la sous structuration de
Q en deux sous domaines 21 et Q5. Nous prenons ainsi T compatible avec les deux frontieres I'y et I’y
comme le montre la Figure 4.2. Nous introduisons les matrices de restriction R; des noeuds internes de €2
vers ceux de {);, nous avons ainsi les matrices de prolongement RiT pour ¢ = 1,2. La matrice de rigidité
K, du domaine ); s’exprime ainsi :

K; = R;KR]. (4.3)
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FIGURE 4.2 — Schéma de discrétisation compatible du domaine €2 avec les frontiéres internes.

: . Z n+1 n+1 N
Les champs thermiques discrets sont notés T7™" € My, 1(R) et T5" € My, 1(R) ot Ny et Ny sont les
nombres de noeuds des deux domaines. Afin de traiter la condition de transmission, nous introduisons
les matrices de restriction R}" des noeuds du domaine €2; vers ses noeuds internes et procédons a un
relevement. Nous ré-écrivons alors les champs thermiques sous les formes suivantes :

Ty = Ry 07 4 TP et T = RY 03 4+ Ty (4.4)

avec 07! € Myin ;(R) avec Ni™ le nombre de noeuds internes de ;. Nous définissons alors les champs
i
de relévement comme :

T;"H = RiR] Ry 03 et Ty""! = RoRT R 077 (4.5)

En développant et restreignant les systemes matriciel des deux domaines sur le noeuds internes, nous
obtenons le systéme matriciel suivant :

A o) /e " (o -B,) [(0.\" [(F
Boa) @) =0 )@ ()

A, =R"K; R™" pouri=12 B; = R"RRI R et By = R'R,RY R (4.7)

avec

Avec cette écriture, la méthode de Schwarz Alternée peut s’interpréter comme ’algorithme de Gauss-Seidel
par bloc appliqué au systéme, dit augmenté, suivant :

~ ~ Al ]:3)1 01 Fl n
- 2)(3)- ()

De la méme facon, l'algorithme de Schwarz Paralléle prend la forme suivante

A o) (e 0o -B,\ [(6,\" [F
0 a) ) (s )6 () 4

qui s’interpréte comme 1’algorithme de Jacobi par bloc appliqué au systéme augmenté (4.8). Aussi, nous
pouvons ré-écrire I'itération (4.9) sous la forme suivante :

n+1 n <1 n
OG5 ) e

Nous pouvons alors interpréter ’algorithme de Schwarz Paralléle comme une méthode itérative de résolution
du systéme augmenté et préconditionné.

Comme il est expliqué dans [163], quand bien méme la matrice de rigidité K du systéme matriciel
associé au probléeme mono-domaine est symétrique, rien n’indique a priori que la matrice de rigidité du
systéme augmenté soit symétrique. La méthode du GC n’est alors plus applicable mais d’autres méthodes
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de type Krylov ont été développées pour les problémes non symétriques (par exemple GMRES) plus per-
formantes que les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel par bloc. D’autres algorithmes de résolution ont
été développés afin de rétablir la symétrie.

La premiere que nous exposons est la méthode de Schwarz Additif. Elle consiste, en s’inspirant de
I'interprétation faite de I’algorithme de Schwarz Paralléle comme une méthode itérative, a préconditionner
le systeme matriciel du probléeme mono-domaine :

M, KT = M (F (4.11)

avec le préconditionneur inspiré de la méthode de Schwarz Paralleéle :

2
ML= RIRM AR R, (4.12)
=1

Puisque la matrice K est symétrique, le préconditionneur de Schwarz Additif MZ; I’est aussi et 1’algo-
rithme de gradient conjugué peut-étre appliqué. Cependant, comme le démontre [163] la convergence de
la méthode n’est pas assurée.

La Méthode de Schwarz Multiplicative est la version séquentielle de la méthode de Schwarz Additive,
ses itérations prennent la forme suivante :

T2 =T+ RTR"T A7 R® Ry (F - KT")

| o o . (4.13)
T = T £ R R AT RY Ry (F - KT 7)

La convergence de cette méthode peut étre démontrée comme l'indique [163]. Cependant, comme nous
I’avons vu, le systeme préconditionné associé étant non symétrique, puisqu’il correspond a une méthode
de Gauss-Seidel par blocs, il ne peut étre résolu par la méthode de GC.

Une version améliorée de I'approche Schwarz Additif est la méthode de Schwarz Additive Restreinte
introduite par [165]. Son principe est d’introduire des matrices de restriction RY, construisant a partir de
la décomposition avec recouvrement, un décomposition sans recouvrement. Les itérations prennent alors
la forme suivante :

2
T =17+ S R R AR R, (F - KT7) (4.14)
i=1
Cette modification a l'avantage de rendre l'algorithme convergent et d’améliorer sa performance. Cepen-
dant elle fait perdre la symétrie du préconditionneur.

Ces méthodes de Schwarz classiques nécessitent, pour converger, une zone de recouvrement entre les
domaines de mesure non nulle. Afin d’étendre leur utilisation au cas de décomposition de domaine sans
recouvrement, P.LL Lions proposa dans [166] d’utiliser, non plus des conditions de transmission de type
Dirichlet, mais des conditions de type Robin. Cette modification, en plus d’ouvrir le cadre d’applica-
tion des méthodes aux décompositions sans recouvrement, permet d’améliorer nettement les facteurs de
convergence et ce méme avec recouvrement. Ce changement de condition limite ouvre un nouveau cadre
appelé Méthode de Schwarz Optimisée (voir [167]). Les conditions limites, dans le cas de la méthode de
Schwarz alternée, passent de I’écriture

TlnJrl =T5 surIy, T2n+1 = T1"+1 sur I'o. (4.15)

a celle-ci
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0 n+1\ __ 0 n y 0 n+1\ __ 0 n—+1 .
(i?rl +51> <T1 ) = (E)n +Sl> (T3') sur Iy, (811 +52> <T2 ) = <3n —i—Sg) (T1 ) sur I's.
(4.16)
avec S;, © = 1,2 des opérateurs linéaires définis sur U'interface I';. Le choix des opérateurs se porte sur

ceux qui apportent le meilleur taux de convergence.

Ces méthodes de Schwarz ont été adaptées au contexte de la simulation de problémes mécaniques multi-
échelles, présentant donc localement une difficulté, traitée par la Méthode de Zoom Structural (MZS), i.e.
I'introduction d’un domaine local plus fin que le domaine global (cf. [168][169]). D’autres travaux ont été
menés sur les MZS développant des outils performants de transferts d’information entre les maillages in-
compatibles des domaines local et global (cf. [170]). Ces méthodes de transfert de champ ont premiérement
été développées dans un contexte plus général que les MZS dans [171]. Comme les auteurs I'indiquent, ces
méthodes se prétent particulierement bien aux transferts de champs pour des analyses multi-physiques ou
des maillages différents, d’'une méme structure, sont utilisés pour les différentes physiques. Ceci est, comme
nous ’avons vu au Chapitre 1, le cas des simulations thermo-mécaniques macroscopique du procédé SLM,
ces méthodes semblent donc adéquates a cette problématique.

Historiquement, dans le contexte de la ré-analyse de probleme mécanique de type Globales-Locales,
une premiere méthode itérative fut proposée par Whitcomb dans [79] dont nous rappelons briévement le
principe dans la sous-section suivante.

4.2.2 Méthode Itérative Globale-Locale de Whitcomb

Pour illustrée le principe de sa méthode, Whitcomb considére le probleme d’une plaque trouée, oc-
cupant la fermeture d’un domaine noté €2, illustrée a la Figure 4.3. Celle-ci consiste a définir une zone
contenant le trou, notée €2; et la remplacer par un autre domaine, plus simple, nécessitant une discrétisation
éléments finis moins fine, noté Qg. Le complémentaire de ces deux domaines est noté Q;. En reprenant
le formalisme et le hypotheses de article [79], Le probléeme de mécanique linéaire, réel, s’écrite sous la
forme matricielle suivante :

1,r
(Kl + Kl) 0" = F avec §" = % (4.17)
g 51

et ou la matrice de rigidité est décomposée en deux termes, le premier étant la contribution du domaine
Q}J et le second du domaine §2;. De méme, le probléme simplifié prend la forme matricielle suivante :

1,s
(Kgl + Kg2) 0% = F avec §° = (%’3 ) (4.18)
L’algorithme que l'auteur propose est le suivant :
i) Résoudre le probléme simple, nous obtenons alors 6°.
ii) Résoudre le probléeme local, portant sur le domaine €2; en imposant le déplacement obtenu a ’étape
i) comme condition limite. Nous obtenons alors le vecteur ¢;
iii) Calculer le résidu ¢ définit comme

61’5
_ 1 _ _
v = (Kj +K)§— Favecd = < ] ) (4.19)

iv) Vérifier la convergence en calculant la norme du résidu. Si celle-ci n’est pas atteinte nous continuons
les itérations.
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FIGURE 4.3 — Probléeme mécanique considéré par Whitcomb pour illustrer sa méthode dans[79] (figure
prise dans le papier d’origine).

v) Calculer une correction de déplacement avec ’équation suivante (qui nous semble manquer de
précision)

As=— (K} +K2) . (4.20)

vi) Recommencer & partir de 1’étape ii).

Cette méthode converge vers de bons résultats d’apres les exemples donnés par 'auteur dans les

articles [79, 80, 81]. Telle que présentée, elle considére qu’il y a une compatibilité de maillages & U'interface
I' entre les trois domaines Q;,Qg et ;. Par ailleurs la correction au cours des itérations se fait sur le
champ des déplacements.
Les méthodes Itératives Globales-Locales, plus récentes, sont plus claires et procedent par ajustement
d’une densité surfacique d’effort. C’est précisément a cette méthode que sera consacrée la premiere partie
de la Section 4.3. La seconde partie est consacrée a ’extension de cette approche au cas du couplage
énergétique-volumique du cadre Arlequin.



4.3. METHODES GL ITERATIVES ET NON-INVASIVES : COUPLAGE VOLUMIQUE 141

4.3 Méthodes Itératives Globales-Locales et Non-Invasives (IGLNI) -
Extension au couplage volumique

Nous commencgons d’abord par détailler le principe des méthodes Globales-Locales dans leur cadre
classique de couplage surfacique puis nous proposons une extension au couplage volumique.

4.3.1 Rappel du principe des méthodes IGLINI

Afin de présenter le principe des méthodes IGLNI, nous considérons un solide occupant la fermeture
d’un domaine noté 2 et schématisé a la Figure 4.4a. Nous supposons que le solide présente une (ou des)
criticité locale qui peut-étre une altération, une singularité ou un chargement localisé..., (une fissure est
considérée ici pour 'illustration). Les méthodes IGLNI, & I'instar de la méthode proposée par Whitcomb,
consistent & remplacer la (ou les) zone dite locale Q; dont le domaine complémentaire, global, sera
noté y, comportant une difficulté physique, par un modele simplifié, de simplicité comparable a celle
du sous-domaine global (cf. Figure 4.4b). Nous qualifions cette nouvelle zone d’auxiliaire Q, (cf. Figure
4.4c). L’union composée du complémentaire de la zone locale et de ce domaine auxiliaire forme le domaine
simplifié 2%, cf. Figure 4.4d. La zone locale est extraite et conservée, un traitement numérique particulier
sera réalisé en fonction de sa nature.

9
- - h Al
e s A
7’ \
’ 1
1 1
1 7
1 /\
\ 7’
1 _-7 F F
“ e
-
Domaine de réel Domaine local

(a) (b)

QS ~ (/)C Qa

Domaine simplifié Domaine auxiliaire

(c) (d)

FIGURE 4.4 — Exemple générique de décomposition de domaine pour une résolution du type global/local.

Afin d’illustrer la démarche de définition et de résolution des méthodes IGLNI, nous reprenons le
probléme (Py) pour lequel nous pouvons imaginer vouloir supprimer du probleme implémenté dans
un code commercial, la source de chaleur intense localisée ainsi que les trous. Nous commencons par
décomposer ’écriture locale du probleme de référence sur les sous-domaines €2, et €);. Nous supposons la
source de chaleur ainsi que les trous entierement inclus dans le domaine 2; lui méme entiérement inclus
dans Q de sorte que 9Q = 0Q° = (0Q,\I') et I' = 9Q; = 9Q,. Nous rappelons la formulation locale du
probléme (Pys) décomposé en deux sous-domaines.
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Formulation 4.1: Formulation locale décomposée en deux sous-domaines du probleme

(PtS)
Trouver les champs T, et T; tels que :
—kATy; =0 dans €, (4.21a)
—kAT; = fias dans €, (4.21b)
Ty =0 sur 0Q\I', (4.21c)
Ty =1, sur I’ (4.21d)
¢, n=¢;'n sur I’ (4.21e)

avec n le vecteur normal unitaire sortante du domaine ;.

L’idée ensuite est d’introduire dans le probleme simplifié, une densité surfacique de flux thermique
définie sur la frontiere I', notée ¢., permettant de tenir compte de l'effet de la criticité locale dans
la modélisation simplifiée. Cette densité surfacique d’effort de correction étant a priori inconnue et ne
pouvant /souhaitant résoudre directement le probléme réel, un algorithme itératif de résolution a alors été
proposé. Il consiste & initialiser la densité surfacique de flux thermique ¢? = 0, puis & construire une suite

(T;’l, TCIL,TZZ) pour [ > 0 avec les étapes suivantes :

—kAT;’lJrl =0 dans Q,
—kATH =0 dans €,
Probleme simplifié TgS’H'1 =0 sur 0Q \I', (4.22a)
T;’ZH =Tt sur I
¢;’l+1 -n = ¢é+1 -n+ ¢lc sur I’
—kAT ™ = flas dans €,
Probléme local T =1t sur I, (4.22b)
d)lS’Hl ‘n= ¢;’l+1 ‘n sur
mise & jour Pl =l n— ¢ nsur T (4.22¢)

Classiquement, la convergence de 'algorithme Global-Local est mesurée au moyen d’une norme relative
du résidu d’équilibre, définie ainsi :

Pt — gl
Hl—J——————EE (4.23)

rés

I+1
c

0,r

Un autre indicateur qui nous semble pertinent, dans le cadre d’utilisation des méthodes IGLNI comme
méthode de ré-analyse locale, est la mesure des variations d’une quantité d’intérét locale. Ainsi nous avons
considéré les variations de la norme du champ primal du domaine local dans une zone d’intérét, notée €2;.
Cet indicateur est calculé, par exemple, pour les problémes thermiques, de la maniére suivante :

I+1 l
1 HT‘”QZ _,I'”Qz

o = T 60, o g

0,82 (4.24)

Cette approche se justifie en mécanique statique par le Principe de Saint-Venant (formulé par Adhémar
Barré, comte de Saint-Venant [172]) qui énonce que les contraintes et déformations dans une région d’un
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solide en équilibre et suffisamment éloignée des points d’application d’efforts extérieurs ne dépendent que
de la résultante de ces efforts. Ainsi si la zone de mesure de la quantité d’intérét est assez éloignée de
I'interface de raccord ou de la zone de couplage, il n’est pas utile de pousser I'algorithme de résolution
jusqu’a atteindre un critére de convergence élevé sur le résidu d’équilibre, i.e. le champ de correction ¢,
il suffit de capter sa résultante.

Afin de mettre en place numériquement cette stratégie, nous discrétisons les problémes et commencons
premiérement par le probléme (4.21). La continuité des déplacements a linterface I' est, comme aux
parties précédentes, imposée a 'aide de la méthode du multiplicateur de Lagrange. Nous avons donc pour
le probléme simplifié :

Formulation 4.2: Formulation variationnelle du probléme (Pis) simplifié sur deux sous-

domaines
Pour une densité surfacique de flux donnée ¢, trouver les champs (Tgs T, /\s) € V§ x V* x M,
tels que :
ag(Ty, Ty) 4+ br (X, Tp%) = 1g(T2*) — br (e, Ty™) VT, eV, (4.25a)
ao(To, T) — bp(N*,T0) = 1,(T7) VT e Ve, (4.25b)
br(pw,Ty—T,) =0 Y € Ms. (4.25¢)

avec 'opérateur de couplage br donné par :
e\ T) = / ATdT (4.26)
r

Nous introduisons pour les différents domaines une triangulation ng, Ta, et To, et construisons les
mémes espaces d’approximation éléments finis qu’au chapitre précédent. Au chapitre précédent, nous
avons observé que les vitesses de convergence du solveur FETI pour le cas d’un couplage surfacique et
volumique étaient les meilleures lorsque 'espace de définition du multiplicateur de Lagrange était choisi
comme la restriction de I'espace grossier a l'interface I'. Nous avons donc défini M = V§|.. Par ce choix,
I’espace facilitant le plus la mise en place des méthodes IGLNI pour la définition de la densité surfacique
d’effort ¢. est également la restriction de ’espace grossier a l'interface I'. Nous avons donc recherché ¢,
dans l'espace M;. Nous donnons maintenant directement la forme matricielle du probléme simplifié :

Formulation 4.3: Formulation discréte du probléme (Pis) simplifié et décomposé en

deux sous-domaines

Pour une densité surfacique de flux de chaleur discrete donnée ¢, € M, NAg,I(R)a trouver les champs

(T3, T, X5 ) € My, 1(R) x My, 1(R) x My, 1(R) tels que :

K, 0 Bg T; _ng;d)c
0 K, -BL||T.|= 0 (4.27)
B, -B,, © A 0

L’algorithme de résolution, apres avoir initialisé ¢8 = Op, (ou Oy, est le vecteur nul de dimension N} ),
prend alors la forme suivante
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K, 0 BI) [TsH ~B ¢,
Probleme simplifié 0 K, -BL|| T |= 0 (4.28a)
l
B, By O sl 0
. K, -B]\ (T F,
Probleme local <_Bl 0 )‘§+1 = —BlgTZ’ZH (4.28b)
mise & jour AR VR )\Z’ZH (4.28¢)

Les écritures que nous avons développées jusqu’a présent suppose que le domaine local €2; a une
frontiere extérieure compatible avec celle du domaine global €2,. Afin de s’affranchir de cette nécessité
qui peut ne pas étre remplie lorsque, par exemple, le code industriel ne permet pas de définir un contour
et de générer un maillage compatible avec ce contour (I" dans nos exemples), les auteurs de larticle [82]
propose une approche de couplage Global-Local non-conforme. Celle-ci consiste a déterminer, a partir de la
frontiere extérieure I'; du domaine local, les éléments du domaine global simplifié entiérement inclus dans
la zone entourée par I';. Un exemple est illustré a la Figure 4.5, ou la frontiere extérieure rectangulaire du
domaine local apparait en rouge et les éléments internes du domaine global en vert, sur la partie zoomée.
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FIGURE 4.5 — Maillages utilisés pour le couplage volumique incompatible des méthodes non-invasives.

L’ensemble de ces éléments internes définit le domaine auxiliaire 2, avec sa frontiére externe notée I',. La
densité surfacique de correction ¢, est alors définie sur cette interface. L’algorithme itératif de résolution
reste globalement le méme, nous le donnons ci-dessous dans le cas du probléme (Pys).

ag(TyH T) + b, AL, T) = —br, (0L, Ty) VT € VS,

c)

Probléme simplifié ag(TL, TF) = b, AL, T =0 VIr eV,  (4.29)
br, (1, Tyt = T,7) =0 i€ M,
a (T, T7F) = by, AN, 1) = 1(T7 VT e VY,
Probléeme local { o 1) = br l+l1) ((7) 11 : (4.29b)
_bFl (,U'> Tl ) = _bFl (:uv Tg ) Ve M
transfert du champ dual PYARIE ;\;’Hl (4.29c¢)
mise & jour Pl = ;\Z’l+1 - )\Z’ZH (4.294d)

Il est a noter quune étape de transfert du multiplicateur de Lagrange défini sur la frontiere Iy,
permettant d’imposer le déplacement global au domaine local, vers la frontiere I'; est nécessaire. Le
calcul du multiplicateur de Lagrange transféré est donné par I’équation (4.30). Nous rappelons que nous
n’avons considéré dans le modele du probléme simplifié aucune source thermique.

br, AL TY) = /Q ¢ (1) - vy Ao, vIy ey, (4.30)
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Nous pouvons remarquer que, la densité volumique de flux de chaleur ¢l”+1 étant définie sur le maillage

du domaine local, I'intégrale pour étre calculée proprement, nécessite des tests et calculs d’intersections
entre les mailles locales et globales ou des transferts de champs. Ces difficultés sont de méme nature que
celles rencontrées pour le calcul exact des termes de 'opérateur de couplage du cadre Arlequin dans le
cas de maillages incompatibles.

Pour les deux variantes des méthodes IGLNI, le probleme simplifié étant implémenté dans le code
industriel, il n’est pas toujours possible de le résoudre sous sa forme décomposée en deux sous-domaines.
Une possibilité est alors d’ajouter en paralléle de la résolution du probléme fin dans ’algorithme itératif, la
résolution d’un probléme auxiliaire, oit nous imposons le déplacement global sur I'interface I' (ou I', dans
le cas de la méthode IGLNI non-conforme) du domaine 2, avec le méme modéle que celui introduit pour
le probleme simplifié. Ce probléme auxiliaire s’écrit alors, dans le cas des méthodes IGLNI et conformes :

Formulation 4.4: Formulation variationnelle du probléme auxiliaire

Un champ thermique global étant donné Ty, trouver les champs (75, A*) € V§ x M tels que :

ag(Ta, T) — br(X*, T) = 0 VT € Ve, (4.31a)
— by (p, Ta) = —br(, T,) Vi€ M,. (4.31b)

L’algorithme de résolution est donc un peu modifié et nous le donnons directement avec les systémes sous
forme matricielle de chaque probleme :

Probléme simplifié KT = —B"¢! et T, = R,T'! (4.32a)
. K, -B]\ [T\ _ F,
Probleme local <_Bl 0 ) ()\f“ = —BlngqH (4.32b)
K _RBT Ti+1 0
Probléme auxiliaire ¢ a9 o = 4.32¢
(‘Ba 0 ) (Ag’m) (‘BagTﬁzH (4582
mise a jour Pl = )\ﬁ+1 — )\;’I‘H (4.324d)

avec K la matrice de rigidité du domaine 25, B la matrice de couplage de 'interface I' au domaine {2
et Ry la matrice de restriction du domaine €2, sur le 2,. Nous avons pour ’ensemble de nos applications
utilisé la seconde écriture des méthodes non-invasives, i.e. le probléme global résolu en mono-domaine.

Maintenant que nous avons détaillé le principe des méthodes IGLNI, développées historiquement avec
un couplage surfacique, nous proposons, dans la partie suivante, leur extension au cas d’un raccord de
type volumique.

4.3.2 Extension au raccord volumique

Nous proposons d’utiliser un raccord volumique, dans la philosophie du cadre Arlequin, en lieu et place
des raccords surfaciques. Pour illustrer, nous reprenons le probléeme avec la fissure. Nous décomposons
le domaine ) en deux sous-domaines, un local €; et un global €1, se recouvrant dans un domaine €2,
d’épaisseur non nulle, cf. Figure 4.6a. De méme nous extrayons le domaine local €, cf. Figure 4.6b et le
remplacons par un domaine auxiliaire €, cf. Figure 4.6¢c. L'union du domaine global €, et du domaine
auxiliaire forme le domaine simplifié Q7 cf. Figure 4.4d.

Nous introduisons cette fois-ci dans le probléeme simplifié une densité volumique d’efforts définie dans
la zone €., notée encore ¢.. Nous ré-utilisons les ingrédients du cadre Arlequin ainsi que les formes
pondérées définies au chapitre précédent. Cependant, pour la résolution du probleme local, étant le seul
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FIGURE 4.6 — Exemple générique de décomposition de domaine pour une résolution du type global/local
avec un raccord de type volumique.

domaine présent, il n’est pas nécessaire d’introduire de partition d’unité. L’algorithme de résolution est
exactement le méme que dans le cas de raccord surfacique, nous le redonnons donc directement ici

ag(TIHLT) + e\ T ) = —e(¢h, Ty) VT € Vi,
Probléme simplifié ag(ToT3) — e(NT) = 0 VT e Ve, (4.33a)
c(,u,Tgl+1 — T =0 Y e M,
a (T, 1) — e\, 1) = (T VI e V',
Probléeme local { o 1) e l+l1) (I7) 1 : (4.33Db)
—c(p,T)) = —c(p, Ty™)  VueM,
mise & jour PLtt = AT )\_f]’l“ (4.33¢)

avec ¢(.,.) Popérateur de couplage volumique défini aux chapitres précédents. Nous rappelons que, comme
détaillé au Chapitre 3, avec cet opérateur de couplage, la densité volumique ¢. est homogeéne a un champ
de déplacement. De méme que pour le raccord de type surfacique nous avons choisi, pour 'espace de
définition du multiplicateur de Lagrange ainsi que pour la densité volumique ¢., la restriction de I’espace
grossier a la zone de couplage : M, = V§ |q,- Pour mesurer la convergence de I'algorithme nous avons
considéré 'indicateur suivant :

I+1 l
qj)c+ _¢c

I+1
c

i
rés

082 (4.34)

los.

ainsi que le méme indicateur que pour le couplage surfacique portant sur une quantité d’intérét.
Avec cette écriture il est nécessaire, pour le probleme simplifié, de définir un champ de partition d’unité
comme dans la définition classique du cadre Arlequin. De méme que pour un couplage surfacique, il est
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possible de résoudre le probleme simplifié sous une écriture mono-domaine et d’ajouter, en parallele de la
résolution du probleme local, la résolution du probléme auxiliaire. Ainsi, il n’est plus nécessaire de définir
de champ de partition de 'unité pour le probléme simplifié (et pour les autres) et le code commercial doit
simplement pouvoir gérer une densité volumique d’effort définie dans la zone de couplage (2.

L’algorithme Global-Local itératif que nous avons présenté en nous basant sur le probleme (Pys) est
directement adaptable aux problemes (Py;i) et (Pmeca). Nous donnons donc, dans la sous-section suivante,
directement les résultats de convergence que nous avons obtenus et comparons les performances du cou-
plage surfacique et volumique.

4.4 Tests et résultats numériques

Dans toutes les simulations présentées nous avons considéré un maillage compatible entre le domaine
complémentaire et auxiliaire a 'interface I'. Les maillages pour les problémes thermiques (Pys) et (Py)
sont illustrés par la Figure 4.7 et pour le probléme mécanique (Ppeca) par la Figure 4.8. Sur la Figure 4.8
(¢), nous pouvons voir figurer les éléments du domaine global, en vert, formant la zone de couplage et en
bleu la zone d’intérét sur laquelle est calculé le critére de convergence.
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FIGURE 4.7 — En (a) figure le maillage du domaine global pour le couplage surfacique, en (b) pour le
couplage volumique avec en vert les éléments de la zone de couplage. En (c) est illustré le maillage du
domaine local ou figure en bleu la zone d’intérét ainsi que les éléments de la zone de couplage en vert.

De méme, les maillages utilisés pour le probléeme de mécanique (Ppeca) sont présentés a la Figure 4.8.
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FIGURE 4.8 — En (a) le maillage du domaine global est illustré pour la cas du couplage surfacique, en
(b) dans le cas du couplage volumique avec en vert la zone de couplage. En (c) est illustré le maillage
du domaine local ot apparaissent en vert les éléments grossiers de la zone de couplage et en bleu la zone

d’intérét.



4.4. TESTS ET RESULTATS NUMERIQUES

149

Nous avons obtenu les courbes de convergence de ’algorithme Global-Local itératif suivantes :

Probléme (Pis)

Logarithme de la norme relative du résidu

——GL surfacique
—— GL surfacique non-conforme|
GL volumique

—
=

——GL surfacique
—— GL surfacique non-conforme|

GL volumique

10
12 . . . . . . . ) 2 . . . . . . )
10 15 20 25 30 35 40 45 5 10 15 20 25 30 35
Numéro de l'itération Numéro de 'itération
2
— GL surfacique — GL surfacique
= — GL surfacique non-conforme — GL surfacique non-conforme|
= ot GL volumique GL volumique
s 2
E
5o
6
3
g -8
1=}
[}

Logarithme de la norme relative du résidu

40 60 80 100
Numéro de 'itération

|
120 140 160

10
12 I I I I ) 12 I I I I I I )
10 20 30 40 50 5 10 15 20 25 30 35
Numéro de I'itération Numéro de I'itération
10
—— GL surfacique
8 - GL surfacique non-conforme
GL volumique
6
4
2

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Numéro de litération

TABLE 4.1 — Ensemble des courbes de convergence de la méthode IGLNI pour les trois problemes avec
I'indicateur portant, a gauche, sur le résidu d’équilibre et a droite sur la quantité d’intérét.

Nous pouvons voir que les tendances des courbes de convergence dans le cas de I'indicateur portant
sur le résidu d’équilibre sont trés proches pour les approches Globales-Locales surfacique et volumique
et par contre bien moins rapide pour ’approche surfacique non-conforme. Aussi nous pouvons voir que
I'indicateur portant sur la quantité d’intérét donne une convergence plus rapide avec la méme consigne
de 107'% comme le montre le Tableau 4.2. Une valeur de 10719 pour le critére défini comme la norme L2
du champ primal dans la zone d’intérét est tres forte. En considérant une valeur moins importante, par
exemple 10~%, nous obtenons pour ces trois méthodes un nombre d’itérations proche de la dizaine ce qui
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reste trés raisonnable.

Probléeme (Pys) Probleme (Py;) Probléeme (Peca)
Theés nQI nQr1 Tlrés nQI nQI Theés nQrI nQI
10710 10710 1076 10710 | 10710 107¢ 10710 10710 1076
S. 14 10 7 14 12 7 31 31 18
S. N.C 46 32 14 45 31 14 155 90 24
V. 13 12 7 16 15 8 38 32 19

TABLE 4.2 — Différentes tailles de maillages considérées et le nombre de degrés de liberté qui en découle.

Dans le but d’améliorer les algorithmes Globaux-Locaux non-invasifs et d’obtenir toujours les meilleures
vitesses de convergence, les auteurs de [82], font le lien entre ces méthodes et la méthode de Schwarz Op-
timisée, permettant ainsi de profiter du large cadre de leur analyse théorique. Ils récapitulent plusieurs
variantes de l'algorithme introduites dans la littérature avec, premierement, une ré-écriture de l'algo-
rithme sous la forme d’un algorithme de Point Fixe et I’emploi de technique de relaxation statique et
dynamique. Des méthodes de Newton, Quasi-Newton ou de Gradient Conjugué (GC) peuvent également
étre appliquées a I'opérateur donnant I'incrément de 'algorithme de Point Fixe. Ces méthodes n’ont pas
été considérées ici. Cependant nous pouvons toujours conclure que les méthodes IGLNI utilisant un cou-
plage surfacique et volumique ont des tendances de convergence proches. De plus, a chaque itération de
I’algorithme Global-Local non-invasif, la résolution du probleme local et, s’il est nécessaire, du probleme
auxiliaire ou, s’il est écrit sous forme mixte, du probleme global, peut se faire par la méthode FETI
comme détaillée au Chapitre 3. Comme nous I’avons montré numériquement, avec ’emploi des méthodes
< non-intrusives >, le couplage volumique présente des vitesses de convergence meilleures.

En plus de ces trois problémes, nous avons également considéré le probléme d’une plaque de dimension
infinie, percée et soumise a des efforts de traction, comme le montre la Figure 4.9. La forme analytique
de la contrainte gy sur le bord du trou est connue (voir [173]) et est donnée par :

ogo = fs (1 — 2cos(h)) (4.35)
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FIGURE 4.9 — Géométrie implémentée pour représenter la plaque infinie percée et maillages utilisés.
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Afin d’approximer ce probleme posé sur un domaine de taille infinie, nous avons considéré une géométrie
dont les dimensions, ainsi que les parameétres physiques sont récapitulés dans le Tableau 4.3. Aussi, pour
des raisons de symétrie, nous n’avons considéré qu’un quart de la géométrie.

Géométriques Symboles| Valeurs | Physiques Symboles| Valeurs
Longueur du domaine L (m) 200 x Module de Young E (GPa) 114
1073
Rayon du trou R (m) | 5x 1073 || Coefficient de Poisson v (1) 0.34
Longueur zone locale a(m) | 25x1073 || Densité surfacique d’effort | fs (IV - 2 x 108
m)
Epaisseur zone de couplage | ¢ (m) 4 %1073

TABLE 4.3 — Ensemble des parameétres du probleme

Nous affichons les contraintes de Von Mises obtenues a convergence dans les différentes domaines.
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Nous avons obtenu les courbes de convergence suivantes en considérant la norme du résidu d’équilibre.

CHAPITRE 4. STRATEGIE GL VOLUMIQUE NON-INVASIVE

Couplage Surfacique

Couplage Volumique

10° 10°
02 " 02 .
7 7
0.18 6 0.18 6
5 5
0.16 0.16
T 4 3 4
= =
0.14 3 0.14 3
2 2
0.12 0.12
1 1
0.1 0.1
01 012 014 016 018 02
= (m)
x10°
0125
7
012 6
5
B 4
>
011 3
2
0.105
1
0.1
01 0105 011 0115 012 0125
x (m) x (m)
Domaines locaux
10° 10°
0.106 g 3 0.106 g X
7 7
0.105 . 0.105 .
0.104 5 0.104 5
£ o103 4 Zo.108 4
= =
3 3
0.102 0.102
2 2
0.101 0.101 ‘
1 1
0.1 0.1
0.1 0.102 0.104 0.106 0.1 0.102 0.104 0.106

« (m)

x (m)

Zoom sur le trou des domaines locaux

TABLE 4.4 — Contraintes de Von Mises dans les différents domaines.
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FIGURE 4.10 — Comparaison des courbes de convergence par rapport a la norme du résidu.

Nous observons que le couplage volumique, a la différence des probléemes précédents, présente une vitesse
de convergence meilleure que le couplage surfacique. Nous avons comparé la composante des contraintes
oy obtenue par rapport a la forme analytique connue en les tracant sur la Figure 4.11.

9
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2 o Surfacique
+ Volumique

53

5.4

55
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5.7

agg (Pa)

5.8 |

59 |

61 v 6.1 588

FIGURE 4.11 — Comparaison de la contrainte ogg obtenue numériquement avec la formule analytique
théorique.

Comme nous ’avons suggéré dans la partie précédente, utiliser la norme du résidu d’équilibre pour analyser
la convergence, dans le cadre d’un ré-analyse locale d’un probléme multi-échelle n’est pas forcément la
solution la plus pertinente. En effet comme nous le montre la Figure suivante, ’erreur commise par rapport
a la solution analytique converge bien plus vite. Cette erreur est calculée comme la norme relative L? de
la différence entre la courbe de variation de la contrainte gy sur le bord du trou obtenue par interpolation
linéaire des valeurs aux noeuds et la solution analytique.
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FIGURE 4.12 — Evolution de l'erreur par rapport a la formule analytique au cours des itérations de
I’algorithme.

Nous remarquons que finalement 4 itérations nous suffisent pour converger vers I'erreur due a la discrétisation,
ce qui se justifie bien par le principe de Saint-Venant. Nous remarquons que le couplage volumique semble
donner une meilleure précision que le couplage surfacique.

4.5 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, proposé une extension des méthodes IGLNI au cas d’un couplage de type

énergétique-volumique Arlequin. Nous avons pu la mettre en place numériquement sur les trois problemes
(Pts), (Psi) €t (Pméca) introduits au Chapitre 3 ainsi que pour le probléme d’une plaque percée infinie en
traction. Les résultats que nous avons obtenus témoignent de la faisabilité et de la pertinence de cette
nouvelle approche. En effet, les tendances de convergence de 'algorithme IGLNI pour un couplage sur-
facique ou volumique sont proches. De plus si le couplage « compatible >, développé au Chapitre 3 est
utilisé, comme a chaque étape de 'algorithme Global-Local des problemes discrets mixtes sont a résoudre,
nous pouvons imaginer un cotit numérique final plus faible pour le cas volumique que surfacique.
Cette nouvelle approche permet, combinant de maniére adéquat les méthodes IGLNI dans le cadre Ar-
lequin, pour la mise en coopération et communication de différents codes, de profiter de la flexibilité du
couplage volumique et de sa capacité a coupler des modeles réellement multi-échelles. Elle permet ainsi
de répondre au critére (Cz) ainsi que (C3) de notre CDC.

Il reste cependant un certain nombre d’analyses a réaliser :

i) Tester les méthodes de type accélération mentionnées plus haut et détaillées par les auteurs de
larticle [82].

ii) Réaliser un couplage avec un code industriel.

iii) Réaliser des maquettes de faisabilité pour des couplages réellement multi-échelles (milieu granu-
laire/continuum, analyse de criticité de défauts, etc...).

iv) Prospecter les conditions de convergence afin de mieux préciser leur spectre d’application.
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5.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode numérique permettant d’introduire aux échelles
fines (i.e. dans les Micro- et Meso-Patchs) de la stratégie de simulation du procédé FLLP développée au
Chapitre 2, une méthode de réduction. Cet objectif est motivé par deux raisons principales en lien avec
notre préoccupation (C3) de réduction des cotits numériques :

e [l'observation des résultats numériques obtenus avec 1'utilisation de notre stratégie. Comme nous
I’avons déja évoqué, la solution thermique autour des patchs atteint un régime stationnaire et celle
dans les patchs présente presque toujours les mémes motifs.

e la réduction importante et prometteuse des cotits de calcul que 'on peut espérer par la mise en
ceuvre de solveur de type POD ou PGD dans le cadre Arlequin.

Méme si I'utilisation de la POD mérite investigations, nous avons retenu l’exploration de la PGD dans
ces travaux de these :

L’utilisation locale de la PGD dans le patch mouvant Arlequin, apporte des avantages numériques impor-
tants :

e Par rapport a une approche de ROM de type POD, aucune phase de calcul d’'un ensemble de
solutions balayant les parametres considérés n’est nécessaire.

e La géométrie du domaine et les conditions limites sur lequel est posé le probleme PGD ne varie
qu’a la marge. Les modes PGD construits, pour la problématique thermique abordée ici a 1’échelle
macroscopique, au début de la simulation sont utilisables quasiment tout au long de la simulation
de la piéce (moyennant ajustements tres localisés).

L’utilisation de la méthode PGD dans le cadre Arlequin a déja été réalisée dans la littérature. En effet,
dans [126], par exemple, pour le probleme de Poisson, le cadre Arlequin est utilisé pour décomposer un
domaine non tensorisable comme le montre la Figure 5.1, ou un domaine €2 est décomposé en deux sous-
domaines €21 et 9, et deux applications sont définie pour rendre les deux domaines tensorisables. Les
trois champs solutions du probléme écrit dans le cadre Arlequin, sont recherchés sous forme séparée en
espace (décomposition en z et y).

H

Q 2

QS

F1GURE 5.1 — Utilisation du cadre Arlequin pour décomposer un domaine et le rendre tensorisable.

Dans larticle [127] un probléme mécanique linéaire comportant un détail géométrique localisé est ré-
écrit dans le cadre Arlequin afin de coupler deux modeles PGD. La construction des deux modeles réduits
est réalisée a 'aide de la méthode Large Time INcrement (LATIN) (cf. [174][175]), qui permet de traiter
de maniere itérative la résolution de chacun des problemes. Dans tous ces développements, utilisant la
méthode PGD et le cadre Arlequin, chacun des champs est approché par une forme tensorisée.

Ici, dans la Section 5.2 nous formulons I’écriture faible d’un probleme de Poisson et 'utilisons pour
illustrer le principe de la méthode PGD a la Sous-Section 5.2.1 et proposons une piste d’amélioration
a la Sous-Section 5.2.2. Nous réalisons une application numérique de la méthode PGD ainsi que de
I’amélioration proposée, au probléeme de Poisson, en deux dimensions et comparons les résultats obtenus.
Dans la seconde section (Section 5.3), nous développons par étape, une stratégie permettant de localiser,
pour le probléme thermique macroscopique, I'utilisation de la méthode PGD, dans le cadre Arlequin. Nous
commencons par considérer un probléme thermique instationnaire et linéaire, proche du probleme détaillé
au Chapitre 2, mais avec une source immobile et introduisons un domaine local, sous le laser couplé a un
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domaine global dans le cadre Arlequin. Nous introduisons ensuite I'algorithme de Gradient appliqué au
multiplicateur de Lagrange, ingrédient principal de notre stratégie nous permettant de coupler :
e un modele Global et Local discrets en temps (Sous-Sous-Section 5.3.1), dont nous réalisons une
premiere application numérique a la Sous-Sous-Section 5.3.1,
e un modele Global discret en temps et un probléeme Local continu en temps (Sous-Sous-Section
5.3.1), avec une réalisation numérique a la Sous-Sous-Section 5.3.1.

Puis a la Sous-Section 5.3.2, nous reprenons le méme probleme thermique instationnaire écrit dans le
cadre Arlequin mais avec une source mobile que le patch local suit. Avec la méme stratégie, nous couplons
a nouveau un modele Global discret en temps et un probléme Local continu en temps et réalisation une
application numérique & la Sous-Sous-Section 5.3.2. Dans une derniére sous-section (Sous-Section 5.3.3),
nous développons notre stratégie permettant de construire une représentation séparée en espace et en
temps pour la solution thermique du domaine local grace a la méthode PGD. Nous 'appliquons ensuite
au méme probléme thermique instationnaire avec source mobile considéré précédemment a la Sous-Sous-
Section 5.3.3. Puis, dans le but de diminuier les cofits numériques, nous proposons une variante a cette
stratégie et ’appliquons a la Sous-Sous-Section 5.3.3. Nous comparons tous les résultats obtenus lors des
applications numériques a une solution classique éléments finis mono-modele. La Section 5.4 termine ce
chapitre par quelques conclusions.

5.2 Introduction de la méthode PGD et premiere application

La PGD propose un méthode d’approximation particuliere de solution de problemes variationnels
(195, 96, 97]).

5.2.1 Principes de la PGD (pour un probléme de Poisson)

Pour rappeler le fonctionnement de la méthode PGD, nous considérons le probléme de Poisson posé
sur un domaine ouvert  C R?, avec

O =1%xTY, (5.1)

ouZ® =10,L[ et ZY =]0,![, avec L et [ des constantes finies. Ce domaine est illustré par la Figure 5.2.

L

FIGURE 5.2 — Ilustration du domaine 2.

La Formulation forte du probléme est donnée par (5.2).
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Formulation 5.1: Formulation locale du probleme de Poisson

Trouver le champ u tel que :

—Au=f dans Q, (5.2a)
u=0 sur Jd, (5.2b)

avec f le terme source. Sa formulation faible est donnée par (5.3).

Formulation 5.2: Formulation variationnelle du probleme de Poisson

Trouver u € V tel que Vo e V :

ao(u, v) = lo(v), (5.3)

avec :

ag(u,v):/QVu-Vv dQ? et lo(v)z/va dQ, (5.4)

et 'espace de recherche de la solution Vj étant 'espace de Sobolev H{ (£2) dont nous notons (.,.); o le
produit scalaire et ||.||; o la norme associée et f € L*(Q). La solution de ce probléme (que nous savons
unique) est aussi celle du probléme de minimisation suivant (la forme ag(.,.) étant symétrique) :

Probléme 5.1: Formulation sous forme de minimisation du probleme de Poisson

u = arg min Jp(v), (5.5)
veVp
ou la forme 7y est donnée par :
1
Jo(v) = iao(v,v) —lo(v),VveV. (5.6)

Suivant la démarche utilisée dans [176, 177] et renvoyant aux références mentionnées dans ces articles,
nous cherchons & construire une forme séparée, notée uV, approchant la solution du probléeme (5.5)-(5.6),
définie sur le domaine €2 et de la forme

Ny,
uNi(z,y) = ra(a) ® suly)  V(w,y) dans Q. (5.7)
n=1

ou N, € N* est fini et inconnu. Les fonctions mono-dimensionnelles 7, (x) et s,(y) sont appelées modes
et leur produit : R, (z,y) = r(2)sn(y) est appelé le n-ieme radical. Ces modes sont recherchés dans les
espaces de Hilbert Vi et Vi respectivement définis comme

Ve = HY(T7) et V§ = HY(2V), (5.8)
Les radicaux vivent dans la variété suivante

SP=(R=r@s|reVfesecVy} (5.9)

En généralisant la définition de S§2, nous introduisons la variété S§ avec N € N*, définie comme suit :

N
SJ%:{’U: (Zrn®sn> | T @ 5, € S pournzl,...,NeN*}, (5.10)

n=1
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Le champ u™ (z,y) vit donc dans la variété S§. Comme N reste un entier fini inconnu et que si r € V§
et s € Vy alors r ® s € Vp, nous avons u”¥ € V4.

Signalons ici un résultat mathématique important concernant l'approche PGD, da savoir que cette ap-
proche fait sens par le fait que Uespace SSL est dense dans Uespace D (Q) (I’espace des fonctions C*, a
supports compacts dans Q) lequel est dense dans lespace Vi (voir l'ouvrage de L. Schwarz [178], Théoréme
IIT page 108).

Afin de simplifier les développements dans la suite, nous supposons que la densité volumique d’effort peut
s’écrire sous forme séparée de sorte que :

f=ref. (5.11)

Nous introduisons maintenant les formes bilinéaires qui nous seront utiles par la suite, m®(.,.), m¥(.,.),
a*(.,.) et a¥(.,.) de sorte que

Vires,res)es8 xS ars,r ®@s) =a"(r,r"ym¥(s,s") +m®(r,r")a¥ (s, s") (5.12)

avec

drdﬁr’

x AN / T AN
m®(r,r") = /Iw rr’ dz, a®(r,r') = e dz, (5.13)
ds ds’
mY(s,s') = /Iy ss' dy, a¥(s,s) = - d—zd—z dy. (5.14)

e Maintenant, une question fondamentale pour cette approche se pose : Comment construire cette
approximation ?

Plusieurs algorithmes de construction ont été proposés dans la littérature (voir [176] et les références
mentionnées). Pour notre application nous nous sommes basés sur les algorithmes de type glouton, défini
dans [179] par :

Définition 5.1: d’aprés [179] page 387

< On dit qu'un algorithme pour minimiser un critere est glouton, s’il construit une solution ad-
missible en se ramenant a une suite de décisions, que ’on prend a chaque fois au mieux en fonction
d’un critére local, en ne remettant jamais en question les décisions précédentes. >

Ici le principe est :
i) initialisation : u%(z,y) =0
ii) pour N € N*, supposant connu le champ vV ~!(z,y) = ZnNz_ll R, (z,y), déterminer un radical
Ry (z,y) = rn(z)sn(y) solution du probleme suivant :

(ry,sy) = argmin &y (r®s), (5.15)
(r,s)eVExVy
avec la fonctionnelle v, qui pour une représentation séparée de rang N — 1 donnée et notée u™N 1,
est définie comme :

En(res)=JwW  +res) YreVietseVy, (5.16)
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iii) test d’arrét : nous calculons la quantité suivante

Irnsnlly,
[uM Iy,

Cglouton =

(5.17)

si le critere egouton < Tol n’est pas respecté, nous reprenons a l’étape ii) en incrémentant I'indice,
sinon nous considérons la convergence atteinte et donc N, = N.
Pour résoudre le probléeme de minimisation de I’étape ii), nous écrivons la condition de stationnarité
d’Euler-Lagrange :
La (ou les) solutions (ry,sny) € Vi x V de 5.15, vérifie la condition suivante :

a(uN71+rN®sN,rN®s+r®sN):/ firn ®@s+r@sy)dQ,Vr e Vi, seVy. (5.18)
Q

qui est équivalente aux deux équations variationnelles suivantes :

—mY(sn,sn)a”(rn,r) —a?(sn, sy)m*(rn, r / fysNdy/ frrdr

Vre Vg (5.19a)
+ Z (mY (s, sn)a”(rn, 1) + a?(sn, sN)m*(rp, 1)),
n=1
—a"(ry,rnv)mY(sn, s) — m*(ry,rn)a?(sn, s / ferd:c/ fYsdy
Vs e Vy (5.19b)

+ Z (a®(rp, rN)MY (S, 8) + mM*(rp,rn)a? (sn, s)) ,

Remarque 5.1. Une solution qui satisfait la condition (5.18) est dite, dans la littérature, vérifier le
critére < d’orthogonalité de Galerkin > (c’est sous cette forme que, dans les premiers papiers [95, 96], le
probléme de recherche du radical Ry fat formulé. Cette formulation est la plus utilisée dans la pratique).

Afin d’améliorer la convergence de I'approche gloutonne les auteurs [176] proposent qu’a chaque fois qu’un
nouveau radical est obtenu, une étape de recherche d’une solution optimale du probléme sur I’espace vec-
toriel engendré par I’ensemble des radicaux déja calculés peut-étre ajoutée. Si nous supposons déterminés

les N premiers radicaux, cette étape revient & rechercher (ai,...,ay) € RY tels que :
(a1,...,ay) = argmin J( Z BrTn @ 8p). (5.20)
(Br,BN)ERN
puis & poser r, = apry, pour n =1,..., N. Les auteurs nomment cette étape : étape d’orthogonalisation.

Les auteurs de [177] ont montré que la fonctionnelle £y admet bien au moins un minimum et ont
établit un théoreme assurant la convergence de la méthode PGD pour ce probleme, moyennant des hy-
potheses. Pour les raisons évoquées dans cet article, déterminer un minimum local et non global vérifiant
la décroissance de I'énergie (£(u2n—1+1n ® sp) < E(uzn—1)) suffit pour s’assurer de la convergence, sous
réserve de certaines hypothéses directement vérifiées en discret.

Les nouveaux radicaux que nous recherchons étant sous forme de produit de modes inconnus, les
équations d’Euler-Lagrange (5.18) & résoudre forment un systéme nonlinéaire. Celui-ci est généralement
résolu de maniére itérative grace a un algorithme de Point Fixe & Directions Alternées (ADFP). En notant

. 5, 2 . . . N ; ..p—1 _. 5, .
p la variable d’itération, il consiste a, supposant une valeur du champ s donnée : i *, résoudre 1 equatlon
. . o - -1 . .
5.19a qui devient linéaire en utilisant la valeur sk, et ainsi obtenir une valeur du champ ry : k. Ce
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champ est ensuite utilisé pour linéarise I’équation 5.19b et obtenir, apres résolution, une nouvelle valeur
sh. Ce processus est continué jusqu’a ce que la quantité suivante

-1 -1
oo

CADFP = Vo (5.21)

P P
Iry ® SN”VD

vérifie le critére de convergence : eaprp < Tolaprp.

Dans le but d’améliorer la convergence de la méthode PGD, nous proposons dans la sous-section
suivante une variante des algorithmes de construction de la forme séparée.

5.2.2 Idée d’amélioration

Nous étudions dans cette sous-section 'effet que ’ajout, lors du calcul d’un nouveau radical, d’'un ou
de plusieurs parametres multipliant chaque radicaux déja calculés, a sur la convergence des algorithmes
de construction. Supposant les N — 1 premiers radicaux calculés, nous proposons de rechercher la forme
séparée de rang N sous la forme, dite multi-paramétriques, suivante :

N—1
uN(@,y) =Y anra(@) @ sn(y) + rv(z) @ sn(y) (5.22)
n=1
avec les parametres a,, € R pour n = 1,..., N — 1 inconnus. Le probleme de minimisation est alors
légerement modifié :
N—-1
(rn,sn) X (ag,...,an_1) = arg min S(Z Bn(rn @ sp) + 1 ® s), (5.23)
(r,s)eVExVy n=1

(B1,-,Bn—1)ERN 1

et la différenciation de 1’équation (5.23) donne la condition d’optimalité nécessaire mais insuffisante pour
étre une solution de I’équation (5.23), suivante :

Les solutions de I’équation (5.23) sont telles que :

N-1

ao( D an(rn @ sp) + TN @SN, T @Sy +TN ®8) =lo(r@ sy +ry®s) V(r,s) € Vi x VY (5.24a)
n=1
N-1

ap( an (T ® Sp) + 1N @ sy, v) = lg(v) Vv € vect(r; ® s1,...,"N-1 @ SN_1) (5.24b)

n=1

qui est équivalente au systeme d’équation suivant :
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—m¥ (s, s§) a® (v, ) — a¥ (s, s) m¥ (ry, 7 / Fsndy / forde

Vr e Vy (5.25)
— Z o, (MY (Sp, sN)a”(rn, 1) + a?(sn, SN)M* (rp, 1)) .
—m® (ry,rn)a? (sn,s) — a® (ry,rn) mY (sn, s) = / f“rNdx/ fYsdy
Q. Q

N1 ! Vs € VY (5.26)
- Z ap (M (rp,rN)a? (sn, $) + a®(rp, ra)m?(sn, s)) -

n=1

N-1
— Z ap, (a® (rp, ) mY (sp, $) + m® (rp,r) a? (sp, s / fxrdx/ fYsdy

~ (5.27)
+a” (ry,r)mY (sn, ) + m” (ry,r)a? (sy,s) Vr®s € vect(r1 @ $1,...,"N-1® SN—1)

Les équations d’Euler-Lagrange étant non-linéaires, nous adaptons, & nouveau, pour les résoudre 'algo-
rithme d’ADFP. Nous n’alternons plus seulement entre ry et sy mais entre vy, sy et {51,...,6v-1}
Lorsque les modes sont imposés, nous utilisons 1’équation (5.27) pour mettre & jour les coefficients. Le
critere de convergence utilisé est le suivant :

D D p—1 p—1
HTN sy — Ty ®sy

CADFP = Yo < Tolaprp (5.28)

D D
HT’N ® SNHVO

Aussi, lorsque le nombre de mode devient important, I’équation 5.27 aboutit a un systéme matriciel
plein, possiblement mal conditionné et a résoudre & chaque itération de ’algorithme ADFP ce qui peut
engendrer des colits numériques importants. Nous avons alors considéré une forme plus simple, considérant
un seul parametre en facteur de I’ensemble des modes déja calculés. Ainsi, supposant les N — 1 premiers
radicaux calculés, nous proposons de rechercher la forme séparée de rang N sous la forme, dite mono-
paramétrique, suivante :

(z,y) = an Z () @ 50 (y) + 7n(2) @ sy (y) (5.29)
avec le parametre oy € R inconnu. Le probléeme de minimisation alors devient alors plus simple :

(ry,sny) xay = argmin E(an(r, ® sp) +7® s), (5.30)
(r,s)eVExVy
any€R

La condition de stationnarité d’Euler-Lagrange devient alors :

Les solutions de I’équation (5.23) sont-elles que :

N-1

ap(an D T @S+ N @SN, T RSN +TIN®8) =lp(r@sy+ry®s) V(rs) € VY x VY (5.3la)
n=1
N-1 N-1

ag(an Y Tn @ S +TN @ SN, Y Tn @ 5n) =lo( D Tn @ sp) (5.31b)
n=1 n=1

qui est équivalente au systeme d’équation suivant :
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—mY (sn,sn)a” (ry,r) —a? (sy,sn)m? (ry,r / fySNdy/ frrdx

N-1 Vr e Vy (5.32)
—an > (m¥ (50, 58)a” (rn, 1) + 0¥ (50, 53)M (1, 7))

n=1
—m* (ry,rn)a’ (sn,s) —a” (ry,rn)m? (sn,s) = / fITNdl‘/ fYsdy

Qu Q

N-1 ’ Vs e Vy (5.33)

—ay Z E(rp,N)aY (S, 8) + a” (T, 7 )mY (Sp, 8)) -

n=1
—1N-1

—ay 2 Z: a® (Tpy rm) MY (Sny Sm) + M (o, mm) @Y (Sny Sm)) / fxrmdx/ fYspdy (5.34)

n=1

2

+a® (rn, mm) mY (s, 5m) +m” (ry,rm) a¥ (SN, 5m)
et pour résoudre ce systéme nous utilisons & nouveau ’algorithme ADFP avec le méme critere de conver-

gence.

Nous présentons dans la sous-section suivante les résultats obtenus avec ces différents algorithmes pour
la résolution du probleme de Poisson.

5.2.3 Approximation et test numérique

Une premieére illustration numérique de la méthode PGD appliquée au probleme de Poisson, posé sur
le domaine Q (cf. Figure 5.2) est donnée. Nous considérons une densité volumique f(z,y) = f*(x)fY(y)
dont les modes ont la forme analytique suivante :

) = o (B =) e ) = o (270 1)). (5.35)

avec fo une constante. L’ensemble des valeurs numériques prises pour chacun des parametres introduits est

donné par le Tableau 5.3. A partir des discrétisations Sz« et Szv des domaines Z% et 7Y, nous construisons
z,hg

les deux espaces V;"* et Vj ’hy, approximant les espaces Vj et Voy, tels que :

Vxhz = {v e CYT?) |vig € P1(K),VK € Szz, et v=0en 0 et L}, (5.36)
Vit = {v e CO@) | vik € P1(K),VK € Spi, et v=0en 0 et l}. (5.37)

Nous notons N*¥ € N* et NY € N* les nombres de degré de liberté associés a chacun des espaces. Ainsi

I’'espace d’approximation du champ w s’obtient par le produit tensoriel des espaces Vx e ot Vy hy

VO®’hz’hl‘ = Vox he Voy’hy et nous pourrions rechercher ce champ directement sous la forme :
N* NY

et(ag) = 33l o) © 60) (539

i=17=1

h . . .
Y associées aux noeuds i et j. Notre but

Ne,hg,hy

avec ¢ et cﬁ% les fonctions de forme des espaces V" he ot Vo’
étant de mettre en place la Méthode PGD, nous allons construire une représentation séparée : u
de la forme :

N, NZ* o NY o
whte @y =3 [(Z rfw;(x)) ® (Z 83”%(9)” , (5.39)
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et que nous écrirons sous la forme vectorielle suivante :

Ne
ulVe = Z s’ (5.40)
n=1
avec la matrice u’¥e € RV"*N" et les vecteurs r,, € RY” et s, € RV" pour n € {1,..., N.}. Nous détaillons

maintenant la forme discrete des problemes résolus en fonction du critére choisi pour la détermination
des modes.

Lorsque les modes (ry,sy) sont déterminés comme solution du probléme de minimisation (5.15), la
fonctionnelle £y prend la forme suivante :

1
En(ry,sy) = 3 {erNs%My + MmrNs%Ky} : rNs;‘C, —Fy_1: rNs]TV (5.41)

et avec F,, =F,_1 + ernngy + Mxrnngy, pour n € {1,...,N — 1} et Fg = M,FM,. Les matrices
M., M, K;, K, et F appartenant toutes a RN">N® gont données par :

[Mx} L= mx(¢é7¢;), [My} .= mg( ,1];7925;)7 {Kx} .= a%( Jx)qbzz)v (5423,)

1,] 1,] 2Y)
o oy
K| =db(eeh), [F| =" (5.42b)
i, i.j
Pour le cas de la nouvelle forme que nous avons introduite, la fonctionnelle & minimiser est la suivante :

Enl(ry,sn, B) = {KersﬁMy + MIrNsﬁKy crysk —Fn_1:rysh (5.43)

NN

avec B = [B1,. .. ,BN_l}T et avec F, = Fo_1 + B, (ernsZMy + Mxrnngy) pour n € {1,...,N — 1}
et Fo = MxFMy

Afin de résoudre ce probléeme de minimisation, nous avons utilisé I’algorithme ADFP ainsi que la méthode
détaillée dans [177]. Celle-ci consiste & déterminer un minimum local de I’énergie £x. Pour cela, nous
avons directement utilisé la bibliotheque du logiciel Matlab appelée fminunc (cf. [180]) en choisissant un
algorithme de type Quasi-Newton et en utilisant comme critére de convergence I'indicateur eqn (voir la
notice [181]) défini comme :

max [(VEy),]

i (5.44)
IVEnlls

CQN =
dont nous avons fixé la limite & 10~8. Pour le champ d’initialisation, nous avons suivi la procédure proposée

dans larticle [177], permettant de s’assurer de la décroissance énergétique. Nous avons utilisée cette méme
bibliotheque pour les variantes multi-paramétriques et mono-paramétrique que nous avons proposées.

Nous avons également recherché les modes satisfaisant les conditions d’Euler-Lagrange (5.18), les
équations (5.19a) et (5.19b) prennent les formes matricielles suivantes :

[(Mysy :sy) K + (Kysy :sy) Ky ry = (Fy_1) sy (5.45a)
[(Kory i ry) Ky + (Mory : 1) Mylsy = (Fy-1)" ry (5.45b)

De méme, pour la nouvelle forme que nous avons introduite, le systéeme prend la forme suivante :
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[(Mysn :sn) Ky + (Kysy :sy) Klry = (FN_1>TSN (5.46a)
(Kory ) K, + (Mory s ey) MyJsy = (Fyoy) oy (5.46b)

Nous avons alors obtenu les modes suivant en fonction des différentes variantes.
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TABLE 5.1 — Modes PGD en x et 3, relativisés par leur norme L? et obtenus par la résolution des conditions

de stationnarité d’Euler-Lagrange.
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TABLE 5.2 — Modes PGD en z et y, relativisés par leur norme L? et obtenus par minimisation de 1’énergie.
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Nous complétons ces graphiques par ’évolution du logarithme de la norme des modes ||7,,5x]|( -

D
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Numeéro du mode

(b) Résolution de type Optimisation

FIGURE 5.3 — Evolution du logarithme de la norme des modes obtenus avec les abréviations suivantes
pour les modes obtenus par résolution des conditions de stationnarité d’Euler-Lagrange ESO sans étape
d’orthogonalisation : EAO avec étape d’orthogonalisation, EMulti-P avec la forme multi-paramétrique et
EMono-P avec la forme mono-paramétrique et pour les modes obtenus par procédure de minimisation :
OSO sans étape d’orthogonalisation, OAO avec étape d’orthogonalisation, OMulti-P avec la forme
multi-paramétrique et OMono-P avec la forme mono-paramétrique.

Nous également comparé, en fonction du nombre de mode, ’évolution des erreurs relatives par rapport a
une solution éléments finis classique en fonction du nombre de mode suivantes.
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(b) Résolution de type Optimisation

FIGURE 5.4 — Evolution de l'erreur relative par rapport a une solution éléments finis en fonction du
nombre de membre.

Nous observons que :

e Quelque soit le critére d’obtention des radicaux, a partir du quatriéme leur norme est proche de
1071 ou méme inférieure. Ils ont donc peu d’influence sur la solution globale.

e Apres le calcul de trois radicaux avec le critere de type Euler-Lagrange, I'erreur commise par
rapport a la solution éléments finis classique est proche également de 1071°. Le critére de type
Optimisation donne des résultats légerement moins bons, il faut calculer un radical de plus pour
atteindre une erreur de 10719,

e L’algorithme purement glouton, sans orthogonalisation ou ajout de parameétres, couplé avec le
critere de type Optimisation semble étre le moins efficace, il faut calculer 7 radicaux pour atteindre
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une erreur de 10719,

e Dans le cas de la résolution de type Euler, I'orthogonalisation ou l'idée d’ajouter un parametres
sur les radicaux précédents n’a pas un impact important sur la norme de ’erreur commise par les
quatre premiers radicaux.

@ Dans le cas de la résolution de type optimisation, I’ajout des parametres améliore I'erreur a partir
du troisieme radical et méme par rapport a la résolution comportant une étape d’orthogonalisation.
Cet avantage est cependant perdu lorsqu’a nouveau nous approchons d’une erreur relative de 10710,

A la lumiere de ces résultats, nous ne pouvons véritablement conclure sur efficacité de I'ajout des

parametres supplémentaires.

Symboles | L L | fo
Valeurs 041]02]| 1

TABLE 5.3 — Parameétres géométriques du probleme de Poisson.

Maintenant que nous avons détaillé le principe de la méthode PGD pour un probleme de Poisson
mono-modele et proposé une variante, nous voulons dans la section suivante, investiguer la possibilité
d’introduire dans un patch suivant le laser, la méthode PGD afin de construire une représentation séparée
fidele de la solution thermique des patchs.

5.3 Application au procédé SLM

Afin de nous rapprocher des modeéles et simulations réalisées dans [102, 182], nous restons dans un
cadre en 2D mais nous focalisons sur le balayage d’'un domaine < continu > représentant une seule couche
de poudre et la modélisons (en < vue de dessus >) comme le montre la Figure 5.5. Ainsi dans la suite nous
nous basons sur la Formulation 1.2 écrite au Chapitre 1 du probleme thermique linéaire dit simplifié, posé
sur le domaine € et avec la condition aux limites de Robin (comme détaillée au Chapitre 1), excluant une
partie de la poudre du domaine de calcul.

Poudre exclue\

Bac principal de la machine de FA
FIGURE 5.5 — Vue de dessus du bac principal dont la derniére couche de poudre est balayée par le laser.
Nous commencons par rappeler la formulation faible du probléme dans le cadre Arlequin comprenant

un seul patch sous le laser. Le domaine 2 est décomposé en deux sous-domaines, un domaine global €,
et un local € (cf. Figure 5.6).
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(b)

FIGURE 5.6 — Exemple d’une partition de domaine Arlequin pour le probleme thermique plan.

Formulation 5.3: Formulation Arlequin faible mixte du probléme thermique instation-

naire

Soit T4(0) = Ty € H dans g, T;(0) = Ty dans ; donnés, Vt € I, trouver (Ty(t),Ti(t), A(t)) €
Vg x Vi x M tel que :
d * * * *
amg(Tg(t),Tg sag) +ag(Ty(t), Ty o) +c(A(t),Ty) =0, VT, €V, (5.47a)
d * % % % *
Com(T0), 775 00) + an(T0), T 0) — e(ND), T7) = W(IF), YT} € Vi (5.47b)
c(p, Ty(t) —Ti(t)) =0, VpeM, (5.47c)

Avec g l'indice se rapportant au domaine global et [ au local et ou les différents opérateurs sont donnés
par :

(T, T500) = [ aipe,TOTAQ, i = g.l, (5.488)
Q;

a(Ti#). Tsa) = [ ak (Vi) - VI7) 4, (5.48D)
197

ag(Ty(t), T ag) = / agh (VT,(t) - VT; ) A + o (Ty(t) — Towy) Ty, (5.48¢)
Q, 09, Sp

W) = [ s, (5.48d)

9]
(), T) = / n(;A(t)T+VA(t)-VT> ax, (5.48¢)
Qe

avec H = L2(Q), V; = H' () pour i = g,1, M = H'(Q,) et c(.,.), Popérateur de couplage qui est le méme
que précédemment. Sans perte de généralité et pour simplifier, dans les développements numériques sui-
vants, nous avons considéré une condition d’adiabaticité sur la frontiere 02,4, simplifiant ainsi la définition
de la forme ag4 a :

ag(Ty(t), T} crg) = /Q agh (VTy(t) - VTy) dQ. (5.49)

Pour décrire la stratégie que nous avons développée afin de localiser 1'utilisation de la méthode PGD
dans le patch, nous procédons par étape, passant du plus simple au plus compliqué. De maniére plus
précise nous résolvons des problémes thermiques instationnaires et linéaires avec :

@ Une source immobile, une formulation faible en espace et un schéma de type différences finies en

temps pour les domaines global et local.
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@ Une source immobile, une formulation faible en espace et un schéma de type différences finies en
temps pour le domaine global, d’un coté, une formulation faible en espace et en temps pour le
domaine local, de I'autre.

@ Une source mobile, une formulation faible en espace et un schéma de type différences finies en
temps pour le domaine global, d’un coté, une formulation faible en espace et en temps pour le
domaine local, de I'autre.

@ Une source mobile, une formulation faible en espace et un schéma de type différences finies en
temps pour le domaine global, d’un coté, une formulation de type PGD décomposée en espace et
en temps pour le domaine local, de ’autre.

5.3.1 Probléme thermique avec une source immobile

Pour résoudre numériquement le probléme thermique écrit dans le cadre Arlequin nous commencons
par introduire un schéma de type différences finies, une discrétisation spatiale de type éléments finis et
un algorithme de type gradient appliqué a la variable duale.

Stratégie numérique de résolution

Comme au Chapitre 2, nous introduisons une partition de 'intervalle I = ]0, 7] telle que : tg (= 0) <
t1 <---<t; <---<tj(=T7),avec un pas de temps 6t > 0 constant (t;+1 —t; = 6t pour j =0,...,J —1).
Nous notons a l'instant ¢; T gj , le et M les approximations des champs 7, g> 11 et A. Nous utilisons pour
approcher la dérivée temporelle des champs thermiques un schéma de type Euler implicite. Le probleme
discret en temps donne donc :

Etant donnés Tg0 = Tp dans Q, T = Ty dans O, Vj € {1,...,J} trouver (Tg,le,)\j) eVyxVixM
tels que :

j * j * 1 j— * *
}CQ(T_gaTg ; ag) + C(/\Jng) = &mg(Tg] laTg ; Oég), v Tg € ‘/ga (550&)
|k ik * 1 j— * *
Kl(j}]7ﬂ ;al)_c<)‘j7irl):ll(ﬂ)+§ml(1—}] 171—2 ;al)v VI} eV, (550b)
(TS —T)) =0, VpeM. (5.50¢)
avec
Ko(T),Ty;0q) = Emg(Tg,Tg;ag) +ag(T, Ty ay) (5.51a)
]Cl(le,Tl ;al) = &ml(TlJ)Tl ;Oél) + al(Tl],Tl ;al) (5.51b)

Nous avons donc une collection de problemes indexés sur le pas de temps considéré, tous bien posés
d’apres la théorie de Brezzi et équivalents a un probléme de point-selle du Lagrangien suivant, défini sur
lespace V.=V, x V; x M :

LT3, T7 1) = T + T T7) = el Ty~ T7), (5.52)

ou les énergies dont le probleme local et global dérivent, sont définies a chaque pas de temps par :

j * 1 * * 1 j— *

TITy) = SKo(T5, Tgs ag) + <oy (T) 7, Ty ), (5.53a)
| ok 1 * * * 1 j— *

T = SKalT7 T o) = W(T7) + 5 (T T ). (5.53b)
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Le probléme (5.50) est équivalent & trouver

(Tg,le,)\j) = arg inf sup Cj(T;,Tl*,u), (5.54)
(Ty. Ty )EVyx Vi peM

et I’équation d’Euler-Lagrange exprimant la stationnarité du Lagrangien :

< (%f* (T3,7), 3). T > —0, VI, eV, (5.553)
V'V
L mj i \jy
e (13,10 . V)., =0, VI eV, (5.55Db)
l AR
<8£(Tgﬂ',T{, )\j),u> =0, VYueM. (5.55¢)
8)\ V/7V

qui redonne les équations (5.50a), (5.50b) et (5.50¢).

Nous appliquons un algorithme de type gradient au champ dual (multiplicateur de Lagrange) qui
prend la forme suivante a litération p+ 1 :

N = \IP 4 ﬁg*f@;‘p, T}, N7) (5.56)

avec le gradient du Lagrangien par rapport a p est donné par :

(SrTTi ) =cuTj—T)). Yue. (5.57)
\ZAY

et ot B € R’ est le pas de l'algorithme du gradient sur p et le critere de convergence étant, a I'itération
p+1:

' i+t = e,

€\ = Zef\’pﬂ avec e)\’pH 7]
=1 M

(5.58)

Cet algorithme permet a chaque itération p le découplage de la résolution de probleme global et local et
ainsi permettra l'introduction future de la réduction de modele local. L’algorithme est récapitulé ici :

Algorithm 3 Algorithme de résolution

Initialisation: M =0 pour j =1,...,J et B.
Sortie: (Tg,le,)\]) for j=1,..,J.
tant que ¢y > tolerance faire
Vj =1,...,J, étant donné M\ résoudre (5.50a) et (5.50b) : (Tgm,TlJ’p).
Mise & jour de M avec 1’équation (5.56), V5 € {1,..., J}.
Vérification de la convergence : €) < Toly, si elle n’est pas atteinte nous incrémentons p = p + 1.
fin tant que

I’algorithme commence par imposer un multiplicateur de Lagrange nul, nous obtenons alors la solution
libre de chaque domaine. Pour tous les exemples suivants, la tolérance est imposé comme Toly = 10710,

Afin de résoudre numériquement le probleme, les champs thermiques (7, 7;) et le multiplicateur de
Lagrange A sont discrétisés spatialement au moyen de la MEF. Pour se faire les espaces éléments finis
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Vihi (i = g,1) et M" approximant les espaces V; (i = g,1) et M, construits & partir des triangulations Tg gg

et 7;2}7, sont introduits tels que :

v = {Tl e 0@ | T € PL(K), VK € Thi ), pouri = g,l. (5.59)

ol Py (K) est 'ensemble des polynémes de degré 1 définis sur 1’élément K. A nouveau le multiplicateur de
Lagrange peut-étre considéré soit dans I’espace local ou global : M = Vlhl ‘Q ou MM = Vghg ‘Qc. Ensuite,
a chaque pas de temps, les champs thermiques discrets (Tgh 9 , Tlh”j ) et le multiplicateur de Lagrange A"

approximant (ng , le By ) sont recherchés sous la forme donnée par ’équation (5.60).

Tihg’j (x)=> ThImyr (z) fori=1,g; AN (z) = S ONIRYR () for j=1,...,J (5.60)
n=1 n=1

ou ¥ (x) étant les fonctions de formes.

Dans la suite, pour simplifier les notations, l’indice h relatif a la discrétisation spatiale est omis. A
chaque pas de temps, les formes discretes des équations (5.50a), (5.50b) et (5.56) sont :

Ky T CLAIY = M, T (5512
K, T/ — CL NP = %MmT{*l’p +1 (5.61b)
NP+ — \iP _ g (Cg,ng’p _ CmT{vp) (5.61c)
avec :
Ki,= %sz + A, fori=g,l (5.62)

ou les vecteurs et matrices TZ € My,1(R), M, et A;, € My, (R), C;r € Mn, N, (R) pour i =1,g et
l; € My, 1 (R)sont donnés par :

[T{L:Tj”, [Mi,m}w:mi( 7ous i), [Ai,mLé:az‘( 70 o)

[c,—,m}w = c(y}, 47, [ll}7 = ,(¢]) (5.63)

Pour les implémentations réalisées, nous n’utilisons pas exactement ’équation (5.56), en effet, connais-
sant les défauts de convergence de 1’algorithme de gradient, nous avons préconditionné 1’équation (5.61c¢).
Nous avons alors considéré différents préconditionneurs définis par :

P; = (S4.) ', P2=(Cr,) ', P3=(diag(Cy,))". (5.64)
ou S, est le complément de Schur dual donné par :
Siz = Cy.K,1CL, + cl,zK;;c{z (5.65)

comme nous l'avons vu au Chapitre 3 les matrices K;, sont non-singulieres. La matrice C) , est définie
par :

[Co] = cWE w5 (5.66)
~d
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FIGURE 5.7 — Un premier probleme simple.
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FIGURE 5.8 — Le maillage du mono-modele en (a) et les maillages du probléeme Arlequin en (b).

Application numérique

Nous considérons un domaine global de forme rectangulaire et un domaine local de forme circulaire, (cf.
Figure 5.7). Les parameétres géométriques et physiques du probléme sont rassemblés dans le Tableau 5.4.
Les maillages utilisés pour la simulation d’un probleme fin mono-modele servant de solution de référence
et du probleme Arlequin sont illustrés par la Figure 5.8b. L’évolution des champs thermiques dans la
section du domaine est donnée a la Figure 5.9 et le taux de convergence de 'algorithme est présenté a la
Figure 5.10.

Nous observons qu’avec 'utilisation du préconditionneur P; 1’Algorithme 3 converge en dix itérations
et que les champs thermiques coincident bien avec celui de la solution de référence. Lorsque les autres
préconditionneurs sont utilisés, 1’Algorithme 3 a plus de mal a converger et nécessite plus de cents
itérations. Nous choisirons donc toujours dans la suite le préconditionneur P;.

Géométrique Symboles Valeurs Physique Symboles Valeurs
Largeur domaine global ly (m) | 400 x 1072 || Densité p (kg/m?) 4300
Diametre domaine local Iy (m) 100 x 102 || Capacité thermique ¢p (J/kg - K) 500
Rayon support source r (m) 0.1 x 1073 || Conductivité E(W/m-K) 20
Epaisseur zone de couplage e (m) 5x 1073 Source volumique chaleur | f (W/m?) 10t
Période 7 (s) 1073
Pas de temps ot (s) 104

TABLE 5.4 — Parameétres géométriques et physiques du probléme.
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FIGURE 5.9 — Evolution du champ thermique en (a), (b) et (c) et dans la section en (d), (e) et (f).
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Couplage d’un modeéle discret et d’un modéle continu en temps

Cette partie a pour objectif le couplage d’un probléme thermique global discret en temps et d’un
probléme thermique local continu en temps. Dans un premier temps, nous reprenons le probléeme ther-
mique mono-modele illustré a la Figure 5.5 et donnons sa formulation faible en espace-temps comme
réalisé dans [183]. Nous introduisons 1’espace fonctionnel :

L*(IV) = {T* 1 — v;/f 1T ()17 ¢ dt < oo} (5.67)

Nous introduisons également 'espace L = L?(I) et notons (., -)o,z son produit scalaire, nous identifierons
I'espace L? (I; V) a I'espace produit tensoriel W = V ® L. La formulation faible du probléme thermique
devient alors :

Etant donné Ty € L*(Q2), trouver T € W tel que, 4-(t) € L% (I; V') et pour tout T* € W

H(T,T*) =G(T*) VT eW (5.68)

ou les différents opérateurs sont définis par :

H(T,T*):/I [m(%f(t),T*(t))+a(T(t),T*(t)) dt +m(T(01),T*(0T)) (5.69a)
G(T") = /1 L(T* (£))dt + m(To, T* (0F)) (5.69D)

Sans perte de généralité, nous conservons le schéma d’Euler implicite comme utilisé précédemment
pour le domaine global, sur la collection J, d’instants : to (= 0), t1, ... , tj, ..., tj, (= 7), celui-ci peut-étre
vu comme une collection de probléme spatiaux couplés définis a chaque temps discrets ;. Pour coupler
ce modeéle & un modele continu, 'idée principale (inspirée de ce qui est réalisé dans [118] olt un modele
continu en espace est couplé avec un modele atomistique discret) est d’imposer au champs thermiques 7
et T} d’étre égaux en terme d’une certaine < norme >, dans la zone de recouvrement spatio-temporelle
définie comme I x .. La premiere étape est de convertir la collection de champs discrets en temps

; Jg . . . N 7N . .
{Tg} en un champ continu en temps pour qu’il puisse étre comparé & T;. Pour ce faire, quand bien
méme d’autres schémas d’interpolation peuvent étre envisagés, nous avons considéré exclusivement un
opérateur d’interpolation linéaire IT : V, ® My, 1 (R) — V; ® L. L’opérateur de couplage spatio-temporel
s’écrit alors :

CNT) = /1 D), T(t))dt (5.70)

ou A le multiplicateur de Lagrange est recherché dans I’espace médiateur M = H 1(QC) ® L. Le probleme
couplé dans le cadre Arlequin est finalement donné par :

N
Etant donné Tg0 =Ty € L*(Q) dans g, trouver ({Tg}lg T, A) € (Vg @ My, 1 (R)) x Wy x M tels que :

pour j=1,...,J,:

1 j * j * * 1 j — % *
5i9(T]: Tgs o) + ag(T], Tgs ag) + c(M(1), Tg) = mg(Ty ™1 Tgsag) VT €V, (5.71a)
et
H(T1, T 00) —CNTY) =G(T) VI eW, (5.71b)
N
C(u, 1T {Tgﬂ}lg ~T)=0 YpueM (5.71c)
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avec l'espace W; = V; ® L et dont les nouveaux opérateurs sont donnés par :

T T s00) = | [mx%f’(tm*(t);az)+az<Tz<t>7Tl*<t>;al> dt +my(Ti(07), 7 (07))  (5.72a)
Gu(T) = [ (T} ()t +m(T, 77 (0%)) (5.72b)

Par cette écriture, I'algorithme introduit plus t6t perd sa possible analogie avec ’algorithme de gra-
dient. Nous 'utilisons tout de méme dans la suite.
Application numérique

Nous reprenons le méme probléme (Figure 5.7) que précédemment ainsi que les mémes discrétisations
spatiales. Les espaces V; (i = g,1) sont approximés par les mémes sous espaces Vihi (i = g,1), construits
précédemment. A partir d’un maillage temporel pour le probleme local défini comme :

TR =l =[tj1,tj] |j=1,...,J1—1} (5.73)

Nous construisons 1’espace standard des fonctions affines par morceau noté L7t :

th={pec*(T);vK €T, 01k € Pic} (5.74)
Le champ thermique local est alors recherché dans lespace éléments finis Wk = Vlh’ ® L* sous la
forme :
Rk B in
T (@, t) =D > T ()9 (o) (5.75)
j=1n=1

¢]'(t) étant les fonctions de forme temporelles.

Pour le sous-espace éléments finis de I’espace médiateur, a nouveau, deux choix sont possibles :

e modele global comme espace médiateur : un maillage temporel leg est construit, dont chaque
neceud coincide avec les points du schéma différences finies utilisé pour le modeéle global, cf. Figure
5.11. Ensuite, I'espace standard des fonctions affines par morceaux défini sur leg est noté L¥s.
Finalement, nous avons M"kx = Vghg Q. ® Lk,

e modele local comme espace médiateur : ici le multiplicateur de Lagrange évolue dans ’espace

fonctionnel local, nous avons donc M Fx = V}hl ‘ Q. ® Lk,
(&

0 & t) ti,
l :
- —ttt—t—t——t+—+— T
deux possibilités
: : : T : : : T
: : : : : : T

FIGURE 5.11 — Deux constructions possibles pour le maillage spatio-temporel de I’espace médiateur.

Le multiplicateur de Lagrange est alors recherché sous la forme suivante :

Jx Ni

Ma,t) =33 Mg (895 ™ (2) (5.76)

j=1n=1
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Dans la suite seulement des maillages temporels compatibles entre le modele local et global sont utilisés

(i.e. Jp = Jg = J\ = J). Le probléme totalement discrétisé, a I'itération p de l'algorithme de résolution,
s’écrit :
, . 1 . .
Ko Ty 4+ Cou NP = =My, TP forj=1,....J (5.77a)
H,Vect (T}) — Cf Vect (A\P) = G, (5.77b)

ou les différentes matrices sont définies par :

H,=B;oM,;, +M;® A;,pouri=g,l; GG =M;®l et C; =M; ® C;, pour i = g,1. (5.78)

T) € My, s (R) et A € My, s (R), N € My, 1(R) (pour j = 1,---,J), My et B, € M;(R), H; €
Myuny) (R), Gi € Mjny1 (R), et Cp € Mijxn),(rxny) (R), Cg € M(yun,),(7xny) (R) donnés par :

[TI]V*SZTIW’ A =x W] =0

70 (5.79)

,
B, =@ (6" )z M), = (670" 200

et Popérateur Vect(.) est défini dans I’Annexe A.2.1. L’équation de mise a jour du multiplicateur de
Lagrange discret dépendant du choix de I'espace médiateur est donné par :

SN = —P (C,Vect (T1{T)7}) — C\Vect (T}7)) (5.80)

et le multiplicateur de Lagrange est mis & jour de la maniére suivante : AT = AP ++ §AP. Pour accélérer
la convergence, nous utilisons le méme préconditionneur :

-1
P=(S,) "= (CQH;CZ +CH, ' C]) (5.81)

avec H,; Pour la construction et I'inversion du complément de Schur ainsi que des matrices de rigidité
local et global voir I’Annexe A.2.2.

L’évolution du champ thermique total ainsi que dans la section du domaine est donné aux Figures
5.12 et le taux de convergence de 'algorithme a la Figure 5.13.
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FIGURE 5.12 — Champ thermique total en (a), (b) et (c) et dans la section du domaine en (d), (e) et (f).

Logarithm of €

Iteration number

FI1GURE 5.13 — Convergence de 'algorithme pour le second exemple.

A nouveau, nous observons que 1’Algorithme 3 converge en peu d’itérations (dix) et les champs ther-

miques global et local coincident bien avec la solution de référence.

Maintenant que le couplage d’un modele continu et discret en temps a été détaillé dans le cas d’une
source statique, nous étendons cette méthodologie au cas ou la source de chaleur est en mouvement, suivie

par le domaine local.

5.3.2 Source thermique en mouvement

Afin de nous approcher un peu plus de la simulation du balayage par le laser d’'une couche de poudre,
nous considérons maintenant une source thermique mouvante. Comme pour la stratégie développée au
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Chapitre 2, nous imposons au domaine local de suivre la source thermique de sorte que celle-ci soit
immobile dans le repere de ce dernier. Comme nous ’avons vu au Chapitre 2, lorsque un schéma de type
différence finie est utilisée et que le domaine local bouge, des étapes de projection des champs thermiques
entre les domaines sont nécessaires. Par exemple, entre les instants ¢; et ¢;41, le champ thermique global
sous le patch local a linstant ¢; n’a pas de sens physique a cause de la partition d’unité. Le champ
thermique local a I'instant ¢; doit donc étre projeté sur le domaine global. Ainsi le champ thermique
global sous le laser prend bien un sens physique pour le calcul de la prochaine étape temporelle ;1.
Aussi, le champ thermique du domaine local qui vient d’étre déplacé de sa position a t; a celle a t;4 doit
aussi étre défini. Le champ thermique global est alors projeté sur le domaine local.
Une possibilité pour ne pas a avoir a réaliser cette derniére projection, comme proposé dans [102], est
de ré-écrire la conservation de la chaleur dans le domaine local en lui donnant une vitesse matérielle :
vi(t) = vi(t)er + v?(t)es. La vitesse matérielle du domaine local est supposée définir un mouvement
rectiligne uniforme entre chaque pas de temps. Pour analyser cette approche, deux stratégies pour le
domaine local sont considérées :
e Stratégie C; ou le méme schéma d’Euler implicite avec la méme discrétisation temporelle que le
domaine global est considérée. Ainsi, la formulation du probleme Arlequin mixte adaptée de celle
présentée dans la premiere partie donne :

Etant donné Tg =Ty € L*(Q) dans Qg, TP = Ty dans O, Vj € {1,..., J} trouver (ng,le,)\j) €
Vg x Vi x M tels que :

1 D N N 1 - " "

5:ma(T3 Tg509) + ag (T, Tgsag) + ety N, T5) = —omg(T) 71, Tjsag) YI7 €V, (5.82a)

Emz(TfaTz sap) + by(T7, T vi(ty); oq) + (T T35 eq) — ety M, T7) )

. . VI eV (5.82b)

=u(17") + 7m1(7}]_ 5 an)

)
ety T —T)) =0 YpeM (5.82¢)
ou :
bl (T3, 175 vi(t); cu) :/Q aypep (vi(ty) - VI) T dQ (5.83)
l
Aussi, la zone de couplage évoluant avec le temps : €.(t) Popérateur de couplage aussi :
1
c(t;\,\T) = / K (2)\T + VA VT> dQ2 (5.84)
Qc(t) €

e Stratégie Co, ayant pour but de faciliter la future introduction de la méthode PGD, ot une formu-
lation faible en espace et en temps pour le domaine local est utilisée. Alors la formulation Arlequin
mixte du probleme donne :

Ny J,
Etant donné T} = Ty € L*(2) dans Qg, trouver ({Tg]}lg T, ) € (Vg @ My, 1 (R)) x Wy x M tels
que :

Pour j =1,...,J,:

1 j * j * * 1 ) — * %
amg(Tg,Tg;ag) +ag(T), T, 5 0q) + c(t; A(t5), T) = &mg(Tg 1,Tg;ag) VT;eV, (585a)
et
H(TL T visoq) = CNTY) = Gu(T) VI e W, (5.85b)
N,
C(p, TT {ng}lg ~T)=0 VueM (5.85¢)
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ol les nouveaux opérateurs sont donnés par :

HT1, T visag) = [ [ G077 (@500) + (0. T (0r0) + b(TH0. Ti0)"sv0)s )

+ my(Ty(0%), T (0™))
(5.86)

Les approches C; et Co sont comparées dans le paragraphe suivant.

Application numérique

Le méme domaine adiabatique et carré est considéré mais cette fois-ci avec une source de chaleur
intense et mobile. Les mémes domaines local et global illustrés par la Figure 5.14 sont utilisés. Les
parametres géométriques et physiques nouveaux ou changés sont récapitulés dans le Tableau 5.6.

Q

FIGURE 5.14 — Un premier exemple simple.

Premieérement, pour comparer la stratégie C; avec un probléeme fin mono-modele, le méme sous-espace
Vghg pour le domaine global et un maillage plus fin pour le domaine local basés sur la triangulation
présentée par la Figure 5.16b sont utilisés. Pour le sous-espace éléments finis de I’espace médiateur deux
choix encore peuvent-étre envisagés. Dans le premier cas, a chaque pas de temps, la forme matricielle des
équations (5.82a), (5.82b) et (5.56) donne :

i omiv (o e — Lap i-le
Ki, T+ (C).) NP = =M, T) (5.87a)
o CNT . 1 o
K], )" - (Cf,) Av = SM T 4 (5.87b)
NP = XIP — 5 (C) TP - T (5.87¢)
avec !
i~ 1 J i _1 j
Kj,= =M, + A}, K|, = =M, +B], + A (5.88)
ou MY, A{’x sont dans My, (R); Bix dans My, (R); et Cim € MN{,Ni (R) pour j =1,---,J avec N/]\'.

Ces opérateurs sont plus précisément donnés par :

M) =m0 ugiag(t). [Ade] = as(w] vGag(t)  [BI,] = biu(ty): o], ufso)

, ; (5.89)
(Gl = e @)
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Le maillage du probléme mono-modéle fin utilisé comme référence et I’évolution des maillages du
probléme Arlequin sont illustrés a la Figure 5.15. L’évolution du champ thermique total et dans la section
du domaine sont présentés aux Figures 5.17 et la convergence de 'algorithme de résolution a la Figure
5.16a. Les parametres temporels de la solution sont changés et donnés dans le Tableau 5.5.

Cross Section Cross Section

4 x10%

2
x (m)

(a)

FIGURE 5.15 — Le maillage du probléme mono-modele en (a) et les maillages probleme Arlequin en (b).

%1075

Iteration number

(a)

FIGURE 5.16 — Convergence de l’algorithme de résolution et maillage du domaine local.

Numérique Symboles | Valeurs
Période 7 (s) 1073
Pas de temps ot (s) 0.5 x 1074

TABLE 5.5 — Parameétres numériques du probléme.

A nouveau, nous observons que I’Algorithme 3 converge en peu d’itérations, 13 cette fois-ci. Une nette
différence entre les champs thermiques peut-étre notée, celle-ci vient de la formulation Eulérienne du
domaine local. Cette formulation modélise plus précisément le mouvement de la source de chaleur entre
deux pas de temps. En effet, dans le cas du probleme de référence la source de chaleur est statique a sa
position au temps ;41 pendant 4t pour simuler son mouvement de sa position a t; a celle a t;11. Ceci
a pour effet d’augmenter le phénoméne de diffusion devant le laser ce qui explique la valeur maximale
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FIGURE 5.17 — Evolution de la solution thermique en (a), (b) et (c) et dans la section en (d), (e) et (f).

de la température inférieure. Comme nous ’avons mentionné au Chapitre 1, d’autres modeles de source
existent pour modéliser plus finement le mouvement d’un laser de type Gaussien entre deux pas de temps,
avec un schéma temporel de type différence finie (cf. [49]).

Géométrique Symboles Valeurs Physique Symboles Valeurs
Position initiale | (X;,Y;) (m) (1,1) x 107% Vitesse | (v},v?) (m/s) | (0.25,0.25)
Position finale | (X, Y}) (m) | (2.75,2.75) x 10~%

TABLE 5.6 — Parameétres géométriques et physiques du second probléeme.

Pour la seconde stratégie Co, le méme espace d’approximation Wk est considéré. Pour la ques-
tion du choix de I'espace médiateur M et de son espace d’approximation, une remarque doit étre faite.
Comme précédemment, deux choix peuvent-étre considérés, cependant, si ce choix se porte sur le modele
global certaines difficultés apparaissent. En effet le maillage spatial de la zone de couplage défini comme
I’ensemble des fonctions de forme globales dont le support a une intersection non nulle avec la zone de
couplage mouvante dépendant du temps. La construction d’un maillage spatio-temporel structuré devient
alors impossible. Il faut dans ce cas calculer des intersections entre les maillages spatio-temporels local et
de couplage. Ce choix est donc écarté dans la suite.

La forme discrete de I’équation (5.85b) donne :
H/T) - C/ X = G, (5.90)
ou :
i i
H =B ® M, +M; ® A, + Mo (B} 5 €, =M, 0 {C], }" (5.91)

avec le symbole o définissant la construction matricielle suivante :
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[A(1,1)B! .- A(1,5)B/ ... A(1,J)B’]

N : - :
Ao B = |A(G B! - A(j,j)B - A(j,J)BY (5.92)

AL 1)B!Y - A(J,j))BY - A(J,J)B/|

Comme nous I'avons déja mentionné, pour accélérer la convergence de ’algorithme de gradient le préconditionneur
P défini par (5.81) est utilisé avec une différence dans la matrice de rigidité spatio-temporelle globale :

MJ

H, =B;o{M; )

G +MosAL,, AL (5.93)

gym,

La Figure 5.18 montrent les maillages qui ont été utilisés pour comparer la premiere stratégie du
premier probléeme Arlequin avec une formulation discrete en temps et une formulation faible en espace-
temps pour le domaine local.
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FIGURE 5.18 — Un exemple de maillages.

Le taux de convergence de 1’Algorithme 3 est donné a la Figure 5.20. Nous observons que les deux
stratégies convergent rapidement et que les champs thermiques sont tres proches.

Logarithm of €,

Iteration number

F1GURE 5.20 — Convergence pour le second exemple.
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FIGURE 5.19 — Evolution du champ thermique en (a), (b) et (c) et dans la coupe en (d), (e) and (f).

Maintenant que nous avons introduit tous les ingrédients nécessaires, nous mettons en place dans le
domaine local la méthode PGD.

5.3.3 Introduction locale de la méthode PGD

Pour décrire la mise en place de la méthode PGD, nous supposons I’étape de résolution du domaine
local de I’Algorithme 3 atteinte. La formulation variationnelle en espace-temps sur le domaine local est
rappelée :

Etant donné Tl0 =Ty € L*(Q) dans Q; et A € M, trouver T; € W tels que :

H(TL T a0) = CONTY) = Gu(T7) VI € W (5.94)

Nous cherchons & construire, a ’aide de la méthode PGD, une représentation séparée du champ
thermique Tj(z,t) sous la forme suivante

N
TN (,t) = 3 0u(t) ® Xn(a) (5.95)

n=1

ou nous définissons le produit tensoriel comme :

V(O,X)eUxV;, 00X cW,: (x,t)—00t)X(x) (5.96)

avec les nouveaux espace définis comme :

- Tespace de Hilbert, U = H! (I).

- Tespace produit tensoriel, W/ =V, @ U.
Pour détailler I’algorithmie utilisée, nous donnons plusieurs définitions. Comme introduit a la Section 5.2,
nous notons Sy I'ensemble des tenseurs de rang 1 pour le produit tensoriel (5.96) :

S ={0@X|0eUand X €V} (5.97)
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et nous introduisons aussi Sy C Vg, pour n > 2 :

N
SN:{u€V®]u:Zu”,u"ESlpourléngN} (5.98)

n=1

La définition formelle de 'espace de Hilbert produit tensoriel est la suivante :

Vi, = Span(sy) e (5.99)

La construction de la solution est réalisée en utilisant la méme procédure qu’introduite & la Section
5.2, i.e. une procédure gloutonne, décrite par 1’Algorithme 4, dont les différentes étapes sont détaillées
brievement dans la suite. Nous supposons calculée la forme séparée de rang N —1 du champ thermique local
TlN ~1 € Sy_1 et nous cherchons & calculer un nouveau radical (6, X) € S;. L’équation de la chaleur étant
de nature parabolique, d’autres critéres pour déterminer les radicaux que ceux mentionnés pour I’équation
de Poisson existent (Orthogonalité de Galerkin, minimisation du résidu... voir [183]). L’algorithme que
nous avons choisi pour notre application est basé sur I’orthogonalité de Galerkin, il est de méme nature que
celui que nous nommions de type Euler a la Section 5.2 pour le probleme de Poisson. Nous introduisons
alors la fonction suivante :

Définition 5.2

Soit Fy : Tlel € Sy_1— 0® X € 8 une fonction telle que :

Hy(TN ' +0X,0X* +6°X; ) —C(\, 0X* +6°X) = G(OX* +6°X) VO €U, ¥V X* €V} (5.100)

L’équation (5.100) est nonlinéaire par rapport aux modes 6 et X, une stratégie de type ADFP récapitulée
par I’Algorithme 5 est utilisée pour la linéariser et la résoudre.

Algorithm 4 Algorithme glouton
Initialisation: Tg0 =0et N=1.
Sortie: TgN
tant que ¢greedy > Tolgreedy faire
Caleul (0, X) = Fy (T)71).
Mise & jour : TN = Tlel +0® X.
Calcul de I'indicateur egreedy €t vérification de la convergence, si la limite n’est pas satisfaite nous

incrémentons N = N + 1.
fin tant que

Le critere utilisé pour la convergence de I’algorithme glouton est basé sur une stagnation relative :

10 ® Xy,

ey = =W 101
Careeds = (5:10)

Nous prenons une valeur limite Tolgreedy = 108 pour les simulations qui suivront. Dans un but de clarté
pour la présentation de I'algorithme ADFP, deux fonctions sont introduites comme il est fait dans [183] :
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Définition 5.3

Soit FY et F% les deux fonctions suivantes :
— Fr:0eL— X eV telle que:

H(TN '+ 60X,0X*00) — C(\,0X*) =G(OX™), VX*e€V. (5.102)
— FL: X €V 0 €U telle que :

H (TN + 60X, X0%0q) — C(\, X60%) = G(X0%), Vo*cU. (5.103)

Algorithm 5 Algorithme de Point Fixe a Directions Alternés

Initialisation: 6 € L et p = 1.
Sortie: 0P @ XP € &
tant que epppp > Tolaprp faire
Calculer X? = F% (9r~1).
Calculer 6P = F§, (XP).
Calcul de l'indicateur esppp et vérification de la convergence, si la limite n’est pas atteinte nous
incrémentons p = p + 1.
fin tant que

A nouveau le critere de convergence est basé sur une stagnation relative défini par :

67 @ XP — 67t @ X771y,

(5.104)
0P © X7y,

CADFP =
La valeur limite & atteindre sera fixée & Tolaprp = 10710 pour les simulations qui suivront.

Comme nous 'avons justifié précédemment, uniquement le modele local est choisi comme espace
médiateur, ainsi le multiplicateur de Lagrange est recherché dans I'espace produit tensoriel : U ® Vj|q, .
L’équation de mise a jour du multiplicateur de Lagrange change partiellement avec l'introduction de
l'opérateur II pour convertir 7T; un champ discret en temps en un champ continu.

oL

SAP = NPT \P — Pa(HTg,Tl, A) on I x Q. (5.105)

avec P le préconditionneur.

Nous reprenons maintenant le probléme thermique avec source mobile de la Sous-Section 5.3.2 le
discrétisons et construisons une représentation séparée du champ thermique local.

Application numérique

Nous considérons a nouveau le probléme (Figure 5.14) précédent, avec exactement les mémes discrétisations
temporelles et spatiales. Nous supposons que le terme source peut s’écrire sous la forme séparée :

Ny
fla,t) =Y 0P () X7 (x) (5.106)

m=1

Pour cette application nous avons choisi une source gaussienne comme introduite au Chapitre 1 dont seule
la position du centre varie au cours du temps. Le patch suivant la source, celle si est constante dans le
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repere local du patch et peut donc se décomposer en un seul couple de mode. L’opérateur de convection
b est décomposé en deux sous-opérateurs :

b;’(Tl,Tl*;v;';al):/ ar (vie: - VI) TydQ fori=1,2 (5.107)
)

La forme discrétisée des équations (5.102), (5.103) est donnée par :

F*X = GM (5.108a)
Fig = GM (5.108b)
ou les matrices sont données par :
F*=a; Mgz +b A+ B, +c Bj, (5.109a)
Fl=a, B;+b,-M;+cl-Vi+c2-V? (5.109b)

avec les coefficients :

00 ; ; »
a; = (87&’9)0[ ;b =(0,0)0; ; ¢ = (vlﬁ, 0)0’1 fori=1,2 (5.110a)
ar =my(X, X;00) ; by = ay(X, X;0p) 5 ¢ = bY(X, X; ) fori=1,2 (5.110b)
et les matrices :
[Bi.] = bi(e] vfsa) fori=1,2 (5.111a)
*ly
_ 997 4 . — ([ HY A . i — (i Y A0 -
[Bthé = (&f’d) )0,1 ; [Mthé e (éf) , ¢ )0,1 ; {Vthé = (fuld) ) >0,I fori=1,2 (5.111b)

ou ¢ sont les fonctions de forme du maillage temporel.

Une précision est a faire sur la gestion du multiplicateur de Lagrange, nous rappelons que nous 1’avons
choisi dans 'espace local et que son vecteur associé A € My, s (R). Nous supposons étre arrivé a I’étape
de I’Algorithme 3 ou celui-ci est connu et ou nous cherchons & déterminer les deux champs thermiques.
Pour ne pas avoir a assembler pour chaque terme de l'opérateur de couplage des matrices de tailles
importantes nous réalisons sur A une SVD et obtenons N, = min (N, J) couples de modes ({0Y%, X’;)}f]"
et ne conservons que ceux dont la valeur singuliére ¢” vérifie le critére suivant :

O.TL

- ({am}f’) > e, (5.112)

avec la valeur limite prise égale & ¢, = 1075, Nous conservons NY couples de modes et obtenons une
représentation séparée du multiplicateur de Lagrange sous la forme :

NY
A=) "0} ® X} (5.113)
n=1
ou 0y € M;(R) et X3' € My, (R). La forme discrétisée du terme de couplage devient pour I’équation
(5.102) :
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et pour I’équation (5.103) :

NY
> (6"m6%) X3 (5.114)

n=1

NY

> (XTelxy) My6; (5.115)

n=1

Remarque 5.2. La zone de couplage étant un domaine de taille restreinte, la dimension Ny est nor-
malement trés inférieure a Ny, la SVD appliquée, a chaque itération de I’Algorithme 8, a la matrice
A € My, s (R) ne représente pas un coit computationnel élevé.

L’équation discréte de mise & jour du multiplicateur de Lagrange (5.105) donne :

OX = C;PVect (IIT,) — C;"Vect (T) (5.116)
Finalement, les seconds membres sont donnés par :
M), My

GY =Y (6"Mey) T Xy + Y (67 M0 ) M, X (5.117a)

m=1

M My
G =Y (XTCTXp)MeR + Y (XTM, XT) Mo (5.117b)

m=1

Nous avons alors obtenu les résultats suivants :

(a) Time : 107° (s)

0 1 2 3 4
x (m) 10

(b) Time : 4 x 1077 (s) (¢) Time : 8 x 1077 ()

(d) Time : 107° (s)

2
x (m)

(e) Time : 4 x 107° () (f) Time : 8 x 107° (5)

FIGURE 5.21 — Evolution du champ thermique total en (a), (b) et (c) et dans la section en (d), (e) et (f).

Comme le montrent ’ensemble de Figures 5.21, la solution PGD colle parfaitement a la solution obtenue
a la sous-section précédente, ou un modele continu en temps pour le domaine local était couplé a un
modele discret en temps pour le domaine global.
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Nous avons obtenu les modes spatiaux suivants :
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FIGURE 5.22 — Les 15 premiers modes spatiaux.
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<10t

~x10*

%10
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FIGURE 5.23 — Les 6 derniers modes spatiaux.

Dans ces Figures les modes ont été relativisés par leurs normes || Xyl o
k)
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FIGURE 5.24 — Les 9 premier modes temporels.
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Les modes temporels, multiplié par la norme du mode spatial correspondant ||.X ||, o, sont présentés par
la Figure 5.24.

t(s) x10 t(s) x10 t(s) «10

FIGURE 5.25 — Les 12 derniers modes temporels.

Nous observons qu’a partir du cinquiéme couple de modes, les modes spatiaux concentrent leurs variations
dans la zone de couplage. L’évolution du résidu est donné par la Figure 5.26. Nous observons que 24
itérations sont nécessaire pour atteindre le critére de convergence que nous nous sommes fixé. Cette
valeur est deux fois plus importante que lorsque nous recherchons la solution sous forme éléments finis
classique. Ceci signifie que la solution obtenue par PGD perturbe I’algorithme de gradient.

Nous avons également regardé I’évolution de I'erreur relative de la solution PGD en fonction du nombre
de modes par rapport a la solution de la stratégie Co. Celle-ci est donnée par la Figure 5.27.
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Logarithm of €y
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Iteration number

FIGURE 5.26 — Convergence du second exemple réduit.

Logarithm of epgp

®
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FIGURE 5.27 — Erreur relative par rapport a la solution Cy en fonction du nombre de mode.

Nous observons qu’en 5 modes nous avions déja une erreur relative de 10710 avec la solution Cp. Ceci
montre la difficulté du choix de la tolérance sur I'algorithme glouton Tolgouton, la valeur de 1078 est de

toute évidence trop importante.

Dans la stratégie que nous venons de proposer, a chaque itération de la I’algorithme de gradient, une
nouvelle solution sous forme PGD est recherchée. Afin de diminuer les cotlits numériques, nous explorons
la possibilité de conserver a chaque itération les modes PGD précédemment calculés.

Une nouvelle stratégie

Puisque le multiplicateur de Lagrange a une influence sur la solution du probléme mais ne change
pas sa nature. Une idée pour toujours diminuer le colit computationnel est de conserver et réutiliser
les premiers modes PGD calculés. Nous avons donc une collection de couple de modes {(6,, Xn)}fjil qui
évolue au cours des itérations de I’algorithme de gradient. Ainsi, la résolution de ’équation 5.94, supposant
I’étape p de 'algorithme du graident atteinte, devient :

i) Recherche la solution de I’équation 5.94 sur 'ensemble Vect { (61 ® X1),..., (On, ® Xn,)} : Tle(a;, t).
Initialisation de I'indice ¢ = 1 et des nouveaux modes (6y, Xo) = (0,0).
ii) Détermination d’un nouveau couple de modes : (0,14, Xn,+4) avec algorithme ADFP.
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iii) Calcule de I'indicateur :

HeNerq ® XNp+‘]HWl
HTle + 201 Oyt @ XN tr

Careedy = (5118)

wy

reprenons a I’étape ii) apres incrémentation de l'indice ¢, sinon nous ajoutons les couples de modes
calculés a la collection.

et vérification du critere de convergence : egreedy < Tolaprp. Si elle n’est pas atteinte, nous

Nous avons alors obtenu les résultats suivants :

x10*
1600
1400
1200

25 .
B 1000 £
15 800
600
05
400
0
0 1 2 3 4
X (m) x10%

(a) Time : 107° (s) (b) Time : 4 x 107° () (c) Time : 8 x 1077 (s)

0 1 2 3 4
x (m) 104

«10%

(d) Time : 107° (s) (e) Time : 4 x 1075 (s) (f) Time : 8 x 1075 ()

FIGURE 5.28 — Evolution du champ thermique total en (a), (b) et (c) et dans la section dans (d), (e) et

().

Il semble que nous convergions bien vers la méme solution que précédemment. L’évolution du résidu est
illustré par la Figure 5.29. Nous observons que la vitesse de convergence de l'algorithme de gradient n’est
pas modifiée (une itération supplémentaire).
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Logarithm of €y

Iteration number

FI1GURE 5.29 — Convergence du second exemple réduit.

Afin d’analyser I'apport de cette variante, nous avons tracé 1’évolution du nombre total de modes PGD
en fonction du numéro de l'itération de I'algorithme de gradient.
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FIGURE 5.30 — Nombre de modes en fonction des itérations.

Nous observons qu’apres la septiéme itération de l'algorithme du gradient, nous ne calculons qu’en
moyenne deux modes PGD supplémentaires, réduisant ainsi le colit de chaque itérations. Cependant
nous obtenons un nombre trés importants de modes a convergence : 85. Ceci signifie que lorsque nous
rechercherons une solution dans l’espace engendré par cette famille de mode, nous aurons des systéemes
matriciels pleins et de tailles plus importantes qu’avec la premiere stratégie ol quatre fois moins de modes
étaient conservés.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, apres avoir rappeler les principes généraux de la méthode de réduction de modele

PGD en nous appuyant sur un probleme de Poisson, nous avons commencé par proposer deux variantes
a cette méthode consistant en, lors de la recherche d’un nouveau radical, en I’ajout d’'un ou de plusieurs
parameétres en facteurs des radicaux calculés précédemment. Les résultats que nous avons obtenus pour
le cas simple du probléme de poisson en 2D ne montre pas un réel apport sur la vitesse de convergence
de la méthode PGD.
Dans une seconde partie, nous avons détaillée une stratégie numérique permettant de localiser I'utilisation
de la méthode PGD dans le domaine local suivant la source mobile de chaleur. Nous avons pu montrer
numériquement, sur la base d’'un probleme thermique linéaire instationnaire avec une source immobile
puis mobile, la faisabilité de notre méthode.

Ces travaux ouvrent plusieurs perspectives a court et long termes :

e L’implémentation de maillage incompatibles en temps pour les domaines global et local.

e La possibilité d’utiliser un autre algorithme que I'algorithme de gradient sur le multiplicateur de
Lagrange, comme par exemple le gradient conjugué.

e La stratégie numérique a mettre en place, réutilisant les modes que nous avons calculé pour simuler
le reste des trajectoires du laser et la possibilité de compléter la collection de mode au cour de la
simulation.

e La capacité a aborder des physiques plus complexes avec la méthode PGD.

e L’apport de l'utilisation de la méthode PGD par rapport a la méthode POD pour cette problématique.
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Les travaux réalisés dans cette these s’inscrivent dans le cadre d’un projet visant au développement de

méthodologies numériques permettant d’aider, le plus efficacement possible, a la conception de pieces-FA
par le procédé SLM.
Etant une premiere pierre a cet édifice, ils se sont concentrés sur la description macroscopique du scénario
thermique subi par la piece lors de sa fabrication, physique qui, sous des hypotheses usuellement faites
a cette échelle, peut-étre découplée des autres. Leur but a été de développer un cadre de modélisation
répondant & cing objectifs, établis apres 'analyse des difficultés de modélisation et simulation du procédé.
Nous les rappelons ici :

(C1) - Prendre en compte les caractéristiques du probléme thermique induit par le procédé SLM que
nous rappelons ici : multi-physique, multi-échelle, localement non linéaire et irrégulier, changement
permanent du domaine géométrique (portant le probléeme a résoudre par additions successives
d’incréments matiere), tres fortes localisations des chargements induits par les lasers.

(Ca) - Permettre la compatibilité ou la coopération de nos méthodes avec les codes existants traitant
de certains des phénomenes mentionnés.

(C3) - Répondre a lenjeu majeur de la réduction des coiits des simulations du probléme par les
méthodes proposées.

(C4) - Permettre un bon degré de controle de la fiabilité de ces méthodes.

(Cs5) - Donner des retombées pour des problémes de I'ingénieur autre que celui de la FA.

Ils ont été développés suivant quatre étapes (donnant la composition des chapitres du document) :

Une premiere étape a été de développer une stratégie, permettant d’adresser les difficultés caractéristiques
du probléme thermique macroscopique et ainsi répondre au premier critére (C;). Au vu de la nature for-
tement multi-échelles de ces difficultés, nous avons motivé 'utilisation du cadre multi-modeles et multi-
échelles Arlequin comme base. La stratégie que nous avons proposée consiste en 'introduction, dans la
zone critique sous et dans le sillage du laser, de deux patchs, un Patch-Micro et un Patch-Méso permettant
de :

e prendre en compte finement 1’évolution permanente du domaine par ajout d’incrément de matiere

de plus avec un controle total,

e modéliser finement le flux de chaleur apporté par le laser,

e capter finement les gradients thermiques intenses et localisés sous le laser,

e localiser le traitement numérique de la non-linéarité due au phénomene de changement de phase.
De plus, cette stratégie répond a d’autres points du cahier des charges. En effet, les dimensions des
patchs qu’elle introduit étant adaptées aux zones nécessitant la finesse particuliere qu’ils apportent (< sur-
mesure > ), elle permet de limiter les cotits numériques au minimum nécessaire et répond ainsi au critére
(C3). Elle semble également directement adaptable a d’autres problématiques que celle de la FA (par
exemple celle du soudage), elle valide donc aussi le critere (Cs).

Une seconde étape a été d’étudier I'influence du choix d’un raccord en volume, par rapport a un surfa-
cique, sur les performances du solveur FETI que nous avons choisi pour résoudre les systémes matriciels
mixtes, découlant de la discrétisation du probléme thermique écrit dans le cadre de notre stratégie. Ainsi
nous avons comparé, sur la base de trois problemes en lien avec ceux rencontrés lors de la modélisation
du procédé SLM, les performances d’un couplage volumique et surfacique. Les résultats que nous avons
obtenus montrent numériquement, que I’écriture d’un couplage volumique, dans le cadre Arlequin, entre
deux sous-domaines améliore globalement la vitesse de convergence des méthodes de résolution du type
FETI. Ceci s’expliquant par le meilleur conditionnement des systémes matriciels, découlant de la na-
ture volumique des opérateurs de couplage. Dans le but de réduire toujours plus les cotits numériques,
nous avons proposé et implémenté une méthode de couplage volumique dite < compatible > permettant
de s’affranchir des difficultés qu’engendre la mise en place du cadre Arlequin entre deux maillages non-
compatibles (problématique d’intégration numérique pour le calcul des opérateurs de couplage et des
matrices pondérées par la partition d’unité) et restreindre la zone de couplage & une ceinture d’éléments
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macroscopiques. Nous avons alors, & nouveau, comparé les vitesses de résolution de ce nouveau raccord
avec les raccords surfaciques et des vitesses de convergence plus rapides pour le couplage volumique.
Ainsi, pour la simulation du procédé SLM, le couplage volumique, méme si nous restons a une échelle
de modélisation macroscopique basée sur le cadre de la Mécanique des Milieux Continus, apporte une
flexibilité n’engendrant pas de colits numériques plus importants que le couplage surfacique. Ce chapitre
a permis de s’assurer que notre stratégie répond au mieux au critere (Cs).

Une troisieme étape a consisté a développer une extension des méthodes Itératives Globales-Locales
Non-Invasives (IGLNI) au cas d'un couplage de type énergétique-volumique Arlequin afin de répondre
au criteére (Cz). Les résultats numériques que nous avons obtenus témoignent de la faisabilité et de la
pertinence de cette nouvelle approche. En effet, les tendances de convergence de 'algorithme IGLNI pour
un couplage surfacique ou volumique sont proches. De plus si le couplage <« compatible >, développé au
Chapitre 3 est utilisé, comme a chaque étape de I’algorithme Global-Local des problémes discrets mixtes
sont a résoudre, nous pouvons imaginer un coit numérique finale plus faible pour le cas volumique que
surfacique et répondre ainsi au critere (Cg).

Cette nouvelle approche permet, combinant de maniére adéquat les méthodes IGLNI dans le cadre Ar-
lequin, pour la mise en coopération et communication de différents codes, de profiter de la flexibilité du
couplage volumique et de sa capacité a coupler des modeles réellement multi-échelles.

Une derniére étape s’est intéressée, dans l'optique du critére (C3), a l'introduction des méthodes de
réduction de modele, localement dans le cadre Arlequin. Elle a premiérement consisté a proposer deux
variantes de la méthodes Proper Generalized Decomposition (PGD) dont les applications numériques
n’ont pas démontré un avantage particulier apporté par celles-ci. Ensuite, dans le but de capter les mo-
tifs récurrents du champ thermique des domaines locaux, présents sous le laser, nous avons détaillé une
stratégie permettant la construction d’une représentation séparée par la méthode PGD des ces champs.
Nous avons pu montrer numériquement la faisabilité de cette stratégie.

De nombreuses perspectives demeurent pour ces travaux :

e Mettre en place la stratégie thermique développée au Chapitre 2, pour la simulation de pieces aux
formes plus complexes et en trois dimensions.

e Combiner la stratégie thermique et le couplage < compatible > développé au Chapitre 3.

e Etendre la stratégie de construction d’un modele réduit du champ thermique dans le cadre Arlequin
afin de réutiliser les modes et simuler le balayage de couche a 1’échelle réelle.

e Utiliser les méthodes IGLNI avec le couplage volumique pour réaliser un véritable couplage mutli-
échelle.

e Adapter la stratégie de simulation thermique macroscopique & la mécanique et métallurgie.

e Introduire des modeles mésoscopiques et méme microscopiques dans les patchs de la stratégie
thermique et prendre ainsi en compte d’autres phénomenes physiques.
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A.1 Annexes : Chapitre 3

A.1.1 Algorithmes de GC

Gradient Conjugué

Nous considérons le probléme générique suivant :

SuA = Ly (A1)

avec la matrice Sy, carrée, symétrique définie et positive.

L’algorithme de GC consiste a rechercher A de maniere itérative sous la forme : Apy1 = Ap + axpg. Le
parametre ¢y est choisi a chaque itération de maniere a minimiser la norme du vecteur A — X pour une
direction de descente donnée py. La nouvelle direction de descente p; est quant & elle recherchée dans le
plan formé par les deux directions orthogonales rp, = Lg— SgA\r et pr_1 : Pr = rr + OxPr_1. Le parametre
B est déterminé de facon a ce que le facteur de réduction de I'erreur soit le plus grand. Les différentes
étapes de ’algorithme sont données dans ’algorithme 6.

Algorithm 6 Algorithme du Gradient Conjugué

Initialisation:
AOv
pPo = ro = Lg — Sy,

Sortie: \ = S;lLd
tant que ¢ > critére faire
_ el
Yk = (Sapr.pr)’
Akt+1 = A + QgPr,

Ti41 = Ty — QpSyPk,

— Hrk+1”2
O ekl
Pk+1 = Tyl + Brr1Pk
fin tant que

La convergence de I'algorithme est mesuré par la norme du résidu relativisée par la norme du second
membre, ce qui donne pour l'itération k la formule suivante :

Irall
€= A2
ILal, (4.2)
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Gradient Conjugué Projeté
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Algorithm 7 Algorithme du Gradient Conjugué Projeté

Initialisation: )
A =G (GTG)_ RIF,,
ro = Lg — SgAo,
po = Prg

Sortie: A =S;'Ly
tant que € = ||Pry|| > critére faire
— (Pr]wpk)
Yk = (Sapr.pr)’
A1 = A + QiPk,
L1 = Tk — QkSqPk;

Bt = (Prr41,S4pPk)

(Sapk.pPr)
Pr+1 = Pryg1 + Bryipe
fin tant que

Gradient Conjugué Préconditionné

Comme détaillé dans [154] méme si M, est symétrique, la matrice M,.S; ne I'est pas forcément et
nous ne pouvons plus utiliser directement ’algorithme de GC. Si la matrice M, est symétrique, définie

1

et positive elle admet alors une racine carré Mp. symétrique et définie positive telle que

et inversible (définie et carrée). Par 'égalité :

_1 1 _1 1 1 _1
:’.\/.[p(;2 (Mpcsd) MﬁchCQ A - <MchdMﬁc> :’.\/.[p(;2 A

12
Mﬁc> = M,

(A.3)

1 1

La matrice M,,.Sy est donc semblable & la matrice symétrique, définie positive Sy = Mg.SqMpc, nous

considérons donc le systéme suivant :

~ _1 1
SuM,* A = M2.Ly

(A.4)

Nous appliquons 'algorithme 6 au systéme (A.4), I'algorithme (GC) est alors 1égérement modifié (voir

8).
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Algorithm 8 Algorithme du Gradient Conjugué Préconditionné

Initialisation:
A0>
ro = Lg — SgXo,
M, po = 1o,
Zo = Po

Sortie: A =S;'Ly
tant que € = |rp11|| > critére faire
ar = (rkvzk)
k= (Sapr.pr)’
Ak+1 = Ak + Q;Pk;

rpr1 = T — SyPk,
i)
Mpc Zp4+1 = T4,

_ (rk sz )
Br41 = 7&;72’;)“ ;
Pk+1 = Zg+1 + Br+1Pk
fin tant que

Nous remarquons qu’a chaque itération un nouveau systéme de la forme : M];clz = r est a résoudre et
toujours dans une optique de performance, il est indispensable que cette résolution soit facile et rapide. Ici,
I’inconnue duale étant restreinte a la zone de couplage, ces systemes seront de taille réduite par rapport
au systeme global.

Gradient Conjugué Projeté Préconditionné

Algorithm 9 Algorithme du Gradient Conjugué Projeté Préconditionné

Initialisation: .
X =G (GTG) RIF,
ro = Lg — SgAo,
Zy) = I)I'()7
Po = PP;IZO

Sortie: \ = S;lLd
tant que ¢, = |[|Pry1|| > €||Ly|| faire
_ _(Pry2Zk
Yk = (Supr.pr)’
Akt1 = Ak + axPg,
Tyl = Tk — 0 SqPk,
Zjt1 = 1(°I'k+1, :
_ (Prgy1,Sq4pk
Brot1 = (Sdpllmpk) ’
Pe+1 = PP, zp 1 + BriibPk
fin tant que
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Gradient Conjugué Projeté Réorthogonalisé

Algorithm 10 Algorithme du Gradient Conjugué Projeté Réorthogonalisé

Initialisation: )
Ao =G (GTG)_ R7F,
ro = Lg — SgAo,
po = Prg

Sortie: A =S;'Ly
tant que €, = [|Pry || > €||Ly|| faire
ar = (Pr/wpk)
k= (Sapr.px)’
Akt1 = g + QP
Tpy1 =T — 0 SyPk,
for 0 < i < k faire
B = (Pri41,S4p:)
t™  (Sapispi)
fin for
Pit1 = Prj1 + SF Bips
fin tant que

Gradient Conjugué Projeté Réorthogonalisé Préconditionné

Algorithm 11 Algorithme du Gradient Conjugué Projeté Réorthogonalisé Préconditionné

Initialisation:

X =G(aTa) RIF,
ro = Lg — SgAo,

Zy = PI'(),

po = PP} 'z

Sortie: \ = S;lLd
tant que ¢, = |[|Pry1|| > €||Ly|| faire
. — \Pk.zk)
k= (Sapr.pr)’
Akt1 = g + QP
rpi1 = T — SyPk,
Zjt1 = Prk+%7
Yir1 = PPy 2z,
for 0 < i < k faire
B; = (Yr+1,84P4)
T (Sapi,pi)
fin for
Pit1 = Yi+1 + S8 Bipi
fin tant que
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A.1.2 Annexe : Méthode de Décomposition de Domaine compatible avec recouvre-
ment

Gradient Conjugué (GC) : Probléeme (Py;)

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs ha hs hg
V. micro 222 252 313 423 497 597
macro 64 65 96 129 155 214
PV. micro 145 159 188 267 292 372
macro 112 110 166 231 291 399
S. micro 53 51 62 87 98 122
macro 27 21 28 44 50 67

Opérateur de couplage H!

V. micro 37 35 35 34 34 32
macro 22 20 21 21 20 21

PV. micro 46 38 43 44 44 42
macro 24 21 22 24 24 27
S. micro 53 50 63 89 96 122
macro 27 21 28 44 50 68

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 78 54 66 145 122 547

macro 44 26 34 84 70 325

PV. micro 89 49 63 185 163 757
macro 46 26 36 86 76 335

S. micro 53 51 63 89 97 122
macro 27 21 28 45 50 67

TABLE A.1 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du GC pour chaque méthode en fonction de la
taille du maillage.
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GCP : Probléme (Py;)

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs hy hs he
V. micro 102 106 130 164 187 228
macro 36 34 40 56 60 82

PV. micro 71 71 83 111 120 155
macro 42 40 49 73 78 100

S. micro 37 35 43 57 60 78
macro 22 17 23 30 31 44

Opérateur de couplage H!

V. micro 23 23 26 29 29 36
macro 13 12 13 16 16 23

PV. micro 18 18 18 20 21 26
macro 14 14 14 16 16 22

S. micro 38 37 43 56 60 78
macro 22 17 22 30 31 44

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 25 25 26 32 34 47
macro 18 16 19 30 28 45

PV. micro 24 24 26 35 35 55
macro 21 19 22 35 32 52

S. micro 38 36 43 57 60 78
macro 22 17 22 30 31 44
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TABLE A.2 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du GCP pour chaque méthode en fonction de

la taille du maillage.
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GC Projeté :

Probléeme (Pys)

ANNEXE A. ANNEXES

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs hy hs
V. micro 305 335 420 568 680
macro 82 7 110 158 199

PV. micro 189 206 243 350 381
macro 157 138 214 300 392

S. micro 65 60 76 109 118
macro 34 22 32 55 51

Opérateur de couplage H!

V. micro 33 34 34 33 33
macro 19 18 19 21 21

PV. micro 42 36 40 42 43
macro 23 21 22 26 25

S. micro 65 59 75 108 118
macro 34 22 32 56 52

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 67 51 61 134 109
macro 38 25 32 76 63

PV. micro 80 47 60 161 138
macro 41 26 34 80 70

S. micro 67 60 76 108 117
macro 34 22 32 55 53

TABLE A.3 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du (GC) projeté pour chaque méthode en
fonction de la taille du maillage.
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GC Projeté Préconditionné :

Probléme (Pys)

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs hy hs
V. micro 128 129 168 210 235
macro 42 39 49 65 73

PV. micro 82 86 102 138 150
macro 7 80 94 149 155

S. micro 24 23 26 35 34
macro 21 16 19 29 30

Opérateur de couplage H!

V. micro 28 26 29 33 35
macro 14 14 15 19 18

PV. micro 19 20 20 24 25
macro 27 24 28 34 35

S. micro 24 23 25 35 35
macro 21 16 19 29 30

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 26 26 29 33 36
macro 15 16 19 26 28

PV. micro 22 23 26 33 36
macro 25 25 26 35 37

S. micro 24 23 26 35 34
macro 21 16 19 30 30

211

TABLE A.4 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du (GCP) projeté pour chaque méthode en
fonction de la taille du maillage.
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GC Projeté Réorthogonalisé :

Probléme (Pys)

ANNEXE A. ANNEXES

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs hy hs
V. micro 98 106 121 158 181
macro 44 45 59 T 92

PV. micro 74 81 95 124 140
macro 54 59 78 104 128

S. micro 45 43 49 67 72
macro 27 20 27 41 40

Opérateur de couplage H!

V. micro 33 34 34 33 33
macro 19 18 19 21 21

PV. micro 42 36 40 42 43
macro 23 21 22 26 25

S. micro 45 43 49 67 72
macro 27 20 27 41 40

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 67 51 61 134 109
macro 38 25 32 75 63

PV. micro 79 47 60 160 138
macro 41 26 34 79 69

S. micro 45 43 49 67 72
macro 27 20 27 41 40

TABLE A.5 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du (GC) projeté réorthogonalisé pour chaque
méthode en fonction de la taille du maillage.
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GC Projeté Réorthogonalisé Préconditionné : Probléme (Pys)

Opérateur de couplage L?

Méthode \Maillage h1 ho hs hy hs
V. micro 67 67 79 97 108
macro 32 32 36 47 51

PV. micro 52 52 60 76 84
macro 47 50 58 " 80

S. micro 22 21 24 29 30
macro 19 16 19 27 27

Opérateur de couplage H!

V. micro 27 26 27 30 31
macro 14 14 15 18 18

PV. micro 19 20 20 23 23
macro 27 24 27 32 32

S. micro 22 21 24 29 30
macro 19 16 19 27 27

Opérateur de couplage de la chaleur

V. micro 24 24 27 29 31
macro 15 16 19 25 27

PV. micro 22 23 25 32 34
macro 24 23 24 31 33

S. micro 22 21 24 29 30
macro 19 16 19 27 27
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TABLE A.6 — Tableau récapitulatif du nombre d’itération du (GCP) projeté réorthogonalisé pour chaque
méthode en fonction de la taille du maillage.
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A.1.3 Annexe : Expérimentation numérique

Choix de I’espace grossier

Y \yr | 1072 | 107% | 1073 | 1072 | 107! 1 10t 102 103 104 10°
107 15 23 34 37 45 54 62 96 245 299 299
1074 23 15 23 34 37 45 52 62 95 299 299
1073 28 23 15 23 34 37 45 52 61 94 227
1072 30 28 23 15 23 34 37 45 53 62 95
1071 29 30 28 23 15 23 34 37 45 54 62

1 30 30 30 28 23 15 23 35 37 40 54
10! 30 30 30 28 28 23 15 23 35 38 39
102 30 30 30 30 30 28 23 15 24 36 38
103 30 30 30 30 30 30 30 24 16 26 37
10% 33 34 34 33 35 34 34 32 25 17 28
10° 36 36 36 36 36 36 36 36 36 29 19

TABLE A.7 — Tableau récapitulatif du nombre d’itérations du GCP en fonction des valeurs des parameétres
Ym €t 7r. En vert les valeurs minimales et en rouge celles qui ont dépassé la limite d’itération
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Choix de ’espace fin

Y \yr | 1072 | 107% | 1073 | 1072 | 107! 1 10! 102 103 10* 10°
107 46 50 66 86 96 110 153 218 299 299 299
1074 78 46 51 66 86 96 110 153 215 299 299
1073 150 77 46 50 66 86 96 110 122 215 299
1072 197 146 77 46 51 66 86 95 110 153 218
107t 209 200 147 77 46 51 66 86 96 110 152

1 211 214 202 148 78 46 51 66 86 95 109
10! 209 211 209 199 150 78 46 51 66 86 95
102 211 211 210 211 197 148 77 46 53 68 87
103 208 209 212 215 210 203 148 79 48 56 72
10* 208 212 209 215 214 214 202 152 82 52 62
10° 224 224 221 227 222 225 220 215 160 92 56

TABLE A.8 — Tableau récapitulatif du nombre d’itérations du GCP en fonction des valeurs des parametres
Ym €t Yr.

A.2 Annexes : Chapitre 5

A.2.1 Algebre tensorielle

Comme introduit dans [184], soit Vect(T) l'opérateur de < vectorisation »>d’'un telle matrice, i.e.,ses
colonnes sont collectées I'une apres ’autre en un vecteur colonne Vect(T) de longueur N x J. Nous introdui-
sons également 'opération « arrayzation >qui est I'opération inverse de la « vectorisation >. Maintenant,
si A € RV*N et B € R7*7 sont des matrices, nous avons :

(A ® B) Vect(T) = Vect(BTAT) (A.5)
et aussi si A et B sont non-singuliéres, nous pouvons écrire :
(AeB)"' = (A'eB™) (A.6)

finalement :
(A®B)(C®D)=(AC)® (BD) (A.7)

A.2.2 Inversion du complément de Schur spatio-temporel

Le complément de Schur spatio-temporel est la somme de matrices dont la forme peut s’écrire comme :
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M =

[M(1,1)M;

T

Mt(j7 1)M1

_Mt(']a 1)M§:

M;(1, )M
M, (4, j)M3,

M, (J, j)M,

ANNEXE A. ANNEXES

Mt(17 J)Mi_

Mt(Ja ‘])Mg_

(A.8)

La matrice My est la matrice de masse qui sur un maillage temporel est tridiagonale. Un approche
classique et tres efficace est l'algorithme de Thomas, voir [185]. Pour calculer le produit de son inverse
avec une autre matrice ou un vecteur, nous construisons sa décomposition LU. Donc nous commengons
avec la forme tridiagonale de M*P et nous changeons le nom de chaque blocs :

Al
B2
M? =1

0

ct o
A2

0 BY

0

0

CJ—l
AJ

Chaque matrices M7 sont de dimension N x N avec N > J. Les matrices L et U de la matrice LU

sont données par :

avec I € RVXN la matrice identité.

Ul
0
and U =

ct o ... 0
U2
0
CJfl
0o U’

(A.10)

Algorithm 12 Algorithme de construction de la décomposition LU

Initialisation: M?®P
Sortie: LU = M*P,
Ul = Al
for j de 2 a J faire

L) = (U/1) "' BJ and U/ = AJ — LICI!

fin for

Le calcul de la solution du systéme suivant M*#*X = F, avec X et F € RINX)x(NXJ) devenant la

résolution des deux sous-systéme bi-diagonaux :

LY=F and UX=Y

(A.11)

avec Y € RWxX(NxJ) Nous utilisons le méme indexage des blocs pour X, Y et F. Ils sont résolus par

I’algorithme suivant :
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Algorithm 13 Algorithme de Thomas

Initialisation: L et U
Sortie: X = (M*)"'F.
e Résolution du premier systeme :
Y1,5:F1,5 foro=1...J
for j de 2 a J faire
Y5 =F;5— (L)' Y; 15pour6=1...J
fin for
e Résolution du second systeme :
Xjs=Yj spourd=1...J
for j de J —1 a1 faire
X5 = (U) 7 (Y5 = (€)' Xjpus) pour =1...J
fin for
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de changement de phase, les changements per-
manents du domaine géométrique..., ii) de raf-
finer potentiellement la modélisation en descen-
dant vers les échelles mésoscopique et micro-

numériques, une méthode de couplage dite «
compatible », permettant de s’affranchir des «
difficultés » liées & la mise en place du cadre
Arlequin montre par des comparaisons avec des
raccords de type surfacique, une vitesse ce con-
Aussi la descente de la
modélisation vers les échelles fines étant com-
plexe, elle ne peut que passer par une ad-
ditivité des forces numériques. Une exten-
sion des méthodes Itérative Globales-Locales
Non-Invasives au cas d’un couplage volumique
est proposée, ouvrant la coopération entre dif-
férents codes, performants pour des physiques et
échelles particuliéres. Une derniére partie de ces
travaux explore l'utilisation locale de la méth-
ode Proper Generalized Decomposition, afin de
réduire d’avantage les cotits numériques. La ma-
jeur partie de ces travaux est généralisable & des

vergence supérieure.

scopique. Dans le soucis de réduire les cofits problématiques autre que celle de la Fabrication
Additive.
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Abstract:
sis is part of a project aiming at developing
numerical methodologies to assist in the de-
sign of parts manufactured using the Selective
Laser Melting (SLM) process. They focus on the
macroscopic description of the thermal scenario
undergone by the part during its manufacture
and aim firstly at developing a modelling frame-
work, based on the Arlequin framework, which
will allow, i) to overcome the complexities of
the problem, in particular: the intense thermal
gradients located under the laser, the non-linear
phase change phenomenon, the permanent geo-
metrical domain evolutions..., ii) to potentially
refine the modelling by going down to the meso-
scopic and microscopic scales. In order to reduce
numerical costs, a coupling method called "com-

The works carried out in this the-

patible", which allows to overcome the "difficul-
ties" linked to the Arlequin framework imple-
mentation, demonstrates, through comparisons
with surface type couplings, a higher speed of
convergence. Also, the descent of the modelling
towards fine scales being very complex, it can
only be achieved through a numerical forces ad-
dition. An extension of the Iterative Global-
Local Non-Invasive Methods to the case of a
volume coupling is proposed, opening a cooper-
ation between different codes, efficient for par-
ticular physics and scales. A last part of this
work explores the possibility of using locally the
Proper Generalized Decomposition method in
order to further reduce numerical costs. Most
of the work carried out can be generalised to
issues other than Additive Manufacturing.
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