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Introduction générale

Une propriété fondamentale du monde vivant, apparu il y a plus de trois milliards et demi d’an-
nées, est qu’il ne cesse de se transformer. L étude de ce processus continu qu’est 1’évolution' est
indispensable pour comprendre 1’extraordinaire diversité des €tres vivants présents actuellement
sur Terre. Dans le courant des idées de son temps, Darwin chercha a expliquer scientifiquement
cette diversité, sans avoir recours a une quelconque action divine. Dans On the origin of spe-
cies [Darwin 1859], il présenta sa célebre théorie de I’évolution par la sélection naturelle, qui
repose sur trois grands principes : la variation de forme et de comportement des organismes, la
sélection naturelle qui trie les organismes a chaque génération (les plus aptes a survivre et a se
reproduire ont plus de descendants) et la transmission des caracteres.

Inspirée par les theses de Thomas Malthus (1766—1834), par d’innombrables observations
faites lors de son voyage sur le Beagle et par I’exemple de la sélection artificielle, la théorie
darwinienne de 1’évolution est enticrement formulée en langage naturel. Ce n’est qu’au cours
de la premiere moitié du XXe siecle, avec le développement de la génétique, de la génétique
des populations et de la génétique quantitative que le formalisme mathématique va permettre
d’étudier avec plus de précision les processus évolutifs. Enrichie de ces nouvelles approches, la
théorie originelle de Darwin va devenir la théorie synthétique de I’évolution, ou néodarwinisme.

Dans la seconde moitié du XXe siecle, la découverte de niveaux de polymorphismes molé-
culaires tres élevés dans les populations naturelles va renforcer le recours aux modeles mathé-
matiques, dans le contexte du développement de la théorie neutraliste de I’évolution moléculaire
[Kimura 1985]. A coté du role de la sélection, le role du hasard dans I’évolution est pleinement

reconnu.

ssu du latin evolutio, « action de dérouler, de parcourir », dérivé de evolvere, « dérouler », de volvere, « rouler »
[Académie francaise 2021].
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0.1 Modéliser I’évolution

Avant de présenter les modeles d’évolution sur lesquels je m’appuie, je vais présenter ce qu’est

un modele scientifique.

0.1.1 Les modeles en sciences

La notion de modele en sciences a fait I’objet de nombreux travaux au cours des dernicres dé-
cennies [Drouin 1988; Rumelhard 1988; Rosen 1993; Legay 1997; Bolker 2009; Soler 2013;
Servedio et al. 2014]. Les modeles sont présents dans tous les domaines scientifiques, biologie,
physique, économie, sciences humaines, etc. Le terme « modele » vient de ’ancien frangais
modelle, signifiant « moule » ou « représentation d’un objet » [Godefroy 1888], emprunté a
I’italien modello, de méme sens [Académie francaise 2021], issu lui-méme du latin modulus,
« mesure » [Legay 1997]. Une définition assez générale d’un modele scientifique est la sui-
vante : « "quelque chose" (objet concret, représentation imagée, systeme d’équations, etc.) qui
se substitue au réel trop complexe, ou inaccessible a 1’expérience, et qui permet de comprendre
ce réel par un intermédiaire plus connu ou plus accessible a la connaissance » [Drouin 1988].
Selon Legay [1997] et Soler [2013], les modeles permettent de décrire des phénomenes, d’ex-
pliquer des mécanismes ou de prédire des comportements, sans oublier leur role pédagogique
pour illustrer un concept ou enseigner. Pour créer un modele, il est nécessaire de poser le pro-
bleme et de choisir un point de vue, apres avoir correctement analysé la situation. Un modele est
efficace s’il répond au probléme posé tout en étant facile d’utilisation, et on dit qu’il est fécond
s’il apporte des résultats inattendus. Pour étudier un phénomene, il peut étre nécessaire d’uti-
liser plusieurs modeles selon les points de vue pour en saisir différents aspects [Legay 1997;
Soler 2013].

Il existe plusieurs types de modeles, que 1’on peut classer selon le point de vue ou I’usage.
Legay [1997] distingue notamment les modeles dialectiques, basés sur un langage (verbal, ma-
thématique, ou schématique), des modeles physiques, basés sur des objets ou phénomenes phy-
siques pour étudier un processus plus complexe (par exemple, les modeles biologiques). Les
modeles formels simples, appelés toy models ou proof-of-concept models, sont particulicrement
utiles pour formaliser des idées et définir des notions dans un cadre précis, ce que les modeles
verbaux et intuitifs ne permettent pas [Servedio ef al. 2014].

Les modeles ont bien siir leurs limites, car en tant que simplifications de la réalité, ils lui
sont nécessairement infideles [Soler 2013]. Un modele s’applique a un probleme particulier
dans un cadre précis, et s’ils sont utilisés en-dehors de leur domaine de validité et du cadre de
leur construction, les résultats seront probablement faux [Legay 1997; Soler 2013]. Un modele
doit également étre confronté a la réalité pour vérifier sa validité, rendant 1’expérimentation
indispensable [Legay 1997]. Lorsque cette derniere est impossible, ce qui est souvent le cas
en évolution, les simulations informatiques permettent d’« expérimenter » dans une grande

diversité de situations et/ou d’échelles de temps.
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0.1.2 Notions de base de génétique des populations

Il y a plusieurs manieres d’étudier 1’évolution des étres vivants. L'une d’entre elles consiste
a modéliser le changement de fréquence des génes et/ou alleles’ au cours du temps dans les
populations. C’est I’objet de la génétique des populations [Wright 1937; Crow et Kimura 1970;
Ohta 1992; Nielsen et Slatkin 2013]. Une population est un ensemble d’individus qui peuvent se
reproduire entre eux et qui, par les caractéristiques qu’ils partagent (ex. un territoire commun),
forment un groupe suffisamment distinct du reste de ’espéce. Chaque individu est caractérisé
par son génotype, c’est-a-dire sa constitution génétique, et par sa firness. La fitness d’un individu
est sa valeur sélective, qui dépend de sa survie et de sa fertilité, et qui correspond au nombre de
ses descendants laissés a la génération suivante [Wright 1937; Crow et Kimura 1970].

Quatre « forces évolutives »* modifient les fréquences des génes dans les populations :

* la mutation, qui est une modification accidentelle du support de 1’hérédité et donc des

genes, créant de nouveaux alleles ;

la migration, qui apporte de nouveaux alleles a la population ;

la sélection naturelle, qui est un tri basé sur la fitness;

* la dérive génétique, qui est I’échantillonnage aléatoire des alleles d’une génération a

I’autre dans une population.

Une cinquieme « force » est parfois mentionnée, la recombinaison génétique, qui modifie la
répartition des alleles le long des chromosomes, et qui, comme la mutation, apporte de la varia-
tion dans les génotypes de la population. Le régime de reproduction peut également impacter
les fréquences génotypiques. A cela on peut ajouter I’influence de la démographie sur ces pro-

cessus.

A chaque génération, des mutations apparaissent aléatoirement, créant de nouveaux alleles.
Les mutations peuvent disparaitre, ou bien se fixer dans la population, c’est-a-dire que tous les
individus vont a terme porter cette mutation (figure 1). Le devenir de ces mutations dépend de
deux des forces évolutives évoquées plus haut, la dérive génétique et la sélection naturelle, via
respectivement la « taille efficace » de la population et le coefficient de sélection, mais aussi du
degré de ploidie de I’espece [Crow et Kimura 1970].

La taille efficace d’une population (notée N.) est la taille d’une population « idéale » de
Wright-Fisher (taille constante NV, sans sélection ni migration, individus hermaphrodites, géné-
rations non chevauchantes et panmixie), ou la dérive génétique serait de méme ampleur que dans

la population considérée [Crow et Kimura 1970]. En général, la taille efficace d’une population

2Un geéne est une séquence de nucléotides codant pour une fonction, et les alleles sont les versions d’un géne.
3Le terme « force » n’est pas 2 prendre au sens de la physique, qui pousse dans une direction, mais plutot au
sens de mécanisme ou de processus, qui influence 1’évolution.
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Fréquence

FIGURE 1 — Evolution de la fréquence des mutations au cours du temps (d’apres Kimura [1985]).
Chaque trajectoire représente 1’évolution de la fréquence d’une mutation. Les trajectoires en gras in-
diquent une fixation de la mutation, et les autres indiquent une disparition de la mutation.

est inférieure a la taille réelle de la population, car un ou plusieurs des criteres qui définissent la
population idéale ne sont pas respectés dans les conditions naturelles. La dérive génétique est
d’autant plus forte que la taille efficace de la population est faible. Par effet d’échantillonage, un
allele mutant apparu dans une population de faible effectif (ex. N = 10) a une forte probabilité
d’étre tiré et peut donc voir sa fréquence augmenter tres rapidement aux générations suivantes
et se fixer méme s’il est délétere. Au contraire, si la population est tres grande (/N = 100 000),
la probabilité de tirage du mutant est tres faible et sa fréquence varie trés peu au cours des
générations.

Le coefficient de sélection, not€ s, est la différence de fitness, absolue ou relative, entre deux
individus. Si la population est homogene, ce que I’on considere dans ce travail, le coefficient de
sélection d’une nouvelle mutation sera calculé relativement a la fitness du génotype initialement
présent, appelé le génotype « résident ». Plus un génotype mutant est « performant », c’est-a-
dire avec une fitness élevée par rapport au reste de la population, plus son coefficient de sélection
est élevé.

Le degré de ploidie fait référence au nombre de copies de chromosomes présentes dans les
cellules. Chaque chromosome porte un ensemble de genes, et chaque copie de chromosome
possede les mémes genes mais avec des alleles en général différents. Une cellule haploide pos-
sede une copie de chaque chromosome, une cellule diploide deux copies, etc. Toutes choses
égales par ailleurs, le degré de ploidie joue sur la probabilité de fixation des mutations. Dans
ma these j’ai considéré des populations haploides, pour ne pas avoir a considérer de possibles
effets de dominance. En cas de dominance, la fitness de 1’hétérozygote est différente de la fit-
ness moyenne des homozygotes, ce qui implique de gérer non pas deux, mais trois valeurs de
fitness différentes.

Le devenir des mutations peut étre estimé a 1’aide de la probabilité de fixation. Considérons
une population haploide a reproduction sexuée, de taille N (/N grand et constant au fil des

générations) et de taille efficace V.. Une mutation qui affecte un individu de cette population
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aura la probabilité de fixation suivante [Crow et Kimura 1970] :

1— e—QSNe/N

P = —————
1— 62sNe

ou s est le coefficient de sélection de la mutation. Cette relation peut se simplifier si les croise-

ments se font au hasard (panmixie) et que la distribution du nombre de descendants suit une loi

de Poisson. Dans ce cas N = N, et si |s| est petit on obtient :

2s

Pf - 1 — 672Ns

qui est la formule que nous utiliserons dans notre modele d’évolution.

En passant aux limites, on voit que :

* pour une mutation avantageuse, Py ~~  2s, ce qui signifie que plus une mutation est
Ns—+o0

avantageuse, plus elle a de chances de se fixer

* pour une mutation neutre, Ps N—g) 1/N, et la probabilité de fixation ne dépend alors
s—
que de la taille de population

* pour une mutation délétere, P N—> 0, ce qui signifie que plus une mutation est
S§—>—00

délétere, moins elle a de chance de se fixer.

On a coutume de distinguer trois zones différentes pour le devenir d’une nouvelle mutation
[Nielsen et Slatkin 2013]. Si Ns > 1, I’allele mutant est avantageux, et il aura d’autant plus de
chances de se fixer que son avantage sélectif est important. Si —1 < Ns < 1, ’avantage sélectif
du mutant est faible, la mutation a peu d’effet sur la fitness, et la mutation est dite quasi-neutre :
sa probabilité de fixation ne dépend que de la taille de la population et est quasiment identique
a celle d’une mutation strictement neutre. On parle alors de zone neutre. Si Ns < —1, I’allele
mutant est délétere, et il aura peu de chance de se fixer. La transition entre allele neutre et
allele sous sélection est graduelle [Hartl er al. 1985]. Comme la dérive prédomine dans la zone
neutre, on parle de « neutralité sélective ». Cette notion de quasi-neutralité est trés importante :
elle implique que la perte ou la fixation d’une mutation peut étre le fait du hasard, et c’est parce
que le devenir d’une mutation peut prendre de nombreuses générations que I’on observe des
niveaux €levés de polymorphisme dans les populations naturelles. C’est le cceur de la théorie

neutraliste de 1’évolution.

0.1.3 Notions de base en dynamique adaptative

Une autre maniere de modéliser I’évolution est de regarder 1’évolution d’un caractere sur de
grandes échelles de temps, en prenant en compte 1’environnement dans lequel les organismes

vivent et la densité de la population. C’est I’objectif de la dynamique adaptative. Dans ce cadre,
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FIGURE 2 — Fitness d’invasion en dynamique adaptative (d’apres Briannstrom ez al. [2013]). La valeur
du caractere chez le mutant est en abscisse, et sa fitness d’invasion, ou taux de croissance, est en ordonnée.
La courbe rouge est la fitness d’invasion d’un mutant au sein d’une population résidente monomorphe
de valeur r; (a gauche) ou r2 (a droite). La fitness d’invasion est nulle pour la valeur du résident, car sa
population est 2 I’équilibre. A gauche : La population résidente est monomorphe de valeur r;. Un mutant
avec une fitness d’invasion positive va envahir la population et remplacer le résident. C’est le cas par
exemple pour un mutant de valeur m. A droite : Le mutant de valeur m a envahi la population, et est
devenu le nouveau résident de valeur rs. La fitness d’invasion a changé de forme, car elle dépend de la
population résidente.

on cherche les valeurs du caractere qui optimisent la fitness. Pour cela on ignore la dérive, et on
ne prend en compte que la sélection, ¢’est-a-dire que si un mutant a une meilleure fitness que le

reste de la population, il envahira la population, sinon il disparaitra.

On considere une population préalablement installée, dite population résidente. Dans les
cas les plus simples, on considere que la population résidente est monomorphe, ou homogene,
c’est-a-dire que tous les individus possedent la méme valeur x du caractere étudié. La taille
de la population résidente est supposée a I’équilibre dynamique, c’est-a-dire qu’elle ne varie
pas au cours du temps. Une mutation apparait dans cette population résidente, et la valeur de
I’individu mutant est 2’. La mutation est de petite taille, c’est-a-dire que la valeur du caractére
du mutant est proche de celle du résident (' ~ ). On définit la fitness d’invasion s, (z’)
comme le taux de croissance, ou taux de production individuel de descendants, de ce mutant
initialement rare au sein de la population résidente. Cette fitness d’invasion détermine la vitesse
d’augmentation de la densité du mutant en présence du résident. Elle dépend de la valeur du
caractere du mutant et de celle du résident. Il est a noter que la fitness d’invasion du résident
envers lui-méme est nulle, car sa densité de population est a I’équilibre. Dans un modele simple,
la vitesse d’accroissement de la population du mutant est fonction de la fitness d’invasion et du

nombre d’individus mutants n’ : i
n

/ /

— =n's,(x
Le signe de cette fitness d’invasion indique si la mutation se fixe ou non : si elle est positive,
le mutant envahit la population et devient le nouveau résident, et si elle est négative, le mutant

disparait. Une illustration de la notion de fitness d’invasion est présentée figure 2.
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Dans cette modélisation, les deux échelles de temps, écologique et évolutive, sont séparées.
Lorsqu’un mutant apparait, son interaction avec la population résidente a 1’échelle écologique
détermine sa fitness d’invasion (via par exemple la compétition pour les ressources), et donc
la vitesse de remplacement du résident par le mutant. A I’échelle évolutive, les mutations se
succedent sans se chevaucher car le taux de mutation est supposé faible et que chaque mutation
se fixe (ou disparait) instantanément, ce qui permet d’étudier 1’évolution des caracteres sur de

grandes échelles de temps.

Les valeurs de caractere qui optimisent la fitness sont des équilibres évolutifs. L’équilibre
le plus courant est celui qui résulte de la stratégie évolutivement stable (Evolutionarily stable
strategy, ESS) : 1a population peut atteindre cet équilibre attracteur, et en ce point aucun mutant

ne peut I’envahir.

0.1.4 Notion de paysage adaptatif

La relation entre les génotypes ou les caracteres et la fitness peut €tre visualisée a I’aide d’un
« paysage adaptatif », ou paysage de fitness. Le concept de paysage adaptatif, initialement pro-
posé par Wright [1932], est une métaphore utile pour visualiser la fitness a partir de I’espace
des génotypes ou des caracteres, et leur évolution [Gavrilets 2004]. Elle constitue un outil de
modélisation pour comprendre par exemple I’adaptation ou les distributions des effets des mu-
tations [Harmand 2017]. Le plus souvent on le représente en deux ou trois dimensions, avec
les genes ou les caracteres d’intérét sur les axes x et y et la fitness sur ’axe z. Chaque point
correspond a un individu, ou éventuellement a une population monomorphe, a un temps donné.
Au-dela de trois dimensions, la représentation est délicate pour le cerveau humain, et les axes x
et y sont parfois la combinaison de plusieurs genes/caracteres. Ce paysage peut varier en fonc-
tion de I’environnement, et il peut prendre de multiples formes, avec des vallées et des pics :
les pics sont les maximums locaux de fitness vers lesquels la population va tendre, et les vallées
les minimums locaux de fitness, que la population ne peut franchir que par la dérive ou en les
contournant. Une population va parcourir ce paysage au gré des mutations et de la sélection, et
éventuellement de la dérive. Un exemple de paysage adaptatif en trois dimensions est présenté

figure 3.

Cependant la relation entre les génotypes et les caractéres n’est en aucun cas biunivoque.
La maniere dont les variations au niveau du génotype se traduisent en termes de différences
phénotypiques est une question centrale pour 1’étude des processus évolutifs, que I’on exprime
en terme de « relation génotype-phénotype », ou de GP map [Orgogozo et al. 2015; de Vienne
2021].
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FIGURE 3 — Exemple de paysage adaptatif en trois dimensions. Les dimensions 1 et 2 peuvent &tre
des geénes ou des caracteres, tandis que la fitness est représentée sur I’axe z. Le paysage représenté est un
exemple de relation entre les génes (ou caracteres) et la fitness. L’échelle de couleur indique le gradient
de fitness, des plus faibles valeurs en bleu aux plus fortes en rouge. Les « pics » sont des maximums
locaux de fitness, tandis que les « vallées » sont des minimums locaux. Les populations ont tendance
a évoluer vers les maximums locaux de fitness, les vallées pouvant €tre franchies par dérive ou via des
mutations a effets pléiotropes. L’épistasie est inhérente a ce type de paysage : I'effet d’'une mutation
d’une taille donnée selon la dimension 1 dépend de la valeur en dimension 2.

0.2 La relation génotype-phénotype

Le génotype est I’ensemble de I’information génétique d’un individu. Dans un sens plus res-
treint, c’est la composition allélique d’un ou plusieurs genes d’intérét chez un individu. Le
phénotype* est I’expression du génotype dans un environnement donné. C’est la maniére dont
nous apparait un individu, ou un caractere particulier, dans cet environnement. Dans un sens
plus restreint, le phénotype est la valeur, qualitative ou quantitative, d’un caractere chez cet
individu. Le phénotype dépend donc du génotype, de I’environnement (biotique et abiotique)
et de I'interaction entre ce génotype et 1’environnement. Depuis Johannsen [1911], on sait que
des génotypes différents peuvent avoir le méme phénotype, et que selon I’environnement un
génotype donné peut présenter des phénotypes différents.

Pour se traduire a des niveaux phénotypiques intégrés, une différence génotypique doit se

propager a travers une série de niveaux d’organisation de complexité croissante (figure 4).

0.2.1 Les niveaux d’organisation biologique

Les niveaux d’organisation — atomes, molécules, macro-molécules, cellules, tissus, organes, or-
ganismes — ne sont pas simplement des catégories commodes pour décrire et transmettre nos

connaissances sur le vivant. Il y a de vraies discontinuités entre eux, en ce sens qu’il y a bien

“Du grec phainien « rendre visible », et de -type, tiré du grec tupos, « marque, empreinte » [Académie frangaise
2021].
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FIGURE 4 — Les niveaux phénotypiques. Des phénotypes peuvent étre mesurés aux différents niveaux
d’organisation biologique. A chaque niveau, les réseaux d’interactions permettent 1’émergence de nou-
velles propriétés au niveau supérieur (fleches reliant les niveaux phénotypiques adjacents), I’environne-
ment pouvant agir sous forme de contraintes. Les effets des autres niveaux phénotypiques font partie de
cet environnement. Les mutations apparaissent au niveau du génotype tandis que la sélection agit sur les
phénotypes, et plus particulierement la fitness, le phénotype « ultime ». Au niveau « protéines », les en-
zymes interviennent au sein de réseaux métaboliques, et de ces réseaux émergent les flux métaboliques.
La relation enzymes-flux est un modele de la relation génotype-phénotype.

plus d’interactions intra-niveaux qu’inter-niveaux [Simon 1962]. Cette hiérarchie d’organisa-
tion inhérente aux systemes vivants a été forgée par I’évolution [Simon 1962; Vrba et Eldredge
1984; Maynard Smith et Szathmary 1995], et c’est ce qui les rend intelligibles et accessibles a
I’analyse [Bunge 1977; Mossio et al. 2016].

Les propriétés d’un niveau lui sont spécifiques. Selon la notion d’émergence (« Le tout est
plus que la somme de ses parties »), les interactions entre éléments d’un niveau permettent
I’apparition de nouvelles propriétés au niveau supérieur. Par exemple, la transparence et la vis-
cosité de I’eau n’ont pas de sens au niveau d’une molécule d’eau, ni bien siir au niveau des
atomes d’hydrogene et d’oxygene ; la catalyse enzymatique « émerge » de I’enchainement pré-
cis d’acides aminés dans une protéine ; des assemblages ordonnés de phospho-lipides conferent
leurs propriétés spécifiques aux membranes de la cellule ; des circuits moléculaires particuliers
engendrent les rythmes biologiques, etc.

Si sur le plan structural I’organisation bottom-up du vivant est évidente, il en va autre-
ment sur le plan fonctionnel car les niveaux supérieurs peuvent influencer les niveaux inférieurs
(concept de downward causation [Campbell 1974]). Par exemple le fonctionnement d’une en-
zyme est influencé par la composition et I’encombrement du milieu cellulaire, ou encore I’ex-

pression de certains genes est sous I’influence de signaux hormonaux de communication entre

11
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cellules via des cascades de signalisation.

0.2.2 Modéliser la relation génotype-phénotype

Comprendre la relation GP est capital en sciences de 1’évolution. En effet, si les mutations
affectent le génotype, c’est au niveau du phénotype que la sélection naturelle agit, modifiant la
structure génétique des populations. Cette compréhension de la relation GP est également au
coeur d’autres disciplines, comme la biologie synthétique ou la cancérologie [Manrubia et al.
2021].

Cette relation est extrémement complexe, en raison des multiples interactions intra- et inter-
niveaux qui interviennent a toutes les échelles d’organisation du vivant. La démarche courante
pour simplifier le probléme consiste a s’intéresser aux relations entre un niveau donné, consi-
déré comme porteur de I’information génétique, et un niveau phénotypique supérieur (pour
revue, voir Kemble ez al. [2019]; Manrubia et al. [2021]). Cette approche fut initiée par Wright
[1934] lorsqu’il proposa le premier modele biochimique de la dominance (voir ci-dessous),
avec le flux métabolique® comme niveau phénotypique et I’activité des enzymes comme niveau
génotypique.

C’est ce modele de relation génotype-phénotype que j’ai utilisé dans mon travail de these, en

choisissant les concentrations d’enzymes, et non pas les activités, comme niveau génotypique.

0.3 La relation enzymes-flux comme modele de la relation

génotype-phénotype

0.3.1 Les réseaux métaboliques

Les interactions entre objets biologiques peuvent étre visualisées sous la forme de réseaux,
présents a tous les niveaux d’organisation du vivant : réseaux d’interactions entre protéines,
réseaux de signalisation, réseaux de genes, réseaux neuronaux, etc. [Proulx er al. 2005]. Les
réseaux peuvent €tre classés en fonction du role des objets (les noeuds) et de leurs interactions
(les arétes). Les arétes peuvent €tre orientées ou non, les noeuds peuvent étre homogenes ou
hétérogenes. Les analogies entre réseaux autorisent des méthodes d’analyse issues de domaines
parfois distants (physique, informatique, réseaux sociaux par exemple) [Proulx er al. 2005].
Dans le chapitre 3 j’exploite I’analogie entre réseaux métaboliques et réseaux électriques.

Les réseaux métaboliques sont parmi les réseaux biologiques les mieux connus. Les consti-
tuants chimiques de la cellule, appelés métabolites, réagissent entre eux pour former de nou-
velles molécules : ce sont les réactions chimiques. Les enzymes sont des protéines qui cata-

lysent, c’est-a-dire accélerent, ces réactions chimiques. Les réseaux métaboliques peuvent étre

SLe métabolisme est I’ensemble des réactions chimiques se produisant au sein d’une cellule ou d’un organisme.
Le terme « métabolisme » est issu du grec metabolé, signifiant « changement » [Académie francaise 2021].
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FIGURE 5 — Définition du flux dans un réseau métabolique. Dans un réseau métabolique, chaque
réaction de vitesse v; est catalysée par une enzyme E; Le réseau représenté ici possede cinq réactions.
X4, Xp et X sont les métabolites intermédiaires. X et X,, sont respectivement le substrat et le produit
du réseau. Leur vitesse de consommation et de production sont égales au flux métabolique, qui dépend
de I’ensemble des vitesses des enzymes du réseau.

représentés de deux manieres selon les objectifs : les enzymes sont les nceuds et les métabolites
les arétes, ou bien les enzymes sont les arétes et les métabolites les nceuds. C’est cette derniere
représentation, la plus courante, que j’utilise dans cette these.

Les enzymes michaeliennes sont caractérisées par leurs parametres cinétiques — constante
catalytique (ou turnover number) k.., constante de Michaelis-Menten Ky, et éventuellement
constante d’inhibition K. Les enzymes allostériques, qui peuvent changer de conformation en
fonction de la fixation d’un ou plusieurs ligands, ont pour parametres cinétiques la constante de
dissociation K4 et I’indice de coopérativité (ou constante de Hill) ny. Les mutations peuvent
modifier I’efficacité des enzymes de deux fagons : via des changements de leurs parametres
cinétiques ou via des changements de leur concentration.

Les flux métaboliques sont les variables de sortie des réseaux. Un flux métabolique est un
débit, c’est-a-dire la quantité produite ou consommée d’un métabolite par unité de volume et
de temps. Je fais ici la distinction entre la vitesse d’une réaction et le flux métabolique qui est le
débit des métabolites d’entrée ou de sortie d’une voie métabolique et qui dépend de 1’ ensemble
des réactions d’une voie métabolique (figure 5).

La valeur d’un flux dépend de parametres thermodynamiques constants (constantes d’équi-
libres des réactions) et des parametres génétiquement variables : les parametres cinétiques des
enzymes et leurs concentrations. Pour modéliser la relation enzymes-flux, j’ai utilisé la théorie

du controle métabolique.

0.3.2 La relation enzymes-flux dans le cadre de la théorie du controle mé-
tabolique

Dans le but de réunir topologie (réseau métabolique) et enzymologie (étude des enzymes), Kac-

ser et Burns [1973] ont développé la théorie du controle métabolique (TCM), dont un des axes

permet de relier le flux métabolique aux propriétés des enzymes dans une voie métabolique

linéaire. Indépendamment, Heinrich et Rapoport [1974] ont proposé un modele similaire dans
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le méme objectif, mais surtout pour mieux comprendre comment sont affectés les flux par les
facteurs sous-jacents que sont les métabolites et les activités des enzymes. En 1995, un article
de synthese a fait le point sur la TCM (on parle aujourd’hui plutdt de Metabolic Control Ana-
lysis), avec des notations mathématiques consensuelles et des définitions rigoureuses [Kacser
et al. 1995].

La TCM « historique » considere une chaine métabolique constituée d’une suite de réactions
réversibles uni-moléculaires catalysées par des enzymes michaeliennes loin de la saturation.
A I’état stationnaire, c’est-a-dire lorsque les vitesses des réactions sont constantes, toutes les
vitesses sont égales et identiques au flux métabolique, qui est la vitesse de consommation du
substrat de la chaine. Le flux est alors fonction de I’ensemble des facteurs qui contrdlent les
vitesses de réactions : les parametres cinétiques des enzymes et leurs concentrations. Cette
relation s’écrit mathématiquement pour une chaine métabolique de n réactions successives :

J—— Xo—an/K1,n 0

jzzjl (kcat,j/KMj)EjKl’j_l

ou J est le flux métabolique de I’ensemble de la chaine; X, et X, sont respectivement les
concentrations en substrat et produit de la chaine; ke, ; et Ky, sont les parametres cinétiques,
respectivement la constante catalytique et la constante de Michaelis-Menten de I’enzyme j ; E;
est la concentrations de I’enzyme j ; et Ky ; est le produit des constantes d’équilibres des réac-
tions 1 a j (la constante d’équilibre constituant le « moteur » thermodynamique de la réaction,
voir chapitre 3).

A partir de cette équation, on peut voir que la relation entre la concentration d’une enzyme

particuliere E; et le flux est une hyperbole (figure 6) de formule générale :

X
J = — ()
a—+ E
ou X, a et b sont des constantes :
X, - K, Ky,
X = (Xo — ) a= M h— — M
Kl,n —1 kcat,jEjKl,jfl kcat,iKl,ifl

JFi

L’équation 2 montre que lorsque £; tend vers I’infini, le flux tend vers une valeur maximum
Jmax = X/a. Cette équation permet aussi de montrer ’influence du fonds génétique sur la
forme de la relation entre le flux et la concentration d’une enzyme particuliere. En effet, si 'un
des parametres cinétiques de I’enzyme 7, ou bien ’un des parametres (parametre cinétique ou
concentration) d’une des enzymes j # i, est modifié, le degré de concavité de la courbe et le
Jmax vont changer (figure 6). C’est un résultat important, car il fournit une base biochimique

a I’épistasie : I’effet d’une mutation sur le flux dépend du fonds génétique. Autrement dit, une
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FIGURE 6 — Relation enzymes-flux dans une chaine linéaire. Le flux est fonction de la concentration

> . s g _E; N - n 1 1 o
d’une enzyme 7. La formule utilisée est J = ‘- oua = Zj:L#i I © b = 4> avec A =

ab;+b
kcat,i/ K, K1,i—1. Courbe noire : @ = b = 1; courbe bleue : a = 1, b = 5; courbe verte : @ = 1.2,
b = 1; courbe orange : a = 1.5, b = 5; courbe rouge : a = 2, b = 1. Le trait vertical plein indique
une concentration de 10 pour I’enzyme 4, et les traits horizontaux pleins indiquent le flux associé selon
le fonds génétique. Le trait vertical pointillé montre une mutation de I’enzyme 7 de valeur +5, et les traits
horizontaux pointillés sont les valeurs de flux associées. On voit clairement que selon le fonds génétique,
les mutations n’ont pas le méme effet sur le flux.

mutation qui modifie la valeur d’un parametre enzymatique va modifier I’effet de toutes les

mutations ultérieures, quelle que soit I’enzyme ciblée.

Pour quantifier I’effet de la variation d’un parametre enzymatique sur le flux, on utilise le
coefficient de controle, qui a donné le nom a la TCM. Le coefficient de contrdle de la concen-

tration F; de ’enzyme ¢ sur le flux est :

0J E;
J =i
Uk, = OF; J

C’est donc la pente normalisée de la relation entre parametre enzymatique et flux. Un coefficient
de contrdle faible signifie que la variation des parametres de 1’enzyme a peu d’effet sur le flux,
et inversement, un coefficient de controle €élevé signifie que cette variation a un fort impact sur
le flux. Comme la relation entre enzymes et flux est concave et qu’elle tend vers un plateau,
le coefficient de controle est grand lorsque que les valeurs des parametres enzymatiques sont

faibles, et petit lorsqu’elles sont élevées (figure 7).

Une propriété remarquable est que la somme des coefficients de contrdle d’une voie méta-
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FIGURE 7 — Illustration du coefficient de contréle. Le flux est fonction de la concentration d’une
enzyme i, selon la mé&me relation que dans la figure 6, avec a = b = 1. Les doubles-fleches indiquent
la pente de la courbe pour différentes valeurs de E;. Aprés normalisation, cette pente donne la valeur
du coefficient de controle en ces points. Le coefficient de contrdle diminue lorsque la concentration de
I’enzyme considérée augmente.

bolique vaut 1 : c’est la propriété de sommation, qui signifie que le controle du flux est partagé
entre toutes les enzymes. La modification d’un coefficient de contrdle a la suite d’une mutation
va modifier tous les autres — c’est une autre maniere de montrer que 1’épistasie est inévitable
pour des caracteres reliés a des flux métaboliques. En ingénierie métabolique, la propriété de
sommation a permis de comprendre pourquoi I’augmentation de la concentration d’une seule
enzyme était, dans la plupart des cas, insuffisante pour améliorer la productivité de la voie mé-
tabolique.

Le coefficient de contrdle suppose I’'indépendance entre les parametres enzymatiques. Or,
comme nous le verrons pour les concentrations d’enzymes, il existe des contraintes cellulaires
qui créent des dépendances (ressources limitées, co-régulations). Il faut dans ces cas utiliser
un coefficient plus général, le coefficient de réponse combinée [de Vienne er al. 2001; Lion
et al. 2004], qui mesure la sensibilité du flux vis-a-vis de la variation de la concentration d’une

enzyme quand celle-ci est influencée par la variation des autres enzymes.

0.3.3 Apports de la TCM en biologie évolutive

La théorie du contréle métabolique a été utilisée a maintes reprises comme modele de la rela-
tion génotype-phénotype, en considérant les propriétés enzymatiques comme reflétant le niveau
génotypique et le flux métabolique comme le phénotype d’intérét directement lié a la fitness.
La relation non-linéaire entre les propriétés des enzymes génétiquement variables et le flux a
permis de rendre compte de divers effets génétiques que les approches réductionnistes étaient

impuissantes a expliquer : la dominance des alleles actifs sur les moins actifs [Kacser et Burns
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FIGURE 8 — Modéle de la dominance inspiré de la théorie du controle métabolique (schéma dérivé
de Kacser et Burns [1981]). Le flux est fonction de la concentration d’une enzyme ¢, selon la méme
relation que dans la figure 6, avec a = 1 et b = 5. On considere que la variation de concentration de
cette enzyme est monogénique, avec deux alleles a et A, et qu’il y a additivité de la concentration chez
I’hétérozygote. Le croisement du génotype aa de flux Jg, avec le génotype AA de flux J44 donne le
génotype Aa de flux J4,. Le flux du descendant hétérozygote est plus élevé que la moyenne M des
flux des deux parents homozygotes : il y a dominance. Lorsque 1’on prend en compte non pas un, mais
plusieurs genes, ce modele rend compte du phénomene d’hétérosis.

1981] (figure 8), I’hétérosis® [Fiévet et al. 2010, 2018], la pléiotropie’ [Keightley et Kacser
1987], I’épistasie [Szathmary 1993; Keightley 1996] et la distribution en L des effets des QTL
(Quantitative Trait Loci) [Bost et al. 1999].

En biologie évolutive, la TCM a permis de modéliser la dynamique de maintien/perte de
genes métaboliques apres duplication complete du génome [Gout e al. 2009] et de déterminer
mathématiquement la distribution des effets des alleles sous sélection pour un flux optimum
[Clark 1991].

C’est dans ce contexte de biologie évolutive que s’inscrit cette these, dans la continuité des
travaux de Hartl ef al. [1985]. Pour rendre compte du fait que la plupart des polymorphismes
moléculaires sont sélectivement neutres, ces auteurs ont proposé un modele de « sélection natu-
relle de la neutralité sélective » qui s’appuie sur la TCM. Sous sélection pour augmenter le flux,
considéré comme un proxy de la fitness, les mutations qui affectent les propriétés enzymatiques
ont de moins de moins d’impact sur le flux au fur et a mesure que les valeurs des propriétés
enzymatiques augmentent, jusqu’a arriver dans la zone de neutralité sélective ou zone neutre
(figure 9).

En pleine controverse entres les neutralistes et les sélectionnistes, les travaux de Hartl ef al.

[1985] ont eu un certain retentissement car ils fournissaient une explication systémique a la

®Hétérosis = la valeur du descendant est différente de la valeur moyenne de ses parents (en général elle est
supérieure).
"Pléitropie = un géne a un effet sur plusieurs caractéres.
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FIGURE 9 — Modele de la neutralité sélective inspiré de la théorie du controle métabolique
(d’apres Hartl er al. [1985]). Le flux, considéré proportionnel a la fitness, est fonction de la concentration
d’une enzyme ¢ selon la méme relation que dans la figure 6, avec « = b = 1. Les fleches indiquent le
sens de la sélection. La zone hachurée correspond a la zone de neutralité sélective ou les mutations sont
quasi-neutres, avec 2N.s < 1 pour une population haploide, N, étant la taille efficace de population et
s le coefficient de sélection.

neutralité des polymorphismes moléculaires. Ils s’appuyaient toutefois sur deux présupposés
biologiquement irréalistes :

1) Les mutations affectent toujours la méme enzyme, les autres restant invariables. Comme
nous I’avons vu, I’épistasie est inhérente au modele métabolique, aussi ignorer 1’évolution
conjointe des enzymes d’un systéme revient a négliger une propriété essentielle de la relation
génotype-phénotype ;

2) Aucune borne supérieure n’est imposée a la concentration de 1I’enzyme cible des muta-
tions, comme si les ressources cellulaires €taient illimitées.

Par ailleurs Hartl ez al. [1985] n’ont traité que le cas d’une chaine métabolique linéaire. Dans
des réseaux de topologie quelconque, comment le flux est-il relié aux propriétés enzymatiques,

et comment évoluent-elles ?

0.4 Objectifs de la these

Dans la continuité des travaux de Hartl er al. [1985], I’objectif de ma these était d’étudier
I’évolution des concentrations d’enzyme (le « génotype ») sous sélection pour augmenter le
flux (le « phénotype ») en visant un niveau de généralité aussi élevé que possible. Outre la prise
en compte de I’évolution conjointe de toutes les enzymes du systeéme, la principale originalité
de I’approche a été¢ d’introduire dans les modeles deux contraintes susceptibles d’affecter les

possibilités d’évolution des concentrations d’enzymes :
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* La limitation des ressources. La quantité d’ATP, le nombre de ribosomes, certains élé-
ments, etc., sont en quantité limitée dans la cellule. Une autre ressource moins souvent
évoquée est I’espace disponible. La densité d’une cellule est telle qu’il y a du molecu-
lar crowding : les molécules ne peuvent circuler librement car elles se trouvent dans un
espace délimité par la membrane cellulaire, ou par celle des organites, ce qui ralentit la
diffusion mais diminue aussi I’activité chimique de ces molécules [Ellis 2001]. Pour tenir
compte globalement de I’ensemble de ces contraintes, on considérera que la concentra-
tion totale d’enzymes affectée a une chaine est constante — il y a donc « compétition »

entre enzymes pour les ressources cellulaires.

* Les régulations. Ce facteur n’est en général pas considéré comme une « contrainte »,
mais comme un élément essentiel du fonctionnement des organismes, faconné par 1’évo-
lution, et que I’on trouve a toutes les échelles du vivant. Les pertes de régulation peuvent
étre tres déléteres a toutes les échelles. Par exemple la dérégulation de la mitose peut
conduire a I’apparition de cancers; la mobilisation importante du calcium pour la lacta-
tion au détriment de la vache en raison d’hormones hypercalcémiantes insuffisamment
produites en amont li€ a des erreurs d’alimentation peut conduire a la fievre vitulaire au
vélage chez les vaches hautes productrices laitieres ; chez les furets males, la castration
chirurgicale empéche la reproduction mais dérégule la production d’hormones sexuelles
conduisant a des tumeurs surrénaliennes ; certaines maladies métaboliques (diabete, hy-
pothyroidie, hyperthyroidie...) sont liées a des problemes de régulation hormonale; la
coupure des nerfs sympathique et parasympathique innervant le cceur chez les personnes
avec une greffe cardiaque empéche 1’adaptation de la vitesse cardiaque pendant les efforts
physiques ; la prise d’antibiotique peut conduire a une dérégulation de la flore bactérienne
intestinale, laissant le champ libre a des bactéries pathogenes; etc. Les régulations per-
mettent I’homéostasie cellulaire et rendent les organismes robustes vis-a-vis des varia-
tions environnementales. Les régulations génétiques permettent également la robustesse
des organismes face aux variations génétiques [Ciliberti ez al. 2007]. Mais la contrepartie
de ces régulations est qu’elles restreignent I’espace des possibles pour des adaptations
ultérieures, et a ce titre elles peuvent constituer des contraintes évolutives. Sous le terme
« co-régulation entre concentrations d’enzymes », je regroupe la manifestation de tout
mécanisme conduisant a la variation conjointe des concentrations de deux ou plusieurs

enzymes a la suite d’une mutation.

Le sujet de these comportait initialement trois volets. Tout d’abord, je devais généraliser le
modele d’évolution des concentrations enzymes : 1) en considérant que des enzymes indépen-
dantes et co-régulées peuvent co-exister au sein d’'un méme systeéme ; 2) en passant des chaines
aux réseaux métaboliques ; 3) en ajoutant une fonction de coiit de la synthese protéique. Ensuite
il était prévu de modéliser I’évolution des concentrations d’enzymes lorsque la sélection porte

sur les teneurs en métabolites et non pas sur les flux. Enfin je devais confronter les résultats
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obtenus a ceux issus de modeles plus complexes ainsi qu’a des données réelles.

Il est rapidement apparu que je ne pourrais pas traiter I’ensemble de ces questions. La
confrontation aux données pouvait faire 1’objet d’une these a part entiere, de méme que la
sélection sur les teneurs en métabolites. J’ai également di faire un choix entre 1’extension aux
réseaux et I'introduction d’une fonction de colit de la synthese des protéines. En réalité, la
contrainte « compétition pour les ressources » revient a la méme question, car dans les deux cas
on aboutit a un optimum pour le flux. Ainsi, il me semblait plus pertinent d’étendre en priorité
le modele aux réseaux métaboliques, qui peuvent éventuellement fournir des résultats inatten-
dus. Je me suis donc concentrée sur la partie théorique portant sur la généralisation du modele
d’évolution.

Dans un premier temps, j’ai repris et poursuivi les travaux de Grégoire Talbot (stage de Mas-
ter 1) et Maud Le Louarn (stage de fin d’études de CentraleSupélec), qui avaient commencé la
recherche des équilibres évolutifs des concentrations d’enzymes dans une chaine linéaire sous
sélection pour augmenter le flux, et ce sous quatre conditions différentes (indépendance des en-
zymes, compétition pour les ressources, co-régulations positives et/ou négatives entre toutes les
enzymes de la chaine et compétition plus co-régulations). J’ai également travaillé sur les zones
de neutralité sélective des concentrations d’enzymes sous ces différentes contraintes, ce qui fai-
sait partie du projet originel de 1’équipe, et que j’ai souhaité poursuivre. Le modele d’évolution
integre a la fois des éléments de génétique des populations, dans la prise en compte de la dérive
a travers la probabilité de fixation, et des éléments de dynamique adaptative, dans la recherche
d’un optimum de fitness en décrivant I’évolution d’un caractere au cours du temps. J’ai éga-
lement représenté les résultats sous forme de paysages adaptatifs, et effectué des simulations
d’évolution a long terme qui ont confirmé les valeurs d’équilibres trouvées analytiquement.
Cette partie constitue le chapitre 1 du manuscrit, qui correspond a un article soumis a Journal
of Theoretical Biology.

Dans le chapitre 2, j’ai adapté le modele d’évolution au cas plus général ou les enzymes
d’une méme chaine appartiennent a des groupes de co-régulations différents. Pour trouver les
équilibres des concentrations relatives, il a fallu rechercher 1’expression des équilibres au sein
et entre les groupes de co-régulations. Dans les cas ol je n’ai pas trouvé de solution analytique
ou numérique, les simulations ont montré que les équilibres existaient. Ce chapitre est rédigé
sous la forme d’un article qui est le companion paper du premier, qui sera soumis au méme
journal.

Dans le chapitre 3, j’ai étendu la théorie du controle métabolique aux réseaux métaboliques
en exploitant I’analogie avec les circuits électriques. J’ai comparé précisément les formalismes,
et montré comment, dans ce cadre-la, exprimer le flux en fonction de I’efficacité de toutes les
enzymes d’un réseau. Je n’ai cependant pas eu le temps de chercher les équilibres évolutifs dans
le cas des réseaux.

Les annexes A a C contiennent les figures supplémentaires et les démonstrations mathéma-

tiques pour les chapitres 1 a 3 respectivement.

20



CHAPITRE 1







Chapitre 1

Article : Evolution of enzyme levels in

metabolic pathways : A theoretical approach

Ce premier chapitre présente I’étude de 1’évolution des concentrations d’enzyme sous sélection
pour augmenter le flux dans une chaine métabolique linéaire sous quatre contraintes différentes.
Il est basé sur un premier article soumis a Journal of Theoretical Biology, et dont le manuscrit
est disponible sur BioRxiv [Coton et al. 2021c]. Dans la premiere section, je reprends succincte-
ment les résultats présentés dans I’article. L’article en lui-méme constitue la deuxieéme section,
avec un glossaire des symboles mathématiques utilisés. Notez que la numérotation des sections,
équations, figures et tableaux est indépendante du reste du manuscrit. Enfin, dans une derniere
section, je présente quelques points de discussion supplémentaires. Les Supporting Informa-
tion de I’article, contenant les figures supplémentaires et les démonstrations, sont dans 1’an-
nexe A. Dans cette annexe figurent également quelques démonstrations complémentaires. Les
programmes que j’ai écrits sont regroupés dans un package R accessible sur le CRAN (Com-
prehensive R Archive Network) sous le nom SimEvolEnzCons, qui permet de faire tourner
des simulations d’évolution des concentrations d’enzymes et de calculer les équilibres évolutifs

et les zones de neutralité sélective [Coton er al. 2021b].

1.1 Présentation de Particle

Dans cet article, je présente le modele d’évolution des concentrations d’enzyme sous sélection
pour augmenter le flux. Dans ce modele, les mutations modifient les concentrations d’enzymes.
Du fait des contraintes, une mutation ciblant la concentration d’une enzyme peut modifier la
concentration des autres enzymes de la chaine métabolique. En utilisant un modele de dyna-
mique adaptative, 1’évolution des concentrations d’enzymes peut s’écrire sous la forme d’un
systeme d’équations différentielles. Ce systeme décrit I’espérance de la variation de la concen-
tration de chaque enzyme au cours du temps, qui est fonction du taux de mutation, de la proba-

bilité de fixation de la mutation et de I’effet de la mutation sur I’enzyme considérée selon les
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contraintes appliquées. La probabilité de fixation est directement liée au coefficient de sélection,
qui dépend de I’impact de la variation de I’enzyme sur le flux.

Dans le cas d’une chaine métabolique, nous avons étudié quatre conditions différentes,
qui sont I’indépendance entre toutes les enzymes, la compétition pour les ressources, les co-
régulations entre toutes les enzymes, et la combinaison de la compétition et des co-régulations.

Pour chacune de ces conditions, nous avons recherché les équilibres évolutifs, c’est-a-dire
les concentrations relatives pour lesquelles le systéme est stable au cours du temps. En parallele,
j’ai étudié I’évolution du flux au cours du temps et les Range of Neutral Variations (RNV), c’est-
a-dire les zones de concentrations autour de I’équilibre ou les mutations sont quasiment neutres.
Le recours a la notion de paysage adaptatif a permis de se représenter la relation enzymes-flux
et les équilibres de maniere moins abstraite.

Dans le cas ou toutes les enzymes sont indépendantes, les concentrations relatives a 1’équi-
libre sont inversement proportionnelles aux pseudo-activités, qui regroupent les parametres ci-
nétiques des enzymes et les constantes d’équilibre des réactions en amont de 1’enzyme concer-
née. Les enzymes avec les plus fortes pseudo-activités ont les plus grandes RNV. Quant au flux,
il peut augmenter indéfiniment.

Si les enzymes sont soumises a la compétition, modélisée par une concentration totale d’en-
zyme fixe, les concentrations relatives a I’équilibre sont également inversement proportionnelles
aux pseudo-activités. Le flux est cependant limité, et le paysage adaptatif forme un dome dont
le sommet correspond a 1’équilibre évolutif. Quant aux RNV, ce sont les enzymes avec la plus
faible pseudo-activité qui ont les RNV les plus grandes a 1’équilibre, en raison de la courbure
du dome.

En cas de co-régulation entre toutes les enzymes, les concentrations sont linéairement re-
liées et évoluent le long d’une droite dans I’espace des concentrations. Si les co-régulations
sont positives, les concentrations relatives a I’équilibre sont inversement proportionnelles aux
coefficients de co-régulation globaux, qui représentent 1’effet de la variation de concentration
d’une enzyme sur la concentration totale. Dans ce cas le flux augmente indéfiniment. S’il existe
au moins une co-régulation négative, le flux est borné a cause de I’effet de balance entre les
concentrations d’enzymes. Les concentrations relatives a 1’équilibre sont alors dépendantes non
seulement des coefficients de co-régulation mais aussi des pseudo-activités et des concentrations
initiales. Quelles que soient les co-régulations, les RNV sont inversement proportionnelles aux
coefficients de co-régulations globaux : plus une enzyme a un fort impact sur la concentration
totale et donc sur le flux, plus sa zone neutre sera petite.

Lorsqu’il y a a la fois compétition et co-régulations entre toutes les enzymes, les concentra-
tions sont linéairement reliées entre elles a cause des co-régulations et le flux est limité a cause
de la compétition. La paysage adaptatif est alors une section du dome. L’équilibre évolutif cor-
respond au flux maximum et dépend des pseudo-activités, des coefficients de co-régulations et
des concentrations initiales. La RNV ne dépend alors que des coefficients de co-régulations glo-

baux et des concentrations initiales : plus une enzyme est initialement éloignée de son équilibre,
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plus sa zone neutre sera grande.

Toutes les résultats analytiques sont confirmées par des simulations d’évolution a long
terme, ou les mutations déléteres ne sont pas négligées.

Cette étude permet de mettre en avant 1’effet des contraintes sur le paysage adaptatif, condi-

tionnant les équilibres évolutifs et la taille des zones neutres.
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Abstract

The central role of metabolism in cell functioning and adaptation has given rise to count-
less studies on the evolution of enzyme-coding genes and network topology. However, very
few studies have addressed the question of how enzyme concentrations change in response
to positive selective pressure on the flux, considered a proxy of fitness. In particular, the
way cellular constraints, such as resource limitations and co-regulation, affect the adap-
tive landscape of a pathway under selection has never been analyzed theoretically. To fill
this gap, we developed a model of the evolution of enzyme concentrations that combines
metabolic control theory and an adaptive dynamics approach, and integrates possible de-
pendencies between enzyme concentrations. We determined the evolutionary equilibria of
enzyme concentrations and their range of neutral variation, and showed that they differ
with the properties of the enzymes, the constraints applied to the system and the initial
enzyme concentrations. Simulations of long-term evolution confirmed all analytical and
numerical predictions, even though we relaxed the simplifying assumptions used in the
analytical treatment.

Keywords

Adaptive landscape. Metabolism. Enzyme concentration. Co-regulation. Evolutionary
equilibrium. Selective neutrality.
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*This article is dedicated to the memory of Maud Le Louarn, who contributed so inventively and
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1 Introduction

Metabolism is a property of living systems that is central to cell functioning and phys-
iological and genetic adaptation (Cornish-Bowden and Céardenas 2020). The metabolic
networks we see today, comprising an extraordinary diversity of enzymes, cofactors and
metabolites, are the product of billion years of evolution that have shaped network topol-
ogy and enzyme properties.

The importance of metabolism has inspired a wealth of studies on its evolutionary
dynamics over different timescales, which follow three main lines of research.

The first line of research relates to the evolution of network structure. Over evolu-
tionary time, continuous selective pressures in diverse environments have resulted in the
successive recruitment of new metabolites and enzymes that then coevolve (Noda-Garcia
et al. 2018), have modified substrate specificity (Newton et al. 2018) and have determined
the general features of the networks, namely functional redundancy, modularity, flux cou-
pling and exaptation (Sambamoorthy et al. 2019). Adaptation to a new environment may
involve gain/loss-of-functions and horizontal gene transfers, which rewire the metabolic
networks (e.g. Pal et al. 2005; Lee and Palsson 2010; D’Souza and Kost 2016; Morrison
and Badyaev 2017).

The second line of research investigates the factors that determine the degree of poly-
morphism and the rate of evolution of enzyme-coding genes. In addition to classical fac-
tors, such as gene dispensability, level of gene expression, protein length, protein folding
stability, intron number and protein-protein interaction (see e.g. review by Larracuente
et al. 2008), various systemic constraints also influence the degree of protein polymorphism
and evolution (Pal et al. 2006). Enzymes at branching points of the network or that are
highly connected, and thus have pleiotropic effects, are assumed to be more subject to
purifying selection; as a consequence, their coding genes have low levels of polymorphism
or slow evolutionary rates (Rausher et al. 1999; Vitkup et al. 2006; Greenberg et al. 2008;
Rausher 2013). Flux levels and flux control coefficients are additional factors that in-
fluence protein evolution: the genes encoding high-flux enzymes have lower evolutionary
rates (Colombo et al. 2014), possibly related to enzyme abundance (Aguilar-Rodriguez
and Wagner 2018); higher flux control coefficients of enzymes that are upstream in the
pathway result in stronger purifying or positive selection (Flowers et al. 2007; Wright and
Rausher 2010; Sellis and Longo 2015).

The third line of research is the study of the genetic variability of enzyme properties.
The response of organismal fitness to selection pressures depends on genetically variable
enzyme properties, namely kinetic parameters, thermodynamic stability and concentra-
tion. In the context of the historical debate between neutralism and selectionism, a
number of emblematic examples of variation in enzyme properties have been studied in
detail. For instance, in Drosophila, the fast and slow allozymes of alcohol dehydroge-
nase differ both in the value of their catalytic constant (the turnover number, k.,;) and
their abundance; also in Drosophila the A and B variants of G6PD have different quater-
nary structures, thermal stability and K, values; in Fundulus heteroclitus, the allozymes
of LDH-B display kinetic, abundance and stability differences, etc. (reviewed in Eanes
1999). Furthermore, quantitative proteomic studies in various species have revealed the
breadth of the genetic variability, the polygenic nature and the relationship with inte-
grated phenotypic traits of enzyme concentrations (Damerval et al. 1994; Blein-Nicolas
et al. 2013; Albert and Kruglyak 2015; Chick et al. 2016; Jiang et al. 2019).

In this context, the evolution of enzyme properties in response to selective pressures
on the flux, considered to be a proxy for fitness, is an important issue. This question
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has been addressed in relation to protein folding stability, catalytic constant values and
enzyme concentration, but to our knowledge the number of studies is quite low. Mutations
that increase protein folding stability are favored by selection, with evolution towards near
neutrality up to the mutation—selection balance steady state (Serohijos and Shakhnovich
2014; Bershtein et al. 2017). Regarding enzyme activity, Kacser and Beeby (1984), using a
systems biology approach, proposed a model of early enzyme evolution in which selection
for faster growth causes a transition from few, multifunctional, poorly active enzymes to
many, differentiated, monofunctional enzymes with high k.., values. However, Heckmann
et al. (2018) recently showed that the systemic properties of a network result in epistatic
interactions that maintain k., values far from their theoretical maximum, preventing
fitness from reaching its optimum. This result can be explained by the relationship of
diminishing returns between turnover number and flux: the effect of a given increase in
keat on the flux vanishes as k., increases, so that the flux eventually reaches a plateau.

Interestingly, the same type of saturation curve was invoked by Hartl et al. (1985)
to account for the widespread selective neutrality of enzyme polymorphisms. These au-
thors analyzed the evolution of enzyme quantity, equated to activity, under selection for
higher flux, and showed that successive mutations affecting a particular enzyme drive
the enzyme concentration towards the plateau of the concave flux-enzyme curve, where
the mutations do not have any detectable effect, i.e. they are selectively nearly neutral.
This geometrical model of the "natural selection of selective neutrality" is attractive, but
surprisingly it has not been assessed with an adaptive dynamics approach. In addition,
this model considered only a single enzyme in a given pathway and imposed no upper
limits on enzyme quantities, even though there are well-known constraints on space and
energy in the cell (Koehn 1991; Kurland and Dong 1996; de Vienne et al. 2001b; Ellis
2001; Eguchi et al. 2018; Klumpp et al. 2019). Although these points were raised, the
evolutionary implications were not analyzed by Hartl et al. (1985). The question of the
optimization of enzyme kinetic parameters and concentrations in metabolic pathways was
analyzed by Klipp and Heinrich (1994, 1999). However, their approach did not include
any evolutionary genetics concept and did not allow them to grasp the dynamics of the
evolutionary process.

Here, we develop the first adaptive dynamics model of the evolution of enzyme con-
centrations when there is directional selection for increased flux in a pathway. Our model
includes two biologically realistic features: (i) the concentration of each enzyme in the
pathway can be altered by mutation, and (ii) constraints, specifically competition for
cellular resources and/or co-regulation, can prevent enzyme concentrations from varying
freely. To formalize the relationship between enzyme concentrations and flux, we used
the metabolic control theory (MCT) framework (Kacser and Burns 1973; Heinrich and
Rapoport 1974; Kacser et al. 1995), as generalized by Heinrich et al. (1991) and Lion
et al. (2004) to take into account the possible interdependence of enzyme concentrations.

First, we present a system of ordinary differential equations that describes the evolu-
tion of enzyme concentrations in a pathway. We then show how the flux evolves and how it
determines the evolutionary equilibria of the relative enzyme concentrations. We demon-
strate analytically, and validate using computer simulations, that a theoretical equilibrium
of relative enzyme concentrations exists whatever the conditions, but that this equilibrium
is not necessarily reached when the flux is limited by constraints on enzyme concentration
variation. Thus, we differentiate the effective equilibrium, i.e. the equilibrium that is
actually reached, from the theoretical equilibrium. When there is co-regulation in addi-
tion to competition, the initial enzyme concentrations affect the evolutionary outcome.
Finally, we show that multi-enzyme selective neutrality, i.e. the selective neutrality of all
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enzymes, is achieved whatever the constraints, but that the size of the range of neutral
variation largely depends on constraint-specific parameters and possibly on the initial
state of the system.

2 Material and Methods

2.1 Theoretical developments

2.1.1 The metabolic model

2.1.1.1 Flux expression We considered a metabolic pathway of n unsaturated Michaelian

enzymes transforming substrate X, into product X,, via a series of unimolecular reversible

reactions:
El E2 E3 En—l En
Xo=51=S=- = S,.1=X,

At steady state, the metabolic flux J through this pathway is (Kacser and Burns
1981):
X
J=—— (1)
1
A E;

n
j=1
where:

e X =Xy—X,/Ki,. K, is the product of the successive equilibrium constants of
all reactions. X is assumed to be constant and symbolizes that the environment is

constant.
o A, = K;j Ky j_1, where kg, is the turnover number of enzyme j, Ky, is the

Michaelis-Menten constant of the enzyme j for its substrate and K ;_; is the prod-

uct of the successive equilibrium constants up to the (j — 1)™ reaction: [[/_} K.

Thus A; is a composite parameter that includes both catalytic efficiency % and a
J

product of thermodynamic constants that depends on the enzyme’s position in the
pathway. Hereafter, A; is referred to as the "pseudo-activity" of enzyme j.

e [J; is the concentration of enzyme j. Note that E; in italics denotes the concen-
tration of enzyme j while E; in Roman letter denotes enzyme j (see Glossary of
mathematical symbols in Appendix A).

Considering the total enzyme concentration, Fi, = Z?Zl E;, and the relative concentra-

. . E - :
tion of enzyme j, e; = T, equation 1 becomes:

J - Etot P (2)

kcatj

The flux can be modified by mutations affecting T Or E;. We considered only the latter,
17

because the variability of enzyme concentrations is by far the main source of variation in

enzyme activity in populations and species (see Discussion).
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2.1.1.2 The effects of mutation when enzyme concentrations are interdepen-
dent Let a mutation of small effect v targeting concentration E; of enzyme i (v is
positive or negative). We assume that the probability law of mutation effect v is identical
for all enzymes, so v is not indexed. The concentration of enzyme ¢ after a mutation is:

EY = E +v (3)

Because of constraints such as resource limitations or complex interactions between cell
components, this change may not correspond to the actual effect of the mutation on
the concentration of enzyme i and/or it may modify the concentration of other enzymes.
Considering two causes of interdependence of enzyme concentrations, separately or jointly,
we formalized the consequences of a mutation in the following way:

1. Co-regulations. Various direct and indirect molecular mechanisms result in co-
regulation (either positive or negative) of enzyme concentrations. Thus, mutations
can jointly modify the concentrations of co-regulated enzymes (see Discussion). To
express formally the effect of a mutation targeting the concentration of enzyme ¢
(equation 3) on the concentration of enzyme j, we write:

B} = Ej + By (®)

where f3;;, the slope of the relation between F; and Ej;, is the co-regulation coefficient.
We assume linearity between co-regulated enzymes, so we use constant co-regulation
coeflicients and we pose f; = 1, f;; = 1/8;; and, for any triplet of co-regulated
enzymes (i,7,k), Bij = BixBrj. If enzymes ¢ and j are not co-regulated, we have
Bi; = Bj = 0. All pairwise co-regulation coefficients can be grouped in a co-
regulation matrix, noted Mg (Supporting Information SI.B.1.1).

For n co-regulated enzymes, the total enzyme concentration after a mutation affect-
ing enzyme ¢ is:

1
By =Y BN =3 (B + Byv)
j=1

J=1

= Etot + Bil/ (5)

where B; = ) (3;; quantifies the impact on Ei, of a mutation targeting E;. Indeed,
=1
from equations 3 and 5, we have:

AE _ By — Euor
AE’L E(l) — Ez

)

- B, (6)

B; is called the global co-regulation coefficient (Supplementary information SI.B.1.2).

2. Competition for resources. Cellular resources are limited in terms of space, energy,
the availability of ribosomes, etc. The total enzyme concentration a cell allocates
to a given pathway is necessarily bounded, so that an increase (resp. decrease) in
the concentration of an enzyme due to a mutation can result in a decrease (resp.
increase) in the concentration of other enzymes (Snoep et al. 1995; Albertin et al.
2013). We modeled this trade-off by fixing Fi.. As a consequence, if a mutation
of effect v targets enzyme ¢, the concentrations of all the other enzymes will be
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modified, as will be the effect of the mutation on enzyme 7. This can be viewed as
a two-step process:

E——EY=E+v——E? =E +4
mutation constraint
of F; on Eiot
where ¢; is the mutation effect after applying the constraint on total enzyme con-
centration, which changes from Etgt = FEiot + v to Fipr. This constraint is assumed
to respect the proportionality between concentrations, i.e.

El(l) B EZ(Z)
Et(;g Eiot

(7)

From this relation, the expression of §; can be deduced (Supporting Information

SI.B.1.3):

1—e
5= ®)
v FEtot
where e; = -Z-. We call v the canonical effect of the mutation and 6; its actual

Etot

effect.

For enzymes j # i, we have

1 2
E; —— EBEY =, —— EY
mutation J constraint J
of E; on ot

where E](-Q) is the concentration of enzyme j after applying the constraint on total

enzyme concentration. To find the expression of F ](2), we applied the proportionality

rule:
E(»l) E(-Z)
j

j
— 9
Et(;g Eiot )

and using equation 8 we get (Supporting Information SI.B.1.3):

€

2
E® = B; -

0i (10)

1—61‘

. Co-regulation and competition. If there is both competition and co-regulation be-

tween all enzymes, the two-step process is the same as above for enzyme ¢ targeted
by a mutation:

1 2
Ei——EY=E+v— EY = E 4
mutation constraint
O i on Lot

but here Et(;t) = Bt + Biv (equation 5). So applying the proportionality argument
(equation 7 and Supporting Information SI.B.1.4), we get:

1— eiBi
0; = 1_ B (11)
v Etot
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For enzymes j # ¢, we have

1 2
E, —— EW =E, + v — EY

mutation J constraint J
of E; on Etot

where Ej(?) is the concentration of enzyme j after co-regulation and reduction of

the total enzyme concentration from Et(ét) to Eiot. Using equations 9 and 11, we get

200 (Supporting Information SI.B.1.4):

Bij — Bie;j 5;

EY = E
J+ 1—Blez

. (12)

In summary, non-independence of enzyme concentrations results in changes in the
concentration of enzymes that are not the primary targets of the mutation. The amplitude
of concentration change of non-target enzymes depends on the cause of interdependence:

Co-regulation (equation 4) EJ(.I) = Ej + Bij0; where 6; = v
Competition (equation 10) EJ(.Z) =E; — - € 5

i — Biej
Co-regulation and competition (equation 12) E](?) =FE; + Pij — Bie; 5

1-— Biei ‘

Thus the concentration of the mutant enzyme E7" can be expressed as the sum of F; and

a pseudo-mutation effect:
Vj, Ejm = Ej + Oéij(gz'

This pseudo-mutation effect is the product of the actual mutation effect 9; by a coefficient
called the redistribution coefficient, noted c;; (note that Vi, a;; = 1).

E.
205 The general expression of the redistribution coefficient is a;; = A_E]’ where AE; is

the change of non-target enzyme j and AE; = §; is the actual effect of the mutation on
target enzyme i. Going to the limit when ¢; is very small, we obtain:

OE;
;= 13
«a J 8EZ ( )
which is the redistribution coefficient a;; defined by Lion et al. (2004).
Depending on the situations, we have:
210 1. Independence: Vi,j # i, 0;; = 0
2. Co-regulation: Vi,j # 1, a;; = B # 0
3. Competition: Vi,j # ¢, ;5 = 1_€j
- — Bie,
4. Co-regulation and competition: Vi, j # i, o;; = %
— D¢
33
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2.1.1.3 Quantifying the effect of enzyme concentration variation on the flux
To quantify the effect on the flux of variation in enzyme concentration F;, we used the
combined response coefficient (hereafter, the flux response coefficient) (de Vienne et al.
2001a)

;g _ OJE;
B oE; T
The flux response coefficient is more general than the classical flux control coefficient
(Kacser et al. 1995), the latter being valid only if enzymes are independent. The flux
response coefficient of enzyme ¢ includes both the flux control coefficient C’éi of enzyme ¢
and a term that accounts for enzyme interdependence, which contains the flux control
coefficients of the other enzymes and the redistribution coefficients «a;; (Lion et al. 2004):

R (14)

n
J J J Qi
REi = CEz + E Z OEJFU
i=1 !
In Supporting Information SI.B.2, we present another expression of Réi that is less intu-
itive but more convenient for mathematical treatment.

2.1.2 The evolution model

2.1.2.1 Adaptive dynamics To analyze the evolution of enzyme concentrations, we
used an adaptive dynamics approach (Brannstrom et al. 2013), assuming a constant en-
vironment.

We assumed that evolution proceeds by the successive fixation of mutations modifying
enzyme concentration. We applied the mutual exclusion principle, i.e. two phenotypes
cannot coexist because the mutations are assumed to be instantaneously fixed or elimi-
nated (Dieckmann and Law 1996). On an evolutionary timescale, if a mutation produces
a novel phenotype, either it is fixed, becoming the new resident, or it is eliminated. The
vector of enzyme concentrations of the resident is noted E* = (E7, ..., E!') and that of the
mutant E™ = (E]", ..., E™).

Mutations appear at rate p per time unit. They are independent and each mutation
targets only one enzyme. The actual effect of a mutation on the target enzyme i is ¢;.
Target enzyme concentration after a mutation is:

E" =E +9;
The concentration of each of the other enzymes is:
The selection coefficient of a mutation targeting enzyme i is:
w™m

S; — !

w""
where w is fitness. We assumed that fitness w is proportional to flux .J, so we have:

g = Jr

— (15)

S; —

The phenotype under selection, namely the flux, is calculated following equation 1.
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Since we considered a haploid population of constant effective size N with non-
overlapping generations, the fixation probability of a mutation is (Crow and Kimura
1970):

28i
Py = 1 — ¢—2Ns;

(16)
when s; is small. This expression was used in our computer simulations.

In our analytical developments, we neglected deleterious mutations because their neg-
ative selection coeflicients result in negligible fixation probability. Since we assumed large

population sizes (for all i, Ns; > 1), we could use the approximation:
Pf =~ 23i

The higher the mutant flux J™ is relative to the resident flux J”, the higher the
fixation probability of the mutation. After fixation or loss, a new mutation appears, and
the process is repeated.

2.1.2.2 The differential equation system of enzyme evolution On a continuous
timescale, the variation in concentration of enzyme i can be represented as a stochastic
process. At each time ¢, this variation is a random variable that can be described with a
complete event system:

Probability Mutation effect Event

o\ ® IMQSZ(-t) (51@ Fixation of mutation targeting ¢
( 3751) = ,u25§»t) ozg?éj(-t) Vj#i Fixation of mutation targeting j (17)
1=> u?sg) 0 No mutation or no fixation
k=1

where p is the probability of occurrence of a mutation, assumed to be independent of
the target enzyme. Because this relation is valid at each time ¢, we will not use the
superscript t thereafter. At each time, variation in F; can be caused by the fixation of
either a mutation affecting enzyme i (probability 2s;) or a mutation affecting any other

enzyme (probability 2s;), with mutation effect d; and «;;0;, respectively. If none of these

events happen (probability 1 — >~ u2s;), E; does not change. Therefore, the average

k=1
variation in concentration of enzyme i at each time ¢ is:
OF; -
< ot ) = ,LL25251 + Zﬂzsjajiéj (18)
j=1
J#i

This relation is valid at all times ¢, and because «;; = 1, we can write:

OF; .
5 = 21 > sd; (19)
=1

This differential system allowed us to search for steady states — called evolutionary
equilibria — of enzyme concentrations when there is selection for increased flux. When
enzymes are independent, OF;/0t s strictly positive, and thus enzyme concentrations
increase indefinitely and do not reach equilibrium. Consequently, we searched for evolu-
tionary equilibria of relative enzyme concentrations, which is given by:

8ei
ot

Vi, =0 (20)
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2.1.2.3 Selective neutrality of enzyme concentration variation We addressed
the question of the neutrality of the variations in enzyme concentrations near evolutionary
equilibrium. The "neutral zone" is the area where the absolute value of the selection
coefficient is close to zero — classically under a threshold of 1/N for haploid populations
(Kimura 1985).

To analytically study the way constraint-dependent factors influence the neutral zone
at evolutionary equilibrium, we used an expression of s; that explicitly contains the three
relevant variables, i.e. Réi, 0; and F;. Assuming that the mutation effect ¢§; is small

AJ oJ
compared to the concentration E; (§; < F;), we can write NG =~ 5E. Therefore, from
equation 14, the selection coefficient is given by (Supporting Information SI.B.3.1):
5
i~ Ry — 21
S E; E, (21)

The size of the neutral zone determines what we call the range of neutral variation
(RNV) of the concentration, the amplitude of which is:

RNV = 5" 5|

where §;"" (resp. 61™) is the actual effect of a mutation such that s; = + (resp. s; = — ),
s; being the superior (resp. inferior) limit of the neutral zone. To determine the §;’s, we

m T

used the initial equation s; = — _ (equation 15), where J" is the resident phenotype

and J/" the mutant phenotype following a mutation targeting enzyme i. From equation 1,
and after transformations, we obtain (Supporting Information SI.B.3.2):

- 1 1 1
- =0 (22)
= Aj (EJ + ozij@) S; + 1 JZI AjEj
The solutions of this equation for s; = +1/N and s; = —1/N give §;"F and 6™, re-

spectively. Due to the complexity of the resulting equations, we wrote a script that
numerically computes the limits 6;"" and 6" of the RNVs for different scenarios of en-

zyme interdependence (function uniroot of the R Stats package [(R Development Core
Team 2008)]).

2.2 Computer simulations

To assess the validity of the mathematical predictions, we performed Markov Chain
Monte-Carlo simulations using the R software (R Development Core Team 2008). We con-
sidered haploid populations of size N = 1 000 evolving in a constant environment (X = 1).
At a given time step, all individuals in the population are identical, i.e. have the same phe-
notype J and the same enzyme concentrations (the "genotype") E = (Ey, Es, ...E,) and
the same pseudo-activities A = (A;, Ay, ...A,,). Simulations were performed for a three-
enzyme metabolic pathway (n = 3), with invariable pseudo-activities A; = 1, Ay = 10
and Az = 30 and an initial total enzyme concentration E2, = 100 in arbitrary units (see
Figure 1A).

The vector of initial concentrations E° was changed for each simulation. Initial concen-
trations E? were drawn in (0, 100), and redistributed proportionally to have E2 = 100.

Eo varied over time in the case of independence and co-regulation, but was fixed at
Eio; = 100 in the case of competition.
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Co-regulation coefficient values were 12 = 0.1, B33 = 2 and hence ;3 = 0.2 for
the positive co-regulations and (15 = 0.32, o3 = —0.43 and hence (13 ~ —0.138 for
the negative co-regulations. The resulting co-regulation matrices Mg were computed
(Supporting Information SI.B.1.1).

At each time step, a mutation randomly affected one of the enzymes. The mutation
effect v was drawn in U(0, 1); the sign of v was randomly drawn (1:1 ratio). Thus the
concentration of target enzyme ¢ changed from E] to E" = E] £ v; the concentration
of all enzymes varied according to the type of dependence considered (see the two-steps
process described in paragraph 2.1.1.2). If a concentration became negative, it was set to
zero. Finally, we computed the values of the flux, the selection coefficient and the fixation
probability of the mutant (equations 1, 15 and 16, respectively).

To determine whether a mutation was fixed or lost, we drew a number in ¢(0, 1), and
if this number was smaller than P the mutation was fixed, otherwise it was lost. If the
mutation was fixed, the mutant became the new resident, i.e. all individuals displayed the
same genotype and phenotype. If the mutation was lost, genotype and phenotype were
unchanged. We then proceeded to the next time step. Thus, a time step is the interval
between two successive mutations. Populations evolved over 125,000 time steps, and the
system values were recorded every 250 steps.

These simulations allowed us to relax some of the assumptions of the mathematical
analysis, namely small mutation effects, large population size and the absence of fixation
of deleterious mutations.

Data and code availability Scripts of the simulations and custom functions are writ-
ten in the R language (R Development Core Team 2008). Along with the simulation data,
they are included in a home-made package called SimEvolEnzCons.

3 Results

We have developed a theoretical framework that describes the evolution of enzyme con-
centrations in a pathway under selection for increased metabolic flux. We considered
that: (i) the flux can be modified by mutations targeting any enzyme in the pathway;
(ii) variation in enzyme concentrations can be not independent as a result of competition
for cellular resources and/or co-regulation. We based our developments on the principles
of adaptive dynamics (Briannstrom et al. 2013), using the enzyme-flux relationship of the
Metabolic Control Theory (MCT) (Kacser and Burns 1973; Heinrich and Rapoport 1974;
Kacser et al. 1995) expanded by Heinrich et al. (1991) and Lion et al. (2004) to take into
account possible dependencies between enzyme concentrations.

Flux J through a linear metabolic pathway of n Michaelian enzymes was expressed as
a function of the parameters of all enzymes (equation 1 in Material & Methods):

X
J=——
1
A;E;

n
J=1

where A; is the pseudo-activity of enzyme j, assumed to be constant, and Ej is the
concentration of enzyme j that can be affected by mutation (see Glossary of mathematical
symbols in appendix A).

If there is selection for increased flux, the evolutionary rate of enzyme concentrations
can be expressed by a differential equation system (equation 19), allowing us to: (i) search
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for steady states of relative enzyme concentrations e; (Vi,de;/0t = 0), which we call
evolutionary equilibria; (ii) analyze flux variation during the evolutionary process.

To assess the validity of our analytical results, we performed simulations of long-term
evolution using less stringent assumptions than in the analytical approach.

Finally, we analyzed the extent to which selection for increased metabolic flux results
in the selective neutrality of mutations targeting enzyme concentrations.

3.1 Equilibria of relative enzyme concentrations under directional
selection for increased flux

We searched for evolutionary equilibria of relative enzyme concentrations in four situ-
ations: independence between enzyme concentrations, fixed total enzyme concentration
(due to competition), co-regulation between all enzyme concentrations and both compe-
tition and co-regulation.

3.1.1 Case 1: Independence between enzymes

When the enzyme concentrations are independent, the evolutionary equilibrium of relative
enzyme concentrations is (Supporting Information SI.B.4):

A8

Vi, el= —i

-1/3
2 A
J=1

)

(23)

Simulation results of a three-enzyme pathway (Figure 1A) are consistent with this theo-
retical equilibrium: the evolutionary trajectories converge towards the point of the space
of relative concentrations defined by equation 23 (Figure 1B). At this point, the flux
response coefficients, which quantify the sensitivity of the flux to variation in enzyme
concentrations, are (Supporting Information SI.B.4):

ek
Vi, Rl -t (24)
¢ ZA‘J/S
=

Because the flux response coefficients are strictly positive and there is no upper limit on
enzyme concentration, the flux is continuously increasing (Figure 1C) while the propor-
tions of the different enzymes remain constant at equilibrium (equation 23).

From equations 23 and 24, we see that the relative concentrations and the flux response
coefficients at equilibrium are inversely related to the pseudo-activities: enzymes with
low pseudo-activity have a high concentration relative to others enzymes and exert a
high control on the flux. For these enzymes, variation in abundance is less likely to be
selectively neutral (see Section 3.2.2).

3.1.2 Case 2: Competition for cellular resources

In order to model the effects of limited cellular resources, the total enzyme abundance E
in the pathway was considered to be constant. When a mutation targets the concentration
of an enzyme, the concentrations of all enzymes are assumed to be redistributed propor-
tionally to maintain constant the total concentration. As a consequence, the relationship
between relative enzyme concentrations and flux is a dome in the multidimensional space

38 12/37



375

380

385

390

395

400

FEvolution of enzyme concentrations May 4, 2021

of relative enzyme concentrations, the shape of which is determined by the vector of
pseudo-activities A (Figure 2A). The flux cannot exceed a maximum value Jy.x, which
is the flux value at evolutionary equilibrium.

At Jnax the flux response coefficients are:

Vi, Rf =0

because at the top of the dome, the derivative of the flux with respect to FE; is null
in all dimensions. From this equality, the evolutionary equilibrium of relative enzyme
concentrations at Jy.x can be found (Supporting Information SI.B.5):

A2

Vi, e =-—F———

—-1/2
2 A
7=1

)

(25)

As in the case of independence, simulation results were consistent with this theoretical
equilibrium (Figure 2B). As previously, the higher the pseudo-activity of the enzyme, the
lower its relative concentration, but due to the difference in the value of the power of A;
(—1/2 instead of —1/3), the relative enzyme concentrations at evolutionary equilibrium
were more dispersed when there was competition than when there was independence.
From equation 25, we can calculate Ji.x, which is linearly related to Fio (Supporting

Information SI.B.5):
X

N2
u AL/

Figure 2C shows the results of the simulations of flux evolution when E\ is fixed. The
expected Jyax Was reached whatever the value of the initial enzyme concentrations.

Jmax - Etot (26>

3.1.3 Case 3: Co-regulation between enzyme concentrations

When there is co-regulation between enzyme concentrations, in the absence of compe-
tition, a mutation targeting a given enzyme results in variation in the concentration of
the other enzymes. To model this phenomenon, we used the co-regulation coefficient (3;;
— the slope of the linear relation between £; and F; —, which quantifies the variation in
E; when a mutation affects F;.

When all enzyme concentrations are related to each other (V(i,7),8;; # 0), the evo-
lutionary equilibrium of the relative enzyme concentrations is (Supporting Information
SI.B.6.1.1):

Vi, e =— (27)

n
where B; = ) f3;;, the global regulation coefficient of enzyme 4, quantifies the effect of the
j=1
variation of F; on the total enzyme concentration (equation 6): B; = AFE;./AFE;. This
equilibrium has a non-intuitive property: at this point, mutations, whatever their effect,
no longer modify the relative enzyme concentrations (Supporting Information SI.B.6.1.2).
Metaphorically, we will call this point an evolutionary black hole.
The enzyme concentrations are assumed to be linearly related. Consequently, in the
multidimensional space of relative enzyme concentrations, the system can be described
as a point moving on a straight line £. The parametric equation of £ can be determined
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from two known points, the initial relative enzyme concentrations €® and the theoretical
equilibrium e* (Supporting Information SI.B.6.2):

E: Vi, ei:T(ef—e?)jLe?:T(é—e?)—I—e? (28)
i

where 7 is the driving variable. When 7 = 0, the system is at the initial state e and
when 7 = 1, the system is at the theoretical equilibrium e*. For a given €® and Mj (the
matrix of all pairwise co-regulation coefficients), the relative concentrations e are strictly
determined by the value of 7. Consistently, results of the simulations showed linear
evolutionary trajectories converging towards the theoretical equilibrium (Figures 3A and
3C), with a clear difference between positive and negative co-regulation:

1. Positive co-regulation

When all 3;;’s are strictly positive, the relative enzyme concentrations converge to-
wards the theoretical equilibrium e* located within the space of relative enzyme
concentrations (Figure 3A). At this point, the flux response coefficients are (Sup-
porting Information SI.B.6.1.3):

Vi, Rj =1 (29)

meaning that every enzyme strictly controls the flux. This is not in contradiction
with the previously mentioned evolutionary black hole, because the flux response
coefficients concern the absolute enzyme concentrations, which increase indefinitely,
as does the flux (Figure 3B), while the relative enzyme concentrations are stuck at
the theoretical equilibrium.

2. Negative co-requlation

If at least one co-regulation coefficient is negative, then at least one enzyme has
a negative global regulation coefficient B; (Supporting Information SI.B.1.2). As
concentrations cannot be negative, the theoretical equilibrium e* is unattainable be-
cause it is outside the space of possible relative enzyme concentrations (Figure 3C).
There is another evolutionary equilibrium, which we called the effective equilibrium
é, defined by (Supporting Information SI.B.6.3):

Vi, Rf =0 (30)

Null response coefficients mean that in this case there is a maximum value of the flux,
Jmax, for the same reason as in the case of competition: the negative co-regulation
coefficients prevent the flux from exceeding a certain value because mutations that
increase (resp. decrease) the concentration of an enzyme will decrease (resp. in-
crease) the concentration of the other enzyme(s).

The effective equilibrium € could not be found analytically but could be found nu-
merically from another expression of equation 30 (Supporting Information SI.B.6.3):

n

1

S o

The black curve on Figure 3C shows the set of solutions € satisfying equation 31 for a
given set of A; and B; values and a large number of initial enzyme concentrations e°.
All evolutionary trajectories converge towards the theoretical equilibrium, but stop
on this curve at their respective effective equilibrium. Figure 3D shows the evolution

of the corresponding fluxes and their respective Jpay.
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3.1.4 Case 4: Competition plus co-regulation

If there is competition and co-regulation, the relationship between flux and enzyme con-
centrations is a dome in the multidimensional space of relative enzyme concentrations, but
here the relative enzyme concentrations are constrained by the effects of co-regulation to
follow line £ (equation 28). Consequently, the flux evolves following the curve defined by
the intersection of the dome with the upright plane drawn from line £ in space (e, J) (Fig-
ure 4). There are three remarkable points on this curve: (i) the flux value corresponding
to the initial relative enzyme concentrations e® (black point); (ii) the flux value corre-
sponding to the theoretical equilibrium of relative enzyme concentrations e* (red point);
(iii) the maximum of this curve, Jyay, corresponding to the effective equilibrium of rela-
tive enzyme concentrations € (yellow point). Note that for a given e*, the orientation of
the plane is determined by e°.

The theoretical equilibrium is the same as in the case of co-regulation alone (Support-
ing Information SI.B.7.1.1):

Vi, e =— (32)
and the effective equilibrium is also defined by (Supporting Information SI.B.7.2):

Vi Ry =0 (33)
which leads to the following equation:

" (1/By) — ¢ _
“Aer .

Jj=1

from which @ can be found numerically. If we consider a large number of possible e®’s
for given Mg and A, we can compute a set of points corresponding to €, which defines
a closed curve in the case of positive co-regulation (Figure 5A) and an open curve in
the case of negative co-regulation (Figure 5C). As previously, all evolutionary trajectories
end on these curves. At & the flux reaches Jiyax, which depends on €°, Mg, A and E2,
(Figures 5B and 5D).

When there is both competition and positive co-regulation, two possible evolutionary
equilibria exist, depending on the initial relative enzyme concentrations e® (Figure 4).
If the theoretical equilibrium is reached first, the evolutionary black hole, which is also
valid in this situation (Supporting Information SI.B.7.1.2), will prevent any flux increase
despite the selective pressure. If the effective equilibrium is reached first, selection for high
flux will prevent the theoretical equilibrium from being reached because the flux value is

higher at the effective equilibrium than at the theoretical equilibrium.

3.1.5 Summary of the results on evolutionary equilibria

In summary, the conclusions drawn from the analytical developments and the simulations
are as follows:

e Independence: The flux increases continuously but the relative enzyme concen-
trations reach an equilibrium value that depends on the pseudo-activities of the
enzymes.

e Competition: The flux increases up to a maximum value that depends on both the
pseudo-activities of the enzymes and the total enzyme concentration. The relative
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enzyme concentrations reach an equilibrium that depends on the pseudo-activities
of the enzymes, but which differs from the one obtained in the case of independence.

Co-regulations without competition: The relative enzyme concentrations tend to-
wards an equilibrium that depends only on the co-regulation coefficients between
enzymes. If the co-regulation coefficients are all positive, the flux increases contin-
uously and equilibrium is reached. This equilibrium is an evolutionary black hole
because, once it is reached, additional mutations cannot change the relative enzyme
concentrations. If there is at least one negative co-regulation coefficient, the flux
evolves towards a maximum and a different equilibrium is reached, called the effec-
tive equilibrium, which depends not only on the co-regulation coefficients and the
pseudo-activities of the enzymes, but also on the initial enzyme concentrations.

Competition plus co-regulation: This case is qualitatively similar to the case with
negative co-regulation alone, with a flux maximum and a multi-factor effective equi-
librium. The difference resides in the shape of the adaptive landscape.

Tables 1 and 2 summarize the evolutionary equilibria and the limit to the flux value

in the different situations.

Table 1. Theoretical e* and effective € equilibrium for relative enzyme concentra-

tions.
Equilibrium | Without competition | With competition
ATL/3 AT1/2
Without co-regulation Theoretical Vi, ef = 5t——ro Vi, €] = t——r
ZA'_US Z:A—1/2
=1’ =1’
Theoretical Vi, ef =1/B; Vi, ef =1/B;
Positive co-regulation
Effective - &= f(e?, Mg, A)
. . Theoretical Vi, € =1/B: Vi, e =1/B;
Negative co-regulation cannot be reached cannot be reached
Effective é=f(e?, Mg, A) &= f(e?, Mg, A)

Table 2. Limit to the flux value. The maximum value of the flux corresponds to the effective

equilibrium.
Without competition With competition
Without co-regulation J — o0 Jmax = f(A,EL})
Positive co-regulation J — 00 Jmax = [(€°, Mg, A, EQ),)
Negative co-regulation | Jy.x = f(e®, Mg, A, EX)) Jmax = f(e®, Mg, A, EQ),)
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3.2 The range of selective neutrality of enzyme concentrations
3.2.1 Selective neutrality at evolutionary equilibrium

In addition to searching for evolutionary equilibria, another key question from an evolu-
tionary point of view is the extent to which mutations affecting enzyme concentrations
become neutral under selection, i.e. have a negligible effect on the flux, and by extension
on fitness. The classical criterion defining the neutral zone for haploid populations is a
value of the selection coefficient s; between —1/N and +1/N (Kimura 1985).

In our model, the selection coefficient is related to ¢;, R;éi and F; following the relation

s; ~ Réﬁ (equation 21). When J is limited (when there is competition, negative co-

regulation or both competition and co-regulation), R;éi is null at the effective equilibrium
of relative enzyme concentrations, and thus mutations are nearly neutral near this point.
When J is not limited (when enzymes are independent or when there is positive co-

0i
regulation), response coefficients are constant at the theoretical equilibrium and o tends

towards zero because E;’s increase indefinitely, and thus mutations are nearly neutral at
this point. Therefore, selection for high flux leads to the near neutrality of mutations
affecting any enzyme in the pathway in all situations considered.

3.2.2 The range of neutral variation depends on the enzymes and the con-
straints

Even though the mutations affecting enzyme concentrations become neutral as relative
enzyme concentrations approach equilibrium, the size of the neutral zone of mutations
is expected to vary depending on the enzyme properties and the constraints applied.
The zone of selective neutrality determines the range of neutral variation (RNV) of the
concentrations. The RNV size is given by |6;"" — 6|, where §;"F (resp. 6i"f) is the effect
of a mutation such that s; = —i—% (resp. s; = —%), s; being the superior (resp. inferior)
limit of the neutral zone. Let us examine the four situations.

3.2.2.1 Case 1: Independence From equations 21, 23 and 24, we deduced the
selection coefficient at theoretical equilibrium:

-2/3
Jx 51 ~ Az 51
Ei Etote,? Z A—2/3 A Etot
=1 Z Ay e

SizR

Since ¢; = v when enzyme concentrations are independent, it comes:

A—1/3 Z A—1/3

Jj=1

L 47203

(35)

S;
Etot

We see that, for a given ratio v/Ei., the pseudo-activities A; alone determine the s;’s
For two enzymes i and ¢/, if A; < Ay, then |s;| > |sy|, i.e. the selection coefficients are
inversely related to the pseudo-activities. Therefore, to get out of the neutral zone, a
larger mutation effect is required for enzymes with large A;’s than for those with small
A;’s (Figure S1A). This means that RNV size is positively related to the pseudo-activities
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A, and hence is inversely related to the theoretical equilibria e*. Numerical application
was performed for a ten-enzyme pathway using equation 22 to compute the limits of the
RNVs. Results were fully consistent with the theoretical predictions (Figure 6A).

3.2.2.2 Case 2: Competition We did not find any analytical method to study the
RNV size near the equilibrium. Graphically, we observed that an enzyme with low pseudo-
activity needs larger mutations to get out of the neutral zone (Figure S1B). RNVs were
computed numerically from equation 22. We found that RNVs were inversely related
to enzyme pseudo-activities, unlike in case 1, and hence were positively related to e*
(Figure 6B). Another striking observation is that, for a given total enzyme concentration,
RNVs are one order of magnitude greater in the case of competition than when there is
independence.

3.2.2.3 Case 3: Co-regulation From equation 28, the relation between absolute
enzyme concentration and the driving variable 7 when there is co-regulation can be written
as (Supporting Information SI.B.8.1):

E? 1
E, = E° tot 1 36

If we consider the superior and inferior limits of the RNV for enzyme i, respectively E:""
and E" (i.e. E; +6;" and E; + 6™), we can write:

; E? 1 1
|Eisup _ E;nf| — ’ tot <1 )’ (37>

Bi — Sup 1 — 7-inf

where 75" and 7 are the superior and inferior limits of the driving variable.

We see that RNVs are inversely related to | B;|’s: the enzymes that have the smallest
effect on total enzyme concentration via co-regulation have the largest RNV (Figures 6C
and 6E).

3.2.2.4 Case 4: Competition plus co-regulation The same method as previously
was applied when we considered jointly competition and co-regulation. From equation 28,
we have (Supporting Information SI.B.8.2):

FEi,
@:T(ét_@D+E§ (38)

Considering the superior and inferior limits of the RNV for enzyme i (see above), we get:

1 :
<§l _ 6?) (Tsup - 7_1n1°)

Thus, there is a positive relationship between RNV and |1/B; —€Y|, i.e. the difference be-
tween the theoretical equilibrium (1/B;) and the initial relative concentration (ef) (Figures
6D, 6F), meaning that an enzyme whose concentration is initially far from its theoreti-
cal equilibrium will have a large RNV. A geometric representation of this relationship is
shown in Figure 7 when there is positive co-regulation.

|E;"" — EM| = Byt (39)

Table 3 and Figure 6 summarize the factors determining the ranking order of RNVs
depending on the type of constraint.
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Table 3. Factors determining the ranking order of RNVs

Without competition With competition
Without regulation Same order as the A;’s Reverse order of the A;’s
1
With regulation Reverse order of the |B;|’s | Same order as the | = — e¥|’s
i

3.2.3 Measuring RNVs from simulations of long-term evolution

We tested these theoretical predictions by simulating the long-term evolution of a three-
enzyme pathway. For each enzyme and each situation, we computed the RNV limits at
each time step between 60,000 and 120,000 generations (i.e. once evolutionary equilibrium
is reached), then we computed the mean size of the RNVs. The relationship between
0

7

mean RNV value and A;, B; or ‘% —e
(Figure S2).
In addition, the simulations led to two observations.

was fully consistent with theoretical predictions

e When the flux is not limited (independence and positive co-regulation), RNV size
increases over the course of generations. For example, if E® ~ (21.9,30.7,47.3),
mean RNV size for enzyme 1 is ~ 0.13 between 60,000 and 80,000 generations, and
~ 0.17 between 100,000 and 120,000 generations. The reason is that, over the course
of generations, a mutation of a given effect has increasingly less effect on the flux,
and therefore on the selection coefficient, because enzyme concentrations increase
continuously.

e When there is competition and/or negative co-regulation, the dome-shape of the
flux-enzyme relationship can lead to a split of the RNVs. Near the maximum flux,
an upper limit of the RNV cannot be defined because mutations are either neutral or
deleterious. When the flux moves away from the maximum, advantageous mutations
may occur, with the RNV having an upper and a lower limit. But interestingly,
another RNV appears on the other side of the dome, due to large mutations that
result in flux values that are similar to those caused by mutations of small effect.
(Figure S3). The farther the flux is from the maximum, the smaller the two moieties
of the RNVs and the stronger the selection to bring the concentrations towards
effective equilibrium.

4 Discussion

Metabolic fluxes are commonly used as model traits in quantitative genetics and evolution-
ary studies, benefitting from the development of elaborate theoretical tools that enable to
relate “genotype” (the genetically controlled enzyme properties) to phenotype (the flux).
The multidimensional flux-enzyme relationship can be viewed as an adaptive landscape
and used to analyze the dynamics of enzyme evolution. In this study, we developed a
system of differential equations that describes the evolution of enzyme concentrations
in a pathway under directional selection for increased metabolic flux. We considered
two realistic constraints, separately or jointly, that prevent enzyme concentrations from
varying independently from each other, namely competition for cellular resources and
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co-regulation between enzymes. We defined two types of evolutionary equilibria of rel-
ative enzyme concentrations: a theoretical equilibrium and an effective equilibrium, the
latter being reached when the flux is limited by certain constraint(s) (tables 1 and 2).
In both constrained and unconstrained conditions, mutations become near neutral near
the evolutionary equilibrium, however the range of neutral variation (RNVs) of enzyme
concentrations differs to a large extent depending on the enzyme properties and the con-
straints applied (table 3). Simulation results of long-term evolution were fully consistent
with the analytical predictions.

4.1 Modeling rationale

The effect of an enzyme 7 on the flux of a linear pathway depends on three factors: the

ko
ratio of kinetic parameters caty , the abundance F; and the product of the equilibrium
Mj
ko
constants from the first to the (j — 1) reaction, Ky ;-1. Both E; and % can be
My

genetically variable. Recently, Heckmann et al. (2018) simulated the evolution of turnover
numbers kg,; and showed that their values can hardly be maximized.

In our model, we distinguished the concentration E; from the "pseudo-activity" A; =
ko
Kc,;mKu,l of enzyme j, the latter being a systemic property as its value depends on

My

upstream reactions in the pathway. We focused on enzyme concentrations, which display
two features that are relevant from an evolutionary point of view:

(i) The range of natural variability is expected to be noticeably larger for enzyme
concentration than for catalytic efficiency [;atj . While genetically controlled changes in

My

kinetic parameter values are caused by substitutions at certain sites of the enzyme-coding

gene, changes in protein expression can be caused by mutations at multiple cis and trans
elements affecting the gene regulatory network, the translation machinery, mechanisms
of protein turnover and stability, etc. (Landry et al. 2007; Zheng et al. 2011; Gruber
et al. 2012). This is consistent with the highly polygenic nature of proteomic variations
observed in various species (Damerval et al. 1994; Albert and Kruglyak 2015; Chick et al.
2016). Therefore, proteome variability could play a much larger role in the evolution
of pathway efficiency that the variability of kinetic parameters. Thus, in our model,
we chose to consider mutations that target enzyme concentrations £}, and let pseudo-

activities A; = ];(C—;jK 1,j—1 be invariable. Note that kinetic parameters and concentration
play an identical r(])le in the expression of the flux, but the constraints applied to E do
not make sense for k..x and Ky

(ii) Enzyme synthesis and degradation are energetically costly for the cell; further-
more, space and ribosome availability are limited (KKoehn 1991; de Vienne et al. 2001b;
Klumpp et al. 2019) Therefore, protein over-expression can result in protein burden effects
(Snoep et al. 1995; Eguchi et al. 2018). Continuous selective pressure for optimizing cel-
lular resource utilization imposes a constraint on total enzyme abundance and a trade-off
between enzymes (Albertin et al. 2013).

In addition to the constraint on F.;, we also considered the possibility that enzyme
concentrations were co-regulated. In the cell, multiple mechanisms can result, directly
or indirectly, in dependencies between enzyme quantities, e.g. operons in prokaryotes,
metabolic gene clusters in eukaryotes (Lee and Sonnhammer 2003; Wong and Wolfe 2005)
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regulation cascades (Albert and Kruglyak 2015), trans effects due to transcription factors
(Guerin et al. 2016; Lambert et al. 2018), transposable elements (Cowley and Oakey 2013)
and microRNAs (Wang et al. 2011), etc. To model the evolutionary implications of these
dependencies within a single theoretical framework, we considered that a mutation tar-
geting the concentration of an enzyme modifies the concentrations of the other enzymes.
To keep things relatively simple, we chose linear and constant co-regulation coefficients,
but we assumed that they could take on any value. When coordinated enzyme expression
is due to a common trans factor or physically clustered genes, the system of differential
equations has to be modified slightly because in this case the mutations target the driving
variable 7 (Supporting Information SI.B.9). This changes the distribution of the mutation
effects on the co-regulated enzymes, but does not modify evolutionary equilibria, which
do not depend neither on the effects nor on the targets of the mutations. Further devel-
opments could rely on more complex models of gene regulatory network functioning and
evolution (De Jong 2002; Spirov and Holloway 2013).

The two-step process we used to formalize the mutation effects under competition is
not simply theoretically convenient, but may reflect actual events at the molecular level.
First, a mutation with a canonical effect v affects the transcription level of an enzyme-
coding gene. Second, transcripts are translated proportionally to their abundance up to
the maximum total enzyme concentration allowed by the cell. This results in an actual
mutation effect on the concentration of the target enzyme and in pseudo-mutation effects
on the other enzymes. The process is similar if there is co-regulation in addition to
competition.

As in Serohijos et al. (2012) and Heckmann et al. (2018), our evolution model is based
on an adaptive dynamics approach that relies on classical population genetics concepts,
such as the selection coefficient s and the fixation probability P, with the assumption
of constant population size N. Other assumptions were made to render tractable the
mathematical developments: small mutation effect relative to enzyme concentration, no
fixation of deleterious mutations and large population size. We relaxed these assumptions
in the simulations, and this did not affect the predictions of evolutionary equilibria of
relative enzyme concentrations and maximum flux values (if applicable).

4.2 Constraints shape the adaptive landscape
4.2.1 Optimal enzyme concentrations depend on the type of constraints

The evolutionary equilibria of relative enzyme concentrations depend on the constraints
applied. If enzyme concentrations vary independently, there is an inverse relationship be-
tween relative concentrations and pseudo-activities A at equilibrium, which is intuitively
consistent, and both enzyme concentrations and flux can increase indefinitely. This is
not biologically realistic because enzyme concentrations are necessarily bounded by lim-
ited cellular resources and various regulatory mechanisms. Such constraints shape the
adaptive landscape.

When enzymes compete for resources, the adaptive landscape is a dome in the multidi-
mensional space of relative enzyme concentrations; its shape is determined by the enzyme
pseudo-activities and its height is determined by the total enzyme concentration. The top
of the dome corresponds to the maximum flux reached at equilibrium (Figure 2A). At that
point, the relative enzyme concentrations are inversely related to the pseudo-activities A,
as when enzyme concentrations vary independently, but they are more dispersed. At
present, we have no explanation for this result.

21/37 4



685

690

695

700

705

710

715

720

725

FEvolution of enzyme concentrations May 4, 2021

Does selection for high flux result in the optimal distribution of enzyme concentra-
tions when there is competition? The theory of optimality of cost minimization has been
developed in detail (Klipp and Heinrich 1999; Liebermeister et al. 2004; Noor et al. 2016).
Klipp and Heinrich (1999) addressed the question of the optimal distribution of enzyme
concentrations in a pathway when there is competition between enzymes. They con-
sidered a fixed flux and searched for the distribution that minimizes the total enzyme
concentration, which amounts to maximizing the flux with a fixed total concentration, as
we did here. Using the Lagrange multiplier method, they obtained the same equilibrium
of relative enzyme concentrations as the one we obtained using an adaptive dynamics
approach. Thus, the mutation-selection process for increased flux amounts to optimally
minimizing the total enzyme concentration allocated to the pathway.

Co-regulation between enzymes prevents reaching this optimum. With co-regulation,
the evolutionary trajectories of the relative enzyme concentrations become linear; the
orientation of this line is determined by the initial enzyme concentrations and the co-
regulation coefficients. Hence the flux follows the curve defined by the intersection of the
dome and the upright plane drawn from the line (Figure 4). The maximal flux value on
this curve, Jmax, is a local maximum corresponding to the effective equilibrium of relative
enzyme concentrations.

If there is co-regulation, with or without competition, the theoretical equilibrium of
relative enzyme concentrations depends on the co-regulation coefficients, according to the
simple relation ef = 1/B;, where the global regulation coefficient B; quantifies the effect
of E; variation on the total enzyme concentration. This evolutionary equilibrium implies
that:

(i) The higher the effect of enzyme concentration variation on the total concentration,
the lower the relative concentration of this enzyme at evolutionary equilibrium;

(ii) Pseudo-activities A; do not appear in this relation. This does not mean that the
kinetic parameters and equilibrium constants do not affect the evolutionary trajectory
when there is co-regulation. Indeed, A;’s determine the shape of the adaptive landscape,
and hence the flux value at evolutionary equilibrium;

(iii) This equilibrium is an evolutionary black hole: as one gets closer, the effect
of mutations on relative enzyme concentrations decreases, and is cancelled out at this
equilibrium irrespective of the effects of these mutations. This property has an important
consequence when there is competition, because it can prevent the flux from reaching its
local maximum jmax. If the initial flux value is lower than the flux value at theoretical
equilibrium and both values are on the same side of the curve (i.e. the derivatives at
these points have the same sign), selection will be unable to bring the flux value above
the theoretical equilibrium (Figures 4B and 5A);

(iv) If there is negative co-regulation, at least one B; is negative and theoretical equi-
librium is not achievable. The flux will then reach a maximum corresponding to the
effective equilibrium, whether there is competition or not.

In summary, co-regulation can be evolutionarily costly, since it can prevent the flux
from reaching the maximum value given the total enzyme concentration allocated to
the pathway. Therefore, increasing fitness by increasing the flux should imply having
mutations that modify the co-regulation coefficients, i.e. that modify the orientation of
line £ to bring o Closer t0 Jopax.
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4.2.2 The Range of Neutral Variation of enzyme concentrations depends
markedly on enzyme properties, constraints and /or initial enzyme con-
centrations

From visual inspection of the simulation results, we found that relative enzyme con-
centrations fluctuate close to their evolutionary equilibrium, which is consistent with the
mutation-selection-drift balance: selection drives the system towards equilibrium, but near
the equilibrium, mutations become nearly neutral and genetic drift dominates (Figures
2B, 3C, 5A, 5C). Near the point of evolutionary equilibrium, mutations have a negligible
effect on the flux, and therefore are in the neutral zone. We compared analytically the
range of variation of enzyme concentrations in the neutral zone (RNVs) at evolutionary
equilibrium under different conditions.

When enzyme concentrations vary independently, the RNVs are positively related
to the pseudo-activities; the opposite is found when there is competition (Figures 6A
and 6B). Thus, competition results in a positive relationship between RNVs and enzyme
concentrations. In addition, competition strongly increases all RN'Vs for a given Fi.

When there is only co-regulation, enzymes whose variation has the largest effect on
total concentration — hence the smallest effective equilibrium of relative enzyme concen-
trations — have the smallest RNVs. With both competition and co-regulation, the more
an enzyme is initially far from the effective equilibrium, the larger its RNV (Figure 7).
Therefore, co-regulation abolishes the effect of A on RNVs, whether there is competition
or not, as they did for the theoretical equilibrium values.

Interestingly, the existence of a flux maximum can lead to a discontinuous RNV. One
part of the RNV corresponds to mutations of small effect, another part to mutations
of large effect; the latter push the enzyme concentrations beyond the top of the dome,
where flux values are similar to the resident flux. This optimum overshoot is inherent to
Fisher’s geometric model of adaptive landscapes (Orr 1998), and is more common when
phenotypes are close to the optimum (Scott and Queller 2019).

The magnitude of the RNV should be reflected in the level of polymorphism of the
genes affecting enzyme abundance, because high-RNV enzymes can accumulate more
neutral mutations in these genes than low-RNV enzymes. It would be informative to
compare the levels of variability of enzyme abundances within a pathway and investigate
how these are related to kinetic parameters and/or known co-regulatory interactions.
Quantitative proteomics databases could be exploited for this purpose.

4.3 Conclusion and future prospects

We combined MCT principles, an adaptive dynamics approach and simulations to an-
alyze the evolution of enzyme concentrations in metabolic pathways under selection for
increased flux. We showed that the adaptive landscape is shaped by enzyme properties
and by constraints applied to the system. When there is both competition for cellular
resources and co-regulation that limits the flux, which is likely to be the most common
situation in a cell, selective pressures lead to equilibria of enzyme concentrations and to
ranges of neutral variation that not only depend on enzyme properties and the type of
constraints but also on the enzyme concentrations at the start of the selective process.
This evolutionary contingency comes from the effect of co-regulation between enzymes
and could be mitigated by mutations modifying certain regulatory parameters. In addi-
tion, the assumption that all enzymes of the pathway are co-regulated can be relaxed by
considering groups of differently co-regulated enzymes (manuscript in preparation).
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Figure 1. Simulation of enzyme evolution in a three-enzyme pathway when enzyme
concentrations vary independently. (A) The three-enzyme pathway used in the simulations.
Parameters values are: X = 1, A7 = 1, A3 = 10, A3 = 30, EY, = 100, N = 1 000. (B) Evolu-
tionary trajectories of relative enzyme concentrations ej, e and eg represented in a triangular
diagram for ten simulations (one color per simulation) with different initial enzyme concentra-
tions (colored squares). The relative enzyme concentrations converge towards the theoretical
equilibrium e* (white diamond). (C) Evolution of the flux over the course of generations from

simulations shown in B.
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Figure 2. Simulation of enzyme evolution in a three-enzyme pathway when there
is competition. (A) The flux-enzyme relationship is dome-shaped because FEio is constant.
The purple point is the maximal flux Jpax, corresponding to the evolutionary equilibrium. (B)
and (C) Representations and symbols are as in Figure 1; the grayscale in (B) corresponds to the
flux values. When there is competition, the relative enzyme concentrations converge towards
the equilibrium (white diamond) and the flux is limited. Parameter values are: X =1, Ay =1,
As =10, A3 = 30, E, = 100, N =1 000.
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Figure 3. Simulation of enzyme evolution in a three-enzyme pathway when there
is co-regulation. Representations and symbols are as in Figure 1. (A) and (B) Positive co-
regulation. (C) and (D) Negative co-regulation. When there is co-regulation, the evolutionary
trajectories in (A) and (C) are linear. In the case of negative co-regulation, the theoretical
equilibrium e* (white diamond in (C)) is outside the triangle. The black curve in (C) represents
the sets of points of the effective equilibrium € determined numerically for a large number of
initial concentrations €. The relative enzyme concentrations fluctuate on both sides of this
curve due to the mutation-selection-drift balance. (B) and (D) Evolution of the flux over the
course of generations from simulations shown in (A) and (C), respectively. Parameter values are:
X =1,A; =1, Ay = 10, A3 = 30, EY, = 100, N = 1 000, 312 = 0.1, fo3 = 2 (A and B) or
B2 = 0.32, 23 = —0.43 (C and D).
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Figure 4. Relationship between flux and relative enzyme concentrations when there
is both competition and positive co-regulation in a three-enzyme pathway. (A) When
there is only competition, the relation between flux and relative concentrations of enzymes 1
and 2 is represented by a dome. The purple point indicates the maximum flux Jyax. The ivory
section represents the upright plane drawn from line £ along which enzyme concentrations vary
when there is positive co-regulation (green dashed line on the plane). Red point: flux value
at theoretical equilibrium e*. Black point: flux value at the initial enzyme concentrations e°.
Yellow point: maximum flux value Jmax at effective equilibrium €. (B) Relationship between
J and 7, the driving variable of line &, corresponding to the ivory section of the dome in (A).
Solid vertical line: abscissa of the theoretical equilibrium. Dashed vertical line: abscissa of the
effective equilibrium corresponding to Jiax. Colored points: same as in (A). The arrows indicate
the variation of flux under selection for different initial enzyme concentrations. Note that the
red point (the theoretical equilibrium) is a singular point that cannot be passed if the initial
flux is lower than the flux at e* and if e* and €® are on the same side of the curve. Parameter
values are: X =1, A1 = 1, Ay = 10, A3 = 30, EY = EY = EY = 100/3, B12 = 2.5, Baz = 0.6,
corresponding to By =5, Bs = 2 and Bs = 3.33.

31/37 37



FEvolution of enzyme concentrations May 4, 2021

0n1L 0 -
5 /A %
o |
10 < [
15 8
= 20 F"_
25 S -
30
<
. B 3
el e3 LU TS
O
o
a o ] 7
--. O -
=] o 4

T T T T
1 = o2 L0 0 20000 60000 100000
Generation
C D
0.1 0
> o | = =
10 < [
15
= 20
25 S
30
10
35 X
el U e3 40 |__:|j o |
[qV]
(]
(] A " =1
m O S .
/;/.\Lt\ = o -
1 ,_// O ’.\\~-- 0 ‘ ‘ ‘ ‘
& . ] 0 20000 60000_ 100000
o Generation

Figure 5. Simulation of enzyme evolution in a three-enzyme pathway when there is
competition and co-regulation. Representations and symbols are as in Figure 1. (A) and (B)
Competition plus positive co-regulation. (C) and (D) Competition plus negative co-regulation.
In (A) and (C), the grayscales correspond to the flux values and the black curves represent
the sets of points of the effective equilibrium determined numerically for a large number of
initial concentrations €®. The evolutionary trajectories converge towards, but do not reach, the
theoretical equilibrium e* (white diamonds). They fluctuate on both sides of the curves due
to the mutation-selection-drift balance. (B) and (D) The evolution of the flux over the course
of generations from the ten simulations shown in A and C, respectively. Parameter values are:
X =1, Ay =10, Ay = 10, A3 = 30, B0, = 100, N = 1 000, $12 = 0.1, 23 = 2 (A and B) or
B2 = 0.32, 23 = —0.43 (C and D).
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Figure 6. Constraint-dependent factors impacting the range of neutral variation
(RNV) of enzyme concentrations. Numerical applications for a ten-enzyme pathway. If
enzymes vary independently (A), the RNV size at evolutionary equilibrium is positively related
to the pseudo-activities — hence negatively to the relative enzyme concentrations —, whereas
the opposite is found when there is competition (B). For a given total enzyme concentration,
the RNV size is one order of magnitude greater when there is competition than when enzyme
concentrations vary independently. If there is positive (C) or negative (E) co-regulation, RNV
size is inversely related to |B|. When there is competition with positive (D) or negative (F)
co-regulation, RNV size is linearly related to |1/B —¢e°|. The pseudo-activities A were randomly
drawn between 0 and 1 000. Initial concentrations E® were randomly drawn between 0 and
100, E® was then calibrated to have E, = 100. When there is co-regulation, inverses of B;’s
were randomly drawn between 0 and 100 randomly multiplied by +1 or —1 for negati®®
co-regulation), then calibrated to have a sum equal to 1.



FEvolution of enzyme concentrations May 4, 2021

— )

Figure 7. Geometric representation of the RNV when there is both competition and
positive co-regulation. The triangle is a top view of the dome of Figure 4A. The color scale
represents the flux levels. a and b are the ends of the line £. Purple point: top of the dome.

Black point: initial enzyme concentrations €. Yellow point: effective equilibrium &. Red point:

theoretical equilibrium e*. The red bars outside the triangle represent the difference (B% — e?

for each of the three enzymes, and the gold bars represent the range of neutral variation (RNV).

Note the positive relationship between (B% - e?) and RNV. The parameters values are as in

Figure 4.
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« Appendix A Glossary of mathematical symbols

Latin symbols

A;

A
B;

E;

Pseudo-activity of enzyme ¢ (the parameter includes the kinetic properties of the en-
zyme and thermodynamic equilibrium of upstream reactions)

Vector of pseudo-activities

Global co-regulation coefficient, representing effect of a mutation of E; on FEi. due to
co-regulation

Concentration of enzyme i

Initial concentration of enzyme i

Vector of enzyme concentrations, considered as the genotype

Vector of initial enzyme concentrations

Vector of enzyme concentrations after a mutation

Vector of enzyme concentrations after a mutation and the application of a constraint
on Eiet

Vector of enzyme concentrations of the mutant

Vector of enzyme concentrations of the resident

Vector of concentrations at time ¢

Total enzyme concentration in the metabolic pathway

Initial total enzyme concentration

Relative concentration of enzyme

Initial relative concentration of enzyme %

Vector of relative enzyme concentrations

Vector of initial relative enzyme concentrations

Theoretical equilibrium of relative enzyme concentrations

Effective equilibrium of relative enzyme concentrations, corresponding to a maximum
of the flux

Line in the space of relative enzyme concentrations along which the relative concentra-
tions vary in the case of co-regulation

Metabolic flux, considered as a phenotype that is proportional to fitness

Flux resulting from a mutation targeting enzyme i

Flux of the resident

Equilibrium constant of reaction ¢, catalyzed by enzyme i
k=i
Product of the equilibrium constants from the first to the i*? reaction: K Li= ] Kk
k=1

Catalytic constant of enzyme ¢

Michaelis-Menten constant of enzyme i for its substrate
Matrix of co-regulation coefficients

Effective population size

Number of enzymes in the metabolic pathway

Fixation probability of a mutation

Flux response coefficient of enzyme 1

Metabolite ¢, product of reaction ¢ and substrate of reaction i + 1
Selection coefficient of a mutation targeting enzyme
Evolutionary time

Fitness

Mutant fitness

Resident fitness

Constant representing the environment: X = Xo — X,,/ K,
Concentration of the input substrate of the pathway
Concentration of the output product of the pathway
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Greek symbols

a;; Redistribution coefficient, expressing the variation of F; due to mutation affecting
enzyme 1%

Bij  Co-regulation coefficient of enzyme 7 on j

vi;  Competition coefficient, expression of «;; in the case of competition alone

6;  Actual effect of a mutation affecting enzyme i

Mutation rate at each time unit

Canonical effect of a mutation

Driving variable of the line £ in the space of relative enzyme concentrations in the case

of co-regulation.

N X =
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CHAPITRE 1

1.3 Discussion complémentaire

1.3.1 Echelles de temps

Dans notre modele d’évolution, on peut distinguer trois échelles de temps :

1. I’échelle individuelle, correspondant a I’effet des mutations sur le phénotype de I’indi-

vidu;

2. I’échelle populationnelle ou écologique, correspondant au temps nécessaire pour la fixa-

tion des mutations;
3. I’échelle évolutive, correspondant a la succession des mutations et a leur fixation.

La figure 1.1 montre la variation des concentrations d’enzymes dans les trois échelles de temps.

Effet mutation +
co-régulations

Redistribution

Mutation

Temps individuel

Mutation

E' E™
t | t+ At
Temps populationnel  ---4--»¢----- \ e >t
Fixation Remplacement
du résident
E® ) E(t+at)
t t+ At
Temps évolutif } \ } >t
Mutation

FIGURE 1.1 — Variation des concentrations d’enzymes dans les trois échelles de temps. L’échelle
individuelle correspond au changement qui s’opere chez I’individu a cause de la mutation (ici les effets
des co-régulations et de la compétition sur les concentrations via respectivement E’ et E”). L’échelle
populationnelle correspond au temps de fixation d’une mutation (ici E* et E™ sont respectivement les
génotypes du résident et du mutant). Enfin 1’échelle évolutive correspond a I’apparition et a la fixation
immédiate des mutations, qui est I’échelle que nous regardons pour étudier I’évolution des concentra-
tions.
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1.3.2 Relation entre les équilibres évolutifs des concentrations relatives et

I’état stationnaire du flux

Nous avons montré qu’en cas de co-régulations, il existait deux états stationnaires pour les
concentrations relatives d’enzymes, ou équilibres évolutifs : 1’équilibre théorique e* et I’équi-
libre effectif €. L’équilibre effectif correspond a la condition Ry . = 0 pour tout 7. En complé-
ment du premier article, j’ai étudié en quoi les équilibres évolutifs sont li€s a I’état stationnaire

du flux.

L état stationnaire du flux est défini par :

oJ

o =0 (1.1)

En décomposant la dérivée en fonction des concentrations d’enzymes, on a :

0J = 9J OF;

ot £ 0E; ot
En introduisant le coefficient de réponse Réi = %% ainsi que les concentrations relatives

e; = E;/E.y, on obtient la condition suivante pour I’état stationnaire du flux :

aj_i ;J ., Do | OB

-~ = — (Bt — ;
ot < (Brov gy + g,

7 )=0 (1.2)
L PR, ot

. . . . . . oe; oF, o
Les deux solutions possibles sont soit V7, R;éi = 0, soit V1, e =0et 8; k

solution ou la somme s’annule par opposition, car cela ne correspondrait a aucun équilibre.

= 0. On ignore la

de; : . : .
Par définition, 7 st nul quel que soit I’équilibre, théorique ou effectif.

ot

A T’équilibre effectif, le coefficient de réponse est nul, ce qui correspond a la premiere
solution pour 1’état stationnaire du flux. En ce point, le flux est maximum. Il est logique que le
flux soit a I’état stationnaire quand il est 2 son maximum, car on ne considere que la sélection
dans notre modele analytique.

A I’équilibre théorique, le coefficient de réponse n’est pas nul, et il faut donc regarder du
tot

coté de la deuxieme solution ( = 0). En I’absence de compétition, F, peut augmenter
indéfiniment a 1’équilibre théorique, et le flux étant linéaire a la concentration totale, il peut

également augmenter indéfiniment et n’est donc pas a 1’état stationnaire. En cas de compéti-
Etot

tion et de co-régulation, Fi, étant constant, est toujours nul. Cependant, le coefficient de
réponse n’est pas défini a I’équilibre théorique a cause de la formule du coefficient de redistri-
bution, ainsi le flux ne peut pas €tre a I’état stationnaire.

Cette différence est importante, car en étudiant les états stationnaires des concentrations
relatives, on pourrait en déduire que le flux est également a 1’état stationnaire, mais comme on

le voit, ce n’est pas toujours le cas. Avec ces éléments, on pourrait redéfinir les états stationnaires
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des concentrations relatives, ou équilibres évolutifs, en tenant compte du comportement du flux :
* I’équilibre théorique e* pour lequel le flux n’est pas a I’état stationnaire ;

* I’équilibre effectif € correspondant au maximum du flux, et donc a I’état stationnaire du

flux.

Notons que 1’équilibre théorique en cas de co-régulation avec compétition est un evolutio-
nary black hole : selon les concentrations initiales, le systeme peut tre bloqué a cet équilibre
car a I’approche de cet équilibre théorique, les mutations ont de moins en moins d’effet sur le

systeme, I’empéchant d’atteindre le flux maximum et 1’équilibre effectif.

1.3.3 Taille de population et neutralité sélective

En génétique des populations, la zone de neutralité sélective, ou zone neutre, est la zone ot les
mutations sont sélectivement neutres ou quasiment neutres. En termes mathématiques, c’est la
zone ou les mutations ont une probabilité de fixation proche de celle des mutations strictement
neutres. La probabilité de fixation d’une mutation dépend du coefficient de sélection s, qui est
la différence relative de fitness du mutant par rapport au génotype initialement présent, et de la
taille efficace de population N : ,

1—e*

P = (1.3)

1 — 6—2Ns

A s fixé, si N est infini, la probabilité de fixation des mutations avantageuses ne dépend que

du coefficient de sélection (P v 2s), et les mutations déléteres ne peuvent se fixer
s——+00

(Py m 0). A mesure que N diminue, la probabilité de fixation augmente en raison de
la dérive génétique : une mutation, méme délétere, a plus de chance d’étre tirée dans une petite
population que dans une grande, car sa fréquence devient plus élevée. Si N = 1, la probabilité
de fixation est de 1 dans le cas haploide. Notons que si s est nul (mutation strictement neutre),
la probabilité de fixation est inversement proportionnelle la taille de population. A travers N
et s, les mutations sont ainsi soumises a une balance sélection-dérive.

La valeur limite de la zone neutre est classiquement définie & N|s| = 1 [Nielsen et Slatkin
2013]. Initialement, on la placait a 2N |s| = 1 pour une population haploide et 4N|s| = 1 pour
une population diploide [Crow et Kimura 1970], mais cette limite semblait trop restrictive [Li
1978; Kimura 1985]. La limite de la zone neutre est en réalité floue car, comme I’expliquent
Hartl et al. [1985], la transition entre mutation sélectivement neutre et mutation sous sélection
est progressive.

La figure 1.2 montre la probabilité de fixation en fonction de s pour différentes valeurs de V.
La zone neutre correspond au plateau ou les valeurs de probabilité de fixation sont proches de
1/N. La taille de la population a une influence sur la taille de la zone neutre : plus la population
est petite, plus la zone neutre est étendue et plus grande est la probabilité de fixer des mutations

(déléteres comme avantageuses).
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FIGURE 1.2 — Probabilité de fixation d’une mutation en fonction du coefficient de sélection s pour
différentes tailles de population V. La probabilité de fixation est calculée selon la formule 1.3. La
figure est représentée en échelles logarithmiques pour les deux axes. Le point s = 0 ne pouvant &tre
placé avec cette échelle, le graphe est divisé en deux parties : coefficient de sélection négatif a gauche
et positif a droite. Les courbes peuvent se prolonger, sachant que P¢(s = 0) = 1/N. Les couleurs
correspondent a différentes tailles de population N (de 10 a 100 000), indiquées en légende en bas a
droite. Les croix indiquent les valeurs N|s| = 2, les cercles N|s| = 1 et les points noirs N|s| = 1/2. Sur
une méme courbe, la zone entre les deux cercles est définie comme étant la zone neutre, car la probabilité
de fixation est proche de la probabilité de sélection d’une mutation strictement neutre.

Cette différence de taille de la zone neutre se voit bien dans des simulations d’évolution
que j’ai réalisées pour une voie a trois enzymes avec compétition, en comparant les résultats
pour N = 10 et N = 100 000 (figure 1.3). Avec les valeurs de parametres choisies, la valeur
du flux a I’équilibre est J,x = 40.06397. La limite de la zone neutre se calcule griace a la
formule N|s| = 1, avec s = (J™ — J")/J". Comme le flux est maximum a 1’équilibre, la zone
neutre n’a qu’une limite inférieure, et chercher la limite de la zone neutre a 1’équilibre revient
a chercher la valeur de flux Jyy telle que Jzn = Jax (1 — 1/N). Lorsque N = 10, la limite est
Jzn = 36.05758, alors qu’avec N = 100 000 la limite est Jzny = 40.06357, donc tres proche
de Jmax. La zone neutre est donc beaucoup plus large dans le premier cas que dans le deuxieme.
En cas d’indépendance entre les enzymes (figure 1.4), les résultats sont qualitativement les
mémes, si ce n’est que les trajectoires se dispersent car le flux n’est pas limité.

La RNV est déterminée par la forme du paysage adaptatif. C’est une projection de la zone
ou les mutations n’ont quasiment pas d’effet sur le flux, dites mutations quasiment neutres, dans
I’espace des concentrations. J’ai analysé les RNV autour de 1’équilibre.

La taille de la RNV dépend uniquement des pseudo-activités en cas d’indépendance ou de
compétition seule, mais les effets sont inversés. Les enzymes avec une plus forte pseudo-activité
ont une grande RNV en cas d’indépendance, mais ont une petite RNV en cas de compétition.

Tout comme la différence de puissance dans les équilibres entre indépendance et compétition,
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FIGURE 1.3 — Evolution du flux au cours du temps dans une voie métabolique linéaire a trois
enzymes en cas de compétition, pour deux tailles de population. A gauche, pour N = 10; a droite,
pour N =100 000. Chaque couleur représente une simulation. La droite horizontale pleine correspond
au flux maximum. La droite horizontale pointillé représente la limite de la zone neutre a 1’équilibre. La
taille des fluctuations, et donc de la zone neutre, est plus importante dans les faibles tailles de population.
Paramétres : A} = 1, Ay = 10, A3 = 30, EY = E§ = EJ = 30.
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FIGURE 1.4 — Evolution du flux au cours du temps dans une voie métabolique linéaire 2 trois
enzymes en cas d’indépendance, pour deux tailles de population. A gauche N = 10; a droite
N =100 000. Méme représentation et mémes parametres que dans la figure 1.3. Les trajectoires évo-
lutives sont plus dispersées dans la petite population (flux en fin de simulation compris entre 110 et 150)
que dans la grande (flux entre 105 et 125).
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nous n’avons trouvé aucune raison intuitive pour expliquer cette différence.

1.3.4 Opérons et co-régulations

Un cas particulier de co-régulation est celui des opérons, dont les génes sont contr6lés par
les mémes promoteurs et facteurs de transcription. Pour deux enzymes, les coefficients de co-
régulations (15 et J2; sont alors égaux a 1, car une modification de la transcription d’un des
deux genes modifient d’autant la transcription de I’autre, et a fortiori, la concentrations des
deux enzymes. Les coefficients de co-régulations globaux B; et Bs, qui sont la somme des
coefficients de co-régulations sont alors égaux a 2. Et les proportions entre les concentrations
des deux enzymes, quelles que soient les modifications conjointes en amont, seront toujours
égales a 1/2, qui est la valeur 1/B; = 1/B,. La situation correspondrait alors au fameux black
hole, car a moins d’annuler les co-régulations, et donc de rendre les genes indépendants, la

proportion relative pour chaque enzyme sera toujours égale a 1/2.

1.3.5 Infinité de parametres pour un méme paysage adaptatif

En cas de co-régulation, la droite des concentrations relatives est définie par les coefficients de
co-régulations globaux B et les concentrations initiales E°. Or une droite posséde une infinité
de points, et il suffit de deux points pour la décrire. Ainsi il existe une infinité de couple (B, E?),
des lors que leurs proportions sont conservées, permettant de décrire la méme droite.

Avec compétition, le paysage adaptatif est une section du dome par la droite des co-régulations.
Ainsi un méme paysage adaptatif peut étre défini par une infinité de concentrations initiales,
et/ou par une infinité de coefficients de co-régulation, positifs ou négatifs. Seul 1’équilibre théo-
rique sera modifié avec les coefficients de co-régulation, modifiant la position de I’evolutionary
black hole. Selon les concentrations initiales, les enzymes peuvent se retrouver bloquées a cet
équilibre théorique ou atteindre 1’équilibre effectif.

Cependant, les co-régulations peuvent également étre la cible des mutations, et donc étre
soumises a la sélection. Leurs mutations vont modifier la direction de la droite des concen-
trations, permettant éventuellement les concentrations d’atteindre le sommet du dome, i.e. le
flux maximum sans co-régulation. Dans notre modele, chaque mutation des coefficients de co-
régulation reviendrait a modifier I’état initial, qui correspondrait aux valeurs des concentrations
juste avant la mutation des coefficients de co-régulation. Il existe alors une infinité de coeffi-
cients de co-régulation, positifs ou négatifs, permettant d’atteindre ce flux maximum.

Cela m’impressionne qu’une infinité de possibilités puissent donner le méme résultat : cela
rend 1’évolution d’autant moins prévisible. De plus, ces différentes possibilités n’ont pas toutes
les mémes conséquences lors d’un changement d’environnement. Par exemple, en cas de pertur-
bations environnementales ou de mutations des pseudo-activités, ce qui modifierait la forme du
dome, la section du dome qui était auparavant identique entre populations sera différente selon

les coefficients de co-régulation. Ainsi des populations qui sont identiques du point de vue du
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flux dans un environnement donné peuvent devenir différentes et avoir des paysages adaptatifs

différents selon I’environnement.
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Chapitre 2

Article : Evolution of enzyme levels in
metabolic pathways : A theoretical

approach. Part 2

Ce deuxieme chapitre présente une extension du modele d’évolution des concentrations d’en-
zymes sous sélection pour augmenter le flux, en considérant cette fois que les enzymes d’une
chaine métabolique appartiennent a des groupes co-régulations différents, avec ou sans com-
pétition. Il est basé sur un article compagnon au premier qui sera également soumis a Journal
of Theoretical Biology, et dont le manuscrit est disponible sur BioRxiv [Coton ef al. 2021a].
Comme pour le premier chapitre, je présente d’abord succinctement les résultats, puis le corps
de I’article suivi d’un glossaire des symboles mathématiques. Je discute ensuite d’un point com-
plémentaire qui n’avait pas sa place dans I’article. L’annexe B contient les Supporting Informa-
tion de I’article compagnon, avec les figures supplémentaires et les démonstrations, ainsi que
quelques démonstrations complémentaires n’apparaissant pas dans I’article. Les scripts d’ana-
lyse dédiés au cas des groupes de co-régulations sont disponibles dans les versions 2.0.0 et plus
du package R SimEvolEnzCons [Coton ef al. 2021b].

2.1 Présentation de ’article

Dans cet article, j’étends le modele de co-régulation entre concentrations d’enzymes d’une
méme voie métabolique pour prendre en compte des groupes de co-régulations, avec ou sans
compétition pour les ressources. Au sein de chaque groupe, les co-régulations peuvent étre po-
sitives ou négatives, et les groupes ne contenant que des co-régulations positives sont appelés
groupes positifs, et ceux contenant au moins une co-régulation négative sont appelés groupes
négatifs. Les enzymes peuvent également €tre indépendantes des groupes. Comme dans le cha-
pitre précédent, les mutations modifient les concentrations d’enzymes, et la sélection porte sur

la maximisation du flux, I’évolution des concentrations des enzymes étant décrite a 1’aide du
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meéme systeme d’équations différentielles.

La recherche des équilibres peut se faire de facon séquentielle, en recherchant d’une part

les équilibres pour les enzymes au sein des groupes de co-régulation (équilibres intra-groupes),

puis la répartition des concentrations entre les groupes a 1’équilibre (équilibres inter-groupes).

Dans tous les cas considérés, je démontre, de facon analytique ou numérique, 1’existence d’états

d’équilibre stable. On peut résumer ainsi les résultats :
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1. En I’absence de compétition pour les ressources (concentration totale libre), le type de

co-régulation, positif ou négatif, influence fortement les équilibres, ce qui n’est pas le cas

en présence de compétition pour les ressources.

. Lorsqu’il n’y a que des groupes a co-régulations positives et/ou des enzymes indépen-

dantes en absence de compétition, le flux augmente indéfiniment car rien ne limite I’aug-
mentation des concentrations absolues d’enzymes. Par contre, les concentrations relatives
atteignent un état d’équilibre qui dépend des pseudo-activités des enzymes et des coef-
ficients de co-régulation. On peut définir pour chaque groupe un parametre d’activité
apparente, qui prend en compte les pseudo-activités des enzymes du groupe, pondérées
par les coefficients de co-régulation globaux du groupe. Les équilibres inter-groupes sont

inversement proportionnels aux activités apparentes des groupes.

. Lorsque plusieurs groupes a co-régulation négative co-existent en absence de compéti-

tion, il existe un maximum pour le flux car les concentrations d’enzymes d’'un méme
groupe ne peuvent toutes augmenter simultanément a cause d’un effet de balance. Ce
flux maximum correspond a I’équilibre effectif, ol les concentrations absolues et rela-
tives sont optimales. Cet équilibre dépend des pseudo-activités des enzymes, des coeffi-
cients de co-régulation, mais aussi des concentrations initiales. Ainsi, chaque condition
initiale, étant donné les pseudo-activités et les coefficients de co-régulation, aboutit a un
unique équilibre effectif des proportions relatives et des concentrations absolues d’en-
zymes. Une fois 1’équilibre atteint, les concentrations d’enzymes peuvent varier dans leur
zone de neutralité sélective. Chacun de ces équilibres est stable, et il n’est possible de
changer d’équilibre que par la modification des pseudo-activités et/ou des coefficients de

co-régulation.

. Lorsque des groupes a co-régulations positives et/ou des enzymes indépendantes co-

existent avec des groupes a co-régulations négatives en 1’absence de compétition, le flux
est limité comme précédemment a cause des co-régulations négatives. Le flux maximal
correspond a une certaine valeur optimale des concentrations absolues de ces groupes né-
gatifs, qui dépend des concentrations initiales. Au sein des groupes, les équilibres définis
précédemment sont atteints. En théorie, la concentration absolue des enzymes indépen-
dantes ou au sein de groupes positifs peut augmenter indéfiniment, dans des proportions

constantes, alors que la concentration absolue des enzymes des groupes négatifs atteint
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une valeur finie optimale. En réalité, les simulations montrent que si les concentrations
des enzymes des groupes négatifs oscillent bien autour de leur valeur d’équilibre, celles
des enzymes des groupes positifs ou indépendantes tendent vers un plateau. La raison en
est qu’au fur et a mesure que le flux s’approche du maximum, la pression de sélection sur
ces enzymes diminue progressivement, ce qui conduit a un état quasi-stationnaire. Dans
cet état quasi-stationnaire, la proportion relative des groupes positifs est plus importante

que celle des groupes négatifs.

5. Lorsque que la concentration totale d’enzymes est fixée (compétition pour les ressources),
le flux est borné par une valeur qui correspond au flux maximum en 1’absence de co-
régulations et qui ne dépend que des pseudo-activités (chapitre 1). En présence de co-
régulations, qu’elles soient positives et/ou négatives, les concentrations relatives atteignent
un équilibre effectif correspondant a un flux maximum différent, qui dépend des pseudo-
activités, des coefficients de co-régulations et des concentrations initiales. Lorsque 1’équi-
libre est atteint, les concentrations des enzymes et le flux fluctuent au sein de la zone de
neutralité sélective. A noter cependant que les valeurs d’équilibre n’ont pas pu étre trou-
vées analytiquement en cas de co-existence de plusieurs groupes de co-régulation, et que

les conclusions ne reposent que sur les simulations.

Globalement, la prise en compte d’un niveau de complexité supplémentaire, en introduisant
des groupes d’enzymes co-régulées, enrichit les résultats du chapitre précédent.

Tous les équilibres trouvés sont cohérents avec ceux du chapitre précédent, ou toutes les
enzymes sont soumises aux mémes contraintes. Il existe toujours un état d’équilibre stable pour
les concentrations relatives des enzymes. Une fois 1’état d’équilibre atteint, les concentrations
varient au sein d’une zone neutre (Range of Neutral Variation) dont I’ampleur dépend des si-
tuations et des enzymes considérées.

Les enzymes co-régulées évoluent conjointement selon une trajectoire linéaire. Une muta-
tion affectant I’abondance d’une enzyme change 1’abondance de toutes les enzymes du groupe
de co-régulation dans des proportions fixées par les coefficients de co-régulation. Cette contrainte
importante imposée par la co-régulation réduit fortement le nombre de degrés de liberté du sys-
teme. En I’occurrence plus les groupes de co-régulation contiennent d’enzymes, c’est-a-dire
que plus il y a de contraintes entre les enzymes, et plus le nombre de dimensions indépendantes
du paysage adaptatif diminue, limitant le champ des possibles.

L’introduction d’un trade-off pour 1’abondance des protéines sous la forme de co-régulations
négatives et/ou d’une quantité totale fixée de ressources protéiques conduit a une valeur de flux
maximale déterminée par une distribution particuliere des concentrations de toutes les enzymes
de la chaine. En présence de co-régulations, ce trade-off aboutit a un état d’équilibre dépen-
dant des concentrations initiales. En réalité, le simple fait d’imposer une contrainte limitant la
concentration d’une enzyme dans une chaine linéaire suffit a limiter le flux, diminuant progres-

sivement la pression de sélection sur les autres concentrations d’enzymes. Ainsi, augmenter la
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concentration des autres enzymes tant que cette contrainte ne sera pas levée limite les possibi-
lités tant du point de vue de 1’évolution qu’en ingénierie métabolique.

Si I’on considere I’ensemble des concentrations initiales possibles en cas de compétition et
de groupes de co-régulation, on observe que la sélection aboutit a des patrons entre les différents
équilibres effectifs des concentrations relatives. Ces patrons dépendent du systeéme considéré
(nombre d’enzymes, nombre et nature des groupes de co-régulations), et sont le plus souvent

non linéaires.

78



10

15

20

Evolution of enzyme levels in metabolic
pathways: A theoretical approach. Part 2
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Abstract

Metabolism is essential for cell function and adaptation. Because of their central role in
metabolism, kinetic parameters and enzyme concentrations are under constant selective
pressure to adapt the fluxes of the metabolic networks to the needs of the organism. In
the line of various studies dealing with enzyme evolution, we recently developed a model
of evolution of enzyme concentrations under selection for increased flux, considered as a
proxy of fitness (Coton et al. 2021). Taking into account two realistic cellular constraints,
competition for resources and co-regulations, we determined the evolutionary equilibria
and the ranges of neutral variations of enzyme concentrations. In this article, we give
more generality to this model, by considering that the enzymes of a pathway can be-
long to different groups of co-regulation. We determined the equilibria and showed that
the constraints modify the adaptive landscape by limiting the number of independent
dimensions. We also showed that any fixed enzyme concentration limits the flux and
relaxes the selection for increasing other enzyme concentrations. Even though the model
remains rather simple, the complex relationship between enzyme concentrations prevent
the analysis of selective neutrality.

Running title

Enzyme evolution in the case of co-regulation groups
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1 Introduction

The key role of metabolism in cell functioning and adaptation accounts for the large num-
ber of studies devoted to its evolution. The main lines of research concern the evolution of
metabolic network structure and properties (Noda-Garcia et al. 2018; Newton et al. 2018;
Sambamoorthy et al. 2019; Morrison and Badyaev 2017), the polymorphism and rate of
evolution of enzyme coding genes (Larracuente et al. 2008; Rausher et al. 1999; Colombo
et al. 2014; Flowers et al. 2007; Sellis and Longo 2015) and the evolution of enzyme prop-
erties (Eanes 1999; Kacser and Beeby 1984; Serohijos and Shakhnovich 2014; Bershtein
et al. 2017; Heckmann et al. 2018). In this context, it is striking to observe that very few
studies have addressed the question of the evolution of enzyme concentrations in response
to selection on the metabolic flux, considered to be a proxy of fitness. Yet, quantitative
proteomics in various species has revealed the extent of the genetic variability of enzyme
concentrations (Damerval et al. 1994; Blein-Nicolas et al. 2013; Chick et al. 2016; Jiang
et al. 2019).

In a classical paper, Hartl et al. (1985) analysed the evolution of enzyme quantity,
equated to activity, under selection for higher metabolic flux. Relying on the metabolic
control theory (MCT) (Kacser and Burns 1973; Heinrich and Rapoport 1974), they pro-
posed an explanation for the selective neutrality of most of molecular polymorphisms.
Under selection, the mutations that increase the flux are progressively fixed. But due
to the concavity of the enzyme-flux relationship, the selection coefficients of the muta-
tions become smaller and smaller. At the plateau of the curve, enzyme variations become
nearly-neutral.

This interesting model relied on two quite restrictive assumptions: the mutations
always affect the same enzyme of the pathway, and there is no limitation to enzyme
concentrations, in spite of the well-documented constraints on energy and space in the
cell (Kurland and Dong 1996; Ellis 2001; Klumpp et al. 2019). In addition this model has
never be tested following an adaptive dynamics approach.

In a companion paper, we recently filled these gaps by developing the first adaptive
dynamics model of the evolution of enzyme concentrations in linear pathways (Coton et al.
2021). We considered jointly the evolution of all enzymes, because the concentration of
any enzyme of the pathway can be targeted by mutation, and we introduced in the model
possible competition for cellular resources and/or co-regulations, which prevents enzyme
concentrations from varying freely (Heinrich et al. 1991; Lion et al. 2004).

We wrote a system of differential equations that describes the evolution of enzyme
concentrations and we analysed the enzyme properties and constraint-specific parameters
that shape the adaptive landscape. We showed that relative enzyme concentrations reach
evolutionary equilibria that depend on the kinetic parameters of enzymes and thermody-
namic constants, and which are modified by competition and/or co-regulation. We also
analysed the evolution of the flux upon selection and determined its limit value in the case
of competition and/or negative co-regulation. The values of the diverse equilibria and of
the flux, predicted analytically or numerically, were confirmed by computer simulations
of long term evolution. Finally we showed that the selective neutrality of all enzymes is
achieved at equilibrium whatever the constraints, but the range of neutral variation of
concentrations vary in a large extent, depending on constraint-specific parameters. In the
case of co-regulations, initial enzyme concentrations affect the evolutionary outcome.

In the previous developments, we considered as a first analysis that the enzymes of a
pathway are either independent or all co-regulated to each other, with or without compe-
tition. However, enzyme concentrations of a given pathway can be differently controlled.
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For example, in Saccharomyces cerevisiae many transcription factors (TFs) control the
expression of glycolytic genes, in different ways depending on the promoters (Chambers
et al. 1995). In the pathogenic yeast Candida albicans, two major TFs, Galdp and Tye7p,
activate the genes of the glycolytic pathway: both control diverse enzymes, but upstream
enzyme genes are mainly activated by Tye7p (Askew et al. 2009). In Escherichia coli,
only about 30 % of sequential enzymes in pathways are both regulated, including 75 %
(down to 8 % for enzymes at junction) that share the same TF, i.e. are co-regulated
(Seshasayee et al. 2009). Also in Escherichia coli, Goelzer et al. (2008) linked the dif-
ferent metabolic pathways to the regulatory networks, and shown that enzymes can be
controlled by different TFs (activators or repressors), which can be in common with other
enzymes, or not regulated at all.

In this work, we propose a generalization of the enzyme evolution model of Coton et al.
(2021). We take into account the realistic situation where different groups of co-regulated
enzymes coexist in a pathway, with or without competition between all enzymes for cel-
lular resources. To search the equilibria we decompose the relative concentrations into
intra- and inter-group relative concentrations. We found the evolutionary equilibria when
there is no competition, which differ according to the type of co-regulation — positive or
negative — within the groups. When there is competition, we did not find the evolutionary
equilibria analytically, but the simulations show that they exist. Finally, we determine
that mutations become neutral around the equilibrium, but the complex relationships
between enzyme concentrations prevent us to compute the range of neutral variations.
We show that increasing the number of co-regulations between enzymes diminishes the
degrees of freedom of the system, that results in a smaller adaptive landscape. Partic-
ularly two negatively co-regulated enzymes are sufficient to limit the flux, which results
in a progressively decrease of the selective pressure on positively co-regulated enzymes.
Moreover the presence of co-regulation induces a dependence on initial concentrations.

2 Material & Methods

The modelling approach and simulation methods are developed in Coton et al. (2021).
Hereafter we present them briefly and we complement the theoretical background to
treat the general case where the enzymes of the pathway belong to different groups of
co-regulation. The glossary of mathematical symbols is in appendix A.

2.1 Theoretical background
2.1.1 Flux expression

In a linear metabolic pathway of n unsaturated Michaelian-Menten enzymes, the flux at
the steady state is (Kacser and Burns 1981):

<

J= 5T (1)

J J

where:

e X is a constant.

o A, is called pseudo-activity of enzyme j. A; is a composite parameter which includes
the catalytic constant ke, ; and the Michaelis-Menten constant Ky, of enzyme j,
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and the product K ;_; of the equilibrium constants of the reactions upstream en-
zZyme j:

e [; is the concentration of enzyme j.

2.1.2 Formalizing the dependence between enzymes

The redistribution coefficients

Constraints on enzyme concentrations, such as co-regulations or competition for re-
sources, create interdependence between enzymes. As a consequence, a mutation that
changes the concentration of a target enzyme indirectly changes the concentration of the
other enzymes. We model this effect by the following relations. For a target enzyme ¢,
we have

mutation
of E;

where ¢; is the actual effect of the mutation targeting enzyme 1.
For the other enzymes j # i, we have
Ej m E]m = Ej + O‘ij(gz'
of E,’
where «;; is the redistribution coefficient, the value of which depends on the type of
constraint applied (Lion et al. 2004; Coton et al. 2021):

1. Without any constraint, c;; is null.

2. In the case of co-regulation only, «;; is equal to 3;;, the co-regulation coefficient,
which expresses the change in concentration of enzyme j due to co-regulation when
concentration of enzyme i varies. We assumed linearity between co-regulated en-
zymes, so we posed: 3; =1, B;; = 1/f;; and, for any triplet of co-regulated enzymes
(,7,k), Bij = BirPr;. If enzymes i and j are not co-regulated, we have ;; = 8;; = 0.
All pairwise co-regulation coefficients can be grouped in a co-regulation matrix,

n AF,
noted Mg. The global co-regulation coefficient B; = > Bi; = A—ftjt’ quantifies the
j=1 i

impact due to co-regulation of a variation of E; on the total enzyme concentration
n
Et0t7 Where Etot = Z Ej

i=1
e.
3. In the case of competition, Fiu is fixed and a;; = ——2—, where ¢; (resp. ¢;) is

. . E; E;

the relative enzyme concentration: e; = (resp. e; = ).
Etot Etot

. ‘o ﬁz’j — Biej

4. In the case of co-regulation and competition, a;; = 1B
— Dit

Note that Vi, a;; = 1.
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The flux response coefficient

When there are dependencies between enzyme concentrations in a pathway, the classi-
cal flux control coefficient (Kacser et al. 1995) cannot be used to quantify the effect on the
flux of the variation of an enzyme concentration. So we used the flux response coefficient
(de Vienne et al. 2001; Coton et al. 2021) that includes not only the parameters of all
enzymes, but also the redistribution coefficients a;:

v B =gy T

J_aja_E;@W
>

2.2 Co-regulation groups

In Coton et al. (2021), we assumed that in the case of co-regulation, all enzymes of the
pathway are co-regulated, i.e. 3;; # 0 for all ¢ # j. Here we consider the more realistic
situation where there are different groups of co-regulated enzymes.

Let ®, the co-regulation group ¢, which includes m, enzymes. With p co-regulation
groups, we have i mg = n, with n the total number of enzymes. Within a group the

=1
enzymes are Co—rquulated, and are independent from all enzymes outside the group. This
means that for all enzyme i € &, f;; # 0if j € &, and f;; = 0 = ;; it j ¢ ®,. Thus
some [3;; are null in the co-regulation matrix Mg.

We defined three possible types of co-regulation groups, denoted by the indicator
variable 0,

(i) if there are only positive co-regulations, 6, = +1 and ®, is called a positive group;
(ii) if there is at least one negative co-regulation in the group, 6, = —1 and 9, is called a
negative group;

(iii) if there is only one enzyme in ®,, 6, = 0 and @, is called a singleton (the enzyme is
independent from all other enzymes).

Figure 1 shows a ten-enzyme pathway with three co-regulation groups and two single-
tons. Note that the situations analysed by Coton et al. (2021) are particular cases of this
general co-regulation model: co-regulation between all enzymes corresponds to p = 1 and
my; = n, and independence between all enzymes to p = n and m, = 1 for all ¢.

2.2.1 Partitioning the relative enzyme concentrations

When they are different co-regulation groups, and possibly singletons, the relative con-
centration of an enzyme can refer either to the sum of the enzyme concentrations of its
group @:

6;1 = El/Eq
where £9= )" E;, or to the total enzyme concentration in the pathway:
JE®q
€ = Ez/ FEot

Hereafter, el will be called the intra-group relative concentration and e; will be called the
total relative concentration.
The sum of enzyme concentrations in @, relative to total enzyme concentration is:

eq = Eq/EtOt
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which will be called the inter-group relative concentration.
Therefore there is the following relationship between the three relative concentrations:
E; E; E1?

Bri  B1Bq  ° 3)

€;

2.2.2 Global co-regulation coefficient

Because 3;; # 0 for enzymes of a given co-regulation group and 8;; = 0 for enzymes
belonging to different co-regulation groups, the co-regulation matrix Mg can be separated
into p submatrices, as shown in the example of table 3. This makes it possible to specify
the expression of the global co-regulation coefficient:

AE AFE1?
Vl 6 q)q Bz — AEtf;t — Z 67/] — A—E11 (4)
JE€®q
Thus, when there are different co-regulation groups, B; quantifies also the impact due
to co-regulations of a variation of F; on the sum of enzyme concentrations of its group,
which is the same as the impact on the total concentration.
If and only if ¢ and j € ®,, we have the relationship:

Note that > 1/B;=1and > 1/B; =p.
i=1

€D,

2.2.3 Parametric equation of the line of co-regulated enzyme concentrations

For a group @, of co-regulated enzymes, the joint variation of concentrations reduces to
one the number of degrees of freedom in this group. Therefore the intra-group relative
concentrations move on a straight line in the space of intra-group relative concentrations.
The parametric equation of this line, noted £, is (Coton et al. 2021):

1
E': JrlsuchasVied, el =11 (E - 630> + e (6)

where 77 is the driving variable and e} is the initial intra-group relative concentration of
enzyme ¢ in ®,.

2.3 Evolution model

We studied the evolution of enzyme concentrations under selection for increased flux,
assuming that the flux is proportional to fitness. We used the model developed by Coton
et al. (2021), which is a differential equation system describing the variation of enzyme
concentrations on a continuous timescale:

OF; -

5 = 2K > sad; (7)
j=1

where:
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1 is the mutation rate

Jm—=Jr
® 5= ]—r is the selection coefficient of a mutation targeting enzyme j. JI" and

J" stand for the flux of the mutant and the flux of the resident, respectively.

d; is the actual effect of the mutation targeting enzyme j

aj; is the redistribution coefficient measuring the impact on £; of a mutation tar-
geting enzyme j.

We used this differential system to study the evolution of enzyme concentrations when
there are different groups of co-regulation in the pathway. We considered two cases, with
and without competition for resources between all enzymes (respectively fixed Ei,; and
free Eiq).

In both cases we searched for the evolutionary equilibria of relative enzyme concen-
trations, defined as (Coton et al. 2021):

A 0

vi ot

and we analysed the evolution of the flux over the generations of selection.

2.4 Computer simulations

The simulation method is the same as in Coton et al. (2021), albeit with different param-
eters. Briefly, we performed Markov Chain Monte-Carlo simulations using the R software
(R Core Team 2017). We considered haploid populations of size N evolving in a constant
environment (X = 1). At a given time step, all individuals in the population are identical,
i.e. have the same phenotype J and the same enzyme concentrations (the "genotype")
E = (FEy, Es, ..., E,). Simulations were performed for pathways of different lengths (n
= 3 to 10), with constant pseudo-activities A = (A, As, ..., A,) and with co-regulation
matrices Mg depending on the co-regulation structure of the pathway.

The vector of initial concentrations E® = (E?, EY. ..., E?) changed at each simulation.
Initial concentrations EY were drawn in a uniform law ¢/(0, 100), and redistributed pro-
portionally to have EY . = 100. Fi varied over time when there were no competition and
was fixed at Fi,; = 100 in the case of competition.

At each time step, a mutation targets randomly one of the enzymes and affects other
enzymes according to the type of dependence considered. The values of the flux, of the
selection coefficient and of the fixation probability of the mutant are computed. The
mutation is fixed or not according to its fixation probability. Usually, the populations
evolved over 125,000 time steps, and the system values were recorded every 250 steps.

These simulations allowed us to relax some of the assumptions of the mathematical
analysis, namely small mutation effects, large population size and the absence of fixation
of deleterious mutations.

Simulations are performed by using function simul.evol.enz.multiple.

Data and code availability Scripts of the simulations and custom functions, written
in the R language (R Core Team 2017), are available in a version 2 of the R package called
SimEvolEnzCons (https://CRAN.R-project.org/package=SimEvolEnzCons).
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3 Results

In a previous paper, we developed a model of joint evolution of enzyme concentrations
under selection for increased flux under two cellular constraints, co-regulations between
all enzyme concentrations and/or competition for resources (Coton et al. 2021).

Here, we generalize the model to the realistic case where different groups of co-
regulation coexist in a pathway. Within a group, the co-regulations can be positive
(positive groups), or both positive and negative (negative groups). A group that contains
only one enzyme is called a singleton. An enzyme in a singleton is independent from all
other enzymes.

We searched for the evolutionary equilibrium of relative enzyme concentrations of the
pathway, such as:
8ei
ot

where e; = E;/E is the total relative concentration, with E; the concentration of en-
n

Vi, =0 (9)

zyme i and Ei = Y Ej; the total enzyme concentration.
j=1
We decomposed e; into two parts: (i) the intra-group relative concentration e} =
E;/E1, where E? is the sum of enzyme concentrations in the co-regulation group ®;
(ii) the inter-group relative concentration e? = E?/F .. These relative concentrations are

linked by the relationship (see Material and Methods):
e; = elel

Taking account of these relative concentrations, equation 9 becomes:

Oe;  Oe! Oel
. i _ Y% g e 1
V7, T T el + e T 0 (10)

661’ . .
Therefore, solving T 0 is equivalent to solve:

O g g
ot ot
We ignore the other solution when 9de! /0t and 0e?/0t are of opposite sign, because the
equilibrium for total relative concentrations would probably be unstable.

Thus, the equilibrium of total relative enzyme concentrations implies both inter- and
intra-group equilibria, that can be found separately.

Hereafter, we show how to find these equilibria and we analyse the flux variation
over time. We considered two cases: without and with competition between all enzymes.
Simulations of long-term evolution allowed us to test the validity of the analytical results.

vJ, =0

3.1 Evolutionary equilibria without competition

The evolutionary equilibria within groups depend on the type of co-regulation between
enzymes. We will consider positive groups, negative groups or both kind of groups in the
same pathway.
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3.1.1 Positive groups and singletons

3.1.1.1 Intra-group equilibrium The intra-group evolutionary equilibrium is de-

fined by
del
Vi, — =0
I ot
When the enzymes are all positively co-regulated, the solution of this equation is (Sup-

porting Information B.3.1.2):

Vied, eIf=_— 11

q 7 Bz ( )

where B; is the global co-requlation coefficient, which quantifies the impact due to co-
regulation of a variation of E; on the sum of enzyme concentrations of group ®,.

This theoretical equilibrium el” is achievable since B; is positive for all 7. If the group

contains only one enzyme (singleton), we have e!" = 1 = 1/B; because E? = E; and

Bi = 1.

3.1.1.2 Inter-group equilibrium The inter-group evolutionary equilibrium is de-

fined by
Oef
Vg, — =10
“ o
In Supporting Information B.3.2.2, we show that when all groups are positive or singletons,
the solution of this equation is:

g*\—1/3
Vg e?* = p(A—) (12)
Z(Ak*)—1/3
k=1

where A%, the apparent activity of co-regulation group ®,, is a composite parameter

defined such as: 1 )
_ 2
aF = 2 2 B (13)
i€®, jed,
We see that the apparent activity of a group depends on the pseudo-activities of every
enzyme in the group, weighed by the global co-regulation coefficients of this group. At the
theoretical equilibrium, the inter-group relative enzyme concentrations e?* are inversely
related to the A?*.

3.1.1.3 Total equilibrium From equations 11 and 12, and using the relationship be-
tween relative concentrations e; = e} e? (equation 3), we obtain the theoretical equilibrium
of the total relative concentrations when there are only positive groups or singletons:

1 (Ar)713
Vg, Vie @, € = ol (14)

t BZ Xp:(Ak*)_l/g
k=1

Note that if all enzymes are independent, we have B; = 1 for all i, and we find the
~1/3

” A3

solution e; = for all 7; and if all enzymes are co-regulated, we have p = 1, and
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we find the solution e} = 1/B; for all . This is consistent with the results of Coton et al.
(2021).

In the case of independence or positive co-regulation between enzymes, there is no
limit to the increase of the flux over time.

3.1.2 Negative groups

3.1.2.1 Intra-group equilibrium If there is at least one negative co-regulation in the
group, at least one B; is negative, which prevents the intra-group theoretical equilibrium
above-mentioned (equation 11) to be reached since concentrations cannot be negative.
There is another solution to find the intra-group equilibrium, based on the fact that when
there is negative co-regulation, the flux cannot exceed a local maximum due the trade-off
between enzyme concentrations in each negative group (Coton et al. 2021). At this point,
the partial derivatives of the flux with respect to the concentrations cancel, so the flux
response coefficient are all null in each negative group:

Vie®, R} =0 (15)

Using the expression of the flux response coefficient (equation 2), equation 15 becomes
(Supporting Information B.3.1.3):

Zm:o (16)

JEDq

where e~§’- is called the wntra-group effective equilibrium.

To solve this equation, we used the relationship between e? and 79, the driving vari-
able of the parametric equation of the line along which move the intra-group relative
concentrations of co-regulated enzymes. From equation 6, equation 16 becomes:

1
Z - 70 705 = 0 (17)
jED, B;Aj(r1(1/B; — €; )+ €, )
From this equation, 79, and therefore the intra-group effective equilibrium e?, can be
found numerically.

3.1.2.2 Inter-group equilibrium Equation 15 does not give a solution for the inter-
group effective equilibrium. So to find e? at equilibrium, we used the relationship between
the sum E? of enzyme concentrations in group ®, and the driving variable 7¢ (Supporting
Information B.3.3):

E7 = Er
1—74
where E° is the sum of initial enzyme concentrations in group D,
If all groups are negative, the values 7¢ of the driving variables at the effective equilib-
rium (equation 17) allow to compute the values of FE4 from equation 18. Thus we obtain

the inter-group relative concentrations at effective equilibrium (Supporting Information
B.3.2.3):

(18)

I P (19)
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3.1.2.3 Total equilibrium Using equations 3, 16 and 19, the total effective equilib-
rium writes:

Vg, Vi€ ®, é =¢el et =el T (20)

Due to the negative co-regulations between some enzyme concentrations, the flux cannot
exceed a maximum. At this equilibrium, the flux reaches the following local maximum:
~ X
T = ———— (21)

n 1
PO

where (Supporting Information B.3.3):

. ~ 0 qu ]_
Vied, Ei=El+ g (-1+1—— (22)

3.1.3 Positive and negative groups

When positive (and/or singletons) and negative groups coexist in a pathway, the intra-

group equilibria are reached within each group: the theoretical equilibrium ef* in positive
2

groups and singletons (equation 11) and the effective equilibrium e
(equation 16).
Regarding the absolute concentrations, F; and E? tends to infinity in the positive

groups and singletons because no factor limits the increase of the E;’s, and respectively
q0

reaches E; and B9 = T in the negative groups (equations 22 and 18). There-
-7

fore, over time, every EY becomes negligible relative to the concentrations of positive

in negative groups

P
groups/singletons and FEi. tends to Y E9. So, e? (resp. e;) tends asymptotically to e?*
=1
6y>0
(resp. e;f) for positive groups and singletons, and asymptotically to 0 for negative groups.
Because in the groups that reached their intra-group effective equilibrium, F; is lim-
ited to E;, the flux tends asymptotically to a local maximum that writes (Supporting

Information B.3.2.4):

~ X
Jmax = pz:—l (23)
g 1<% A E;
The different equilibria are summarized in Table 1.
89
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Table 1. Equilibria of relative enzyme concentrations when there is no competition.
6, is the indicator variable for the type of co-regulation in group ®, (see Material & Methods).

R Only positive groups . At least one positive
Equilibrium and singletons Only negative groups and one negative group
~ el el if 6, >0
Intra-group el =1/B; el = f(Aj,Bj,e?O, Vi e d,) .
e? — eg it 0, <0
A9¥)—1/3
Vg, e* = p(—) B0 ed = et if 0, >0
k*\—1/3 g — =77
Inter-group kgl(A )Y Vg, et = i k0
with = 1Tk el —0if 6, <0
-1
Aa+ — Z BiQBj
i€y, jED, Aj
~ e; — e if 6, >0
Total Vg, Vi€ 4, e = eg* el* Vg, Vi€ @y, € =€l e
e;—0if 6, <0
- X ~ X
Flux J — 00 J%Jmaxzﬁ J%Jmaxzﬁ
> = DD D
i=1 A;Ej g=1 jed, A;E;
0,<0

330

335

340

345

350

3.1.4 Computer simulations

The simulations of long-term evolution for pathways of different lengths and with various
types of co-regulation groups fully confirm the predictions:

90

e When there are only positive groups and/or singletons (figure 2A), the simulations

show that the flux increases indefinitely, because there is no limit to the increase of
enzyme concentrations. The total relative enzyme concentrations tend towards the
predicted theoretical equilibrium, which depends on global co-regulation coefficients
and enzyme pseudo-activities (figure 2B and 2C).

When there are only negative groups (figure 3A), the absolute enzyme concentrations
within each group are limited by the negative co-regulations. The total relative
enzyme concentrations reach their effective equilibrium, which depends on enzyme
pseudo-activities and on global co-regulation coefficients, but also on initial enzyme
concentrations. Figures 3B and 3C show the joint evolution of total relative enzyme
concentrations and flux. Whatever the initial concentrations, the flux increases until
the maximum possible flux jmax is reached, and enzyme concentrations get closer
to their effective equilibrium. Then, enzyme concentrations fluctuate around the
effective equilibrium while the flux stays approximately constant, which corresponds
to the neutral zone.

When positive (and/or singletons) and negative groups coexist (figure 4A), the intra-
group relative concentrations are expected to reach the theoretical and effective
equilibria, respectively. Due to the negative co-regulations, there is a maximum
possible flux jmax. Figures 4B and 4C show the joint evolution of total relative
enzyme concentrations and flux. We see that the flux gets closer and closer to Tona-
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After some burn-in period, total relative concentrations decrease in negative groups
and increase in positive groups. However, predicted equilibria were never reached.
Figures 4D and 4FE show the joint evolution of absolute enzyme concentrations
and flux in the same simulations as in figures 4B and 4C. After the same burn-in
period, enzyme concentrations in positive groups increase slower and slower, while
enzyme concentrations in negative groups stochastically move around the effective
equilibria E;. Indeed, as the flux gets closer to the maximum possible, selection
intensity decreases and enzyme concentrations change within a quasi-neutral zone.

Note that even though the stability of the equilibria could not be analytically proven,
simulations show that the equilibria are stable.

3.2 Evolutionary equilibria with competition

Here we assume that there is competition for cellular resources between all enzymes of
the pathway, so we fixed the total enzyme concentration. When there is competition,
the flux cannot exceed a maximal value whatever the type of co-regulation (Coton et al.
2021). The relationship between the flux and the enzyme concentrations is a dome in
the multidimensional space of the concentrations. At the top of the dome the partial
derivatives of the flux with respect to the concentrations cancel for all enzymes, so we
have:

Vi Rf =0 (24)

and at this point the enzyme concentrations are at their effective equilibrium.

In this section, we do not have to consider separately the positive and the negative
groups, because competition between enzymes create negative relationships between all
enzymes.

3.2.1 Intra-group effective equilibrium

The intra-group relative concentration at effective equilibrium, e~;-1 , is solution of the fol-
lowing equation (Supporting Information B.4.1.2):

i (Ak—lﬂ B Akl/Q Z 1~ ) _0 (25)

ok
k=1 JED, Ajej
0,70

where the apparent activity A4 of group ®, at effective equilibrium is defined such as
(provided A? is positive):

1 1

Loy L (26)

Ad jeEDq Aij(e?P
We did not find any general analytical or numerical solutions for equation 25, but the
simulations show that the equilibria exist (see section 3.2.4 below). We find a numerical
solution in the particular case where there is only one co-regulation group — positive or
negative — and any number of singletons. In that case, equation 25 writes after rearrange-
ments (Supporting Information B.4.1.3):

1/B] — 6?0

| ——=~]=0 (27)

‘ 4
JEP, Ajej
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3.2.2 Inter-group effective equilibrium

From equation 24, we can express €4, the inter-group relative concentration at effective
equilibrium (Supporting Information B.4.1.1):

s (28)

As previously, A (equation 26) is a weighed average of the pseudo-activities of en-
zymes, but its expression is different from case without competition (equation 13).

3.2.3 Total effective equilibrium

From equations 3, 25 and 28 we get the total relative concentration €; at effective equi-
librium:

: 5 gl —
Vie @, ¢ = ele] =e¢;

(29)

At this effective equilibrium, the flux is at a local maximum Jmax that is lower than the
maximum flux J,.. when there is no co-regulations, because the co-regulations impose
the flux to evolve in a lower dimension space.

The equilibria are summarized in table 2.

Table 2. Effective equilibrium of relative enzyme concentrations when there is com-
petition.

Equilibrium | Positive group and singleton | Negative group
Intra-group ez.l = f(A, Mg, E?)
. Aa)=1/2 1 1
Inter-group Vq, ed = (4%) with — = Y ———
LA Al 3. B A (e?)2
ST (Ak)-1/2 i€®q BjAj(ej)
k=1
Total € = ez? el
Fluz J = jmax

3.2.4 Computer simulations

Competition between enzymes creates negative relationships between all enzymes and
the evolutionary issue is the same, whatever the co-regulation groups: given the initial
conditions, the flux reaches a maximum jmax, and total relative enzyme concentrations
reach the effective equilibria. A numerical solution was found for the effective equilibria
only in the case of a single co-regulation group and any number of singletons. Figure 5A
shows an example of such situation. Figures 5B and 5C show the joint evolution of total
relative enzyme concentrations and flux in the simulations. As predicted, the flux increases
until a maximum J,,,, that depends on the initial conditions and that is bounded by the
envelop-curve of the dome corresponding to the absence of co-regulation. Once Jpax
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is reached, total relative enzyme concentrations fluctuate in a neutral zone around the
effective equilibrium. Note that close to the equilibria, random fluctuations of enzyme-flux
relationships delineate dome-shaped trajectories, which suggests that these trajectories
evolve along a dome in lower dimension spaces as compared to the global competition
dome. Another striking observation is that, before reaching the neutral zone, enzyme
concentrations seem to walk erratically, sometimes decreasing before increasing again.
Again, this suggests evolution in a constrained solution space.

Figure 6A shows an example with one positive and one negative co-regulation group.
In that case, numerical predictions for the effective equilibria are not computable. Fig-
ures 6B and 6C show the joint evolution of total relative enzyme concentrations and flux.
Adaptive trajectories are qualitatively the same as in the previous case: given the initial
conditions, a quasi-equilibrium is reached where the flux is close to a maximum, while
total relative enzyme concentrations vary into a neutral zone around a fixed value.

The dependency of the evolutionary equilibria to the initial conditions raises questions
about the patterns of co-variation between enzyme concentrations that could be expected
after independent bouts of evolution from different initial conditions. Figure 7 shows
the relationships between the equilibrium concentrations of two enzymes belonging or
not to the same co-regulation group for a four-enzyme pathway, starting from different
initial conditions. In all cases where effective equilibrium were computable, we found
a close adequacy between the predictions and the simulations (figures 7B, 7D). When
all enzymes belong to the same co-regulation group (figure 7A), no relation was found
(figure 7B). In all other cases (figures 7C, 7TE, 7G), we found clear non-linear patterns
(figures 7D, 7F, 7TH). For example, in the case of a positive co-regulation group and
a singleton, equilibrium concentrations of enzyme FE; and FE3 belonging to the positive
group fall into an ellipsoid (figure 7D). Other values of co-regulation coefficients give
another ellipsoidal pattern (figures 7F, 7TH). Without knowing the initial conditions, this
shows that the constraint added by the co-regulations makes the evolution unpredictable
with regards to enzyme concentrations.

3.3 The range of selective neutrality of enzyme concentrations

The ranges of neutral variation (RNV) of enzyme concentrations close to the equilibria
were compared in the different situations.

3.3.1 RNV without competition
Three cases can be distinguished, as we did for the search of equilibria:

1. When there are only positive groups and singletons, the flux response coefficients Réi
are constant at theoretical equilibrium (Supporting Information B.5). Therefore,
Oi
the selection coefficient s;, through the relationship s; ~ RI{JE (Coton et al. 2021),
tends to zero because F; increases indefinitely. The mutations have less and less
effect on the flux while approaching the theoretical equilibrium.

2. When there are only negative groups, the flux response coefficients, and hence the
selection coefficients, are null at effective equilibrium, so there is selective neutrality.

3. When there are both positive and negative groups, the flux response coefficients are
null for negative groups at effective equilibrium and tends to zero for positive and
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singleton groups (Supporting Information B.5). Therefore the selection coefficients
tend to zero in every group.

Thus, when there is no competition, there is neutrality close to the equilibria, whatever
the number and type of co-regulation groups. However, in contrast to what we did in
Coton et al. (2021), we did not succeed in determining the limits of the RNV due to the
complexity of the relationships between the co-regulation groups.

In the simulations, the neutral zone is revealed by the fluctuations of the concentrations
around the effective equilibrium for negative groups (figures 3 and 4D). Figures 3B and
3C also shows that the range of neutral variation (RNV) of enzyme concentrations both
depend on initial concentrations and on enzyme parameters.

3.3.2 RNV with competition

When there is competition, the response coefficients are null at effective equilibrium, and
so are the selection coefficients. Therefore, there is a neutral zone around every enzyme
concentration at equilibrium. However, as previously we could not untangle the factors
that determine the RNV. In the simulations, the neutral zone is clearly visible (figures 5
and 6). At the end of the simulations, the concentrations fluctuate around the predicted
effective equilibria, making apparent the ranges of neutral variation at the top of domes.
As equilibrium, RNVs probably depend on pseudo-activities, co-regulation coefficients
and initial concentrations.

4 Discussion

The enzyme-flux relationship is commonly used to model the genotype-phenotype rela-
tionship, owing to the sound theoretical framework developed for decades that link en-
zymes properties (the "genotype") to the flux (the phenotype) (Wright 1934; Kacser and
Burns 1981; Fiévet et al. 2018). In terms of evolution, this multidimensional relationship
constitutes an adaptive landscape when the flux is proportional to fitness.

In Coton et al. (2021), we developed a model of evolution of enzyme concentrations
under selection for increased flux. We applied two constraints, competition for resources
and /or co-regulation between all enzymes, and showed the existence of two types of evolu-
tionary equilibrium of relative concentrations, depending on the presence of constraints or
not. However, considering that all enzymes are co-regulated in a pathway is a particular
case. Here, we analysed the general case where there are different co-regulation groups,
with or without competition, distinguishing two types of co-regulation groups: (i) the
positive groups when enzymes are all positively co-regulated; (ii) the negative groups
when there is at least one negative co-regulation in the group. We called singletons the
enzymes that are independent of all other enzymes.

We showed that selection pressure on enzyme concentrations can be decoupled within
and between co-regulation groups to predict the evolutionary equilibria. In most situa-
tions, analytical or numerical solutions were proposed and were confronted to simulations.
Combining theoretical predictions and computer simulations, we showed that a stable
evolutionary equilibrium for relative enzyme concentrations always exists. In the trivial
case of only positive regulation groups without competition, this equilibrium is unique
whatever the initial concentrations. In all other cases, evolutionary equilibria depended
not only on enzyme parameters and on the gene regulatory network, but also on initial
conditions. Such an evolutionary contingency emerges from the existence of constraints,
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which stem either from the competition for cellular resources that limits total enzyme
concentration, or from negative co-regulations, that prevents the simultaneous increase of
the concentrations of the co-regulated enzymes.

4.1 One negative co-regulation is sufficient to limit the flux

Even in the absence of competition, we showed that the trade-off between co-regulated
enzymes in negative groups blocks the flux at a local maximum (equation 23). Such
trade-offs are sufficient to limit the evolution of all enzyme concentrations, but also to
limit the flux. Heckmann et al. (2018) observed a similar phenomenon. They simulated the
evolution of enzyme turnovers (ke,) under selection for increased growth rate with fixed
concentrations. Because enzyme concentrations and turnover numbers have concurrent
roles in the expression of the flux (equation 1), constraining enzyme concentrations is
similar to fixing enzyme turnovers, as we did here. Fixing some k,’s, Heckmann et al.
(2018) showed that the diminishing returns in the relationship between the variable kcaq’s
and growth rates prevented selection for high k., and maintained growth rate far from its
possible maximum value. Here, we showed that any biological constraint that prevents the
concentration of one enzyme from increasing despite selection for increasing the flux will
result into an upper-bound for the flux at the evolutionary equilibria. Other constraints
could stem from trade-offs between active sites of an enzyme (Savir et al. 2010), or from
the gene regulatory network. For example, among the genes that control yeast cell cycle,
the cyclins Clb1 and Clb2 desactivate differents transcription factors like MBF, SBF and
Swib that in turn control different parts of the cycle (Li et al. 2004).

Another interesting result is that upon selection, the flux increases monotonically
towards the maximum, whereas enzyme concentrations decrease or increase, depending
on the target of the mutations and on their effect on the flux via the co-regulated enzymes
(figures 5 and 6). Thus, a monotonous phenotypic response to directional selection does
not necessarily mean that the underlying genotypic factors evolve monotonously.

4.2 Evolutionary contingency and the world of possibles

A major consequence of the existence of co-regulations is that both maximum flux and
evolutionary equilibria for total relative enzyme concentrations depend on initial condi-
tions. In this model, evolution has an historical dimension. The knowledge of the gene
regulatory network and enzyme parameters is not sufficient to predict the evolutionary
outcome. At most, it would be possible to predict an envelop-curve for the flux in the
competition case (figures 5 and 6). The dependence to initial conditions also results in non
linear patterns between enzyme concentrations at evolutionary equilibria (figure 7). This
result could explain the wide range of genetic variation of enzyme concentrations observed
within populations, as well as their highly polygenic nature (Damerval et al. 1994; Albert
and Kruglyak 2015; Chick et al. 2016). Such dependency to initial conditions is often
observed in complex biological systems. It is the case for non linear dynamical systems
like the lactose operon (Laurent and Kellershohn 1999), but also for complex patterns
emerging from network self-organization that can be treated using game theory (Broere
et al. 2017).

Contingency comes from the fact that constraints modify the adaptive landscape by
limiting the ability to move in the multidimensional space (E, .J). We searched the num-
ber of degrees of freedom of the system, which is the number of independent variables
necessary and sufficient to describe the system, given the constraints applied and the
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fixed parameters — here the pseudo-activities A, the co-regulation coefficients of matrix
M; and the initial concentrations E® (Supporting Information C.1).

If there is no constraint on enzyme concentrations, the genotypes move freely in the
multidimensional space (E,.J). When there is competition between all enzymes, the
adaptive landscape becomes a dome in (E, J), the shape of which depends only on the
pseudo-activities (Coton et al. 2021). When there are co-regulations between all enzymes,
the enzyme concentrations are linearly related and are fully determined by the driving
variable 7: the adaptive landscape is reduced to two dimensions, 7 and J (Coton et al.
2021). It is the same when we add competition. In that case the adaptive landscape
becomes a section of the dome, oriented by the global co-regulation coefficients and the
initial concentrations.

Here we considered the presence of co-regulation groups. Without competition, the
enzyme concentrations are linearly related within groups, and are independent from en-
zyme concentrations of other groups. So the concentrations of each co-regulation group ¢
are given by its driving variable 79. The adaptive landscape is in a p 4+ 1 dimension space
— the number of co-regulation groups plus the flux. With competition between all en-
zymes, we could not determine precisely the number of degrees of freedom. Simulations
showed that the adaptive landscape is a projection in lower dimensions of the dome due
to competition, and its shape is also a dome (figure 6). The effective equilibria are given
by the projection of the top of the new dome in the concentration space. They depend
on the number of co-regulation groups, and each additional co-regulation between two
previously independent groups decreases the number of dimensions.

4.3 Evolutionary jumps and selective neutrality

Generalizing the results of Hartl et al. (1985) on the "natural selection of selective neutral-
ity", we showed that in all cases there is a neutral zone of enzyme concentrations, where
small changes in concentrations do not significantly change the flux that is the target of
selection. The ranges of neutral variations differ according to the pseudo-activities, the
co-regulation coefficients and initial conditions.

In our simulations, we found that, given the initial conditions, the system evolved quite
rapidly to the equilibrium. In the same way, any mutational change in a pseudo-activity or
a co-regulation coefficient would modify the adaptive landscape and change simultaneously
enzyme concentrations and flux, defining new equilibria. Such evolutionary jumps, also
mentioned by Heckmann et al. (2018) when mutations affect multifunctional enzymes,
are reminiscent of punctuated equilibria (Gould and Eldredge 1977). Altogether, our
simplified model of enzyme evolution allowed us to give support to known observations in
evolution: the selective neutrality of enzymes at evolutionary equilibria, and the existence
of evolutionary jumps due to rare mutations changing system’s parameters.

% 18/30



575

580

585

590

595

600

605

610

615

Enzyme evolution in the case of co-regulation groups September 30, 2021

Acknowledgements

CC was supported by a PhD thesis grant from the French Ministére de I’Enseignement
Supérieur, de la Recherche et de I'Innovation.
The authors declare no conflict of interest.

Author contributions

CD and DdV initiated the project. CC developed the model, performed the analysis
and the simulations and developed the dedicated R package. CC and DAV wrote the
manuscript, with the contribution of CD.

Literature cited

Albert, F. W. and L. Kruglyak, 2015. The role of regulatory variation in complex traits and
disease. Nat Rev Genet 16:197-212.

Askew, C., A. Sellam, E. Epp, H. Hogues, A. Mullick, A. Nantel, and M. Whiteway, 2009.
Transcriptional Regulation of Carbohydrate Metabolism in the Human Pathogen Candida
albicans. PLOS Pathogens 5:€1000612.

Bershtein, S., A. W. Serohijos, and E. I. Shakhnovich, 2017. Bridging the physical scales in
evolutionary biology: From protein sequence space to fitness of organisms and populations.
Curr Opin Struct Biol 42:31-40.

Blein-Nicolas, M., W. Albertin, B. Valot, P. Marullo, D. Sicard, C. Giraud, S. Huet, A. Bourgais,
C. Dillmann, D. de Vienne, and M. Zivy, 2013. Yeast Proteome Variations Reveal Different
Adaptive Responses to Grape Must Fermentation. Molecular Biology and Evolution 30:1368—
1383.

Broere, J., V. Buskens, J. Weesie, and H. Stoof, 2017. Network effects on coordination in
asymmetric games. Scientific Reports 7:17016.

Chambers, A., E. A. Packham, and I. R. Graham, 1995. Control of glycolytic gene expression in
the budding yeast (Saccharomyces cerevisiae). Curr Genet 29:1-9.

Chick, J. M., S. C. Munger, P. Simecek, E. L. Huttlin, K. Choi, D. M. Gatti, N. Raghupathy,
K. L. Svenson, G. A. Churchill, and S. P. Gygi, 2016. Defining the consequences of genetic
variation on a proteome-wide scale. Nature 534:500-505.

Colombo, M., H. Laayouni, B. M. Invergo, J. Bertranpetit, and L. Montanucci, 2014. Metabolic
flux is a determinant of the evolutionary rates of enzyme-encoding genes. Evolution 68:605—
613.

Coton, C., G. Talbot, M. L. Louarn, C. Dillmann, and D. de Vienne, 2021. Evolution of enzyme
levels in metabolic pathways: A theoretical approach. bioRxiv P. 2021.05.04.442631.

Damerval, C., A. Maurice, J. M. Josse, and D. de Vienne, 1994. Quantitative Trait Loci Un-
derlying Gene Product Variation: A Novel Perspective for Analyzing Regulation of Genome
Expression. Genetics 137:289-301.

Eanes, W.; 1999. Analysis of selection on enzyme polymorphism. Annu. Rev. Ecol. 30:301-326.

Ellis, R., 2001. Macromolecular crowding: obvious but underappreciated. Trends in Biochemical
Sciences 26:597-604.

Fiévet, J. B., T. Nidelet, C. Dillmann, and D. de Vienne, 2018. Heterosis Is a Systemic Prop-
erty Emerging From Non-linear Genotype-Phenotype Relationships: Evidence From in Vitro
Genetics and Computer Simulations. Frontiers in Genetics 9.

Flowers, J. M., E. Sezgin, S. Kumagai, D. D. Duvernell, L. M. Matzkin, P. S. Schmidt, and
W. F. Eanes, 2007. Adaptive Evolution of Metabolic Pathways in Drosophila. Mol Biol Evol
24:1347-1354.

19/30 o7



620

625

630

635

640

645

650

655

660

665

670

Enzyme evolution in the case of co-regulation groups September 30, 2021

Goelzer, A., F. Bekkal Brikci, I. Martin-Verstraete, P. Noirot, P. Bessiéres, S. Aymerich, and
V. Fromion, 2008. Reconstruction and analysis of the genetic and metabolic regulatory net-
works of the central metabolism of Bacillus subtilis. BMC Syst Biol 2:20.

Gould, S. J. and N. Eldredge, 1977. Punctuated equilibria: the tempo and mode of evolution
reconsidered. Paleobiology 3:115-151.

Hartl, D. L., D. E. Dykhuizen, and A. M. Dean, 1985. Limits of Adaptation: The Evolution of
Selective Neutrality. Genetics 111:655-674.

Heckmann, D.; D. C. Zielinski, and B. O. Palsson, 2018. Modeling genome-wide enzyme evolution
predicts strong epistasis underlying catalytic turnover rates. Nature Communications 9.

Heinrich, R. and T. Rapoport, 1974. Linear Steady-State Treatment of Enzymatic Chains -
General Properties, Control and Effector Strength. Eur. J. Biochem. 42:89-95.

Heinrich, R., S. Schuster, and H.-G. Holzhiitter, 1991. Mathematical analysis of enzymic reaction
systems using optimization principles. European Journal of Biochemistry 201:1-21.

Jiang, L.-G., B. Li, S.-X. Liu, H.-W. Wang, C.-P. Li, S.-H. Song, M. Beatty, G. Zastrow-Hayes,
X.-H. Yang, and F. Qin, 2019. Characterization of proteome variation during modern maize
breeding. Molecular & Cellular Proteomics 18:263-276.

Kacser, H. and R. Beeby, 1984. Evolution of catalytic proteins: On the origin of enzyme species
by means of natural selection. J Mol Evol 20:38-51.

Kacser, H. and J. A. Burns, 1973. The control of flux. Symp. Soc. Exp. Biol. 27:65-104.

, 1981. The Molecular Basis of Dominance. Genetics 97:639-666.

Kacser, H., J. A. Burns, H. Kacser, and D. A. Fell, 1995. The control of flux : 21 years on.
Biochemical Society Transactions 23:341-366.

Klumpp, S., W. Bode, and P. Puri, 2019. Life in crowded conditions: Molecular crowding and
beyond. Eur. Phys. J. Spec. Top. 227:2315-2328.

Kurland, C. G. and H. Dong, 1996. Bacterial growth inhibition by overproduction of protein.
Molecular Microbiology 21:1-4.

Larracuente, A. M., T. B. Sackton, A. J. Greenberg, A. Wong, N. D. Singh, D. Sturgill, Y. Zhang,
B. Oliver, and A. G. Clark, 2008. Evolution of protein-coding genes in Drosophila. Trends in
Genetics 24:114-123.

Laurent, M. and N. Kellershohn, 1999. Multistability: a major means of differentiation and
evolution in biological systems. Trends in Biochemical Sciences 24:418-422.

Li, F., T. Long, Y. Lu, Q. Ouyang, and C. Tang, 2004. The yeast cell-cycle network is robustly
designed. Proceedings of the National Academy of Sciences 101:4781-4786.

Lion, S., F. Gabriel, B. Bost, J. Fiévet, C. Dillmann, and D. De Vienne, 2004. An extension to
the metabolic control theory taking into account correlations between enzyme concentrations.
European Journal of Biochemistry 271:4375-4391.

Morrison, E. S. and A. V. Badyaev, 2017. Beyond topology: coevolution of structure and flux
in metabolic networks. J. Evol. Biol. 30:1796-1809.

Newton, M. S., V. L. Arcus, M. L. Gerth, and W. M. Patrick, 2018. Enzyme evolution: innovation
is easy, optimization is complicated. Curr. Opin. Struct. Biol. 48:110-116.

Noda-Garcia, L., W. Liebermeister, and D. S. Tawfik, 2018. Metabolite-Enzyme Coevolution:
From Single Enzymes to Metabolic Pathways and Networks. Annu. Rev. Biochem. 87:187-216.

R Core Team, 2017. R: A Language and Environment for Statistical Computing. R Foundation
for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL http://www.R-project.org. ISBN 3-
900051-07-0.

Rausher, M. D., R. E. Miller, and P. Tiffin, 1999. Patterns of evolutionary rate variation among
genes of the anthocyanin biosynthetic pathway. Mol Biol Evol 16:266-274.

Sambamoorthy, G., H. Sinha, and K. Raman, 2019. Evolutionary design principles in metabolism.
Proc. R. Soc. B. 286:20190098.

Savir, Y., E. Noor, R. Milo, and T. Tlusty, 2010. Cross-species analysis traces adaptation
of Rubisco toward optimality in a low-dimensional landscape. Proceedings of the National
Academy of Sciences 107:3475-3480.

78 20,/30



675

680

Enzyme evolution in the case of co-regulation groups September 30, 2021

Sellis, D. and M. D. Longo, 2015. Patterns of variation during adaptation in functionally linked
loci. Evolution 69:75-89.

Serohijos, A. W. and E. I. Shakhnovich, 2014. Contribution of selection for protein folding
stability in shaping the patterns of polymorphisms in coding regions. Molecular biology and
evolution 31:165-176.

Seshasayee, A. S. N., G. M. Fraser, M. M. Babu, and N. M. Luscombe, 2009. Principles of
transcriptional regulation and evolution of the metabolic system in E. coli. Genome Res.
19:79-91.

de Vienne, D., B. Bost, J. Fiévet, and C. Dillmann, 2001. Optimisation of Enzyme Concentrations
for Unbranched Reaction Chains: The Concept of Combined Response Coeflicient. Acta
Biotheor 49:341-350.

Wright, S., 1934. Physiological and Evolutionary Theories of Dominance. The American Natu-
ralist 68:24-53.

21/30 %



Enzyme evolution in the case of co-regulation groups September 30, 2021

5 Figures

— .

E, ®, E, <D

LOEZ . —— %ko OJ ﬂ
E’ E, E, E. E,

X<—>S <—>S <—>S 4—»8 <—>S <—>S <—>S <—>S <—>S <—>X

U

2 (DS

Figure 1. Example of co-regulation groups in a linear pathway. The pathway transforms
an initial substrate Xy in a final product Xjg through ten reversible reactions catalysed by
enzymes E; to Ejg. S; is the product of enzyme E; and the substrate of enzyme E;;;. There
are three co-regulation groups and two singletons (p = 5), noted ®; to ®5, which result from
hypothetical gene regulatory processes (in red). We have ®; = {1,2,5}; &2 = {3}; &3 = {4,6};
®, = {7,8,9}; and 5 = {10}. The blue lines relate genes g; to gio to enzymes E; to Eqg,
respectively. Red plain line and red dashed line denote positive and negative co-regulations,
respectively. The singletons (circled enzymes) are not co-regulated with any other enzyme. The
co-regulation matrix of this pathway is in table 3.

Table 3. Example of co-regulation matrix Mg corresponding to the pathway of figure 1. We
can extract the co-regulation sub-matrix for each of the three co-regulation groups: ®; = {1,2, 5},
(133 = {4, 6} and (134 = {7, 8, 9}

NI | B | B | Ba| B | Bs |Bue| B | Bs | B |Buo|Sum
Bi— 1 B2 0 0 Bis 0 0 0 0 0 By
Bo | 1/B12 1 0 0 Bo1 Bis | O 0 0 0 0 B,
Bs | 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 | Bs
B | 0 0 0 1 0 |Bw| O 0 0 0 | B,
Bs_ | 1/B1s | 1/Bas | O 0 1 0 0 0 0 0 | B
Be_ | O 0 0 | 1/Bs| O 1 0 0 0 0 | Bs
B 0 0 0 0 0 0 1 Brs Bro 0 By
Bs— 0 0 0 0 0 0 |1/Bs 1 Bsr Brog | 0O Bg
B | 0O 0 0 0 0 0 | 1/Brm | 1/Bse | 1 0 | B,
Bro— 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 Bio
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Figure 2. Simulations of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when there
are two positive groups, without competition. Simulations run for 1 000 000 time steps.
(A) The four-enzyme pathway used in the simulations. The enzymes E; and Eg form a positive
group and Ejz and E4 form another positive group (same symbols as in figure 1). Parameter
values: A = (1,10,30,50), X =1, N = 200, 812 = 0.32, 43 = 0.43. (B) Relationship between
flux J and total relative concentration e; of enzyme 1. Ten simulations are represented, each with
specific initial concentrations (one color per simulation). Vertical dashed lines: abscissa of the
theoretical equilibria of total relative concentrations e;. The total relative enzyme concentrations
reach the theoretical equilibrium, within the neutral zone. (C) Same representation as in (B) for
the positively-regulated enzyme 3.
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Figure 3. Simulations of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when there
are two negative groups, without competition. Simulations run for 125 000 time steps.
(A) The four-enzyme pathway used in the simulations. The enzymes E; and Eg form a negative
group and Es and E, form another negative group (same symbols as in figure 1). Parameter
values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 200, f12 = —0.1, f43 = —0.43. (B) Relationship
between flux .JJ and total relative concentration e; of enzyme 1. Ten simulations are represented,
each with specific initial concentrations (one color per simulation). Colored vertical dotted
lines: abscissa of the effective equilibria of total relative concentrations é;. Colored horizontal
dotted lines: maximal flux jmax. The total relative enzyme concentrations reach the effective
equilibrium, which correspond to the maximal flux. (C) Same representation as in (B) for the
negatively-regulated enzyme 3.
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Figure 4. Simulations of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when there
are one positive and one negative groups, without competition. Simulations run for
1 000 000 time steps. (A) The four-enzyme pathway used in the simulations. The enzymes
E; and E; form a positive group and Es and E4 form a negative group (same symbols as in
figure 1). Parameter values: A = (1,10,30,50), X =1, N = 200, 12 = —0.32, 43 = 0.43. (B)
Relationship between flux J and total relative concentration e; of enzyme 1. Nine simulations are
represented, each with specific initial concentrations (one color per simulation). Vertical dashed
line: abscissa of zero, for which total relative enzyme concentrations of enzyme in negative
groups are expected to tend towards. Horizontal dotted lines: maximal flux Jmay. (C) Same
representation as in (B) for enzyme 4. Vertical dashed lines: abscissa of the theoretical equilibria
of total relative concentrations e} without consideration of negative groups. (D) Relationship
between flux J and absolute concentration E7 of enzyme 1. Vertical dotted lines: abscissa of the
effective equilibria of absolute concentrations Ei. Horizontal dotted lines: maximal flux jmax.
(E) Same representation as in (D) for positively-regulated enzyme 4.
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Figure 5. Simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway with one co-
regulation group and one singleton when there is competition. Simulations run for
125 000 time steps. (A) Scheme of the four-enzyme pathway (same symbols as in figure 1).
Enzymes Eq, Eo and Ez form a negative group, and enzyme E,4 is independent (singleton).
The total concentration is fixed. Parameter values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 200,
B12 = 0.32, B23 = —0.43. (B) Relationship between flux J and total relative concentration eg of
enzyme 2. Ten simulations are represented, each with specific initial concentrations (one color per
simulation). The graphic is zoomed from the grey frame in the inset, which is the entire graphic.
Colored vertical dotted lines: abscissa of the effective equilibria of total relative concentrations
¢;. Black dashed curve: envelop curve of the dome when there is no co-regulations, for which
the system cannot go outside. Black point: summit of the envelop curve, which is the maximal
flux Jmax without co-regulations. (C) Same representation as in B for enzyme 3.
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Figure 6. Simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway with two co-
regulation groups when there is competition. Simulations run for 125 000 time steps. (A)
Scheme of the four-enzyme pathway (same symbols as in figure 1). Enzymes E; and Eg are posi-
tively co-regulated and enzymes Eg and E,4 are negatively co-regulated. The total concentration
is fixed. Parameter values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 200, $12 = 0.32, 843 = —0.43. (B
and C) Same representation as in (5B) and (5C) for enzymes 2 and 3. In this case, the effective

equilibrium is not computable.
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Figure 7. Simulations of evolution of enzyme concentrations for different types of
co-regulation groups with competition. Left column: Different co-regulation groups in a four-
enzyme pathway. Same symbols as in figure 1. Parameter values: A = (1,10,30,50), X =1, N = 10000.
Right column: Relationship between the concentrations of enzymes E; and Ej3 after 200 000 time steps.
One hundred simulations were performed, which differed for the initial concentrations. Each black point
corresponds to the end of one simulation. The red points correspond to the predicted effective equilibria,
when computable. The green triangles indicate the enzyme concentrations at the maximum flux when
there is no co-regulation (E; = 61 and F3 ~ 11.1). (A and B) All enzymes are positively co-regulated
(B12 = 0.32, Ba3 = 2, B34 = 0.1). The simulated and predicted effective equilibria are close to each other,
which confirms the results of our analysis. (C and D) Enzymes Eq, Eo and E3 are positively co-regulated
and enzyme Ey is independent (812 = 0.1, B23 = 2). The simulated effective equilibria are close to the
curve described by the predicted effective equilibria. (E and F) There are two groups of positively co-
regulated enzymes, E; and E5 on the one hand and E3 and E4 on the other hand (812 = 0.32, 34 = 0.1).
We hypothesize that the curve described by the black points follow the curve of effective equilibria that
we could not compute. (G and H) The enzymes E; and Ey are positively co-regulated and enzymes Ej
and E4 are negatively co-regulated (812 = 0.32, 843 = —0.43). The black points also describe a curve,
but unlike the previous case, the relationship between E; and FEj3 is positive.
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« Appendix A Glossary of mathematical symbol

Latin symbols

Ai

AT+
Aa

E;
E?

Em

[=)

oy e

0
Etot

®
Six S S

. O T T
ey g &
o

(‘B
*

)
R SQ

gy

1 @
Q
*

9]
DA

Pseudo-activity of enzyme 4, a composite parameter including the kinetic properties
(catalytic constant and Michaelis-Menten constant) of the enzyme and thermodynamic
equilibrium of upstream reactions)

Vector of enzyme pseudo-activities

Apparent activity of group ®, at theoretical equilibrium without competition
Apparent activity of group ®, at effective equilibrium with competition

Global co-regulation coefficient, representing effect of a variation of E; on Eiy due to
co-regulation, and also of F; on E1

Concentration of enzyme i

Initial concentration of enzyme i

Concentration of a mutant enzyme 4

Concentration of enzyme ¢ at effective equilibrium

Vector of enzyme concentrations, considered as the genotype

Sum of enzyme concentrations in ®,

Initial sum of enzyme concentrations in @,

Total enzyme concentration in the metabolic pathway

Initial total enzyme concentration

Total relative concentration of enzyme i; e; = E;/Fioy

Initial total relative concentration of enzyme ¢

Total relative concentration of enzyme ¢ at theoretical equilibrium

Total relative concentration of enzyme ¢ at effective equilibrium

Intra-group relative concentration of enzyme ¢ in @ ; eg = FE;/E1?

Initial intra-group relative concentration of enzyme ¢ in ®,

Intra-group relative concentration of enzyme ¢ in ®, at theoretical equilibrium
Intra-group relative concentration of enzyme ¢ in ®, at effective equilibrium
Inter-group relative concentration of enzyme of ®, in regard to total concentration;
el = Eq/ Eiot

Inter-group relative concentration of enzyme i in ®, at theoretical equilibrium
Inter-group relative concentration of enzyme 4 in ®, at effective equilibrium

Line in the space of intra-group relative enzyme concentrations along which the intra-
group relative concentrations vary in the case of co-regulation for each group ¢
Metabolic flux, considered as a phenotype that is proportional to fitness

Flux resulting from a mutation targeting enzyme

Flux of the resident

Maximal value of the flux, corresponding to the effective equilibrium

Matrix of co-regulation coefficients

Number of enzymes in ®,

Effective population size

Number of enzymes in the metabolic pathway

Total number of co-regulation groups

Flux response coefficient of enzyme 7

Metabolite ¢, product of reaction ¢ and substrate of reaction 7 + 1

Selection coefficient of a mutation targeting enzyme i

Constant representing the environment, depending on the concentrations of the input
substrate Xy and the output product X,, of the pathway
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Greek symbols

Redistribution coefficient, expressing the variation of F; due to a mutation targeting
E;

Co-regulation coefficient of enzyme 7 on j, expressing the change of F; due to co-
regulation when E; varies

Actual effect of a mutation affecting enzyme i

Indicator variable indicating the type of co-regulation in the co-regulation group ¢
Mutation rate at each time unit

Canonical effect of a mutation

Driving variable of the line £¢ in the space of intra-group relative concentrations for
enzymes in the group ®,

Value of the driving variable at the effective equilibrium for the group ®,
Co-regulation group ¢

Other symbols

0 Exponent that refers to the initial state of the system

*

108

Exponent that refers to the theoretical equilibrium
Refers to the effective equilibrium
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CHAPITRE 2

2.3 Discussion complémentaire

En cas de compétition, j’ai cherché les équilibres évolutifs en utilisant une autre méthode. En

décomposant le flux en fonction des groupes de co-régulation, on obtient :

X
J = . . 2.1)
q;l E9 ieZ{;q Azef

En supposant que les groupes sont indépendants, je me suis dit que minimiser les « sous-

sommes » Y par rapport a 77 reviendrait a maximiser le flux.

1€Py A ;’1

Cette méthode donne le méme résultat que pour la recherche des équilibres intra-groupes,
lorsqu’il y a un seul groupe, positif ou négatif, avec uniquement des enzymes indépendantes
(annexe B.2). Toutefois, lorsque plusieurs groupes co-existent, les relations entre les 79 de-
viennent complexes, voire imprévisibles. Dans mes simulations, j’ai pu observer que selon les

enzymes ciblées par les mutations, les variations des 77 sont différentes.
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Chapitre 3

La relation enzymes-flux dans les réseaux
métaboliques : analogie avec les circuits

¢lectriques

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié I’évolution des concentrations d’enzymes sous
sélection pour augmenter le flux dans une chaine métabolique linéaire. Cependant les voies mé-
taboliques sont interconnectées, formant le réseau métabolique de la cellule, au sein duquel les
métabolites peuvent étre produits ou consommés par plusieurs réactions. Le formalisme de la re-
lation enzymes-flux que nous avons utilisé, issu de la Théorie du Controle Métabolique (TCM),
ne s’applique tel quel qu’aux chaines linéaires. Dans un réseau de topologie quelconque, com-
ment le flux global est-il relié aux propriétés des enzymes ? C’est la question a laquelle il faut
répondre pour étudier 1’évolution des concentrations d’enzymes dans le cas général et savoir si
les résultats décrits dans les chapitres précédents s’appliquent, au moins qualitativement, aux

réseaux métaboliques.

Il existe diverses approches pour analyser le fonctionnement des réseaux métaboliques, de la
théorie des réseaux a I’analyse stoechiométrique, en passant par 1’exploitation de 1’information
sur les propriétés des métabolites ou la relation structure/fonction des enzymes [Hatzimanikatis
et al. 2004]. Je présenterai d’abord les principaux modeles connus qui relient les enzymes au
flux d’un réseau et montrerai en quoi ils me semblent inadéquats pour répondre a la question
posée. Dans un deuxieme temps je développerai I’analogie entre les réseaux métaboliques et
les circuits électriques, qui m’a permis d’exprimer le flux en fonction de toutes les enzymes
du réseau et de montrer — sous réserve d’hypotheses simplificatrices — que la relation entre la
concentration d’une enzyme et le flux d’un réseau était généralement concave et bornée quelle

que soit la complexité du réseau.
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3.1 Modéliser la relation enzymes-flux dans les réseaux mé-

taboliques

3.1.1 Les modeles steechiométriques

Les méthodes de Constraint-based modeling (CBM [Price et al. 2003]) ont été développées
pour étudier le métabolisme a 1’échelle du génome. Dans le principe, il s’agit d’estimer les va-
leurs de I’ensemble des flux en se basant sur la steechiométrie. Mathématiquement, on résout le
systeme Sv = 0, ou S est la matrice des nombres stcechiométriques pour les métabolites et v
est la matrice des vitesses de réaction, en considérant les réactions chimiques a 1’état station-
naire. Comme il existe une infinité de solutions, il est nécessaire d’appliquer des contraintes
biologiquement réalistes (pour revue, voir Petrizzelli [2019]). Par exemple dans la FBA (Flux-
Balance Analysis [Orth et al. 2010]), qui est la plus ancienne méthode de CBM, on cherche
les solutions de Sv = 0 qui maximisent un phénotype d’intérét, comme la biomasse ou le
taux de croissance cellulaire. Pour restreindre davantage 1’espace des solutions, on peut ajouter
les propriétés enzymatiques connues comme contraintes supplémentaires. Par exemple, dans la
MetabOlic Modeling with ENzyme kineTics, ot MOMENT [Adadi ef al. 2012], on implémente
les constantes de catalyse k., ainsi que le poids moléculaire des enzymes, calculé a partir de la
taille des genes, puis on considere la masse totale des enzymes présentes. Les concentrations
des enzymes sont alors estimées a partir des k¢, et des flux optimaux. Dans d’autres approches,
comme la IOMA (Integrative Omics-Metabolic Analysis [Yizhak et al. 2010]), les flux sont
contraints par les concentrations en métabolites et I’abondance des protéines, en supposant les
flux proportionnels aux abondances d’enzymes.

Ces différentes méthodes permettent de calculer des vitesses de réactions optimales, mais ne
permettent pas de relier le flux d’entrée (ou de sortie) d’un réseau métabolique quelconque avec
les concentrations d’enzymes particulieres. Ce sont des méthodes prédictives plutot qu’explica-
tives, qui cherchent a prédire un phénotype donné a partir de I’ensemble des réactions chimiques
de la cellule. Par ailleurs, les méthodes de CBM sont des alternatives aux modeles basés sur la
cinétique enzymatique [Price er al. 2003], et ne sont donc pas congues pour relier explicitement
le flux global d’un systéme aux propriétés de chacune des enzymes. On peut donc difficilement

les utiliser pour étudier I’évolution des propriétés enzymatiques.

3.1.2 Application de la TCM aux réseaux
a) Utilisation du parametre de « dispensabilité »

En se basant sur la cinétique enzymatique, on peut relier le flux aux propriétés des enzymes —
c’est le fondement de la TCM [Kacser ef al. 1995]. Le formalisme de la TCM peut étre étendu

aux réseaux métaboliques en introduisant un parametre de « dispensabilité » dans 1’expression
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du flux [Fiévet er al. 2006, 2010] :

X
J=— : (3.1)
Y T T R
A E_] + djEIOt

i=14;

ol X est une constante, A; est la pseudo-activité de I’enzyme j, £; la concentration de I’en-
zyme j, I la concentration totale d’enzyme et d; la « dispensabilité » de I’enzyme j. Lorsque
d; # 0, le flux ne s’annule pas si E; tombe a zéro : I’enzyme j est « dispensable ». Lorsque
d; = 0, le flux s’annule si £; tombe a zéro : I’enzyme est indispensable. Le parametre d; peut
s’estimer a partir de 1’ajustement hyperbolique de la courbe de titration obtenue en faisant varier
la concentration de I’enzyme j de O a une valeur saturante pour le flux, les autres concentrations
étant fixées [Fiévet er al. 20006].

Le parametre de dispensabilité inclut de multiples parametres comme variables cachées,
dont les concentrations des autres enzymes du réseau. Ce n’est donc pas seulement une propriété
de I’enzyme concernée mais aussi une variable systémique, que je n’ai pas vu comment intégrer

dans le modele d’évolution conjointe des enzymes d’un réseau.

b) [Utilisation de I’analogie entre les réseaux métaboliques et les circuits électriques

La méthode que j’ai choisie s’appuie également sur le formalisme de la TCM, mais en exploi-
tant une analogie entre les réseaux métaboliques et les circuits électriques. Le flux global d’un
réseau peut en effet étre assimilé a I’intensité parcourant un circuit électrique, la conductance
d’une résistance de ce circuit jouant un rdle similaire a celui de la concentration ou de 1’activité
enzymatique. Des développements théoriques récents dans le domaine des circuits électriques
m’ont permis d’aborder la question de la relation entre 1’efficacité des enzymes et le flux global

pour un réseau de complexité quelconque.

3.2 D’analogie métabolisme-électricité

3.2.1 Historique de I’analogie entre réseaux métaboliques et circuits élec-

triques

Le recours a des analogies est classique en recherche, tant pour leur intérét pédagogique que
scientifique, car elle permettent d’aborder 1’étude de phénomenes complexes a 1’aide de sys-
teémes plus intuitifs dont le formalisme est connu [Chaumat ez al. 1989]. En physique, on peut
citer I’analogie entre les étoiles a neutrons et des fontaines a eau, qui aide a comprendre la
dynamique des gaz stellaires [Foglizzo ef al. 2012], ou encore celle de 1’€électrostatique et de
la propagation de la chaleur [Chaumat er al. 1989], celle de 1’électricité et de 1’hydraulique
[Closset 1992; Brochier et Guillemaud 2020; Oh ef al. 2012], de 1’électricité et de la mécanique
[Dequidt 2015; Olson 1958], de 1’électricité et de 1’acoustique [Olson 1958], etc. En biologie,
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on peut mentionner les analogies entre les réseaux métaboliques et les circuits économiques
[Liebermeister 2014; Sugita 1954], entre les circuits électriques et les réseaux de transcription
pour étudier leur modularité et leur rétroactivité [Del Vecchio er al. 2008], entre les circuits
électriques et les réseaux de signalisation [Bhalla 2003], enfin entre les circuits électriques et
les réseaux de régulation, par exemple pour expliquer la régulation de la glycolyse par les mé-

tabolites [Stavrianeas et Silverstein 2005].

A une exception prés (voir ci-apres), I’analogie métabolisme-électricité est évoquée dans
la bibliographie en tant que toy model pour illustrer certains mécanismes biologiques. Par
exemple Milborrow [1998] I"utilise pour expliquer son modele d’hétérosis biochimique. Il ima-
gine quatre genes bi-alléliques codant des enzymes. Les enzymes sont assimilées a des résis-
tances. Chaque enzyme forme une boucle avec deux résistances en parallele (les produits de
chaque allele), et les quatre boucles sont en série. En calculant la résistance globale du circuit
pour des parents homozygotes et leur descendance F1, il montre que la descendance F1 peut
avoir une résistance plus faible que celle de la moyenne parentale, et donc une intensité élec-
trique plus €levée, c’est-a-dire que la descendance F1 est hétérotique. Plus récemment, Yi et
Dean [2019] reprennent 1’analogie métabolisme-€lectricité pour illustrer les relations entre le
fonctionnement de la voie du lactose et la fitness chez Escherichia coli. En assimilant I’inten-
sité électrique au flux de lactose, les potentiels électriques aux concentrations en métabolites
et la conductance électrique a I’efficacité enzymatique, ils recourent a la loi d’Ohm pour faire
comprendre intuitivement la relation entre le flux métabolique, proportionnel a la fitness, et I’ef-
ficacité enzymatique. Les autres mentions de cette analogie dans la bibliographie sont encore

moins poussées, et ne sont utilisées qu’en tant que métaphores a des fins pédagogiques.

A ma connaissance, I’exploitation la plus élaborée de cette analogie est celle de la Thermo-
dynamic-Kinetic Modeling (TKM) [Ederer et Gilles 2007]. L’objectif de la TKM est d’inclure
explicitement la thermodynamique dans 1’étude des réseaux métaboliques, en assimilant les
métabolites a des charges électriques, ce qui permet d’utiliser des concepts issus de 1’électricité.
La TKM repart de la notion de potentiel chimique afin de s’affranchir des constantes d’équilibre,
en définissant un potentiel thermocinétique propre a chaque composé chimique. Ceci permet
de calculer une « force thermocinétique » de la réaction analogue a la tension électrique. En
connaissant la vitesse de réaction, analogue a I’intensité électrique, on peut alors déterminer
une résistance thermocinétique associée a cette réaction, directement analogue a la résistance
électrique. Ce formalisme, riche de notions et de notations spécifiques, m’a semblé difficile a

prendre en main, notamment pour I’appliquer a I’évolution des parametres enzymatiques.

Je vais donc présenter ici un autre formalisme pour 1’analogie métabolisme-électricité, éga-
lement basé sur la cinétique des réactions chimiques, mais qui s’appuie sur la TCM et qui est
donc plus adapté pour répondre aux questions que nous nous posons. A terme, ce formalisme

pourra étre utilisé pour étudier I’évolution des enzymes.
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3.2.2 Rappels sur le fonctionnement des réactions chimiques

Je reprends ici les notions de base sur le fonctionnement des réactions chimiques catalysées
par des enzymes, nécessaires a la compréhension des notions analogues entre métabolisme et
électricité, d’un point de vue thermodynamique puis cinétique, comme 1’ont fait Liebermeister
et al. [2010] et Ederer et Gilles [2007].

a) Réactions chimiques et thermodynamique

Cette partie aborde quelques notions de base de thermodynamique chimique, en laissant de coté
celles qui ne sont pas nécessaires pour la compréhension de 1’analogie, comme 1’avancement
de la réaction ou I’affinité chimique.

Une réaction chimique est une transformation de constituants chimiques, les réactifs, en

d’autres composés chimiques, les produits. L’équation bilan d’une réaction s’€écrit :
n
> uCi=0 (3.2)
i=1

ou C; est le composé chimique i impliqué dans la réaction, et v; le nombre stoechiométrique
associé, sachant que v; est positif si C; est un produit ou négatif si C; est un réactif. Au minimum,
une réaction comprend un réactif et un produit.

Chaque composé chimique ¢ possede un potentiel chimique y;, exprimé en joule par mole
(J/mol). Les potentiels chimiques permettent de définir I’enthalpie libre de réaction A, G (aussi
appelée énergie libre de Gibbs) qui décrit la variation d’énergie au cours de la réaction. A

pression et température constantes, on a :
AG = E Vi b
i

Selon les premier et deuxieme principes de la thermodynamique, la réaction sera spontanée
des réactifs vers les produits (on dit que la réaction progresse) si A, G est négatif, c’est-a-dire si
I’enthalpie de réaction A, H est négative (réaction exothermique) et/ou si I’entropie de réaction
A,S est positive (augmentation du désordre). Au contraire, si A,G est positif, la réaction ré-
gresse spontanément, dans le sens des produits vers les réactifs. La réaction est dite a 1I’équilibre
lorsque A, G = 0 : I’énergie présente dans le systeme est alors minimale, et est en quelque sorte
répartie entre les différents constituants.

Cependant, le potentiel chimique étant difficile 2 mesurer de facon absolue, les notions

d’activité chimique q; et de potentiel chimique standard ;:; ont ét€ introduites :
pi = p; + RT In(a;)
ou I? la constante des gaz parfaits et 7' la température absolue (en Kelvin). L’activité chimique
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est directement mesurable, tandis que le potentiel chimique standard est défini par rapport a un
état standard conventionnel, et est tabulé. Par exemple, I’activité chimique pour un composé ¢

dans une solution idéale est proportionnelle a sa concentration ¢; :

a; = C_O
ou c° est la concentration a 1’état standard, définie a 1 mol/L. Dans une cellule, I’activité chi-
mique est souvent modulée par de nombreux parametres, par exemple le molecular crowding
[Ellis 2001]. Pour simplifier, on se place dans le cas d’une solution idéale a pression, tempéra-

ture et volume constants pour laquelle a; ~ c;.

A partir de ces notions, on peut réécrire I’enthalpie libre de réaction :
AG = AG° + RTIn(Q,)

ou A,G° = > v;us est 'enthalpie libre standard de réaction et ), = [] a;” est le quotient de
7 %

réaction (avec les produits au numérateur et réactifs au dénominateur). A I’équilibre A,G' = 0,
et le quotient de réaction dépend alors uniquement des potentiels chimiques standards. On en

extrait la notion de constante d’équilibre K :

A G°
Keq = exp (— =T )

et donc :

_ Qr
A,G=RTIn (K )

eq
Si @, < K, alors A,G < 0 et la réaction progresse des réactifs vers les produits, tandis que
si Qr > Keq, alors A,G > 0 la réaction régresse (des produits vers les réactifs). A I’équilibre,

nous avons donc (), = K4 et les solutés atteignent leur activité a 1’équilibre :

— v
Ko =] ot
i

Pour résumer, la constante d’équilibre d’une réaction chimique, ou plus exactement 1’écart
a I’équilibre, représente le « moteur » de cette réaction : les composés chimiques évoluent vers

leur concentration a 1’équilibre, état qui correspond a I’énergie minimale du systeéme.

Il existe de nombreux moyens de calculer les constantes d’équilibre. Leurs valeurs sont gé-
néralement disponibles dans la base de données eQuilibrator [Flamholz et al. 2012]. Cependant,

la thermodynamique donne des informations sur le sens de la réaction, mais pas sur sa vitesse.
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b) Cinétique enzymatique

Dans une réaction chimique uni-moléculaire réversible, avec un substrat S et un produit P, de la
forme
=P

la vitesse v de la réaction, qui est a la fois la vitesse de consommation du substrat et la vitesse

de production du produit, s’écrit :

_dfp] _dlS]

el R e A o A
=3 g U v kT[S] — k™[ P]

ol vt et v~ sont les vitesses de réaction dans le sens forward (S — P) et reverse (S < P)
respectivement, k™ et k™ sont les coefficients de vitesse des réactions forward et reverse, et [S]
et [P] sont respectivement les concentrations du substrat et du produit.

A I’équilibre, la vitesse de la réaction est nulle et les concentrations atteignent leur valeur a

I’équilibre, ce qui donne la relation dite de Haldane [Haldane 1930] :

[Pleg  k*
[Sleq Kk~

[’équilibre est dynamique : macroscopiquement, la réaction n’avance plus, mais au niveau mi-
croscopique les composés sont consommés et produits a la méme vitesse.

La vitesse de la réaction peut se réécrire en fonction de la constante d’équilibre :

v =kt ([S] - %) (3.3)

La vitesse de la réaction peut étre modifiée par différents mécanismes, mais cela n’influence
pas I’état d’équilibre qui est entierement déterminé par la thermodynamique. Notamment les
enzymes, en tant que catalyseurs biologiques accélérant considérablement les réactions, vont

modifier I’expression de la vitesse.

¢) Flux et état stationnaire

Dans certains articles, flux métabolique J et vitesse de réaction v sont confondus. Pour éviter
toute ambiguité je distinguerai ici les deux, comme 1’ont fait Kacser et Burns [1973] des 1’ori-
gine de la TCM. La vitesse v sera réservée a une réaction, tandis que le flux métabolique J
concernera le débit de consommation du métabolite d’entrée du réseau, égal au débit de pro-
duction du métabolite de sortie de ce réseau (on supposera qu’il n’y a qu’un métabolite d’entrée
et qu'un métabolite de sortie). Le flux dépend ainsi de I’ensemble des réactions du réseau.

A Détat stationnaire, les concentrations et les vitesses des réactions sont constantes. Bien que
les réactions soient réversibles, le systeme n’est pas a 1’équilibre, car on considere un systeéme

ouvert, ou les concentrations en substrat et produit de la voie métabolique sont maintenues
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constantes, par apport de substrat et retrait de produit.

3.2.3 Cadre de ’analogie métabolisme-électricité et équivalence des gran-

deurs

Dans cette partie, je détaille le cadre de I’analogie métabolisme-électricité basée sur la cinétique
enzymatique, ainsi que les grandeurs équivalentes entre les deux systemes.

Au niveau métabolique, on considere un ensemble de réactions, toutes réversibles et uni-
moléculaires, chacune étant catalysée par une enzyme michaelienne. Les réactions sont de la

forme :
E
S=P

ou S est le substrat et P le produit de la réaction, et E I’enzyme catalysant la réaction.
On se place a I’état stationnaire, c’est-a-dire que les vitesses de réactions et les concentra-
tions en métabolites sont considérées comme constantes. La cinétique de cette réaction s’écrit

[Haldane 1930] :
kcat (XS - XP/Keq)

Kul+ Xs/Kv+ Xp/Ky

v = [E]

ou [E] est la concentration de 1’enzyme, k., la constante catalytique de I’enzyme, K¢, la
constante d’équilibre, K, la constante de Michaelis-Menten forward (représentant 1’affinité
de ’enzyme pour le substrat), /Ky, est la constante de Michaelis-Menten reverse (affinité pour
le produit), et Xg et Xp sont respectivement la concentration en substrat et la concentration en
produit de la réaction. Lorsque 1’enzyme est loin de la saturation, ce qui semble étre la regle
car la concentration en substrat est généralement faible dans la cellule, on a Xg < Ky et

Xp < Ky, et ’équation se simplifie en :

kcat XP
~ |F Xg— — 34
ox B (% - 22 G4
. sz . kcat
Par la suite, on notera F' I’efficacité enzymatique : F' = [E] 7
M

La relation 3.4 est similaire a celle de la loi d’Ohm, qui exprime I’intensité / du courant
traversant un dip6le en fonction de la tension U aux bornes du dip6le et de la résistance R de
ce dipole! :

I = = (3.5)

En régime continu, les grandeurs U et [ sont constantes.

Les relations 3.4 et 3.5 comprennent trois termes homologues :

'En francais, le terme « résistance » fait référence a la fois au composant électrique et a la grandeur, contrai-
rement a 1’anglais, ou resistor désigne le composant électrique et resistance la grandeur €lectrique. Pour éviter les
confusions, je réserve le terme « résistance » (R italique) a la grandeur électrique, et vais désigner le composant
électrique par le terme « dipdle » (R droit), un dip6le étant simplement un composant possédant deux bornes.
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* la partie cinétique est le débit, de matiere (vitesse v) ou de charges électriques (intensité
I

* la partie « moteur » représente la différence d’énergie entre I’entrée et la sortie de la

réaction (écart a 1’équilibre chimique Xg — X p/K¢q) ou du dipdle (tension U)

* la partie modulant la vitesse de transformation de la matiere (enzyme d’efficacité F') ou

le passage de 1’électricité (résistance R) permet le passage de I’énergie.

'3 >><
® |
* X
>
#
v9)

FIGURE 3.1 — Résistance et enzyme. Représentation graphique des éléments, métaboliques (en vert
a gauche) et électriques (en bleu a droite), sur lequel se base I’analogie métabolisme-électricité. L’en-
zyme E d’efficacité F’ catalyse la réaction réversible uni-moléculaire X 4 = Xp de constante d’équilibre
Keq avec une vitesse de réaction v, X 4 €tant le substrat de I’enzyme et Xz son produit. Le dipdle R de
résistance R situé entre les points A et B est traversé par un courant d’intensité I, avec une tension U p
a ses bornes. Le dipdle électrique est représenté en convention récepteur : la tension et I’intensité sont
représentées dans des sens opposés, afin que les deux grandeurs soient positives. En effet, les électrons
circulent dans le sens opposé a I’intensité, et comme ils possédent une charge négative, et donc une éner-
gie potentielle électrique négative, ils circulent du potentiel électrique le plus faible (en B) vers le plus
élevé (en A). Ainsi, I est positif, et Usp = V4 — Vg I’est également. Par ailleurs, le sens de la réaction
est important, car il détermine K4, mais aussi les kcy et les Ky des enzymes, leur valeur différant selon
que le sens forward de la réaction est initialement défini de A vers B ou de B vers A. Une fois le sens
forward défini, vap = —vp4, tout comme [op = —Ip4.

La figure 3.1 illustre cette analogie en mettant en parallele une enzyme E catalysant la
réaction X4 = Xp et un dipdle R situé entre deux bornes A et B. La vitesse de la réaction a

I’état stationnaire s’écrit alors dans ce cas :

v="F (XA — ?3) (3.6)
eq

et I’intensité du courant qui traverse le dipdle R de résistance R est :

s Ly vy (3.7)

I
R R

ou Uyp est la tension entre A et B et V4 et V5 sont respectivement les potentiels électriques en
AetB.
La conductance 0 = 1/R est analogue a I’efficacité enzymatique F'. En effet, plus une

enzyme est concentrée, active et/ou affine avec son substrat, plus la réaction sera rapide. En
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électricité, plus un matériau facilite le passage des électrons, plus sa conductance et donc I’in-

tensité sont élevées.

La tension, ou différence de potentiels électriques, est analogue a la différence de concentra-
tions en métabolites. Cependant, la constante d’équilibre K4 affecte cette différence de concen-
trations car les composés chimiques possedent des énergies potentielles différentes a 1’équilibre,

contrairement aux électrons dont I’énergie interne est uniforme a travers le circuit.

Les métabolites représentent les nceuds du réseau métabolique. La concentration en mé-
tabolite est ici analogue au potentiel électrique. Pour étre plus exact, le potentiel électrique
devrait étre analogue au potentiel chimique, qui est directement relié a la concentration (u; =
pg + RT In(X;/c°), voir section 3.2.2), mais cela compliquerait les calculs notamment a cause
du logarithme [Ederer et Gilles 2007].

Les grandeurs équivalentes entre métabolisme et électricité sont résumées dans le tableau 3.1.

TABLE 3.1 — Grandeurs équivalentes entre électricité et métabolisme.

Electricité Métabolisme
Circuit électrique Voie métabolique
Dipdle de type résistance Enzyme michaelienne
Nceud Métabolite X
Potentiel électrique V' Concentration en métabolite X
Intensité / Vitesse de réaction v et flux J
Tension Uyp Ecart 2 I’équilibre X4 — Xp/Kq
Conductance 0 = 1/R Efficacité enzymatique F' = [E]kca/Km
@ Constante d’équilibre K4 (sans dimension)
Loi d’Ohm (équation 3.7) Cinétique de réaction (équation 3.6)
Régime continu Etat stationnaire

La constante d’équilibre n’a pas d’équivalence en électricité. En effet, en I’absence de gé-
nérateur (ou si on le coupe) la tension est nulle, soit V4 = Vp pour deux nceuds A et B; les
électrons ne circulent plus. Pour une réaction chimique, la réaction est a 1’équilibre (équilibre
dynamique puisque la réaction continue a se faire dans les deux sens) si les métabolites gqt—
teignent leurs concentrations a I’équilibre, exprimées dans la constante d’équilibre K., = %.
Cette différence vient du fait que les électrons possedent tous la méme quantité d’énergie, tanéis
que chaque constituant chimique porte une énergie différente (symbolisée par le potentiel chi-
mique standard, voir section 3.2.2). L’équivalence métabolisme-€lectricité serait stricte si toutes

les constantes d’équilibre étaient égales a 1.
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3.2.4 Les lois électriques

Afin de savoir si les équations issues des circuits électriques peuvent s’appliquer aux réseaux
métaboliques, il faut s’assurer que les lois classiquement utilisées en électricité — lois de Kir-
chhoff et loi d’Ohm — sont valides dans le cadre métabolique. Je m’appuierai pour cela sur la

figure 3.2 qui représente un réseau métabolique simple et son équivalent électrique.

U/\(I
—— R }—
Il
II“, A C IS
—_ —

FIGURE 3.2 — Exemple d’un réseau métabolique simple et de son équivalent électrique. Réseau
métabolique simple & gauche (en vert) et le circuit électrique équivalent a droite (en bleu). Les intensités
entrante (a gauche vers A) et sortante (a droite depuis C) sont notées respectivement [ et Ig, et les flux
métaboliques correspondant sont notés Jg et JJg. Cet exemple apparait dans le métabolisme de la sérine,
avec d’un co6té la transformation de la sérine en D-sérine par la sérine racémase (EC 5.1.1.18) puis en
pyruvate par la D-sérine ammonia-lyase (EC 4.3.1.18), et de I’autre c6té la transformation directe de la
sérine en pyruvate par la L-sérine ammonia-lyase (EC 4.3.1.17).

a) Loid’Ohm

‘La tension aux bornes d’un dipdle est proportionnelle a l'intensité du courant qui le traverse.

La loi d’Ohm relie I'intensité du courant [ et la tension U aux bornes d’un dipdle de résis-
tance R en régime continu. Elle est analogue a I’équation de la vitesse de réaction.
Pour la branche supérieure de la figure 3.2, on a pour la partie électrique :
Uac
I =——=0,Ux
1 R, 1Wac
ou [, est’intensité du courant traversant le dipole 1, et R, et o sont respectivement la résistance

et la conductance du dipdle 1; et pour la partie métabolique :

ou vy, F et K, sont respectivement la vitesse, 1’efficacité enzymatique et la constante d’équi-
libre pour la réaction 1.

La vitesse de la réaction est proportionnelle a I’écart a I’équilibre.
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b) Loi des neeuds

’Pour chaque neeud, la somme des intensités entrantes est égale a la somme des intensités sortantes.

Mathématiquement, la loi des nceuds s’écrit :

Y L= > I (3.8)

i€entrante jEsortante
Par exemple, pour le nceud A du circuit électrique de la figure 3.2, cela donne :

Ip=05L+1, (3.9)

A I’état stationnaire dans un réseau métabolique, la concentration en métabolites est constante,

ce qui donne par exemple pour le pool de métabolite X 4 de la figure 3.2 :

dX 4

_dt :JE—U1—U2:O (310)

ou Jg est la vitesse de production et v; et v, sont les vitesses de consommation de X4. On a
donc :
Jg = v + vy (3.11)

Ainsi, le flux métabolique se divise de la méme maniere que 1’intensité électrique.

Plus généralement, on peut écrire pour un pool de métabolites X :

S = Yy (3.12)

1€consommation de X j€Eproduction de X

ce qui est analogue a la loi des nceuds en électricité.

¢) Loi des mailles

| La somme des tensions dans une maille d’un circuit est nulle.

Pour le circuit électrique de la figure 3.2, cette loi s’écrit :

Uap+Upc +Uca =04 Usc =Uap + Upe (3.13)

Pour la boucle métabolique équivalente, les écarts a 1’équilibre analogues aux tensions U 4¢,
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Uap et Upc s’écrivent respectivement :

X,
A— CparE, : X, - 2L
K,
Xp
A— B E, : X4,——
par 2 K2
X
B — CparE; : Xp—2£
K
, . ) ) ) , ) e . Xc Xp
L’application directe de la loi des mailles au métabolisme s’écrirait : X 4 — 7 =X - A +
1 2

Xp— f{—j Cette égalité est vérifiée si les constantes d’équilibre sont égales a 1, ce qui n’est pas
réaliste, ou éventuellement sous d’autres conditions que je n’ai pas pu déterminer. Toutefois, on
peut observer que la loi des mailles est une application a 1’électricité de la loi de conservation
de I’énergie, loi qui, dans le cas du métabolisme, s’exprime par la condition de Wegscheider,
qui stipule que le produit des constantes d’équilibre d’un cycle fermé (réactions prises dans le
méme sens) sont égales a 1 [Ederer et Gilles 2007] (cela donne ici K1 = K3 K3). Malgré cette
correspondance, je ne sais pas si, et sous quelles conditions, la loi des mailles peut s’appliquer
au métabolisme. Comme nous le verrons, cette difficulté n’a pas empéché d’exploiter 1’analogie

pour répondre aux questions que nous nous posions.

3.2.5 Expression du flux en fonction de toutes les enzymes du réseau :

recherche de ’enzyme équivalente

L’ objectif est d’exprimer le flux métabolique en fonction des propriétés de 1’ensemble des en-
zymes du réseau, afin de pouvoir analyser I’évolution des concentrations d’enzymes lorsqu’il
y a sélection directionnelle sur le flux. Pour rechercher cette expression, j’ai utilisé 1’analo-
gie entre les réseaux métaboliques et les circuits électriques, en m’appuyant sur la notion de
résistance (ou de conductance) équivalente.

Un circuit constitué uniquement de dipdles de type résistance peut étre réduit théoriquement
a un seul dipdle, dont la résistance est une fonction de 1’ensemble des résistances du circuit.

L’inverse de cette résistance équivalente, notée [Rp, est la conductance équivalente :

_ L
- =

OF
En vertu de la loi d’Ohm, I’intensité globale du circuit est :
I =05U (3.14)

ou U est la tension aux bornes du circuit.

On voit qu’a une constante pres (U), la conductance équivalente correspond a ’intensité
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dans le circuit.

De la méme maniere, on peut définir dans un réseau métabolique une « enzyme équivalente »
d’efficacité F'p qui transformerait Xg en Xp selon une unique pseudo-réaction. Le flux dans le

réseau s’écrit alors :

J=Fg (XS — %) (3.15)
ou K'g la constante d’équilibre équivalente, qui ne dépend que des constantes d’équilibres indi-
viduelles.

A une constante pres (X s — %) , Iefficacité de I’enzyme équivalente correspond au flux
métabolique. :

Pour les circuits électriques comme pour les réseaux métaboliques, la question est donc :
comment exprimer la conductance équivalente (resp. I’efficacité de I’enzyme équivalente) en
fonction de la conductance de tous les dipdles (resp. I'efficacité de toutes les enzymes) du

réseau ? J’aborde cette question en considérant des circuits de plus en plus complexes.

a) Circuits en série

Dans les circuits en série, tous les dipdles sont placées les unes a la suite des autres. S’il y an

résistances, la résistance équivalente est :

Rp=) R (3.16)
i=1
donc la conductance équivalente est :
1
OB = %7 (3.17)

Pour n réactions enzymatiques successives, I’efficacité équivalente est (annexe C.1) :

1
Z i—1
j=1

L’homologie entre ces deux équations est évidente. La différence est simplement que I’efficacité

enzymatique est pondérée par le produit des constantes d’équilibre en amont de la réaction
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n
concernée. La constante d’équilibre équivalente est K = [[ K, et donc le flux est :
=1

Xg— ,;XP
[] Ki
J= 57— (3.19)
>
TEIK;
j=1

On retrouve bien ici la relation enzymes-flux (équation 1) pour une chaine métabolique linéaire

utilisée dans les chapitres 1 et 2.

b) Circuits en dérivation

Dans les circuits en dérivation, tous les dipdles sont en parallele et possedent la méme borne
d’entrée et la méme borne de sortie. La conductance équivalente pour n dipdles en dérivation

est:

op = Z o; (3.20)
=1

De la méme maniere, I’efficacité enzymatique équivalente pour n enzymes en parallele est

(annexe C.2) :

Fp = ZF (3.21)
=1

Les enzymes transformant un méme substrat en un méme produit, les réactions sont toutes

thermodynamiquement équivalentes, et donc la constante d’équilibre équivalente est :

et le flux s’écrit :

J = Z F (XS — %) (3.22)

=1

¢) Circuits mixtes

Les circuits mixtes sont des circuits électriques ne comportant que des dipdles en série et/ou en
dérivation. Quelle que soit leur topologie, ils peuvent €tre progressivement réduits en regroupant
de proche en proche les diverses résistances. On aboutit ainsi a une conductance équivalente
exprimable en fonction des conductances de I’ensemble du circuit a partir des équations 3.17
et 3.20. Il en est de méme pour I’efficacité enzymatique équivalente qui est exprimable a partir
des équations 3.18 et 3.21.
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FIGURE 3.3 — Exemple de circuit électrique mixte et son équivalent métabolique. Réseau métabo-
lique a gauche (en vert) et le circuit électrique mixte équivalent a droite (en bleu). Dans cet exemple, le
dipole 1 est en série avec une boucle de dérivation constituée des dipdles 2 et 3.

Considérons par exemple un circuit simple a trois dipoles possédant une boucle de déri-
vation, avec R; en entrée et R, et R3 en parallele (figure 3.3). Dans ce cas, en appliquant la
relation 3.20 a R, et Rg, puis la relation 3.17 entre R; et la résultante de la combinaison de Ry
et R3, on trouve facilement :

p= o2t os) (3.23)

o1+ 09+ 03
Pour un réseau métabolique de méme topologie, en appliquant de la méme maniere les rela-
tions 3.21 puis 3.18, I'efficacité enzymatique équivalente en fonction de I’efficacité des trois

enzymes sera :
1  R(F+ F)

i—i— 1 - /Ky + F>+ Fy
Fi o Ki(Fy+ F)

La encore, la seule différence entre les deux équations porte sur la présence d’une constante

Fp = (3.24)

d’équilibre.
Le flux est alors :

J_

- 3.25
Fi/Ki+ Fo+ F; ( )

S_K_E

Fi(Fy + F3) (X Xp>
ou Kp = K Ky = K, Kj3 puisque les réactions 2 et 3 sont thermodynamiquement équivalentes.

Un autre exemple de recherche d’enzyme équivalente est présenté en annexe C.3, pour un

réseau a cinq enzymes.

d) Circuits complexes

Dans le cas général, les circuits ne sont pas constitués que de dipdles en dérivation et en série.
Pour les réduire a un dipdle équivalent, il faut utiliser des méthodes plus sophistiquées, comme
la méthode des nodal potentials [Kagan 2015] ou encore la Delta-Y method, qui s’ appuie sur le
théoreme de Kennelly [Krim ef al. 2019].

Le plus simple des circuits de ce type est le pont de Wheatstone (Wheatstone bridge), qui

présente un dipdle reliant les deux branches d’une boucle de dérivation (figure 3.4). Kagan
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R R,
Al B
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&

FIGURE 3.4 — Pont de Wheatstone. En bleu a droite le circuit électrique, et en vert a gauche son pendant
métabolique. Les deux branches entre A et B sont reliées par le dipole Rs. Les résistances ne sont alors
ni en série, ni en dérivation, et le pont n’est pas réductible simplement.

[2015] démontre que la conductance équivalente s’écrit dans ce cas :

o — 0'10'2(0'3 —|— (o) —|— 0'5) —|— 090304 —|— 010305 + 0'40'5(0'1 + 09 + 0'3) (3 26)
E 0'3(0'1+O’2+0’4+0’5)+(0’1+O’2)(O'4+0'5) '

En utilisant son approche, j’ai montré que 1’efficacité enzymatique équivalente était (annexe C.4) :

B K3(Fs /Ky + Fy /Ky + Fs) + Fo FsFy + FyF3Fs K3 + FyFs K3 (Fy /Ky + Fy + F)

P —
b F3(FV /Ky + Fo + FuK3/ Ky + F5K3) + K3(Fy /Ky + Fy)(Fy/ Ky + F5) 3.27)

A noter qu’ici le potentiel électrique au point 4 est supposé nul. Il en est alors de méme pour

X4, ce qui ne me permet pas de déterminer une constante d’équilibre équivalente.

e) Cas général

Nous avons vu que, quelle que soit leur complexité, les circuits comme les réseaux métaboliques
peuvent étre progressivement réduits, ce qui permet d’obtenir une expression de la conduc-
tance équivalente (resp. de I’efficacité équivalente pour les réseaux métaboliques) en fonction
de toutes les conductances (resp. de toutes les efficacités enzymatiques). A une constante pres,
on a donc une expression de I’intensité (resp. du flux) en fonction de tous les parametres du

systeme.

Mais cette approche est laborieuse et doit étre adaptée a topologie. Une piste intéressante
pour sa généralisation peut la encore s’appuyer sur les travaux de Kagan [2015]. Celui-ci a

montré qu’un réseau de résistances de topologie quelconque possédant n nceuds (n > 2) pouvait
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étre représenté a 1I’aide d’une matrice de conductances . :

C1 —01,2 —013 —014 ... —O1pn
—02,1 Co —023 —024 ... —0O2p
= —031 —032 C3 —034 ... —O03n (328)
—Op1 —0Op2 —0np3 —Op4 ... Cn

n

ol o;; est la conductance entre les nceuds ¢ et j, et ol ¢; = ) 0;;. Lorsque les nceuds ¢ et j
iz
1=

ne sont pas reliés, on a 0;; = 0. En appliquant la loi des nceuds a chaque neceud 4, et grace a la

propriété d’anti-symétrie des intensités ([;; = —1;;), Kagan [2015] a montré que la conductance
équivalente était :
detX’
g =
P dety

ou detY’ est le déterminant de la sous-matrice supérieure gauche (n — 1) x (n — 1) de X et out
detX” est la sous-matrice inférieure droite (n — 2) x (n — 2) de ¥'. Pour appliquer cette relation
aux réseaux métaboliques, il reste a introduire dans I’expression les constantes d’équilibre.
Je n’ai pas eu le temps de m’y atteler, mais je crains que ce soit un travail particulicrement

laborieux.

Quoi qu’il en soit, on voit que pour tout réseau métabolique, on peut exprimer 1’efficacité
enzymatique équivalente, donc le flux a une constante pres, en fonction des efficacités de toutes
les enzymes en utilisant les lois de I’électricité, mé€me si les constantes d’équilibre compliquent

les équations.

3.2.6 Relation entre ’intensité électrique d’un circuit et la conductance

d’une résistance particuliere

Comme nous 1’avons vu en introduction dans le cadre de la TCM, la relation entre le flux
et efficacité d’une enzyme donnée, et plus précisément sa concentration, est une hyperbole
croissante avec asymptote horizontale (équation 2 et figure 6). Qu’en est-il dans un réseau mé-
tabolique de complexité quelconque ? Intuitivement, on peut s’attendre au méme type de com-
portement : a mesure que I’efficacité d’une enzyme augmente, le flux va s’accroitre de moins
en moins vite pour finalement plafonner, car il est limité par I’efficacité de toutes les autres

enzymes du systeme. Comme I’efficacité de I’enzyme équivalente correspond au flux métabo-

N S Xp\ oo . (o

lique a une constante pres | Xg — . ) je m’appuierai sur les développements précédents
E

pour savoir si la concavité avec la présence d’un plateau sont valides dans le cas général.
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a) Circuits en série

A partir de I’équation 3.18, la relation entre 1’efficacité d’une enzyme particuliere (F) et I’effi-

cacité de I’enzyme équivalente (Fz) s’écrit :

1
Fp=— — (3.29)

k—1 +z—z:1 i—1
et :

J

C’est donc une hyperbole ascendante d’asymptote horizontale (figure 3.5A) :

1
Fhm FE:FEmax: oy 1
E—>+00
L
ik F; 1] K;
j=1

On retrouve bien 1’un des résultats majeurs de la TCM, a savoir la relation hyperbolique entre le
flux et I’efficacité enzymatique. Notons que si I’une des enzymes a une efficacité nulle, le flux

est également nul.
b) Circuits en dérivation
A partir de I’équation 3.21, la relation entre 1’efficacité d’une enzyme particuliere (F) et I’effi-

cacité de I’enzyme équivalente (F'g) s’écrit :

Fp=F,+Y F (3.30)
i

Cette relation est donc linéaire (figure 3.5B), avec un minimum 2 :

lim FE:FEmm :zn:E

Fka(]
=1
itk

Dans ce cas, méme si I’une des enzymes est inactivée, le flux n’est pas nul.

¢) Circuits mixtes

Dans un circuit mixte, la relation entre la conductance du dipdle d’intérét et la conductance

équivalente ne peut étre que de deux types :

* Linéaire lorsque le dipdle d’intérét relie directement les bornes d’entrée et de sortie du

circuit (équation 3.20);
* Hyperbolique dans tous les autres cas (équation 3.17).
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E,min

0 > Fk
A Circuit en série B Circuit en dérivation
FE eq
r A we A
_FF b/dJ
F|/K|+Fx >
> F, > o,
C Circuit mixte D Pont de Wheatstone

FIGURE 3.5 — Relation entre ’efficacité d’une enzyme quelconque du réseau et I’efficacité de I’en-
zyme équivalente, les autres étant fixées. (A) Dans le circuit en série, I’asymptote dépend des efficacités
des autres enzymes non variables. (B) Dans le circuit en dérivation, ou toutes les enzymes sont en pa-
rallele, la relation est linéaire, et le minimum dépend des efficacités des autres enzymes. (C) Dans le
circuit mixte, ’enzyme 1 est a I’entrée du réseau, et les enzymes 2 et 3 sont en parallele. Lorsque F5 est
variable, le maximum est contraint par F} (enzyme en série) et le minimum par Fj et F3 (le flux pouvant
passer par E3). (D) Dans le cas du pont de Wheatstone, la valeur de I’asymptote a/c et du minimum b/d
dépendent aussi des efficacités des enzymes non variables.
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Il en est de méme pour la relation entre I’efficacité d’une enzyme et I’ efficacité enzymatique
équivalente (équations 3.18 et 3.21). Cela peut s’illustrer a partir du réseau métabolique de la
figure 3.3 : quelle que soit I’enzyme variable on aura une relation hyperbolique avec le flux
(figure 3.5C). Si I’enzyme variable est E;, ’asymptote est K;(F; + F3), et si c’est E; ou Eg,
I’asymptote est Fj.

d) Circuits complexes

Dans le cas du pont de Wheatstone, la relation entre une conductance particuliere et 1’intensité
a travers le circuit peut étre déduite directement de I’équation 3.26. En fonction d’une conduc-

tance o; quelconque, elle s’écrit :

aoc; +b

3.31
co; +d ( )

op(o;) =
ou a, b, c, et d sont des constantes qui dépendent des autres conductances du circuit, considérées
comme fixes. Cette expression est le quotient de deux fonctions affines, et comme c est non nul
quel que soit o;, ¢’est I’équation d’une hyperbole®. M. Petrizzelli a montré que cette hyperbole
était monotone croissante (démonstration en annexe C.5, reproduite avec son autorisation). La
courbe est comprise entre les deux limites (figure 3.5D) :
lim o =b/d et lim op=a/c
o;—0 0;—>+00
On peut noter que dans le cas trés particulier ol 0105 = 0204, la conductance équivalente

est constante par rapport a o3, ce qui signifie que o3 n’a pas d’impact sur I’intensité globale.

e) Cas général

Dans le cas général, I’expression qui relie la conductance équivalente o a une conductance

particuliere o;; entre deux neceuds 7 et j quelconques [annexe A dans Kagan 2015] :

B AO‘Z']'—FB

~ Coy+ D (532
j

OF
ou A, B, C et D sont des constantes qui dépendent des conductances de I’ensemble du circuit
autres que o;;. Cette expression a la méme forme que celle du pont de Wheatstone (équation
3.31). On a donc également une relation hyperbolique, les limites de 1’hyperbole étant :

limOUE:B/D et lim og=A/C
g;—>

o;—+00

2Une fonction homographique f(x) = (ax + b)/(cz + d) est le quotient de deux fonctions affines. Elle est
hyperbolique croissante si ad — c¢b > 0 et ¢ # 0. Si ¢ = 0, alors la fonction est affine, et si ad — bec = 0, alors elle
est constante.
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Cette hyperbole est également croissante, comme M. Petrizzelli I’a montré récemment (démons-
tration en annexe C.5). Notons que dans les cas tres particuliers ou C' serait nul, la relation serait
linéaire, et avec AD — BC' = 0, la relation serait constante. Ces cas sont trés peu probables, et
d’ailleurs n’ont jamais été rencontrés dans les simulations de circuits de topologies tres diverses
que nous avons faites avec LTSpice®?, qui ont toujours montré des hyperboles croissantes avec
asymptote horizontale.

La transposition des circuits électriques aux réseaux métaboliques laisse donc penser que,
quelle que soit la topologie des réseaux, et méme si dans le cas général les constantes d’équi-
libre n’ont pas été prises en compte, la relation entre le flux et la concentration/activité d’une
enzyme donnée est toujours une fonction concave croissante bornée (a quelques exceptions tres

particulieres pres).

3.2.7 Discussion

Dans le métabolisme comme dans 1’électricité, il y a un flux d’énergie (matiere ou électrons)
plus ou moins rapide selon les composants (résistances ou enzymes). Dans le cas des chaines
métaboliques linéaires, on sait comment relier le flux aux propriétés de toutes les enzymes de la
voie. Lorsque I’on a affaire a des réseaux, 1I’expression explicite de cette relation se heurte a la
complexité des modeles. J’ai donc utilisé 1I’analogie avec les circuits électriques pour répondre
a la question, en assimilant la conductance des résistances a I’efficacité enzymatique et le flux a
I’intensité du courant, et en m’appuyant sur la notion de conductance équivalente. J’ai ainsi pu

mettre en évidence I’homologie entre les équations.

a) Hypotheses et difficultés de I’analogie

Nous I’avons vu tout au long de ce travail, I’analogie métabolisme-électricité repose sur un
certain nombre d’hypotheses, que je vais ici expliciter.

Tout d’abord, les réactions sont considérées comme uni-moléculaires, c’est-a-dire avec un
seul substrat et un seul produit par réaction, pour simplifier 1’écriture de 1’équation de vitesse
et faciliter les développements mathématiques. C’est une hypothese forte, car la plupart des ré-
actions cellulaires impliquent plusieurs réactifs et produits. Biologiquement, les réactions uni-
moléculaires peuvent correspondre a divers cas de figure : modification d’une protéine par ajout,
transformation ou suppression d’un groupe chimique, ajout séquentiel de monomeres a des ma-
cromolécules, ou encore un transfert de molécules par des transporteurs. On peut également
considérer des enzymes michaeliennes en ignorant les co-facteurs de type NADP souvent pré-
sents en grande quantité.

Ensuite, la cinétique enzymatique correspond a celle d’une enzyme michaelienne loin de

la saturation catalysant une réaction réversible. Il existe divers types de cinétique enzyma-

N

3Logiciel libre téléchargeable a D'adresse : https://www.analog.com/en/design-center/
design-tools—and-calculators/ltspice-simulator.html
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tique [Saa et Nielsen 2017], et en général les équations de vitesse associées se décomposent
en quatre parties : la concentration de I’enzyme, une partie purement cinétique avec les pro-
priétés de I’enzyme, une partie thermodynamique (« moteur » de la réaction) et une partie
régulation de I’activité enzymatique [Liebermeister e al. 2010]. Ces cinétiques me semblent
valides pour I’analogie tant que 1’on peut isoler la partie thermodynamique de la réaction (c’est-
a-dire Xg — Xp/Kq) a condition bien siir que ces cinétiques correspondent a des réactions
uni-moléculaires. Cependant, ces autres cinétiques prennent en général en compte des métabo-
lites intermédiaires, par exemple a travers les régulations allostériques, ce qui complexifie le
modele.

Le systeme est supposé a 1’état stationnaire, c’est-a-dire que les vitesses des réactions et les
concentrations en métabolites sont constantes. Cet état est dynamique : il y a autant de métabo-
lites consommés que de métabolites produits, sinon il y aurait une surcharge ou un épuisement
du métabolite si les deux vitesses (entrante et sortante) étaient différentes. L’hypothese d’état
stationnaire, qui facilite énormément les analyses et qui est couramment utilisée en chimie et
en biologie cellulaire, semble valable sur des durées assez longues a 1’échelle de la vitesse des
réactions métaboliques.

Enfin on considére un milieu ouvert, c’est-a-dire que le substrat du réseau métabolique est
constamment ajouté et son produit constamment retirée, permettant de maintenir un état station-
naire. En effet, si on considere un milieu fermé, c’est-a-dire sans ajout ou retrait de composé
chimique, les réactions chimiques iraient naturellement a 1’équilibre, et la vitesse de réaction
serait alors nulle quel que soit le point du réseau considéré. En électricité, ce milieu ouvert, avec
un substrat et un produit constants, correspond a un générateur de tension.

Toutes ces hypotheses sont les mémes que celles utilisées dans le développement de la
relation enzymes-flux des chapitres précédents, qui a donné un modele de la relation génotype-

phénotype particulicrement fécond.

b) Interprétation énergétique de la constante d’équilibre

Tout comme la différence d’énergie entre un point A et un point B dans un circuit électrique
met en mouvement les électrons, modélisée par la différence de potentiels €lectriques, c’est
la différence d’énergie entre les différentes especes chimiques qui constituent le moteur de la
réaction, modélisée par 1’écart a 1’équilibre. Quel que soit le systeme considéré, 1’énergie tend
a s’homogénéiser.

La constante d’équilibre représente la répartition des composés chimiques a I’état d’énergie
minimal, qui est I’état d’équilibre. Elle exprime le fait que les composés chimiques posseédent
des potentiels chimiques différents. Cette notion n’existe donc pas en électricité, car tous les
électrons possedent la méme énergie.

L’analogie stricte entre métabolisme et électricité correspondrait donc a des constantes
d’équilibre toutes égales a 1. Une attention particuliere doit donc étre portée aux constantes

d’équilibre, car elles vont modifier le calcul des efficacités équivalentes.
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c¢) Comparaison avec la TKM

Le formalisme présenté dans ce chapitre est proche de celui de la Thermodynamic-Kinetic Mo-

deling (TKM) développé par Ederer et Gilles [2007], mais il difféere sur quelques aspects.

Tout d’abord, nos objectifs sont différents. La TKM a pour objectif de mettre en valeur la
thermodynamique dans les grands réseaux métaboliques, souvent oubliée lors de 1’étude de leur
cinétique. Mon but est plus limité : je souhaite simplement relier explicitement les propriétés
enzymatiques au flux métabolique d’un réseau quelconque, afin de pouvoir étudier analytique-

ment leur évolution.

Notre cadre de travail est similaire d’un point de vue thermodynamique. Nos modeles se
basent tous deux sur les concentrations en métabolites, et dans les deux cas c’est 1’écart a
I’équilibre des concentrations qui constitue le moteur de la réaction. J utilise cependant des
hypotheses plus restrictives pour la partie cinétique, notamment I’unimolécularité des réactions

et la cinétique des enzymes michaeliennes.

Cependant, nos formalismes sont différents. Dans la TKM, les charges électriques ¢ sont
analogues aux concentrations en métabolites et les potentiels électriques aux potentiels chi-
miques. En effet, I’intensité est un débit de charges électriques (I = dg/dt), et la vitesse de
réaction est une vitesse de consommation de substrat S et de formation de produit P (v =
dP/dt = —dS/dt). Cependant, les charges électriques transportent 1’énergie, et les métabolites
constituent des pools d’énergie, qui est transmise via les réactions chimiques. De plus, les por-
teurs d’énergie (charges et métabolites) sont reli€s différemment a leur potentiel d’énergie selon
le systeéme considéré. En électricité, le potentiel dépend des champs électriques et du placement
dans le réseau, et en chimie, il est inhérent au métabolite considéré. Ederer et Gilles [2008] sug-
gerent que les métabolites sont des condensateurs dans la TKM : ils considerent les métabolites
comme des « stocks » d’énergie chimique, tout comme un condensateur stocke 1’énergie élec-
trique. En effet, dans la TKM, les capacités (grandeur propre aux condensateurs) sont directe-
ment reliées au potentiel chimique standard qui représente en quelque sorte 1’énergie intrinseque
des composés chimiques servant habituellement a définir la constante d’équilibre. Comme les
concentrations et potentiels chimiques sont liés et propres au métabolite considéré, tandis que
les potentiels et les charges électriques sont indépendants, il me semblait plus pertinent de faire
I’analogie entre concentrations et potentiels électriques pour simplifier les équations, tout en
ignorant les charges €lectriques. L’intensité et la vitesse de réaction sont ainsi assimilées a des

flux d’énergie, et les métabolites constituent alors les nceuds du réseau.

Dans les deux formalismes, le lien entre thermodynamique et cinétique est constitué par la
« résistance ». Cependant, nos définitions mathématiques pour la résistance métabolique sont
différentes, de méme que sa dimension. Dans I’approche que j’utilise, on compare directement
la cinétique enzymatique avec la loi d’Ohm et on fait I’analogie entre conductance et efficacité
enzymatique (en s~1). De son coté, la TKM part de la définition du potentiel chimique pour

écrire la partie thermodynamique et développer la notion de « force thermocinétique », analogue
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a la tension €lectrique. En divisant cette force par la vitesse de réaction, écrite indépendamment,
on obtient la résistance thermocinétique de la réaction (en mol~!.m?.s). Grice au concept de
« force thermocinétique » qui ne prend pas en compte directement les constantes d’équilibre, le
formalisme de la TKM pourrait étre utile, notamment pour traiter le cas général de la relation
entre un flux et I’ensemble des parametres d’un systeme. Cependant la recherche de la résistance

thermocinétique dans le cas des enzymes m’a semblé trop complexe pour pouvoir étre exploitée.

d) Analogies impliquant des flux d’énergie

Les analogies impliquant des flux d’énergie sont assez communes dans la bibliographie. No-
tamment, les analogies d’impédance [Olson 1958], parfois appelées « formalisme de la ther-
modynamique en réseaux » [Rumelhard 1988], se basent sur la distinction courant/force, et
possedent toujours trois parties : une partie « moteur », une partie « cinétique » et une partie
« résistance » ou « vecteur d’énergie ». Le tableau 3.2 présente les équivalences entre différents

systemes (€lectrique, métabolique, hydraulique).

TABLE 3.2 — Flux d’énergie : analogies entre différents systemes. Le tableau présente 1’analogie entre
métabolisme, électricité et hydraulique. On pourrait y ajouter les systémes mécanique, acoustique et
thermique, voire économique. Dans 1’annexe C.6 j’utilise une métaphore avec une chaine de production,
que j’ai proposée a des fins de vulgarisation scientifique.

Systéme Electrique Métabolique Hydraulique

Quantité Charges électriques ¢ | Matiere Volume de fluide

Cinétique Intensité 1 Flux métabolique J Débit Q

Energie Potentiel électrique V' | Potentiel chimique p Charge

« Moteur » Tension U Ecart a I’équilibre Différence de

charge/pression statique

Vecteur d’énergie | Résistance R Réaction chimique (+ cataly- | Caractéristiques de perte de
seur) liée aux constantes ci- | charge (section, longueur...)
nétiques k

Ajout d’énergie | Générateur électrique | Ajout substrat/retrait produit | Pompe

3.3 Perspectives

Grace a la relation entre le flux et I’ensemble des efficacités enzymatiques d’un réseau, on pour-
rait déterminer I’effet sur le flux d’'une mutation affectant une enzyme quelconque du réseau.
Cela permettrait d’étudier I’évolution des enzymes sous sélection pour augmenter le flux dans
le cas général. Comme 1’équation de I’efficacité enzymatique équivalente dépend de 1’agen-
cement des réactions, on peut supposer que I’équilibre évolutif des concentrations d’enzymes
sera directement influencé par la topologie du réseau. L’étude de I’évolution de réseaux simples

(voir ci-dessous les résultats préliminaires pour un réseau ne comprenant que des enzymes en
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parallele) permettrait d’extrapoler a des réseaux plus complexes.

Par ailleurs, nous avons montré que la relation entre n’importe quelle conductance et 1’in-
tensité du courant a travers un circuit se présentait sous forme d’une courbe de saturation, quelle
que soit la complexité du réseau. La cellule est un réseau de réseaux (de régulation de geénes, de
signalisation, d’interactions protéiques, etc.), au sein duquel des relations concaves avec plateau
semblent communes, a tous les niveaux d’organisation, de la transcription a la fitness [Fiévet
et al. 2018; Kemble er al. 2019]. Au-dela des nombreux processus qui engendrent des non-
linéarités locales, cette concavité pourrait étre une propriété globale des réseaux, des lors qu’il
y a transfert d’énergie. L’analogie avec les circuits électriques pourrait donc, au moins qualita-
tivement, &tre valable a d’autres niveaux d’organisation biologique que celui du métabolisme,
ce qui permettrait d’utiliser la relation entre conductances et intensité dans un circuit constitué
uniquement de résistances comme modele de la relation génotype-phénotype.

Enfin, ’analogie métabolisme-électricité que je développe me semble avoir une portée pé-
dagogique, par exemple pour faire comprendre le réle des constantes d’équilibre, et notamment

leur role dans la pondération de 1’énergie par rapport a 1’électricité.
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Résultats préliminaires sur I’évolution d’enzymes en paralléle

Nous avons étudié I’évolution des concentrations d’enzymes dans le cas d’une chaine métabo-
lique linéaire, c’est-a-dire lorsque les réactions sont successives. Un deuxieme type de réseau
simple est le cas ol toutes les enzymes sont placées en parallele (par exemple des isoenzymes
catalysant la méme réaction). En utilisant les résultats de 1’analogie métabolisme-électricité
(équations 3.15 et 3.21), le flux s’écrit, en dissociant ici concentrations et parametres cinétiques

des enzymes :

- kca %
J=Y Kl\: Ei(Xo — Xn/Keg) (3.33)
=1

ou X, et X,, sont respectivement les concentrations du substrat et du produit de la réaction, K
est la constante d’équilibre de la réaction, k., ; est la constante de catalyse, Ky, la constante
de Michaelis-Menten et E; la concentration de I’enzyme . L’activité A; de I’enzyme ¢ est ici
définie par Kcai/ K, -

En cas d’indépendance entre toutes les enzymes, les concentrations relatives a 1’équilibre
sont proportionnelles aux activités (annexe D) :
_ 4
T n

> Ak

k=1

*
€j

(3.34)

C’est intuitivement logique : plus une enzyme est active, plus il est avantageux qu’elle soit
abondante. Les simulations sur un réseau a trois enzymes montrent que les concentrations rela-
tives convergent bien vers 1’équilibre théorique (figure 3.6A). Comme il n’y a pas de contrainte,

les concentrations absolues d’enzymes et le flux augmentent indéfiniment (figure 3.6B).

En cas de compétition entre toutes les enzymes, la concentration totale d’enzymes est fixée
et le flux est limité (figure 3.6D). L’équilibre des concentrations relatives ne peut pas étre trouvé
analytiquement (annexe D). Dans les simulations, on voit que les enzymes a faible activité vont
progressivement disparaitre au profit de I’enzyme dont I’activité est la plus élevée (figure 3.6C).
Ce comportement est logique : par analogie avec ’électricité, la matiere passe par le chemin
avec le moins de résistance, et donc par I’enzyme a I’activité la plus élevée. Si les activités
peuvent aussi muter, I’enzyme la plus active peut changer, si bien que la sélection ne privilégiera

pas toujours la méme enzyme. Ainsi plusieurs enzymes pourront continuer a co-exister.

Différentes enzymes catalysant une méme réaction en parallele correspondent en général a
des isoenzymes, produits plus ou moins différents de genes dupliqués. A terme, les isoenzymes

peuvent conduire a des phénomenes de sous-fonctionnalisation.
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FIGURE 3.6 — Simulation de I’évolution des concentrations de trois enzymes catalysant la méme
réaction en parallele. (A et B) Indépendance entre toutes les enzymes. (C et D) Compétition entre toutes
les enzymes. (A) Trajectoires évolutives en cas d’indépendance des concentrations relatives e, ez et es
représentées a I’aide d’un diagramme triangulaire pour dix simulations (une couleur par simulation) avec
différentes concentrations initiales (carrés colorés). Les concentrations relatives d’enzyme convergent
vers 1’équilibre théorique (losange blanc). (C) Mé&me représentation qu’en A pour le cas compétition
entre toutes les enzymes. Les enzymes 1 et 2 disparaissent progressivement au profit de I’enzyme 3 qui
a I"activité kcur/Km la plus élevée (losange blanc). (B et D) Evolution du flux au cours du temps pour
les simulations présentées en figures A et C respectivement. Valeurs des parametres : X = 1, A1 = 1,
Ag =10, A3 = 30, EY . = 100, N = 1 000.
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Glossaire des symboles mathématiques

Symboles mathématiques utilisés dans I’analogie

o Conductance électrique d’un dipdle. La conductance est définie comme I’inverse de la résis-
tance : 0 = 1/R.

or Conductance électrique équivalente d’un circuit électrique.
E; Concentration de I’enzyme ¢

F Efficacité enzymatique d’une enzyme qui catalyserait une réaction chimique équivalente a
un réseau métabolique quelconque, dite efficacité enzymatique équivalente.

F; Efficacité enzymatique de I’enzyme i; F; = E;kcai/ Kwm,

I; Intensité du courant traversant le dipOle .

J Flux métabolique.

Ky, Constante de Michaelis-Menten de I’enzyme 4, représentant son affinité pour son substrat.

K Constante d’équilibre d’une réaction chimique équivalente a un réseau métabolique quel-
conque, dite constante d’équilibre équivalente.

K; Constante d’équilibre de la réaction chimique ¢. Lorsqu’on considere une réaction quel-
conque, peut s’écrire K.

RpE Résistance électrique équivalente d’un circuit électrique.

R; Résistance électrique du dipdle :.

Uap Tension entre les points A et B d’un circuit.

V4 Potentiel électrique en un point A.

X 4 Concentration du métabolite A, réactif ou produit d’une réaction.
Xp Concentration en produit d’une réaction chimique.

X Concentration en substrat/réactif d’une réaction chimique.

kcat; Constante de catalyse de I’enzyme 1.

v; Vitesse de la réaction chimique 7.
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Thermodynamique et cinétique chimiques
Liste des symboles mathématiques utilisés dans la section 3.2.2.
A,G [Thermodynamique] Enthalpie libre de réaction, ou énergie libre de Gibbs

K, [Cinétique] Constante de Michaelis reverse, représentant I’affinité de I’enzyme pour son
produit.

Ky [Cinétique] Constante de Michaelis forward, représentant 1’affinité de 1’enzyme pour son
substrat.

K¢y [Thermodynamique] Constante d’équilibre d’une réaction chimique.
@: [Thermodynamique] Quotient de réaction

R [Thermodynamique] Constante des gaz parfaits

T [Thermodynamique] Température

[E] [Cinétique] Concentration d’une enzyme.

[P] [Cinétique] Concentration en produit d’un réaction chimique.

[S] [Cinétique] Concentration en substrat/réactif d’un réaction chimique.
a; [Thermodynamique] Activité chimique du constituant chimique :.

k™ [Cinétique] Coefficient de vitesse de la réaction forward.

k= [Cinétique] Coefficient de vitesse de la réaction reverse.

kear [Cinétique] Constante de catalyse

v [Cinétique] Vitesse d’une réaction chimique; v = v™ — v™.

v [Cinétique] Vitesse de réaction dans le sens forward, des réactifs vers les produits.

v~ [Cinétique] Vitesse de réaction dans le sens reverse, des produits vers les réactifs.

v; Nombre stoechiométrique du constituant chimique ¢. Vaut 1 si ¢’est un produit et -1 si c’est
un réactif.

1; [Thermodynamique] Potentiel chimique du constituant chimique .

1; [Thermodynamique] Potentiel chimique du constituant chimique ¢ a 1’état standard.
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Conclusions et perspectives

La question de la relation génotype-phénotype est centrale en sciences de 1’évolution, car si les
mutations apparaissent au niveau du génotype, c’est sur les phénotypes que porte la sélection.
Mais la complexité de cette relation est telle qu’elle impose le recours a des modeles. Dans
cette these j’ai choisi comme modele de la relation GP la relation enzymes-flux, développée
notamment dans le cadre de la théorie du contréle métabolique [Kacser ef al. 1995], qui avait
déja permis de rendre compte de divers effets génétiques, comme la dominance, 1’épistasie et
I’hétérosis, ou d’éclairer des processus évolutifs comme la neutralité sélective. Dans la conti-
nuité de ces travaux, j’ai combiné la théorie du contr6le métabolique avec un modele de dy-
namique adaptative pour étudier analytiquement 1’évolution des concentrations d’enzymes (le
« génotype ») lorsqu’il y a sélection sur le flux (le phénotype). J’ai considéré que les concen-
trations d’enzymes pouvaient soit varier indépendamment, soit étre dépendantes en raison de
deux contraintes, la compétition pour les ressources (la concentration totale d’enzymes qu’une
cellule peut allouer a une voie métabolique donnée est nécessairement limitée) et/ou des co-
régulations.

Le modele d’évolution utilisé est un compromis entre réalité biologique et simplicité ma-
thématique. Malgré les hypotheses restrictives faites (discutées dans les chapitres 1 a 3), je
pense que plusieurs résultats ont une portée assez générale. J’ai d’abord montré que, quelles
que soient les contraintes, les concentrations d’enzymes atteignaient un équilibre, y compris
lorsque les enzymes sont réparties en groupes de co-régulation, et que les tailles des zones de
neutralité sélective autour de ces équilibres différaient selon I’enzyme considérée.

J’ai aussi montré que les contraintes imposées limitaient les possibilités d’évolution, par di-
minution du nombre de facteurs pouvant varier indépendamment. Les trade-off entre concentra-
tions limitent notamment I’augmentation des concentrations des enzymes concernées, ce qui li-
mite le flux, et a mesure que le flux se rapproche de sa valeur maximum, la pression de sélection
diminue et les concentrations des autres enzymes tendent vers un plateau. Les co-régulations
négatives ont donc un cofit, en ce sens qu’elles limitent le flux, mais ce colit peut étre compensé
par des avantages physiologiques (allocation des ressources a d’autres voies, limitation de la
concentration de métabolites toxiques, etc.).

Enfin, lorsqu’il y a des co-régulations, les états d’équilibres sont sensibles aux conditions
initiales, ce qui rend imprévisible le résultat de la sélection si ces conditions initiales ne sont

pas connues. La trajectoire évolutive d’une population est donc en partie déterminée par son
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histoire, si bien que dans des conditions naturelles, il pourrait étre difficile de faire la part entre
sélection et dérive pour rendre compte d’un polymorphisme naturel.

Dans le systeme différentiel d’évolution des concentrations d’enzymes, nous avons utilisé
des espérances et nous avons négligé les mutations déléteres. Les équilibres évolutifs recherchés
sont donc totalement déterministes. Mais dans les simulations faites pour vérifier les résultats,
ou nous n’avons pas négligé les mutations déléteres, on observe toujours des fluctuations autour
des équilibres, d’autant plus grandes que la taille de la population est faible. Ces fluctuations
révelent le processus de mutation-sélection-dérive, ou les mutations défavorables se fixent par
dérive et ou les mutations avantageuses sont sélectionnées, ramenant la population vers 1’équi-
libre. Les autres sources d’aléa dans les simulations se situent dans la taille des mutations et
dans I’enzyme ciblée par la mutation, ce qui affecte également la probabilité de fixation et donc
la dérive. Il faut noter que si la dérive éloigne de I’optimum, elle peut aussi permettre aux po-
pulations de franchir les vallées de fitness (la shifting-balance theory, Wright [1932]; Whitlock
et Phillips [2000]). Enfin nous n’avons pas tenu compte d’une autre source d’aléa, I’environne-
ment, qui fait qu’a un méme génotype peuvent correspondre des phénotypes différents. Ainsi,
les étres vivants sont fonctionnels, mais pas forcément optimums, car soumis au hasard des mu-

tations, de la dérive, de I’environnement et de 1’histoire évolutive.

Afin d’élargir les résultats aux réseaux métaboliques tout en gardant un formalisme proche
de celui des chaines métaboliques linéaires, j’ai choisi de creuser la piste de I’analogie entre
les réseaux métaboliques et les circuits électriques. Les deux types de réseaux reposent en effet
sur le méme principe de flux engendré par une différence d’énergie. Sous réserve des limites
de cette analogie, que j’ai analysées en comparant les deux formalismes, j’ai montré comment
relier analytiquement le flux aux propriétés des enzymes du réseau, quelle que soit sa topologie,
et montré que la relation entre une enzyme et le flux était, sauf cas tres particuliers, une courbe
de saturation. Faute de temps je n’ai malheureusement pas pu exploiter ce modele « électrique »

pour étudier 1’évolution des enzymes d’un réseau.
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Perspectives

Le travail présenté dans cette these peut étre prolongé dans différentes directions.

a) Etudier I’effet de mutations affectant les parameétres cinétiques et les coefficients de

co-régulation

Ce que nous avons appelé pseudo-activité A; d’une enzyme j est un parametre composite qui
regroupe les parametres cinétiques de 1’enzyme (I’activité enzymatique kcq j/ Kn;, que les mu-
tations peuvent affecter) et le produit des constantes d’équilibre des réactions en amont de
I’enzyme considérée (K;_;, parametre thermodynamique constant). Les pseudo-activités dé-
terminent la forme du paysage adaptatif et les équilibres évolutifs. En cas de compétition pour
les ressources, elles déterminent le flux maximum et la courbure du dome, et donc les tailles
des zones de neutralité sélective. Toutefois, les équilibres évolutifs ne dépendent pas toujours
des pseudo-activités : dans le cas ou toutes les enzymes sont co-régulées positivement, seuls les
coefficients de co-régulation déterminent 1’équilibre théorique.

Une forte pseudo-activité peut signifier une enzyme avec un fort turnover et/ou une grande
affinité pour le substrat et/ou une contribution forte des constantes d’équilibre dans le sens de
la production du substrat de I’enzyme. Dans 1’expression du flux, les pseudo-activités jouent
un role symétrique de celui des concentrations d’enzymes. Dans ce travail nous n’avons consi-
déré que I’évolution des concentrations, car elles sont susceptibles d’€tre soumises a beaucoup
plus de mutations que les parametres cinétiques (voir discussion du premier article, chapitre 1).
Un modele d’évolution symétrique, dans lequel seules les parametres cinétiques seraient sus-
ceptibles d’étre modifiés par les mutations, les concentrations restant constantes, pourrait étre
étudié, dans I’esprit des travaux de Heckmann ez a/. [2018]. Un tel modele n’aurait de sens qu’en
cas d’indépendance entre enzymes, puisqu’on imagine mal des compétitions ou co-régulations
entre parametres cinétiques d’enzymes différentes. Par analogie avec 1’expression de 1’équilibre
théorique des concentrations relatives, I’efficacité enzymatique relative a 1’équilibre serait in-
versement proportionnelle au produit de deux termes : la concentration de I’enzyme et le produit
des constantes d’équilibre en amont de I’enzyme considéré, soit mathématiquement £, K;_;.

Enfin, un modele plus complet pourrait aussi impliquer des mutations sur les coefficients de
co-régulation, avec les conséquences évolutives que j’ai évoquées dans la discussion complé-

mentaire du chapitre 1.

b) Faire évoluer les enzymes d’un réseau métabolique de topologie quelconque

Grace a I’analogie métabolisme-électricité, il est possible de relier le flux a toutes les propriétés
enzymatiques d’un réseau de complexité quelconque. Une recherche analytique des équilibres
évolutifs est hors de portée, mais des simulations sur divers types de réseaux élémentaires per-

mettraient de d’étudier I’'influence de la topologie sur les équilibres, comme j’ai commencé a le
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faire pour un réseau ne contenant que des enzymes en parallele (page 139).

¢) Vérifier la validité des prédictions par une méta-analyse de la bibliographie

Une méta-analyse de la bibliographie permettrait de vérifier la validité des prédictions. L’ utili-
sation de bases de données comme BRENDA (enzymologie, Schomburg ef al. [2002]; Chang
et al. [2009]), KEGG (voies métaboliques, Kanehisa er al. [2002]), eQuilibrator (constantes
d’équilibre, Flamholz et al. [2012]), couplées a des données de protéomique ou éventuellement
d’expression des genes, permettrait de récupérer des valeurs de parametres enzymatiques, de
constantes d’équilibre de réaction et de concentrations des enzymes selon les différentes voies
métaboliques. Ces données permettraient de valider les équilibres évolutifs prédits et de déter-
miner éventuellement quel type de contraintes s’applique a telle voie. Toutefois, la recherche
des coefficients de co-régulation, et surtout des concentrations initiales, seront probablement

plus complexes.

d) Considérer d’autres cibles de sélection

Les fortes valeurs de flux ne sont pas toujours avantageuses. Cela peut conduire a des métabo-
lites en concentration toxique [Wilbanks et Trinh 2017; Kemble ez al. 2020] ou augmenter la
demande énergétique pour la production de protéines [Koehn 1991]. Des caracteres comme la
concentrations en métabolites [Eanes 2017] ou la stabilité des protéines [Serohijos er al. 2012]
sont également sous sélection, et on pourrait essayer de les introduire dans les modeles de sélec-
tion. Ajouter une sélection sur ces phénotypes modifierait la relation génotype-fitness, générant
en conséquence un paysage adaptatif plus complexe. L’ impact de la sé€lection sur les différents

phénotypes pourraient alors donner des résultats potentiellement inattendus.
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ANNEXES







Annexe A

Article 1 : figures supplémentaires et

démonstrations

La premiere section contient les Supporting Information, avec les figures supplémentaires et
démonstrations, qui accompagnent le premier article (chapitre 1). Dans la deuxieme section,
je donne quelques démonstrations complémentaires, notamment pour préciser 1’existence de la

droite entre les concentrations en cas de co-régulation.
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SI.A  Supplementary Figures
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Figure S1. Range of neutral variation in the case of independence and competition.
(A) Relationship between the selection coefficient s; = AJ/J and the actual effect of a mutation
d; of enzyme i at evolutionary equilibrium of relative enzyme concentrations in a pathway of three
enzymes that vary independently. The pseudo-activities are A; = 1 (red), As = 10 (green) and
Az = 30 (blue). E?’s are respectively 55.99, 25.99 and 18.02, corresponding to the equilibrium
values when E{ = 100. The neutral zone is located between the two horizontal dotted lines
at s; = £0.001. For the most active enzyme (blue curve), larger mutation effects are required
to get out the neutral zone than for the least active enzyme (red curve). The curve of enzyme
with intermediate pseudo-activity (green curve) is between that of the most and least active
enzyme. Therefore there is a positive relationship between pseudo-activity and RNV size. (B)
Representation as in (A) of a six-enzyme pathway with competition (Fiot = 100). The pseudo-
activities are: Ay = 10, Ay = 30, A3 = 100, A4 = 500, A5 = 1 000 and Ag = 20 000 (color
palette from red to blue). The selection coefficients are all negative because any deviation from
the equilibrium value results in negative s;. Unlike in (A) the most active enzymes have the
narrowest range of neutral variation.
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Figure S2. Relationship between constraint-dependent factors and RNV from sim-
ulations of long-term evolution of a three-enzyme pathway. Representation is as in
Figure 6. For each of the ten simulations (one color per simulation), the RNV of each enzyme
was computed as the mean of the RNV sizes between 60,000 and 120,000 generations, i.e. once
equilibrium is reached. Black points are the mean values of all simulations. Gray points and
dashed line in (A) and (B) indicate the relative enzyme concentrations at evolutionary equi-
librium. The colored points in (D) and (F) are not vertically aligned because the different
simulations do not have the same e° values. We see that the results are qualitatively the same as
in Figure 6. Note the positive relationship between RNV size and RNV variability. Parameter
values are as in Figures 1 to 5.
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Figure S3. Range of neutral variation (RNV) in the case of negative co-regulation.
The flux (blue curve) is function of the concentration of one enzyme (enzyme 3) in a three-
enzyme pathway. Jiax is reached at effective equilibrium Es = 33.13 (vertical blue dotted line).
The upper and lower dashed blue curves delimit the neutral zone of flux variation. Due to the
existence of a maximum flux, the gray area is unattainable. (A) The concentration of enzyme 3
is far from the equilibrium, at F3 ~ 32.5. The vertical green line shows the amplitude of the
neutral zone (between the horizontal green dotted lines). The corresponding RNV splits into
two parts (horizontal green left and right arrows), because mutations of large effect can lead to
flux values that are similar to those caused by mutations of small effect. (B) The concentration
of enzyme 3 is closer to the effective equilibrium, at F3 =~ 33.5. Here the upper limit of the
neutral zone cannot be achieved because it exceeds the maximum flux. The continuous RNV
(horizontal red left and right arrow) is bounded by the enzyme concentrations 32.45 and 33.85
corresponding to the inferior limit of neutral zone on both sides of the curve. Parameter values
are: X =1, A; =1, Ay =10, A3 = 30, Eiot = 100, B2 = —8.75, Bag = —2.25.
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SI.B Mathematical proofs
SI.B.1 Properties of the redistribution coefficient and mutation effects

SI.B.1.1 The matrix of pairwise co-regulation coefficients From any vector
B of B;_’s, all elements of the matrix Mz of pairwise co-regulation coefficients can be

deduced from the relation Mg = ,BmVBT, where B is the vector of inverse elements of
B (Table S1). Note that My is symmetric.

Table S1. Matrix Mg of the co-regulation coefficients.

NI B | e || B | By || B | Sum
Bi- 1 Bia/Bir | =+ | Bii/Ba | Bij/Bin | -+ | Bin/Bia | Ba
Bo— | Bir/Bia 1 o | Bii)Bi2 | Bij/Biz | -+ | Bin/Biz | B2
Bi— | Ba/Bii | Bia/Bii | 1 Bij/Bii | -+ | Bin/Bi | Bi
Bi— | Ba/Bij | Bie/Bij | * | Biu/Bij 1 | Bin/Bij | B

SI.B.1.2 Properties of the global co-regulation coefficients Let a group of co-
regulated enzymes, i.e. [3;; # 0 for all (7, 7). Calculating global co-regulation coefficient
leads to:

Vi Bi=Y Biu=Y_ Bibix="0;> Bit=05;B; (S1)
k=1 k=1 k=1
B; = (3,;B; (S2)

Therefore:

1. If\V/j 7£Z, Bij > 0, then B; = z sz > 1 and Bj > 1.
k=1

2. If it exists at least (4, j) such as ;; < 0 and B; > 0, then B; < 0.
3. If it exists at least (¢, j) such as §;; < 0 and B; < 0, then B; > 0.

Thus, if there is at least one negative co-regulation coefficient, there is at least one negative
global co-regulation coefficient.

SI.B.1.3 Mutation effect and redistribution coefficient in the case of competi-
tion Let us consider a resident population with genotype E and a mutation of canonical
effect v targeting enzyme i. To formalize the consequences of the mutation on genotype
E when there is competition for cellular resources, i.e. constant total enzyme concentra-
tion, we considered a two-step process: first, the mutation modifies the concentration of
enzyme %, second, there is reduction from FEi + v to Ei., with proportional redistribution
of enzyme concentrations:
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Concentration Enzyme ¢ Enzyme j # ¢ | Total concentration
Resident E; E; Eio

After mutation targeting ¢ Eil) =k +v E](-l) =FE; E’t(cl,z = FEiot + v
After constraint on F Ei(z) =FE,+ 6 E](.Q) Eio

Assuming that the proportions of enzyme concentrations are conserved through the
redistribution, we have for the targeted enzyme i:

E+v EY ($3)
Ei+v By
75 The actual effect of the mutation is:
E,+v
§;=E* —E = Byy——— — E,
! rot Eit +v
As F; = e;Fio, we get after rearrangements:
1— €;
0= 1T 1~ (S4)
v Etot
For enzymes j # ¢, we have:
2
E. E
I =2 (S5)
Eior + v Eiot
So
E(-z) = —Ej tot
I Etot +v ¢
In order to express E](z) in terms of £ and ¢;, we write:
(2) . E. o E.v . €,
Ej _Ej—EtotE—]_Ej—_Ej -1 J1
tot T V tot T V ot B
so and using equation S4, we get:
E® =g, - 9 (S6)
i 1-— €; !

e
Thus, the term 2 is the redistribution coefficient «;; when there is competition.

€;

SI.B.1.4 Mutation effect and redistribution coefficient in the case of com-
petition plus co-regulation If there is co-regulation in addition to competition, the
two-step process described above is slightly modified, because the mutation targeting en-

ss zyme 7 also affects indirectly the co-regulated enzymes. So we introduce the co-regulation
coefficients f3;; in the first step:

Concentration Enzyme Enzyme j # 4 | Total concentration
Resident E; E; FEiot
Mutation + co-regulation EZ-(I) =F +v E]m = F; + Biv Et(éz = Fiot + Biv
Constraint on FEi. Ei(Q) =F;+; EJ@) Eio
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Assuming that the proportions of the enzyme concentrations are conserved through
the redistribution, we have for the targeted enzyme i:

Ei+v  EY )
Eiot + Biv Eig
The actual effect of the mutation is:
5 = E® — E,
o0 S0, from equation S7, we have:
Ei +v
0i = Biot 55— — Ej
! Bt + Biv
As E; = ¢; Fy, we get after rearrangements:
1-— Biei
0; = T B, (S8)
v " Bt

For enzymes j # ¢, we have:

(2)
Byt Byv _ 5 (59)
Eiot + Biv Eiot

So:
p@ _ Ei+Byv
J Eior + Biv ot

) in terms of E; and parameters depending on £;, we write:

In order to express EJ(2

2 _p E.. Ej+Byv o EioBijv — EjBv _ Bi; — Bie;j
’ ’ " B + Biv ’ Eiot + Biv 14 %

os and using equation S8, we get:

. — B
B? =g+ D= Dy S10
J J + 1-— Biei ( )
Thus, when there is competition plus co-regulation, the redistribution coefficient can be
written:
Bij — Bie;
=t S11
o J 1— Bz'ei ( )
From this expression, we can distinguish two particular cases:
1. If there is only competition, i.e. Vi, j # i, 8;; = 0 and B; = 1, we have:
T
Yij = 1— €;
100 2. If all enzymes are co-regulated, we have (;; = B;/B; (equation S2), and therefore:
1/B; — e,
= L2 3
J ]-/Bz — €;

Note that this relation is also valid for a;; = 1 and has the same properties as the
B’s, i.e. ayj = aipoy; and oy = 1/ay;.

In the case of co-regulation without competition, E™ is equal to E(), and we have
a;; = By for all (7, 7) and 6; = v.
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SI.B.2 Explicit expression of the response coefficient

The response coefficient is defined by:

oJ/J
Vi Ry, =
" T SR E,
Introducing the expression of J (equation 1), we get:
b BT
. i OE;
\4) Réz = —X7 3
1
(&)
"\ OE; /O,
Y R
_ oy B o=
- X 2
n 1 n 1
ng A Ej (j; Aj EJ)
> S
_ g’ T

As «;; is the derivative of E; with respect to E; (Material & Methods), we obtain:

(S12)

SI.B.3 Selective neutrality and range of neutral variation (RNV)

SI.B.3.1 Expressing the selection coefficient in term of the response coeffi-
cient Let us consider a mutation of actual effect §; that changes the concentration of
enzyme % of the resident from E] to E™:
0 =FE"—E =AE;
and the flux from J” to J™:
JT—=J =AJ

Because the flux is assumed to be proportional to fitness, the coefficient of selection

of the mutant is:
AJ
S’i = _—
I/,

If the mutation effect §; is small compared to concentration E;, we have:

s;  AJ/J_9J)] s13)

5,/E;  AE;/E; ~ OF;/FE;

where we recognize the response coefficient of enzyme 7.
selection is:

Therefore, the coefficient of

Oi
S = Ri@

5 (S14)
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SI.B.3.2 Computing the limits of the RNV To determine the values 6;"” and 6™
that respectively define the superior and inferior limits of the RNV, we used the equation
of the selection coefficient that depends on J” and J, the flux value before and after a
mutation targeting the enzyme i (equation 15).

Writing

and replacing the J’s by their respective expressions, we get:

Taking the inverse, we obtain:

n

Z 1 1 1
- (S15)
; Aj(Ej + Oéijéi) S; + 1 ; AjEj

Resolving this equation for s; = 1/N (resp. s; = —1/N) gives 6" (resp. o).

SI.B.4 Evolutionary equilibrium in the case of independence (case 1)

When there is independence between enzyme concentrations, we have «a;; = 1 for all 7 and
a;; = 0 for all j # ¢ and the differential equation system describing the evolution of the
absolute concentrations becomes:

OE;

VJ W = 2M8j(5j

and the differential equation for total concentration writes:

al?tot o . %
o L= ot
= Z 2,U,Sk5k
k=1
k=1

These expressions allow us to write the differential equation system describing the evolu-
tion of the relative concentrations:
OF;
de; _ O(Ej/Ew) _ B — B8

; _ _ J ot
A T (Eeot)?

By replacing the derivatives by their expression, we get:

9 Etot2,u8j6j — ejEtotQ/.L Z Skék
€j

. - k=1
Vioar T (Frot)?
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Due to the relationship between selection and response coefficients (equation S14), we can
write:

. Oej  2p 5 ~ .7 O
U o = Gy B g e Bhy)
k=1
20y 532‘ - J 51%
= D (RL 2 _¢. R &
EtQOt( EJ ej J; E ek)

As the steady state of relative enzyme concentrations is defined by

Oe;
Vi, —=2=0
o
the relative concentrations €} at evolutionary equilibrium can be found by solving:
2 52
vj, —i = Z R o
€

When there is independence, the actual and canonical effects of the mutation are equal,
i.e. 0; = v for all . So we have:

2

. * 2 %
vy, EJ*—IJQE *,
k=1

Leading to:
R}gj
. o5
i

Replacing the response coefficient by its expression in the case of independence (equa-
tion S12), i.e. with oy; =1 and «;; = 0,V # 4, we obtain:

—~ ALE; Aj(e¥)?
. * =1 I\
Vi, €= -
- Z :
Ape; Eyot A *)2

Then:

3

J

. ) 1 1 1
I B e v A e

Because the pseudo-activities are strictly positive, we get:

AL e
Vi, Vi, ef =it
) b /3
Aj
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n
* __ .
Because ) ef = 1, we have:
J=1

1/3
4 =1 4%

. * - Azl/ge;k 1/3 * . 1
J= J= J

This leads to the expression of the equilibrium of the relative enzyme concentrations:

(S16)

41/
Vi, e = —t—
~1/3

S

1

J

uo Introducing e} in equation S12, we get the flux response coefficient at equilibrium of

1
Azey

Jx
L

n

>
A *

=1 kK

relative enzyme concentrations:

and after rearrangements, we obtain:

~2/3
Ai— (S17)

L —2/3
4

J=1

: Jx
Vi, Ry, =

SI.B.5 Evolutionary equilibrium in the case of competition (case 2)

When there is competition, Fi.; is constant and the redistribution coefficient is: Vi, a; = 1
7 The response coefficient becomes:

s and V] 7§ i, Qi = 1

n
1 i 1
(Aiei - 1iei ) ;76 Aj@j)
. J=LJ7F
Vi Rf = _ (S18)
1
j;l Aje;j

and the differential equation system describing the evolution of enzyme concentrations is
. OE; .
Vj, 8_75] =2u Z 500505
i=1

As Fiy is constant, this system writes for the relative concentrations:

\V/j % _ (3(Ej/EtOt) _ 1 0EJ
0t ot Eioe Ot
Thus:
. Oey  2p -
VJ, E - Etot Z 31051]51
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Given the relation between selection and response coefficients (equation S14), we have

6.
Vi, L= Q;
T oy E,x,tZ 2 JE

150 In addition to the purposeless solution Vi,d; = 0, there is an obvious solution for the
. ) Oe
steady state of relative enzyme concentrations

=0
ot
Vi, Rf =0 (S19)
From equation S18, it comes:
1 I 1
Ai(ef)?  1—ef ~ Apej,
ki
Adding the case where k = 7 in the sum, we have
L 1 I 1
A(er)?  (L—e)Aie; 1 —ef & Arey
After rearrangements, we get:
1 ~ 1
A~ L A
155 As this equality is valid for any enzyme, we have
1 1 1
Vi, Vj - = 5 = "
B N

Because the pseudo-activities are strictly positive, we get

1/2

€ = —

J 1/2
AY

n
and because ) e} = 1, we write:
Jj=1

n 1/2 1 ) n 1
Ze - Z 1/2 = / e Z 172
j=1 %

This leads to the equilibrium of relative concentrations when there is competition

A2
Vi, e

e. = L

T (S20)
—1/2
2

With this expression, we can find the maximum flux value at the equilibrium

Jmax - EO X

tot n

*
i€;
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Introducing the expression of e} (equation S20), we get:

Jmax El?ot n 1
z:lA Ai—l/Q
B A2
24
X
= El?ot n n
A71/2 A'fl/2
160 Hence:
X
Tinax = By (521)

SI.B.6 Evolutionary equilibria in the case of co-regulation (case 3)
SI.B.6.1 Theoretical equilibrium
SI.B.6.1.1 Expression of the theoretical equilibrium When there is co-regulation

between all enzymes without competition (V(7, j) a;; = B;; # 0), the differential equation
165 Ssystem becomes:

OE; -
8_2: =2 Z 5310
i=1

In terms of relative concentrations, it writes:

OFE; p
de;  OEj/Ew) %5 Brot — B2

ot = ot (Bw)y (522)

Because

n n

OBy <~ OE;
3; == : 8_75] = 22/1281‘5@51'
7=1 7j=1 =1
=2pu Z 5i0; Z Bij
i=1 j=1

1=1
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we can write:

Eo2p Z Siﬁijéi - EjQM Z 5i0; B;
% i=1 i=1

ot (Bror)?

2 — 21 "
= 8iBij0i — —¢€; $:0; B
Etot ; ! Etot ! ;

n

2
~ Zé’z’(si(ﬁij —¢;B;)

Using the expressions of s; (equation S14) and f3;; (equation S2), we can write:

. 2 2 /B,
e K ZR}{;(S—’ (_l_esz‘)

Ot B~ "E\B,
and after rearrangements, we get:
8€j 2,U . R{C(SIZ
_ 1/B, — e i ' B, S23
ot Etht< /Bj —¢;) 12; } (S23)
X . 66]' ..
An obvious solution for T 0 for all 7 is:
v, e =~ (S24)
e, = —
bS5

Note that if at least one co-regulation coefficient is negative, leading to at least one
negative B; < 0 (equation S2), the equilibrium concentration is negative, which is not
biologically possible.

SI.B.6.1.2 Stability of the theoretical equilibrium Consider a transition from
a theoretical equilibrium E% to a new state E*2 due to a mutation of effect v targeting

enzyme i. The relative concentration of any enzyme j # i after mutation is:
t t
t t

! E5 Ey + Biv

Since the system is at the theoretical equilibrium at ¢;, we have e? = ¢} = 1/Bj, so:
% + B Y

et.2 g —Bj J

J El', + Biv

and from f;; = B;/B; (equation S2) we obtain:
Biy 4 B
€t~2 — B T Bj]/
J Ell, + Biv
1

B.

J
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Similarly, we have for the target enzyme i:

' EP EM' +v
6.2 = Z — 7 ¢
? 2 1

E Eo + Biv

t

Because E; = ¢;Ei; and e;' = e = 1/B;, we have:

t
E 1

tot
_ _ B TV
[ t1

Etot + Bil/

Thus, no mutation, whatever its effect, can modify the relative enzyme concentrations at
the theoretical equilibrium.

SI.B.6.1.3 Response coefficient at the theoretical equilibrium From the
general expression of the flux response coefficient (equation S12), it is possible to find
the expression of the response coefficient at the equilibrium when there is co-regulation.

Knowing that a;; = ;; in the case of co-regulation, we have for replacing e; by ef =

B;
and using the relation B; = §;;B; (equation S2), we get:
B - B
2 > B aa/my
j:l ] 1 7j=1
RE‘ - 6 “n § n
Z Ajle* ' Z A
=179 i=1
After rearrangements, we obtain:
Vi, Rj, = 1 (S25)

Thus, the flux J* at the theoretical equilibrium is proportional to each F;. Its value
is:

X
%

J" = Etot

D>|U:1

SI.B.6.2 The parametric equation of the line relating the relative enzyme
concentrations. Enzyme concentrations are all linearly related, as are the relative en-
zyme concentrations. So they move on a straight line of the n-dimensional space where
each axis corresponds to the relative concentration of an enzyme.

This line, &£, has two known points: the initial point €®, named O, and the theoretical
equilibrium point e*, named F. Thus any point M of coordinates e is on the line £ if and

only if there is a real 7 such as OM =7 x OF, i.e. if:
Vi, e —e=1(ef—éY)

We know that Vi, ef = 1/B;, so the parametric equation of the line & is:

1
dr € Rsuch as Vi, ¢; =7 (E - e?) +ef (526)

When 7 =0, ¢; = €? and when 7 = 1, ¢; = 1/B;, which is the theoretical equilibrium.
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SI.B.6.3 Effective equilibrium in the case of negative co-regulation In Sup-
porting information SI.B.6.1.1, we established the differential equation system describing
the evolution of relative enzyme concentrations when there is co-regulation (equation S23):

de;  2p - E
Y o =5 (1/B; — Z (S27)

This equation is cancelled if Vj, e; = 1/B;, which led to the theoretical equilibrium.
Actually there is another trivial solution, which leads to the effective equilibrium:

Vi, Rf =0 (S28)

or, from equation S12:
n
Bij

Vi Cam—__
Aj(€5)?

This equality can only be true if at least one co-regulation coefficient is negative. Because
Y(4,7), Bij = Bi/B; (equation S2), we get:

or:

=0 (529)
= BiA;(g)

Thanks to the relationship between e; and 7 (equation S26), searching for é; for all j is
equivalent to searching for 7 using the following equation:

n

1
;BJ A;(F(1/B; — &) + 02

=0 (S30)

Solving this equation for 7 allows us to calculate the relative concentrations € at effective
equilibrium.

SI.B.7 Evolutionary equilibrium in the case of competition plus co-regulation
(case 4)

SI.B.7.1 Theoretical equilibrium

SI.B.7.1.1 Expression of the theoretical equilibrium When there is co-regulation

and competition, we have Via,; = 1 and V(4,j # i) a;; = B St BB % As all enzyme are co-

regulated, i.e. f;; # 0 for all (4,j), we can apply equation 82 to the redistribution
coefficient, leading to:
1/B; — ¢

5. (S31)

aij =

Note that this expression is also valid when j = i: ay; = };gf:? = 1. So the differential
equation system becomes:

OF; "\ 1/B; —¢; & 1
j? H’;S 1/BZ_€Z H’(/ J e]);l/BZ’_eiS
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In terms of relative enzyme concentration, we have:

Oej _ O(E;/Eio)

ot ot
or, because FE\ is constant:
Oe; _ 1 OF;
ot Ey Ot

Hence, the differential equation system for the relative enzyme concentrations is:

n

. Oej (1/B; —e;) 1
V Sl :2 J J 151
I 515 a Etot Z 1/BZ - €is

i=1

Oe
An obvious solution for the evolutionary equilibrium Vj —2 = 0 is:

ot
1
Vj, 6* = 5
J B]
At this point, the flux value is:
X
J* = Et?ot n
S Bj
=17

(S32)

(933)

(S34)

SI.B.7.1.2 Stability of the theoretical equilibrium. Consider a system at the-
oretical equilibrium E* passing to another state E*2 by a mutation of effect v affecting
enzyme 7. So concentration of any enzyme j at state after mutation can be written:

1 JR— /8,6
Fiz=pt 4 - Y s
J J * 1-— Biei

And for the targeted enzyme i:
El2 = Eh 4§,

where the actual effect §; of the mutation is (equation S8):

t1
T 1 1
v Etot

But because at time ¢;, the system is at theoretical equilibrium, we have e' =

therefore:

—, and

So we obtain E;Z = E;il and E;*> = E;' whatever the canonical effect v of the mutation.

The system is blocked at theoretical equilibrium.
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SI.B.7.2 Effective equilibrium In Supporting Information SI.B.7.1.1, we estab-
lished the differential equation system when there is competition plus co-regulation (equa-
tion S32).

Using relationship between response and selection coefficients (equation 15), equation
S32 becomes:

n

. Oej (1/B; —e;) 1 62
Vi, —L=2 J R, S35
P T By Z:; /B, —e B R, (535)

In addition to e; = 1/B;, which is the theoretical equilibrium, the system admits another
obvious solution:

Vi, Rf =0 (S36)

Introducing the expression of «;; (equation S31) in the equation of the flux response
coefficient (equation S12) leads to:

n

1/Bj—e;
Z Aj(]ej)2]

e; 1
Rf = ———1
Fi 1/Bi—e < 1
i A
So canceling equation S36 amounts to:
1 ~
Aj(€5)

Jj=1

Thanks to the relationship between e; and 7 (equation 28), we know that searching for
the €;’s that cancel this equation is equivalent to searching for a particular 7 value. So
we write:

i B = (r(1/B; = &) + )
Ai(6) = A(F(L/Bj —€f) +€))?
- (1/B; — €})
> A (T(1/B;j = €f) + €j)?

J=1

In addition to the trivial solution 7 = 1, which corresponds to the theoretical equilibrium,
the other solution is the 7 value that cancels this equation:

Aj(7(1/Bj — €]) + €7)?

J

=0 (S37)

Once 7 is found, it is easy to find the relative concentrations e at effective equilibrium.

SI.B.8 Expressing absolute enzyme concentrations in function of the driving
variable

SI.B.8.1 In the case of co-regulation In the parametric equation S26, we can make
visible the absolute enzyme concentrations, using the equation e; = E;/ Eyy:

E. 1 EY EY
Vi, — =7 — — =& : $38
"B (Bi EO) T m, (838)
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As there is not competition, E.; varies with 7. The relation between Fi, and 7 can be

tot

AFE;

derived from the relation B; = (equation 6). We have:

By = E&t + Bz'<Ei - E?)
= B Bie; + EX, (1 — B;e))

ot 1-— Bz-ei

Replacing e; by its expression (equation S26), we get:

1 — Bje?
Eiot = E} .
T = Bi(r(1/B =€) + )

which is simplified to (for 7 # 1):

EO
B = —ot S39
- (539)
Introducing this expression of Fi,; in equation S38, we get:
CE(l—1) 1 E? E?
Vi, ————— = - - = s 5S40
" E‘?ot " (Bl Egot) " E?ot ( )
Thus: 0
-
E;, = E% 4 ——tot __ S41
A=, (541)
Or:
E? 1
B =E+ (-1 S42
4 T (e ) (s12)

SI.B.8.2 In the case of co-regulation and competition When there is both com-
petition and co-regulation, the difference with the previous case is that Fi. is constant.
So, replacing e; by F;/Ei in equation S26, we get directly:

B;

Eyo
E,:T( ”—E?)+E$ (S43)

SI.B.9 Evolution model of the driving variable

We assume here that the mutations target a factor controlling the concentrations of a
group of enzymes. Formally, this corresponds to mutations affecting the driving variable 7:

™=1"4+v,

where v, is the effect of the mutation on 7.
SI.B.9.1 Redistribution coefficient and mutation effect If the mutation af-
fects 7, the questions arise of the actual effect d; of this mutation on a particular enzyme ¢

and of the fate of the redistribution coefficients ;. We examine these questions in the
two possible situations.
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SI.B.9.1.1 In the case of co-regulation For all enzyme i, we have from equa-

tion S42:
E? 1
E;:EE+B+? (—1+ 1_TT>
andE[”:E?Jr%%t (—1+ﬁ)
leading to the actual effect of the mutation on enzyme ¢:
E? 1 1
0= B = B = éjt(l—Tr—yT_l—TT> (544)

So ¢; depends both on v, and B;.
For two enzymes ¢ and j, we have from the previous equation:

B; B; 1 1
El'—E))— = (El'— E})—- = -
( ’ Z)Egot ( ! J)Etoot (1_TT_UT 1_TT>
Therefore, we obtain:
m T BZ m T

J
and because B;/B; = f3;;, we have:

BT = E] + B(E" — E) (545)

Thus, the equation AE; = B;;AE; between two co-regulated enzymes is valid, whether
enzyme ¢ or the driving variable is the target of the mutation.

SI.B.9.1.2 In the case of competition and co-regulation For all enzyme i,
we have from equation S43:

EO
El =E +1 <B+t —E;’)

B; !

leading to the actual effect of the mutation on enzyme :

EO
and E" = E) + (7" + v;) ( fot EQ>

EO
6 = E'—E[ =, (# — E?) (S46)

Again ¢; depends both on v, and B;.
For two enzymes ¢ and j, we have from equation S46:
Em—E  EM—E

Boom Haom
Therefore, we obtain:
Eg W/ Bj — E
Em o proy ot/ 75 T cpm _ pr
’ ]+Egot/Bi_EzQ( ’ Z)

EQy/Bj—EY . .
and because . BB = % for two co-regulated enzymes (Supporting Information
SI.B.1.4), we have:

Bl = B + o (E" — E) (547)

Thus, the equation AE; = «a;;AE; between two co-regulated enzymes is valid, whether
enzyme ¢ or the driving variable is the target of the mutation.
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SI.B.9.2 Evolution model of the driving variable and evolutionary equilibria
With the same assumptions as for the evolution model of enzyme concentrations, the
variation of the driving variable 7 can be represented as a stochastic process. At each
time ¢, its rate of variation can be described with the following complete system of events:

Probability Mutation effect Event

t
(%)( ) = ,u725g) o V~,(-t) Fixation of mutation targeting 7 (S48)
1 — p,2s7 0 No mutation or no fixation
where p, is the mutation rate and s, the coefficient of selection (s, = #)
At each time t the average variation of the driving variable 7 is:
% = U;25:V; (549)

Assuming that mutation effects v, are small compared to 7, we have (Supporting Infor-
mation SI.B.3.1) :
(AT  AJAT 9dJv;
E\T ) T ar T Tory

So equation S49 can be rewritten as:

or o0J v?

ot "~ Mar s

To find the evolutionary equilibrium of the driving variable 7, we have to search for 7

(S50)

-
such as — = 0, which is equivalent, from the previous equation, to find a solution for

ot
0J

3 = 0. We can decompose this equation:
-

% B "\ 9J OF;
or — oF; ot

- J OF;
= R,

So canceling this equation amounts to canceling the flux response coefficients Réi for all 1,
which is the definition of the effective equilibrium of relative concentrations. From that,
we can find 7 in the cases of negative co-regulation (Supporting Information SI.B.6.3) and
competition plus co-regulation (Supporting Information SI.B.7.2).

Regarding the theoretical equilibrium in the case of co-regulation plus competition,
cancelling the derivative of equation 543

aEz Etot
= — K
8’7’ Bz
leads to ef = 1/B;, which is the theoretical equilibrium. In the case of positive co-

regulation alone, J increases continuously. As a consequence, % tends towards 0 (see
equation S50), which corresponds to 7 = 1, the theoretical equilibrium (Supporting infor-
mation SI.B.6.2).

To conclude, in the case of co-regulation, the evolution model is modified if the muta-
tions target the driving variable 7 rather than concentrations of individual enzymes, but
the evolutionary equilibria (theoretical and effective) do not change.
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ANNEXE A

A.2 Démonstrations complémentaires

a) Co-regulation : Straight line between relative concentrations

Step 1. Link between enzymes whatever mutations. Consider a first fixed mutation targeting F;

at t; and a second one targeting F; at t5. So we can write :

Initial state | First mutation Second mutation

E? El' = E) + 1 Ef? = E{' 4 B
0 ti _ 170 ¢ to __ pt ¢

El(c) E;;l = El(c) =+ ﬁikytl E}‘f — Elil + ﬁjkyt2

By, Egy, = Epy + B' | B, = Egy + By

where ! is the size of the first mutation, and %2 size of the second mutation. Note that

effect of mutation on mutated enzyme is equal to its size in case of regulation.

First, we will express concentration of an enzyme depending on any enzyme concentration
whatever is the target of mutation. For example, we will express £}, depending on F;. Combi-
ning third line, we have :

E? = E) + Bu™ + B

By expressing size of mutation depending on F;, we have :

(B~ EY)

Bl = B+ (B0 — B + T
Jt

Thanks to co-regulation coefficients properties, i.e. 5;; = [0k, and (3;; = 1/;;, we have :
Ep = By + Bu(E — E}) + BB — E}')

Then :
Bl = B + fu(B: — B

By extension and with a simple demonstration by iteration, we can write concentration of any
enzyme depending on initial state and any other enzyme at any time, whatever number, size or

target of successive mutations :

Ey, = E) + Bu(E; — EY) (A.1)

0

Second, we would express F;2, depending on its initial state £, and any concentration .

Combining last line, we have :
E? = E., + B" + Bjy®
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By expressing size of mutation depending on £}, we obtain :

EY —E) | (BE B

Ettgt = Etoot + Bi( Bik J B
i J

Thanks to global co-regulation properties, textiti.e. B;//3;; = By, we have :
Eily = Eyy + Bu(Ey! — Ey) + Be(Ey — By

Then :
Eﬁgt - Etoot + Bk<Eltcz - Elg)

By extension and with a simple demonstration by iteration, we can write total concentration
depending on initial state and any enzyme at any time, whatever number, size or target of suc-
cessive mutations :

Eiot = B + Br(Ex — EY) (A2)

Step 2. Linearity between enzymes. Because (’s and B’s are constant, all enzymes concen-
trations are linearly connected, and therefore, with total concentration. Thus relative enzyme
concentrations are also linearly connected. So it exists a straight line linking relative concen-
trations in hyperspace of dimension n, where each axis correspond to relative concentration of
one enzyme.

This line, which we call line £, has two known points : initial point e°, named O, and

theoretical equilibrium point e*, named F. Thus any point M of coordinates e is on line E if,
and only if, it exists areal 7 such as OM =71 x OF, i.e. :

» 0
Vi, e —e;

i :T(e: —€?>

It leads to the parametric equation of £, which is :

Ir € Rtel que Vi, e; = 7(ef —€) + ¢! (A3)

Because e; = 1/B; for all i, we obtain this equation for & :

1
7 € R tel que Vi, e; = T(§ —e)) + ¢

(2
7

(A.4)

b) Competition plus co-regulation : Straight line between concentrations

If all enzymes are co-regulated, we have B; = (3;;B;, and :

1/BJ —€j

V(i,j) oy = 1/B; — e,
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Note that this relation is also valid for o;; = 1, and because (’s are constant, it gives the same
properties to a’s than 3’s, i.e. a;; = aypay; and oy = 1/ay;.

Step 1. Link between enzymes whatever mutations. Consider a first fixed mutation affecting
E; and a second one affecting F;. If we call E? the initial state at time t,, E** state after mutation

of E; at time t; and E*2 state after the two mutations at time ¢, we can write :

Initial state | First mutation Second mutation
0 t1_ 10 t ta it t st
E; E'=E}+9; E? =E"+ O‘jwf
0 t1 0 0 st1 to t1 to
Ej Ej = Ej + aij@ Ej = Ej + (5j
0 t1 10 0 st ta _ it t st
Ey By =B + a0t | B2 = B +a67
0 ti __ 0 to __ 10
Etot EttlJt - Etot Et?)t - Etot

where 0! is the actual effect of the first mutation targeting 4, and 6% actual effect of the
second mutation targeting j.

First, we will express concentration of an enzyme depending on any enzyme concentration
whatever is the target of mutation. For example, we will express F) depending on F;. Combi-
ning third line, we have :

Ep? = B 4 ag6" + o}, 6"

By expressing effect of mutation depending on E;, we have :

(B2 — )
(B~ BY)
Ji

EZ = B + o (E' — E}) + o},

®)
(t) _ 1/Bj—e; .
ij = —1/Bi—e§” at any time

t. Thanks to constant co-regulation coefficients, giving transitivity property to a’s i.e. o =

We assumed that all enzymes are co-regulated between them, so «

a;pa; (see above), we have :
Ep = B + o (B — EY) + ag (B — B
If we suppose that o’s are constant during time (see demonstration in next step), we obtain :
B = B + au(BY — EY)

By extension and with a simple demonstration by iteration, we can write concentration of any
enzyme depending on initial state and any other enzyme at any time, whatever number, size or

target of successive mutations :
Ey = E) + ai(E; — EY) (A.5)

Step 2. Constant redistribution coefficient during time. Consider the same system as pre-

vious step, affected by same mutations.
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We supposed that all enzyme enzymes are co-regulated, so we have at time ¢ :

t t
w 1/Bj—¢"  E/B;—EY
(t

o, = =
7 1/Bi— " By /B — EY

K3 K3

Thus we can write for two enzymes ¢ and & :

i, Eit/By,— E}}
aik‘ - t1
Etot/Bi - El
_ Bit/By — B} — oj (B} — E)
Etot/Bi - Efl
_ 0
| Eut/Bi — B — 520k (B — EY)
- Eiot/B; — B
(Eiot/ By, — EY)(Eio/B; — E — (E* — EY))
(Btot/Bi — E*)(Eyot/B; — E?)
_ Etot/Bk - Elg
Etot/Bi - E?

0
= O

By extension and with a simple demonstration by iteration, we can say that a’s are constant

during time whatever mutations.

Step 3. Linearity between enzymes. Because o’s are constant, all enzymes concentrations
are linearly connected. Thus relative enzyme concentrations are also linearly connected due
to constant Fi.. So it exists a straight line linking relative concentrations in hyperspace of

dimension n, where each axis correspond to relative concentration of one enzyme.

This line, which we call line £, has two known points : initial point €, named O, and
theoretical equilibrium point e*, named F. Thus any point M of coordinates e is on line E if,
and only if, it exists a real 7 such as OM = 7 X O?, ie.:

0

Vi, e —e;

i T(e: - eO)

7

It leads to the parametric equation of £, which is :

Ir € Rtel que Vi, e; = 7(ef —€) + ¢! (A.6)
Because e = 1/B; for all i, we obtain this equation for & :
- 1 0 0
dr e Rtel que Vi, e; = 7(—= —€;) + ¢; (A7)

B;
In a same way, we can write the parametric equation for the line linking absolute concentra-
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tions :

3r € R tel que Vi, E; = 7( — E)+ E? (A.8)

which parameter 7 is the same as for line £.
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Annexe B

Article 2 : figures supplémentaires et

démonstrations

Cette annexe contient les Supporting Information de 1’article compagnon (chapitre 2), avec les
figures supplémentaires et les démonstrations utiles. Je n’ai pas jugé nécessaire de mettre la
démonstration rigoureuse de 1’existence de la linéarité au sein des groupes de régulation, car
elle est identique a celles présentées en annexe A.2, en prenant en compte les enzymes au sein

de groupes a la place de I’ensemble des enzymes.
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I Supplementary Figures
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Figure S1. Simulations of enzyme evolution in a six-enzyme pathway when there is a
negative co-regulation group and three singletons, without competition. Simulations
run for 125 000 time steps. (A) The six-enzyme pathway used in the simulations. The first
three enzymes Eq, Es and Es form a negative group and the other enzymes are independent
(same symbols as in figure 1). Parameter values: A = (1,10, 30,50, 100,200), X =1, N = 200,
B12 = —0.32, 23 = 0.43. (B) Relationship between flux J and concentration of enzyme 1. Eight
simulations are represented, each with specific initial concentrations (one color per simulation).
Vertical dotted lines: abscissa of the effective equilibria of absolute concentrations FE;. Horizontal
dashed lines: maximal flux Jmax. The concentrations of the negatively co-regulated enzymes first
increase, then stabilize around their effective equilibrium, which prevents the flux from increasing
beyond a local maximum. (C) Same representation as in (B) for independent enzyme 4. Even
if there is no theoretical limit, the concentration of the independent enzyme tends towards a
plateau because there is no more selective pressure when jmax is reached.
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Figure S2. End of simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when
all enzymes are co-regulated with competition. (A) The four-enzyme pathway used in
these simulations. All enzymes are positively co-regulated. The green square symbolizes the
competition between all enzymes. Parameter values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 10000,
B12 = 0.32, fag = 2 B34 = 0.1. (B) Relationship between the enzymes concentrations at the end of
simulation. One hundred simulations were performed, with different initial concentrations. Each
black point correspond to the end of one simulation. The green triangle (Ey = 61, Ey = 19.3,
Es = 11.1, E4 = 8.6) corresponds to the maximum flux without regulation. The black points
seem to be random, but actually depends on the placement of 1/B and E° is the 4D-dome.
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Figure S3. End of simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when
there is one positive group and one independent enzyme with competition. (A) The
four-enzyme pathway used in these simulations. The enzymes E;, Eo and Ej3 are positively
co-regulated, whereas enzyme E4 is independent. The green square symbolizes the competition
between all enzymes. Parameter values: A = (1,10,30,50), X =1, N = 10000, 512 = 0.1, 523 =
2. (B) Relationship between the enzymes concentrations at the end of simulation. One hundred
simulations were performed, with different initial concentrations. Each black point correspond
to the end of one simulation. The red point correspond to the predicted effective equilibrium.
The green triangle (F = 61, E; = 19.3, E5 = 11.1, E4 = 8.6) corresponds to the maximum flux
without regulation. The black points describe a curve close to the curve of predicted equilibria
in each dimension. The average distance between simulated and predicted equilibria depends on
the RNV, which is especially large (~ 0.3) against the value of the equilibrium for Ey (which is
between 7.6 and 8.6) compared to other enzymes, causing this magnifying effect of the noise.
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Figure S4. End of simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when
there are one positive and one negative groups with competition. (A) The four-enzyme
pathway used in these simulations. The enzymes E; and Eo are positively co-regulated, whereas
enzymes E3 and E4 are negatively co-regulated. The green square symbolizes the competition
between all enzymes. Parameter values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 10000, 12 = 0.32,
Baz = —0.43. (B Relationship between the enzymes concentrations at the end of simulation.
One hundred simulations were performed, with different initial concentrations. Each black point
correspond to the end of one simulation. The green triangle (F; = 61, Ey = 19.3, F5 = 11.1,
E, = 8.6) corresponds to the maximum flux without regulation. The black points seem to
describe a curve in each dimension, with more noise from F; to Ej, probably due to different
size of neutral zone. Although we cannot estimate the equilibrium, it is totally deterministic and
depends on the initial concentration.
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Figure S5. End of simulation of enzyme evolution in a four-enzyme pathway when
there are two positive groups with competition. (A) The four-enzyme pathway used in
these simulations. The enzymes E; and Ey are positively co-regulated, and enzymes Es and
E4 are also positively co-regulated. The green square symbolizes the competition between all
enzymes. Parameter values: A = (1,10,30,50), X = 1, N = 10000, 12 = 0.32, 834 = 0.1.
(B) Relationship between the enzymes concentrations at the end of simulation. One hundred
simulations were performed, with different initial concentrations. Each black point correspond
to the end of one simulation. The green triangle (Fy = 61, Es = 19.3, E3 = 11.1, E4 = 8.6)
corresponds to the maximum flux without regulation. The black points seem to describe a curve
in each dimension, with more noise from F; to Ej4, probably due to different size of neutral
zone. Although we cannot estimate the equilibrium, it is totally deterministic and depends on
the initial concentration. The outsider points are probably blocked at the theoretical equilibrium
for at least one group.
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I Mathematical Proofs

II.1 Properties of co-regulation groups

®, is the co-regulation group ¢, with ¢ € {1, p}, and m, is the number of enzymes in ,,.

The total number of enzymes is n, so > m, = n. There is at least one enzyme by group
=1

and at most n — p + 1 enzymes, i.e. qu, 1<my<n-p+1.

If there is only one enzyme in a group (m, = 1), this enzyme is independent from all
other enzymes.

If there is only one group (p = 1,m; = n), all enzymes are in this group and they are
co-regulated. This is the case "Co-regulation between all enzymes".

If all enzymes are independent (p = n,Vq m, = 1), there are as many groups as
enzymes. This is the case "Independence between all enzymes".

I1.2 Searching for evolutionary equilibrium

We search for the evolutionary equilibrium of total relative enzyme concentrations:

oe;
Vi, —L =0
I ot
where e; = Ej/Eyo. The total relative enzyme concentration can be partitioned into intra-
group relative concentration 6;1- = E;/E9, where B, = ) Ej;, and inter-group relative
=

concentration e, = E,/FEi.
Because e; = efe?, we have:

de; 8(6?6‘1) 86? o q0e
B - =_J [— S1
ot ot ot ¢ T (51)
. Oel q
Thus, solving % = 0 is equivalent to solving % =0 and aa—i = 0.

de; oel Oet

I e L =0 & — =0 S2

ot ot ot (52)

11.3 Equilibria when there is no competition

Without competition for resources (free Eio), the redistribution coefficient is ay; = ;5
for all (7, 7), and the values of the redistribution coefficient are:

1/53‘2‘ ifje (I)q
Vq, Vi € (I)q, V7 Q5 = 5@' =41 if j=1 (SB)
0 ifj¢a,

So the differential system (equation 7) that describes the evolution of enzyme concentra-
tions becomes:

oLE;

I — A..5.
B 21 ZEZ{) 5iBi0i (S4)
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And the flux response coefficient writes for all ¢ in ®:

n
ik XAk

R]éi = Ei]zl = eijen - (SH)
j; Alej J; Ajlea

q
€j

11.3.1 Equilibrium within co-regulation groups
* 7]
7" such as 51 =0,

I1.3.1.1 Condition for equilibrium We search Vg, Vj € &, ¢

with e = E;/E9. We have:
an q
8_6? _ 8<Ej/Eq> _ WEq B Ej% (86)
ot ot (E7)?
From equation S4, we can write for any co-regulation group ®,:
ol > E;
oE1 . (jecbq ]> - 8EJ
ot ot ey ot
SN LR
jER,  i€D,
DD
i€d, jed,

s As the global co-regulation coefficient is B; = > ;; for all i € ®,, we can write:

JE€Dq
OE1

By replacing derivatives with their expression in equation (S6), we obtain:

EqQM Z szﬂij@- — EJQM Z (5ZSZ£3Z

8_63- B i€d, i€dy
ot (E9)?
2
= E_’l: Z Bijsidi — 6? Z $:0i B;
i€d, i€dq
2p
=~ Ea Z $i0i(Bij — e‘sz-)
i€d,

Using the relationship between the selection coefficient and flux response coefficient s; =
R, 0;/E; (Coton et al. 2021), and the relationship ef = E;/E?, we get:

el 2u 62
o = pr 2 g B = elBy)
i€d, '

2u Ry, 07
(E9)? Z ¢! (B — €] Bi)

€D,

200 qI 8



60

65

70

Enzyme evolution in the case of co-regulation groups — SI September 30, 2021

and from the relationship B; = 3;;B;, which is valid within groups, we get:

ot~ (Bnp L= of \B, O

€Dy v

2u 1 Réiéf
“e (5 ) S0

€Dy ¢

Therefore, the condition for evolutionary equilibrium within groups is:

2u 1 R, 67
(B (E_eg')z o B0 (58)

J icd, ¢

I1.3.1.2 Theoretical equilibrium within groups An obvious solution for equa-
tion S8 is:

. 1
Vied, e = B (S9)
Note that if at least one co-regulation coefficient is negative, leading to at least one neg-
ative B; in the group, the equilibrium concentration is negative, which is not realistic.

I1.3.1.3 Effective equilibrium within groups Actually equation S8 has another
trivial solution:

Vi®, R =0 (S10)

or, from equation S5:

=0

. ~ By
Vied g
Y Aley)
q

As ej = eje?, we get:

. 1 n By
Vied Y =0
e ve:

This equality can only be solved if at least one co-regulation coefficient is negative in
group ®,. Because V(i,j) € ®,, f;; = B;/B; (equation 5), we get:

1

Vie®d, B; — =0
! Jéz BjAj(e;)?
or
1
> ——— =0 (S11)
JED, BjAj(ej)

where e?- is the value at intra-group effective equilibrium that solved this equation. Thanks

to the relationship between e? and 79 (equation 6), searching for eg for all j € ®, is
equivalent to searching for 7¢ using the following equation:

Z - : 0 oy =0 (512)
BjAj(re(1/B; — ¢j7) + €f)?

jED,
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I1.3.2 Equilibrium between co-regulation groups

e

11.3.2.1 Condition for equilibrium We search Vg, e?* such as % = 0, with e? =
E%/Ei. We have:
Oe!  O(EV)E,y) % Eyy — B9 o3
ot ot B (Bt )? (513)
From equation S4, we can write for any co-regulation group @, (equation S7, Supporting
Information 11.3.1.1):

o1
o N ;; i

In a same way, we get for the total concentration:

n p
ag;ot _ a£ _ 1 ZQMZSZ(SB

7j=1 q= 1€Dy

or

8Et°t =2/ ZséB

By replacing derivatives with their expression in equation (S13), we obtain:

Ei210 > 8:0;B; — E2p Z $;0;B;

86‘7 . 1€dy
ot (Eiot)?
Etot gb:séB—quszéB

Using s; = Réi(Si/Ei (Coton et al. 2021), we get:

et 2 52

When there is co-regulation without competition, we have ¢; = v for all i (Coton et al.
2021), so

el 2uv? Rf " RL
— = L B; — L B;
Tl D D D

i€d, i=1

Oel
Thus, the condition rrie 0 for evolutionary equilibrium between groups is:

(S14)

i€d,
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11.3.2.2 Positive groups and singletons To make apparent the other co-regulation
groups in equation S14, we split the sum of the right side of the equation:

1
= ZB ZZ EZB

i€d, k=1 i€®,,

Replacing the response coefficient by its expression (equation S5), we get:

1 Bij - Bij
DL EOMILD Iy

icd, jed, JI k=1ie®,  jed,

Thus we can use the relationship 8;; = B;/B; (equation 5), which is valid only if 7 and j
are in the same co-regulation group:

Z ZBAEz ZZ ZBAE2

1€Dy JED, k=1 i€®y JED

From the relationships e = E;/E9 and e? = E?/E, we get:

1
Z Z B A 6 €th " Z Z BQ Z BjAj(@?@kEtot)Q

€Dy JED®, k=1 i€dy JEP

The inter-group relative concentrations e? and e* can be taken out from the sums:

32 ZBA ; Z ZBA

1€EP, j€ED, 1€dy JjED,

As we consider positive groups and singletons, the intra-group theoretical equilibrium is
ef" = 1/B; (equation 11), so

eq*sZ ZA Zek* ZBQZA

€Dy JED®, k= €Dy JEDL

Let’s call A" the apparent activity of co-requlation group ®, at theoretical equilibrium:

-1

B?B;
AT = E Tj (S15)
icw,

JEDq

So the previous expression becomes:

Aq* €q* Z Ak* ek:*

n 1
A -
S kgl Ak*(ek*)2

is constant, this equality is valid for any co-regulation group:

1
Aq*(eq*)3 Aq* eq* Z Ak* ek*
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Because the apparent activities are strictly positive when there are only positive groups
and singletons, we get:

, Aayi/3

/ q * — qgx* (
vq? \v/q ) € € (Aq/)1/3

p
. !
Since Y e? =1, we have:
q'=1

P P
/ 1
qa'* _ _qx( Aqx\1/3 _
Z et = et(AT) Z (Ad'*)1/3 =1
¢=1 ¢=1

This leads to the expression of the theoretical equilibrium of relative enzyme concentra-
tions when all groups are positives or singletons:

g*x\1/3
vy o A "

> (1/Av)

q'=1

11.3.2.3 Negative groups When all groups are negative, the flux response coeffi-
cients in equation S14 are all null, so we could not use the previous method to find the
equilibria. To overcome the problem, we relied on the relationship between 7¢ and the ab-
solute concentrations within groups, £? (Supporting Information 11.3.3. Thus, at effective
equilibrium, the absolute concentration writes:

Fa = _ (S17)

where 79 is the value of the driving variable at the effective equilibrium. Therefore, the
inter-group relative concentrations at the effective equilibrium are:

E1°

Vg e1 =T (S18)

11.3.2.4 Positive and negative groups When there are both types of groups, the
response coefficients are null for negative groups and non-null for positive groups and
singletons. So equation S14 is solvable only for positive groups and singletons, which
leads to this equilibrium between these groups:

E1 1/A)1/3
Vgsuch as 0, >0 —; = p( /AT) (S19)
> EC 30 (1A
q'=1 q'=1
8,>0 0,0

which is similar to equation 12, by considering E9/ > E? instead of eX.
0,>0
In the negative groups the relative enzyme concentrations tend to their effective equi-

librium.
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To study the behavior of absolute concentrations, we use the relationship between
absolute concentration and the driving variable (Supporting Information I11.3.3):

0
TR

Vied, Ei=FE'+ ————
Le (1—79)B,

(S20)

In the positive groups, e} tends to the intra-group theoretical equilibrium 1/B;, so 71
tends to 1 (see equation 6), therefore E; tends to infinity. The enzyme concentration in
singletons also increase to infinity (Coton et al. 2021). In the negative groups, ef reaches
the effective equilibrium, so 77 tends to 79, therefore E; tends to E;. Therefore, the
absolute concentrations of enzymes in the negative groups become negligible compared
to those in the positive groups and singletons. The inter-group relative concentrations
tend towards the equilibrium of expression S19 in positive groups and towards zero in

negative groups. Because Y  FE7 tends towards Fi., we can say that for positive groups
0,>0

and singletons e? tend towards e?* (equation 12) considering only positive groups and
singletons in denominator instead of all groups, i.e.:

1/A9* 1/3
e 1/A7) (s21)
Z (1/Ad=)1/3
q :
6,20
The same applies for e; that tend towards e (equation 14).
When there are positive and negative co-regulation groups, the flux writes:
X
S =1 (522)
2
Jj=1 AJE]
X
= zp: zn: 1 (S23)
=1 0, AjEj
X
rrlry ] -
_'_
q=1 jEPq AjEJ g=1 jedq AJEJ
04>0 04<0

As enzyme concentrations are stuck at the effective equilibrium in negative groups while
they increase indefinitely in positive groups and singletons, we have:

X ~
J . PR = Jmax (S25)
—00
Z = 4F,
0,<0 jed,

11.3.3 Relationship between absolute concentrations and driving variable

The intra-group relative concentrations in a group are linearly related. The parametric
equation of the line £9 writes:
0

Vie ®, el =71I(1/B; — e;?O) —e! (526)

(2
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where 77 is the driving variable.
The absolute concentrations can also be expressed depending on 79.

AFE1
The relation between EY and 7¢ can be derived from the relation B; = N (equa-
tion 4). We have: Z
E? = B + By(E; — E°)
= EqBiG,? + qu(l — Biez-qo)
el Bl
1-— Blef
Replacing e! by its expression depending on 79 (equation 6), we get:
1— Bie?
B! = qu €i . :
which is simplified to (for 7¢ # 1):
B
E1 = S27
1—71 (827)
E?°
E1 = 528
1 — 714 (528)

In the parametric equation 6, we can make visible the absolute enzyme concentrations,
using the equation e = E;/E%:

E 1 Ef E?

Introducing in this equation the expression of E9 (equation S28), we get:

Ey(1— 71 1 E'\  EP
i, BT o (1 Y

Ed° B, E® E
Thus: .
T9F4
E,=E'+ ——
A Ty
Or:
Vied, E,=EFE° B 1 1 S30
(AS q i — LY + BZ -1+ 1 — T4 ( )

I1.4 Equilibria when there is competition

With competition for resources between all enzymes (fixed FEio), we have for the co-
regulation coefficients:

1/B;; itjed,
Vq, Vi € (Dq, \V/] Bij =<1 lf] =1 (S?)l)
0 ifj¢d,
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and for the redistribution coefficients:

1/Bj_ej .

JEiTS e

: : Bij/Bi — e; 1B —e. 1 &%a

Vo Vi€, Vi oy == § VB it ¢
K2 (] - 4 1

1/Bi_€z J 1

(S32)

So the system of differential equations that describes the evolution of enzyme concentra-
tions (equation 7) becomes:

, OE; .
Vq, VJ € (I)q a—t] = QIUZ SidiOéij
=1

1/B; —e; —e;
=9 5 At R} 9 0 e R
my s 1B —e; | ”ZS 1/B, — &

1€Py

10 Thus: .
Vg, Vj € @, aait_ “B 21/3—62 2uej;1/;i—‘siei (S33)
As the total concentration is fixed with competition, we have for the total relative
concentration:
Vg, Vj € ®, a;; = Eiot a;;

Thanks to the relationship between the selection coefficient and the response coefficient
= R7,0;/E; (Coton et al. 2021), we get:

. Oe; 1 1 R 62 u Rf 62
Vg, Vj e d, =L =2 — —_— ¢ _— S34
? J 1 815 Etot Bj g}; El(l/BZ — BZ') 6] ; El(l/BZ — 61‘) ( )
11.4.1 Effective equilibria
e
A solution to the evolutionary equilibrium % =0 is:
Vi Rf =0 (S35)

135 which is the definition of the effective equilibrium, and corresponds to maximal flux in
regard to each enzyme.
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JE€Pq 77 JE¢Pq 773
n
& E L % __og
B:Ae? Ae?
j€<1>q 171> j= V]

Vo, D = . (S36)

JEDq
I1.4.1.1 Between groups Replace ¢; by eqeg in the left-hand side of equation S36:
1 &1
co, BjAjGJZ ) Ajej

J
n

1 1
> BjAj(evef)* ; Aje;

JE®q

1 1 "1
PN — -
(e2)? Z BjA;j(e])? ; Aje;

JEPq

Defining A“ as the apparent activity of co-regulation group ®,, such as:

1 1
5 2 B (837

JE€Pq J

we get:
n

1 1 1
()2 Ad > A, (S38)

i=1

n

140 AS Z

i=1 Aje;

is constant, this equality is valid for any group:
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and: A’“( k)2
2 o e
(eq) - Aq

Assuming that for all ¢ A9 is positive even for negative groups (which has been empirically
verify with some simulations when equilibrium is computable), we have:

A4
k _
- (F)

P
As Y e* =1, we can write:
k=1

=3
o
=
Il
—_
Il
=
)
£}
VR
h>| s
ol Q
~~
—
~
[N}

S (S39)

with
— = - (540)

I1.4.1.2 Within groups In expression S36, we replace e; by eqeg:

quZBA Z > ia

JjeD q ]E(bk

In the first member, we recognize the expression of the apparent activity (equation S37),

so we have:
p
Y 0
2 ek : Aje’?
k=1 ]e@k J

s Replacing eF by its expression (equation S39), we get:

1 1
—Z 1/2 ZAB,?:()

jed, ~ I
As —p(Aq)l/Z Z(Aq)*l/2
> (AV)71/2 -
7=1
Leading to:
~ - /2 - k\1/2 1
N\—1 _
SEUREES STULD DRty
7=1 k=1 jedy, J
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However, if there is only one enzyme in @, i.e. if 6, = 0, we have ef = 1 and A7 = A,.
Thus Ai_l/2 - A§/2/Ai = A;I/Q - A;I/Q = 0, and the elements corresponding to 0, = 0
disappear in the expression:

u 1
E\—1/2 [ qk\1/2 _
§mm> (A3 ) =0 (341)
9k=7£10 JED 7%

11.4.1.3 Particular case: only one regulated group and singletons When there
is only one co-regulated group ®, (positive or negative) and independent enzymes, we get
from equation S41:

(A (A2 Y 2~
JEDq 765
or: 1 1
E - Z Aj@?

JED,

Using the expression of A? (equation S37), we get:

<
<
m
A
2
<
<

. q . . . . . . .
Replacing e by its expression in the parametric equation of the line £9 (equation 6), we

get:
1/B; = (1(1/B; — ) =)\ _
2%( A, )‘0
B, — ¢
&= Z <1/Aj](eq.); ) -
1/B] — 6;1-0

1 — 79 =0 S42
( )];;q AJ(Tq(l/B] — 6?0) + 6;1-0)2 ( )

Thus, there are two solutions:

e 77* = 1, which is the theoretical equilibrium (Supporting Information 11.4.2), but in
this case the flux response coefficient is not null

e 7¢ £ 1, which cancels the right part of the equation and can be found numerically. In
this case, 7¢ nullifies the response coefficient, which corresponds to a local maximal
flux. The right part of the equation is similar to the expression of the effective
equilibrium when all enzymes are co-regulated.

210 Sl 18



Enzyme evolution in the case of co-regulation groups — SI September 30, 2021

11.4.2 Intra-group theoretical equilibria

Oe!

10 Here we search e such as 8; =0.

oF; OF1
o) opyEr B By

Vq, Vj € ® — = S43
q? ] 6 q» 8t 8t (Eq)2 ( )
From this equation S33, we can write for any co-regulation group ®,:
ol > E;
o BT <jeq>q J) |« OF,
T T e T Lo
JE®q
- 25 S e S
, B; 1/B —e; 7 1/B; —e;
JEPq
=2
s ,Zl/B—eZ Zl/B—el_Ze]
1€Py
E; E1 1
As e; = = = e? and — =1, we get:
jezcbq ’ jezd)q Eiot  Eto jezéq B, &
oF1 5;0; - 5;0;
v/ = =9 vt et v S44

OE; OE1
Replacing W and e by their expressions (respectively S33 and S44) in equa-

tion 543, and with ef = E;/E?, we have:

el 2 1 5;0; "L s 5:0; " s
_J _ vt SN ) Tt o4 _Tvr
at Eq BMGZ@I/BZ_@ ejizl]_/Bi—ei ej Zl/BZ—Q € 1211/Bz_61

i€d,

_ )
Because e; = e;e?, we get:

0_631':2_“ i_eq Zsl—él
ot~ 1 |\ B, 1/Bi —e;

1€y
el
165 There is an obvious solution for G_t] = 0, which is the theoretical equilibrium within
groups:
1
Vjied, eIf=_— S45
J q 6] B] ( )

This expression of e! solves def! /0t = 0, but does not solve de;/0t = 0. However, if at
least one co-regulation coefficient is negative, leading to at least one negative B; < 0 in
the group, the equilibrium concentration is negative, which is impossible to reach.
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II.5 Range of neutral variation without competition

To search if the selection coefficient tends to zero at equilibrium, which corresponds to
neutrality of variations of enzyme concentrations, we used the relationship between the
flux response coefficients and the selection coefficients (Coton et al. 2021):

di

B (S46)

S; = Ré]z

I1.5.1 When there are only positive groups and singletons

At the theoretical equilibrium, the response coefficients are positive (using 14 in equa-
tion S5), and §;; > 0 for all (4,)), whereas E; can increase indefinitely. Therefore the
selection coefficients tends to zero.

11.5.2 When there are only negative groups
At the effective equilibrium the response coefficients are null for all enzymes, therefore
the selection coefficients are null.

I1.5.3 When there are positive (and/or singletons) and negative groups

When there are both types of groups, the response coefficients depend on the group in
which are the enzymes, according to the relation (equation S5):

jED, Aj(f?
a1

i=1 Aje;

Vie®,, Rf =e

At equilibrium for positive groups and singletons, the numerator is strictly positive
and tends toward a constant if 6, > 0. For negative groups, it is null if 6, < 0.

The denominator is the same for all enzymes, whatever their co-regulation groups. It
can be expanded as follows:

n P
S =Y
. .e9ea
= Aje; p i) A]eje
p P
IEDIETED DI
N el Ajel ed Ael
=1 = jed, J q= JED, J
04>0 0,<0

Replacing the e;’- by their respective equilibrium (equation 11 for 6, > 0 and equation 16
for 6, < 0), we get:

n p n p n
1 1 B; 1 1
P D DD D e Dbl Dl
Ae; el A ed o4
j=1 "7 ¢=1 j=1 7 g=1 =1 Ajej
0,>0  E;ed, 0,<0  E;ed,
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When the system tends to equilibrium within groups, (see section 3.1.3), e —— 0

t—o0
for 0, < 0 and e t—> e?* for 0, > 0. Thus, we have for the denominator:
—00

n

o oo

Therefore, we have for positive groups and singletons:

Vie ®,, 0,>0, R > e

' t—oo 400

and Rj — 0"
0;

J
SO §; = RE_
B E’z t—o0

For negative groups, the system tends toward effective equilibrium:

t—o00
and Réi — 0

t—o0
)
— 0

J 9
S0 s; ~ Ry —
ZEZ t—o0

In conclusion, the selection coefficients tend to zero whatever the co-regulation groups.

195

11.5.4 RNV order

Combining equations S5 and S46 and because §; = p for all 7 when there is no competition,
the selection coefficients writes:

. o) JED, AjE]z

Vie @, si~ Ei—F—7F—

=1 A

noo1
The denominator is common for all enzymes, thus we write Den = ) 1B We use
J=14555
200 EZ' = Etote;]eq.
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For positive groups and singletons, we have at theoretical equilibrium:
JE€Pq AJEJ2
Den
~ H B;/B;
E2,Den =, 2
J q A ( 1 )2 (Aq*>_1/3
i\ B .
B; SO (Ak*)-1/3

k=1

Vied, si~pu

p
Ak* —-1/3\2
lu(k:1< ) ) Bi(Aq*)Z/?)
EtzotDen Jrs Aij

q

The sum on the elements on the group is too complex to compare between groups. How-
ever, for independent enzymes, we have B; = 1 and A? = A;, thus the selection coefficient
becomes for singletons:
P (A1)
k=1 -1/3

E2 Den J
As RNV order is the reverse of selection coefficient order (Coton et al. 2021), we suggest
that the RNV is in the same order as pseudo-activities between independent enzymes at
theoretical equilibrium.

As in Coton et al. (2021), we consider the inferior and the superior limits of the RNV
for enzyme i in ®,. Using the relationship between E; and 79 (equation S30), we have:

S B 1 1
B | =
B - =1 (1 )

q,textsup B 1 — 7—q,inf

S; =~

7

where where 79t%t5uP and rotertin/ are the superior and inferior limits of the driving
variable for group ®,. Thus the RNVs of enzymes in the same group are inversely related
to | B;|’s.

However, we cannot compare the RNV between groups.
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III Complementary analysis

II1.1 Degrees of freedom depend on the applied constraint

We showed that the evolutionary equilibrium and the flux shape depend on the constraint
applied on the pathway.

In other words, each constraint modifies the adaptive landscape, by limiting the ability
to move in the multidimensional space (E,.J). We searched the number of degrees of
freedom (df) of the system, which is the number of independent variables necessary and
sufficient to describe the system, given the fixed parameters — here the pseudo-activities A,
the co-regulation coefficients of matrix Mz and the initial concentrations E°. The number
of df is fully determined by the relationship between enzyme concentrations, as the flux
is a function of enzyme parameters (equation 1). Lower df means that the system lose
dimensions on which he can move in the space (E, J), modifying the adaptive landscape.
The diminution of df number depends on the applied constraint:

(i) In a system without any constraint on enzymes, there are as many degrees of free-
dom as enzymes. The system moves freely in the multidimensional space (E, J), although
there is an optimal proportions of relative enzyme concentrations — the evolutionary equi-
librium.

(ii)) When there is competition between all enzymes, we only have to determine n — 1
enzyme concentrations to fully describe the system, because the total concentration is
constant. The adaptive landscape becomes a dome in (E, J), the shape of which depending
only on pseudo-activities (Coton et al. 2021).

(iii)) When there is regulation between all enzymes, the enzyme concentrations are
all linearly related, and fully determined by the driving variable 7 (Coton et al. 2021):
the system has one degree of freedom. Thus the adaptive landscape is reduced to two
dimensions, 7 and J. The landscape shape depends on the kind of co-regulation: flux
increases indefinitely if enzymes are positively co-regulated, or reaches a maximum in case
or negative co-regulation.

(iv) When there is competition plus co-regulation between all enzymes, the driving
variable also fully describes the system, which so has one degree of freedom, and the
adaptive landscape has two dimensions. However, the flux reaches a maximum whatever
the kind of co-regulations, and the adaptive landscape is a section, oriented by the global
co-regulation coefficients and the initial concentrations, of the dome of competition (Co-
ton et al. 2021). Note that if the relative concentrations are initially equal to 1/B (B;
quantifies the effect on the total concentration of a variation of E; before applying the
constraint on Ej,), the system is stuck at the theoretical equilibrium — an evolutionary
black-hole, because at this point, the effect of a mutation is erased (see Coton et al. 2021).
In this particular case, the system has zero degree of freedom and does not go outside
this point.

(v) Here we worked on co-regulation groups. When there are co-regulation groups
without competition, enzyme concentrations are linearly related within groups, and are
independent from enzymes in other groups. So each co-regulation group can fully be
described by its driving variable 7,. Note that for singleton groups, as the enzyme is
independent from the others, its concentration replaces the driving variable and so rep-
resents a degree of freedom. Thus in this case, there is as many degrees of freedom as
co-regulation groups. The adaptive landscape is reduced to p 4+ 1 dimensions — the num-
ber of co-regulation groups plus the flux. As in case of regulation between all enzymes,
when there is only positively co-regulated or independent enzymes, the flux can increase
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indefinitely, whereas flux has a maximum if there is at least two negatively co-regulated
enzymes (figures 2, 3, 4 and S1).

(vi) When there is co-regulation groups with competition between all enzymes, the
constant total concentration complicates the relationship between enzyme concentrations.
From the previous cases, we know that the number of degrees of freedom is between 1 and
n — 1. We might hypothesize that the number of df is p — 1 — the number of co-regulation
groups minus the relationship between enzyme concentrations due to constant total con-
centration —, but this is not coherent with the extreme case of co-regulation between all
enzyme (indeed p = 1 leading to zero df). Another hypothesis for the number of df is to
consider each EY (minus one due to the constant total concentration) and each 7, sepa-
rately, leading to formula p+ ) 19,01 — 1. This formula is coherent with extreme cases,

=1

but do not take account of thqe complex relationship between sums of enzyme concentra-
tions of a group E? and the driving variables 7, — the same relationship that prevents
us to find the effective equilibrium. This case is not very intuitive, because it occurs in
a multidimensional space and because the relationship between enzyme concentrations
depends on three different factors — co-regulation within groups, independence between
groups, competition between all. Note that if a co-regulation group is initially as its
theoretical equilibrium (equation S45), the system loses one df as previously. Whatever
the degrees of freedom, the adaptive landscape is a projection in lower dimensions of the
dome of competition, and its shape is also a dome (figures 5 and 6). This projection
depends on the number of co-regulation groups, and each new co-regulation between two
previously independent groups diminish the dimension number of the projection.

The equilibrium distribution in case of competition with co-regulation groups depends
on the kind and number of co-regulation groups. When all enzymes are co-regulated, the
distribution seems random, but actually depends on two points, initial concentrations E°
and theoretical equilibrium 1/B, that fixed the trajectories in the n-dimensional space of
enzyme concentrations (figures 7B and S2). Each effective equilibrium is the maximum of
the projection of the global of competition in this specific condition. With less restriction,
i.e. with more co-regulation groups, the concentration trajectories can move more freely
in the space. Thus, the ensemble of effective equilibrium for different initial concentrations
exhibits a more visible pattern (figures 7D, S3, 7F S5, 7TH and S4).

Thus the adaptive landscape arises in lower dimensions in the multidimensional space
(E, J), depending on the degrees of freedom that give the different constraints. Its shape is
determined by the pseudo-activities, but also the co-regulation coefficients and the initial
concentrations, according to the applied constraint.
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ANNEXE B

B.2 Démonstrations complémentaires

a) Using subsums

Effective equilibrium corresponds to maximal flux against all enzyme concentrations. As each

co-regulation groups depend on its driving variable, we can write :

Each element ) ; are independent from other co-regulation groups, and relies on the
i€ 2565
driving variable 77. So maximising the flux in regard of each enzyme concentration £; might

be equivalent to minimise each subsum in regard of its driving variable. Let us note the subsums
S? such as :

1
S9 = Z Yo (B.1)

jE€®y "I

Finding the minimum of S is the same as cancel its derivative in regard of 79.

251 0 1
ort  Ord ]% Aje§

-y Lo (L
—.q)quaTq e

Vi € @,

je
el
J
-y 1 —om
A; (e?)?
jED, J ( ])
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0
Because ¢f = 79(1/B; —ef) + eg , we get :

1/B; — ¥’

95"
ot Z ;(r4(1/B; —eqo) +el0)2

Thus, we can find79 at effective equilibrium by solving :

l/BJ — 6;10

Jj€EDy

Z Aj(T9(1/B; — 1) + e2%)2

=0

with :

J J

= ra4(1/B; — ) + 2

(B.2)

(B.3)

However, /7 are not independent in the expression of flux, and their complex relationships can

prevent from reaching this solution within groups.
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Annexe C

Chapitre 3 : démonstrations

C.1 Expression de ’efficacité équivalente pour des enzymes
en série

Dans cette annexe, je montre comment exprimer I’efficacité enzymatique équivalente pour une
chalne métabolique linéaire a n enzymes catalysant la transformation d’un substrat en produit
via une série de réactions réversibles uni-moléculaires. Cette chaine est illustrée dans la fi-
gure C.1 avec son équivalent électrique. Comme on le verra, la démonstration est similaire a
celle de la Théorie du Controle Métabolique [Kacser et Burns 1973; Kacser ef al. 1995].

A 1 \'A Vv, o B
._>_| R l_._l R, l_._ """""
-
U

FIGURE C.1 — Circuit électrique (en haut en bleu) et voie métabolique (en bas en vert) pour n éléments
en série.

L’ objectif est d’obtenir la relation suivante entre le flux métabolique .J a I’entrée de la voie

et I’efficacité enzymatique équivalente F :

J=Fg (XA——) (C.1)
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ou X4 et Xp sont les concentrations des substrat et produit de la réaction. Pour chaque réac-

tion ¢, la vitesse de réaction s’écrit :

Xi
v; = F; (Xil - Z) (C.2)

ou F; est I'efficacité de I’enzyme 7, K; la constante d’équilibre de la réaction considérée et X;

la concentration du métabolite X;, produit de la réaction 7 et substrat de la réaction ¢ + 1.

A I’état stationnaire, les vitesses de réaction sont constantes et identiques dans toute la

chaine métabolique, et sont donc égales au flux :
J=v1=vy="--- =1, (C.3)
En remplacant les vitesses de réaction par leurs expressions, on a :
J=wv =F(X4— X5/K;)
J =y = Fy(Xy — X3/K5)
J=v,=F,(X,-1 — Xg/K,)

Pour éliminer les concentrations en métabolites inconnues, on passe les efficacités enzyma-

tiques F; a gauche puis on divise chaque expression par les constantes d’équilibre appropriées :
J/F = (X4 — X5/Kq)

J/FQZ(XQ_X3/K2) X]./Kl

1
X
KKy Ky

J/Fy = (X1 — X5/Ky)

En effectuant la somme des équations du systeme, les concentrations en métabolites intermé-

diaires s’annulent et on obtient la relation suivante :

1 1 1 X
j=1 j=1

On retrouve alors 1I’expression du flux en fonction des efficacités enzymatiques et des concen-
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trations en substrat et produit :

Xy — -8
Il K;
J=—"" (C.5)
> —
i=1 F; T] K
j=1
En la comparant a I’équation C.8, on peut en déduire que I’efficacité d’une enzyme équivalente
est:
1
Fg=— i (C.6)
.Z i—1
S EIK
j=1
Et que la constante d’équilibre équivalente est :
Kg=]]X; (C.7)
j=1

221



These doctorale, COTON (2021)

C.2 Expression de Pefficacité équivalente pour des enzymes

en parallele

Dans cette annexe, je montre comment exprimer 1’efficacité enzymatique équivalente pour
un réseau métabolique a n enzymes en parallele catalysant la méme réaction réversible uni-

moléculaire. Ce réseau est illustré dans la figure C.2 avec son équivalent électrique.

FIGURE C.2 — Réseau métabolique (a gauche en vert) et circuit électrique (a droite en bleu) pour n
éléments en parallele. Ce schéma est purement théorique et sert d’appui a la démonstration.

L’ objectif est d’obtenir la relation suivante entre le flux métabolique J a I’entrée du réseau

et I’efficacité enzymatique équivalente F :

X

J = Fg (XA - —B) (C.8)
Kg

ou X4 et Xp sont les concentrations des substrat et produit de la réaction. Pour chaque réac-

tion 7, la vitesse s’écrit :
v; = F; (X — %) (C.9
ou F; est I’efficacité de I’enzyme 7 et K; la constante d’équilibre de la réaction considérée.
Comme toutes les réactions transforment le méme substrat X 4, en méme produit X, les ré-
actions sont thermodynamiquement équivalentes, et les constantes d’équilibre sont donc égales
et on a donc :

Vi K;,=Kg (C.10)

Si I’on considere la vitesse de production et de consommation de X 4 (équivalent de la loi
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des noeuds), on a :

J:v1+vg+---+vn22vi (C.11

Ce qui donne :
J = 5 EF | Xq4—— C.12

En la comparant a I’équation C.8, on obtient I’efficacité équivalente du réseau :

Fp— zn:F (C.13)

C.3 Expression du flux pour un réseau métabolique simple

Dans cette annexe, je présente un exemple de résolution d’un circuit simple a cinq enzymes avec
une boucle de dérivation (figure C.3). Cette résolution se base sur les efficacités enzymatiques

équivalentes.

FIGURE C.3 — Exemple de réseau métabolique simple a cinq enzymes avec une boucle de dérivation.
Cet exemple théorique est utilisé afin d’illustrer la méthode de résolution.

Les enzymes 3 et 4 sont en série, nous avons donc

L1,
F34 F3 K3F4

E, est en parallele avec les deux enzymes précédentes entre A et C, ce qui donne :
Fac = Fo+ F3y

avec
Kac = Ky = K3K,

223



These doctorale, COTON (2021)

Les autres enzymes sont en série, ce qui donne :

1 1 1 1

— ==+ +
Frp I KiFae KiKjiofFs

avec comme constante d’équilibre équivalente : Kp = K1 K0 K5

Autrement dit :

Fp = T : ! R (C.14)
Fy | KK acFs
Kl ot 47—
Fy * K3Fy

Le flux s’écrira alors :
J = Fp(Xo— X,,/Kg)

NB : si F5 disparait (inactivité et/ou absence), alors le circuit est uniquement en série, en

passant par B. F; est alors égal a 0, et K et ' (équation C.14) se simplifient en :

Ky = K1 K3 K4 K5

1

et FE:

1 n 1 1 n 1 n 1
Fy Ky \Fs K3F, K\ K3 K, F5

C.4 Expression de Pefficacité de I’enzyme équivalente dans

le cas du pont de Wheatstone

Dans la cas du pont de Wheatstone, constitué par une boucle de dérivation ot les deux branches
sont reliées par un dipole (figure C.4), la relation entre I’efficacité enzymatique équivalente et
toutes les efficacités enzymatiques n’est pas trouvable aussi simplement que précédemment.
J’ai donc adapté la démonstration de Kagan [2015] en introduisant les constantes d’équilibre

des réactions.

La vitesse de production du métabolite de sortie X4, qui est le flux, vaut :

dX
d—;:J:UQ‘l"U?)

En remplacant .J, v, et v3 par leurs expressions, on obtient :
J=Fp(X) — Xy4/Kg) = F5(Xo — Xy/Ky) + F5(X3 — X4Ky)
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2
= -
Al B
—r—o 1 o 4 g——o
{1

FIGURE C.4 — Pont de Wheatstone : analogie métabolisme-électricité. En bleu a gauche le circuit
électrique, et en vert a droite son pendant métabolique. Les deux branches entre A et B sont reliées par
le dipole Rj. Les résistances ne sont alors ni en série, ni en dérivation, et le pont n’est pas réductible
simplement.

En supposant que la concentration X4 du métabolite de sortie est nulle, le flux se réécrit :
J = XoFy + XsF5 = Fp X,y (C.15)

mais la constante d’équilibre équivalente K g n’apparait plus dans I’équation, nous empéchant

de la déterminer.

Pour trouver les valeurs de X5 et X3, on applique la loi des nceuds aux points 2 et 3 :

dX
d—;:O:—Ug—UQ‘{‘Ul
= —Fg(Xg — Xg/K3) — FQ(XQ — X4/K2) + Fl(Xl — Xg/Kl)
=X1F) — Xo(F1/Ky + Fo+ F3) + X3F3/ K3 + Xy Fy /Ko
dX
d—t?’:O:U4+’U3—U5

= Fy( X1 — X3/ Ky) + F5(Xo — X3/ K3) — F5(X5 — X4/ K5)
- X1F4 + X2F3 — Xg(Fg/Kg + F4/K4 + F5) + X4F5/K5

Comme X, est supposée nulle, on peut exprimer les valeurs des concentrations en métabolites

intermédiaires X, et X3 :

XQCQ :X1F1—|—X3F3/K3 (C16)
X3C3 :X1F4—|—X2F3 (C17)

oucy =F/Ki+ Fy+ Fyetes = F3/ K3+ Fy/ Ky + Fs. On implémente la valeur de X3 (C.17)
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dans celle de X, (C.16), ce qui nous donne :

X F, + X, F:
Xoco = XhF) ! 4: 2 3F3/K3
3
F? X1 F5F,
Xo(eg — —2-) = X F
2(62 C3K3> S c3 K3

FiesKs + F3Fy
CQCgKg - F32

Xo =Xy
Procédons de la méme maniere pour X3, et implémentons C.16 dans C.17 :

X3C3 = X1F4 + X2F3
XiFy + X3F3/ K3

:X1F4+ c F3
2
2 FiF5
X3(cs — —2-) = X, (F,
3(c3 cng) 1(Fy + o )

Xg(CgCQKg — F32) = X1<F4CQK3 + F1F3K3)
F4CQK3 +F1F3K3

X3 =X
3 ! C3C2K3—F32

Ecrivons Den = cyc3 K3 — F le dénominateur commun a X5 et X :

Den = cyc3 K3 — F32
= K3(F /Ky + Fy + F3)(F3 /K3 + Fy /Ky + Fy) — F2
FF, RF, FF5, FRF, FF, F2  FyF,
FyFs + -2
K KK, KR R TR TR,
= F3(Fy /K, + Fy + FyK3 /K, + FsK3) + K3(Fy /Ky + F)(F, /Ky + F3)

:Kg( +F3F5>—F32

En remplacant les expressions de X5 et X3 dans I’équation du flux C.15, on obtient pour I’effi-

cacité de I’enzyme équivalente :

XoFy  X3F5

Fr —

S R ¢

_ F2(F]_03K3 + F3F4) + F5(F402K3 + FngKg)
Den

En remplacant c,, c3 et Den par leurs expressions respectives, on obtient 1’équation de 1I’effica-

cité équivalente :

PR K3(F3/Ks+ Fy /Ky + Fs) + Fo FsFy + FyFsFs K3 + FyFs K3(Fy /Ky + Fy + F3)

Fr —
E F3(Fi /Ky + Fs + Fy K3/ Ky + F5K3) + K3(Fy /Ky + Fy)(Fy/ Ky + F5) 18
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C.5 Démonstration de la relation concave entre une conduc-

tance et I’intensité

La démonstration de la concavité a été faite par Marianyela Petrizzelli, chercheuse post-doctorale

a I’Institut Curie, qui m’a autorisée a la reproduire ici.

C.5.1 Introduction

Similarity between metabolic networks and electric circuits.
The total flux J and the enzymatic activity A and/or the concentration of an enzyme [E]
are thought to be equivalent to the current intensity (/ = J) and the conductance in an electric

circuit (1/R = o = A[E]), respectively. Thus a circuit is like a metbolic network.

Here, we demonstrate the concave relationship between the intensity / and conductance of

a resistor (all the other fixed to be constant) in resistive circuit like metabolic network.

Definition of concavity. A real valued function f : R — R is said to be concave if,
Vz,y € R and Vo € [0, 1],

(I =)z +ay) > (1 —a)f(z) +af(y) (C.19)

C.5.2 Wheatstone bridge like metabolic network

FIGURE C.5 — Electrical wheatstone bridge.

The output intensité, that is proportional to the equivalent conductance o, in a circuit, is a

function of the conductances in the network (eq 12 in Kagan [2015]):

0'10'2(0'3 + 04 + 0'5) + 090304 + 010305 + 0'40'5(0'1 + 02 + 0'3)
0'3(0'1 —+ g9 -+ 04 —+ 0'5) -+ (0’1 —+ 0'2)(0'4 + O'5>

(C.20)

Ueq =
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a) Concavity
We want to prove that, fixed the conductance of all resistors in the network but one, let’s say the
i-th, the inequality

Oeq((1 — @)of + ao?) > (1 — a)oey(07) + aoey(o}) (C.21)

is still valid.
It is easy to see that Vo;, 0., can be expressed as:
ao; +b

Oeq(07) = — (C.22)

Substituting eq.C.22 in eq.C.21 leads to:

(1 —-a)of +acl)a+b - ofa+0b ola+b

1 - C.23
((1—a)of+ozaz-y)c+d_( a>0§”c+d+aafc+d (€23)
Taking the least common denominator and denoting o* = ((1 — a)o?¥ + ac?),
(c*a+b)(ofc+d)(ofc+ d)
(o*c+d)(oFc+ d)(olc+d)
1— z * 4 4 * z
- (1—-a)(ofa+b)(o*c+d)(o/c+d) + a(o]a+b)(c*c+ d)(cfc+ d) (C24)

- (o*c+d)(ofc+d)(ofc+ d)
Given that V;0;, > 0, and a, b, c,d > 0, eq. C.24 is satisfied if and only if
(0*a+b)(ofc+ d)(o?c+d)
> (1—a)(ofa+b)(c*c+d)(olc+ d)+ a(ola+b)(c*c+ d)(ofc+d) (C.25)
Thus,

(c*a+b)(ofc+d)(ofc+ d)
> (o*c+d)(ado™ + ofolac+ (1 — a)o? + aof)bc + bd) (C.26)

acd(c”* — o!)(of — ")+ bed(of + 0! — 0" — ((1 — a)o?! + ao?))
+bc*(ofo! — o*((1 — a)o! + ac?)) >0 (C.27)

Noting that
(0" ~ o?)(o7 ~ 0*) = (Vall ~ a)o — /a1l a)a?)’

ol +0! —o"— (1 —a)o! + ac?) =0
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and
ofo? —o*((1 — a)o! + ao?) = —(va(l — a)of — Va(l —a)o?)?

eq.C.27 simplifies to

ad —bc > 0 (C.28)
We need to verify this inequality Vo;.
i. Casel. Foro;, =0y, ;
o1a +
* C.29
Ueq coq + d ( )

with

a = 09(03 + 04+ 05) + 0305 + 0403
b= 0405(09 + 03) + 020304
C= 03+ 04+ 05
d = o3(09 + 04+ 05) + 02(04 + 05)

Thus, eq. C.28 becomes

(0’2<O'3 —+ 04 —+ 0'5) —+ 0305 —+ 0'40'5)(0'3(0'2 + 04 -+ 0'5) + 0'2(0'4 + 0'5))
— (0'40'5(0'2 + 0'3) + 0'20'30'4)(0'3 + 04 + 0'5) 2 0 (C30)

After simplification and rearrangements it leads to
(0’2(0'3 + (o) + 0'5) + 0'30'5)<0'20'3 + 0904 + 090+ + 0'30'5) Z O (C31)

That’s always verified since Vi, 0; € R™.

ii. Case 2. Foro; = o9,
a=o01(03+ 04+ 05) + 0304 + 0403

b = 0'40'5(0'1 —|—0'3) -+ 010305
c= 03+ 04+ 05
d = 0'3(0'1 —f-0'4 + 0'5) +01(0'4 —|—O'5>

and eq. C.28 is verified.

229



These doctorale, COTON (2021)

iii. Case3. Foro;, = o3,
a= (o1 + 04)(02+ 05)

b= (710'2(04 + 0'5) + 040'5(0'1 + 0'2)
c=01+09+ 04+ 05
d= (0'1 + 0'2)(0'4 + 0'5)

Substituting these values in eq.C.28 leads to

(0105 — 0904)* >0 (C.32)
that is always verified.
Cases4 and 5. For o; = 04 and 0; = 05, by symmetry, cases 4 and 5 are equivalent to cases 1

and 2, respectively. In fact, by noting o4 as 01, 05 as 09, and viceversa, it is easy to retrieve the

same values for the coefficients a, b, ¢ and d on the respective sections. Thus eq. C.28 is satisfy.

b) Partial derivative of the equivalent conductance

00¢q ad — be
= > C.33
do;  (co;+d)?2 — 0 ( )

We showed that the denominator is always greater than or equal to 0. Thus, the equivalent con-

ductance is a monotonically increasing function of o;.

¢) Bounds
li _b C.34
Yy =3 (€34
To find the limit at infinity, we simply rewrite C.22:
a+b/o;
Tea() ¢+ do;
which gives the limit:
lim 0. = - (C.35)
o;—+00 C

Thus intensity is monotonically increasing, bounded and concave function of the conduc-
tances in a Wheatstone bridge like metabolic network.
In the particular case where ad — cb = 0, then 0., becomes constant against o;. It is the case

for 03 when 0105 = 0904.
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C.5.3 Generic non-simplifiable circuit like metabolic network

The junctions equations for all the node potentials in a generic circuit of n nodes (n > 2) can
be expressed as:
YV =I (C.36)

where V = (V;, Vs, ..., V,)T is the vector of nodes potential, I = (I,,0,...,0, ;)T is the

vector of current flows and > the conductance matrix in the electric circuit,

C1 —012 —013 —014 ... —0O1pn
—02,1 Ca —023 —024 ... —0O2p
2 = —0'3’1 —0'3’2 C3 —0'3?4 Ce —O'3’n (C37)
—On1 —Op2 —0p3 —Op4 ... Cn

)

with ¢; = > i Tige Note that 0;; = 0 if the nodes ¢ and j are not connected by a resistor.

Kagan [2015] derived the equivalence conductance formula for a generic non-simplifiable

circuit and, by posing V; = ¢ and V,, = 0, showed that

det X’
Ocqg = (C.38)
det X"
where X is the upper left sub-matrix (n-1)x(n-1) of the conductance matrix >
C1 —01,2 —01,3 —014 B 2 e |
—021 Co —023 —024 ceo —O02p-1
/
YW= —o31 —032 c3 —034 ... —O3p-1 (C.39)
—Op-11 —Op—-12 —Op-13 —Op-14 ... Cn—1
and " is the lower right sub-matrix (n-2) x (n-2) of 3/
(&) —023 —024 ceo —O02p-1
—032 C3 —034 B O . |
I — ‘ ‘ ) _ (C.40)
—0Op-12 —Op—-13 —Op-14 --- Cn—1

Kagan [2015] showed that each term in det ¥’ and det Y’ enter with a plus. Thus, the
equivalence conductance is a ratio of two polynomials of degree (n-1) and (n-2), respectively,

with only positive terms.
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Again, it is possible to express o, as in eq. C.22 Vo, ;, i.e

. Ao.i,j + B

= Co. 1D (C41)
i.j

Oeq

with A, B, C', D being non negative and dependent on all edge conductance other than the one
between the i-th and the j-th nodes.

Thus, as eq. C.28, the inegality
AD - BC >0 (C.42)

must be satisfied to verify the concave relationship between the conductance at a node, fixed all

others, and the equivalent conductance.

Without loss of generality, we can focus on oy 5. Setting ¢} = ¢; — 012, ¢4 = ¢ — 012 and
n—1=%k

&+ —(o13+023) ... —(01k+02k)
—(031 + 032) C3 e —03k
A= . ) . _ (C43)
— (k1 + Ok2) —0k3 . Ck
/ /
A &+ —(013+023) ... —(01k+02)
B=|—031 —(031+ 032) c3 e —03k (C.44)
—O0k,1 —(O’k71 + Uk,g) —0L3 e Cr
C3 cee TO3E
C = : : (C.45)
—O0k3 --- —Ck
C/2 —023 ... —O2k
D= ' . _ ) (C.46)
—O0k2 —O03 --- Cr

Now, we need to verify eq. C.42 to demonstrate the concave relationship between the con-
ductance at a node, fixed all others, and the equivalent conductance. To this end let us introduce

Jacobi’s theorem first.

Theorem (Jacobi). Let M denote the determinant of a matrix M = ||m;;||7, M¢ the de-

terminant of the matrix of its cofactors M¢ = |[M;;[|T, 1 < p < n, O'(J

") an arbitrary
1---Jn
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permutation of the n rows and columns of M, then

Miljl s Miljp Myt 1jpt
Mi2j1 e Misz B ( 1)0_ mip+2jp+1
Mipjl Mipjp minjp+1

My 15

mip+2jn

My jn,

- MPE (C.47)

Now, remark that C' is a minor of B obtained by deleting the first two rows and columns of

B. Using Jacobi’s Theorem, with p = 2, n =k, 4 =land j; = [ V] € 1,...k, we can express

BC as

Bi1 DBis
By Do

since o = 0 (there are no permutations).

=(-1)°CB*'=CB

Using the sum property of the determinants, we can rewrite B as

/
S
0

B =|—03:1

—O0k1

0 —01,3
/
02 —0'273
—032 C3
—O0k2 —O0g3

and give an explicit expression for the co-factors in eq. C.48 :

Bi1=D
0 —023
By = — —<T3,1 C3
—O0k1 —Okg3
0 —o013
By — — —0:3,2 C3
—0k2 —O0g3
Cll —013
By — —03.1 C3
—Ok1 —O0Lg3

—01,k
—02.K
—O03,k
Ck
—02k
—03k
’ — _B**
Ck
—O01k
—03k
’ — —B*
Ck
—01,k
—03,k
Ck,

(C.48)

(C.49)

(C.50)

(C.51)

(C.52)

(C.53)
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Thus,
D _B**

— DBy — (B*)? C.54
_B B, 92 — (B¥) ( )

BC:‘

where B* = B** since the respective matrices are one the transpose of the other.

On the other hand, we can re-write A as a function of D, B* and Bss. Using the properties
of determinants :
A=2B"+ D + By (C.55)

We can now substitute all these informations in eq. C.42 :
AD — BC = (2B* + D + By)D — (ByxD — (B*)?) = 2B*D + D* + (B*)* = (D + B*)?

that’s always equal or greater than zero, thus eq. C.42 is always satisfied.
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C.6 Analogie entre métabolisme et chaine de production

Dans la suite des analogies de flux de matiere, j’ai proposé le systeéme « chaine de production »,
a but de médiation scientifique, car il est plus accessible au grand public que 1’électricité ou I’hy-
draulique pour faire comprendre le métabolisme. J’ai pris I’exemple d’une usine de fabrication
de fromages. Le systeme se présente comme suit : pour chaque chaine de production, nous avons
une suite de machines (par exemple, fermenteuse, mouleuse et emballeuse) qui transforme le
lait en fromage emballé. Chaque machine représente une enzyme, et le nombre de machines
la concentration de cette enzyme ; la performance des machines correspond a I’activité enzy-
matique ; le flux métabolique est la vitesse de production; les métabolites correspondent aux
différents états de la matiere entre chaque étape de transformation. La force motrice est plus
difficile a interpréter, car elle dépend de la fagcon dont la chaine de production a été automatisée,
tandis que pour les systemes physiques, c¢’est uniquement une différence d’énergie qui permet
le déplacement de la matiere, et cette énergie n’a pas d’équivalent pour le systeme « chaine de
production ». Le plus simple est de considérer que ’usine est programmée pour avoir toujours
un stock défini de produits finis et de matieres premieres, que 1’on retire/ajoute régulierement.
Cette analogie est utile pour faire comprendre notre modele d’évolution des concentrations
d’enzymes. La sélection pour maximiser le flux revient a optimiser le nombre de machines dans
I’usine pour avoir la plus grande vitesse de production possible. Les contraintes appliquées aux
concentrations d’enzyme peuvent aussi étre expliquées dans cette analogie : 1’indépendance
entre enzymes correspond a un budget illimité pour acheter des machines ; la compétition pour
les ressources correspond a un budget fixe ; la co-régulation correspond a un achat des machines
par lots. La limite se place dans la maniere dont le systeme est optimisé : les mutations sont
totalement aléatoires, dans leur cible et leur taille, tandis que pour une usine, c’est un choix
délibéré d’acheter telle ou telle machine, bien que cela puisse se faire par titonnement.
L’analogie entre cellule et usine de production a par ailleurs été utilisée pour expliquer

I’optimisation des temps de présence des métabolites (les « stocks ») [Cascante er al. 1996].

TABLE C.1 — Analogie entre métabolisme et chaine de production de fromages. Ce tableau est
complémentaire du tableau 3.2.

Métabolisme Chaine de production
Meétabolites Matiere transformée
Flux métabolique J Vitesse de production
Potentiel chimique p @
Ecart a I’équilibre Différentiel entre matieres premieres et produits finis
Efficacité enzymatique Performance des machines
Concentration d’enzymes Nombre de machines
Ressources limitées Budget fixe
Co-régulations Achats par lots
Evolution par sélection Optimisation
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Annexe D

Evolution des enzymes en parallele :

démonstrations

Cette annexe contient les démonstrations sur les résultats préliminaires de 1’évolution des en-

zymes paralleles présentés a la fin du chapitre 3.

D.1 Rappels

Le flux s’écrit pour n enzymes en parallele catalysant la méme réaction :
J=X> AE; (D.1)
j=1

ol X est une constante, A; = key /Ky est I’activité de ’enzyme j et E; est la concentration de

I’enzyme j.

Le systeme différentiel de I’évolution des concentrations d’enzymes est (voir chapitre 1) :

E. i 52
OB _ 1 S RL st (D.2)

ou u est le taux de mutation, F, est la concentration totale d’enzyme, Réj est le coefficient
de réponse de I’enzyme j, oj; est le coefficient de redistribution et §; est I’effet de la mutation

ciblant ’enzyme j.

e
On cherche €] tel que % _ 0.

ot

237



These doctorale, COTON (2021)

D.2 Indépendance

En cas d’indépendance entre toutes les enzymes, 1’évolution des concentrations relatives s’écrit

(voir annexe A) :

de; H ;5 - s
-2 =2 RL L —¢;y RLE D.3
s ol ( 1E-o 3, o3
Le coefficient de réponse en cas d’indépendance vaut :

_0J B Al

J
B = - =
g oE; J n
ZlAjEj
J:

Ainsi, en combinant ces deux équations et sachant que J; = v pour tout j, la valeur a I’équilibre

de la concentration relative de I’enzyme j est :
Rf, [e;
> Ry, Jex
k=1
AE;
€; 2 AlEl
=1
A By

AjejEtot/ej
> AgerEoi/ex
k=1

Ainsi la concentration relative a 1’équilibre est :
_ 4
T n
> Ap
k=1

*
€j

(D.4)
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D.3 Compétition

En cas de compétition, le coefficient de redistribution vaut :

_ J
Oéij =
1—62‘

Le coefficient de réponse devient :

;O] E
B OFE; J

EZX Z AjOéZ‘j
j=1

XY AE;
j=1

—E; ) Aje;

J=1

n

(1—e) > AjE;

j=1
Etot(1 - ei)

_1—67;

Ainsi, I’évolution des concentrations d’enzymes devient :

o B, 2 i

2p —e; —é€j (1—e;)?

K%t i1 1— €; 1— €; 61(1/V+ 1/Etot>

2/
Etzot(l/y + 1/Et0t) !

Ainsi le seul moyen que la concentration d’enzyme n’évolue plus est que e; = 0.
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Résumé : La question de la relation génotype-phénotype
est centrale en sciences de I'évolution. En effet, alors que les
mutations concernent le génotype, c'est au niveau des
phénotypes qu'opére la sélection naturelle qui va structurer
le polymorphisme dans les populations. Pour analyser
comment une pression de sélection a un niveau
phénotypique donné se traduit au niveau sous-jacent,
considéré comme porteur de l'information génotypique, j'ai
choisi le modele de la relation entre le flux a travers une voie
métabolique et les concentrations des enzymes de cette
voie. En m'appuyant sur la théorie du contrdle métabolique,
j'ai développé un modele mathématique d'évolution des
concentrations d'enzymes lorsqu'il 'y a sélection
directionnelle pour augmenter le flux, en envisageant deux
contraintes biologiquement réalistes : la compétition pour
les ressources cellulaires et/ou des co-régulations entre
enzymes. J'ai montré que dans tous les cas un équilibre
stable des concentrations relatives existait, mais avec des
zones de neutralité sélective de tailles trés variables selon
les propriétés des enzymes et les contraintes appliquées. De
plus j'ai montré qu'en cas de co-régulations, les équilibres
dépendaient non seulement des activités des enzymes et

Titre : Evolution des concentrations d'enzymes dans les réseaux métaboliques

Mots-clés : Relation génotype-phénotype, Théorie du controle métabolique, Modélisation, Evolution, Dynamique

des co-régulations entre elles, mais aussi de leurs
concentrations initiales, ce qui constitue un exemple de
contingence évolutive. Enfin un trade-off entre les
concentrations de deux enzymes suffit a limiter le flux et a
empécher les concentrations de toutes les autres enzymes
d'augmenter. Toutes ces prédictions ont été confirmées
par des simulations d'évolution a long terme dans
lesquelles certaines des hypotheses simplificatrices faites
pour les développements analytiques avaient été levées.
Dans une derniére partie de la thése, j'ai cherché a étendre
le modéle d'évolution aux réseaux métaboliques en
exploitant I'analogie entre réseaux métaboliques et circuits
électriques, qui tous les deux impliquent des flux d'énergie
dans des systémes ramifiés. Sous réserve d'hypotheses
simplificatrices, cette approche m'a permis de trouver une
relation entre le flux et les efficacités de toutes les enzymes
d'un réseau, et de montrer que la relation entre le flux et
une enzyme particuliére était toujours une courbe de
saturation. On dispose donc d'un systeme formel pour
étudier I'évolution des concentrations d'enzymes dans un
réseau de topologie quelconque.

Metabolism-electricity analogy

Abstract: The question of the genotype-phenotype
relationship is essential to evolutionary science. Indeed,
while the mutations concern the genotype, the natural
selection acts at the phenotypic level, thus shaping the
polymorphism in the populations. To analyze how selective
pressure at a given phenotypic level affects the underlying
level, considered as reflecting the genotypic information, |
chose the model of the relationship between the flux
through a metabolic pathway and the concentrations of the
enzymes of this pathway. Using the metabolic control
theory, | developed a mathematical model of evolution of
enzyme concentrations when there is directional selection
to increase flux, considering two biologically realistic
constraints: competition for cellular resources and/or co-
regulations between enzymes. | showed that in all cases a
stable equilibrium of relative concentrations exists, but the
zones of selective neutrality have widely different sizes,
depending on enzyme properties and constraints applied.
Furthermore, | showed that in the case of co-regulations, the
equilibria depended not only on the activities of the

Title: Evolution of enzyme concentrations in metabolic networks

Keywords: Genotype-phenotype relationship, Metabolic control theory, Modelling, Evolution, Adaptive dynamics,

enzymes and the co-regulations between them, but also
on their initial concentrations, which constitutes an
example of evolutionary contingency. Finally, a trade-off
between the concentrations of two enzymes is sufficient to
limit the flux and prevent the concentrations of all other
enzymes from increasing. All these predictions were
confirmed by simulations of long-term evolution in which
some of the simplifying assumptions made for the
analytical developments were relaxed. In the last part of
the thesis, | tried to extend the evolutionary model to
metabolic networks by exploiting the analogy between
metabolic networks and electrical circuits, both of which
involve energy flows in branched systems. Subject to
simplifying assumptions, this approach allowed me to find
a relationship between the flux and the efficiencies of all
the enzymes in a network, and to show that the
relationship between the flux and a particular enzyme was
always a saturation curve. This provides a formal system for
studying the evolution of enzyme concentrations in a
network of any topology.
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