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A Theoretical and Numerical Study of
a Nonlinear Black-Scholes Equation in
the presence of Transaction Costs



Résumé

La contribution principale de cette these est 'analyse théorique et numérique d’'un modele de
Black-Scholes non linéaire pour la valorisation d’une option d’achat européenne obtenu par G. Barles
et H. Soner. L’analyse théorique de ce probleme a été réalisée a l’aide d’une approche récente qui
consiste a faire un changement de variable afin de placer le probleme dans le cadre des équations de
type Barenblatt. D’une part, nous avons étudié le probleme avec des méthodes standard (utilisant
la monotonie du systeme), plutét que la théorie des solutions de viscosité. D’autre part, nous avons
développé un modele bidimensionnel pour une option panier en présence des cotits de transaction. Bien
que ce produit financier soit simple, il n’en demeure pas moins que cet instrument est complexe. En
effet, comme pour la majorité des options multi-dimensionnelles, les équations modélisant les options
paniers n’ont pas de solution analytique méme dans le cas linéaire. Nous devons donc recourir a
des méthodes numériques, mais l'efficacité de ces dernieres est sensible & la dimension de l’espace.
Nous avons appliqué une méthode multigrille (en variable d’espace) afin de simuler numériquement la
solution du probleme de Barles et Soner en un temps raisonnable. Le gain attendu est une simulation
numérique moins couteuse en temps que les méthodes itératives de résolution numérique standard.

Mots-clés : Black-Scholes, modele de Barles et Soner, cotits de transaction, solutions convexes, schéma
des itérations monotones, équation de Barenblatt, différences finies, méthodes des multigrilles, option
Européenne, option panier.

Abstract

The first contribution of this thesis is the theoretical study of a nonlinear Black-Scholes equation
resulting from market frictions, like pricing options under transaction costs. We focused our attention
on the Barles and Soner’s model where the volatility is enlarged due to the presence of transaction costs.
On the one hand we give a constructive mathematical approach for proving the existence of convex
solutions for the Barles and Soner equation which is a non degenerate fully nonlinear deterministic
problem with nonlinear dependence upon the highest derivative. The existence of a strong solution to
the original equation is shown by considering a monotone sequence satisfying an abstract Barenblatt
equation and converging toward the solution of a limit problem. On the other hand, we give a numerical
simulation using finite difference technique since an exact solution of the Barles and Soner problem
does not exist. The second contribution of this thesis is the pricing of a European basket options in
the presence of transaction costs. We develop a model that incorporates the illiquidity of the market
into the classical two-assets Black-Scholes framework. We perform a numerical simulation using finite
difference method. We consider a multigrid method in order to reduce computational costs. The
aim of this study is to investigate a deterministic extension for the Barles and Soner model and
to demonstrate the effectiveness of multigrid approach to solving a fully nonlinear two dimensional
Black-Scholes problem.

Keywords : Black-Scholes, transaction costs, Barenblatt equation, convex solutions, multigrid
method, finite difference method, Barles and Soner’s model, European option , basket option.
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Introduction

Introduction générale

Les mathématiques financieres constituent une branche des mathématiques appliquées permettant
de modéliser des marchés financiers. Ce domaine de mathématiques a connu un grand succes durant
ces deux dernieres décennies. Cette these est basée sur le modele introduit par Fischer Black et Myron
Scholes qui leur a valu le prix Nobel en économie. Leur théorie fut le commencement d’une nouvelle ere
d’ingénierie financiere. En effet, la force du modele de Black-Scholes réside dans le fait qu’il nous permet
d’estimer le prix de l'option a I’aide d’une formule analytique et qu’il permet d’écrire la volatilité (qui
est un parametre non observable sur le marché) d’'un actif financier en fonction du prix de I'option
et du temps. Son second point fort se caractérise par la notion de couverture, autrement dit, il s’agit
d’une stratégie, appelée «delta neutre», qui permet a l'investisseur d’étre couvert contre le risque
relatif a la fluctuation de l'actif a la maturité du contrat et cette couverture se fait en reéquilibrant
de maniere continue le portefeuille de I'investisseur par rapport au delta (qui désigne la variation de
l'option par rapport au sous-jacent). Le modele de Black-Scholes, utilisé dans le monde entier, se fonde
sur des hypotheses non réalistes sur les marchés financiers. Ces hypotheses seront discutées en détails
dans la suite.

L’intérét de la valorisation des produits dérivés (ou de maniére plus précise le «pricing» des options)
résulte du fait que les produits dérivés peuvent étre utilisés afin de minimiser les risques liés aux
fluctuations des prix des actifs sous-jacents. Cette technique de protection est appelée couverture. Il
existe une variété de produits dérivés sur le marché, tels que les contrats a termes comme les Futures,
Forwards, swaps et contrats optionnels (options).

Afin de décrire la réalité des marchés financiers, une théorie des marchés avec les cotlits de transaction
est en plein essor, Cette théorie a donné naissance aux équations aux dérivées partielles non linéaires
de Black-Scholes qui suscitent de plus en plus d’intérét, car elles fournissent des valeurs plus précises
en tenant compte d’hypotheses plus réalistes, telles que les cotuits de transaction, les préférences des
investisseurs ou les marchés illiquides, qui peuvent avoir un impact important sur le prix de 'actif, la
volatilité et le prix d’option lui-méme.

Plan de la these

La premiére partie de cette these est une introduction aux éléments de base du calcul stochastique
et de la finance de marché. En combinant ces deux éléments on peut comprendre ’origine de I’équation
aux dérivées partielles de Black-Scholes ainsi que les limites de ce fameux modele. La seconde partie
concerne l’étude d’un modele de Black-Scholes non linéaire pour le cas des marchés soumis a des
couts de transactions, il s’agit de ’étude théorique et numérique de ce modele qui est une équation
aux dérivées partielles fortement non linéaire pour une option Européenne ainsi que pour les options
paniers autrement dit, options portant sur plus d’un actif sous-jacent ot nous avons proposé une
extension déterministe du modele dans des marches soumis a des cofits de transaction proportionnels
au volume d’actifs échangés.

La troisieme partie concerne la méthode multigrille qui permet de diminuer le temps de calcul (qui
devient couteux en augmentant la dimension du probleme).

12



Premiere partie

Etat de l’art-Le modeéle de
Black-Scholes
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Chapitre 1

Notions de calcul stochastique

Dans ce chapitre, on rappelle quelques éléments de calcul stochastique en se basant sur [47, 51, 30].
Il s’agit de notions clés indispensables pour la modélisation des marchés financiers en s’inspirant des
travaux de [32] et [56, 26]. Parmi ces concepts de base, on trouve la notion de mouvement Brownien
et d’intégration stochastique [43], en particulier, le lemme d’It6, qui est un outil nécessaire pour
comprendre 'origine du modele de Black-Scholes [12].

1.1 Généralités

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1. Soit (2, F) un espace mesurable. Une probabilité P sur (2, F) est une application de
F wers [0,1] qui vérifie

1. P(2) = 1.
2. si Ay, As,...,An,.. sont des parties de F deux a deux disjointes, alors

SRR
n=0 n=0

La deuxieme propriété porte le nom de o—additivité. On utilise souvent ’écriture avec les fonctions

IP[A]:/AdIP:/Q]lAdIP.

Un espace mesurable (2, F) muni d’une probabilité P s’écrit (2, F,P) et on parle alors d’espace pro-
babilisé.

indicatrices

Définition 2. Soit (2, F) un espace mesurable. Une variable aléatoire réelle notée (v.a.r.) X est une
application mesurable de (Q, F) vers (R, B(R)), avec B(R) est la tribu Borélienne (tribu engendrée par
les intervalles Ja,b[, a >b € R).

Définition 3. Soit X une v.a.r définie sur (0, F,P) la loi de X est la probabilité Px sur (R,B(R))
définie comme mesure image de P par X, pour tout A € B(R),

Px(A) = P[X € A] =Plw € Q/X (w) € A].
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Définition 4. La fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X est la fonction Fx qui a tout

réel x associe :
Fx(z) =P(X < x).

Définition 5. On dit qu’une variable aléatoire X est a densité, s’il existe f définie sur R t.q
xX
VeeR Fx(z)= / f(t)dt,
—00

ou f € LY(R) avec
1. ft)>0 VteR.

2. /m F(tydt = 1.

— 00

1.1.2 Espérance, indépendance

Définition 6. Soit X une v.a.r telle que

| X = [ felapx(e) < oo,

On définit alors l’espérance de X par

E[X]:/QX(w)dP:/Ra:dIPX(x).

Proposition 1. Nous avons les propriétés suivantes,
—  E(a)=a, a€eR.
— XY vartg X <Y =EX)<E(®Y).
—  E(aX 4+b0Y)=aE(X)+ bE(Y).

Définition 7. Soit X une variable aléatoire réelle telle que E (Xz) existe. On définit la variance par
Var(X) = V(X) € E[(X - E[X))?].

Définition 8. La covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y ayant chacune une variance

finie est la valeur
Cov(X)Y) =E[(X — E[X]) (Y — E[Y])].

Remarque 1.

1. La variance est quadratique dans le sens ot Var(aX + b) = a? Var(X).

2. La covariance est symétrique ( Cov(X,)Y) = Cov(Y,X)).

3. Voici d’autres expressions de la variance et la covariance en fonction de l’espérance
a) Cov(X,Y)=E(X.Y) - E(X)E(Y).
b) Var(X) = Cov(X,X) =E(X?) - E(X)2.
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Définition 9. La variance de la somme de deux variables aléatoires réelles X et Y ayant chacune une

variance finie est donnée par
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y),

ou de maniere plus générale, pour (X;), une famille finie de variables aléatoires

var (Z Xi> = Zvar(Xi) +2 Z cov(X;,X;).
i=1 i=1

1<i<j<n

Définition 10. Le coefficient de corrélation entre deux variables aléatoires est défini par

Cov(X,Y)
X,Y) = .
L ) VVar(X)Var(Y)

Nous avons toujours p(X,Y) € [—1,1]. Plus |p(X,Y)| est proche de 1 plus la dépendance entre les
variables X et'Y est forte.

Remarque 2. Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0 et donc p(X,Y) = 0 on a par
conséquent

Var(X +Y)=Var(X)+ Var(Y).

La réciproque est fausse, en effet Cov(X,Y) = 0 n’implique pas forcément que X et Y sont indépen-

dantes.

De maniere générale, une corrélation nulle indique une indépendance parfaite, alors qu’une cor-
rélation de 1 indique un comportement similaire. Une corrélation de —1 indique des comportements
Opposés.

1.1.3 Topologie et Convergence

On consideére, sur un espace probabilisé fixé (€2, F,P) une suite de variables aléatoires {X,,,n > 0}
et ’on s’intéresse a la convergence de cette suite. Le caractere aléatoire de cette suite met en évidence

plusieurs types de convergence.

La convergence ponctuelle

La convergence ponctuelle est la convergence la plus simple qui s’énonce,
YVweQ  Xp(w)r— X(w), n— .

Dans la théorie des probabilités, il est tres restrictif de demander une convergence pour tous les w € Q.

A la place, on définit la convergence presque sire.

Définition 11. Une suite (X,)nen de variables aléatoires converge presque surement vers X si

P(lw e Q/ lim X,(w) =X (w)|) = 1.

n—oo
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La convergence en mesure (ou en probabilité)

La convergence en probabilité de X, vers X garantie que la probabilité que ”.X,, reste éloignée de
X7 tend vers 0.

Définition 12. Une suite (X,,)nen de variables aléatoires converge en probabilité vers la variable
aléatoire X si
Ve>0 lim P(|X,, — X|>e¢€) =0.
n—oo
La convergence en norme

Définition 13. L’espace LP(QFP) ={X : (QF,P) - R | E(|X|P) < +o0} est un espace vectoriel
normé ayant pour norme

1X]| = (B[ X["])7 .

L’espace (LP(Q,F,P),||.||p) est un espace de Banach.

Définition 14. Une suite (X,,)nen de variables aléatoires converge en norme p vers X si

lim E[|X, — X|"] = 0.

n—oo

P
On note : X,, — X.

La convergence en Loi

Définition 15. Une suite (Xy,), de variables aléatoires converge en loi vers X si
P(X,€ A)—P(X e€A), quandn— oo, VAeBR).

Le lien entre les différentes convergences est schématisé par le diagramme suivant

CV ps CVL' <« CVLr

pN Ve
C'V en proba

1
CV en loi

FIGURE 1.1 — Diagramme de convergence de variables aléatoires

1.1.4 Variable aléatoire gaussienne

Définition 16. Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne si sa loi de probabilité admet la

densité ) )
—(t—p)
f t = —€ 202
®) V2mo?

Cette loi est noté N (u,02).
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Remarque 3. Lorsque p =0, 0 =1 (i.e X ~N(0,1)) on dit que X est une v.a.r gaussienne centrée
réduite (standard).

Proposition 2. Une variable aléatoire X de loi N'(i1,0%) a pour
Espérance E[X]| = u.

Variance Var(X) = o2

Démonstration. Espérance

oo oo 1 —(@=w)?
E(X):/ l‘dPX(QZ):/ x.ame 202 dx.

En utilisant le changement de variable z = *=£ dz = %dx,

+o00 42
E(X) = / (UZ\/;;WMGZ’dz,
o

L +oo 2 +oo 2
E(X)=— ~zd +/ T2 dz,
(X) 77?/—006 z I ze z
E(X) = u.

Variance
Var(X) = E[(X — E(X))?] = E[(X — p)?].

Nous allons utiliser le résultat suivant, soit ® : {2 — R une fonction telle que : ®(X) est intégrable.

Alors
E(@(X)):/be(X)dP:/(I)(m)dPX(x).

R

Dans notre cas, ®(X) = (X — u)2. Nous avons

+oo _ 2 a2
(X_,U)QdP:/ <3:7“)6 E=a dz.

—oo  OV2m

BX — )= |

Q

En utilisant le méme changement de variable,

—+o0 2'20'2 2 9 +oo 52
Var(X) = / e2 dz=—0 —ze?z
=

z
. dz,
oo V2T —o V2T

2 e
= —g? [ - e_ZQTFOO—/Jroo L =
V2T —o oo V2T ’

=—02(0-1) =02

1.2 Processus stochastique

On commence par introduire une notion mathématique qui joue un réle central en théorie des

marchés financiers.
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1.2.1 Processus stochastique

Définition 17. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et {Fi,t > 0} une famille de sous-tribus de F. On
dit que {Fy,t > 0} est une filtration si c’est une famille croissante au sens ou Fs C Fy si s < t.

Il faut comprendre Fy comme “l'information au temps t” c¢’est-a-dire : plus le temps croit (s < t), plus
on a d’information (Fs C Fy).

Si {Fi, t > 0} est une filtration sur un espace de probabilité (2, F,P), on dit que (Q, F,{F;,t > 0},P)

est un espace probabilisé filtré.

Définition 18. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. Un processus stochastique (ou fonction aléatoire)
est une famille de variables aléatoires (Xt € [0,00[) définies sur le méme espace de probabilité ).

Définition 19. Un processus stochastique X = (X, t > 0) est dit adapté (par rapport a une filtration
Fi) si X¢ est Fi mesurable ¥t > 0. On dit que le processus est Fy-adapté.

Remarque 4. 1. Pour t > 0 fixd, w € Q — Xy(w) est une variable aléatoire sur ’espace de
probabilité (Q,F,P).
2. Pour w € Q fixé, t € R — Xy (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire du

processus.

3. On dit que le processus X est continu si ses trajectoires sont continues pour presque tout w € Q.

Définition 20. Un processus V- = {V;,t > 0} est dit a variations finies sur [0,t] si

S?pz |V;51'+1 - Wz| < 00,
L

Le sup étant pris sur les subdivisions 0 <t <t1 < ... <t; <t < ... <t

Définition 21. Un processus X = (Xy); est dit gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X, t >

0) est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si
n
VneN, Vt;, Va, e R, 1 <1< n, ona g a; Xy, est une v.a.r gaussienne.
i=1

Un processus gaussien est caractérisé par son espérance et sa covariance.

1.2.2 [Espérance conditionnelle et martingale
Espérance conditionnelle

L’espérance d’une variable aléatoire conditionnée par un événement B est, intuitivement, la moyenne
que ’on obtient si on renouvelle un grand nombre de fois 'expérience liée a la variable aléatoire et que

I’on ne retient que les cas ou ’événement B est réalisé.

Théoréme 1. Soit (0, F,P) un espace de probabilité, G une sous tribu de F et X une v.a.r intégrable.

1l existe une unique v.a.r Z G-mesurable telle que VA € G,
E[X14] =E[Z14].

On appelle Z ’espérance conditionnelle de X sachant G et on note : Z := E[X|G|. Elle est caractérisée
par E(XG) =E(ZG), VG, v.a. bornée G— mesurable.



Chapitre 1. Notions de calcul stochastique 20

Proposition 3. L’espérance conditionelle posséde les propriétés suivantes, (les égalités entre les va-

riables aléatoires sont vérifiées presque sirement)
1. E[E[X|G]] = E[X].
2. si X est G—mesurable, E[X|G] = X.
3. si X est indépendante de G, E[X|G] = E[X].

Martingale

Définition 22. Soit (Q, F, F; 1>0,P) un espace de probabilité filtré et X = {X;,t > 0} un processus
(Ft)-adapté. On dit que X est une (F;)-martingale si

a) E[|X|] < +oo(autrement dit X; € L*(2)) pour tout t > 0).

b) E[X:|Fs] = X pour tout s < t.

La propriété fondamentale (utilisée souvent par les financiers) d’une martingale est que pour tout
horizon T' > 0, ’ensemble du processus { Xy, ¢ < T'} est complétement déterminé par la valeur terminale
X7 au sens ou X; = E[X7|F;] pour tout ¢t <T.

1.2.3 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est la représentation mathématique de la trajectoire aléatoire d’une par-
ticule dans un fluide. 11 a été introduit en 1827 par le botaniste Robert Brown (1773-1858). 11 a ensuite
été défini rigoureusement par Louis Bachelier en 1900. De grands scientifiques ont travaillé dessus au
X X™¢ siecle, comme Paley, Zygmund, Wiener ou encore Einstein. Dans ce qui suit, on se donne un
espace (€, F,P) et un processus (By,t > 0) sur cet espace.

Définition 23. Soit B = {B;,t > 0} un processus issu de 0 et a valeurs dans R. On dit que B est un
mouvement Brownien (standard) si By =0 et
1. Pour tout s <t, By — B est une variable réelle de loi gaussienne, donnée par N (0,t — s).

2. Pourtoutn e NetQ0=ty<t) <..<ty, lasuite By,; By, — By,;...; By, — By,,_, est une suite de

variables aléatoires indépendantes. (On dit que le mouvement est a acroissements indépendants).

3. Les trajectoires de B sont presque sturement continues.

Propriétés du mouvement Brownien

Proposition 4. Le mouvement Brownien posséde les propriétés suivantes,

1. Les trajectoires du mouvement brownien sont presque-surement continues et nulle part dérivables.
C’est-a-dire que pour presque tout w € €, la fonction t — Bi(w) est nulle part dérivable.

2. Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par son espérance nulle (E[B;] =
0Vt >0) et sa covariance Cov(By,Bs) = min(s,t).
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FI1GURE 1.2 — Trajectoires Browniennes

Théoréme 2. Soit n firé et t; = 2]—'”t pour j variant de 0 a 2". Alors on a
2n
Z[B(tj) — B(tj_1)]* =t quand n — co.

J=1

Cette convergence a lieu en moyenne quadratique et presque surement.

gn
Démonstration. Soit Z}' = Z[B(tj) —B(tjfl)]? On doit montrer que E((Zf —t)?) — 0. On a d’abord
j=1
gn
E(z) = E(Y_[B(t)) - B(tj-1)P)
j=1
gn
= STE([B(t;) — B(t;-1)]?)
j=1
gn
= Z Var([B(t;) — B(t;-1)])
j=1
gn
= Z(tj —tj1) =t
j=1

Donc il suffit de montrer que Var(Z') — 0.
27L

Var(Z}) = Z Var([B(t;) — B(tj-1)]?),
j=1

+2 > Cov[B(t;) — B(tj—1),B(t;) — B(t;-1)],

0<i<j<an

cette derniere égalité est vérifiée car si X ~ N(0,0) alors la variance de X? est, 202. d’ou le fait que
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Z}' converge en moyenne quadratique vers t.

O

Théoréme 3. Soit o une subdivision de l'intervalle [0, t| caractérisée par 0 = tg < t1... < t, = t.
Soit Vi la variation de la trajectoire du Brownien sur [0, t] définie par

Vt(w) = Slalpz |Bti+1 (w) - Bti(w)"

Alors Vi(w) = oo p.s.

Démonstration. On pose Y, = By = — Bt; ou les points ¢; de la subdivision sont choisis comme

k+1
k
précédemment i.e : t; = 27t' On a alors
2n
Supz ‘Bti+1 - Bt;’ 2 Supz ‘Yk’
7 " k=0
On peut majorer Z* par
2n 2n
2
20 =3 1B - By P < (swlBy, - Bgl ) Xl ()
=1 k k=0
Quand n — 400 le terme supy \Bt;;“ — Bt;| — 0 p.s (par continuité uniforme des trajectoires sur
[0,t]). Nous allons montrer que Zinzo Y| = 0o quand n — oco. En effet, en raisonnant par ’absurde,
2’)’1
si on suppose que lim Z |Yx| est finie, alors, d’apres (x), Z;* — 0 ce qui est absurde; et par suite,
n—oo
k=0

Vi(w) = sup Z B, (w) — By, (w)] = 0.

Brownien multidimensionnel

Définition 24. Soit B; = (B;l),Bt@),...,Bt(n))T un processus n—dimensionnel. On dit que By est un

Brownien multidimensionnel si les processus (Bgl),i < n) sont des browniens indépendants.

Si By est un Brownien n—dimensionnel, on a
E[<< By,Bs >>] = n.min(s,t),

ol << , >> désigne le produit scalaire dans R™.

Définition 25. On dira que deux mouvements Browniens réels B' et B% sont corrélés avec un coef-

cient de corrélation p si le processus t — Bl B? — pt est une martingale.
t Pt
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1.3 Intégration stochastique

On cherche a définir des variables aléatoires du type
¢
wr Y (w) = / X,dBs,
0

ou {X;,t > 0} est un processus stochastique et {B;,t > 0} est le mouvement Brownien. Le probléeme
est bien sir de donner un sens a ’élément différentiel dB; puisque la fonction s — Bs n’est pas
dérivable. Dans la pratique, on s’intéresse souvent a des quantités du type : F(Y;(w)) avec F est une
fonction réelle suffisamment réguliere.

1.3.1 L’intégrale de Wiener

L’intégrale au sens de Riemann-Stieltjes

Définition 26. Considérons deuz fonctions réelles f et g définies sur un intervalle fermé [a,b], et une

subdivision a = xg < T1 < T2 < ... < Ty = b, notée Il de cet intervalle. Si g est a variations finies
alors la quantité

n—1

> F&)g(min) — gla:),

=0

avec € € [x;,xi11], tend vers une limite fize S lorsque le pas max |z;11 — x;| tend vers 0, S est alors

appelée lintégrale de Riemann-Stieltjes de la fonction f par rapport a g. On la note

[ g,

Fole) - 100 = | ' F(g())dgs).

Cette intégrale est bien définie lorsque f est continue et g est a variations bornées,
n—1
Slrl[PZ 9(ti+1) — g(ti)] < oo.
i=0

Cependant, lorsque g n’est pas a variations bornées, en particulier lorsque g(t) = By, on ne peut rien
dire sur cette intégrale.

L’intégrale de Wiener

On se donne un espace (£,F,P), et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne par
Fi = 0(Bs,s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien. On note L?(R*) '’ensemble des

+oo
fonctions boréliennes f de Rt dans R de carré intégrable (qui verifient / |£(s)]?ds < 00), qui est
0

un espace de Hilbert pour la norme

Istie= ([ o)
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Pour f = 1),,), on pose
oo def
(s)dBs = B(v) — B(u).
0

a-Cas des fonctions en escalier

n
Soit maintenant f une fonction en escalier f(x) = Z fie11y,_, 4)(2). 11 est facile de définir son
=1

intégrale de Wiener par
+oo n
I(f) = /0 f(s)dBS = Z fi*l(Bti - Btifl)-
i=1

Proposition 5. La variable aléatoire I(f) est une variable gaussienne d’espérance nulle et de variance

|f]|3, et si f et g sont des fonctions en escaliers alors

b-Cas général
On sait que, pour f € L?(R™), il existe une suite f,, de fonctions en escalier qui converge dans L2(R™)
vers f c’est-a-dire

+oo
/ fo— FP(@)dz =0, n = o,
0

Dans ce cas, la suite f,, est de Cauchy dans L?(RT). La suite de v.a. F,, = f,(s)dB; est une suite de
Cauchy dans I'espace de Hilbert L2(Q) (en effet : ||F}, — Fpull2 = ||fa — fmll2 — 0 lorsque m,n — o),
donc elle est convergente. On pose

n——+oo

def oo o0
(0™ [ peas = tm [ ()b,
0 0
La limite est prise dans L?(Q).

Processus lié a ’intégrale stochastique

On définit pour f € L?(R,) la variable aléatoire / f(s)dBs = / Ljoq(s) f(s)dBs .
0 0

t T
On peut de la méme fagon définir / f(s)dBs pour f telle que / 1f(s)?ds < o0,VT, ce qui
0 0

2

permet de définir I'intégrale stochastique pour une classe plus grande de fonctions. On notera Lj

cette classe de fonctions.

loc

t
Théoréme 4. Soit f € L2 et M, :/ f(s)dBs.
0
1. Le processus M est une martingale continue, la v.a. My est d’espérance nulle et de variance égale
oot
a fy f2(s)ds.
2. Le processus M est un processus gaussien centré de covariance fgm f?(u)du & accroissements

indépendants.

3. Le p?“oce(sxs’us(Mt2 — fg f?(s)ds,t > 0) est une martingale.

t s tAs
4. Sifetgsontdans L2, ., on a E </0 f(u)dBy, /0 g(u)dBu> = ; fw)g(u)du.
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1.3.2 L’intégrale d’Ito

t
On veut généraliser I'intégrale de Wiener et définir / 0sdBs pour des processus stochastiques 6.
0

a-Cas des processus étagés

Définition 27. On dit qu’un processus 0 est étagé, s’il existe une suite de réelst; 0 <tg <t1...<t,
et une suite de variable aléatoires 0; telle que 0; soit Fy; mesurable, appartienne a L? et que 0, = 0;

pour tout t €]t tj11], soit
n—1

Os(w) = 0;(w)y, 4.,1(5).

j=0
On définit alors )
Lw):/w&&gzzjﬁ®ml—BQ.
0 i=0
b-Cas général
Le principe est le méme pour l'intégrale de Wiener, mais les outils mathématiques sont plus compliqués.
On approche 6 par une suite de processus étagés, soit 6 = nh_)ngo 0., lintégrale /0 - 0s;dB; est alors la

Pn
limite dans L?(Q2) des sommes Z 0;(Bt,,, — By,).
=0

t o0
'/Mag/aﬁww&
0 0

Définition 28. On considere un mouvement Brownien By et un processus stochastique X adapté a la

On note :

filtration naturelle associée a By. L’intégrale d’Ité de X est définie par

n—+o0 4

T n—1
/&M_MZ%@mﬁ%
0 =0

lorsque le pas de la partition 0 =ty < t; < --- <t, =T de [0,T] tend vers 0.

Remarque 5. La limite précédente est en moyenne quadratique c’est-a-dire dans L.

Processus d’Ito

Définition 29. Le processus d’Ité est un processus stochastique qui s’écrit sous la forme

¢ ¢
X ::1:—1-/ bsds—l—/ osdBs, (1.1)
0 0

avec o4 et by sont deux processus adaptés a la filtration Fy = o(X1,...,X;). Et :

t t
/ |bs|ds < o0, / |los|ds < oo vt > 0.
0 0

On utilise la notation formelle

{dXt = btdt+0tdBt, (1 2)

Xy = T.
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Le coefficient b s’appelle la dérive ou (drift) du processus, et o son coefficient de diffusion. On appelle

aussi le processus

t
t—z +/ bsds, (1.3)
0

la partie a variation finie de X. Et le processus

t
tr—>/ 0sdBs, (1.4)
0

la partie martingale de X.

Remarque 6. Le mouvement Brownien est un processus d’Ité. En effet, on peut I’écrire comme suit

t
B :/ 1dB,. (1.5)
0

Définition 30. (Crochet d’un processus stochastique) On définit le crochet de deux processus stochas-
tiques M et N (quand il existe) par :

n
<MN >= lim > (M, — My,)(Ny Ng,). (1.6)

i i+1 i
i=1
Remarque 7. Si M et N sont continus, alors le crochet est nul dés que l'un des deux processus est
a variation finie.
On étend la définition du crochet au processus d’It6 si
dXZ(t) = bl(t)dt + O'i(t)dBt, 1=1,2
sont deux processus d’It0, leur crochet est par définition le crochet de leur partie martingale.

Définition 31. (Crochet d’un processus d’It6)
On définit le crochet du processus d’Ité X comme étant le crochet de sa partie martingale ie

t
< X >= / o2ds,
0

t t

Proposition 6. Pour le cas d’un mouvement Brownien, on a By = / 1dBs alors < B >;= / 12ds =
0 0

t.

1.3.3 Lemme d’Ito

Lemme 1. (Lemme d’It6) Soit X un processus d’Ité et f € C*(RT x R.R). Alors

of of 1 9%f of
df(t,Xt) = (M(t,Xt)bt + a(t,Xt) + 28)(2(t,Xt)0't2> dt + aiX(t,Xt)UtdBt.

Définition 32. Une équation différentielle stochastique est une équation de la forme

t ¢
X = J:Jr/ b(s,Xs)der/ o(t, Xs)dBs,
0 0
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ou sous la forme condensée,

{ dX: = b(t,Xy)dt + o(t, X;)dB;, (1.7)

XO = z,
ot linconnue est le processus X . Une solution de (1.7) est un processus Fy-adapté tel que les intégrales

t t
/ b(s, Xs)ds et/ o(s, Xs)dBs ont un sens.
0 0

Théoréme 5. (Théoréme d’existence de solution de I’EDS) On suppose que
1. Les fonctions b et o sont continues.

2. il existe une constante K tel que pour tout t € [0,T], z € R,y € R on a
b(tx) — b(t.y)| + o(ta) — o(ty)| < Kz ], (1)

[b(t, 2)” + [o(t,2)[* < K2(1+ |al?). (1.9)

3. La condition initiale Xo est indépendante de (By,t > 0) et de carré intégrable.

Alors il existe une unique solution de (1.7) a trajectoires continues pour t < T.

Proposition 7. L’équation différentielle stochastique
dS; = St,udt + 0S1d By, (110)

admet une unique solution qui est donnée par

Sy = Soe(“_é)HUBi, P—p.s
SO = S.

Démonstration. Vérifions d’abord que la solution proposée vérifie 'EDS (1.10). On prend
0_2
f(tx) = Soelt= 7)o,

On applique la formule d’It6 a f

) ) 162
df (t,B;) = a%(t, B,)dB; + a—{(t, By)dt + 587’;(15, By)dt,

donc
2 2

o o
df (t, Br) = o f(t, Bt)dB: + (1 — ?)f(t,Bt)dt + ?f(t,Bt)dt.
Par suite df (t, B;) = o f(t, By)dB; + uf(t, By)dt; cela veut dire que S; est bien une solution de 'EDS
(1.10).
Unicité : Soit Y; un processus vérifiant (1.10). Remarquons que S; ne s’annule jamais, on peut
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appliquer alors la formule d’It6 pour déterminer la dynamique de 5 On a
t
= Las, 412282 dt,
5 )" ™t 53 t
1( dt + odBy) + L 2t
=— — o
S H t St ’
donc la formule d’integration par parties donne la dynamique de gt,
t
Y; 1
d =Yid —dY;+d < ,Y >y,
(5) =Y <St> g Tes gt
Y; Y;
=L ((0® = p)dt — 0dB,) + = (udt + 0dB;) — oY;—-dt,
S Si Si
=0.
Ainsi
i Yo 1
Sy Sy
D’ott I'unicité de la solution de (1.10). O



Chapitre 2

Le modele de Black-Scholes

Ce chapitre est une introduction aux notions de base de la finance de marché tiré de [24] et [46].
nous allons voir en details le modele de Black-Scholes, en particulier, la valorisation et couverture des

options.

2.1 Une introduction a la finance de marché

2.1.1 Actifs financiers

Définition 33. Un actif financier est un titre ou un contrat négociable qui génére de la valeur ou un
revenu pour l’investisseur, mais en contrepartie une certaine prise de risque. Voici quelques exemples,
Action : C’est un produit financier négociable de propriété sur une fraction du capital social d’une
entreprise donnée. Chaque année, le propriétaire d’une action recoit une fraction des bénéfices de
Uentreprise sous forme de Dividendes.

Obligation : Une obligation est un titre de créance. Lorsqu’un investisseur achéte une obligation,
il préte a l'émetteur de l'obligation une somme d’argent. Par conséquent, l’émetteur (ou vendeur de

lobligation) est créancier et l'acheteur est préteur.

Dans le langage financier, un portefeuille désigne I’ensemble d’actifs financiers détenus par 'inves-

tisseur.

2.1.2 Les produits dérivés

Définition 34. Un produit dérivé est un produit financier dérivant d’un autre produit, il s’agit d’un
contrat entre deux parties, un acheteur et un vendeur, qui fixze a l'avance le prix auquel ils peuvent
acheter ou vendre une certaine quantité d’actifs, c’est un contrat qui dépend d’un produit financier
dont le reglement s’effectue a une date future fizée appelée échéance.

Remarque 8. L’actif sur lequel porte le produit dérivé est appelée actif sous-jacent, ou underlying
asset, il s’agit du support du produit dérivé. Il peut étre financier (actions, obligations, devises...) ou
physique (matiéres premiéres...). L’intérét principal des produits dérivées est de limiter les risques liés
aux transactions réalisées directement sur l’actif sous-jacent.

Le marché des produits dérivés est le marché financier le plus important, en effet, sa valeur nominale
est estimée a environ 600 000 milliards de dollars. Bien que ces instruments aient beaucoup de succes,

les transactions de ces produits ont joué un réle important dans la crise financiere de 2007.
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2.1.3 Les contrats a terme

Définition 35. Un contrat a terme (futures en anglais) est un engagement ferme, dont les caracté-
ristiques sont connues a l'avance, portant sur une quantité déterminée d’un actif sous-jacent, et une
date, appelée échéance a laquelle l'actif sera vendu ou acheté.

2.1.4 Les options

Définition 36. Une option est un contrat entre un acheteur et un vendeur. L’acheteur de loption
obtient le droit, et non pas l'obligation, d’acheter (Call) ou de vendre (Put) un actif sous-jacent a un
priz fixé & Uavance (appelé Strike), a une date fizée a l'avance dans le contrat. Le vendeur s’engage
a respecter les termes du contrat si l’acheteur décide d’exercer son option, en contrepartie, l’acheteur
lui donne de l’argent. Si l'option n’est pas exercée, le vendeur a gagné un montant égal au prixz de
loption.

Il existe deux type d’options, les options vanilles (ou simples) et exotiques (complexes). Les options

vanilles sont les plus rencontrées sur le marché, il s’agit des options européennes et américaines.

Définition 37. Une option d’achat européenne, appelée Call Furopéen, donne le droit a son détenteur
d’acheter une certaine quantité d’actif sous jacent c’est a dire l’action ou la marchandise qu’on souhaite
vendre (de valeur Sy a Uinstant t) a une certaine date future, appelée maturité notée T, et a un prizc
fixé dans le contrat noté K appelé Srike. L’acheteur ayant donc le droit et non 'obligation d’exercer
Poption a la maturité, il va exercer l’option si St > K sinon il ne fait rien. La valeur réelle donc
échangée a la maturité, appelée le Pay-off de l'option, est donc

V(S7,T) = (St — K)T = max(St — K,0). (2.1)

4 VIET)

FIGURE 2.1 — La valeur terminale d’une option d’achat

Définition 38. Une option de vente européenne, appelé Put Européen, donne le droit a son détenteur
de vendre lactif Sy a une certaine date future T', a un prix fixé a Uavance K. Par le méme raisonnement
stmilaire a option d’achat, la valeur réelle de l’option de vente a I’échéance vaut

V(S7,T) = (K — S7)T = max(K — S7,0). (2.2)
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2 VIET)

FIGURE 2.2 — La valeur terminale d’une option de vente

Définition 39. Une option américaine est une option qui donne le droit a son détenteur d’acheter ou
de vendre un actif & tout instant t compris dans lintervalle [0,T] avec T c’est I’échéance du contrat.

Remarque 9. On ne sera pas surpris que l’option américaine soit plus chére, ou au moins aussi

cheére, que l'option européenne correspondante puisqu’elle donne plus de droits a son détenteur.

Option exotique

Ce sont des produits complexes qui ont pris une réelle importance depuis ces deux dernieres dé-
cénies. Ce sont des options qui ne dépendent pas uniquement de la valeur de I’actif a ’échéance mais
également de son maximum, minimum, ou méme de la moyenne de ses cours dans 'intervalle [0,].
Parmi ces options exotiques on trouve les options asiatiques qui sont des contrats qui donnent a leur
détenteur, un capital a la maturité lorsque la moyenne des cours du sous-jacent durant une période
déterminée est en dessous ou au dessus d’'un certain niveau prédéterminé a ’avance (le Strike). On
trouve également les options qui portent sur plusieurs actifs sous-jacents comme les options paniers
que nous allons voir de maniere plus détaillée dans le Chapitre 5

Remarque 10. Les options sont aussi utilisées a des fins de couverture, comme un contrat d’assu-
rance, en quelque sorte. Avec des options, On peut nous assurer contre le risque de baisse de actif
financier. Les options permettent d’atténuer les risques a moindres frais, et de profiter du plein poten-
tiel de croissance des actifs sous-jacents.

2.2 Modélisation des marchés financiers en temps continu

Pour modéliser le prix d’un produit dérivé, nous avons besoin d’'un modele stochastique pour
décrire la dynamique de I’évolution incertaine de I'actif sous-jacent. Un bon modele doit capturer a
la fois les propriétés statistiques de la dynamique du prix et s’intégrer efficacement dans la théorie de
I’analyse stochastique. Le célebre modele de Black-Scholes est un compromis entre ces deux exigences
et donne des formules explicites de prix d’options.

L’incertitude sur les marchés financiers est modélisée par un espace de probabilité (Q2,F,P) muni
d’une filtration F = (F;)i>0 ou €2 représente tous les états du monde. La tribu F représente la structure
d’information globale disponible sur le marché. (F;) est une filtration croissante décrivant I'information
disponible aux agents du marché a la date ¢, /3 C F. Dans le cas ou I'horizon T' des investisseurs
sur le marché est fini, on suppose usuellement F; = F. La propriété de croissance Fs C Fy, si s < ¢,
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traduit le fait que le marché n’oublie rien et donc qu’on dispose de plus en plus d’informations au fur
et a mesure du temps. Une probabilité P qui donne les probabilités a priori des évenements considérés.
C’est la probabilité historique ou objective.

2.2.1 Les actifs de base

On suppose que nous avons d + 1 actifs sur le marché, que 'on note S°, S, ..., 8% pouvant étre
négociés a toute date t > 0. S¥(w) désigne le prix de P'actif i & I'instant ¢ dans I'état du monde w € 2.
On suppose que pour presque tout w, l'application t — Si(w) est continue. L’actif SV représente
actif sans risque, le rendement de S° dans un intervalle de temps [t, + dt] est connu & la date ¢ de
I'opération. On note r le taux d’intérét sans risque, supposé constant, pour un placement entre ¢ et
t + dt & la banque. L’évolution de I’actif S° est donc

dsY = rSYat. (2.3)

Les actifs S = (S',...,S%) représentent usuellement les prix des actifs risqués comme les actions,

obligations. .. . Notre modélisation de référence sera donnée par le modele de Black-Scholes-Merton
pour d = 1 actif risqué

dSt = MStdt + O'StdBt, (24)

ol B est un mouvement Brownien par rapport a F sa filtration, et b, 0 sont des constantes. C’est le
modele de Black, Scholes et Merton introduit en 1973 [12].

Remarque 11. Un portefeuille est toujours composé de deux types d’actifs
— des actifs risqués (actions, obligations, matiéres premieéres..).

— des actifs sans risques (emprunts d’état).

Proposition 8. (Rendement d’un actif sans risque)
Soit S; une somme d’argent initiale qu’on place a la banque & un instant t = 0. On note r le tauz

d’intérét sans risque annuel. Alors la valeur de Sy pour chaque instant t est donnée par

Sy = Spe. (2.5)

2.3 Les hypotheses du modele de Black-Scholes

2.3.1 Achat et vente a découvert

Définition 40. La vente a découvert se caractérise par la vente a terme d’un actif que [’'on ne possede
pas le jour de la négociation de la vente mais qu’on s’engage a le détenir le jour ou la livraison de
lactif est prévue.

Définition 41. L’achat a découvert se caractérise par l'achat d’actifs pour lesquels on ne dispose pas
de l’équivalent en monnaie. on acquiert donc aujourd’hui des titres mais que l’on paiera qu’a une date

fixée.

2.3.2 Cout de transaction

Un cotit de transaction est un coiit supplémentaire provenant d’un échange économique. Ce cotit

n’existe pas dans le cadre de la concurrence pure et parfaite.
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2.3.3 Absence d’opportunité d’arbitrage

Définition 42. L’arbitrage est un ensemble d’opérations qui permettent de réaliser un bénéfice sans la
moindre prise de risque en tirant profit des imperfections qui apparaissent entre les marchés financiers.
L’arbitrage permet d’assurer la fluidité entre les différents marchés et contribue a leur liquidité.

On dit qu'il existe une opportunité d’arbitrage (O.A.) lorsqu’il est possible de réaliser un profit
sans risque et sans apports de fonds par une combinaison de plusieurs transactions. Exemple : Un
produit coté a 2 prix différents sur deux marchés.

Théoréme 6. En absence d’opportunité d’arbitrage, si A et B deux portefeuilles financiers tels que
Va(T) = Vp(T). Alors
VO<t<T, Va(t) = V(). (2.6)

Ce théoreéme nous permet de mettre en place des raisonnement par A.O.A. Pour montrer qu’un actif
a un certain prix, on suppose le contraire et on montre qu’alors un arbitrage est possible. Supposons
Va(t) > Val(t)

— A la date ¢ et pour un coiit de transaction nul
1. on vend a découvert B
2. on achete A
3. on place a la banque Vp(t) — Va(t)
— A la date T on a un bénéfice de (Vp(t) — Va(t))e" ™= > 0
1. on vend A
2. on rembourse B
3. on encaisse les intéréts a la banque.

Contradiction avec le principe A.O.A.

2.3.4 Liquidité du marché

Définition 43. La liquidité d’un marché financier désigne le pouvoir de vendre ou acheter des actifs

de maniere rapide, lorsque le marchéest liquide les transactions sont faciles a effectué et sont a cott
faible.
Nous supposons désormais que le marché financier vérifie les propriétés suivantes
— le prix de l'actif S; a la dynamique suivante dS; = pSydt + o S;dBy.
— Absence de I'opportunité de I'arbitrage.
— La vente et ’achat a découvert est possible.
— Taux de transactions nul.

— le portefeuille contient un actif risqué Sy et un actif sans risque.

2.4 DI'EDP de Black-Scholes

Nous allons voir en détail la dérivation de 'EDP de Black-Scholes. Nous rappelons que la dynamique
de l'actif risqué donnée par ce modele est décrite par 'EDS (1.10). Fixons maintenant un horizon 7' > 0.
On étudie un actif contingent de payoff h(S7) avec h est une fonction mesurable. Le cas d’une option



Chapitre 2. Le modeéle de Black-Scholes 34

d’achat européenne correspond & h(z) = (z — K)T. On note u(t, S;) la valeur de 'option d’achat &

I'instant ¢, on a
u(T, S1) = h(S7). (2.7)

On constitue un portefeuille composé de a; parts d’actifs sans risque et de By parts de l'actif risqué,
avec une valeur terminale h(St). La valeur de ce portefeuille a I'instant ¢ est

Vi = aySP + B4 S;. (2.8)
La condition d’auto-financement se formalise par
dVi = aydS? + B;dS;. (2.9)
Soit

dVi = raSYdt + B,dS;,
vy rVidt + BSi((p — r)dt + odBy),

et Vp = h(ST) = U(T,ST).
Par principe d’absence d’opportunité d’arbitrage, deux portefeuilles ayant la méme valeur terminale
ont la méme valeur presque siirement pour toute date intermédiaire ¢ tel que 0 < t < T, donc
Vi=u(t,S) V 0<t<T.
En appliquant le lemme d’It6 sur w on obtient

Ou Ou 282 ou
Comme V; = u(t,S;) V 0<t<T alors,
u(t,S)) = awS) + BiSt, (2.11)
dVi = oudSY + BidSy = du(t, Sy), (2.12)

avec dSY = rSYdt et dS; = pSydt + 0S;dB;. Ainsi on a
du(t, Sy) = (raySy + pBSy)dt + o 8S,dB.

Par identification avec 1’équation (2.10) nous avons

a o 02u
raSP + pp S, = a?(t S1) + nSi 5 (¢ Sy)+ Z sf o = 21,5, (2.14)
et donc d’apres (2.11)
ou
ar = (S)) 7 (u(t, St) — Si5-(t, S1)), (2.15)

Oz
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Ainsi (2.14) devient

ou ou 0? 0%
a(tl’) + T'St%(t”gt) + ESt w(t,St) — TU(t,St) = 07
u(T, ST) = h(ST)

Comme S; est une variable aléatoire qui peut prendre toutes les valeurs de R™, on en déduit que u

vérifie '"EDP parabolique

ou ou o? 282u

ou gu g 2l - = 0 T R+

o7 (02) + oo (tw) + a® o (tw) — ru(t.o) 0; te[0,1],z eRT, (2.16)
u(T, x) = (z—K) . Vz € R*.

2.4.1 Interpretation financiere de ’EDP de Black-Scholes

Une conséquence essentielle de ’EDP d’évaluation est que le prix de 'option ne dépend pas du
rendement p de I'actif risqué, car ce parametre n’apparait pas dans 'EDP (2.16). En effet, la stratégie
de couverture dynamique permet a I’émetteur de 'option de se couvrir contre les mouvements défavo-
rables du marché. Il a annulé le risque lié a la tendance du marché u, mais le risque lié aux fluctuations
du marché est toujours présent et influe significativement sur le prix de I'option par 'intermédiaire du
parametre de la volatilité.

2.4.2 Valorisation risque neutre

La valorisation risque neutre est une approche probabiliste qui permet de determiner le prix d’une
option européenne a l’aide d’une probabilité dite risque neutre. En effet, 'une des conséquences du
non arbitrage et de complétude des marchés est ’existence et 'unicité a équivalence pres d’une mesure
de probabilité dite probabilité martingale ou «probabilité risque-neutre» telle que le processus du prix
actualisé est une martingale sous cette probabilité. D’apres cette approche, le prix de 'option (dont
la valeur terminale est h(S7)) est égale a I'instant ¢ &

H, = E9 [e"<T*t>h(ST)|ft} . (2.17)

ot QQ est la probabilité risque neutre. L’expression (2.17) se traduit comme suit : la valeur de 'option
a l'instant ¢ est égale a ’espérance de son Pay-off actualisé sous la probabilité Q. A partir de (2.17), on
peut déduire la célebre formule de F. Black et M. Scholes décrite dans leur article pour la valorisation

d’une option européenne [12]. Cette formule est la suivante

H;, = SN (dy) — Ke "TYN (dy), (2.18)
ro1
avec \V est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite N'(0,1), N'(z) = / 5 ez du,
o0 T
1 S 1
di= ——=|In(—= +T+U2T], 2.19
ToVT [ <K) r+57) (2.19)

dy = dy — oV/T. (2.20)
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2.5 Les grecques

Les grecques sont les outils de base de ’analyse financiere des options, elles désignent la sensibilité

du prix d’une option par rapport aux variations des différents parametres qui la constituent.

2.5.1 Le delta d’une option A

Le delta d’une option mesure la sensibilité de son prix a une variation donnée du cours du sous-
jacent. Il s’agit de la premiere dérivée de 'option par rapport a l'actif S. Si on note par V le prix de

I’option alors
ov

A=55 7

N(dy). (2.21)

2.5.2 le gamma d’une option I

Le gamma représente la dérivée seconde du prix d’une option par rapport au cours du sous-jacent.
Il indique si le prix de I'option a tendance a évoluer plus ou moins vite que le prix du sous-jacent.
Dans le modele de Black-Scholes, plus le I' est élevé, plus la convexité est importante et le prix de
I'option varie tres rapidement en valeur. Un gamma positif indique que le prix du sous-jacent et du
delta évoluent dans le méme sens, alors qu'un gamma négatif montre le contraire. Dans le modele

Black-Scholes, le gamma est donnée par

LV N'(dy)

I'=— = .
052 SoT

(2.22)

Le gamma du Call et celui du Put sont identiques.

2.6 Analyse mathématique de ’EDP déterministe de Black-Scholes

L’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes permet d’évaluer le prix d’une option euro-
péenne notée V(S,t), elle est donnée par
ov 1 0%V oV
+ =028~ 4+ rS— —rV =0, S >0, te(01),

oy 2
ot 2 oS oS (2.23)

V(ST)=(S—K)*, 0<S <.

Nous rappelons que S est le prix de 'actif sur lequel on applique I'option V', T est la maturité ou
I’échéance du contrat, K est le prix d’exercice ou le prix auquel le détenteur de 'option peut acheter
Pactif S (ce prix est déterminé lors de la négociation initiale de 'option et n’est pas modifiable pendant
la durée de vie du contrat jusqu’a I’échéance). la fonction o est la volatilité qui est supposée constante
et r est le taux d’intérét sans risque qui est constant. Remarquons que (2.23) est un probleme avec

condition finale et non pas initiale.

2.6.1 Conditions aux limites pour un Call

Dans le cas d’une option européenne, nous avons une condition finale a I'instant ¢ = T'. Le domaine
d’étude, en espace (le sous-jacent S) est [0, 4 oo, il faut donc préciser des conditions aux limites pour
le prix de 'option V. Si § = 0, alors le bénéfice a terme est nul. Il n’y a donc aucun intérét a exercer
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l'option d’achat, dans ce cas, méme s’il reste du temps avant son expiration. On a donc la condition

suivante

V(04 =0, VO<t<T (2.24)

Si au contraire le prix de 'action augmente considérablement (S — +o00), il est clair que le prix
d’exercice sera négligeable devant le prix de I'action, on a donc la condition suivante

V(St)~S—Ke® T 5§ 400 (2.25)
L’ensemble des équations (2.23)-(2.24)-(2.25) peut étre résolu afin de déterminer la valeur d’une option.

2.6.2 Convexité du prix de 'option V'

Afin de démontrer la convexité de V par rapport au sous-jacent S, nous allons utiliser deux ap-
proches,
Premiére approche : Passer par la formule de black-Scholes.

On peut calculer la dérivée seconde de V' a partir de 1’équation (2.18), on a

N'(dy)
= > 0.
SoT —

Seconde approche : Passer par I’équation de la chaleur.

Vss

L’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes peut se transformer a ’aide d’un changement de
variable a I’équation de la chaleur. L’idée est de se ramener de I’équation de Black-Scholes a I’équation

suivante

ou d%u

== =,
ot Ox (2.26)

u(z,0) = wo(x),

en utilisant un changement de variable. On considere donc I’équation

2
Vst +rsV s+

0%V
2
ot oS S

5Pz (S4) = 1V (S4) =0,

avec les conditions aux limites (2.24)-(2.25) et la condition finale
V(S,T) = (S — K)T = max(S — K,0).

Dans un premier temps on effectue le changement de variable

2T

S:Kex, t:T—ﬁ,
ag

V(S,t) = Kv(x,T),

pour éviter une dégénérescence en .S = 0, un changement de temps de ce type parait naturel pour se
ramener 3 une condition initiale en ¢ = 0. A I'aide de ce changement de variable, on obtient I’équation

suivante
o 0% ov

=gt (=15

o 0a2 kv,
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2r
avec k = —. En effet, nous avons
o

1 1
o(er) = LV(Ke" T - 7y = Ly(s, (2.27)
g

On dérive (2.27) par rapport a z,

dv 10Vas 10Vaot SV

dr K0S 0z

K ot 9z, KOS
=0

On dérive une nouvelle fois par rapport a x,

Fu_ 0 (o) _ 0 (10v
or2  Ox \dx) 0x \K 0S

_ 0 (Lg0V\ 08
9S \ K0S ) ox’
- K \oS 052 - KdS K 052

Dérivons maintenant (2.27) par rapport a 7

dv _1ovot 2 oV
or K ot or  Ko2 ot
On a donc
81 B _K02 ov
%, 207
tV ov
o _ e 2.28
S8 Koo (2.28)
@0V 0 o
0s2 Ox? oz’

En injectant (2.28) dans I’équation de Black-Scholes on trouve

a—Z—TKv:[).

2% or "2

K ,0v K 4, (0% v 0
e (B2 oo

2

K
Soit, en divisant par 50

o O? ov
— == —1)— — 2.29
or o2 ' (k >8m kv, (2:29)
2
avec k = —Z On a alors comme condition initiale en (7 = 0)
o
1 x 1 x x
v(z,0) = EC(KG T) = gmaX(Ke — K,0) = max(e” — 1,0), (2.30)

2
o
et 'intervalle de temps considéré est maintenant [0,2] . Pour arriver a I’équation (2.26), on procede

a un second changement de variables, on pose

v(z,r) = ey (7).
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On réinjecte alors cela dans I’équation (2.29)

ou ou  0%u ou
az+BT — Lox+BT 2 _ _
e <6u+a7_> e (a u+2aax + 922 + (k—1)(au+ 8:6) ku> .

Soit encore : 5 5 52 5

U 9 U U U
— = 20— + —= + (k-1 —) — ku.
ar ut a8x+0x2+( )(MH_@JU) “

En regroupant les termes de méme dérivée

Bu+

ou  *u 9 ou
— = — k—Da—k— 2 k—1)—.
I 8:1:2+(a + ( ) Blu+ (2 + )6:13
. . . e ou
Pour se ramener au cas de I’équation de la chaleur, il nous faut éliminer les termes en u et en 2’ on
x

doit donc résoudre le systéme suivant

B = a?+(k—1Da—k,
200 = 1-—k,

qui est équivalent a

a = _%Uf_l)v
g = _Z(k+l)2

On a donc

v(z, ) = e~ 3 (k=De—g (k+1)*r

et u vérifie alors

2
aj = 78 ZL, Ve e R V>0
or . ox ) 1
U(lHO) = ei(k_l)x max(em — 1,0) = max(e§(k+1)x _ 65(k_1)x70),

On voit que I’équation de Black-Scholes se ramene a I'équation de la chaleur, qui est plus facile a
résoudre (numériquement et analytiquement). A partir de la solution de I’équation de la chaleur, on
remonte a I’équation de Black-Scholes en faisant les changements de variable a ’envers. Nous étudions
maintenant la convexité de la solution de ’équation de la chaleur. Considerons I’équation

Vi —Vss =0,

V(0,5) = vo(S) = (S — K)*.

La solution de I’équation de la chaleur est donnée par

82

+o0 1 _
vo(S — s)e 4T ds.

V(S,7) = v * G(1,5) = / Nz

Appliquons le théoreme de dérivation sous le signe somme

% 1 +eo _2
%(S,T) = W/ v (S — s)e” 17 ds,
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0*V 1

952 5T = 5

+o0 52
/ vy (S — s)e a7 ds,
—0o0

vo € L} _(RT) < D'(R*) définie une distribution, soit ¢ € D(RT) on a

loc

K “+oo “+oo
< v, >prp=— < vg,¢ >= 7/ vod'dx — / (x — K)¢'dx = / P(x)dr =< 1k 1oo[,d >
0 K K

Par le méme calcul nous déduisons que : v = g . Finalement nous avons

92V
57 (S7) = dx x G(S,) = G(S = K) > 0,

2.7 Conclusion

Nous avons étudié ici le modele classique de Black-Scholes pour le pricing des options européennes.
De maniere générale, ce modele reste I'outil fondamental de I'ingénierie financiere moderne. Cependant
il présente beaucoup de faiblesses puisqu’il n’est pas conforme a la réalité, en effet le temps n’est pas
continu et il peut y avoir des cotits de transaction supplémentaires suites aux échanges économiques. La
volatilité n’est pas observable dans le marché donc on ne peut pas I'estimer juste avec une constante.
Par conséquent, de nombreux modeles ont été proposés au fil du temps, tous tentent d’inclure les
caractéristiques du marché «réels.



Chapitre 3

Les couts de transaction

3.1 Introduction

De maniere générale, la gestion d’un portefeuille se fait en supposant par défaut que les cotits

de transaction sont nuls. Cette hypothese simplifie les calculs, cependant elle demeure loin de la
réalité. L'objet de ce chapitre est d’analyser I'impact des colts de transaction sur la gestion d’un
portefeuille, et notamment sur le prix de 'option. Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent,
les hypotheses du modele de Black-Scholes ne sont pas toujours vérifiées, parmi ces hypotheses on
a la liquidité du marché. Considérons par exemple la présence des colits de transaction, cela aura
certainement un impact sur le prix de actif, la volatilité, et le prix de 'option. Par conséquent, la
dérivation de quelques extensions devient nécessaire. En 1985, Leland a montré que les réajustements
fréquents de portefeuille pour maintenir les actifs pres de leurs proportions cibles menaient a des couts
de transaction tres rapidement élevés [38].
Le modele Black-Scholes nécessite un ajustement continu du portefeuille afin de couvrir ’option sans
risque. En présence des cotits de transaction, cet ajustement devient cotiteux, car il engendre un nombre
infini de transactions [6]. Ainsi, I'investisseur doit trouver ’équilibre entre les cotits de transaction
requis pour rééquilibrer le portefeuille et les couts implicites des erreurs de couverture. Il a été montré
que dans un marché avec des cotits de transaction, on ne peut pas avoir un portefeuille de réplication
pour 'option d’achat Européenne et le portefeuille de couverture va dominer plutot que de reproduire la
valeur de l'option (voir [50, 6]). Il existe beaucoup de travaux qui revoient les problemes de couverture
des options lorsque les marchés sont soumis aux cotiits de transaction. Beaucoup de travaux analysent
leffet des colts de transaction sur la stratégie de couverture, & la fois en temps discret et continu.
Nous en citons Soner, Shreve et Cvitanic [50, 13], Lépinette et al. [27]. Une attention particuliere a
été portée sur le probleme de couverture approximative avec les colits de transaction, par exemple
la méthode de Leland [38] et certaines tentatives par la suite comme Bensaid et al. [11], Soner et al.
[20, 13], Hodges et Neuberger [29], Davis et Norman [16] et Barles et Soner [8].

3.2 Modele de Leland

En 1985, Leland a proposé une approche de la valorisation des produits dérivés dans le cadre
des couts de transaction proportionnels au volume d’actifs échangés pendant une période donnée
[38]. Son idée clé est d’utiliser la formule classique Black-Scholes avec une volatilité convenablement
élargie pour un portefeuille périodiquement révisé dont la valeur terminale se rapproche du Pay-off
h(St) = (St — K)* de l'option.
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3.2.1 Modélisation

L’idée de Leland est de relaxer la condition de la couverture de 'option, en faisant le trading en

temps discret. Il a supposé que le cout de transaction vaut
k
S1AlS, (3.1)

avec k désigne tous les couts associés a 'ouverture et a la fermeture d’une transaction financiere
(commissions, taxes...) et qui est donné en dollars, et A est le nombre d’actifs achetés (A > 0) ou
vendus (A < 0) au prix S.

On considere maintenant un portefeuille de réplication avec A actifs sous-jacents et une obligation

notée B (qui est un actif sans risque). Alors la valeur du portefeuille sera égale a
IT=AS+ B. (3.2)

Apres un petit changement en temps de durée §t, le changement observé dans le portefeuille est

STL = ASS + rBot — gyams. (3.3)

Ou ¢S désigne le changement du prix S. Le premier terme dans (3.3) désigne le changement de la
valeur de Dactif S, le second terme représente la croissance de l'obligation dans la période dt, A
représente le changement de la quantité des actifs et le dernier terme désigne les cotits de transactions
liés au changement du portefeuille. On applique le lemme d’It6 (voir Sect 1.3.3 du chapitre 1), pour
trouver la valeur de l'option V' = V(S,t) et nous obtenons

2
5V = VoS + (V, + %SzVss)(St. (3.4)

Si on suppose que le prix de 'option est répliqué par le portefeuille II, la valeur de 'option et du
portefeuille doivent coincider pour tout 0 < ¢t < T' et qu’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage, et nous
obtenons

oIl = 6V. (3.5)

Par identification des termes dans (3.3) et (3.4), nous obtenons
k o?
A=Vg et rBit— 5](5A|S = (Vi + ?S Vss)ot. (3.6)

Leland montre dans [38] que
k 2
519418 = %L652|V55|6t. (3.7)

Avec Le est le nombre de Leland qui est donné par

Le = \/Z (00’\“@> , (3.9)

avec 0t étant la fréquence des transaction (intervalle entre deux revisions successives du portefeuille).

Finalement on injecte (3.7) et B =11 — AS =V — SV dans 'équation (3.6) et on trouve que

o? o?
rV —rSVg — ?LeSQIVSs‘ =V + ?ng. (3.9)
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Ainsi, Leland déduit que le prix de I'option est solution de I’équation non linéaire suivante
1
Vi + 55252‘/55 +rSVg —rV =0, (3.10)

avec
5% = 0?(1 + Le sign(Vss)). (3.11)

Il découle de la définition du nombre de Leland que plus le rééquilibrage du portefeuille est fréquent
(0t tres petit), plus le cott des transaction est important et par conséquent le prix de 'option V' est
élevé . On sait que Vgg > 0 pour les Calls et Puts Européens en ’absence des cotits de transaction, en
supposant le méme comportement en présence de transaction 1’équation (3.10) devient linéaire avec
une volatilité constante ajustée 62 = o%(1 + Le) > o2 (voir [6]).

3.3 Modéle de Barles et Soner

Un modele plus robuste a été proposé par G. Barles et H. Soner [8]. Les auteurs considerent le
probleme de la valorisation des options européennes similaire a celui de Black-Scholes, sauf que des frais
de transaction proportionnels sont pergus sur toutes les ventes et les achats d’actifs. La «réplication
parfaite» n’est plus possible et la détention d’une option implique un élément de risque essentiel.
L’approche de G. Barles et H. Soner est fondée sur I’hypothese que les préférences des investisseurs
sont caractérisées par une fonction d’utilité exponentielle introduite dans [29].

3.3.1 Fonction d’utilité

Il s’agit d’une fonction qui désigne le degré de satisfaction de 'investisseur par rapport a la richesse
globale de son portefeuille. Notons U la fonction d’utilité qui renvoie a chaque revenu noté w un
degré d’utilité. Cette fonction U est continue et strictement croissante. On suppose que l'investisseur
méme tres riche il préfere étre encore plus riche plutot que de se satisfaire de son enviable condition,
I'investisseur préfere recevoir des gains ou revenus encore plus élevés, cela se traduit mathématiquement
par la positivité de la premiére dérivée de U (U'(w) > 0).

D’autre part, la satisfaction de I'investisseur diminue quand sa richesse augmente, cela se caractérise
par la concavité de la fonction U, (U"(w) < 0).

Ux)

X

F1GURE 3.1 — Graphe d’une fonction d’utilité U
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3.3.2 Modélisation

La couverture contre le risque dans le cas du modele de Barles et Soner est faite a l'aide de
I'approche de Hodges et Neuberger [29] qui ont utilisé une fonction d’utilité exponentielle afin de

maximiser 1’espérance de la richesse terminale du portefeuille.

Spécification de la fonction d’utilité

Définition 44. Etant donné une richesse X, la fonction d’utilité exponentielle est définie par
UX)=1—eX, (3.12)

avec v > 0 est le coefficient d’aversion au risque.

Nous avons alors le probleme d’optimisation stochastique suivant
V(S,t) = max(E(U(XT)). (3.13)

La fonction valeur V est solution d’une équation de programmation dynamique associée a (3.13) (voir
[16, 25] pour plus de détails). Etant donné un coiit de transaction k avec k = — et a une constante
Y

positive, G. Barles et H. Soner ont réalisé une analyse asymptotique et ont montré que V — V quand

v — 0, avec V est I'unique solution (de viscosité) du probleme limite
1
Vi + 552(7",5,1/55)521/35 +7SVg — 7V =0, (3.14)

avec
5(S,t,Vss)® = 0 (1 4+ ¥(e" T 1a?Vsyg)), (3.15)

et U est solution de ’équation différentielle ordinaire suivante

U(zr)+1
2z (z) — x’ z#0, (3.16)
U(0) = 0.

U(x) =
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25

201

15F

W(x}_o i

-5 i i i i i i i
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

FIGURE 3.2 — Graphe de la fonction ¥

Une analyse asymptotique de (3.16) a été donnée par G. Barles et H. Soner,

lim Y& lim U(z) = —1 (3.17)

r— 400 xX T——00

La propriété (3.17) nous encourage a traiter ¥ comme l'identité pour les grandes valeurs de z.

3.4 Modele RAPM (Risk Adjusted Pricing Methodology)

Le modele RAPM ou méthodologie d’ajustement du risque liée a la valorisation des options a été
proposé par Kratka dans [37] et développé ensuite par Sevéovic et al. dans [31]. Ce modele prend
en considération le risque lié a un portefeuille non protégé. La volatilité dans ce cas est de la forme

suivante

W=

M2
52 = o2 (1 + 3(02 SVss) ) , (3.18)

s

avec C' > 0 est le parametre qui désigne les cotits de transaction décrit dans le modele de Leland et
M > 0 est le coefficient désignant la prime du risque.

Remarque 12. [l est a noter que les modeles non linéaires décrits dans ce chapitre se rameénenent
facilement au modeéle standard de Black-Scholes en absence des cotuts de transaction, autrement dit,
lorsque les parameétres Le, W et M sont nuls.

3.5 Conclusion

Ce chapitre présente quelques travaux sur la théorie des marchés financiers en présence des cotuts de
transaction qui est en plein essor. Il existe quelques améliorations des modeles que nous avons discuté
ici notament pour le cas des cofits de transaction variables. Dans les chapitres suivants, nous allons
nous concentrer uniquement sur I’étude théorique et numérique modele de Barles et Soner (3.14) avec
la volatilité (3.15).



Deuxieme partie

Le modele de Black-Scholes non

linéaire



Chapitre 4

Le modele de Barles & Soner

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une étude théorique de P'EDP non linéaire de Black-Scholes
qui permet de modéliser les marchés financiers incomplets. Nous nous limitons au modele présenté
par G. Barles et H.M. Soner qui ont proposé une volatilité élargie afin de modéliser la présence des
colts de transaction. L’objectif principal de ce chapitre est de présenter une approche constructive
pour démontrer 'existence et 1'unicité d’une solution convexe pour 'EDP déterministe fortement
non linéaire (3.14) contrairement & la méthode des solutions de viscosité présentée dans [8] et nous
terminons ce chapitre par des simulations numériques. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans

[1].

4.2 L’équation de Black-Scholes non linéaire

De maniere générale, en présence des colits de transaction, L’EDP classique de Black-Scholes

devient une équation non linéaire [38] de la forme suivante

1
Vi + 5&2(@5,{/5,‘/55)52&/55 +7SVs —rV =0, (4.1)

ou la fonction & est une volatilité modifiée qui est généralement une fonction de ¢, S, Vg , et Vgg . En
supposant que les cotits de transaction sont proportionnels a la valeur monétaire de 'actif .S acheté ou

vendu. Leland [38] a suggéré que le prix de 'option est la solution de (4.1) avec la volatilité modifiée

5% = 0*(1 + Le sign(Vsg)), (4.2)

= f2(-5) ws

Dans le modele proposé par Barles et Soner la volatilité non linéaire est donnée par

avec

5% = o2 (1 + W(a?e" T $%Vsy)), (4.4)

ou ¥ est solution de 'EDO (3.16). L’analyse asymptotique (3.17) de (3.16) faite par G. Barles et H.
Soner nous permet d’étudier le probleme (4.1) en considérant ¥(z) = x pour de grands valeurs de z,



Chapitre 4. Le modele de Barles & Soner 48

dans ce cas la volatilité (3.15) devient
&(t,S,VSS)Q = 02(1 + er(T_t)CLZSQVSs). (4.5)

Généralement, les non linéarités (4.2) et (4.4) proviennent du phénomene du "Marché incomplet”. Un
marché est appelé complet lorsque chaque produit contingent, par exemple le Pay-off d’une option,
peut étre atteint avec une richesse finale d’une stratégie de couverture admissible. D’autre part, un
marché est dit incomplet s’il existe des produits contingents non atteignables. La variation de la
stratégie de couverture est un probléme important auquel les traders d’options sont confrontés dans la
pratique et elle est mesurée par le coefficient I'. D’ou la. dépendance de la non linéarité du coefficient I'
(la dérivée seconde du prix de option). Parmi les raisons classiques de I'incomplétude des marchés il y
a les restrictions faites sur le trading, ou ajout de quelques phénomenes aléatoires dans le modele (e.g.
volatilité stochastique) ou la présence des coiits de transaction. Dans ce qui suit, nous allons étudier
théoriquement 'EDP de Barles et Soner. Nous allons nous limiter au cas on W(z) = x si > 0 pour

la simplicité de ’exposé.

4.3 Cadre mathématique de ’EDP de Barles et Soner

Pour un sous ensemble Q C R, D(2) est l'espace des fonctions C*° & support compact dans €
et D'(Q) son espace dual. On note par L} (Q) l'espace des fonctions telles que |f|? est localement
intégrable sur 2 avec 1 < p < oo et on note Lg(Q) I’espace de Lebesgue avec poids décroissant a
I’infini,

P(Q) = P Q) - V(S)pd <
L%(Q) = VELlOC(),Q o30S <oop, (1 <p<oo), (4.6)

et on définit ’espace

W= {v € Li(Q) ; /QVS?(S)dS < oo} : (4.7)

4.3.1 Transformation de I’équation

Afin d’étudier théoriquement ’équation (3.14) on effectue le changement de variable suivant
v(S,t) = " TV (S t);

la dérivation par rapport & t nous donne v; = e" T~ (V; — rV). En injectant cette dérivée dans (3.14)
on trouve
v + 302(1 + a?S%vg55)S?vgg + rSvg = 0,
v(T,S) = (S - K)*,
v(t,0) =0,
v(t,S) fod er=tg.
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Pour se débarrasser du terme de convection et avoir une équation parabolique 'forward’ en temps, on

effectue un second changement de variable S = e*. En posant U(T — t,z) = v(¢,5), on obtient

1
U; — 502(1 + a?(Upe — Up)) Uy — Up) — 71U, = 0,
U(0,x) = (e* — K)T,
lim U(t,z) =0,
T—r—00
Ultz) ~ Tt er,
+oo

Finalement, la translation Z(t,y) = U(t,x — rt) nous donne

1
Zy — 502(1 + CZQ(Zyy - Zy))(Zyy - Zy) =0,
2(0.y) = (¥ — K)*,

lim Z(t,y) =0, (4.10)
Yy—>—00

Z(ty) fod e ey,

On revient a notre variable initiale avec la transformation y = In(S), et on note Z(t,y) = V (¢,S5), alors

on obtient le systeme suivant

1
Vi — 502(1 + a2S2V55)S2V53 =0, S>0,te (0,T)
V(0.9) = (S—K)*, S0
V(t,0) =0, te (0,7)

V(t,S) I~ TS te(0,7).

(4.11)

Pour des raisons de simplicité, on prend dans ce qui suit les constantes égales a 1 et on cherche a

résoudre le probleme

Vi—(1+ SQVSS)S2V55 = 0, S>0,te (0,T)

V(t,0) = 0,

V(L,9) ~ s, (4.12)
V(0,9) = (S—-K) .

Afin de surmonter la difficulté qui vient de la condition aux bord quand S tend vers I'infini, on introduit
le changement d’inconnue V' (¢,5) = V (¢,5) — S. L’équation (4.12) devient

Vi — (1 + 5%Vs5)S?Vss =

0, S>0,te(07)
V(t,0) =0
(
0

V(0,9) _ (4.13)
lim Vs(t,S) =

S—+oo

~K)*t -8,

4.3.2 Cadre fonctionnel
On définit 'opérateur non borné

A:D(A) C LART) — L4(R"),

4.14
%4 — —S2V55. ( )
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L’opérateur A est monotone, en effet pour V€ D(A),

“+o0 —+o00
<AVY >pp=— VgV = / V&ds > 0. (4.15)
0 0

Nous allons utiliser une approche décrite dans [9] pour étudier le probleme (4.13). On définit 8 : RT
RT la fonction inverse de y — y? + y, c’est & dire

Fu)+B) =y ie B =+ (4.16)

Vi — B7H(=AV) = 0. (4.17)

L’équation (4.13) devient

Plutot que résoudre (4.17) avec les conditions aux bords de (4.13), nous allons résoudre

B(Vy)+AV = 0, S>0,te(0,T)

V(t,0) — 0,

v (0,9) — (S—K)* -5, (4.18)
SEIEOOVS(LS) = 0.

Le probleme (4.18) est un probleme de type Barenblatt. Nous allons I'approcher par un schéma discret
en temps et par suite nous allons utiliser le schéma des itérations monotones [40].

4.3.3 Schéma d’approximation

Etant donné V™ dans un espace K, qui sera défini par la suite et 7 > 0, on résout récursivement le

probleme
B (VWT_ Vn) —SWEt = 0 S>0,
VL) — 0, (4.19)
Sgrfwv;“(S) = 0.

Avec VO(S) = (S — K)* - 8.

Pour montrer que le probléeme (4.19) est bien posé, les méthodes classiques (basées sur des espaces de
Sobolev) ne peuvent pas étre appliquées. On introduit alors les espaces d’Orlicz [3, 18]. On considére
la fonction J définie par

J: Rt — RT,
y = BY)y.

Proposition 9. La fonction J est conveze et croissante sur RT.

Démonstration. On dérive J deux fois, on a

1 1 Y
T =\fJy+ -5+ ——20,
2\/y—|—1

et
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Par suite J est convexe et croissante sur RT. O

Définition 45. L’espace d’Orlicz avec poids, noté E, associé a J est l’espace vectoriel généré par les

fonctions v € L}, (R") satisfaisant

/R+ J(|7;<25>|)d5 = [ Bl ‘Ug)’ds < oo, (4.20)

Cet espace est muni de la norme de Luxemburg

LJ(U):inf{)\>0/ wﬁ(‘v(f)‘) Mf)";fg1}. (4.21)

Nous cherchons une norme équivalente a la norme de Luxemburg ci-dessus. Plus précisement, nous
avons la proposition suivante

Proposition 10. Nous avons,

(a) E= {V : /R+ min (V;(ZS)JVES:S;)P) dsS < —|—oo}, (4.22)
et , ,
(b) E=LERY) + L2(RT) = {v —a+b; acLi(RY), be L;(Rﬂ} . (4.23)
Démonstration. (a). On sait que 8(y) = /y + % — % = % donc f(y) < min(y,/y), et par
y+31+s5
suite P
V(S V(S)2 [V(S)|2
sV ) SN < i ( oy V) ) | (4.24)

Réciproquement, on a y = B(y) + B2(y), par consequent y < 2max(5(y),3%(y)). Si B(y) > 1 alors
y < 26%(y) ou B(y) < 1 et donc y < 2B(y). Ainsi, il existe une constante ¢ > 0 telle que cmin(y,\/y) <

B(y). Par suite nous avons,

2 ()
emin (Vf;) e ) < sV e (4.25)

3 3
(b) On sait que LE(RT) + LZ(IR™) est le plus petit espace vectoriel qui contient L%(R*T)ULZ(RT), i.e.

(R*) = Veet(LA(R*) U L2 (R™)). (4.26)

nlw

LZRY) + L

3
Soit u € L%(RT) U LZ(R™), on sait que

Cou(9)? |u(S 3 . u?(S u(S)|3
]wmln(fsq),’(sg)<mm(/]R+ S('Q)’/R+| (52)’ ) < o0, (4.27)

3
donc u € E, par suite L{(RT) U LZ(R") C E. Ainsi on a

Vect(L3(R™) U LE(RY)) = LA(RY) + LE(R*) C Vect(E) = E.
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3
Réciproquement, on montre que £ C L%(R“‘) + LZ(RT), si u € E, alors

w(S)? |u(S)|?
/R+min< (SS;) ,‘ (52)’ ><—|—oo. (4.28)

Par suite u peut étre vu comme suit

u = UIu§1 + ’U,qul , (4.29)
SN—— SN——

ELZ(RY)  er¥?(rt)

3 3
donc u € L4(RT) + LZ(R"). Ainsi, E = L4(R™) + LZ(R").

4.3.4 Existence et unicité d’une solution pour un 7 > 0 fixé
Dans cette section on donne quelques résultats théoriques pour le probleme en temps discret (4.19).
On considere ’ensemble convexe K,
K,={VeCR"/ V"<V <0,V(0)=0,VeW,V-V"eE}; (4.30)

la premicre itération VO vérifie

Vi <o,
VOew,
lim V°(S) = —K.

S—o00

Théoréme 7. Pour tout n > 0, il existe une unique solution V"' € K, solution de

VnJrl _yn

ﬁ() - SVt =0, S>0,
T
(4.31)
VrHL(0) =0 et lim V"T(S) = —K.
S—o0
Remarque 13. La condition Slim Vg”'l = 0 dans le probléme (4.19) a été remplacé par Slirn Vrrl(9) =
— —00

oo
—K dans le but de rendre l’analyse moins difficile. On peut justifier cette condition par un raisonne-
ment par contradiction.

Démonstration. (Unicité) Soit V™1 et V™1 deux solutions du probleme (4.31), et w = V1 —yntl,

Alors w vérifie ’équation

(n+l _ y/n n+l _ y/n
-t (VU (M) 132

T

On multiplie ’équation (4.32) par w et on intégre par rapport a S

/ w2dS +/ (5 (WH_W) e <Vn+1 - Vn)) wéf) ds = 0. (4.33)
R+ R+ T T
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Comme /3 est monotone sur L%(R™), alors / w%dS < 0, et par suite w(S) = w(0) = 0.
R+

Existence par itérations monotones

Nous allons construire une suite croissante de fonctions qui converge vers la solution. Fixons n, on

résout récursivement en m le probleme

ynm _ yn
) sur (0,K +n—+1),
-

_7_52V§Lém+1 + Vn,m+1 = ynm _ Tﬁ <
(4.34)

vremtl)y =0, VPmH K +n+1) = -K.
La suite V™™ est telle que pour son premier terme V"%, nous avons V% = V" . Nous avons le résultat
suivant

Lemme 2. Pour V™ € K, le probléme (4.34) a une solution unique V'™t € W,,, avec W, est

l’ensemble
n+K+1
W, = {VGL%([O,n+K+1]) ; / VSZ(S)dS<oo},
0

muni du produit scalaire

n+K+1 n+K+1
uv
< u,w >w, = / —dS +/ UVg.
0 0

2
KS
Preuve. On pose 2, = [0,K +n + 1] et on définit w™™mTt = yrmtl 4 = [ équation (4.34)
n+1+ K
devient
A KS
—7'52wg§”+1 + ot = ynm _ ( ) + sur €,
T n+1+K (4.35)
wmm = 0 sur 09,,.

Considérons la forme bilinéaire

a: Wy xW,—R

1
uv) vs + —Uv.
o) oo [ usos [

Alors la forme bilinéaire a est continue ; en effet,

la(u,w)| < max(7,1)| < uw >w, |,

< max(7,1)||ullw, [[v]|w, -
Prouvons la coercivité de a, on sait que

a(vw) = 7l|vs|[Z2 + |[v][72 > min(r1)[[v], (4.36)
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On considere la forme linéaire L définie par

V"’mw Vn,m _ Vn w Kw
Liw) — _ A == 4.
(w) /Q 5 T/Qnﬁ( v >SQ+/Qn S+ 1+ K) (437)

Comme J est continue et C(Q,) C L?(£2,) C L%(Qy,) pour S > 1 alors

ﬁ <Vn,m _ Vn>
T

Puisque a est continue et coercive alors par le théoreme de Lax-Milgram il existe un unique u € W,

1L(w)] < V"™l lhwl g +

SK
WM%*Hn+1+K
L3 L§

lwllpz.  (4.38)

tel que
a(u,w) = L(w), Yw € W,. O

Lemme 3. Soit m € N. La suite m — V™™ est croissante et V™™ (S) <0, VS € RT.

Preuve. Soit n € N, nous allons raisonner par récurrence, puisque V% = V" est négative pour tout n,
alors le raisonnement est valable pour m = 0. Supposons que V™™ < 0 et montrons que V™1 <0,
comme V™™ < () alors 0 est une sur-solution de '’équation (4.34) et par suite V™ < 0 sur Q,, et
comme V™™ est prolongée par —K sur |K +n + 1, + ool alors V™ H1(S) <0 VS € RY.

Toujours par récurrence, nous allons montrer que m +— V™™ est croissante pour tout m, on a pour le

premier pas

—TSQVgél + VvVl =v? sur [0,K +n+ 1],
(4.39)
vrelo)y=0, VYK +n+1)=-K.

Alors V™ est une sous-solution de (4.39) comme —7S?VI,+V"—V" = —752VI < 0et V*(0) = 0 <0,
VMK +n+1)=—-K < —K. Par suite V" < V™! alors la proposition est valable pour le premier
pas. Supposons que V™~ < V™™ nous devons montrer que V™™ < V™t on sait que

nm—1 _ {/n
_TS2V§Lém+Vn,m — Vn,m—l —7',3 <V V >
T
ym _n
< v (M2,
T
x—V" . , 1
comme f(z) = x — 75( ) est croissante sur R car f'(z) = 1 — ——=——= > 0. Pour les

T —vn 1
A

valeurs du bords nous avons V™ (0) =0 < 0 et V""" (n+ K +1) = —K < —K et donc, V"™ est une
sous-solution de (4.34) et par suite V™ < ynmtl, 0

On prolonge la suite V™™ *! par — K sur I'intervalle | K +n+1,+o0o[. Comme m ~ V™™ est croissante
et bornée par 0, alors elle converge vers V" T! i.e.

Vil = lim V™™ = sup V™,
m—r0o0 meN

En multipliant dans L*(RT) (4.34) par une fonction test ¢, on obtient

Vn,m_ n
—7/ Szvgémﬂcp—l—/ V"’mHgO—/ V”v%—T/ 5<V> Q. (4.40)
R+ R+ R+ R+ T
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En passant a la limite, lorsque m — oo, on a
VnJrl —_yn
SVidle = / B () ©; (4.41)
R+ R+ T
ce qui implique que
VnJrl —_yn
— S2VIdt 4+ () =0 sur D'(R"). (4.42)
T
Il reste & montrer que V™! € K,,. On multiplie (4.42), par V"' — V" et on a
yrtl_yn n+l _ y/n 1 n+l _ y/n ynt+l _ yn
e e B e R A A Lo (T 13)
3 <V Sy = L VRV Sy
Comme V"™ € W alors V"t € W et donc
Vn+1 . VA Vn+1 —_yn
4.44
o (=) () = (40
3
ce qui veut dire que V" — V" € L4(RT) + LZ(RT) et donc V™! € K,,. O
4.3.5 Passage au probleme continu en temps
Fixons T' > 0. Pour 7 > 0, soit N € N tel que N7 =T. On considere la fonction
N
VT(t,S) =) a(= —n)V™(S), (4.45)
n=0

ou o est définie par

t+1 si —1<t<0,

ot)=< 1—t si 0<t<1,
0 sinon.
t
On pose oy, (t) = o(— — n), nous avons
T
t—(n—1
tzn-br sio (n—1)7 <t<nr,
-
on(t)=1q (D7t si nt<t<(n+1)r,
T
0 sinon.

-1 0 1 t

FIGURE 4.1 — Schéma de la fonction o.

(n—=171 nt (n+1)7

FIGURE 4.2 — Schéma des fonctions o,.
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On veut faire tendre N — 400 (et donc 7 — 0).

4.3.6 Estimations a priori

Notons que sur U'intervalle en temps I,, =|n7,(n + 1)7[ nous avons

VT(t,S) = 0, V(S) + 01 VT(S), (4.46)
%(t,b’) _ Vs )T_ Vi(s), (4.47)

Proposition 11 Nous avons les assertions suwantes

1. La suit 7 S(RT % [0,7]) + L2 2(RT % [0,17).
2. La suite VT est bornée dans L°(R* x [0,T1).

8. La suite VI est bornée dans L>([0,1]; L*(R™T)).

Démonstration. 1. En sommant (4.43) par rapport & n on trouve

Vn+1 vn Vn+1 . VA 1 N412 5
— <
Z /W ( )( — >d5+2/R+]VS 2ds < 2/\ 924,

n+1 n n+l _ y/n
et donc Z / <V V)<V SQV>dS<OO,
R+ T

ce qui veut dire

N n+1 _ yn|2 n+1 _ yn 3 d

ZT/ win (VIR VP VR ) AS (4.48)

n=0 R+ 7 T2 52
et s

dvT\? |dv7|?) dS
/ /Immln(( > e ) Szdt<oo (4.49)
T 3

Donc est bornée dans L%(R* x [0,T7]) + L2(R* x [0,T7).

2. On remarque que V7 est une combinaison convexe de V™ et V"t et que VO < V™ <0 Vn € N,
donc
V(S) < Vi (t,8) < V'TUS),  Var<t<(n+1)r, (4.50)

cela vient du fait que V™ < V™! ainsi V7 est bornée dans L*>°(R* x [0,T7).
3. Nous avons

t t
Vi(t,S)=(n+1- ;)VQ(S) + (; —n)VET(9), (4.51)
De maniére analogue, on peut montrer que VJ est bornée dans L>([0,T]; L?(R™)). O

T

d
Proposition 12. Nous avons en plus 3 (

est bornée dans
dt

LE(RT x [0,7]) N LE(RT x [0,T]).
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Ve v [av
Démonstration. On sait que [B( o ) < min(—c‘; , T‘lft ), et donc
/ 3 (dV"'>2 ds < / dvT2ds . dVTdS
dt 52 = REX[0.T] “ g4 g2 R¥x[0,T] “ gt §2
R+ x[0,T] (VT <1y {%21}
< dvﬂdm/ avrzds _
B {%Sl} dt 52 {%21} dt S? ’
et
TS E R S
R+ x[0,7] dt s (wreyy dt 8% Jravrsgy odt S?

B / dV72d5+/ dVT%dS<OO
- T T 72 T e 72 :
<y db 5% Jyaroy dt S

d
Par suite, (c‘l/;) est bornée dans L% (R x [0,7]) N L (R™ x [0,T7).

4.3.7 Passage a la limite (quand 7 — 0)

Théoréme 8. Le probléme (4.18) admet une solution unique convexe V. € C(0,T;W) telle que

v Li(R* T L%R+ T
—r € LERY < [0.7) + LE([RT x [0.T)).

Démonstration. Nous avons V7 converge faiblement * dans L (R* x [0,T]). Pour (¢,S) € I, x RT,
il vient de (4.42), (4.46) et (4.47),

dvT i to,
B ( 7 ) —S?Vig=8%n+1-— ;)(vsg1 ) (4.52)

On passe a la limite faible dans (4.52) et on conclut par un raisonnement de monotonie [40]. On
multiplie d’abord par une fonction test ¢ € D(R™), et on intégre dans L%(R™T) I'équation (4.52)

/]R+ (5 (dﬂ N SQVSTS) qgfq?ds = én, (4.53)

(Vn—l—l —_yn

T

ou

t
en:(n+1_7)/ﬂg+ )T(bss.

On applique l'inégalité de Holder

1
2 2
s
len] <7 (/ > [@ssllrz +7 (/
{4 < 52 : {257 21

> et SQVéfs ont la méme limite faible.

av’
dt

avT
dt

2
3 3
2 dS
52> losslizg:  (454)

d
Lorsque 7 — 0, 3 < :;/
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avrm av
On pose x = lim g . On montre que x = 8 [ — |. Pour ce faire on calcule
7—0 dt dt
Q—/T<ﬁ VN 5w, Y s >0 (4.55)
U A dt " dt Ly=" '
avec v est une fonction test. Par la convergence faible nous avons
T T
av’
/ <B( >,U >L2—>/ <X,U >L2 5 (456)
0 s Jo s
et T
avr av
/ < B(v),—— o >L2—>/ < Bv o LA (4.57)
0

Par ailleurs, on a

r av’ avr n+1 n+1 n
A <ﬁ<dt) lp_E / VIF (VI —vhdS
1
_ = n+l _ ymn|2 = T 2
- 2§n3/R+rVS vppas— [ vEmkas

1
+ 1 / V2(0) 2,
2 Jr+

On a
hm/ <p (dV ) v >r2 < —hm/ \VZ(T)|?dS + hm/ [V2(0)|2dS
1 245 4+ 1 2
< - Vs(T)] ds + 1 [Vs(0)[7dS .
2 Jp 2 Jp+
1 fa
_ -/ < dt
5 | GV
Comme . -
1 d av
= —VIIA = 4.58
5 | ViR = [ <G (4.58)
donc .
dvT dv7 v
< 4.
llm/R+/ <dt> di —/0 X TR (4.59)
et il vient - -
= av av
OgthTS/O <ﬁ(’u),v—dt>Lzs+/O <X TV (4.60)

dv
On choisit v = o + €¢ avec ¢ est une fonction test ; alors on a

T
0< 6/0 <p <C§t/> — X9 >z +o(e). (4.61)
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On change ¢ par —¢ et on tend € vers 01 on obtient

3 @Z) —x pp. (4.62)

Unicité de la solution

Soit u et 4 deux solutions de (4.18), et w =u — @, on a

du du\ dw 1d 9
<pB <dt> -p <dt> g L3 +§£HMHW = 0. (4.63)
Ainsi u = . O
Corollaire 1. On a de plus

av’ d 3
c‘; — dit/ fortement dans L%([0,T] x RT) + L3([0,T] x R™). (4.64)

Démonstration. Si v = 0 alors

hm/T<B ar —dVT> < /T<ﬁ il ﬂ>
0 at ) at TR, at ) at s

Ce qui veut dire

avr  dv 3
c‘l/z; mdvr fortement dans L%([0,7] x R") + L2([0,7] x RT). O

4.3.8 Retour a ’équation originale de Barles et Soner

Par raison de simplicité, nous avons pris ¥(z) = x. Nous indiquons maintenant comment gérer
I’équation originale de Barles-Soner. La principale différence est la définition de ’epace d’Orlicz qui
est défini par la fonction J(y) = B(y)y avec B(y) est la solution de (1 + ¥(B(y))B(y) = y. Cet
espace d’Orlicz a les mémes propriétés que L%(Q) + L%(Q), cela vient du fait que 3 et 8 ont le méme
comportement pour y ~ 0 et y ~ oo.

4.4 Comparaison avec la solution du modele linéaire Black-Scholes

En faisant un changement d’échelle & la solution V' du Théoréme 8 par V¢ = a~2V on obtient I’équation

suivante

V& = (14 a?S?VE)S*Ves, (4.65)

avec la condition initiale V°(S) = e"T((S — Ke™"T), — S). Nous allons comparer cette solution & la
solution linéaire de 'équation de Barles-Soner V'

Vvtl = SQVé‘S:

avec la méme donnée initiale. En fait, si les coiits de transaction sont petits, alors a — 07. Pour

commencer, nous prouvons un résultat montrant que le parametre I'* = Vg reste borné lorsque a
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converge vers 0.

Lemme 4. Il existe une constante C' qui dépends de r,K, T mais qui ne dépends pas du paramétre a
telle que

//SQVSS —zdr < C. (4.66)

Démonstration. On sait que

dV,

— S2Va
5(1( dt ) SS»
avec B4(y) est la solution positive de a?8, + B, — y = 0. En multipliant cette équation par S~24~ et
en intégrant dans  x [0,t], on trouve
dV“ aveds 1 0
d 4.
// dtSQ_Q/VSSC (4.67)
D’autre part, on a
ave
S*Vss < S*VEs + 0¥ (Vi) = —
et donc (SZVS‘J )2 < Ba( s )d;;“ ce qui permet d’achever la preuve du Lemme. O

Proposition 13. Nous avons V¢ > V!, et il existe une constante C' qui dépends de K.,r,T telle que
l 2
(V" =Vl < Ca’.

Démonstration. Posons W = V¢ — V!, puisque Wy — S2Wgg > 0 alors par le principe du maximum
W > 0. D’autre part
Wi — $?Wss < a?(5?V)?,

multiplions par S~2 et intégrons dans €2 , alors

d a a
GV =Vl = ~Ws0) + a [ S*aP(5)ds,

car Wg(S) — 0 quand S tend vers +oo. Puisque W(0) = 0 et W(S) > 0 pour S > 0 alors on a
—Ws(0) < 0. Par suite

d ! 2 2 2
GV =Vl < a? [ S*VER(S)as,
Q
une intégration en temps conclut, grace au Lemme 4, la preuve de la Proposition 13. O

La Proposition 13 signifie que le prix de I'option en présence des colits de transaction est plus
cher que le prix de 'option dans le cadre linéaire Black-Scholes. Il s’agit d’un résultat attendu, car le
pricing dans ce cas implique des cotits supplémentaires. En effet, plus le parametre a est élevé, plus
le prix de l'option est grand. La Proposition 13 peut également étre considérée comme une maniere
déterministe de prouver que les erreurs de couverture disparaissent lorsque les cotlits de transaction
convergent vers 0, ou le produit dérivé peut étre répliqué avec la stratégie de couverture delta-hedge.
Voir [44, 13] pour plus de détails.
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4.5 Simulation numérique du modele de Barles et Soner

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode aux différences finies pour la simulation
numérique du modele de Barles et Soner. De maniere générale afin de résoudre des EDPs de Black-
Scholes non linéaires on utilise des méthodes numériques du au fait qu'une solution analytique n’existe
pas, d’ou I'intérét de la simulation numérique. Dans ce qui suit, nous allons utiliser le schéma de Crank-
Nicolson. Nous avons vu que dans le modele de Barles et Soner, la volatilité est la suivante

5(8,t,Vss)” = o*(1+ ¥(e" T Da?SVsy)), (4.68)

ou V¥ est solution de 'EDO (3.16), cette EDO peut étre résolue avec la méthode Runge-Kutta d’ordre
4. Nous rappelons les conditions aux limites pour I’équation (3.14)

V(S,T) =max(0,S — K); 0<S5 < oo, (4.69)
V(St) ~ 8 — Ke'®T), S — o0, (4.70)
V(0,t) =0, 0<t<T. (4.71)

Afin d’enlever la dégénerescence du probleme (3.14) en 0, et de pouvoir le résoudre numériquement

avec une donnée initiale, nous allons effectuer le changement de variables suivant

r=1In (2,) , T = %JQ(T—t), u(z,7) =e" V(;?t)

Ce qui nous donne

ov B L o0u or K , ,0u
aa‘t/(St) = Kae aq_(x,T)at—a EO’ (& E(IE,T), ) ) < )
@ z 2 O _ au
aS(St) = a—x(Ke u(z,7)) 75 55 = (Ke*u(x,r) + Ke* o )85(1n< >)— <u+8:c> (z,7),
0*V (St) — %(x )+@8i_l 87u+827u
252 = 00 T 02208 T 5 \ox T 0a2)
(4.72)
En injectant ces dérivées dans I’équation (4.1) on obtient
K“au 12 ou  0*u ou e
—g0e 8——1—5 Ke" <8 a2>+rKe <u—|—ax>—rKeu—
0) Itipli 2 t btient
n multiplie par ——5--, et on obtien
@l_ci @—F@ —Da—u—O (4.73)
or o2 \0x 022 ox ’

2r o’T
avec D= —, 2 €R, 0<7< 5 et 62 devient
o

. 2
52 = o2 <1 U <ei2a2Keff (gz + g;;))) . (4.74)
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Et les nouvelles conditions aux limites

u(z,0) = max(1l —e *,0), z€R, (4.75)
u(z,7) =0 (x— —00), (4.76)
u(z,7) ~1 (x — +00). (4.77)

Dans le cas linéaire, (a = 0), I’équation (4.73) se simplifie et devient

ou ou  0%u
o~ W+ Dg — e =0 (4.78)

4.5.1 Le schéma de Crank-Nicolson

Nous avons considéré le schéma aux différences finies de type Crank-Nicolson pour L’EDP (4.73)
avec la volatilité (4.74). Nous avons suivi la technique proposée par [6, 22] qui consiste a traiter le
terme non linéaire de maniere explicite en temps. Dans le cas des équations de Black-Scholes, il existe
une condition aux limites a l'infini; or, pour faire des simulations numériques l'intervalle de calcul
doit étre borné. Cette question a été discutée dans plusieurs travaux (voir, par exemple, [35, 23]) ou
une taille appropriée du domaine a été proposée apres une analyse minutieuse. Des conditions aux

limites artificielles peuvent également étre introduites [6]. Dans ce qui suit on remplace Uintervalle R
2

T
par Uintervalle [-R,R] avec R > 0 et on prend 7 dans [0, UT] Soit dz le pas en espace et dt le pas
en temps. On définit U]* comme une approximation de u(x;, 7,) ou x; = idz, i € [-N,N] et 7, = ndt
avec n € [0,M] ou M est le nombre de point de discretisation en temps et 2N + 1 est le nombre de

points de discrétisation en espace.

Temps

VT — ok

Espace 1 1

- T ]

Y
=

—R=-Nh z; @i 0 R = Nh

FIGURE 4.3 — Grille uniforme pour la simulation numérique de I'option Européenne.

Enfin, nous discrétisons les conditions initiales et limites comme suit

U'LO = (1 - e—id:c)-i-’
"N = 0, (4.79)
un - 1-— eDndt—Ndac .

N =



Chapitre 4. Le modele de Barles & Soner 63

En utilisant le schéma de Crank-Nicolson et en remplagant toutes les dérivées dans 1’équation (4.73),

0.7

u(x, 0)

FIGURE 4.4 — La donnée initiale du probleme transformé (4.73)

nous obtenons,

?

vt o ( R - 207+ 07, +Uﬁ1—UZ‘_1>+

dt T2 dz? 2dx
st (URE =207t + upt! N urtt ot
2 dx? 2dzx
D Ul — U + Uﬁ:il - Ut i1 — 200+ UL + Uz‘n++11 — 207 + U
1+ D) Adx + 2dz? ’

avec s} est la volatilité non linéaire discrétisée (noter que s!' a été traité explicitement).

Ur,—2U0r+ U, UM, -
n_ (Dndt+x;) 2K i—2 i i+2 i+1
i (e @ K( 4dx? * 2dx

2

in—l)). (4.80)

Remarque 14. Un mot de prudence doit étre dit a propos de la précision lors de ’approzrimation
des dérivées avec des différences finies. Le développement de Taylor suppose l’existence de plusieurs
dérivées de u(x, 7). Cependant, la plupart des problemes de pricing d’options ont des données termi-
nales non régulieres et donc des dérivés discontinues au niveau du prix d’exercice, ce qui équivaut
a des données initiales non réguliéres pour notre probléme transformé en u(0,0) (voir la figure 4.4).
Dans [45], ce probléeme est résolu et la précision est améliorée par une technique de raffinement de
matllage qui est basée sur l'idée de placer plus de points au voisinage des points qui présentent des
singularités. Nous garderons cette stratégie de lissage a ’esprit, mais pour simplifier, nous utilisons la

grille uniforme décrite plus haut dans cette section.
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Algorithme 1 Valorisation d’une option Européenne pour le cas du modele de Barles et Soner

données d’entrée : S,0,K, r, a, T.

-Résoudre 'ODE (3.16) en utilisant un schéma d’ordre 4 de Runge-Kutta explicite.
-Interpolation de la solution de (3.16) en utilisant une méthode de spline cubique.
Pour n=0...T :

-Initialisation de V™ et calcul du terme non linéaire.

-Calcul de V™*len utilisant la methode de Gauss-Seidel.

-Copie de V™1 dans V™.

Fin Pour.

4.5.2 Résultats numériques

Pour nos calculs nous avons utilisé les parametres suivants

r=0.1, 0=0.2, a=0.02, K=100, T =1 (une année), dr=0.1, dt =102 R=1.

200

[y
a1
o

100

50

The option price V

FIGURE 4.5 — Le prix de 'option européenne V' en présence des cotiits de transaction.

La figure 4.5 est une représentation du prix de 'option pour le modele de Barles et Soner pour

chaque temps entre la date de la négociation du contrat (¢ = 0) et la date d’échéance (¢t = T).



Chapitre 4. Le modele de Barles & Soner 65

2.4%

1.6%

0.8%

0%

percentage of increase of the option value

FIGURE 4.6 — Différence entre le prix de 'option pour le modele Barles et Soner (marché soumis a des
cotts de transaction) et le prix de 'option dans le modele de Black-Scholes.
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FIGURE 4.7 — Graphe de 'option dans le cas non linéaire en comparaison avec le cas linéaire et la
donnée initiale.

La figure 4.6 montre que la solution du modele non linéaire est plus grande que la solution dans le
cas linéaire (ce qui est attendu vu qu’il y a des cotits de transactions supplémentaires).
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F1GURE 4.9 — Comparaison du prix de l'option pour différents modeles.

Nous terminons nos expériences numériques en démontrant ’effet du parametre de cott de transac-
tion a sur le prix de 'option. Dans la figure 4.8, nous illustrons I'influence des cotts de transaction sur
la solution numérique. Nous constatons que plus a est élevé, plus le prix de 'option grandit. Notons que
I’augmentation du parametre a¢ a un impact considérable sur la stabilité du schéma Crank-Nicolson.
En effet, pour a = 0.2 et a = 0.4, il a fallu ajuster le pas en temps pour surmonter l'instabilité du

schéma numérique.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une étude théorique et numérique du probleme limite de

Barles et Soner en présence des cotlits de transaction. D’une part, nous avons proposé une méthode
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constructive afin de démontrer 'existence d’une solution convexe a 'aide de la méthode des itérations
monotones. D’autre part, nous avons approximé la solution numériquement par la méthode des diffé-

rences finies et nous avons comparé nos résultats au cas linéaire (modele de Black-Scholes standard).



Chapitre 5

Valorisation d’une option sur deux
actifs financiers

5.1 Introduction

Les options multi-actifs sont des options qui portent sur plusieurs actifs sous-jacents, contrairement
aux options standards de type vanille, ces options sont plus complexes car leur pricing engendre
des parametres supplémentaires comme les volatilités relatives a chaque produit et le parametre de
dépendance entre les actifs. Dans ce chapitre, nous allons estimer la valeur de cette option pour le cas
de deux actifs en présence de cotits de transaction. Ce que nous avons vu dans les chapitres précedents
s’étend donc de deux maniere, d’'une part, le probéme que nous allons traiter est bidimensionnel,
d’autre part, nous généralisons le modele de Barles-Soner et nous développons un schéma numérique

pour un type d’option spécifique appelé panier.

5.2 Option sur deux actifs sous-jacents

Définition 46. Une option sur deuz actifs est une option qui donne a son détenteur le droit, mais

non l’obligation, d’acheter ou de vendre deux actifs sous-jacents.

L’évaluation de ce type d’options est plus complexe car elle nécessite de connaitre tous les éléments
de chaque sous-jacent (volatilité, cours, etc...). Il existe plusieurs types de ces options, en effet, la

différence réside dans la fonction Pay-off A, on peut citer,

«Spread» :A(S1,52) = (81— S2— K)*T
Panier ou «Basket» : A(S1,52) = (a151 + a2S2 — K)* avec ay,as > 0.
Max : A(S1,52) = (max(S1,92) — K)*.
Min . A(Sl,SQ) = (mln Sl SQ )+.
Digitale L A(S1,52) = st 51,522 K,
sinon.

5.2.1 Option panier

Définition 47. Une option panier, est une option sur deuz actifs sous-jacents dont le Pay-off est

généralement une combinaison linéaire des cours des actifs.
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L’utilisation des options panier a connu un grand succes, et ce principalement en raison du fait
qu’elles ont 'avantage d’offrir une couverture similaire a celle d’un portefeuille d’options standard tout
en étant moins cotiteuse. Bien que cet instrument financier soit simple, il n’en demeure pas moins que
I’évaluation de ce nouveau produit dérivé est généralement complexe. En effet, comme pour la grande
majorité des produits contingents multidimensionnels, les équations modélisant les options panier n’ont
pas de solution analytique. Nous devons donc recourir a des méthodes numériques, mais l'efficacité de
ces dernieres est sensible a la dimension de 1’espace.

5.3 Evaluation du prix d’une option panier Européenne

Notons S;(t) le processus du prix de 'actif ¢ a I'instant ¢, i = {1,2}. On considére une option panier
Européenne offrant au détenteur la possibilité d’acheter au prix d’exercice K un portefeuille composé
de a; d’actifs S; avec a1 + as = 1. Les constantes a; sont déterministes et positives et spécifiées au
préalable dans le contrat. On suppose que

dSi(t) = piSi(t)dt + 03 Si(t)dBi(t), (5.1)

avec {B;(t), t > 0} est un mouvement Brownien standard associé a S;(t) et tel que E(B;(t)Ba(t)) = pt,
avec p est le coefficient de corrélation entre les deux Browniens. Les constantes p1, o1 et ps, o9 sont
les volatilités et les rendements des actifs Sy et Sy respectivement.

En tenant compte de la dynamique (5.1), le prix du i-eme actif & I'instant ¢ est donné par

1 5 B,
5.(t) = si0) e T 20T OBll) (5.2)

Sous la probabilité risque-neutre Q, le prix de 'option panier est completement déterminé a 1’aide de
sa valeur terminale, le prix a l'instant ¢ = 0 est donc

2
V(Sl,SQ,O) = G_TTEQ <Z aiSi(T) — K) s (5.3)
=1

+

avec r est le taux d’interét sans risque.

Remarque 15. 11 faut noter que les options paniers (comme pour la plupart des options multidimen-
sionnelles) n’ont pas d’expression analytique pour leur solution, méme dans le cas linéaire, cela vient
du fait que la somme de deux processus géométriques n’est pas forcément géométrique et la formule
célebre de Black-Scholes ne peut donc pas étre appliquée. Plusieurs approches ont €té proposées pour
résoudre ce probleme, notamment les simulations par la méthode de Monte Carlo, les méthodes basées
sur des arbres, les simulations numériques des équations auzr dérivées partielles et les approzimations
analytiques de (5.3). (Voir les travauz de Beisser [10], Ju [34], Alexander et Venkatramanan [4]).
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51,59 > 0,

En utilisant le calcul d’Ito et la théorie d’arbitrage, le prix d’un panier Européen V' (S7,55,t) est
U%S%VSQS2 + p01025152Vs, s, +1S1 Vs, +1rS2Vg, —rV =0,
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FIGURE 5.2 — La valeur terminale de 1'option

panier (K

FIGURE 5.1 — La valeur terminale de 'option

panier (K

100, a] = a2 = 0.5).
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du modeéle

érique

2 Analyse numé

5.3.

Conditions au bord champ lointain ou ’Far field’

infini. Cela veut dire

ée a l'i

3

Dans le cas de ’équation de Black-Scholes, la condition au bord est pos

étre choisi ’le plus loin possible’, ce qui est problématique pour un schéma

doit

Smax

que le bord droit

flagrante. Dans [35] le

ere

I

, car le nombre des points de la grille peut grandir d’une mani

3

numérique

lyse rigoureuse. La condition au bord "far field” est la suivante

N

€ apres une ana

3

bord Spax a été propos

(5.5)

Si,max = Ke( 20'1-2 ln(lOOd)),
avec d est la dimension du probleme. Dans nos travaux, les conditions aux bords que nous avons

choisi sont les suivantes, lorsque S; = S; max, alors le prix du Call est

(5.6)

Si max — Ke_T( - .

V(t7 Sz max)

On remarque que la valeur de 'option a un comportement linéaire par rapport a S; lorsqu’il s’approche

& Simax. Un autre type des conditions au bord sont les conditions au bord linéaires [21]. Ce type de

conditions limites est tres courant en finance ; une telle condition sur un bord 92 est donnée par

o0*V

(5.7)

i€ {1,2},

VS; € 092,

=0,

052
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avec 0 = [0,57 max] X [0,52 max|. L’équation (5.7) veut dire que le prix de 'option est presque linéaire par
rapport au prix de 'actif lorsque nous nous approchons de l'infini. Cependant, ce type de conditions
limites pour Black-Scholes ne garantit pas un probleme bien posé, et cela peut entrainer des oscillations
sur la solution numérique. Néanmoins, Tavella [55] et Forsyth [57] ont montré que les problemes du
pricing des options avec des valeurs linéaires au bord, peuvent étre traités avec une précision suffisante.
Dans ce qui suit, nous utilisons les conditions de Dirichlet non homogenes (5.6), i.e. si S7 et Sz sont
tous les deux égaux & 0 alors le prix de 'option V' (0,0,nAt) = 0 pour tout n = 1,...N;+ 1. Si seulement
I'un des deux est nul, i.e S; = 0 (i = 1,2) alors I’équation (5.10) avec S; = 0 se transforme en 'EDP
de Black-Scholes unidimensionnelle pour I'actif S, j = {1,2}\ 4, par exemple, si S; = 0 on résout

1
Vi + 5025’22‘/5252 +7S9Vs, — 1V =0, (5.8)

avec les conditions aux bords

U(0,S2,nAt) = 0 pour Sy = 0,

U(O7SQ max,nAt) = SQ max — Ke_T(T—TbAt) .

Sur les bords S7 = Simax et S2 = S2max nous utilisons la condition de linéarité (5.7). Enfin, sur le
bord & l'infini, c’est & dire S; = Simax (i = {1,2}), on utilise la condition de la linéarité par rapport
aux deux variables

o*V oV o?v

o (1 maxs;P2max) — JF a9 t) maxiP2max) — Ao Ao
(£,51 max»S2 max) (£,51 max»92 max) 95.05,

t,S maxyS max =0.
85% 85% (7 1 2 )

On résume ces conditions a l’aide du schéma suivant,

&Déri'-.-'ées secondes

S2max Condition de linéarité en S2 Nulles
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o
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FIGURE 5.3 — Conditions au bord pour une option panier.

5.3.3 Résultats numériques

On effectue un changement de variable en temps afin d’avoir une équation avec donnée initiale.
On utilise un schéma aux différences finies de type Crank-Nicolson. A Tlaide d’un maillage uniforme
on discrétise en espace avec N, = N, points, on fixe S1pax = 300 et Szmax = 300, 01 = 0.02, 09 =
0.02, r = 0.05, p = 0.5, a = 0.02, K = 100, = 0.1, N, = N, = 128, dt = 1073, et on calcule le
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prix de l'option sur une année. Les figures 5.4 et 5.5 représentent le prix des options paniers apres

I’écoulement d’une année.
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FIGURE 5.4 — Le prix de 'option panier (a; = ag = 1).
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FIGURE 5.5 — Le prix de loption panier (a; = ag = 0.5).

L’évaluation des options paniers avec 'approche classique de Black-Scholes est largement utilisé
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pour le pricing des actifs sur les marchés financiers, mais comme nous avons vu dans les chapitres
précédents, cette approche présente des faiblesses comme 'utilisation des volatilités constantes pour
les sous-jacents, alors que les modeles avec des volatilités variables semblent mieux correspondre aux

observations empiriques. Cela fera 1'objet de la section suivante.

5.4 Black-Scholes non linéaire en deux dimensions

Le modele de Black-Scholes s’appuie sur différentes hypotheses, telles que des valeurs constantes
des volatilités et du taux d’intérét, I’absence de dividendes, la liquidité des marchés et ’absence des
cotts de transaction. En s’appuyant sur ’approche de Leland [38], les cotits de transaction peuvent
étre inclus dans le modele de Black-Scholes en appliquant une stratégie de réplication en temps discret.
Une équation aux dérivées partielles non linéaire est alors obtenue pour le prix de 'option. Dans ce
qui suit, nous développons un modele qui integre les colits de transaction dans le cadre classique
Black-Scholes & deux actifs.

5.4.1 Pricing d’une option panier avec le modele de Barles et Soner

Nous supposons que l'investisseur doit payer des frais de transaction lors de la négociation de
chaque opération financiére, qui sont proportionnels au montant des fonds des actifs S7 et Sy. On

suppose que S7 and Sy suivent deux mouvements Browniens géométriques gouvernés par le systeme

dS, = 1 S1dt + 0151dBq,
(5.9)
dSs = p2.S9dt + 0955dBs,

avec o; et u; (i = 1,2) sont la volatilité et la dérive respectivement pour chaque actif .S;.

La littérature sur les portefeuilles de couverture avec des actifs risqués corrélés dans des marchés soumis
a des couts de transaction est tres limitée. Dans [7], la valeur de l'option est obtenue en résolvant des
problemes d’optimisation et en utilisant une analyse asymptotique. V. Zakamouline a donné dans
[59] une généralisation des EDPs non linéaires pour une option sur multi-actifs et a introduit des
schémas aux différences finis pour les résoudre. Yazdanian et al. [58] ont évalué le prix d’une option
"Spread” sur deux actifs en prenant en considération lilliquidité du marché. Enfin, P. Amster et Al
[5] ont donné une étude théorique et numérique de 'EDP de Leland pour le cas d’une option sur multi
sous-jacents a ’aide de la méthode des solutions de viscosité. Dans notre travail, nous utilisons une
approche déterministe. Nous donnons ci-dessous une généralisation du modele de Barles et Soner pour
la valorisation d’une option panier,

;

2 2 2 2
1
Vi + 5(1 + \I/(GQ e(T—1) Z Z UiajpijSiSjVSiSj)) Z Z UinpijSiSjVSiSj
i=1 j=1 i=1 j=1

2
+> rSiVs, —rV =0, (5.10)
=1

V(Sl,SQ,T) = maX(Sl + Sy — K,O).

Ici (51,52) € R%, t € (0,T), et p;; est le coefficient de corrélation entre les deux actifs Si et S i.e
pij = psii#jet pj=1sinon. La fonction ¥ est la solution de (3.16).



Chapitre 5. Valorisation d’une option sur deux actifs financiers 74

5.4.2 Le schéma aux differences finies

On pose 2 = [0,57, max] X [0,52, max]. Dans ce qui suit, on adopte le schéma aux différences finies en
deux dimensions de Crank-Nicolson pour I’équation (5.10) avec un stencil de 9 points. Nous utilisons
un changement de variable en temps afin d’avoir une équation parabolique forward’

( 1 % 9V g
Vi— = (1 + v <a2 et (U%S%(??SQ + 0252 + 2p0o1095152 ad >>>
1

2 2928, 05105,
0%V 92V 0%V 2 oV
2 Q2 2 Q2 _
(0151 5 + 0555 75, + 2,0010'25152651852> - ;:1 rS@-—asi +rV =0, (5.11)

V(Sl,SQ,O) = max(51 + 59 — K,O).

On discretise uniformément l'intervalle en temps [0,7] par N + 1 points et l'intervalle en espace
Q= (0,51, max] X [0,52, max] par N1 + 1 et Ny + 1 points respectivement. Pour simplifier ’écriture, on
note x = S et y = Sy. L’équation (5.11) devient

( 2 2 2
1 ot 220V 5,07V oV
‘/t — 5 1 + U(a“e t <0'1$ 82:172 + a2y 82y + 2p0'10'233y8?8y
oV 0*V 2 ov Vv
2,2 2,2
<01:c 52,2 + o3y a7y + 2p0102xy8538y> T T ryé)iy +rV =0, (5.12)
V(x,y,0) = max(x + y — K,0).

On note la solution discrete par Vi = V(zi,y;,nAt) avec At = t"1 — " ne{0,...,N},0<i< N
et 0 < j < Ns. On pose

Dy Vit = Vit — 2‘4‘%’ Vit Dy Vil = Vign =2Vt Vs yn Vi = Vit
Az Ay? J 2Azx
Doy Sttt — Vi1 — Vit Vit Doy Vi = Vil
oy 4AxAy Py 2Ay ’
et
AV = 0707 Do Vi} + 03y5 Dy Vit + 2p010923; Doy Vi (5.13)

En supposant que VZ? est connue, on discretise I’équation (5.12) explicitement pour le terme non
linéaire (voir [22]), et pour les autres termes on utilise un schéma de Crank-Nicolson.

‘/;?+1 — V;? 1 2 . rnAt n n+1 n
— TP e A VAV + ApV)

(5.14)
rr T r
5 DV 4 DLV = DDV 4 DY) + S (Vi 4+ Vi) = 0.
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Algorithme 2 Valorisation d’une option panier pour le cas du modele de Barles et Soner

données d’entrée : S| ax, S2max,01, 02 K, 7, p, a, T.

-Résoudre 'ODE (3.16) en utilisant un schéma d’ordre 4 de Runge-Kutta explicite.
-Interpolation de la solution de (3.16) en utilisant une méthode de spline cubique.
Pour n=0...T:

-Initialisation de V™ et calcul du terme non linéaire.

-Calcul de V™*len utilisant la methode de Gauss-Seidel.

-Copie de V™1 dans V™.

Fin Pour.

5.4.3 Résultats numériques : Impact des coiits de transaction

Dans ce qui suit, nous analysons différents aspects de la dynamique générale du modele des cotits de
transaction proposé (modele bidimensionnel de Barles et Soner), ainsi que le schéma de Crank-Nicolson

que nous avons mis en oeuvre. Pour les tests numériques nous avons utilisé les valeurs suivantes ;

TABLE 5.1 — Les parametres choisis pour chaque test numérique

Parametre test 1 test 2 test 3
o1, 02 0.4 0.15 | 0.05 0.11]0.2 0.2
Jo 0.5 0.5 0.5
T Une année Une année Une année
r 0.06 0.02 0.1
a 0.02 0.04 0.04
K 100 200 70
dS1,dSs 1.17 1.17 1.17
dt 1073 104 10~




76

Chapitre 5. Valorisation d’une option sur deux actifs financiers

‘
S
s
o

S
OIS
KSR
o
S

aoud uondo ey Jo aseasoul jo sbejuaciad

(b) Le prix de l'option & ¢t = 0.

ion a

(a) L’influence des cotits de transact

e

s

s
s
s

s

")
0""”‘»\‘“
i

0.4

0.3

0.2

0.1
-0.1
300

(c) Le 'Gamma’ de I'option a t =0

L’actif Sp est plus volatile que Ss.

FIGURE 5.6 — Test 1
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FIGURE 5.7 — Test 2 : Actifs Sy et Sy faiblement volatiles.
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FIGURE 5.8 — Test 3 : Actifs S et Sy avec volatilités identiques.

Les tests 5.6, 5.7 et 5.8 illustrent 'impact des cotits de transaction et le prix de 'option a ¢ = 0. On
remarque que les colits de transaction sont influencés par plusieurs facteurs, notamment la volatilité de
chaque sous-jacent et la dérivée seconde des actifs. Sur la figure 5.6 (test 1), on observe que le maximum
de ces couts de transaction est atteint au voisinage de K, cela est justifié par le comportement du
‘Gamma’ de option ( le 'Gamma’ est maximal pour des valeurs proches de K). En outre on constate
leffet de volatilité de 'actif Sy sur les cotits de transaction au voisinage de Sz, cela est obsérvé
également pour le test 2 ( figure 5.7). Le 'Gamma’ a un comportement opposé avec les cotts de
transaction, car il a tendance a décroitre quand la volatilité croit). Finalement, pour le test 3 (figure
5.8) nous remarquons une symétrie sur les figures (5.8-(a)-5.8-(b)) due au fait que les deux actifs ont
la méme volatilité, encore une fois, le maximum des cofits de transaction est atteint quand les deux
actifs sont proche du prix d’exercice K et que ces colts s’annulent quand S7 et Sy sont loins de K.
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5.5 Conclusion

La principale contribution de ce chapitre est la réalisation d’une solution acceptable d’un point de
vue a la fois théorique et numérique qui serait utilisable par les investisseurs tout en étant réaliste a
I’égard des observations empiriques dans les marchés financiers. Cette solution est fruit d’une extension
déterministe du probléme limite de Barles et Soner pour le pricing des options avec deux actifs sous-
jacents en présence de cotuts de transaction proportionnels au volume d’actifs. Les résultats numériques
obtenus valident le modele proposé. En effet, nous avons démontré numériquement que ces cotits
dépendent principalement des prix des actifs, 'ampleur de la dérivée seconde (i.e. le '‘Gamma’) et la
volatilité de chaque actif. Il est a noter que le schéma devient instable en augmentant le parameétre
des cotits de transaction a.
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Chapitre 6

La méthode multigrille

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les concepts de la méthode multigrille introduite par Brandt [14]
dans les années 70 et développée dans [15, 28, 52]. Les méthodes multigrilles permettent de régler le
probleme lié au temps de calcul, ce dernier, est conditionné souvent par l'efficacité de 1’algorithme
de résolution du systeme discret. Les méthodes itératives (du type Jacobi, Gauss-Seidel) sont tres
rapides, mais leur inconvénient réside dans leur incapacité a réduire les composantes basses fréquences
de lerreur (I’erreur diminue de maniére tres lente méme en augmentant le nombre des itérations),
d’ou l'intérét de la méthode multigrille, cette méthode utilise les grilles grossieres afin de supprimer
les composantes de basse fréquences et quelques itérations de la méthode itérative suffisent a régler
le probleme. Différents types de méthodes multigrilles existent utilisant différents cycles a ’aide des
opérateurs de restrictions et de prolongements. A la fin du chapitre, nous allons appliquer la méthode
multigrille sur le probleme non linéaire de Barles et Soner, ’avantage de la méthode en terme de temps

de calcul sera expliqué.

6.2 Principe de la méthode multigrille

La méthode de Gauss-Seidel permet d’obtenir la solution d’un systeme linéaire par itérations.
Alors qu'un maillage tres fin est nécessaire pour obtenir une solution détaillée, celui-ci conduit a une
convergence tres lente des basses fréquences spatiales. si on décompose l'erreur en série de Fourier,
on remarque que les hautes fréquences d’un maillage donné d’un pas h sont amorties beaucoup plus
rapidement que les basses fréquences. I'idée du multigrille est de représenter ces bases fréquences sur
le maillage grossier de pas 2h car elle apparaitront comme des hautes fréquences et peuvent donc étre
bien amorties avec la méme méthode itérative. Les méthodes multigrilles ont été appliquées, a ’origine,
a des problemes simples. Comme exemple, nous considérons le probleme de Dirichlet unidimensionel

—u"(z) = f(x) 0<z<l1
(6.1)

Bien que nous pouvons résoudre ce probléme analytiquement pour certaines fonctions f, c’est instruc-
tive de développer quelques méthodes numériques pour ses solutions. Plusieurs approches sont pos-
sibles. La plus simple, c¢’est la méthode aux différences finies. Le domaine du probleme {z : 0 <z < 1}
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est divisé en N intervalles de longueurs égaux en introduisant les points z; = jh ou, h = % est la

longueur des intervalles. Cela constitue la grille 2, montrée dans (6.1)

FIGURE 6.1 — Grille Q"

En chaque point z; (j = 1,...,N — 1), I'’équation différentielle (6.1) est remplacée par une approxi-
mation du second ordre en différence finie. Nous introduisons v; comme une approxiamtion de la

solution exacte u(x;). Cette approximation de la solution peut donc étre représentée par le vecteur

v = (vi,...,un_1)T. Ses composatntes vérifient les N — 1 équations linéaires :
—vi_1 +2v; — V41 .
BT ) <N (6.2)
Vo = UN = 0 (63)
En définissant le vecteur du second membre, f = (f(x1),...,f(z ~-1)T, nous représentons ce systeme

d’équations linéaires sous forme matricielle comme suit :
Av=f

avec A matrice carée d’ordre N — 1, tridiagonale, symétrique et définie positive.

2 -1
-1 2
1
A — ﬁ
-1
-1 2
U1 bil
V2 P
Q: eti:
UN-1 fN—l

On considére une approximation initiale, le vecteur v de coordonnées,

ik
vj:Sin(%) 0<j<Netl<k<N-—1.

L’entier k est appelé le nombre d’ondes. Il indique le nombre de demi-onde sinus que constitue le
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vecteur v sur le domaine du probléme. Dans la figure (6.2) nous illustrons les données initiales corres-
pondant a k=1, k=3 et k=6 (vy,u3,0).

-0.6

FIGURE 6.2 — Les modes v; = Sin(%),o < j < N, avec les nombres d’ondes k =1, 3, 6.

Notons que les petites valeurs de k correspondent aux basses fréquences et les grandes valeurs de k
correspondent aux hautes fréquences. Dans la suite, on prend f = 0. Comme méthode itérative, nous
appliquons la méthode de Gauss-Seidel. Sur une grille avec N = 64, en initialisant la solution avec
vy, U3 et wg, nous itérons 100 fois. Apres chaque itération, nous calculons la norme maximale de

Verreur ||e||o [15]. La figure (6.3) montre un tracé de l'erreur en fonction du nombre d’itérations.

!
09F 1

1
08 -
07F v
0.6
05} )
0.4} \
0.3f

0.2 k=3 |«
0.1p ‘N,

.

FIGURE 6.3 — Tracé de ||e||s en fonction du nombre d’itération (Gauss-Seidel)

Nous remarquons, d’apres la figure (6.3), que lerreur |le||o décroit apres chaque itération et la
vitesse de décroissance est plus grande pour les grandes valeurs de k. En général, les données initiales
ne consistent pas en un seul mode. Par exemple une donnée initiale peut consister en 3 modes :
basse fréquence (k = 1), fréquence moyenne (k = 6) et haute fréquence (k = 32) sur une grille avec
N = 64. L’erreur décroit rapidement au bout de cinq itérations. Apres, elle décroit treés lentement. La
décroissance initiale de ’erreur correspond a I’élimination rapide des hautes fréquences. La décroissance
lente de I’erreur est due a la présence de basses fréquences. Le premier pas pour améliorer ces méthodes
itératives, tout au moins, est d’utiliser une bonne estimatin initiale. La technique bien connue pour
obtenir une bonne estimation initiale est de performer quelques itérations sur une grille grossiere,

et d’utiliser le résultat comme estimation initiale sur la grille fine. Supposons une méthode itérative
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particuliere est appliquée jusqu’a ce que les basses fréquences de 'erreur subsistent. Cela suggere que
quand la relaxation commence a se caler, signalant la prédominance des basses fréquences de ’erreur,
il est recommandé de passer a une grille grossiere sur laquelle les basses fréquences apparaissent plus

oscillantes. Soit v une approximation initiale de la solution u. L’erreur e = u — v satisfait I’équation

Ae=r=f— Av,

appelée équation du résidu.
Relaxer sur I’équation originale Au = f avec une estimation initiale arbitraire équivaut a relaxer sur
I’équation du résidu avec une estimation initiale e = 0 .
Il y’a deux stratégies d’utiliser la grille grossiere. La premiere stratégie constitue 1’'idée de 'utilisation
des grilles grossieres pour obtenir une bonne estimation initiale. Nous présentons cette stratégie par
la procédure suivante ([15]),

Relaxer pour résoudre Awu = f sur une grille tres grossiere.

Relaxer pour résoudre A pour Q* pour obtenir une estimation pour Q2.

[S
I
=

Realxer pour résoudre A pour 2" pour obtenir une estimation pour Q" .

[S
I
I~

Relaxer pour résoudre A pour Q" en partant de la solution obtenue & 1’étape

[S
I
I~

précédente ( apres prolongement ).

Cette stratégie s’appelle Itération Emboitée (Nested Iteration).
La seconde stratégie constitue ’idée de I'utilisation de I’équation du résidu pour relaxer sur l'erreur.
Nous présentons cette stratégie par la procédure suivante,

Relaxer pour résoudre Au = f sur Q" pour obtenir une approximation v.

Calculer le résidu r = f — Awv.

Relaxer sur I’équation du résidu Ae =7 sur Q2" pour obtenir une approximation de I’erreur e2".

Corriger I’approximation obtenue sur Q" avec 'erreur obtenue sur Q%
V<& U+ th .

Cette procédure s’appelle correction sur grille grossiére (Coarse grid correction). Dans la suite, il est
nécessaire d’utiliser les notations Ap, uy, vy, et f , bour associer A, u, v et falagrille Q" Nous avons
besoin de quelques méchanismes pour transférer les informations entre les grilles, le transfert du résidu
de la grille fine Q" & la grille grossiere Q2" ; la représentation du probleme original Au,, = f , surla
grille Q2" et le transfert de l'erreur estimée sur Q2" & la grille Q" . Les opérateurs qui permettent

le passage de la grille fine a la grille grossiere s’appellent les opérateurs de restriction notés R%h. Les
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opérateurs qui permettent le passage de la grille grossiere a la grille fine s’appellent les opérateurs de

prolongement notés ’Pé‘h.

6.3 Les opérateurs de transfert

6.3.1 Restriction

Pour approximer le probleme Apu, = f , bar une équation sur la grille grossiere Aspugy, = f oh

nous devons choisir raisonnablement f,, . La matrice A est définie pour les deux grilles Q" et Q20

f., dependera linéairement de f est définie par f., = R2"f . Le choix le plus simple de la
22h el L2k h <p

w Lon
restriction est l'injection triviale définie par

2h 2h h
(R, f,)(x) = [, (@)pour x € Q7" C Q
Bien que cette restriction est facile a effectuer, elle a quelques inconvénients [14], car la copie de
quelques points ne préserve pas le caractere propre a solution. Il est sans danger de prendre en compte
d’autres composantes de f, (z) z € Q" /O Nous utiliserons la restriction définie par :

1 N
£ =gy +2f,+ fo) 1= -1

N > " + " " . 02};
0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 6.4 — Restriction par la méthode du Full Weighting d’un vecteur d’une grille fine Q" & une
grille grossiere 2"

6.3.2 Prolongement

Pour transférer 'erreur approximative ey, de la grille grossiere Q2" A la grille fine Q" plusieurs
méthodes de prolongement peuvent étre utlisées. Heureusement, pour la plus part des méthodes mul-
tigrilles, les plus simples de ces prolongements sont tout a fait efficaces. Pour cette raison, nous consi-

dérons seulement les interpolations linéaires. La plus simple interpolation linéaire est la suivante

o = Pyt

h __ 2h
Vg; = ¥

<.

(03" +v3)

DN =

o
Voj+1 =
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/\ [o5d
] 4 5 6
/‘\o o/\o
° \ / \
< o _—y O
0 1 2 3 4 5\/7 g8 9 10 1 1

FIGURE 6.5 — Interpolation d’un vecteur d'une grille grossiere Q2" & une grille fine Q"

0

N

6.4 Les algorithmes multigrilles

Nous rappelons brievement les différents algorithmes multigrilles.

6.4.1 L’algorithme CG (Coarse Grid Correction)

Le principe de cet algorithme est d’effectuer quelques itérations (on notera v; le nombre d’itéra-
tions) avec une méthode itérative de base pour résoudre Apu;, = f , avec une estimation initiale v,
Ces itérations sont appelées pré-relaxation. On transfere ensuite le résidu sur la grille grossiere a l'aide

de l'opérateur de restriction Rgh,
= R (L — AN, (6.4)

Sur la grille grossiere Qap, on résout A%"e?" = r2" et on corrige ensuite I'approximation sur la grille
fine Q,
o — o + Pl e

Enfin, on effectue vy itérations avec la méthode itérative de base sur Apu;, = f , avec I’estimation
initiale v;, . Ces itérations sont appelées post-relaxation. En pratique v; est souvent 1,2, ou 3. Le
probleme & résoudre sur la grille grossiere n’est pas tout a fait different du probleme original, ils ont
la méme forme. Par conséquent, nous pouvons appliquer le schéma CG a I’équation du résidu sur 29,
qui signifie le passage a la grille €y, , encore plus grossiere, pour 1’étape de correction. Nous pouvons
répéter ce processus sur des grilles successivement grossieres jusqu’a ce qu’une résolution exacte de

I’équation du résidu soit possible.

6.4.2 Le V-cycle

Le cycle V c’est le schéma le plus simple. Il est aussi appelé la stratégie (v1,v2).
Supposons que nous avons () grilles avec le pas sur la grille la plus grossiere est donné par Lh ou
L =291, L’algorithme est le suivant,

Relaxer sur Ahgh =f h vy fois avec une estimation initiale v™.
Calculer i% = R,Zlhzh.
Relaxer sur Ath% = iQh 11 fois avec une estimation initiale v2" = 0.
Calculer flh = R%Z[Qh.
Relaxer sur A4hg4h = flh v, fois avec une estimation initiale v** = 0.

Calculer f8" = R§prth,
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Lh
ALh@Lh — i

: 4h 4h _ ,4h 4h,,8h
Corriger v*" par v*" = v*" + Rglv®".
Relaxer sur A%u,, = f** 1y fois avec comme estimation initiale v,
: 2h 2h _ ,2h 2h, 4h
Corriger v*" par v°" = v*" + Ripv*".
Relaxer sur A?'uy, = f2* 1y fois avec une estimation initiale v,
: h h _ ,h h .2h
Corriger v" par v" = v" 4 Ry, v*".
Relaxer sur Ahgh =f h" 1y fois avec une estimation initiale v”.

Ce schéma est illustré par le schéma suivant dans le cas de 5 grilles ( d’ou vient le nom ”Cycle-V”)

2h 2h

4h 4h

8h 8h

16h

FIGURE 6.6 — Illustration d’un cycle V

6.4.3 Le W-Cycle

Supposons que nous avons 4 grilles : Q" grille la plus fine et Q%" la plus grossiere. Les nombres de
pré et post-relaxations sont préfixés. Nous effectuons 2 itérations multigrilles sur les grilles grossieres
au lieu d’une seule comme pour le cycle V. Une itération du cycle W est décrite par ’algorithme

suivant,
Relaxer sur Ahgh = fh v fois avec une estimation initiale v™.
Calculer f2h = R%Lhzh.

Relaxer sur A2hg2h = f2h v, fois avec une estimation initiale v2" = 0.
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Calculer flh = Ré%z%.

Relaxer sur A4hg4h = f4h v, fois avec une estimation initiale v*"

Calculer f8h = R8h£4h.

Relaxer sur A8 ug;, = f8h

Corriger v*" par v* = v* + 734h 8h,

Relaxer sur A4hg4h = f4h v, fois avec une estimation initiale v*?

Calculer f;h = RZZ[‘”L.

=0.

Relaxer sur Aghggh = fSh v, fois avec une estimation initiale v3"

: 4h 2h __ ,,2h 2h,,4h
Corriger v*" par v°" = v*" + Pjlv™".

Relaxer sur A4hg4 = f4h v, fois avec une estimation initiale v*"

Corriger 02" par v?h = 732]” 4k,

Relaxer sur Azhy = th vy fois avec une estimation initiale v2"

Calculer fm = Régr%

Relaxer sur A4hg4h = f4h v1 fois avec une estimation initiale v** = 0.
8h __ 1>8h,.4h
Calculer f°" = Ripr®".
Relaxer sur Aghg = f8h v, fois avec une estimation initiale v®"

Corriger v*" par v?h = v?h + PQh ah,

Relaxer sur A%, = f4 vy fois avec une estimation initiale v*”

Calculer f8" = R§prth,

Relaxer sur Ashggh = fsh v, fois avec une estimation initiale v®"

: 4h 2h __ ,.2h 2h,,4h
Corriger v*" par v*" = v + Pt

Relaxer sur A4hy4h = f4h v1 fois avec une estimation initiale v*

. 2h 2h _ ,2h 2h,.4h
Corriger v*" par v*" = v*" + Ppv™".

Relaxer sur AQhQ = f2h vy fois avec une estimation initiale v2"

Corriger v" par v = v" + RZhv

Relaxer sur Ahgh =f h' 1y fois avec une estimation initiale v”.

Ce schéma est illustré par le schéma suivant, d’ou vient le nom "Cycle-W”

8h 8h 8h 8h

FIGURE 6.7 — Illustration d’un cycle W

=0.

=0.

=0.

Il y’a une autre stratégie ou les nombres de relaxations, pré-relaxation et post-relaxation, ne sont

pas préfixés. Sur chaque grille, nous continuons a relaxer tant que le facteur de réduction sur le résidu
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reste inférieur a un nombre selon un critere donné. Lorsque ce facteur devient supérieur au critere et
que ’on a pas encore atteint la précision désirée, on descend sur la grille immédiatement plus grossiere.
Dans ce processus les parametres de controle sont le critere sur le facteur de réduction et la précision
demandée sur chaque grille. Le critere sur le facteur de réduction est souvent déterminé en fonction
de lissage de la méthode itérative de base utilisée. Tandis que la précision (critere de convergence) sur
chaque grille est généralement donnée par le résidu sur la grille la plus fine précédente multiplié par
un facteur.

6.4.4 L’algorithme FMG

Dans lalgorithme FMG (Full Multi Grid), aussi appelé "nested iteration”, on calcule d’abord une
solution approchée sur une grille grossiere par des itérations CS sur cette grille et on interpole la
solution pour obtenir une approximation initiale sur la grille immédiatement plus fine. On s’arréte sur

la grille la plus fine. On illustre cette méthode par le diagramme suivant,
{0} k:=1

{1}  résoudre sur Q le probleme Ly(Uy) = f,
si k > 1 par des itérations CS en partant de V.
si k = 1 par une méthode directe ou par une méthode itérative.

{2} sik=nFIN

{3}  Prolonger la solution approchée V, obtenue sur € pour obtenir une approximation initiale
V1 sur Q41 et monter sur la grille {2;44.

Kkﬂ = Pllj+1(zk)
k=k+1

{4} aller a {1}.

8h 8h 8h 8h
FI1GURE 6.8 — Ilustration d’'un FMG cycle
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6.5 Cas d’un opérateur non linéaire

La méthode multigrille peut étre également appliquée sur des problemes non linéaires. Une approche
efficace est l'algorithme FAS (Full Approximation Storage) introduit par Brandt [14] et developpé
ensuite dans [28]. Dans cette méthode, au lieu de stocker seulement la fonction de correction, on

stocke la solution complete sur toutes les grilles. Considérons ’équation non linéaire
Au = fh (6.5)

Soit v;, une approximation initiale de (6.5). Voici I'idée principale de 1'algorithme FAS,
— Estimation initiale v" de la solution de Au” = ih avec GS,
— Al — APl =
— Restriction AZhy2h — A2hy2h — th,

— Résolution AZhy2h = A2hy2h + K%,
—_————
i2h

e2h

— Correction sur la grille fine v = v" + P(g% — vzh).

6.6 Application des multigrilles sur le modele non linéaire de Barles-

Soner

L’algorithme FAS est bien établi comme solveur rapide pour des EDPs non linéaires. Supposons
que sur chaque grille (€;) 1 < k < n, nous avons une méthode itérative Gy, pour résoudre le probléeme
Ag(Ug) = fr ou Ay, est 'opérateur non linéaire. Notons 2, la grille la plus fine et 21 la plus grossiere.
On note G}'"*(Uy,fx) le résultat final apres my, itérations. Ci-dessous la description de I'algorithme
FAS,
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Algorithme 3 Full Approximation Storage

{0} U,, approximation initiale de la solution.
{1} k:=n
Etape de descente
{2} U, =G (Uy.f,) my itérations sur la grille
(3} [ =R, — AnUL) + A (RN UY))
Qk_1 = Rzil(gk)
k=k—-1
{4} sik>1onvaa {2}
sinon on se trouve sur la grille grossiere et on fait m; itérations.
i U :GT”(QDL)-
Etape de montée
{5} Upsr = Upr + P (Up = RE G Uesn)-
Correction de la solution par le prolongement de U, — Ri 1 Ugkt1)-
k=k+1
{6} U, :=G* (Uk.f,) 1 itérations sur la grille €.
{7} sik <naller a {5},
sinon on se trouve sur la grille la plus fine.
test de convergence,
s’il y’ a convergence on sort,

sinon on va a {2}.

11 est facile de voir que si Ay est un opérateur linéaire, alors ’algorithme FAS se réduit directement
au cas linéaire (Coarse grid Correction). L’algorithme FAS est similaire a l'algorithme multigrille
linéaire. La seule différence c’est qu’on calcule la solution sur les grilles grossieres au lieu de I'erreur.
Nous introduisons maintenant 1’algorithme 4 qui permet de calculer le prix d’une option Européene a
I’aide des multigrilles,

Algorithme 4 Calcul de la valeur d’'une option Européenne pour le modeéle de Barles et Soner en
utilisant FAS

Données d’entrée : S,0,K,r, a, T, v, vo.

-Résoudre 'ODE (3.16) en utilisant la méthode de Runge-Kutta explicite (4éme ordre).
-Interpoler la solution de (3.16) en utilisant des splines cubiques.

Pour n=0...T:

-Initialiser V™ et calculer le terme non linéaire.

-trouver V™! en utilisant FAS (Algorithme 3).

-Copier V™! dans V™.

Fin Pour.

6.6.1 Résultats numériques

Toutes les expériences numériques ont été effectuées sur des grilles uniformes. Pour les calculs, nous
avons utilisé les parametres suivants, r = 0.1, ¢ = 0.2, K =100, T =1 (un an), dz = 0.1, dt = 1073,
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Nous avons utilisé 3 niveaux de grilles avec v1 = 2 pour le lissage et vo = 3 pour les corrections sur
grilles grossieres. Nous avons comparé le temps CPU total écoulé avec et sans I’approche Multigrille.
Toutes les expériences numériques ont été établies sous Mac OS X, processeur Intel Core i5 2,7GH z.

The linear case The nonlinear case (Barles and Soner model)
g ! ! ! ! ! . . :

N=128
] -2 ——N=256 |

N=512
—%—N=1024 | |

log, , of L” residual norm
‘

log, , of L” residual norm
\
&
:

-8k

-11 I I I I I I I I I
50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Number of Gauss-Seidel iterations Number of Gauss-Seidel iterations

FIGURE 6.9 — Comparaison de la convergence pour la méthode de Gauss-Seidel standard en utilisant
4 différents maillages (128, 256, 512 et 1024) dans le cas de Barles et Soner et le cas linéaire.

The linear case The nonlinear case (Barles and Soner model)
! -1 ! ! ! ! ! !

N=128 N=128
——N=256 | ] -2r ——N=256 |1
N=512 N=512
—4—N=1024 | 1 —&—N=1024 |

log, , of L” residual norm
‘
log, , of L” residual norm

10 2‘0 ?:0 . 4‘.0 . 5‘0_ 60 70 0 10 2‘0 3‘0 . 410 . E;O 60 70
Number of Multigrid iterations Number of Multigrid iterations

FI1GURE 6.10 — Comparaison de la convergence pour la méthode multigrille en utilisant 4 différents
maillages (128, 256, 512 et 1024) dans le cas du modele de Barles et Soner et le cas linéaire.

Les figures 6.9 et 6.10 représentent une comparaison de convergence entre le cas linéaire et
non linéaire pour la méthode Gauss-Seidel standard et la méthode multigrille respectivement. Dans
la figure 6.9 Ierreur atteint la tolérance 10! apres 100 itérations pour N = 512 et 430 itérations
pour N = 1024 dans le cas de la méthode de Gauss-Seidel standard contrairement & la méthode des

multigrilles ou erreur atteint 10712 apres seulement 19 itérations pour N = 512 et 64 itérations pour
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N = 1024 dans le cas linéaire.

TABLE 6.1 — Comparaison du temps écoulé CPU avec la méthode multigrille et la méthode de Gauss-
Seidel standard pour différents pas de discretisation.

Maillage Cas linéaire Modele de Barles et Soner
monogrille Multigrille monogrille Multigrille

N =512 9 1 9 1
N = 1024 12min 47s 8min20s 34s
N = 2048 26min 1min05s 21minlls 57s

Le tableau 6.2 montre le temps écoulé par la méthode monogrille (méthode de Gauss-Seidel
standard) et la méthode multigrille pour différents pas de discretisation. On voit bien que la méthode

multigrille donne de meilleurs résulats .

6.7 Multigrille dans le cas bidimensionnel

L’éfficacité des multigrilles est encore plus notable lorsqu’on passe a des dimensions supérieures
vu que la plupart des méthodes numériques deviennent tres couteuses en augmentant la dimension
du probleme. en effet, le temps de calul explose en raffinant le maillage, il devient donc nécessaire
d’introduire des méthodes d’accelération de convergence comme les multigrilles, voici la description

du schéma V-cycle pour un maillage bidimensionnel,

V-Cycle
Finesric g B P
II". / ATl o o Al ol
Coarsening \ f
1 *o—
L/

FIGURE 6.11 — Hlustration d’'un V-cycle dans le cas bidimensionnel

6.7.1 Interpolation et restriction en 2 dimensions
Interpolation

On utilise une interpolation bilinéaire afin de calculer les valeurs de la solution sur les grilles
fines. On note 7,5 les indices des positions sur la grille grossiere, alors cette interpolation est donnée
verticalement par

f e
Udizj = Uij»

(6.6)

f _1/..¢c c
Ui 9i+1 = E(ui,j + “z’,j+1)a
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et horizontalement,

(uf; +uiy ),

N[

“£¢+1,2j
(6.7)

f _1/..¢c c c c
Uit1,2j+1 = Z(uz’,j T Ut Ut uz‘+1,j+1)a

avec u¢ et uf sont les solutions sur la grille grossiere et la grille fine respectivement.

Restriction

On utilise une combinaison de restriction en utilisant uniquement 'identité dans quelques point de
la grille et la méthode du ’full weighting’. Par exemple, on peut choisir notre opérateur de restriction

verticalement comme suit

1 1
“f,j = Z(uzfzj—l + uzf,2j+1) + iul{%’ (6.8)
et horizontalement ) 1
Uij = Z(ugi—l,j + U£i+1,j) + §U§¢,j, (6.9)
1/8

1/8 1/8

21—1 21 2141
FIGURE 6.12 — La restriction a ’aide de 5 points

Pour les points intérieurs, on utilise la réstriction a ’aide des 5 points voisins, comme illustré dans

la figure 6.12, . .
_ f f f f f
f,j = §u2z‘,2j + g(u2z‘,2j—1 t U 0541 T U105 T u2z‘+1,2j)’ (6.10)

Sans perte de généralité on utilise 'opérateur de 'identité lorsqu’on restreint les points avec les condi-

u

tions de dirichlet, c’est-a-dire,
u’ = uf. si Sl = Slmax, 52 = S2max et Sl = SQ =0. (611)

Nous avons fait nos calculs sur des grilles bidimensionnelles uniformes
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S2max S2max S2max

51max a Simax O S1max

Lewvel 1: Coarse grid. Level 2 Level 3: Fine grid.

FI1GURE 6.13 — Multigrille pour un maillage 2D uniforme

6.7.2 Application des multigrilles au modele bidimensionnel de Barles et Soner

Algorithme 5 Calcul de la valeur d’une option panier pour le modele de Barles et Soner en utilisant
FAS

Données d’entrée : S yax, S2max,01, 02 K, 7, p, a, T, v1, vs.

-Résoudre 'ODE (3.16) en utilisant un schéma de Runge-Kutta explicite de 4éme ordre.
-Interpoler la solution de (3.16) en utilisant une méthode de spline cubique.

Pour n=0...T:

-Initialiser V" et calculer le terme non linéaire.

-Calculer V™! en utilisant FAS (Algorithme 3).

-Copier V™! dans V.

Fin Pour.

6.7.3 Résultats numériques

Pour les simulations multigrilles nous avons utilisé 3 niveaux de grilles avec 1 = 2 pour le lissage et
v9 = 3 pour les corrections sur les grilles grossieres. On rappelle les valeurs des parametres du modele
bidimensionnel de Barles-Soner, Simax = 300, Somax = 300, 7' = 1(une année), a = 0.02, K =
100, 01 = 0.2, 09 = 0.2, p= 0.5, r = 0.1.
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FIGURE 6.14 — Comparaison de convergence de la méthode monogrille pour le cas linéaire et non
linéaire pour différentes tailles de maillage (1282,2562 et 5122).

The linear case

N, =1282
elem
47 N =256 ]
elem

E 4l N =5127|]
5 elem
c
®
3 -8
B
o
8 10}
G

g
orl2r
i)

14l

_16 ‘ ‘ ‘

0 20 40 60
Number of multigrid iterations

80

The nonlinear case (Barles and Soner model)

| N =128°
‘ elem
_4 N =2567|]
elem
E N =512?
o elem
c 6} ]
T
o}
S
%]
L -8r 1
8
—
©
Spof 1
[@)]
S
12 il
-14 L L
0 50 100

Number of multigrid iterations

150

FIGURE 6.15 — Comparaison de convergence de la méthode Multigrilles pour le cas linéaire et le cas

de Barles Soner réspectivement et pour différentes tailles de maillage (12822562 et 5122).

Nous avons comparé le temps CPU total écoulé en utilisant I’approche multigrilles et la méthode de

Gauss-Seidel standard sur des maillages uniformes. Toutes les expériences numériques ont été efféctuées
sous Mac OS X, processeur Intel Core 5, 2,7GH z.
Le tableau 6.2 représente le temps total CPU écoulé pour les deux méthodes GS standard (mono-

grille) et multigrilles. Nous avons effectué un changement d’échelle au temps de calcul écoulé pour la

méthode multigrille. Les résultats sont remarquables, en particulier lorsque le maillage dépasse 5122,
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TABLE 6.2 — Comparaison du temps écoulé CPU avec la méthode multigrille et la méthode de Gauss-

Seidel standard pour différents pas de discrétisation en espace pour le cas non linéaire et le cas linéaire
(Black-Scholes).

Maillage Cas non linéaire Cas linéaire
Multigrid ~ Monogrid | Multigrid  Monogrid
128 x 128 0.8s 9.6s 0.8 9.36s
256 x 256 5.0s 2.1min 3.0 1.9min
512 x 512 31s 20.6min 14s 15min
1024 x 1024 2.bmin  2h28min 1.62min 1h40min

6.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué une méthode multigrille qui permet 1’accélération de la
convegrence des schémas numériques, cette méthode a aboutit a une réduction considérable du temps
de calcul dont on a démontré I’éfficacité pour le cas bidimensionnel. De maniere générale, le probleme du
pricing des options multidimensionnelles souffre de ce qu’on appelle la ‘'malédiction de la dimension’. En
effet, le nombre de points de la grille augmente de maniére exponentielle avec le nombre de dimensions
(nombre d’actifs sous-jacents), et cela peut couter cher en terme de temps de calcul quand la taille
de la grille sous-jacente augmente. Ce chapitre constitue donc un point de départ pour les multigrilles

pour ces problemes multi-dimensionnels non linéaires.



Conclusion et voies de recherche

Bilan du travail réalisé

Cette these fourni une analyse des équations non linéaires de Black—Scholes pour la valorisation
des options européennes sur un ou deux actifs dans des marchés incomplets. La non linéarité de ces
équations résulte du fait que le pricing se fait en considérant des colts supplémentaires relatifs aux
transactions réalisées durant la durée de vie de I'option.

Nous avons commencé par présenter les notions de base de calcul stochastique au chapitre 1. Ensuite,
dans le chapitre 2 nous avons présenté les terminologies financieres demandées afin de comprendre
lorigine du modele de Black-Scholes ainsi que ces hypotheses. Le chapitre 3 est une introduction
aux modeles non linéaires suite au ’pricing’ des options dans des marchés soumis a des cotts de
transaction, ou nous avons examiné les raisons expliquant leur non-linéarité, en nous concentrant sur
la non-linéarité résultante d’une fonction de volatilité modifiée. Le chapitre 4 a été consacré a 1’étude
théorique de 'EDP de Barles et Soner pour les options d’achat européennes en utilisant une méthode
constructive. Afin de résoudre numériquement ces problemes non linéaires, nous avons transformé le
probléeme initial en une équation de convection-diffusion fortement non linéaire, nous avons proposé
une approche numérique pour la résolution de 'EDP de Barles et Soner. Le schéma de Crank-Nicolson
fourni des approximations précises du prix de 'option d’achat européenne. qui est inconditionnellement
stable dans le cas linéaire et figure parmi les meilleures méthodes de calcul dans le cas non linéaire.
Nous avons comparé l'influence des cotuits de transaction sur le prix d’option et avons obtenu un prix
sensiblement plus élevé en présence de cofits de transaction.

Le chapitre 5 est dédié au cas bidimensionel ol nous avons donné une extension du modele de Barles
et Soner permettant de valoriser une option panier en présence des couts de transaction. Les résultats
numériques obtenus constituent un point de départ vers des recherches encore plus poussées en vue de
résoudre les EDPs bidimensionnelles non linéaires de Black-Scholes. Enfin, au chapitre 6, nous avons
utilisé une méthode d’accéleration de convergence de type multigrille non linéaire pour le probleme de
Barles et Soner pour le cas d’un actif et deux actifs sous-jacents. Cette méthode permet de réduire le
temps de calcul en un temps raisonnable et nous avons vu que son utilité est encore plus remarquable

en augmentant la dimension du probleme.

Limites et prolongements de recherche

Conditions aux bords pour les options a deux actifs

Une perspective a court terme de ce travail est d’étudier théoriquement le probleme de Barles et
Soner pour le cas de deux actifs sous-jacents. En effet, I’élaboration de cette extension bidimensionnelle

a révélé beaucoup d’enjeux car certaines variables ne sont pas directement observables notamment
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les volatilités et la corrélation entre les actifs. Par ailleurs, les conditions aux bords des modeles
bidimensionnels du type Black-Scholes sont complexes et obstruent I’étude théorique. La question qui
se pose donc c’est de savoir si le probleme que nous avons élaboré est théoriquement bien posé et sous
quelles conditions ?

Il est a noter que les conditions aux bords dépendent de la valeur terminale de 'option par exemple,

les conditions aux bords linéaire (5.7) sont instable pour une option panier sur le bord
Q= { (51,32) /Sl X 52 = 0}.

Afin de surmonter ce probleme, il a fallut utiliser I’équation 1D de Barles et Soner sur ce bord.
Contrairement a une option de type 'Max’ ou ’Cash or nothing’ ou les conditions aux bords linéaires

marchent parfaitement.

Les méthodes de rafinement de maillage

Un dernieére perspective est de combiner la méthode multigrille et 'adaptation du maillage AMR
(Mesh Grid Refinement), en effet, dans notre contexte d’étude , nous avons utilisé une méthode
multigrille pour des maillages uniformes. Il existe de nouvelles méthodes d’adaptation du maillage
pour le cas d’'un probleme avec donnée initiale non réguliere comme pour le cas d’une option d’achat,

payoff

X X
1 1+1

FIGURE 6.16 — maillage non uniforme.

on peut donc utiliser les méthodes de résolution multigrilles avec un générateur de grilles qui
s’adaptent avec la forme de la solution. Cela a été déja fait pour le pricing d’options dans le cadre
linéaire, les résultats numériques ont montré une réduction considérable en temps de calcul sur la grille

adaptative contrairement aux grilles uniformes (voir [33, 48] pour plus de détails).
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