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Introduction

La science moderne se base sur ’observation de phénomenes empiriques qu’elle
cherche a expliquer par le biais de modeles mathématiques. De ses débuts au X VI¢ siecle,
jusque vers la fin du XIX¢ siecle, les modeles utilisés étaient pour la plupart détermi-
nistes et s’exprimaient, par exemple, sous la forme d’équations différentielles. Cepen-
dant, de par la nature méme de certains problémes ou bien par manque d’information,
il arrive souvent que ’on soit confrontés a des incertitudes. Bien que plusieurs théories
ailent vu le jour au siécle dernier pour quantifier les incertitudes tels que les ensembles
flous (ZADEH ), la théorie des possibilités (DUBOIS et al. ), la théorie des
croyances de Dempster-Shafer (DEMPSTER ; SHAFER ) ou encore les proba-
bilités imprécises (WALLEY ), la théorie dominante reste encore aujourd’hui celle
des probabilités. Pour ces raisons et avec 'avénement de 1’dge de 'information, I’ap-
prentissage statistique qui consiste a construire des modeles probabilistes a partir de
données d’observation joue un réle toujours plus important en science.

Dans les domaines d’application tel que 'ingénierie, la biologie, la finance, etc., il
est commun que les problemes que ’on cherche a modéliser fassent intervenir un grand
nombre de variables aléatoires continues interagissant entre elles. Parce que tout cal-
cul numérique s’effectue avec des ressources finies, un compromis doit étre fait entre
la précision du modele et sa complexité. Les réseaux bayésiens, issus de l'intelligence
artificielle (PEARL ), permettent de réduire cette complexité en tirant parti des
indépendances conditionnelles entre les variables aléatoires pour factoriser la distribu-
tion jointe, de grande dimension, comme un produit de distributions conditionnelles de
moindres dimensions. De plus, cette factorisation est encodée au sein d’un graphe qui
permet de visualiser ’ensemble des indépendances conditionnelles et qui facilite donc les
discussions avec les experts du domaine. Deux questions importantes émergent alors :
(i) Comment choisir la structure du graphe, c’est-a-dire comment déterminer les indé-
pendances conditionnelles vérifiées entre les variables aléatoires ? (ii) Etant donnée une
structure, comment choisir les parametres des distributions conditionnelles ? Les struc-
tures peuvent étre construites manuellement avec ’aide d’experts mais cela implique
potentiellement un biais. Pour cette raison, de nombreux travaux se sont intéressés a
I’acquisition automatique de connaissances a partir de données d’observations, tout en
permettant l'incorporation de connaissances expertes (NEAPOLITAN ). D’un point
de vue purement statistique, I’apprentissage de la structure correspond a de la sélection
de modele tandis que ’apprentissage des parameétres correspond a de ’estimation para-
métrique. La complexité de ces taches augmente exponentiellement avec la dimension
du probléme et les calculs deviennent donc impossibles pour de grandes dimensions. Ce-
pendant, en exploitant les indépendances entre les variables aléatoires, cette complexité
est grandement diminuée ce qui permet tout de méme d’implémenter des algorithmes
d’apprentissage pour de grandes dimensions. Malheureusement, elles restent principa-
lement limitées au cas ou les variables sont toutes discretes et ce pour plusieurs raisons.
La premiere est tout simplement I’absence, dans le cas continu, d’un modele par défaut
comme l’est la loi catégorielle dans le cas discret. En effet, les lois discrétes s’expriment
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naturellement en donnant la probabilité de réalisation de chaque événement. Deux
solutions apparaissent pour le traitement du continu : soit nous prenons un modele pa-
ramétrique continu, ce qui impose de faire une hypotheése supplémentaire contraignante
sur le modele, soit nous utilisons des modeles non-paramétriques. Dans les deux cas,
nous sommes confrontés & des restrictions supplémentaires puisque le modele utilisé
doit étre stable sous un ensemble d’opérations (SHENOY ) afin de pouvoir me-
ner des inférences exactes dans un réseau bayésien. Parmi les modeles continus, la loi
normale (LAURITZEN et WERMUTH ) vérifie ces propriétés mais celle-ci manque
d’expressivité puisqu’elle ne permet pas d’encoder de dépendances non-linéaires ou bien
de simuler des événements rares. Plusieurs modeéles non-paramétriques ont été propo-
sés pour aller au-dela du modele gaussien tout en vérifiant les propriétés de stabilités

(MORAL et al. ; SHENOY et WEST ; LANGSETH et al. ) mais ces modeles
sont difficiles & apprendre et restent par conséquent limités a de petites dimensions
(ROMERO et al. ). Une autre solution simple en apparence serait de discrétiser les

variables continues afin de pouvoir utiliser des réseaux bayésiens discrets. Cependant,
ceci souleve de nouvelles problématiques liées a la méthode de discrétisation. La com-
plexité des algorithmes d’inférence étant exponentielle par rapport au nombre maximal
de valeurs que prend une variable aléatoire, nous sommes limités dans la précision que
I’on peut atteindre. Ceci peut donc étre un probléme lorsque nous avons par exemple
des données distribuées selon une loi multimodale. Quand bien-méme nous ne serions
pas limités dans le nombre de classes pour la discrétisation, la question de savoir com-
ment placer les points de discrétisation de fagon a limiter la perte d’information n’est
pas triviale. Enfin, il arrive que dans certaines applications, nous voulions échantillon-
ner la distribution et la discrétisation n’est donc pas une bonne solution pour ces cas
la. Toutes ces raisons font qu’il n’existe a ’heure actuelle aucun modele qui soit pleine-
ment satisfaisant pour le cas continu. Toutefois, il existe une approche intéressante mais
encore peu développée qui consiste a utiliser la théorie des copules pour paramétrer et
apprendre la structure du graphe.

La théorie des copules prend ses origines dans les années 50 avec, dans un premier
temps, les travaux de Fréchet sur les distributions multivariées & marginales données
(FRECHET ) puis avec ceux de Sklar (SKLAR ) introduisant la notion de copule
et le théoreme qui porte désormais son nom. Durant plusieurs années, les copules res-
tent confinées a la théorie des espaces métriques et peu de sources sur le sujet existent.
Ce n’est que dans les années 90, avec I'intérét qu’il leur est porté dans le domaine de
la finance (GENEST, GENDRON et al. ), qu’elles vont peu & peu gagner en popu-
larité avec notamment la publication de deux ouvrages (JOE ; NELSEN ) qui
sont aujourd’hui considérés comme des références dans le domaine. Depuis, leur ap-
plication s’est étendue & d’autres sujets comme par exemple I’hydrologie (SALVADORI
et al. ) ou les sciences environnementales (BHATTI et al. ). Concretement, une
copule est une distribution multivariée définie sur [0, 1]", avec n la dimension, et dont
les marginales unidimensionnelles sont uniformes sur [0, 1]. Le théoréme de Sklar per-
met alors la décomposition d’une distribution jointe en une copule et ’ensemble de ses
marginales unidimensionnelles. Si, comme dans le cas qui nous intéresse, ces dernieres
sont continues, la copule est en plus unique. Ce théoréme est un résultat central de la
théorie des copules puisqu’il exprime le fait que la copule d’une distribution contient
toute I'information sur les dépendances entre ses variables tandis que les marginales
encodent leurs comportements individuels. Du point de vue de la modélisation statis-
tique, cette décomposition nous offre la liberté de choisir indépendamment le modele de
dépendance de celui des marginales. Nous pouvons alors créer des modeles multivariés
plus riches que les distributions classiques. Toutefois, la plupart des copules sont défi-
nies seulement pour le cas bidimensionnel et les rares copules définies pour n’importe
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quelle dimension sont dérivées des distributions multivariées classiques en inversant le
théoréme de Sklar. Des procédures ont été proposées pour la construction de copules
multidimensionnelles & partir de copules bivariées (CZADO ) mais ces constructions
deviennent difficiles & manipuler pour de grandes dimensions. Nous avons justement vu
plus haut que les réseaux bayésiens permettaient de factoriser une distribution jointe en
un produit de distributions conditionnelles de moindres dimensions permettant ainsi de
réduire la complexité. Les modeles graphiques semblent donc étre une bonne solution
pour résoudre les difficultés rencontrées lors de la construction de copules multidimen-
sionnelles. Inversement, comme la copule contient la dépendance entre les variables
aléatoires, cela en fait un bon outil pour I'apprentissage de la structure d’un réseau
bayésien.

C’est sur ces observations qu’ont été proposés les réseaux bayésiens a base de co-
pules (CBNs pour Copula Bayesian Networks) (ELIDAN ). Tout comme pour les
réseaux bayésiens, ils utilisent un graphe orienté acyclique pour encoder ’ensemble des
indépendances conditionnelles vérifiées par la distribution multivariée. Mais, au lieu
de factoriser la distribution jointe dans son ensemble, c’est la copule elle méme qui
est décomposée en un ensemble de copules locales de moindres dimensions. Ainsi, a
chaque noeud du graphe est associée une de ces copules locales ainsi que la marginale
unidimensionnelle de la variable. Cette paramétrisation donne alors un degré de liberté
supplémentaire pour la modélisation puisqu’en plus de pouvoir choisir indépendam-
ment le modele de dépendance de celui des marginales, nous pouvons choisir un modele
différent pour chaque copule locale. D’autres propositions de modeéles graphiques pour
les copules ont été faites (CzADO ; BEDFORD et al. ) mais celles-ci n’utilisent
pas le méme langage graphique que les réseaux bayésiens contrairement aux CBNs.
Or, cette propriété est intéressante pour ’apprentissage de la structure puisque nous
pouvons alors adapter les mémes méthodes qui sont utilisées dans le cas discret. C’est
ce que nous nous proposons de faire dans cette these afin d’apprendre des modeles
continus de grandes dimensions. Afin de répondre aux problématiques que nous avons
soulevées dans le cadre des réseaux bayésiens continus, nous faisons le choix d’utiliser
la copule de Bernstein empirique (SANCETTA et al. ) pour obtenir une modélisa-
tion non-paramétrique des copules locales du CBN. De plus, nous nous servirons de
cette derniére pour dériver des tests d’indépendances non-paramétriques que nous uti-
liserons pour la reconstruction des graphes. Ainsi, le méme modéle sera utilisé pour
I’apprentissage de la structure et pour l'estimation des copules locales. Bien que nous
nous concentrions uniquement sur I’apprentissage, remarquons que notre choix de mo-
dele ne répond pas a priori aux critéres pour pouvoir mener des inférences exactes.
Lorsque cela n’est pas possible, il existe tout de méme des méthodes approchées qui
permettent de mener des inférences en échantillonnant la distribution (KOLLER et al.

). En conclusion de la thése, nous donnerons des perspectives pour réussir & mener
des inférences dans le cas continu a partir des algorithmes d’inférence pour les réseaux
bayésiens discrets.

Organisation du manuscrit et contributions

Cette theése a pour objectif 'apprentissage de distributions multivariées continues a
I’aide de modeles graphiques probabilistes et de la théorie des copules. Comme nous en-
tendons nous adresser aux deux communautés, nous nous plagons dans le cadre général
de l'inférence statistique. En cela, notre introduction des réseaux bayésiens est quelque
peu différente des ouvrages classiques tels que KOLLER et al. ( ) ou DARWICHE
( ) et s’inspire, dans l'esprit, de ce qui est fait dans NEAPOLITAN ( ). De plus,
nous nous intéressons au cas ou les variables du probleme sont toutes continues et uti-
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lisons donc la théorie de la mesure pour obtenir un cadre rigoureux. Cela nous permet
également de donner un cadre unifié aux réseaux bayésiens discrets et continus.

Pour ces raisons, la premiére des trois parties qui composent le manuscrit porte sur
I’ensemble des prérequis nécessaires a cette présentation. Bien que certaines des notions
qui y sont abordées peuvent étre connues du lecteur, nous avons préféré ne pas reporter
cette partie en annexe afin de donner un socle commun aux deux domaines. Malgré
tout, le lecteur le désirant pourra éventuellement ignorer certains passages ou bien s’y
reporter uniquement lorsque c¢’est nécessaire. La deuxieme partie introduit ensuite I’état
de I'art portant sur les réseaux bayésiens et les copules tandis que la troisieme partie
discute des méthodes d’apprentissage que nous avons implémentées durant la these
et qui ont mené a des publications. Chacune de ces parties se divisent en plusieurs
chapitres dont nous donnons maintenant un résumé.

Partie I : Préliminaires

Cette partie est composées de trois chapitres portant respectivement sur la théorie
des probabilités, la théorie de 'information et les statistiques bayésiennes. Comme nous
I’avons dit, les probabilités sont introduites dans le cadre de la théorie de la mesure ce
qui nous permet d’unifier cas discret et cas continu. Cela sera également le cas pour la
théorie de 'information. La théorie de la mesure n’étant en général pas abordée dans
la littérature des réseaux bayésiens nous recommandons ces deux chapitres a un public
venant des modeéles graphiques probabilistes. Le chapitre sur les statistiques bayésiennes
sera quant & lui plutét recommandé pour un public venant du domaine des copules.

e Chapitre 1 — Théorie des probabilités. La notion importante de ce chapitre
est celle de densité d’une distribution définie comme sa dérivée de Radon-Nikodym
relativement & une mesure de référence. C’est elle qui par la suite nous permet de
traiter les réseaux bayésiens discrets et continus de manieére unifiée. Le reste du
chapitre présente les notions de base de théorie des probabilités. Le lecteur voulant
ignorer ce chapitre pourra remplacer dans le cas discret le terme de densité par
celui de fonction de masse.

e Chapitre 2 — Théorie de I’information. Nous donnons les concepts de base
de théorie de 'information en utilisant le cadre de la théorie de la mesure pour
unifier les cas discrets et continus. En effet, la plupart du temps ’entropie est
étendue au cas continu par le biais de I’entropie différentielle qui ne conserve
quasiment aucune des bonnes propriétés de I’entropie discrete. Nous verrons que
la bonne quantité s’avere étre ’entropie relative.

e Chapitre 3 — Statistiques bayésiennes. Nous nous focalisons dans ce chapitre
sur I’approche bayésienne de I'inférence statistique en présentant ’estimation pa-
ramétrique et la sélection de modele. Un des concepts importants pour la suite est
celui de facteur de Bayes que nous utiliserons pour ’apprentissage de la structure
d’un réseau bayésien. Bien que la majorité du chapitre se concentre sur 'ap-
proche bayésienne, nous présentons également I’approche classique de la sélection
de modele qui est utilisée dans les méthodes d’apprentissage par contraintes.

Partie II : Etat de ’art

La partie sur I’état de I'art se compose elle aussi de trois chapitres. Les deux premiers
introduisent les réseaux bayésiens et les méthodes d’apprentissage les concernant tandis
que le troisieme porte sur la théorie des copules.

e Chapitre 4 — Les réseaux bayésiens. L’objectif de cette thése étant I'appren-
tissage de modeles probabilistes, nous introduisons les réseaux bayésiens dans le
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contexte de l'inférence statistique. Pour cela, nous les voyons comme ’extension
du chapitre 3 au cas multivarié pour lequel nous avons besoin de faire des hypo-
theses d’indépendances afin de simplifier le modele et pouvoir mener les calculs.
La partie graphique émerge alors de la volonté d’avoir un moyen compact de
représenter ces indépendances. Pour cela, nous introduisons la d-séparation et
les modeles d’indépendance graphique en suivant ’approche originale de PEARL

(2014).

e Chapitre 5 — Apprentissage des réseaux bayésiens. Ce chapitre présente les
diverses méthodes d’apprentissage des réseaux bayésiens et s’appuie pour cela sur
le chapitre 3. Il se divise en deux sections dont une portant sur ’apprentissage des
parametres et ’autre sur 'apprentissage de la structure. Pour 'apprentissage de
la structure, nous donnons trois algorithmes classiques qui seront ensuite adaptés
aux réseaux bayésiens a base de copules dans les chapitres 7 et 8. Le premier est un
algorithme de recherche locale maximisant un score bayésien ce qui, comme nous
le montrons, revient a utiliser les facteurs de Bayes. Le deuxiéme est 'algorithme
PC (SPIRTES et al. ) pour lequel nous avons une discussion rarement abor-
dée sur 'obtention d’un Directed Acyclic Graph a partir du Completed Partially
Directed Acyclic Graph. Enfin, nous introduisons l’algorithme MIIC (AFFELDT
et ISAMBERT ) pour lequel nous donnons une réécriture des différentes équa-
tions afin qu’elles soient plus en adéquation avec 'approche NML de la sélection
de modele que nous présenterons a cette occasion.

e Chapitre 6 — Théorie des copules. Nous introduisons les notions de base
de la théorie des copules pour la modélisation de dépendances. Les deux points
importants de ce chapitre sont le théoreme de Sklar, qui permet de séparer la
modélisation des dépendances de celle des marginales, et la copule de Bernstein
empirique, qui donne un estimateur non-paramétrique de la copule. Dans la partie
11, la copule de Bernstein sera utilisée afin de paramétrer les réseaux bayésiens a
base de copules ainsi que pour dériver des tests d’indépendances conditionnelles
non-paramétriques.

Partie III : Contributions a ’apprentissage de modeéles continus

La troisieme partie décrit les différents algorithmes pour ’apprentissage de la struc-
ture d’un réseau bayésien a base de copules que nous avons implémentés dans la biblio-
theque otagrum et qui ont mené a des publications.

¢ Chapitre 7 — CPC : un algorithme basé sur la distance de Hellinger.
Ce chapitre commence par introduire le modele des réseaux bayésiens a base
de copules (ELIDAN ) que nous utilisons afin de construire des distributions
multivariées. Pour en apprendre la structure, nous proposons un algorithme PC
utilisant un test d’indépendance non-paramétrique dont la statistique de test est
basée sur la distance de Hellinger et la copule de Bernstein empirique. Nous com-
parons les performances de ce nouvel algorithme a celles de 1’algorithme proposé
par ELIDAN ( ) et d’un algorithme de recherche locale pour les réseaux bayé-
siens gaussiens (GEIGER et HECKERMAN ). Le module otagrum qui est utilisé
pour faire ces comparaisons y est discuté plus en détails.

Publications associées :

— LASSERRE, M. et al. (2020). « Constraint-Based Learning for Non-Parametric
Continuous Bayesian Networks ». In : FLAIRS 33 - 33rd Florida Artifi-
cial Intelligence Research Society Conference. Miami, United States : AAAI,
p. 581-586
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— LASSERRE, M. et al. (2021a). « Constraint-based learning for non-parametric
continuous bayesian networks ». In : Annals of Mathematics and Artificial
Intelligence, p. 1-18

e Chapitre 8 — CMIIC : un algorithme basé sur ’information mutuelle.
Nous généralisons la dérivation de tests d’indépendances non-paramétriques avec
la copule de Bersntein empirique en introduisant la divergence de Csizar. Ainsi,
en choisissant différentes fonctions génératrices, nous pouvons obtenir différentes
statistiques de tests. Dans la suite du chapitre, nous faisons le choix de ’entropie
relative pour des raisons que nous motivons. La statistique de test qui en découle
étant l'information mutuelle conditionnelle, nous proposons ’algorithme CMIIC
qui est 'adaptation de ’algorithme MIIC aux réseaux bayésiens a base de copules.
Cette statistique nous permet également de donner une amélioration, en terme
de vitesse, de I'algorithme proposé par ELIDAN ( ). Les performances de ces
deux algorithmes sont alors comparées avec celles de ’algorithme CPC du chapitre
7. Enfin, nous utilisons ces algorithmes afin d’étudier 1’échantillon wine quality
provenant d’un cas d’application.

Publications associées :

— LASSERRE, M. et al. (2021b). « Learning Continuous High-Dimensional Mo-
dels using Mutual Information and Copula Bayesian Networks ». In : Procee-
dings of the AAAI Conference on Artificial Intelligence. T. 35. 13, p. 12139-
12146
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Nous introduisons ici la théorie des probabilités dans le cadre naturel de la théo-
rie de la mesure permettant d’unifier les cas discrets, continus et mixtes. Le but de
cette section est d’introduire les différentes définitions et notations qui seront utilisées
tout au long de cette these. Il existe de nombreux ouvrages de références et le lecteur
intéressé peut se référer par exemple & CANDELPERGHER ( ), OUVRARD ( ),
GRIMMETT et al. ( ), WILLIAMS ( ) et ROSENTHAL ( ) pour une introduc-
tion plus détaillée. En particulier, les théorémes et propositions qui sont présentés ici
sont démontrés dans ces références.

1.1 Variable aléatoire

La construction théorique des probabilités, proposée par KOLMOGOROV et al. ( ),
repose sur la notion d’espace probabilisé :
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Définition 1.1.1 (Espace probabilisé). Un espace probabilisé est un espace me-
suré (2, A,P) dont la mesure P est positive et vérifie :

P(Q) = 1. (1.1)

) est appelé univers ou espace des éventualités, les éléments de la tribu A des
événements et la mesure P est qualifiée de mesure de probabilité.

Il est rare cependant de travailler directement avec ’ensemble 2, soit parce que cet
ensemble est trop grand (complexe) soit parce que nous n’y avons tout simplement pas
acces. A la place, nous travaillons avec des variables aléatoires :

Définition 1.1.2 (Variable aléatoire). Soit (€2, .4,P) un espace probabilisé. Une
variable aléatoire X a valeurs dans l’espace probabilisable (Qx,.Ax) est une
application mesurable de (€2, A) vers (Qx, Ax), c’est-a-dire une application vé-

rifiant :
VAx € Ay, X_l(Ax) € A.

Lorsque ’ensemble 2x est dénombrable, on parle de variable aléatoire discrete,
tandis que lorsqu’il est non-dénombrable on parle de variable aléatoire continue.
Si Qx C R, on parle de variable aléatoire réelle.

Dans la suite de la these, ’ensemble des variables aléatoires que nous considérons
sont réelles. La variable aléatoire X nous permet alors de définir une mesure image,
appelée distribution de la variable aléatoire, sur 1’espace probabilisable (Qx, Ax) :

Définition 1.1.3 (Distribution d’une variable aléatoire). La distribution ou loi
d’une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (€2, A, P) est la mesure image
de P par X :

Px =Po X1 (1.2)

La figure 1.1 illustre la définition d’une variable aléatoire entre deux espaces proba-
bilisés (2, A, P) et (2x, Ax,Px). Dans la pratique, nous travaillons sur (Qx, Ax,Px)
et souvent il n’est pas fait mention de 'espace de probabilité (2, .4, P) sous-jacent.

Exemple 1.1.1. Considérons un paquet de 52 cartes et I'expérience selon la-
quelle on tire une carte au hasard. L’univers ) de ’espace probabilisé associé a
cette expérience est ’ensemble des 52 cartes, sa tribu A est ’ensemble des parties
de Q et la mesure de probabilité est donnée par :

PU) = 1 = 55

pour tout w € 2. Plusieurs variables aléatoires peuvent étre définies sur (2, A, P) :
I'application X7 qui a une carte associe sa valeur, I’application X5 qui a une carte
associe sa couleur, etc. Imaginons que nous ayons une balance assez précise, nous
pourrions méme avoir la variable aléatoire X3 associant sa masse & une carte “.
Si nous prenons le cas de X7, elle prend ses valeurs dans Qx, = [1,13] et la tribu
associée est Ax, = P(Qx,). Finalement, la distribution de X; est donnée par :

Px,({z1}) =Po X{'({z1}) =P z1 || 1 || 71 || = = —
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FIGURE 1.1 — Illustration d’une variable aléatoire X et de sa mesure image Px.

pour tout z; € {x,, puisque pour chaque valeur il existe quatre carte (trefle,
pique, carreau, cceur).

a. Méme si les valeurs de X3 sont dans R, la variable reste discréte puisque 2x, est dénom-
brable.

1.2 Fonctions de répartition et densité

Dans I’exemple précédent, nous avons donné plusieurs exemples de variables aléa-
toires discretes. Nous avons vu que dans ce cas la, la tribu associée était ’ensemble des
parties sur I’ensemble d’arrivée de la variable aléatoire. En effet, nous pouvons montrer
que cet ensemble vérifie les propriétés d’une tribu. Dans le cas des variables continues
en revanche, la tribu utilisée est la tribu de Borel sur R '.

Définition 1.2.1 (Tribu de Borel sur R). La tribu de Borel sur R, notée B(R),
est la tribu engendrée par les intervalles | — oo, z], avec = € R.

Lorsque nous avons défini la mesure de probabilité, nous nous sommes contentés
de spécifier la valeur qu’elle prenait pour les singletons. En effet, ceux-ci engendrent
la tribu et en utilisant les propriétés de la mesure de probabilité, nous pouvons alors
évaluer sa valeur pour n’importe quel élément de la tribu. Dans le cas d’une variable
continue, les intervalles | — oo, ] engendrant la tribu de Borel forment un continuum
et les valeurs de la mesure de probabilité sur ces ensembles définissent la fonction de
répartition :

Définition 1.2.2 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire). Soit X une
variable aléatoire définie sur (€2, .4,[P) et prenant ses valeurs dans Qx C R. La
fonction de répartition F'x : R — [0, 1] associée a Px est définie par :

Fx(z) =Px(X <z)=Px(] —00,2]) = Po X 1(] — 00, z]) (1.3)

Cette fonction vérifie un certain nombre de propriétés :

Théoréeme 1.2.1. Soit X une variable aléatoire et soit Px sa distribution La
fonction de répartition de Px vérifie les propriétés suivantes :

i) Vz € R, F(z) > 0,

1. Voir CANDELPERGHER. ( , p-44) pour une raison de ce choix.
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ii) F est croissante,
iii) xEIEIOO Fx(xz) =0 et ZEI_POO Fx(z) =1,

iv) F est continue a droite, c’est-a-dire Ve € R, lim+ F(z) = F(c).
T—C
De plus, étant données deux distributions Px et Qx ayant pour fonctions de

répartition respectives Fx et Gx, nous avons :

Fx =Gx <— Px =Qx. (1.4)

D’apres la relation 1.4, la fonction de répartition détermine donc la mesure de
probabilité. Quant aux propriétés vérifiées par la fonction de répartition, elles servent
d’axiomes pour la définition d’une fonction de répartition indépendamment d’une me-
sure de probabilité :

Définition 1.2.3 (Fonction de répartition). Une fonction F': R — [0, 1] est une
fonction de répartition si elle vérifie les propriétés i)-iv).

De la méme maniere qu’étant donnée une mesure de probabilité nous pouvons définir
une fonction de répartition associée, le théoreme suivant montre que la relation inverse
est également valable :

Théoreme 1.2.2. Soit F' : R — [0, 1] une fonction de répartition. L’application
or : B(R) — [0, 1] définie par :

or(la,b]) = F(b) — F(a),
or(] —o00,b]) = F(b),
or(]a,+o0]) =1 — F(a)

est une mesure sur la tribu de Borel “. La mesure ainsi définie est appelée mesure
de Stieltjes associée a la fonction de répartition F.

a. A proprement parler, o se prolonge en une mesure (CANDELPERGHER ).

Ainsi, il existe une bijection entre I'espace des mesures de probabilité sur (R, B(R))
et I’espace des fonctions de répartition sur R. Dans la suite nous utiliserons donc indif-
féremment Px ou Fx pour dénoter la distribution d’une variable aléatoire. Pour cette
raison, l'intégrale sur un ensemble ¥ C R par rapport a une mesure de probabilité Px
d’une fonction A sur un ensemble E' C R peut se noter :

/ h(z)dF(z). (1.5)
E

Une distribution peut également étre définie a partir de sa fonction densité :

Définition 1.2.4 (Fonction densité). Soit X une variable aléatoire & valeurs
dans l'espace probabilisable (Qx, Ax), soit Px sa distribution et soit g une me-
sure sur ce méme espace probabilisable. La distribution Px est dite distribution
a densité par rapport a p s’il existe une fonction fx mesurable positive définie
sur Qx et vérifiant :

Vo€ Qx, Fx(z) = /{ oy Tx0)R (1.6)

fx est alors appelée la fonction de densité de la variable aléatoire X.
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La mesure Px est dite absolument continue par rapport a u, ce que 'on note
Px < u, si VAx € Ax tel que u(Ax) = 0, on a Px(Ax) = 0. Sous cette condition,
le théoreme de Radon-Nikodym nous assure l'existence d’une fonction fx mesurable
positive vérifiant la relation 1.6. fx est alors appelée la dérivée de Radon-Nikodym
de Px par rapport a la mesure p et notée ‘%f. Lorsque la mesure p est la mesure
de Lebesgue )\, la densité est la fonction densité habituelle dans le cas d’une variable
aléatoire continue. Dans le cas ou la variable aléatoire est discrete, elle possede une
densité par rapport a la mesure de comptage v qui est la fonction de masse de la
distribution définie habituellement comme :

px(x) =Px(X =z), zeR (1.7)

Dans la suite nous ne ferons pas de distinction entre les deux cas et emploierons le
terme densité indifféremment.

L’intégrale d’une fonction par rapport a une distribution de probabilité peut s’ex-
primer avec la fonction de densité :

Proposition 1.2.3 (Intégrale par rapport a une distribution a densité). Soit
Px une distribution sur (2x,.4) de fonction de répartition Fx et de densité fx
par rapport a une mesure p. Soit h une fonction mesurable sur (2x,.4), alors :

M@)AFx(z) = [ ) fx(z)du() (18)
Qx Qx

Enfin, lorsqu’une variable aléatoire réelle Y s’exprime comme fonction d’une autre
variable aléatoire réelle X, sa densité fy s’exprime en fonction de celle de X :

Théoreme 1.2.4. Soient U et V deux ouverts de R et ¢ : U4 — V un difféo-
morphisme, c¢’est-a-dire une fonction bijective, différentiable et d’inverse diffé-
rentiable. Soit X une variable aléatoire définie sur I’espace probabilisé (€2, .4, P)
possédant une densité fx et telle que X (2) C Y. La variable aléatoire Y = ¢(X)
a valeurs dans Y (2) C V a pour densité :

do~'(y)

fr(y) = ’dy Ix (¢71(y)) : (1.9)

1.3 Moments d’une variable aléatoires

Une caractéristique importante d’une variable aléatoire est, si elle existe, son es-
pérance. Un exemple classique est que si les valeurs de la variables aléatoires sont
associées a un gain, alors son espérance représente le gain moyen. L’espérance d’une
variable aléatoire permet donc de déterminer la valeur autour de laquelle cette derniere
est répartie.

Définition 1.3.1 (Espérance d’une variable aléatoire). Soit X une variable aléa-
toire définie sur I’espace probabilisé (2, A, P) telle que X € £!(P). L’espérance
ou la moyenne de X est définie par :

Ep [X] :/QXdI[»:/Q zdPy. (1.10)

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité possible sur la mesure de probabilité, nous
noterons simplement E [X]. Si la variable aléatoire posseéde en plus une densité




16 Chapitre 1. Théorie des probabilités

= dPX par rapport a une mesure p, alors :

E [X] :/Q el (L.11)

d’apres le théoreme 1.2.3.

L’espérance d’une variable aléatoire est un cas particulier du concept plus général
de moment :

Définition 1.3.2 (Moments et moments centrés). Soit une variable aléatoire
X € LF(P), ot k > 0. Son moment d’ordre k est défini par :

mk:/Xde: 2 dPy. (1.12)
Q Qx

Si k > 1, on appelle moment centré d’ordre k la quantité :

Sk = / (X = 7”I”L1)kd]}D = ($ = ml)kd]P)X. (113)
0 Oy

Les moments donnent de 'information sur la forme de la distribution de la variable
aléatoire et permettent ainsi de la résumer par un ensemble de scalaires. Dans certains
cas, les moments d’une loi peuvent la caractériser de fagon unique. C’est par exemple le
cas de la distribution gaussienne qui est entiérement déterminée par sa moyenne mj =
E [X] et sa variance, ¢’est-a-dire son moment centré d’ordre 2 s = E [(X — E [X])?].

On appelle échantillon de taille m la suite de variables aléatoires identiquement
distribuées D = (X[1],...,X[m]) et on note d = (z[1],...,x[m]) une réalisation de
celle-ci. Dans la suite, les variables X[i] des échantillons que nous considérons seront
supposées indépendantes et on parle alors de variables i.i.d pour indépendantes et
identiquement distribuées. Si la distribution de I’échantillon a une espérance p et une
variance o2 > 0, alors le théoréme central limite (TCL) stipule que la suite (X,,) définie
par X, = + 3™

m 2ai=1
explique donc le réle important joué par les deux premiers moments d’une loi d’un
point de vue statistique. On peut alors étre intéressé par I’estimation de la valeur de
ces parametres & partir d’un échantillon de loi inconnue “. On peut pour cela utiliser ce

que 'on appelle la moyenne et la variance empiriques d’expression respectives :

Zx et v=—> (zfi] — p)? (1.14)
=1

X[i] converge en loi vers une distribution normale N (,u, %) Ceci

Ces quantités peuvent étre vues comme la moyenne et la variance de la distribution
empirique de 1’échantillon :

Définition 1.3.3 (Distribution empirique). Soit X une variable aléatoire et
soit d = {z[l],...,z[m]} un ensemble de m réalisations de cette variable. La
distribution empirique associée & d est définie par :

i=1

2. L’estimation de parametres est abordée plus en détails dans le chapitre 3.
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1.4 Lois classiques

Nous rappelons a présent plusieurs lois classiques qui seront utilisées par la suite.

1.4.1 Lois discrétes

Loi de Bernoulli B(p)

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans 1y = {0,1}. La loi de X est
une loi de Bernoulli de parameétre p si elle a pour densité :

f(z) = {]1) S% ’ - b pr1—p)'". (1.16)
—p siz=0

Elle a pour espérance et variance :

EX]=p, V[X]=p(1-p) (1.17)
1.0 1.0
T p=02
0.8 p=08 0.8 i ,
1op=05 i
0.61 0.61 | :
0.41 0.41 i
| —— p=0
0.21 0.21 ; p=
L —— p=0
0.0 T " 0.0 -
0 1 0 1
(a) Densité (b) Distribution

FIGURE 1.2 — Loi de Bernoulli pour différentes valeurs du parametre p.

Loi binomiale B(n,p)

La variable aléatoire X définie comme la somme de n variables aléatoires {X;}, ;<.
indépendantes (voir 1.6.5) et suivant toutes une méme loi de Bernoulli de paramétre p,
suit une loi binomiale de parameétres (n,p). Elle prend ses valeurs dans Qx = [1,n] et
a pour densité :

n _
flx) = <k>px(1 -p)" " (1.18)
Elle a pour espérance et variance :

E[X]=np, VI[X]=np(l-p) (1.19)



18

Chapitre 1. Théorie des probabilités

0.25

1.0

0.201

0.157

0.101

A

1 n=20,p=05
n=20,p=0.7
1 n=40,p=05

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

10

m 20| hhhso

(a) Densité

40

.-FT_F' __x.a—*
o
1 P T-é
Il r
g
; _1
e — T n=20,p=05
L n=20,p=07
?od —— n=40,p=05
r r: -
oo
o4
TS S s 3
0 10 20 30 40

(b) Distribution

FIGURE 1.3 — Loi binomiale pour différentes valeurs des parametres n et p.

Loi uniforme discréte U(a,b)

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans Qx = [a, b], un ensemble fini
de cardinal |Qx| = n = b — a + 1. Cette variable suit une loi uniforme (discrete) de
parametres (a,b) si elle a pour densité :

1
f(x) ==,V € Qx. (1.20)
n
Elle a pour espérance et variance :
a+b n?—1
E[X] = VI[X] = 1.21
0.25 1.0 ¥
! a=-2b=3 a=-2b=3
0.20 0.8 —
0.151 0.6 s
0.10- 0.4 —
0.05 0.2 '—“
0.0 ! . ;
0'00—3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Densité (b) Distribution

FIGURE 1.4 — Loi uniforme discrete pour différentes valeurs des parametres a et b.

1.4.2 Lois absolument continues
Loi uniforme continue U(a,b)

Une variable aléatoire prenant ses valeurs dans Qx = [a,b] C R suit une une loi
uniforme (continue) de parameétres (a,b) si elle a pour densité :

1

|b—al

flz) = Lo (). (1.22)
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Elle a pour espérance et variance :

a+b (b—a)?
E[X] = VIX|=—+— 1.23
x]=2F0 wpx = O (123
1.0
1.0
0.81
0.81
0.61
0.61
L 0.4
0-41 a=-1b=1
0.2 a=-0.5b=0.5 0.2
a=0b=1
| \ |
0 (LQ —1 0 1 2 0'072 2
(a) Densité (b) Distribution

FI1GURE 1.5 — Loi uniforme continue pour différentes valeurs des parameétres a et b.

Loi normale N (u,0)

Une variable aléatoire réelle suit une loi normale (ou gaussienne) de parameétres
(1, 0) si elle a pour densité :

f(z) = exp (53— ) (1.24)
Elle a pour espérance et variance :

E[X]=pu VI[X]=0o° (1.25)

1.0
— u=0,02=02
081 —— pu=0,0%2=1
— u=002=5
061 2 02=05

0.4+
0.21
0.0 ;
—4 -2 0 2 4
(a) Densité (b) Distribution

FIGURE 1.6 — Loi normale pour différentes valeurs des parametres u et o2.
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Loi de Student

Une variable aléatoire réelle X suit une distribution de Student (généralisée) de
parametres (v, u, o) si elle a pour densité :

_ 1 (z—p?\
f(w)——\/;;ng(%jg) <1+— — > (1.26)

Elle a pour espérance et variance :

E[X]=ppourv>1 V[X]= V202 pour v > 2 (1.27)

(a) Densité (b) Distribution

FIGURE 1.7 — Loi de Student généralisée pour différentes valeurs des parametres v, u
et o.

Loi Beta(q, )

Une variable aléatoire réelle X & valeurs dans [0, 1] suivant une loi béta de para-
metres (o, 3) a pour densité la fonction :

1

_ a—1 s—1
)= ——-x 1—=x 1.28
o) = gy 0= o) (1.28)
ou B est la fonction béta définie comme :
L'(2)I'(y)
B(z,y) = —2 Y y>0 1.29
(z,y) T +y) (z,y 2 0) (1.29)
avec I'(x) = OJFOO exp(—t)t*~1dt, z > 0, la fonction Gamma. Elle a pour espérance et
variance : 3
Q@ a
E|X|= , V|X|= 1.30
X] a+p 1] (a+ B)*(a+B+1) (1.30)

Loi Inv-Gamma(a, f3)

Une variable aléatoire réelle a valeurs dans |0, +o0o[ suit une loi inverse-gamma de
parametres («, 3) si elle a pour densité la fonction :

fz) = Fﬁ()(ay) (i)aﬂ exp (_aﬁ) . (1.31)
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2.5 1.0
—— a=0578=05
2.01 —_ 0425,[7):1 0.8
— a=10=3
1.5 — a=2[8=2 0.61 — a=058=05
1.0 SRS 041 A —C=o b=l
— a=10=3
0.5 0.2 T G- 202
— a=2,06=5
0.0 : : : : 0.0 , ~ : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) Densité (b) Distribution
FIGURE 1.8 — Loi béta pour différentes valeurs des parameétres « et f3.
Elle a alors pour espérance et variance :
p 5
E =—— V[X]= 1.32
5 1.0
4 0.81
31 0.61 /
21 0.41 A=l
,B=1
1 0.21 r-=-1
, =05
0 1 2 3 0 OO 3

(a) Densité (b) Distribution

FI1GURE 1.9 — Loi inverse-gamma pour différentes valeurs de « et f3.

1.5 Echantillonnage d’une variable aléatoire

Afin de mener des expériences numériques, il est commun de vouloir simuler un
échantillon provenant d’une variable aléatoire X distribuée selon une loi Px. Pour cela,
plusieurs méthodes plus ou moins efficaces existent selon la distribution de X. Nous
présentons ici la méthode d’échantillonnage par inversion de la fonction de répartition
qui s’applique a n’importe quelle distribution et qui tire parti du théoréme suivant :

Théoreme 1.5.1. Soit X une variable aléatoire définie sur ’espace probabilisé
(Q, A, P) et soit F'x sa fonction de répartition.

1. Si Fx est continue, alors Fx(X) est distribuée uniformément sur [0, 1].

2. Si U est une variable aléatoire distribuée uniformément sur [0, 1], alors
F'(U) a pour fonction de répartition Fy.




22 Chapitre 1. Théorie des probabilités

La transformation 2, permet donc d’obtenir une variable distribuée selon n’im-

porte quelle distribution a partir d’une variable uniforme. Etant donné un échantillon

ulj . distribué uniformément sur [0, 1|, obtenu par exemple avec un générateur
Jii<j<m 8

de nombre pseudo-aléatoires (MATSUMOTO et al. ), Péchantillon {F);l(u[i])}KKm

est distribué selon Px. Lorsque la variable aléatoire X n’est pas continue, la méthode
peut étre appliquée en utilisant la fonction quantile de F'x a la place de sa fonction
inverse :

Définition 1.5.1 (Fonction quantile). La fonction quantile ou inverse généra-
lisée d’une distribution Fy : R — [0,1] est la fonction Fi' définie sur [0,1] et
ayant pour expression

F\(y) = inf {2 F(x) > y} = sup {2l F(x) < y}.

Lorsque F'x est continue et strictement croissante, la fonction quantile correspond
a la fonction inverse.

Bien que la méthode que nous venons de présenter soit applicable a n’importe
quelle distribution, la fonction de répartition et la fonction quantile n’ont pas toujours
d’expression analytique. Nous devons alors avoir recours a des méthodes numériques,
pouvant étre cofiteuses, afin de les évaluer. C’est par exemple le cas de la loi gaussienne
dont la fonction de répartition ne possede pas de forme analytique. Il existe cependant
une méthode plus efficace appelée méthode de Box-Mueller (Box ) mais qui est
spécifique a la distribution gaussienne.

1.6 Vecteurs aléatoires

Nous finissons ce chapitre en présentant le cas multidimensionnel qui sera le cadre
de cette these. Nous introduisons pour la suite de la these la notation I pour le segment
[0,1] et pour une fonction F définie sur R, nous noterons lim, , . F(z) = F(+00)
et lim, , o F(x) = F(—00). La définition de variable aléatoire peut s’étendre & une
fonction vectorielle qu’on appelle vecteur aléatoire :

Définition 1.6.1 (Vecteur aléatoire). Un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,)
est une application vectorielle dont les composantes X; sont des variables
aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2,.4,P). Ses composantes
étant a valeurs dans (Qx,,Ax,), le vecteur aléatoire prend ses valeurs dans
(Ox = X, Qx,;, Ax = ®jL; A;) ot Ax est la tribu produit engendrée par
les ensembles {A = X?:l Ai| A; € A;}. On appelle distribution jointe sa distri-
bution Px et distributions marginales (unidimensionnelles) les distributions Px;
de ses composantes. Un vecteur aléatoire sera qualifié de réel si X(2) C R™.

Si, comme nous allons le voir plus bas, la loi jointe nous permet de déterminer les
lois marginales la réciproque est en général fausse.
1.6.1 Fonctions de répartition et densité

Nous pouvons étendre la définition de fonction de répartition au cas multivarié mais
cela nécessite au préalable I'introduction du H-volume d’une fonction H :

Définition 1.6.2 (H-Volume). Soit a et b deux points de R" tels que pour
tout i € [1,n], a; < b;. Le pavé de dimension n engendré par (a,b), noté [a, b,
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est 'ensemble défini comme le produit cartésien X?Zl[a,-, bi]. Etant donnée une
fonction H définie sur un sous-ensemble de R” contenant [a, b], le H-volume de
[a, b] est la quantité :

Vir([a,b]) = > (-1)NVH(v)

vey

ot V = X" {a;,b;} est ensemble des sommets du pavé et N(v) = card {i|v; =

ai}.

Exzemple 1.6.1. Soit H : (u,v) — uv une fonction définie sur R? et soient a =
(a1,az) et b = (b1, by) deux points de R2. Tls définissent le pavé [a1,b1] X [az, b)
dont le H-volume est donné par

Vi ([a1, b1] x [ag,b2]) = H(a1,a2) + H(b1,b2) — H(a1,b2) — H(b1,a2)
araz + birby — a1by — asby
= (a1 — b1)(ag — b2),

qui est 'aire du pavé. Plus généralement, le H-volume de la fonction H : u —
H;-izl u; définie sur R” rejoint la notion du volume d’un pavé dans un espace
euclidien.

Dans le cas d = 1, le H-volume est donné par Vi([a,b]) = H(b) — H(a) et la
propriété Vi ([a,b]) > 0 signifie alors que la fonction H est croissante. Pour d > 1, la
positivité du H-volume peut donc étre considéré comme une extension de la définition
de croissance pour les fonctions multivariées. Nous donnons a présent une propriété que
nous utiliserons plus tard dans le cadre de la théorie des copules.

Proposition 1.6.1. Si la dérivée partielle h = % existe, alors

Vir([a, b]) = /[a , e (1.33)

En particulier, si Vx € R, h(x) > 0, alors Vi([a,b]) > 0.

Enfin, nous donnons la définition d’une fonction de répartition multivariée :

Définition 1.6.3 (Fonction de répartition multivariée). La fonction de répar-
tition Fx : R" — I d’un vecteur aléatoire X défini sur un espace probabilisé
(©, A, P) est donnée par :

Fx(x1,...,2p) =Px (X5 < 21,..., X, < 2,),

Indépendamment de toute distribution, une fonction H est une fonction de ré-
partition si elle satisfait les propriétés suivantes :

1. H est continue a droite pour chacune de ses composantes,

2. H est n-croissante : pour chaque pavé [a,b] CR", Vi ([a,b]) > 0,
3. H(zy,...,z,) =08l existe i tel que x; = —o0,
4

. H(+o0,...,+00) = 1.
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La fonction de densité jointe fx, quant a elle, est définie comme pour le cas unidi-
mensionnel (1.2), ¢’est-a-dire comme la dérivée de Radon-Nikodym de Px par rapport a
une mesure de référence . Les densités fx, des composantes X; sont appelées densités
marginales unidimensionnelles. Tout comme pour la fonction de répartition, nous pou-
vons retrouver les densités marginales a partir de la densité jointe mais la réciproque
n’est pas vraie en général. Enfin, le théoreme 1.2.4 peut également étre étendu au cas
multidimensionnel :

Théoreme 1.6.2. Soient U et V deux ouverts de R™ et ¢ : U — V un difféo-
morphisme. Soit X un vecteur aléatoire défini sur I’espace probabilisé (92, A, P)
possédant une densité fx et tel que X(Q2) C U. Le vecteur aléatoire Y = ¢(X)
a valeurs dans Y (£2) C V a alors pour densité :

Fr(y) = |det(Ty-) )| £x (7)) (1.34)

1.6.2 Marginales

Etant donné un vecteur aléatoire X, il peut arriver que nous ne soyons intéressés
que par un sous-ensemble de ses composantes. A cet effet, nous pouvons déterminer
la loi de n’importe quel sous-vecteur a partir de la loi jointe par l'opération dite de
marginalisation. La loi ainsi obtenue est appelée la loi marginale du sous-vecteur et
généralise la définition de marginale unidimensionnelle que nous avons vu plus haut.

Définition 1.6.4 (Distribution marginale). Soit X un vecteur aléatoire a n
dimensions, de distribution Px et de fonction de répartition Fx. Soit I = [1,n]
I’ensemble des indices et soit j = (ji,...,Jk) un k-uplet d’indices distincts avec
1 < k < n. Le vecteur aléatoire marginal a k£ dimensions, X, est défini sur
le méme espace probabilisé que X et a pour fonction de répartition la fonction
Iy R* — T définie par :

FXj(xla"ka) :FX(yla"'ayn)v (135)

ouny; =x; sii € {ji1,...,Jk}, et y; = +oo sinon. Cette fonction est appelée la
j-marginale de la fonction de répartition Fx.

La marginale unidimensionnelle de la i-eme composante est alors retrouvée avec la
relation Fx (+o00,...,x;,...,+00). Sauf mention contraire, le terme marginale désignera
par la suite les marginales unidimensionnelles. Si la distribution jointe possede une
densité par rapport a une mesure y, alors la relation 1.35 peut étre réécrite en terme
de fonctions densités :

Définition 1.6.5 (Densité marginale). Soit X un vecteur aléatoire & n dimen-

sions et soit Px sa distribution qui possédent une densité jointe fx = ‘%’f par
rapport a une mesure p. Soit X; une vecteur aléatoire marginal a k dimensions,

sa densité fx, est définie par :

fXj(xlw"axk):/Q fX(xlv"'axn)dXI\j (136)

X1

La densité fx, est appelée la j-marginale de la fonction densité jointe fx.
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1.6.3 Moyenne et covariance

Nous n’étendons ici que la moyenne et la variance pour un vecteur aléatoire. Pour
la moyenne, celle-ci n’est autre que le vecteur composé par la moyenne de chaque
composante du vecteur aléatoire :

Définition 1.6.6 (Moyenne d’un vecteur aléatoire). Soit X un vecteur aléatoire
définie sur (2, 4,P) tel que ses composantes X; appartiennent toutes a £!(IP).
La moyenne (ou espérance) d’un vecteur aléatoire est le vecteur défini par :

Ep [X] = (Ep [X1], ..., Ep [Xy]). (1.37)

En revanche, ’extension de la variance au cas multidimensionnel, appelée covariance
aboutit a une matrice :

Définition 1.6.7 (Covariance d'un vecteur aléatoire). Soit X; et X; deux va-
riables aléatoires définies sur un espace probabilisé (€2, .A,P) et appartenant a
L2(P). La covariance entre ces deux variables aléatoires est donnée par :

Cov(X;, X;) = E[(X; — E [Xi])(X; — E [X;])] (1.38)

Pour un vecteur aléatoire X, on peut alors définir une matrice symétrique C
appelée matrice de covariance et dont les éléments sont données par C;; =
Cov(X;, X;), avec X; et X; deux composantes de X.

Remarquons que les élément diagonaux Cj; de la matrice de covariance sont les
variances des variables X;. Tout comme pour la variance dans le cas unidimensionnel, la
matrice de covariance est importante puisqu’elle paramétrise, avec le vecteur moyenne,
la gaussienne multivariée.

1.6.4 Lois classiques

Nous présentons ici I'extension multivariée de la loi gaussienne, de Student et béta
que nous avons présentées plus haut. Celles-ci seront utilisées & plusieurs reprises au
cours de cette these.

1.6.4.1 Loi gaussienne

La densité de la loi gaussienne a n dimensions, de parametres (u, ) avec g un
vecteur moyenne et 3 une matrice de covariance symétrique semi-définie positive, a
pour expression :

T6) = Gayera (;et x) 2 (F3x )= 0) 139

1.6.4.2 Loi de Student

La loi de Student (généralisée) & n dimensions de parametres (v, pu, 3), avec v le
nombre de degrés de liberté et (u, ) définis comme pour la distribution gaussienne, a
pour densité la fonction :

F(Z/—HL) 1 B —(v+n)/2
T 5 |1+ =(x—p) =7 (x — p) (1.40)
ywn/2n/2(det )1/ v

169 = o
2
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1.6.4.3 Loi de Dirichlet

La loi de Dirichlet a n dimensions de parameétres e = (ayq,...,an4+1), avec a; > 0
pour tout i € [1,n + 1], est I'extension multidimensionnelle de la loi béta. Sa fonction
densité a pour expression :

1 n+1 N
f(x) = Bla) 1;[1 &M A (%) (1.41)

ou B est la fonction béta généralisée définie comme :

n+1
B . il;ll F(aZ)
() = T T an) (1.42)

et x appartient au n-simplexe A, = {x € R |>1L; x; < 1,Vi € [1,n]}.

1.6.5 Indépendance

Nous avons évoqué plus haut le fait que la loi jointe n’était, en général, pas détermi-
née par ses marginales. Pour que cela soit le cas, les composantes du vecteur aléatoire
doivent étre indépendantes entres elles :

Définition 1.6.8 (Indépendance entre variables aléatoires). Soit {X;};,<,, une
famille de n variables aléatoires a valeurs dans {(Q2x,, Ax;)}<;<,- On dit qu’elles

sont mutuellement indépendantes si pour tout (4i,. .., 4,) € X}, Qx;,
n
P(X1 € Ay,...,Xn € Ay) = [[P(Xi € 4) (1.43)
i=1
Autrement dit, la loi jointe du vecteur aléatoire X = (X7,..., X,,) s’écrit comme

la mesure produit des lois marginales :

n
Px = Q) Px,. (1.44)
=1

Dans le cas ou la loi jointe posseéde une densité par rapport a une mesure, la facto-
risation de la loi jointe a pour conséquence la propriété suivante :

Proposition 1.6.3. Soit X un vecteur aléatoire et soit Px sa distribution. Si les
composantes de X sont indépendantes et que Px possede une densité fx = d%‘
par rapport a une mesure p alors
n
fx(x) =TT fx. (). (1.45)
i=1

Nous verrons dans le chapitre relatif & la théorie des copules (chapitre 6), que la
relation entre loi jointe et marginales peut étre étendue au cas ou les variables ne sont
pas indépendantes via le théoreme de Sklar.
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1.6.6 Distribution et densité conditionnelle

La définition de distribution conditionnelle dans le cadre général de la théorie de la
mesure fait appel a la notion de noyau de Markov * :

Définition 1.6.9 (Noyau de Markov). Soit (€1,.41) et (Q2,.A2) deux espace
probabilisables. Une application k : Q1 x.43 — [0, 1] est appelée noyau de Markov
si:

1. Vw; € 4, K(w1, ) est une mesure de probabilité sur (Q9,.As),
2. VA € Ag, k(+, A2) est Aj-mesurable.

Exemple 1.6.2.
1. Soit (E,T) un espace probabilisable et Px une distribution sur (Qx,Ax).
L’application & : E x Ax — [0, 1], définie par (-, Ax) = Px(Ax),Ax €
Ax, est un noyau de Markov.

2. La distribution k(z,-) = N (0,z) est un noyau de Markov sur
10, +oo[x B(R).

Comme le montre le théoréme suivant, la donnée d’un noyau de Markov et d’une
distribution de probabilité permet de définir une distribution sur ’espace produit :

Théoreme 1.6.4. Soit (21,.4;) et (Q2,.A2) deux espace probabilisables. Soit
une mesure de probabilité sur (21,.4;1) et soit £ un noyau de Markov sur € x As.
L’application p - k définie sur A; ® As par

1 k(A X B) = /A (e ) (), (1.46)

est une mesure de probabilité “ sur ’espace mesurable (€21 x Q3,41 ® As9).

a. Plus rigoureusement, ’application p - k peut étre prolongée de maniere unique en une
mesure de probabilité.

Exemple 1.6.3. Pour le noyau k(-,Ax) = Px(Ax) de l'exemple précédent
(1.6.2), p - k correspond & la mesure produit u ® Px.

Le dernier théoréme nous permet de définir la loi conditionnelle comme un noyau
de Markov reliant la loi jointe & une de ses marginales :

Définition 1.6.10 (Loi conditionnelle). Soient X et Y deux variables aléatoires
a valeurs dans (Qx,Ax) et (Qy, Ay). La loi (ou distribution) conditionnelle de
Y sachant X est un noyau sur x x Ay, noté Py |x et tel que :

Pix.v) = Px - Pyx. (1.47)

Exemple 1.6.4. En reprenant le noyau de I'exemple précédent (1.6.3) et en
prenant p = Py, la mesure Py - Px|y correspond a la mesure produit Px ® Py
et les variables aléatoires sont indépendantes. De maniere générale, lorsque X

3. Il existe une autre construction passant par la définition d’espérance conditionnelle. Voir par
exemple le chapitre 6 de KALLENBERG et al.
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et Y sont indépendantes, ce noyau, appelé noyau constant, est une distribution
conditionnelle.

Cette définition de la loi conditionnelle nous permet d’unifier au sein d’une méme
relation le lien qui existe entre la densité conditionnelle et la densité jointe pour les
variables discretes et continues :

Proposition 1.6.5. Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé et soient (Qx, Ax, 1)
et (Qy, Ay, v) deux espaces de mesures finies. Soit X : Q@ — Qx et Y : Q — Qy
deux variables aléatoires et P(x y) leur distribution jointe. Si Py y) est absolu-
ment continue par rapport a la mesure p ® v, ce que l'on note P(x y) < p®v,
il existe une densité jointe f(xy) et une densité marginale fx. La distribution
conditionnelle Py|x, si elle existe, a pour densité par rapport a v la fonction

frix(ylz) = O (1.48)

Nous pouvons a présent introduire le théoreme de Bayes qui est au centre de la
statistique bayésienne que nous introduisons dans le chapitre 3.

Théoréme 1.6.6 (Théoreme de Bayes (SCHERVISH )). Soit X et YV deux
variables aléatoires définies sur (2, A,P) & valeurs dans (Qx, Ax) et (Qy, Ay).
Elles ont pour distributions marginales respectives Px et Py. Supposons que
Py < p pour tout y € Qy et soit fx|y la densité conditionnelle par rapport a p
de X sachant que Y = y. Soit Py|x la distribution conditionnelle de Y sachant
que X = z. Alors Py|x < Py et la dérivée de Radon-Nikodym est

dpy‘X( |x> . fX|Y(J"|y)
aPy Ty (@ly)dPy (y)

(1.49)

pour ’ensemble des x tels que le dénominateur n’est ni nul ni infini. Le cas
contraire, la probabilité est nulle.

Etant donnée une mesure p telle que Py|x < i, nous retrouvons alors la formule
classique :

dPY\X<y|x) _ dPyix (y]) dPY( - Ixiy (@ly) fv (y)

frix(ylz) = du dPy du v = Jo, fxpy (zly)dPy (y)

Les définitions précédentes peuvent s’étendre au cas ou X et Y sont deux vecteurs
aléatoires. Par application successive du théoreme 1.6.4, on peut alors en déduire la
regle de chaine :

Proposition 1.6.7 (Regle de chaine). Soit X un vecteur aléatoire et soit Px sa
distribution. Celle-ci se factorise de la maniere suivante :

n
Px = ®]PX2'|X11---7Xi_1‘ (1.50)
=1

De méme, si les densités conditionnelles existent, nous avons :

fx®) =11 fxixu,..x . @iles, . @ic1). (1.51)
s
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Enfin une notion centrale pour le reste de la these est celle d’indépendance condi-
tionnelle :

Définition 1.6.11 (Indépendance conditionnelle). Soit V' un vecteur aléa-
toire définit sur I’espace de probabilité (€2, A,P) et soient X = (Viy,..., V),
Y = (Vj,....Vj,) et Z = (Vi,,..., V) trois vecteurs extraits de V tels que
les ensembles d’indices {i1,...,%}, {j1,-..,Jq} €t {k1,...,k;} sont deux & deux
disjoints. X et Y sont indépendants conditionnellement a Z, ce que 'on note
X ALY |Z, si la distribution conditionnelle P(x y)|z s’écrit comme le produit des
distributions conditionnelles Px |z et Py|z :

Px,v)z = Pxjz ® Pyz. (1.52)

De maniere équivalente, nous avons dans ce cas :

Pxivz) =Pxz et Pyxz) =Pyz. (1.53)

Dans ce cadre, la notion d’indépendance que nous avons vu plus haut est appelée
indépendance marginale et correspond par convention au cas ou Z = (). Enfin, les
relations de la définition précédente s’étendent aux densités conditionnelles lorsqu’elles
existent :

f(X,Y)|Z(X7Y‘Z) = fX|Z(X7Z)fY\Z(Y>Z)> fX\(Y,Z) (xly,z) = fX\Z(X‘Z)' (1.54)

Nous avons présenté dans ce chapitre les principales définitions et propriétés de
la théorie des probabilités qui vont étre utilisées au cours de cette these. Un point
important pour la suite est celui de la définition de densité relativement a une mesure
qui unifie les concepts de fonction de masse et de fonction densité au sein d’'un méme
objet. Toutefois, le lecteur peu familier avec la théorie de la mesure pourra retrouver
les définitions habituelles en remplacant le terme de densité par fonction de masse
lorsque les variables aléatoires sont discretes. Nous allons a présent étendre ce cadre a
la théorie de I'information qui jouera un role important lorsque nous nous intéresserons
a 'apprentissage des réseaux bayésiens dans le chapitre 5.
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La théorie de I'information est a l'interface de plusieurs domaines scientifiques :
la physique, les télécommunications, la statistique, etc. Elle définit plusieurs objets
permettant de quantifier 'incertitude d’une distribution au travers d’une valeur scalaire.
Nous rappelons ici les concepts de base de théorie de I'information et portons une
attention particuliere a l’entropie et l'information mutuelle qui seront plus tard au
centre de nos méthodes d’apprentissage des réseaux bayésiens. Pour une approche plus
exhaustive du sujet, nous renvoyons le lecteur & GRAY ( ) et COVER et THOMAS

(2012).

2.1 L’entropie

La fonction d’entropie pour une distribution discrete a été introduite dans le but
de quantifier I'incertitude de celle-ci. Pour cela, il a été axiomatisé que cette fonction,
notée H, doit vérifier les propriétés suivantes :

1. H est maximale lorsque X est distribuée uniformément,

2. Soit k le nombre de valeurs que peut prendre la variable aléatoire X et soit X’ la
variable aléatoire prenant k + 1 valeurs telle que P(X' = z}) = P(X = z;) pour
1 <i<ketP(X'=uj,,) = 0. Dans ce cas, X et X’ ont la méme entropie :
H(X')=H(X).

3. Soit H(X,Y) I'entropie de la distribution jointe P(x y et soit Hx—.(Y") 'entropie
de la distribution conditionnelle P(y|x—_), alors :

HX,)Y)=H(X)+ Y P(X=a)Hx—,(Y) (2.1)

JIEQX
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Il a été démontré (KHINCHIN ) que la seule fonction (a4 une constante positive
multiplicative pres) vérifiant ces propriétés était la fonction définie par :

= > fx(x)log fx(x).

xeNx

Cependant, cette définition ne s’étend pas facilement au cas continu. En effet, I'ex-
tension classique appelée entropie différentielle, n’est pas invariante d’échelle. Pour
résoudre ce probléme, JAYNES ( ) a défini 'entropie pour une distribution relati-
vement & une mesure. Cette version de I’entropie, appelée entropie générale ou encore
entropie de Gibbs-Jaynes, est ici introduite aux cotés des entropies relative et croisée
qui en sont des variations. Ces derniéres, nous le verrons plus tard, interviennent dans
I’expression de la fonction de vraisemblance d’un échantillon de données.

2.1.1 Entropie générale

Définition 2.1.1 (Entropie générale). Soit X un vecteur aléatoire de distribu-
tion Px et soit p une mesure définie sur x telle que Px < p. L’entropie de X
par rapport a la mesure p, notée H,, est donnée par
dP X}

Hp(Px) E]px [log d (2.2)

ol d P est la dérivée de Radon-Nikodym de IP par rapport & p. Lorsqu’il n'y a pas
de contusion possible sur la distribution, nous noterons I'entropie H(X).

Dans le cas ou les composantes du vecteur aléatoire X sont discretes, nous re-
trouvons l'entropie de Shannon en utilisant la mesure de comptage comme mesure de
référence :

dPX CHP)X dIP>X
H,(X)=- log ——=dP 1 = )1
~(X) /Qx 08 ", dPx = /ﬂx 4 08 d7 - Y fx(x)log fx(x)

xENx

avec fx = d(]%x la densité de Px par rapport a la mesure de comptage, c’est-a-dire la
fonction de masse de X. Par prolongement en 0, la convention 0log 0 = 0 est adoptée.

Ezemple 2.1.1. Soit une variable aléatoire X a valeurs dans Qx = {x;}; <<,
Si le résultat de cette variable aléatoire est certain, c’est-a-dire si sa densité est
un delta de Kronecker § défini comme :

) = g = {1 siz=aj, jelr] (2.3)

0 sinon
alors son entropie vaut :

H,(X)=- Z 0(x,x5)logd (x,25) =1-logl =0. (2.4)

$€QX

En revanche, si la distribution de X est uniforme, c’est-a-dire si :

1
f(:v):; Vo € Qx, (2.5)
son entropie vaut :
1 1
H,(X)=- —log— =1 2.
LX) == 3 —log— =logr (2.6)
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et augmente donc avec la taille de ’ensemble Qx. En résumé, lorsque le résultat
est certain l'entropie est nulle et lorsque le résultat est uniformément aléatoire,
I’entropie augmente avec le nombre de valeurs possibles que peut prendre la
variable : plus le nombre de résultats possibles est grand, plus l'incertitude est
grande. Cette observation rejoint bien l'interprétation de ’entropie de Shannon
comme une mesure d’incertitude.

Cette interprétation ne peut pas étre étendue a 'entropie générale puisque celle-
ci n’est pas forcément positive. C’est également le cas de entropie différentielle d’un
vecteur aléatoire X réel, qui en dérive en utilisant la mesure de Lebesgue comme mesure
de référence :

dP dP dP
H,\(X):—/ log “XaPx = /Q i log St = - /f )log f(x)dx
X

X = d(Ifx est la densité de Px par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous pouvons

verlﬁer aisément que ’entropie différentielle n’est pas invariante d’échelle puisque étant
donnée une variable aléatoire Y = a X, ot a est le facteur d’échelle, nous avons Hy(Y) =
Hy(X) + log|al.

2.1.2 Entropie conditionnelle

Définition 2.1.2 (Entropie conditionnelle). Soit X = (X, X3) un vecteur aléa-
toire et soient Px sa distribution jointe et Px, et Px, ses marginales. L’entropie
conditionnelle de X5 sachant X; relativement a une mesure p est donnée par :

H,, (X5]X1) = —Epy [logPx,x, (2.7)
Si les deux variables sont indépendantes, on a :

H,(X2|X1) = H, (X2), (2.8)

Dans le cas de I'entropie de Shannon, I’entropie conditionnelle nous renseigne sur
I'incertitude du vecteur aléatoire X9 étant donnée la réalisation du vecteur aléatoire
X;. L’équation (2.8) est en accord avec cette interprétation puisque dans ce cas le fait
de connaitre l'issue X; ne nous renseigne aucunement sur l'issue de Xy. L’entropie
conditionnelle nous permet de définir une régle de chaine pour ’entropie :

Proposition 2.1.1 (Regle de chaine pour I'entropie). L’entropie d’un vecteur
aléatoire X = (X1,..., X,,) vérifie la propriété de chaine suivante :
n
H,(X) =Y Hy(Xi|X1,...,X;1) (2.9)
i=1
avec par définition, H,(X:|0) = H,(X;).

Démonstration. A partir de la régle de chaine pour les probabilités et de la linéarité de
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I’espérance, nous avons :

dP " APy, x,. X
G R S
=1

n n
XX, X
— -3 Epy [1og'11} S H,(X| X1, Xi1).
= i=1

2.1.3 Entropie relative

Bien que l'entropie de Gibbs-Jaynes nous permette d’unifier les notations pour le
cas discret et le cas continu, nous avons vu que pour la mesure de Lebesgue, celle-ci
n’était pas invariante d’échelle. De plus, elle n’est pas positive et ne permet pas la
méme interprétation en terme de mesure d’incertitude comme dans le cas discret. La
solution & ces deux problémes et alors d’utiliser ’entropie de Gibs-Jaynes relativement
a une mesure de probabilité. Cela nous meéne naturellement vers la définition d’entropie
relative ou divergence de Kullback-Liebler, qui est utilisée par GRAY ( ) afin d’unifier
les cas discrets et continus :

Définition 2.1.3 (Entropie relative). Soit P et Q deux mesures de probabilité
sur un méme espace probabilisable (2, A), telles que P < Q. L’entropie relative
entre IP et QQ est définie par :

D (P||Q) = Ep [log ar (2.10)

il

Si P n’est pas absolument continue par rapport a Q alors D (P||Q) = +oc.

Soient P et Q deux distributions sur (Qx,.Ax) et soit p une mesure telle que P <«
1 << Q. On peut alors écrire ’entropie relative comme :

dPx dP dPx d
D (Bx||0x) = [ tos G X dbx = [ X10g X A du
X

ou f et g sont les dérivées de Px et Qx par rapport a la mesure p. En utilisant la
mesure de comptage dans le cas ou la variable X est discrete et la mesure de Lebesgue
dans le cas ou elle est continue, nous avons :

= / [/ log idu
Qx g

> f(x)log Exg Cas discret,

D (Px||Qx) = ¢ x€2x (2.11)
Jox f(x)log é ;dx Cas continu.

Notons que dans les deux cas, nous utilisons les conventions 0 log 8 =0et Olog g = 0 par
continuité en 0. Bien que I'entropie générale et ’entropie relative semblent étre égales
a un signe négatif pres, nous insistons sur le fait que I’entropie relative est contrainte
a ce que la mesure de référence soit une mesure de probabilité. Cette remarque est
importante puisque c’est cette propriété qui confére a ’entropie relative sa positivité
et son invariance d’échelle :

Proposition 2.1.2. Soit (€2,.4) un espace probabilisable. Pour toutes mesures
de probabilité P et Q définies sur cet espace, alors

D (P||Q) > 0, (2.12)
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avec égalité si et seulement si P = Q presque partout. ‘

Démonstration. D’apres 'inégalité de Jensen, Ep [— log ?1%} > —logEp [g%] =—logl =
0. La deuxieme partie découle de la condition d’égalité pour I'inégalité de Jensen. W

Contrairement a ’entropie générale, I’entropie relative est invariante par change-
ment de variable comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.1.3. Soit X un vecteur aléatoire défini sur un ensemble Qx et
soient deux distributions Px et Qx. Si Y = ¢(X) ou ¢ : Qx — Qy est une
fonction bijective différentiable alors :

D (Px||Qx) = D (Py||Qy) (2.13)

Démonstration. Soient fx et gx les densités de Px et Qx. En faisant le changement
de variable y = ¢(x) et en utilisant le théoréme 1.6.2, nous avons

D (Px||Qx) = /Qx Ix(x)log (5123) dx

= | fx(¢ ' (y))log
Qy

fx(@7 () | [detTon
gx (@71 (¥)  |det Ty

‘det Ty |dy

_ o fx(y) _
-/ fv(y)los (gY(y)) dy = D (Py||Qy)

De par sa positivité, I’entropie relative est souvent considérée comme une distance
sur ’ensemble des distributions bien qu’elle ne vérifie ni la condition de symétrie, ni
I’inégalité triangulaire. De la méme maniere que pour I’entropie, une entropie relative
conditionnelle et une regle de chaine peuvent étre définies :

Définition 2.1.4 (Entropie relative conditionnelle). Soit X = (X;,X2) un vec-
teur aléatoire et soient Px << Qx deux distributions jointes définies sur un
méme espace mesurable. L’entropie relative conditionnelle est donnée par :

D (Px,jx, [|Qxa %, [Px, ) = Eo, [D (Pxoix [10x,x, )| (214)

Proposition 2.1.4 (Regle de chaine pour I’entropie relative). L’entropie relative
d’un vecteur aléatoire X = (X7,...,X,,) vérifie la propriété de chaine suivante :

n

D (PXHQX) = ZD (PXi|X17~-~7Xi—1||QX¢|X17~~,X1—1|PX1,~--,Xi—1> (2-15)

=1

Contrairement au choix de la mesure de comptage ou de Lebesgue qui apparait
naturel pour I’entropie d’une variable discréte ou continue, le choix d’une mesure de
probabilité peut paraitre arbitraire. Cependant, comme le montre la propriété suivante,
I’entropie de Shannon est implicitement définie comme ’entropie relative par rapport
a une distribution uniforme :
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Proposition 2.1.5. Soit X un vecteur aléatoire sur un domaine Qx discret et
soit Px sa distribution. Son entropie vérifie la relation suivante :

H,(X) = log [24x| — D(Px||U) (2.16)

ou U est la distribution uniforme sur Qx.

Démonstration. Soient fx et u les densité de Px et U par rapport a la mesure de
comptage. L’entropie relative entre Px et U a pour expression :

DEx||) = ¥ f0log (2 ;‘)) S F(x)log f(x) — logmlx‘

xeNx xex

Ceci explique alors le statut particulier du cas discret qui ne peut étre étendu au cas
continu que lorsque le domaine de la variable aléatoire est fini. Dans ce cas, nous avons
H)\(X) = logA\(Q2x) — D(Px||U). D’un point de vue qualitatif, il parait satisfaisant
que l'incertitude d’une distribution soit relative a une distribution de référence. Dans
le cadre de l'inférence bayésienne, introduite dans le chapitre 3, nous pouvons faire
le parallele entre la distribution de référence par rapport a laquelle I'incertitude est
mesurée et la distribution a priori. L’entropie différentielle définie en utilisant la mesure
de Lebesgue comme référence fait alors figure d’un a priori impropre.

2.1.4 Entropie croisée

Définition 2.1.5 (Entropie croisée). Soient P et Q deux mesures de probabilité
définies sur un méme espace probabilisable (£2,.4), et soit p une mesure telle que
Q < p. L’entropie croisée (cross-entropy en anglais) entre P et Q relativement a
p a pour expression :

dQ]

H, (PI|Q) = B [log (2.17)

Elle va jouer un réle important dans le cadre de 'estimation statistique puisque,
comme nous le verrons plus tard, ’entropie croisée entre le modéle et la distribution
empirique est exactement égale & la log-vraisemblance négative . On montre facilement
a partir des différentes définitions introduites plus haut que I’entropie croisée vérifie la
propriété suivante :

Proposition 2.1.6. Soient P et Q deux distributions définies sur un méme
espace probabilisable et soit p une mesure telle que Q < p <« P. L’entropie
croisée vérifie alors la relation suivante :

H, (P||Q) = H,(P) + D(P||Q) (2.18)

1. Pour plus de détails sur le lien entre théorie de 'information et ’estimation statistique, voir
KULHAVY ( ).
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2.2 L’information mutuelle

Définition 2.2.1 (Information mutuelle). Soit X un vecteur aléatoire de distri-
bution jointe Px et soient X; et Xy deux sous-vecteurs tels que X1 N Xy = ()
et dont les distributions marginales sont Px, et Px,. L'information mutuelle de
X7 et Xq est définie par :

I(X1;X2) = D (Px||Px, Px,) (2.19)

L’information mutuelle mesure 'information commune entre deux vecteurs aléa-
toires X1 et X9 ou, autrement dit, leur dépendance. En effet, il est aisé de voir qu’elle
est nulle si et seulement si les deux variables aléatoires sont indépendantes.

D’apres la relation (2.19) et la proposition 2.1.2, 'information mutuelle est symé-
trique et positive. De plus, la régle de chaine permet de relier 'information mutuelle a
I’entropie :

Proposition 2.2.1. Soient X; et Xo deux vecteurs aléatoires et soit p une
mesure. Leur information mutuelle vérifie la relation suivante :

I(X;X0) = Hy (Xq) — Hy (X1 X2) = Hy(X1) + Hy(Xo) — Hy(X1,X2) (2.20)

Démonstration.
I(X1;Xz2) = D (Px|[Px,Px,) = D (Px,|IPx,) + D (Px, x,IPx, )
dP dP
= Epy {log X1|X2] — Epy {log dxl}
P

dp
= H, (X1) — H, (X1|Xs)

La deuxieme relation est obtenue en utilisant la regle de chaine pour I'entropie. |

Cette derniére relation montre que l'information mutuelle représente le gain en
information sur un vecteur aléatoire X; étant donnée 1’observation d’un autre vecteur
aléatoire X5. De par la relation 2.8, nous pouvons voir de nouveau que cette quantité
est nulle si et seulement si les variables aléatoires sont indépendantes.

2.2.1 Information conditionnelle

Comme pour ’entropie, on peut définir une information mutuelle conditionnelle :

Définition 2.2.2 (Information conditionnelle). Soit X un vecteur aléatoire de
distribution Px et soient X1, X5 et U trois sous-vecteurs disjoints. L’information
mutuelle entre X; et X9 conditionnellement a U est définie par :

I(X1;X2|U) = D (le,X2|UHPX1|UPX2|U) : (2.21)

De la méme maniére que pour la proposition 2.2.1, nous pouvons montrer que
I'information mutuelle conditionnelle vérifie la relation suivante :

I(X1;X2|U) = Hy(X1|U) — Hy(X1|X2, U)
- _HP(U) + HP(leU) + HP(X27 U) - HP(Xla X2, U) (222)
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H(Z) H(Y)

FIGURE 2.1 — Représentation sous forme de diagramme de Venn des principales re-
lations entre entropie et information mutuelle. En appliquant le principe d’inclusion-
exclusion, on retrouve facilement les formules 2.9, 2.21 et 2.24.

2.2.2 Information multivariée

L’information mutuelle peut étre étendue a plus de deux vecteurs aléatoires et on
la qualifie alors de multivariée. Plusieurs extensions existent et parmi celles-ci, c’est ici
la version de MCGILL ( ) qui nous intéresse. Elle est définie a partir d’un principe
d’inclusion-exclusion généralisant la formule (2.20) :

Définition 2.2.3 (Information mutuelle multivariée). Soit X une variable aléa-
toire et soit T = {Xy,...,X,,} un ensemble de n sous-vecteurs disjoints deux &
deux. L’information mutuelle multivariée de T est définie par :

I(T)=- Y (-1)¥IH(S), (2.23)

scT

Par définition, I(X;) = H(X;).

L’information mutuelle multivariée est parfois appelée information mutuelle a n-
points ou n est la dimension de T'. En particulier, I'information a 3-points sera impor-
tante dans la suite :

I(X1;X9;X3) = H(Xy) + H(X2) + H(X3) — H(X1,X2) — H(X1,X3)
— H(X2,X3) + H(X, X2, X3). (2.24)
La positivité de I'information mutuelle n’est valable que pour n < 2 (TE SuN ) et
I'information a 3-points peut donc étre négative. Cette propriété est fondamentale dans
I'implémentation de I’algorithme MIIC pour la sélection de modeéle que nous aborderons
au chapitre 4. En revanche, elle reste invariante par n’importe quelle permutation de

ses variables. En utilisant les formules (2.19) et (2.22), on peut montrer qu’elle peut
s’écrire comme :

I(X15 X5 X3) = H(Xq) — H(X1|X2) — H(X1|X3) + H(X4[X3, X3) (2.25)
= I(Xl;Xg) — I(XHXQ’Xg) (226)

A partir de cette formule, nous définissons I'information & 3-points conditionnelle :
I(X15X2; X3|U) = 1(X1; X2|U) — I(X1;X2|X3, U) (2:27)

En résumé de ce chapitre, 'ensemble des relations entre ’entropie et l'information
mutuelle que nous avons vues peuvent étre résumées par un diagramme de Venn comme
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sur la figure 2.1. Par exemple, I'union des deux ensembles représentant H(X) et H(Y)
correspond a H(X,Y") et d’apres le principe d’inclusion-exclusion, nous retrouvons alors
la formule

HX,Y)=H(X)+HY)-[I(X;Y|2)+ I(X;Y;:2)] = HX)+ HY) — I(X;Y).
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La théorie statistique consiste a développer et étudier des méthodes pour inférer les
propriétés d’une distribution liée a un processus aléatoire a partir de données d’obser-
vation. Elle trouve son application dans de nombreux domaines de la science tels que
la physique, I’économie ou encore la médecine. Il existe plusieurs manieres de modéliser
la distribution sous-jacente. Si 'hypothese est faite que la distribution ou sa densité
appartiennent a une famille de fonctions indexée par un ensemble de parametres 8, on
parle de méthodes paramétriques. Cette contrainte peut-étre relachée en ne spécifiant
que certaines propriétés de la distribution tels que ses moments : on parle dans ce cas
de méthodes semi-paramétriques. Enfin, si la distribution est considérée comme étant
la plus générale possible on parle de méthodes non-paramétriques. Un exemple de mé-
thode non-paramétrique que 'on a vu plus tot est celui de la distribution empirique
(1.3.3) qui évalue la distribution uniquement & partir des données d’observation. Il est
a noter que les méthodes non-paramétriques sont en général plus expressives mais ceci
au prix d’une grande complexité et de problemes de généralisation.

L’inférence paramétrique qui est au centre de ce chapitre, a pour but d’obtenir de
I'information sur les parametres du modele a partir de données d’observation. En parti-
culier, nous nous intéressons a deux types de problémes non-exclusifs : [’estimation des
parametres et le test d’hypothéses. Dans le premier cas, c’est la meilleure approximation
possible des parametres qui est recherchée alors que dans le deuxiéme nous voulons
valider ou infirmer une hypothése faite sur les parameétres comme son appartenance
a un certain domaine. Avant d’étudier ces méthodes nous commencons ce chapitre
par une courte discussion sur l'interprétation des probabilités qui est laissée ouverte
par la construction axiomatique des probabilités que nous avons vue dans le chapitre
précédent. Cette question est importante car elle mene a des méthodes statistiques
différentes.
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3.1 Inférence fréquentiste et bayésienne

Les deux interprétations dominantes des probabilités et qui sont celles discutées ici
sont objectivisme et le subjectivisme (FREEDMAN ) mais de nombreuses autres
existent (SALMON )

Pour les objectivistes, les probabilités sont une propriété inhérente du systéme étudié
(on parle parfois de probabilité physique). Dans ce cas, la probabilité d’un événement
est la limite théorique de sa fréquence d’apparition dans un ensemble d’expériences
lorsque le nombre d’expériences tend vers l'infini. C’est de cette maniere que les proba-
bilités des exemples que nous avons vus précédemment sont fixées. Si nous reprenons
I’exemple du lancers d’une piéce, la probabilité que le résultat soit « face » est donnée
par la proportion de « face » pour un nombre infini de lancers. Ainsi, il est important
de noter que pour un fréquentiste, la vraie probabilité de la piece a sa propre existence
indépendamment des données et il se refusera donc a définir une distribution de pro-
babilité sur ce parametre. Bien évidemment, dans la pratique nous sommes limités a
un nombre fini de lancer et ce sont les méthodes statistiques qui nous permettent de
pouvoir tout de méme tirer des conclusions basées sur cet échantillon. Pour les raisons
que nous venons d’évoquer, les méthodes statistiques issues de cette interprétation des
probabilités sont appelées méthodes fréquentistes.

Les subjectivistes, quant & eux, considérent la valeur d’'une probabilité comme le
degré de croyance ou ’état de connaissance d’un individu dans la réalisation d’un évé-
nement. Ainsi, & toute incertitude peut étre liée une probabilité et le subjectiviste
s’autorisera a définir une distribution de probabilité sur un parametre. Pour reprendre
I’exemple du lancer de piece, 'expérimentateur, de par son expérience, peut avoir un a
priori sur la probabilité que le résultat soit « face » . En effet, de par nos expériences
passées, nous avons normalement rencontré des piéces majoritairement équilibrées et
nous aurons tendance a croire que cette probabilité est % ou en tous cas proche de cette
valeur. Cependant, si apres dix lancers le résultat est toujours pile nous serons enclin
a mettre a jour cet a priori et de considérer que la piece est truquée. D’un point de
vue mathématique, nous allons voir que cette mise a jour fait intervenir le théoreme
de Bayes et pour cette raison, les méthodes statistiques basées sur cette interpréta-
tion des probabilités sont dites bayésiennes. Pour finir, I'interprétation subjectiviste
permet d’associer une distribution de probabilité a des événements qui ne sont pas
reproductibles ce que ne permet pas l'interprétation objectiviste. Un exemple pourrait
étre « Quelle est la probabilité que la pandémie de COVID-19 soit terminée d’ici la fin
de D’écriture de cette these? » .

Ces deux interprétations font 1’objet de nombreux débats et nous n’entendons pas
prendre partie. Nous nous placons dans le cadre subjectiviste car c’est le cadre naturel
des réseaux bayésiens qui sont au centre de cette these. De plus, certaines méthodes
comme 'estimateur de maximum de vraisemblance peuvent étre considérées du point
de vue bayésien et nous verrons qu’en général, pour de grands échantillons de données,
ces méthodes ont tendance a s’accorder.

3.2 Définitions

La distribution encodant l'incertitude sur les parametres est appelée distribution a
priori et sa densité est notée m. Etant donné un échantillon de m réalisations i.i.d d =
{z[1],...,xz[m]}, nous voulons déterminer la densité dite a posteriori des parameétres
conditionnellement a cet échantillon. Ceci nécessite au préalable de se fixer un modele
paramétrique :
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Définition 3.2.1 (Modele paramétrique). Soit X une variable aléatoire, soit
F* sa distribution et soit d un échantillon de données obtenu a partir de cette
distribution. Un modéle paramétrique pour F* est une famille de densités

F={fl0)0 co} (3.1)

ol O est le domaine “ de variation du parametre 6.

a. Dans la suite, nous considérons sans perte de généralité que © est continu.

La densité a posteriori, que 'on note p, est alors reliée a la densité a priori via le
théoreme de Bayes :

p(6]d) = L46)(E) (32)

f(d)

ou f(d|0) est la vraisemblance et f(d) la vraisemblance marginale. Cette derniére peut
souvent étre ignorée puisqu’elle ne dépend pas des parametres. L’échantillon étant 4.4.d,
la fonction de vraisemblance peut s’écrire comme un produit :

f(d|9) = H f(z (3.3)

Ezemple 3.2.1 (Loi catégorielle). Soit X une variable aléatoire discrete pou-

vant prendre k valeurs et d = (z[1],...,z[m]) un échantillon de m réalisations
provenant de X. Le modele paramétrique considéré ici est I’ensemble des lois
catégorielles & k parametres @ = (6y,...,0;). La log-vraisemblance s’écrit alors
comme :
m k
log f(d|6) = Zlogf i10) =Y 6 (xi], j)log f(j]6)
i=17=1

= Zlogﬁj 25 (z[i], ) = ij log 6.
j=1 i=1 j=1

ou J est le delta de Kronecker et m; = >i; 0 (z[i],J) est le nombre de fois
ou X = j dans I’échantillon. En repassant a la vraisemblance, on peut de plus

observer que :
f(d|0) o Dirichlet(8; m) (3.4)

onm = (my,...,mg).

Ezxzemple 3.2.2 (Loi normale). Soit X une variable aléatoire réelle et d un
échantillon de m réalisations provenant de X. Nous considérons comme modele
paramétrique ’ensemble des lois normales de parametres 8 = (u,v) € © =
R x R% . La vraisemblance s’écrit comme :

Fia10) =TT S1i10) = g exv (—iémﬂ—m?). (35)

En faisant apparaitre la moyenne empirique, le terme quadratique peut étre




44 Chapitre 3. Statistiques bayésiennes

réécrit :
> (el = 0% = Dol = ) + (i ) = @+ - )

et la vraisemblance a finalement pour expression :

f(d|§) oc p~In=B)/2H eXp(—%v_l)v_”2 eXp(—Q%(u - ). (3.6)

La vraisemblance est donc proportionnelle au produit d’une loi I'~!(v; mTf?’, %’7)

et d’une loi normale N (u; ji, Z). Cette loi bivariée est appelée une loi normale-
inverse-gamma et est notée NI'"!. Elle est paramétrée par @ = (uo, A, a, 3) et
® =Rx Ri. Elle peut étre étendue a un vecteur p et une matrice de covariance
3 et on parle dans ce cas de loi normale-inverse-Wishart (DEGROOT )

Au choix du modele paramétrique se rajoute celui d’une densité a priori. Celle-ci
permet ’ajout au modele d’information non-issue de 1’échantillon et provenant d’ex-
perts ou d’expériences similaires. Néanmoins, cette information prend rarement la forme
d’une densité et son choix est alors arbitraire. Si nous reprenons l’exemple du lancer
de piece, comment incorporer dans le modele I'a priori sur le fait que la probabilité
que le résultat soit face est %? Nous pourrions imaginer utiliser par exemple une loi
gaussienne de moyenne p = % et de variance v dont la valeur quantifierait notre certi-

ude. is nou urrions tout aussi bien utiliser une loi uniforme sur us ensem
tude. Mais nous pourrions tout aussi bien utilise elo forme sur le sous ensemble
L — a,% + a] ol a est un nombre réel. Parmi les familles de densités possibles, il en

2
existe une qui permet de mener les calculs analytiquement appelée famille conjuguée.

Définition 3.2.2 (Famille conjuguée). Une famille de densité de probabilité F
est dite conjuguée si pour tout m € F, la densité a posteriori p appartient a la
méme famille . Dans ce cas, I’a priori est appelé densité conjuguée de f(.|0).

Pour pouvoir déterminer ces familles conjuguées, remarquons que dans les exemples
précédents la vraisemblance est proportionnelle a une densité sur les parametres. Il
s’avere que ces densités sont stables par multiplication, c’est-a-dire que leur produit est
proportionnel & une troisieéme densité de la méme famille.

Ezemple 3.2.3. o Dirichlet(x; @) x Dirichlet(x; o) o Dirichlet(x; 0 + ).
O P_I(X; alvﬁl) X P_l(x; CMQ,,BQ) X P_l(x; a1 + (0%) + 17/81 + 52)
o N (z;p1501) N (25 p2;v2) = N (p2 — p1; 0,01 +v2) N (a:; == )

vitve O vitre

Par conséquent, la densité d’une loi de Dirichlet est la conjuguée d’une densité d’une
loi catégorielle et la densité d’une loi Normale-Inverse-Gamma est la conjuguée d’une
densité d’une loi normale. Le raisonnement précédent peut étre généralisé a n’importe
quel type de modeéle paramétrique possédant ce qu’on appelle une statistique suffi-
sante (DEGROOT ). L’ensemble des densités que nous avons vues jusqu’a présent
font partie d’une famille conjuguée.

Exemple 3.2.4. Revenons a présent a l’exemple du lancer de la piece. Nous
voulions encoder notre a priori selon lequel la probabilité que le résultat soit
« face » est % Le modele paramétrique utilisé ici est 'ensemble des lois de Ber-
noulli dont la conjuguée est la loi beta “. Les parametres de cette loi Beta(a, [3)
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(a) Densité a priori (b) Densité a posteriori

FIGURE 3.1 — La figure de gauche représente plusieurs densités a priori de loi Beta(a, «)
pour différentes valeurs de «. La figure de droite représente plusieurs densités a pos-
teriori pour différentes tailles d’échantillon provenant d’une loi de Bernoulli(%) et en
utilisant une densité a priori Beta(10,10).

doivent étre égaux (o = [3) pour que le maximum de la densité corresponde avec
p= % Plus la valeur de o augmente plus la densité sera centrée sur cette valeur

comme le montre la figure 3.1a. En d’autres termes, plus « est grand plus nous

sommes certains que p = % Supposons a présent que la piece est truquée et que

la vraie probabilité est p = i. Dans ce cas, notre information a priori est incor-

recte mais plus le nombre de données obeservées augmente plus la distribution
a posteriori va étre centrée sur la bonne valeur du paramétre comme lillustre la

figure 3.1b.

a. Ces lois sont le cas a une dimension de la loi catégorielle et de la loi de Dirichlet.

L’utilisation d’un a priori conjugué est pratique lorsque nous avons de 'information
a incorporer au modele. En revanche, quand aucune information n’est disponible il
est difficile de justifier le choix des parameétres. Dans ce cas, nous utilisons ce qu’on
appelle un a priori non-informatif. L’exemple le plus simple auquel nous nous limitons
est une distribution uniforme sur le domaine des parameétres ' : chaque parametre est
équiprobable. Cependant, si le domaine des parametres n’est pas fini, I'utilisation d’un a
priori uniforme est impossible. Dans ce cas, nous avons recours a un a priori impropre :

Définition 3.2.3 (A priori impropre). Si ’a priori m n’est pas une densité,
c’est-a-dire si son intégrale sur ® n’est pas finie, il est qualifié d’impropre.

Exemple 3.2.5. Supposons que nous voulions estimer la moyenne p d’une loi
gaussienne dont la variance v est connue. Le domaine de p étant I’ensemble
des réels, il n’est pas possible de définir un a priori uniforme. A la place, nous
utilisons I’a priori impropre 7(u) = ¢. Dans ce cas, la densité a posteriori, s’écrit :

p(8]d) = Sl x (3.7)

= e f(dln) x edn

En réutilisant ’expression de la vraisemblance vue plus haut, il est aisé de voir

1. Notons qu’un a priori uniforme n’est pas & proprement parler non-informatif puisque cela suppose
d’une échelle pour le parameétre. En effet, la densité uniforme n’est pas invariante par changement de
variable. Pour une discussion détaillée sur les a priori non-informatifs, voir ROBERT ( ).
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que :
v

p(Old) = N(p; i, —) (3.8)

3.3 Estimation paramétrique

L’estimation paramétrique consiste a résumer la densité a posteriori en une seule
valeur scalaire ou vectorielle appelée estimateur. Supposons que nous connaissions la
valeur théorique 0 des parametres étudiés, nous quantifions ’écart entre cette valeur
et celle estimée a ’aide d’une fonction positive appelée fonction de cofit.

Définition 3.3.1 (Estimateur bayésien). L’estimateur bayésien @ associé a un
a priori w et une fonction de colit L est ’estimateur obtenu en minimisant le
colit moyen :

E[£(0.0)|d] = /@ p(6|d)L(0,6)de. (3.9)

Nous présentons ici trois fonctions de cofit classiques et les estimateurs bayésiens
associés. Il est a noter cependant que cette fonction de colit peut étre définie de maniere
plus générale a partir d’une fonction d’utilité dans le cadre de la théorie de la décision
(ROBERT ). Quand cette fonction d’utilité n’est pas disponible comme dans notre
cas, nous faisons appel a des fonctions de cofit traditionnelles. La plus connue est
stirement la fonction de colit quadratique ou tout simplement la norme L2 :

L(6,6) = |6 - (9H2 (3.10)

Par annulation du gradient du colit moyen, on montre facilement que l’estimateur
bayésien est donné dans ce cas par :

éim =K [91|d] = / Hzp(01|d)d91, 1€ [[1,7‘&]] (3.11)
9;
De la méme maniére, on montre que 'estimateur associé a la fonction de cofit :
L(6,6) = He-éHl (3.12)
est donné par : L
0; = medianl6;|d]. (3.13)

Enfin, la derniére fonction de coiit que nous introduisons est la fonction de cofit 0-1
définie comme :

L(6,0) =1—6(6—0). (3.14)
Dans ce cas, 'estimateur bayésien associé est

OM** = arg max p(0|d) (3.15)
)

appelé estimateur de maximum a posteriori (MAP). Ce dernier nous permet de re-
trouver l'estimateur de maximum de vraisemblance (ML) lorsque 1'a priori utilisé est
non-informatif. En effet, dans ce cas nous avons :

OMF = argmax p(0|d) = arg max f(d|0)w(0) = arg max f(d|0) = ™.
0 0 0

Nous illustrons a présent ces différents estimateurs sur plusieurs exemples qui seront
réutilisés lorsque nous discuterons de I'apprentissage des réseaux bayésiens.
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Exemple 3.3.1 (Estimateurs pour la loi catégorielle). Reprenons l’exemple de
la loi catégorielle & k parameétres @ = (61, ...,0;) pour laquelle nous avons vu
que la vraisemblance s’écrivait comme :

k
f(d|@) =[] 6" o Dirichlet(8; m). (3.16)
=1

Nous avons également vu qu’en utilisant son a priori conjugué Dirichlet(0; o),
la distribution a posteriori s’écrivait comme :

p(0|d) = Dirichlet(0; m + ). (3.17)

En utilisant les propriétés de la loi de Dirichlet (voir (1.6)), il est alors facile de
dériver les différents estimateurs bayésiens que nous venons de voir :

/ . .
0iL2 :E[0i|d] _ kOéZ = m; + oy
2o Mt
A~ L1 O/_l mz—i_al_l
0, 0ild] = I7 (a0 —af) ~ ——3 = )
i [ |] 1 (z z) O/*% eraf%
) 11 oy —1
6. = arg maxy p(6|d) = o _ T
i Sk ol — m+oa—k

Pour la loi catégorielle, le domaine des paramétres ® = k est fini ce qui nous
permet d’utiliser un a priori uniforme. Dans ce cas, la densité a posteriori est
celle d’une Dirichlet(6; m). Ainsi, estimateur ML est donné par :

~ ML

0; = argmaxy, p(0|d) = mi

(3.18)

Nous pouvons voir sur cet exemple simple que les différents estimateurs bayésiens
s’accordent entre eux pour les grands échantillons :

0; =6;"" +Oo(m™). (3.19)

Pour cette raison, quand la taille de I’échantillon est suffisante, ’estimateur ML
peut étre utilisé. Enfin, en comparant 1’expression de I’estimateur bayésien pour
la norme L2 avec celle de 'estimateur ML, on remarque que lorsque «; est entier,
I’estimateur bayésien peut étre interprété comme un estimateur ML calculé sur
I’échantillon auquel ont été rajoutées o pseudo-observations de la variable aléa-
toire, dont «;, pour lesquelles elle prend la valeur i. L’ensemble de ces pseudo-
observations forme ce que 1’on appelle I’échantillon virtuel d’. Cette interpréta-
tion sera plus tard utilisée pour la définition d’un score équivalent dans le cadre
de I'apprentissage réseaux bayésiens (cf. 5).

Exemple 3.3.2 (Estimateurs pour la gaussienne linéaire). Enfin, pre-
nons comme modele paramétrique le cas de la gaussienne linéaire
f(z|lu;0) = N(p+ BTu;v). Ainsi, @ = (u, 8, v). Dans ce cas, la fonction de vrai-
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semblance est donnée par :
d) = ilogf(:v[z] uli
i=1
1 m
=~ log(2mv) = § =3 [(ali] - 1 — BT ufi])?]

=1

L’annulation du gradient de cette fonction nous donne alors le systeme d’équa-
tions :

=1
5% = 2 el =p= ATuli))u;i] =0 (3.20)
S =4+ > [l - u— BTul)?] =0

En utilisant la premiere équation, on obtient :

z=p+pTa (3.21)
ouu = (uy,...,u). La deuxiéme équation nous donne :
k
TUu; = pu; + Z Biumj (3.22)

qui en lui soustrayant le terme Zu; et en utilisant I’équation (3.21) nous donne :

Cov(X;Uj) ZBZCOV (Ui Uj). (3.23)

Nous pouvons réécrire I’équation sous forme vectorielle comme :
Cov(X; U)T = pTc(U) (3.24)

ot Cov(X;U) = (Cov(X,U1),...,Cov(X,Us))T et C(U) est la matrice de cor-
rélation de la variable U. Finalement, la troisiéme équation nous donne :

= L3 (oli) - s — 67wl (3.25)

1
m =1

qui en utilisant (3.21), peut se réécrire comme :

v = Cov(X; X) Z ZﬁzﬂJCov Ui; Uy) (3.26)
i=17=1
soit en écriture vectorielle :

v = Cov(X; X) - gTC(U)B (3.27)

Finalement, les paramétres de MLE sont donnés par :

p=z-p"u
B =C(U)"Cov(X;U) (3.28)
7 = Cov(X; X) — Cov(X; U)TC(U) 1Cov(X; U)
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3.4 Tests d’hypothese

Outre I'estimation paramétrique que nous venons de voir, une autre branche impor-
tante de l'inférence statistique concerne le test d’hypothéses statistiques. Ces méthodes
permettent de juger de la validité d’une hypothése faite par un expérimentateur ou un
analyste & partir d’'un ensemble de données d’observation. Les hypotheses formulées
peuvent étre variées et aller de savoir si un dé est truqué, a savoir si un vaccin est
responsable de cas atypiques de thrombose chez certains patients, jusqu’a savoir s’il
existe un boson de Higgs (AAD et al. ).

Bien que nous nous soyons placés jusqu’a présent dans un cadre bayésien, certains
algorithmes d’apprentissage des BNs utilisent ’approche classique des tests d’hypo-
these. Au contraire de ce que 'on a vu pour I'estimation paramétrique, celle-ci ne peut
pas étre vue comme un cas limite de 'approche bayésienne °. Pour ces raisons, avant
de présenter I’approche bayésienne nous faisons une parenthése fréquentiste® afin de
présenter les principales définitions et résultats nécessaires a la compréhension de la
suite de cette these. Pour une introduction plus détaillée, le lecteur peut se référer
par exemple & LEHMANN et ROMANO ( ), MITTELHAMMER ( ) et HOGG et al.

(2005),

3.4.1 Approche classique

Formellement, une hypothése statistique est un ensemble de distributions candidates
pour avoir généré les données observées. Si ’hypothese statistique est composée d’une
seule distribution on parle d’hypothése simple sinon on parle d’hypothese composite.
Etant donné un modele paramétrique * F pour les observations, I’hypothese statistique
peut étre plus simplement définie par un ensemble de parametres, ce que I'on note :

Hy:0€ 0 (3.29)

ou ©g est un sous-ensemble de ©. L’hypothese Hy, appelée hypothese nulle, est testée
en concurrence avec I’hypothese Hy : 0 € ©1 C Oy, appelée hypothese alternative. Dans
la suite, nous nous plagons dans le cas particulier ou H; = Hy.

Exemple 3.4.1. Pour illustrer les définitions que nous venons de donner, sup-
posons que nous lancions une piece 100 fois et que celle-ci atterrisse 66 fois sur
face. Nous voulons savoir a partir de cet ensemble d’observations d si la piece
est truquée. Le modele paramétrique naturel pour cette expérience est une loi de
Bernoulli et I’hypothese nulle est alors donnée par :

Ho={f(D|9) =6%(1—0)%,0 € {$}} (3.30)

Comme nous 'avons dit, dans le cadre paramétrique nous pouvons réécrire les
hypotheses comme des ensembles de parametres. Ainsi, nous avons :

Ho:0=73 versus Hy:0# 3 (3.31)

L’hypothese nulle est simple tandis que ’hypothése alternative est composite.

2. Voir le chapitre 5 de ROBERT ( ) et BERGER et SELLKE ( ) pour une discussion sur ce
sujet.

3. Par consistance, nous gardons la notation f(x|0) bien que nous devrions écrire f(x;6) puisque 0
est un parameétre dans ce cas.

4. Nous rappelons que nous nous restreignons dans ce chapitre a des méthodes paramétriques.
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Hy est vraie Hy est vraie
Hj est rejetée  Erreur de type I Correct
Hj est choisie Correct Erreur de type II

TABLE 3.1 — Un test statistique peut mener a deux types d’erreurs.

Un test statistique est une régle de décision basée sur un ensemble d’observations d
pour déterminer I’hypothese la plus crédible entre Hy et H;. L’ensemble des échantillons
possibles D se divise alors en deux régions C et C appelées respectivement région de
rejet et région de non-rejet de 'hypothese nulle. La regle de décision est entierement
spécifiée par la fonction critique ¢ définie par :

1 sideC (Hy est rejetée)

. . (3.32)
0 sinon (Hp n’est pas rejetée)

o(d) = Le(d) = {

En pratique, la décision n’est pas faite directement & partir de ’échantillon mais d’une
statistique de test :

Définition 3.4.1 (Statistique de test). Soit C la région de rejet associée & un test
statistique. On appelle statistique de test une variable aléatoire réelle T'= T'(D)
permettant d’écrire la région de rejet comme C = {d|t(d) € Cr} ou Cr est un
ensemble d’observations t € R de T'. L’ensemble Cr est appelé région de rejet de
la statistique de test T

Comme en général une observation x[i] est en accord avec les deux hypotheses, il
n’existe pas de test parfait permettant de rejeter ou d’accepter avec certitude ’hypo-
these nulle. 11 peut donc arriver que le test rejette Hy alors qu’elle est vraie, on parle
dans ce cas d’erreur de type I, ou bien qu’il I'accepte alors qu’elle est fausse et on
parle dans ce cas d’erreur de type II. Le tableau 3.1 résume ces définitions. Bien que la
minimisation simultanée des deux types d’erreur soit enviable, ces deux objectifs sont
en contradiction et un compromis doit donc étre trouvé entre chaque type d’erreur. Il
est usuel pour cela de fixer une borne supérieure « a la probabilité d’erreur de type I,
appelée niveau de signification du test, et de minimiser la probabilité d’erreur de type
II sous cette contrainte ” :

nclinIP’(t € Cr|0 € Hy) sous la contrainte P(t € Cr|0 € Hy) < a,
T

ce qui en général se réduit a supe, P(t € Cr) = a ol sup,, P(t € Cr) est appelé la taille
du test. De maniere équivalente, minimiser I'erreur de type II revient a maximiser sur
la puissance du test (3 :

szx(dECTw € Hl). (3.33)

Cette derniere peut-étre vue comme une fonction de 8 € ©, appelée fonction de puis-
sance du test et qui encode l'information sur les erreurs de type I et II :

Définition 3.4.2 (Fonction de puissance d’un test). La fonction de puissance
d’un test paramétrique est définie par

8(0) =P(d e C) = / F(x;0)dx (3.34)

deC

5. On parle alors de test uniformément le plus puissant (UPP). Pour plus de détails voir le chapitre
3 de LEHMANN et ROMANO ( ).
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La valeur du niveau de signification « est arbitraire et est en général fixée a 0,01
ou 0,05 bien qu’aucune justification théorique ne justifie ce choix. Pour éviter ce choix
arbitraire, la p-value d’un test est utilisée lorsque les régions de rejet sont imbriquées
lorsque « varie

Cla) cC(d) si a<d (3.35)
ou C(«) est la région de rejet associée au test de niveau de signification «. Dans ce cas
la, la p-value est la taille minimale pour laquelle I’hypothese nulle serait rejetée :

p-value = min(sup P(t € Cr(«)|f) tel que t € Cr(a)) (3.36)
@ 0cHy

Nous finissons cette section avec un exemple illustrant toutes les notions que nous
venons d’introduire.

Ezxzemple 3.4.2. Soit D = {X[1],...,X[n]} un ensemble de m observations
provenant de plusieurs lancers de pieces de taille n et soit T'(D) = 377 X[j]
le nombre de fois ou le résultat est face. Afin de simplifier la discussion et sans
perte de généralité, nous considérons dans la suite le cas ou m est pair. Sous
I’hypothése nulle, les variables aléatoires X[j] suivent toutes une méme loi de
Bernoulli de parametre p = % et la variable aléatoire 1" suit donc une loi binomiale
de parametres (m, %) Le nombre moyen de lancers dont le résultat est face est
% . Afin de déterminer si la piece est équilibrée, nous construisons un test dont la
statistique de test est T et dont la région de non-rejet de Hy est centrée autour
de cette valeur moyenne :

CT =10, % — U [= +c,m] (3.37)

2 2

L’hypothese nulle étant simple, la taille du test « est identique a la probabilité
d’erreur de type I que I'on exprime en fonction de ¢ :

ale) =Pt ecl) =2 Z f (t; m, %) = 2ml_1 Z (T)
t=0 =0

1

)2
symétrique par rapport a 4. Pour obtenir la valeur de ¢ pour une taille de test «
donnée, il nous faut inverser la relation précédente. Cette derniere ne possédant
pas de forme explicite, nous résolvons cette équation numériquement a l'aide de
la figure 3.2a représentant 1’évolution de ¢ en fonction de a pour plusieurs tailles
d’échantillon.
Dans I'exemple 3.4.1, nous avions m = 100 et ¢ = 66. Pour o = 0.01, la figure
3.2a nous indique que la valeur critique correspondante est ¢ = 14. Ainsi, la
région de rejet est CT = [0,36] U [64,100] et I'hypothése nulle est dans ce cas
rejetée. La p-value pour ¢t = 66 quant a elle prend une valeur de :

La deuxieme égalité dans ’équation précédente utilise le fait que f (t; m ) est

p-value = mgn {P(t € Cr) tel que c(a) > 16}

1 & (100
= 55 > ( > ~1,790.107°
t=0 ¢

Pour finir, la figure 3.2b représente la fonction de puissance v, du test pour
différentes régions de rejet. Celle-ci étant symétrique par rapport a 'axe 6§ = %,
nous n’avons représenté que 1’ensemble [%, 1]. Cette figure illustre le fait que
réduire le risque d’erreur de type I augmente inévitablement le risque maximal
d’erreur de type II donné par 1 — infyce, 7.() soit 1 — a dans notre cas.
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FIGURE 3.2 — Evolution de la valeur critique ¢ en fonction de la taille du test a pour
différentes tailles d’échantillon m (a gauche) et fonction de puissance du test pour
plusieurs valeurs critiques ¢ (a droite).

Dans ’exemple que nous venons de voir, nous avons défini la statistique de test de
maniere heuristique. Il existe cependant plusieurs méthodes permettant de la définir de
maniére systématique et lui assurant plusieurs propriétés d’optimalité . L'une de ces
statistiques de test est le rapport de vraisemblance :

sup f(d|0)
66

sup f(d|0)
0€0q

R(d) = (3.38)

Malgré tout, il peut étre difficile de déterminer la distribution de ces tests et nous avons
recours dans ce cas a la distribution asymptotique, c’est-a-dire la distribution obtenue
lorsque m — oo, pour pouvoir calculer des p-values. L’une des applications de cette
approximation est dans la dérivation d’un test de qualité d’ajustement (goodness of fit
en anglais). Ce genre de test permet de vérifier si le modele paramétrique utilisé et
que nous avons jusqu’a présent choisi de maniere arbitraire, est en adéquation avec les
données d’observation. Le test classique pour une variable aléatoire discréte est celui

du x? introduit par Karl Pearson en 1900 (RAO ). Soit un ensemble d’observations
issu d’une loi catégorielle de parameétres @ = (61, ..., 0;), Uhypothése nulle testée est :
Hy:0; =p; €]0,1]. (3.39)

Etant donné m/[i] le nombre de fois ol le résultat i est observé, on peut obtient I'ex-
pression de la vraisemblance de I’échantillon :

mlj]
0;

k
f(d|@) = m! H (3.40)

- mg]!
grace a laquelle nous pouvons dériver ’expression du rapport de vraisemblances :
Smlj], (ml]
log R(d) =m Z —=log | — (3.41)
oom mp;

En utilisant alors un développement limité de z log(z/zg) en xy a I'ordre 2, on montre
que 2log R(d) ~ W (d) ou W est la statistique de test du x? :

wd) =3 (mfj] = mp;)” (3.42)

j=1 mpj

6. Voir le chapitre 10 de MITTELHAMMER, ( ) pour plus de détails.
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Ainsi, sous ’hypothese Hy, 21log(R(d)) et W(d) ont la méme distribution asymptotique
qui, comme démontré dans BENHAMOU et al. ( ), est une distribution y2. Lorsque
m est assez grand, nous pouvons donc utiliser cette approximation et calculer la p-value
d’un échantillon de données a I’aide de la fonction quantile :

p-value =1 — F2 (w) (3.43)

Un cas particulier de ce test et qui nous intéresse par la suite est celui du test d’indé-
pendance entre deux variables X; et X5 conditionnellement & une troisiéeme variable
X3. Dans ce cas, ’hypothese nulle est :

f(xll, 3, xé|0) = f(azé|9xé)f(x7i|xl3, Hwilwé)f(xé\xé, 9132-|x,3) (3.44)
pour laquelle le test 2 prend la forme suivante :

iod ol b 0. 0.
k1 ko ks (m[:cl,xz,a:?,]—maxéewxé&zé%)

Wid) =222 180

i=1j=11=1 zi|z

(3.45)

w3l

ou ki, ko et ks sont respectivement le nombre de valeurs que peuvent prendre les
A l A~ .

variables X7, Xo et X3 et 9“313 — m[xg}, 0

_ mfz},z] i _ mzpal)
- m et 9:5% 1’% - m
estimateurs ML de chaque parameétre. Cette formule s’étend facilement au cas ou 1’on

teste 'indépendance conditionnellement & un ensemble U de variables.

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, un test de qualité d’ajustement porte
sur la fonction de répartition F' de la variable et 'hypothese nulle s’écrit alors Hy : F' =
F)y. La distribution Fj sera en général la distribution uniforme U (0, 1) puisque le cas gé-
néral peut toujours étre ramené a celui-ci en utilisant la transformation U = F(X). Une
statistique de test est alors construite a partir de la fonction de répartition empirique
F, de I’échantillon et d’une métrique sur I'espace des distributions afin de la comparer
a Fy. La métrique la plus souvent utilisée dans ce cas est celle de Kolmogorov-Smirnov
(MASSEY Jr ). Pour ce qui est de construire un test d’indépendance conditionnelle
continue, nous repoussons la discussion jusqu’au chapitre 4 ou nous aurons introduit
la notion de copule qui généralise 'idée derriere la transformation U = F(X) au cas
multidimensionnel.

sont les

3.4.2 Approche bayésienne

Tout comme pour l'estimation paramétrique, ’approche bayésienne pour le test
d’hypothese est basée sur la densité a posteriori. A partir de celle-ci, un estimateur
bayésien ¢ de la fonction critique (équation 3.32) est dérivé en utilisant la fonction de
colit 0 — 1. L’estimateur a pour expression :

(3.46)

0 sinon

{1 si P( € ©g|d) > 3

Bien qu’il soit équivalent a la densité a posteriori de I’hypotheése nulle, I'utilisation du
facteur de Bayes est préférée :

Définition 3.4.3 (Facteur de Bayes). Le facteur de Bayes, défini comme le

rapport :
B @) = e 640

mesure effet des observations sur la probabilité relative entre I’hypothese Hy et
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I’hypothese Hi. Il n’est défini que lorsque les probabilités a priori des hypotheéses,
7(Hp) et w(Hy), sont non-nulles.

Si le facteur de Bayes est supérieur a 1 (resp. inférieur a 1) cela signifie que les
données d’observation font pencher en faveur de I’hypothese nulle (resp. 'hypothese
alternative). Dans le cas ou Bpi(d) = 1, les données ne permettent pas de décider
quelle hypothese est la plus crédible. N’étant défini que si w(H;) > 0, nous ne pouvons
donc utiliser de densité a priori continue dans le cas ou I'une des deux hypotheses
est simple. Dans le cas ou ces probabilités a priori sont égales, le facteur de Bayes se

réécrit :
_ Joo lO)TO) _ fo(d)
Jo, f(d|O)m(0)d0  fi(d)

ou f;(d) est la vraisemblance marginale sous I’hypothese H;.

B(d) (3.48)

Exemple 3.4.3. Reprenons ’exemple du lancer de piece dans le cadre bayésien.
Nous devons d’abord définir un a priori sur 'ensemble des parametres. L’hy-
potheése nulle étant simple, nous ne pouvons pas utiliser une densité continue
pour 6. Soit pg = w(f € Op) et soit g1(#) une densité sur ©1, nous définissons la
densité a priori comme :

m(0) = pole, () + (1 = po)gi()1e, (6) (3.49)

La probabilité a posteriori de I’hypothese Hy s’écrit alors comme :

f(d|6o)7(6o) l-p 1 |7
P(0 € ©g) = = |1+ 3.50
(6:€ o) Jo f(d]6)x(6)dd Po Boi(d) (3:50)
Le modele paramétrique étant une loi de Bernoulli, le facteur de Bayes a pour
expression :
fo(d)/ Po ) (m +1)!
o) =5 @/ T-p JEoe(1 — gym—kdg 27kl (m — k) (3:51)

ou k est le nombre de fois ou la piece est tombée sur face durant ’expérience.
En particulier, pour py = %, g1(0) =1, m =100 et k = 66, on obtient un facteur
de Bayes d’une valeur de 5.14 x 1078 : 'hypothese nulle est rejetée.

Un cas particulier de test d’hypothese est celui de la sélection de modéle, c’est-a-
dire le choix d’une densité de probabilité f pour les données d’observation. L’approche
bayésienne s’étend facilement au cas ou plus de deux modeéles sont en compétition :

M; : X ~ f(X‘el', Mi), 0,0, iel (3.52)

ou I est ’ensemble des indices. Comme nous avons une incertitude sur le modele, cela
se traduit par une densité a priori sur 'ensemble des modeles. Ajoutons qu'une densité
a priori sur les parametres de chaque modele doit étre en plus spécifiée rendant la tache
de trouver un a priori plus complexe. Cela pose donc des difficultés dans la recherche
d’a priori non-informatifs.

Afin de trouver le modele le plus adapté nous utilisons les facteurs de Bayes entre
deux modeles i et j :

= (3.53)
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ou f(d|M;) est la vraisemblance marginale du modele M; :
Fdn) = [ F(dlo. Mo)m(8|M;)d0 (3.54)
o

Les facteurs de Bayes étant transitifs, c’est-a-dire vérifiant la propriété B;; = B;By;,
nous pouvons comparer les modeles par paires afin de sélectionner le plus adapté aux
données d’observation.

Exemple 3.4.4 (Test d’indépendance). Dans le prochain chapitre nous allons
nous intéresser a la recherche d’indépendances entre variables. En terme de sé-
lection de modele, cela revient a fixer un modele pour la loi jointe et comparer le
cas ou la densité jointe se factorise (indépendance) a celui ou elle ne se factorise
pas (dépendance). Considérons ici le cas simple d’'un vecteur aléatoire discret X
dont les composantes X; et X5 sont des variables binaires et pour lesquelles nous
avons un échantillon d’observations d de taille m. Nous choisissons comme mo-
dele paramétrique pour la densité jointe une loi catégorielle et les deux modeles
correspondants s’écrivent alors :

Mo X ~ f(a], 2567) = f(a]|6¥0) f(ab6™) = 20002

My : X f(ad, 241690) = (] 040 f(ala], 07%) = 662

1
ou My correspond au cas ou X; et Xo sont indépendantes et My a celui ou elles
ne le sont pas. Nous notons 0M: Pensemble des parametres correspondant au
modele M;. Soit m[z], 2] le nombre de fois ot la configuration (27, z5) apparait
dans I’échantillon d’observations. La vraisemblance sous le modele M, s’écrit :
F(d|8°, Mp) = |:9M0:|m[x(1)] [0]\{0]7”[33%] {eﬂgo}m[wgl {91\{0]7“[96%} (3.55)
il Lo 0

Nous avons vu précédemment que la conjuguée de la loi catégorielle était la loi
de Dirichlet et choisissons pour cette raison la densité a priori :

m(0M0) = m(03°)m(65°) (3.56)

telle que 77(0%_0) Dirichlet(c 0) ou aé‘gfo = (a]\f)lo,o/v{o) Ainsi, nous pouvons

calculer la vraisemblance marginale pour le modéle Mo

diMp) = — - guo] "o’ o) M
f(d 0)—B( gg>/@M [xg} o] ¥
.Z’O OCMO mxl OCMO
/ mlz3]+ 20 [9]\{0} [z3]+ ol dO
aX2 T2
B(ax") B(ak? )

Moy

X
()(ﬁ\?)

i+

ou a%‘” = (m[z] + m[x ) En prenant comme densité a priori
wle):w(eX) LG (3.57)

ol W(GMl) = Dirichlet(a)]\?ll) et W(Hé\fll ;) = Dirichlet(c |J) avec a)]\?ll =

(a]\gl,oz ! et a X ‘ =1 i/‘gx{’ i\?z{)’ on dérive de la méme maniere la vrai-

semblance marglnale pour le modele M; :

Bl Blal 4 Bladl,.)
T = 2 e R

Xg\x? X2|ac1

(3.58)
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FIGURE 3.3 — Evolution du facteur de Bayes en fonction de m[z, 9] pour plusieurs

valeurs de m[z], 9] et pour m[zY] = 50.

Il reste encore a fixer la valeur des parametres des densités a prior: pour pouvoir
calculer la valeur du facteur de Bayes entre les deux modeles. Il existe plusieurs
possibilités qui seront discutées plus en détails dans le prochain chapitre et choi-
sissons ici de fixer ’ensemble des parametres a 1. Une question reste en suspend
jusqu’a présent : comment fixer les parametres des densités a priori. Le facteur
de Bayes s’écrit finalement :

(m[z9] + 1) (m[z]] + 1)! m[zJ]! m[z3]!
(m+1)! m[z], z9)'m[x], 23! m[zT, z3|im[z], zL]!
(3.59)
Sachant que m[z9, 2]+ m[z}, 23]+ m[z9, zd] + m[z}, 23] = m, le facteur de Bayes
est fonctions de 3 parametres indépendants. La figure 3.3 représente 1’évolution
du facteur de Bayes en fonction de m[z?, 29] pour plusieurs valeurs de m[z{, 23]
et pour m[z{] = 50. Nous voyons que dans ce cas le facteur de Bayes atteint une
valeur maximale Bo1(d) = 4.07 lorsque m[z9, 2] = m[x1,29] = 25. En effet, dans
ce cas les 4 configurations possibles sont toutes présentes en méme proportion ce
qui est une évidence forte pour I'indépendance entre ces variables. Nous verrons
dans le prochain chapitre comment généraliser cette analyse au cas général d’un

vecteur aléatoire discret de dimension n.

Boi(d) =

Dans I'exemple précédent, nous avons pu calculer les vraisemblances marginales
f(d|M;) de maniére analytique mais cela n’est pas toujours le cas. Pour ces raisons,
nous devons parfois avoir recours soit a des méthodes numériques pour calculer ces
intégrales, soit a des approximations. L’approximation la plus utilisée a cet effet est
I’approximation de Laplace (BUTLER ). Soit g une fonction réguliére possédant un
unique maximum en 8* € O et soit h une fonction réguliére positive sur @, on a alors :

T\ P/2
L 1O exp (mg(6)) 46 = h(6") exp (mg(6*)) (7 )

Hy(87) : +O(m™1),
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ol p est la dimension de © et ﬁg = —H, la matrice hessienne négative de g. La
vraisemblance marginale pour le modele M peut étre approximée en prenant hi(0) =
(0| M) et g1(8) = ;; log f(d|6, M) :

F(d|M) = f(d|f, M)(8]M)(27)"/? |7 ()| > + O(m™) (3.60)

ol @ est I'estimateur ML et [7(6) est la matrice de information de Fisher observée

évaluée en 0 : ) (o)
A 0% log f(d|0
0 =" 3.61
{‘7( )Lg 00;00; ’9:é ( )
Remarquons que nous aurions également pu choisir ho(0) = 1 et g2(0) = L log f(d|@, M) (0| M)
et obtenir :

f(d|M) = f(d|f, M)m(6]M)(27)"/?| T (6) + F-(6)| 2 +O(m™") (3.62)

ott O correspond a lestimateur MAP. Bien que cette approximation soit en général plus
précise que la premiere, elles s’accordent asymptotiquement. En effet, d’'une part nous
avons vu que dans ce cas les estimateurs ML et MAP étaient identiques. D’autre part,
nous pouvons voir que plus m est grand plus la fonction exp(mg(@)) est piquée autour
de 0 traduisant le fait que I(H) augmente avec m. Comme H, (9) ne dépend pas de
m, le premier terme ’emporte. Plus précisément, en utilisant la loi faible des grands
nombres on peut voir que :

L6, = - - Tloa (o) PLos JN0) 1, 7(g),

I m 06,00, _**Z 96;00; i (3.63)

ot Z(6) = —E[2 892 log f(X0)] est la matrice de I'information de Fisher attendue. Ainsi,
lorsque m est assez grand, nous avons :

log f(d|M) ~ log f(d|8, M) + log w(8| M) + Plog2m — Zlogm — 3 log ’I

(3.64)

En ne gardant que les termes dépendant de m dans la derniére expression, on définit
alors le score BIC (pour Bayesian Information Criterion)(SCHWARZ ) du modele
M

Sp1c(M; d) = log f(d|6, M) — T logm (3.65)

Le logarithme du facteur de Bayes peut alors étre approximé par la différence des scores
BIC des modeéles My et M.

F(d6™)  po—pr

log Bo1 ~ Sprc(Mo; d) — Spre(M; d) = log F(d|h) 5

logm

Les approximations qui sont présentées ici sont liées a ’approximation gaussienne de
la densité a posteriori. Pour plus de détails, le lecteur peut se reporter a la page 224
de BERGER ( ).

Exemple 3.4.5. Reprenons 'exemple précédent ot nous avons dérivé le facteur
de Bayes entre un modele My ou les deux variables X7 et X5 sont indépendantes
et un modeéle M; ou elles ne le sont pas. La log-vraisemblance pour le modele

7. Nous reprenons la nomenclature de EFRON et al. ( )
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My s’écrit :
log f(d|6™0, M) = (m[a:?] log 0 + m[z]]log Qw}) +
(m[:cg] log 6,0 + m[z3] log 0z%>
Quant a celle du modele M, elle s’écrit :
log f(d|0™, M) = (m[x?] log 6,0 + m[xi]log Ox%) +

(mle?, 28] 1og 0,91, + M2, 23] 10g 0,110 ) +
(mlet, 23] 10g 0,9),1 + mlzt, 23] log b,1,1)

La différence entre les log-vraisemblances s’exprime comme :

log £(10™)
f(dj6r)

I
2
)
b
8
2
=
o)
09

mlz)]

— (Hf(Xl) + Hy(Xo) — Hf(XI,XQ)) — I (Xi; X2)

ou f est la densité empirique définie a partir de la fréquence d’occurrence de
chaque configuration dans I’ensemble des observations :

Flah,of) = PELTE (3.66)

Finalement, le facteur de Bayes a pour expression :
1
Boi(d) = m? exp (—mI;(X1, X5)) + O(1) (3.67)

Cette approximation est d’autant plus fidele que le nombre d’observations est
grand.

D’autres approximations de la vraisemblance marginale ont été proposées telles que
les scores AIC (pour Akaike Information Criterion), NML (pour Normalized Mazimum
Likelihood), la déviance Bayésienne, etc. Celles-ci sont traitées par ROBERT ( ) et
une étude comparative de plusieurs d’entre elles peut étre trouvée dans CHICKERING
et HECKERMAN ( ).

Nous avons vu dans de ce chapitre les notions fondamentales de statistiques bayé-
siennes pour l'estimation de parametres et pour le test d’hypothése. Nous nous sommes
cependant limité au cas unidimensionel. Comme nous allons voir dans le prochain cha-
pitre, la complexité des modeéles augmente fortement avec la dimension. Les BNs, en
plus de permettre de réduire cette complexité permettent également une représentation
graphique des relations entre variables aléatoires du probleme.
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Nous avons introduit dans le chapitre précédent plusieurs méthodes de statistiques
bayésiennes. Bien que celles-ci n’aient pas de limitations théoriques vis a vis de la di-
mension du probléme, dans la pratique elles sont limitées a un nombre restreint de
variables aléatoires a cause d’'une trop grande complexité des calculs. Le modele des
réseaux bayésien, qui fait I’'objet de ce chapitre, utilise un ensemble d’hypotheéses d’indé-
pendances vérifiées par la distribution jointe du modele afin de réduire sa complexité.
Ces indépendances sont encodées au sein d’un graphe appelé la structure du réseau
bayésien qui confere une grande interprétabilité au modeéle et facilite donc les échanges
avec les experts du domaine auquel il est appliqué.

Ce chapitre s’ouvre avec un exemple introductif motivant I'utilisation d’hypotheses
d’indépendance pour simplifier un modele multivarié. Cet exemple est suivi par un
bref rappel de théorie des graphes fournissant les définitions de base nécessaires a
I'introduction des réseaux bayésiens qui conclut ce chapitre.

4.1 Exemple introductif

Prenons le cas simple d’un vecteur aléatoire X a n dimensions dont les composantes
X, sont des variables discretes de domaine ; = {0,1}. Le modele paramétrique par
défaut dans ce cas de figure est une loi catégorielle & d dimensions : f(x]|0) = O tel
que Y, O0x =1.

Commencgons par observer que cette paramétrisation de la densité est mal adaptée
pour l'incorporation d’information. En effet, dans le cas multivarié celle-ci est souvent
disponible sous la forme de probabilités conditionnelles plutét que sous la forme de
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probabilités jointes. Par exemple, un médecin sera plus a méme de donner la proba-
bilité qu’une femme développe un cancer du sein sachant qu’elle fume plutét que la
probabilité que cette personne fume et qu’elle développe un cancer. Pour cela, nous
pouvons reparamétrer la densité en utilisant la régle de chaine :

d
f(x6') = Hf(wz‘\xl,---,iﬁi—l,el) (4.1)
i=1

ou ' = (01"170:1:2|x17 R 70xd\x1,...,xd_1)'

Toutefois, le nombre de parametres indépendants associé a cette distribution, || =
24 _ 1, étant exponentiel par rapport & la dimension, le nombre d’estimation & mener
devient rapidement ingérable. A supposer que lon puisse quand méme faire ces esti-
mations dans un temps raisonnable, la plupart des parameétres estimés seraient nuls
ou auraient une trop grande variance par manque de données. Pour le voir, définissons
Omin = ming B4 < (2d — 1)*1 le parametre dont la valeur théorique est la plus faible.
Il faudra en moyenne 0;1% > 24 _ 1 observations pour que 1’événement associé Xin Se
réalise au moins une fois. Ainsi, non seulement le nombre de parametres est exponentiel
mais le nombre d’observations nécessaires I'est également.

Pour diminuer le nombre de parameétres, nous pouvons ajouter un certain nombre
d’hypotheses d’indépendance au modele qui vont contraindre les parametres. Supposons
que le modele vérifie les indépendances X; L {X;,..., X; o} | X;_1, dans ce cas la
densité jointe s’écrit comme ' :

d
F(x10) =[] f(wilai-1,0). (4.2)
i=1

o 0 = (0,010,502, ,)- La complexité du modele est alors réduite puisqu'il
contient maintenant |@| = 2d — 1 parametres : nous sommes passés d’une complexité
exponentielle & une complexité linéaire au prix d’hypotheses fortes. Nous avons fourni
ici ensemble des indépendances de facon ad hoc mais de la méme maniére que les
parametres elles peuvent étre données par un expert. Si par exemple nous connaissons
le résultat de la mammographie d’une patiente, I'information que cette derniére fume
devient superflue. Cependant, a mesure que le nombre de variables augmente il devient
de plus en plus difficile de déterminer ces indépendances avec exactitude. Pour une
meilleure visualisation, nous allons donc utiliser un graphe pour les encoder. Il n’est
pas rare cependant que ’ensemble des indépendances soit inconnu. Dans ce cas, nous
devons nous reposer sur les données pour apprendre le modéle d’indépendance. Comme
pour les parametres, cette incertitude va se traduire par une distribution de probabilité
sur ’ensemble des modeles. Cet ensemble étant trés grand, 'utilisation de graphes
va également nous permettre I'implémentation d’algorithmes efficaces. Ce sujet sera
abordé en détail lors du prochain chapitre.

Toutes ces observations sont a la base des réseaux bayésiens qui vont encoder une
densité jointe sous la forme d'un DAG et d’un ensemble de densités conditionnelles.
Nous allons voir que ce DAG représente a la fois un ensemble d’indépendances et la
factorisation d’une densité jointe. Enfin, notons que la structure graphique confére aux
réseaux bayésiens une interprétabilité qui peut faire défaut a d’autres modeles tels
que les réseaux de neurones. Pour ces raisons, nous introduisons dans la prochaine
section plusieurs notions de théorie des graphes qui serons utilisées pour la définition
des réseaux bayésiens.

1. Ce modele est équivalent a une chaine de Markov non-homogene.
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(a) Graphe vide (b) Graphe quelconque (¢) Graphe complet

FIGURE 4.1 — Le graphe vide, un graphe quelconque et le graphe complet pour ’en-
semble de noeuds V = {A, B,C, D, E}.

4.2 Notions de théorie des graphes

Les notions de théorie des graphes qui sont abordées dans cette section sont géné-
ralement connues du lecteur et servent principalement & introduire les notations que
nous allons utiliser par la suite. Pour une introduction plus exhaustive, le lecteur peut
se référer aux ouvrages suivants : BRETTO et al. ( ), DIESTEL ( ), BONDY et al.
( ) et BOLLOBAS ( ).

4.2.1 Graphes non-orientés

Soit V un ensemble fini et [V]* I’ensemble de ses parties & k éléments. Nous donnons
la définition de graphe non-orienté :

Définition 4.2.1 (Graphe non-orienté). Un graphe non-orienté (UG pour Un-
directed Graph) est un couple G = (V, E) ou V est un ensemble fini dont les
éléments sont appelés neuds du graphe et ot E C [V]? est un ensemble de
parties a deux éléments “ de V dont les éléments sont appelés liens du graphe.

a. Notre définition de I’ensemble des liens écarte les graphes contenant des boucles ou conte-
nant plusieurs liens différents entre deux mémes noeuds. Les graphes que nous considérons sont
appelés graphes simples.

La taille d'un graphe correspond au nombre de noeuds |V| qu’il contient. Les liens
{v1,v2} d’un graphe sont également notés vy —vs et vy et vy sont appelés les extrémités
du lien. Lorsque vy et vy sont les extrémités d’un méme lien ils sont dits voisins et
on note Ne (v) 'ensemble des voisins d'un noeud v donné. Le graphe ne contenant
aucun lien (E = ()) est appelé le graphe vide et le graphe contenant tous les liens
possibles (E = [V]?) le graphe complet. La représentation d’un graphe non-orienté se
fait en tragant un point pour chaque noeud et deux de ces points sont reliés par un trait
s’il existe un lien entre les deux nceuds correspondants. Plusieurs exemples de graphes
non-orientés sont donnés sur la figure 4.1. Pour un nombre de nceuds d = |V fixé, il
existe 24(4=1)/2 graphes non-orientés sans boucle : ce nombre est super-exponentiel par
rapport a la dimension du graphe (voir figure 4.3).

Un chemin de longueur ! entre deux nceuds vg et v; est une suite de noeuds
(vo,...,i,...,v;) telle que deux noeuds successifs sont voisins. Un chemin pour lequel
vy = v; est appelé un cycle.
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(a) Graphe quelconque (b) Graphe complet

FIGURE 4.2 — Un graphe orienté quelconque et un graphe orienté complet pour ’en-
semble de nceuds V = {A, B,C, D, E}.

4.2.2 Graphes orientés

Les graphes orientés rajoutent la notion d’orientation aux liens d’un graphe non-
orienté G = (V, E). Celle-ci est une fonction f& : E — V x V telle que pour un lien
{z,y} € E,on a fE({x,y}) = (z,y) ou fS({x,y}) = (y, ). Nous donnons & présent la
définition de graphe orienté.

Définition 4.2.2 (Graphe orienté). Un graphe orienté (DiG pour Directed
Graph) est un triplet G = (V, E, f,) ou V est 'ensemble des noeuds du graphe
et E C [V]? est 'ensemble des liens et f, est I'orientation des liens.

Dans la suite nous simplifierons parfois la définition d’un graphe orienté comme
étant un couple G = (V, A) ott A = f&(E) est un ensemble de couples d’éléments de V
qu’on appelle ares. L’ajout de 'orientation enrichit les définitions qui ont été données
pour les graphes non-orientés. Les arcs (vi,v2) d’un graphe sont également notés v; —
v9 et v1 et vo sont respectivement appelés extrémités initiale et finale de I'arc. Lorsque
v1 et v sont les extrémités initiale et finale d’un méme arc, v, est un parent de vg
et vo est un enfant de v;. L’ensemble des parents d’un nceud v dans le graphe G
est noté PaUG. La représentation d’un graphe orienté se fait en tracant un point pour
chaque nceud et deux de ces points sont reliés par une fleche s’il existe un arc entre les
deux noeuds correspondants. La base de la fleche est associée au noeud correspondant a
I’extrémité initiale de ’arc et la pointe de la fleche au nceud correspondant a I’extrémité
finale. Plusieurs exemples de graphes orientés sont donnés sur la figure 4.2.

Pour un nombre de noeuds d = |V| fixé, il existe 3%4=1/2 graphes orientés. Le
squelette d’un graphe orienté (V, E, f&) est le graphe non-orienté (V, E) obtenu en
ne tenant pas compte de l'orientation des arcs. Un chemin orienté de longueur !
entre deux nceuds vy et vy est une suite de nceuds (vo, ..., v;, ..., 1) telle que deux
noeuds successifs v; et v;41 sont respectivement parent et enfant I'un de P'autre. S’il
existe un chemin orienté partant d’un nceud w; vers un nceud vy alors ve est appelé
un descendant de v sinon il est appelé un non-descendant de v{. Pour un nceud v
donné, on note NDUG I'ensemble de ses non-descendants dans le graphe G 2. Un chemin
orienté pour lequel vy = v; est appelé un cycle orienté. Si un chemin ne tient pas
compte des orientations, on parle de chemin non-orienté.

2. Dans la suite, quand il ne peut y avoir de confusion possible sur le graphe utilisé, nous omettons
I’exposant pour les parents et les non-descendants d’un noeud afin de simplifier les notations.
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FIGURE 4.3 — Le nombre de graphes non-orientés (UG), orientés (DiG) et orientés
acycliques (DAG) possibles en fonction du nombre de nceuds est super-exponentiel.

Définition 4.2.3 (DAG). Un graphe orienté ne contenant pas de cycle orienté
est appelé graphe orienté acyclique ou DAG (pour Directed Acyclic Graph).

Le graphe de la figure 4.2a est un DAG tandis que celui de la figure 4.2b n’en est pas
un puisqu’il existe un cycle orienté B — C' — E — B. ROBINSON ( ) a démontré
que le nombre de DAG Ny pour un nombre de noeuds d donné vérifiait la relation de

récurrence suivante :
d

Ng=3) (1! <d> 2FI=RI Ny, (4.3)
k=1 k

L’évolution du nombre de graphes possibles en fonction du nombre de nceuds est re-
présentée sur la figure 4.3 pour chacune des catégories de graphes que nous avons vues
jusqu’a présent (UG, DiG et DAG).

Nous pouvons définir la fonction d’orientation f, sur un sous-ensemble de liens
E’ C E. Dans ce cas, certains liens posseédent une orientation alors que d’autres restent
non-orientés. On parle dans ce cas de graphe mixte. Une sous-catégorie de graphes
mixtes qui sera importante pour la représentation des classes d’équivalence de Markov
(voir 4.6) est celle des graphes acycliques partiellement dirigés :

Définition 4.2.4 (PDAG). Un graphe acyclique partiellement dirigé (PDAG)
est un graphe mixte ne contenant pas de cycles orientés.

Enfin, nous allons définir dans la prochaine section un concept d’indépendance
graphique appelé d-séparation faisant intervenir la notion de v-structure :

Définition 4.2.5 (V-structure). On appelle v-structure un triplet de nceuds
(X,Z,Y) tel que X — Z < Y et tel que X et Y ne soient pas voisins. Le nceud
Z forme ce que l'on appelle le sommet de la v-structure tandis que les noeuds X
et Y forment ce que 'on appelle la base de la v-structure.
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Les nceuds A, E et C' de la figure 4.2a forment une v-structure dont le sommet est
le nceud E. En revanche, bien que B soit un enfant commun de A et E, ces trois nceuds
ne forment pas une v-structure puisque A et E sont voisins.

4.3 Modele d’indépendance

Pour encoder les indépendances du modele au travers d’un graphe, nous devons
d’abord définir une notion d’indépendance graphique possédant les mémes propriétés
que I'indépendance probabiliste. Pour cette raison, PEARL et PAZ ( ) ont axiomatisé
ces propriétés en une structure appelée graphoide :

Définition 4.3.1 (Modele d’indépendance). Soit E un ensemble fini. Un modéle
d’indépendance I sur E est un ensemble de triplets (X, Z,Y) ou X, Y et Z sont
des sous-ensembles disjoints de E. Les éléments sont notés I(X, Z,Y) et X et YV
sont dits indépendants conditionnellement & Z.

Définition 4.3.2 (Graphoide). Un modéle d’indépendance I sur E est un gra-
phoide si pour tout sous-ensembles X, Y, Z, W de U les propriétés suivantes
sont vérifiées :

i) Indépendance triviale : I(X,Z, )
ii) Symétrie : [(X,Z,Y) <— I(Y,Z,X),
iii) Décomposition : [(X,Z,WUY) = I(X,Z,W) et I(X,Z,Y),
iv) Union : I(X,Z,WUY) = I(X,WUZ,Y),
v) Contraction : I[(X,Z,Y) et X, YUZ, W) = [(X,Z,WUY)
vi) Intersection : (X, WUZ,Y)et X, YUZ W) = [(X,Z,WUY).

Dans le cas ou la derniére propriété n’est pas vérifiée, on parle de semi-graphoide.

A partir de la définition d’indépendance conditionnelle vue dans la section 1.6.6,
on peut vérifier que ’ensemble des indépendances Z(Px) d’une distribution quelconque
posséde une structure de semi-graphoide. Si la distribution est en plus positive, Z(Px)
a une structure de graphoide. VERMA et al. ( ) ont montré que dans le cas des
DAGs, une bonne notion d’indépendance graphique est la d-séparation :

Définition 4.3.3 (Chemin actif). Soit G = (V,E) un DAG, U C V un sous-

ensemble de nceuds et soit v1 — - -+ — v un chemin dans G. Ce chemin est actif
étant donné U si tout noeud v le long du chemin vérifie 'une des conditions
suivantes :

i) v est le sommet d’une v-structure et soit v, soit un de ses descendants,
appartient a U,

ii) v n’est pas le sommet d’une v-structure et v ¢ U.

Dans le cas contraire, on dit que le chemin est bloqué.

Définition 4.3.4 (d-séparation). Soit G un DAG et soient X, Y et U trois
ensembles disjoints de noeuds de G. X et Y sont d-séparés par U, ce que 'on
note (X|U|Y), sil n’existe pas de chemin actif entre un nceud de X et un nceud
de Y étant donné U.
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FIGURE 4.4 — Les variables A et B sont d-séparées conditionnellement & ’ensemble
vide mais ne le sont pas conditionnellement a 1’ensemble {D}. De méme A et D sont d-
séparés par {B, C} mais ne le sont plus si B est supprimé de 1’ensemble conditionnant.

Exemple 4.3.1. Soit G le DAG de la figure 4.4. Si nous prenons U = (), nous
avons (A[0|B)q. En effet, le chemin A — C' — B est bloqué puisque C est le
sommet d’une v-structure et ni C ni un de ses descendants n’appartient a U. Si
en revanche U = {D}, le chemin A — C — B est actif car D est un descendant de
C. De méme, le chemin A—C'— D — E — B est actif puisque D est le sommet d’une
v-structure. Prenons X = {A}, Y = {D} et U = {C}. D’apres la condition i),
le chemin A — C — D est bloqué. Cependant, C' est le sommet d’une v-structure
et le chemin A — C — B — F — D est actif : A et D ne sont pas d-séparés par C.
Si le nceud B est ajouté a U, le chemin A — C — B — E — D est cette fois bloqué
et donc (A|{B,C}|D)g.

Etant donné un DAG G = (V, E') muni de la d-séparation, le modele d’indépendance
sur V associé :

I(G) = {(V1, V2, V) € P (V) [Vi N V; = 0, (V1| Vy[V2) ;) (4.4)

possede une structure de graphoide. Comme G détermine de fagon unique Z(G) via la
d-séparation, GG est aussi appelé modele d’indépendance par abus de terminologie.

4.4 I-map

La question est & présent de savoir si étant donné un ensemble d’indépendances
Z(Px), il existe toujours un DAG G = (X, E) tel que Z(G) = Z(Px). En effet, lorsque
nous allons déterminer les indépendances d’une distribution & partir d’'un ensemble
d’observations, nous voulons pouvoir toutes les encoder au sein du graphe que 'on va
construire. Comme le montre I’exemple suivant, ce n’est pas toujours le cas :

Exemple 4.4.1. Soit X = (A, B, C, D) un vecteur aléatoire et soit Px sa distri-
bution vérifiant AL B|{C, D} et C AL D|{A, B}. Supposons qu’il existe un mo-
dele d’indépendance G qui vérifie ces indépendances. Dans ce cas, il ne contient
pas d’arc entre A et B ni entre C' et D. Pour pouvoir encoder la premiere indé-
pendance dans le graphe, ni C' ni D ne doit étre le sommet d’une v-structure.
Cela laisse donc le choix entre les deux structures de la figure 4.5. Ainsi, A ou
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FIGURE 4.5 — Pour encoder I'indépendance A Il B|{C, D} en utilisant la d-séparation,
la création d’une v-structure en A ou B est inévitable.

B est contraint d’étre le sommet d’une v-structure puisque nous ne pouvons pas
avoir de cycle orienté. Ceci est en contradiction avec la deuxieme indépendance
et par conséquent il n’existe pas de DAG associé vérifiant simultanément ces
indépendances.

Comme par la suite nous allons uniquement nous servir du graphe pour déduire les
indépendances vérifiées par la distribution, nous voulons qu’a défaut d’étre un P-map
le graphe encode un ensemble d’indépendances effectivement présentes dans Z(Px).

Définition 4.4.1 (I-map, D-map et P-map). Soit Px une distribution et soit
Z(Px) l'ensemble de ses indépendances. Un DAG G = (X, E) est un :

— I-map (pour independence map) de Px si Z(G) C Z(Px),
— D-map (pour dependence map) de Px si Z(G) 2 Z(Px),
— P-map (pour perfect map) de Px si Z(G) = Z(Px).

Lorsque la suppression (resp. 'ajout) d’un arc quelconque fait perdre sa propriété
d’I-map ou (resp. D-map) au graphe G, il est qualifié d’I-map (resp. D-map)
minimal.

Un DAG complet G, étant un I-map pour n’importe quelle distribution puisque
Z(G.) = 0, il existe toujours un I-map minimal associé & une distribution.

4.5 Réseau bayésien

Définition 4.5.1 (Structure d’un réseau bayésien). Un DAG G est la structure
d’un réseau bayésien pour une distribution Px si c’est un I-map.

Etant donnée une distribution et un DAG, on peut vérifier si ce dernier est un I-map
minimal en utilisant le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.1 (PEARL ( )). Soit Px une distribution et soit G un DAG.
G est un I-map de Px si et seulement si

C’est ce que l'on appelle la propriété de Markov locale.
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f(z1) e @ f(za|z1,23)
f(z2]z1) e @ f(zs|z2)

FI1GURE 4.6 — Exemple d’une structure de réseau bayésien et de sa paramétrisation.

Dans la suite, nous condenserons les notations NDyx, et Pax, en ND; et Pa;. La
structure d’un réseau bayésien étant un I-map minimal pour une distribution, elle vérifie
par conséquent la condition de Markov. Ces indépendances permettent de montrer que
la distribution se factorise selon la structure du réseau bayésien (KOLLER et al. ) :

Définition 4.5.2 (Factorisation sur G). Soit G une structure de réseau bayésien
sur X. Une distribution Px se factorise sur G si sa densité peut s’écrire :

d
f(x]0) = H f(zilpa,, GXi|Pai) (4.6)
i=1
Théoréme 4.5.2 (GEIGER et PEARL ( )). Si G est une structure de réseau

bayésien pour une distribution Px cette derniere se factorise sur G.

Inversement, la factorisation d’une distribution sur un graphe est une condition
suffisante pour que le graphe soit un I-map de la distribution :

Théoréme 4.5.3 (GEIGER et PEARL ( )). Soit G = (X, E) un DAG et soit
Px une distribution. Si Px se factorise sur G alors ce dernier est une structure
de réseau bayésien pour la distribution.

Ces deux derniers théoremes sont importants puisqu’ils nous permettent de para-
métrer la densité jointe comme un ensemble de d densités conditionnelles locales aux
variables et & leurs parents. Ceci nous meéne naturellement a la définition d’un réseau
bayésien :

Définition 4.5.3 (Réseau bayésien). Un réseau bayésien est une paire B =
(G,Px) ou G est une structure de réseau bayésien pour Px qui se décompose
alors sur G :

d
f(x(6) =[] f(zilpa;,0) (4.7)
i=1

Dans ce contexte, I’équation précédente est appelée regle de chalne pour les
réseaux bayésiens. La distribution Px est spécifiée par les densités conditionnelles
f(z;|pa;, @) qui sont associées au noceud X; dans le graphe.

Nous donnons a présent les deux modeles de réseaux bayésiens classiques pour le cas
de variables aléatoires toutes discretes et le cas de variables aléatoires toutes continues.

Exzemple 4.5.1 (Réseau bayésien multinomial (MBN)). Un réseau bayésien
multinomial (MBN) est un réseau bayésien dont les densités conditionnelles sont
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des distributions catégorielles. Soit la structure représentée sur la figure 4.6.
Chaque densité conditionnelle définit un tenseur ou chaque ligne représente les
parametres O, |pa, dont la somme doit étre 1 :

0.7 0.3 04 0.6
0x, = (0.1 09) 9XﬂX1::<02 as) 9XﬂX2::(05 05)

0.6 0.4 0.9 0.1
Oxix128 = {08 0.2 Oxixiat = {03 07

Exemple 4.5.2 (Réseau bayésien gaussien (GBN)). Un réseau bayésien gaus-
sien (GBN) est un réseau bayésien dont les densités conditionnelles sont des
distributions gaussiennes linéaires définies comme :

f(zilpa;, Ox,pa;) = N (961'; pi + b} pay, 1/1:) (4.8)

ot b = (by,...,b) est un vecteur de parametres et Oy, pa, = {,ul-, b;fr,yi}. Un
GBN de parameétres (u/,b,v) est équivalent & une distribution gaussienne mul-
tivariée de parametres (p,3) (KOLLER et al. ). La transformation pour
passer d’une paramétrisation a une autre est donnée par p = p’ et la relation de
récurrence suivante (SHACHTER et al. )

T
>+ bit1b; 4 bit1

Yo=wv1; Yip1 = bis fa (4.9)
T Vin Vit1

4.6 Equivalence de Markov

Maintenant que nous avons introduit les réseaux bayésiens, revenons a une remarque
que nous avons fait plus haut. Nous avons dit qu’il existe toujours un I-map pour
une distribution quelconque qui est le DAG complet G.. Or il existe autant de DAGs
complets de taille d qu’il existe de permutations de d objets, soit d!. Cela veut donc
dire qu’il existe plusieurs DAGs encodant les mémes indépendances. Cette observation
ne s’arréte pas a ce cas particulier puisque dans le cas simple ou Z(Px) = {A 1L C|B}
les DAGs A - B - C, A+ B — C, A<+ B+ (C sont tous des I-map et ne sont
pourtant pas complets. Nous définissons alors la relation d’équivalence suivante :

Définition 4.6.1 (Markov équivalence). Soit G; et G deux DAGs. Ils sont dits
Markov équivalents si Z(G1) = Z(G2).

L’ensemble des DAGs étant a présent muni d’une relation d’équivalence, nous pou-
vons définir des classes d’équivalence. Soit class (G) la classe d’équivalence de Markov
de G, on dit qu’'un arc est contraint s’il a la méme orientation pour tout DAG G’ ap-
partenant a class (G). Dans le cas contraire, il est dit réversible. VERMA et al. ( )
ont démontré le théoréme suivant :

Théoréeme 4.6.1 (VERMA et al. ( )). Deux DAGs G et G2 sont Markov
équivalents si et seulement si ils ont le méme squelette et les mémes v-structures.
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v ¥ )
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0 0 22
O——~ () © 0—©

;

(a) DAG 1 CPDAG (c) DAG 2

FIGURE 4.7 — Les deux DAGs sont équivalents et leur classe d’équivalence est repré-
sentée par I'unique CPDAG correspondant. X — Z < Y forme une v-structure et par
conséquent les arcs X — Z et Y — Z sont contraints. De méme, les arcs Z — R et
Z — S sont contraints puisque si 'un de ces arcs est inversé une nouvelle v-structure
est créée aboutissant a une nouvelle indépendance. Enfin, les arcs W — X et R — S
sont quant a eux réversibles et correspondent donc a des liens dans le CPDAG.

Par conséquent, tout arc participant a une v-structure est contraint. La réciproque
n’est pas vraie puisque 'arc Z — R de la figure 4.7a est contraint mais n’appartient
pas a une v-structure. Le PDAG complété (CPDAG) ou encore graphe essentiel est
le PDAG dont les arcs correspondent a ’ensemble des arcs contraints entre les DAGs
d’une méme classe et dont les liens correspondent aux arcs réversibles. Il existe un
unique CPDAG par classe d’équivalence, c¢’est-a-dire que deux DAGs de la méme classe
ont le méme CPDAG. La figure 4.7 résume les notions que nous venons d’aborder.
L’existence de classes d’équivalences et leur représentation sera importante lorsque
nous nous intéresserons a ’apprentissage par contraintes.

Nous venons d’introduire le modele des réseaux bayésiens qui encode une distri-
bution jointe de maniére compacte via sa factorisation sur un graphe. Ce graphe est
I’élément central du modele puisqu’il permet non seulement la factorisation de la dis-
tribution jointe mais aussi la lecture des indépendances qu’elle vérifie. Dans le prochain
chapitre nous allons voir qu’il permet en plus 'implémentation de méthodes efficaces
pour l'apprentissage des indépendances de la distribution. Ces méthodes d’apprentis-
sage vont se diviser en deux grandes catégories en fonction du type de méthode utilisé.
En effet, dans le chapitre précédent nous avons introduit des méthodes de test d’hypo-
these a la fois dans le cadre fréquentiste et bayésien. Dans le premier cas les tests sont
binaires et ne permettent pas de tester plusieurs modeles a la fois. Pour cela, plusieurs
tests vont étre menés successivement et de maniére a rendre la recherche efficace : on
parle dans ce cas de méthodes par contraintes. Dans le cadre bayésien en revanche, nous
avons vu que cette méthode s’étendait facilement & plusieurs modeles en paralléle au
travers des facteurs de Bayes. Cependant, ’espace de recherche étant trop large pour
pouvoir trouver un maximum global, nous devrons avoir recours a des heuristiques : on
parle dans ce cas de méthodes de scores.
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Nous présentons maintenant ’application des méthodes d’inférence statistique vues
dans le chapitre 3. Tout d’abord, notons que le vocabulaire change quelque peu dans
ce cadre puisqu’on parle d’apprentissage plutot que d’inférence, ce dernier terme étant
réservé a ce qui est appelé prédiction en statistique '. Bien que cet aspect prédictif peut
justifier a lui seul l'intérét des réseaux bayésiens, il n’est pas abordé dans cette these
qui se focalise uniquement sur la construction du modele et non sur son application.
Le lecteur intéressé peut toutefois se référer a la littérature classique sur les réseaux
bayésiens (PEARL ; KOLLER et al. ; DARWICHE ; NEAPOLITAN )
pour une introduction. Fondamentalement, 'application de ces techniques ne change
pas mais la propriété de factorisation de la densité jointe permet de décomposer le
probleme en plusieurs sous-problémes de moindre complexité qui restent malgré tout
NP-difficile (CHICKERING )

Nous commencgons par supposer que la structure du réseau bayésien est connue et
présentons ’apprentissage des parametres dans les réseaux bayésiens. Nous allons voir
en particulier que la factorisation de la densité jointe implique la factorisation de la
vraisemblance. Nous relacherons ensuite 'hypothése de la connaissance de la structure
du réseau bayésien et verrons les méthodes existantes pour pouvoir la construire a partir
d’un échantillon de donnée. Nous supposerons que cet échantillon est 4.7.d et complet,
c’est-a-dire qu’aucune donnée n’est manquante et qu’il n’existe pas de variables cachées.

1. Ce changement de terminologie s’explique du fait que les réseaux bayésiens prennent leur origine
dans le domaine de l'intelligence artificielle.
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5.1 Apprentissage des parametres

Nous commencons par rappeler les notations utilisées pour les parametres du BN :
0 représente l'ensemble de ses parametres et Oy, pa, 'ensemble des parametres de la
densité conditionnelle associée & la variable X;. Dans la suite, nous faisons 'hypothese
que chaque densité conditionnelle est paramétrée avec des parametres O, pa, qui sont
indépendants entre eux ”.

Exemple 5.1.1. Dans le cas de deux variables aléatoires discrétes binaires dont
la structure est X7 — X5 (cas de '’hypothése H; dans 'exemple 3.4.4) nous
avons 6 parametres 8 = (Ox, = (93‘6(1),0/:5%),0)(2‘76(1) = (9$8|$?,9x%|x9),0X2‘z% =
(04941, 0,1)51)) dont seulement 3 sont indépendants puisque 0,0 + 60,1 = 0,0/,0 +

Bl — Yea ks + eatém% = 1.

Montrons a présent que la factorisation de la densité jointe entraine la factorisation
de la vraisemblance :

f(de,G) = 1] rxl116.G) =TT | I1 f(=ilillpals), Ox;/pa,)
J=1 i=1 \j=1
= ﬁ in\Paz' (di‘eXi\pai) (5.1)

=1

ou d; (d$ lorsque c’est nécessaire) est la restriction de 1’échantillon d aux variables
XiUPa; et olt fx,|pa,(di|0x,pa,) est la vraisemblance locale associée a la variable X;.
De la méme maniere, la densité a posteriori peut se factoriser sur la structure du BN
mais pour cela il doit en étre de méme pour la densité a priori. On dit dans ce cas que
la densité a priori vérifie la propriété d’indépendance globale des parametres :

Définition 5.1.1 (Indépendance globale des parametres). Soit B = (G, 80) un
BN avec 6 = (0x,|pa,; - - 0x,|Pa,)- Un a priori 7 sur les parametres vérifie la
propriété d’indépendance globale des parametres si :

() = Hm(@xi|pai). (5.2)
i=1

Ainsi, sous 'hypothéese de I'indépendance globale des parametres, la distribution a
posteriori se factorise également sur la structure du BN :

£, G)r(o)G) _ 1L Sxpa(dlOxiipn) T miOxippa)

p(0]d,G) = 7
7(dG) M1 fcjpa ()

= H Pi(aximai’di)
i=1

La recherche d’un estimateur bayésien pour 8 peut alors se faire en trouvant de maniere
indépendante un estimateur pour chaque Oy, pa, a partir des densités a posteriori p;.
Pour cela, nous devons néanmoins définir une densité a priori pour chaque groupe de
parametres Ox, pa, ce qui peut étre fastidieux si le nombre de parametres est grand.

2. Cette hypotheése peut toutefois étre relachée comme le montre la section 17.5 de KOLLER et al.

(2009).
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Pour simplifier cette tache, nous pouvons prendre des a priori uniformes ce qui, comme
nous ’avons vu dans le chapitre 3, revient a utiliser la méthode du maximum de vrai-
semblance. Une autre solution est d’utiliser des a prior: conjugués mais dans ce cas,
la valeur des parametres reste a déterminer. Dans le cas des MBNs, rappelons que
la loi conjuguée de Ox,pa, est la loi de Dirichlet de parametres ax, pa, (sous-section
1.6.4). 1l existe plusieurs maniéres de fixer ces parametres qui aboutissent a plusieurs
a priori classiques. La plus triviale est de fixer tous les parametres égaux a une méme
constante c. Le cas O yi|pak = 1 correspond a ce que I'on appelle I'a priori K2 (COOPER

et HERSKOVITS ). Nous allons cependant voir dans la prochaine section que cet
a priori ne nous permet pas d’obtenir un score structurel équivalent (définition 5.2.1)
et pour cette raison, I’a priori BDe (pour Bayesian Dirichlet equivalent, (HECKERMAN
et al. )) lui est parfois préféré pour I'apprentissage de la structure. Ce dernier
repose sur la notion d’échantillon d’observation virtuel d’ que nous avions mentionné
lors de I'exemple 3.3.1 : le parameétre O | pak peut étre vu comme le nombre de fois,

noté a[mg, pa¥], ou la configuration (mf, pa¥) apparait dans d’. Plutot que d’utiliser le
nombre d’occurrence, on peut utiliser la taille de 1’échantillon virtuel o et la densité
virtuelle f'(x;, pa;) définie comme la fréquence d’occurrence de chaque configuration
dans d'. Ainsi si on définit une densité virtuelle f’ les paramétres sont définis comme

ax{\pa? = af,(xzv paf) (53)

Dans le cas ol la densité f’ est uniforme, c’est-a-dire lorsque :

; 1
f'(z! pak) = ————— 5.4
(P2 = o [[Opa | o4
les i |pak prennent la méme valeur quelques soient j et k et on parle d’a priori BDeu

(pour Bayesian Dirichlet equivalent uniform, (BUNTINE ))-

Exemple 5.1.2. Le probleme pouvant étre décomposé, il nous suffit d’appliquer
les formules dérivées dans le chapitre précédent pour chaque parametre. Dans le
cas des MBNSs, nous utilisons les résultats de ’exemple 3.3.1 et nous avons :

k l
pML w 55
“tipat = " [pal] )

pour l'estimateur ML et

m[:cf, pa%] + aa:ﬂpag

L2 .
k I —
z?|pal l
i Ipa; m[pa;]| + Tyt
ko1 _
éMAP . m[xz ) paz’] + awﬂpaﬁ 1
¥ pat

®X1“Pai

m[paﬂ + O‘paﬁ -

pour les estimateurs bayésiens moyens et MAP avec un a priori de Dirichlet. I1
suffit ensuite d’injecter les valeurs des parametres selon le type d’a priori utilisé.
Dans le cas des GBNs que nous avons présentés plus tot, les parametres peuvent
étre appris en utilisant 'estimateur de maximum de vraisemblance (voir 3.3.2)
ou bien en utilisant I’équivalence entre GBNs et distributions gaussiennes mul-
tivariées et en utilisant par exemple un a priori Normal-Inverse-Wishart.
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5.2 Apprentissage de la structure

Nous nous plagons a présent dans le cas ou la structure du BN n’est pas connue
et nous intéressons aux méthodes permettant sa reconstruction a partir des données.
Ces méthodes reposent sur le test d’hypotheses et plus particulierement sur la sélection
de modele. Elles se divisent en deux grandes catégories : les méthodes basées sur une
fonction de score et les méthodes basées sur des contraintes. Les premiéres reposent sur
une approche bayésienne permettant la comparaison simultanée de plusieurs modeéles et
sur une recherche locale dans ’espace des DAGs tandis que les deuxiémes reposent en
général sur I’approche classique du test d’hypotheéses pour la recherche d’'un CPDAG.
Nous présentons dans cette section plusieurs méthodes classiques d’apprentissage des
réseaux bayésiens qui seront plus tard étendues aux réseaux bayésiens a base de copules
qui font ’objet du prochain chapitre.

5.2.1 Apprentissage basé sur une fonction de score

L’apprentissage avec fonction de score consiste a appliquer les méthodes de la section
3.4.2 au contexte des BNs. En particulier, nous avions vu avec ’exemple 3.4.4 comment
tester 'indépendance entre deux variables via la factorisation de la densité jointe. De
la méme maniére, nous pouvons utiliser la factorisation d’une densité induite par la
structure d’'un BN pour comparer plusieurs structures candidates et sélectionner la
plus adaptée aux données.

5.2.1.1 Score bayésien

Pour cela, nous n’utilisons pas directement les facteurs de Bayes mais le score bayé-
sien d’une structure G,

Sp(G;d) =log f(d|G) + log P(G), (5.6)

qui est, a une constante pres, le logarithme de P(G|d). L'utilisation d’autres scores
est possible, comme le score BIC, lorsque la vraisemblance marginale ne possede pas
d’expression analytique.

Ezxzemple 5.2.1 (Score bayésien pour un MBN). Soit X un vecteur aléatoire
discret de dimension n et dont les composantes X; prennent leurs valeurs dans
Qx,. Dans le cas ou sa densité jointe est modélisée par un MBN, la vraisemblance
d’un ensemble de réalisations d s’écrit :

n

£(@l6%,@) = [T | TT £adillpailil, 0x,ea,)
i=1 \j=1

-I0 I | IT oy

Dans le cas des MBNs les parametres 6 i sont indépendants pour différentes

Xilpa
valeurs de paf ce qui nous permet une décomposition supplémentaire du pro-
bleme. Pour cela, nous devons faire I’hypothése qu’en plus de vérifier la propriété
de décomposition globale, la densité a priori vérifie la propriété de décomposition
locale :

Tr(eXi|Pai) = H ﬂ-(eXi\paf) (57)

pag eQPai
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En choisissant alors des densités a priori selon une loi de Dirichlet (cf. 1.6.4.3),

1

T(0y 1pai) = [9k jrmﬁlpa?_l (5.8)
o)~ B )yl

la vraisemblance marginale pour la structure G a pour expression

f(dIG) = /e £(d|8, G)x(8]G)d8

n 1 m[xz,p l]+ k|pa-7_1
I T 55—/ I G 40, pat

1=1 PaieﬂPai X’i'pai ) Xi\pa‘g a)feﬂxl

ol o/ I;('Ipa’- = [ z;, pa; ] +« T . Finalement, le score bayésien pour un MBN
avec des densités provenant de la 101 de Dirichlet, appelé score BD (pour Bayesian

Dirichlet) s’écrit
5(Gi;d) Z Z (log B(a’Xi|paé) — log B(aXilpaf)) : (5.9)
i= lpaZEQPai

L’écriture classique est retrouvée en injectant la relation entre fonction béta et
fonction gamma (cf. équation 1.29).

Certains DAG étant équivalents, une propriété souhaitable pour la fonction de score
est que celle-ci prenne la méme valeur pour de tels graphes :

Définition 5.2.1 (Equivalence). Une fonction de score S vérifie la propriété
d’équivalence si elle prend la méme valeur pour deux graphes appartenant a la
méme classe d’équivalence.

Comme nous ’avons vu plus haut, pour que le score bayésien possede cette propriété,
les densités a priori m; (0 X,|Pa; |G) et plus précisément leurs parameétres, doivent vérifier
certaines contraintes. Le score BIC, quant a lui, néglige les effets des a priori et vérifie
donc la propriété d’équivalence.

Exemple 5.2.2. Dans ’exemple précédent, nous avions laissé la valeur des para-
metres des densités a priori indéterminée. Nous avons vu précédemment qu’'une
solution était 1'utilisation de I’a priori K2, fixant tous les parametres a 1. Soient
X7 et X5 deux variables binaires et soient G : X7 — X5 et G : Xo — X7 deux
structures équivalentes. On voit avec ce cas simple que 'a priori K2 ne confere
pas la propriété d’équivalence au score bayésien puisque :

m[z0)!'m[zl]! m[z9,29]lm[z0, 21! m[zl 29)im[z],21]!
. f(d|G1) — [(;l+1[)'1] [ (1m[231 ]+[1§ 3! m| zm[ii]llil 3] ’
m[z9)'m[zl]! m[x9,29]lm [z, 20! m[z0,zl]!m [zl 2d]!
. J(diGs) = Pl stz o et el )
au contraire de 1'a priori BDe * (HECKERMAN et al. )
[(e) [(m2?,29]+%) D(m[2?,25]+5) D(mfz1,29]+5) D(mz1 23]+ 5)
s SEIG) = i T R T N
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[(a) T(m[z?28]+§) L(mlzi,afl+G) D(m[z},z3]+ ) D(mlzi,zs]+5)
+ fEIC) = e N T T

Dans le cas des GBNs, GEIGER et HECKERMAN ( ) ont dérivé le score BGe
(pour Bayesian Gaussian equivalent) possédant la propriété d’équivalence.

a. Pour simplifier nous prenons I’a priori BDeu vu plus haut.

5.2.1.2 Méthode de recherche locale

Rechercher lestimateur MAP revient a maximiser le score bayésien sur 1’ensemble
des DAGs. Rappelons cependant que la taille de cet ensemble est super-exponentielle
par rapport au nombre de variables n sur lesquelles les DAGs sont définis (Figure 4.3). 1l
est donc en général difficile de trouver un maximum global et nous avons alors recours a
la méthode de recherche locale du Hill-Climbing ®. Certains des minima locaux peuvent
étre évités en réalisant plusieurs itérations de 'algorithme avec différentes conditions
initiales ou bien en utilisant des méta-heuristiques comme celles de la recherche TABU
(GLOVER et al. ) ou du recuit-simulé (KIRKPATRICK et al. ).

La définition d’une recherche locale se fait par la donnée de :

e un ensemble d’états P,

e une fonction de score S,

e un état initial ¢q

e un ensemble d’opérateurs O permettant d’obtenir les voisins d’un état.

Partant de I’état initial, ses voisins sont obtenus par application des opérateurs de O
et leur score est calculé. Si certains voisins ont un score plus élevé que 1’état initial,
celui dont le score est maximal est sélectionné et la procédure est réitérée jusqu’a que le
score ne puisse plus étre amélioré. De cette maniére, nous obtenons un maximum mais
sans garantie que ce dernier soit global. Les principales différences entre les méthodes
que nous avons citées résident dans leurs stratégies pour éviter d’étre piégées au niveau
d’un plateau ou d’'un maximum local. La méthode générique que nous venons de décrire
est résumée par ’algorithme 1.

Dans notre cas, ’espace des états est ’ensemble des DAGs sur X et la fonction de
score est le score bayésien. En général, 1’état initial est le graphe vide ou bien un DAG
choisi aléatoirement. Enfin pour ce qui est du voisinage d’'un DAG, il est obtenu en
ajoutant, supprimant ou retournant un arc sous la contrainte que le graphe obtenu soit
acyclique. Bien qu’en partant du graphe vide seul I'ajout d’un arc semble pertinent,
la suppression et le retournement d’un arc permettent d’éviter certains des maxima
locaux (KOLLER et al. , chapitre 18).

Cette méthode étant heuristique, on ne peut pas avoir un estimation exacte de
sa complexité. Nous pouvons toutefois faire une estimation grossiere de la complexité
d’une itération. Pour chacune de ces étapes, nous devons appliquer O(n?) opérateurs
pour trouver le voisinage du graphe considéré. Pour chaque voisin, nous devons vérifier
qu’il est acyclique, O(ngq), et calculer les statistiques suffisantes O(m). La complexité
d’une étape est donc O(n%(ng + m)). Ainsi, on voit que ces algorithmes vont évaluer
un grand nombre de fois la fonction de score sur des graphes qui sont proches. Cette
complexité est grandement réduite si la fonction de score est décomposable :

3. Notons toutefois qu’il existe des méthodes de recherche exactes permettant ’apprentissage de
structures pouvant contenir jusqu’a 100 variables (BARTLETT et al. ; TROSSER et al. ).
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Algorithm 1: Recherche locale

Input: ® un ensemble d’états, ¢o un état initial , S une fonction de score, O un ensemble
d’opérateurs
Result: Maximum ¢*
1 (;5* < ¢0
2 Progress < True
3 while Progress do

4 ¢+ 9"

5 Progress < False

6 forall 0 € O do

7 ¢’ = o(¢)

8 if ¢’ € ® then

9 if S(¢') > S(¢*) then
10 oF +— ¢

11 Progress <— True
12 end
13 end
14 end
15 end

Définition 5.2.2 (Décomposabilité). Une fonction de score S est décomposable
si elle peut s’écrire comme la somme de fonctions de score locales s; portant sur
chaque nceud et ses parents dans le graphe G :

S(G;d) = si(X;, Pag; d). (5.10)
i=1

En effet, le score d’'un voisin G’ n’a plus besoin d’étre calculé sur I'entiereté du
graphe mais seulement sur les familles, c¢’est-a-dire les couples (X;,Pa;), qui ont été
modifiées par I'application de 'opérateur. Il suffit alors de calculer la variation du score
associée a cette modification :

AS, = S(@';d) — 8(G; d)
> [si(Xi, Paf’; d) - si( Xy, Paf; d)|
=1

.

= > {si(Xi, Pal:d) — s;(X;,Pa’; d)}
iPal#Pal’

Dans la derniére expression mais aussi avec les notations utilisées jusqu’ici, nous avons

fait I’hypothese implicite que la valeur des parametres ne dépendait que de la structure
3 N . _ . G o G/

du graphe, c’est-a-dire que 6 X,[Pal = 0 X.[Pa¢” St Pa; =Pa; .

Définition 5.2.3 (Modularité des parameétres). Soient (G,G’) un couple quel-
conque de DAG sur X. Si la variable X; a les méme parents dans les deux
structures, Paf = Pa{", alors :

T(Ox,jpag) = (05, pag’) .11

Pour les trois opérations utilisées, cette somme se réduit & un terme pour ’addition
et la suppression d’un arc et a deux termes pour le retournement d’un arc :
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Proposition 5.2.1. Soient G et G’ = o(G) deux DAGs et soit S une fonction
de score décomposable.

 Si o correspond a l'ajout de 'arc X; — X, alors

AS, = sj(X;,Pa§ U{X;};d) — s;(X;,Paf;d) (5.12)
 Si o correspond a la suppression de 'arc X; — X, alors

AS, = s;(X;,Pa§ \ {X;};d) — 5;(X;,Pa¥; d) (5.13)
 Si o correspond au retournement de I'arc X; — X, alors

AS, =s;(X;,Paf U{X;};d) + s;(X;,Pa§ \ {X;};d)
— si(X;, PaZG; d) — s;( Xy, PaJG; d)

Notons au passage que si, comme ce sera le cas par la suite, I’a priori sur les
structures est uniforme , la différence de score entre deux graphes G; et G correspond
au logarithme de leur facteur de Bayes :

ASZ']' = SB(G]'; d) — S(Gl,d) = logBji(d).

Exemple 5.2.3 (Décomposition du score BIC). Pour rappel, le score BIC est
composé de deux parties. La premiere est la log-vraisemblance évaluée en son
maximum 6 et la deuxieme est une pénalité en terme de complexité du modele.
Nous avons déja vu que la vraisemblance se décomposait sur la structure mais
dans le cas d’'un MBN, nous pouvons exprimer celle-ci en fonction de 'informa-
tion mutuelle empirique :

n
log f(d|0’ G) = Z Z Z m[l‘f, paﬂ log Hazﬂpaé

n
=2 > mlsk. pal] log T PR
%

=1 paﬁerai zheQx.

k3 k3

=mY. Y | X faf pal)log f(af|pal)

=1 paﬁEQpai xfeQXi

=m (zn: 14(X;; Pay’) — zn: Hf(Xi)> .

i=1 =1

ou nous avons utilisé le fait que les estimateurs ML ont pour expression Gm;ﬂpa; =
1 7
m[zF pal]
m[pal]
venir ’entropie ne dépend pas de la structure et n’interviendra donc pas dans le

calcul de AS;;. Cela généralise alors ce que nous avions vu dans 'exemple 3.4.5
lorsque nous avions exprimé le facteur de Bayes en fonction de I'information
mutuelle de la densité empirique (équation (3.67)).

. On peut voir ici que le second terme de la décomposition faisant inter-

4. Puisque nous testerons plus tard ces méthodes sur des données dont nous connaissons la structure,
I’ajout d’information n’aurait pas de sens et nous choisissons pour cela un a priori non-informatif.
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Tout comme nous venons de le voir pour le score BIC, il est aisé de montrer que
le score bayésien (et donc K2, BDe et BDeu) est décomposable a partir de I’équation
(5.9), ce qui nous permet d’appliquer la méthode de recherche locale de maniére efficace
pour ces scores.

5.2.2 Apprentissage par contraintes

Nous venons de voir "approche bayésienne pour I’apprentissage de la structure d’un
BN. Celle-ci utilise des fonctions de score permettant de tester en simultané plusieurs
modeles. Ci-dessous, nous montrons que les méthodes d’apprentissage par contraintes
reposent en général sur ’approche classique des tests d’hypotheses ou du moins sur des
tests binaires. De plus, I’espace de recherche n’est plus celui des DAGs mais celui des
classes d’équivalence, c’est-a-dire des CPDAGs.

5.2.2.1 L’algorithme PC

En supposant qu’il existe un DAG G* qui soit un P-map pour la distribution, les
DAGs appartenant a sa classe d’équivalence possedent le méme squelette et les mémes
v-structures (théoréeme 4.6.1). Pour cette raison, les méthodes basées sur contraintes
se décomposent de la maniére suivante : 1) recherche du squelette, 2) recherche des v—
structures et 3) propagation des contraintes. Ces trois étapes permettent de retrouver
le CPDAG représentant la classe d’équivalence de G* et n’importe quel DAG apparte-
nant a cette classe pourra ensuite étre sélectionné pour construire un BN. La recherche
du squelette repose sur le fait que G* étant un P-map de la distribution génératrice,
il existe un lien entre deux variables X; et X; de G* si et seulement si il n’existe pas
d’ensemble conditionnant U C X, X; 1L X;|U. Ainsi en partant du graphe non-orienté
complet, c’est-a-dire du modele pour lequel il n’existe aucune indépendance, nous pou-
vons supprimer un lien entre X; et X; si nous trouvons un ensemble U C X tel que
X; A X;|U. Cependant, comme le montre ’exemple suivant, si U ne d-sépare pas X
et X; cela peut étre le cas d’'un sous-ensemble ou d’un sur-ensemble.

Exemple 5.2.4. Soient trois variables aléatoires X, Y et Z. Considérons tout
d’abord le cas ou leur distribution jointe admet pour P-map la v-structure X —
Z <+ Y. L’ensemble U; = {Z} ne d-sépare pas X et Y alors que c’est le cas de
I’ensemble Uy = () C Ujy. Si & présent la distribution jointe admet pour P-map
X — Z — Y alors Uj ne d-sépare pas X et Y tandis que Uy D Uj les d-sépare.

Les tests d’indépendances étant plus robustes pour des ensembles conditionnant de
petite taille, la recherche d’un ensemble d-séparant deux variables X; et X; est organisée
par ensembles de taille croissante. L’ensemble ainsi obtenu, appelé ensemble séparateur
et noté Sepset(X;, X;), est minimal au sens qu’aucun de ses sous-ensembles ne d-sépare
X; et X;. Il existe plusieurs ensembles séparateurs pour un couple de variables donné et
I’ensemble séparateur sélectionné dépend de ’ordre dans lequel sont testés les ensembles
conditionnant de méme taille. Dans le cas ou nous n’avons pas une information parfaite
sur les indépendances de la distribution sous-jacente, nous allons voir que ceci a des
conséquences sur le DAG appris. Pour cette raison, nous devons spécifier un ordre <
sur les variables en entrée de l'algorithme qui induit par la suite un ordre sur les liens
et sur les ensembles conditionnant avec ’ordre lexicographique.

Ezxzemple 5.2.5. Soit X = (A, B,C, D, E) un vecteur aléatoire dont la distribu-
tion Px admet pour P-map le DAG donné sur la figure 5.1a. Nous appliquons la
recherche du squelette que nous venons de détailler jusqu’a présent en choisissant
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(a) P-map (b) Squelette

FIGURE 5.1 — Le P-map d’une distribution et le squelette reconstruit a ’aide de la
méthode par contrainte décrite plus haut en utilisant 'ordre A < B <C <D < F.

lPordre A < B < C < D < FE. L’algorithme démarre avec le graphe non-orienté
complet sur X. Le premier lien a étre testé, étant donné <, est le lien A — B. La
recherche d’une indépendance A 1l B|U se fait par ensembles de taille [ = |U]|
croissante et le premier a étre testé est donc toujours l'ensemble vide (I = 0).
Puis sont testés les ensembles de taille [ = 1 en suivant 'ordre <, c’est-a-dire
{C}, puis {D} puis {E}. Ceci jusqu’a qu’'une indépendance soit trouvée ou bien
que lensemble maximal, ici U = {C, D, E'}, ait été testé. Comme A et B sont
dépendants, tous les ensembles sont testés et le lien reste dans le squelette. Le
deuxiéme lien testé est le lien A — C' qui est supprimé puisque AL C et donc
Sepset(A, C') = (). De la méme maniere, les liens A— D, A—E, B—E,C—D, et
D — E sont supprimés avec respectivement pour ensembles séparateurs {B}, 0,
{C}, {B} et {B}. Le squelette ainsi retrouvé est celui donné sur la figure 5.1b.
Il correspond bien au squelette du P-map de la distribution.

Bien que dans ’exemple précédent ’algorithme ait permis de retrouver le squelette
du graphe P-map de la distribution, celui-ci est inefficace dans le cas ou deux variables
sont dépendantes. En effet, I’ensemble des 2972 sous-ensembles possibles sont testés
avant de conclure que les variables sont dépendantes. Ceci peut étre évité grace a
'observation suivante : si X; et X ne sont pas voisins dans G*, G* étant un P-map (et
donc un I-map), alors la propriété de Markov locale implique que soit Pa; soit Pa; les d-
séparent. Vis-a-vis du squelette, cela se traduit par le fait que nous pouvons restreindre
la recherche d’un ensemble séparateur parmi Ne (X;)\ X; ou Ne (X;)\ X;. Afin de tirer
parti de cette propriété, plutét que de tester les ensembles par taille croissante pour un
méme lien, nous devons tester les ensembles de taille fixe | pour ’ensemble des liens.
En procédant ainsi, si le nombre maximal de parent d’un noeud dans le graphe est g,
nous n’aurons a tester que les ensembles conditionnant de taille inférieure ou égale a

q— 1.

Exemple 5.2.6. Dans ’exemple précédent le premier lien a étre testé était le
lien A — B qui est effectivement dans le P-map de la distribution. Dans ce cas
l&, nous avons di tester les 8 sous-ensembles possibles avant de conclure sur la
dépendance entre les deux variables. Si au contraire nous avions testé tous les
liens avec I’ensemble vide avant de tester 'indépendance conditionnelle de A et
B avec des ensembles conditionnant de taille [ = 1, nous aurions au préalable
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FI1GURE 5.2 — Complexité pire cas pour la recherche de I’ensemble séparateur d’un lien
avec la recherche du squelette selon PC.

supprimés les liens A — C et A— E. Ainsi, comme nous pouvons nous restreindre
aux voisins de A pour chercher un ensemble séparateur, nous pouvons éliminer
tous ceux contenant C' ou F faisant que pour [ = 1 nous n’avons qu’a tester
A1l B|D. De plus, le lien entre A et D est supprimé avant de passer a | = 2
puisque AL D | B. Pour I = 2 il n’existe pas de sous-ensemble de cette taille
parmi Ne (A) \ {B} = {B}. Nous passons donc de 8 tests d’indépendance a 2
seulement.

La complexité pire cas pour un lien passe donc de 2472 & E?:o (‘1772) < ((‘2:21))?.

Bien que la complexité reste exponentielle, comme le montre la figure 5.2, celle-ci est
réduite. La recherche du squelette telle qu’elle est présentée ici est celle proposée par
I'algorithme PC (SPIRTES et al. ) qui est résumé par ’algorithme 2.

Une fois le squelette reconstruit, la deuxieme étape commence par I’énumération
des candidats pour la création d’une v-structure, c’est-a-dire ’ensemble des triplets de
neeuds (X, Xj, X;) tels que X; — X, — X et tels que X; et X; ne sont pas voisins.
G* étant un P-map de la distribution, d’aprés la définition de la d-séparation, un
candidat est orienté pour former une v-structure X; — X < X si et seulement si X},
n’appartient pas a I’ensemble séparateur de X; et Xj.

Pour finir, les liens restants sont orientés suivant les trois regles suivantes :

e R1:le lien X; — X est orienté en X; — X quand il y a un lien X; — X tel
que X; et X; ne sont pas voisins (le cas contraire, une v-structure serait créée),

e R2:le lien X; — X est orienté en X; — X; quand il existe un chemin orienté
X; = X, — X, (le cas contraire, un cycle orienté serait créé),

e R3 : le lien X; — X} est orienté en X; — X quand il existe deux chemins
Xi — Xj; = Xp et X; — X; = X, tels que X; et X; ne sont pas voisins (le cas
contraire, une v-structure ou un cycle orienté serait créé).

Elles sont représentées graphiquement sur la figure 5.3.
L’ensemble de ces étapes constitue 'algorithme PC qui est résumé par I'algorithme
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Algorithm 2: Recherche du squelette selon PC

Input: Echantillon de données d, Ordre < sur les variables
Result: Squelette S

1 S < graphe non-dirigé complet sur X

2 [0

3 L < liste des couples (X;, X;) ordonnée selon <
4 while L n’est pas vide do

5 forall (X;,X;)€ L do

6 P «+ liste des ensembles U C |Ne (X;) \ {X,}| tels que |U| = ordonnée selon <
7 forall U € P do

8 if X; 1 X;|U then

9 Supprimer X; — X; de S

10 Sepset(X;, X;) «+ U

11 break

12 end
13 end
14 end
15 l+—1+1

16 L < liste des couples (X;, X;) tels que |Ne (X;) \ {X;}| > [ ordonnée selon <
17 end

R1 (b) R2 (c) R3

(a

FIGURE 5.3 — Les trois régles pour la propagation des contraintes. L’arc orange est
celui qui a été orienté.

~

3. SPIRTES et al. ( ) ont démontré® que dans le cadre d’une information parfaite
I’algorithme PC était consistant :

Théoreme 5.2.2 (Spirtes et al.). Supposons que la distribution de probabilité
de X ait un P-map G* et supposons que nous ayons une information parfaite
sur les indépendances conditionnelles entre toutes les paires de nceuds (X;, X;)
étant donné un sous-ensemble de X\ {X;, X;}. Dans ce cas, le CPDAG en sortie
de l'algorithme PC est celui de G*.

Jusqu’a présent nous avons supposé que nous avions une information parfaite sur
les indépendances conditionnelles de la distribution ayant généré les données. Deux cas
sont possibles : soit nous connaissons le P-map de la distribution, soit nous avons un
nombre infini d’observations. Dans un cas applicatif, & supposer qu’il en existe une, la
« vraie » structure n’est pas connue et le nombre d’observations a disposition est limité.
Il peut alors arriver que ’estimation des indépendances conditionnelles soit erronée a

5. Le lecteur intéressé peut se référer a la page 410.
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Algorithm 3: Algorithme PC

Input: Echantillon de données d

Result: DAG G
1 Recherche du squelette et des ensembles séparateurs d’aprées 'algorithme 2
2 Orientation des triplets X; — X5 — X en X; — X < X si X, ¢ Sepset(X;, X;)
3 Orientation des liens restants en suivant les régles R1, R2 et R3.

@

© &
XD 0
W e W

G (b) Squelette pour <; et <3 (c) Squelette pour <o

D

>

(a

F1GURE 5.4 — Différents ordres peuvent aboutir a différents squelettes.

~—

cause du bruit statistique conduisant & des faux-positifs ou des faux-négatifs (erreurs
de type II et I). Cela rend chaque étape de I'algorithme PC dépendante de l'ordre sur
les variables qui est utilisé. Pour la recherche du squelette, ceci s’explique par le fait que
celui-ci est mis & jour dés qu’une indépendance est trouvée et le voisinage des noeuds est
donc modifié. Comme les ensembles conditionnant testés pour un lien donné sont des
sous-ensembles du voisinage d’une de ses extrémités, si un lien est supprimé de maniere
incorrecte alors cela peut avoir des conséquences sur quelles indépendances sont testées
par la suite et par conséquent sur le squelette appris.

Exemple 5.2.7. Considérons le graphe de la figure 5.4a comme P-map de la
distribution et les deux ordres X7 <1 X3 <1 X5 <1 Xy et X5 <9 X5 <9 X3 <o
X4. Supposons de plus que I'indépendance X; Il X5 | X3 soit détectée bien qu’elle
ne soit pas vérifiée par la distribution. Le tableau 5.1a liste les indépendances
conditionnelles testées pour I = 1. Les squelettes obtenus sont présentés sur
les figures 5.4b et 5.4c. Leur différence tient du fait qu’avec <;, I'indépendance
X1 1L X5 | X3 n’est pas testée puisque le lien X7 — X3 est d’abord supprimé et
X3 n’est plus voisin de X lorsque I'indépendance entre X; et X5 est testée.

Pour les mémes raisons que précédemment, les ensembles séparateurs trouvés peuvent
dépendre de l'ordre et par conséquent la recherche des v-structures peut aussi étre im-
pactée.

Ezxzemple 5.2.8. Reprenons pour P-map le DAG de la figure 5.4a et supposons
cette fois-ci que X AL X3 | X4 soit un faux-positif. Soit <; l'ordre introduit lors
de 'exemple précédent et <3 'ordre X1 <3 X3 <3 X4 <3 Xo. Le tableau 5.1b
liste les indépendances conditionnelles testées pour [ = 1 lors de la recherche
du squelette. L’ordre <; testant d’abord l'indépendance X; Il X3 | X3, le lien
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<1 =2 =<1 =3

1 X]LX:;‘XZ 1 X]lX;;|X2

2 X7l Xo|Xy X7 X3|Xy 2 Xi U Xo| Xy XA X4|Xo

3 X1l Xy|Xe Xyl Xy4|X3 3 X1 Xy|Xo Xzl Xy|Xo

4 X3l Xo|Xy Xoll X3|Xy 4 X3l Xo|Xy X3l Xo|Xy

5 Xl Xy|Xe Xodl Xy4| X3 5 Xzl Xy|Xe Xy Xo|Xs

6 Xol Xy|X; X3l X4|Xy 6 Xol Xyu|Xy —

7 Xoll Xy|Xs Xz Xy4|Xo 7T Xoll Xy| X3 —

(a) X7 AL X5] X3 est un faux-positif (b) X7 1L X5| X4 est un faux-positif

TABLE 5.1 — Test d’indépendances menés par 'algorithme PC avec différents ordres et
différents faux positifs.

entre X; et X3 est supprimé et l'indépendance X; 1 X3 | X4 n’est donc pas
testée. Elle I'est en revanche pour l'ordre <3 et permet de supprimer le lien
entre X7 et X3. Malgré cette erreur, le squelette appris en utilisant <7 et <3
est identique et est celui de la figure 5.4b. La différence réside dans ’ensemble
séparateur Sepset(X1, X3) qui est {X2} pour <1 et {X4} pour <3 : le CPDAG
ne contiendra pas de v-structure dans le cas de <; mais contiendra la v-structure
X1 — Xy + X3 dans le cas de <3. Ainsi, bien que les squelettes soient identiques,
les CPDAG eux sont différents.

En plus d’affecter le voisinage et les ensembles séparateurs, 'ordre joue également un
role dans l'orientation des liens lors de la recherche des v-structures et de la propagation
des contraintes. En effet, il peut arriver qu’un lien soit en conflit avec deux orientations
possibles et 'ordre dans lequel sont considérés les liens va déterminer artificiellement
I’orientation choisie.

Exemple 5.2.9. Supposons que la recherche du squelette aboutisse au graphe de
la figure 5.5a et aux ensembles séparateurs Sepset( X1, X3) = Sepset(Xa, X4) = (.
Lors de la phase de recherche des v-structures, X7 — Xo — X3 et Xo — X3 — X34
doivent étre orientés comme des v-structures puisque Xy ¢ Sepset(Xi, X3) et
X3 ¢ Sepset(Xa, X4). Ainsi, le lien X9 — X3 est en conflit avec les orientations
X9 — X3 et Xy « X3 et va dépendre de quel candidat a une v-structure est
considéré en premier. Avec l'ordre X; <o Xo <9 X3 <o Xy, c’est X1 — Xo — X3
qui est d’abord orienté et Xo — X3— X4 n’est alors plus un candidat. Au contraire,
avec l'ordre X, <4 X3 <4 Xo <4 X1, Xo — X3— X, aurait été orienté en premier.
Considérons a présent qu’apres la recherche du squelette et des v-structures le
graphe de la figure 5.5b soit obtenu. D’aprés la régle R1 de la propagation des
contraintes, le lien X3 — Xg est en conflit avec les deux orientations X3 — Xg et
X3 < Xg. En effet, I'une ou 'autre des orientations implique la création de deux
nouvelles v-structures. Si X7 — X3 — X est considéré en premier, dans ce cas
X3—Xg est orienté en X3 — Xg et deux nouvelles v-structures X3 — Xg < Xy et
X3 — Xg < X5 sont créées. Pour éviter de rajouter les indépendances qui leurs
sont associées, nous devons alors rajouter les arcs X3 — X4 et X3 — Xj5. De cette
manieére, le DAG final est un I-map de ’ensemble des indépendances trouvées
lors de la premieére étape de I’algorithme PC. Si par contre Xy — Xg — X3 est
considéré en premier, le lien est orienté en X3 — Xg et dans ce cas ce sont les arcs
Xg — X1 et Xg — X3 qui doivent étre rajoutés pour éviter 'ajout de nouvelles
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(a) (b)

FIGURE 5.5 — L’orientation de certains liens peut étre en conflit en fonction des sépa-
rateurs trouvés lors de la recherche du squelette et n’est résolue artificiellement qu’en
fonction de 'ordre dans lequel les noeuds sont considérés. Par conséquent, le DAG ob-
tenu dépend de cet ordre.

v-structures.

Pour finir, ’algorithme PC fait I’hypothese qu’il existe un P-map pour la distribu-
tion ayant généré les données. Nous avons vu cependant avec 'exemple 4.4.1 qu’il y
avait des distributions pour lesquelles il n’existe pas de tel DAG. Si c¢’est effectivement
le cas de la distribution ou parce que des erreurs dans ’estimation des indépendances
nous place dans ce cas, le DAG final va une nouvelle fois dépendre de 'ordre sur les
variables.

Ezxzemple 5.2.10. Soit la distribution de ’exemple 4.4.1 vérifiant les indépen-
dances X L Xy | {X3, X4} et X3l Xy | {X1, X2} et & laquelle nous appli-
quons l'algorithme PC. Le squelette appris est le cycle non-orienté X7 — Xo —
X3 — X4 — X et les ensembles séparateurs sont Sepset(X1, X3) = {Xo, X4} et
Sepset(Xs, X4) = {X1, X3}. Il n’existe pas de v-structure et I’étape de propaga-
tion des contraintes consiste donc a orienter le cycle. L’exemple 4.4.1 montrait
que cela était impossible puisque pour ne pas créer un cycle orienté nous sommes
obligés de créer une nouvelle v-structure et donc de rajouter une indépendance
qui n’a pas été trouvée lors de la recherche du squelette. Par exemple, nous
pouvons orienter le lien X; — X3 en X; — X3 et, en suivant la régle R1, succes-
sivement orienter X3 — Xo et Xo — X4 en X35 — X5 et en Xo — X4. Pour ne pas
créer de cycle orienté, le lien X; — Xy doit étre orienté en X; — X, créant une
v-structure X; — Xy + Xo. Ce DAG encode les indépendances X7 1l Xo| X3 et
X3l Xy |{X1, X5} et n’est donc pas un I-map des indépendances trouvées lors
de la recherche du squelette. Pour supprimer la v-structure, il suffit de rajouter
un arc entre les nceuds formant sa base. Dans notre cas nous devons rajouter
un arc X1 — Xo pour que le DAG devienne un I-map. Le DAG final est repré-
senté sur la figure 5.6a. Si, dii a 'ordre, nous avions d’abord orienté X3 — X;
en X1 — Xs, nous aurions a la place obtenu le DAG de la figure 5.6b. Re-
marquons que ces deux DAGs sont des I-maps mais n’encodent pas la méme
indépendance. Le premier encode X3 I X, | {X1, X2} tandis que le deuxiéme
encode X L X5 |{X3, X4}. Cet exemple se généralise facilement pour des cycles
non-orientés de tailles supérieures.

Plusieurs modifications ont été proposées afin de résoudre le probleme de la stabilité
de l'algorithme PC. Par exemple, la recherche du squelette n’est plus dépendante de
I'ordre des lors que les liens sont supprimés apreés que l’ensemble des tests pour une
méme taille de conditionnement [ ont été menés plutdot que directement apres chacun
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(a)

FIGURE 5.6 — L’orientation d’un cycle non-orienté de longueur [ > 4 apres la phase
d’orientation des v-structures aboutit a différents DAGs non-équivalents selon 1’ordre
dans lequel les nceuds sont considérés.

d’entre eux. Cet algorithme, appelé PC-stable, ainsi que plusieurs autres variations de
I'algorithme PC sont discutées dans COLOMBO et al. ( ).

5.2.2.2 L’algorithme MIIC

Un autre point de vue porté par l'algorithme MIIC (AFFELDT et ISAMBERT ;
AFFELDT, VERNY et al. ) est d’utiliser une fonction de rang pour déterminer 1’ordre
dans lequel les indépendances doivent étre testées. De plus, cet algorithme utilise ’ap-
proche NML " (pour Normalized Mazimum Likelihood) pour tester les indépendances
du modéle mélant ainsi méthode de score et méthode par contraintes. Etant donnés
plusieurs modeles M, nous cherchons celui qui maximise la probabilité (J. J. RISSANEN

)

(d]6, M)

v (d|M) = / avec Z(M) = f(d|6, M)dd (5.14)

Z(M) deD

Pour certains modeles, la constante de normalisation Z(d), dont le logarithme est appelé
complexité, n’est finie que si le domaine D est restreint (ROOS et al. ). Dans le
cas de variables aléatoires discretes, qui est le cadre dans lequel se place ’algorithme
MIIC, elle se réduit a la somme :

Z(M)=>" f(d|, M) (5.15)
deD

Le nombre de terme dans cette somme étant exponentiel vis a vis de la taille m et de la
dimension n de I’échantillon, son évaluation est compliquée. Dans le cas d’une variable
aléatoire catégorielle, KONTKANEN et al. ( ) ont dérivé une relation de récurrence
permettant son calcul avec une complexité linéaire O(n 4+ m). Son expression étant
fastidieuse et n’étant pas importante pour la suite, nous renvoyons le lecteur a I'article
correspondant pour en avoir les détails. Dans le contexte des BNs, Ro0S et al. ( )
ont montré que la densité NML et en particulier la complexité, pouvaient se factoriser
sur le graphe :

log Z(G) = Zlog Zx,|Pa; (5.16)
i=1

6. Elle est un cas particulier du principe MDL (pour Minimum Description Length) qui est une
approche basée sur la théorie de I'information de I'inférence statistique (J. RISSANEN ; GRUNWALD
et al. ).
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permettant alors 'application de la formule de récurrence proposée par KONTKANEN

et al. ( ) 7. La complexité peut également étre approximée en utilisant I’information
de Fischer (J. J. RISSANEN ) :

log Z(M) = glogm—i—log/@\/detl(e)d9+O(l), (5.17)

ou p est la dimension de ’espace des parametres. Remarquons que si seul le terme
variant avec la taille de ’échantillon est pris en compte, nous retrouvons 1’expression
du score BIC. Nous pouvons comparer deux modeles M; et My en évaluant le rapport
de leurs densités NML. Pour la recherche du squelette, nous avons besoin de tester les
indépendances conditionnelles X; 1L X; | U avec U C X \ {X,Y}. Les deux modeles
sont alors définis par :

{f(awj,um,Ml) F(lf) (il 0)F (51, 0) 5.15)
f(zi,xj,ul0,Mz) = f(ul0)f(zi,zj|u,0)
Le maximum de vraisemblance pour le modele My a pour expression :
i - (i, kg K A
(d|0 Ml —exp m Z Z Z 7logf(klvk]’ku|07Ml)
ki=1k;=1kqy=1
= exp mz Z Z F (ki ki, k) log f (ki ey, k| M)
ki=1kj=1kqy=1
= exp |[—m (Hy(U) + Hy(X,|U) + Hy(X;[U))] (5.19)

ou 7, 1 et 1y sont les tailles des ensembles (2y,, (2 x; et Qu, c’est-a-dire le nombre de
valeurs que peuvent prendre les variables X;, X;, U. La deuxiéme égalité utilise le fait
que pour un modele catégoriel f(.|@) = f. De la méme maniére, on dérive le maximum
de vraisemblance pour le modéele M, :

£(d|8, M) = exp [—m (Hf(U) n Hf(Xi,Xj|U))} (5.20)

Finalement, le rapport des densités NML a pour expression :

Samr(d|My)

—— L =X —mIAAXZ-;X'U +qx..v. 591
i (d|Ma) p ( f( ]’ ) QX%X,7|U) ( )

ou gy, x;u = log(Z(d|Mz)/Z(d|M1)) peut étre calculé selon les modalités décrites

plus haut. Si le rapport est supérieur a 1, c’est-a-dire si I}(XZ-; X;|U0) = If(Xi; X;|0) -

< 0, 'hypothése d’indépendance est acceptée. Contrairement a l’algorithme
PC, tous les ensembles conditionnant d’une taille [ donnée ne sont pas testés mais
uniquement ceux contenant celui de I’étape [ —1. Autrement dit, étant donné ’ensemble
conditionnant U;_; d’un lien X; — X, on cherche parmi les voisins Xj, ¢ U;_; de Xj
celui dont la contribution a l'indépendance est la plus importante. Le rapport des
densité NML pour les deux modeéles a pour expression :

9x;:X,|U

fauw (@ My, 1 x;uux,)
o (d[Mx, 1 x;1u)

= exp (mI3(Xi; X;; Xe|U) + gx,.x,:x,10) (5.22)

7. Le détail des équations est explicité dans les notes supplémentaires de AFFELDT et [SAMBERT

(2019).
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Algorithm 4: Recherche du squelette selon MIIC

Input: Echantillon de données d
Result: Squelette S
// Initialisation

1 Sc < graphe non-dirigé complet sur X
2 forall Lien (X;, X;) do
3 if I'(X;; X;) <0 then
4 Supprimer le lien X; — X; de G
5 Sepset(X;, X;) « 0
6 end
7 else
8 ‘ X <—argmaxNe(Xi>UNe(Xj)T(Xi,Xj;XkH});
9 end
10 end

// Itération
11 while 3(X;, X;) avec 7(Xs, X;; Xx|U) > £ do
12 for (X, X;) avec le plus haut rang r(X;, X;; Xx|U) do
13 Augmenter I’ensemble contributif : U <+~ UU {X}}
14 if ]I(XZ,XJ|U) gOthen
15 Supprimer le lien X — Y de G
16 Sepset(X;, X;) «+ U

17 end

18 else

19 ‘ X eargmaXNqu)UNe(Xj)T(Xi,Xj;Xk\U);
20 end

21 Trier la liste des rangs r(X;, X;; X |U)

22 end

23 end

OU ¢x,;;X,;X,|U = 4X;;X,;[UUX;, — 4X,;X;|U- Sl le rapport est supérieur a 1, c’est-a-dire si
I}(Xi;Xj;Xk|U) = If(Xi;Xj;Xk]U) + qX’XJTX'“‘U > 0, alors X, peut étre ajouté a U
et la probabilité associée est donnée par :

Poo(Xs: X5 X [U) o (d[Mx, 1 x5 juux,)

2 jy Ak =
ey Sau (@M, 1 x;uux;,) + v (A My, 1 xg o)

-1

= [1+ exp (—mIH(Xs X X, [U) )|
Remarquons que lorsque I}(Xi; X;; Xi|U) est négatif, X, n’est pas ajouté a U témoi-
gnant de la présence d’une v-structure dont la probabilité associée est P, (X;; X;; X |U) =
1 — Po(Xi; Xj; Xi|U). La probabilité P, peut également étre interprétée comme étant
celle de la suppression du lien X; — X; conditionnellement a U U X,. Cependant, 1'in-
formation mutuelle & trois variables étant symétrique par rapport a ses arguments, elle
est aussi la probabilité de supprimer les liens X; — X, et X; — X}, conditionnellement

a UU X; et UU X;. Toutefois, I'information mutuelle a trois variables s’exprime en
fonction de celle & deux variables :

I}(Xz,XJ,XHU) = I}(XZ,XJ‘U) - I, (Xl,XJ|U U Xk)
= I3 ( X5 Xi|U) = Tp(Xi; X, [U U X;)
= I5(X;; X5|U) — T3(X;; Xi[U U X;)

s

SN

qui ne sont pas égales. En accord avec l'inégalité de traitement des données (COVER
, p-61) :
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Algorithm 5: Recherche des v-structures selon MIIC

Input: Echantillon de données d
Result: DAG G
// Recherche des v-structures
Trier la liste L des triplets X; — Xj — X, par ordre décroissant de |I'(X;; X;; X |U)]
repeat
3 Prendre (X;, X%, X;) € L avec la plus grande valeur de |I'(X;; X;; Xx|U)| sur lequel la
regle Ro ou Ry peut étre appliquée
a if I'(X;; X;; Xx|U) < 0 then
Si (Xi, X, X;) n’a pas d’orientation divergente, Appliquer
R() : {XZ — Xk — Xj &not(Xi — XJ)&Xk ¢ Sepset(Xi,Xj)} = {Xl — Xk < Xj}

N =

6 end
7 else
8 Si (Xi, Xk, X;) a une orientation convergente, appliquer
Ry {Xz — Xk — Xj &not(Xi — X])} = {Xk — XJ}
9 end
10 Appliquer une nouvelle orientations & tous les autres (X;, X}, X}) € L

11 until Aucune orientation additionnelle ne peut étre obtenue

Théoréme 5.2.3 (Inégalité de traitement des données). Si X; — X; — X,
alors I(Xz,XJ) > I(XZ,Xk)

le lien X; — X est supprimé si I}(X,-; X;; Xi|U) > 0 et si de plus I'information mutuelle
I}(XZ-; X;|U) est plus faible que celle des liens X; — X, et X; — X},. On définit alors la
probabilité que cette inégalité soit respectée :

famn (@ My, 1 x;v)
Pani(Xi, X5 X3.[U) = i1
api (X, X3 X [U) famn (@ My, 1 x;ju) + nvu (@l Mx, 1 x, o) + faun (@ My 1 x, o)
o THXEXO) ST (XX ) -1

—ml’ (X;;X,;|U —ml’ (X;;X,;|U
emf(’wj|) em(laj‘)

f
qui avec la probabilité P,, est utilisée pour la définition du rang :

(X, Xj; Xi|U) = max (min [Py (X5 X3 Xk |U), Papi (X4, X5 Xi[U)]) (5.23)
utilisé pour définir ’ordre dans lequel les indépendances sont testées pour la recherche
du squelette qui est résumée par l'algorithme 4. La recherche des v-structures, tout
comme PC, est basée sur les triplets X; — X, — X pour lesquels I'information mutuelle
a trois variables est évaluée. Si, comme nous ’avons vu elle est négative, alors cela
témoigne de la présence d’une v-structure et le triplet est orienté en conséquence. Les
différentes étapes sont décrites par ’algorithme 5. Pour plus de détails sur 'implémen-
tation de cette méthode, le lecteur peut se reporter & AFFELDT et ISAMBERT ( )
et AFFELDT, VERNY et al. ( ). Pour une comparaison de ses performances avec
d’autres méthodes d’apprentissage par contraintes, il peut se reporter & VERNY et al.
(2017).

Ce chapitre a fait ’objet de I'introduction des BNs permettant de limiter la com-
plexité du modele de la loi jointe en tirant parti de ses indépendances. Ces derniéres
sont encodées au travers d’'un DAG permettant une visualisation des relations entre
variables mais aussi I'implémentation d’algorithmes efficaces pour 'apprentissage du
modele. Dans le prochain chapitre, nous allons voir que dans le cas continu, la struc-
ture de dépendance entre les variables est contenue dans la fonction de copule. Nous
nous servirons plus tard de cette propriété pour ’apprentissage de la structure de ré-
seaux bayésiens pour des variables continues.
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La théorie des copules permet ’étude et la modélisation de dépendances entre va-
riables aléatoires indépendamment de leur comportement individuel. Une fonction co-
pule, ou tout simplement copule, est une fonction de répartition sur I’ensemble [0, 1]”
dont les marginales sont distribuées uniformément. Par le biais du théoréme de Sklar,
nous pouvons alors décomposer la distribution jointe d’un vecteur aléatoire X en l’en-
semble de ses marginales univariées et d’une copule. L’ensemble des marginales contient
le comportement isolé de chaque composante du vecteur aléatoire tandis que la copule
contient leurs relations de dépendance. Lorsque la distribution jointe est continue, ce
qui sera le cas dans le reste de cette these, la copule associée est unique.

Cette décomposition est intéressante pour 'estimation de modeles puisqu’elle per-
met de séparer I’apprentissage des marginales et I’apprentissage de la copule en deux
sous-problemes indépendants. Dans le cas de l'estimation paramétrique, elle permet
également la construction de modeles multivariés a partir du choix d’une copule et
d’un ensemble de marginales. Les modeéles ainsi obtenus sont plus généraux que les
modeles classiques qui sont pour la plupart contraints au cas ou toutes les marginales
sont distribuées selon une méme loi ou bien au cas ou la relation de dépendance entre
variables est linéaire. Malheureusement, la plupart des modeles de copule paramétrique
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sont bivariés et il n’en existe qu'un nombre limité qui soient définis pour une dimension
n quelconque. De plus, comme nous le verrons, ceux-ci sont dérivés a partir des lois
multivariées classiques et encodent donc la méme relation de dépendance. Ces limita-
tions peuvent étre en partie levées par 'utilisation de la copule de Bernstein empirique
qui permet I'estimation non-paramétrique de la copule a partir de polynémes de Bern-
stein. Cependant, comme pour toute distribution jointe, la manipulation de la copule
devient difficile lorsque la dimension du probléme est grande et ce d’autant plus pour
un modele non-paramétrique comme la copule de Bernstein.

Nous introduisons ici plusieurs notions de théorie des copules qui sont présentées
en détails dans les ouvrages classiques du domaine comme JOE ( ), NELSEN ( )
ou DURANTE et al. ( ). Nous commengons par introduire la copule et le théoréme
de Sklar dans la premiere sous-section. Puis, nous montrons le réle important qu’elle
joue dans la construction de mesures de dépendance dont nous nous servons ensuite
pour caractériser plusieurs copules paramétriques. Enfin, nous introduisons la copule de
Bernstein qui permet une approximation de la copule par des polynémes de Bernstein.

6.1 Définitions et propriétés

Soit X = (X1,...,X,)" un vecteur aléatoire de dimension n défini sur Pespace
probabilisé (Q, A, P) et soit x = (z1,...,2,)" € R" une réalisation de X. La définition
de copule est facilitée en introduisant les notions de face inférieure et bord supérieur

de I" :

Définition 6.1.1 (Face inférieure et bord supérieur de I"). Soit un indice j €
[1,n], on appelle :

e Face inférieure j de I I’ensemble
]:j_ = {u S H”\u = (’U,l, sy Uj—1, 0, Ujt1,y--- ,un)}
e Bord supérieur j de I" I’ensemble

Bf ={uellu=(1,...,1,u;1,...,1)}

Nous notons F~ = ?:1 Fi lunion des faces inférieures et BT = ?:1 B;r

I’union des bords supérieurs.

Une représentation graphique de ces ensembles dans le cas n = 3 est donnée sur la
figure 6.1. Nous donnons a présent la définition de copule :

Définition 6.1.2. Une copule C est une fonction C' : 1" — I vérifiant les pro-
priétés suivantes :

1. elle est fondée (grounded en anglais) : si u € F—, alors C(u) = 0,
2. elle est n-croissante (cf. définition 1.6.3),
3. pour tout u € Bj, C(u) = u;

On note %, '’ensemble des copules & n dimensions.

Ezemple 6.1.1. Soit la fonction Cy : I — I définie par :

Co(u,v) =uv(l+0(1 —u)(1 —v)), 6e€[-1;1] (6.1)
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U1

FIGURE 6.1 — Une copule a trois dimensions est définie sur le cube unité. Les faces 4, 5
et 6 correspondent respectivement aux faces inférieures F, , F5 et F| sur lesquelles la
copule est identiquement nulle. Les arrétes rouge, bleue et verte correspondent respecti-
vement aux bord supérieurs By, By et 13'3+ sur lesquels la copule correspond a I’identité
selon la composante u;.

Il est aisé de voir que C(u,0) = C(0,v) = 0 et que cette fonction est fondée. La
dérivée croisée % existe et a pour expression :

_9C
~ Oudv

c(u,v) =1+6(1—2u)(1—2v) (6.2)
On peut montrer que min,, , c(u,v) = 1 — |0| et max,, c¢(u,) = 1+ |0] et donc
0 < ¢(u,v) < 2. Ainsi, d’apres la propriété 1.6.1, le C-volume est positif. Enfin,
C(1,v) = v, C(u,1) = u et C est donc une copule. Celle-ci est appelée copule
de Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM). Le graphe de la fonction pour 6 = 1 est
représenté sur la figure 6.2a.

La copule vérifie les inégalités suivantes appelées bornes de Fréchet-Hoeffding :

Théoréme 6.1.1 (Bornes de Fréchet-Hoeffding). Soit C' une copule & n dimen-
sions, alors Yu € I" nous avons les inégalités suivantes :

Wy (u) = max(1—d+ui+---+uy,0) < C(u) < min(uy, ..., u,) = My(u) (6.3)

La borne inférieure W,, n’est une copule que dans le cas particulier ou n = 2
alors que la borne supérieure M, I'est toujours et est appelée min-copule.

En plus de la définition fonctionnelle de la copule que nous venons de donner, une
définition probabiliste existe. Dans ce cadre, la copule est une distribution sur un vecteur
aléatoire U défini sur 1" et dont les marginales unidimensionnelles sont distribuées
uniformément sur I. Comme le montre le théoreme suivant, ces deux définitions sont
équivalentes :

Théoréme 6.1.2. L’ensemble %, coincide avec ’ensemble des distributions
continues restreintes a 1" et dont les marginales sont distribuées uniformément
sur I.
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FIGURE 6.2 — Représentation de la copule FGM et de sa densité.

Démonstration. Voir LEBRUN (2013). [

Cette définition de la copule permet de définir les notions de copules marginales et
conditionnelles selon les définitions 1.6.4 et 1.6.10. Si la copule est absolument continue,
on peut en plus obtenir sa densité par dérivation :

Définition 6.1.3 (Copule densité). Soit C une copule continue, sa densité® ¢
est donnée par :

_0"C(u,. .., up)
 Ouy...0up,

c(ut, ... up) (6.4)

a. Par abus de terminologie, la copule densité est aussi appelée copule.

Exemple 6.1.2. Dans ’exemple précédent, nous avons utilisé la copule densité
FGM (6.2) pour montrer qu’elle était n-croissante.

Le théoreme de Sklar permet de relier une distribution jointe a ses marginales par
le biais d’une copule :

Théoréme 6.1.3 (Sklar 1959). Soit X un vecteur aléatoire, F' sa distribution
jointe et F; ses marginales. Il existe une copule C telle que

F(z1,...,2y) = C(Fi(z1),..., Fu(z,)). (6.5)

Si les marginales F; sont en plus continues, alors C' est unique.
Réciproquement, si C' est une copule de dimension n et {F;} est un ensemble
de n distributions marginales, alors la fonction F définie selon (6.5) est une
distribution jointe dont les marginales sont F;.

Démonstration. Voir SCHWEIZER et al. (1971). [

Dans le cas ou C est absolument continue, ce théoreme formalise ce que nous avons
énoncé en introduction : la copule encode la dépendance entre les composantes de
X tandis que les marginales encodent leur comportement individuel. En dérivant la
relation 6.5, on obtient le corollaire suivant :
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FIGURE 6.3 — Représentation de la copule indépendante et de sa densité pour n = 2.

Corollaire 6.1.3.1. Soit I’ une distribution jointe absolument continue, F; ses
marginales et C' sa copule. La densité ¢ de la copule permet de relier la densité
jointe f a ses marginales unidimensionnelles f; au travers de la relation :

d

h(z1,...,xq) = c(Fi(x1), ..., Fa(za)) [ filzs). (6.6)

i=1

Le théoreme de Sklar est intéressant pour la construction de distributions jointes a
partir du choix d’un ensemble de marginales et d’une copule :

Ezxemple 6.1.3. Soit F; et Fy deux distributions exponentielles de parametres
A1 et Ao dont I'expression est :

Fi(w;) = [1 — exp(=Xizi)] L[o,400[(Zi) (6.7)
et soit C' la copule FGM de parametre 6 :
C(u,v) =uv(l+6(1 —u)(1 —v)) (6.8)
En utilisant le théoréme de Sklar, on construit alors la distribution :

H(@1,22) = C(Fy(e), Fafaz)) = (1= e M2)(1 = e2m2)(1+ g~ ham)

FEn plus de permettre la construction de nouvelles distributions, le théoreme de Sklar
permet également la construction de nouvelles copules en inversant la relation 6.5 :

Clug, ... up) = HET Y (ur), ..., Fy (un)) (6.9)
ou u; = Fj(x;) avec F; continue. Dans le cas ou les marginales F; sont absolument

continues, on peut dériver cette copule pour obtenir sa densité ou bien passer par la
densité jointe en inversant le corollaire du théoréme de Sklar :

c(ur,...,up) = . (6.10)
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En utilisant des distributions jointes connues, on peut alors en extraire leur copule
(voir la sous-section 6.3). Rappelons que si une distribution marginale F; n’est pas

strictement croissante, elle est non-inversible et la fonction quantile (définition 1.5.

est utilisée a la place.

1)

Exemple 6.1.4. Dans 'exemple 1.6.1, nous avions vu que le H-volume de la
fonction sur R™ définie par :

H(u) = H U;
=1

rejoignait la notion de volume au sens euclidien. Nous pouvons aisément montrer
que la restriction de cette fonction a 1" définit une copule que ’on notera II. Soit
une distribution jointe F' de marginales F; et ayant pour copule II. En utilisant
le théoreme de Sklar, nous avons la relation suivante :

d

F(z1,...,2q) = 1:[1%(1;1-). (6.11)

qui correspond au cas ou les variables sont indépendantes (1.44). Pour cette
raison, la copule II est appelée la copule indépendante. Elle est représentée dans
le cas bidimensionnel sur la figure 6.3a. Remarquons pour finir que la copule
FGM pour 6 = 0 rejoint la définition de la copule indépendante.

Une autre propriété importante de la copule est d’étre invariante sous transforma-

tions croissantes des variables aléatoires :

Théoreme 6.1.4. Soit X un vecteur aléatoire de dimension n ayant pour co-
pule C et soit ¥ = (¢1,...,%,) un vecteur de n transformations strictement
croissantes défini sur X!_; Dom (X;). La copule du vecteur aléatoire 1 (X) est
également C.

Démonstration. Voir NELSEN ( , P-25) pour une démonstration dans le cas n = 2.

Cette démonstration se généralise facilement pour un n quelconque. |
De plus, en utilisant cette derniére propriété avec ¢; = F;, nous avons que H' (u1, ..., uq)

C(ui,...,uq) ce qui permet de travailler directement avec la fonction copule et de re-

garder la structure de dépendance. Cependant, dans de nombreuses applications les F;

sont usuellement inconnues et les distributions empiriques sont utilisées & la place :

Définition 6.1.4 (Variables de rang). Soit X un vecteur aléatoire et d =
{z[j]}1<j<n, un échantillon de données contenant m réalisations de X. On note

A

F= (Fl, ..., Fy) le vecteur des fonctions empiriques des composantes de X. Les
variables de rang U sont définies par :

U =F(X) = (F1(X1),..., Fu(Xg)).

L’échantillon associé, appelé échantillon des rangs, est donné par R =

{u[j]hgjgm ou

ulj) = F(x[j]) = (Fu@1 i), -, Fu(@nli])

La Figure 6.4 illustre un échantillon de données provenant d’un vecteur aléatoire
(X1, X>) et les variables de rang (Uy,Us) associées. Bien que les variables X7 et Xo
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FIGURE 6.4 — Un échantillon de données distribué selon X ~exp(0.5), ¥ ~exp(0.5) et
les variables de rang associées. Alors que les variables sont indépendantes, 1’échantillon
semble montrer une certaine dépendance. Cependant, la copule exhibe clairement 1'in-
dépendance des variables et I'apparente dépendance est en fait due au comportement
individuel des variables.

semblent dépendantes d’apres la représentation graphique de leur distribution, on peut
voir avec ’échantillon de rang qu’elles ne le sont pas. Dans la sous-section 7.2, nous
allons formaliser cette analyse graphique avec la définition d’un test d’indépendance
basé sur la copule de Bernstein empirique.

6.2 Mesures de dépendance

Une mesure de dépendance est un outil permettant de résumer la relation de dé-
pendance entre deux variables aléatoires dans un scalaire. L’exemple le plus connu est
la corrélation linéaire ou de Pearson. Pourtant nous allons voir que celle-ci ne possede
pas la bonne propriété de ne dépendre que de la copule. SCARSINI ( ) a axiomatisé
sous le nom de mesure de concordance un certain nombre de bonnes propriétés pour
une mesure de dépendance et que vérifient le rho de Spearman et le tau de Kendall.
Un autre type de mesure de dépendance importante, notamment en finance (MATI et al.

; RODRIGUEZ ), est la dépendance de queue dont les coefficients Upper Tail
Dependence (UTD) et Lower Tail Dependence (LTD) sont un exemple. Enfin, nous
discutons brievement de 'information mutuelle et de son lien avec la copule qui sera
plus tard étendu au cas de 'information mutuelle conditionnelle et de I'information
mutuelle multivariée.

6.2.1 Corrélation linéaire

Définition 6.2.1 (Corrélation linéaire). Soit (X;, X;) un vecteur aléatoire dont
les variances sont finies et soient C' sa copule et F; et F} ses marginales. La
corrélation linéaire entre X; et X; est donnée par :

(6.12)

r(Xi, X;) = E (Xi —E [Xi]> Xj — E[X)]

V[X] V [X;]
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(a) Echantillon (b) Echantillon des rangs

FIGURE 6.5 — Un échantillon de données distribué uniformément sur le cercle unité et
sa copule empirique. La corrélation linéaire de cet échantillon est nulle alors que les
variables sont dépendantes.

Elle peut se réécrire en fonction de la copule et des marginales (LEHMANN )

r(Xi, X;) = i, u;) — uvy] dF; 'dF; T (6.13)

1 1 1
VV XV (X)) /0 /0 !

Exemple 6.2.1. Nous dérivons la corrélation linéaire de la distribution H
construite dans ’exemple 6.1.3 :

EY (e 1 1
E((X:-E)(G-EDG) = [ [ (01— 1)@ - 3-)h(ar, za)deida
0 0 )\1 AQ
_©
4
La corrélation linéaire a donc pour expression :
0
r(X1, X2) = My (6.14)

Un exemple classique de deux variables X; et X5 dépendantes pour lesquelles la
corrélation linéaire est nulle est celui d’une distribution uniforme sur le cercle unité
(figure 6.5). Dans ce cas, la copule est donnée par (NELSEN , p-56) :

Ma(u,v), |u—v|>3

C(u,v) =< Wa(u,v), |u+v—1]> % (6.15)
"TH — %, sinon.

En utilisant cette copule, on peut montrer que la corrélation linéaire est bien nulle.
La copule n’étant pas la copule indépendante, cela est donc dii au comportement des
marginales ce qui fait de la corrélation une mauvaise mesure de dépendance. En effet,
puisque les relations de dépendances sont contenues dans la copule, une bonne mesure
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de dépendance ne doit dépendre que de celle-ci. Notons toutefois que la dépendance
entre les composantes d’une distribution gaussienne multivariée est paramétrée par une
matrice de corrélation R dont les éléments I;; correspondent a la corrélation linéaire
entre X; et X;. Ainsi, dans ce cas particulier, une corrélation nulle témoigne d’une
indépendance. Avec ce que nous venons de voir, cela montre donc que la relation de
dépendance d’une distribution gaussienne est limitée. Pour finir, notons qu’un estima-
teur de la corrélation peut étre obtenu en remplagant ’espérance et la variance par leur
équivalents empiriques (formule 1.14).

6.2.2 Mesures de concordance

Les mesures de concordance sont des fonctionnelles sur 'ensemble %5 vérifiant les
propriétés suivantes :

Définition 6.2.2 (Mesure de concordance). Une mesure de concordance est une
application d : 2 — R telle que :

1. § est définie pour toute copule C' € %5,
2. YVC € 6, 6(C) = 6(CT), ou CT est la copule transposée : CT (u,v) =

C(v,u).
3. Si C < (" alors §(C) < 6(C),
4. §(C) € [-1,1],
5. §(IT) =0,
6. 6(C%1) =46(C%2) = =6(C) , ou 6(C")(u,v) = C(1—wu,v) et §(C??)(u,v) =
C(u,1 —w).
7. Si C,,, —— C uniformément, alors lim §(C,,) = §(C).
m——+00 m——+00

Des exemples de mesures de concordances sont le rho de Spearman et le tau de
Kendall que nous allons présenter. Pour une démonstration que ces mesures vérifient
bien les propriétés énoncées, nous renvoyons le lecteur au théoreme 2.4.9 de DURANTE
et al. ( ).

Définition 6.2.3 (Rho de Spearman). Soient X; et X; deux variables aléatoires
et soit C' la copule associée a leur distribution jointe. Le rho de Spearman entre
X; et X; est donné par :

p(Xi, Xj) = (Fi(Xa), Fj(X;)) (6.16)

et peut étre exprimé en fonction de la copule entre X; et X;

p(XZ', Xj) =12 /]12 C(ul, u])dulduj —3=12 /]12 (C(uz, Uj) — H(ui, uj)) dulduj
(6.17)

A une constante prés, le rho de Spearman est donc I'intégrale de la différence entre la
copule C et la copule indépendante II. En utilisant les bornes de Fréchet-Hoeffding, nous
pouvons montrer que pour n’importe quelle copule, nous avons —1 < p(X;, X;) < 1.
Observons que cette mesure de dépendance ne repose que sur la copule au contraire de
la corrélation linéaire.
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Ezxemple 6.2.2. Le rho de Spearman pour deux variables X; et X2 dont la
copule est celle de Farlie-Gumbel-Morgenstern (6.1) est donné par :

2
p(X1, X9) =12 /]12 (C(u,v) —(u,v)) dudv = 126 (/01 u(l— u)du) = g
(6.18)

Ainsi, la copule FGM ne permet pas de modéliser des dépendances fortes puisque
—1 < p(X1,X0) < 3.

Enfin, 'estimateur non-paramétrique usuel du rho de Spearman a partir d’un échan-
tillon de données d de taille m, est donné par la corrélation entre les variables de rang
(GENEST et FAVRE )

S (uilk] — 1) (s (k] — )

Pm(Xi, X;j) = 7::1 =
35 ot = 02 £ i)
k=1 k=1
12 U m+1
_ K[k — 3 1,1
ol i = L3 wi[k] = 2L = LS wj[k] = w;. On peut vérifier que cet estimateur

converge asymptotiquement vers la quantité 6.17 en remplacant dans cette relation la
copule C par la copule empirique Cy, :

12 | Cp(u,v)dudv — 3 = 12 Z/ 1{w;[k] < wi}l{u;k] < v} — 3dudv
m= /e

]IQ
12 m
— Tkl [k —
m(m+1)(m+1)k§“[ Juslh] =3
m—1 ~
= 1P (X Xj) —— pm (X, X;)

Définition 6.2.4 (Tau de Kendall). Soit X = (Xj;,X;) un vecteur aléatoire
ayant pour copule C' et pour marginales F; et Fj. Soit X’ = (X/, X}) une copie
indépendante de X. Le tau de Kendall entre X; et X; est donné par :

(X, X;) =P ((X: - X)) (X; - Xj) > 0) =P ((X: — X)) (X; - X}) <0)

et peut étre exprimé en fonction de la copule C via

8C(u,~, 'LL]‘) 8C(ui, uj)
12 ou; Ou;

7(Xi, Xj) = 4/1[2 C(ui, u)dC (ug, uj) —1=1-4 dugdu;

Tout comme pour le rho de Spearman, on peut montrer a partir des bornes de
Fréchet-Hoeffding que —1 <7 < 1.

| Exemple 6.2.3. Reprenons 'exemple précédent et calculons cette fois-ci le tau
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de Kendall pour X et X5 :
T(Xl,XQ) = 4/ C('U,l,UQ)C(ul,UQ)duldUQ -1
12

_ 4/]12 wrun(1+ (1 — ur)(1 — u2))(1+ 6(1 — 2u1)(1 — 2us)durdus — 1

0 1 2
=gty -t=gf

<7(X1,X2) < 9 pour la copule FGM.

@\l\')

Ainsi, nous avons —

Enfin, 'estimateur non-paramétrique usuel du tau de Kendall & partir d’un échan-

tillon de données d de taille m, est donné par (GENEST et FAVRE E
A~ m Qm 4

ot Py, et @, = ('y) sont respectivement le nombre de paires concordantes et discor-
dantes. Deux paires (z;[k], z;[k]) et (x;[l], 2;[l]) sont concordantes si (u;[k]—u;[l]) (u;[k]—
u;[l]) > 0 et discordantes dans le cas contraire. En utilisant la notation Sy = 1{w;[l] <
u;[k]}1{u;[l] < ujlk]}, le nombre de paires concordantes dans un ensemble de données
s’exprime comme :

=3 Z > (Ski+ Si) = Z > Su=>Y Su-m (6.20)
k=1 17k k=1 17k k=11=1

puisque Sy + Si = 1 si et seulement si les paires (u;[k], uj[k]) et (u;(l],w;[l]) sont
concordantes. Enfin, on remarque que :

D> Siu=2.
k=11=1 =11

(Z L{u;[l] < ui}li{u;ll] < u]}> (i )o(uj = uj [k])) du,;du;

=1

NE

Wi [I] < wg [k} {l] < uylk]}

£
Il

SH

I
—

=m? 2C (ui,uj)dém(ui,uj)
I

ce qui nous permet d’écrire 'estimateur du tau de Kendall en fonction de la copule
empirique :

R m+3

pm (X, X;) —47 Crn(ui, u)dCo (i, uf) — —— ———— p(X;, X;)  (6.21)

12 m—1 m—o+

6.2.3 Dépendance de queue

Définition 6.2.5 (Upper et Lower tail dependence). Soient X; et X; deux va-
riables aléatoires et soit C la copule associée a leur distribution jointe. Les co-
efficients Upper et Lower tail dependence (UTD et LTD) entre X; et X; sont
donnés par (JOE ) :

(X, X;) = lim (21_0(”))

t—1— 1-—1t
. C(t,1)
AL(Xi, Xj) = t1—1>1(€1+ t
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si les limites existent.

Exemple 6.2.4. Pour la copule FGM, les coefficients UTD et LTD sont nuls :

, 1—t2(1 — (1 — t)2

t2(1—6(1 —t)?)
t

=0

)\L(Xian) = lim

t—0t

Nous allons voir que ces coefficients sont nuls pour la copule gaussienne mais que
la copule de Student exhibe une dépendance de queue.

6.2.4 Information mutuelle

Définition 6.2.6 (Entropie de la copule). Soit X un vecteur aléatoire a n di-
mensions et soit C' € %, sa copule. L’entropie de la copule C' est donnée par :

Ho(X) = — / o(u) log c(u)du (6.22)
I
MA et al. ( ) ont montré que l'information mutuelle et la copule étaient reliées
par la relation suivante :
I(XZ,X]) = —Hc(Xi,Xj). (623)

Exemple 6.2.5. Pour la copule FGM, I'information mutuelle a pour expression :

(0(440)+3)log(1+0) + (6(4 —6) — 3)log(1 —0)

I(X1,Xz) = 30
N Lip(0) — Lix(-0) 5
40 4
avec Lip(z) = — [ Wdt la fonction dilogarithme.

6.3 Copules paramétriques

Nous présentons ici plusieurs copules paramétriques qui seront notamment utilisées
dans la construction de modeles de référence pour la comparaison des différentes mé-
thodes d’apprentissage. Pour une présentation plus exhaustive des différentes copules
paramétriques existantes, le lecteur peut se référer aux ouvrages de référence cités en
introduction de cette section.

6.3.1 La copule Gaussienne

La copule gaussienne joue le méme role central que la distribution gaussienne en
théorie des probabilités et celle-ci est par exemple trés utilisée en finance (BOUYE et al.
). Comme ce sera également le cas pour les copules de Student et de Dirichlet

que nous allons voir, la copule gaussienne est définie en utilisant 'inversion du théo-
réme de Sklar ' (équation 6.9) pour la distribution normale standard multivariée ®p

1. D’autres méthodes existent pour la construction de copules et sont abordées dans le chapitre 3
de NELSEN ( ).
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FIGURE 6.6 — Visualisation d’une gaussienne a deux dimensions avec un parameétre de
corrélation p = 0.8.

paramétrisée par une matrice de corrélation R. Elle a pour expression :

CS(uy,. .. up) = Pr(d™Hu1), ..., 0 Y (un)) (6.24)

avec ¢ la distribution normale standard unidimensionnelle de la distribution gaussienne.
La fonction de répartition gaussienne n’ayant pas d’expression analytique, il en va de
méme pour la copule. Une illustration de copule gaussienne a deux dimensions est
donnée sur la Figure 6.6. Notons que pour la définition de la copule gaussienne, nous
avons utilisé la paramétrisation standard. Ceci est dii au fait que pour une distribution
gaussienne multivariée ®(z1,...,x,) de moyenne p et matrice de covariance 3 celle-
ci peut étre ramenée a la distribution gaussienne multivariée standard en utilisant la
transformation ¥ = (¢1,...,1%y) tel que ;(x;) = &U_# Les transformations 1); étant

1
croissantes, d’apres le théoreme 6.1.4 elles n’affectent pas la copule ce qui nous permet
d’utiliser la paramétrisation la plus simple. Pour finir, les mesures de concordance pour
la copule gaussienne ont pour expression :

p(Xi, X;) = garcsin(%) 7(Xi, Xj) = %arcsin(rij) (6.25)
tandis que les coefficients UTD et LTD sont nuls :
AL(Xi, Xj) = Av(Xi, Xj) =0 (6.26)
L’information mutuelle quant a elle s’écrit :

I(Xi; X;) = —log(1 — ryy) (6.27)

6.3.2 La copule de Student
La copule de Student, est définie a partir de la relation 6.9 et a pour expression :
CH o, (u,v) = Try (T, M (wr), ..., Ty (un)).

v

Ses mesures de concordance sont données par :

ij 2
(X, X;) = garcsin(%) r(Xi, X;) = = axcsin(ry) (6.28)
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FIGURE 6.7 — Visualisation d’une copule de Student a deux dimensions avec un para-
metre de corrélation p = 0.8 et un parametre v = 1.

Comme nous pouvons le voir, le tho de Spearman et le tau de Kendall ont la méme
expression que pour la copule gaussienne. Ceci est dii au fait que les deux copules font
partie de la famille des copules elliptiques pour lesquelles les deux expressions sont

toujours valables (HULT et al. 2002 ; LINDSKOG et al. 2003). La principale différence
entre les deux copules réside dans leur dépendance de queue :

AL(Xi, Xj) = Av(Xi, Xj) = 2t <_ W)

L’information mutuelle quant & elle s’écrit (ARELLANO-VALLE et al. 2013) :

(Y42
I(Xi; X;) = —3 log(1—1i;) +log (w

(6.29)

ou Y(z) = % logT'(x) est la fonction digamma. Une représentation de la copule de

Student a deux dimensions et de sa densité est donnée sur la figure 6.7.
6.3.3 La copule de Dirichlet

La particularité de la copule de Dirichlet est que son support est un sous ensemble
de I"™. Son expression est donnée par :

Cg (u) = Ag(I, (01,60 — 61),... I, (0n, 00 — 0,))

ou Ag est la fonction de répartition d’une loi de Dirichlet de parametre etIu_i1 (a,b)
est I'inverse de la fonction béta incompléete. Il n’existe pas d’expression analytique pour

les mesures de dépendances que nous avons vues hormis pour l'information mutuelle
qui est donnée par (EBRAHIMI et al. 2011) :

I(Xy; Xj) = Hg(ao — o) + Hg(ao — o) — Hg(ag — o — o) — Hg (o)

ou Hg(a) = logI'(a) — (v — 1)9p(e) + « est Pentropie de la distribution I'(«, 1). Une

représentation de la copule de Dirichlet & deux dimensions et de sa densité est donnée
sur la figure 6.8.
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FIGURE 6.8 — Visualisation d’une copule de Dirichlet a deux dimensions ayant pour

parametres 0 = (é, %, 1).

6.4 Copule de Bernstein empirique

Nous introduisons a présent la copule de Bernstein empirique (SANCETTA et al.
20041) dont la construction repose sur la copule empirique et 'opérateur d’approxima-
tion de Bernstein. Elle permet une estimation non-paramétrique de la copule a partir
d’un échantillon et jouera, pour cette raison, un réle central dans nos méthodes d’ap-
prentissage. Nous présentons au préalable la copule empirique ainsi que les polynémes
de Bernstein sur lesquels s’appuie 'opérateur d’approximation pour ensuite donner la
définition de la copule de Bernstein empirique (EBC pour Empirical Bernstein Copula)
et plusieurs de ses propriétés. Nous terminons en donnant la réécriture de sa fonction de
répartition et de sa densité introduite par SEGERS et al. (2017) dans le cas particulier
de la copule béta et qui est ici étendue a la copule de Bernstein. Comme nous allons le
voir, cette derniere permet des calculs numériques efficaces a partir de 'EBC.

6.4.1 La copule empirique

La copule étant une fonction de répartition, elle peut étre estimée en calculant
la fonction de répartition empirique & partir de I’échantillon des rangs (DEHEUVELS
1979) :

Définition 6.4.1 (Copule empirique). Soit d un ensemble de m réalisations
d’une loi multivariée. La copule empirique de 1’échantillon a pour expression

i]j {Uili] < u.

1
m

ou Uj[j] sont les variables de rang.

Le théoréme de Glivenko-Cantelli (BILLINGSLEY 2008, chapitre 20) nous assure que,
presque slirement, la copule empirique converge uniformément vers la copule C de la
loi ayant généré 1’échantillon :

P ( lim [|C = Clloc = 0) = 1. (6.30)
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Notons cependant que, malgré son nom, la copule empirique n’est pas une copule et ne
peut donc pas étre utilisée en tant que telle pour la construction de modéles multivariés.
N’étant pas absolument continue, elle ne permet pas non plus d’estimer la densité de
la copule limite si celle-ci existe. Enfin, elle ne peut pas étre utilisée pour générer de
nouveaux points en dehors de ceux de I’échantillon a partir duquel elle a été construite.
Pour toutes ces raisons, et malgré le fait que la copule empirique permette une estima-
tion non-paramétrique de la copule, nous allons dans la suite lui préférer la copule de
Bernstein empirique qui pallie a ces défauts.

6.4.2 Polynomes et opérateur d’approximation de Bernstein

Les polynomes de Berstein ont été introduits en 1912 par BERNSTEIN ( ) afin de
donner une preuve constructive du théoreme de Weierstrass affirmant que toute fonction
f continue et définie sur un compact de R™ peut étre approchée arbitrairement par un
polynéme. Nous donnons ici leur définition :

Définition 6.4.2 (Polynéme de Bernstein). Le polynéme de Bernstein de pa-
rametres (k,d) € N? tel que k < d s’écrit comme

bi a(u) = (Z) uP(1 —u)?*, (6.31)

L’ensemble des d + 1 polynomes de Bernstein pour un degré d donné forment une
base de ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a d noté Ry[u]. La
figure 6.9 représente ces polynomes dans le cas d = 5. Les copules étant des fonctions
continues et bornées définies sur [0, 1]", le théoréme de Weierstrass nous permet donc
de conclure qu’elles sont approchables par des polynémes de Bernstein. A cet effet,
nous allons introduire 'opérateur d’approximation de Bernstein mais devons avant
cela donner les définitions de grille et cellule de I" :

Définition 6.4.3 (Grille et cellule de I"™).
Soit K = (K3,...,K,) € N" un multi-indice. On appelle :

e Grille de I" de pas K I’ensemble de points
O = {($&,- o 2) 0 < ks < K} (6.32)
SiVi e [1,n], K; = K, la grille est dite réguliére et notée G
o Cellule k = (k1,...,ky) de I" I’ensemble

ki—1 kl]x ]kn—l kzn}
Ky 'Ky K, K,

Ch = ] (6.33)

Définition 6.4.4 (Opérateur d’approximation de Bernstein).
L’opérateur d’approximation de Bernstein, paramétré par K définissant la grille
Ok, est U'opérateur linéaire défini par :

Mn

K I k,, n .
Bklgl(u) = klz_:o. . .Kéogo (Kll - Kn> j];[lbkijj(uj) Yu e [0,1]" (6.34)

On parle également de polynéme de Bernstein d’ordre K pour la fonction ¢.
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FIGURE 6.9 — Ensemble des polynémes
de Bernstein pour d = 5.

FIGURE 6.10 — Approximation de la
fonction sinus par 'opérateur de Bern-
stein pour d = 5 sur [0, 1].

La figure 6.10 représente I’approximation de la fonction sinus sur I'ensemble [0, 1] par
les polyndémes de Bernstein de degré K = 5. Un résultat important, dont le théoréeme
de Weierstrass est un corollaire, est que I’approximation de Bernstein d’une fonction ¢
converge uniformément vers la fonction ¢ :

Théoréme 6.4.1. Soit ¢ : [0,1] — R une fonction continue et bornée. L’opéra-
teur d’approximation de Bernstein converge uniformément vers ¢ :

A fle(@) = Br[el(z)]o = 0. (6.35)
—+00
Démonstration. Voir LORENTZ ( , D-5). [ |

11 est montré dans le chapitre 8 de ANASTASSIOU et al. ( ) que ce résultat s’étend
au cas multivarié. Une bonne propriété de I'opérateur d’approximation de Bernstein est
d’étre positif (DEVORE et al. , D-2), c’est-a-dire que lorsque la fonction approchée
@ est positive alors son approximation l'est aussi. Ceci est intéressant dans notre cas
puisque nous cherchons a approcher des distributions de probabilité.

6.4.3 La copule de Bernstein

Les définitions et propriétés que nous venons de voir nous permettent & présent
d’introduire la copule de Bernstein (SANCETTA et al. )

Définition 6.4.5 (Copule de Bernstein). Une copule de Bernstein est une copule
s’écrivant sous la forme Bg[p].

Une question importante pour la suite est de savoir quelle condition doit vérifier ¢
pour que son approximation de Bernstein soit une copule. Il s’avere qu’elle doit étre
pour cela une copule discrete sur la grille Gg :

Définition 6.4.6. Une fonction ¢ : I — T est une copule discréte sur la grille
Gk si elle vérifie les trois conditions suivantes :
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! ! L1444 k1+¢ kn+¢
— 1T n 1 1 n n . .
L 3 B (D) o (bl k) >0, VE € [0,K; - 1]

2. siue F, alors p(u)=0

3. Vvue B, ¢(u)=u;

Nous remarquerons en particulier que toute copule est une copule discrete pour
n’importe quelle grille Gg sur 1.

Théoréme 6.4.2. Si ¢ est une copule discréte sur la grille Gg, alors CIE?“’ =

Bg ] est une copule de Bernstein.
Réciproquement, si C’IB{’(’D est une copule de Bernstein, alors ¢ coincide avec la
fonction de répartition de la loi uniforme discrete sur chaque grille marginale

Ok, =B;jNGKk.

Une copule de Bernstein étant absolument continue, celle-ci possede une densité :

Théoréme 6.4.3. Soit CIB{’“D une copule de Bernstein, sa densité s’écrit :

K1 Ky n
cIB;-"P(ul, CeUp) = Z Z p(k1,. .., kn) H Kjbg,—1,r;-1(uj), Yue€[0,1]"

ki=1  kp=1 j=1
(6.36)
ou p(ki,...,ky) est la loi de probabilité du vecteur aléatoire discret (Vi,..., V),
tel que sa fonction de répartition coincide avec ¢ sur la grille G (et donc de
marginales uniformes discréetes sur les grilles G, ) :

kl kn kl kn
— e, | =P (V1 < —,..., 1, <
o(@ ) P s )

K,
k1 kny,
p(k1, ... kn) <V1 ek Vi Kn>
Démonstration. Voir COTTIN et al. ( ) et PFEIFER et al. ( ). |

6.4.4 La copule de Bernstein empirique

A partir dici, les grilles de I" considérées seront des grilles réguliéres G . La copule
de Bernstein empirique correspond a la copule de Bernstein dont la fonction ¢ associée
est la copule empirique. Cependant, cette derniere n’est une copule discréte que si le
pas de la grille K divise la taille de ’échantillon m :

Théoréme 6.4.4. Soit C,, la copule empirique d’un échantillon d supposé issu
d’une loi & marginales continues. Celle-ci est une copule discréte par rapport a
la grille réguliere G si et seulement si K divise m.

Exemple 6.4.1. Pour illustrer le théoreme précédent, supposons que nous
ayons l’échantillon de rang issu d’une loi a marginales continues suivant :
d = {(i,%),(%,%),(%,1),(1,%)}. D’aprés ce que nous venons de voir, la co-
pule empirique de I’échantillon est une copule discrete pour la grille réguliére et
uniforme G4. En revanche, ce n’est pas le cas pour toute grille comme le montre

la figure 6.11. En effet, si nous prenons la grille G3, dans ce cas la copule empi-
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FIGURE 6.11 — Pour que la copule empirique soit une copule discrete, le pas de la grille
doit étre un multiple de la taille de 1’échantillon.

rique n’est pas une loi uniforme sur les bords de la grille. Une maniere graphique
pour le voir est d’agréger les points de I’échantillon dans chaque cellule Cr en un
seul point auquel on associe un poids qui est égal au nombre de points agrégés.
Pour que la copule empirique soit uniforme sur les bords de la grille, les poids
des points résultants doivent étre égaux. Nous voyons ici que ce n’est pas le cas
puisque le point (1,1) a un poids de 2 tandis que les deux autres ont un poids de
1. En revanche, si nous prenons la grille Go, nous pouvons vérifier que tous les
points résultants ont un méme poids de 2. Ceci est attendu puisque 3 ne divise
pas 4 alors que 2 le divise.

Le théoréme précédent nous permet d’introduire la copule empirique de Bernstein :

Définition 6.4.7 (Copule de Bernstein empirique). Sous les hypotheéses du
théoreme 6.4.4, nous appelons copule de Bernstein empirique la copule C}im =

A

Bk [Cn).

Ainsi, étant donné un échantillon de taille m et d’apres le théoréeme 6.4.4, seules
certaines valeurs de K sont valables pour que 'EBC soit une copule. En pratique, le
choix de K € [1,m] est laissé & P'utilisateur et K [ % | points de 'échantillon sont gardés
afin que la taille de I’échantillon soit un multiple de K. Remarquons cependant qu’il
existe deux valeurs de K pour lesquelles la copule empirique est une copule discréte
sans que nous n’ayons besoin d’ignorer certains points : K = 1 et K = m. Nous pouvons
facilement voir avec le théoreme 6.4.5 ci-dessous, que le cas K = 1 ne nous intéresse pas
pour la modélisation de dépendance puisque 'EBC correspond dans cette situation a
la copule indépendante. En revanche, le cas K = m est intéressant et ’EBC correspond
dans ce cas a la copule béta (SEGERS et al. ). Toutefois, nous allons voir que la
copule béta ne nous donne pas de garantie de convergence pour la densité de la copule.
L’expression de la densité de la copule de Bernstein est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 6.4.5 (Densité et fonction de répartition 'EBC). Avec les mémes
notations que celles du théoréme 6.4.3, la densité de ’'EBC d’un échantillon d
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issu d’une loi a marginales continues a pour densité sur 1" :
B K1 Ky n
B, ) = S o S plhnse k) [ By tpany () (6:37)
ki=1  kn=1 j=1
et pour fonction de répartition :
5 Kl Ky n
CK7SD(U17"'aun) = Z Z p(klv"'a H (kj, K— k]-‘rl ) (638)
ki=1  kn=1 j=1

ol B(qp) et L(4,p) sont respectivement la densité et la fonction de répartition d’une
loi béta de parametres (a,b).

Démonstration. 11 suffit ensuite de remarquer que by, 1 x—1(u;) = %B(kj7K_kj+1)(uj)
et d’injecter ce résultat dans I’équation (6.4.3) pour obtenir la densité de 'EBC. Par
intégration, on obtient alors sa fonction de répartition. |

Nous nous intéressons a présent a la convergence de 'EBC et de sa densité. Pour ce
qui est de la fonction de répartition, le théoréme 6.4.1 nous assure que ’approximation
de Bernstein d’une fonction continue sur I est consistante. Cependant, bien que la copule
empirique soit définie sur I, cette derniere n’est pas continue. Nous pouvons tout de
méme nous placer dans les conditions d’application du théoréeme en remarquant que
toute copule discréte peut étre prolongée en une copule (NELSEN , Lemme 2.3.5.).
En notant C,, une prolongation de la copule empirique (en utilisant par exemple une
interpolation multilinéaire), nous avons donc que C’ﬁm — Cpn, quand K — +o0.
Ensuite, par 'application du théoréme de Glivenko-Cantelli, nous pouvons voir que
I’EBC est un estimateur consistant de la copule, c’est-a-dire que :

. AB _
P(K’nlllgl_i_oo’CK’m CHOO) 1.

Nous pouvons résumer cette discussion par le schéma suivant :

AB Weierstrass ~ A Glivenko-Cantelli
CK ,m Om Cm C

Pour ce qui est de la densité de 'EBC, SANCETTA et al. ( ) ont démontré le théoreme
suivant :

Théoréeme 6.4.6. Soit une copule C et sa densité ¢ toutes deux lipschitziennes
sur 1. Soit é%m la densité de 'EBC construite a partir d’un échantillon de C.
Cet estimateur vérifie les propriétés suivantes :

1. Son biais, bias(éf}’m(u)) E {cﬁm(u)} — ¢(u), est inférieur ou égal & K !

a une constante C' € R’ pres, ce que I'on note

Bias(éfy ) S K°

2. Soit j € [1,n] et soit \j = [u;(1 — uj)]l/Z.
« Pour u; €]0, 1], nous avons
. -1
Vi|Ra] S mIN] EV20+KD, (6.39)
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FIGURE 6.12 — Evolution de Kyiisg en fonction de la dimension et pour différentes
valeurs de la taille de 1’échantillon.

o Pour u; € {0,1}, nous avons

n

\% [éﬁ’m(u)} - %C(u) +0 (K;_l> . (6.40)

3. En utilisant comme métrique l’erreur quadratique moyenne intégrée (MISE
pour Mean Integrated Squared Error), définie par

E (e, — cll3] = E Uﬁ (62 () — c(u))zdu] . (641

nous avons é%m(u) — ¢(u)

/2
K; , quand K, m — oo,

o Pour u; €]0, 1], si

o Pour u; € {0,1}, si % — 0 quand K, m — oo.
4. La valeur de K minimisant la MISE est :

o K <m? 0t 6ivj e [1,n],u; €]0,1],

o K <m0 6ivje[1,n],u; € {0,1}.

Une premiére remarque par rapport a ce théoreme est que si nous prenons K =
m, c’est-a-dire la copule béta, nous minimisons le biais de I'estimateur au prix d’une
grande variance. Une autre remarque est que pour de grandes dimensions, la valeur
optimale de K pour la MISE n’est pas utilisable pour la modélisation de dépendances
puisque K = Lm2/ ("+4)J tend rapidement vers 1 lorsque n augmente. Par exemple,
si la dimension du probleme est n = 20, il faudra un échantillon de taille m = 4096
pour que la copule apprise avec ce critere soit différente de la copule indépendante.
Pour éviter d’obtenir systématiquement la copule indépendante, nous prendrons plutot
Kyisg = 1+ Lmz/ (”+4)J. Cependant, cela ne résout pas totalement le probleme puisque
Kyiise vaudra toujours 2 pour de grandes dimensions et la densité de ’EBC obtenue ne
sera pas tres expressive. Dans le prochain chapitre, nous allons introduire les réseaux
bayésiens a base de copules qui permettent de découper la copule jointe de grande
dimension en copules locales de moindres dimensions permettant alors ’apprentissage
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FIGURE 6.13 — Approximation de la densité d’une copule gaussienne de parameétre
p = 0.8 par la densité de la copule de Bernstein empirique paramétrée par Kysg et
pour des échantillons de tailles m = 100 et m = 1000.

de copules avec Kyisg. La figure 6.13 illustre 'approximation de la densité d’une copule
gaussienne par la densité de 'EBC pour des échantillons de taille m = 100 et m = 1000
en utilisant Kysg.

6.4.5 Aspects numériques

Bien que 'expression 6.38 soit intéressante d’un point de vue théorique, elle I'est
moins d’un c6té pratique. En effet, 'application de cette formule pour évaluer 'EBC
en un point u € I" a un coflit de mK™ : il faut parcourir les K™ cellules de la grille G
et, pour chacune de ces cellules, tester 'appartenance de chaque point de ’échantillon.
Or, il serait plus efficace d’organiser le parcours en sens inverse en déterminant pour
chaque point la cellule a laquelle il appartient a partir de ses coordonnées. En suivant
ce principe, SEGERS et al. (2017) ont introduit une écriture alternative de 'EBC et de
sa densité :

Théoréme 6.4.7 (Réécriture de 'EBC et de sa densité). La copule de Bernstein
empirique d’un échantillon d a pour fonction de répartition :

1
CKm = E Z; 1_[1 ITJ [i],s; z] (6'42)
i=1j=

et densité :

Z H Brti o518 () (6.43)

le].

ot ryli] = [Kuyl] et sli] = K —ryfi] + 1.

En utilisant cette nouvelle expression, I’évaluation de '’EBC ne demande que m X n
opérations et ne dépend plus de K.

Un autre avantage numérique que procure cette réécriture réside dans 1’échantillon-
nage de 'EBC. Pour cela, il suffit de remarquer que la formule (6.42) n’est autre qu’une
mixture de lois béta indépendantes dont les poids sont uniformes. Ainsi, il suffit de tirer
d’abord un entier entre 1 et m de maniere uniforme puis de tirer, de maniére indépen-
dante, une réalisation de chaque loi béta associée a cet indice. Ceci nous donne donc
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une méthode d’échantillonnage de complexité O(n) beaucoup plus efficace par exemple
que la méthode de rejet proposée dans PFEIFER et al. ( ).

Enfin, la réécriture de la densité de ’'EBC permet quant a elle de faciliter le condi-
tionnement. Pour le voir, il suffit d’utiliser le théoréme de Bayes avec la formule (6.43) :

2 11 Byt (%)
l

1

/8(7'/[2}5/[2])( )

J

A éB ULy ... ,U]
ce(wlut, ... -1) = (- )

éB(Ul, . ,ul_l)

I:]L T~

>
i'=15
-1
m H Barsas;10) (w5)
=>. Byl sila) (1)
=1 Z H /87'11 5/[1/])( )

Z, lj,_

Il
—

La densité conditionnelle est donc de nouveau une mixture de lois béta indépendantes
mais cette fois-ci avec des poids non-uniformes. D’apres I’équation précédente, la com-
plexité d’une évaluation est donc de O(ml?). Cette complexité peut encore étre diminuée
a O(ml) en remarquant que certains calculs peuvent étre réutilisés.

Dans le prochain chapitre, nous allons introduire le modele des réseaux bayésiens
a base de copules qui permet de décomposer la copule jointe en un ensemble de co-
pules locales de moindres dimensions. Nous allons exploiter cette décomposition pour
développer des algorithmes d’apprentissage efficaces utilisant la copule de Bernstein
empirique.
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de copule qui, dans le
cas d’une distribution multivariée, encode les dépendances entre variables aléatoires.
Il parait donc intéressant de vouloir faire le lien entre la théorie des copules et 'ap-
prentissage de la structure d’un réseau bayésien. En particulier, nous avons vu qu’une
bonne mesure de dépendance pouvait s’exprimer comme une fonctionnelle de la copule
ou de sa densité. Pour cette raison, nous pouvons nous attendre a ce qu'une bonne
statistique pour un test d’indépendance ne soit également fonction que de la copule.
Dans ce cas, la copule de Bernstein empirique peut étre en plus utilisée afin d’obtenir
un test non-paramétrique.

En se basant sur ce principe et sur les travaux de SU et al. ( ), BOUEZMARNI
et al. ( ) ont proposé un test d’indépendance conditionnelle non-paramétrique
reposant sur la distance de Hellinger et la copule de Bernstein empirique. Ce test a
ensuite été utilisé par WAN et al. ( ) afin d’implémenter un algorithme PC pour
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la reconstruction de BNs continus dont les CPDs sont paramétrées par des modeles
de mélange gaussiens (GMM pour Gaussian Mixture Model en anglais) (REYNOLDS

). Toutefois, cette paramétrisation pose deux problémes : d’une part elle n’est pas
cohérente avec celle utilisée lors de I’apprentissage de la structure et d’autre part elle
ne tire pas parti du fait que la théorie des copules permette de séparer I’apprentissage
des marginales de celui de la copule.

Les Copula Bayesian Networks (CBNs), introduit par ELIDAN ( ), sont une ap-
plication des BNs a la théorie des copules : la copule jointe est factorisée en copules
de moindres dimensions permettant de réduire la complexité du probleme. Cette fac-
torisation de la copule permet alors de paramétrer les CPDs en définissant une densité
marginale et une copule densité locale pour chaque variable. La paramétrisation des
CBNs permet donc de séparer la modélisation du comportement individuel de chaque
variable de celle de leur dépendance. De plus, comme pour les BNs, la factorisation
s’appuie sur les indépendances conditionnelles vérifiées par la copule et qui sont en-
codées au sein d’'un DAG. La lecture des indépendances a partir de celui-ci étant la
méme que pour les BNs, les méthodes d’apprentissage de la structure peuvent donc
étre adaptées aux CBNs.

En utilisant la copule de Bernstein empirique pour paramétrer les copules locales,
les CBNs permettent donc de résoudre les deux problémes soulevés par 1'utilisation de
GMMs dans WAN et al. ( ). Du point de vue des BNs continus, ce modele est éga-
lement attrayant puisque l'utilisation de la copule de Bernstein permet de s’affranchir
d’un choix de modele (en général gaussien (LAURITZEN et WERMUTH ; LAURITZEN

)) ou de discrétiser les variables. D’autres modeles de BNs continus abordent ce
probleme (MORAL et al. ; SHENOY et WEST ; LANGSETH et al. ) mais
leur apprentissage reste difficile (ROMERO et al. ) et sont donc en général limités
a quelques variables. De méme, il existe d’autres modeles graphiques a base de co-
pules comme par exemple les vine-copulas (BEDFORD et al. ) ou plus généralement
les pair-copula constructions (CZADO ) dont l'objectif est la construction de co-
pules multivariées a partir de copules bivariées. Pour cela, ils utilisent des graphes non-
orientés et n’ont donc pas le méme langage graphique que les BNs. Les Non-parametric
Bayesian belief networks (KUROWICKA et al. ; A. M. HANEA ; A. HANEA
et al. ) utilisent, quant a eux, un DAG pour la structure de dépendance mais sont
paramétrés par des vine-copulas, rendant leur échantillonnage difficile pour de grandes
dimensions. Pour toutes ces raisons, nous leur préférerons le modele des CBNs.

Dans ce chapitre, nous présentons le modele des CBNs que nous paramétrons par
la suite avec des copules de Bernstein empiriques. Cela va nous permettre de dériver
un algorithme PC pour I'apprentissage de la structure d’'un CBN cohérent avec sa
paramétrisation. Nous présentons ensuite un protocole expérimental afin de tester nos
algorithmes sur des données générées a partir de CBNs dont la structure est connue
et de pouvoir donc mesurer leurs performances en terme structurel. Suite a cela, nous
comparons notre algorithme CPC avec une méthode classique pour les BNs continus
ainsi qu’avec la méthode d’apprentissage des CBNs proposée par ELIDAN ( ). Les
travaux présentés dans ce chapitre ont fait I’objet de publications dans LASSERRE et al.
( ) et LASSERRE et al. ( ).

7.1 Réseaux bayésiens de copules

Cette section reprend en grande partie l'article de ELIDAN ( ) et s’organise
en deux parties : nous introduisons d’abord le modele des CBNs et plusieurs de ses
propriétés puis, dans un deuxiéme temps, nous présentons la méthode d’apprentissage
proposée dans cet article et qui utilise le score BIC maximisé par une recherche TABU.
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Cette méthode nous servira par la suite de référence pour comparer nos algorithmes de
reconstruction des CBNs.

7.1.1 Définitions et propriétés

La définition des CBNs passe d’abord par la réécriture des densités conditionnelles
d’un BN en fonction d’une copule densité. En utilisant la formule de Bayes et ’équation
(6.6), on démontre facilement le lemme suivant :

Lemme 7.1.1. Soit f(z|y) une densité conditionnelle avec Y = (Y7,...,Y]) et
soit f(z) la densité marginale de X. Il existe une copule densité c telle que :

f(2ly) = Re(F(2), F(y1), - ... F(y)) f(z) (7.1)

ou R, est le rapport :

Re(u,vy,...,u) = (7.2)

et R. vaut par définition 1 lorsque y = 0.

Réciproquement, étant donnée une copule densité ¢ et un ensemble de distribu-
tions marginales, R.(F(x), F(y1),...,F(y;))f(z) définit une densité condition-
nelle.

En appliquant ce lemme aux densités conditionnelles de la regle de chaine pour les
BNs (équation 4.7), on démontre que la fonction copule se factorise sur le graphe :

Théoréme 7.1.2 (Décomposition de la copule densité). Soit G une structure de
réseau bayésien pour une distribution Px ayant pour copule densité c. La copule
densité se factorise sur le graphe G :

c(u) = H Rg_(u,'v) (7.3)
i=1

ou {¢;}i1<i<n est un ensemble de copules locales ne dépendant que de X; et ses
parents dans G.

Comme pour les BNs, l'inverse est aussi vrai :

Théoreme 7.1.3. Soit G un DAG sur X. De plus, soit {c(F(x;),
F(pa;;),..., F(pa;,))} un ensemble de copules densités strictement positives
La fonction g définie comme :

n

9(1,. .5 Zp) = H Re,(F(z;), {F(pay)}) fizi),

i=1

est une densité pour X vérifiant les indépendances Z(G).

Il est important de noter qu’en dehors du cas ou la structure est un arbre (KIRSHNER

), les densités f; ne sont pas les marginales de g puisque le produit des facteurs R,

n’est pas une copule (ELIDAN ). Ceci est bien str un probléme pour la construction

de modele, mais dans le cas de 'apprentissage de modeéle qui nous intéresse, cette dé-

composition apporte une grande flexibilité puisque nous pouvons apprendre des modeles
différents pour chaque copule locale et pour chaque densité f;.
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FIGURE 7.1 — Un CBN avec trois variables X7, X5 et X3.

Nous pouvons a présent donner la définition d’un CBN :

Définition 7.1.1 (Copula Bayesian Network). Un Copula Bayesian Network
est une paire C = (G,Px) ou G est une structure de réseau bayésien pour Px.
La densité de X se décompose alors sur G :

n

f(x) = I] Re.(F(x2), F(pay)) f(x:). (7.4)

=1

L’équation précédente est appelée régle de chaine pour les Copula Bayesian Net-
works. La densité jointe f est spécifiée par les copules densités locales ¢; et ses
densités marginales f; qui sont associées au nceud X; dans le graphe.

Remarquons que lorsqu’un noeud n’a pas de parents dans G la copule densité qui
lui est associée est la fonction valant identiquement 1 sur I2. Pour les variables avec au
moins un parent, nous pouvons utiliser n’importe quel type de modele paramétrique ou
bien, comme nous le ferons dans la prochaine partie, des copules densités de Bernstein.

Ezxemple 7.1.1. Soit C le CBN illustré sur la figure 7.1. Ce CBN encode la
densité jointe des variables X7, X9 et X3. Chaque noeud représente une variable
aléatoire a laquelle est associée sa densité marginale f; et une copule densité
locale ¢;. La structure du CBN encode la factorisation de la densité jointe :

f(@1, @2, 23) = [Re, (F(21)) f(21)] [Re, (F(22), F(21)) f (2)]
X [Res (F(x3), F(z1), F(22)) f (23)]
_ c2(F(z2), F(z1))
=[x fan)] |22 (o)
c3(F(23), F(z1), F(22))

[ c3(F(z1), F(z2)) f(x?’)}
c3(F(x3), F(x1), F(22))
c3(F(z1), F(x2))

La simplification est due au fait que les marginales unidimensionnelles de la

copule sont uniformes sur I. La paramétrisation des marginales et des copules
locales est laissée libre et pourrait étre n’importe quel modele.

= co(F(z2), F(z1)) f(@1) f(22)f(x3)

Dans la suite, nous allons utiliser des CBNs couplés a la copule de Bernstein empi-
rique pour obtenir un BN continu ne faisant pas d’hypothése de modele sur les densités
conditionnelles et tirant parti de la liberté de modélisation que procure la théorie des
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copules. En utilisant des tests d’indépendance conditionnelle fondés sur la copule, nous
obtiendrons en plus un modele cohérent & tous les niveaux de ’apprentissage.

7.1.2 Apprentissage de la structure

Les contributions de cette these portent sur I'implémentation de méthodes pour
Papprentissage des CBNs. Nous présentons ici la méthode proposée par ELIDAN ( )
qui servira par la suite de référence pour comparer nos algorithmes. Cette méthode est
basée sur le score BIC adapté au cadre des CBNs et qui est maximisé selon la méthode
de recherche locale TABU list. Pour rappel, le score BIC a pour expression :

9]

Spic(G) = f(d|0%,G) — ——1logm (7.5)

oil |@F| est le nombre de parameétres indépendants associés & la structure et qui dépend
du modele paramétrique utilisé. ELIDAN ( ) compare plusieurs modéles parmi les-
quels nous ne retenons que la copule gaussienne C’g qui est celle obtenant les meilleurs
résultats sur les cas d’applications présentés dans ’article. En utilisant la décomposition
de la densité jointe (7.4), la log-vraisemblance s’écrit :

f(d|6,G) = Zlogf:vl - anlj]10,G)

= i log H Re,(F(xi[j]), {F (pax; [1])}) f (x:[5]]6)

7=1 =1
m n
=YY log Ri(F(x[4]), {F(pair, [j +Zzlogf (23]
j=14=1 j=1li=1
ELIDAN ( ) propose d’estimer les marginales de maniére non-paramétrique en uti-
lisant des fenétres de Parzen (PARZEN ) puis de les remplacer dans ’expression

précédente. A la place, nous nous plagons directement dans I’espace de la copule, c’est-
a-dire en transformant les composantes de X selon U; = F;(X;) ou F; est la marginale
de X;. Dans ce cas, I’équation se simplifie en :

f(d]6,G) ZZlogR wilj], mia(f]s -+ s i, [5]))
j=1:i=1

Rappelons que dans un cas applicatif ott nous ne connaissons pas ’expression des mar-
ginales Fj, nous utilisons les variables de rang a la place ce qui, comme nous 'avons
vu, revient a travailler avec la copule empirique. L’estimation de la matrice de cor-
rélation R par maximum de vraisemblance pouvant étre fastidieuse, une alternative
est utilisée a la place. Elle repose sur la relation entre le tau de Kendall et la corré-
lation linéaire (équation (6.25)) pour les copules elliptiques. En utilisant 'estimateur
non-paramétrique du tau de Kendall (équation (6.19)), les éléments de la matrice de
corrélation pour un échantillon de données sont obtenus. La matrice de corrélation ainsi
construite n’étant pas forcément définie semi-positive, I'utilisation de méthodes de régu-
larisation (ROUSSEEUW et al. ) peut parfois étre requise. D’apreés nos expériences,
c’est en général le cas lorsque la taille de ’échantillon de données est petite. Toutefois,
en utilisant a la place le rho de Spearman et sa relation avec la corrélation linéaire,
il ne nous a pas été nécessaire d’avoir recours a ces méthodes. Notons que ELIDAN
( ) ne fait pas mention de 'utilisation de la décomposition du score BIC pour tirer
pleinement parti de ’algorithme de recherche locale. Dans la prochaine partie, nous
allons introduire plusieurs méthodes d’apprentissage des CBNs dont une amélioration
utilisant cette propriété.
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7.2 Test d’indépendance basé sur la distance de Hellinger

Nous présentons maintenant le test d’indépendance non-paramétrique BRT intro-
duit par BOUEZMARNI et al. ( ) et que nous allons utiliser pour implémenter un
algorithme PC pour les CBNs. En sous-section 3.4.1, nous avions évoqué comment
un test de qualité d’ajustement pouvait étre mené dans le cas d’une variable aléatoire
continue. Pour rappel, dans ce cas I’hypothese nulle est donnée par Hy : F' = Fj ou
Fp est le modele testé. Un détail important était le fait que l'on pouvait toujours se
ramener au cas ou Fy est la distribution uniforme sur I en transformant les données
selon U = F(X). Dans le cas qui nous intéresse a présent, la distribution Fy est une
distribution a n dimensions et dont les marginales sont Fp;1<;<,. Nous pouvons alors
appliquer la transformation U; = F;(X;) et donc obtenir la copule de X. Ainsi, dans le
cas multivarié le test de qualité d’ajustement revient a comparer la copule empirique
a la copule Cy. Pour tester 'indépendance entre deux variables X et Y, la copule Cy
est la copule indépendante : Hy : Cy(u,v) = II(u,v). Cependant, nous sommes inté-
ressés par le cas plus général d'une indépendance conditionnelle X Il Y | Z ou Z est
un ensemble conditionnant de taille [. Cette indépendance peut s’écrire en fonction des
copules densités. En effet, nous avons :

l
f(l‘,y,Z) = CXYZ(F(:U)’ F(y)7 F(Z))f(l‘)f(y) H f(ZZ)
=1
f(2,y,2) = [(2)f(x]2) f(y|2)

cxz(F(z), F(z))eyz(F(y), F(2) l
cz(F(2))

avec F(z) = (F(z1),...,F(z)). Soit en égalant les deux termes :

cxz(F(z), F(z))eyz(F(y), F(z))

F F(y), F = 7.6
exyz(F(x), F(y), F(z)) 2 (F(2)) (7.6)
Pour comparer les deux modeles, une distance sur 'espace des distributions doit étre
choisie. SU et al. ( ) utilisent la distance de Hellinger :
(0. W)
h(exya, M) _ - ex.z(u, W)cy w(v, w ACoxyg. 7.7
cz Ti+2 ex,y,z(u, v, w)cz(w)

Un estimateur non-paramétrique de cette quantité est alors obtenu en remplacant les
copules densités cxyz, cxy,cxz et cz par leur copule densité de Bernstein et en rem-
placant la copule Cxyz par la copule empirique :

B B
A~ C U, wW)c v, W ~
h= e | 1 _J L dCxyz

é)'%,y,z (u, v, W)ég(w)

2
15~ (| exz(alm] zlm])éy.z(y[m], z[m])
me3 éx,yyz(x[m],y[m] z[m])¢z

BOUEZMARNI et al. ( ) ont montré que sous I'hypothése nulle et sous certaines
conditions sur le parametre K, le test suivant était distribué asymptotiquement selon
une loi normale standard :

—(142)/2 R
BRT = K (4mh — O, K2 _p g B gHD/2 _ BgKl/Q)
g
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avec C1 = 2~ D732 5 = \/3(T)(I+2D)/2) et

i (4mulf)(1 — ul4])) Y2 (4mo[f)(1 — v[j])) /2

By =— exy (ulj], v[j])

By = —2 - lg(+1)/2 3 i=1
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Ainsi, nous pouvons nous servir de ce test non-paramétrique afin de calculer des p-
values et décider si oui ou non ’hypothese d’indépendance conditionnelle X Il Y | Z
est rejetée. En particulier, nous allons implémenter un algorithme PC pour les CBNs
a partir de ce test. Les étapes de ’algorithme sont les mémes que celles présentées en
5.2.2.1 et seul le test change. Une fois la structure reconstruite, nous utilisons alors la
formule 6.43 pour calculer les facteurs Ry, |pa, et obtenir un modele non-paramétrique.
Comme pour 'algorithme utilisant le score BIC, nous travaillerons dans 1’espace de
la copule ce qui nous évitera d’avoir a estimer les marginales. Enfin, d’autres tests
d’indépendances basés sur le schéma que nous venons de voir ont été proposés par
BELALIA et al. ( ). Dans le prochain chapitre, nous généralisons la dérivation de
ces tests en utilisant la notion de f-divergence nous permettant d’avoir une méthode
systématique pour I'obtention de tests d’indépendance non-paramétriques basés sur la
copule de Bernstein empirique.

7.3 Protocole expérimental

Pour pouvoir mesurer les performances d’un algorithme d’apprentissage structurel,
nous avons besoin d’échantillons dont nous connaissons la structure de dépendance.
Ainsi, nous pouvons comparer la structure de référence avec celle apprise par ’algo-
rithme. La distribution étant, la plupart du temps, inconnue dans des cas applicatifs,
il en va de méme pour sa structure de dépendance. Pour cette raison, nous devons
recourir a des données synthétiques générées a partir d’une distribution que nous avons
nous méme construit et dont nous connaissons les indépendances. Cette construction
repose sur le choix d’une structure de référence et d’une paramétrisation qui vont avoir
un impact sur les résultats. Enfin, nous avons également besoin de choisir quelle mé-
trique utiliser pour quantifier les différences entre la structure apprise et la structure
de référence. Nous présentons ici en détails les choix que nous avons faits et qui sont a
Iorigine du protocole expérimental que nous allons utiliser par la suite pour comparer
les différents algorithmes.

7.3.1 Structures de référence

Les données pour mesurer les performances des algorithmes ont été échantillonnées
soit a partir de la structure du réseau ALARM (BEINLICH et al. ) soit & partir de
DAGs générés aléatoirement. Avec le réseau ALARM, nous avons une structure prove-
nant d’une application concrete tandis qu’avec les structures aléatoires, nous pouvons
obtenir des résultats plus généraux. Nous présentons maintenant les caractéristiques de
ces structures et, pour les structures aléatoires, comment elles ont été générées.
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FIGURE 7.2 — Structure du réseau ALARM utilisée pour la construction de CBNs.

7.3.1.1 Le réseau ALARM

Le réseau ALARM, pour A Logical Alarm Reduction Mechanism, est un BN discret
souvent utilisé pour tester les algorithmes d’apprentissage et servant a l'origine pour
le diagnostic et le suivi médical de patients. La structure, représentée sur la figure 7.2,
contient 37 noeuds, 46 arcs et 24 v-structures. Le détail des variables et des parametres
du BN ne nous intéressent pas pour la suite puisque nous voulons juste nous servir
de la structure pour créer un CBN a partir duquel nous allons générer des données
continues.

7.3.1.2 Structures aléatoires

Les structures aléatoires sont générées en suivant la procédure de IDE et al. ( )
qui, pour un nombre de noeuds et d’arcs fixé, propose de construire une Monte-Carlo
Markov Chain (MCMC) convergeant vers une distribution uniforme sur ’ensemble
des DAGs. Les structures aléatoires vont nous permettre d’observer I’évolution des
performances des algorithmes en fonction du nombre de nocuds dans le graphe, c’est-a-
dire de la dimension du probléme. Il nous faut donc spécifier le nombre d’arcs voulu dans
ces structures, sachant que 'utilisation de modeles graphiques n’a du sens que lorsque
le modeéle d’indépendance contient relativement peu d’arcs. En se basant sur le rapport
des nombres de noeuds et d’arcs présents dans la structure ALARM, soit % ~ 1.24, nous
avons décidé qu’étant donnée une structure de taille n, elle contiendrait [1.2 x (n —1)]|
arcs. Un DAG aléatoire de taille 22 et généré selon les modalités que nous venons de
décrire est représenté sur la figure 7.3.

7.3.2 Paramétrisation

Une fois le type de structure sélectionné, c’est-a-dire ALARM ou aléatoire, celle-ci
doit étre paramétrée selon la définition 7.1.1 pour obtenir un CBN. Comme nous tra-
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FIGURE 7.3 — Structure aléatoire de taille 22 générée aléatoirement et utilisée pour la
construction de CBNs.

vaillons dans ’espace de la copule, nous n’avons besoin d’échantillonner que la copule
et pour cette raison, nous n’aurons pas besoin de choisir un modele pour les marginales
fx, associées a chaque variable. Les copules locales cx, pa; du CBN sont paramétrées
avec les trois modeles de copules que nous avons présentés dans le chapitre précédent :
gaussien, Student ou Dirichlet. Le modele gaussien joue le réle de modele de référence
puisque plusieurs des algorithmes que nous utilisons font I’hypothese que les données
sont distribuées selon une loi normale. La paramétrisation avec des copules de Student
permet de rester proche du modeéle gaussien mais avec la différence que ce modele
permet d’avoir des dépendances de queue. Ces deux modeles vont permettre d’évaluer
les algorithmes non-paramétriques dans des situations ou les algorithmes faisant ’hy-
pothese gaussienne sont a priori bien adaptés. Quant & la paramétrisation avec des
copules de Dirichlet, celle-ci va servir a mettre les algorithmes en difficulté puisque la
copule de Dirichlet est définie sur un support restreint (voir Figure (7.4)). De plus,
elle va nous permettre de vérifier que les algorithmes non-paramétriques se généralisent
bien a tout type de modele contrairement aux algorithmes paramétriques. Pour ce qui
est de la valeur des parametres, nous les avons choisis de maniére a induire de fortes
corrélations entre les variables. Les copules gaussiennes et de Student sont paramétrées
de sorte que leurs matrices de corrélation ont leurs coefficients hors-diagonale tous fixés
a une méme valeur p = 0.8. Pour que les copules de Student différent légerement des
copules gaussiennes, nous avons fixé leur nombre de degrés de liberté a v = 5. Enfin,
les copules de Dirichlet sont paramétrées avec o = (n%rl, n%q, e #_1, 1) pour que leur
support soit assez restreint. La figure (7.4) montre des échantillons obtenus a partir de
copules bidimensionnelles paramétrées de cette maniere.

7.3.3 Génération des données

Une fois les CBNs construits, nous pouvons nous en servir pour générer des don-
nées. Dans le chapitre 1, nous avons vu comment simuler une variable aléatoire selon
n’importe quelle distribution a 'aide de la méthode de transformation inverse (cf. 1.5).
La méthode dite de forward sampling (KOLLER et al. , chapitre 12) consiste a uti-
liser cette technique successivement pour chaque variable et selon un ordre topologique
relatif a la structure.
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FIGURE 7.4 — Echantillons de copules densités gaussiennes, Student et Dirichlet. Le
parametre de corrélation de la copule gaussienne est fixé & p = 0.8, la copule de Student
est prise avec v = 5 degrés de liberté et un parametre de corrélation p = 0.8, les
parameétres de la copule de Dirichlet sont fixés & a = (1/3,2/3,1).

Définition 7.3.1 (Ordre topologique). Soit G = (V, A) un DAG et (X,Y) € V2
un couple de variables. Un ordre < sur V est un ordre topologique relativement
a G si, quand X — Y alors X <Y.

Exzemple 7.3.1. Considérons le DAG de la figure 4.4. Un ordre topologique
possible est A <1 B <1 C <1 E <1 D <1 F. Celui-ci n’est cependant pas unique
et B <9 F <9 F <9 A <9 C <5 D est un autre ordre valable.

Le fait d’échantillonner les variables selon un ordre topologique nous assure que si la
variable X; a échantillonner a des parents Pa;, alors ceux-ci ont déja été échantillonnés.
En utilisant les valeurs pa;[j] échantillonnées dans la densité conditionnelle associée a
Xi, il suffit alors d’échantillonner selon fx;|pa,- En répétant cette opération jusqu’a
ce que toutes les variables X; de la structure aient été échantillonnées, on obtient
alors une observation x[j] du vecteur X. Il est simple d’obtenir un échantillon de taille
quelconque en répétant la procédure le nombre de fois voulu. Les facteurs Ry, |pa,
associés a chaque nceud d’'un CBN étant des densités conditionnelles, nous pouvons les
échantillonner comme n’importe quelle densité classique et ’adaptation aux CBNs de
la méthode du forward sampling est directe. Notons néanmoins que si la variable X;
n’a pas de parents, le facteur Rx, vaut identiquement 1 ce qui revient a échantillonner
selon une loi uniforme sur I.

Ezxemple 7.3.2. Reprenons le CBN de la figure 7.1 que 'on parameétre par
des copules gaussiennes. Un ordre topologique (qui est unique dans ce cas) est
X1 < X9 < X3. Pour échantillonner X7, nous faisons un tirage uniforme sur I.
A partir de la valeur z;[1] obtenue, nous pouvons & présent échantillonner X
selon la copule gaussienne cy, ,, dont la corrélation est p = 0.8. Nous pouvons
enfin échantillonner la variable X3 dont la copule locale associée est cx, x, x, et
dont la matrice de corrélation est donnée par :

1 08 038
XXX, = |08 1 08 (7.8)
0.8 08 1




7.3. Protocole expérimental 133

7.3.4 Scores pour la structure

Pour mesurer les performances d’un algorithme d’apprentissage, nous générons des
données selon la méthodologie que nous venons de décrire et reconstruisons une struc-
ture a partir de ces données. La structure apprise est ensuite comparée a la structure
de référence ayant servi a générer les données. Reste alors a choisir une métrique per-
mettant de résumer les différences entre les graphes au sein d’un scalaire. Les méthodes
d’apprentissage utilisant des contraintes se déroulent en trois étapes : reconstruction du
squelette, recherche des v-structures et propagation des contraintes. Pour cette raison,
nous avons choisi de comparer les structures au niveau du squelette et du CPDAG.
Nous utilisons pour cela le F-score et la distance de Hamming structurelle (SHD pour
Structural Hamming Distance).

7.3.4.1 F-score

Bien que le F-score soit normalement utilisé pour mesurer les performances de
classifieurs binaires, il peut étre adapté a notre cas. En effet, dans le cas d’un graphe
non-orienté nous sommes également dans un cas binaire puisqu’un lien est soit présent
soit absent. On dit alors d’un lien que c’est un :

o Vrai-positif (VP), s’il est a la fois présent dans la structure de référence et dans
la structure inférée.

o Vrai-négatif (VN), s’il est absent & la fois de la structure de référence et de la
structure inférée.

o Faux-positif (FP), s’il est absent de la structure de référence mais présent dans
la structure inférée.

o Faux-négatif (FN), s’il est présent dans la structure de référence mais absent
de la structure inférée.

Cela nous permet de définir la précision (P) qui est la proportion de liens inférés qui
sont effectivement dans la structure de référence et le rappel (R) (ou recall en anglais)
qui est la proportion de liens présents dans la structure de référence qui ont été inférés
par 'algorithme. Ces deux quantités ont pour expression :

VP TP

P=vprre @ R~ Tpimn (7.9)

Enfin, le F-score est défini comme la moyenne hyperbolique de la précision et du rappel :

PLyR1\T 2xP
F:<+R> _2xPxR (7.10)

2 P+R

Si le squelette de référence a été parfaitement reconstruit par 'algorithme d’apprentis-
sage, la valeur du F-score est de 1. Donc, plus le F-score est proche de cette valeur plus
Palgorithme est performant.

7.3.4.2 Distance de Hamming structurelle

Dans le cas d’un graphe orienté, nous ne pouvons pas utiliser le F-score puisqu’un arc
peut étre absent, orienté dans un sens ou bien orienté dans l’autre. Nous ne sommes
plus dans un cadre binaire et devons recourir a une autre métrique. Rappelons que
plusieurs DAGs différents peuvent encoder les mémes indépendances et I'orientation
de certains arcs n’a d’influence que sur la paramétrisation. Pour cette raison, nous
utilisons la distance de Hamming structurelle (SHD pour Structural Hamming Distance)
(COLOMBO et al. ) qui se calcule sur le CPDAG plutot que sur le DAG. Elle
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FIGURE 7.5 — Comparaison entre le squelette/ CPDAG appris et le squelette/ CPDAG
de référence. Le squelette appris a un F-score de % et le CPDAG appris & une SHD
de 7. Pour les squelettes, les liens en vert correspondent aux vrais-positifs, les liens en
rouge aux faux-positifs et les liens en orange aux faux-négatifs. Pour les CPDAG, les
liens en vert sont bien orientés, les liens en violet sont mal orientés, les liens en rouge
doivent étre supprimés et les liens en orange doivent étre ajoutés.

décompte le nombre d’opérations nécessaires pour passer d’une structure a une autre.
Ces opérations sont l'insertion, la suppression ou bien le changement d’orientation
d’un lien/arc. Si le CPDAG de référence est parfaitement reconstruit, alors la valeur
de la SHD est nulle. Ainsi, plus la SHD est proche de cette valeur plus ’algorithme
est performant. L’exemple suivant donne le calcul du F-score et de la SHD pour les
squelettes et CPDAGs donnés sur la figure 7.5.

Ezxemple 7.3.3. Supposons que le squelette et le CPDAG de références soient
donnés par les graphes des figures 7.5a et 7.5¢ et que I'algorithme d’apprentissage
reconstruise un DAG ayant pour squelette et CPDAG les graphes des figures
7.5b et 7.5d. Pour le squelette, nous pouvons voir qu’il existe 7 vrai-positifs (en
vert), 3 faux-positifs (en rouge) et 1 faux-négatif (en orange). La précision de

I’algorithme est donc de P = 7+3 = ﬁ et son rappel est de R = 7+1 7 . Enfin,
le F-score a une valeur de ' = 2§ig 5. Pour ce qui est du CPDAG, il existe

4 liens/arcs qui ont la bonne orientation (en vert), 3 liens/arcs a supprimer (en
rouge), 3 liens/arcs ayant une mauvaise orientation (en violet) et 1 lien/arc a
ajouter (en orange). Le nombre total d’opérations pour passer d'un CPDAG a
l'autre est donc de SHD = 7.
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FIGURE 7.6 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC, CPC et GBN en fonction
de la taille de ’échantillon d’apprentissage. La moyenne des résultats est calculée sur

5 réinitialisations avec différents échantillons générés a partir de la structure du réseau
ALARM.

7.3.5 Code source et plugin otagrum

L’ensemble des méthodes pour la reconstruction de CBNs que nous présentons dans
cette thése sont utilisables via le plugin pour la bibliotheque OpenTURNS appelé ota-
grum. Ce plugin fait le pont entre les bibliotheques OpenTURNS (BAUDIN et al. )
et aGrUM (DucAMP et al. ) pour implémenter les CBNs ainsi que I'ensemble des
algorithmes d’apprentissage. La premiere permet la manipulation de modeles continus
multivariés, et en particulier de copules, tandis que la deuxiéme permet la manipula-
tion de modeles graphiques. Dans la méme philosophie qu’OpenTURNS et aGrUM,
le code source d’otagrum est écrit dans le langage C++ et ses classes et méthodes
sont ensuite interfacées en langage python a ’aide de I'outil SWIG. Le code source est
directement accessible et téléchargeable sur le répertoire gitHub openturns/otagrum.
Les détails de l'installation du plugin ainsi que sa documentation sont disponibles en
ligne. De méme, le code source pour les scripts permettant la génération des données
synthétiques, I'apprentissage des structures a partir des algorithmes et la production
des courbes d’apprentissage est disponible sur le répertoire gitHub MLasserre /otagrum-
experiments.

7.4 Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats des expériences numériques qui ont été
menées en suivant le protocole expérimental que nous venons de décrire. Les algorithmes
comparés ici sont I’algorithme CPC, 'algorithme de ELIDAN ( ) — que nous appelons
CBIC dans la suite — et un algorithme d’apprentissage utilisant un score bayésien
gaussien (GEIGER et HECKERMAN ) pour la reconstruction de GBNs (cf. 4.5.2) —
appelé GBN dans la suite. Comme pour le score BIC, le score bayésien gaussien est
maximisé sur I’ensemble des DAGs en utilisant une méthode de recherche locale. Afin
d’éviter les maxima locaux, cette recherche est, pour CBIC et GBN, réinitialisée 5 fois
tout en utilisant une liste TABU de taille 5. Enfin, pour éviter les graphes trop denses,
la recherche est contrainte aux graphes dont le nombre maximum de parents d’un nceud
est 4. Quant a la méthode CPC, nous fixons la significativité des tests d’indépendance
a p=0.05.

7.4.1 Performances pour la reconstruction du squelette

La figure 7.6 donne I’évolution du F-score des structures reconstruites par chacune
des méthodes en fonction de la taille de I’échantillon d’apprentissage lorsque la struc-
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https://agrum.gitlab.io/
http://www.swig.org/
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FIGURE 7.7 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC, CPC et GBN en fonc-
tion de la dimension des graphes aléatoires. Pour chaque dimension, les résultats sont
moyennés sur 2 graphes aléatoires différents et sur 5 échantillons de taille m = 10000.
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FIGURE 7.8 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC, CPC et GBN en fonction
de la taille de I’échantillon d’apprentissage. La moyenne des résultats est calculée sur
5 réinitialisations avec différents échantillons générés a partir de la structure du réseau

ALARM.

ture de référence est celle du réseau ALARM. Pour une taille donnée, ces résultats sont
moyennés sur 5 échantillons différents. Nous observons sur ces figures que ’algorithme
CPC a de meilleures performances que CBIC et GBN pour n’importe quelle paramétri-
sation des CBNs, dés lors que la taille de ’échantillon est suffisante (m > 1000). Bien
que les méthodes CBIC et GBN utilisent toutes deux des scores gaussiens, la méthode
CBIC est celle qui obtient les meilleurs résultats pour n’importe quelle taille d’échan-
tillon. Enfin, malgré le fait que la paramétrisation de Dirichlet soit éloignée du modele
gaussien, la reconstruction du squelette ne semble pas en étre affectée.

La figure 7.7 donne I’évolution du F-score en fonction de la taille des structures
aléatoires utilisées pour générer les données. Pour chaque dimension, les résultats sont
moyennés sur 2 structures aléatoires différentes et, pour chacune de ces structures, sur
5 échantillons différents de taille m = 10000. La dimension des graphes aléatoires va de
n =2 an = 92. Nous observons une nouvelle fois que 'algorithme CPC est celui qui a
les meilleurs résultats pour n’importe quel type de données et que I’algorithme CBIC est
supérieur a 'algorithme GBN pour n’importe quelle dimension. Dans le cas de données
issues de copules de Dirichlet, nous observons que les performances de CBIC et GBN
décroissent plus rapidement que dans les cas gaussien et de Student contrairement a
CPC qui montre méme de meilleurs résultats dans ce cas la.

7.4.2 Performances pour la reconstruction du CPDAG

De méme que pour le F-score, les figures 7.8 et 7.9 montrent respectivement 1’évo-
lution de la SHD en fonction de la taille de I’échantillon pour la structure du réseau
ALARM et I’évolution de la SHD en fonction de la dimension pour les structures aléa-
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FIGURE 7.9 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC, CPC et GBN en fonc-
tion de la dimension des graphes aléatoires. Pour chaque dimension, les résultats sont
moyennés sur 2 graphes aléatoires différents et sur 5 échantillons de taille m = 10 000.

toires. Ces courbes sont également moyennées sur 5 échantillons dans le premier cas et
2 x b échantillons dans le deuxieme. De nouveau, nous observons que les performances
des algorithmes CBIC et CPC sont supérieures a celles de ’algorithme GBN pour n’im-
porte quelle taille d’échantillon dans le cas de la structure ALARM et pour n’importe
quelle dimension dans le cas des structures aléatoires. Bien que pour de grandes tailles
d’échantillons 'algorithme CPC reste le meilleur des trois algorithmes pour la structure
ALARM, Tl'algorithme CBIC a, cette fois-ci, de meilleures performances lorsque cette
taille est inférieure & m ~ 12000. En revanche, dans le cas des structures aléatoires,
les performances de 'algorithme CPC restent supérieures pour quasiment toutes les
dimensions.
Ainsi, notre algorithme est globalement meilleur que I’algorithme proposé par ELIDAN

( ) et les algorithmes basés sur les copules montrent de meilleurs résultats que 1’al-
gorithme classique pour les GBNs. Dans le prochain chapitre, nous introduisons un
autre algorithme d’apprentissage pour les CBNs appelé CMIIC. Nous allons voir que
celui-ci surclasse tous les algorithmes que nous avons introduits dans ce chapitre.
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Dans le chapitre précédent, nous avons donné un cadre pour 'apprentissage de ré-
seaux bayésiens continus non-paramétriques en combinant le modele des CBNs (ELIDAN
) avec celui de la copule de Bernstein empirique. En utilisant le test d’indépen-
dance non-paramétrique proposé par BOUEZMARNI et al. ( ), nous avons alors
proposé un algorithme PC pour l'apprentissage de la structure d’'un CBN cohérent
avec sa paramétrisation. Ce test d’indépendance est dérivé selon I’approche classique
des statistiques et, comme I’ensemble des tests d’hypothése que nous avons vus jusqu’ici,
dépend donc d’une fonction mesurant I’écart entre la distribution sous I’hypothese Hy
et la distribution sous I’hypothese Hj. Il se trouve que ces fonctions sont réunies sous
la définition de f-divergence, introduite indépendamment par CSISZAR ( )t et ALl
et al. ( ), vérifiant un certain nombre de propriétés. En utilisant cette définition
et la copule de Bernstein empirique, nous proposons ici un cadre général permettant
de dériver un ensemble de tests d’indépendance non-paramétriques. L’entropie relative

1. Le lecteur non magyarophone pourra se référer a CSISZAR ( ).
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(cf. définition 2.1.3), qui fait partie de cette classe de fonctions, joue un réle particu-
lier pour l'inférence paramétrique basée sur le maximum de vraisemblance mais aussi
dans les méthodes de sélection de modele dans les contextes bayésien et NML. Pour
cette raison, nous présentons le test d’indépendance qui lui est associé et dont la sta-
tistique de test est I'information conditionnelle. Pour en obtenir un estimateur, nous
généralisons le lien existant entre I’entropie de la copule et I'information mutuelle (MA
et al. ) & information conditionnelle. Cet estimateur est ensuite utilisé d’une part
pour accélérer la recherche locale menée par ’algorithme de reconstruction des CBNs
proposé par ELIDAN ( ) et d’autre part pour implémenter un algorithme MIIC non-
paramétrique. Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I’objet d’une publication
dans LASSERRE et al. ( ).

8.1 Cadre pour la dérivation de tests d’indépendance non-
paramétriques

Nous généralisons ici la dérivation du test non-paramétrique de BOUEZMARNI et
al. ( ) basé sur la distance de Hellinger et la copule de Bernstein empirique que
nous avons vues dans le chapitre précédent. Cette généralisation va donner lieu & un
cadre permettant la dérivation systématique de plusieurs tests d’indépendance non-
paramétriques. Pour cela, nous commencgons par remarquer que l’ensemble des statis-
tiques de test pour la sélection de modele que nous avons vues jusqu’a présent sont
construites a partir de différentes fonctions résumant les différences entre la distribu-
tion sous ’hypothése Hy et sous I’hypothese Hi, au sein d’un scalaire. Il s’avere que
ces fonctions sont différentes instantiations d’une méme quantité appelée f-divergence :

Définition 8.1.1 (f-divergence). Soit f : R} — R une fonction convexe telle que
f(1) = 0 et soient P et Q deux distributions de probabilité définies sur 'espace
probabilisable (2,.4). Si P <« Q, la f-divergence entre les deux distributions est
donnée par
dP

D; (P|lQ) = Eqg [f (d@)]’ (8.1)
La fonction f est appelée fonction génératrice et 'on note F I’ensemble de ces
fonctions. Soit p et ¢ les densités de P et Q par rapport & une mesure u, la
f-divergence s’écrit alors

Dy ®1Q) = [ 1 (%)) dw)dua) (52)

Nom de la divergence Formule Fonction génératrice
Entropie relative Jo p(x)log Z(—gdu ulogu

Divergence 2 Ja %du (u—1)2

Variation totale 3 folf(@) —g(z)|dp Flu—1|

Distance de Hellinger [, (1 - %)Z(w)du (1—u)?

TABLE 8.1 — Ensemble des f-divergence rencontrées.

Le tableau 8.1 résume les principales f-divergences que nous avons rencontrées jus-
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qu'ici ainsi que la fonction convexe qui leur est associée ”. Par exemple, le test x? que
nous avons présenté au chapitre 3 dérive d’une f-divergence du méme nom et dont la
fonction convexe associée est f(u) = (u—1)2. La f-divergence vérifie plusieurs proprié-
tés liées a sa fonction génératrice :

Proposition 8.1.1 (Propriétés liées a la fonction génératrice). Soient P < Q
deux distributions définies sur un méme espace mesurable. Pour I’ensemble de
ces distributions, la f-divergence vérifie les propriétés suivantes :

e Linéarité : Soit f une fonction génératrice telle que f = A1 f1 + Ao fo, alors
Dy(P||Q) = A Dy, (P|Q) + A2 Dy, (P[|Q)-

e Annulation pour une fonction génératrice linéaire : La f-divergence
s’annule si et seulement si sa fonction génératrice est définie comme f(x) =
c(x — 1), avec c € R.

o Invariance par ajout d’un terme linéaire : Soit ¢ € R et soit f*(x) =
f(z) + c(z — 1), alors Dy-(P||Q) = Dy(P[|Q).

Démonstration. La linéarité vis-a-vis de la fonction génératrice découle de celle de
Pespérance. Soit f(u) = ¢(u — 1), alors Dy(P||Q) = Eq | f($5)] = ¢ (Eq [$5] - 1) =0,
ce qui démontre la deuxiemre propriété. L’invariance par ajout d’un terme linéaire
découle directement des deux autres propriétés. |

L’invariance de la f-divergence par l'ajout d’un terme linéaire a la fonction gé-
nératrice nous permet de définir des classes d’équivalences sur F telles que f; et fo
appartiennent & une méme classe si fi(x) = fa(z) + ¢(z — 1). En reprenant 1’exemple
de la divergence 2, une autre fonction génératrice pourrait étre f(u) = u? — 1 =
(u—1)%+2(u — 1). Les formules et les calculs peuvent parfois se trouver simplifiés par
le bon choix d’un représentant de la classe. Pour une fonction génératrice donnée, plu-
sieurs des bonnes propriétés que nous avons vues pour l'entropie relative se généralisent
a la f-divergence :

Proposition 8.1.2 (Propriétés de base). Soient Px <« Qx deux distributions
de probabilités définies sur un méme espace mesurable et soit f une fonction
génératrice. La f-divergence vérifie les propriétés suivantes :

« Positivité : D¢(P||Q) > 0 et D¢(P||Q) = 0 si et seulement si P = Q.

e Invariance par changement de variable : Soit ¢ une fonction bijective
différentiable et soit Y = ¢(X). Dans ce cas, Df(Py||Qy) = D¢(Px||Qx).

Démonstration. Ces propriétés se démontrent de la méme maniere que pour I’entropie
relative. n

Enfin, il existe également une notion de f-divergence conditionnelle généralisant la
définition 2.1.4 :

Définition 8.1.2 (f-divergence conditionnelle). Soit X = (X;,X32) un vecteur
aléatoire et soient Px <« Qx deux distributions jointes définies sur un méme
espace probabilisable. La f-divergence conditionnelle est définie par

D (Px,ix, 1@, [Pxy) = By, | Ds(Px,jx, [1Qx, 1, )| (83)

2. Pour une liste plus exhaustive, voir SASON ( ).
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La régle de chaine (cf. proposition 2.1.4) en revanche ne s’étend pas a toutes les
f-divergences et reste un cas particulier de ’entropie relative. Nous pouvons toute-
fois simplifier la f-divergence quand les deux distributions comparées possedent une
marginale en commun :

Proposition 8.1.3. Soit X = (X, X3) un vecteur aléatoire et soient X; et Xo
deux sous-vecteurs disjoints. Si Px < Qx sont deux distributions jointes de ce
vecteur telles que Px, = Qx,, alors

Dy (Px||Qx) = Dy(Px,x, ||Q@xx, [Px;) (8.4)

Maintenant que nous avons donné les principales propriétés et définitions liées a
la f-divergence, revenons a 1’équation (8.2) exprimant la f-divergence en fonction du
rapport des densités des deux distributions. Cette formule est intéressante dans le
cadre d’un test d’indépendance puisque cela veut dire que la statistique de test n’est
fonction que des densités des copules. Pour le voir, rappelons que dans le cas du test
d’une indépendance conditionnelle X; 1 X3|X3, les distributions que nous cherchons
a comparer sont :

Mo : X ~ Pxjo.n, = PX3|9x3 ® PX17X2|X379X1X2\X3 (8.5)

My X ~ Pxjonn = Pxyjox, @ Pxixs.0x, x, @ PxolXs.0x,x,

Pour n’importe quelle fonction génératrice, nous avons ainsi :

Dy (PX\G,MQH]P)X|0,M1>
= Dy (PX17X2|X319X1X2|X3 | ’PX1|X379x1|x3 ® PXz\XB,GXQ\xg |PX3|9x3)

= IE]P’xg [Df (PXLXQ‘X379X1X2|X3 | ’PX1|X370X1\X3 ® PXQ‘X379X2|X3 )}
E f dIPX17X2|X370X1X2\X3
= LPxjo,m
! d(]PX1|X370X1\X3 ® PXz\X3,9X2|x3)

_ p(z1,22]x3,0x, x,|X3)
Qx P30, 1x5)®P(22]x3.0x5x5)

dPxe,01,

_ f RX1X2\X3(PX1(x1‘0X1)7PX2($2‘0X2)|PX3(x3‘0X3)) d]P)
- Ox Ry, x5 (Pxy (2110x,)[Px 4 (x310x5)) Rxy x5 (Px, (2210x,) | Px 4 (x3]0x3)) X16,M;

_ Ry x2x; (u1,uz2us) Ry x; (u1us) Rx, x4 (u2|us)

_/HH_Qf<RX1X3(u1U3)RX2X3(u2|u3)> Rors gy (nunuz) — ACX(0,0 (1) (8.6)

ol nous avons utilisé la proposition 8.1.3 pour la premiere égalité, le lemme 7.1.1 pour la
cinquiéme et le changement de variable U; = Py, (z;|0x,) pour la derniére. A partir de
ce résultat, nous pouvons obtenir un estimateur des densités de copule soit en utilisant
une famille de copules paramétriques, dont les parametres peuvent par exemple étre
inférés par la méthode du maximum de vraisemblance ou par tout autre estimateur que
nous avons vu dans le chapitre 3, ou en utilisant une estimation non-paramétrique de la
densité de la copule et donc dans notre cas avec la copule de Bernstein empirique. En
intégrant par rapport a la copule empirique, nous obtenons ’estimateur suivant pour
la statistique de test :

tf(d) - /]Il+2 f ( I%X1X2‘X3(u17u2|u3) ) RX1\X3(U‘1‘U3)RX2\X3(uQ‘u?’)dCA(m(u)

RX1|X3 (Ul |u3)RX2|X3 (U2|u3) RX1X2|X3 <u17u2‘u3)

_ i ( R xyx5 (wi[i]uz[i]lus[i]) ) Rxlxxg(ul[i]\us[i])RXQ\xg(u2[i]|u3[i])'

Ry xq (w1 [i)[uli]) Ry x4 (uzd][usli]) R, x, x4 (uili],uzli][usli])
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Remarquons pour finir que dans le cas d’un test d’indépendance marginale, I’équation
8.6 nous donne

Dy (]P’X\e,MOHIF’xw,Ml) = /]12 f (ex, x, (u1, ug)) durdus, (8.7)

ce qui nous permet de dériver en plus des mesures de dépendances.

8.2 Test d’indépendance basé sur la divergence relative

Maintenant que nous avons proposé un cadre pour la dérivation systématique de
test d’indépendance conditionnelle étant donnée une f-divergence, nous allons nous en
servir pour obtenir un test a partir de 'entropie relative. Ce test est une généralisation
de celui proposé par BELALIA et al. , lequel se limite a une indépendance marginale.

8.2.1 Le choix de I’entropie relative

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6 peut étre réinterprété comme étant
celui du minimum de I’entropie relative entre la distribution P ayant généré Péchantillon
d’observations d et la distribution paramétrique Px g 4. En effet, nous pouvons réécrire
la vraisemblance comme :

f(d|@) = exp li log f(x[z]|0)] = exp [m/Q log f(x\@)dl@’m} = exp [—mH(I@’mHPXW)]
1=1 X
(8.8)

et dans la limite d’un échantillon de taille infinie, nous avons :
1 - - .
——log f(d|0) ——— H(Px||Px|p) = H(Px) + D(Px||Px|g)-
m m—+00

ou nous avons utilisé la proposition 2.1.6. Maximiser la vraisemblance revient alors
a minimiser I'entropie relative entre Px|q et P puisque H(Px) ne dépend pas de 6.
Par cohérence avec 'apprentissage des parametres, nous voulons utiliser la méme f-
divergence pour 'apprentissage de la structure et donc utiliser ’entropie relative pour
dériver une statistique de test. Un autre argument en sa faveur est que, comme nous
I’avons remarqué plus haut, I’entropie relative vérifie la regle de chaine contrairement
aux autres f-divergences. Nous allons tirer parti de cette propriété pour décomposer
la statistique de test en une somme de termes ce qui nous permettra d’éviter certains
calculs redondants.

8.2.2 L’information conditionnelle comme statistique de test

Reprenons a présent I’équation 8.6 pour 'entropie relative, c’est-a-dire avec la fonc-
tion génératrice f(u) = ulog(u) :

R o (u1,u2|us
D(PX\O,MOHPXW,Ml) :/ 1Og( X Xq /X (U1,u2]u3) >dCX|0,M0(u)

42 Rx x5 (u1us)Rx,x, (uzus)

- /]Il+2 IOg RX1X2\X3 (u17 u2‘u3)dCX|9,MO (u)
- /]Il+2 log Rx,|x, (u1]u3)dCx e, (1)

- /wz log Rx,x, (u2|u3)dCxe a1, (1)
= —H.(X1,X2,X3) + Ho(X1,X3) + He(X2,X3) — He(X3)

3. Cette réinterprétation peut mener a une vision géométrique de l’estimation paramétrique
(Kurnavy ).
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L’entropie relative nous permet donc d’écrire la statistique de test comme une somme
d’entropies de copule. Remarquons que par définition de l'information mutuelle (défi-
nition 2.2.2), nous avons également :

D (Pxjo.u,|[Pxjo.r,)

=D (PXl,XQ\X3,9X1X2|X3H]P)X1|X3,0X1|x3 ® Py x3,0x,x, |Px3|ox3) = I(X1; X2|X3).
(8.9)

et la statistique de test associée a ’entropie relative est donc 'information condition-
nelle. En égalisant les deux derniers résultats, nous pouvons alors relier I'information
conditionnelle & Pentropie de la copule et généraliser le résultat de MA et al. ( K

Théoreme 8.2.1. Soit X = (X1, Xg, X3) un vecteur aléatoire avec X1,Xz et X3
trois sous-vecteurs disjoints. L’information entre X4 et Xs conditionnellement &
X3 est liée a ’entropie de la copule par :

I(Xl;Xg‘U) =S Hc(Xl, U) + HC(XQ, U) = Hc(Xl,Xg, U) = HC(U) (810)

Notons que, bien que nous ayons remplacé X; et Xo par des vecteurs aléatoires
dans ’énoncé du théoréme, sa démonstration ne change pas. La relation 8.10 est donc
similaire & la relation entre l'information conditionnelle et ’entropie (équation 2.22)
a cela preés que 'entropie de la copule est par définition nulle pour I’ensemble vide et
également nulle pour une seule variable puisque dans ce cas la la copule densité vaut
identiquement 1 sur I et son logarithme est alors nul. Nous retrouvons bien dans ce cas
la relation démontrée dans MA et al. ( K

I(X1; Xo|0) = He(X1,0) + He(X2,0) — Heo(X1, X2,0) — He(0) = —He (X1, Xo).

L’estimation de la statistique de test sur un échantillon d de taille m, donnée par
I’équation 8.9, nous donne donc un estimateur pour 'information conditionnelle :

tr(d) = [(X1; Xo|X3) = Ho(X1,X3) + Ho(Xo, X3) — Ho(X1, X2,X3) — He(X3)
(8.11)

qui s’écrit comme la somme des estimateurs des entropies de copules H. ayant pour
expression

A

H.(X)=— fjlog é(x[j]) = — 8 log ¢(x)dCy, = He(Cp||Cxp)- (8.12)
j=1

Rappelons que ¢ est un estimateur de la copule densité calculé soit a partir d’'un modele
paramétrique, soit a partir de la copule de Bernstein empirique. Certains estimateurs
d’entropie de copule sont communs a différents tests d’indépendance conditionnelle.
Par exemple, tous les tests d’indépendances conditionnellement a X3 contiendront le
terme H.(X3). Ainsi, ces estimateurs peuvent étre stockés et réutilisés de maniére &
accélérer nos algorithmes pour 'apprentissage de la structure d’'un CBN puisque ceux-ci
réalisent un grand nombre de tests. Comme nous ’avons dit plus haut, cette propriété
est spécifique a 'entropie relative qui permet cette décomposition.

8.3 Implémentation de 'algorithme CMIIC

Jusqu’a présent, nous nous sommes focalisés sur comment dériver une statistique
de test et avons ignoré la question de la définition d’'une région de rejet. Pour cela,
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il est nécessaire de déterminer la distribution de la statistique de test afin de pouvoir
calculer des p-values et décider alors du rejet ou non de I’hypothese nulle. Il s’avere que
méme dans la limite des grands échantillons, cette tache est souvent compliquée. Dans
le cas de 'entropie relative, BELALIA et al. ( ) ont proposé une approximation de
la statistique de test pour une indépendance marginale (U = () et qui, dans la limite
des grands échantillons, possede une distribution normale standard. Cette approxima-
tion n’est cependant pas suffisante pour I'implémentation d’un algorithme PC comme
dans le chapitre précédent puisque celui-ci nécessite 1'usage de tests d’indépendance
conditionnelle. Quand bien-méme, VERNY et al. ( ) ont montré que dans le cas de
variables aléatoires discretes, I'algorithme PC était moins performant que I'algorithme
MIIC et une version continue de cet algorithme serait donc préférable. Justement, ce
dernier fait usage de 'information conditionnelle pour décider d’une indépendance et
plus précisément de l'estimateur que nous avons dérivé dans la section précédente.
Ainsi, cela va nous permettre de dériver une version continue et non-paramétrique de
I’algorithme pour I'apprentissage de la structure d’'un CBN.

L’algorithme MIIC, comme nous I’avons vu (cf. sous-section 5.2.2), utilise 'approche
NML afin de dériver un test d’indépendance. Plus t6t, nous avons fait I’hypothese que
les données étaient discretes et distribuées selon une loi catégorielle. Ici, nous faisons
I’hypothese que la distribution ayant généré les données appartient & un modele paramé-
trique continu quelconque (gaussien, exponentiel, Dirichlet, etc.). En utilisant I’écriture
8.8, le rapport des maxima de vraisemblance s’écrit comme :

£(d|6, M ) )
M = exp |—m (H (BullPyipar, ) — H (BnllPxioas, ) )|

Les deux entropies croisées se décomposant comme :

H(PoPxigr) = H (BlIP0) + H (B[Px,ju) + H (Bl|Pxy )

. . . , (8.13)
H(Pl[Pyip1p,) = H (PIIPU) + H (BlIPx, x,0)

le rapport des densités NML a alors pour expression :

Sauw(d| M)

Fouw(d| M)~ P {_ ( ( mHPXlIU) +H( mHPXz\U> H (]f”mWXl,Xz\U)) +QX1;X2\U}

(8.14)
avec, comme précédemment, qx,,x,|u = log (Z(Mo)/Z(M)). Cette derniere expression
peut s’exprimer en fonction seulement de copules, faisant apparaitre ’estimateur de
I'information conditionnelle que nous avons introduit plus tét. Pour le voir, remarquons
qu’étant donnés deux vecteurs aléatoires X = (X1,..., Xy) et Y, nous avons

H (B [Fxyy) = —% > tog f(xlillyli.6)
=1

d

=1

m d
= —% > |logex v (F(x[i)), F(y[i])) —log ey (F(y[i])) — Y log f (a;[i])
i=1 Jj=1
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En utilisant cette relation dans le rapport des densités NML, nous avons donc :

S (d| My)
faxu(d|Mo)

A

= exp [—m (H (X1,0) = A (U) + . (X5, U) — e (X1, X2, U) ) + g, 5,0]
= exp { mI(X1; X2|U) + qx;. X2|U}

De la méme manieére que dans le cas discret, I'indépendance conditionnelle est ac-
ceptée si le rapport est supérieur a 1, c’est-a-dire si I'(X1; Xo|U) = I(X1; X5|U) —
£4:%[0 (). Reste alors & estimer U'information & trois points afin de déterminer ’ordre
dans lequel les variables sont traitées ainsi que de la présence ou non de v-structures. Il
nous suffit pour cela d’utiliser I’équation 2.27, nous permettant de relier 'information
multivariée conditionnelle a I’entropie de la copule :

Théoreme 8.3.1. Soit X = (X1, Xy, X3, U) un vecteur aléatoire avec X;,Xg,
X3 et U quatre sous-vecteurs disjoints. L’information entre X1, Xg et X3 condi-
tionnellement & U est liée a ’entropie de la copule par :

I(X1;X0; X3|U) = I(X1; X2|U) — I(Xy;X5|X3,U)
= H.(X1,X2,X3,U) + H.(X1,U) + H.(X2,U) + H.(X3,U)
- HC(X17X27 U) - Hc(Xla X37 U) - HC(X27X37 U) - HC(U)
(8.15)

L’estimateur pour I'information multivariée conditionnelle est alors simplement dé-
fini en remplacant les informations conditionnelles dans I’équation précédente par leurs
estimateurs, c’est-a-dire :

I(Xl,XQ,Xg,‘U) (Xl,X2|U) (Xl,X2|UUX3) (816)

Une fois de plus, lestimateur peut s’exprimer en fonction uniquement d’estimateurs
d’entropies de copules qui peuvent étre stockés et réutilisés entre différents tests pour
accélérer les calculs. Comme dans le cas discret nous avons alors :

2 + A A
I - P oo i ] 00
AVeC X ,;X2:X3]U = 4X1;X2|U — 4X1;X[UUX;- En résumé, l'algorithme reste inchangé si
I’on utilise 'estimateur de 'information conditionnelle - et I’estimateur de I'information
multivariée conditionnelle qui en découle - a la place des estimateurs que nous avons
vus dans le cas discret. La différence réside dans le calcul des estimateurs qui repose sur
la théorie des copules et nous permet donc d’utiliser la densité de la copule de Bernstein
empirique ¢2 pour obtenir une version non-paramétrique de I’algorithme MIIC. Une
version paramétrique peut également étre obtenue en utilisant n’importe quel modele
de copule densité paramétrique pour lequel les parametres sont estimés, par exemple,
avec la méthode du MLE.

Pour finir, nous devons discuter des termes correctifs ¢x,, x;|u et ¢x,,x;,x,ju- Ceux-
ci proviennent de la constante de normalisation des densités NML qui, dans le cas
continu, est définie par 'intégrale

Z(M) = £(d|6, M)dd. (8.18)

deD
Comme nous ’avons commenté plus tot, pour certains modeles, la constante n’est finie
que si le domaine D est restreint. Dans le cas continu, nous intégrons sur R et I'intégrale
diverge donc le plus souvent. Pour résoudre ce probléme, une solution possible est



8.4. Accélération de l'algorithme utilisant le score BIC 149

d’utiliser le lucky NML (LNML) (GRUNWALD et al. ) qui rajoute une fonction de
luckiness jouant un role tres similaire a celui de la densité a priori dans le cadre de
I’approche bayésienne. La méthode LNML sera abordée un peu plus en détails en fin
de these lorsque nous discuterons des perspectives a nos travaux. En effet, comme les
calculs associés sont difficiles et que cette méthode n’est de toute maniere adaptée qu’au
cas paramétrique, nous avons fait a la place le choix plus simple de fixer ces corrections
a une constante a telle que I'(X;; X;|U) = I(X;; X;|U) — a et I'(X;; X;; Xi|U) =
I(X;; X5; X |U) 4+ . Bien que l'utilisation d’un méme parametre pour l'information
conditionnelle et I'information multivariée conditionnelle soit discutable, nous avons fait
ce choix afin d’éviter I’ajout de plusieurs hyper-parameétres. Celui-ci peut étre considéré
comme un seuil de confiance : plus « diminue (et plus notre test est précis), plus il faut
de données pour décider de I'indépendance. Enfin, il peut étre déterminé en utilisant,
par exemple, la méthode de cross-validation.

8.4 Accélération de P’algorithme utilisant le score BIC

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la méthode pour I'apprentissage de
la structure d’'un CBN introduite par ELIDAN ( ). Celle-ci utilise le score BIC qui est
maximisé sur l'espace des DAG via une recherche TABU. Pour rappel, son expression
pour une structure G est donnée par :

A 1
Sprc(G:d) =4¢(d:0,G) — B log(m)|©g|,

ou £ est la log-vraisemblance, 6 sont les estimateurs des parametres du maximum de
vraisemblance (MLE) et |©¢| est le nombre de parametres libres associés a la structure
du graphe. L’inconvénient de cette technique est que le score doit étre calculé sur I'en-
semble du graphe a chaque fois qu’une modification locale sur le graphe est effectuée
par la recherche TABU. Comme nous en avons discuté en 5.2.1.2 pour le cas discret, la
solution est d’utiliser la décomposition de la vraisemblance en une somme d’informa-
tions mutuelles permettant alors de ne recalculer le score que sur les familles ayant été
modifiées. Il s’avere que nous pouvons faire la méme chose ici en remarquant que :

n

‘d: 9 G) ZZIOgR (uj le[i]""vﬁjkj[iD

i=17=1

= izn: |:10gCXJ.7PaJ. (uj[i],ﬂ'jl[i], Tk, [z]) — log cpa, (ﬂjl[i], ey Tk [Z])}
i=1 j=1

= —mzn: {f[c (X;,Pa;) — H. (Pa;) } = z”: 1(X;; Pay),

ol nous avons utilisé la relation (8.10) pour la derniére égalité. Nous pouvons alors uti-
liser les formules de la proposition 5.2.1 pour calculer les variations de score associées a
une modification locale et accélérer 1’algorithme proposé par ELIDAN ( ). Une nou-
velle fois, nous avons fait apparaitre I’estimateur de I'information conditionnelle associé
a la statistique de test dérivée a partir de I’entropie relative. Le reste de I'algorithme
reste inchangé et les copules densités sont estimées a partir de modeéles gaussiens.

8.5 Comparaison des algorithmes d’apprentissage

Nous reprenons a présent la comparaison des algorithmes d’apprentissage pour les
CBNs avec le protocole expérimental que nous avons introduit lors du chapitre précé-
dent. Au F-score et a la SHD, nous ajoutons ici le temps d’apprentissage des algorithmes
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FIGURE 8.1 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC, CPC, G-CMIIC et B-
CMIIC en fonction de la taille de I’échantillon d’apprentissage. Les résultats sont moyen-
nés sur 5 échantillons différents générés a partir de la structure du réseau ALARM.

comme critére de performance. Avec les méthodes CPC et CBIC, nous comparons deux
versions différentes de CMIIC. La premiere utilise la copule de Bernstein empirique
pour obtenir une estimation de 'information mutuelle tandis que la deuxiéme utilise
pour cela la copule gaussienne, dont les parametres sont estimés en suivant la méme
procédure que pour CBIC. Nous nous référons a ces deux versions en les appelant res-
pectivement B-CMIIC et G-CMIIC. Dans les deux cas, le parameétre de normalisation
est fixé a a = 0,01. Comme nous allons le voir, cette valeur s’avere étre expérimenta-
lement un bon compromis entre le nombre de données nécessaires pour ’apprentissage
et la validité des tests d’indépendances. Pour ce qui est de l'algorithme CBIC, nous
utilisons la version accélérée tirant parti de la décomposition du score BIC. Enfin, ’al-
gorithme GBN ayant des performances systématiquement inférieures a CPC et CBIC,
nous ne reproduisons pas les courbes qui lui sont associées.

8.5.1 Performances pour la reconstruction du squelette

Ve VN A \ H
\1)\} ’}'v' ~N Y = 3
. poh, s H
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FIGURE 8.2 — Evolution du F-score pour les méthodes CBIC, CPC, G-CMIIC et B-
CMIIC en fonction de la dimension des graphes aléatoires. Pour chaque dimension, les
résultats sont moyennés sur 2 graphes aléatoires différents et sur 5 échantillons de taille
m = 10 000.

La figure 8.1 donne I’évolution du F-score des structures reconstruites par chacune
des méthodes en fonction de la taille de I’échantillon d’apprentissage lorsque la struc-
ture de référence est celle du réseau ALARM. Pour une taille donnée, ces résultats sont
moyennés sur 5 échantillons différents. Nous observons que 'algorithme G-CMIIC est
celui qui converge le plus rapidement des quatre algorithmes. Néanmoins, B-CMIIC et
CPC convergent approximativement vers la méme valeur lorsque la taille de I’échan-
tillon est suffisante. Pour ce qui est de la méthode CBIC, celle-ci a de moins bonnes
performances que les trois autres peu importe le modele utilisé pour paramétrer les
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FIGURE 8.3 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC, CPC, G-CMIIC et B-
CMIIC en fonction de la taille de I’échantillon d’apprentissage. Les résultats sont moyen-
nés sur 5 échantillons différents générés a partir de la structure du réseau ALARM.
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FIGURE 8.4 — Evolution de la SHD pour les méthodes CBIC, CPC, G-CMIIC et B-
CMIIC en fonction de la dimension des graphes aléatoires. Pour chaque dimension, les
résultats sont moyennés sur 2 graphes aléatoires différents et sur 5 échantillons de taille
m = 10000.

CBNs.

La figure 8.2 donne I’évolution du F-score en fonction de la taille des structures
aléatoires utilisées pour générer les données. Pour chaque dimension, les résultats sont
moyennés sur 2 structures aléatoires différentes et, pour chacune de ces structures, sur
5 échantillons différents de taille m = 10000. Pour des données provenant de copules
gaussiennes et de Student, nous pouvons voir que G-CMIIC a des performances lége-
rement supérieures & CPC et B-CMIIC. Etonnamment, G-CMIIC conserve de bons
résultats méme lorsque les données proviennent de copules de Dirichlet et que la di-
mension augmente. Dans ce dernier cas, les méthodes CPC et B-CMIIC ont des per-
formances comparables a G-CMIIC. Enfin, tout comme pour la structure ALARM, les
performances de I'algorithme CBIC sont inférieures a celles des autres algorithmes.

8.5.2 Performances pour la reconstruction du CPDAG

Les figures 8.3 et 8.4 montrent respectivement I’évolution de la SHD en fonction de
la taille de I’échantillon pour la structure du réseau ALARM et ’évolution de la SHD
en fonction de la dimension pour les structures aléatoires. Ces courbes sont également
moyennées sur 5 échantillons dans le premier cas et 2 x 5 échantillons dans le deuxiéme.
Ici aussi, la méthode G-CMIIC récupere presque parfaitement le CPDAG de référence
lorsque le modele générant les données est gaussien ou de Student. De plus, elle a
besoin de moins de données que les autres algorithmes pour converger. Toutefois, ses
performances se dégradent dans le cas ou les données sont générées a partir de copules
de Dirichlet. A son tour, 'algorithme B-CMIIC posséde des performances comparables
a celles de G-CMIIC lorsque la taille des échantillons est suffisante. En revanche, ses
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performances ne dépendent pas du modele génératif, ce qui permet d’illustrer 'avan-
tage d’'une méthode non-paramétrique par rapport a une méthode paramétrique. Nous
pouvons observer que méme dans le cas de données générées avec des copules de Diri-
chlet et pour une taille de graphe de n = 92, I’algorithme B-CMIIC retrouve presque
parfaitement le CPDAG de référence. Dans le cas de la structure ALARM, la méthode
CPC semble converger vers la méme valeur de SHD que la méthode B-CMIIC mais
nécessite pour cela beaucoup plus de données que cette derniere. Dans le cas des struc-
tures aléatoires, ses performances diminuent plus rapidement que celles de I'algorithme
B-CMIIC lorsque la dimension augmente. Quant & la méthode CBIC, ses performances
sont une nouvelle fois inférieures a celles des autres algorithmes et se dégradent rapi-
dement lorsque la dimension augmente.

8.5.3 Complexité temporelle

Les temps d’apprentissage (en secondes) ont été calculés pour les quatre méthodes
en fonction de la dimension des graphes aléatoires et pour des échantillons de taille
m = 10000. Les résultats pour des tailles de graphe allant de n = 2 a n = 92, sont
présentés sur la figure 8.5. En contrepartie de ses bonnes performances pour la recons-
truction du graphe, nous observons que ’algorithme B-CMIIC est celui dont le temps
d’apprentissage est le plus long. Cela n’est pas surprenant puisque celui-ci utilise un
modele de copule non-paramétrique qui est plus complexe et donc plus difficile a esti-
mer qu'un modele paramétrique. En effet, nous pouvons voir que I'algorithme G-MIIC
est justement le plus rapide alors que 'architecture de l'algorithme est exactement la
méme que celle de B-CMIIC. A ce titre, G-CMIIC devrait étre préféré lorsque 'on sait
que 'hypothése gaussienne est valide. Au contraire, lorsqu’aucune information sur la
distribution sous-jacente n’est disponible, I'algorithme B-CMIIC devrait étre préféré
en raison de la généralité de ses performances. Pour ce qui est des algorithmes CBIC
et CPC, ceux-ci ont globalement des temps d’apprentissage compris entre ceux de G-
CMIIC et B-CMIIC. Pour de petites tailles de graphes, I’algorithme CBIC est plus
rapide que l'algorithme CPC alors que c’est I'inverse pour de grande tailles. Cela s’ex-
plique du fait que la taille de I'espace des DAGs augmente de fagon exponentielle par
rapport au nombre de nceuds (cf. 4.3) et la recherche locale menée par CBIC devient
de plus en plus complexe.

10° 10°
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10° —— b-cmiic
10!
1071
10755 8 » ) 8 » ) 8 0
(a) Gaussien (b) Student (c) Dirichlet

FIGURE 8.5 — Temps d’apprentissage en secondes pour les méthodes CBIC, CPC, G-
CMIIC et B-CMIIC en fonction de la dimension des graphes aléatoires. Pour chaque
dimension, les résultats sont moyennés sur 2 graphes aléatoires différents et sur 5 échan-
tillons de taille m = 10 000.
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8.6 Application « wine quality »

Nous terminons ce chapitre en testant et en comparant nos algorithmes sur des
données d’application. Pour cela, nous avons choisi d’utiliser 1’échantillon de données
wine quality, publié dans CORTEZ et al. ( ) et disponible en libre acces sur le UCI
Machine Learning Repository.

8.6.1 Description des données

Cet échantillon provient de ’analyse physico-chimique et sensorielle de vinho verde,
un vin produit dans le nord-ouest du Portugal. Pour chaque vin est mesuré : son aci-
dité fixe (fized acidity), son acidité volatile (volatile acidity), sa concentration en acide
citrique (citric acid), sa concentration en sucre résiduel (residual sugar), sa concentra-
tion en sel (chlorid), sa concentration en dioxyde de soufre libre (free dioxide sulfur),
sa concentration totale en dioxyde de soufre (total dioxide sulfur), sa densité (density),
son pH (pH), sa concentration en sulfate de potassium (sulfates) et enfin son degré
d’alcool (alcohol). Le dioxyde de soufre (SO2), ajouté au vin avant fermentation, est
utilisé comme antioxydant et comme conservateur. Le SOy n’ayant pas réagi lors de
la fermentation correspond a ce que ’on appelle SO- libre tandis que la concentration
avant fermentation correspond a la concentration totale de SOs. De méme, le sucre
résiduel correspond a la quantité de sucre n’ayant pas été transformée en alcool par les
levures lors de la fermentation. Les acidités fixe et volatile, quant a elles, correspondent
respectivement & la concentration en acide tartrique et en acide acétique du vin. A ces
mesures s’ajoute I’évaluation de la qualité du vin par au moins trois testeurs lui donnant
une note entre 0 et 10 et ces notes sont agrégées en prenant leur médiane. Au total,
I’échantillon est donc composé de 12 variables aléatoires dont 11 qui sont continues et
1 (la qualité) qui est discrete. Malgré le fait que nos algorithmes aient été congus a
priori pour des variables continues, nous allons voir que nous obtenons tout de méme
des résultats probants dans le cas hybride. Pour finir, ’échantillon contient a la fois des
variétés de vins rouges et de vins blancs que nous traitons séparément puisqu’elles sont
différentes au niveau de leur analyse physico-chimique comme le montre le tableau 8.2.
Ce dernier, que nous avons repris de CORTEZ et al. ( ), résume plusieurs des sta-
tistiques de ces deux sous-échantillons composés de 1559 exemples pour les vins rouges
et de 4898 exemples pour les vins blancs.

L’objectif de 1’étude menée par CORTEZ et al. ( ) est, d’une part, de mieux
comprendre le lien entre les variables physico-chimiques et la qualité des vins et, d’autre
part, de permettre I’estimation de la qualité d’un vin a partir de ’observation du reste
des variables. Ce dernier probleme étant un probleme de classification, il ne rentre pas
dans le cadre de cette these puisque, comme nous ’avons dit en introduction, nous nous
concentrons ici sur 'apprentissage du modele. Toutefois, ’apprentissage de la structure
peut nous permettre de mieux comprendre le lien entre chacune des variables et en
particulier de savoir quelles variables sont pertinentes pour déterminer la qualité du
vin. C’est donc dans ce cadre que nous allons appliquer nos algorithmes a ces données.

8.6.2 Apprentissage de la structure

Nous utilisons maintenant les trois algorithmes basés sur les CBNs (CBIC, CPC et
CMIIC) pour apprendre la structure de dépendance entre les variables. Pour limiter le
nombre de graphes que nous présentons et parce que l'algorithme CMIIC est celui qui
a montré les meilleures performances lors des expériences précédentes, nous n’utilisons
que ce dernier sur ’échantillon des vins blancs. Les méthodes CBIC et CPC ne sont
donc appliquées qu’a I’échantillon des vins rouges.
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Vins rouges Vins blancs
Variables (unités) Min Max Mean Min Max Mean
Acidité fixe (g (acide tartrique)/dm?) 4.60 15.9 8.32 3.80 14.2 6.85
Acidité volatile (g (acide acétique)/dm®)  0.12 1.58 0.528 0.08 1.10 0.278
Acide citrique (g/dm?) 0.00 1.00 0.271 0.00 1.66 0.334
Sucre résiduel (g/dm?) 0.900 155  2.54 0.600 658  6.39
Chlorides (g (chlorure de sodium)/dm?) 0.120 0.611  0.0875  0.0458  0.611  0.346
Dioxide de sulfure libre (mg/dm?) 1.00 72.0 15.9 2.00 289 35.3
Dioxide de sulfure total (mg/dm?) 6.00 289 46.5 9.00 440 138
Densité (g/dm®) 0990 1.00 0997 0987 104  0.994
pH 2.74 4.01 3.31 2.72 3.82 3.19
Sulfates (g (sulfate de potassium)/dm?) 0.330  2.00 0.658 0.220 1.08 0.490
Alcool (%vol) 8.40 14.9 10.4 8.00 14.2 10.5

TABLE 8.2 — Analyse des données physico-chimique des vins rouges et blancs.
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FiGURE 8.6 — La figure de gauche représente 1’évolution de la vraisemblance et du
score BIC (naif) en fonction de a. La vraisemblance est calculée en utilisant le modele
appris avec B-CMIIC a partir de I’échantillon des vins rouges et en utilisant une cross-
validation de 10 blocs. La figure de droite représente 1’évolution du nombre d’arcs dans
le CBN appris en fonction de .

L’algorithme CBIC ayant tendance a reconstruire des graphes denses, nous limi-
tons le nombre de parents qu’un nceud peut avoir a 1. Nous espérons ainsi minimiser
le nombre de faux-positifs et capturer les dépendances les plus importantes (KOLLER
et al. , P 808). Le graphe obtenu avec cette méthode est représenté sur la figure 8.8.
Pour l'algorithme CPC, nous fixons la valeur du seuil de significativité des tests d’in-
dépendance a la valeur traditionnelle de p = 0.05. Le graphe obtenu est représenté sur
la figure 8.9. Quant a 'algorithme CMIIC, nous utilisons sa version non-paramétrique
et sélectionnons la valeur du parametre o en maximisant la vraisemblance du modeéle
obtenu. Pour plus de généralité, nous utilisons la méthode de cross-validation avec
k = 10 blocs (folds en anglais) afin de calculer la vraisemblance sur des données dif-
férentes de celles utilisées pour I'apprentissage. Brievement, cette méthode consiste a
diviser I’échantillon en k sous-échantillons, puis de réaliser k apprentissages différents
en laissant a chaque fois un des sous-échantillons de c6té sur lequel est ensuite cal-
culée la vraisemblance du modele. En répétant cette opération pour plusieurs valeurs
de «, nous obtenons ainsi k£ courbes de vraisemblance. La figure 8.6a représente la
courbe moyenne pour le cas du vin rouge et nous pouvons voir expérimentalement que
son maximum est atteint en a* = 0.04. Le graphe obtenu pour cette valeur de « est
représenté sur la figure 8.10. Contrairement a ce que ’on observe habituellement, la
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FiGURE 8.7 — La figure de gauche représente 1’évolution de la vraisemblance et du
score BIC (naif) en fonction de a. La vraisemblance est calculée en utilisant le modeéle
appris avec B-CMIIC a partir de ’échantillon des vins blancs et en utilisant une cross-
validation de 10 blocs. La figure de droite représente 1’évolution du nombre d’arcs dans
le CBN appris en fonction de a.

structure sélectionnée en utilisant la vraisemblance est creuse. En effet, celle-ci tend &
préférer les structures complexes et doit alors étre corrigée par un terme de complexité
pour contrebalancer cet effet. Ici, 'utilisation de la copule de Bernstein empirique avec
Kyiisg comporte naturellement une pénalisation des structures denses puisque, comme
nous ’avons vu dans le chapitre 6, plus la dimension de I’échantillon est grande plus
Kyisg est faible et moins le modele est expressif. Toutefois, remarquons que pour une
dimension donnée, la valeur de Kysg augmente avec la taille de I’échantillon. Ainsi,
pour de plus grands échantillons, il se peut que la correction due au Kyjisg ne soit pas
suffisante. C’est justement ce que I’'on observe si on trace la méme courbe pour I’échan-
tillon des vins blancs contenant plus d’exemples. Le résultat est donné sur la figure la
figure 8.7a et la courbe moyenne atteint son maximum en a* = 0.02. Le graphe associé,
qui est représenté sur la figure 8.11, contient un grand nombre d’arcs et 'utilisation
d’une pénalité semble donc nécessaire. Cependant, le score BIC et ses dérivés (AIC,
DIC, etc.) ne sont définis que pour des modeéles paramétriques. Une idée naive serait
de remplacer le nombre de parametres libres (3.65) par le nombre d’arcs que contient
le modéle. Comme nous pouvons le voir sur les figures 8.6a et 8.7a, cette pénalité n’est
pas suffisante puisque la valeur de a pour laquelle le maximum est atteint n’est pas
affectée. Ceci n’est pas surprenant puisque rien n’indique a priori que le nombre d’arcs
soit dans la méme plage de valeurs que la vraisemblance. Une meilleure idée serait plu-
tot d’utiliser une fonction » du nombre d’arcs n, pour obtenir une métrique similaire
au score BIC :

Ga

r(ng>) logm

A(Ga) = - Tog f(d]Ga) ~ (8.19)

m

Cette solution reste encore a explorer et nous avons ici choisi d’utiliser une heuristique
en observant 1’évolution du nombre d’arcs dans la structure apprise en fonction de «.
En effet, nous pouvons voir sur les figures 8.6b et 8.7b que ces courbes comportent un
plateau pour certaines valeurs de a que nous avons délimité par deux lignes verticales
rouges. La fonction r serait donc constante pour ces valeurs et nous avons choisi de
prendre la plus petite valeur de @ définissant ce plateau. Dans le cas du vin blanc, nous
avons o = 0.06 dont le graphe associé est représenté sur la figure 8.12.
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fixed acidity

free sulfur dioxide
total sulfur dioxide

residual sugar

FIGURE 8.8 — Structure reconstruite avec 'algorithme CBIC a partir de I’échantillon
des vins rouges. Le nombre de parents que peut avoir un noeud est limité a 1. La variable
colorée en rouge est la variable cible tandis que ’ensemble des variables colorées en vert
correspond a sa couverture de Markov.

fixed acidity

FIGURE 8.9 — Structure reconstruite avec I'algorithme CPC a partir de I’échantillon des
vins rouges. Le seuil de significativité des tests d’indépendances est fixé a p = 0.005.
La variable colorée en rouge est la variable cible tandis que I’ensemble des variables
colorées en vert correspond a sa couverture de Markov.

residual sugar

alcohol

fixed acidity

@ volatile acidity

chlorides

total sulfur dioxide
free sulfur dioxide

FIGURE 8.10 — Structure reconstruite avec I’algorithme B-CMIIC a partir de ’échan-
tillon des vins rouges. Le parametre a a été fixé a 0.04 en utilisant la méthode de
cross-validation. La variable colorée en rouge est la variable cible tandis que ’ensemble
des variables colorées en vert correspond a sa couverture de Markov.
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chlorides

volatile acidity

FIGURE 8.11 — Structure reconstruite avec ’algorithme B-CMIIC pour I’échantillon des
vins blancs. Le parametre « est fixé a 0.02. La variable colorée en rouge est la variable
cible tandis que ’ensemble des variables colorées en vert correspond a sa couverture de
Markov.

Volatile acidity total sulfur dioxide

free sulfur dioxide

residual sugar

FIGURE 8.12 — Structure reconstruite avec ’algorithme B-CMIIC pour I’échantillon des
vins blancs. Le parametre « est fixé a 0.06. La variable colorée en rouge est la variable
cible tandis que I’ensemble des variables colorées en vert correspond a sa couverture de
Markov.

8.6.3 Sélection de variables

N’ayant pas ici de structure de référence, une comparaison exhaustive des différentes
structures demanderait ’avis d’experts du domaine. Nous pouvons néanmoins extraire
les variables importantes pour la prédiction de la qualité du vin a partir de ce que ’'on
appelle sa couverture de Markov. Celle-ci est définie comme 1’ensemble des nceuds qui
d-séparent quality du reste du graphe. Ainsi, si toutes les variables de la couverture de
Markov sont observées, ’observation des autres variables n’apporte aucune information
supplémentaire pour sa prédiction. D’apres la définition 4.3.4, elle est donc composée
des parents et des enfants de quality ainsi que des autres parents de ses enfants. Pour
chacun des graphes que nous avons reconstruits, la variable cible est colorée en rouge
tandis que les nceuds appartenant a sa couverture de Markov sont colorés en vert.
Dans le cas du vin rouge, les variables alcohol et sulphates font partie des couvertures
de Markov de quality peu importe ’algorithme utilisé. Les méthodes CPC et CMIIC
s’accordent en plus sur la présence de volatile acidity et total sulfur dioxride dans celle-ci.
Dans le cas du vin blanc, seuls density et residual sugar n’en font pas partie.

8.6.4 Apprentissage du modele

Pour terminer, nous faisons une étude qualitative du modele construit a partir de la
structure obtenue avec l'algorithme CMIIC dans le cas du vin rouge et en utilisant un
kernel smoothing gaussien pour les marginales. Pour cela, nous comparons un échan-
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tillon provenant de ce modele avec ’échantillon de référence. Afin de limiter le nombre
de variables, nous nous restreignons a la variable quality et aux variables formant sa
couverture de Markov. Pour pouvoir représenter ces échantillons, nous utilisons des
nuages de points pour chaque paire de variables. Le résultat est donné sur la figure
8.13. Nous pouvons voir que la répartition des nuages obtenus a partir du modele est
assez proche de celle des données de référence mais que certains d’entre eux semblent
moins diffus, en particulier ceux faisant intervenir la variable total sulfur dioxide. De
plus, nous remarquerons que méme la répartition de la variable quality, qui est discrete,
est bien reproduite par le modele.

Ainsi, nous avons vu avec ce cas d’application que nos algorithmes permettaient
de bien représenter une loi jointe de 12 variables sans jamais la reconstruire et en
utilisant seulement des densités conditionnelles. Ce modéle s’accompagne également
d’une structure graphique représentant les dépendances entre ces variables nous per-
mettant de valider le modele obtenu avec des experts du domaine. Comme nous ’avons
mentionné & plusieurs reprises, l'objectif de CORTEZ et al. ( ) est de permettre
la prédiction de la qualité du vin en fonction des autres variables. Dans le prochain
chapitre, nous concluons cette these en donnant plusieurs pistes de recherche afin de
réaliser cette tdche dans le cadre des CBNs.
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Conclusion

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a l'implémentation de méthodes
pour 'apprentissage de distributions continues en grandes dimensions. Pour cela, nous
avons utilisé le modele des CBNs faisant le lien entre les réseaux bayésiens et la théorie
des copules. Les réseaux bayésiens nous permettent de tirer parti des indépendances
conditionnelles de la distribution jointe pour réduire la complexité des algorithmes
tandis que la fonction copule qui contient toute I'information sur la dépendance entre
les variables est au centre des tests d’indépendances utilisés pour ’apprentissage de la
structure du réseau bayésien. De plus, la combinaison des deux modéles permet une
plus grande liberté de modélisation en utilisant conjointement les factorisations de la
distribution induites par les réseaux bayésiens et par le théoreme de Sklar. Toutefois,
pour éviter de faire une hypothese de modele, nous avons utilisé la copule de Bernstein
empirique a la fois pour obtenir des tests d’indépendance non-paramétriques mais aussi
pour paramétrer les CBNs, obtenant ainsi une cohérence entre apprentissage de la
structure et apprentissage des parametres. Enfin, les CBNs ayant le méme langage
graphique que les réseaux bayésiens, nous avons pu adapter les algorithmes classiques
pour apprendre leur structure. Dans ce contexte, nous avons proposé deux algorithmes
d’apprentissage :

— Une méthode d’apprentissage par contraintes appelée CPC et basée sur I'algorithme
classique PC (SPIRTES et al. ). Pour le test d’indépendance, nous avons utilisé celui
de BOUEZMARNI et al. ( ) reposant sur la distance de Hellinger. Nous avons ensuite
comparé cet algorithme & celui proposé par (ELIDAN ) ainsi qu’a un algorithme de
recherche locale utilisant un score bayésien gaussien (GEIGER et HECKERMAN ).
Nous avons pu voir que l'utilisation de la copule de Bernstein empirique permettait
bien & notre algorithme de se généraliser & des données non-gaussiennes.

— L’algorithme CMIIC reposant sur l’extension du lien entre la copule et l'information
multivariée conditionnelle. A T'occasion de ce chapitre, nous avons également présenté
les f-divergences et explicité leur lien avec la copule dans le cadre d’un test d’indépen-
dance conditionnelle. Cela nous a permis de généraliser les deux tests d’indépendance
que nous avons présentés et d’entrevoir la dérivation d’autres tests étant donnée une
fonction génératrice. L’algorithme CMIIC s’est ensuite avéré avoir les meilleures per-
formances en terme de scores structurels comparativement a ’ensemble des méthodes
présentées. En particulier, nous avons pu voir que méme pour des problemes de di-
mension n =~ 100, les graphes reconstruits étaient proches de la structure de référence.
Enfin, nous avons également testé nos algorithmes sur un cas d’application provenant
de 'analyse physico-chimique et sensorielle de vins. A cette occasion, nous avons com-
paré les différentes structures obtenues et, par le biais de la couverture de Markov, nous
avons pu sélectionner les variables les plus importantes pour déterminer la qualité du
vin.
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Perspectives

Suite aux travaux que nous avons présentés dans cette theése, nous proposons plu-
sieurs pistes de recherches qui nous semblent pertinentes pour améliorer nos algorithmes
d’apprentissage ainsi que pour permettre des inférences dans les CBNs.

Amélioration de P’algorithme CPC

Nous voyons deux points d’amélioration pour l'algorithme CPC que nous avons
introduit dans le chapitre 7. Le premier et le plus facile & mettre en ceuvre serait d’uti-
liser les extensions permettant d’éviter le choix d’un ordre sur les variables qui sont
discutées dans COLOMBO et al. ( ). En effet, les modifications & apporter a notre
algorithme pour cela ne seraient que de l'ordre de 'implémentation et ne demande-
raient donc aucun travail théorique. Le deuxiéme point d’amélioration concerne le test
d’indépendance conditionnelle utilisé pour 'apprentissage du squelette. Nous avons vu
dans le chapitre 8 que la distance de Hellinger comme ’entropie relative faisaient partie
d’une classe de métriques appelées f-divergences permettant de quantifier la différence
entre deux distributions. Nous avons également montré comment a partir de la copule
empirique de Bernstein et étant donnée une divergence, nous pouvions en dériver un
test d’indépendance conditionnelle non-paramétrique. Par une étude comparative de
différentes f-divergences, nous pourrions alors améliorer les résultats obtenus ou du
moins laisser le choix a l'utilisateur. Cependant, cela demande de dériver la distribu-
tion de la statistique de test associée ce qui n’est pas toujours aisé méme dans le cas
asymptotique.

Amélioration de P’algorithme CMIIC

Lors de la présentation de notre algorithme CMIIC, nous avons choisi d’introduire
un parametre o pour prendre en compte le biais d’échantillon fini dans le calcul de I'in-
formation mutuelle. La raison pour laquelle nous avons choisi une correction constante
plutot que d’utiliser la complexité comme dans le cas discret, vient du fait que d’une
part le NML suppose un modele paramétrique et que d’autre part cette derniere diverge
pour la plupart des modeéles continus. Ainsi, malgré de trés bons résultats, 'algorithme
CMIIC reste perfectible puisque nous nous attendons a ce qu’en réalité la correction
soit dépendante non seulement de la taille de I’échantillon mais aussi de la taille de ’en-
semble conditionnant. Pour cela, nous envisageons deux solutions possibles en fonction
de si le modele de copule utilisé est paramétrique ou non.

Dans le cas paramétrique, nous pourrions utiliser ’extension de ’approche NML
appelée Lucky Normalized Maximum Likelihood (LNML). Plusieurs versions différentes
existent (GRUNWALD et al. , section 11.3) et nous considérons ici la version LNML-
2. La densité LNML se définit relativement & une fonction de luckiness a : @ — R et a
pour expression :

0 M —a(0|M) _ -
f(d|6, M)e avec C(M,a) = £(d|@, M)e=®M)qq

e d|M) =
fLNML( | ) C(M,a) ) deD

avec f = arg mingeg [— log f(d|@, M) + a(0|M)]. La fonction de luckiness est arbitraire
et se rapproche en cela de la densité a priori dans 'approche bayésienne. Pour une dis-
cussion sur les similarités et les différences entre ces deux fonctions, le lecteur pourra

se référer & GRUNWALD et al. ( , section 17.2.1). Remarquons qui si nous prenons
une [uckiness uniforme, a(@|M) = 0, nous retrouvons le NML classique. Dans le cas
gaussien, nous pourrions utiliser les résultats de MIYAGUCHI ( ) donnant 'expres-

sion analytique de la complexité pour plusieurs fonctions de luckiness. En étendant les



Perspectives 163

travaux de ROOs et al. ( ) au LNML, nous pourrions alors factoriser la complexité
sur la structure d’un réseau bayésien et ainsi obtenir une pénalité adaptée. Lorsque les
calculs ne peuvent pas étre menés sous forme analytique, les développements asympto-
tiques présentés dans GRUNWALD et al. ( , section 11.3.1) peuvent étre utilisés afin
d’obtenir une approximation.

Dans le cadre non-paramétrique, nous proposons de dériver la distribution de 1’es-
timateur et nous en servir pour calculer des p-values comme nous ’avons fait avec le
test non-paramétrique basé sur la distance de Hellinger. Remarquons qu’en procédant
ainsi, nous ne serions donc plus dans une approche MDL de la sélection de modéle mais
plutot dans une approche classique. BELALIA et al. ( ), dans le méme esprit que
BOUEZMARNI et al. ( ), ont proposé une correction de 'estimateur de 'informa-
tion mutuelle afin que celui-ci soit distribué asymptotiquement selon une loi normale
standard. Nous pourrions alors nous servir de ces travaux comme point de départ pour
dériver une correction pour 'information conditionnelle et I'information multivariée,
nécessaires a I'implémentation de 'algorithme MIIC. Notons toutefois que nous avons
menés de premieres expériences sur la statistique de test proposée par BELALIA et al.
( ) mais ceux-ci se sont avérés peu concluants puisqu’elle ne semble pas étre asymp-
totiquement distribuée selon une loi normale standard. Enfin, bien que le NML soit
restreint au cas paramétrique, 'approche MDL peut étre utilisée dans un cadre non-
paramétrique et GRUNWALD et al. ( , chapitre 13) donnent plusieurs pistes en ce
sens que nous pourrions explorer.

Extension au cas hybride

Dans la pratique, la majorité des cas d’applications portent sur des vecteurs aléa-
toires dont chaque composante peut étre soit discrete soit continue. Pour cette raison,
nos algorithmes ont besoin d’étre étendus a ce cas appelé cas hybride. Toutefois, nous
avons vu avec les données du vin que nos algorithmes pouvaient déja fonctionner avec
des variables continues ou discretes puisque la qualité du vin prenait des valeurs dis-
cretes tandis que les autres variables étaient continues. Ces résultats étant encore préli-
minaires, nous avons besoin de mener une étude plus approfondie sur le comportement
des algorithmes dans ce cas la. Insistons tout de méme que d’un point de vue théorique,
le théoreme de Sklar peut toujours s’appliquer lorsque les variables sont discrétes mais
la copule associée n’est alors plus unique. En revanche, la copule discréte définie sur
les points de la mesure discréte est unique et il suffit alors d’utiliser n’importe quel
prolongement continu de cette derniére pour pouvoir adapter nos algorithmes.

Inférence dans les réseaux bayésiens continus

Comme nous ’avons vu en introduction, I'un des objectifs des réseaux bayésiens est
de permettre de raisonner dans 'incertain. Actuellement, nos algorithmes se concentrent
sur I’apprentissage du modele pour faire de la découverte de connaissances ou bien de
I’échantillonnage. Une suite logique de nos travaux est donc de proposer des algorithmes
d’inférence pour les CBNs afin de pouvoir ensuite faire de la prédiction ou de la classi-
fication. Etant donné un vecteur aléatoire X de densité jointe fx et deux sous-vecteurs
Y et Z qui en sont issus, une inférence consiste a obtenir la densité conditionnelle
fy1z(ylzo) = % ol z, est une observation fixzée de Z. Pour cela, il suffit de cal-
culer le numérateur puisqu’on peut obtenir le dénominateur en marginalisant ensuite

sur Y :
fz(2z0) = /Q fy.z(y,20)dy.
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Pour obtenir le numérateur, nous devons évaluer fx en z, puis marginaliser sur les
composantes de X qui ne sont ni dans Y ni dans Z et qui forment le sous-vecteur que
I’'on note W :

fy,z(y,20) :/Q Jw,y.z(W,y,2,)dw. (8.20)

Cette tache, comme l'apprentissage, est un probléme NP-difficile (COOPER ) dont
les réseaux bayésiens permettent de réduire la complexité et de mettre en place des
algorithmes efficaces afin de pouvoir tout de méme mener les calculs. Dans le cas dis-
cret, ces intégrales se réduisent a des sommes qui peuvent étre factorisées grace aux
indépendances du réseau bayésien. La méthode générique utilise ce qu’on appelle des
arbres de jonction (MADSEN et al. ) obtenus & partir de la structure du réseau
bayésien et qui représentent graphiquement les calculs & mener pour obtenir les den-
sités conditionnelles. De plus, certains résultats partiels sont stockés au sein de cette
structure ce qui permet de recycler les calculs lorsque plusieurs inférences sont réa-
lisées. Ces algorithmes requierent toutefois que la classe de modele utilisée pour les
densités conditionnelles soit stable par marginalisation et par produit (SHENOY )
ce qui n’est pas a priori notre cas. Remarquons toutefois que pour mener une intégra-
tion numérique, nous opérons ’analogue a une discrétisation ce qui pourrait permettre
d’utiliser des réseaux bayésiens discrets et leurs algorithmes d’inférence pour calculer
ces intégrales.

En effet, soit g une fonction définie sur £ C R et supposons que nous voulions
calculer I'intégrale suivante :

)= [ g(epeta)a

ou [a,b] C R et w est une fonction de poids. Les méthodes d’intégration par quadrature
de Gauss (KINCAID et al. ) consistent & estimer cette intégrale par la somme
suivante :

P
Iolgl =" cug(=[i).
i=1

ou les p valeurs distinctes z[i] sont appelées les points de la quadrature tandis que les «;
sont appelés coefficients de la quadrature. La position des points est choisie de maniere
a minimiser Perreur du résultat et correspond aux zéros d’'une famille de polyndmes
orthonormés déterminée par la fonction de poids utilisée. Par exemple, lorsque cette
fonction est w(x) = 1, ces polynémes sont ceux de Legendre. De méme, les coefficients
sont déterminés a partir de formules dépendant de la fonction de poids. La méthode
s’étend facilement au cas d’une intégrale multiple a n dimensions :

p1 Pn
Iplg] = Z Z 1y -+ g, g(T1lin], - o Talin]),
=1 ip=1

avec p = (p1,...,pn). En appliquant cette formule pour le calcul de la densité condi-
tionnelle, nous obtenons alors la somme suivante :

p1 Pn
Bz, 20) = > - D> vy - o, fw iy z (Wil y, 20)
i1=1  in=1
ou ¢ = (i1,...,1x) avec k la dimension du vecteur W. En utilisant la décomposition de

la loi jointe sur la structure du graphe, cette somme peut étre factorisée de maniere a
réduire le nombre d’opération.
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FIGURE 8.14 — Nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de la densité marginale
de X3 en fonction du nombre de points de quadrature et pour une structure de BN
X1 — X2 — Xg.

Pour illustrer notre propos, prenons le cas d’un réseau bayésien dont la structure
est une chaine X; — Xo — X3 et pour lequel nous voulons obtenir la densité marginale
sur X3. Pour cela, nous devons mener le calcul :

f(x3) :/Q . f(xl,:cg,xg)dxldxgz/g A flxy) f(za]z1) f(x3]xe)daz1das

En utilisant une quadrature de Gauss, nous avons alors :

p1 D2

To(@3) = 3" 3 avg e, f(z1[in]) f(2alio]|z1[ir]) f (23]22li])

11=012=0

Tel quel, ce calcul demande 5pips + 5(p1 + p2) + 4 opérations. Or, certains termes
peuvent étre factorisés et la somme peut étre réécrite :

Fo(xs) = Y~ oy f@s|walia]) D any flaalin]) f(waliz] 2 [ir]),

12=0 i1=0

ce qui réduit le nombre d’opérations a 3pip2 + 3p1 + dpz + 4. Pour une meilleur visua-
lisation, nous avons tracé le nombre d’opérations en fonction de p; = po = p sur la
figure 8.14. Les arbres de jonctions permettent justement d’organiser ces calculs effica-
cement pour n’importe quelle structure et nous pensons donc que par une instanciation,
dont les détails restent encore a préciser, des tables de probabilités conditionnelles d’'un
réseau bayésien discret avec les coeflicients et les valeurs de la fonction aux points de
quadrature, nous pourrions donc aboutir & des inférences continues.

Dans le cas ou cette approche ne serait pas possible, nous pourrions a la place
utiliser des méthodes approchées qui estiment les densités conditionnelles en échan-
tillonnant la distribution. Le probléme reste NP-difficile mais, comme nous ’avons vu
avec la méthode du forward sampling, ’exploitation des indépendances permet la aussi
de réduire la complexité. Par conséquent, nous pourrions utiliser des méthodes plus so-
phistiquées, comme les méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov, afin d’obtenir
de meilleures estimations.
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