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Résumé

Cette theése en cotutelle entre 'université Clermont Auvergne et
I'université Assane Seck de Ziguinchor constitue une étude scientifique qui
repose sur deux modeéles de populations : le modéle de Moran et les chaines
de Markov bifurcantes. Chacun d’eux est un théme principal de recherche.
Leur richesse est d’'une qualité extraordinaire a travers leurs diversités et les
aspects qu'ils regorgent. Pour le modéle de Moran, nous étudions une
guantification de l'’erreur commise en approximant le processus discret de
Moran par une diffusion de Wright-Fisher. Cette quantification se fait en
présence d’'immigration et sélection faible. Sous l'effet des aspects
environnementaux, nous avons un contréle exponentiel en temps de l’erreur.
En comparant les parameétres de sélection et d’immigration, des controles
linéaire et uniforme en temps sont obtenus. Pour plus de détails, vous pouvez
vous référer aux articles (1) et (2) qui se trouvent dans la deuxiéme partie de
ce manuscrit.

Pour le deuxiéme point de cette thése, nous nous sommes intéressés aux
chaines de Markov bifurcantes. Plus précisément aux principes des déviations
modérées pour des fonctionnelles bornées et dépendant d’une variable. Ceci a
fait 'objet d’un article (Article 3) qui se trouve dans la deuxiéme partie de ce
manuscrit.

D’autres études plus poussées sont envisagées pour achever celles qui se
trouvent dans ce manuscrit.

Mots clés : Chaines de Markov, chaines de Markov bifurcantes,
Processus markoviens de sauts, Modéle de Moran, Modéle de
Wright-Fisher, théorémes limites, inégalités de déviations, inégalités
de transport, martingales, principe des déviations modérées, principe
des grandes déviations, formule de Feynman-Kac, Ultracontractivité,
Equations différentielles stochastiques, Semigroupes de Markov,
ergodicité.
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Chapitre 1

Introduction

Mathématiques, Biologie et Ecologie, voila un curieux mariage. C’est dans
I'interface entre ces disciplines que se sont déroulés les travaux présentés dans
cette these.

Pour comprendre les problémes liés a la biodiversité, les biologistes
s'intéressent a ces domaines : la dynamique et la génétique de populations.
La génétique de population a pour objectif de comprendre les modéles
complexes de la variation génétique qu’on observe autour de nous. Ses
origines peuvent étre retracées par les travaux effectués par ses pionniers
Fisher, Haldane et Wright. Leurs contributions étaient fondamentales dans la
synthése de 1’évolution moderne, dans laquelle la théorie de I’évolution de la
sélection naturelle de Darwin était finalement réconcilliée avec la génétique de
Mendel. La théorie de I’évolution de Darwin[1859] dans [26] nous dit : " les
traits héritables qui favorisent la reproduction deviendront plus nombreux
dans la population". Afin que la sélection naturelle puisse agir, il doit avoir
de la variation au sein de la population et qu'une ressemblance entre les
parents et leurs descendants. Ainsi la compréhension de 1’évolution nécessite
un mécanisme selon laquelle la variation est créé et héritée. Ceci a été effectué
par la génétique mendelienne de Mendel (1866). En effet la résolution creuse
les fondations de la génétique théorique des populations. En [1918] Fisher a
montré comment les corrélations entres les familles qui ont été mesurées par
les biométriciens pouvaient étre expliquées par plusieurs facteurs mendeliens
concernant le hasard, I’absence de génétique et les influences. Par la suite il a
développé la théorie statistique de l'analyse de la variance et a montré que la
génétique mendelienne était consistente avec 1’'idée de 1’évolution par la
sélection naturelle. Aux débuts des années [1924] Haldane a publié une série
de papiers qui fournissent une analyse théorique détaillée de telle sorte que les
différences sur la reproduction d’un ou de deux génes mendeliens affecteraient
une population en utilisant des exemples d’évolution sur des papillons afin de
prouver que la sélection naturelle pouvait étre extrémement rapide.

Ces domaines constituent des champs de recherche dans lesquels beaucoup de
problémes liés aux comportements de grands groupes d’'individus et leurs
interactions (extinction de populations, équilibre des écosystémes, invasion
d’'une population par une autre, métapopulations) ou des problémes de
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génétique de populations (recherche d’ancétres communs & plusieurs
individus dans une espéce, phylogénies) sont étudiés.

La compréhension de 1’évolution temporelle ou "dynamique" d’un phénomeéne
biologique nécessite le recours & un modéle mathématique. Du fait de la
complexité des systémes biologiques en l'occurrence des problémes
d’interactions de multitypes, de multi-espéces oul les lois de conservation ne
sont pas prises en compte, il serait judicieux de les simplifier pour obtenir un
modéle mathématique accessible en se basant sur le phénomeéne biologique
que ’on cherche a comprendre. C’est ainsi que les modéles stochastiques sont
utilisés pour décrire des phénomeénes biologiques a chaque échelle du vivant.
Méme si la population semble présenter un certain nombre de caractéristiques
déterministes, elle est composée d’individus dont le comportement peut étre
soumis a une grande variabilité. Cependant pour étudier la dynamique de la
population, on fait appel a un processus stochastique, c’est a dire une
fonction aléatoire du temps qui décrit la succession des différentes générations
ou de reproductions périodiques, saisonniéres ou annuelles.

Quand la taille de la population est trés grande, il devient difficile de décrire
le comportement de la population, en prenant en compte chaque naissance ou
mort d’un individu. Dans ce cas, des changements d’échelles de taille de la
population et de temps sont effectués pour se ramener a des approximations
plus faciles & manipuler mathématiquement, sur lesquelles des calculs et des
résultats théoriques pourront étre développés. Certaines échelles conduisent a
des approximations déterministes comme celles introduites pour décrire la
dynamique de population en l’occurence I’équation logistique ou les
systémes de Lotka-Voltéra. D’autres échelles conduisent a des
approximations aléatoires définies comme solutions des équations
différentielles stochastiques (diffusions) telles que les équations de Feller
dans la dynamique de population ou les équations de Wright-Fisher
dans le cas de la génétique des populations. Des calculs sur ces diffusions
permettent d’en déduire un certain nombre d’informations sur le
comportement des populations.

14



Chapitre 2

Moran vers Wright-Fisher

L’évolution est un processus aléatoire. Les événements aléatoires
interviennent de plusieurs maniéres, des copies de matériel génétique aux
changements environnementaux a petite et a grande échelle, mais la source la
plus fondamentale du hasard que nous devons comprendre est diie a la
reproduction dans une population finie conduisant a une dérive génétique
aléatoire. Ainsi pour comprendre 1’évolution temporelle des individus en
génétique et dynamique de populations, deux modeéles treés célébre en
I’occurrence "le modéle de Moran et le modéle de Wright-Fisher" sont les plus
utilisés. Quand la taille de la population est trés grande, certains modéles
sont tres difficile & manipuler mathématiquement et numériquement. Pour
trouver une solution a ce probléme, une technique appelée approximation de
diffusion est utilisée. Elle consiste a remplacer le processus markovien discret
compliqué par une diffusion appropriée. Dans le cas d’une limite en grande
population, il est bien connu que le processus de Moran est trés difficile a
manipuler. Par exemple la convergence vers 1’équilibre (indépendant de la
taille de la population) ou l’estimation de plusieurs indices de la biodiversité
telle que l'indice de Simpson ne sont pas connus. Ce qui incite donc a
approximer les dynamiques de ces processus markoviens par la diffusion de
Wright-Fisher voir par exemple Ethier [29], Etheridge [27] et Kimura [50].

2.1 Modéle de Moran

Le processus de Moran a été introduit en génétique de population en 1958
par Moran [54]. Son objectif est de décrire la dynamique probabiliste d’une
population de taille finie et constante composée de plusieurs alléles. Ces alléles
sont en compétition pour la fixation ou la disparition dans la population. De
fagon analogue, il modélise la dynamique stochastique d’une population dans
laquelle plusieurs espéces autonomes cohabitent.

2.1.1 Présentation du modéle

On considére une population de taille constante dans le temps et composée
de plusieurs espéces.

15



2.1. MODELE DE MORAN

On considére les notations suivantes :
— La taille de la population étudiée est notée J.
— Le nombre total d’espéces pouvant etre dans la population est notée
S ={1,....., S + 1}. Puisque la taille de la population est constante, on
va choisir S + 1 espéces, car la connaissance des S premiéres especes
permettent de déduire la quantité d’individu de la (S + 1)-iéme espéce.
— La proportion d’individus de l'espéce 2 € N dans la population a
I'événement n € N est notée X'. On note I; I’ensemble des valeurs
possibles pour cette variable, I; = {0, %, ey 1} et I =10,1]
— Le vecteur d’abondance ayant pour coordonnée 7, X, est notée X,,.
La dynamique d’évolution de la population est ainsi décrite :

1. L'individu désigné pour mourir sera choisi uniformément dans la
population.

2. Celui qui le remplace choisira son parent dans la population avec une
probabilité 1 — m, (filiation) ou sera d’une nouvelle espéce avec une
probabilité m,, (immigration). Le paramétre m, dépend du temps et
est aléatoire.

3. S’il y a immigration le parent choisi est de l'espéce 7, avec probabilité
p’,1 € I;. Les probabilités p’ sont telles que . p° = 1, elles peuvent
‘ €S ‘
étre aléatoires. On note p!, le vecteur ayant pour coordonnée 1, p},.
4. S’il y a filiation, le parent est choisi comme étant de l'espéce 7 avec
probabilité o
(1+s)X:
1+ 307 Xksk

Les s, 1 € S, représentent des avantages sélectifs (fitness) diis aux
fluctuations environnementales. Ils peuvent donc dépendre du temps et aussi
étre aléatoires. La probabilité décrite précédemment correspond a l'instant n
au poids de l’espéce 7 divisé par le poids total de la population. On notera s,
le vecteur ayant pour coordonnée 1, .

Remarque 2.1.1 Le choiz fait ict pour introduire de la sélection est l'un
des plus simples, et s’inspire de modéles issus de la génétique de
populations. Il existe bien sidr de nombreuses possibilités pour le choix de
(Sn)nen. Ict la sélection influence seulement le choiz du pére lors du
processus de filiation et n’a aucun effet sur la mortalité. Ce choix peut
étre critiquable mais justifié d’un point de vue biologique par les travaux
de CHESSON et WARNER [9] et Kalyuzhny et AL [49]. La dynamique
est donc composée de deux processus distincts, l'immagration qui a pour
conséquence de conserver de la biodiversité en rajoutant des individus
d’especes potentiellement disparues dans la population et le processus de
filtation qui modélise les interactions dans un malieu fermé. Seul elle
conduirait a l'tnvasion définitive de la communauté par une seule espéce.

16



2.1. MODELE DE MORAN

':F’W\_ Moran Model

* |In 1958 Moran proposed an alternative to the Wright-Fisher
model where reproductive generations overlap

» (Central idea, is that each @
epoch represents two z
events, the loss of one
gene and its replacement
by ancther
* Rules out multiple
coalescent events
between epochs

12/a/2020 Comp 790- Continuous Time Coalescence 4

FIGURE 2.1 — Dynamique d’un modéle de Moran (source :https ://slideplayer.com/slide)
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2.2. MODELE DE WRIGHT-FISHER

2.2 Modéle de Wright-Fisher

Différent de certains modeéles comme le modéle Hardy- Weinberg, le

modéle de Wright-Fisher étudie des populations de taille finie dans laquelle la
sélection et l'immigration sont en jeu. Il a été introduit par Wright et Fisher
au début des années 30. Pour plus de détails sur ce modéle on peut voir S.
Méleard [53], A. Etheridge [27]. Un appercu de la dynamique de ce
modéle est donné par la figure ci-dessous.
Alors que dans les populations de taille infinie, les fréquences alléliques sont
stables au cours des générations (lois des grands nombres), les fréquences
alléliques varient aléatoirement dans des populations de taille finie (cela est
dt a la variabilité dans la distribution des génes d’une génération a l’autre).
Pour permettre un traitement mathématique pas trop compliqué, le modéle
de Wright-Fisher modélise la transmission des geénes d'une génération a
I’autre de maniére trés schématique. Il fait 1’hypothése des générations
séparées, ce qui est une simplification considérable du cycle de reproduction.

2.2.1 Présentation du modéle

On considére le modéle discret de Wright-Fisher avec sélection et
immigration de taille constante J. A chaque instant, toute la population est
renouvelée.

Les indices des générations seront notés par n € N.

Dans ce modeéle de Wright-Fisher le parent de chaque individu de la
génération n + 1 est distribué uniformément dans la n-iéme génération.

Les individus se reproduisent indépendamment les uns des autres et la
nouvelle génération est formée de J individus choisis uniformément dans la
population.

Pour plus de simplification, on considére le cas de deux espéces avec sélection
et immigration. Le processus markovien (X)) évolue selon les probabilités
suivantes :

k k
R e e 2.)

(1+s)z

avec p, = mp + (1 — m)* 7
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2.3. RESULTATS CONNUS SUR MORAN VERS WRIGHT-FISHER

4 N 3
LI ®
FIGURE 2.2 - dynamique d’'un processus de Wright-Fisher (source

https ://www.researchgate.net)

2.3 Résultats connus sur Moran vers Wright-Fisher

Rappelons quelques résultats issus de la littérature, de la convergence
d’un processus de Moran vers une diffusion de Wright-Fishe.

A. Guillin, F. Jabot, A. Personne [41] ont étudié la convergence du processus
de Moran vers une diffusion de Wright-Fisher (vers une limite en grande
Population). Sous certaines hyphotéses, ils ont produit le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 Quand J tend wvers linfini, la suite du processus
(X))o converge en loi pour la topologie de Skorokhod vers le processus
X; dont les coordonnées sont solution de [’équation différentielle
stochastique suitvante :

ax} my % (pt — Xi) + X; (Stl — 2kes stf)
_ : dt + o(X,)dB
ax; e x (B — X5) + X5 (55 — Sues X¥s)
(2.2)
ou o vérifie 0.0* = a avec a;; = 22’7’ s11#£ j et a;; = 2z*(1 — z*).

5t = Jlim s]J et my = Jlim m]J sont deur processus markoviens de saut
— 00 — 00
de générateurs QQ° et Q™ et de conditions wnitiales sq = J_lim sgJ et myg =
— 00
lim mJJ.

J—o00

La preuve de ce résultat utilise la méthode développée par Stroock et
Varadhan [61] : "Probléme de martingale". Ils ont procédé ainsi :
Soit U; = (X s:) tel que X; soit solution de l’équation différentielle
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2.3. RESULTATS CONNUS SUR MORAN VERS WRIGHT-FISHER

stochastique . Et s; le processus Markovien de saut vérifiant
P(ss4t =" | st =8) = hQs,s + 0o(h).

Ils cherhent & montrer la convergence en loi du processus U; vers U;. C’est &
dire pour une classe de fonction réguliéres (C*), E[f(U/) — f(U;)] — 0.

Pour cela, ils considérent le générateur de U; noté L, + L,. Alors
f(Uy) = Lyf + Lsf + dM ol M est une martingale donc U; est solution du
probléme de martingale associé a L, + L,. Et d’autre part ils définissent
A;f(U) = [gfly) — f(U)dn;(U,dy) ou pour tout k& € Nt € [£ EL[
w7 (U, T) = WJ(UTkz,]._‘) = IP’(U% el | UJ%)

Ensuite ils démontrent dans un premier lemme que J2A;f converge
uniformément vers L,f + L.f. Et que la limite de U/ est solution du
probléme de martingale associé a L, + L;. Enfin, ils concluent par le fait qu'’il
existe une unique solution a ce probléme de martingale. Puisque U; vérifie ce
probléme, la convergence est assurée.

B. Cloez et J. Curujo [11] ont étudié la propagation en temps uniforme du
modéle de Moran (voir [11]). Leur objectif est d’étudier la limite d’une
distribution empirique induite par un modéle de Moran multi-allélique dont
la dynamique est donnée par une chaine de Markov irréductible en temps
continue. La matrice de taux entrainant la mutation est irréductible et les
taux de sélection sont uniformément bornés. Leur étude peut étre vue sur
deux angles :

— la premiére partie traite des processus avec des taux de sélection
généraux. Pour ce cas, ils sont en mesure de prouver la propagation du
chaos dans L¥ sur les compacts avec une vitesse de convergence
d’ordre ﬁ

— Pour la deuxiéme partie, ils considérent aussi un type spécifique de
sélection appelé sélection additive. Essentiellement, ils suposent que le
taux de sélection est décomposé comme la somme de trois termes : un
terme dépendant du type allélique du parent ( ce qui peut étre compris
comme sélection & la mort), un autre terme dépendant du type
allélique du descendant ( ce qui peut étre compris comme sélection a la
naissance) et un troisiéme qui est symmeétrique. Dans ce cadre, leurs
résultats incluent une borne temprorelle uniforme dans L? d’ordre —-
et la preuve de la normalité assymptotique avec une moyenne nulle et
une variance explicite, pour l'erreur d’approximation entre la
distribution empirique et sa limite, lorsque le nombres d’individus tend
vers l'infini. De plus, ils explorent 'interprétation du modéle de Moran
avec sélection addititve comme processus particulaire dont la
distribution quasi-stationnaire, dans le méme esprit que les sytémes de
particules de Fleming-Viot. Ils abordent ensuite le probléme de la
minimisation de ’erreur quadratique asymptotique, lorsque le temps et
le nombre de particules tendent vers 'infini.

Ils ont proposé plusieurs théorémes dans leur papier. Pour plus de détails voir
[11].

A. Etheridge, R. C. Griffiths, J. C. Taylor [28] se sont intéressés a un
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2.3. RESULTATS CONNUS SUR MORAN VERS WRIGHT-FISHER

processus dual coalescent dans un modéle de Moran avec sélection génétique.
Leur approche est la suivante :

Un double processus coalescent pour un modéle de Moran multitype avec
sélection génétique est dérivé a 1’aide d’une approche génératrice. Cela
conduit a une expansion des fonctions de transition dans le modéle et la
limite du processus de Wright-Fisher en terme de fonction de transition pour
le dual coalescent. Une représentation graphique du modéle de Moran
identifie le dual comme un fort double processus suivant les lignes tapées en
arriere dans le temps. Une application est faite a la mesure harmonique,
probléme de trouver la distribution de probabilité conjointe du temps jusqu’a
la premiére perte d’'un alléle de la population et la distribution des allé€les
survivants au moment de la perte.

F. CORDERO, G. VECHAMBRE [12] ont mené des études aussi sur le
modeéle de Moran et la diffusion de Wright-Fisher dans un environnement
aléatoire. Plus précisément, Ils ont considéré une population de Moran a deux
types de taille N soumise a la sélection et a la mutation, qui est immergée
dans un environnement variable. La population est sensible aux changements
exceptionnels de l’environnement, qui accentuent 1’avantage sélectif des
individus aptes. Dans ce cadre, ils ont montré que la composition typique
dans la population est continue par rapport a l’environnement. Cela leurs a
permis de remplacer l'environnement déterministe par un environnement
aléatoire, qui est piloté par un subordonné. En supposant que la sélection, la
mutation et l’environnement sont faibles par rapport a N, ils ont montré que
le processus type-fréquence, avec vitesse de temps accéléré par N, converge
vers une équation différentielle stochastique de type Wright-Fisher avec
modélisation de 1’effet de ’environnement par terme de saut, quand N tend
vers l'infini. Ensuite, ils ont étudié le comportement asymptotique du modéle
limite dans un futur et passé lointain, a la fois dans le cas déterministe
(quenched) et dans le cas aléatoire (annealed). Leur approche s’appuie sur
I'image généalogique derriére le modéle. Ce dernier est décrit au moins d’'une
extension du graphe Ancestral (ASG). La relation formelle entre les objets
avant et arriére est donnée sous la forme d’une dualité de moments entre le
processus type-fréquence et le processus de comptage de lignes d’une version
élaguée de I’ASG. Cette relation donne des caractérisations des moments dans
les cas déterministes et aléatoires de la distribution de type asymptotique. Un
élégage plus impliqué de I’ASG leurs a permis d’obtenir des résultats dans les
cas déterministes et aléatoires pour la distribution de type ancestral. En
I’abscence de mutations, I'un des types se fixe et leurs résultats donnent des
expressions pour les probabilités de fixation. Pour plus de détails sur l'aspect
mathématique, on peut regarder leur papier [12].

G. VECHAMBRE [64] a fourni le résultat suivant qui étudie la convergence
du modele de Moran vers une diffusion de Wright-Fisher. Ce résultat n’est
qu’une généralisation du théoréme 2.3 dans [12].

Théoréme 2.3.2 Soit Jy et J; deuzx subordinateurs de sauts purs avec des
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sauts dans (0,1) et pour tout s >0 , posons

() = Do)

s
()= h(5)
On suppose de plus

Noy — o avec o0>0
N—+o00
et que

Xyn(JY, IV, 0) o ©

Alors le processus de type-fréquence (Xn(Jy',JY,s))s>0 converge en loi
vers (X(s))sso ot X est l'unique solution de [’éguation différentielle
stochastique suivante :

dX(s) = X(s—)(1 — X(s—))dL(s) + \/2X(s)(1 — X (s))dB(s)
avec X(0) =z et L(s) := —os+ Jo(s) + Ji(s).

Pour la preuve de ce résultat, on peut regarder dans [64].

Dans la littérature, on trouvera pas mal de résultats concernant cette partie,
la liste est non exhaustive.
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2.4 Mes résultats

Dans cette section, on donne une limite quantitative en grande population

de l’erreur commise en utilisant l'approximation de diffusion en présence
d’immigration et sélection faibles en dimension une. L’approche est assez
robuste pour considérer le cas ou la sélection et l'immigration sont des
processus de Markov dont la limite en grande population est soit un
processus de saut a espace d’état fini, soit un processus de diffusion.
Nous traitons d’abord le cas ou la sélection et I'immigration sont constantes.
Nous énongons ici nos principaux résultats pour les différents cas ci-dessous;
une présentation de la preuve dans le cas constant est donné et pour les
autres cas, on peut se référer a ’article (1) qui se trouve dans la deuxiéme
partie de ce document,vu que leurs preuves ne sont qu’une simple adaptation
de celle du cas de la sélection constante avec un remplacement du générateur
infinitésimal du processus limite.

2.4.1 Sélection constante

On note X : la proportion des individus de la premiére espéce dans la
population de taille J. T' € N* est notre temps d’horizon et est fixé.
Pour énoncer le théoréme donnant l'ordre d’erreur entre le processus discret
et I’approximation de diffusion, nous devons d’abord nous placer a la méme
échelle de temps .
Rappelons qu’en sélection faible, une unité de temps t correspond a J?
événements, on pose alors n = [J?t]. Notons C’ 1'espace des fonctions j- fois
dérivable dont la 7-éme dérivée est continue.
Considérons Y,” le processus défini sur [0, J2T'| de générateur

L= —:1:(1 ) 1 [sa:(l —z)+m(p—z)] 88:3

On va montrer la convergence dans 1’échelle de temps associé au processus
discret, c’est & dire la convergence de Y; vers XJ. Il faut donc discrétiser le
processus Y,” en prenant en sa valeur aux entiers, Y[s24. On compare alors ces
deux processus discrets sur un intervalle de temps fini [0, J°T] avec la norme
|||l7 qui est ainsi définie ||f||; = su}alf(a:)] oul;={%:1=0,1,2,..., J}

zely

Théoréme 2.4.1
Soitz € R,f € C4(I) On suppose qu ‘on est en sélection et immagration

faibles, i.e s =% etm =", avec s € R, m' € R.. Soit f € C4(I) alors il
existe des fonct'ions positives a,b et K (quz dépendent de m’, ' mais pas

de t et de f) telles que q(t) = a(e® — 1) :

(1) (2)
IE. [10xt) - sl < ot (WM U2 o g2l )

Notons dans un premier temps
(Snf)(z) =B [f(X;)] V neEN
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(Tf)(z) =E[f(¥)] V t>0

Tout d’abord nous commengons par nous ramener, en utilisant des sommes
télescopiques au résultat suivant :

n—1
18 f = Tuflls < 22 M1(S1 = T)Tef s (2.3)
k=0

Cette inégalité nous permet maintenant d’étudier simplement la différence des
deux processus sur un pas de temps.

Or, sur un pas de temps, S; varie au plus de 'ordre de % et un développement
limité en population de f(X;) donne I'existence de ¢ € [0, 1] tel que :

f(z)
2

F(X) = f(2) + fO2)(X] —2) + (X —z)" + 31!(Xi’ —2)*f®(2)

(X — ) rO)

(2.4)
Et en prenant l'espérance :

(S1f)(z) = Eo[f(XT)]

= () + ElX] — 2lfO() + B - 2P ()
1

SO — 21 O(@) + B - 2) ()

_|_

Ensuite un développement limité en temps de (7} f)(z) donne :

(T2f)(2) = (Tof)(z) + (Tof) P (2)(1 - 0) + %(Tof)(z)(w)(l — 0)°

Wy (2.6)

= f(2) + (L' f)(@) + 5 (L7 f)(=)
Il reste maintenant a faire la différence pour obtenir un développement limité
de [|(S1—T1)f||;.- On montre que pour f assez réguliére, il existe 7, 75 d’ordre
75 et K, une constante vérifiant :

K

1681 = ) fll5 < I llooll £Vl + 1193 ol LF 2 + =5

On aimerait alors appliquer ce résultat a T} f, pour cela deux propriétés restent
a vérifier.
1. La premiére est de s’assurer que T} f est assez réguliére a condition que
f le soit, c’est & dire que T}, : C7 — C7, pour j =1, ....,4.
Pour que le développement précédent soit applicable a Ty (f).
On se refére a Ethier[1976] (théoréme 1) pour la justification de ce
résultat.
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2. La seconde est de vérifier que I’on peut contréler les ||(T%f)Y)||, pour
j€{1,2,...}:

. t »
I(Th)| < exples75) 3 angll ]
k=1

avec c¢; une constante indépendante de J.

La démonstration de ce résultat se fait par récurrence. L’initialisation est
immédiate.

Pour controler (T; f)(j), il faut dans un premier temps utiliser 1’équation de
Chapman Kolmogorov pour obtenir 1’équation différentielle suivante :

8 . . . -
a¢(J) — Lj¢(]) — vl 4 ¢J¢(J 1)
¢(j)(0’ ) — f(j)

ou

1,99 (a) = Lo + 122

(o) — (j(j ~1) (1 -2a) —m)

¢(j+1)

J? J

—sj(4 — 1)

Yy = 7

et ¢(t,z) = (Tif)(z). Si maintenant v; est nul, ce qui est le cas si s = 0, la
dérivée d’ordre 7 — 1 n’intervient plus. Alors on peut trouver une certaine
fonction 9 telle que 29 = L;0) 99(0,.) = f9) et par le principe du
maximum, on obtient le résultat : [|9)]| < ||fY|].

Cependant la présence de %; complique un peu les choses, on va devoir

utiliser la formule de Feynman-Kac pour exprimer ¢() comme l'espérance
d'un processus dépendant lui aussi de ¢V~ 1. Heureusement I’hypothése de
récurrence va nous permettre de contréler ¢U 1) et donc de contréler ¢(). Se
reférer & Ethier et Norman [1977].

Une fois ces deux propriétés démontrées, on peut exhiber une fonction Rj
indépendante de J vérifiant :

n—1
[|Snf — Tnflls < Z 1(Sy — TV T f |l
k=0
n—1 .
< Z |:||71H00H(ka)(l)||‘] + ||’Y2HooH(ka)(2)||J L0 (ﬂ”

k=0
2 7 ) n—1 k 1
<Y Iilloo 3= ansll £l X exple; 75) + 0 (5
7=1 k=1 k=0
: 5. 2| £O) L
. . J _
< 3 Il P 1720 + O (55) =20
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car pour J assez grand

k ] 1 —exp(c;7%)
;aw Z exp <cJ > = ;ai’j—l — exp(j—fj)
< planE) =1 g <1>
c; J?
et R;(t) = sJuINJ(]JJ?‘) est fini car n est de 'ordre de J?. Donc il existe a, b € R
tels que a(1— j eb) > sup max (]'y] |R; (t)J3) et a(l—e") > max R;(t). Alors

N7€e{1,2}
sig(t) = a(l — %), on obtlent le résultat annoncé :

I5f = Tuflls < Z2 (U501, +17205) + 0 ()

j€e{1,...,4}

J2

Remarque 2.4.2 La constante obtenue q est ici exponentielle en temps,
car la quantité c7; est de l'ordre de t dans l’équation. On peut en fait
trouver une certaine condition sur les paramétres en l’occurence m > |s|
telle que cette constante devienne linéaire en temps.

2.4.2 Sélection aléatoire

Cas d’un processus markovien de sauts

Dans cette section, le processus de sélection est considéré comme un processus
Markovien de saut. On introduit les notations suivantes qui différent du cas
constant.

Soit (8,)neny un processus de saut homogéne de matrice de transition P’7. On
note qu’on est toujours en sélection faible donc s, est de ’ordre de % et est a
valeurs dans l’espace d’état fini F;. On note K la cardinalité de E;. Supposons
de plus qu'’il existe une matrice @ € Mg (R) et o € (R, )¥ telle que

Pst’ X J2 st s! S 7é Sl (27)
! J—>+
Comme dans la section précédente on note (X_) le processus de Moran, mais
avec sélection markovienne. (X;) est & valeurs dans I;. On pose W] = (X7, s,.)
et on considére le process de Markov WJ a valeurs dans I = [0, 1] x E de
générateur infinitésimal :

L, f(z,8) = L. f(z,s) + L, f(z,s) VfeC*I)
avec

z(l—1z) &° [sz(1 — z) + m(p — z)] if(ac, )

La:f(m) S) = J2 @ (mi S) J ax

et

L.f(z,s)= “532;’3’ (f(z, ) — f(z,s))
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Sa premiére coordonnée est le processus Y’ qui a le méme générateur dépendant
de s comme dans la section précédente et sa seconde coordonnée est le processus
markovien de saut §; ayant pour générateur (Qss)s scr, €t o/ J? sont ses taux
de transitions.

Comme dans la section précédente, quand J tend vers l'infini, on quantifie
la convergence en loi de (W.)ncn vers (W )pen. On note que fU) la j-éme
dérivée de de f par rapport a z. Ainsi on peut énoncer notre résultat principal
concernant cette section.

Théoréme 2.4.3 On suppose que pour tout f € C?*(I) et pour tout s ,
Tif(.,8) appartient a C?(I). Soit f telle que pour tout s, f(.,s) € C*(I),
alors il existe a,b € R et une fonction K, linéaire en temps qur vérifie
que :

21 (g, + 17201,)

1£1ls

e 10 1003 <

+ ko max

5,8'€Es

Il
=1

J Ps s T O Qs,s’

Cas d’un processus de diffusion

Pour cette partie, on suppose que le processus de sélection est une diffusion
homogéne. On maintient toujours I’hypothése d’immigration constant. D’abord
on considére ’équation différentielle suivante :

S])dt + £U(SJ)dBt

asy =
S] =s

avec b et o sont des fonctions lipschitziennes et bornées,i.e. : pour tout ¢t > 0,
pour tout s, s’ € R, il existe k£ > 0 tel que :

[6(s) — b(s)[ + o (s) — o(s')] < kls — &|

Ces hyphotéses garantissent I’existence de solutions fortes de (S;)¢>0 et (S:)
a pour générateur :
L) & (s) 0
3 J2 8s2 ' J? 8s
Posons &, = Stjjz, ce processus est indépendant de J et satisfait 1’équation
différentielle suivante :

dgt = \/ﬁa(gt)dBt —+ b(gt)dt
»§0 =S

On suppose maintenant que T € N, et considérons le processus (U)n<sr
définie par la relation suivante selon le schéma d’Euler standard :

Ukj+1 = UkJ (UkJ) + \/_U(Ulg)(BkJrl Bl{)

J
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ott les quantités (B{,, — B{)i<sor sont indépendantes et identiquement
distribuées et de loi normale centrée N(0, 75). Notre processus (S;);>0 est &
valeurs dans R. Il est donc nécessaire d’introduire cette fonction h : R — E|
ol E, est un intervalle fermé borné inclus dans | — 1 + €, 400 avec € > 0.

On suppose que h € C? et est de 1'ordre de % On considére maintenant pour
le paramétre de sélection la fonction A((S;)):>0. On note encore pour toute

fonction f: I; x R = R, ||f|l; = sup‘f(a:,s)‘.
I;xR

Pour éviter d’avoir une partie stochastique non triviale de notre équation
finale, on a besoin comme dans la section ” de la sélection constante ” que A
est de l'ordre de % Beaucoup de choix peuvent étre faits a propos de la
fonction A et qui dépendront de la modélisation faite.

Donnons a nouveau la définition de notre porcessus de Moran dans ce

contexte.

P+ = (1 - 1) <mp+ (1- m)f‘mf’@))>

1+ h(s)z
Cz(1+ h(s))))

P=(m-p)+ - m)(1- 2RO

En notant a nouveau A = =, on peut donner son espérance et sa variance :

(1 —-m)h(s)z(l — x)]

1
J?

Ew[X,{H—a:\X,{:x,UT{:s] :A[m(p—:z:)+

1+ h(s)z
J J J 2[(L = m)h(s)z(l —z)(1 — 2z
Var(XnH—a:]Xn::z:,Un:s):A {( )(11_(;,,(3)33)( )
o0ty O

Comme dans la section précédente, on utilise le processus (Y’ ):>0 qui approche
le processus de Moran quand J tend vers l'infinie. Son générateur est donné
par :

z(1 — z) 8 f(z, s) N 1
J? oz? J

mip— 2) + bl - 2) )

L;f(z,5) =
Notre objectif est de donner une borne supérieure de 1’erreur commise quand
(x7,0]) — (v,8))

Le générateur du processus bidimensionnel (Y;J , S ) est donné par

z(1—2) & —l—l[m(p—:z:)+h(s):1:(1—:1:)]£+02(3) A ON)

H=LI+L7 = — — =
ERRE J2 0z J oz J2 08?2  J2 9s

Maintenant on peut énoncer notre résultat principal de cette partie :
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Théoréme 2.4.4
Soit f une fontion de classe C2. Alors il eziste a,b € R, telle que :

bt_l
B, (F(XHmy Zi) — F ¥ S) HJSa(e‘])(l|Vf|lJ+||HessfHJ)

(

-1
+ = (@l + 15911)
La preuve de ce résultat n’est qu'une simple adaptation du cas constant.
11 suffit de remplacer le générateur infinitésimal L par H et effectuer les
mémes calculs.

2.4.3 Approximation quantitative uniforme du processus
discret de Moran par une diffusion de Wright -Fisher

Cette partie constitue une amélioration des études faites précédemment. Ici
on suppose que les parameétres de sélection sont supérieurs strictement a ceux
de I'immigration. Grace aux inégalités de transport développées par Guillin
et AL [42], nous obtenons un contréle de la formule de Feynman-Kac utilisée
dans le cas de sélection constant précédemment. Ce qui nous permet d’avoir
une borne uniforme de ’erreur commise en approximant le processus discret
de Moran X par la diffusion de Wright-Fisher (v,7).

Pour plus de détails sur cette partie on peut voir I'article 2 dans la deuxiéme
partie de ce manuscrit. Enongons maintenant notre principal résultat de cette
section :

— s

Théoréme 2.4.5 Pour tout s' € R,m’' € R, on pose s = %5 et m = ™.
Soit f € C*(I). Supposons que s' > m' > 0. Alors ils existent des fonctwn
positives A et K qui ne dépendent que de s' et m' telle que :

|

La preuve de ce résultat suit la méme démarche que celle de la section
précédente. Sans reprendre les points déja faits, nous donnons le contrdle de
la formule de Feynman-Kac avec l’aide des inégalités de transport et le
contrdle de la norme infinie du semigroupe (7}) par la norme L?, en utilisant
la notion d'ultracontractivité développée par Wang, Coulhon (voir [59],
[58],[13] ).

m’

) @) El|f Ik
Ew[f(X[tp) f(ym)H‘JSA (117 HﬁHf ) | 2 d

D’aprés le théoréme 1 dans [32], nous avons , pour tout 7 ,
T, : C7(1) — C’(I)

Supposons que f € C*(I) et 7 € {1,2}.
Posons ¢(t,z) = (T3 f)(z),z € I;,£ > 0. Donc si f € C7+2(I),
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alors ¢(t,z) € CT2(I).
Cependant 1’équation de Chapman-Kolmogorov rétrogade peut étre écrite :

0
“b=1L
59 = Lo
$(0,.) = f.
Soit ¢U) la j-éme dérivée de ¢ par rapport & = et on a
0 4 () () (-1)
5% = Li¢7 — v +Yié
¢(j)(0’ )= £0)
ou

qub(j)(:n) = L¢l) +5(1 - 2$)¢(j+1)
vi(z) = (3(7 — 1) — 5(s'(1 — 22) — m'))
Y;=-53(1-1)

En utilisant la formule de Feynman-Kac, on a
89t z) = E, [ FO (Y7 )e Ja 3G 1) +lm—s(1-2vd)pa

[ $3( — 0guI (7 ) J Um0 g
0

Controéle de la formule de Feynman -Kac avec les inégalités de transport

Différent de l'approche faite dans les sections précédentes dans [39], nous
nous focalisons ici sur le générateur infinitésimal du processus de diffusion
pour en dériver les fonctions speed et scaling de Feller.

Ces formules nous permettent de définir la mesure invariante de probabilité
du processus de diffusion (Y[g s2pt > 0). Ainsi en introduisant des fonctions
assez réguliéres, nous définissons la constante de transport C' qui constitue
I’objet principal d’investigation de cette partie.

Soit (Y[i s2))i>0 le processus de diffusion de Wright-Fisher avec comme
générateur :

L;=z(1— ar:)éi[;2 +[sz(1—z)+m'(p—z) +7(1 — 21})]36;,

avec 7 =1,2,..,4.
On suppose que s € R et m € R, sont des constantes. Posons

a(z) =z(1 — z)
b(z) =sz(l—z)+m'(p—z)+j(1 - 2z)
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et pour tout fixé c €1

® b(w)
oy o [ 4 }
§'(z) = exp { /c 2(u) u
(o) = o
 a(z)¥(z)
En remplacant a(z) et b(z) par leurs expressions on a :
» B efs’a:
§(z) = K(c) Zmp (1 — g)m (T P)1s
1 , o
~ ! — m'p+5—1 1 — m/(1—p)+5—1_s'z
m'(z) —K(C):z: (1-12) e

oit K(c) = c™PHi(1 — ¢y (1-p)+igs’e,
Posons Z = [y m/'(z)dz. '
On définit la mesure de probabilité du processus (Y[i s2pt > 0) par

pu(dz) = ml(?dx

qui est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue m'.
Le générateur L; est symmeétrique dans L?(I, ), la forme de Dirichlet qui lui
est associée est définie par :

() = [ o(@)f@du(@)  f D)

ot D(e) = {f € AC(D) N LA(w); f2(F')2dp < —i—oo}.
AC(I) est ’espace des fonctions qui sont absolument continues sur I.
Considérons la fonction identité suivante qui est absolument continue :
v:0,1] — R
z—y(z)=1¢2

on note que v¥'(z) > 0 .
La norme Lipschitzienne d’une fonction f € C*(I) est définie par

1l = sup TO=IEN g vy = 17

0<z<y<l \y—w‘! 2€[0,1]

et la constante de transport est donnée par :

= sup [§(@)/ala) | () - ur) W0y
Cette constante constitue 1’élément clé de cette partie; raison de plus nous
étudions son estimation. Un probléme majeur est de trouver une borne explicite
pour elle. Pour voir si elle n’explose pas aux points de bord 0 et 1, nous avons
fait des développements de Taylor en leurs voisinages. Donnons maintenant le
résultat suivant concernant 1’estimation de cette constante de transport C.
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Proposition 2.4.6
a) Il existe une constante finie B qui dépend de (m/',s',p,7) telle que
C<B

ol

— 11 - s/(mp+_7. 1)
B=max | px /oL (1 ) x /MOl ot G

m/(1-p)+(5-1)? m'p+j—1

b) u satisfait WiI(C) :

Wi(v,p) <4C?1(v/p), Yve Mi(I),  (WLiI(C))
b’) Pour toute fonction Lipschitzienne v, et pour tout A > 0,t > 0,
1B llze) < exp (HAn(v) + XC¥[o][hup))

avec Wy(v, u) est la distance de Wasserstein dans L'(u), et I(v/u)
['information de Fisher-Varadhan -Donsker.

Preuve

La preuve de l'item (a) constitue un développement de Taylor en 0 et 1.

On peut rappeler la définition de la mesure de probabilité x4 du processus
Markovien (Y., t > O) définie par :

m(z)dr  m™PTITY1 — g)™ (-PHilesegy
7 fyamriol(1 - g)mptilesadg

pu(dz) =
On note que

1 X /1 ym’p+jfl(1 _ y)m’(lfp)ijfles’ydy _ /1 ym’p+j(1 _ y)m’(lfp)Jrjfles’ydy
0 0

Estimons maintenant la constante C.

—sup[ m)F/ Y — pu)m )dy]

z€[0,1]

Ainsi on a

c= sw $(ehal@) [ (v - w)(y)a]
K(C)e_s z, (1 — 513 / (y /.l,) ym ptj— 1( y)m’(l—p)+j—1es’ydy:|

sefo] LE™PH (1 — z)™ (Pt K(c

!
—s'z
€

— sup | — — _ o)™t m’(l—p)+j—1es’yd}
ze[or,)l}-xm"’“’ﬁ(l —x)MI(lp)+]2/a; (v—ry (1-v) Y
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Posons
2)= [y (L - gDy
1 N ! ; I
Ge) =px [ ymoi(1 — gy tesugy

On remarque que F et G sont dans C*(I). Effectuons maintenant leurs
développements limités a I’ordre n € N* aux voisinages de 0 et 1. On note que
n est le plus petit entier supérieur a m'p+ 7 — %

1) D’abord regardons si C est finie en 0.
Ona:C=o0("o0)

mp+j—3

Puisque pour tout n € N, F(™(0) = 0 et G{™)(0) = 0, alors on a donc

F(z) = F(0) + / FO+D (1)dt

:/ y™PHI(1 — )P ey gy 4 /Z (m;'t)nF(”H)(t)dt
0 0 !

et
G(0) + / G(”+1>( t)dt
! . ’ z — t n
= 4 X / ym p+J71(1 . y)m (1fp)+]fles ydy _|_/ (:L‘ . ) G(n+1)(t)dt
0 0 !
Comme
Ry — gy atiesgy
K= fol ym/P*F]’*l(]_ — y)m/(lfp)ﬂLj*leS/ydy
Alors on a

G(:ZJ) :/1 ym/p+j(1_y) m/(1—p)+j5-1 Syd _|_/ (J) ) G(n—l—l)(t)
0

Ainsi on obtient

F(z) — G(z) = /Om (:z:;'t)” (F(”+1)(t) — G("“)(t)) dt

Comme (F("+1)(t) — G("+1)(t)) est continue dans [0, z], donc elle est
bornée.
Alors il existe un réel M fini qui dépend de (m/, s',p, 7) tel que :
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Donc
anJrl
F(z z
F@) -G < oy,
Puisque n > m'p+ j — %, alors
F() - Gla) Mot <
gWPtics T gPHa(n 1) T (1) T

De ce fait C est finie en 0.

Regardons maintenant si C' est finie en 1.
On a
F G
¢ o Flz) - o
(1—z)™0- —p)+i—3
Montrons que, % est finie en 1.

Effectuons les développements limités de F' et G en 1 & ’ordre n; ou

1
nlzm’(l—p)+1—5

On note aussi que pour tout n; € N, on a : F(")(1) =0, G™)(1) =0
Ainsion a :

F(z) :F(1)+/ MF(’““)(t)azt
1 'n1!
= — /1 Mp(nlﬂ)(t)dt
z 'n]_!
et
G(z) = G(1) + / @ =" Gt ()t
_ / G(”l“)(t)dt
En faisant la différence des développements limités, on a :
—t
G = [ ("” ) (Gr(E) — P )t
Comme G(m*1)(¢) — F(m+1)(¢) est continue dans [z, 1],

alors elle est bornée .
Donc il existe une constante M’ qui dépend de m/, s', p, 7 tel que :

‘G(’”“)(t) —~ F(”l“)(t)‘ <M

34



2.4. MES RESULTATS

Ce qui nous donne

(n1+1)
1-— :r>
< M'<

‘F(x) _g(z)| < o

Comme n; > m/(1 — p) + j — %, on obtient

(n1+1)
‘F(:z:) _ G(z) M’(l _ a,-) e
! ;1 S / -1 S S o0
(1—z)™ot—3 = (1 —g)™@PH3 x (ng + 1) ~ (n1 + 1)!

Donc C est finie en 1.
Tournons maintenant a la preuve de la constante B.

On a
¢ = sup [§(e)/ala) [ (v - ) (w)dy

z€[0,1]

En utilisant le fait que

1
~f _
) = @) < (@)
ou a(z) = (1—a:)etu—%

On peut réécrire C' comme suit :

p o ™ (y)dy <1 B ff))}

C = sup {
zcl0,1]l \/a(z)m/(z)

qui est aussi équivalent a

o= sup [P (70 )]

Jo y™/(y)dy
fom 'r'h’(y)dy

avec

f(z) =

qui est croissante sur [0, u].
et
o(z) = filyﬁ%’(y)dy
J= ' (y)dy
qui est croissante sur [y, 1].
Posons h(z) = ¢™?71(1 — g)™(1=P)+i=1 Elle atteint son maximum en

On a aussi les inégalités suivantes |1 — %| <1let |% -1 < (% —1)
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Ainsi pour tout z € [0,a], on a /(z) = h(z) x €*® est croissante .
Donc

b Jy ™ (y)dy ( f(z)

_ fl=) m'(z) X z
Jo@m@) U w ) <

! s
SMX\I m'p+ (5 — 1)

m(l—p)+j—1

en passant au sup, on a

m/p+(j—1)

Ainsi pour tout z € [a, 1], on a h(z) est décroissante . Donc
1 ~7 1 s' 1—
pfy ™ (y)dy (9(32) B 1) <t - 1) h(z) x e* (1 — z)
v a(z)m'(z) K VT x h(z) x e x /(1 — )
s’(l—m) /(1 _ .’E)
<(1- u)

! _ y
<(1—p)xe m(1+2p()aﬂ1)1 \/m (l-p)+5-1
o mp+3—1

En prenant le sup, on a

1M A=p)+j—1
C<(1—p)x el -1 ) 7&#&1 : (2.9)
En posant
B = max {,fo m/p+ (j ) ( - ) m(1+2p()7+31)1 \/m/(l _ .7 -1
m'(1 —p) + mp+j—1

on obtient le résultat.
Alors il existe un réel B qui dépend de m/, ', p et 7 telle que

C<B

Montrons maintenant le point () .
D’apreés le théoréme 2.1 de Djellout et Wu dans [24], on a a vérifier les conditions
suivantes pour obtenir l'inégalité de W,I(C) :

1. a(z) et b(z) sont des fonctions continues sur I et a(z) > 0
2. Z = [fWm/(z)dz < o0

Je 8(@) (JE ' (u)du) dz = oo

0 §'(uw)du [; m'(z)dz =00
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4. C < o0

Preuve.

D’aprés l'item (a) de la proposition précédente (2.4.6)), on a C' < oo.
Vérifions les trois points suivants (1), (2) and (3 )

Premiérement on a :

1.

a(z) =z(1 — z)
b(z) = [s'z(1 — z) + m'(p — z) + 5 (1 — 2z)]

On remarque que a(z) et b(z) sont toutes les deux des fonctions
continues sur I = [0,1] et a(z) est positive.

2. pour tout z € I, P 1(1 — )™ (1-P)+7 -1 est une fonction continue sur
le compact [0, 1], donc elle est bornée.
Il existe un nombre réel M; tel que :

z€[0,1]

Alors, on a

SI

M;e
- / — / m'p+i—1(1 _ ' (1-p)+5-1 S:v < <
(z)dz = K(c) (1-z)™ dz k(o) = 00

3. Concernant le troisiéme point (3)
Puisque la fonction suivante %ym"’”*l(l — y)™ P Les'y st
continue sur [0, 1], donc elle est bornée, donc il existe my,d; € [z,c]
telle que :

¢ J2 ! N ! N !
mi(c—z) < /m mym P - y)" (=piti-lesvdy < di(c — z)
Alors on a
c . c c c J2 , . , ) ,
/ s'(m)/ m/(u)dudz :/ s'(m)/ K—ym”“_l(l — )™ =PItV dydy
0 T

> C/ ml(c —2) e %y

m p+] $)m (1-p)+7

S < ml(c—:z:)

d
_Blo T ’

ou ( est une constante.
Cependant, pour tout z € [0,1] , on a l'inégalité suivante :

™1 — g)™ (Pt < By
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X z : ~ ! . .
avec B; une constante qui est supérieure a e®*. Ainsi on a

mi(c— ) o' S, my(c — z)
xm’p+j(1 — x)m/(1*P)+j - 37130
donc
¢ my(c—z)e " mic [edz  mac
: dr > —— | — — —— = +00
/0 gm'Pti(1 — )™ (-p)+i " = By Jo B "
et
ml/cc—w /% (/Cw )
Mt dz < 5'(z m'(u)du ) dz
B]_ 0 T T Jo ( ) z ( )
Comme
mq /C c—2x
— dr = +00
By Jo T *
alors

/Oc §(z) (/: m'(u)du> 4z — 400

De maniére analogue, on a

/Cl §'(z) (/j ﬁz’(u)du) dz = 00

D’aprés ces conditions, u satisfait W1 I (C). O

O

Soit v : I — R, une fonction mesurable bornée, p- intégrable définie par

v(y) =s'(1-2y) —m'

1 1 A (1 —p) i1 s
W) = [vds = s (0= 20) ) (P - ) e dy

Soit (P}) le semigroupe de Feynman-Kac défini par :
Pt”f(j)(w) =, {f(j)(yéj)ef(f u(Yi)du]

ou fU) est positive et mesurable .
On rappelle que

18|22y = sup{|| B fllzew; £ 2 0 and  u(f*) <1}
=sup{< P’f,g>,; [, >0 et u(f)<1 et up(g®)<1}
et

125(z2 — 1) )
v g = su — - =2 S
]| Lip() o<a:1<122<1 P— |s'|
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Soit la formule de Feynman-Kac donnée précédemment par :
¢9(t, z) = E, { FO (Y Yo B0 1) gd Jy (- m' )26 ¥
~ 55— 1) /Ot $UV () Vel fi (~m'=s) -2 )du g
Ainsi en utilisant la définition du semigroupe de (P*f(z)), on a
(¢, ) = exp (~5(j — ) B’ 9 (z)
— 5= 1) [ exp(=5i(7 — W) P49 (@)dn

Ce qui nous donne

16912 < (17Dl + 11185~ 1P 260

En utilisant le point (b') de la proposition (2.4.6)), nous avons
69l < [IF91s + 1£119971] exp (4(30(0) + 4575°C)  (2.10)

Pour conclure nous devons prouver que (ju(v) + 452s?C?) est négative. Pour
cela, il suffit d’étudier le résultat suivant :

Proposition 2.4.7
On suppose que s' > m' > 0. Ainsi pour tout p € [0, 1] et pour tout € € [0, 1]
fizé, les affirmations suivantes sont vérifiées :

casl): s —m' —2s'ep <0

cas2): Sis'—m' <=2 alors on a

p
Vs —mC—(1-e)pu<0

[ v (v)dy
Jy m'(y)dy

01 C = sup |/a(2)¥ (a) f2(y — W' (y)dy| et p =
z€[0,1]

Preuve
1. On a

Jo(s' —m' — 25'ey)y™PH1 (1 — y)™ (=PI L gy
fol ym'P+j*1(1 — y)m'(lfp)Jrj*leS'ydy

(s —m') —25'ep =

Posons g(z) = <s’ —m' — 23/6$> g™ PHITL(1 — g)™ (P tes'e

g est positive pour z < i(l — ’:—,l) et négative ailleurs.
Supposons que a = 5-(1 — ’s”—,')
On peut trouver une borne supérieure pour fol g(z)dz en remplagant le
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terme exp(s’) par la doite qui passe par les points (0,1) et (o, e¥®). En
effet, cette droite est supérieure a exp(s’) sur [0, ] ou g est positive et
est inférieure sur [o, 1] oil g est négative. Son équation est donnée par

d(z) = . m,(e = —1lz+1
Posons b(z) = z™?P™~1(1 — z)™(~P+~1 alors on a les inégalités
suivantes :
) , , 2s'e | oom!
g(z) < (s —m' —2s ex) (s’ — m'(e = — 1z + 1)b(:c)
< (s' —m'+ 23'6(6 e — 2) — (e e — 1):1:2)b(a:)

Ainsi en passant a lintégrale et en posant a=m’p+j et c=m’(1l-p)+j,
ona:

s'—m!

1
/ 9(z)dz < (s' = m)Bac+ 25'¢(e73 — 2)Bay1c
0

452%€2 | Jm!
(5 ),

ou f,, est la fonction béta de parameétres a et c.
D’apres cette inégalité B,11c = ;5 fa,c, 1l s’en suit que :

I

1 o —m m'p+J
dr < ac( ' m') + 26 Ea) _
/Og(a;)a:_ﬂ, (s —=m')+ se(e 2 )m’+2j

P (e amy -5 )

s'—m/ (m'+27)(m'+27+1)
2s'e s'—m! m'p+ 7

! ! e

Sﬂa,c(s—m)<1+(s,_m’,)(e * _2)m/_|_2j

_ 4 (es';:"' ~1) (m'p+5)(m'p+J + 1)>
(s' —m')? (m'+27)(m' +25 +1)

Notre objectif est de prouver que

2s'e o' —m! m'p+J

N (e b3 — 2) m' + 2j
G ( dom! >(m’p+j)(m'p+j +1)
(m' +25)(m' + 27 +1)

est toujours négative.

Cette quantité peut s’écrire a nouveau ainsi :

1 B PRI (M ) (1 2wt t )
I ol / ; € I ol / ;
(s —m')ym' + 23 (s —m')(m'+27+1)
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Maintenant, avec € = % on obtient

2s'e (mp+j+1) 5(s'—m/)(m' +254+1)-8s'(m'p+j+1)
s—m'(m'+25+1) 5(s' —m/)(m' + 25 + 1)

cette quantité est toujours négative.

2s'e
s'—m/

2s'e  m'p+j o —m 2s'e (m'p+7+1
14 TP ].(—1+(e = —1)(1— , ,( PrJ )))
(s —m')m' 425 (s —m')(m'+25+1)

Comme est strictement supérieur a 1, alors

est toujours négatif.

Cependant s' — m’ — 2s'eu(Y,”) est négatif.

. Nous voulons montrer que :
Vs —m'C—pu<0

Rappelons ’expression de C' and u. Nous avons donc

¢ = sw [\a(@)s'(@) [ (v - wi'(y)ay

z€[0,1]

En utilisant le fait que

wioN 1
$@) = @) < (@)
avec a(z) = (/z(1 —z) et
_ Jo v (y)dy
Jo ™' (y)dy

Il peut s’écrire aussi C' comme ga :

C— sup {ﬂfo” ! (y)dy (1 _ f(fr)ﬂ

z€0,1]L \/a(z) ™/ (z) 1
o 2 y(y)d
_ Jo ym\y)ay
)= aay

qui est croissant sur [0, u].
Tournons maintenant a la preuve de /s’ — m'C — u < 0. Il suffit de
montrer que :

Vs —m' [§ ' (y)dy (1 B f($)> 1
V() b)) Ja-e)

<1
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Posons h(z) = z™?(1 — )™ (~?). Elle atteint son maximum z = p
Pour tout z € [0, p|, M/(z) = h(z) x exp (s'z), est croissante. Nous avons
donc :

Vs —m! 5 W (y)dy (1 - f(cv)) 1 _Vs—mVz Vs —mp
Vz x m/(z) po)Ja-z) T Ja-z) © J(1-p)
)

(2.11

’—m’glp%”,ona

Comme | s

Vs —m' [§ i (y)dy <1 B f(fL’)) L
Vz x 7(z) v ) Ji-e

Cependant, en prenant le sup dans (2.11)), on obtient que

V(88 =m)C —pu<0
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Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m
j=3;m=5£=0.8;p=06etJ=1e+05

Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m
j=3;m=25;£=08,;p=04etJ=1e+05
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Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m
j=2;m=10; =08 ;p=0.2etJ=1e+05

Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m
j=2;m=10;¢=0.8;p =04 etJ=1e+05
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FicurEg 2.3 — Illustration graphique en fonction de s

Ainsi une illustration de la proposition précédente est donnée par ces
figures en fonction des coefficients de sélection.

O

Puisque pour tout j = 1,2, ..,4, ju(v)+452s?C? < 0, d’aprés (2.10), on obtient

169220y < 11FP Mz + 18187 llz2a) (212)
Ainsi on a
16|22y < 1715
(@) : ) @) (2.13)
16| L2qu) < (|3 | < |[f s+ 11 f ||J)
On a ¢9 = (T.1)), @' apres (E12),
| | .
(T )2y < NFONs + 18 1I1(TAH s (2.14)

Comme 7; et 3 sont de I'ordre 75 et en utilisant la proposition (2.4.8)
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ci-desous, on a alors

n—1
I8nf = Tuflls < X2 181 = T Tefl
<Z(||vl|| T )l + IR 1T +0 ()
< ||71||JZ T Dl + 13115 z T +0 (35)

<l Z I(Tef)Dlloo + 17115 Z ITef)Plow + 0 (p)

n—1

<||71||.,z|| (ST )P o+ 1315 32 TS T 1) o
1
+O(Jz>
< 115 S 1Tl e T £ 5260
k=0

+17 s Z 1T || 00| [T £) P22y + O <J2)

n—1

< Z exp(c; + c2k ™) {(|I7i’||.z + 18I DI P llz2()

+ Il @] + 0 (35)

< A (U s + 1S Il + 12l F2)
1
+(7)

Ce qui termine la preuve de ce résultat.

(2.15)

Proposition 2.4.8 Soit (T});>0 un semigroupe de Markov. On suppose que
la super-inégalité de Poincaré suivante est satisfaite : Pour tout f € D(e)
avec € la forme de Dirichlet, on a :

w(f?) <re(f, £) + B(r)u(f1)?

ou B est une fonction décroissante positive sur |0,+o00| et qui est définie
par : B(r) =exp(l+7*) avec A >0 etr >0
Alors (T}) est ultracontratif, c’est & dire :

|T3| 100 < €xp(cy +cat™ ")

Si (Ti) est symmeétrique, alors on a la relation suivante :

[Tel[1-2 = [ITel200
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Bt donc ||Ti|l1e0 < T 12 X ([Tt ll2s00 = [T 130

Pour la preuve de cette proposition, on peut voir Wang, Coulhon pour plus
details ( [59],[58], [13])

2.5 Perspectives

Comme nous le constatons, nos études ont été effectué sous 1’hypothése
d’immigration faible et constante. Comme perspectives nous étudierons les cas
suivants :

— Cas ol les parameétres de sélection et d’'immigration sont tous aléatoires

par une autre approche : méthode de couplage

— Une généralisation des différents cas étudiés ci-dessus (Cas

multi-espéces)
— Quantification uniforme de l’erreur avec sélection aléatoire et plus
grande que 'immigration (s’ > m’).

— Quantification uniforme de l’erreur dans le cas ou la sélection est une
diffusion inhomogéne(ou bien une dynamique markovien non
autonome).
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Chapitre 3

Chaines de Markov bifurcantes

3.1 Présentation du modéle

Apparu pour la premiére fois dans les travaux de Basawa et Zhou [4], les
chaines de Markov bifurcantes (en abrégé CMBs) sont une adaptation des
chaines de Markov usuelles a une donnée d’arbre binaire. Autrement dit, ce
sont des chaines de Markov dont 1’ensemble d’indices est un arbre binaire
régulier c’est a dire pour une génération donnée, chaque individu donne
naissance a deux descendants dans la génération suivante.

On peut dire qu’elles constituent une classe de processus stochastiques
indexés par un arbre binaire régulier qui satisfont la propriété de Markov
branchante( cf définition ci dessous).

Elles constituent aussi des modéles qui représentent 1’évolution d’un trait au
sein d'une population dans laquelle chaque individu a deux descendants. En
2006, Guyon dans ses travaux de recherche s’est intéressé a elles (CMBs). Son
but était d’étudier l'effet du vieillissement sur la reproduction de la bactérie
Eschérichia Coli ( E. Coli ). E. Coli est une bactérie en forme de batonnet qui
se reproduit en se divisant au milieu. Elle donne ainsi naissance a deux
cellules filles : I'une possédant 1’extrémité la plus ancienne de la cellule mére
est appelée cellule fille de type ancien poéle, l'autre possédant ’extrémité la
plus récente sera appelée cellule fille de type nouveau péle ( voir Figure 3.1 )
Deux types "0" et "1" seront attribués a ces individus :

" individu de type 0 " pour les individus de type nouveau poéle

— " individu de type 1 " pour les individus de type ancien péle
En fait apres la division cellulaire, chaque cellule fille a deux extrémités : une
des extrémités issue de la division de la celule mére (nouveau péle) et une autre
qui existait déja (vieux péle). L’age d’'une cellule est donnée par ’4ge de son
vieux péle au sens du nombre de division depuis lesquelles ce vieux pdle existe.
L’objectif fixé par Guyon était de montrer que les cellules de type 0 croisent
plus vite que celles de type 1.
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A
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(: Grossissement cellulaire
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nouvelle extrémité / \ ancienne extrémite
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@au molns deux -- au moins deux
/ \:Jl\.rlsmns / \u:ln.rlsmns

FIGURE 3.1 — Cycle cellulaire d’E. Coli (source htpp :// wikimedia.org)

Avant de donner une définition formelle des chaines de Markov bifurcantes,
donnons au préalable quelques notations .

3.1.1 L’arbre binaire régulier associé au modéle des CMBs

On note par N l’ensemble des entiers naturels positifs, N* = N\ {0}. Soit
T un arbre binaire régulier (voir Figure 3.2). Nous verrons T comme étant
I’ensemble de toutes les générations d’une population donnée. Chaque
colonne de T représente alors une génération dans la population. Chaque
individu de la population est vu comme un entier naturel non nul.

On pose Ty = Gy = {0}, G, = {0,1}* et T, = U G,.

0<r<k
To = Go = {0} est lindividu initial de la population, G, est la k-iéme

génération, et T, constitue les k- premiéres générations. T = |J G, est 'arbre
reN
complet ou bien la population entiére ( chaque sommet de l'arbre désigne un

individu). Pour tout individu ¢ € T, on note par || la génération de I'individu
1, (t =k, ssit1 € Gg), 1A :={15,5 € A}, avec A C T, ou 77 est la concaténation
des suites 1,7 € T avec la convention que 07 = 10 — 2

les cardinaux respectifs des générations Gy et T sont 2F et 25+ — 1.

La génération d’un individu donné ¢ est G, ou k; = |log, ¢|,|z| désignant la
partie entiére du réel z.
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FI1GURE 3.2 — L’arbre binaire T associé a 1’étude des CMBs

Ainsi pour tout individu ¢ € T, on s’intéresse a la quantité aléatoire X; qui
peut étre ( son taux de croissance, sa taille,ou bien son poids). Cette quantité
aléatoire X; est a valeurs dans un espace métrique S muni de sa tribu
borélienne S.

3.1.2 Probabilité de transition associée aux chaines de
Markov bifurcantes

Soit (S,S) un espace mesurable. Pour tout ¢ € N*, on note par B(S?)
( respectivement B,(S?), C(S?), Cp(S?)) ’ensemble des fonctions numériques
mesurables définies sur S? ( respectivement mesurables et bornées, continues
et continues et bornées).
Pour tout g € N*, on pose S®? =S ® ...... ®S.
Donnons maintenant la définition d’ une T- probabilité de transition.

Définition 3.1.1
On appelle T- probabilité de transition, une application P : SxS®? —; [0, 1]
qut satisfait les propriétés suivantes :

— Pour tout Ac S, P(.,A) est mesurable

— Pour tout z € S, P(z,.) est une mesure de probabilité sur (52, S®?)
Ainsi pour toute fonction g € By(S?) et pour tout h € By(S?), on pose pour
toutz € S :

Po(e) = [ 9(@,4,2)P(z,dy,dz), Ph(z)= [ h(5,2)P(z,dy,dz) (3.)
On définit (Pg) ou simplement Pg pour g € B(S?) et (Ph) ou simplement
Ph pour h € B(S?), si toutefois les intégrales (3.1) sont bien définies et
donc on a Pg et Ph € B(S).
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On note Py, P, respectivement la premiére et la seconde lois marginales de
P et Q la moyenne de Py et P, défintes comme suit : Pour tout A € B(S)
et pour tout x € S

Po+ P

Po(z, 4) = P(z, A x 5), P(z, 4) = P(z, 5 x 4), Q="

Maintenant on peut donner la définition d’une chaine de Markov bifurcante.

Définition 3.1.2 Soit T un arbre binaire régulier. On dit qu’un processus
X = (X;,1 € T) indexé par T, est une chaine de Markov bifurcante (CMBs)
sur l’espace mesurable (S,S) avec lov de probabilité initiale v sur (S,S) et
de T- probabilité de transition P sur S x S®2 s1 :

— (Losi wnitiale) : la variable aléatoire Xy a pour loi v

— (Propriété de branchement) : pour toute suite de fonctions

(9:,3 € T) C By(S°)

et pour tout k > 0, on a :

E[ [T 9:i(Xi, Xio, Xi1) | 0(X;,5 € T)] = [] Pgi(X3)

1€Gy 1EGg

En suivant Guyon [43], on introduit une chaine de Markov auxiliaire

Y = (Yo,n € N) sur (S,S) avec Y = Xj et de probabilité de transition Q. La
chaine de Markov (Y,,,n € N) correspond a une lignée aléatoire choisie dans la
population.

Dans la suite, on écrira E, quand Xy = z ( la loi initiale de X est une masse
de Dirac au point z € S).

Ceci signifie que, étant donné les quantités (X, € Ty) liées aux individus des
générations de 0 a k , les quantités liées aux individus de la génération Gy, ; sont
construites en tirant 2* couples indépendants (X0, Xi1) suivant P(X;,.),1 € Gy.
Sauf mention contraire, la filtration implicitement utilisée sera

Fr = 0(Xi;1 € Ty)
Notons que pour tout g € B,(S?),
E[g(X:, Xi0, Xi1) | Fi,]
se réduit a un conditionnement par rapport a la variable X;, de telle sorte que
Elg(X:, Xio, Xi1) | Fi,] = E[g( X, Xio, Xi1) | X3

Ceci signifie que chaque X; dépend du passé que par la quantité liée a la mére
seulement. Une conséquence de cette définition est que conditionnellement a
Fr,, les triplets ((Xi, Xi0,Xi1),t € Gy,), avec k fixé et ¢ varie, sont
indépendants. On note par (Yi, k € N) la chaine de Markov induite de noyau
de transition Q définie sur S telle que Yy = X;. La chaine de Markov
(Yi, k € N) correspond & une lignée aléatoire choisie dans la population.
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A cette fin, Guyon & AL [44] ont proposé le modéle gaussien suivant. La
cellule initiale est désignée par (. Les filles de la cellule d’indice ¢ sont
désignées par 20 la cellule fille de type O et 21 la cellule fille de type 1. Soit X;
le taux de croissance de l'individu 2. Alors les X, vérifient la relation

Xio =X+ Bo+ €0

3.2
Xin =X+ B +en (3.2)

L(Xp)=v, et Vi2>1, {

ol v est une mesure de probabilité sur R; ag,a; € (—1,1); Bo,B1 € R et
((€i0,€i1),2>1) est une suite de vecteurs gaussiens bidimensionnels
indépendants centrés et de matrice de covariance

P:o—2<; f) 0>>0, pe(-1,1)

Notons que le processus défini par (3.2)) est un exemple de type de chaines de
Markov bifurcante, appelé processus bifurcant auto-régressif
d’ordre 1 ( BAR(1) pour "first order bifurcating autoregessive process"). Afin
de savoir si la dynamique des taux de croissance des cellules de type O et 1, il
convient :

— d’estimer les paramétres 6 = (ao, Bo, @1, 1), 0%, et p

— de tester I'hypothése nulle Hy = {(ao, Bo) = (a1, B1)} contre I'hypothése

alternative H; = {(o, Bo) # (a1, b1)}

Ainsi, rejeter Hy reviendrait a admettre que la dynamique de croissance des
cellules de type O est différente de celle des cellules de type 1. Ceci reviendrait
également a admettre la notion de vieillissement cellulaire. L’étude
asymptotique rigoureuse des estimateurs de 6,p et o ainsi que des tests
d’hypothése permettant de détecter le vieillissement cellulaire a été depuis
lors le principal point de motivation pour 1’étude des chaines de Markov
bifurcantes. Afin d’effectuer des études statistiques par exemple 1’estimation
des paramétres du modéle (5.1)), il convient de définir des moyennes
empiriques liées a ’observation des chaines de Markov bifurcantes (X, € T).
Ainsi pour toute fonction mesurable g sur S et pour tout sous-ensemble fini

A de T, on pose
Ma(g) = > 9(X3)
icA
et

Ma(g) = JMMA(g)

ol |A| désigne le cardinal de A.
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3.2 Quelques rappels sur les grandes déviations

Le principe des grandes déviations (PGD) caractérise le comportement
limite quand € — 0, d'une famille de mesures de probabilité {u.} sur un
espace mesurable (X, B) en termes de fonctions taux. Cette caratérisation est
faite via des bornes exponentielles assymptotiques supérieures (ou inférieures)
sur les valeurs que u. assigne aux sous-ensembles mesurables de X'. Rappelons
maintenant les définitions suivantes issue du livre de Dembo et Zeitouni [21]
d’'une fonction taux et du principe des grandes déviations.

Définition 3.2.1

Une fonction de tauz I est une application I : X — [0,00] semicontinue
inférieurement, c’est a dire pour tout mombre réel A € [0,00[, le sous-
ensemble de niwveau Yr(A) = {z € X : I(z) < A} est un sous -ensemble
fermé de X.

Une bonne fonction de taux est une fonction de tauzx pour laquelle tous

ses sous-ensembles de niveauz ¥r(\) sont des sous-ensembles compact de
X.On notera Dy := {z € X : I(z) < oo} le domaine effectif de I.

Remarque 3.2.2
St X est un espace métrique, la propriété de semicontinuité est vérifiée par
les suites; c’et a dire I est semicontinue inférieurement (sci en abrégé) si
et seulement st

liminf, ,,I(z,)>1I(z) VzeX

Une conséquence qu’une fonction de tauz soit bonne, est que son mintmum
peut étre atteint sur tous les ensembles fermés.

Définition 3.2.3 (PGD)

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On dit que la suite de wvariables
aléatotres (X,,n € N) définie sur (Q,F,P) a wvaleurs dans un espace
mesurable (S, B(S)) satsifait ¢ un principe de grande déviation (PGD) de
witesse (v,) et de fonction de tauz I(.) si l'on a, pour tout A € B(S),

1 1
—inf I(z) <liminf—logP (X, € A) <li —logP(X, € A) < —inf]
inf (z) <limin o ogP (X, € A)< 1msupun ogP (X, € A) < Inf (z)

n—oo

ot A° et A désignent respectivement l'intérieur et ’adhérence de A

Rappelons aussi la définition d’un principe de déviation modérée.
Soit (Z,)nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans S équipée de la
tribu de Borel B(S) et soit (s,)necny une suite de nombres réels positifs qui

converge vers +00. On suppose que 2= converge en probabilité vers 0 et 5—31
n n

converge en loi vers une gaussienne centrée.
Soit (b,)nen une suite positive de nombres réels telle que :

bn,
b, — +0o0 et — 0

\/E n——+00
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3.3. OUTILS FONDAMENTAUX DES DEVIATIONS MODEREES SUR
LES MARTINGALES

Définition 3.2.4 (PDM)

On dit que ; f}% satisfait a un principe de déviation modérée de vitesse
n n

b2 et de fonction de taux I, si pour tout A € B(S), on a :

. .. 1
_w1€njo_f(:r) < lillli{.lof@ log P <

Z, . 1 Zy,
bo/5e € A> < liniigopEIOgP < € A>

< —infl
< ~infl(@)

ot A° et A sont respectivement lintérieur et l’adhérence de A.

L’importance du principe des déviations modérées est qu ’il est un raffinement
du théoréme central limite et est plus facile a obtenir dans certaines situations
que le principe des grandes déviations. Il exhibe un fonction taux plus simple
qui peut étre obtenu d’'une approximation gaussienne.

3.3 Outils fondamentaux des déviations modérées
sur les martingales

Rappelons quelques résultats utiles pour les déviations modérées sur les
martingales. Dans cette partie et la suite (b,) sera considérée comme une suite
croissante de nombres réels telle que

br,

ﬁ]oo et |0 (3.3)

Théoréme 3.3.1 (Eichelsbacher et Lowe [25])
Soit (X;)i>1 wune suite de wvariables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées. Les propositions sutvantes sont équivalentes :
— Les variables aléatoires (X;) satisfont E[X;] =0 et

, n
hinj:.}pbj log(nP(|X1| > b,)) = —o0 (3.4)

— La suite (i » . X,) satisfait un PDM de vitesse (%) et de bonne

fonction de tauz

$2

2E[X?]

I(z) =

Remarque 3.3.2
— La condition (3.4) est appelée la condition de type " Chen - Ledouz".
— La condition de type Chen-Ledouz (3.4) entraine que E[X?] < co.

Dans la preuve de nos résultats principaux, on a utilisé la notion de convergence

"super-exponentielle" ; il me semble alors judicieux de rappeler la définition de
la convergence "super-exponentielle".
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Définition 3.3.3 Soit d est une distance rendant S complet, on dit que
(Z,) converge (v,)- super-exponentiellement vite en probabilité vers une
variable aléatoire Z st

1
limsupv—log]P(d(Zn, Z)>6)=—-00 V5>0

n——+oco n

. superexp .
Cette convergence sera notée Z, — Z dans la suite.

Un

Donnons les deux principaux théorémes fondamentaux utiles a ’observation du
PDM pour les martingales. Le premier est une version simplifiée du théoréme
de Puhalskii [57], et le second est une version simplifiée du théoréme de Djellout
[23]. Nous donnons que les versions simplifiées de ces résultats car c’est sous
ces formes que nous les utiliserons dans la suite.

Théoréme 3.3.4 (Puhalskii [57]) Soit (m})i<j<n un tableau triangulaire
de différences martingales & valeurs dans R?, par rapport a la filtration
(Fr)n>1. Supposons que :

(P1) Il existe une matrice symétrique et semi-définie positive Q, telle

que
1 n superex
- E n ny\/ f 3 P P
nkgl [mi(mg)' | Fri] :>b%/n Q

(P2) Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour chaque 1 < k < n,
imi| < p.s,
(P3) Pour tout a >0, on a la condition de Lindeberg exponentielle

1 & n superex
O E[mEPlgmpzagy | Fioa] EET O
k=1 n/m

Alors (X5, T—f)nzl satisfait un PDM sur R? de vitesse % et de fonction
de tauz )
A*(v) = sup <)\'v — 2)\'Q)\)

AERE

En particulier si Q est inversible, A*(v) = %'U’Qil'v

Théoréme 3.3.5 (Djellout [23]) Soit (M,).en une martingale de carré
intégrable, a valeurs dans R, adaptée a une filtration (F,)nen et nulle en

0. Soit c(n) := ‘b/—f On définit la réciproque ¢~ *(t) par
¢ '(t) := inf{n € N: ¢(n) > t}

Sous les hypohtéses suivantes :
(D1) Il existe Q € R, tel que % su%;efp Q, ot (M), désigne le crochet
bz /n
de la martingale M, ;

(D2) limsup;; log (n esssup P(|My — My_1| > b, | ]:k—1)> =—00;
n—too 7 1<k<c(bnt1)
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LIMITES

(D3) pour tout a > 0,

superexp

1 n
" > E <|Mk — Mk—1|21{|Mk—Mk_1\Zaﬁ} | ]:k—l) 0
k=1

(M,,/b,)nen satisfait & un PDM dans R de vitesse b2 /n et de fonction de
tauz I(z) = 22/29Q.

Remarque 3.3.6 les conditions (D3) et (P3) sont appelées condition de
Lindeberg  exponentielle. La  wvérification de Uhypothése (D1)
(convergence super-ezponentielle du crochet) est fondamentale pour
établir les principes des déviations modérées (PDM) des martingales.
Pour les martingales a différences bornées par exemple, les hypothéses
(D2) et (D3) sont automatiquement vérifiées de telle sorte que pour
montrer un PDM, il suffit de montrer la convergence super-exponentielle
du crochet c’est & dire (D1). Un outil pour démontrer cette convergence
super-exponentielle du crochet est par exemple d’établir des inégalités de
déviations.

La stratégie pour prouver nos différents résultats sur le PDM sera la suivante.
— Si la martingale est a différences bornées, alors il suffit juste de
montrer la convergence super-exponentielle du crochet et d’appliquer

par exemple le théoréme de Djellout.

— Si la martingale n’est pas a différence bornée, nous faisons une
troncature. Pour la partie bornée, nous montrons qu'un PDM est
satisfait en utilisant le théoréme de Puhalskii. Ensuite nous
montrerons que la partie non bornée est négligeable au sens des
déviations modérées.

Maintenant donnons quelques résultats connus portant sur les lois des grands
nombres et théorémes de la limite centrale des CMBs.

3.4 Lois des grands nombres et théorémes
centrales limites

Défini comme étant 1'un des résultats le plus important de la théorie des
probabilités, les lois des grands nombres trouvent aussi leur place dans cette
classe de chaines de Markov bifurcantes.

Ainsi pour toute fonction g € B(S®), et pour ¢ € T, désignons par
A, = (X, Xi,X:1) la quantité associée au triplet mére-filles (z,10,21).
Plusieurs moyennes empiriques peuvent ainsi etre considérées.

- On peut effectuer la moyenne sur la k-iéme génération, c’est a dire calculer
Mg, (g )

- On peut effectuer la moyenne sur les k- premiéres générations, c’est a dire
calculer Mr,(g)

On peut aussi vouloir calculer la moyenne sur les n-premiers individus, c’est a

dire calculer %Z?:l 9(X;). Mais comme il n’existe pas un ordre naturel dans
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la population, il convient de créer un ordre aléatoire dans la population qui
respecte 1'ordre de la généalogie. Cet ordre doit étre construit de telle sorte
que, le comportement asymptotique des moyennes empiriques issues de cette
construction coincide avec le comportement de Mg, (.) et Mr,(.). Un tel ordre
a été introduit par Guyon [44]. Cette construction est la suivante.

Désignons par W l'ensemble de toutes les permutations de N* qui laissent
invariant chaque Gg. Indépendamment de (X;,z € T), tirons uniformément
une permutation II dans W. Ceci revient a tirer uniformément la restriction
de II sur G, par les 2*! permutations de G,. En particulier
(H(2k),1'[(2k + 1)y e, TI(2F T — 1)) peuvent étre vu comme un tirage sans
remise des éléments de Gy. II permet ainsi de définir un ordre aléatoire sur T
qui préserve l'ordre généalogique. Désignons alors (II(z),1 < 2 < n) I’ensemble
des n "premiers" individus de T. Ainsi on peut calculer la moyenne sur les n
"premiers" individus Mn(g) = n~tMT(g).

Introduisons maintenant les quantités empiriques suivantes :

Me,(9) = @igé g(As)
Mr(9)= .22 g(Ay) (3.5)
M,(9)= L7, 9(Anw)

ot g(A;) = g(A;) = 9(Xs, X0, Xi1) si g € B(S?) et g(A;) = 9(X;) si g € B(S).
Guyon [44]et Bitseki & AL [7] ont établi des théorémes limites de ces trois
moyennes empiriques concernant exactement la loi des grands nombres
et le théoréme de la limite centrale. Ces résutats ont été effectués dans L?
sous plusieurs versions diverses. Pour cela ils considérent des hypothéses de
régularité de g et d’ergodicité de la chaine de Markov (Y%, k € N) de probabilité
de transition Q.
Introduisons les notations suivantes avant de rappeler ces résultats.
— Soit f ® g 'application qui & tout (z,y) on associe f(z)g(y)
— Soit QP la puissance p-iéme de Q définie par les formules de récurrence
suivantes :
Q% z,.) =6, et QP™(z,B) = [4 Q(z,dy)Q*(y,B), VB € S; QF est un
noyau de transition sur (S, S)
— vQ est la probabilité sur (S,S) définie par vQ(B) = [;v(dz)Q(z, B);
vQP est laloi de Y,
— (Q9)(z) = [59(y)Q(z, dy) quand elle est bien définie.
— (vg) ou (v, g) est l'intégrale [, gdv quand elle est définie.
Considérons maintenant le sous-espace vectoriel F' de B(S) avec les propriétés
suivantes :
(a) F contient les fonctions constantes
(b) F2C F
(c) F F C L*(P(z,.)) pour tout z € Set P(FQ F)C F
(d) il existe une probabilité u sur (S,S) telle que F C L'(u) et
TlLrgoEm[g(Y;,)] = (u,9) pour tout z € Set ge F

(e) pour tout g € F, il existe h € F' tel que pour tout 7 € N, |Q"g| < h
(f) F C L'(v)
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ol les notations suivantes sont ainsi définies : F? = {f?/f € F},
FQF={f®g/f,g€ F} et PF ={Pg/g € F} si P agit sur F.

Maintenant rappelons le théoréme suivant qui résume 1’ensemble des résultats
principaux établis par Guyon.

Théoréme 3.4.1 Soit F vérifiant les hypothéses de (a) a (f).

1. Pour toute fonction g € F, les trois moyennes empiriques (3.5)
convergent vers (u,g) dans L?(u)

2. Soit g € B(S?) tel que Pg et Pg? existent et sont des éléments de
F. Alors les trois moyennes empiriques (5.2) convergent vers (u, g)
dans L?(u)

3. Soit g € F. Supposons qu’il existe h € F' tel que

P <Z|Q”(g — (1, 9))® Q" (9 - (u,g))l> <h (3.6)

reN

Alors les trois moyennes empiriques (5.2) convergent presque
sturement vers (i, g)

4. Soit g € B(S®) tel que Pg et Pg? existent et sont des éléments de F.
Supposons qu’il existe h € F' tel que

P (Z!Q”(Pg — (1, Pg)) ® Q' (Pg — (k, 7’9))\) <k  (387)
reN
Alors les trots moyennes empiriques (3.5) convergent presque
sirement vers (u, Pg)
5. Soit g € B(S?) tel que Pg, Pg? et Pg* existent et sont des éléments
de F'. Alors
n Y2 M%(g — Pg) et |T,| *2Mr, (g — Pg) convergent en loi vers la loi
normale N(0,0?) avec 02 = (u,Pg — (Pg)?)

Une condition suffisante pour avoir (3.6)) et (3.7)) est I’existence d’une fonction
¢ € F et une suite de nombres positifs (k,., 7 € N) telle que

Y k. <oo et VzeSVreN,|Qg(z) <c(x)k, (3.8)
reN
Une extension de ces résultats a été faite par Bitseki & AL [7] sous des
hypothéses d’ergodicité uniforme et non uniforme de la chaine de Markov
(Y,,r € N). L’hyphotése d’ergodicité suivante est a propos de l’ergodicité
géométrique de Q
(H1) Supposons que pour toute fonction g € F' telle que (u,g) = 0, il
existe une fonction h € F telle que pour tout » € N et pour tout z € S

|Q7g(z)| < a’h(z), ¥V a€0,1]
Ce qui signifie que la chaine de Markov (Y,, € N) est géométriquement

ergodique.
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Sous les hypothéses (a)-(f) et (H1), Bitseki & Al [7] ont établi les résultats
suivants

Théoréme 3.4.2 Sous les hypothéses (a)-(f) et (H1), soit ¢ € F tel que
(1,9) = 0. Alors, pour tout r € N

BI(Me,(0)) < { o3y si a*=1 (39

ou ¢ est une constante positive qui dépend de o et de g.

La preuve de ce théoréme repose sur deux points essentiels : un calcul
explicite du moment d'ordre 4 de Mg, (g9) via des conditionnements
successsifs et un contréle des différents termes apparaissant dans ce calcul en
utilisant les hypothéses (a)-(f) et (H1). Pour le calcul explicite du moment
d’ordre 4 de Mg,(g), ils ont utilisé (avec une légére modification) le calcul
explicite du moment d’ordre deux de Mg, (g) effectué par Guyon. Autrement
dit ils ont généralisé la méthode utilisée par Guyon.

Comme conséquence du théoréme précédent, on a le corollaire suivant :

Corollary 3.4.3 Supposons que les hypotheéses (a)-(f) sont satisfaites. Soit
g € F tel que (u,g9) = 0. On suppose de plus que l’hypothése (H1) est
vérifiée. Alors pour tout r € N et pour tout n € N, avec r, = [log, n]

c(3) ™ st af< g

E[(Mr,(9))*] < § er*(3)™ st o =3 (3.10)
c(a)* ) st a? > 1
et
c(3)t st a? <
E[(M,(9))*] < erf(i)~* si o?=1 (3.11)
c(a) i) sp o > 1

ot la constante positive ¢ dépend de a et de g et différe d’une ligne a
[’autre.

Le théoréme suivant concerne la loi forte des grands nombres pour la moyenne
empirique ME (g) lorsque g € B(S), la loi du logarithme itéré et un theoréme de
la limite centrale fonctionnelle presque stir pour Mg(g — Pg) lorsque g € B(S?).
C’est un complément des résultats établis par Guyon sur la loi forte des grands
nombres des moyennes empiriques Mg, (g) et M, (g).

Théoréme 3.4.4 Supposons que F' satisfait les hypothéses (a)-(f) et ausst
I’hypothése (H1) avec un a € (0,+/8/2). Alors :
i) Pour toute fonction g € F, M}X(g) converge presque sirement vers
(1,9) quand n tend vers l'infini.
1) Pour tout g € B(S?®) tel que Pg,Pg? et Pg* existent et appartiennent
aF,ona:

. M (g —Pg)
1 n = 2 (Pg)?) p.s.
s TogToa n (s, Pg2 — (Pg)?) p.s.,
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111) Pour tout g € B(S®) tel que Pg,Pg® et Pg* existent et
appartiennent & F, MM (g — Pg) vérifie un théoréme de la limite
centrale fonctionnelle presque sire quand n tend vers linfini. En
particulier, posons

= (1, Pg — (Pg)?)
Alors

n

Z i) =N(0,1) pas., (3.12)
{’“} ?

= sVk

lim su
P log( 32

ot N(0,1) est la loi normale standard sur R, et la convergence est
la convergence étroite des mesures sur R.

D’autres résultats portant sur le théoréme centrale limite des chaines de
markov bifurcantes ont été établis par Bitseki et Delmas [6] sous 'hypothése
d’ergodicité géométrique et de la proprieté ergodique la plus forte portant sur
un second tou spectral pour les trois régimes différents : sous-critique,
critique et sur-critique.

Pour tout f € B,(S), on pose :

—(wf) et F=F- > Ri(f)

jeJ
Pour toute fonction f, g € B,(.S), on note
(f®9)(z,y) = f(z)9(y) Vz,yecS

f®symg=;(f®g+g®f)

et
f@=fef
Vg € B-I—(S))
P(g ®sym 1) — Q(g)
Vf S B-l—(S))
fO®F<f®uyml
et

P(f®*) =P(f ® f) < P(f* ®sym 1) = Q(f?)

Soit f = {f;,£ € N} une suite d’éléments de B,(S).
Pour tout n € N et pour tout 2 € T, on pose :

n-li
Z vl ) =Gl 2 Z Mis, (o)

On en déduit que

n—k
ST N = 1Gal 7Y Me, (f2)
=0

1€Gy
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En prenant k£ = 0, on obtient
Noo(F) = [Gal 2 3 Mg, ,(f2)
=0

Pour étudier les comportements asymptotiques de N, ¢(f), il est beaucoup plus
commode d’écrire N, ¢(f) ainsi :
pour tout n > k> 1:

k—1
Nop() = Gl ™2 3" Mg, (facs) + 3 Nusi(§)
r=0

iEGk
Leurs résultats sont énoncés dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.5 Considérons les hypothéses suivantes :
A1) Il eziste une mesure de probabilité u sur (S,S) tel que F C L*(u)
et un certain o € (0,1) tel que pour tout f € IF, il existe g € F :

() - (wh)|<a’g neN (3.13)

A2) Il existe une probabilité u sur (S,S) tel que F C L*(u), un certain
a € (0,1), un ensemble d’indices fini J # 0, des valeurs complezes
distinctes (o, 7 € J) de l'opérateur Q avec |a;| = o, des projecteurs
non nuls (R;,j € J) définie sur CF, le C- ev recouvert par F, tel que
Vi #3',RjoR; = Rj0R; =0 (Zjej Rjun projecteur défini sur CF)
et une suite de nombre réels positifs (B,) C N qui converge vers 0
telle que Vf € F, 1l existe g € F tel que avec §; = % :

Q(f) ~ (1 f) " L OR,(f)| < oo™y VnEN  (314)

jeJ

cas sous critique :

Soit X une chaine de Markov bifurcante de mnoyau de probabilité de
transition P et de loi winitiale v telle que ’hypothése (Al) est vérifiée avec
a € (0,1/4/2). Soit (f = (fs,£ € N)) une suite de fonction de F qui vérifie
uniformément (Al). Alors on a la convergence en loi suivante :

d
Nao(f) 9, a

n—-+oo

ot G est une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance L°U°(f)
qui est bien définie. avec L®P(§) = TP (f) 4 2250 (F)

SRR =2 w, Y+ > 2, ((Q4F)®?)), (3.15)
£>0 £>0,k>0
EZUb(f) = Z 2_Z<:u') kak_lfl> + Z 27'—2(/1', (Qrfk ®sym Qk_l+rﬁ)> (316)

0<e<k 0<e<k
r>0
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Cas critique :

Soit X wune chaine de Markov bifurcante de moyau de probabilité de
transition P et de lot initiale v telle que les hypothéses (Al)et (A2) sont
vérifiées avec a = % Soit (f = (fi,£ € N)) une suite de fonction
d’éléments de F qui vérifie uniformément (Al) et (A2). Alors on a la

convergence en lot suwvante :

nil/an,(D(f) n%oo G

ou G est une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance L (f)
qui est bien définie. Avec LE(§) = BTH(F) 4 285 (F)

ST = D0 278w, frey = D027, (Ri(f) ®sym Ri(fr))),  (3.17)

k>0 E>0 jeJ
M) = Do 27O, ), (3.18)
0<t<k

et pour tout k,L € N :

fre =2 6, Ri(fi) @eym R;(f2). (3.19)

jeJ

Cas sur-critique :

Soit X wune chaine de Markov bifurcante de moyau de probabilité de
transition P et de loi tnitiale v telle que I’ hypothése (A2) soit vérifiée
avec a € (%,1). Alors pour tout 7 € J et f € F, la suite

M;(f) = (M, (f),n € N) avec M, ;(f) = (2a;) "M¢,(R;(f)) est une
‘H.,.-martingale avec

H'n - O-(Xi/i S Tn)

qui converge presque sirement et dans L? vers une variable aléatoire

MOO,j(f)-
De plus on a la convergence en Probabilité suivante :

(20%) 3 Nop() — D (20) £ D 07 Moo s(fr) — 0

¢eN jEeT
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3.5 Principes des déviations modérées des chaines
de Markov bifurcantes

Dans cette section on donne quelques résultats portant sur les principes des
déviations modérées des chaines de Markov bifurcantes établis par Bitseki & Al
[7]. Is ont fourni au préalable des inégalités de déviations, ce qui leur facilitent
le travail.

Les théorémes suivants constituent une synthése de ces résultats.

Théoréme 3.5.1 Sous les hypothéses (a)-(f) et (H1) de la section
précédente, on a :
1) Pour toute fonction g € F, pour tout § > 0, et pour tout n € N,

— SGE) s »az <3
IP) (|Mn(g) - (p’)g)| > 6) S S%Tn(%)’r‘erI st a2 _ %
a2t g 0?2 > 1

ou la constante positive ¢ dépend de o et de g.
i1) Soit g € B(S?) tel que Pg,Pg® et Pg* existent et appartiennent d
F. Soit (b,) une suite croissante de nombre réels positifs telle que

v/n =o(b,) et b, =o(v/nlogn). Si

limsupﬁ log (n esssup P (\g — Pg)(Ank)| > by | ’Hk1>> = 0
n—00 bn 1<k<c1(bpy1)
(3.20)

0t ¢ Hbny1) = inf{k € N : £ > b1}, alors (MF(g — Pg)/bn))

satisfait un principe de déviation modéré dans R de vitesse % et
de bonne fonction tauz I(z) = 2( ?

z
u.Pg?—(Pg)?)

Maintenant dans le cadre ou la chaine de Markov (Y;,r € N) est uniformément
ergodique géométriquement, c’est a dire :

(H2) Il existe une mesure de probabilité u sur (S, S) telle que pour tout
g € B,(S), il existe une constante positive c telle que

19" (9)(z) — (1, 9)| <ca”™ pour un o € (0,1) et pour tout z € S.

Bitseki & Al [7] ont obtenu des inégalités de déviations exponentielles pour
les moyennes empiriques Mg, (g), M. (g) et M. (g), ainsi qu’un principe de
déviation modérée pour ﬂg(g — Pg) lorsque g € By(S®). Notons que B,(S)
vérifie toutes les hypothéses (a)-(f) de la section précédente. Une synthése de
leurs travaux pour ce cas est le théoréme suivant.

Théoréme 3.5.2 On suppose que l’hypothése (H2) est satisfaite.
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1) Pour tout g € By(S) et pour tout 6 >0 on a

i)

exp(c"d) exp(—c'é?n) Vn €N,
s1oa< %
exp(2¢6(r, + 1)) exp(—c'é?n) Vn € N,
si a=1
- exp(—c'é°n) Vn €N,
P<|Mn(g)—(u,g)|>6>§ tel que T, >Ty St %<a<§
exp(—c'6® "7), Vn € N,
tel que 1, > 19 St az%
exp(—c'0® ), Vn € N¥,
tel que T, > 19— 2 st a>§

ou 1y = log(%)/log(a) , et co,c et c" sont des constantes positives
qui dépendent de a,||g|| €t c

Soit (b,) une suite crotssante de nombres réels positifs telle que

— Zm — +oo,

— s1a® < 1, la suite (b,) est telle que 2 — 0,

— sia® = 1, la suite (b,) est telle que %" — 0,

bna"‘n+1

— a? > 2, la suite (b,) est telle que Pmt— — 0,
Alors, pour tout g € By(S?), (M};{(g - Pg)/bn) satisfait a un PDM

dans S de vitesse % et de bonne fonction tauz I(z) = Wi(l’g)z)
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3.6 Mes résultats

Dans cette section on donne nos principaux résultats qui complétent ceux
effectués par Bitseki et Delmas dans [6]. Le but est d’établir le principe des
déviations modérées pour des fonctionnelles additives des chaines de Markov
bifrucantes. Différents des résultats précédents de Bitseki, Djellout et Guillin
dans [7] , on considére ici le cas des fonctions qui dépendent d’'une seule
variable. Principalement inspiré des travaux de Bitski& Delmas [6] sur le
théoréme centrale limite pour des fonctionnelles additives générales des
chaines de Markov bifurcantes, on donne ici un principe de déviation modérée
pour des fonctionnelles additives de CMBs quand les fonctions dépendent
d'une variable. Ce travail est effectué sous des hypothéses d’ergodicité
géométriquement uniforme et celle basée sur le second trou spectral.

La preuve de nos résultats est basée sur la décomposition martingale
récemment développée par Bitseki& Delmas [6], les résultats de Dembo
[20],Djellout [23] et Pukhalskii[57]. Donnons maintenant les notations et les

principales hypothéses de nos résultats.

3.6.1 Notations et Hypothéses

Pour toute fonction f € B,(.S), on pose :
1flleo = sup{|f(z)|,z € S}

Notre tavail s’est fait sous les hypothéses suivantes :

Hypothése 3.6.1
Il existe une mesure de probabilité p sur (S,S), un nombre réel positif M
et un certain o € (0,1) tel que pour tout f € By(S) :

Q*(f) — (k)| < Ma™||f[le VneN (3.21)

On a aussi I’hypothése suivante portant sur la propriété ergodique la plus forte
basée sur le second trou spectral.

Hypothése 3.6.2 Il existe une mesure de probabilité p sur (S,S), un
nombre réel positif M, un certain a € (0,1), un ensemble d’indices non
wide J, des valeurs propres complezes distinctes (a;,j € J) de l'opérateur
Q avec |oj| = a, des projecteurs non nuls (R;,5 € J) définie sur CBy(S),
qui est le C- espace wectoriel recouvert par By(S), tel que
RjoR; = RjoR; = 0 pour tout j # 3 ( X;c;R; est aussi un projecteur
défini sur CB,(S) ) et une suite de nombres réels positifs (B,,n € N) qut
o

converge vers 0 tel que pour tout f € By(S), et avec §; = =L :

a

Q"(f) ~ (1)~ o L GR()| < MBoo®lfl VmEN  (3:22)

jedJ
Le fait que la suite (B,,n € N) soit décroissante et bornée supérieurement

par 1, sera utilisé dans le cas critique.
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Pour tout f € B,(S), on pose :
—(w f) et f=F-2Rif)
JjeJ

Soit §f = {fs;, £ € N} une suite d’éléments de B,(S), on suppose dans la suite
que
sup{{| felleo} = coo < 400 (3.23)
¢eN

de telle sorte que (3.21)) et (3.22)) soient uniformément satisfaites par la suite
f. Pour tout n € N, et pour tout 2 € T, on pose :

n—|i|
Z h%mWZMGMm (3.24)

On en déduit que

n—k
ST Noi(f) = Gl 2 Y M, L, (f)
=0

1€Gg

En prenant £ = 0, on obtient
. x
Noo(F) = Ga| 72 3 M, (fo)
=0

Pour étudier les comportements asymptotiques de N, (), il est beaucoup plus
commode d’écrire N, ¢(f) ainsi :
pour tout n >k >1:

n0(f) = 1Gal” 2ZM<@T Far) + > Nus(f) (3.25)

1€Gy

La normalité assymptotique de N, ¢(f) a été étudié par Bitseki & Delmas
(6]
Ici on compléte leur travaux en étudiant le principe des déviations modérées
pour N, ¢(f). De maniére plus précise, pour toute suite (b,,n € N) donnée telle
que :

alors on a b, ' N, ¢(f) satisfait & un PDM de vitesse bi et de fonction de taux I
définie par :

(3.26)

I(@) = sup{rz - ;Azz(f)} - { T a7 (3.27)

+00 sinon
) sy = | Z00) = BR0() +2580() si 207 <1
Ecmt(f) :Eirlt(f)+225nt(f) S’i 2(12:1
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avec
() =Y 2w )+ Y 2w, ((@4)e%)), (3.28)
£0 £>0,k>0
Ezub(f) = Z 2_Z<:u') kak_lﬁf) + Z 27'—2(/1', (Qrfk ®sym Qk_l+rﬁ>>) (329)
0<t<k O%Ek
Zirit(f) - Z 2_k<,u': fk k Z 2" k Z :u': fk ®sym J(fk))>’ (3'30)
k>0 k>0 jeJ
SER) = >0 2 B, i), (3.31)
0<t<k
et pour tout k,£ € N :
fke - Z ‘91 k fk) Qsym j(fl)- (3~32)

J€J

Plus précisément, on veut montrer que

— inf I(z) < 11m1nfb—log P(b;an,@(f) € A) < limsup — logIP’( 2N o(F) € A)

z€ A° n— o0 b2
—inf I(z
:EE.A ( ),

ou A° et A sont respectivement l'interieur et ’adhérence de A. En particulier
, ce resultat assymptotique implique que

lim — log P (|ba? Nao(§)| > 6) = ~1(5) V6 >o.

n—oo b2

On note que 2a? < 1 correspond au cas sous -critique et 2a? = 1 au cas
critique.

Soit f € By(S). Si la suite f = (f,,£ € N) est définie par : fo = f et f, =0
pour tout £ > 1, alors on a Ny p(f) = |Gn| 2Mg,(f) et Z(f) = Z(f), ou
So(f) = {E%b(f) = (u, f2) + es0 2 (s (Qkf®2>> if 2% < 1
DEHf) = Ziea (b (Ri(f) ®aym Ri(f))) i 207 =1,
Si la suite f = (fy, £ € N) est définie par : f, = f pour tout £ € N, alors on a
Nuo(§) = |Gal 2 Mr, (f) = V2 = 277 |Tu| /2 Mz, (f) et T(f) = D2(f), o
p(gy = (B0 = B+ 23(9) if 202 <1
T o EcTrit(f) Ecnt(f) + 2Ecr1t(f) if 2a2 — 1’

avec

SER(F) = D FO) + 30 271, (QF ®aym @7 F)),

k>1 ki(l]
=5 (f) = Z — {8 (Rs(f) ®eym R4 (1))
JEJ

Maintenant on peut énoncer nos principaux résultats pour les deux régimes :
sous- critique et critique.
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3.6. MES RESULTATS

3.6.2 Reésultats principaux

Cas sous critique : 2a® < 1 . On considére une suite (b,,n € N) telle
que :

. . by

ngal:loobn — 400 et ngrfw\/@ =0
Alors on a le résultat suivant :
Théoréme 3.6.3 Soit X wune chaine de Markov bifurcante de
probabilité de transition P et de lov wnitiale v tel que l’hypothése
(3.6.1) est verifiée avec a € (0, %)
Soit f = (fi, £ € N) une suite d’éléments de By(S) satisfaisant
et uniformément. Alors b, N, o(f) satisfait a un principe de
déviation modérée de vitesse b2 et fonction de tauz I définie par
(13.27)).

La preuve de ce résultat utilise une décomposition de martingale (pour
plus de détails pour cette méthode on peut voir : Puhalskii [57],Bitseki
et Delmas [6] et Djellout [23]). Sans entrer trop dans les détails, on donne
une bréve présentation de la stratégie utilisée.

On considére une suite croissante (p, )y d’éléments de N* tel que :

Pn< (3.33)
On notera p a la place p, sans ambiguité.
Soit 2,7 € T . On écrit 7 < 7, si 7 € +T. On note ¢ A 7, le plus récent
ancétre commun a i et j, qui est défini comme le seul u € T tel que si
veETetv=<x1,v=<y7alorsv<u.
On définit 'ordre lexicographique ¢ < 7,siz2 < 7o0uv0 <zet vl <7y
pour v =1 A J.
Soit X = (X;,% € T) une chaine de Markov bifurcante de noyau de
transition P et de loi de probabilité initiale v. Pour tout ¢ € T), on
définit la tribu ou sigma-algebre F; par :

Fi=0{Xu,ueTu<}

Par construction, les tribus (F;,7 € T) sont emboitées puisque F; C F;
pour i < j. Pour tout n € N, pour tout ¢ € G,_,, et pour tout f € F,
on définit les accroissements de martingales suivantes :

D i(f) = Nui(f) —E[Nns(f)/Fi] et An= > Ani (3.34)

iEGn—p

On a alors

S Nas) = [Gal V25 Ma, (F)
=0

'ieGn—p

:’Gnrlm Z MGk(fn—k)

k=n—pn
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. MES RESULTATS

En utilisant la propriété de Markov forte, et (3.24) on obtient pour tout
1€ Ghyp, -

E[Nni(5)/Fi] = E[Nni(5)/ Xi] = \Gnll/ziExi[MGpnz(ﬁ)]

Ainsi on en déduit de (3.25)) avec kK =n — p, que:

Nrp(F) = An(f) + Bo(n) + Ra(n)

avec
n—pn—1

Ro(n) = [Ga| ™ 3 Mg, (fas)
k=0

et
Ri(n)= ) E[N.:(f)/F]

iEGn*P'n.
Ainsi notre objectif est atteint en négligeant au sens des déviations
modérées les quantités Ry(n) et R;(n) c’est & dire en montrant que :

1 _
V6 > O,ngrlloobjlogIP’Ubano(nﬂ > 6] = —o0
; (3.35)
V6 > O,nl_i)rfoob%logIP[\banl(n)| > 6] = —o0

et en prouvant que le crochet martingale b ' A, (f) satisfait un principe
de déviation modérée sur S avec vitesse b2 et fonction taux I.On
notera que N, o(f) et A,(f) satisfont le méme principe de déviation des
déviations modérées ( voir Dembo et Zeitouni chaiptre 4, [21]). Pour
plus de détails sur la preuve se reférer a ’article (3).

Cas critique : 202 =1
On considére une suite (b,,n € N) telle que :

=0

b
lim b, = +o00 et lim e
e nore /n|Gyl (3.36)

et pour tout a € (0,1),0n a nl_i)rfoobin22’”a =0

Alors on a le résultat suivant :
Théoréme 3.6.4 Soit X wune chaine de Markov bifurcante de
probabilité de transition P et de loi wnitiale v tel que l’hypothése
(3.6.2) est vérifiée avec o = %
Soit f = (fe, £ € N) une suite d’éléments de By(S) satisfaisant
et uniformément. Alors b7 n2 N, o(f) satisfait a un principe
de déviation modérée de vitesse b2 et fonction de tauz I définie

par (B:27).
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3.6. MES RESULTATS

La preuve de ce théoréme suit la méme stratégie que celle du cas sous-
critique (2a2 < 1). Comme la répétition est pédagogique, rappelons la
stratégie utilisée pour ce cas critique.

Soit (p,) une suite croissante d’éléments de N* tel que pour tout A > 0,
on a :

Pn < m, lim 2% — 1, lim n222-() — g

n—oo n, n—00 (337)
et lim n — p, — Alog(n) = +oo

De ([3.36)), on peut choisir p, = n — n* avec a € (0, 1).
Considérons la suite de fonction f = (fy, £ € N) d’éléments de B,(.S) qui
satisfont les hypothéses (3.6.2)) et (3.6.1)) uniformément c’est a dire :

1Q"(f)l < Ma"co et |Q™(f2)| < MBna"co (3.38)

Il résulte de (3.38) qu'il existe une constante finie ¢; dépendant
seulement de {a;, 7 € N} telle que pour tout £ e Nyn € N, 50 € J, on a

SR, (fo)| < 2Meo
jeJ
et |Rj(fo)l < csMeo

|fl| S MCOO: |f€| S Mcooa |</~l')fl>| S Mcoo,

On rappelle que :
Ny o(F) = An(f) + Bo(n) + Ri(n)

avec Ry(n), R;(n) données par :

n—pn—1

Ro(n) = [Gn|™? Y Mg, (fas)

et
Ri(n)= ) E[N.:(f)/F]

’iEGn—pn

soit (b, )nen une suite d’éléments de N qui vérifie :

b
lim b, = +oo, et lim z
n—+oco n—-+oo /,n|Gn|

Ainsi le théoréme est achevé en vérifiant les items suivants comme dans
le cas sous-critique :

=0

.1 1 _

Ve > O’nliglwbglIOgP[|b"1n 2Ry (n)| > 5] = -0 (3.39)
.1 1

Ve > O’ngﬁloobiIOgPUb”ln V2R, (n)| > (5} = —00 (3.40)

et en prouvant que le crochet martingale b;'n"*/2A,(f) satisfait & un
principe de déviations modérées sur S avec vitesse b2 et fonction taux
I
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3.7 Perspectives

Dans la suite de nos recherches, nous nous intéresserons

— au régime sur-critique des déviations modérées pour les BMC qui va
compléter nos résultats étudiés.

— au principe des grandes déviations des processus auto-régressifs
bifurcants de premier ordre en abbrégé (BAR(1)).
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Chapitre 4

Quantitative approximation of the

discrete Moran process by a
Wright-Fisher diffusion

Authors : Gorgur Gackou , Arnaud Guillin, Arnaud Personne

4.1 Abstract

The Moran discrete process and the Wright-Fisher model are the most
popular models in population genetics. It is usual in order to understand the
dynamics of these models by using an approximating diffusion process, called
Wright-Fisher diffusion. Here, we give a quantitative large population limit of
the error done by using the approximation diffusion in the presence of weak
selection and weak immigration in one dimension. The approach is robust
enough to consider the case where selection and immigration are markovian
processes, with limits jump or diffusion processes.

4.2 Introduction

Diffusion approximation is a technique in which a complicated and
intractable (as the dimension increases) discrete markovian process is
replaced by an appropriate diffusion which is generally easier to study. This
technique is used in many domains and genetics and populations dynamics
are no exceptions to the rule. Two of the main models used in population
dynamics are the Wright-Fisher see for example Fisher [38],[37]; Wright [66],
[67]) and the Moran [54] models which describe the evolution of a population
having a constant size and subject to immigration and environmental
variations. In the case of a large population limit, it is well known that the
Moran process is quite difficult to handle mathematically and numerically.
For example, the convergence to equilibrium independent of the population
size or the the estimation of various biodiversity index such as the Simpson
index are not known. It is thus tempting to approach the dynamics of the
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4.2. INTRODUCTION

these markovian processes by a diffusion, called a Wright-Fisher diffusion, see
for example [29],[31] or [50], and work on this simpler (low dimensional )
process to get good quantitative properties.
A traditional way to prove this result is to consider a martingale problem, as
was developed by Stroock and Varadhan [61]. See also [18],[31] and [30] to
illustrate the Wright-Fisher process with selection but they do not provide
any estimate of the error. This technique ensures that the discrete process
converges to a diffusion as the size of the population grows to infinity. If the
setting is very general and truly efficient, it is usually not quantitative as it
does not give any order of the error done in replacing the discrete process by
the diffusion for a fixed population size. To obtain an estimation of this error
we will consider another approach by Ethier-Normann in [32], which makes
for a quantitative statement of the convergence of the generator using heavily
the properties of the diffusion limit. For the Wright-Fisher model with
immigration but without selection they showed that the error is of the order
of the inverse of population size, and uniform in time. Our main goal here,
and the improvements compared to the existing results, will be to consider
the more general model where

(1) weak selection is involved

(2) immigration and selection may be also Markov processes.
To include selection, constant or random is of course fundamental for
modelisation, see for example [35],[22],[49], [15], [16], [17] for recent
references. Also, to study biodiversity, a common index is the Simpson index
called also heterozigosity, which is intractable in non neutral model (|34] or
[33] in the neutral case ), and is not even easy to approximate via Monte
Carlo simulation when the population is large. Based on the Wright-Fisher
diffusion, an efficient approximation procedure has been introduced in [23].
Other properties, such as estimating the invariant distribution of the Moran
process or fixation probabilities when the population is large are intractable.
It is thus a crucial issue to get quantitative diffusion approximation result in
the case of random selection to get a full approximation procedure for this
biodiversity index.
We will focus in this paper in the two species ( or diallelic ) case. We may
then denote the proportion of one species by X“ when the total population
size is J, and Y’ the rescaled Wright-Fisher process (see section 2). Let us
now state the main result of this paper : for f regular enough, when
immigration and selection are weak (namely scaled in % ) we have

where K(t) may be exponential or linear in time (¢) depending on the
coefficients of immigration (or mutation) and selection. One point is that we
may consider here random immigration and selection (under proper scaling).
It gives the first order of the error made in approximating the Moran model
by the Wright-Fisher diffusion in weak selection and immigration when the
population size tends to infinity. Here the error is inversely proportional to

K(%)

E, [f (X)) — f (Y[’{-’z})} H A
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4.3. THE MORAN MODEL AND ITS APPROXIMATION DIFFUSION

the population size.

Let us give the structure of this paper. Fisrt in Section 2, we present the
Moran model. As an introduction to the method, we first deal with the case
of a constant selection and we find an error of the order of the inverse of the
population size but growing exponentially or linearly in time. It will be done
in Section 3. Sections 4 and 5 deal with the case of random environment.
Section 4 considers the case when the limit of the selection is a pure jump
process and Section 5 when it is a diffusion process. We will indicate the main
modifications of the previous proof to adapt to this setting. An appendix
indicates how to adapt the preceding proofs to the case of Wright-Fisher
discrete process.

4.3 The Moran model and its approximation
diffusion

Consider to simplify a population of J individuals with only two haploid
species (in genetics diallelic). At each time step, one individual dies and is
replaced by one member of the community or a member of a distinct (infinite)
pool, which is called immigration ( but can also be interpreted as mutation
in genetics). We may refer to [27] or [54] in the genetically point of view for
the description of this simple birth and death process, or in ( [47],[49] ) in the
population dynamics point of view. To clarify this mechanism of evolution, let
us introduce the following parameters :

— m is the immigration probability, i.e. the probability that the next

member of the population comes from the exterior pool;

— p is the proportion of the first species in the pool;

— s is the selection parameter, which acts as favoring one of the two species

when the parent is chosen in the initial population .
Let us first consider that m,p and s are functions depending on time ( but
not random to simplify ) and taking values in [0, 1] for the two first and in
] — 1, 400] for the selection parameter.
Note that this process may also be described by considering mutations, rather
than immigration but there is a relation between these two interpretations.
Our time horizon will be denoted by T' it corresponds to the upper limit of the
time interval during which the process evolves.
Rather than considering the process describing the number of elements in each
species, we will study the proportion in the population of the first species.
To do so, let I; = {% :1=0,1,2,...... , J}, and we denote for all f in B(I;), the
bounded functions on I3,

17115 = max|f(z)

And for a bounded function ¢ : R — R, we denote by ||g|| = sup|g|, the
supremum norm of g.

Then, let C* the set of ¢ times continuously differentiable functions, and for
f € C*let ) be the 1** derivative of f.
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4.3. THE MORAN MODEL AND ITS APPROXIMATION DIFFUSION

In this section, X is thus the Moran process, namely a Markov process evolving

with the following transition probabilities : denote A = %

P (XT{Jrl —z+A|X] = m) =(1-1z) (mnpn +(1— mn)”:l(r;z:)) = P+

(X0 o AP =a) s mlh P ) B
P (X1, =z|X] =z —1- P, — P,

n

To study the dynamical properties of this process a convenient method
developed first by Fisher [19], [20] and Wright [29], [30] aims at approximating
this discrete model by a diffusion when the size of the population tends to
infinity.

In the special case of the Moran model with weak selection and weak
immigration, meaning that the parameters s and m are inversely proportional
to the size J, we usually use the process {Y,”};>o taking values in I = [0, 1]
defined by the generator :

z(l—1z) & N (sz(1—z)+m(p—1z)) 8

J2  Bz? J oz
Note that, in weak selection and immigration, s = 37/ and m = mTI, so the

process defined by {Z;}1>0 = {Y,]2}+>0 do not depend on J. Its generator is

L=

L=2z(1- az):x2 +[s'z(1—z)+m'(p— a:)]c,;l

or equivalently by stochastic differential equation

dZ, = £/2Z,(1 — Z)dB; + [s'Z(1 — Z,) + m/(p — Z,))dt

Our aim is to find for sufficiently regular test function, say f € C*, an

estimation of :
=11 () - EalrCxEim]|

for 0 <t < T and z € I;. By replacing Z; by Y,J, we thus get :

i

for0<t<T and z € I;.
So equivalently it is convenient to study, if we note n = [tJ?] :

\Ez (X)) - B [F(Y)]

on0<n<TJ?and z € I;.

Note, once again, that such a limit has been derived ( non quantitatively ) in
many papers, by the martingale methods ( or convergence of the generators in
this simple setting ), see for example [27] where it is even hinted that the order
of the error should be % but no quantitative statements are given. The only
quantitative statement that we know is given by Ethier-Norman [32] without
selection and in the constant non random case.

Ez[f(X[{ﬂ})] — EAf(YI{{]ﬂ)]HJ

J
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4.4 Estimate of the error in the approximation
diffusion for constant weak immigration and
selection

We now give our main result in the case where immigration and selection
are constant. It furnishes an estimation of the error done when the discrete
Moran process X, converges toward the Wright-Fisher diffusion process Y.
The method used here is that developed by Ethier and Norman in [32], we
extend there results to the case of a constant selection here, we still find an
error inversely proportional to the population size.

Theorem 4.4.1

Let us consider the weak immaigration and selection case, so that s =
and m' = m7/ for s’ € R, m' € R, with (J large enough), t € [0,T] .

Let f € C*(I), then there ezist positive functions a,b and K depending on
m' and s' but not on f nor J such that :

‘ (LN + 1P +KZZ’1||f(")IIJ>

J J?
If we suppose moreover that m' > |s'| then there exists a positive constant
a such that :

Remarque 4.4.2 By considering s = 0 then b = 0 and we find back the
uniform in time approximation diffusion with speed % Our method of
proof, requiring the control of some Feynman-Kac formula based on the
limiting process, seems limited to give a non uniform in time result. Our
hope s that we may get weaker conditions than m > |s| to get linear in
time estimates. Another possibility 1s to mix these dependance in time
approxzimation with known ergodicity of the Wright-Fisher process, as in
Norman [55]. It is left for future work.

s
7

B 10) - )| < e -1

(1) (2) 4 (3)
m[f(Xflﬂ])—fm;’m)H\JSa<t+1>((”f o+ I7) 2l ”J)

J J?

ml

Remarque 4.4.3 We have considered to stmplify s = 57/ and m = - but
one may generalize a little bit the condition to locally bounded s an m
such that limJs < oo and limJm < oo. In the same way, one can also
follow closely our proofs to get estimates based directly on s,m,p without

requiring any scaling in the population size.
Remarque 4.4.4 By using an approzximation procedure, one may show
that for f € C%(I), then there ezists positive functions a,b and K depending

on m' and s' such that :

lim J x
J—o0

E. | F(Xil) — £e)] | < ae = 1) (17D llo + 1159)o)
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So that we may relaz assumptions on the derwatives of f but only gets
asymptotic result. One can also get non asymptotic results with an
approzimation procedure of C? functions, but then losing the decay in %
(by playing with the approzimation bounds and the already obtained

decay rate ).

4.4.1 Application : Simpson Index.

This index commonly used in ecology to measure abundance was proposed
by Simpson in the late [60] and repeated in many articles dealing with
neutral models : [34],[60],.... The Simpson index measures the probability
that two individuals randomly selected (and uniformly) belong to the same
species. It thus varies from 1 to O and makes it possible to express the
dominance of a species when it tends to 1, or the co-dominance of several
species when it tends to 0. Thus it is a good indicator of the heterogeneity of
the community and is known as heterozigosity in genetics.

Let denote S the Simpson index for the discrete Moran process, and S; the
Simpson index for the Wright-Fisher diffusion. Note in each case it is a
polynomial function of X, or Y; verifying : S; = Y;(1 — Y;). It exists an
efficient algorithm able to approximate E[S;] see [41]. Let denote by S, this
approximation and € the error made in this approximation.

Then, thanks Theorem 1 it is possible to estimate the full error made in the
approximation of E[S;] by S,

]Em[|5[{2ﬂ—3t|] gE,,,US[{zJ]—S[m]|}+Em{|3t—s[t2ﬂ |]

4a(e® — 1) +0<1)

< il
< €+ 7 7

Remarque 4.4.5 There are also other applications that can be
considered, such as estimating the stationary distributions, fization
probabilities, average time to fization to a mutant. It has been explored
for example wn Birger- Ewens (8], McCandlish-Epstein-Plotkin [52] or
Chuley and AL [10] for the fization probabilities. Note however two
important characteristics of our results. The first one 1s that our bounds
depend on time, so that for the estimation of the invariant probability
measure it may meeds a careful tuning of the speed of convergence to
equilibrium of the Wright-Fisher process and a quite J to get good
approrzimations. Of course, when the error between the Moran process
and the Wright-Fisher one s linear, it may give interesting results with
a limited size of population. The second point is that we need to consider
regqular functional, and fization probabilities are by essence discontinuous
(mnamely an indicator function). It will thus need further approzimations
to consider such a case that we will consider in future work.
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4.4.2 Proof

The proof relies on three factors;

(1) a "telescopic" decomposition of the error;

(2) a quantitative estimate of the error at time 1 of the approximation of

the Moran process by the diffusion;

(3) a quantitative control of the regularity of the Wright-Fisher process.
Note also that in the sequel we will not make distinction between function on
C(I) and their restrictions on I;.

Let S, be defined on B(I;) (the space of bounded functions on I;) by :

(S.f(2)) = E.[f(X;)] VneEN
As is usual S, verifies the semigroup property, namely that
Sn+k = SnSk V neN

Let T; be the operator defined on the space of bounded continuous function
by :
(Tif)(z) = B [f(Y;)] ve>o0

It also defines a semigroup property
Tt+s =TT, s>0

Thanks to these properties, we have

n—1
SuTof — SoTnf = > SniTef — Snck—1Ths1f

k=0
n—1

= Sk 1S1Tef — Spp—1TuTw f
k=0
n—1

=> Sn k-1 (S —Th) Tef

k=0

and as ||S,f||; < ||f||l; by triangular inequality, we get Vn € N,Vf € C(I;).

n—1 n—1
1Snf = Tuflls < D 1Snw-1(S1 = T)Tflls < D0 M1(S1 — T)Teflls - (41)
k=0 k=0

We have two main terms to analyze : S; —T; for a " one-step" difference between
the Moran process and the Wright-Fisher diffusion process, and T f for which
we need regularity estimates.

Control of (S; — T1)

Let us first study, for f € C*, (S; —T1)f. The main goal is to obtain the Taylor
expansion of this function when J is big enough.
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Lemma 4.4.6 Assume s > —1+¢ with € > 0 and write s' = Js, then there
ezxists Ki(e) > 0 such that Ki(e) is independent of J and

|s'|m’ + " m'p+ 5+ m'(1+s')
168 =T flls < 75— Il + SEPNE £
Ky(e) (2, 17915)
+ 74

Let us begin by some known facts on the Wright-Fisher diffusion process.
Note, as usual for this diffusion process,

T.f-f
t

lim
t—0

_ LfHJ —0,vf € C*(I)

The Chapman-Kolmogorov backward equation reads

;(Tt (&) = L(T.f)(z) = T(Lf)(z)

And more generally if f is enough regular , for j € N it is possible to define L’
the 7 — th iterate of L, it verifies :

oI

o (Lef)(2) = T(L f)(z),Vz € I,t > 0

For this proof, we only need to go to the fourth order in j. So let f € C*(I)
( possible depending on J), using Taylor theorem for (7)f)(z) there exists
w,, independent of J such that :

(T.)(@) = (T)(@) + (Tof) ()1 - 0) + w53 (Tf)?)2)
= @)+ (L'f)(@) + 3 (L°f)(a)

Recall
0 f@) = 2022 o) o

By direct calculations, we have

rp(z) = LB o gy, [P0 20)e(1 2 2)
N 2z(1 — z)(sz(1l — z) + m(p — z))

J’3

sz(l—z)+m(p—z)
J

fV (=)

RO
—2z(1 — z)
e
N 2z(1 —z)(s(1 — 2z) + m(p — z)) + (1 — 2z)(sz(1l — z) + m(p — z))

73
N (sz(1l —z) —szm(p —z)) }f@)(x) N {—25:1:(1 —z)

J3
L (s —22) — ?71)(833‘](21 —z)+mp- w))} £V (z)
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Remark now by our assumption on the boundedness of the successive
derivatives of f that there exists K, (depending also onm’, p, s)

Ko
1225l < =2
Thus, in the following this term could be neglected.
Let us now look at the Moran process and so get estimates on .S;. The quantity
X, — z is at least of the order of % and when J goes to infinity, goes to 0. So
using the Taylor’s theorem, there exists ¢ such that :

(X{ — =)’
2

(X{ —z)°

TR A

F(XT) = f(2) + (X{ - 2)fD(z) + fO(z) +

L X2 g
41
and thus

(S1£)() = E.| f(X7)]
= @)+ EX] — alf(e) + B~ of)fP0@) (43
-+ ;Ez[(Xf - :1:)3]]0(3)(;1;) + il]Ew[(le _ $)4f(4)(o]

Direct estimates on the centred moments of the Moran process give :

sz(l—z)(1—m) m(p—z)

Bo[ X} —a] = J(1+ sz) J (44)

E[(X{ — z)?] = le <mp(1 EPYA m)(lliss?:(l —22) :z:> (4.5)
E.[(X] — z)*] < ?j (4.6)

E[(X] — o) < 1 (4.7)

where K3, K, are constant(independent of J).
We may then consider (S; — T)f through (4.2) and (4.3) so that there exists
a constant K such as :

(S:)(@) ~ (TLf)(z) = BalX{ — 2)f0(2) + SE[(X] — 2))fP(2)
1 J 3 3 1 J 4 r(4
+ Bl — o)) + Bl — ) O]
- ('hH@ + 2@ @)
(4.8)

and

Ky (S 1F95) (4.9)

< DN+ e N2 + 4

(S1f)(z) — (Tuf)(z)
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with
5 —sz(l—z)(m+ sz)
M= J(1+ sz)
% =55 [mp(1 2z) + (- m)(111 sl z(1-22) z(1 — 23;)}
= 232 [mp(l —2z) + z(1 — 2z) s(1 :1:1);:;(1 +9)

As selection and immigration are weak,yj and v;j are at the most of the order
of J.l Then the fact that s > —1+¢€ and z < 1 implies < % and we obtain :

1+m

|s'|m’ + 5" m'p+ 5+ m'(1+s')
181 = Ta)flls < = ——IIF Pl + S £l
K1(e) (IF N7 + [1£91)
J4

which concludes the proof. In the following we write :
Je |s’|m’ + 572
T 4e B
ge  mp+ oy mi(1+s))
27 2eJ3

Regularity estimates on T;

We have now to prove the regularity estimates on T;. By Ethier [29], we have
that T} : C7(I) — C?(I) for all 3.

Assume for now that f € C*(I) and Vj € {1,2},Vk < j, there are ¢; and
ax; € R, independent of J such that :

J
] ¢t 1
(TP < e7 Y augl| FOl (4.10)
=1

with ¢; = sup |](j —1)—Js(1 —2z) — Jm)|.

z€[0,1
Let us see how to conclude under the assumption that (4.10]) is satisfied.
First it exists a continuous (time dependent) function R, independent of J and

a function of €, K(€) such that :

n—1
1Snf = Tuflls < D2 1I(S1 — T1)Tw fls
k=0

n—1 2 4 ©
gZ(ZW NTH) s+ Kile) MH(ﬁf) HJ)

< z| Izaullf ||Jzexp(cjjz

i ST sl £ SR exp(c; 7s)
T4

<Z! “I % Ri(#) 7% x [|f9]|5 + K (e)

+ Ki(€)

SLOLRG

J2 J—+co
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because if J is big enough,

J n-l k J 1 — exp(c; %)
0; 3 exple; ) = Y a,, L R
; J kz::o 7 J? ; 1 — eXp(J—]g)

< J2eXp(Cj%) —1 Lo <1>
- C; J?

and R;(t) = sup@ is finite because n is of the order of J2. So it exists
JEN

a,b € R such as a(1—e%) > supmax (|’yJ‘-I’E|Rj(t)J3> and a(l—e%) > max R,(t).
JENJTEL2 J€1,..,4

The conclusion follows :

This concludes the proof in the first case. Indeed, we see that the function
R,(t) is exponential in time in the general case.

But we will see later how, when some additional conditions are added on m/'
and s, one may obtain a linear in time function.

We will now prove (4.10). It will be done through the following proposition.

(1) (2)
. [ £(Xim) — £(¥im)| gd&KJJCU Is W
J

Yt ||f(i)\lj>
J2

Proposition 4.4.7 Let ¢(t,z) = (Tyf)(z),z € I; and t > 0.
Assume f € C7*2(I) then, for fized t, ¢(t,.) € C?+2(I) and for j € N,
Vk < 3, there are c; and ai; € R independent of J such as

, t J
I6(t,2)l]5 < exp(c; ) ;ak,jllf““)H
First remark that Chapman-Kolmogorov backwark equation may be written :

0
S$=Lo  9(0,)=F.

The following lemma gives the equations verified by %qb(j )

Lemma 4.4.8 Let ¢U) be the j** derivative of ¢ with respect to = then we
get :

8 .. , , - , .
aqj@) = L") — v;¢0) 4001, ¢U)(0,.) = FO)

where
: v (1—2z)
L) = LV H(P‘”)(p(m)
i(G—1) .s(1-2z)—
yj(:z;) = (](]J2 ) —]S( ;) m>
JR— ' . _ 1
¥, = 81(7] )
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Let us remark that there are two new terms when there is selection in Moran
processes, i.e. ¥ which will lead to the dependence in time of our estimates
handled via the Feynman-Kac formula, and one in v; which will be the key to
the condition to get only linear dependence in time. A recurrence is sufficient

to prove this result ; for simplicity’s sake let us only look at the case 7 =1

o} 8 (o 15}
40 = = [ = .
8t¢ oz <8t¢> oz ¢

_ ai (W‘p@) L 521 2) }L m(p — ‘”)¢(1>>

_ 30(1‘];33)(]5(3) + 3(53:(1 _ a:) + m(p _ a:))¢(2) 4 1 ;22:6 ¢(2)
(s(1— 2}3) —m) e

B 1-2z 8 () (s(1 —2z) —m)

=L+ az)¢1++ 7 ¢t

_ Ly (s(1 —2z) —m) e

J

with L) = L) + (1;73“’)%¢(1), we find the good initial coefficients. Let us
now use the Feynmann-Kacc formula to get,

$9(t,z) = E, [f(j)(y;j) exp (_ /Ot j(jJ—2 1) m- 8(3_ 2Yui)du>

+ . - ) L h o4 - . . ""j
0 J 0 J? J

with ?,;j the process having L; for generator. Then look first in 7 = 1. As we
are in regime of weak selection and weak immigration,

H¢(1)($at)HJ <E, Hf(l)(?;s])H exp <t sup J(m — 3(1 — 2113))) ]
J? zeo]

¢
< F®, exp( 73 M)

where A\; = sup J(m — s(1 — 2z)) = m/ + |s'| is independent of J. The case
z€[0,1]

7 = 1 is proved.

We will then prove the result by recurrence : we suppose true this hypothesis

until 7 — 1.

J?v;(z)

For 7 > 1, denote c; = sup
z€[0,1]

, and remark that c; is no equal to zero
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and is independent of J because the selection and immigration are weak. Thus

; AP tsy(g—1 ; ~ i .
lo01,)] | < B[l + [ IO gm0 e an]

: ot 8 t ¢k
< NOess + Do), [ S an
< NF e

Js1(7 t
expler1 1) - ansea 91720 (erpey 1 1)

Cj

<o <Hf N(z)|]s + e Zak] || f* ||stj(c 1)>
et (zamnf ’HJ>

The a;; do not depend on J, because %i_l), the ax;_; and exp (A; %) can
be bounded indenpendtly of J.
To conclude we have to justify that c; is finite for all 7. For it we just need to

note that the processes ¥/ are bounded by 0 and 1 for all j.

This is partly due to the fact that their generator
U)(z) = LoV + 515 2"’¢ 7+1) has a negative drift at the neighbourhood of 1

and a posmve in the nelghbourhood of 0 and the diffusion vanish at these

points, see Feller [18].

This argument completes the proof. Let us now consider the case where

m > |s|, we show in this case that we obtain a linear in time dependance

rather than an exponential one. Then in the equation we can use the

following :

169Dl < [1FD1ls exp(——; /\1)
163, )lls < e (1IF HJ+Hf )

where c; is a constant independent of time. And then,
n—1
|Snf — Tnfls < Z (81 — T1)Twf||s

<Z(w T + TN s +0 ()

. n—1 k .
: <‘Jz A >Hf(”||J + 1 fer (£l + 172 5)

k=0

+0(5)

< max(|[77¢, |v3|) x J2c(t + 1) <||f s+ Hf(z)HJ) +0 (}2)
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4.5. RANDOM LIMITING SELECTION AS A PURE JUMP PROCESS

because if J is big enough,

1—e - XA
Zexp( kxA): Xp( J 1)§c2J2

and ¢ = max(c, ¢y) is independent of J and independent of time.

4.5 Random limiting selection as a pure jump
process

To simplify, we will consider a constant immigration, in order to see where
the main difficulty arises. The results would readily apply also to this case. Let
us now assume that s is no longer a constant but a Markovian jump process
(8n)nn With homogeneous transition probability (P;,). We are in the weak
selection case so s, is still of the order of % and takes values in a finite space
E,, having the cardinality K.

Assume furthermore it exists a transition matrix @ € Mg (R) such as

J 2 !
P xJ s a;Qs,s Vs # s (4.11)

As in the previous section, (X7).,cy is the Moran process, but with
Markovian selection and (X7),cy takes values in I;. Finally denote
wW? = (X/,s,). Consider now the processes W, taking values in
I =1[0,1] x E, defined by the following generator :

( w) 32

L, f(z,s)= f( s)—l—i, sz(l—z)+m(p— z) aaxf(a:,s)

I Z a(s st (f(ZIJ S) (:12,8)) Vf € CZ(I)

s'€H,

Its first coordinate is the process Y,” having the same generator as in the first
part and the second is §; the Markovian jump process having (Q; s)sscm, for
generator and % for transition rates.

As in the prev1ous part we want to quantify the convergence of (W;f Ynen
towards (W,)),cy in law, when J goes to infinity. We now write f() for the
7" derivative of z of f. And let denote in this section, for f : I; x E, — R,

Il = sup |f(e,)|. Moreover Tif(zs) = E.[f()] and
$,1(@,5) = Evlf (W),

Théoréme 4.5.1 Assume Vs and Vf € C*(I), Tif(.,s) is in C*(I). Let f
such as Vs, f(.,s) € C*(I) then it ezists a,b € R and a function ko linear
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4.5. RANDOM LIMITING SELECTION AS A PURE JUMP PROCESS

wn time (t) which verifies when J goes to infinity :

a(et

22D () g+ p£2)1)
1l

| rowy - s | <

2
J°P, ss’_ sts’

+ ko max
5,8'€E;

LGt bSiTel
N

The theorem shows the balance between the approximation of the Moran
process and the random selection process. The structure of proof is the same
as for constant selection. Let us focus on the lemma, where some changes
have to be highlighted.

Lemma 4.5. 2 There exists bounded functions of (z,s), I'/ (j = 1,2) of

the order of 5, and a constant K " such that :

168y = T flls < LSO+ 103112

., K S 1Ol
+ % [Pl = 50 I£(2,5) — fa, sl + =

s'€H;

We provide first the equivalent of (4.1) in our context,i.e. there exists |wjy| < 1
such that :

(S1 = T2)£(2,5) = Eey | (X}, 50)| = £(2,5) = Lef(2,5) + wi L2, £(2, )
= Ba | F(X80) - £(XF, s)} + B |£(X],9) - £(2,9)
- Lef(z,5) — Y 50w (f(@8) — 1(2,9))

s'€B;
+ wy L2  f(z, s)
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4.5. RANDOM LIMITING SELECTION AS A PURE JUMP PROCESS

Note that L2 .f is still of the order of -4, then

J47

(S: = T (2,5)| < [Ba[Eulf(on,51) — flon,o)|X = m] - Lof(,5)
—|—E$[f(Xi],S)— $ S) Z st /) _f($73))‘
n Ky }i’f Ui
< B 3 Po (FX7,8) = F(X1,19)) = S5Qus (f2,8) = £(2,9))|

4 (3)
+ E:E |:f(Xi]’ S) - f($7 S):| - fo(IIJ, 3) + KZz}4||f ||J

B[ 3 P (SO, )~ £(2,9)) + £(2,) (Pros — 5200 ) |

SIEES

O
- PS,S’f(XiI, 3) + ﬁQs,s’f(m: 3)

_|_

Ky Ir9,
J4

_|_

B [1(X!,9) — £(@,9)] - Lof(@,5)| +

(S: — T)f(2,5)| < e | F(X],9) — f(2,9)] - Lef(a,9)
| 2 P (BT 8) — f(o, )+ Balf@,9) = 109))
+ 3 [P = 3Qus| 1125 ~ (9l
+Kz%ywh

Let now look at the order in J of each term of the previous inequality.
First with the arguments used in (4.9), there exists K; constant,I'y and I'j of
the order of % such as :

K,
<RIl + T3Pl + =

| £, 9) = f(2,9)] ~ Lafla )

Then recall that P; . is of the order of X +z and by the same calculations than
in (4.4),E.[f(X{,s) — f(z,s")]| is also of the order of 75 50 (3.13) is at most
of the order of .

Finally (14) can be written

Z J2 J2 35 - SQSS ||f($ S) ($)S)||J

s'€H;

and by (4.11)) is at least o(55).
Note, if f is Lipschitz in the second variable, since s is of the order of%, it is
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4.5. RANDOM LIMITING SELECTION AS A PURE JUMP PROCESS

possible to obtain a better order, o(Ji3

Anyway,

~—

(51— T1)f(z, ) < IF"IIf(”HJ + T3Pl

F Y PP Q7@ ) e s)ls+

s'€H;

K‘I

Note that the Lemma 2 holds even if s is no longer constant. Indeed L, is not
affected by the derivative in z. So we get V5 € {1,2} and Vk < j, that there
exist c; and a; ; € R™ independent of J such that :

(T )" \rj<exp(]J2)Zak]\rf Is

with c; = 361[101:>1}|j(j —1)—Js(1 —2z) — Jm)|.

We still have Ty(., s) : C%(I) — C?(I), Vs. And then, there exists a continuous
function R; at most exponential in time and linear function of time &k,
independent of J verifying :

n—1
18nf = Tuflls < D2 N(S1 — T1)Tifls
k=0

n—1
<> {\FfH(ka)(”HJ + T3ITH) P
k=0

1
+ Z ﬁ 2 5,8’ _ast,s’

SIGES

|7 f(2,8') = Thf (=, s)||J+O(Jl4>]
S e O, S exp [ F 1

< ; |1_‘j|kzlak,j||f0)||]};]exp <cjj2> +O0 (J4)

1715

+ ko max
s,8'€Es

J Ps s ast,s’

< Z 7B £91ls + ko max

7j=1

+O <J4> J:)ooo

because if J is big enough,

2
J ss_ sts

1£1ls

7 1 —exp(c;5
ZakJZeXp<JJ2> Z Qs ( cl ) < J°R; 3 (t)
k=1 J

k=1 1—exp(2

and R;(t) is finite and independent of J, because n = [J?¢] is of the order of
J?. Finally, it exists a,b € R such as a(e” — 1) = sup(m?)zc]Fj]Rj(t)J“%).
JeN J€l,
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Then

bt
5 = Tl < XE2 (170005 4152

17l +0 ()

2
J Ps,s’ - ast,s’ J2

+ ko max

5,8'€H;

And this concludes the proof.

4.6 Random Ilimiting selection as a diffusion
process

In this section, we assume that the limiting selection is an homogeneous
diffusion process.Once again for simplicity we will suppose that the
immigration coefficient is constant. First consider the following stochastic
differential equation :

1 2
as? — Lys9yt + V2o(s7)dB,
J? J
S]=s
with b and ¢ are both bounded and lipschitzian functions,i.e. : Vt > 0, s, s’ € R,
it exists £ > 0 such that :

[6(s) = b(s")| + [o(s) — o(s)| < k|s — §'|
These assumptions guarantee the existence of strong solutions of (Stj ) and

>0
J :
(St )tZO has for generator :

SO .OY)
¢ J? O9s? J? Os
Let S, = S;}2, then the process (gt)tzo is independent of J.

dS, = b(8,)dt + v20(8,)dB;
30 =S

Let is T' € N, use now the standard Euler discretization and consider (Uj )
defined by the relation :

n<J2T

1
Ulé]ﬂ =U] + ﬁB(Ulg) + \/EO-(UI;])(BI{JA — B})

where the quantity (B,{+1 — B,{)KFT are IID and follow a N (O, %)

It is of course possible to use another discretization to approach S[{] and the
follow method will still hold. There is however a small issue : in the model
described in first part, for rescaling argument, the selection parameters must
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be in | — 1, +00[. Our Markov process (S;):>o is in R.

It is thus necessary to introduce the function 4 : R — E, where E; is a close
bounded interval included in | — 1 + ¢, +oo[ for some € > 0.

We assume h is in C? and is of the orderf, so let A = h . We consider now
(h(St))t>0 for the selection parameter.

Let denote in this section, for f: I; x R — R, ||f|l; = sup |f(z,s)|.

(z,8)EITxR
Note that to have a non trivial stochastic part in our final equation, we need

as in the first section that A is of the order of % Many choices are possible for
h and will depend on modelisation issue.
Let us give back the definition of our Moran process in this context.

Rﬁz(r—m(mp+u_4m$ﬂ+hwn>

1+ h(s)z
P =z <m(1 —-p)+(1-m) <1 - W))

Its first moments are given by, still denoting A =

)

e

et 25,00 ] - afmtp ) LN 2)
m)h(s)z(1 — z)(1 - 20)

J J_ 7 a2
Var (Xn+1—:z:|Xn =z,U; _5) =A { T+ h(s)z

+mp(l—2z)+z

(- o)

As in the previous case we use the process (¥;’):;>o having the following
generator to approach the Moran process when J tends to infinity :

15,9 = "% 05 1 - o)+ h9)e(1 - )X (s, 9)

So our aim is to give an upper bound for the error done when

(X,{ U — ) — (YJ' SJ)

Let denote by H the generator of the two dimensional process (YnJ , ST )

H=L]+L]

Waa2+3[ (p_$)+h(s)$(1_$)]c9a$+UJ(28)3852 b‘(;):s

Let now state the main result of this section :

Théoréme 4.6.1 Let f be in C* then there ezists a,b € RT such that

bt
““J”WVﬂh+whwﬂm

a(e’ 1)(

Eee (F(Xils2s Zie)) — F(Xigap Sio)) Il <
+ £+ 1F11)
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Let P, be the operator defined on the space of bounded functions on E by :

(Puf)z,s) =E,; [f(Xi, Ui)]

It is of course a semigroup so that P,.,, = P,P,,, Vm,n € N. In parallel, let
(T%)¢>0 be defined on the space of bounded continuous functions by :

(Tf)(z,5) = B[ £, 57)]

also verifying Ty,, = T;T,,Vs > 0,t > 0. The starting point is as in the first

part of (4.1)),

n—1
<SP =TT S

k=0

Pnf(x) 8) - Tnf(ill, 3)

We have focus on the quantity |[(P, — T1)T%f||s, the following lemma gives a
upper bound of the quantity ||(P, — T1)f||s for f in C*.

Lemma 4.6.2 Let f in C* it ezists 7] and <] such as :

0 82
I(P.A)(z,5) = (T @ )l = 1l 5 )+ 1l 72, )l + O 5

where v{ and yj are of the order 45

We will use the same methodology than before. First the Taylor expansion
( in space ) of P, gives :

0 0
(Pu)(@,5) = £(2,) + o | X} — | = £(2,8) + Euc| U] — 5| o~ f(2, )
1 2 2

+ 5IE,C,,,,S [(Xi’ — :z:)ﬂ o (z,5) + ;Em,s {(Ui] - 3)2} aaszf(f’?, s)

or? ,
+ 28| (X — 2)(U - 9) 3f35f (2,9)+0 (;4)

Indeed we have the quantities :

(17 1 (1 —m)h(s)z(1l — z)
Bes [ =] = G| mte =)+ =2 )
Baps |(X{ — «’C)Z} = }2 [mp(l Cop) ot O m):”il:h’("i)?(l — 2z)
]Ea:s Ui] — S:| = &z)

J )] B(s)  20%(s)  20%(s) 1
E“(Ul_s)}_ J4 CNE JrO(J‘*)
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B, [0 — o) - )] = B [X — 2], 07 - o]

(1 —m)z(1+ h(s))(1 — 2z)
1+ h(s)z

— |mp—z)+

And the Taylor expansion of T; in times gives :
1
(Tf)(@,5) = £(2,5) + LLf(2,5) + L1 f(2,5) + O (7 )

Indeed it is easy to see that H? is O (%) Do now the difference

(P —T)f(z,s) = Eq s {Xf — :z:} 3f(:z:, )+ Egps {Ul‘] — s} ;gf(x’ s)
+ 21@“[()(1 _2) }5822 (z, s)
+ 3E., w7 - 3)2} 9 f(z,s)
— L!f(z,s) — L!f(z,5) + O <J4>

Finally

(P~ Tf(a,5) = -5 [MPE BT D, 0)
+h,(s):z:2 + z(1 — 2z)(h(s) — m — mh(s)) — 2z(1 — z)h(s) 82

1+ h(s)z f( 2

+ J(‘f)as f(=z SHO(J‘*)

Let us conclude by taking the norm to get

; (s)z(1 — z)(m + h(s)z)

= su
T (z, s)EE'Sp 0,1] J‘ 1+ h(S)
1 —m)(1+ h(s))z(1l —2z)
J—=  su mp(1 — 2z) + ( —z(1-2z
72 (z, s)EEPX[O 1]2J2 P ) 1+ h(s)z ( )

so that we obtain the result. Then (4.11)) still holds for this case as the proof
of the proposition (4.4.7)) is exactly the same, so the end follows as in the first
part.
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4.7 Wright-Fisher discrete model and its
approximation diffusion

Let consider the Wright-Fisher discrete model with selection and
immigration. The population still consists of two species, immigration and
selection are still the same. But the Markovian process X/ evolves according
to the following probability :

with P, = mp+ (1 — m)qj:i”

At each step, all the population is renewed, so this process goes J times faster
than the Moran process. And we usually, in the case of weak selection and
immigration, use the diffusion (Y;):»o defined by the following generator to

approach this discrete model, when the population goes to infinity.

_z(l—z) &7 0
L= YT + (sz(1 —z)+m(p — :1:))%

Théoréme 4.7.1 Let f be in C3(I) then there exists a,b € RT, depending
onm' and s’ ( but not on f ), and a constant K which satisfy when J goes
to infinity :

E[£0)] - B[ (%) 7

3 1@ 5 (3)
< a(e” - 1) <Z ||fJ||J g Zlf ||J>
=1

J

Even if the structure of the proof is the same as for the Moran model, however
the difference of the scale ( in % now ) causes some small differences. Mainly,
the calculation of the {;};cf1,2,3,43 is a. bit different. Note that we need to have
f € C°® in the previous theorem, which is stronger than for the Moran process.
The main explanation comes from the calculation of E[(X;,, — z)*|X;] = z],
for which for the Wright- Fisher discrete process it is no longer of the order of
+- Let us give some details.
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First consider the moments {E[(X;], , — z)*|X;] = &} <5 :

sz(l — )

EIXL, — o)X =] =m(p - 2) + 22

E[(X],, — 2! = o) = 202, 1 <m(p oy <1—>>

I J 1+ sz
a2 ol
E[(X7,, — )X = o] = "E 1}}2% — 1)
_ 3z(z —1)(m(p T]:z:) +s2(l-2) (;3)
Bl — =) = o] = 22D o (L)
E[(X]., —z)°|X] =2]=0 (Jls)

To get a quantity of the order of% we need to go the fifth moment of X/ , —z,
so in the Taylor development we need to have f in C®. Then,

_ z(1—1z)
2J
2 f(e) = LD jo g

L'f(z) fO(z) + (sz(1 - z) + m(p — ) f(2)

{2(1 21)}:2(1 z) N 2z(1 m)(sm(12J:z:) +m(p—z)) £ (z)
{—2“’(1—"’)
4J2
N 2z(1 —z)(s(1 — 22) —m) + (1 — 2z)(sz(1l — z) + m(p — z))
2J
+ (SIE(]. fE)4—;;’)’L(p 512)) f(z)(fll)
{—2“’(1—"’)
2J

+ (sz(1 — z) = m)(sz(1 — ) + m(p - 2))| fV(z)

=0 (L)

We are now able to give the expression of the {7;};ef1,2,3,43, as in the Lemmal.
Lemma 4.7.2 It exists bounded functions of ©, {¥;};c1,2,34} Such as when

J 1s big enough,

K
168y = T flls < NPl + W PN+ IOl + S5

where for i = 1,...,3,|v]| is of the order of %
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The proof of this lemma is exactly the same as Lemmal. Just the calculations
are a little bit more tedious :

I W + ((s(1 = 2z) — m)(sz(1 — z) + m(p — 2)))
= _;,;EL1J2— ) N sz(6z? — Tz + 1) +Z(4$2 —2zp—z —p) L0 (}3)
=2l o (1)
¥ =0(5)

The end of the proof follow exactly the same pattern. So the Wright-Fisher
dynamics causes harder calculations than the Moran model but the spirit of
the proof is the same. All the methods studied in this paper can be adapted
in order to treat the Wright- Fisher model.
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Chapitre 5

Uniform Quantitative
approximation of the discrete
Moran process by a Wright-Fisher
diffusion

Authors : Gorgur Gackou , Arnaud Personne

5.1 Abstract

The purpose of this article is to give an uniform time estimation of the error
committed when the discrete Moran process is approximated by a Wright-
Fisher diffusion. The Moran process and its homologous the Wright-Fisher
process are the most popular models in population genetics. They are used
for modelling the dynamics of a population. Mainly inspired by the work of
Gackou & AL [39], we give here a uniform estimation of the error when the
parameters of selection are strictly greater than those of immigration. with help
of the transportation-informations inequalities developed by Guillin & AL [42],
we get a sharp constant to control the limiting process.

keywords : Moran process, Wright-Fisher diffusion, Transportation-
Informations inequalities.

5.2 Introduction

Population dynamics is the area of science which tries to explain in a
simple mechanistic way the times variations of the size and composition of
biological populations. Since some models are more complicated, therefore a
useful technique developed by Fisher and Wright is in force. This technique is
called the diffusion approximation. More precisely, it is a technique in which
a complicated and intractable discrete Markovian process is replaced by an
appropriate diffusion which is generally easy to study. This technique is used
in many domains and the population dynamics is not an exception. So in this
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domain, there is two two main models which are used to describe the
evolution of a population having a constant size and subject to immigration
and selection. These models are the Moran and Wright-Fisher models see
(138],[37],[54])- Many applications of such diffusion approximations have been
studied. Stroock and Varadhan [62] have provided an elementary criteria of
the convergence discrete or continuous Markov chain to a diffusion when the
martingale problem is well-posed. Feller [36] had provided a result which
check that the martingale problem is well-posed for the Wright-Fisher
diffusion. Guillin & AL [48] have introduced an efficient approximation
procedure for the Wright-Fisher diffusion. Hence this method ensures the
convergence of discrete process toward a diffusion, but it does not be
quantitative.

Whenever, based on the Wright-Fisher model, Ethier and Norman [32] gave
an estimation of the error for the diffusion approximation. They have just
considered the Wright-Fisher model with immigration. Instead of the
Wright-Fisher model, Gackou & AL in [39] considered the Moran process
with selection and immigration. Since our main purpose is to get an
estimation of the error, we consider the approach developed by Ethier
-Norman in [32] which makes a quantitative statement of the convergence of
the generator by using heavily the properties of the diffusion limits. Inspired
by the work of Gackou & AL [39] where they gave an exponential time
estimation of the error, and a linear time estimation when the parameters of
selection are less than those of immigration,so we furnish here the completion
of their work by assuming that the parameters of selection are strictly greater
than those of immigration. Unlike of the procedure of the last paper we use
here another approach to control the Feynman -Kac formula for the
Wright-Fisher diffusion limit. To get that we use power tools which are
Transportation -Information inequalities see Guillin & AL [42].

Notations

Let us give the following notations which we shall use in the sequel.
In this paper we consider the diallelic case. We denote the proportion of the
one species by X” when the total population size is J, and Y’ the rescaled
Wright-Fisher process.
I;={%:1=0,1,2,...., J}
I =10,1], and for all f € B(I;), the bounded functions on I,

17115 = max|f(z)

and for a bounded function g : R — R, we denote by [|g|| = sup|g| the
supremum norm of g. We denote C’(I) the set of j times constinuously
differentiable functions defined in I, and for f € C’(I), let ) be the jt*
derivative of f.

M (I) is defined as the set of probability measure on I.

This paper is organized as follow : In Section (2) we have the Moran Model
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and its approximation diffusion; In section(3) we present our main result; in
section (4) we present the proof of our main result wherein we have our
second main result in the subsection devoted to the transportation
inequalities; and we end by an Appendix where we recall some useful
theorems about transport inequalities.

5.3 Moran model and its approximation diffusion

Let us consider a population of two species with constant size J subject to
selection and immigration. So two events occur in this population : the death
and the birth of species. So to assess the evolution of this population, we need
to study their dynamics. At each time step someone is choosen uniformly to
die in the population. And another one will replace him. Either the substitute
will be from a pool ( immigration) or will be from the population ( filiation).
So this replacement will be done under some probabilities.

— If the one which replaces the death is from the pool, the replacement

will be done with a probability m and will be of the same species than
the death with probability p
— Else, the replacement will be done with probability 1 — m and will be

of same species with the death with probability qj’rigf

We note that m,p takes value in I = [0, 1] and s have its values in | — 1, 4-00].
So we consider the proportions of species in the population and we denote it
by X;. So X7 takes values in I; = {%,7 = 0,1,...., J} which is the subdivion
of the interval I = [0, 1]. The process (X_) is a Markov chains with transition
probabilities : we set A = %

P(X],=c+A|X{=g2) =(1-g)(mp+(1-m)irE)
= P+

PXl,=z-A|X{=g2) =z(ml-p)+(1-m)(1-1=L)) (51
= P,-

P(X].,=z|X]=1z) =1—P,+ — P,

So to understand the dynamics of the process (X/,n € N), we use a
technique developed by Wright and Fisher, which consists to approach this
discrete process by a diffusion. The convenient diffusion is the Wright-Fisher
diffusion (Y;’,t > 0) with generator

L= zw:; + 3[3:1:(1 —z)+m(p— :1:)]6333 (5.2)

So if we consider that we are in weaker conditions namely s = 57' and m = mT',
so we can set (Z;,t > 0) = (Y[fﬁ],t > 0). So (Z;,t > 0) has for generator

Ez:z:(l—a:)é;+[s’a:(1—:1:)+m’(p—a:)]ai (5.3)

99



5.4. MAIN RESULT

So our purpose si to estimate uniformly the following quantity : for enough
regular f € C*(I)

Vrel;and 0 <t < T.

So If we set n = [tJ?], we have to control that

Vrel;and 0 <t < T.
So let us give our main result

B[ 1)) - 1(%5)] |

E. (i) — 1520)] |

5.4 Main result

We now state our main result in the case where immigration and selection
are constant. It furnishes an estimation of the error when the discrete Moran
process X, converges toward the Wright-Fisher diffusion process Y,,. Therefore
to obtain a uniform estimation of the error committed when the discrete Moran
process X.) converges toward the Wright-Fisher diffusion process Y,’, we assume
that the parameters of selection s are strictly greater than those of immigration
m.

Let us give now the main result of this paper.

Théoréme 5.4.1 I//et Uus consi/der the weak tmmugration and selection
case,namely s = % and m = = for some s' € R, m’ € R.. Let f € C*(I),
and we assume that s > m > 0.Then there exist positive functions A and

K (depending on m' and s' but not on f) such that :

rem The proof of this result follows the same patterns than the one’s done
in [39].
The only difference appears in the control of the Feynman-Kacc formulae,
where we use transportation inequalities.

4 .
1FD + (1 £ > IIF@1
10ty 10|, < ] W) S

5.5 Proof of theorem

The proof relies on three ingredients :
1. a " telescopic " decomposition of the error;

2. a quantitative estimate of the error at time 1 of the approximation of
the Moran process by the diffusion;
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3. quantitative control of the regularity of (T;(j )> and deviation inequality
of u(v).

Note also that in the sequel we will not make distinction between function on
C(I) and their restriction on I;.

Let S, be defined on B (I;) (the space of bounded function on 1) by :

(8nf) (@) = Balf (X)) VneN
Thus S, verifies for k£ € N the semigroup property, namely that
Sn+k — SnSk

Let T; be the operator defined on the space of bounded continuous
functions by :

(T.f) (z) = Ea[f (V)] vt>0
Therefore it verifies the Chapman -Kolmogorov property, namely Vs > 0

Ts+t =TT,

5.5.1 Telescopic decomposition of the error
Thanks to these properties, we have

n—1

SaTof — SoTnf = > SpwTuf — Snk-1Tki1f
k=0
n—1

= Z Sn,k,lslka - Sn—k—lTlka
k=0
n—1

=2 Snk1(S1—Th)Tif

k=0

As ||S.fl|ls < ||fll; by triangular inequality, we get Vn € N, Vf € C(1;).

n—1 n—1
1SnTof — SoTnflls < D |1Sn—r-1 (81— T1) Teflls < D11 (81— T1) T flls
k=0 k=0
(5.4)

We have two main terms to analyze : S; — 77 for a " one step " difference

between the Moran process and the Wright-Fisher diffusion process, and T} f
for which we need regularity estimates.
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5.5.2 Control of S; —

Let us first study, for f regular enough , (S; — T1) f. The main purpose is
to obtain the Taylor expansion of this function when J is big enough.

Lemma 5.5.1

When J is big enough, namely s — 57/ > —1+ ¢ , there exists Ki(e) > 0

such that

m'p+ 5 +m/(1+s)
2e J?

Ki(e)
J4

|Sl|ml + 8/2
4eJ3

151 =T) flls < £ + 1F +

Preuve
Let us begin by consideration on the Wright-Fisher diffusion process. Remark
first, as usual for this diffusion process

T;
The Chapman-Kolmogorov backward equatlon reads

aat(’ﬂf)(a;):L(ﬂf)(m):ﬂ(Lf)(m)

and more generally if f is regular enough, for j € N it is possible to define L’
as :

=0, VfecC*)

t—)O

BtJ (Tff) (z) = (L f) (z), VeeLt>0

For this proof, we only need to go to the fourth order in j. So let f € C*(I)
(possibly depending on J ), using the Taylor theorem for (7} f) (z) there exists
wW,, independent of J, such as :

(1.0 @) = (Tf) () + (T @)1 - 0) + 2 (1) (@)
= f(z) + (L'f)(@) + S(L*f)(2)
By direct calculations, we have the successive L’
1 fo) = 2D porg) o SHLZDEMME 2 g
P @ (1J4:1:)) £00) + [2(1 —22)z(1 - 1)

J4
N 2z(1 — z)(sz(l —z) + m(p — z))

- |#9@)

(5.5)

BEED

N 2z(1 j;)(s(l —2z) —m)+ 513— 2z)(sz(l — z) + m(p — z)

L (s2(1—2) }:m(p - rr))z] £ (z)

N {—231;‘(; —z) N (s(1—2z)— m)(sm}zl —z)+m(p—z)) ()

102
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where f() the 5% derivative of f. Remark now that by our assumption on the
boundedness of the successive derivatives of f that there exists K,
(depending also on m',p, s )

Ko

J4

Thus, in the sequel this term could be neglected.

Now let us look at the Moran process and so get estimates on S;. The quantity

Xy —z is at least of the order of % and when J goes to infinity, it goes to 0. So
using Taylor expansion, there exists |w;| < 1 such that :

[ [P

f(Xl) = f(ZIJ) + f(l)(;z;)(Xl — x) + ;f@)(x)(Xl B $)2 + %(Xl . $)3||f(3)HJ

and thus
(S1F) (2) = Bo[£(X1)] = f(2) + Eo[(X1 — 2)]fV(2) + ;Em[(xl — z)?]f®(z)

+ S El(X = )79

(5.6)

Direct estimates (even if tedious) on the centered moments of the Moran
process give

EelX: —a] = J(1+ sz) J (5:7)
E[(X: — z)°] = }2 <mp(1 EPYO m)(llissf(l —22) m> (5.8)
B[ — o)) < 7 (5.9

where K3 is a constant ( independent of J).
We may then consider (S; — T3) f through (4) and (3) so that there exists a
constant X such as :

(81) () = (Tuf) (2) = Eo[(X, — 2)]f () + éEw[(Xl — 2)’] ()
+ G el = 2115

— (@) + 2 (2 f)()
( > (@)

K
=9 D) + 5 1P@) + 5

(5.10)

with
;5 —sz(l—z)(m+ sz)
Nz J(1+ sz)
% = 21p [mp(l gy + 15 m)(iisszcm(l ) a1 23")}
. 21JQ [mp(1 o) 4 a(1 - 2:1:)8(1 - :1:1);:;(1 + 5)]
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As selection and immigration are weak,
we easily conclude that 7 and J are at most of the order of % 0

5.5.3  Control of {’Z'Q(j )}tZO and Deviation inequality

Let us now prove the estimates on T;. According to theorem 1 in [32], we
have that, for all j ' '
T : C7(I) — C’(I)

Assume that f € C*(I) and j € {1, 2}.

We set ¢(t,z) = (T f)(z),z € I;,t > 0.

So if f € C7*2(I), then ¢(t,z) € C7+2(D).

Thus, we remark that the Chapman-Kolmogorov backward equation may be
written :

0
a%b — L¢
$(0,.) = f.

Hence let ¢\) the 7** derivative of ¢ with respect to = and we get

§t¢(j) = L,g) — 1, ¢0) 4 ;gD
¢(j)(0’ )= £0)
where
Lj¢(j)(a:) = Lgl) +5(1 - 2$)¢(j+1)
vi(z) = (3G —1) = 5(s'(1 — 2z) — m'))
Y;=-535(1—1)

So by using the Feynman-Kac formulae, we get
$9(t,z) = K, [ FO (¥ )e Ja 3G 1) +ilm—s(1-2vd)pa
_ / C$i( — 1)U (P)e Jo -1 Hilm—s(-2¥du g
0

So to control this Feynman- Kac formula we use the following transportation
inequalities

Transportation inequalities for Wright-Fisher diffusion

Unlike the control done by Gackou & AL in [39], we focus here on the
generator of the diffusion limit to get the scaling and speed functions of
Feller. These formulas allow us to define the probability measure of the
diffusion process (Y[i gpt 2 0). So including some regular functions, we define
the main constant C' which is the main object of the investigation of this
section.
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Let us consider our Wright-Fisher diffusion (Y[Z s2))t>0 With generator :

foa . 0
Lj=z(1— x)@ +[s'z(1 —z) + m'(p—2) + (1 - 25’3)]%
with j = 1,2, .., 4.
We assume that s € R and m € R, are constant and we set :
a(z) =z(1 — z)
b(z)=s'z(l—z)+m'(p—z)+ (1 — 22)

and for all fixed c € 1

§'(z) = exp E— /Cz :t((z))du}
R EEE)

Thus by replacing a(z) and b(z) with their expressions, we get :

» B e ST
§(2) = K(c) zm'Pti(1 — )™ (1-p)+i
1, , o
~ ] — m'p+7—1 1 — m/'(1-p)+j—1_s'z
#(e) = =" 1) :

where K(c) = ¢™PH(1 — c)™(1-Plties'e,
Let us set Z = [y m'(z)dz.
We define now the probability measure of the Markov Process (Y[g _,2],75 > O)
which is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure m’ :
m/(z)dz

VA

We assume that the infinitesimal generator L; is symmetric in L*(T, u).
So the Dirichlet form associated to L; is defined by

pu(dz) =

o(f ) = [ ale)f @)du(@) 1€ D)

where D(e) = {f c AC()NLA(w); fy (f)du < +oo}.
AC(I) is the space of absolutely continuous functions on I.
Let us consider the Identity application :
7v:0,1] — R
z— y(z) =12

and 7'(z) > 0 and absolutely continuous on I.
The lipschitzian norm of a function f € C*(I) is given by

o = 1F) = F@) _ () = |IF
Il = | sup_ 0= = sup 17/@)| = £
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and the constant of transportation is given :

¢ = sup [s(e)y/ale) [ (1(v) — wlr) i (w)dy

z€[0,1]

Since this constant is very important for the sequel of this paper, we are
interesting to estimate it. Hence, finding an explicite bound for it, is not easy,
however, we look for an upper bound which depends on the parameters
s',m',p and 7 by the means of the Taylor expansions in the neighbourhoods
of 0 and 1. ‘

This allow us to know that the process (Y[f Jz},t > 0) is not explosive at these
points.

Therefore, we give now the second main result of this paper which furnishes
an estimation of the constant C.

Proposition 5.5.2

a) There exists a finite constant B which depends on (m/,s',p,7) such

that
C<B
where
B = max (/o B (1 — ) x [0t es'(;:rf;;_i))>

b) u satisfies W1I(C) :

Wi(v,u) < 4C°%I(v/u), Vv e M), (WLI(C))
b’) For all Lipschitz function v, and for all A > 0,t > 0,
1B |22 < exp (EA(v) + X*C¥[v][740)))

Where Wi(v,u) is the L'- Wasserstein metric, and I(v/u) the
Fisher-Varadhan-Donsker Information .

Remarque 5.5.3 We note that the items (b) and (b') are equivalent. For
this equivalence,the reader can see [42] .

Preuve
The proof of the first item (a) is based on the Taylor expansions in 0 and 1.

Recall now the probability measure p of the Markov Process (Y;e 2, b > O)
defined by :

'rh’(a:)da: B mm’p+jfl(1 . w)m’(lfp)Jrjfles’:cdx

p(dz) = Z  [Igmrtici(1— gy (-p)ti-lesadg
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Notice that that x = u(y) is a constant. Then we have

L X /1 ym’p+j—1(1 _ y)m’(l—p)+j—1es’ydy — /1 ym’p+j(1 _ y)m’(l—p)+j—1es’ydy
0 0

Now let us estimate the constant C.

= sup[ w)m/ Y — 1) '(y)dy}

z€[0,1]

Therefore

C = sup: m)F/ Yy —pu)m )dy]
Kle)e *yall ~ o) / (y—w)y™"o7(1 y)m'(l‘p)“‘les'ydy]

zefo,) LE™PHI (1 — g)m (Pt K(

!
—s'z
€

ze0,1] Lg™PTI3(1 — )™ (L-P)Hd /(y p)y"PITH(1 - y) y

Let us set

/ ymp+7(1 ) '(1-p)+s5—-1 sydy
G(l‘) = u X / ym p+J*1(1 _ y)m’(lfp)+jfles’ydy
We note that F' and G are in C*°(I),so let us doing their Taylor expansions in
0 and 1 of the order of n € N* where n is the least integer which is greater

than m'p + 5 — 3.

1) First let us see if C is finite in 0.
We have : C =0 (M

mp+i—3

Since for alln € N, F ”)(O) =0 and G(")(O) =0, so
F(z) = 0) + / FO) (1) dt
o m'p+j m'(1—p)+5—1 sy (3_’2 ) (n+1)
=/ y (1—y)™ dy+ | ——~—F (t)dt
and
G(0) + / G("+1>( t)dt

/ t
—ux/ Y™ 1(1 gy ey 4 [ *) G t)dt
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Since

_ fol ymlp+J(1 . y)m/(l—p)+jeslydy
H fOl ym'PJrj*l(]_ — y)m’(lfp)+j—1es’ydy

Then

1 ! - 1 - 1 z —t n
G(ZIJ) :/0 ymp+1(1_y)m (lfp)+]fles yd,y_|_/0 (fB - ) G(n+1)(t)dt

Hence we have
F(z) - G(z) = /Om (:1:;'15)” (F(n+1)(t) — G("“)(t)) dt

Since (F(”H)(t) — G(”“)(t)) is continuous in [0, z], so it is bounded.
So there exists a real M which depends on (m/, s, p, 7) such that :

‘F(nJrl)(t) - G(n+1)(t)‘ <M

So
M$n+1
F -G <
‘ (@) =Gl = gy,
sincen > m'p+ 5 — %, we have
F(2) - G(a) Mgt
/ -1 — / -1 S S (S.9)
TmPHi—% z™PHs(n 4+ 1) T (n+ 1)

Therefore C is finite in 0.
2) Let us see if C is finite in 1.

We have :
c_of F@)-Ga)
(1 — z)™(-pHi—3

__F(2)-G) _ g finite in 1.

Let us prove now , oGP}

So let us doing the Taylor expansions of F' and G in 1 of the order of
n, where

1
nlzm’(l—p)+1—5

We note also that for all n; € N, F(®)(1) =0 and G™(1) =0
However,we have :

F(z)=F(1)+ /1 (:E;f!)mﬁ'(”l“)(t)dt

— / Y@ e (gt
z n]_!
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and
z _ t ni
G(z) = G(1) +/1 (mnl!)G(”l“)(t)dt
1 _ ni
— _/ (:B t) G(n1+1)(t)dt
z 'n1!
So we have
1
F(z) - Gl) = |

Since G(m+Y)(¢) — F(m+1)(¢) is continuous in [z, 1], so it is bounded.
Then, there exists a real M’ which depends on m/, ', p, 7 such that :

(z—t)™

(G () — PR ) at
'nl!

‘G(’”“)(t) - F(Wl)(t)‘ <M

(n1+1)
1-— :c)
< M'<

Asng >m/(1—p)+j— 1, we get

(n1+1)
‘F(:z:) _ G(z) M’(l _ a:> e
! ;1 S ! -1 S S o0
(1—g)”PHi-3 = (1 —g)™EPH3 % (ng + 1) — (n1 + 1)}

So C' is finite in 1.
Now let us turn to proof of the real B.

We have

Thus,

‘F(:z:) _ G(x)

¢ = sup [3(e)/ala) [ (v — )i ()dy

z€[0,1]
So using the fact that

N 1
(@) = @) < (@)

with a(z) = /z(1 —z), and

_ oy (y)dy
fol ™' (y)dy

we can write again C as follow :
[w Jo ™/ (y)dy <1 f

zel0,1]Ly/a(z)m/(z)

s 7 (y)dy (9(z)
z€0,1] A\L/@ﬁf’(x? (gﬂ - 1) }
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where [y (v)d
ym\y)ay
f@)= T
= )ay
which is increasing on [0, y].
and
m'(y)d
o(z) = fyl()y
Jz ™/ (y)dy

which is increasing on [y, 1].
Let us set h(z) = z™PH (1 — )™ (-P)+7=1 1t reaches its maximum at

We have also that |1 — M] <1 and \M —1|< (l —1)
7 7 7

Now for all z € [0, a], we have M/(z) = h(z) x e°® which is increasing.
So

plom(y)dy (. f(z) m'(z) x z
%Zwmw)G #)SMVEXW@W1—$

! 1
S#XJ m'p+ (7 — 1)

m(1l-p)+j5—1

So taking the supremum, we get

(5.11)

Now for all z € |, 1], we have h(z) is decreasing. Thus we have

ple™@dy (9@ N\ L h(z) x e (1 — z)
va(z)m/'(z) < > B #(N )\/5 x h(z) x e5' x /(1 — )
< es'(-2), /(1 — )
> ( - :u') \/5

;ym/(1— j — ! — y
< (1 ) x e M -p) 1
- mp+7—1

So taking the supremum, we get

C<(l—p)xe

o (M A=p)ti~1 "1 — — 1
( ')¢m( p)+7 (5.12)

m/+2(j-1) -
mp+97—1
Therefore by setting

_ m'p+(j—1) (%) m!(1—p)+j—1
B = max <'u, X #)]—&-]1’ (]_ ) +2(-1) ﬁ
we get the result. Hence there exists a real B which depends on m/, s/, p

and 7 such that

C<B
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Now let us turn to the proof of the second item (b) .
According to the theorem 2.1 of Djellout and Wu in [24], we have to verify the
following conditions to get Wi I (é) inequality :
1. a(z) et b(z) are continuous functions on I and a(z) > 0
2. Z = [y m'(z)dz < oo
18 (z) (JF ™/ (w)du)dz = oo

3.
o §'(w)du [, m'(z)dz =00
4. C < >
Preuve.

According to the item (a) for the previous proposition ((5.5.2)), we have C' < oo.
So let us verify these items (1), (2) and (3).
For the first, we have

1.
a(z) =z(1 — )
b(z) = [s'z(1 —z) + m'(p — z) + j(1 — 2z)]

We see that a(z) and b(z) are both continuous functions on I = [0, 1]
and a(z) is nonnegative.

2. For all z € I, this function z™?+/=1(1 — )™ (1=P)+s-1 is continuous on
the compact [0, 1], so it is bounded.
There exists a real M; such that :

z€[0,1]
Thus, we have
1 ~ ]- 1 / ; / N ! MleSI
Z :/ m/(z)dz = / g™ P (1) (P les e gy < < 00
0 (z) K(c) Jo (1-2) — K(c) —
3. For the third point (3)
Since the function %ym"’“ “1(1 —y)™'(-P)+5-1es'Y is continuous on the

compact [z, ¢], so there exists two reals m,,d; € [z,c] such as :
¢ J2 ! ; ! N )
—_2) < m'pti=1(1 _ YV (=P +i-1e8Yqy < di(c —
me-a)< [ gyt y) eVdy < di(c— o)
Hence, we have

c . c c . c J2 , . , . ,
/ s’(a:)/ m/(u)dudz :/ s’(a:)/ —y™PHI (1 — )™ (P e Y gy
0 z 0 = K(c)
e m(c — )
Z CA mmlp+j(1 _ m)m/(l—}?)-‘rj
S ¢ ema(c—z)
— B Jo T

o
e *%dzx

dz
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where ( is a constant.
However, for all z € [0, 1] , we have the following inequality :

™1 — g)™ (Pt < By

with B; an upper bound of e**. Thus we have

mi(c — z) s Mu(c—1z)
gm'PHi(1 — )™ (1-p)+s = Bz
and we have
¢ myfc—z)e *° mic (e dr  mac
: dr > —— — - 5 =
/o zm'pti(1 — g)m'(1-p)+s te B, Jo x B, e
SO
ml/cc_w /C~/ (/C"'/ )
At dz < §(z m (u)du ) dz
Bl 0 Z —Jo ( ) z ( )
As we have
ml cc—2x
T dr =
B, /0 - T = 400
Then

/Oc §'(z) (/ W(u)@) iz — 400

As done previously, we have
1. z
/ s'(z) (/ m’(u)du) dz = 00

Thanks to these conditions, y satisfies W11 (C).

O

O

Let v : I — R. be a bounded and measurable function, p— integrable
defined by

v(y) =s'(1-2y)—m

uv) = /I”d“ - Z.Kl'(c)

1 ’ . / ; /
/0 (s'(1 —2y) —m/) (y™P7 7 (1 — y)™ P e dy
let (PY) be the semigroup of Feynman-Kac defined by :
p;ff(j)(x) =K, {f(j)(Y,;j)ef; v(Yi)dU]

where f() > 0 and measurable.
We remind that
1P llp2uy = sup{l| P{ fllzequy; f > 0 and  p(f?) <1}
=sup{< P'f,g>,; £, >0 et u(f’)<1 et u(g®) <1}
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and

25(z2 — 21| /
vl 7. = su — = —Z =2|s
|| ||L7'P(’Y) 0<$1<IZ)2<1 ’51;2 — :1:1‘ | |

Therefore, the Feymann -Kacc formulae is given by :
$9(t, ) = { (Y7 )e 60D o3 Jo (- (m'—s)-25'Y] )du
—sj(j - 1) / $D(¥7)e iUVl fo (~m'=s)—2¥D)du gy,
0
So using the definition of the semigroup of Feynman-Kac (P} f(z)), we have
99t z) = exp (—5(7 - V) F" fV(z)
— 5= 1) [ exp(—s3(7 — D) EL$0 I (@)dh
We have :
6] < exp(—5(j — D)IF F9)]
4195 — 1) sup |B90 | [ exp(~i(s — )
0<h<t 0

< exp(—j(j — 1)t)| P f9| + |5’ (1 — exp(—35(j — 1)t))

¢U*U

Therefore we have
PRI [Hf<j>||J+\s'w¢<j1>||J}||PJ”||L2<M>

Using the item (b') of the proposition (5.5.2), wa have
69l < 152 + |s'|||¢<j—1>||.,] exp (7u(v) + 4°5°C)  (519)

To conclude we need to prove that (ju(v) + 45%s2C?) < 0.
For that it is enough to prove the following proposition.

Proposition 5.5.4
Let us assume s' > m' > 0. So for all p € [0,1] and for all fized € € [0, 1],
the following assertions hold.

casl): s —m' —2s'eu <0

cas2): If s —m' < 1’%” , then we have

Vs —mC—(1-e)pu<0
where C' = sup {\/ )8 (z) [H(y — p)W'(y)dy| and u= Jy y @iy

2€[0,1] [,y )dy
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5.5. PROOF OF THEOREM

Preuve

1. For the casl), we have

fol(s/ —m — 2sl€y)ym’p+jfl(1 o y)m’(lfp)Jrjfles’ydy
fol ym'P-l'j—l(]_ — y)m'(l—P)-‘rj—leS'ydy

(s —=m') — 25eu =

Let us set g(z) = (s’ —m' - 28'6:12) gPHL(1 — gy (o)t lese,

g is positive for z < = (1 — ’:‘—,l) and negative otherwise.

Assume a = £(1—2).

We can find an upper bound for fol g(z)dz by replacing the term
exp(s’') by the straight line passing through the points (0,1) and
(a,e*'*). Indeed, this line is upper exp(s’) on [0, o, where g is positive

and lower on [e, 1] where g is negative. Its equation is

2/ slfm/
d(z) = 2 (%

PRy -Dz+1

Let us set b(z) = 2™P+~1(1 — z)™ (1=P)+7-1 then we have the following
inequalities :

25’e ' —m/
(e 2e

g(z) < (s’ —m' — 23'6:1:) (

< <s’ —m'+ 28'6(6% - 2) =

1)z 4+ 1>b(m)

4€25? | Jm!
(e

e — 1):1:2) b(z)

s'—m!

s —m!

So with the integral, let us set a = m'p+jand c=m'(1 —p)+7:

1 o —m!
/ g(z)dz < (8" —m')Ba.+ 2s'e(e 2 — 2),6a+1,c
0

45"2€? , J_m
(e 2 — 1),6a+2,c

8/ _ ml
where f, . is the function beta with parameters a and c.
Using the well known identity 8,1, = ai—l—c B and it follows that :

1 o' —m! m'p+J
! / !
/0 g(z)dz < ,Ba,c((s —m')+2s e(e e _2)m’—|—2j

478t (D )+ ¢ )
s'—m' (m' +27)(m' +27+1)
2s'e o —m! m'p+J
< Bao(s — '(1 22 (e7m -2 :
_IB,(S m) +(s'—m’)(e )m'—|—2j

| 45 (o5 — )(m’p+j)(m’p+j + 1)>
(s' —m')? (m' +27)(m' +275 +1)
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Our aim is to prove now that

2 s’—'rn.’ I )
S € ( soml 2) mp —|—j
/) ml + 2]
48’2 2 (eﬂ 1) (m'p+3)(m'p+J+1)
) (m' + 27)(m' + 25 + 1)

is always negative.

The previous quantity can be written again as that :

2s'e m'p+7 - 2s'e (m'p+37+1
1+ P ].(—1+<eze—1)<1— (mp+ ))>
(s —m')ym' 4+ 2j (s —=m')(m' +25+1)

Now, with € = ﬁ we get

2s'e (mp+j+1) 5(s'—m/)(m' +254+1)—-8s'(m'p+j+1)
—-m'(m'+25+1) 5(s' —m/)(m' + 25 + 1)

1—

and so this quantity is always negative.

Since - 25 < is stricly greater than 1, so
2s'e m'p+7j o —m! 2s'e  (m'p+7+ 1)))
| —1+(e = —1)(1-— ,
+(s'—m’)m’+2]( +( >( (s =m/)(m' +25+1)

is always negative.

Therefore s' — m' — 2s'eu(Y,”) is negative.

. for cas2), we have to show that :
Vs —m'C—pu<0
So let us recall the expression of C' and . Thus we have
= sup [\/a(w (z) / (y — w)m/(y)dy
zc|
so using the fact that

N 1
$@) = cw < @)

with a(z) = 4/z(1 — ), and

_ Joym'(y)dy
Jo ™' (y)dy
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Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m Simulation de la fonction taux I(s,m,p) en fonction de s, m
j=2:m=10;2=0.8;p=02etJ=1e+05 j=2;m=10;e=08;p=04et)=1e+05

-80 40 -20 0
1 1 1 1

¥

-100
1 1

RI . - ﬁz'“ﬁ,)@“zlzcz

J( m% J mU(y)+

140
1

R m}%, m%raﬁfﬂ“

FIGURE 5.1 — graphics illustration of the previous proposition

we can write again C as follow :

C = sup {ﬂfo"’ ™' (y)dy (1 B f(:r)ﬂ

zclo,1]t y/a(z)m/(z) K
where [y (v)d
_ Jo ym\y)ay
)= )y

which is non decreasing on [0, u].
Therefore, let us turn to prove that /s’ — m'C — u < 0. It is enough to

show that :
Vs —m'[g ' (y)dy (. f(z) 1
Ve () <1 P ) T o

Let us set h(z) = 2™P?(1 — )™ (2?) It reaches its maximum at z = p
So for all z € [0,p], Mm'(z) = h(z) x exp(s'z), is increasing. Thus we
have that :

ﬁf*'()dy(l_f(x)> 1 _ VI omiyE T
V& x #(z) Ji-o° Ji-o - Ja-»

5 14
/s —m/! ”ﬁz/ 1
Since ' — m' < 1?%1", we get ﬁ!gh’(z)(y)dy (1 _ f(w)> <1

yil-z)
Therefore by taking the supremum in (5.14), we get that
(s —m)C — u<0.

So an illustration of the last proposition is given by the following
graphics as the parameters of selection are growing.

O

Since for all 7 = 1,2, ..,4, ju(v) + 452s?C? < 0, so according to (5.13)), we
get ‘ '
1691520y < IIFONs + 1816Vl (5.15)
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Hence we

18522y < |IF P15

(5.16)
¢z < (I8 X 17y +1172115)

We have ¢() = (ﬂf)(j), so according to (/5.15)),

(T gy < 1PN + [1HTHY |1y (5.17)
Since y; and -yj are at most of the order of -5, and using the fact that (T3) is
ultracontractive ~ for ~ more  details see (Wang  [58]) and
[Till2500 = sup || Tiflleo < exp(m(2)))

Hf”[,2(,4)§1

n—1
18nf = Toflls < D I1(Sy — T1)Teflls
k=0

< ni <||7J|| (T YD s + V(T )P + O <1>>
_kzo 111J k J 2 ||J % 7 i

n—1 n—1 1
< Idlls X2 Tl + 103l X ITH s+ 0 (55)

2
k=0 k=0 J

n—1 n—1 1
<l s S IV o + 11l 2 ITef)Ps +0 ( 35)

n—1
< 1o X el (T 1) P20

k=0
n—1 1
Il X 1T e T )Pl +0 ()

n—1
< (U7 + 1SN IDNFDN s + 2l 1 £2]15) 3 exp(m(k/2))
k=0

<0(3)

1
< A (U1l + 1M 1D + Iells17215) + 0 ()

this ends the proof of the theorem.

Proposition 5.5.5 Let us consider that (T):>o a Markov semigroup. We
assume that the super-poincare inequality s satified :
that is for all f € D(e) with ¢ the Dirichlet form, we have :

w(f?) <re(f, f) + Blr)u(lf1)?

with B a positive decreasing function on ]0,4+o00[ and r > 0 defined by
B(r) = exp(l +r~*) with A > 0
Then (T}) ts ultracontractive t.e :

| Tt]|1500 < €xp(cy + cot™ ")
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If (T}) is symmetric, then we have the following relation :

|1 Tt]|152 = [|Tel]2- 00

So we have |Til1-rco < T4 12 X 1T, a0 = 174 Eco

5.6 Appendix

5.6.1 Transportation information of Markov Process

In this section, we present some theorems (without proofs) concerning
Transportation-Information for Markov processes. We consider a Polish space
(complete separable metric space) (I,d) equipped with its Borel o- field
F.The product space I x I is equipped with the product Borel o- field FF ® F'.
We denotes M;(I) the set of probability measures on (I, F). Let
c:Ix1I — [0,00] be a lower semi-continuous function and let u,v € M;(I).
The optimal transportation cost for transporting x4 onto v with cost ¢ is
defined by

T.(u,v) = inf /Hxﬂc(m,y)dw(:c,y) € [0, 00]

where the infimum runs over the set of probability measures 7 € M;(Ix 1) with
respective marginals p,and v.That is, for all bounded measurable functions u
and v on I,

/m (u(“’)JF“(y))d”(x’y):/HUdMnL/Hvdu

We call ¢ a cost function and 7 with marginals 4 and v a coupling of (u,v).

Théoréme 5.6.1 ( Kantorovich’s Theorem)
Let c: I x 1 — [0,00] be a cost function and let p,v € M:(I). Then

T.(4,v) = sup (/01 udy — /01 vdz/) € [0, o0]

where the supremum runs over all bounded continuous functions u and v

or (m LY(u) and L'(v) respectively > satisfying, for all (z,y) € I x I,

u(z) — v(y) < c(z,y)

If the cost function is given by a distance function d(z, y) = ¢(z,y) on I x I,then
we obtain the Kantorovich-Rubinstein Theorem.
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Théoréme 5.6.2 (Kantorovich-Rubinstein Theorem)
Let d' be a distance on I, lower semi-continuous with to d (not necessarily
the tnitial distance of (I,d)). Then

1 1
Te (@, v) = sup (/ udp — / ’UdV>
0 0

where the supremum runs over all 1—Lipschitz (with respect to d’)
functions u. The functions u may be assumed furthemore to be bounded.

When ¢ = dP where d is the metric on I and p > 1 such that f; d?(z, zo)du(z) <
oo for some z, € I, the optimal transportation cost gives rise to the so-called
Wasserstein distance

1

Wl v) = int ([ &(@,v)dn(e,9))" = (To(n,v))>

From a more probabilistic point of view,

Q=

Wp(p, v) = inf (E (d”(X,Y)))

where the infimum is over all random variables X and Y with respective laws
p and v.For more details see [2],[65].

Though the relative entropy (or Kullback information) of v with respect to u
is given by

H(vlp) = Jo flog fdu, if v<u and fi=%
+00, otherwise

The usual transportation inequalities for a given u € M;(I), introduced by
Marton [51] and Talagrand [63], compare the Wasserstein metric W,(v, ) with
the relative entropy H(v, 1). The following extension of these inequalities

a(T(v,w) < H(y,u), Yve M(D), (T.H)

has recently been studied by Gozlan and Léonard [40]. We note that
a : [0,00] — [0, 00] is some left continuous and nondecreasing function with
a(0) = 0 and we denote

a*(A) = ililoa()\r —a(r))

the monotone conjugate of . With a above, one sees that a* is the restriction
to [0,00) of the usual convex conjugate &*(A\) = sup(Ar — é(r)) of
reR

é(r) = 1,>0a(r),r € R.Let us denote u(v) := [z vdu. However, instead of the
transportation-entropy inequality T.H, Guillin o« AL in [42], focus on the
following transportation-information inequality

a(T(v,w) < I(viw), Vve M), (T.I)
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where I(v|u) is the Fisher-Donsker -Varadhan information of v with respect to
i defined by

I(I/|,u,):{€<\/7’\/7)’ if v=1Ffu, JfeD

400, otherwsise

which is associated with the Dirichlet form ¢ on L?(u) with domain D. So, they
provide the following result.

Théoréme 5.6.3 Guillin and AL [42]

Let ((Xt)t>0 ,IP’#) be a stationary ergodic Markov process with the

symmetrized Dirichlet form (e,D),® a subset of the bounded measurable

functions and a : [0,00) — [0,00] a left continuous nondecreasing function

such that a(0) = 0.Consider the following properties which are equivalent
(a) The following transportation inequality holds

a(Te(v,p) <I(v/p)  (Tel)
(b) For all (u,v) € $ and A\,t >0
P2z < el
Where the P} is the Feynman-Kac semigroup defined by :
t
Prf(z) = Baf(Xexp ( [ u(X.)ds)
(b’) For all (u,v) € ® and \,t >0
1 t
lim sup, log E, exp (/ u(Xs)ds) < Ap(v) + o (A)
t—o00 0

(c) For any initial measure v = fu with f € L?(u) and for all (u,v) € &
and r,t >0

1 rt d
P, <t/o u(X,)ds > p(v) + r) < ||d:\|2et°‘(’”)
(c’) For all (u,v) € ® and for any r > 0, 3 € M (1), 8 < u, % € L*(u)

1 1 rt
limsupglogIP’ﬁ (t/ u(X,)ds > p(v) + 7‘) < —a(r)
0

t—o00
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Chapitre 6

Moderate deviation principles for
bifurcating Markov process : Case
of functions dependent of one
variable

Authors : Valere Bitsekr Penda, Gorgur Gackou

abstract

The main purpose of this article is to establish moderate deviation
principles for additive functionals of bifurcating Markov chains. Bifurcating
Markov chains are a class of processes which are indexed by a regular binary
tree. They can be seen as the models which represent the evolution of a trait
along a population where each individual has two offsprings. Unlike the
previous results of Bitseki, Djellout & Guillin (2014), we consider here the
case of functions which depend only on one variable. So, mainly inspired by
the recent works of Bitseki & Delmas (2020) about the central limit theorem
for general additive functionals of bifurcating Markov chains, we give here a
moderate deviation principle for additive functionals of bifurcating Markov
chains when the functions depend on one variable. This work is done under
the uniform geometric ergodicity and the uniform ergodic property based on
the second spectral gap assumptions. The proofs of our results are based on
martingale decomposition recently developed by Bitseki & Delmas (2020) and
on results of Dembo (1996), Djellout (2001) and Puhalski (1997).

6.1 Introduction
First, we give a general definition of a moderate deviation principles. Let
(Z,)n>0 be a sequence of random variables with values in S endowed with its

Borel o-fleld B(S) and let (s,)n.>0 be a positive sequence that converges to
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+00. We assume that Z,/s, converges in probability to 0 and that Z,/,/s,
converges in distribution to a centered Gaussian law. Let I : S — R™ be a lower
semicontinuous function, that is for all ¢ > 0 the sub-level set {z € S, I(z) < ¢}
is a closed set. Such a function I is called rate function and it is called good
rate function if all its sub-level sets are compact sets. Let (b,).>0 be a positive
sequence such that b, — +o00 and b,/,/s, — 0 as n goes to +oo0.

Définition 6.1.1 (Moderate deviation principle, MDP)
We say that Z,/(bn+/S.) satisfies a moderate deviation principle in S with
speed b2 and the rate function I if, for any A € B(S),

Zn

1
_$1é1£° I(z) < 11m111f—10g]P’(b o € A) < 111:1;3013prlogIP’(bm/E € A)
— inf I(z)
zcA

where A° and A denote respectively the interior and the closure of A.

Bifurcating Markov chains (BMC, for short) are a class of stochastic
processes indexed by regular binary tree. They are appropriate for example in
the modeling of cell lineage data when each cell in one generation gives birth
to two offspring in the next one. Recently, they have received a great deal of
attention because of the experiments of biologists on aging of Escherichia Coli
(E. Coli , for short). E. Coli is a rod-shaped bacterium which reproduces by
dividing in two, thus producing two daughters : one of type 0 which has the
old pole of the mother and the other of type 1 which has the new pole of the
mother. The genealogy of the cells may be entirely described by a binary tree.
To the best of our knowledge, the term bifurcating Markov chains appears for
the first time in the works of Basawa and Zhou [3|. Thereafter, it was Guyon
in [43] who had introduced and properly studied the theory of BMC. The
first example of BMC, named bifurcating autoregressive process (BAR, for
short), were introduced by Cowan and Staudte [14] in order to study the
mechanisms of cell division in Escherichia Coli. Since this work of Cowan and
Staudte, the BAR process has been widely studied in the literature and
several extensions have been made. In particular, Guyon, in [43|, have used
an extension of BAR process to get statistical evidence of aging in E.Coli.

In this paper, we are interested in moderate deviation principles( MDP,
for short ) for additive functionals of bifurcating Markov chains. The MDP
can be seen as an intermediate behavior between the central limit theorem
and large deviation. Usually, the MDP exhibits a simpler rate function
inherited from the approximated Gaussian process, and holds for a larger
class of dependent random variables than the large deviation principle. Unlike
the results given in [7], we treat here the case of functions which depends on
one variable only. For this type of additive functionals, the martingale
decomposition done in [7] is no longer valid. Indeed, as explained for e.g. in
[19] Remark 1.7, the error term on the last generation is not negligible. Note
that recently, Bitseki and Delmas [6] have studied central limit theorem for
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additive functionals of bifurcating Markov chain. They have studied the case
where the functions depend only on the trait of a single individual for BMC.
Bitseki and Delmas [6] observes three regimes (sub-critical, -critical,
super-critical), which correspond to a competition between the reproducing
rate (a mother has two daughters) and the ergodicity rate for the evolution of
the trait along a lineage taken uniformly at random. This phenomenon
already appears in the works of Athreya [1|. Here we investigate the moderate
deviation principles for MBC depending only on one variable for the two
cases : sub-critical and critical regimes. The super-critical regime, which
require another way of centering will be done in a future work.

The rest of the paper is organized as follows. In Section [6.2, we present
the model of bifurcating Markov chains. In Section [6.3} we give some notations
and the main assumptions for our results. In Section [6.4, we set our main
results : the sub-critical case in Section [6.4.1] and the critical case in Section
[6.4.2] Section 6.5 is dedicated to the proof of the main result in sub-critical
case and Section 6.6 is dedicated to the proof of the main result in Critical
case. In Section [6.7], we illustrate numerically our results. Finally, in Section
6.8, we give some useful results.

6.2 The model of bifurcating Markov chain

6.2.1 The regular binary tree associated to BMC models

We denote by N (resp. N*) the space of (resp. positive) natural integers.
We set Ty = Gy = {0}, Gx = {0,1}* and Ty = Up<,<x G, for k € N*, and
T = U,en Gr. The set G corresponds to the k-th generation, Tj to the tree
up to the k-th generation, and T the complete binary tree. One can see that
the genealogy of the cells is entirely described by T (each vertex of the tree
designates an individual). For 7 € T, we denote by |i| the generation of z
(]2] = k if and only if 2 € Gi) and 1A = {17;7 € A} for A C T, where ¢j
is the concatenation of the two sequences 2,7 € T, with the convention that

0i =10 = 1.
6.2.2 The probability kernels associated to BMC models

Let (S, S) be a measurable space. For any ¢ € N*, we denote by B(S?) (resp.
By(S9), resp. Cy(S?)) the space of (resp. bounded, resp. bounded continuous
) R-valued measurable functions defined on S?. For all ¢ € N*, we set S®? =
S®...®S. Let P be a probability kernel on (S, S5%?), that is : P(-,A) is
measurable for all A € S®2, and P(z, -) is a probability measure on (52, $®?)
for all z € S. For any g € By(S?) and h € By(S?), we set for z € S :

(Pg)(z) = /32 9(z,vy,2) P(z,dy,dz) and (Ph)(z)= /32 h(y,z) P(z,dy,dz).
(6.1)
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We define (Pg) (resp. (Ph)), or simply Pg for g € B(S®)(resp. Ph for h €
B(S?)), as soon as the corresponding integral eq :Pg is well defined, and we
have that Pg and Ph belong to B(S). we denote by Py, P; and Q respectively
the first and the second marginal of P, and the mean of P, and P4, that is, for
alze Sand Be S

(Po+ P1)

Po(z,B) =P(z,B xS), Pi(z,B)=P(z,SxB) and Q= o

Now let us give a precise definition of bifurcating Markov chain.

Définition 6.2.1 (Bifurcating Markov Chains, see [43, 6])
We say a stochastic process indezed by T, X = (X;,t € T), s a bifurcating
Markov chain (BMC) on a measurable space (S, S) with initial probability
distribution v on (S,S) and probability kernel on S x S®2 if :
- (Initial distribution.) The random variable Xy is distributed as v.
- (Branching Markov property.) For any sequence (g;,1 € T) of
functions belonging to By(S®) and for all k > 0, we have

E[ [T gi(Xs, X0, Xir)|o(X;55 € Tk)} =[] gi(X3).

1€Gy 1€Gy

Following [43], we introduce an auxiliary Markov chain ¥ = (¥,,n € N) on
(S,S) with Y, = X; and transition probability Q. The chain (Y,,n € N)
corresponds to a random lineage taken in the population. We shall write E,
when Xy = z (t.e. the initial distribution v is the Dirac mass at z € S).

6.3 Notations and assumptions

For f € By(S), we set ||f|lc = sup{|f(z)|,z € S}. We will work with the
following ergodic property.

Assumption 6.3.1 There exists a probability measure u on (S,S), a
positive real number M and a € (0,1) such that for all f € B,(S) :

Q" — ()l < Ma"|[fllee  for alln €N. (6.2)

We consider the stronger ergodic property based on a second spectral gap.

Assumption 6.3.2 There exists a probability measure u on (S,S), a
positive real number M, a € (0,1), a finite non-empty set J of indices,
distinct complez eigenvalues {a;, j € J} of the operator Q with |o;| = a,
non-zero complex projectors {R;, j € J} defined on CBy(S), the C-vector
space spanned by By(S), such that RjoR;y =R 0oR; =0 for all j # 7' (so
that >;c;R; 1s also a projector defined on CBy(S)) and a positive
sequence (B,,n € N) converging to 0, such that for all f € By(S), with
9j = Olj/Oé N

Q" (f) = () —a" Y67 Ri(f)| < M Bna"||fllw for alimeN.  (6.3)

jeJ
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Without loss of generality, we shall assume that the sequence (B,,n € N)
in Assumption [6.3.2 is non-increasing and bounded from above by 1. This
assumption will be used when a = 1/+/2. For f € B,(S), f and f will denote
the functions defined by :

F=f—(fiw and f=Ff->"Rif). (6.4)

JjeJ

Let § = (fe,£ € N) be a sequence of elements of B,(S). We will assume in
the sequel that

sup{|| fel[oo} = €00 < +00, (6.5)
£eN

in such a way that (6.2) and (6.3) are uniformly satisfied by the sequence f.
We set forn e Nand 1 € T, :

n—|i| n—l .
Noi(f) = D0 Npi(fo) = 1Gal 2 Y- Mg,y (fo)- (6.6)
=0 {=0

We deduce that Y;cq, Noi(f) = |Gn| /2 Y7 & Mg, ,(f;) which gives for k = 0
that

Nag(5) = [Gal 2" Mg, _,(f2).

£=0

To study the asymptotics of N, (f), it is convenient to write forn >k > 1:

Noo(F) = [Ga| 212 z Me,(fa )+ 32 Nas(). (6.7)

1€Gy

Asymptotic normality for N, ¢(f) have been studied in [6]. Our aim in this
paper is to complete this result by studying moderate deviation principles for
N, o(f). More precisely, given a sequence (b,,n € N) such that :

bn
Yim b =0 and Jm =0
|Gl

our aim is to prove that b, N, ¢(f) satisfies a moderate deviation principle with
speed b2 and rate function I defined by

I5() 12 i 5() # 0

+00 if Z(f) =0, (6.8)

I(z) = sup{dz — 32°5(f) '} = {

where

o [E) = B 258N i20° <1
D= me) = mv() + 2m5() 200 =1,
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with
D) = Y2t )+ Y 2, ((@4f)e?), (6.9)
£>0 £>0,k>0
SEPH = 2 27w Q)+ Y 2, (Q i ®uym @441 2)), (6.10)
0<e<k o%gk
D) = D027 s fir) = 20 278 2 (1 (Ry(fi) ®sym Ri(Fr))), (6.11)
k>0 k>0 jeJ
M) = 2 27w, fig), (6.12)
0<L<k
and where for k,£ € N :
foe =22 67 Ri(fx) @eym Rj(fo)- (6.13)
Jjed

More precisely, our aim is to prove that

— inf I(z) < 11m1nfb—log P(b;an,@(f) € A) < limsup b logIP’( INLo(f) € A)

z€ A° ) n—oo
— inf I(z),
zCA ( )
where A° and A denote respectively the interior and the closure of A. In
particular, the latter asymptotic result implies that
lim b—logIP’ (|6 Moo ()| > 8) = —1(8) ¥4 > 0.
We note that 2a? < 1 corresponds to the sub-critical regime and 2a? = 1 to
the critical regime. The super-critical regime, that is the case where 2a? > 1,
is not treated in this paper. Indeed, for this case, another way to centered the
functions is necessary to get moderate deviation principles. This will be done
in a future work.
rem Let f € B,(S). If the sequence §f = (fy, £ € N) is defined by : fo = f and
fo=0for all £ > 1, then we have N, ¢(f) = |G,| V2 Mg, (f) and Z(f) = Ze(f),
where

So(f) = {EEl.b(f) = {u, f3) + Y025 (1, @kf@’z)) if 20% < 1
SEHS) = Zieslp, (Ri(f) ®ym Ri(£))) 207 =1,
If the sequence § = (fy,£ € N) is defined by : f, = f for all £ € N, then we
have Npo(f) = |G| V2 Mr,(f) = V2 = 277 T, /2 My, (f) and B(f) = Z(f),

where
m(py - (B0 = B+ 233(9) if 202 < 1
T o Eg[rrit(f) Ecnt(f) + 2Ecr1t(f) if 202 = 1,
with
S2R(F) = S FOF) + 30271, (QF ®aymn @77 F)),
= ’:;s
E%mzt f) Z \/—0 ('R](f) ®sym ﬁJ(f))>

jeJ
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6.4 The main results

6.4.1 The sub-critical cases : 2a% < 1

In the sub-critical case, we consider a sequence (b,,n € N) such that :

b
limb, =00 and lim ——

Then, we have the following result.

Théoréme 6.4.1 Let X be a BMC with kernel and initial distribution v
such that Assumption is in force with a € (0,1/4/2). Letf = (fs, £ € N)
be a sequence of elements of By(S) satisfying and Assumption [6.5.]]
uniformly. Then b;*N,(f) satisfies a moderate deviation principle with
speed b2 and rate function I defined in (6.8).

As a direct consequence of Remark and Theorem [6.4.1] we have the
following result.

Corollary 6.4.2 Let X be a BMC with kernel and initial distribution
v such that Assumption is in force with a € (0,1/+/2). Let f €
By(S). Then b;Y|G,|"Y>Mg, (f) and b ' |T,|"V>My (f) satisfy a moderate
deviation principle with speed b2 and rate function I defined in , with
Y(f) replaced respectively by Lg(f) and Tr(f).

=0.

6.4.2 The critical cases : 2a? =1

In this critical case, we consider a sequence (b,,n € N) such that :

lim b, = 00 and limbin—o

and for some ac(0,1), lim b n’27" =0.
Then, we have the following result.

Théoréme 6.4.3 Let X be a BMC with kernel and initial distribution v
such that Assumption is in force with a = 1/4/2. Let § = (f5,£ € N)

be a sequence of elements of By(S) satisfying (6.5) and Assumption
uniformly. Then b;ln_%Nn,@(f) satisfies a moderate deviation principle

with speed b2 and rate function I defined in (6.8).

As a direct consequence of Remark and Theorem we have the
following result.

Corollary 6.4.4 Let X be a BMC with kernel and wnitial distribution v
such that Assumption is in force with a = 1/v/2. Let f € By(S).
Then b (n|G,|)"Y2Mg, (f) and b (n|T,|)"V2Mr, (f) satisfy a moderate
deviation principle with speed b2 and rate function I defined in ,
with %(f) replaced respectively by Lg(f) and Zr(f).
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6.5 Proof of Theorem 6.4.1

6.5.1 A quick overview of our strategy

Let (pn,n € N) be a non-decreasing sequence of elements of N* such that :

o< o (6.15)

5"
When there is no ambiguity, we write p for p,.

Let 7,7 € T. We write 1 < 7 if 5 € +T. We denote by 7 A 7 the most recent
common ancestor of 2 and j, which is defined as the only u € T such that if
v € Tand v < 2, v < 7 then v < u. We also define the lexicographic order
1 <jifeitherixjorv0xiandvl <jforv=4Aj Let X = (X;,1€T) be
a BMC with kernel and initial measure v. For 7 € T, we define the o-field :

Fi = {Xu;u € T such that u < 7}.
By construction, the o-fields (F;; 1 € T) are nested as F; C F; for ¢« < j.

We define for n € N, 2 € G, ,, and § € F" the martingale increments :

Ani(§) = Noi(F) —E[Nos(DIF] and A(F) = > Anu(f)-  (6.16)

iEGn—pn

Thanks to eq :def-NiF, we have :

Pn . n .
Yo Noa(f) = 1Gal 23" Mg, (f) = |Gal ™2 30 Me, (Fas)-
{=0

1EGn_pn k=n—pn

Using the branching Markov property, and (6.6)), we get for i € G,_,, :

E [Noi(D| Fi] = E[Noui(D)] Xi] = |Ga| /? iExi (M, (f2)] -

£=0
We deduce from eq :nof-D with £ = n — p,, that :
Nro(f) = An(f) + Bo(n) + Ri(n), (6.17)
with
n—pn—1 .
Ro(n) = |Gal™? 3" Mg (fa-s) and Ri(n)= > E[N..()|F].
k=0 €Gn—pn

Our goals will be achieved if we prove the following :

.1 _

¥6>0, lim ;5 logP(|b," Ro(n)| > 8) = —co; (6.18)
.1 _

V6 >0, lm b—QlogP(\banl(n)\ > §) = —o0; (6.19)

b 'A,(f) satisfies a MDP on S with speed b2 and rate function I. (6.20)
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Note that (6.18) and (6.19) mean that Ro(n) and R;(n) are negligible in the
sense of moderate deviations in such a way that from (6.54)), N, ¢(f) and A,(f)
satisfy the same moderate deviation principle (see Dembo and Zeitouni [21],
chap. 4).

6.5.2 Proof of (6.18)

Using the Chernoff inequality, we have, for all A > 0,

P(b; Ro(n) > 6) < exp(—Ab,|G,|"?)E

exp (Ani MGk(fn_k))] . (6.21)

For all £ € {0,...,n — p— 1}, we set

I,=E

n—p—_L{—2 . y2
exp <)\ > MGk(fnk)> exp (AMGn_p_,g_l (Z gp,r,z>>] :

k=0 r=0

where gp,¢ = 2"Q" fpis11 -, With the convention that an empty sum is zero.
For all £ € {0,...,n — p — 2}, we have the following decomposition :

I,=E

exp <>\n pZZ 2MGk(fn k)) exp (AMGn Cpts <Z2 Q(gpre)>> Jz] ,

k=0 r=0
(6.22)
where

Je=E {exp (A GZ Z(gp,rl Xi0) + gp,ra(Xit) — 2Q(9p,r0) (X)) > ‘Hn —p—L= 2} :

npl2ro

Using branching Markov property, we get

L= Tl Ex [exp@z (@ aXi) + 9 Xi) = 200000 )X9) ) |-

’iGanpfl 2

Using (6.2)) and (6.5)), we get

5 @are(Xia) + Gpa(Xet) — 2Q(gp,r,z>(xi>)\ < 2Mcw 3(20)

r=0 r=0

Using Lemma and the latter inequality, we get, for all 1 € G,_, 4 o,

. foxp 2 5" (Goe(Xio) + Gt Xir) 2000r(%9) |

r=0

< exp (2A2M2c§o(1 + a)zaf)
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with a; = 2¢_,(2a)". The latter inequality implies that

Jo < exp (2A?Mc2,(1+ 0)?af|Grp¢ o) - (6.23)
From (6.22)) and (§6.23), it follows that
I < exp (2A*M?c2, (1 + 0)%a}|Grpr_a| ) Lesr. (6.24)

Using the recurrence ((6.24]) for all £ € {0, ...,n —p— 2} for the first inequality,
(6.3)) and (6.5]) for the second inequality, we are led to

E

k=0

exp (AZP MGk(fnk)M =1

n—p—2
< exp <2)\2Mzcio(1 +a)® > a?\an42\> I, p 1
=0

n—p—2 n—p—1

£=0 r=0
We have
6[Gn p 1l if 2a <1
n—p— 20(2 .
zp:zazlG 2| < @ 1P 2 | Onp-1l if 1 <2a <42
o W= p—1)|Gp | 207 =1
Gt (20707 if 202 > 1

It follows from (6.21]) that for all A > 0, there exists a positive constant c,
such that

P(b,'Ro(n) > 8) < exp (—)\bn‘Gn‘lﬂ + Ca)\z‘Gn,p‘ + e A1+ (2a)nfp)> .
(6.25)
Taking A = 27 ¢ 6 br |G| |G,,| 7/ in (6.285]), we get, for some positive constant
Ca,ss

2 2
P (b,'Ro(n) > §) < exp <_MW> .

4c,,
Doing the same thing for the sequence —f instead of f, we conclude that

| Ca B2 |Gyl 52>

6.26
s, (6.26)

P (|6, Ro(n)| > 6) < 2 exp (

In (6.26]), taking the log, dividing by b2 and letting n goes to infinity, we get
the result.

Remarque 6.5.1 Let f € B,(S). Since we will use frequently this type of
inequality, we give here a general procedure to upper-bound the probability
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IP(HGn,p]_lManp(f)] > 0). From Chernoff inequality, we have,
for all XA > 0,

P (||Gns| ™ M, ()] > ) < exp (~A8|Gnp]) E [exp (AMe,_,(£))] . (6:27)
For allm € {0,...,n — p}, we set
I, = E [exp (2"AMs,_, .(Q"f))] -
Using the branching Markov property, we have
I = E [exp (277 AMg, , (@77 F)) In]
where

In= T Ex[om (272 (QF(Xe) + Q@7 F(X) - 227 (X))

iGanpfmfl

Using and Lemma we have the following upper-bound :
I < exp (M||f IS M3(1 + @)*(20%)" (G
This implies that
L < exp (X[ £]5°(1 + 2)*(20%)" (G L. (6.28)

Using the recurrence relation (6.28) and (6.2) (to upper-bound I,_,), we
are led to

Io < exp (N]If 12, M2(1 + @) un[Gn 5| + AlflloM(20)"7),  (6:29)
where a4, = 7,;;"071(2052)”"‘. We set an = liM, 00 Gan, Which is finite since

20% < 1. Taking A = 6/(2||fl|2, M?(1 + a)?a,) n (6.27) and using (6.29), we

are led to

- 3 8%|Gnp| 2[|flloo Mam™?
P (’G?’L*P’ lManp(f) > 5) S €xXp <_4:||f||2 M2(1 _T_ a)2aa (1 - T .

Finally, since we can do the same thing for —f instead of f, we conclude
that

B . |Gyl 2| fllc Ma™®
1 < _ n—p _ et .
P (“anp‘ MGn—p(f)‘ > 6) >~ 26Xp < 4||fHZOM2(1 4 a)2aa <1 0

(6.30)

6.5.3 proof of (6.19)

We set g, = 35, 2P QP ¢, in such a way that using the definition of R, (n),
we have

P (b, |Rs(n)] > 6) = P (IGn_p| | M., (95)] > 56a|Gn| |Gy .
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Using (6.2)) and (6.5]), we have

1o/l < CoM(p+1) if2a<1
piee = CoCoo M if 1 < 2a < 2.

Applying (6.30) to g, and b, |G,|"/2|G,|, we get, for n going to infinity and
for some positive constant C, s,

P (b,!|Ru(n)| > ) <

2exp (—Cys 02 b2 |Gplp~2) if 20 <1
2exp (—Ca;s 0202 (202)7P) if 1 <22 < /2.

Finally, (6.19)) follows by taking the log, dividing by b2 and letting n goes to
infinity in the latter inequality.

6.5.4 Proof of (6.20) : Moderate deviations principle for
by An(f)

First we study the bracket of A,(f) :

Vi) = Y E[An(RIF].

1€Gn—pn
Using and (6.16)), we write :
Pn . 2
V) =160 5 B | (35 Moy, o) | ~Ratr) = Vilm)+20i(m)- R,
i€Gnpp, (=0
(6.31)
with :
Pn ~
Vi(n) = [Ga™" 3 D Ex, [Me,, (£,
€G- py, £=0
Va(n) = [Ga| " Y > Exi [Me, L (f)Me,, .(fi)],
$€Gnpp, 0<E<k<pn
Ry(n) = ). E[Na:(PIXi]
7;e(G""'—P'n,
Lemma 6.5.2 Under the Assumptions of Theorem |6.4.1, we have
. 1
llxglﬁsgp ) log P (R2(n) > §) = —o0. (6.32)

Using the branching Markov property, we have

P 2
Ro(n) = |Gal™ > gp(X:), with g, = (ZT“Q”“ﬁ) : (6.33)

€Gnp =0
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Using (/6.2)) and (6.5)), we get

P 2
9pllee < &, 2 (Z(za)“) <

A M*(p+1)2 if2a<1
=0

2 M?c, (2a)? if 1 < 2a < /2.

This implies that Ry(n) is upper-bounded by a deterministic sequence which
converge to 0. As a consequence, we conclude that (6.32)) holds.

Lemma 6.5.3 Under the Assumptions of Theorem |6.4.1, we have
. 1 sub
hflnj;}p b—QlogIP’ (‘Vl(n) -3 (f)‘ > 5) = —00,

where

() =27 () + > 2 (w ((24)®%)) i= Ha(f) + Ha(f)

£>0 £>0,k>0

Using (/6.68)), we get :
Vi(n) = V3(n) + Va(n), (6.34)

with

p ~,
Vs(n) =1Ga| * >0 X2 QP (X)),
i€Gp_p £=0
p—1 p—£—1
Vi(n) = G D0 30 YT 2R QR ((Q4fie) ) ().

4€Gnp £=0 k=0

The proof is divided into two parts.

Part I

First we prove that

1
liﬂsolip b—210gIP’(|V§,(n) — H;3(f)| > 6) = —oo0. (6.35)

Since
p ~, ~, ~,
Hy(f)=> 2" (u, fi)+> 2 (u ff) and lim > 27*(u,f7) =0,
=0 {>p {>p
then to get (6.35)), it suffices to prove that
i L _ gl _ ey ol [, f2
lim sup = log P (|V§,(n) H3 ()] > 5) = —o0o, where H;"(f)=> 2 <u,fz>.
n—oo n {=0
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We set
i ry ~ n _
g9p=>.27'Q"* (f7 — (1, f})) andthen Vi(n)—H{(f) = |Gnop| M, ,(g5).
£=0

Using (/6.2)) and (§6.5)), we have, for some positive constant c,,

1ol < 4¢2 co M27P if 2a < 1
Ielleo = 42 M(p+ 1)oP if 20 > 1.

Using (6.30), we get, for n going to infinity and for some positive constant
Ca75 .

26xp (—62Cu5|Gripl) if 2a <1

_ glnl
P (‘Vé’(n) H3 (f)‘ > 5) S {2 exp (—52C’a75p72|Gn|(20£2)7p) ifl<2a< \/i

Finally, (6.35] follows from the latter inequality by taking the log and dividing
by bZ2.

Part 11

Next, we prove that

) 1
lim sup

n—oo b,%’

Note that Vi(n) — Hu(f) = |Gnp| " Mg, _,(Han(f) — Ha(f)), where

Hin()= Y Wil and Hf)= 3 hes, (6.37)
£>0,k>0 £>0,k>0

log P (|Va(n) — Ha(f)| > 26) = —oo. (6.36)

with
hg;c) — gk—t gp-1-(E+k) ((Qkﬂ@z)) and  hyy = <,u, ((Qkﬁ)®2)>.
Using and (6.5)), we have
her| + |RSY| < 2C% M2 (2a%)*274, (6.38)
Let ry large enough such that

22, M? > (2a®)27t <6 (6.39)
LVk>ro

For n going to infinity, we have

|Ma,_,(Hon(F) — Ha(P))| < [Me,_,( 32 (A — hep)) (6.40)

IVEk<rg

+ Mg, (S (Ihex] + 1BS2])

Vk>ro
< |Me, ,( 32 (W) = he))] + 22 M2(G, 5| S0 (20%)F27¢,  (6.41)
VEk<rg EVk>rg
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where we used ((6.38]) for the second inequality. From (6.41]), we get

Va(n) — Ha(f)| < |Grp| | Ms,_,(g5)] + 265, M2 7 (207)°27¢,  (6.42)
LVk>rg

where g, = Eevkgro(hﬁ) — hy ). From (6.39)) and (6.42)), to get (6.36)), it suffices
to prove that

: 1 _
limsup . log P (|IGn 5| *Ms, ,(g,)| > 6). (6.43)
Using (/6.2)) and (6.5)) twice, we have, for some positive constant c,,

B ro(20)™ if2a <1
o < 2 M3coy(ro)aP ! where (rg) =
195 lleo < cooM7cay(7o) 7(7o) {(204)*0 if 1< 20 < /2.
Using (6.30)) with g, instead of f, we get, for some positive constant C, s,
P (||Gnp| " Ms,_,(95)| > 8) < exp (—6Clas|Gnpla™™).

Taking the log, dividing by b2 and letting n goes to infinity in the latter

inequality, we get (6.43) and then (6.36)).

Lemma 6.5.4 Under the Assumptions of Theorem |6.4.1, we have

lim sup ilogIP (‘Vz(n) — E;“b(f)‘ > 5) = —00,

where
B = 3 2w A@ )+ 5 2 (i (@ @ @)
0<e<k O%Ek
:= Hs(f) + He(f)

Using (6.69)), we get :
Va(n) = Vs(n) + Vs(n), (6.44)
with

) =160 3 3 et (R ) (X)),
1€Gn—p 0<U<k<p
p—k—1

Vé(n) — |Gn|—1 Z Z Z 2P—Z+r Qp—l—(r-i—k) ((Qrfk ®sym Qk—l-‘r"‘ﬁ)) (Xl)

i€Gn_p 0<t<k<p 7=0
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Part I

First, we prove that
) 1
III?ELSOI:p b log P (|Vs(n) — He(f)| > 26) = —oo0. (6.45)
We have Ve(n) — Hq(f) = [Go_pl ™ M, (Hon(F) — Ha(f)), where

Hﬁ,n(f): Z hg,zl),r 1{7‘+k<}7} and H6(f): Z hk,l,'r:

0<¢<k 0<e<k
7>0 720

with
h;:é)’r _ gr—t Qp—l—(r—}—k) ((Qrfk ®eym Qk—e+rﬁ)> and
Bigr = 27" <,U, (Qrfk Qsym Qkfurfz» .
Using and (6.5)), we have
Papr| + |hY3 | < 262 M2t oh=te2r, (6.46)
Let rq large enough such that
2¢2, M* ST 2tk <, (6.47)
0<t<k

r>0
kVr>rg

We set g, = D<ok, r>o, kwgm(hw’T — hg e ). Using (6.46)), we have, for n going
to infinity in such a way that p > rq,

[Vo(n) = Ho(P)| < |Gl | Mo, (05)| + 2 M® 3 27 a" 447, (6.48)

0<L<k
r>0
kVr>rg
From (/6.47)) and (/6.48)), to get (6.45)), it suffices to prove that
. 1 -
hinj:.}pbjlogp (‘ Grp| T Mg, (gp)‘ > 6) = —00. (6.49)

Using (/6.2)) and (6.5)) twice, we have, for some positive constant c,,
195]l00 < 2cacg, M?(ro) 07,

where
(2a)™™ if2a<1
T _=
7(ro) {rg if 20 > 1.

Using (6.30]) with g, instead of f, we get, for some positive constant C, s,
P (||Gnp| " Ms, ,(g)| > 8) < exp (—6°Clas|Gnpla™™).

Taking the log, dividing by b2 and letting n goes to infinity in the latter

inequality, we get and then ([6.45)).
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Part 11
Next, with the finite constant Hy(f) defined by :

Hs(f) = > 274w, /O f),

0<t<k
we prove that
1
lim sup = log P (|Vs(n) — Hs(f)| > 26) = —o0. (6.50)
n—o0 n
We set
Hsn() = 3 hiilgcgy, and HP ()= 3 heelges,
0<t<k 0<t<k
with

hg’}) =2tgr "t (fk Qkflfe) lig<py and  hgp = <,Lb, fe Qkizfe>~
We have the following decomposition :
Va(n) — Hs() = |Gnop| " Me,_, (Hsn(F) — HE'()) + (HP(F) — Hs(D)) -
Using and (6.5)), we have
IRD|+ [heel < 2c2Matf27",

which implies that lim, . |[Hs(f) — H(f)| = 0. As a result, to get (6.50), it
suffices to prove that

liin_il.}p b12 log P (‘|Gn_p|_1MGn7p <H5,n(f) - Hén}(f))‘ > 5) = —o00. (6.51)

Setting g, = Hs»(f) — HI(§), we have, using (6.2) and (6.5) :

1golleo < 2P if2a<1
Ielloo = copa? if 1< 20 < /2,

for some positive constant c,. Finally, (6.51), and then (6.50), follows by
applying to g, instead of f and by taking the log, dividing by b2 and
by letting n goes to infinity. As a direct consequence of and Lemmas
16.5.2), [6.5.3| and [6.5.4], we have the following result.

Lemma 6.5.5 Under the Assumptions of Theorem |6.4.1, we have
] 1 su
limsup - log P (IV(n) = =*°(f)| > §) = —o0
We can now state the following result.
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Lemma 6.5.6 Under Assumptions of Theorem we have that
b 1A, (f) satisfies a moderate deviation principle with speed b2 and rate

function I defined in (6.8).

Since p < n/2, we have for all 1 € G,_,,

1Ani(F)] < 2027277 < C,

where C is a positive constant. This implies that A,(f) is a martingale with
bounded differences. Using the result of Dembo [20] (see also Djellout [23] and
Puhalski [57]), we get the result from Lemma [6.5.5

6.5.5 Completion of the proof of Theorem [6.4.1].

Finally, using the decomposition (6.54) and the results of sections [6.5.2]
[6.5.3] and [6.5.4], we deduce Theorem [6.4.1]

6.6 Proof of Theorem 6.4.3

6.6.1 A quick overview of our strategy

Let (pn,n € N) be a non-decreasing sequence of elements of N* such that, for
allA>0:

n<m, limp,/n=1, Ilim n?227""? =0
and  lim n—p, — Alog(n) = +oo0.

When there is no ambiguity, we write p for p,. From (6.14)), we can choose
P, =n—n% a € (0,1). Let us consider the sequence f = (f,,£ € N) of elements
of By(S) which satisfies the Assumption (6.3.2)) (and then Assumption
uniformly, namely :

Q*(fo)l < Ma"co, and  [Q"(fy)] < MBnac (6.53)

It follows from (|6.53)) that there exists a finite constant ¢; depending only on
{aj,j€ J}suchthat forall£e N, n €N, jo € J

fol € Moo, |fel < Mcoo, | {p
fol < Mcwo, |> 07R;(fo)| < 2Mess

jeJ
and | Rj,(fr)] < csMce.
We recall that :
Nuo(F) = An(f) + Ro(n) + Ru(n), (6.54)
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with
n—pn—1 .
Ro(n) = |Gu| % Y. Mg, (fas) and Ri(n)= 3 E[N.:()|F].
k=0 1EGn—pn

Let (b,)nen be a sequence elements of N such that :

b,
— 0

/n‘Gn’ n—00

Our goals will be achieved if we prove the following :

b, — and

1 g

V6> 0, lim oo logP(|b, n M Ryn)| > 6) = oo (6.55)
1 g

¥ >0, lim - logP(b,'n 2 Ry(n)] > 8) = —oo; (6.56)

b 'n"Y2A,(f) satisfies a MDP on S with speed b2 and rate function 1.
(6.57)

6.6.2 proof of (6.55)

We follow the same lines of the proof of (6.18) with 2a® = 1. First, using
Chernoff inequality, we have

P (b;ln’l/zRo(n) > 6) < exp (—)\bnélGnﬁnw) E

k=0

€Xp (Anzp: MGk(fﬂk))] :

Next, taking A = % and doing the same thing for —f instead of f, we
get

b26°n|G,|

P (|b;*n"'?R §)[<2 —n P,

(1657 Rafm)| > ) | < 2exp (— =M=,

Finally, taking the log, dividing by b2 and letting n goes to infinity, we get the
result.

rem We have the following version of Remark when 2a2 =1 :
6°n|G, | >

4| 113 M?(1 + a)?*(n — p)
(6.58)

P (Gompl M, (] > 60 < 23 -

6.6.3 proof of (6.56))

With g, = S0_,27~¢QP~*f,, and using the definition of R;(n), we have for
allo >0

P (ez Ra(n)| > 6n*/2) = P (1Gnpl ™Mo,y (ap)| > 580 ?(GplGal72).
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So according to (6.53)) , we have :

195ll0 < CooCa |Gy,

By applying (6.58) to g, and b,6n'/?|G,||G,|"*/? and using the fact that
202 = 1, we have :

b28°n
P(|b: R snl?) <2 — n .
(| n Fa(n)] > on ) = <8xp < 4c2 2 M*(1 + a)?(n — p)>

So taking the log and dividing by b2, and letting n goes to infinity, we get the
result.

6.6.4 Proof of (6.57) : Moderate deviations principle for
b, 'n 2 An(f)

First we study the bracket of n™2 A,,(f) given by n 1V (n), where V(n) is defined
in (6.31]). We have the following result :

Lemma 6.6.1 Under the assumptions of Theorem[6.4.3, we have
. 1 1
limsup_— logP (]n Ry(n)| > 5) = —00.

Recall the definition of Ry(n) and g, given in (6.33). So according to ([6.53)
and using 20 = 1, we have ||g,|l0 < ¢, ¢2M?|G,|. This implies that

Therefore, Ry(n) is upper-bounded by a deterministic sequence which goes to
0. According to Remark we get the result.

Lemma 6.6.2 Under the assumptions of Theorem |6.4.3, we have

n—oo b2

1 :
limsup - log P (|n_1V1(n) — ()| > 5) — —o0.

Recall the decomposition of V;(n) given in (6.34) and the definition of T (f)
given in [6.11] The proof is divided into two parts.

Part I

First we prove that
. 1 B
llinﬁs;}palog]? (|n Va(n)| > 5) = —o0.
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Indeed we have

p ~,
n"Ws(n) = [Gnp|'n " M, (gp), where g, =3 27°Q"(f)).
£=0

Since the sequence § = (f,,£ € N) satisfies (6.5]), we have ||g,||o < 4cZ,. This
implies that |[n 'Vi(n)] < 42 n~!'. So n 'Vi3(n) is upper-bounded by a
deterministic sequence which goes to 0. Then applying the remark to
n~*Vs(n), we get the result.

Part II

Next, we prove that

lim sup b—z log P (|n Wu(n) — ZH(T)| > 6) = —o00.

Recall Hy ,(f) and f , defined respectively in (6.37)) and (6.13). For k,4,7 € N,
we consider the following C-valued functions defined on S? :

Faer = (Z R ) Beym (Z oIt R ( m). (6.59)

jed jeJ
Recall that 20% = 1. We set Hypn = Y20 150 f_zﬁ) 1{e+kepr With
h(n) = 2kt gk Qp=1=(HR) (7, , ) = 276 QPRI (F, ).

For f € By(S), recall f defined in (6.4). Then we have h{}) — () = hjj +hy7 +
hZ’,f, where

hz,k:;l = 2k_egp_1_(l+k)P(Qk,fk ®sym Qk,fk))

hey, = 257 QP T ERP(QF fi @gym @ (D Ry(f1)))

jeJ
hee = 2870 QP T ERP(QM(Y R;(fi) ®eym Q53 R;(fi))).
jeJ jeJ
This implies that
n_l|Gn—p|_1MGn7p(H4,n(f)_FI4,n(f)) = n_1|Gn p| ' Z Z Z h’ 1{l+k<:ﬂ}'

UEGH_p 1=1£>0;k>0

Using Assumption [6.3.2, (6.5) and the fact that the sequence (B¢, k € N) is
decreasing, we can upper bound each function |k;%], 4 € {1,2,3}, by C2 *B;.
This implies that

p—1
7Y Gop| M, (Han(F) — Han()| < Cn 1Y B (6.60)
k=0
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We set

H = > heplperecyy With g =250, P(foek))-
£>0:%20

Using Assumption and (6.5]), we get

—(n) 1 p—1—(L+k) 1 p—1
REY — hep| <27 <\/§> IP(feer)llo < C (\@) (

This implies that

7Y G p| M, (Han(f) — HI ()| < O (6.61)

Sl

Finally, from [6], we have

lim |n " Hy(F) — 25 (f)| = 0. (6.62)

n—0oo

From (66.60)), (6.61]) and (6.62), we conclude that |n~=*V,(n) — S5 (f)| is upper-
bounded by a deterministic sequence which goes to 0. Therefore applying the
remark to n~1Vy(n) — BFH(§), we get the result.

Lemma 6.6.3 Under the assumptions of Theorem|[6.4.3, we have
1 :
limsup — log P (]n’lVg(n) — B ()] > 5) = —00.

Recall the decomposition given in ([6.44). Then following the lines of the proof
of Lemma [6.6.2, we prove that

i 1 _
llleﬁsoljpb—zlog]P’ (|n Ws(n)| > 5) = -0
1 :
and limsup - log P (\n’l%(n) — 2| > 6) = —00

and the result follows. As a direct consequence of (6.31) and Lemmas [6.6.1]
16.6.2] and [6.6.3, we have the following result.

Lemma 6.6.4 Under the assumptions of Theorem |6.4.3, we have
: 1 crit
lim sup - log P (|V(n) — Z*(f)| > §) = —oo.
n—r0o0 b,’z,L

Next, contrary to the sub-critical case, we need to check the exponential
Lindeberg condition and Chen-Ledoux type condition, that is conditions
(C2) and (C3) given in Proposition [6.8.4 Indeed, in the critical case, the
martingale n"2A,(f) does not have bounded differences in such a way that
Lemma [6.6.4] is not longer sufficient to get the moderate deviations principle
of n_%An(f). In order to check exponential Lindeberg condition, we have the
following exponential Lyapunov condition which implies the exponential
Lindeberg condition.
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Lemma 6.6.5 Under the assumptions of Theorem[6.4.3, we have

. 1 _ on
llxglﬁsoljpbzlog]P( %: 2E[ L) ]]-‘] bz) =—-00 V§>0.
n 1EGn p
For all = € G,_,, we have
p ~
E[An()'1F] < 160+ 127" ) B, [Me, (f)*],  (663)

£=0

where we have wused the definition of A,;(f), the inequality
(Che ak)4 < (r+1)*3Y;_,a; and the branching Markov property. Using
and (6.5), we can apply Theorem 2.1 given in [7] with 2a® = 1 to get
Ex, [MG ,(F)% < Cp*2%P-8. The latter inequality and (6.63) 1mp1y that

b2

m > n R [AL(DHF] < Cnf2 i (n ). (6.64)

iCGn_p

From (/6.52)), we have

lim n®2 "7 (n"'82) = 0. (6.65)

n—oo

Finally, the result of the Lemma follows using (/6.64)), (6.65) and Remark [6.8.1]
For Chen-Ledoux type condition, we have the following result.

Lemma 6.6.6 Under the assumptions of Theorem[6.4.3, we have

11msupb—210g <|G | sup Pg, <|An,i(f)| > bn\/ﬁ)> —_

For all 1 € G,,_,, using (6.16) we have
Pz, (|8ni()l > bav/n) < Pz, (INas(D| > bav/n/2)
+ ]P)]:i (“EXz [Nn,i(f)] | > bn\/ﬁ/2>
with N, ;(f) defined in (6.6). Following the proof of ([6.26]), we get

(6.66)

P (100> %) = (|52 e, ol > 25

{=0 2
2
< Cexp ( - Cb”‘(i"”m).

Next, for all A = Cb,1/n|G,| (p|G,|) !, we have

P (B () > 5 ) = P (320 ) > WM)

2

Abyy /|Gy, p .
< exp (- VT By | exp (MY 2@ (f)(X0)) |
£=0
2
< Cexp ( - Cbn|((;n—p|n>’
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where we used (6.67)) and the branching Markov property for the first equality,
Chernoff bound for the first inequality and (6.2)) for the last inequality. Doing
the same thing for —f instead of §, we get

b/

2

_ Cbi|GnP|n>

P ([Ex, [Nns()] | > ;

) <2C exp (
From the foregoing, we get, using (6.66)),

CH2|G, ,|n
’(G?n’ S(I?p ]P)]:i (‘An,l(f)’ > bn\/ﬁ) <C ‘Gn’ P < a n‘pp‘>
IS n—p

Finally, taking the log and dividing by b2 in the latter inequality, we get the
result of Lemma [6.6.6] We can now state the following result.

Lemma 6.6.7 Under the assumptions of Theorem we have that
n~Y2b AL (f) satisfies a moderate deviation principle with speed b2 and

rate function I defined in (6.8).

Applying Theorem 1 in 23| (a simplified version is given in Proposition [6.8.4)
to the martingale differences n"/2A,, ;(f), the proof follows from Lemmas|6.6.4
[6.6.5 and 6.6.6]

6.6.5 Completion of the proof of Theorem [6.4.3]

Finally, using (6.54), (6.55)), (6.56) and Lemma [6.6.7, we deduce Theorem
6.4.3.
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6.7 Numerical studies

For our numerical illustrations, we consider a BMC (X,,u € T) living in
0, 1], with transition P = Q ® Q given by

(1-9)? v’ (1-y)

o Y

T,y € [0,1],

with B(e, ) the normalizing constant of a standard Beta distribution with
shape parameters o and B. For simplicity, we choose Xy such that
L(Xy) = Beta(2,2), where Beta(2,2) is the standard Beta distribution with
shape parameters (2,2). Now, one can prove that this process is stationary, it
has an explicit invariant density : the standard Beta distribution with shape
parameters (2,2). One can also prove that
E[Xuw| Xy = E[Xu1|Xy] = Xu/5 + 2/5, (for more details, we refer e.g. to
[56]). Now, it is not hard to verify that this process satisfies our required
assumptions. In particular, using for example Theorem 2.1 in [45], one can
prove that Assumption is satisfied with @ = 1/5. We are thus in the
sub-critical case. First, we will illustrate Theorem (and more precisely
Corollary with the sequence f = (£,0,0,...) and the function f(z) = z.
In this case, we have the following exact results :

wfy=5, Qf@)=5"=—3) Vk=0, Tc(f)=6/115
and 1'((5):g52
12

Next, we will illustrate that the range of speed considered in the critical case
does not work in this example. For that purpose, we simulate B = 50000
samples (X() = (X{9) u € Gia),s € {1,...,B}) of the bifurcating Markov
chain at the n-th generation, with n = 12. For each sample X(*), we compute
bglNr(:%(f) = b0;YG,|7Y2 Sy, (XS — 1/2). Finally, for different values of § >
0, we compute b;2log(B~1 8 | 1{‘b;1N(S%(f)‘>5}). This allows us to get empirical

values of the rate function. Next in the same graph, we plot the true rate
function and the empirical rate function. As we can see in Figure [6.1], the
empirical rate function fit well exact rate function, except in the last figure
where the empirical rate function is near to 0 since the speed considered is
not valid for the subcritical case, but only for the critical. We also stress that
the differences observed between empirical and exact rate functions can be
explained from the fact that the sample size is not large enough.
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rate function for the MDP of rate function for the MDP of
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FIGURE 6.1 — Exact and empirical rate functions for the moderate deviation
principles of |G, |"¥/2b,* Mg, (z — 1/2)..

In the first three figures, one can see that empirical rate function fit well the
exact rate function. The differences can be explained from the fact that the
sample size is not large enough to generate enough large deviation events. In
the last figure, one can see that the empirical rate function is reduced to 0. This
is due to the fact that the speed considered here is valid only in the critical
case, not in the subcritical case.
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6.8 Appendix

The following Remark is used in the proofs of Lemmas|6.6.2}(6.6.3|and [6.6.1]

Remarque 6.8.1

We assume that (S,d) is a metric space. Let (Zy,),.y be a sequence of
random wvariables valued mn S, Z a random variable valued in S and v,
a rate. So if d(Z,,Z) is upper-bounded by a deterministic sequence which
converges to 0, then, for all sequence (v,,n € N) converging to oo, Z,
converges v,- supererponentially fast in probability to Z, that is for all
0 >0,

lim sup 1]1 log P (d(Z,,Z) > §) = —o0.
n—oo n

The following result is known as Azuma-Bennett-Hoeffding inequality
[Azuma, 5, 46)|.

Lemma 6.8.2 Let X be a real-valued and centered random variable such
that a < X <b a.s., with a < b. Then for all A > 0, we have

A2 (b — a)2> |

E [exp (AX)] < exp < 5

We have the following many-to-one formulas. Ideas of the proofs can be found
in [43] and [7].

Lemma 6.8.3 Let f,g € B(S), z € S and n > m > 0. Assuming that all
the quantities below are well defined, we have :

Eo [Mc, (f)] = [Ga| Q" f(2) = 2" Q" f(a), (6.67)
B, [Mo,(f7] = 2" @(2)(@) + X 27+ @ ((@"f @ Q1)) (=),

R (6.68)

E, [ M, (f)Me,.(9)] = 2" Q™ (92" ™ f) (2) (6.69)

3 grek gkt ((Q*9 ®uym Q1)) ().
k=0

We recall here a simplified version of Theorem 1 in [23]. We consider the
real martingale (M,,n € N) with respect to the filtration (#,,n € N) and we
denote ((M),,n € N) its bracket.

Proposition 6.8.4 Let (b,) a sequence satisfying

N

such that c¢(n) := +/n/b, is non-decreasing, and define the reciprocal
function c¢71(t) by

b, 1s increasing, b, — 400, — 0,

¢ '(t) := inf{n € N: ¢(n) > t}.

Under the following conditions :
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(C1) there exists @ € R such that for all 6 > 0,

limsupblzlog <IP’ <‘Wn>n -Q| > 6>> = —00,

n—r00
1
(C2) liszrupb—zlog (n esssup P(|Mp — M| > bn\/ﬁ"ﬂk_l)> = —00,
n—-+0oo n

1<k<c (bnt1)
Hk_1> > 5>> =
—00

(Mn/(bn\/ﬁ» . satisfies the MDP in R with the speed b2 /n and the rate
z

2Q°

Remarque 6.8.5

For alln > 1, we set m, = M, — M,_,. Note that, in Proposition if
the sequence (my)n>1 15 uniformly bounded, we recover a simplified version
of the result of Dembo [20] and if the sequence (my),>1 15 bounded by a
deterministic sequence, we recover a simplified version of the result of
Puhalskiz [57].

(C3) for all a >0 and for all 6 > 0,
) 1 12
lim sup — log (IP’ <n > E <|Mk — Mk_1|21{|Mk—Mk_1\2aﬁ}

2
n—00 bn =1

function I(z) =
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