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Résumé

Cette thèse présente quelques contributions à la modélisation des séries temporelles, no-
tamment dans le développement de modèles de gestion de portefeuille. Nos travaux mettent
en évidence le phénomène de Corrélation Breakdowns. Ce phénomène se matérialise par une
convergence soudaine de la corrélation entre les rendements des actifs. En particulier, cet ef-
fet apparaît pendant les périodes de crises financières, mais parfois aussi au cours de périodes
d’euphorie des marchés financiers.
Afin de mesurer et de gérer les risques de marché, les analystes financiers tiennent compte de
la variabilité et de la corrélation des rendements des actifs détenus dans leurs portefeuilles.
L’une des difficultés qu’ils rencontrent pour ce faire, est qu’en période de volatilité accrue des
marchés, les corrélations entre les rendements des actifs peuvent différer sensiblement de celles
observées sur les marchés plus calmes. Le problème de la "Corrélation Breakdown " pendant
les périodes de plus grande volatilité est bien connu.

Dans un premier temps, nous nous sommes penchées sur la modélisation de la volatilité variant
dans le temps et des corrélations conditionnelles des séries temporelles multivariées. Nous avons
réalisé la modélisation de la volatilité variable dans le temps des séries chronologiques univa-
riées en utilisant des GARCH multivariés (volatilité stochastique), dans le but de proposer un
moyen de mesurer les périodes des chutes hétérogènes de la dynamique de la matrice de cova-
riance du modèle GARCH. Le modèle ARCH peut nous donner des corrélations plus stables en
négligeant l’hétéroscédasticité. L’ensemble des résultats est basé sur la procédure d’estimation
du Maximum de Vraisemblance mis en œuvre sur des données réelles du CAC40, des secteurs
de la chimie et de la pharmacie. Dans un second temps, nous nous sommes interrogées sur les
stratégies d’anticipation d’un changement de corrélation. Nous avons donc réalisé un problème
d’optimisation qui consiste à trouver des solutions en respectant des contraintes qui maximisent
le rendement d’un portefeuille et minimisent le risque. En outre, nous nous sommes intéressées
à l’impact des anticipations d’une rupture de corrélation dans un portefeuille optimal en maxi-
misant le ratio Sharpe.

Mots-clés : Économétrie Des Corrélations Breakdowns, Optimisation Quadratique Convexe,
Les Série Temporelle : Les Modèle ARCH GARCH, Les Modèle à Corrélation Dynamiques
Conditionnelles (DCC), Diversification des Portefeuilles optimaux.
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Introduction Générale

Nos travaux mettent en évidence le phénomène de corrélation Breakdowns. Ce phénomène
se matérialise par une convergence soudaine de la corrélation entre les rendements des actifs.
En particulier, cet effet apparaît pendant les périodes de crises financières, mais parfois aussi
au cours de périodes d’euphorie des marchés financiers. Ce phénomène a pour conséquence de
réduire l’effet de diversification des portefeuilles, justement au moment où l’on en a le plus
besoin. En outre, la connaissance de ruptures de corrélations entre les actifs est fondamentale
pour les autorités du fait de ses implications pour la stabilité des marchés financiers.

Les corrélations Breakdowns sont ainsi des convergences imprévues ou encore soudaines de
la corrélation entre les rendements des actifs. Nous pouvons aussi dire que c’est un changement
imprévu dans les corrélations de la structure des actifs financiers.

L’effet Breakdown apparaît le plus souvent durant les périodes de crises financières. Cepen-
dant, il a été prouvé que cet effet peut également subsister en période d’euphorie du marché.
Pour les investisseurs qui cherchent des protections contre le risque via la diversification de
leurs portefeuilles, il s’agit alors de déterminer l’importance de la Corrélation Breakdown et
d’analyser l’effet introduit sur le marché, afin de maximiser leurs gains en minimisant le risque
qu’ils encourent.
En effet, nous savons que le risque d’un portefeuille peut être mesuré par la variance de sa
rentabilité selon Markowitz (1952)[143], et que les investisseurs préfèrent bien entendu un ren-
dement supérieur qu’un rendement faible pour un niveau de risque donné.

Les autorités monétaires sont également attentives au lien entre volatilité et corrélation. De
toute évidence, la Corrélation Breakdowns pendant les périodes de turbulences sur les marchés
financiers pourrait conduire les décideurs à réévaluer la position de la politique au regard du
changement apparent dans les corrélations. Pour pouvoir parler de la Corrélation Breakdowns,
on doit d’abord définir le risque et le procédé par lequel on le mesure sur le marché financier.
Par ailleurs, il est aussi important de déterminer pourquoi la value-at-risk (VaR) est une notion
utilisée généralement pour mesurer le risque de marché d’un portefeuille.

L’objectif de notre travail de recherche est de construire un modèle, permettant de minimi-
ser les risques en période de crise financière. Pour ce faire, notre modèle doit prendre en compte
les ruptures de corrélations (Corrélation Breakdown) entre les actifs financiers afin de minimiser
les coûts et maximiser les gains des investisseurs. Le modèle doit permettre à terme de réduire
l’effet sur la diversification des portefeuilles, à partir des modèles à changement de régime, et
ainsi de déterminer le rôle des anticipations de ruptures de corrélations sur la dynamique du
marché.

Les chercheurs se sont intéressé sur à la structure des corrélations. Bertero, Mayer (1987)[16],
King et Wadhwani, (1990)[125], ont montré notamment qu’il y a eu une augmentation de la
corrélation des rendements des actions au moment du crash boursier de 1987.

En examinant les liens entre les marchés boursiers internationaux grâce à la mise en place
d’un modèle GARCH multivarié, King et Wadhwani (1990)[125], ont par ailleurs conclu que
la prise en considération des variables économiques ne permet pas d’expliquer la variation des
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Introduction Générale

corrélations, et que ces variables sont incapables de faire ressortir des preuves de leur causalité
à la suite d’une augmentation de la corrélation.

Calvo et Reinhart (1997)[51], ont apporté des preuves des changements de corrélations associés
à la crise mexicaine de 1994. En outre, Baig et Goldfajn (1999)[17], ont trouvé une augmenta-
tion de corrélations sur plusieurs marchés et devises asiatiques pendant la crise est-asiatique de
1997. Falbo et Grassi (2011)[77] ont montré que le modèle d’évaluation est cohérent en ce qui
concerne l’hypothèse selon laquelle des agents rationnels (un agent rationnel est un agent qui
agit d’une manière lui permettant d’obtenir le plus de succès possible dans la réalisation des
tâches qu’on lui a assignées), modifient correctement leurs estimations de la variance et de la
covariance des rendements des actifs, anticipant la demande excédentaire du marché.

Les changements dans les corrélations étudiées, impliquent que la distribution conjointe des
rendements des actifs entraîne des modifications dans les périodes de volatilité qui ne peuvent
être justifiées. Bien que le comportement des rendements des actifs est régi par un processus
inchangé, on pourrait s’attendre à une relation entre la volatilité et les mesures de corrélation.
En effet, un modèle d’actif traduit simplement le fait que la normale bi-variée peut expliquer
pourquoi les périodes d’augmentation de la volatilité seront également associées à des périodes
relativement élevées de corrélations. La pertinence et l’implication majeure de ce résultat dans
les domaines de l’économie et des finances n’a pour autant pas été étudiée récemment (Ronn
(1995)[164], Boyer, Gibson et Loretan (1999)[15], Forbes et Rigobon (1999)[78]).

Ainsi nous démontrons ici qu’une partie importante des changements dans les corrélations
au fil du temps - y compris celles qui ont eu lieu à l’automne 1998 – peut ne refléter rien de plus
que l’effet prévisible des différences de volatilités dans l’échantillon sur les corrélations évaluées,
plutôt que des ruptures dans le processus de génération de données pour les rendements des
actifs.

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’impact sur les marchés financiers des Cor-
rélations Breakdowns, ainsi que les possibilités de modélisation et d’anticipation
de ces phénomènes.

Par ailleurs, nous examinerons les implications entre les mesures de volatilité et la corréla-
tion des risques dans le but de déterminer une stratégie pour gérer les Corrélations Breakdowns
dans les portefeuilles d’actifs financiers. Nous analyserons aussi le fait que l’augmentation de la
volatilité des rendements matérialise la même chose que l’augmentation des corrélations, afin
de déterminer les résultats de la Corrélation Breakdown entre deux actifs pour analyser l’effet
introduit dans un marché financier. Enfin, nous étudierons un modèle qui mettra en évidence
l’influence directe sur la variance et la Corrélation Breakdown des rendements des actifs.

Notre travail de thèse se compose au final de quatre chapitres :

Dans le Premier Chapitre nous nous intéressons dans un premier temps plus précisément
à la définition et aux limites du coefficient de corrélation. Nous observons en particulier que ce
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coefficient ne constitue qu’une mesure incomplète de la liaison entre des variables. Nous étu-
dions d’autres mesures possibles : Campa et Chang (1998) ont par exemple suggéré l’utilisation
de la corrélation implicite plutôt que de la corrélation historique. Dans un deuxième temps,
nous réalisons une synthèse de la littérature sur le rôle de la corrélation dans le cadre de la
composition de portefeuilles. La notion de corrélation est au cœur de l’estimation des modèles
de risques. Nous introduisons alors la notion de rupture de corrélation. Les travaux empiriques
sur le sujet montrent que la corrélation entre les actifs est au cœur de la gestion de portefeuille.

Dans le Deuxième Chapitre, nous effectuons une synthèse de la littérature afin de dé-
terminer comment prendre en compte les ruptures de corrélation dans les modèles de risque.
Les corrélations sont des intrants essentiels pour bon nombre des tâches courantes de la gestion
financière. Les couvertures nécessitent des estimations de la corrélation entre les rendements
des actifs de la couverture. Si les corrélations et les volatilités changent, le ratio de couverture
doit alors être ajusté pour prendre en compte les informations les plus récentes. De même, les
produits structurés tels que les options arc-en-ciel conçues avec plusieurs actifs sous-jacents ont
des prix sensibles à la corrélation entre les rendements sous-jacents.

Une prévision des corrélations et des volatilités futures constitue la base de toute formule de
tarification. L’allocation d’actifs et l’évaluation des risques reposent également sur des corréla-
tions, mais dans ce cas, un grand nombre de corrélations est souvent requis. La construction
d’un portefeuille optimal avec un ensemble de contraintes nécessite une prévision de la ma-
trice de covariance des rendements. De même, le calcul de l’écart-type du portefeuille actuel
nécessite une matrice de covariance de tous les actifs du portefeuille. Ces fonctions impliquent
l’estimation et la prévision de grandes matrices de covariance, potentiellement avec des milliers
d’actifs. (Robert Engle July 1999).

La littérature a considéré deux ensembles de modèles de risques, selon que la situation est
considérée comme «normale» ou «critique». Les modèles à changement de régime de Markov,
avec une matrice de corrélation différente selon le régime, ont été retenus dans la littérature
(Angand Bekaert (1999), Chesnay et Jondeau (2001). Nous cherchons également à explorer
d’autres spécifications (modèles MVGARCH par exemple).

Dans le Troisième Chapitre, nous nous intéressons à la prise en compte du phénomène
ARCH dans les modèles de corrélations breakdowns (, Kaplanis (1988), Bertero et Mayer (1989),
King et Wadwhani (1990), Lee et Kim (1993), Bektros et A. Georgutsos, EUI Working Paper
MWP 2009/18, Jin X. et J.M.Maheu (2014)). Il existe très peu de littérature sur le sujet, mais
en général, les auteurs supposent que la dynamique de la volatilité est régie par une spécification
de type MGARCH. L’objectif de ce chapitre est de proposer un moyen de prendre en compte les
périodes de chutes hétérogènes de la dynamique de la matrice de covariance du modèle GARCH.

Dans le Quatrième chapitre, cœur de notre travail de thèse, nous abordons le sujet des
ruptures de corrélation d’un point vue quelque peu différents au travers de la prise en compte
des anticipations de ruptures de corrélation. Deux approches sont retenues.

Dans un premier temps, nous nous interrogeons sur les stratégies d’anticipation d’un chan-
gement de corrélation et l’effet de la rupture de corrélation dans un modèle de gestion de
portefeuille. L’optimisation joue un rôle très important dans plusieurs domaines d’application
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en finance : les investisseurs dans le secteur financier cherchent à minimiser le risque qui s’ac-
croît avec le rendement espéré. Nous proposons un modèle qui possède la même structure de
Falbo et Grassi (2011), mais avec une méthode de résolution différente qui est un problème
de programme mono-objectif. Le modèle est implémenté sur le logiciel CPLEX avec le langage
c++. Nou avons effectué des simulations sur neuf actifs à fréquence quotidienne du CAC40 de
2000 à 2019, du secteur Chimie et Pharmacie de 2010 à 2019, afin de calculer, pour chaque
paire de titres, la corrélation puis de prévoir l’existence ou non d’une rupture de corrélation.
On observe que les contraintes du modèle donnent le choix de chaque pondération sur chaque
titre donnée. Aussi, si le coefficient de corrélation change, il y aura des évolutions remarquables
sur la valeur de l’optimalité, nous précisons si le modèle peut nous donner la date exacte de
changement de la corrélation. Le modèle montre une rupture de corrélation lorsque les corréla-
tions se font à la hausse. Et inversement, lorsque l’état est stationnaire, il n’y a pas de rupture
de corrélation.

Dans un second temps, nous nous intéressons à l’impact sur le marché des anticipations des
investisseurs d’une rupture de corrélation dans le portefeuille optimal. Dans ce cadre, nous ap-
puyons notre analyse sur le modèle développé par Falbo et Grassi (2011, 2015). Ce modèle a
pour objectif d’étudier, par le biais de simulations, la dynamique d’un marché financier dans le
cas où les agents anticipent une rupture de corrélation entre les actifs. Nous nous sommes inté-
ressée à un modèle qui porte sur l’impact d’une rupture de corrélation sur la dynamique d’un
marché financier, afin de déterminer comment anticiper l’apparition d’une chute de corrélation
dans un portefeuille optimal. L’objectif de notre travail est de construire un modèle prenant
en compte des ruptures de corrélations entre les actifs financiers et permettant de minimiser
les risques en période de crise financière. Ainsi, nous avons implémenté à l’aide du logiciel
MATLAB ce modèle mathématique. Nous avons réalisé des tests et des simulations montrant
que lorsque la corrélation augmente, le point d’optimalité diminue (on associe à chaque niveau
de risque, la rentabilité espérée la plus élevée). Ainsi, étant donné le rendement d’un actif, il
devient facile de déterminer le point de tangence du Ratio Sharpe pour obtenir le portefeuille
le plus efficient sur la base du rendement sans risque. La méthode de Newton, selon laquelle
le portefeuille à risque optimal est le portefeuille représentatif du marché dans son ensemble,
nous fournit une solution optimale rapidement.
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Chapitre 1
Le rôle de la corrélation dans le cadre de la

composition de portefeuilles

1.1 Introduction

Le problème de chaque investisseur est de chercher le portefeuille maximisant son gain. La
gestion du risque est une procédure qui vise à connaître et à maîtriser le risque inhérent à
l’activité d’une entreprise.

Les crises boursières sont anciennes, la considération du risque sur les marchés financiers et
sa modélisation, sa mesure et sa gestion sont pourtant plus récents. Les crises des années 90
pourraient expliquer le besoin qui s’est fait ressentir à ce moment de s’intéresser plus rigoureu-
sement au risque avec notamment la mise en place du Comité de Bâle permettant de réguler
les activités des institutions financières. La corrélation entre les rendements est une mesure
de la force de relation entre deux actifs. L’évolution des rendements des actifs financiers est
caractérisée par une corrélation entre les actifs et la covariance entre les actifs est donc non-nulle.

Un gestionnaire de risque a comme objectif de connaître et gérer un risque futur. Aujour-
d’hui’hui, la gestion des risques est une activité incontournable des entreprises et particulière-
ment dans le domaine bancaire et des institutions financières. C’est la raison pour laquelle ces
procédures de gestion de risques se doivent être parfaitement maitrisées. Des organismes inter-
nationaux et nationaux ont pour but de surveiller et de contrôler la gestion du risque au sein
des établissements bancaires. Plusieurs crises financières montrent encore que cette gestion des
risques n’est pas toujours parfaite maîtrisée. Les marchés financiers se complexifient davantage
et la gestion des risques doit suivre la cadence.

L’une des problématiques majeures en gestion financière est la détermination du risque fi-
nancier d’un portefeuille d’actifs. Depuis quelques années, la Value at Risk (VaR) s’est imposée
comme l’une des mesures du risque de marché. Le risque de marché représente le risque de perte
financière découlant d’une fluctuation de la valeur des instruments financiers.

La question qui intéresse un investisseur est comment peut on gérer les corrélations dans le
cadre de la composition de portefeuille en découvrant la relation entre le risque et la corréla-
tion, comment minimiser le risque et en même temps avoir le taux de rentabilité le plus élevé ?
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Comment calcule-t-on la Valeur à Risque (VaR) ? Quel est le problème lorsque la VaR est uti-
lisée pour mesurer le risque ? Quelle est le rôle de la VaR dans les mesures des risque de marché ?

Dans ce chapitre nous discutons ces questions essentielles pour gérer le risque dans un porte-
feuille. Ce travail est composé comme suit, la première étape sera consacrée à une présentation
de la notion de corrélation et des indicateurs alternatifs sur les marchés financiers. Dans une
deuxième étape on s’intéresse au rôle de la de corrélation en finance de marché et à la me-
sure des risques par l’indicateur de Value-at-RisK (VaR) : définition statistique de la VaR ses
méthodes d’estimation ainsi que ses limites.
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1.2 La corrélation : Définition et indicateurs alternatifs

La corrélation est un lien statistique entre deux variables.
Au sein de la théorie moderne du portefeuille de Markowitz(1952), l’analyse des coefficients de
corrélation a une place très importante. Le mot corrélation prend son origine de corrélation
en latin lui-même issue de coharentia qui signifie cohérence. La corrélation est décrite en sta-
tistique comme une relation entre deux ou plusieurs valeurs et par extension, sur les marchés
financiers, représente la relation statistique entre les rentabilités de deux actifs. La corrélation
est représentée par ce qu’on appelle le coefficient de corrélation. Elle peut être positive ou néga-
tive et prendre des valeurs comprises entre 1 parfaitement corrélées, les deux valeurs évoluent
exactement de la même façon, et -1 inversement corrélées, les deux valeurs évoluent à l’inverse
l’une de l’autre. Les échelles de mesure utilisées doivent au moins être des échelles d’intervalles,
mais il existe d’autres coefficients de corrélation pour traiter d’autres types de données.

Entre les deux, une corrélation nulle signifie que les deux valeurs n’ont absolument aucun
mouvement, de près ou de loin, en commun. Prenons quelques exemples simples : la corrélation
entre le prix des actions et la croissance économique, pour commencer. Ce coefficient de corré-
lation est plutôt compris entre 0 et 1 et même assez proche de 1. . . En effet, le prix des actions
a tendance à augmenter en phase de croissance économique et a tendance à diminuer lorsque
l’environnement économique est moins favorable. Le coefficient de corrélation entre la valeur
des obligations et la croissance économique est inférieure à zéro. Parce qu’elles ont tendance
à diminuer en valeur à cause de la hausse des taux en période de forte croissance alors que la
récession économique provoque généralement une hausse de celles-ci. On notera que la corré-
lation donne une idée de la tendance mais aucune information sur l’ampleur des mouvements.
La corrélation entre deux instruments financiers, mesure le comportement historique d’un ins-
trument financier par rapport à un autre.

Comment s’appuyer sur la corrélation pour diversifier son portefeuille ? la corrélation est un
indicateur très important à prendre en compte dans la construction d’un portefeuille financier
diversifié. Elle permet de comprendre comment ce portefeuille pourrait réagir en cas d’événe-
ments, positifs comme négatifs, sur les marchés financiers. En effet, un portefeuille composé
de titres très corrélés présenterait une diversification très faible. Ce type de portefeuille est
donc susceptible d’être particulièrement fragile dans des contextes où les marchés financiers
réagiraient fortement à la baisse à la suite d’un évènement, qu’il soit économique, politique ou
technique. Il est important de revoir régulièrement dans quelle mesure le portefeuille de titres
est suffisamment diversifié. Veiller à composer son portefeuille avec des titres peu corrélés, c’est-
à-dire avec des comportements différents les uns des autres, passe donc par la prise en compte
des corrélations entre les instruments financiers dans le portefeuille.

Néanmoins, pour une appréhension efficace des éléments influant sur un portefeuille, l’analyse
"humaine" reste indispensable. En effet, si la corrélation reflète les effets sur un portefeuille,
cette mesure ne reste qu’un chiffre et il ne suffit pas à prouver une causalité. On peut avoir
une forte corrélation entre deux actions par exemple sans pour autant que cela ne prouve un
lien dans le temps. De plus, les corrélations passées ne présagent pas toujours du futur et donc
les corrélations qui ont pu être valables dans le passé peuvent changer. Le jugement humain de
ces chiffres reste donc indispensable pour comprendre le sens des relations entre instruments
financiers.
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Le calculer de la coefficient de corrélation linéaire r est le suivants :

r =

∑
(x− x̄)(y − ȳ)√∑

(x− x̄)2
√∑

(y − ȳ)2
(1.1)

On peut calculer deux indicateurs de corrélations, la corrélation de Pearson et la corrélation de
Spearman.

Coefficient de corrélation de Bravais-Pearson

Le coefficient de corrélation de Bravais-Pearson, ou coefficient de corrélation linéaire, permet de
mesure la liaison entre deux variables et donne une mesure de l’intensité et du sens de la relation
de ces deux variables. Il est une normalisation de la covariance par le produit des écart-types
des variables :

ρ =
Cov[X, Y ]√

V ar(X)V ar(Y )
(1.2)

D’ou Cov(X, Y ) désigne la covariance entre les variable X et Y, σX et σY désignent leur écart
type.

La corrélation est estimée par le coefficient de corrélation d’échantillonnage qui est défini par :

r(x,y) =
1

n−1

∑n
i=1(Xi−X)(Yi−Y )√

1
n−1

∑n
i=1(Xi−X)21n−1

∑n
i=1(Yi−Y )

(1.3)

Le coefficient de corrélation de Pearson que nous appellerons désormais corrélation implique
que les deux variables soient au moins mesurées sur des échelles d’intervalles, et détermine dans
quelle mesure les valeurs des deux variables sont proportionnelles les unes aux autres. Le coef-
ficient de corrélation ne dépend pas des unités de mesure utilisées ; par exemple, la corrélation
entre la hauteur et la largeur sera identique, que l’on utilise des mesures en pouces et livres ou
en centimètres et kilogrammes. Le caractère proportionnel signifie une liaison linéaire ; c’est-à-
dire que la corrélation sera forte si les points s’alignent bien sur une droite (de pente positive
ou négative).

Le Coefficient de corrélation de Spearman

La corrélation de Spearman est une méthode symétrique ou les deux variables ont le même
rôle, il a du mal à caractériser correctement l’association entre les variables, il peut nous don-
ner l’évaluation d’une liaison entre deux variables, mais il évalue seulement un lien monotone.
On peut dire que cette méthode est moins spécifique que la régression linéaire simple, puis-
qu’elle n’évalue pas la linéarité mais juste la monotonie. En résumé la corrélation de Spearman
permet seulement de mesurer le degré de la corrélation entre les variables.

Le calcul du coefficient de corrélation de Spearman est basé sur les rangs des observations.
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marchés financiers et cette caractéristique attrayante peut justifier une prime de risque obli-
gataire exceptionnellement faible, c’est-à-dire une valorisation plus élevée des obligations d’État.

Antti Ilmanen évalué la durabilité de l’inversion de la corrélation, pour étudier les facteurs
qui provoquent des co-movements positifs ou négatifs entre les actions et les obligations. Plus
précisément, ils ont examiné la sensibilité des marchés boursiers et obligataires au cycle éco-
nomique, à l’inflation, à la volatilité et aux conditions de la politique monétaire. Les chocs de
croissance économique et de volatilité ont tendance à pousser les prix des actions et des obliga-
tions dans des directions opposées, et donc à provoquer un découplage. Le niveau d’inflation est
également important, car les variations courantes des taux d’actualisation font que les actions
et les obligations sont positivement corrélées à des niveaux d’inflation élevés. Lorsque l’inflation
est faible, les taux d’actualisation sont plus stables et l’incertitude de la croissance domine, ce
qui rend la corrélation entre les actions et les obligations plus faible.

Antti Ilmanen suppose qu’une raison immédiate du changement de signe de corrélation est
le changement de direction de la causalité entre les marchés boursiers et obligataires.

Il existe trois situation de corrélation entre deux titres financiers :

1. Si deux titres sont parfaitement corrélés, la diversification n’apporte rien : le risque du
portefeuille est simplement la moyenne pondérée du risque des 2 titres.

2. Si deux titres sont parfaitement inversement corrélés, alors la diversification est totale et
le risque du portefeuille nul, mais cette situation est rare.

3. Sinon, la corrélation partielle de deux titres permet, si l’on diversifie son portefeuille, soit
de réduire le risque pour un niveau de rentabilité donné, soit d’améliorer la rentabilité
pour un niveau de risque donné.

Comme nous l’avons déjà dit, le coefficient de corrélation (r), représente la relation linéaire
entre deux variables. Si le coefficient de corrélation est élevé au carré, la valeur résultante r2, le
coefficient de détermination représente la part de dispersion commune aux deux variables c’est-
à-dire la "force" ou "l’intensité" de la relation. Pour évaluer la corrélation entre des variables,
il est important de connaître cette "intensité" ainsi que la significativité de la corrélation.
Le niveau de significativité calculé pour chaque corrélation est une information essentielle quant
à la fiabilité de la corrélation étudiée. La significativité d’un coefficient de corrélation évolue
avec la taille de l’échantillon. Le test de significativité fait l’hypothèse que la distribution des
valeurs des résidus c’est-à-dire les écarts à la droite de régression de la variable dépendante
suit la Loi Normale et que la dispersion des valeurs des résidus est identique pour toutes les
valeurs de la variable indépendante. Cependant, les simulations de Monte-Carlo ont montré que
la violation de ces hypothèses n’était pas dramatique avec une taille d’échantillon relativement
élevée. Il est difficile de donner des règles précises sur ces simulations de Monte-Carlo, mais de
nombreux chercheurs admettent la règle empirique qu’avec des échantillons de taille supérieure
ou égale à 50, des biais sérieux sont peu probables, et si la taille de l’échantillon dépasse 100,
vous pouvez ne pas tenir compte de ces hypothèses de normalité. Il faut tout de même prendre
garde à l’interprétation d’un coefficient de corrélation.

Si une corrélation est calculée sur un échantillon non homogène, il peut s’agir d’un autre facteur
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biaisant la valeur de la corrélation. Prenons l’exemple d’un coefficient de corrélation calculé sur
des données issues de deux groupes expérimentaux différents, sans que cette structure ne soit
connue lors du calcul de la corrélation. Supposons qu’une manipulation expérimentale dans un
des groupes ait fait augmenter les valeurs des deux variables corrélées et que les données de
chaque groupe forment un "nuage" distinct dans le nuage de points. Dans ce cas, une forte
corrélation peut être entièrement due à l’arrangement des deux groupes, sans représenter la
"vraie" relation entre les deux variables, qui peut d’ailleurs être nulle comme on pourrait le
voir si on regardait chaque groupe séparément.

La relation non-linéaire entre variables est une autre source possible de problèmes par rap-
port aux corrélations linéaires (r de Pearson). Comme nous l’avons déjà mentionné, le r de
Pearson mesure la relation linéaire entre deux variables, une corrélation non linéaire augmen-
tera la somme totale des carrés des distances à la droite de régression même si une corrélation
existe entre deux variables. C’est la raison pour laquelle il est recommandé de représenter un
nuage de points pour évaluer l’importance des corrélations. Peut-on mesurer des relations non
linéaires lorsqu’une corrélation est forte mais non linéaire. Il n’y a pas de réponse simple à cette
question, parce qu’il n’y a pas d’équivalent simple au r de Pearson capable de rendre compte de
relations non linéaires. Si la courbe est monotone strictement croissante ou décroissante, nous
pouvons tenter de transformer une, voire deux variables afin de supprimer la non linéarité, puis
recalculer la corrélation. Par exemple, une transformation souvent utilisée dans ce cas est la
fonction logarithmique qui permet de "compresser" les valeurs en fin d’intervalle. Une autre
possibilité lorsque la relation est monotone, consiste à calculer une corrélation non-paramétrique
qui n’est sensible qu’à la structure ordinale des valeurs, et donc, par définition, ignore les non
linéarités monotones.

Toutefois, les corrélations non-paramétriques sont souvent moins sensibles et cette méthode
ne donne parfois pas de meilleurs résultat. Malheureusement, les deux méthodes les plus pré-
cises ne sont pas les plus simples à utiliser et nécessitent de nombreuses expérimentations sur
les données. Par conséquent nous pouvons :

1. Essayer d’identifier la fonction spécifique qui décrit au mieux la courbe. L’option Tracé
de Fonction Personnalisé présente pour tous les graphiques vous permet d’explorer inter-
activement divers ajustements. Lorsque la fonction est trouvée, nous pouvons tester la
"qualité d’ajustement" aux données en utilisant les options disponibles dans le module
Estimation Non-Linéaire.

2. Nous pouvons également tenter de répartir l’une des variables en plusieurs segments de
même largeur, puis utiliser cette nouvelle variable comme une variable de classement afin
de réaliser une analyse de variance sur les données c’est-à-dire de recodifier la variable.

La corrélation et le risque

Le coefficient de corrélation peut servir d’indicateur du degré de diversification d’un portefeuille
d’investissement. La combinaison des investissements à faible corrélation peut être utile pour
gérer les risques du portefeuille. Idéalement, deux actifs inversement corrélés, disposant donc
d’un coefficient de corrélation négatif compris entre 0 et −1 réduira la volatilité de l’ensemble
du portefeuille d’investissement. La Volatilité et corrélation de bons signaux de crise, au sein

26



1.2. LA CORRÉLATION : DÉFINITION ET INDICATEURS ALTERNATIFS

d’un marché, sont les deux signaux pour calculer les indicateurs de crises. En effet, lorsque les
corrélations augmentent et développent des comportements anormaux ou lorsque la volatilité,
mesure de l’anxiété des acteurs du marché augmente, alors le risque de déclenchement d’une
crise à court ou moyen terme est plus grand. Les signaux de volatilité et de corrélation dans le
marché sont étudiés à travers la matrice de covariance, qui contient un mélange de volatilité et
de corrélation et la matrice de corrélation qui contient le signal de corrélation pure. Kornprobst
(2017), considéré en plus trois versions pondérées de la matrice de corrélation afin d’adopter
un point de vue différent en donnant plus de poids dans ces calculs aux actifs présentant une
certaine caractéristique.

Les trois pondérations utilisées sont le volume échangé, la capitalisation boursière et le levier
financier. En utilisant des données de fréquence journalière, les indicateurs de crises construits
sont de deux types. Tout d’abord, il y a ceux qui mesurent la distance à laquelle la distribution
expérimentale du spectre tout entier des matrices se trouve par rapport à une distribution de
référence qui représente soit un marché calme soit un marché agité. Ces indicateurs reposent
sur un mélange de volatilité, de corrélation et du caractère Gaussien ou non des rendements. A
notre connaissance, une telle approche en utilisant une fenêtre roulante sur des données journa-
lières réelles, ainsi que l’utilisation de distributions de référence calculées numériquement pour
refléter divers aspect d’un marché calme ou agité est une approche nouvelle, qui cependant s’in-
sère bien dans la littérature existante puisque leurs approche utilise la volatilité et la corrélation
qui sont les éléments classiques et reconnus par tous les acteurs du marché. Notre second type
d’indicateurs calcule une propriété spectrale donnée (rayon spectral, trace et norme de Frobe-
nius) de l’une des matrices que nous étudions. Selon Antoine Kornprobst (2017), les cas, ces
indicateurs reposent sur la volatilité seule, la corrélation seule ou une mélange de volatilité et
de corrélation. L’idée principale sur laquelle reposent ces indicateurs est que de grandes valeurs
propres est un signe d’instabilité dynamique dans le système des actifs.

Corrélation et causalité

La causalité au sens de Granger (1969), on dira que X cause Y si la prévision de Y fondée sur
la connaissance des passes conjoints de X et de Y est meilleure que la prévision fondée sur la
seule connaissance du passé. Si elle revêt un caractère indéniablement utile dans la construction
de son portefeuille d’investissement, il conviendra néanmoins de ne pas considérer la corrélation
comme une vérité absolue et universelle. Par définition, le coefficient de corrélation est construit
et calculé sur la base d’historiques de cours et est susceptible de changer. Il est ainsi important
de connaître l’intervalle de temps à partir duquel il a été calculé.

Certains actifs peuvent avoir une très forte corrélation en période de bulle spéculative sur une
thématique donnée et se comporter très différemment en cas de Krach. Lorsque l’indice CAC40
et le cours du pétrole évoluent selon une tendance assez identique, et donc sont positivement
corrélés, cela ne signifie en aucun cas qu’un niveau plus élevé de l’indice CAC40 provoquera
une hausse du prix du baril. . . Il peut y avoir une troisième variable et certainement beaucoup
d’autres qui influencent les deux actifs de manière parallèle mais qui ne prennent pas leur ori-
gine l’un de l’autre.

Corrélation et causalité détermine une relation entre deux variables. Cependant, le fait que
ces deux variables évoluent ensemble ne signifie pas nécessairement qu’une variable est la cause
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de l’autre. C’est pourquoi on dit « Cum hoc ergo propter hoc ». Une forte corrélation pourrait
indiquer un lien de cause à effet, mais il pourrait y avoir bien d’autres explications :

Cela peut être le fruit du hasard, lorsque les variables semblent être liées, mais qu’il n’existe
aucune véritable relation sous-jacente. Il peut y avoir une troisième variable qui rôde et donne
une apparence plus forte ou plus faible à la relation qu’elle ne l’est vraiment.

Pour les données observationnelles, les corrélations ne peuvent pas confirmer la causalité. Les
corrélations entre variables nous montrent que les données forment un motif : les variables que
nous avons évoluent ensemble. Toutefois, les corrélations à elles seules n’indiquent pas si les
données évoluent ensemble parce que l’une est la cause de l’autre. Il est possible de trouver une
corrélation statistiquement significative et fiable pour deux variables qui ne sont en fait liées
par aucun lien de cause à effet. En fait, ce type de corrélation est fréquent ! Souvent, elles sont
dues au fait que les deux variables sont associées à une variable causale différente, qui intervient
en parallèle des données que nous mesurons.

Si elle revêt un caractère indéniablement utile dans la construction de son portefeuille d’in-
vestissement, il conviendra néanmoins de ne pas considérer la corrélation comme une vérité
absolue et universelle. Par définition, le coefficient de corrélation est construit et calculé sur la
base d’historiques de cours et est susceptible de changer. Il est aussi important de connaître
l’intervalle de temps à partir duquel il a été calculé.

Prenons par exemple : nous observons une corrélation positive statistiquement significative
entre activité physique et cancer de la peau, ce qui veut dire que les personnes qui ont plus
d’activité physique tendent à être les personnes qui font un cancer de le peau. Cette corrélation
semble forte et fiable et apparaît dans plusieurs populations de patients. Sans chercher plus loin,
vous pourriez conclure que l’activité physique peut, d’une manière ou d’une autre, provoquer
le cancer ! D’après ces résultats, nous pourrions même développer une hypothèse plausible :
peut-être que le stress dû à l’activité physique prive l’organisme de sa capacité à se protéger
des dommages du soleil. Mais imaginez qu’en réalité, cette corrélation existe dans votre en-
semble de données parce que les personnes qui vivent dans des régions très ensoleillées toute
l’année sont significativement plus actives au quotidien que celles qui vivent dans des régions
moins bien loties. Cela apparaît dans leurs données sous la forme d’une activité physique su-
périeure. Dans le même temps, une exposition accrue au soleil implique un plus grand nombre
de cancers de la peau. Les deux variables, activité physique et cancer de la peau, sont affectées
par une troisième variable causale, l’exposition au soleil, mais elles ne sont pas liées par un lien
de cause à effet. Mais avec des recherches empiriques bien conçues, on peut établir une causalité !

Faire la distinction entre ce qui constitue ou non une preuve de causalité est essentiel à la
littératie des données. Dans le monde réel, déterminer la causalité n’est jamais parfait. Tou-
tefois, il existe différentes techniques expérimentales, statistiques et de plan de recherche pour
trouver des preuves de relations causales : par exemple, la randomisation, les expérimenta-
tions contrôlées et les modèles prédictifs à plusieurs variables. Au-delà des limitations propres
aux tests de corrélation par ex., les corrélations ne peuvent pas mesurer des relations triva-
riées potentiellement causales, il est important de comprendre que les preuves de causalité ne
proviennent généralement pas des analyses statistiques individuelles mais plutôt de plans d’ex-
périence minutieux.
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Supposons que nous trouvons deux corrélations : l’augmentation des maladies cardiaques est en
corrélation avec les régimes alimentaires plus gras (corrélation positive), et l’activité physique
accrue est en corrélation avec la baisse des maladies cardiaques (corrélation négative). Deux de
ces corrélations sont très marquées, et on les juge fiables. C’est sûrement un indice de causalité.

Dans le cas de données médicales, la corrélation pourrait suggérer un lien de cause à effet
sous-jacent, mais sans étude supplémentaire rien n’est sûr. Imaginons qu’après avoir trouvé
ces corrélations, nous élaborons une étude biologique qui examine les façons dont l’organisme
absorbe les graisses, et leur effet sur le cœur. Peut-être que l’on trouve un mécanisme via le-
quel une consommation plus élevée de graisses exerce une pression spécifique sur le cœur. On
pourrait également regarder de plus près l’activité physique et élaborer une expérimentation
randomisée et contrôlée qui montre que l’activité physique inhibe le stockage des graisses, et
donc réduit la pression exercée sur le cœur. Tous ces éléments de preuve s’imbriquent pour
former une seule et même explication : un régime alimentaire plus gras peut effectivement
causer des maladies cardiaques. Et les corrélations initiales sont toujours valables parce que
nous avons approfondi la question : régime alimentaire très gras et maladies cardiaques sont
liés ! Mais dans cet exemple, il convient de noter que la preuve causale n’a pas été fournie par
le test de corrélation en lui-même, qui se contente d’examiner la relation entre des données
observationnelles (comme les taux de maladies cardiaques, le régime alimentaire et l’activité
physique). Comprendre la causalité n’est pas chose aisée. Dans le monde réel, on n’a jamais
accès à toutes les données dont on a besoin pour cartographier chaque relation possible entre
les variables. Mais il existe quelques stratégies clés nous permettant d’isoler et d’explorer les
mécanismes entre différentes variables.

1.2.2 Le rendement et la variance d’un portefeuille

La notion de rendement, en gestion de portefeuilles, est une mesure sur un intervalle de
temps donné, de l’appréciation ou la dépréciation relative de la valeur d’un actif de portefeuille
d’actifs.

Le modèle de Markowitz (1952) distingue deux hypothèses :

— La première hypothèse est le lien aux actifs financiers, tout investissement est une dé-
cision prise dans une situation de risque : le rendement d’un actif financier pour toute
période future est par conséquent une variable aléatoire, dont on fait l’hypothèse qu’elle
est distribuée selon une loi normale, c’est- à-dire une distribution symétrique stable en-
tièrement définie par deux paramètres, à savoir l’espérance mathématique du rendement
et l’écart-type de la distribution de probabilité du rendement.

— La deuxième hypothèse est que les rendements des différents actifs financiers ne fluctuent
pas indépendamment les uns des autres : les rendements sont corrélés.

Le rendement est défini comment l’accroissement de la fortune initiale que cherche à maximiser
l’investisseur. Le rendement en temps discret est la relation rt = (Pt−Pt−1)+Ct. Avec rt égale
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au rendement de l’actif financier pour la période t, Pt est le prix de marche au temps t de actifs
financier et Ct est revenu liquide attache à la détention de l’actif financier durant la période t.

Le rendement espéré

La gestion de portefeuille s’appuie sur le concept de rendement ou de taux de rentabilité,
qui il mesure l’appréciation relative de valeur d’un portefeuille ou d’un actif financier pendant
un intervalle de temps donné. La rentabilité obtenue par un investisseur sur une action ne
regroupe non seulement au dividende net (cash-flow) que lui rapport ce titre, mais aussi, a la
plus-value éventuelle qu’il y prélevé. De plus le taux de rentabilité comprend le rendement et la
plus-value ou la moins-value, tandis que le taux de rendement (cash-flow net rapporté au cours
de l’action et la plus-value en capital rapportée au cours d’achat de l’action).

Le rendement est définie comme une variation du prix de l’actif i entre [t − 1, t], il est dé-
fini par la relation : rt = Pi,t − Pi,t−1 + Ci,t
D’où i = 1, . . . , n, ou n le nombre d’actifs entre la période t − 1 et t, et t = 1, . . . , T ou T le
nombre de période.

— Ci,t : dividende en cas d’actions.
— Pi,t : représente le prix du titre i a la date t.
— Pi,t−1 : représente le prix du titre i a la date t-1.

Et le taux de rentabilité est défini comme suit rt =
(Pt−Pt−1)+Ct

Pt−1
d’ou rt est le taux de rentabilité

pour la période t.

On définit la rentabilité entre la date t et la date t-1 est définie par :

Rt =
Pt

Pt−1 − 1
(1.4)

et la log-rentabilité, est définie par :

rt = ln(1 +Rt) = ln(Pt)− ln(Pt−1) (1.5)

Si la rentabilité est proche de zéro, alors la rentabilité et la log- rentabilité sont presque équiva-
lentes : rt = ln(1+Rt) ∼ Rt. Le rendement d’un portefeuille Rp est égal à la moyenne pondérée
des rendements des actifs des différents titres i qui composent ce portefeuille. Les facteurs de
pondération Xi des actifs sont tels que :

∑n
i=1Xi = 1

Le rendement d’un portefeuille est égale à : Rp =
∑n

i=1XiRi, l’espérance du portefeuille est
souvent prise comme étant la moyenne arithmétique elle est donnée par l’expression suivante :

Rp = E(
∑n

i=1XiRi) =
∑n

i=1XiE(Ri)

Rp = XiE(Ri) + · · ·+XnE(Rn)

Rp = X1E(R1) +X2E(R2) +X3E(R3) + · · ·+XnE(Rn)

(1.6)

La rentabilité attendue du portefeuille sera égale à la moyenne pondérée des rentabilisés atten-
dues des actions individuelles.
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Le rendement d’un actif : Si le rendement R d’un actif A possède une fonction de densité Fr,
nous avons : σ2

i =
∫ +∞
−∞ (r + r̄)2fr(r)dr.

Dans le cas discret, nous pouvons également utiliser l’expression :

σ2
i = 1

T

T∑

t=1

(r − r̄(t))2 (1.7)

Markowitz a utilisé la variance en raison de ses propriétés statistiques qui permettent d’expliciter
la variance σP d’un portefeuille à partir des variances individuelles σi des n actifs le composant :

σ2
p =

n∑

i=1

ω2
i σ

2
i + 2

n∑

i=1

n∑

j=1,i 6=j
ωiωjσiσjρi,j (1.8)

Où ρi,j
1 est le coefficient de corrélation entre les rendements des actifs Ai et Aj. Ce modèle a

fait l’objet de deux principales critiques, du fait de deux hypothèses fortes :

— Les rendements des actifs boursiers sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées selon une loi normale (hypothèse utilisée pour exprimer la variance
d’un portefeuille) ;

— La prise en compte de manière identique des variations positives et négatives des rende-
ments autour de leur moyenne.

La variance d’un portefeuille

D’après le modèle de Markowitz le risque du portefeuille est calculé en fonction de sa vola-
tilité, où la volatilité est définie comme la variance des rentabilités. La variance globale du
portefeuille est inférieure a la somme des variances parce que tous les actifs ne varient pas de
la même façon, c.-à-d. il y a toujours des hausses pour compenser des baisses c’est pour cela
que les indices boursier est forcément moins volatil que la plupart des actions qui le composent.
Elle est la somme des produits des poids Xi de chaque couple d’actifs pour leur covariance
σi,j, la somme de ce produits inclut les poids carré et les variances σ2

i . On peut dire que la
covariance est toujours exprimée en termes corrélation ρi,j. La variance d’un portefeuille peut
s’écrire comme suit :

σ2
p =

n∑

i=1

n∑

j=1

XiXjσi,j D’où σi,j = σiσiρi,j (1.9)

Le choix de la variance comme mesure de risque suppose que la distribution des rendements est
symétrique. Toutefois, la variance ne peut être calculée que sur des fluctuations passées du taux
de rendement. Les études de Markowitz montrent qu’empiriquement la volatilité des variations
des cours des actifs financiers est relativement stable, ceci donne la possibilité de l’estimation
du risque d’un actif à partir de des données historiques.

1. ρi,j =
1

T

∑T

t=1

1

σiσj
(ri − r̄i)(rj − r̄j)
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On peut encore écrire la variance du portefeuille est donnée par :

V (Rp) =
n∑

i=1

X2
i V (Ri) + 2

n∑

i

n∑

j

XiXjCOV (Ri, Rj)

σ2
p =

n∑

i=1

X2
i σ

2
i + 2

n∑

i=1

n∑

j=1,i 6=j
XiXjσiσjρi,j

(1.10)

En posant :

X =




X1

X2

X3
...
Xn



, XT =

(
X1 X2 X3 · · · Xn

)
(1.11)

Et la matrice de variances covariances :

Ci,j =




Cov(R1R1) Cov(R1R2) · · · Cov(R1Rn)
Cov(R2R1) Cov(R2R2) · · · Cov(R2Rn)

...
. . . . . .

...

Cov(RnR1) · · · . . . Cov(RnRn)




Ci,j =




σ2
1 Cov(R1R2) · · · Cov(R1Rn)

Cov(R2R1) σ2
2 · · · Cov(R2Rn)

...
. . . . . .

...

Cov(RnR1) · · · . . . σ2
n


 (1.12)

Nous obtenons l’écriture de la variance sous forme matricielle :

σ2
p = XT .Ci,j.X

n= nombre d’actifs du portefeuille.

nous aurons (1/n)2 fois de variance, et dans chacune des covariances nous aurons aussi (1/n)2

fois la covariance, donc finalement on trouve n fois des variances et (n2−n) fois des covariance.
Avec l’augmentation de n la variance du portefeuille se rapproche de la covariance moyenne, il
serait possible d’éliminer totalement le risque en détenant suffisamment de titres.

La contribution d’un titre au risque de portefeuille est fonction de son poids dans le porte-
feuille et de sa covariance moyenne avec les titres du portefeuille.
Au-delà du rendement, le risque occupe lui aussi une place prépondérante dans l’élaboration
de la théorie de Markowitz. Comme cela fut énoncé dans les hypothèses générales de la théorie
de Markowitz, un investisseur dit rationnel poursuivra toujours l’objectif de réduire le risque
auquel il s’expose à niveau de rendement donné.
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Afin de réduire le risque auquel un investisseur s’expose via son portefeuille, la diversifica-
tion apparaît comme un élément majeur. La diversification est en effet une plaque tournante
de cette thèse et se définit comme une stratégie cherchant à combiner dans un portefeuille, des
actifs avec rendements qui ne sont pas parfaitement corrélés, dans l’objectif de réduire le risque
du portefeuille (variance) sans pour autant sacrifier une part de rendement.
Les travaux de Markowitz ont pu mettre en exergue un point fondamental de la mesure du
risque. En effet, il a permis de comprendre que le risque intrinsèque à un actif n’a que peu
d’importance aux yeux d’un investisseur. L’apport de cet actif à la variance du portefeuille
(dans sa globalité) est hautement plus pertinent. C’est ainsi qu’il a pu mettre en lumière l’im-
portance de la covariance entre les actifs dans un portefeuille.

1.2.3 La volatilité

La mesure de la volatilité est facile à estimer et à interpréter si elle reste constante. Mais
en réalité la variabilité des rendements d’un actif financier n’est pas constante.
La volatilité est positivement autocorrélée, il existe une dépendance de long terme des autocor-
rélations. Cont(2001) à montré qu’il existe un effet de levier dans la mesure de la volatilité sont
négativement corrélées avec les rentabilités. Par ailleurs, il semble que le volume des échange
est corrélé avec toutes les mesures de volatilité. Bollerslev et Mikkelsen(1996), Liu et al. (1999)
ainsi que Andersen et al. (2001) ont montré que la fonction d’autocorrélation de la volatilité
présente une dépendance de long terme et est bien décrite par une loi de puissance décrois-
sante. D’après Cizeau et al. (1997), Andersen et al. (2001), la distribution de la volatilité est
log-normale tandis que Liu et al. (1999) estiment que les queues de distributions sont mieux
décrites par une loi de puissance. La présence de clusters de volatilité a été remarquée pour
la première fois par Kendall(1953). La volatilité présente des non-linéarités : Franses et Van
Dijk(1996) ont montré qu’un modèle non-linéaire améliore les prévisions de la volatilité hebdo-
madaire des marchés d’actifs. Diaz et al. (2002) et Maheu et McCurdy(2002) ont détecté des
structures non-linéaires dans la volatilité du taux de change. Martens et al. (2004) ont détaillé
les non-linéarités détectées dans la volatilité du SP500. Liu et al. (1999), Andersen et al. (2001)
et Gençay et al. (2001) ont analysé les propriétés d’échelles dans la volatilité pour différents
intervalles temporels.

Certaines méthodes de calculs se basent sur la normalité des variations de prix. En d’autres
termes, les variations des prix suivent une loi normale. En réalité, la variation des cours d’une
position boursière peut varier d’un extrême à une autre. Cette volatilité (représenté par l’écart-
type des rendements d’une position) est utilisée dans le calcul de la VaR. Plus cette volatilité
est importante plus la pertinence et la précision de la VaR seront diminuées. En cas de crise,
les marchés financiers s’affolent et il n’est pas toujours évident de pouvoir vendre des positions.
Il se peut même que cela soit impossible. La crise des « Suprimes » est un excellent moyen
d’illustrer ce problème. Les crédits à risques au centre de cette débâcle financière ne s’échan-
geaient pas ou à moins de la moitié de leur valeur nominale.

La volatilité a été introduite par Markowitz(1957)[143] dans son modèle fondateur d’alloca-
tion d’actifs dit « Moyenne-Variance ». Dans ce cadre, le risque d’un investissement provient
du fait que les espérances de rendement ne sont pas toujours réalisées. La dispersion des renta-
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bilités autour de leur moyenne estimée traduit alors le risque du placement.
L’écart-type σ, appelé également volatilité 2, constitue une mesure de cette incertitude.

1.3 Le rôle de la corrélation en finance de marché

Un portefeuille de titres est généralement considéré comme diversifié si les titres qui le com-
posent sont faiblement voire pas du tout corrélés entre eux. La notion de corrélation est née des
travaux sur l’optimisation d’un portefeuille de Harry Markowitz, considéré comme l’un des fon-
dateurs de la théorie financière moderne et encore appelée « théorie moderne du portefeuille ».
Intuitivement, cette notion peut se comprendre : Si deux actifs ont des rendements peu corrélés,
il est intéressant de les combiner dans un portefeuille, car ils auront tendance à ne pas évoluer
dans le même sens et donc à protéger en partie l’investisseur des fluctuations du marché.
La diversification est une notion centrale pour tout investisseur. La recherche d’actifs peu ou
pas corrélés est donc nécessaire.

L’investisseur doit toutefois être conscient du fait que la corrélation entre actifs évolue dans
le temps. Cela est particulièrement vrai dans les phases de stress sur les marchés financiers.
Il doit aussi être très attentif au fait qu’un portefeuille de titres très corrélés entre eux peut
être une source de risque et qu’il est important de revoir régulièrement dans quel mesure son
portefeuille de titre est suffisamment diversifié.

Markowitz(1957)[143] montré que les bénéfices de la diversification dépendent des corrélations,
l’intérêt de la diversification ne repose pas sur l’absence de la corrélation entre les rentabilités,
mais plutôt sur leur imparfaite corrélation. La réduction des risques permise par la diversifica-
tion est limitée par le degré de corrélation entre les actifs.

Théorie moderne du portefeuille

La théorie moderne du portefeuille a été développée par Harry Markowitz en 1952. Il ap-
porté une solution au problème de sélection de portefeuille optimale, c’est à dire à la recherche
d’un portefeuille possèdent le risque minimum pour une rentabilité maximale. Plus précisément
Markowitz a montré que l’investisseur cherche toujours à optimiser ses choix en tenant compte
non seulement de la rentabilité attendue mais aussi du risque du portefeuille défini par la va-
riance. L’objectif du Markowitz est la recherche d’un portefeuille qui minimise le risque pour
un niveau d’espérance de rentabilité donné, il est appelle le portefeuille efficace. L’ensemble de
tous les portefeuilles efficaces constitue la frontière efficiente de Markowitz.

En effet, Markowitz pense que la sélection des différents titres devient être choix par rap-
port à la variations de la corrélation et il ne peut pas être choix individuellement.

Le modèle Moyenne-Variance de Markowitz : Le modèle Moyenne-Variance de Markowitz,
a donné un point de départ à la théorie moderne de gestion de portefeuille, d’après ce modèle
tous les investisseurs ont le choix de maximiser le rendement ou de minimiser le risque mesuré
par la variance du rendement. Il s’agit donc d’un programme d’optimisation quadratique. Un

2. lorsque les données financières sont annualisées
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La figure (1.6) montre que le niveau de risque est maximal lorsque l’investisseur ne possède
qu’un, seul actif en portefeuille. Grâce à la diversification, ce niveau de risque peut être abaissé
jusqu’à’à un niveau « incompressible », qui représente le risque systématique. Ce risque systé-
matique a donc un effet transversal et affecte l’ensemble des titres du marché, mais pas de la
même façon.

1.3.1 Risque de marché

Le risque de marché d’un portefeuille provient des variations des prix des actifs financiers et
de leur effet négatif sur la valeur financière totale du portefeuille. Traduit en terme de rende-
ment, les rentabilités des actifs deviennent alors des variables aléatoires dont l’évolution future
n’est pas, à priori, connue et quantifiable. Dans le cas d’une obligation, les fluctuations des
taux d’intérêts modifient leur valeur de marché. Ainsi le rendement Ri de l’actif i est considéré
comme une variable aléatoire pouvant prendre, à l’instant t, des valeurs aléatoires ri(t) dans
un intervalle plus ou moins déterminé.

Les méthodes d’évaluation des risques du marché

Durant les années 80, les outils de gestion des risques de marché n’étaient pas efficaces et
ne répondaient plus aux attentes des différents acteurs de la scène financière. Les outils de
l’époque ne permettaient aucune comparaison entre les actifs. De plus l’apparition des produits
dérivés, l’augmentation de la volatilité sur les marchés ainsi que plusieurs crises financières
comme le cas de la banque Barings, ont poussés le développement d’un indicateur qui permet-
trait de regrouper un risque financier en un seul montant.

Et nous citons à cet égard la révolution de l’évaluation des risques par la méthode VaR in-
troduite par La Banque JP Morgan qui est considérée comme la pionnière de cette méthode.
C’est son directeur de l’époque, Dennis Weatherstone qui en avait assez de voir apparaître
chaque jour des piles de rapports de risques sur son bureau. C’est la raison pour laquelle il
demanda à ses employés de développer un rapport simplifié sur lequel l’exposition de la banque
était clairement exprimée. C’est ainsi que la VaR fit son apparition. La banque décida ensuite de
développer son propre programme de gestion interne : « RiskMetrics ». Ce programme regroupe
un nombre important de données financières dont la méthodologie pour calculer une VaR. Sa
distribution gratuite sur internet a encouragé le développement de la VaR sur l’ensemble des
places financières internationales.

Ainsi, Les accords de Bâle I de 1996 autorisent les institutions financières à utiliser la VaR
comme mesure de risque.

De nos jours, la VaR continue à évoluer, de nombreux scientifiques développent de nouveaux
modèles plus ou moins complexes, pour améliorer la précision et la robustesse de cet indicateur
de risque.

Le risque de marché : Value at Risk et corrélations
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La conception du risque de marché représente le risque de perte financière découlant d’une
fluctuation de la valeur des instruments financiers. Elle vise à résumer de manière concise par
un montant (x) la perte probable d’un portefeuille d’actifs sur un horizon de temps déterminé.

La caisse 4 gère l’ensemble des risques de marché de manière intégrée. Les principaux éléments
contribuant au risque tels que les secteurs d’activité, les pays et les éléments sont pris en compte.
La caisse peut utiliser des instruments financiers dérivés négociés en Bourse ou directement au-
près de la banque et de courtiers en valeurs mobilières, aux fins de la gestion de risques de
marché.

La conception du risque de marché dans le cadre règlementaire s’inscrit dans une approche
quantifiable à travers l’instrument VaR (Value-at-RisK) et dans une approche analytique au
travers des risques induits par une dépréciation des actifs. De manière similaire, les nombreux
travaux économétriques qui se sont développés ces dernières années s’axent autour de deux
grands thèmes à savoir la mesure et la validation des modèles utilisés pour quantifier le risque,
et l’analyse des impacts du risque de marché d’un actif ou d’un indice sur un autre actif.

La VaR, en tant que mesure des risques extrêmes, demeure un instrument de mesure du risque
de marché incontournable en dépit des nombreuses limites et des instruments alternatifs propo-
sés. La popularité de cette mesure s’est confirmée avec les révisions de Bâle II, qui reconnaissent
les vertus de cet instrument en proposant une version stressée de la VaR.
Les avancées théoriques concernent principalement les tests de validation de cette mesure qui
ont connu un engouement sans précédent. La classification que nous proposons par génération de
tests témoigne d’un développement conséquent des tests de validation avec un intérêt constant
de l’amélioration des critères discriminants des modèles d’estimation. Sur le plan analytique, le
risque de marché est étudié au travers des ruptures de corrélations et des risques qui lui sont
associés, notamment le risque de contagion. La littérature économétrique, relativement récente,
qui porte sur ces questions est à confronter aux avancées règlementaires : le risque de contagion
est une problématique récurrente depuis de nombreuses années et les difficultés de détection et
de modélisation de ce risque sont liées au caractère non-linéaire des séries temporelles finan-
cières qui invalide l’utilisation de mesures basées sur le coefficient de corrélation linéaire. Sur le
plan règlementaire, l’interconnexion, de plus en plus importante des places financières conduit
le comité à développer des recommandations plus strictes sur le risque de contagion d’autant
plus que la crise des subprimes a révélé l’existence d’un risque de transmission.

Il existe plusieurs méthodes de calcul de la value at RisK classique et conditionnelle (simu-
lation historique, simulation de Monte-Carlo, méthode de matrice variance-covariance. . . ) qui
présentent toutes des avantages et inconvénients.
Pour le calcul de la VaR, il faut modéliser la distribution des pertes et profits d’un portefeuille
d’actifs.

4. Ce qui distingue la Caisse, c’est que l’équipe de gestion des risques est pleinement intégrée aux équipes
d’investissement qui consiste à rattacher un expert-métier à chacune de ces équipes. Cette personne travaille au
quotidien avec les membres d’une équipe d’investissement, mais a une responsabilité différente, voire concur-
rente : l’analyse des risques. En même temps, l’expert-métier bénéficie de l’appui des autres membres de la
Direction des risques, que ce soit l’équipe d’analyse quantitative, qui lui fournit toutes les données nécessaires,
ou l’équipe qualitative, qui analyse en profondeur les scénarios de risques.
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La crise financière de la révolution à la frustration

La crise des subprimes marque les esprits à cause de son ampleur mais aussi de l’effet de
surprise qu’elle a suscitée chez une grande partie des analystes financiers. À l’image de la crise
du fond LTCM et de ses consultants, Merton et Scholes, futurs prix Nobel, la crise des sub-
primes n’a même pas effleurée l’esprit des responsables financiers.

Cette crise accentue des risques déjà existants, bien identifés même s’ils ne sont pas bien inté-
grés. Mais elle révèle surtout de nouveaux risques ou des risques peu formalisés. Elle témoigne
aussi de la fragilité du système financier international. Autant d’ingrédients qui ont conduit au
déclenchement d’une crise particulière mais annonciatrice d’une nouvelle ère.
Ainsi, elle devient, peu à peu, le point de départ d’un renouveau à la fois théorique, règlemen-
taire et dans une moindre mesure financier. Elle est clairement la matérialisation des limites
du capitalisme financier tel qu’on le connait et de la finance libérale telle qu’elle avait été dé-
fendue par ses partisans. Loin de l’idée d’une autorégulation et d’une discipline des marchés,
la crise révèle surtout un laxisme règlementaire auquel il fallait remédier. C’est toute l’essence
des accords Bâle III.

Le Comité de Bâle ou Basel Committee on Banking Supervision (BCBS) vise à assurer la
stabilité et la fiabilité du système bancaire et financier. A travers l’établissement de standards
minimaux en matière de contrôle prudentiel, la diffusion et la promotion des meilleures pra-
tiques bancaires et de surveillance et la promotion de la coopération internationale en matière
de contrôle prudentiel. Le Comité de Bâle a été créé fin 1974 par les gouverneurs des banques
centrales du G 10 (onze pays : Allemagne, Belgique, Canada, Etats-Unis, France, Italie, Japon,
Pays-Bas, Royaume-Uni, Suède et Suisse). Le Comité était initialement appelé le « Comité
Cooke », du nom de Peter Cooke, directeur de la Banque d’Angleterre qui avait été un des
premiers à proposer sa création et fut son premier président.

Le Comité se compose aujourd’hui de représentants des banques centrales et des autorités
prudentielles de 27 pays : aux onze premiers se sont ajoutés le Luxembourg et l’Espagne, re-
joints par l’Australie, le Brésil, la Chine, la Corée, l’Inde, le Mexique et la Russie en mars 2009,
puis Hong Kong, Singapour, l’Afrique du Sud, l’Arabie Saoudite, l’Argentine, l’Indonésie et la
Turquie en juin 2009. Historiquement, les travaux du Comité de Bâle ont abouti à la publication
de trois grands accords : Bâle I en 1988, Bâle II en 2004 et Bâle III à la fin 2010.

— Bâle I : La création du Comité en 1974 faisait suite à un incident survenu lors de la liqui-
dation de la banque allemande Herstatt, qui eut un effet domino sur d’autres banques.
Le Comité se concentra sur le risque de crédit. L’Accord de Bâle de 1988 a placé au
coeur de son dispositif le ratio Cooke, imposant que le ratio des fonds propres réglemen-
taires d’un établissement de crédit par rapport à l’ensemble des engagements de crédit
pondérés de cet établissement ne puisse pas être inférieur à 8%.
Cela signifie que lorsqu’une banque prête 100e à un client, elle doit disposer d’au mini-
mum 8e de fonds propres et utiliser au maximum 92e de ses autres sources de finance-
ment tels que dépôt, emprunts, financement interbancaire, etc.
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— Bâle II : Le Nouvel Accord prudentiel de Bâle de 2004, ou « Bâle II », vise à mieux
évaluer les risques bancaires et à imposer un dispositif de surveillance prudentielle et de
transparence. L’architecture du dispositif repose sur trois piliers complémentaires :
- l’exigence de fonds propres (ratio de solvabilité McDonough) ;
- la procédure de surveillance prudentielle ;
- la discipline de marché : transparence dans la communication des établissements. Cette
exigence de fonds propres fait passer d’un ratio Cooke où :
Fonds propres de la banque > 8% des risques de crédits à un ratio McDonough où :
Fonds propres de la banque > 8% des risques de crédits + risques de marché + risques
opérationnels Où :
Risque de crédit = Actifs pondérés par les risques, Risque de marché = Capital exigé pour
la couverture du risque de marché × 12.5 et Risque opérationnel = Capital exigé pour la
couverture du risque opérationnel ×12.5. Autrement dit : Fonds propres règlementaires
> 8% Actifs pondérés + 8% × 12,5 (Mesure des risques de marché et opérationnels)
Comme 8% × 12,5 = 1 (le coefficient 12,5 a été choisi pour annuler le 8%), nous avons :
Fonds propres règlementaires > 8% Actifs pondérés + mesures des risques de marché et
opérationnels.
Dans le ratio Mc Donough, les fonds propres réglementaires doivent ainsi couvrir le mi-
nimum de fonds propres exigé par le ratio Cooke, plus les risques de marché et les risques
opérationnels. L’objectif du pilier 2 est double : d’une part, inciter les banques à déve-
lopper des techniques de gestion de leurs risques et de leur niveau de fonds propres et,
d’autre part, permettre aux autorités de régulation de majorer les exigences de capital
réglementaire en cas de nécessité.

Cette nécessité doit s’appliquer de deux façons :

1. Le back testing : la banque doit prouver la validité de ses méthodes statistiques sur
des périodes assez longues (5 à 7 ans).

2. Le stress testing : La banque doit prouver, lors de simulations de situations extrêmes,
la validité de ses fonds propres en cas de crise économique. La logique qui sous-tend
le pilier 3 est que l’amélioration de la communication financière permet de renforcer
la discipline de marché, perçue comme un complément à l’action des autorités de
contrôle. L’information est mise à la disposition du public sur les actifs, les risques
et leur gestion. Les pratiques doivent être transparentes et uniformisées.

— Bâle III : La crise financière a mis en exergue les carences et les insuffisances du dispositif
de Bâle II : problèmes de mauvais fonctionnement des marchés financiers, de liquidité,
des agences de notations, etc.
De manière générale, la question soulevée était celle du rapport entre le niveau de fonds
propres des établissements financiers et les risques encourus par leur activités (sub-
primes par exemple). Concrètement, des actifs plus ou moins risqués étaient financés
par très peu ou pas de fonds propres. Ce qu’on appelle « l’effet de levier » permettait
alors d’obtenir une rentabilité très importante, dépassant les 100% dans certains métiers.

De Bâle I (1988) à Bâle III (2010) plus de 20 ans se sont écoulés entre les premiers accords de
Bâle I signés suite à la faillite d’Herstatt et Bâle III, les nouveaux accords prudentiels adoptés
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suite à la crise des subprimes. De Bâle I à Bâle III, les accords du Comité de Bâle pour la
supervision bancaire(CBSB) témoignent de l’évolution des marchés financiers, de la nécessité
de mieux appréhender les risques, de les comprendre et de les intégrer. La stabilité financière
internationale est au cœur de ces différents accords qui ne s’inscrivent pas dans le même cadre.
Bâle I est surtout connu pour le ratio Cooke même si les recommandations formulées par le
CBSB sont beaucoup plus larges. Bâle II introduit 3 piliers qui visent à couvrir intégralement
le risque bancaire et à promouvoir l’utilisation des modèles internes pour la gestion des risques.
Ces deux accords s’inscrivent surtout dans un cadre micro-prudentiel. Le risque systémique et
révélé par la crise des subprimes sont conduit le CBSB à pousser de nouvelles recommandations
dans un cadre micro et macro-prudentiel.

À la lecture des différents accords, il est possible de noter, au delà de l’évolution vers un cadre
macroprudentiel, une évolution dans la prise en compte des risques financiers. Les risques stan-
dards (risque de crédit,et le risque de marché, ...) ont été intégrés dès les premiers accords alors
que de nouveaux risques ou des risques déjà existants ne sont pris en compte que dans l’accord
de Bâle III ou dans les amendements de Bâle II. Ces deux décennies d’accords soulignent aussi
l’évolution des pratiques financières, qui ont créé de nouveaux risques, peu ou pas anticipés par
les instances de règlementation et donc pris en compte plus tardivement aux recommandations.
Par exemple le problème de la procyclicité dans la détermination des fonds propres a été mis
en évidence par un rapport de la Banque des Règlements Internationaux (BRI) dès 2001 qui a
mis en cause le rôle de la libéralisation financière : "Il est possible(...) qu’elle ait aussi accentuée
les cycles financiers qui, en contribuant à leur tour à amplifier les phases macroéconomiques,
n’ont que trop fréquemment débouchés, par le passé, sur de coûteuses crises bancaires. " La
problématique de la procyclicité est intégrée dans les recommandations de Bâle 2,5 5

Risque de marché et ruptures de corrélations

Le rôle du risque de marché dans l’occurrence de divers risques financiers contribue à un ren-
forcement des exigences des instances règlementaires. Il peut résulter d’un risque de contagion
dans la mesure où la présence de ce dernier a influence sur les prix des actifs. Le risque de
marché peut constituer une partie intégrante du risque systémique qu’il peut précipiter dès lors
que son évolution est mal anticipée. Enfin, il est étroitement lié au risque de liquidité.

Aussi, le risque de marché peut être appréhendé dans un cadre analytique par la détection
des liens susceptibles d’exister entre deux marchés. L’identification des relations d’interdépen-
dances aptes à s’intensifier en période de crise doit permettre à l’investisseur de tenir compte
ce phénomène dans le choix de ses actifs, aux instances de règlementation d’anticiper un risque
systémique et/ou un risque de liquidité. Par ailleurs, la détection des interdépendances per-
met de comprendre les liens qui régissent un ensemble d’actifs et le schéma de propagation du
risque de marché au sein d’un groupe particulier. Dans ces différents objectifs, l’économétrie
non-linéaire développe, dans une littérature relativement récente, plusieurs modélisations qui
visent à identifier et intégrer le phénomène de co-dépendances.

5. Ce sont les révisions à l’accord Bâle II suite à la crise des subprimes intitulées : Revisions to Basel II
market risk framework (07/2009).
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1.3.2 Value at Risk

La Modélisation Value-at-Risk (VaR)

La Value-at-Risk est définie comme la perte maximale potentielle qui ne devrait être atteinte
qu’avec une probabilité donnée sur un horizon temporel donné (Engle et Manganelli, 2001). La
Value at Risk est donc la pire perte attendue sur un horizon de temps donné pour un niveau de
confiance donné. Cette définition constitue l’un des principaux atouts de la Value-at-Risk : il
est en effet facile de communiquer sur la VaR et de proposer une mesure homogène et générale
(quel que soit la nature de l’actif, la composition du portefeuille etc.) de l’exposition au risque.

Les mesures du risque ont beaucoup évolué depuis que Markowitz a énoncé sa célèbre théorie de
la diversification de portefeuille à la fin des années 1950. L’écart-type était alors la mesure du
risque d’un portefeuille efficient. Mais pour un titre, cette mesure n’est pas appropriée. En effet,
dans le cas d’un titre individuel, l’écart-type du rendement comprend les risques diversifiable et
non diversifiable. Or, seul le risque non diversifiable, le risque présentée par la covariance entre
le rendement du titre et les rendements des titres qui constituent un portefeuille hautement
diversifié, est rémunéré par le marché. Une des difficultés fondamentales de la modélisation
concerne l’estimation des facteurs du risque. Si l’on suppose que le nombre de titres qui com-
pose le portefeuille est de n, le modèle de Markowitz exige l’estimation de n variances et n(n−1)

2

covariances. Quand n devient important, l’estimation de la matrice variance-covariance se pré-
sente comme un exercice très laborieux et les risques d’erreurs d’estimations sont loin d’être
négligeables.

Durant les années 60, Sharpe a proposé le modèle CAPM (Capital Asset Pricing Model) de
l’évaluation des actifs financiers. Ce modèle est monofactoriel en ce sens qu’il ne distingue qu’un
seul facteur explicatif du risque d’un titre, soit la corrélation entre le rendement de ce titre et
celui de portefeuille du marché. Au début des années 90, la VaR une nouvelle mesure du risque,
a fait été propose. La VaR sert à quantifier le risque de marché auquel sont soumis les por-
tefeuilles bancaires. L’Accord de Bâle a imposé aux banques, en 1997, de détenir un montant
de capital réglementaire pour palier les risques de marché. Or, ce capital est calculé à partir
de la VaR. Cette mesure est ensuite devenue de plus en plus populaire pour évaluer le risque
de portefeuilles institutionnels ou individuels. Elle permet entre autres d’évaluer les risques de
type asymétrique, comme celui qui est associé aux options, l’écart-type et le ratio de Sharpe
ne permettant pas de prendre en compte ce risque de façon satisfaisante.

Quels types de risques mesure la VaR : La VaR est une mesure homogène permettant de
mesurer différents risques, sur différents marchés, différents actifs (change, actions, dérivés. . . ).
L’objectif de la VaR fournit une mesure du risque total de portefeuille. Par conséquent, la VaR
doit tenir compte des effets de levier et de diversification.
Les risques financiers sont généralement classés en grandes catégories par exemple : Le risque
de marché désigne le risque de perte lié à l’évolution des niveaux ou des volatilités des prix de
marché. Ces risques peuvent être exprimés sous deux formes : risques absolus (mesurés en unité
monétaire) et risques relatifs (exprimés par rapport à un benchmark).

Depuis quelques années, la Value at Risk (VaR) s’est imposée comme l’une des mesures du
risque de marché. La VaR peut être utilisée de trois façons principales : De façon défensive
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passive pour reporting d’information, de façon passive pour contrôle des risques et de façon
active pour management des risques :

1. La VaR peut être utilisée de façon passive dans le cadre d’un reporting régulier sur les
risques. Ce fut historiquement la première utilisation de la VaR en vue de mesurer un
risque agrégé (JP Morgan). Elle est une mesure du risque simple à interpréter exprimée
en unité monétaire et sur laquelle on peut communiquer de façon non technique. Elle
permet de synthétiser en une seule mesure une appréciation sur le risque global.

2. La VaR peut être utilisée de façon défensive dans le cadre d’un contrôle des risques dans
la mesure où elle est utilisée pour déterminer des positions limites qui seront imposées
aux traders (limites individuelles) ou aux business units (limites collectives). Le principal
avantage de la VaR est qu’elle fournit un dénominateur commun permettant de comparer
les risques engendrés par les activités menées sur différents marchés, différents produits
etc.

3. La VaR peut être utilisée de façon active dans le cadre d’un management des risques. Elle
est utilisée notamment dans l’allocation du capital entre les traders, les business lines, les
produits et/ou les institutions.

La VaR est généralement retenue pour le calcul des rendements ajustés du risque ou Riskadjus-
ted performance measures (RAPM) comme elle peut être également utilisée dans l’optimisation
de portefeuille avec des critères de type moyenne-VaR.

En raison de ces très nombreuses utilisations possibles, les utilisateurs de la VaR sont très
différents : Institutions financières, Régulateurs, Entreprises non financières, Asset Managers,
etc. Les institutions financières ont été à l’avant garde de la diffusion et l’utilisation de la VaR
dans le cadre de la mise en place de systèmes centralisés de management / surveillance des
risques nécessité liée à l’évolution de la réglementation nécessité liée à la complexité croissante
des instruments financiers et à la diversification croissante des risques financiers nécessité liée
à la connaissance de grands désastres financiers (Barings, Daiwa,. . . ).

Entons plus précisément dans le calcul de la VaR : L’adoption de cette mesure c’est faite
en plusieurs étapes (Gouriéroux et Jasiak(2010)) : dans un premier temps, la VaR a vise à esti-
mer le risque de marché des portefeuilles d’actifs liquides basiques (indices de marchés, bons du
Trésor...). Ensuite, elle a été proposée pour les portefeuilles qui contiennent à la fois des actifs
liquides basiques mais aussi des actifs dérivés liquides (options sur taux d’intérêt...). Dans un
troisième temps, la VaR a été déclinée pour le risque de défaut et a conduit à la mise en place
d’une CreditVaR. Enfin, le CBSB a développé des procédures pour juger de la fiabilité de cette
mesure : ce sont les techniques du backtesting. Une autre étape à été franchie depuis la crise
des subprimes. Les analyses de la crise des subprimes ont montré que les pertes encourues par
les banques étaient supérieures aux exigences requises par le pilier 1. Les révisions aux accords
Bâle II pour le risque de marché ont introduit une exigence supplémentaire en capital par le
calcul d’une VaR stressée. Elle est déterminée à partir d’un échantillon de 12 mois de crise. La
VaR stressée ne remplace pas la VaR classique, c’est un complément. Cette proposition vise
principalement à briser la procyclicité des mesures de risques. Elle reste soumise, tout comme la
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VaR classique, aux tests de validation qui permettent de vérifier la pertinence du modèle d’es-
timation retenu. Nous donnons une description de la VaR en détaillant l’approche paramétrique.

La Value-at-Risk (VaR) définie pour un taux de couverture de α correspond au quantile d’ordre
α de la distribution de profits et pertes (profits and losses, P&L) associée à la détention d’un
actif ou d’un portefeuille d’actifs sur une période donnée.
La mesure de Value-at-Risk reflète l’information contenue dans la queue gauche (associée aux
pertes) de la distribution des rendements d’un actif. Si l’on considère un taux de couverture de
α (ou de façon équivalente un niveau de confiance de 1-α%) la Value-at-Risk correspond tout
au fractile de niveau α% de la distribution de perte et profit sur la période de détention de
l’actif :

V aR(α) = F (.)− 1(α) (1.13)

Où F(.) désigne la fonction de répartition associée à la distribution des pertes et profits. De
cette définition générale découlent plusieurs définitions techniques.
La Value-at-Risk dépend de trois éléments : la distribution des pertes et profits du portefeuille
valable pour la période de détention, le niveau de confiance (ou de façon équivalente le taux de
couverture égal à un moins le niveau de confiance) et la période de détention de l’actif.

Le niveau de confiance choisi est un paramètre compris entre 0 et 1 (95% ou 99% en géné-
ral) qui permet de contrôler la probabilité que l’on obtienne un rendement supérieur ou égale
à la Value-at-Risk. Supposons que la distribution des pertes et profits associée à la détention
d’un actif sur une période corresponde à une distribution gaussienne normale. Sur la figure
(1.7) est reproduite cette distribution de perte et profit : sur la partie gauche de l’axe des abs-
cisses figurent les rendements négatifs (pertes) tandis qu’à droite figure les rendements positifs
(profits). Dans ce cas, la Value-at-Risk définit pour un niveau de confiance de 95% est égale à
-1,645. Autrement dit, dans cet exemple il y a 95% de chances que le rendement de l’actif, noté
r, soit au moins égal à -1,645 sur la période de détention.

Pr[r < V aR(0, 05)] = Pr[r < −1, 645] = 0, 05 (1.14)

De la même façon, la Value-at-Risk définie pour un niveau de confiance de 99% est égale à -2,326.
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avec des modèles intégrant les avancées les plus récentes de l’économétrie financière. L’approche
paramétrique standard est la méthode de la VaR normale. Cette méthode repose sur l’hypothèse
de normalité de la distribution des P&L. Elle est particulièrement adaptée à des instruments
dits linéaires. Damodaran(2007) propose, en cas d’un nombre trop important d’actifs dans le
portefeuille, de procéder à un mapping qui permettrait de retenir des facteurs généraux du
marché comme facteurs de risques des différents actifs.

Hypothèse H1 : Comme on suppose que la distribution des P&L à la date t est une dis-
tribution normale d’espérance µt et de variance σ2

t au temps t, on peut écrire :

Rt ∼ N(µt, σ
2
t ) (1.16)

Par définition de la VaR :

Prob[Rt < −V aRt(α)] = α

Prob
[Rt − µt

σt
<
−V aRt(α)− µt

σt

]
= α (1.17)

Où sous l’hypothèse H1, la variable centrée et réduite (Rt−µt)/σt suit une loi normale centrée
et réduite N(0,1).
Si on note Φ(·) la fonction de répartition de la loi normale, on obtient la VaR associée à un
taux de couverture α :

V aRt(α) = −µt − σtΦ−1(α) (1.18)

En résumé, sous l’hypothèse de normalité de la distribution de P&L, la VaR associée à un
taux de couverture de α% est égale à : V aRt(α) = −µ−σΦ−1(α) où µ désigne l’espérance et σ2

la variance de la distribution de P&L. La prévision de la VaR associée à un taux de couverture
de α% peut être aussi est définie par :

V aRt+1|t(α) = −µ−
√
ht+1Φ

−1(α) (1.19)

Où ht+1 est la variance conditionnelle des rendements. Cette méthode, aussi appelée la méthode
de la variance/covariance, est une fonction croissante de la volatilité du portefeuille. L’avantage
de cette méthode réside dans sa simplicité.
Dans toute distribution elliptique, la prévision de la variance permet de prévoir la VaR car
cette dernière est une transformée linéaire de la variance. Il est possible de retenir d’autres lois
de probabilités (Student,...) plus adaptées aux distributions de P&L. Le principal problème de
l’approche paramétrique réside dans le postulat d’une distribution i.i.d. des rentabilités. L’ap-
proche paramétrique est cependant très utilisée 6

Hypothèse H2 : On suppose que la distribution des P&L à la date t est une distribution
de Student à v degrés de liberté.

Rt ∼ t(v) (1.20)

Sous l’hypothèse de distribution de Student, la VaR associée à un taux de couverture de α%
est égale à :

V aRt(α) = G(α, v)−1 (1.21)

6. Pérignon et Smith(2008),Tang et Shieh(2006),Giot et Laurent(2003)
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Où G(α, v) désigne la fonction de répartition d’une loi de Student à v degrés de liberté.

Généralement, on caractérise la distribution de P&L de façon conditionnelle et non de fa-
çon marginale. On définit alors une distribution de pertes et profits conditionnelle, c’est-à dire
une fonction de densité conditionnelle à un ensemble d’information disponible à la date t, noté
Ω. Cette densité conditionnelle est notée :

fRt
(α|Ω) (1.22)

Pour un taux de couverture (coverage rate) de α%, la Value-at-Risk conditionnelle à un en-
semble d’information Ωt, notée V aRt(α|Ωt), correspond à l’opposé du fractile d’ordre α de la
distribution conditionnelle de profits et pertes (P&L) :

V aRt(α|Ωt) = −F−1
Rt

(α|Ωt) (1.23)

Où FRt
(α|Ωt) désigne la fonction de répartition associée à la fonction de densité conditionnelle

fRt
(α|Ωt). Cette densité conditionnelle peut elle aussi être différente d’une date à l’autre, mais

généralement on se restreint à des densités conditionnelles invariantes dans le temps, i.e. telles
que :

fRt
(α|Ωt) = fR(α|Ωt)∀t (1.24)

Cela revient à supposer que conditionnellement à un ensemble d’information (ou lorsque l’on
cherche à prévoir la Value-at-Risk), les rendements sont identiquement distribués.
La prévision de la Value-at-Risk pour la date t+1 et pour un taux de couverture de α%, obtenue
conditionnellement à l’ensemble d’information Ωt disponible à la date t, notée V aRt+1(α|Ωt),
est définie par :

V aRt+1|t(α) = V aRt+1(α|Ωt) = −F−1
Rt

(α|Ωt) (1.25)

Où FRt
(α|Ωt) désigne la fonction de répartition associée à la fonction de densité conditionnelle

fR(α|Ωt).

Exemple : Prévision de VaR

Supposons que les P&L à la date t+1, notées Rt+1, soient normalement distribués. On cherche
à prévoir la moyenne et la variance de cette distribution conditionnellement à l’information dis-
ponible. Supposons que ces estimateurs soient définis par les moments conditionnels suivants :

µ̂t+1|t = E(Rt+1|Ωt)

σ̂t+1|t = V(Rt+1|Ωt)
(1.26)

La distribution de P&L conditionnelle est alors :

Rt+1|Ωt ∼ N(µ̂t+1|t, σ̂
2
t+1|t) (1.27)

On en déduit immédiatement une prévision de la VaR de t+1 pour un taux de couverture de α%.

V aRt+1|t(α) = −µ̂t+1|t − σ̂t+1|tΦ
−1(α)

(1.28)

Un autre élément fondamental dans le calcul de la Value-at-Risk est la période de détention
(ou l’horizon de risque) de l’actif ou du portefeuille d’actifs.
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Il n’existe aucune règle quant au choix de la période de détention dans le calcul de la Value-
at-Risk puisque ce choix dépend fondamentalement de l’horizon de reporting ou de l’horizon
d’investissement des opérateurs. Toutefois, les autorités de régulation peuvent spécifier des ho-
rizons de détention spécifiques notamment dans le cadre des procédures de validation de la
Value-at-Risk.

Mais le problème se pose lorsque la fréquence d’observations des P&L (intra-day, quotidienne,
hebdomadaire, mensuelle etc..) ne correspond pas à l’horizon de risque. On doit alors transfor-
mer une mesure de risque adaptée à un horizon en une mesure de risque adaptée en un autre
horizon, généralement plus long : c’est le problème de l’agrégation temporelle.

Le problème de l’agrégation temporelle peut se poser de la même façon lorsque l’on cherche à
prévoir la VaR à un horizon supérieur h à l’unité. Deux solutions existent :

1. Soit prévoir directement la VaR en t+h, c’est-à-dire V aRt+1|t(α), dans ce cas le problème
de l’agrégation temporelle ne se pose pas.

2. Soit on cherche à établir la prévision de la VaR en t+h, V aRt+h|t(α), à partir de prévisions
réalisées à un horizon inférieur, typiquement à un horizon d’une période, c’est-à-dire
V aRt+1|t(α), V aRt+2|t+1(α), . . . , V aRt+h|t+h−1(α)

Dans le cadre du problème de l’agrégation temporelle des mesures de VaR, on doit distinguer
deux cas :

— le cas où l’on suppose que les rendements sont i i d 7,
— le cas où l’on suppose que les rendements ne sont pas i i d.

(-) Dans le cas où les rendements sont i i d., le problème est relativement simple. Supposons
que l’on dispose de l’espérance et de la variance de la P&L exprimés en base annuelle. Soientµt
et σ2

t ces valeurs. On cherche à déterminer les moments correspondants sur un horizon différent
de l’année sous l’hypothèse de rendements i i d et sous l’hypothèse que les mêmes positions ont
été maintenues sur l’année.

Sous l’hypothèse i i d, on a alors :

E(Rt) = µtT V(Rt) = σ2
t T (1.29)

Où T désigne l’horizon du risque mesuré en nombre d’années. Par exemple 1/12 pour un hori-
zon mensuel, 1/252 pour un horizon quotidien.

(-) Dans le cas où les rendements ne sont pas i i d, il convient de postuler un modèle de
dépendance entre les rendements :
Supposons par exemple que les rendements vérifient

Rt = −ρRt−1 + εt

Où εt est i i d : εt ∼ N(0, σ2
ε)

7. Rappelons la notation : i i d = identiquement et indépendamment distribué.
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paramétrique). Le portefeuille est uniquement constitué de titres ABB et vaut 10’000 CHF. La
démarche est assez simple. Il faut en premier lieu obtenir les cours historiques pour le titre en
question. Il faut prendre un minimum de 250 données pour que les résultats soient pertinents.
Dans notre cas, nous avons sélectionné 504 données (deux années complètes de jours ouvrés).
Ensuite, il faut calculer les rendements journaliers pour ces cours.
Les rendements journaliers se déterminent en calculant la variation de valeur d’une date à une
autre. Communément on utilise la formule suivante : (Jour 2 / Jour 1) -1
Pour déterminer les plus mauvaises performances réalisées, il faut transformer les Rendements
en valeurs. L’opération est assez simple, il suffit de multiplier la valeur du Portefeuille avec les
rendements. On multiplie 10’000 par -0.54%.

La seconde étape consiste à classer ces performances afin de pouvoir trouver celle qui nous
intéresse. Un simple tri par ordre croissant nous permet d’avoir les performances classées de la
plus mauvaise à la meilleure. Au final, le but est de trouver la valeur correspondant au 95%
du total des performances (504 valeurs). Une règle de trois permet de trouver la performance
voulu. 95% de 504 nous indique la 478ème valeur. Concrètement, cette valeur nous donne la
VaR historique à un jour pour ce portefeuille. La dernière étape consiste uniquement à trans-
former cette VaR à un jour pour l’horizon temporel souhaité.

- La simulation de Monte Carlo : La méthode de simulation de Monte Carlo est rela-
tivement similaire à la méthode historique à l’instar du fait qu’elle va simuler des rendements
futurs à partir des rendements du passé. Son fonctionnement est plus complexe car il demande
la compréhension de la loi normale qui régit la simulation des rendements.
Cette méthode est davantage adaptée aux produits optionnels. La simulation de Monte Carlo
est sûrement la plus précise, mais c’est la plus difficile et longue à mettre en place. Il faut
posséder une excellente infrastructure si l’ont veut générer des simulations de plusieurs milliers
de positions.

- La Value at Risk paramétrique (variance/covariance) : La dernière méthode, paramé-
trique (aussi appelé variance/covariance) part de l’hypothèse que la distribution des rendements
dépend de la loi normale. Ce modèle va se baser sur plusieurs estimateurs statistiques dont la
variance, l’écart-type ainsi que la moyenne. La mise en commun de ces éléments permet de
déterminer une VaR. Ces calculs se complexifient selon la taille d’un portefeuille. Il n’est pas
toujours évident de calculer une variance de plusieurs positions qui possèdent une pondération
différente. Ce modèle se complexifie selon la taille d’un portefeuille. Pour une seule position le
calcul est relativement simple. Les tableurs comme Excel intègrent une formule qui permet de
calculer directement une VaR paramétrique pour une position. Si on possède un portefeuille,
il faut passer par une matrice de variance/covariance, afin de déterminer la variance du porte-
feuille et ainsi pouvoir déterminer un écart-type.

Il existe deux paramètres indispensables à la détermination de la VaR. Il s’agit de l’horizon
temporel et du seuil de confiance (aussi appelé intervalle de confiance). Ces deux paramètres
dépendent du choix de l’utilisateur. Toutefois, il existe une certaine convention dans le choix
de ces derniers. Par exemple, les accords de Bâle I recommandent un horizon de 10 jours et un
intervalle de confiance de 99% pour traduire les risques de marché.

L’horizon temporel : Il est important de noter que le choix de la période sur laquelle on veut
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calculer la VaR dépend principalement de son utilisation. Plus une position est liquide, plus on
veut pouvoir réadapter sa stratégie d’investissement rapidement. C’est la raison pour laquelle,
le calcul d’une VaR à un jour est conseillé pour une gestion de portefeuille active. Au contraire
pour une gestion de fonds ou de fonds de pension (positions peu liquides), une VaR sur vingt
jours ou trente jours est plus adaptée. Au-delà de ce délai la VaR perd en pertinence car les
principales méthodes de calcul se basent sur des rendements historiques. Il est déjà difficile
d’estimer une VaR pour un horizon à très court terme, alors plus nous rallongeons la période
considérée plus l’estimation sera biaisée.

L’intervalle de confiance : Le seuil de confiance dépend de l’utilisation de la VaR et de la
mesure de risque que l’on veut obtenir. Notons que le pourcentage représenté par l’intervalle
de confiance s’interprète comme la chance que nous avons de ne pas perdre plus que X sur Y
jours.
Chaque entreprise, gestionnaire ou client décidera de l’intervalle qui s’adapte le mieux à la
situation. En règle générale on choisi un seuil de 99%, 97.5% ou de 95%.

Pratiquement trois grandes classes de méthodes d’estimation de la VaR sont envisageables :

— Méthodes non-paramétriques (Historical Simulation, Weighted Historical Simulation,
Filtered Historical Simulation...).

— Méthodes semi-paramétriques (CAViaR, théorie des extrêmes).
— Méthodes paramétriques (ARCH, GARCH univarié, GARCH multivarié, RiskMetrics).

Nous limiterons notre analyse aux méthodes d’estimation de la VaR de type univariées appli-
cables :

— Aux rendements associés à la détention d’un actif.
— Aux rendements associés à la détention d’un portefeuille d’actifs en négligeant les gains

liés à la diversification des risques et les corrélations entre actifs.

De plus, nous restreindrons le cadre de notre analyse aux méthodes d’estimation 10 aux mé-
thodes paramétriques.

Nous ne présenterons ici les méthodes paramétriques suivantes :

1. La méthode de Monte Carlo.

2. Le modèle RiskMetric.

3. Les modèles ARCH-GARCH.

10. On trouve dans certains ouvrages le terme "méthodes de calcul" de la VaR. Ce terme est impropre, on
doit plutôt utiliser le terme de "méthodes d’estimation" de la VaR. La VaR est le fractile d’une distribution de
P&L, dès lors deux solutions :

— Soit la distribution de P&L est connue, et à ce moment on calcule le fractile correspondant.
— Mais généralement, la distribution de P&L n’est pas connue ou les paramètres de cette distribution ne

sont pas connus. On doit estimer la densité associée, ou les paramètres de cette densité, ou son fractile
directement. On parle alors de méthodes d’estimation de la VaR.
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1. La méthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo consiste à simuler un grand nombre de fois les comportements
futurs possibles des facteurs de risque selon un certain nombre d’hypothèses, et d’en déduire
une distribution des pertes et profits à partir de laquelle on estime finalement un fractile (HS).
Si cette approche peut s’appliquer, en théorie, quelles que soient les lois de probabilité suivies
par les facteurs de risque, elle est couramment utilisée en pratique, pour des raisons techniques,
en supposant que les variations relatives des paramètres de marché suivent des lois normales.
Cette méthode convient également à tous les types d’instruments, y compris optionnels, et
permet de tester de nombreux scénarios et d’y inclure explicitement des queues de distribution
épaisses (événements extrêmes pris en compte dans une certaine mesure).

2. Le modèle RiskMetric

RiskMetrics a été développé par la banque JP Morgan au début des années 90 et a permis de
populariser le concept de VaR. Ce modèle repose sur des hypothèses théoriques assez contrai-
gnantes. Dans ce modèle, les principales hypothèses simplificatrices consistent à supposer, d’une
part, que les lois de probabilité qui régissent les distributions des variations des prix de marché
sont normales et, d’autre part, que les instruments présentent un profil de risque linéaire.
Dans le cas d’une approche univariée, la VaR issue de RiskMetrics définie pour un taux de
couverture de α% peut s’écrire sous la forme :

V aRt(α) = −Φ(α)
√
ht − µ (1.31)

Où µ désigne l’espérance des rendements et ht la variance conditionnelle, telle que :

ht = λht−1 + (1− λ)r2t−1 (1.32)

Où λ désigne un paramètre (decay parameter) généralement fixé à 0,97.

Dans le modèle RiskMetrics, la variance conditionnelle est supposée suivre un processus de
type EWMA (Exponentiel WeightedMovingAverage) : la prévision pour la date t est une
combinaison linéaire de l’innovation passée et de la valeur passée de la variance. Ce processus
est un cas particulier des modèles GARCH, et plus spécifiquement des modèles IGARCH.

Parmi les avantages de RiskMetrics, sous ces hypothèses, la matrice de variances/covariances
peut être appliquée assez directement aux positions détenues pour calculer la VaR. Les cal-
culs utilisés dans la méthode RiskMetrics sont rapides et simples, et requièrent uniquement la
connaissance de la matrice des variances/covariances des rendements du portefeuille. Cepen-
dant, cette méthode s’avère être inadaptée aux portefeuilles non linéaires (instruments option-
nels) et théoriquement peu adaptée aux queues de distribution épaisses et aux distributions
non normales des rendements. Par ailleurs, la fixation du decay parameter peut poser problème
sur certains échantillons (contrairement aux paramètres des modèles GARCH qui sont estimés
par Maximum de Vraisemblance).

3. Les modèles GARCH

Les modèles GARCH permettent de modéliser et de prévoir la variance conditionnelle de la
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distribution de pertes et profits, ce qui permet dans un second temps de déduire une modéli-
sation ou une prévision de la Value-at-Risk sous un certain nombre d’hypothèses concernant la
distribution conditionnelle des rendements.
Sous l’hypothèse de normalité de la distribution conditionnelle des P&L, la prévision de VaR
associée à un taux de couverture de α% est définie par :

V aRt+1|t(α) = −µ−
√
ht+1Φ

−1(α) (1.33)

Où ht+1 désigne la variance conditionnelle des rendements. Pour toute distribution elliptique,
la prévision de VaR est une transformée linéaire de la prévision de variance (volatilité). Prévoir
la variance permet de prévoir la VaR.
Une distribution appartient à la famille des distributions elliptiques si le logarithme de sa
densité peut s’écrire sous la forme : (x− µ

σ

)2
= c (1.34)

Où c désigne une constante, µ est un paramètre de position (location parameter) et σ un terme
d’échelle (scale parameter) 11.

Risque de portefeuille

Jusqu’à présent, nous avons considéré la VaR associée aux P&L d’ un seul actif. Cependant, la
question qui se pose est comment calculer la VaR d’un portefeuille composé de plusieurs actifs ?
Cette question admet deux réponses possibles :

La première réponse consiste à considérer le rendement global du portefeuille comme celui
d’un actif particulier et à calculer la VaR directement sur ce rendement agrégé. Cette méthode
représente l’avantage de à simplicité. Mais elle a également l’inconvénient qu’elle néglige les
covariances entre les rendements des actifs et par conséquent elle néglige toute diversification
potentielle des risques.
La deuxième consiste à prendre en compte explicitement les corrélations entre les actifs du
portefeuille pour le calcul de la VaR ; ce qui correspond à une approche multivariée de la VaR.

Nous présentons l’approche multivariée de la VaR, dans laquelle la VaR est construite comme
une combinaison des risques associés aux différents actifs du portefeuille. Si les positions du
portefeuille sont maintenues sur l’horizon du risque, le rendement du portefeuille est une com-
binaison linéaire des rendements des actifs qui le composent, dans laquelle les poids sont définis
par montant relatif investit en début de période.

Rendement d’un portefeuille :

Le rendement Rp,t un portefeuille de n actifs est défini par : Rp,t =
∑n

i=1WiRi,t

Où Ri,t désigne le rendement de l’actif i et wi le poids associé à cet actif. Avec, par conven-
tion :wi =

wi

w

∑n
i=1 ωi = 1

où ωi désigne le montant investit dans le titre i en début de période et W la valeur totale du
portefeuille. Le rendement du portefeuille peut s’écrire sous forme vectorielle :

11. Par exemple, la distribution normale, la distribution de Student et la distribution normale inverse gaus-
sienne (NIG) font partie de famille des distributions elliptiques
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Rp,t = w′R

ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

R = (R1, R2, . . . , Rn)

(1.35)

Les poids wi peuvent être positifs ou négatifs. On exclut en revanche le cas où la valeur totale
du portefeuille serait nulle, i.e. W = 0, puisque dans ce cas, les poids wi = Wi/W ne seraient
pas définis. Les moments associés aux rendements du portefeuille sont :

E(Rp,t) = w′
E(R) = µp

V(Rp,t) = w′ Σ w = σ2
p

(1.36)

où Σ désigne la matrice de variance covariance des rendements des n actifs 12.

VaR d’un portefeuille :

A partir d’un portefeuille, certains reporting proposent deux types de VaR : la VaR diver-
sifiée (diversified VaR) qui tient compte de la diversification des risques via la structure de
covariance des rendements des titres et la VaR non diversifiée (undiversified VaR) qui néglige
toute diversification des risques dans le portefeuille.
Pour commencer on se place dans le cas simple d’une distribution normale de P&L pour tous les
actifs i= 1, · · · , n, d’espérance de rendement nul. Par conséquent, le rendement du portefeuille
Rp,t est lui aussi normal.

La Value-at-Risk diversifiée (ou Value-at-Risk) du portefeuille tient compte des bénéfices de
la diversification des risques au sein du portefeuille. Pour un taux de couverture de α% et sous
l’hypothèse de normalité, cette VaR, notée V aRp,t(α), est définie par :

V aRp,t(α) = −Φ−1(α)σPW = −Φ−1(α)
√
X ′ΣX (1.38)

La Value-at-Risk non diversifiée du portefeuille correspond à la somme des VaR individuelles ou
à la VaR d’un portefeuille dans lequel il n’y a pas de position courte et où tous les rendements
V aRµ,t(α) =

∑n
i=1 V aRi,t(α). L’écart entre V aRµ,t(α) et V aRp,t(α) donne une mesure de la

réduction du risque de portefeuille liée à la diversification.

La Value at Risk est un indicateur de risque très utilisé depuis les années 90, presque par
les institutions financières. Cependant la VaR présente certaines limites qu’il ne faut pas perdre
de vue. Les limites résident dans les modèles utilisés pour le calcul de la value at Risk. Ces
derniers se basent sur des hypothèses qui ne coïncident pas toujours avec la réalité.
Comme nous l’avons vu auparavant, certaines méthodes de calculs se basent sur la normalité
des variations de prix. En d’autres termes, les variations des prix suivent une loi normale. En
réalité, la variation des cours d’une position boursière peut varier d’un extrême à un autre.

12.

Σ =




var(R1) cov(R1, R2) . . . cov(R1, RN )
... var(R2)

...
. . .

cov(RN , R1) cov(RN , R2) · · · var(RN )




(1.37)
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Cette volatilité (représenté par l’écart-type des rendements d’une position) est utilisée dans le
calcul de la VaR. Plus cette volatilité est importante plus la pertinence et la précision de la
VaR seront diminuées.

La VaR ne prend pas en compte la liquidité des marchés. En cas de crise, les marchés fi-
nanciers s’affolent et il n’est pas toujours évident de pouvoir vendre des positions. Il se peut
même que cela soit impossible. La crise des « Subprimes » est un excellent moyen d’illustrer ce
problème. Les crédits à risques au centre de cette débâcle financière ne s’échangeaient pas ou à
moins de la moitié de leur valeur nominale. Pour calculer une VaR pertinente, il faut posséder
un historique de minimum de deux cours journaliers sur une période de douze mois. Avec moins
d’information, la VaR perd en pertinence et en précision.

Enfin, une limite essentielle, est celle liée aux chutes de marchés. Lorsque les marchés financiers
se trouvent au centre d’une crise, la volatilité a tendance à s’envoler. Comme nous l’avons vu,
la volatilité est un estimateur de la VaR. Plus cet estimateur n’est élevé, plus la pertinence
et la précision de la VaR se verront diminuées. Ce raisonnement peut paraître logique si nous
partons de l’hypothèse qu’il est difficile de prédire l’évolution des marchés en cas de crise. Les
modèles classiques de calcul de VaR utilisent les rendements historiques pour estimer la VaR.
Si les marchés chutent, ces rendements historiques ne pourront pas estimer les pertes ou les
gains liés à un événement extrême.

Au lieu de cela, ces séries chronologiques sont marquées par des queues épaisses. Il ensuite
des changements extrêmes dans le risque facteurs sont considérablement plus probables que ce
qui est pris en compte dans l’hypothèse d’une normalité de distribution. La chute des cours
des actions provoquée par la crise des actions de 1987, par exemple, équivalait à quelque chose
entre 10 et 20 écarts types. Considérant que sous Normalité, un changement de 7 écarts-types
devrait en moyenne se produire un jour sur un milliard années, l’hypothèse de normalité semble
insuffisante. Les tests de résistance ne sont pas basés sur des statistiques hypothèses sur la ré-
partition des variations des facteurs de risque. C’est pourquoi les résultats de tests de stress ne
sont pas faussés par les queues épaisses.

Notons que la VaR présente de nombreux avantages : sa simplicité d’interprétation, son ca-
ractère généraliste et la dimension probabiliste de la mesure de risque. Mais elle présente aussi
certains inconvénients que nous évoquons maintenant :

— la VaR est sujette au risque de modèle : une erreur de spécification de la distribution de
P&L par exemple.

— la VaR est sujette au risque d’implémentation liée à la structure des données requises
pour estimer la P&L distribution ou la vaR directement.

Mais tous ces risques ne sont pas propres à la VaR.

— Cette mesure de risque ne donne aucune information sur les pertes au delà de la VaR
— Cette mesure peut conduire les agents à prendre de "mauvaise décision" d’investissement.
— Cette mesure peut conduire certains agents à prendre volontairement plus de risque dans

un système de management des risques décentralisé.
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— Supposons que ce projet peut générer de très forts rendements, mais aussi des très fortes
pertes ;

— Une analyse fondée sur la VaR peut conduire à adopter le projet, si les plus fortes pertes
n’affectent pas la VaR (parce que ces pertes excèdent la VaR), et cela quels que soient
les rendements positif attendus et la taille des pertes potentielles.

L’analyse moyenne-VaR peut conduire à accepter des projets avec de forts rendements positifs,
quelles que soient les possibles pertes associées, dès lors que la réalisation de ces pertes est
suffisamment peu probable : une telle situation peut conduire les investisseurs à s’exposer à de
très fortes pertes.

De la même façon, l’usage de la VaR dans un système de gestion des risques reposant sur
une relation principal-agent peut conduire à des effets non désirables : Supposons que la ges-
tion d’actif est décentralisée et que les traders ou les assets managers sont soumis à des limites
de risques en termes de VaR.
Le trader peut avoir intérêt alors (politique de bonus) à prendre des positions très risquées,
mais ayant des probabilités de réalisation faibles afin de ne pas atteindre les limites de risque
établies par les systèmes de contrôle des risques. Plus généralement, on peut se poser la question
de savoir si la VaR est vraiment une bonne mesure des risques ? On peut évoquer de la notion
de mesure cohérente des risques.

La notion de mesure cohérente de risque a été développée par Artzner et al. (1997, 1999) 13

Artzner et al. (1997, 1999) ont postulé un ensemble d’axiomes (axiomes de cohérence) sur ce
que doit vérifier une mesure de risque.

Soient X et Y deux distributions de P&L associées à deux portefeuilles et soit ̺(.) une mesure
de risque sur un horizon donné. La mesure de risque ̺(.) est dite cohérente seulement si elle
satisfait les axiomes suivants :

1. Monotonicité : Y > X ⇒ ̺(Y ) 6 (X)

2. Subadditivité : ̺(X + Y ) 6 ̺(X) + ̺(Y )

3. Homogénéité positive : ̺(hX) = h̺(X) pour h > 0

4. Invariance translationnelle : ̺(X + n) = ̺(x)− n ∀ n.

L’axiome le plus important est celui de subadditivité. Il signifie qu’un portefeuille constitué de
sous portefeuilles ne doit pas être plus risqué (au regard d’une mesure cohérente) que la somme
des risques associés aux sous portefeuilles. Cet axiome se fonde sur l’idée que l’agrégation des
risques individuels doit conduire à une diversification des risques et donc à une diminution du
risque global, ou dans le pire des cas à son maintien de celui-ci. C’est cet axiome qui fonde la
diversification des risques.
Si les risques sont subadditifs, l’addition des risques individuels donne une sorte d’enveloppe

13.
— Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J.M., Heath, D., 1997. Thinking coherently. Risk 10 (11), 68-71.
— Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J.M., Heath, D., 1999. Coherent measures of risk. Mathematical Finance

9(3), 203-228..
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supérieure des risques ou une sorte d’estimation conservatrice des risques. Mais si ce n’est pas
le cas, l’utilisation du risque agrégé comme indicateur de risque global peut conduire à sous
évaluer le risque global. La Value-at-Risk est elle alors une mesure cohérente du risque ?
On peut montrer que la Value-at-Risk ne vérifie pas l’axiome de subadditivité.
Considérons, par exemple, deux titres A et B. La probabilité de défaut sur chaque titre est de
4% et on anticipe une perte de 100 en cas de défaut, et une perte nulle en cas d’abscence de
défaut. La VaR à 5% de chaque titre est nulle.

V aRA(5%) = V aRB(5%) = V aRA(5%) + V aRB(5%) = 0

Prenons l’exemple de (Dowd,2005) : Supposons que les défauts soient indépendants. Au niveau
du portefeuille total (une obligation A et une obligation B), la P&L est la suivante : P/L=





0 avec une probabilté p1 = 0, 962 = 0, 9216
−200 avec une probabilté p2 = 0, 042 = 0, 0016
−100 avec une probabilté p3 = 0, 0768

Cela implique une VaR égale à :

V aRA+B(5%) = 100 > V aRA(5%) + V aRB(5%) = 0

La VaR n’est pas subadditive. On peut rendre la VaR subadditive en imposant des hypothèses
fortes sur la distribution de P&L, notamment en supposant que la distribution appartient à la
famille des distributions elliptiques. 14

Remarque : L′Expected Shortfall (ES) associée à un taux de couverture de α% correspond à
la moyenne des α% pires pertes attendues telle que :

ESt(α) = −
1

α

∫ α

0

F−1
Rt

(p)dp (1.39)

Où FRt
(.) désigne la fonction de répartition associée à la fonction de densité fRt

(r). Par conven-
tion, on exprime l’ES sous forme positive comme la VaR, alors qu’il s’agit d’une perte moyenne.

L′Expected Shortfall nous donne une information sur la moyenne des pertes dans les pires
états de la nature, c’est à dire dans les α% situations où les pertes dépassant la VaR(α). Pour
une distribution discrète, on a :

ES(α) =
1

α

α∑

p=0

pèmeplus forte perte× Pr(pèmeplus forte perte) (1.40)

L′Expected Shortfall (ES) est une mesure cohérente de risque et vérifie en particulier l’axiome
de sub-additivité. Considérons deux distributions discrètes de P&L, notées A et B, avec N
quantiles équiprobables. Alors :
ESA(α) + ESB(α) = moyenne des Nα plus fortes pertes sur A + moyenne des Nα plus fortes
pertes sur B. Donc par conséquent :
ESA(α) + ESB(α) ≥ moyenne des Nα plus fortes pertes sur A+B= ESA+B(α)

14. cf. Artzner et al., 1999
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Remarque : Selon Hurlin [99] pour calculer L’ES, pour certaines distributions de P&L (dis-
tribution normale notamment) il existe des formules analytiques. Dans les autres cas, on utilise
des approximations numériques.
Dans le cas d’une distribution de P&L normale centrée réduite l’Expected Shortfall associée à
un taux de couverture de α% vaut :

ESt(α) = exp

(
−F−1

t (α)2

2

)
σ

α
√
2π

(1.41)

Dans le cas d’une loi N(0,1), cette expression est équivalente à l’expression suivante :

ESt(α) =
φ(Φ−1(α))

0, 05
(1.42)

Où φ et Φ désignent respectivement la densité et la répartition de la loi normale standard.

Dans le cas général, il n’existe donc pas de formule analytique pour l’ES et on utilise des
approximations numériques. Une méthode de calcul possible est alors celle de la moyenne des
VaR (average VaR) : on calcule N,VaR associées à N taux de couverture équi-réaprtis sur le
segment[0,α] et l’on calcule la moyenne de ces VaR. Lorsque N tend vers l’infini, la moyenne
empirique des VaR converge vers l’ES.

Dans le travail de Nawroth A.P. Anfuso F. et Akesson F. (2014), ces auteurs ont proposé
une méthode pour caractériser et mesurer les corrélations breakdowns. Leur analyse porte sur
la structure des corrélations, et non sur le processus stochastique qui régit l’évolution des fac-
teurs de risque individuels. Ils ont démontré dans quelle mesure le bénéfice de la diversification
devrait être réduit, comment les corrélations les plus défavorables peuvent augmenter les cal-
culs de la VaR standard, et ont fourni un moyen pragmatique d’identifier puis de corriger les
spécifications de modèles à impact élevé dans les modèles VaR existants. Leur analyse com-
mence par le choix de la mesure de dépendance entre deux séries temporelles. Cette approche
est développer dans le chapitre 2.

Les tests de stress sont une contrepartie commune aux modèles objectifs utilisés pour la sur-
veillance quotidienne des risques. La valeur à risque (VaR) est un exemple de modèle objectif.
Un modèle de VaR ne fait pas la lumière sur la dimension de tels lourds pertes. Deux raisons
sont possibles :

— La première raison pour laquelle des tests de résistance sont requis comme mesure com-
plémentaire : Les tests de résistance servent à capturer les pertes extrêmes potentielles

— La deuxième raison importante pour laquelle les calculs de la VaR doivent être combi-
nés à des tests de résistance réside dans l’attitude quelque peu sceptique à l’égard des
hypothèses sur lesquelles la plupart des calculs de VaR sont basés basé.
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1.4 Stress testing

1.4.1 Les approches du stress testing

Le stress testing est un outil important de gestion des risques utilisé par les institutions
financières, les banques centrales et les organismes de régulation, permettant de mesurer la vul-
nérabilité d’une institution financière ou d’un système financier à des chocs macroéconomiques
inhabituels mais susceptibles de se produire. On peut distinguer deux niveaux d’application des
stress tests :

— Une application micro qui se focalise sur les impacts au niveau d’une seule institution fi-
nancière, généralement conduite par un groupe bancaire sous la supervision de la banque
centrale.

— Une application au niveau macro qui fait référence à l’impact sur l’ensemble d’un sys-
tème bancaire ou encore sur une région géographique, généralement conduite par les
banques centrales ou autres organes de régulation.

Dans un examen approfondi des méthodes macroéconomiques de stress testing, Sorge (2004)
distingue deux approches générales du stress testing, une approche "piecewise" ou par mor-
ceaux et une approche intégrée. L’approche piecewise évalue la vulnérabilité à des facteurs de
risque individuels. Elle implique généralement l’estimation de l’impact d’un choc macroéco-
nomique sur une seule mesure de la solidité financière. L’approche intégrée vise à évaluer la
sensibilité à de multiples facteurs de risques. Elle tente ainsi de modéliser l’impact d’un choc ma-
croéconomique sur plusieurs risques à la fois (risque de crédit et risque de marché par exemple).

Pour ce qui est des méthodes utilisées pour la modélisation dans ces approches, Sorge (2004)
parle de deux options de modélisation principales pour chacune des deux approches. Pour l’ap-
proche piecewise l’utilisation de séries temporelles ou de données en panel d’un côté et des
modèles à forme réduite d’un autre côté. Pour l’approche intégrée Sorge cite l’utilisation des
modèles de risque macroéconomique à la Wilson (1997) et des modèles micro-structurels à la
Merton (1974).Toujours dans le même document, l’auteur fait également ressortir les avantages
et les inconvénients de l’utilisation de chacune des approches.

Cependant, Antonella Foglia (2008) dans une enquête sur les approches du stress testing utilisées
par les banques centrales, nous fait remarquer que les banques centrales ont acquis beaucoup
d’expertise dans la modélisation durant les dernières années. Elle souligne aussi la complexité de
la modélisation et de l’organisation des stress tests au niveau macro. Une opération qui implique
un certain nombre d’étapes. Une première étape consiste à élaborer un scénario de stress macro,
cohérent et compatible avec le modèle macroéconomique en vigueur. Une deuxième étape ou
l’on applique des modèles satellites pour mesurer le risque de crédit et enfin une troisième étape
qui vise à évaluer les pertes en vertu des scénarios de stress.
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Importance des tests de résistance spécifiques au portefeuille

Importance des tests de résistance dans la gestion des risques

Le Comité de Bâle (1995) a justifié la nécessité de procéder à des tests de résistance :

"Banks that use the internal models approach for meeting market risk capital require-
ments must have in place a rigorous and comprehensive stress testing program. Stress
testing to identify events or influences that could greatly impact banks is a key com-
ponent of a bank’s assessment of its capital position.

Understanding and protecting against the vulnerabilities of a financial company’s risk-
taking activities is of course one of the major responsibilities of its board of directors and
senior management. Banks’ stress scenarios need to cover a range of factors that can
create extraordinary losses or gains in trading portfolios, or make the control of risk in
those portfolios very difficult. These factors include low-probability events in all major
types of risks, including the various components of market, credit, and operational risks.
Stress scenarios need to shed light on the impact of such events on positions that display
both linear and nonlinear price characteristics (i.e. options and instruments that have
options-like characteristics).

Banks’ stress tests should be both of a quantitative and qualitative nature. Quantitative
criteria should identify plausible stress scenarios to which banks could be exposed. Qualitative
criteria should emphasise that two major goals of stress testing are to evaluate the capacity
of the bank’s capital to absorb potential large losses and to identify steps the bank can take to
reduce its risk and conserve capital. This assessment is integral to setting and evaluating the
bank’s management strategy and the results of stress testing should be routinely communicated
to senior management and, periodically, to the bank’s board of directors.".

Scénario de stress rudimentaire

Parmi les possibles Scénario de stress, ceux-ci sont plus ou moins réalistes et plus ou moins
complexes à mettre en œuvre.

Un scénario simple est celui des chocs mono-factoriels. Cette méthodologie se base sur une
dégradation générale des taux de défaut associés à chaque note client. Elle est assez simple,
mais permet de mesurer rapidement les effets d’un stress non seulement sur les fonds propres,
mais aussi par exemple sur les créances douteuses et les provisions.

L’inconvénient de cette méthode est que la comparaison des effets d’une même crise entre
plusieurs banques n’est a priori pas directement possible à moins que les échelles de notation
interne existantes soient calibrées de la même manière, c’est à dire que le nombre de notes client
soit identique et que les taux de défaut par classes soient égaux. C’est généralement le cas sur
les marchés Corporate, car les banques s’obligent à dresser une table de correspondance entre
note interne et rating externe (des agences de notation). Ce type de benchmark externe n’existe
pas pour la banque de détail.
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Le scénario des chocs macroéconomiques est plus complexe. Ainsi, en plus des chocs mono-
factoriels, le FMI propose également les scénarios macro suivants :

— Chute de la demande mondiale de 20% entraînant une croissance nulle sur deux ans
— Hausse des prix du pétrole de 48% à 40$ sur deux ans (sans réaction monétaire)
— Hausse des prix du pétrole de 48% à 40$ sur deux ans (avec réaction monétaire)
— Hausse des taux courts et des taux longs de 150 points de base la première année et de

300 points de base la seconde.

Ces scénarios macro, exploités par les économistes, peuvent être traduits en termes de niveau
attendu du taux de créances douteuses litigieuses (CDL) et par suite en variation relative de
taux de défaut, lesquels sont utilisés pour effectuer des évolutions de fonds propres, de créances
douteuses et de provisions. Dans ce cas, les scénarios de crise tiennent compte des combinaisons
de différents facteurs macro-économiques qui, par le biais de modèles économétriques, sont tra-
duits en taux de CDL.

Tests de résistance par la méthode VaR

Les régulateurs exigent des tests de résistance en complément des modèles de VaR.

La méthodologie de la VaR est assez bien connue : une période de détention de t jours et
un niveau de confiance de p% sont donnés. La VaR est une mesure statistique de la perte d’un
portefeuille - telle que mesurée en unités monétaires - à ne pas dépasser avec une probabilité
de p% compte tenu du portefeuille reste constant pendant toute la période de détention. Les
pertes supérieures à la VaR ne se produisent qu’avec une faible probabilité [(1- p )%].

Dans la même veine, le facteur de multiplication appliqué à la VaR dans le calcul de l’exi-
gence de fonds propres réglementaires permet d’absorber l’incertitude qui subsiste quant à la
précision des modèles.

Il existe des hypothèses dont la validité est discutable. D’une part, le marché. Les caractéris-
tiques sont supposées ne pas changer dans le futur. Seulement, dans le cas où les mouvements
de ce marché futur ressemblent à ceux du passé, les modèles peuvent produire des résultats
fiables. Pourtant, il y a toujours eu des ruptures dans les mouvements du marché. Ils peuvent
être attribuables à diverses causes, par exemple, à des crises de grande ampleur, telles que des
guerres ou des catastrophes environnementales, des modifications de la politiques de taux d’inté-
rêt ou de change suivies par les banques centrales, attaques spéculatives devises et autres. Dans
ce contexte, une situation de stress signifie une rupture dans le temps constance d’un mar-
ché. L’objectif des tests de résistance est, entre autres, d’évaluer la perte potentielle résultant
de telles pauses.
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1.4.2 Recherche de scénarios spécifiques aux cas les plus défavorables
du portefeuille

Description du problème

Le concept de test de résistance repose sur la notion que la valeur d’un portefeuille dépend
de facteurs de risque.

Appelons les facteurs de risque ayant un impact sur le portefeuille r1, r2 . . . , rn et la fonc-
tion déterminant la valeur du portefeuille lorsque les valeurs de tous les risques sont données,
P. Les facteurs de risque peuvent être combinés en un vecteur unique décrivant la situation du
marché. Dans une situation de marché r, la valeur du portefeuille est P (r). P (rMM) représente
le vecteur associe à la valeur courante des facteurs de risque, c’est-à-dire la situation actuelle
du marché. représente donc le valeur actuelle du portefeuille.

Le choix des facteurs de risque dépend du portefeuille. Différents portefeuilles sont, en gé-
néral, influencés par différents facteurs de risque. Le nombre de facteurs de risque doit être
choisi de manière à inclure tous les paramètres susceptibles d’avoir un impact sur la valeur du
portefeuille. La fonction p dépend du portefeuille : un portefeuille différent à une fonction de
valorisation différente.

Les tests de résistance répondent à la question "Que se passerait-il dans telle situation de
marché".

Pour les tests de résistance, un scénario (rstress) est sélectionné selon des critères spécifiques de
la valeur du portefeuille actuel. En comparant avec la valeur actuelle du portefeuille P (rMM)
on peut évaluer les pertes qui seraient encourus si le marché passait soudainement rMM à rstress.

Normes de plausibilité

La plausibilité des scénarios est importante pour l’interprétation des résultats des tests de
résistance. Les normes de plausibilité devraient exclure les scénarios qui sont presque impos-
sibles et pourraient compromettre la crédibilité des résultats des tests de résistance. Pour cette
raison, les corrélations entre les facteurs de risque doivent être prises en compte lors de l’iden-
tification des scénarios de stress (Kupiec 1998). Un scénario dans lequel les mouvements des
facteurs risque, violent directement les corrélations n’est pas retenu, même si le mouvement
individuel de chacune facteur de risque est assez plausible. Pour cette raison, les corrélations
doivent être prises en compte lors de la définition des conditions de plausibilité.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, l’accent a été mis sur les différentes modélisations économétriques sur le
rôle de la corrélation dans le marche financières.
Nous nous sommes intéressés aux mesures du risque de perte et au rôle de la corrélation dans
le cadre de la composition de portefeuilles. Ainsi pour voir quelle est l’intérêt du VaR et quelle
sont les risques qui peut être mesures par le VaR et les méthodes utilise. Ce type de mesure
provient de la nature non-gaussienne des distributions de rendement et des dépendances entre
ces rentabilités. Et encore faire la décomposer la VaR d’un portefeuille c’est une problématique
qui peut être pose.
La notion de risque en finance concerne l’éventualité d’observer des évolutions défavorables
d’une variable du marché, le plus souvent cette variable est le prix de transaction d’un actif ou
d’un portefeuille d’actifs. Ces changements sont d’autant plus dommageables pour les investis-
seurs qu’ils sont importants. Les investisseurs sont alors préoccupés par les forts mouvements
des conditions du marché, tant en matière de prix qu’en matière de liquidité. Les autorités de
marché, quant à elles, sont chargées de protéger le système financier des conditions extrêmes
qui peuvent entraîner un risque systémique.
Dans les chapitres suivants nous parlons de la tendance des marchés est essentiellement fonction
des données économiques. Cependant, tout marché est influencé par le comportement psycho-
logique et les anticipations des changement de corrélation des investisseurs. Un investissement
particulier est encore plus influencé par ces éléments difficilement pondérables. Au moment où
un intervenant veut opérer sur un marché, la liquidité de ce marché peut être insuffisante. Après
que la transaction a été effectuée, la contrepartie peut faire défaut.
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Chapitre 2
Comment prendre en compte les ruptures de

corrélation dans les modèles de risque

2.1 Introduction

La corrélation breakdown est une convergence soudaine de la corrélation entre les rende-
ments des actifs négociés à la valeur initiale. On peut encore dire que c’est un changement
imprévu dans les corrélations de la structure des « actifs financiers ». Le concept d’une corré-
lation breakdown décrit la tendance des corrélations à se déplacer vers un marché, réduit tous
les avantages de la diversification juste au moment où elle est la plus nécessaire.

Cet effet apparaît notamment pendant les périodes de crises financières, mais il y a aussi
des preuves qu’il apparaît au cours de phénomènes d’euphorie du marché. Les articles de Ber-
tero et Mayer (1987)[16] et de King et Wadhwani (1990)[125] montrent une augmentation de
la corrélation des rendements des actions au moment du Krach de 1987. Calvo et Reinhart
(1987)[51] donnent des preuves du changement de corrélation associé à la crise mexicaine. Baig
et Goldfajn (1999)[17] ont trouvé une augmentation de la corrélation sur les devises pendant
la crise est-asiatique de 1997..

Pour mieux comprend ce phénomène, nous nous intéressons d’abord aux corrélations entre
les actifs financiers. Ensuite, nous cherchons à mettre en évidence les preuves d’une augmenta-
tion de la corrélation des rendements des actions en période de crises financière et comment le
changement qui se produit peut affecter la dynamique des prix des actifs.

Les changements dans les corrélations mesurées impliquent que la distribution conjointe des
rendements des actifs change dans les périodes de fortes volatilités. Même si le comportement
des rendements des actifs est régi par un processus inchangé, on pourrait percevoir un lien entre
la volatilité et les mesures de corrélation. En effet, un modèle simple normal bi-varié peut ex-
pliquer pourquoi des périodes d’augmentation (échantillonnage) de la volatilité correspondent
également à des périodes relativement élevées (échantillonnage) de la corrélation. L’importance
de ce dernier résultat a été illustrée par Ronn (1995) ; Boyer, Gibson et Loretan (1999) ; Forbes
et Rigobon (1999). De même, Loretan et English (2000) ont démontré qu’une partie impor-
tante des changements dans les corrélations au fil du temps, y compris celles qui ont eu lieu à
l’automne 1998, peut me refléter rien de plus que l’effet prévisible des différences dans l’échan-
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tillon de la volatilité sur les corrélations mesurées, plutôt que des ruptures dans le processus de
génération de données pour les rendements des actifs.

King et Wadhwani (1990) ont souligné les modifications du coefficient de corrélation des ren-
dements des actifs financiers associées à la notion de contagion. Ce terme fait référence à la
propagation des chocs d’un marché à l’autre et peut s’expliquer par l’existence de liens entre les
pays ou par le comportement rationnel et irrationnel des investisseurs internationaux (Karolyi,
2003). Cependant, avant de poursuivre avec les explications qui ont été données sur la question
de la corrélation breakdown il faut vérifier que cette rupture a réellement eu lieu.
L’étude de la stabilité du coefficient de corrélation s’est révélée être une question difficile et les
recherches récentes dans ce domaine ont mis en évidence deux problèmes majeurs.

Premièrement, le choix de «conditionner» l’indice de corrélation sur des périodes de forte vo-
latilité n’est pas approprié si nous avons l’intention de tester une rupture de corrélation. De
nombreuses études récentes ont montré que dans ce cas, nous obtenons des estimations biaisées
de la corrélation vraie. Forbes et Rigobon (2002) ont étudié la corrélation entre le Mexique et 28
autres pays et ont montré que, lorsque la corrélation était ajustée pour tenir compte des varia-
tions de variance inférieures à 5%, les cas classifiés traditionnellement dans le groupe présentant
une contagion présentaient encore des modifications significatives de corrélation. Boyer, Gibson
et Loretan (1999)[15] ont montré comment les corrélations breakdowns sont générées, lors de
la réalisation d’une variable conditionnement, pour les cas d’une paire de variables aléatoires
normales à deux variables et d’un processus GARCH à deux variables avec un coefficient de
corrélation contemporain constant. Rigobon (2003) a montré que l’hétéroscédasticité biaise les
tests de contagion en fonction des coefficients de corrélation. Lorsque la contagion est définie
comme une augmentation significative du co-movement du marché après un choc dans un pays,
des travaux suggèrent que la contagion s’est produite lors de crises récentes.

Il a montré aussi que les coefficients de corrélation sont conditionnés par la volatilité du marché.
Sous certaines hypothèses, il est possible de corriger ce biais. En utilisant cet ajustement, il
n’y a pratiquement pas eu d’augmentation des coefficients de corrélation conditionnels (c’est-
à-dire pas de contagion) pendant la crise asiatique de 1997, la dévaluation mexicaine de 1994
et le krach boursier américain de 1987. Il existe cependant un niveau élevé de co-movement du
marché dans toutes les périodes, ce que nous appelons l’interdépendance. Il applique ensuite
une nouvelle méthodologie qui permet de tester la stabilité du mécanisme de transmission, en
tenant compte des problèmes qui se trouvent dans les dernières crises. Dans leur étude qui
couvre 36 marchés boursiers au cours des trois dernières crises financières majeures (Mexique
1994, Asie 1997, Russie 1998), le mécanisme de transmission a changé dans moins de 10% des
cas. Loretan et English (2000) ont calculé l’ajustement, pour tenir compte de la volatilité, les
coefficients de corrélation entre les rendements quotidiens des indices boursiers britanniques
FTSE 100 et DAX allemands. Ils n’ont donc pas mis en évidence de changement structurel lors
de la crise mexicaine de 1994.

Le deuxième problème concerne la pertinence de la corrélation de Pearson. L’outil Index 1

en tant que mesure statistique de la dépendance lorsque les rendements ne sont pas issus de

1. Un indice est un outil statistique qui permet de mesurer l’évolution d’une valeur (V) dans le temps, à
partir d’une même date de référence
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la classe des distributions elliptiques, dont la distribution normale multivariée est un membre.
Embrechts, Meneil et Stramann (2001)[75] ont discuté du rôle du coefficient de corrélation li-
néaire et d’autres mesures de dépendance en dehors de la classe des distributions elliptiques. On
sait, par exemple, que la corrélation conditionnelle d’une distribution normale multivariée tend
vers zéro lorsque le seuil utilisé pour définir les queues de distribution tend vers l’infini. Cela
contredit toutefois l’opinion largement répandue selon laquelle la corrélation entre les marchés
augmente considérablement en présence de chocs négatifs importants.

Bien que Longin et Solnik (2001)[134] ont abordé cette question en utilisant les résultats asymp-
totiques du MEVT 2, qui valent pour une large gamme de distributions paramétriques, ils ont
appliqué leur méthodologie aux rendements boursiers mensuels de cinq marchés de capitaux
matures et ont montré que les corrélations extrême gauche étaient nettement plus grandes
que celles de droite et que leur distribution asymptotique était différente de celle de la nor-
male multivariée. June M. L. Poon (2004) soutenu que les tests traditionnels de dépendance
asymptotique extrême biaisent les résultats en faveur de cette hypothèse et ont suggéré une
mesure supplémentaire de la dépendance extrême pour des variables asymptotiquement indé-
pendantes. Ils ont appliqué la paire de mesures de dépendance aux données quotidiennes des
rendements des indices boursiers des cinq plus grandes places boursières et ont conclu que la
dépendance asymptotique entre les indices boursiers des pays européens (Royaume-Uni, Alle-
magne et France) a augmenté au fil du temps, mais que cette asymptotique entre l’Europe, les
États-Unis et le Japon caractérisent le mieux leur comportement sur les marchés boursiers.

Dans le travail qui suit nous développons les méthodes utilisée dans la littérature. Dans un
premier temps nous présentons le modèle multivarié GARCH et dans un second temps nous
décrivons les mesures de VaR, puis nous comparons ces modèles.

2.2 Évidences empiriques et corrélations breakdowns : Mo-
dèles ARCH

Jin et Maheu (2016) ont utilisé un modèle d’inférence bayésien de l’estimation dans leur
article “Modeling covariance breakdowns in multivariate GARCH” proposent un moyen flexible
afin d’accueillir les périodes des chutes hétérogènes de la dynamique de la matrice de covariance
conditionnelle de modèles GARCH multivariés. Selon eux, la dynamique de la volatilité est régie
par une spécification de MGARCH dans les périodes de l’activité normale des marchés. Ils pro-
posent une procédure d’échantillonnage postérieure bayésienne efficace et démontrent comment
calculer la probabilité marginale. Cette procédure, appliquée à des données quotidiennes sur les
marchés boursiers, va conduire à une amélioration significative de la probabilité de gains et de
choix du portefeuille marginal. On remarque que, la covariance breakdown a un écart tempo-
raire très important de la matrice de covariance conditionnelle pour la dynamique implicite de
(MGARCH).

Ils ont évoqué également le changement dans les variances conditionnelles pour les breakdowns

2. Multivariate extreme value theory : La théorie des valeurs extrêmes multivariées (MEVT) est la boîte
à outils appropriée pour analyser plusieurs événements extrêmes simultanément. Cependant, la théorie des
valeurs extrêmes multivariées est loin d’être facile d’accès ; ses principaux résultats sont formulés dans un cadre
théorique de la mesure dans lequel un fil conducteur n’est pas visible.
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dans chaque composant de la matrice de covariance conditionnelle. Cette dernière permettra
de voir comment les corrélations conditionnelles sont touchées par les écarts. Afin d’éviter les
problèmes des erreurs de spécification, ils ont créé les modélisations de la matrice de covariance,
et se concentrent sur les corrélations en négligeant les hétéroscédasticités.

Le modèle d’inférence :
Pour le modèle d’inférence, on appelle bayésien, un modèle d’estimation associé à un coût et
à une distribution qui minimise le risque ou la chaine de Markov Monte Carlo, (MCMC). On
applique une approche bayésienne pour montrer une inférence postérieure. Les paramètres in-
connus du modèle sont π1,π2,µ et Θ avec Θ l’ensemble de paramètres dans la spécification de
GARCH que régit Ht. L’espace paramétrique augmente avec St et Λt

La matrice de passage :




yt : µ+H
1/2
t Λ

1/2
t Zt y1 = 1, 2, 3 · · ·

µ : E(yt|Ft−1) est le vecteur conditionnel constant et

Ft−1 : Sigma généré par les valeurs passées yt −→ t− 1

Zt ∼ NID(0, I)5 Distributions

H
1/2
t : représente le facteur de Cholesky qui définit la matrice pour le modèle (MGARCH)

(
π1, 1− π1
1 π1, π2

)

π1|π2, :





p(S|Θ, π1, π2, µ, Y )
p(π1, π2|S)
p(Θ|S, µ, Y )
p(Λ|S,Θ, µ, Y )
p(µ|S,Θ, Y )





Avec S = {St}Tt=1 ; Y = {yt}Tt=1 ; Λ = {Λ}Tt=1

D’où l’échantillonnage S, conditionnel sur H et µ est présenté comme suit :
ỹt = H

1/2
t (yt − µ), ỹt|Λt ∼ (0,Λt)

L’échantillonnage π1, π2 conditionnel postérieur distribué :
p(π1|S) ∝ p(S, |π1)p(π1) ∝ p(π1)π

n1
1 (1− π1)n2 De même pour π1 et l’échantillonnage Λ, µ.

Ils montrent que la probabilité marginale est un élément clé pour la comparaison avec le mo-
dèle d’inférence bayésien. Ce modèle permet d’évaluer les covariances breakdowns admises et
compare la dynamique de la volatilité sous la spécification complète qui comprend l’impact des
breakdowns Vt = H

1/2
t Λt(Ht)

1/2 contre le composant du modèle (MGARCH).

Chesnay et Jondeau (2000) ont utilisé le modèle standard GARCH. Ce dernier met en évidence
la croissance des corrélations entre les marchés d’actions internationaux en période de forte
volatilité boursière. Ils ont estimé un modèle multivarié dans lequel la matrice de corrélation
est dépendante des variations de régimes. Selon les données utilisées à partir des rendements
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boursiers de SP , DAX et le FTS pour la période de 1988 à 1999, leurs résultats montrent que
les corrélations augmentent significativement en période de turbulence.

Boyer, Gibson et Loretan (1997)[15] ont appliquée le modèle VAR ainsi le modèle GARCH
avec les simulations des variables normales bi-variées, ils ont démontré que les soucis de la sta-
tionnarité ne peuvent pas être justifiés par les corrélations breakdowns puisque les corrélations
sont constantes. Ils ont aussi montré que les variations de corrélations dans le temps ne peuvent
pas être détectées.

Les corrélations sont importantes pour la tarification et la couverture des dérivés dont le ren-
dement dépend de plusieurs actifs. En conséquence, les gestionnaires des risques s’inquiètent
que leurs couvertures soient inefficaces au moment où elles sont le plus nécessaires, notamment
durant les situations où le marché est stressé. Bien que la décomposition des corrélations puisse
être le résultat d’une analyse de données médiocre, d’autres preuves suggèrent que les correc-
tions changent effectivement avec le temps.

Ainsi, l’instabilité des corrélations rendent difficile, voire impossible la couverture de l’expo-
sition à un facteur de risque. Le but de cet article Boyer, Gibson et Loretan (1997) est de
montrer que le test de changements de corrélations n’est pas aussi simple qu’on pourrait le
penser. Plus spécifiquement, les auteurs démontrent que la division d’un échantillon de données
se fait en fonction des réalisations ex-post d’une série. Disons par exemple entre des grandes
valeurs et des petites valeurs de séries, il est possible d’avoir des résultats erronés et très trom-
peurs, car une telle procédure est susceptible de suggérer une rupture de corrélation, que les
coefficients de corrélation varient ou non.

Boyer, Gibson et Loretan (1997)[15] examinent un ensemble de variables quotidiennes à don-
nées bi-variées des taux de change allemand et japonais. A partir de cet ensemble de données,
ils trouvent que les modèles de corrélation conditionnelle calculé sont fortement similaires aux
observations empiriques. Etant donné l’examen de données connues comme étant normales et
bi-variées ; on admet que les variables aléatoires GARCH ne sont ni normales, ni identiquement
distribuées, leurs variances évoluant dans le temps, cependant, comme dans le modèle de Bol-
lerslev (1990), le coefficient de corrélation est constant. Les corrélations sont toujours observées
sur des évènements ou sur des mois avec des variances très élevées, même lorsque le processus
de génération a une corrélation simultanée constante et une volatilité dans le temps.

En résumé, Boyer, Gibson et Loretan (1997) ont montré que les modifications des corréla-
tions dans le temps ou entre les régimes ne peuvent pas être détectées de manière fiable en
séparant un échantillon en fonction des données des valeurs obtenues. Ils sont montré que les
changements de corrélation dans le temps ou entre les régimes ne peuvent pas être détectés de
manière fiable en divisant un échantillon en fonction des valeurs des données anticipées.

Stelios et Dimitris (2009) ont étudié la structure de dépendance de la réalisation extrême de
rendements entre les marchés du Japon et des États-Unis, et les marchés émergents de Chypre,
de la Grèce et des six pays de la région Asie-Pacifique, en appliquant la théorie de la valeur
extrême. Ils indiquent que les corrélations extrêmes gauches (risque de perte) ne sont pas sub-
stantiellement différentes des corrélations inconditionnelles ou de celles obtenues à partir d’un
modèle multivarié à corrélation conditionnelle dynamique de GARCH (DCC) avec les variables
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uni-variées asymétriques de GJR-GARCH. De plus, une analyse de regroupement montre que
les pays examinés n’appartiennent pas à un bloc distinct sur la base des corrélations extrêmes.
Les implications politiques sont que les avantages de la diversification du portefeuille entre le
marché boursier chypriote et les marchés des pays de la région Asie-Pacifique, de la Grèce, du
Japon et des États-Unis ne sont pas érodés pendant les périodes de crise, en ce sens qu’aucune
rupture de corrélation n’a été constatée.

Stelios et Dimitris (2009) ont également choisi d’estimer les indices de corrélation à partir de mo-
dèles de volatilité à plusieurs variables. Le premier modèle qu’ils ont estimé est celui proposé par
Bollerslev (1990) qui gère la grande dimensionnalité de l’espace paramétrique de la matrice de
variance-covariance en adoptant l’hypothèse de corrélations contemporaines constantes (CCC).
Dans la spécification du modèle CCC-GARCH, la matrice de variance conditionnelle est spé-
cifiée. Dans ce modèle CCC-GARCH, la matrice de corrélation R est invariante dans le temps.
Pour le cas GARCH à deux variables, le modèle CCC ne contient que 7 paramètres, contre
21 dans le modèle complet, et la position de la matrice de variance-covariance est facilement
satisfaite. Dans ce cadre, le comportement asymétrique des covariances conditionnelles sur les
marchés haussiers et baissiers est garanti par le paramétrage des variances conditionnelles. Dans
leur cas, ils ont appliqué le modèle de Glosten-Jagannathan-Runkle (1993) GJR-GARCH.
L’hypothèse selon laquelle les corrélations conditionnelles sont constantes peut sembler irréa-
liste dans de nombreuses applications empiriques telles que la dépendance des rendements des
actions internationales.

Engle (2002) a étend l’estimateur CCC en permettant aux corrélations conditionnelles de varier
dans le temps. L’estimateur conditionnel dynamique (DCC) est obtenu en deux étapes. Dans la
première étape, les modèles univariés GJR-GARCH sont estimés pour chaque série ; les résidus
standardisés de la première étape, sont utilisés dans la deuxième étape de l’estimation des pa-
ramètres de corrélation. La structure de corrélation R est également la corrélation des données
d’origine et est donnée par une matrice diagonale dont les éléments sont la racine carrée des
éléments diagonaux de la matrice de covariance spécifiée par un processus GARCH.

On peut résumer que Stelios D et Dimitris (2009) trouvent que le degré de co-évolution des
rendements n’a pas changé de manière significative au cours des dernières crises survenues dans
les années 90. Mais encore ils sont estimés le degré de dépendance d’une extrême réalisation
de rendements entre Chypre, six marchés boursiers de la région Asie-Pacifique, la Grèce et les
marchés des États-Unis et du Japon.

Le principal avantage de l’approche en terme de valeurs extrêmes est qu’elle génère des mesures
de dépendance même si la distribution gaussienne multivariée ne s’applique pas, comme c’est
le cas pour les queues de rendements d’indices boursiers à haute fréquence. Les preuves qu’ils
ont obtenues indiquent que les corrélations extrêmes ne sont pas substantiellement différentes
de celles sans condition ni de celles obtenues à partir de modèles GARCH multivariés. Ces
éléments de preuve corroborent la conclusion selon laquelle la rupture de la corrélation n’est
pas prédominante en période de crise, comme on pouvait le penser a priori. De plus, ils ont
appliqué une analyse de regroupement qui montre que les pays étudiés n’appartiennent pas à
un bloc de pays distinct sur la base des corrélations extrêmes qu’ils ont estimé. La preuve de
cette étude repose sur deux conditions : le premier est lié au choix du seuil. Une analyse de
sensibilité a montré que les résultats sont robustes aux seuils choisis, bien que l’application de
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seuils choisis de manière optimale corrobore les résultats obtenus. La deuxième condition est
liée au choix de la mesure de dépendance de queue qu’ils ont utilisé et qui a été critiquée comme
biaisant pour les résultats en faveur de la présence d’une dépendance asymptotique.

Les implications sont que des corrélations «extrêmes» devraient être attribuées à la volatilité
accrue en période de turbulence et que les avantages tirés de la diversification du portefeuille
avec les actifs des marchés des actifs étudiés ne sont pas modifiés pendant les périodes de crise.
Selon Boyer, Gibson et Loretan (1997) montrent que les modifications des corrélations dans le
temps ou entre les régimes ne peuvent pas être détectées et les corrélations breakdowns de ces
séries ne peuvent pas être déterminées ou résolues, même avec la comparaison des coefficients
de corrélation dans les mois à forte ou faible volatilité, ce processus de génération de données
présente une corrélation non constante. De même, Stelios et Dimitris (2009) montrent que la
corrélation des données d’origine est représentée par une matrice diagonale dont les éléments
sont la racine carrée des éléments diagonaux de la matrice de covariance spécifiée par un proces-
sus GARCH. Parallèlement, Jin et Maheu (2016), la dynamique de la volatilité est régie par une
spécification MGARCH dans les périodes d’activité normale des marchés et la probabilité mar-
ginale est un élément clé pour la comparaison avec le modèle d’inférence bayésien. Ce modèle
permet d’évaluer les covariances breakdowns admises et compare la dynamique de la volatilité
sous la spécification complète qui comprend l’impact des breakdowns contre le composant du
modèle (MGARCH).

2.3 Corrélations Breakdowns et Value at risk (VaR)

Nawroth, Anfuso et Akesson (2014), ont utilisé une méthode pour caractériser et mesurer
les corrélations. Ils ont ieux aussindiqué dans "la corrélation breakdown et l’influence des cor-
rélations sur la VaR" que quand une baisse des marchés financiers se produit, les corrélations
ont tendance à augmenter. En conséquence, l’effet de diversification de portefeuille est amoindri
quand il est le plus nécessaire pour protéger les investisseurs contre les pertes importantes. Dans
leur travail, ces auteurs ont proposé une méthode pour caractériser et mesurer les corrélations
breakdowns.

Leur analyse porte sur la structure des corrélations, et non sur le processus stochastique qui
régit l’évolution des facteurs de risque individuels. Ils ont démontré dans quelle mesure le bé-
néfice de la diversification devrait être réduit, comment les corrélations les plus défavorables
peuvent augmenter les calculs de la VaR standard, et ont fourni un moyen pragmatique d’iden-
tifier et corriger les spécifications de modèles à impact élevé dans les modèles VaR existants.
Leur analyse commence par le choix de la mesure de dépendance entre deux séries temporelles.
Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, les mesures de dépendance utilisées sont souvent
basées sur le coefficient de corrélation de Pearson.

Selon eux les portefeuilles contenant des produits dérivés non linéaires peuvent avoir des carac-
téristiques qui sont incompatibles avec les hypothèses de répartition. Ils proposent une métho-
dologie qui permet d’estimer le niveau implicite de corrélations pour différents quantiles. Leur
approche ne repose sur aucune hypothèse relative à la forme de la distribution conjointe. Dans
leurs contributions postérieures, ils ont tenté d’écrire directement la variation des corrélations ;
si le niveau de confiance est plus élevé, ils ajoutent les impacts de corrélation breakdowns sur
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l’estimation de la VaR, caractérisant également la variation des corrélations sous-jacentes struc-
turées.

Ils ont analysée un portefeuille d’actions, où les seuls facteurs de risques pertinents considérés
sont les processus stochastiques qui sous-tendent les valeurs des indices boursiers individuels. La
Value at Risk (VaR) a été utilisé par ces auteurs pour mesurer la performance voir le chapitre 1.

Dans leur modèle, il n’y a que trois paramètres uni-variés : la moyenne, l’écart-type et les
degrés de liberté de la distribution. La moyenne est supposée nulle, L’écart-type σt est estimé
par une simple procédure EWMA 3 qui est définie comme suit :

σ2
t =

t−1∑

i=t−n
⋋t−ir2i

t−1∑

i=t−n
⋋t−i

Nawroth, Anfuso, et Akesson (2014), ont donné une visualisation simple des corrélations break-
downs entre les différentes catégories de portefeuille. Pour ce qui est de la corrélation des
rendements journaliers du portefeuille d’indices et la valeur à un jour estimée au risque (VaRe,
les corrélations sont calculées à l’aide de 250 déclarations journalières pondérées égales). L’ob-
jectif est de déterminer si le portefeuille considéré est plus proche d’une corrélation non corrélée
ou parfaitement corrélée. Et le point de départ est l’expression de la mesure de corrélation du
quantile.

Pour deux actifs, on a : ρV aR(q) =
r(q)2−ω2

xr
2
x(q)−ω2

xr
2
y(q)

2ωxωyrx(q)ry(q)
(1)

où r(q) est le rendement du portefeuille. L’équation (1) a plus d’actifs et la baisse de la
dépendance sur le niveau de confiance (q) il est clair sur l’équation suivante :

ρV aR =
r2−

∑N
k=1 ω

2
k
r2
k

∑N
k,l;k 6=l ωkωlrkrl

(2)

ρV aR =
r2−∑N

k=1 ω
2
k
r2
k

∑N
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∑N
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(3)

ρV aR =
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r2
k
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r2
k
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∑N
k=1 ω

2
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r2
k

(4)

En introduisant la VaR avec des hypothèses de corrélations différentes, on peut réécrire l’équa-
tion (4) en termes de VaR. Et VaRz est définie comme la VaR d’un portefeuille de com-
position identique à notre portefeuille historique (les mêmes volatilités que nos constituants
historiques) mais avec des corrélations nulles entre les rendements des actifs. Cependant, en
remplaçant les termes individuels de l’équation (4) avec VaRz VaRe et VaRwc, on obtient :
ρV aR = V aRe2−V aRz2

V aRwc2−V aRz2

Le principal avantage de l’expression de l’équation 4, est le lien avec les calculs de la Value-
at-risk standard. Ce qui le rend pertinent pour les applications pratiques. En introduisant un
ratioρV aR dans cette l’équation on trouvera un lien direct entre la corrélation pondérée par la
volatilité et une mesure de la VaR. Cela montre que dans la détermination paramétrique de la

3. The Exponentially Weighted Moving Average (EWMA) où La moyenne mobile pondérée exponentielle-
ment (EWMA) est une statistique de suivi du processus qui établit la moyenne des données d’une manière qui
donne de moins en moins de poids aux données à mesure qu’elles sont éloignées dans le temps.
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VaR, du moins si l’on limite l’analyse au cas des distributions elliptiques, l’équation ne porte
pas de dépendance de quantile parce que la fonction de quantile tombe hors de l’expression.
Pour extraire la caractéristique des données historiques, nous pouvons remplacer dans cette
équation le paramétrique avec une détermination historique de la VaR (hVaR).
Donc l’équation peut se déduire de la fonction suivante : ρV aR = hV aRe(q)2−hV aR2

z

hV aRwc(q)2−hV aRz(q)2

Or hV aRe est le portefeuille normal de hV aR, et hV aRwc est le portefeuille partiel de hV aR
et hV aRz défini comme hV aRe non corrélée, et simplement obtenu en traçant des événements
aléatoirement à partir des distributions marginales historiques des données. Selon eux, la des-
cription de cette relation par la matrice de corrélation est souvent une mauvaise approximation
et elle peut devenir de plus en plus inadéquate lorsqu’on considère des niveaux de confiance
plus élevés.

Dans leurs travaux, ils ont proposé trois approches différentes pour identifier et modifier les
limites principales de cette approximation. Cette analyse peut être facilement effectuée, four-
nissant une réponse qui dépendra du niveau de confiance choisi et de la composition du por-
tefeuille. C’est un outil envisageable pour une situation de corrélation dans le pire des cas. Le
concept de corrélations VaR a été généralisé, mettant en évidence le lien avec le cadre VaR
standard. En se basant sur cette approche, nous pourrions dériver des corrélations dépendantes
du niveau de confiance à partir de données historiques sans hypothèse de répartition forte pour
les log de l’actif.

Ainsi, on propose un outil qui tient compte de l’hétéroscédasdicité dans l’analyse de la cor-
rélation. Ce dernier sert à ajuster le nombre calculé d’exceptions de VaR afin de corriger la
spécification incorrecte du modèle des données utilisé. Ensuite, on montre que cet outil a la
capacité de supprimer les effets de la mauvaise spécification sur deux niveaux. D’un côté, le
premier niveau est la spécification du processus stochastique pour les facteurs de risque indivi-
duels, de l’autre, le deuxième niveau est la spécification de leur Co-mouvement.
Une analyse des corrélations asymétriques utilisant les statistiques en ce qui concerne le style,
la taille, le bêta et les performances a été avancée, mais aucun modèle n’a été fourni pour
reproduire l’asymétrie des corrélations observées dans les données. La méthode du facteur d’ex-
ception de la VaR fp(α) peut également être utilisée pour évaluer et améliorer les approches
basées sur la copule comme (MCS) multivariate conditional Spearman’srho. Dans cet article,
les auteurs n’ont pas utilisé le meilleur modèle pour décrire la relation entre les différentes
séries temporelles. Mais ils ont bien montré comment comprendre la dépendance de l’évolution
des prix entre deux facteurs de risque. Ils ont aussi fourni des outils concrets pour montrer et
quantifier l’erreur produite par les calculateurs de VaR standard basés sur des modèles à risque
multivarié. Après avoir précisé où les hypothèses simplifiées ont le plus d’impact, on peut choisir
judicieusement le grand nombre de propositions de modèles d’évolution des facteurs de risque
déjà disponibles dans la littérature financière. Boyer, Gibson et Loretan (1997) ont fait des
simulations des variables aléatoires normales, ils ont noté que la connaissance de VaR per-
met de déterminer si le coefficient de corrélation ρ est inférieur ou supérieur à la corrélation
conditionnel ρA entre les évènements x et y, ils ont aussi montré comment on peut calculer
la variance conditionnelle d’une variable aléatoire x normalement distribuée pour divers types
d’événements de conditionnement.

Ils ont considéré quatre valeurs pour la corrélation inconditionnelle (20, 50, 80 et 95) et les
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événements bilatéraux avec des probabilités de 50%, 10%, 5% et 1%. (Chaque partie à la moitié
de la probabilité totale de l’événement). Le cas Pr(A) = 50% signifie que l’événement considéré
consiste en une chute de x dans le quartile le plus inférieur ou le plus élevé de sa distribution.
Cela correspond au cas où l’échantillon est scindé en sous-échantillons de taille égale, suivant
la position de x par rapport à la médiane en matière de proximité, et qu’ils souhaitent pour
vérifier si les corrélations des sous-échantillons diffèrent les unes des autres. Les cas de Pr (A)
= 10% ou moins servent à comparer la corrélation entre les observations des données de queues
(taille) avec la corrélation entre les observations ordinaires. Puis, on note que les paires de cor-
rélations conditionnelles sont souvent très éloignées les unes des autres, en particulier lorsque
le coefficient de corrélation est relativement petit. Sûrement, un analyste non méfiant pourrait
être tenté de conclure que cette divergence est un exemple clair d’une rupture de corrélation.

Ils ont montre aussi que si x et y sont normales bivariées à deux variables avec une variance
moyenne et une unité nulle. Les événements A sont des événements à deux côtés de la dis-
tribution marginale de x entre les données des observations ordinaires et inhabituelles. Mais,
une fois de plus, les différences entre les corrélations conditionnelles sont causées par le choix
des sous-échantillons uniquement et non par une modification des paramètres du processus de
génération de données.
Une troisième forme de conditionnement consiste à examiner les sous-échantillons de données
caractérisés par une forte volatilité. Supposons qu’un échantillon de (x ; y) soit divisé en plu-
sieurs sous-échantillons de taille égale (mois). Le sous-ensemble de mois à forte volatilité peut
être défini comme l’ensemble au cours duquel le rapport de la variance (au cours d’un mois) de
x à la variance globale (c’est-à-dire inconditionnelle) de x dépasse un certain seuil k. De plus,
disons que xt et yt sont normales bi-variées avec des moyennes égales à 0, des variances égales
à 1 et une corrélation de 0,5. Les mois à forte volatilité sont définis comme ceux où VaR (x)
est supérieur ou égal à un seuil k. Et le mois de forte volatilité se manifeste par une corrélation
conditionnelle plus grande en valeur absolue, que la corrélation inconditionnelle.
Là encore, il apparaît que les événements de conditionnement caractérisés par une volatilité
élevée de x sont associés à une corrélation conditionnelle élevée entre x et y.
Boyer et Al (1997) montrent donc à nouveau des intervalles de confiance de 90% pour les corré-
lations conditionnelles théoriques sous l’hypothèse de normalité bi-variée. Et on observe, encore
une fois, que les corrélations conditionnelles empiriques et théoriques sont assez similaires. Les
corrélations conditionnelles empiriques ne sont jamais en dehors de l’intervalle de confiance de
90% pour des données normalement distribuées. Les auteurs ne peuvent pas conclure que les
corrélations breakdown entre les deux séries empiriques est différente dans les queues de la dis-
tribution. Mais plutôt, ils concluent que, pour ces séries, la question des corrélations breakdown
ne peut pas être résolue sur la base de cet exercice en divisant l’échantillon. Tandis que A.P.
Nawroth, F. Anfuso, et F. Akesson (2014), montrent dans leurs contributions antérieures, qu’ils
ont tenté d’écrire directement la variation des corrélations ; si le niveau de confiance est plus
élevé, ils ajoutent les impacts de corrélation breakdowns sur l’estimation du VaR, caractérisant
également la variation des corrélations sous-jacentes structurées.

En proposant une méthodologie qui permet d’estimer le niveau implicite de corrélations pour
différents quantiles. Leur approche ne repose sur aucune hypothèse sur la forme de la distribu-
tion conjointe.
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2.4 Les corrélations breakdowns dans autres modèles de
résolutions

Falbo et Grassi(2011)[77], ont proposé d’analyser l’effet introduit dans la dynamique d’un
marché financier lorsque les agents anticipent l’apparition d’une baisse de corrélation Break-
downs. Il peut agir à la fois comme conséquence et comme un facteur déclenchant la crise
financières. Ils ont développé un modèle où la demande excédentaire influe directement sur la
variance et la corrélation des rendements des actifs. Ils ont montré également que, lorsque les
agents anticipent l’effet de la demande excédentaire, ils peuvent générer à la fois un équilibre
fondamental stable et une dynamique des prix instables.

Lorsque la demande excédentaire atteint, pour des raisons exogènes, des valeurs exception-
nellement élevées ou faibles, les investisseurs informés anticipent les rendements des actifs.
Selon à la théorie du portefeuille standard, ils vont également modifier la composition de leur
portefeuille en faveur des solutions extrêmes (à savoir, portefeuille composé par tous les actions
ou les obligations).

En effet, les investisseurs peuvent anticiper l’origine de l’instabilité du marché, même si un
comportement rationnel domine sur le marché. L’implication pour les investisseurs rationnels
est d’être prudents dans leurs tentatives d’anticipation des breakdowns de corrélation, car ils
peuvent finir par renforcer les effets de contagion plus que la protection de ceux-ci. D’après ces
auteurs, le marché est composé des investisseurs rationnels informés et des spéculateurs mal
informés mais grâce à une analyse de simulation, ils ont trouvé un pourcentage minimal d’inves-
tisseurs rationnels assurant un équilibre de marché fondamental local. Le but de cet article est
d’analyser l’effet introduit dans la dynamique d’un marché financier. Pour plusieurs auteurs, la
dynamique du marché est analysée sur plusieurs cadres :

Sur le Modèle discret (les variables ne sont pas continués en temps discret). Ce modèle explique
comment les marchés peuvent s’effondrer et revenir aux conditions normales, et Modèle continu.

Les autres montrent que les agents rationnels peuvent générer des crises financières, même
sans l’aide des spéculateurs. Ils montrent aussi la différence entre deux types d’agents. Les
agents non renseignés se basent ou se fondent sur les décisions d’investissement grâce à un
comportement imitatif. Tandis que les agents renseignés suivent une stratégie de portefeuille
rationnelle qui est basée sur une information de la valeur fondamentale des actifs et de la struc-
ture de variance covariance des rendements des actifs, sauf les actifs risqués qui sont négociés
sur le marché (stocks et obligations).
La demande non renseignée est donnée comme suit :ωγt = γx1

ωe
t

1+|ωe
t |

or x1 ∈ R ⇀ {0} est un
paramètre de sensibilité.

L’équation de la demande excédentaire de l’actif risqué comme suit : ωRt = (1−γ)x2(qRt (ωet , rs,t−1)−
qRt (0, rs,t−1)) où x1 ∈ R ⇀ {0} est un paramètre de sensibilité pour la demande rationnelle et
l’expression (qRt (ω

e
t , rs,t−1) montre la dépendance du rendement attendu. Cette équation montre

que l’excès de la demande est généré par les agents rationnels et est une fonction linéaire de la
différence entre qRt (ω

e
t , rs,t−1) et qRt (0, rs,t−1) ou celui-ci est la quantité détenue par un investis-

seur rationnel en absence de toute demande excédentaire. D’où ωRt et ωγt donne l’expression de
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la demande excédentaire du marché.

ωt = ωRt + ωγt Donc : ∆pt = ln
(
pt+k(p−p,t−1)

p,t−1

)
+ λωt−1

Ce modèle dynamique est en effet comme une combinaison de deux éléments ; le 1er est lié
à la valeur fondamentale du stock et le 2ème étant l’influence de la demande d’excédentaire.
Les agents rationnels forment leur portefeuille à l’instant t et s’exprime ainsi :
g = E[rπ]

var[rπ]
; avec [rπ] = rendement d’un portefeuille ; g = ratio Sharpe.

Il est clair que dans cette équation, la variation du portefeuille est utilisée à la place de son
écart-type. Comme il est connu dans la littérature, les indicateurs dans g exhibent des valeurs
plus grandes pour les portefeuilles qui ont des moyenne-variance efficaces du faite qu’un porte-
feuille optimal de ratio Sharpe est égal à un Markowitz.

On présente la contagion des facteurs de référence pour générer une corrélation breakdowns
des rendements d’actifs. Ils montrent tout d’abord que la variance des rendements est non
homogène. D’un point de vu mathématique, si deux ordres de rendement ont la même valeur
absolue, on trouverait une variance plus forte quand ils auront le même signe. Ils ont supposé
que lorsque les agents rationnels attendent, la demande excédentaire augmente (-, +) :

— Si la variance du rendement diminue

— Si la corrélation des deux actifs tend a l’unité.

La fonction de la variance de corrélation est estimée suit a la variance (v) : vt−1 = α2e−2µω2
t−1 ,

la corrélation(ρ) : ρt−1 = e−µω
2
t−1 +1, α ≥ 0 paramètre d’échelle de la variance, µ ≥ 0 Paramètre

de sensibilité et µ = 0 la corrélation ne dépend plus de la demande excédentaire, elle prend sa
valeur naturelle. Et le modèle a été présenté comme suit :

vt−1 =

[
α2
1e

−2µω2
t−1 α1α2e

−2µω2
t−1ρt−1

α1α2e
−2µω2

t−1ρt−1 α2
2e

−2µω2
t−1

]

Ce modèle est défini comme une solution explicite et les données sont en fonction de et .
En guise de conclusion, ils ont développé un modèle où la demande excédentaire influence
directement la variance et la corrélation des rendements d’actifs. Et les investisseurs avertis
suivent les décisions des portefeuilles rationnels, contrairement aux investisseurs non informés.
Les anticipations des événements peuvent causer l’instabilité du marché, même si le marché est
dominé par un comportement rationnel. Ainsi les investisseurs rationnels devraient utiliser de fa-
çon optimale leur avantage d’informations qui peut être l’objet d’études de plusieurs chercheurs.

Falbo et Grassi (2015), développent un modèle apparu dans la littérature qui a mis l’accent sur
la façon dont les investisseurs raisonnables envers le risque anticipent les ruptures de corrélation
des rendements d’actifs en périodes de demande excédentaire. Ce modèle analyse la dynamique
des rendements «attendus» de l’actif risqué et sa cohérence avec les données empiriques. Ce-
pendant, le même modèle n’a fourni aucune preuve sur la corrélation réelle générée par la
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dynamique des rendements. Un modèle permettant de lier les rendements des actifs à la de-
mande excédentaire est nécessaire pour analyser la corrélation implicite entre les titres négociés.

Falbo et Grassi (2015), ils ont estimé un tel modèle, ou les résultats confirment que la cor-
rélation attendue et ex-post tendent à se rapprocher. En d’autres termes, une prophétie auto-
réalisatrice sur la rupture de la corrélation peut avoir lieu, même lorsque les agents rationnels
dominent le marché financier. GAO et MIZRACH (2015) ont utilisé le modèle linéaire de Base-
line. dans Market quality breakdowns in Equities, ont montré que les corrélations breakdowns
dans le marché en qualité se produisent quand l’extrême des mouvements des prix est observé.
Ils montrent aussi les augmentations rapides de break-ups, qui se produisent aussi fréquem-
ment que les augmentations Breakdowns en dépit de la fragmentation du marché. Le marché
en qualité détérioration se traduit également par une augmentation rapide des prix d’offre, et
les break-ups sont une manière symétrique pour utiliser les meilleurs prix nationaux des offres
sur la période (1993-2013). Leur travail académique a suggéré un certain nombre d’explications
possibles pour la qualité du marché Breakdowns qui sont :

— Les changements réglementaires
— La fragmentation
— Les corrélations immodérées (excessives)
— L’échange des fonds négociés en bourse (FNB) ou Exchange Traded Fund (ETF)
— Le trading haute fréquence (HFT)

Donc, ils développent un modèle explicatif avec des commandes pour le volume et la volatilité
afin d’évaluer les effets marginaux de ces causes breakdowns potentielles. Le modèle de base
est représenté de la façon suivante :

logit(E[πt]) = α + β1σ
V IXopen
t + β2ṽt

Avec logit de [πt] suit une distribution gamma Γ(k,Θ) ou (k,Θ) sont la forme d’échelle pa-
ramétrique. Ce modèle est linéaire ainsi que V IXopen est l’indice d’option d’échange de la
volatilité pour modéliser la fréquence des événements de qualité du marché conditionnelle sur

la volatilité du volume totale on a : ṽt = Iα = 0, 5
(
vt−

∑20
j=1

vt−j
20

σv
t

)
avec Iα fonction d’indicateur,

σvt écart-type du volume au cours procédure des 20 jours, σvt est égale à 1 si la valeur est supé-
rieure à la moyenne de 20 jours au niveau de 5% ; et si l’écart type est égale à 0 si la valeur est
inférieur à la moyenne

Donc la fréquence breakdowns est toujours proche de zéro, dans la plupart du temps elle
n’est pas normalement distribuée. En utilisant la méthode de vraisemblance quasi-maximale
pour estimer le modèle avec les erreurs robusta, GAO et MIZRACH (2015) montrent des esti-
mations pour le modèle et des panneaux de régression qui regroupent les titres individuels et
les variables dépendantes de πt qui est le nombre de fréquences breakdowns du (6 avril 1993)
au ( 31 décembre 2013). Ils ont utilisé le modèle de base (numero equation) pour faire leurs
estimations. Ensuite, ils ont utilisé un modèle théorique (Sandoz) pour inclure deux actions
risquées, en considéré deux actions risques A et B dans le modèle, et les fonds i, i = A ou i =
B, et une valeur fondamentale X i

t la période t.
Donc :X i

t+1 = X i
t + µi + εit+1 avec µi variable attendue pour la valeur fondamentale et εit+1

innovation aléatoire dans la période t+1.
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Il existe deux types d’agent de limite : les fournisseurs d’ordre et les commerçants d’ordre
dans le marché. L’ordre de limite est une manière de fournir des liquidités en plaçant des ordres
limites sur un ou deux actifs, donc il est neutre au risque, et en même temps, il maximise le
profit.

Le but du modèle linéaire de Baseline de Gao et Mizrach (2015) de savoir comment maxi-
miser le profit avec deux actifs risqués. Ils ont essayé de mesurer les corrélations entre les stocks
qui ont été échangés en période d’échantillonnage. En 2008, ils ont trouvé des instruments qui
mesurent directement les corrections implicites sur les corrélations du marché, mais ces instru-
ments ne sont pas disponibles pour l’ensemble de leurs échantillons ; ils ont alors utilisé leurs
propres mesures en utilisant des rendements quotidiens de 30 portefeuilles. Ainsi, ils ont calculé
20 jours consécutifs de la corrélation par paire en utilisant la médiane comme mesure de la
corrélation du marché, testé la causalité pour voir s’il y a une augmentation du volume (ETF)
et un changement dans les corrélations du marché ou l’inverse.

Ils ont trouvés que les Breakdowns dans le marché en qualité ont une fréquence de 1.03%
par jour pour environ 74 actions par jour. La moyenne a diminué par rapport à l’année 1993,
ainsi que la fréquence des breakdowns dans les marchés en qualité. Leur modèle montre que
l’amélioration a une probabilité plus élevée par rapport à un modèle à un terme constant.
Pour conclure, avec les résultats ce modèle nous ne pouvons pas dire que le modèle a résolu
le problème, car la fréquence n’est pas toujours stable de plus on a des non prévisions sur le
marché. Gupta et Mollik (2008) : Pour la régression linéaire on utilise un modèle dynamique
de corrélation conditionnelle pour tester si les volatilités des marchés financiers provoquent un
changement des corrélations.
Les résultats suggèrent que les corrélations entre le rendement des capitaux propres en Aus-
tralie et les rendements des actions des marchés (représentés par les rendements des indices
du marché respectifs émergents), changent dans le temps et la variation des corrélations est
influencée par la volatilité des rendements des marchés émergents.
Ils montrent que dans certains cas, (le rapport de la volatilité des marchés émergents à la vola-
tilité du marché australien) la volatilité relative des marchés a une influence sur le changement
des corrélations. La relation entre les corrélations et les volatilités est plus forte au Brésil, Chili,
Inde, Malaisie et Philippines contrairement en Sri Lanka et la Turquie, où elle reste très faible.

Les simulations de Tzani et Polychronakos(2009) du modèle gaussienne base sur la théorie
de Merton, dans « Correlation breakdown, copula credit default models and arbitrage » les
auteurs ont modélisé des swaps sur la défaillance de crédit (CDS). Ils ont identifié une situation
dans laquelle le marché est régi de façon excessive par des événements de crédit et semble avoir
un prix sur les crédits Default swap (CDS) qui sont aujourd’hui’hui des produits financiers
courants très utilisées dans le domaine de la gestion de risque. Ils proposent que les données
du marché ne puissent pas toujours être prises à leur valeur nominale lors de la tarification
des dérivés de crédit ou d’autres produits financiers. Dans ce document, les auteurs soulignent
l’importance de l’analyse fondamentale, de la modélisation et de la gestion des risques. Selon
eux, un modèle est très satisfaisant lorsqu’il prend en compte les principes fondamentaux et
intègre correctement les forces du marché sous-jacent, plutôt que d’essayer d’imiter les données
du marché.
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Le modèle utilisé pour résoudre ce problème est le modèle gaussien, autrement dit modèle
de corrélation, basé sur la théorie de Merton (1974). Le problème est de simuler les défauts
d’un groupement d’entités sous la probabilité de défaut individuels, et déterminer la probabi-
lité pi sur un horizon de temps, ainsi que la corrélation de défaut ρi,j. Dans cet article, on se
concentre sur le phénomène de «corrélation breakdown» en début 2008, dans lequel des modèles
de corrélation supérieurs à 100% ont été évoqués pour expliquer les prix du marché, comme
une étude de cas évidente d’éventuelles incohérences.

Tzani et Polychronakos (2008) ont montré en effet que cette situation indique un désaccord
du marché et présente des ouvertures d’arbitrage identifiables. Leur analyse n’exclut en aucun
cas le modèle actuel de corrélation, et donc il est impératif que le modèle soit affiné ou déve-
loppé. Voici un aperçu des résultats qui sont obtenus :

— L’existence de limites supérieures pour les valeurs des éléments de la valeur par défaut
de la Matrice de corrélation ρ̃t−1 pour les probabilités de défaut données.

— Le processus par défaut (probabilités de défaut conjointes) lorsque la limite ci-dessous
est saturée.

Ils ont aussi démontré que le modèle de copule gaussien : « qui est une approche simplificatrice
de la distribution jointe de variables aléatoires, dont les distributions marginales et la corréla-
tion seraient connues... », et (tout autre modèle de copule) produit le processus unique ci-dessus
lorsque les corrélations d’actifs prennent leur valeur maximale de 100%. Et soulignent que les
situations où des corrélations d’actifs supérieures à 100% sont nécessaires pour reproduire les
prix du marché des tranches révèlent des incohérences fondamentales dans les marchés des prix,
puis ils ont construit des portefeuilles d’arbitrage appropriés qui exploitent les incohérences ci-
dessus. A partir des valeurs par défaut dans les conditions de corrélation maximale Tzani et
Polychronakos (2009) considèrent un ensemble de firme avec des probabilités de défaut indi-
viduelles à la fin d’un horizon de temps spécifique. Leur état de défaut est représenté par un
ensemble d’indicateurs par défaut en supposant la valeur 1 si la firme i fait défaut et 0 sinon.
Les corrélations de défaut sont données par :ρ̃i,j =

p(Ii=Ij=1)−pipj√
piqipjqj

Les corrélations de défaut sont définies par Tzani et Polychronakos (2008) Avec qi = 1 − pi
est la probabilité de non-défaut de la firme i. Et ρ̃i,j déterminent essentiellement les probabili-
tés de défaut conjoint de deux firmes P (Ii, Ij) quelconques. Si la corrélation de défaut est égale
à 0 c’est à dire que ρ̃i,j = 0 et la probabilité jointe de défaut est égale au produit de probabilité
marginales alors la probabilité a une contrainte au niveau de la corrélation, par contre si égale
à 1 on a :

P (1, 1)− Pi, Pj = ρ̃i,j
√
piqipjqj

P (1, 0) + P (1, 1) = Pi
P (0, 1) + P (1, 1) = Pj
P (0, 0) + P (0, 1) + P (1, 0) + P (1, 1) = 1

Ils montrent qu’il existe quatre probabilités qui correspondent aux quatre possibilités pour
les firmes de défaut i et j. C’est une condition de cohérence que chaque élément d’une ma-
trice de corrélation par défaut (binaire) doit satisfaire. Il convient de souligner que la condition
ci-dessus est distincte de la condition de positivité des valeurs propres de ρ̃i,j. Il existe des
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matrices de corrélation définies positives qui viennent remédier à la condition ci- dessus ; In-
versement, il existe des matrices définies non positives satisfaisant la condition ci-dessus. Par
conséquent, la satisfaction de la condition ci-dessus ne garantit pas ρ̃i,j que soit une matrice
de corrélation par défaut possible, ce qui signifie que des probabilités de défaut conjointes bien
définies menant aux corrélations ci-dessus peuvent ne pas exister, pour les Modèles de copule
maximalement corrélés, le modèle le plus largement utilisé pour produire des événements par
défaut avec {pi, ρ̃i,j} donné est les étapes de base d’une simulation pour ce modèle sont les
suivantes :

— Affecter à chaque firme une variable continue , dont la valeur à la fin de la période
d’intérêt est normalement distribuée.

— Supposer qu’une firme soit par défaut si la valeur de sa variable d’actif à la fin de la
période est tombée en dessous d’une valeur minimale.

— Rendre les variables d’actif corrélées à une matrice de corrélation donnée.
— Ajuster les paramètres et de sorte que le modèle ci-dessus reproduise les résultats sou-

haités.

On détermine les entrées gaussiennes {ci, ρi,j} en fonction des entrées binomiales {pi, ρi,j} en uti-
lisant des formules analytiques numériques pour les probabilités gaussiennes : P (Xi < ci) = pi
avec P (Xi < ci, Xj < cj) = ρi,j

√
piqipjqj

Le modèle de corrélation est toujours utilisé sur le marché pour définir des corrélations de
base. Aussi, il simplifie le modèle de copule gaussienne. Si ρi,j = ρ= constante c’est à dire que
toutes les firmes sont égales, de même probabilité de défaut et de même corrélation d’actif pour
ce qui est du prix du marché et de la corrélation breakdowns. Ils considèrent le processus de
défaut de crédit d’un ensemble de firme, en adoptant deux points de vue distincts sur la nature
des probabilités de défaut conjoint :

D’un part, des probabilités fondamentales objectivement définies qui décrivent le processus
par défaut. Ils peuvent être déduits des données historiques ou de l’analyse des meilleures esti-
mations basées sur les fondamentaux actuels.

De l’autre part, des probabilités impliquées par le marché qui reproduisent les prix du marché
par une évaluation sans risque. Ils peuvent être déduits en ajustant les paramètres du modèle
pour correspondre à l’évaluation des entités à prix de marché.

D’après Tzani et Polychronakos (2008) c’est le deuxième point de vue qui est pertinent pour la
présente discussion. Les probabilités implicites [ont dit que les probabilités implicites des cotes
sont, dans le cas où il n’y a qu’un pari c’est-à-dire ajoutées de sorte que le gain moyen soit nul]
ont été largement utilisées dans le domaine de la finance par exemple, les probabilités «martin-
gales» de tarification des options selon des hypothèses de marché complètes et efficaces. Plus
important, elles servent de base à l’étalonnage du «modèle de corrélation» qui est devenu la
norme dans la fixation des prix des tranches sur mesure des swaps sur défaillance de crédit. Ces
probabilités entreraient dans la discussion sur la compatibilité des prix l’arbitrage. Donc, les
probabilités implicites ne sont pas des probabilités «vraies» au sens mathématique et peuvent
donc ne pas avoir besoin de partager toutes les propriétés et de satisfaire toutes les contraintes
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de la théorie des probabilités. En autre, il est très important de se rendre compte que les
probabilités implicites se comportent comme des probabilités régulières et que des déviations
indépendantes du modèle du comportement régulier signalent des incohérences sur les prix du
marché tout en créant la possibilité d’arbitrage.

De même que le signe le plus fort d’un tel écart par rapport au comportement régulier était la
corrélation breakdowns, au début de 2008, en exigeant une corrélation de 100% dans le modèle
de copule homogène pour reproduire les prix de marché des tranches supérieures il faut aussi
noter que pour le modèle homogène, les corrélations d’actifs de 100% impliquent également des
corrélations de défaut de 100%.

Selon Loretan et English (2000), les observateurs des marchés financiers ont noté que pendant
les périodes de forte volatilité des marchés, les corrélations entre les prix des actifs peuvent
différer considérablement de celles observées sur les marchés plus calmes. Par exemple, les cor-
rélations entre les écarts de rendement étaient sensiblement plus élevées à l’automne 1998 qu’au
cours des périodes précédentes ou ultérieures. Ces différences de corrélations ont été attribuées
soit à des ruptures structurelles dans la distribution sous-jacente des rendements, soit à une
"contagion" entre les marchés qui ne se produit que pendant les périodes de turbulence du
marché. Toutefois, nous soutenons que les différences peuvent ne refléter rien de plus qu’une
volatilité d’échantillonnage variable dans le temps. Comme l’ont noté Boyer, Gibson et Lo-
retan (1999), les augmentations de la volatilité des rendements s’accompagnent généralement
d’une augmentation des corrélations d’échantillonnage, même lorsque les corrélations réelles
sont constantes. Il ont montré que ce résultat ne présente pas seulement un intérêt théorique :
Lorsque ils considérons les mesures trimestrielles de la volatilité et de la corrélation pour trois
paires de rendements d’actifs, ils ont constatons que la relation théorique peut expliquer une
grande partie de l’évolution des corrélations dans le temps. ils ont examinons ensuite les im-
plications de ce lien entre les mesures de la volatilité et de la corrélation pour la gestion des
risques, la surveillance bancaire et l’élaboration de la politique monétaire.

Il est de connaissance commune, depuis les travaux de Markowitz(1952), qu’un investisseur
tire profit du principe de diversfication si les actifs composant son portefeuille sont peu corré-
lés, ce qui permet d’avoir un risque de portefeuille relativement faible. En dépit de l’approche
simpliste de Markowitz(1952), de nombreux auteurs se sont attachés à remettre en cause les
bénéfices attribués à la diversification en raison de l’hypothèse centrale de linéarité. La lep-
tokurticité et les nombreuses non linéarités qui caractérisent les séries financières biaisent le
coefficient de corrélation linéaire. Par ailleurs, le coefficient de corrélation utilisé est supposé
constant et n’intègre pas d’éventuelles ruptures des corrélations. En effet, on pourrait s’attendre
à un changement dans les corrélations en période de crise qui reflèterait une intensfication des
relations entre deux actifs. La problématique des corrélations breakdowns est basée sur la di-
chotomie entre une mesure de corrélations inconditionnelles et une mesure des corrélations
conditionnelles. Cette dernière, déterminée sur un échantillon particulier, introduit un biais
dans l’interprétation des corrélations breakdowns. Loretan et English(2000) analysent le phé-
nomène de corrélations breakdowns en temps de crise. Selon ces auteurs, la différence entre les
deux principales causes des corrélations breakdowns est à rechercher dans la variabilité tem-
porelle de la volatilité qui de fait conduit à une variabilité des corrélations même quand les
relations entre deux indices sont inchangées. Ils montrent que les corrélations breakdowns sont
dues à des changements de la volatilité qui impactent les mesures de corrélations.
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Ainsi que Loretan et English (2000), applique le modèle des régressions linéaire. Ils ont uti-
lisé un modèle normal bi-varié pour expliquer la période de l’augmentation, d’où le fait que
la période sera également élevée quand les corrélations sont relativement élevées. Loretan et
English (2000) parlent des changements des mesures des corrélations qui impliquent que la
distribution conjointe des changements de rendement d’actif dans les périodes volatiles ne peut
pas être justifiée. Même si le comportement des rendements des actifs est régi par un processus
inchangé, on pourrait attendre un lien entre la volatilité et les mesures des corrélations ; pour
voir le lien entre la volatilité et la corrélation, considérons deux variables aléatoires x et y qui
sont indépendantes et identiques distribuées, avec une variance et une corrélation de 0.5. En
montrent que les ratios de la variable trimestrielle de (x) à sa valeur de la population et aussi la
répartition des valeurs de la corrélation trimestrielles compte tenu des fourchettes. Ils ont divisé
l’échantillon complet en deux (échantillon à faible volatilité et échantillon de forte volatilité).
Ils ont trouvé que le sous-échantillon de forte volatilité est supérieur à celle de faible volatilité,
donc la faible volatilité du sous-échantillon devrait être réduite par rapport à l’échantillon de
corrélation entre X et Y.

Comme indiqué dans la formule :

ρ
(
(X, Y )/|X| < 1.96

)
= 0.45

ρ
(
(X, Y )/|X| ≥ 1.96

)
= 0.81

Ainsi que la corrélation conditionnelle entre x et y est plus grande que valeur absolue |ρ|
et la variance conditionnelle de (x),x∈A est plus grand que la variance inconditionnelle de x. Le
résultat du théorème n’est pas limité aux données bi-variées normales, mais tient dans toutes
les situations ou y peut être déclaré comme une variable linéaire.
Y = βxt + µt avec (cov(xt, µt)) = 0 et t = 1, 2, . . . , T D’ou ρ(x, y) =

covn(x,y)
√

V arn(x)
√
V arn(y)

Les données économiques sont souvent observées en séries chronologiques, et il est intéres-
sant de comprendre comment mesurer les corrélations par la variabilité d’échantillonnage des
données. Donc, l’intérêt principal de cet article est de savoir comment ce coefficient de corré-
lation varie entre les sous-échantillons de temps. Sur la partie empirique, il y avait trop peu
d’observations avec la variance de x inférieure à 0,3 ou supérieure à 1,9 et la valeur de la popu-
lation pour des valeurs de Corr (x, y) pour être rapportées avec confiance. Pour démontrer leurs
intuitions, Boyer, Gibson et Loretan (1999) et Loretan et English(2000) dérivent un théorème 4 :

La preuve repose sur la propriété bien connue des variables aléatoires normales bivariées selon
laquelle chaque élément peut être exprimé comme une somme pondérée de l’autre élément et
d’une composante indépendante qui est également normalement distribuée Goldberger (1991)
Soit u et v deux variables aléatoires normales standard indépendantes. Pour créer deux va-
riables aléatoires x et y telles que x et y sont distribués normalement à deux variables avec
des moyennes µx et µy et deux variances σ2

x σ
2
y , respectivement, et une coefficient corrélation

ρ = σxy/(σxσy) |ρ| ≤ 1, les opérations suivantes peuvent être effectuées sur u et v :

4. Théorème Goldberger (1991)
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x = µx + σxu

y = µy + ρσyu+
√
1− ρ2σyv

= µy + (ρσy/σx)(x− µx) +
√

1− ρ2σyv
(2.1)

Sans perte de généralité pour ce qui suit, nous pouvons supposer que µx = 0 et µy = 0
Considérons tout événement A tel que 0 < Pr(A) < 1. le coefficient corrélation conditionnelle
ρA entre x et y, par définition, peut être exprimée comme :

ρA =
Cov(x, y|A)√

V ar(x|A)
√
V ar(y|A)

(2.2)

Nous remplaçons maintenant les deux occurrences de y dans l’équation 2.2 par l’expression
donnée dans l’équation 2.1. Le numérateur de l’équation 2.2 peut être réécrit comme :

Cov(x, y|A) = Cov(x, (ρσy/σx)x+
√

1− ρ2σyv)|A) (2.3)

ou équivalent,

Cov(x, y|A) = Cov(x(ρσy/σx)x|A) + cov(x,
√
1− ρ2σyv|A) (2.4)

Mais comme x et v sont indépendants, la covariance entre x et y est conditionnelles par l’évé-
nement A peut être simplifies comme suit :

Cov(x, y|A) = (ρσy/σx)var(x|A) (2.5)

En rappelant que x et v sont indépendants et que v a une variance unitaire, on obtient :

V ar(y|A) = (ρ2σ2
y/σ

2
x)V ar(x|A) + (1− ρ2)σ2

y (2.6)

Nous pouvons exprimer la corrélation conditionnelle entre x et y comme :

ρA =
Cov(x, y|A)√

V ar(x|A)
√
V ar(y|A)

(2.7)

Cette preuve, on peut simplifier cette expression par :

ρA = ρ
(
ρ2(1− ρ2) V ar(x)

V ar(x|A)
)−1/2

(2.8)

Soit dit en passant, ce résultat démontre également que au moins dans le cas où la distribution
conjointe de x et y est normale le coefficient de corrélation conditionnelle ne dépend pas direc-
tement de la variance de y.

D’âpres le théorème Boyer, Gibson, et Loretan (1999), le lien entre la volatilité et la corré-
lation peut être déduit, le lien intuitif entre la volatilité et la corrélation peut être déduit
formellement. Selon ce théorème la corrélation conditionnelle entre x et y est plus grande (ou
plus petite) que la valeur absolue ρ si la variance conditionnelle de x (donnée x∈A) est plus
grande (ou plus petite) que la variance inconditionnelle de x. 5

5. Henri Pagès a fourni l’interprétation heuristique suivante du résultat donné de l’équation2.8 : Si le condi-
tionnement sur un événement x∈A entraîne une augmentation de la variance conditionnelle de x, Var(x| x∈A),
il augmente également la corrélation conditionnelle de population entre x et y en raison d’une augmentation
concomitante du rapport Var(x|x∈A)/Var(x), qui peut être réécrit comme (Var(v)/Var(x))(Var(x|x∈A)/Var(v),
où le premier terme est une constante et le second un rapport signal/bruit ; cette augmentation du rapport si-
gnal/bruit qui augmente la corrélation conditionnelle
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Ce théorème est basé sur plusieurs hypothèses qui sont irréalistes dans la pratique empirique,
comme le fait que les données sont des données i.i.d. et sont tirées d’une distribution normale
bivariée. Dans le cas présent, la normalité bivariée de x et y est utilisée l’équation 2.1 dans
la preuve ci-dessus uniquement pour ré-exprimer la variable y comme une fonction affine de x
µy + (ρσy/σx)(x,-µx), plus une composante indépendante de x,

√
1− ρ2 σ2

yv . Par conséquent,
le résultat principal du Théorème n’est pas limité aux cas où les données sont normales à deux
variables, mais s’applique à toute situation où y peut être exprimé comme une fonction linéaire
(ou, plus généralement, une fonction affine) de x plus une composante indépendante (le "terme
d’erreur"), un cadre qui englobe le modèle de régression linéaire à deux variables bien connu
avec des erreurs indépendantes (mais pas nécessairement distribuées normalement).

Les données économiques sont souvent observées sous forme de séries chronologiques, et il est
intéressant de comprendre comment les corrélations mesurées sont affectées par la variabilité
d’échantillonnage des données. Les séries temporelles posent également la question de savoir
comment la dépendance sérielle des données affecte les corrélations. En supposant le modèle gé-
néral de régression linéaire, yt= βxt+µt , avec Cov(xt, ut) = 0 et t = 1, 2, ..., n on peut écrire le
coefficient de corrélation d’échantillonnage entre x et y, pour un échantillon de taille n, comme :

ρn(x, y) =
Covn(x, y)√

V arn(X)
√
V arn(y)

(2.9)

ρn(x, y) =
Covn(x, (βxt + µt))√

V arn(X)
√
V arn(βxt + µt)

=
βCovn(x, x) + Covn(x, µ) = βV arn(x) + Covn(x, µ)√
V arn(X)

√
β2V arn(x) + V arn(µ) + βV arn(x, µt)

(2.10)
où l’indice n désigne les moments d’échantillonnage, par opposition aux moments de popula-
tion 6.

D’après Loretan et English(2000), l’intérêt principal est de savoir comment ce coefficient de
corrélation varie selon les sous-échantillons de temps. Il sera différent du moment de la po-
pulation pour deux raisons : La covariance d’échantillonnage entre xt et le terme "erreur" ut
peut être non nulle, ou la variance d’échantillonnage de ut peut varier dans le temps et être
corrélée avec V arn(x). Dans les séries chronologiques financières, ils ont constaté souvent que
la moyenne de yt est proche d’une fonction linéaire de xt, et que Covn(xt, ut) ≈ 0 est une hy-
pothèse raisonnable à faire. Cependant, même si les niveaux de x et u sont approximativement
non corrélés, leurs variances peuvent très bien être en série corrélées en même temps. Par consé-
quent, le terme V arn(u) peut se déplacer systématiquement d’un sous-échantillon à l’autre avec
une variance d’échantillonnage de x. supposons, par exemple, que β > 0 et que les volatilités
contemporaines de x et u et donc les volatilités contemporaines de x et y sont positivement
corrélées. Ensuite, les intervalles de temps présentant une forte variabilité d’échantillonnage de
x auront également tendance à avoir des valeurs supérieures à la moyenne pour V arn(u). Chase
Manhattan(1999) indique qu’elles utilisent les mouvements des prix des actifs pendant la vente
du marché obligataire en 1994, la crise mexicain en 1994 et la crise des marchés asiatiques en

6. Le lien entre les équations 2.8 et 2.10 est établi en fixant β = ρσy/σx et ut =
√

1− ρ2σyvt, et en divisant
le numérateur et le dénominateur du côté droit de 2.10 par la variance inconditionnelle de population de x
Var(x) =σ2

x
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1997, ainsi que des scénarios élaborés en interne, pour évaluer le risque de leur portefeuille.

Ronn (1995) une autre façon dont le lien entre la volatilité et la corrélation au sein de l’échan-
tillon pourrait poser des problèmes aux gestionnaires de risques est le calcul des scénarios les
plus défavorables et les tests de stress. En termes simples, les gestionnaires de risques ne de-
vraient pas envisager les effets possibles d’une période de forte volatilité sans tenir compte
également de l’effet probable qu’une volatilité élevée aurait sur les corrélations entre les rende-
ments des actifs. Au contraire, les gestionnaires de risques peuvent avoir besoin d’inclure des
informations provenant de périodes historiques de forte volatilité pour former des estimations de
corrélations conditionnées par la volatilité accrue 7. Ces corrélations conditionnelles pourraient
ensuite être utilisées pour évaluer la distribution probable des rendements dans un scénario
de forte volatilité. En d’autres termes, la méthode utilisée pour tester un modèle ne doit pas
exclure la possibilité que les périodes de forte volatilité soient également des périodes de cor-
rélations élevées. Les autorités de surveillance des établissements financiers doivent également
être conscientes du lien entre les volatilités et les corrélations lorsqu’elles évaluent la gestion
des risques des entreprises.

La relation entre les corrélations conditionnelles et inconditionnelles, pour tester si la cor-
rélation entre deux séries temporelles est constante ou change au fil du temps, on pourrait
envisager de comparer les corrélations d’échantillonnage entre les deux séries calculées à par-
tir de sous-ensembles de données 8. Si l’on constate que ces corrélations conditionnelles sont
statistiquement différent l’une par rapport à l’autre, on pourrait être tenté de conclure que la
corrélation de la population n’est pas constante.

Les auteurs Kim et Finger (2000) présentent le test de stress de la flèche brisée, dans lequel
ils estiment les niveaux de corrélation dans des situations de stress et appliquent ces niveaux
de corrélation pour arriver à la perte attendue pour les actifs périphériques dans le test de
stress. Pour identifier la corrélation dans les situations de stress, la distribution conjointe des
actifs centraux et périphériques est spécifiée comme un mélange de normales. Dans la majorité
des cas, les rendements des actifs sont tirés d’une distribution normale avec une volatilité plus
faible et un niveau de corrélation ; lors de journées plus rares, les rendements des actifs sont tirés
d’une distribution normale différente, avec des niveaux de volatilité plus élevés et un second
niveau de corrélation. Dans l’exemple présenté, les niveaux de corrélation accentués illustrent
des changements importants de corrélation pour quatre des 18 marchés examinés. Le stress test
de la flèche brisée produit une estimation de la perte attendue plus raisonnable que les autres
méthodes paramétriques et ne présente pas le problème des particularités observées avec les
stress tests historiques.

De plus, les distributions conjointes estimées sur des périodes sans panique permettront de

7. Les entreprises peuvent aussi utiliser des données réelles provenant de périodes antérieures de forte vola-
tilité pour soumettre leurs portefeuilles à des tests de résistance. Chase Manhattan indique qu’elles utilisent les
mouvements des prix des actifs pendant - la liquidation du marché obligataire en 1994, la crise du peso mexicain
en 1994 et la crise des marchés asiatiques en 1997 - ainsi que des scénarios élaborés en interne, pour évaluer le
risque de leur portefeuille (Chase Manhattan, 1999, p.37)

8. L’accent mis sur les corrélations et donc sur la dépendance linéaire est tout à fait approprié lorsque la
distribution conjointe des données est multivariée normale ou, plus généralement, multivariée elliptique. Dans
la pratique empirique, les distributions conjointes de nombreuses variations de prix des actifs sont souvent assez
proches de l’ellipse multivariée
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mal estimer le degré de corrélation entre les rendements des actifs pendant les paniques. Dans
ces circonstances, la peur et le désengagement des investisseurs se traduisent souvent par des
baisses simultanées de la valeur des obligations privées, car les investisseurs ne font plus de dis-
tinction réaliste entre les degrés de risque et de liquidité, et par des augmentations de la valeur
des titres d’État sans risque. Par conséquent, les avantages de la diversification des portefeuilles
auront tendance à être surestimés lorsque les rares périodes de panique ne sont pas prises en
compte.

Les tests de stress sont une contrepartie commune aux modèles objectifs utilisés pour la sur-
veillance quotidienne des risques. La valeur à risque (VaR) est un exemple de modèle objectif.
Les modèles objectifs prévoient généralement les pertes dans le pire des cas, à condition que
les marchés se comportent généralement comme ils l’ont fait dans un passé récent. Pour faire
des prévisions précises, ces modèles s’appuient sur un historique relativement court (un an au
maximum) des rendements des facteurs de marché. Alors que certains modèles extrapolent à
partir de ces rendements et prévoient des pertes plus importantes que celles observées dans
la période historique, les prévisions de pertes sont toujours limitées par les rendements his-
toriques. Les estimations de pertes du portefeuille basées sur les rendements des facteurs de
marché qui ne se sont jamais produits ou qui se sont produits en dehors de la période historique
pertinente pour le modèle complètent les prévisions objectives du modèle en fournissant une no-
tion de pertes jugées non plausibles par le modèle, mais qui pourraient certainement se produire.

Le Comité de Bâle sur le contrôle bancaire (1996) 9 exige des banques qui utilisent l’approche des
modèles internes pour les exigences de capital-risque de marché qu’elles mettent en œuvre un
cadre de simulation de crise rigoureux et complet. En outre, le Comité de Bâle sur le contrôle
bancaire et le Comité technique de l’Organisation internationale des commissions de valeurs
(1996) 10 obligent les institutions ayant des activités de négociation importantes à effectuer ré-
gulièrement des tests de résistance, en utilisant diverses hypothèses qui couvrent à la fois des
événements hypothétiques et historiques. Suite au sauvetage de Long Term Capital Manage-
ment, le groupe de travail du Président sur les marchés financiers (1999) 11 a souligné qu’en
plus de la gestion des risques de routine, les banques doivent effectuer des tests de stress sur les
risques de crédit et de marché afin d’évaluer l’impact potentiel de conditions de marché défavo-
rables sur les liquidités et les valeurs des actifs et des garanties qui soutiennent les transactions
commerciales.

De manière générale, les tests de stress impliquent la spécification des mouvements défavorables
du marché (scénarios) et la réévaluation du portefeuille dans le cadre de ces mouvements. Pour
spécifier des scénarios, il est d’abord nécessaire de sélectionner les facteurs de marché (les actifs
de base) à stresser, puis de déterminer le montant de stress à appliquer et la période de temps
pendant laquelle le mouvement de stress aura lieu. Pour les autres actifs (périphériques), il
existe un certain nombre de méthodes permettant de spécifier les mouvements qui coïncide-
raient avec les mouvements des actifs principaux. Kim et Finger(2000) utilise trois méthodes de
test de stress, la spécification la plus simple pour les mouvements des actifs périphériques est
de supposer simplement qu’il n’y a pas de changement (le test de stress "zéro"). Une deuxième
spécification (le test de stress prédictif) utilise les estimations actuelles de la volatilité et de

9. Basle Committe on Banking Supervision(1996)
10. Basle Committe on Banking Supervision(1996)
11. The President’s Working Group on Financial Markets(1999)
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la corrélation pour estimer l’espérance conditionnelle de mouvements d’actifs périphériques
compte tenu des mouvements de stress dans les actifs de base. Une troisième spécification (test
de stress historique) applique les mouvements des actifs périphériques qui ont coïncidé avec des
mouvements importants des actifs de base dans le passé. trois méthodes de test de stress.

Selon Kim et Finger(2000) le stress test prédictif semble le plus intéressant, si les estimations
standard de volatilité et de corrélation produiront de bonnes prévisions de stress des mouve-
ments des actifs périphériques. Bien que Kupiec (1998) montre que cette affirmation tend à se
confirmer dans la pratique, le sentiment exprimé par le président Greenspan demeure et est
soutenu par un certain nombre de les observations empiriques de la rupture de la corrélation.
Avec cette rupture à l’esprit, ils ont tenté de calculer les corrélations en se basant uniquement
sur les jours qui, semblent les plus volatiles. Boyer, Gibson et Loretan(1999) mettent explicite-
ment en garde contre cette pratique, en citant le biais qu’elle introduit, et l’indiquent dans leur
conclusion. Kim et Finger(2000) ont soutenu qu’il est nécessaire que le chercheur commence
par un modèle cohérent du processus de génération des données qui intègre la possibilité de
changements structurels, qu’il estime les paramètres du modèle et qu’il décide ensuite seulement
si les paramètres estimés impliquent des corrélations changeantes.

Kim et Finger(2000) ont introduit le test de stress de la flèche brisée, dans lequel il ont appliqué
la méthodologie de stress prédictif, mais en utilisant une estimation de la corrélation dans les
situations de stress. Pour un actif central et un actif périphérique, ont spécifiée la distribution
conjointe comme un mélange de normales bivariées. Dans la majorité des cas (jours calmes), les
rendements des actifs sont tirés d’une distribution normale avec une volatilité plus faible et un
niveau de corrélation ; lors de jours plus rares et plus agités, les rendements des actifs sont tirés
d’une distribution normale différente, avec des niveaux de volatilité plus élevés et un second
niveau de corrélation. En utilisant des données historiques sur l’actif principal, ils ont identifié
les probabilités conditionnelles ex post que les rendements d’un jour donné soient tirés d’une
distribution calme ou mouvementée. Avec ces probabilités conditionnelles, ils ont calculé les
niveaux de corrélation pour les périodes calmes et mouvementées et testons la signification de
la différence entre ces deux niveaux. selon Kim et Finger en appliquant la méthode de test de
stress prédictif à nos estimations des niveaux de corrélation de l’agitation. Kim et Finger(2000)
conclu que leur méthode d’estimation des niveaux de corrélation sous contrainte est simple et
illustre les changements significatifs de corrélation pour quatre des 18 marchés. Étant donné
que les tests de stress cherchent à représenter les pertes dans les périodes les plus volatiles, le
test de stress de la flèche brisée produit des mesures de perte plus raisonnables que celles basées
sur aucun actif périphérique.

Tandis que Ho et Al (2014) tester le trading algorithmique, ils ont utilise un modèle pour
tester empiriquement le rôle des nouvelles arrivées publiques dans la situation correspondante
à travers des contrats à terme sur des actions individuelles et des marchés boursiers sous-jacents.
Les résultats montrent empiriquement que les breakdowns sont plus importants pour agran-
dir les stocks ; cet effet arrive pendant les périodes de forte volatilité des marchés boursiers,
ainsi montre comment la corrélation de retour se décompose. Leur étude tente de tester empi-
riquement le rôle des arrivées d’informations dans un environnement commercial peuplé par le
trading algorithmique. D’une manière générale, il existe deux types de trading algorithmique.
Un type de commerçants algorithmiques utilise des ordinateurs pour réduire les coûts de tran-
saction dans (par exemple, Cvitanic et Kirilenko (2010)) tandis que l’autre type joue le rôle
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d’arbitragistes qui cherchent constamment des opportunités de prix erroné dans (par exemple,
Jarrowand Protter (2012)).

Dans cet article, ils se sont intéressés à l’étude des compromis des créateurs de marché de
deux actifs étroitement liés quand ils utilisent la mise à jour de la citation algorithmique pour
réduire le risque mispricing (Mauvais prix) et les facteurs qui pourraient modifier la relation
entre les nouvelles arrivées et les corrélations de retour entre ces deux actifs. Les paires d’ac-
tifs utilisés dans ce contexte empirique sont les contrats à terme sur actions (SSF) et leurs
titres sous-jacents, puisque dans des circonstances normales, leurs corrélations de rendement
devraient être proches du parfait et ne sont pas sujettes à une variation temporelle. En outre,
l’étude du marché SSF nous permet d’examiner comment les caractéristiques de la firme trans-
versale affectent la dynamique des nouvelles-corrélations.

Par la relation de coût du transport, (cost-of-carry) les décideurs du marché des contrats à
terme attachent les devis aux devis du sous-jacent automatiquement à l’aide d’algorithmes in-
formatisés. Cependant, les décideurs du marché à terme peuvent passer de la cote de citation à
la surveillance manuelle du flux de nouvelles sur l’arrivée des nouvelles publiques si le contenu
des nouvelles est vague sur la valeur fondamentale de l’actif. Le suivi du flux de nouvelles et
l’analyse de son impact sur les prix peuvent être un exercice coûteux car l’interprétation cor-
recte d’une annonce est difficile.

Ho et Al (2014) soulignent que leur modèle théorique donne trois implications empiriques :
Premièrement, la forte corrélation contemporaine entre le spot et les contrats à terme diminue
avec l’arrivée des nouvelles publiques, et la dispersion des accords sur les nouvelles publiques
augmente, à condition que le coût de la surveillance manuelle ne soit pas trop élevé.

Deuxièmement, les corrélations breakdowns de retour sont plus susceptibles de se produire
pour les grands stocks qui se caractérisent par des coûts de surveillance plus faibles (effet de
taille). Enfin, l’effet de taille s’affaiblit lorsque le marché global connaît une turbulence (c’est-
à-dire quand le coût d’opportunité de ne pas surveiller d’autres stocks est élevé).

Ils ont testé ces implications empiriques en utilisant les données de transactions à haute fré-
quence de tous les contrats SSF américains cotés sur One-Chicago Futures Exchange (bourse
à terme) et leurs actions sous-jacentes à partir de la base de données Thomson Reuters Tick
History (TRTH) et la base de données en temps réel du public de RavenPack. Pour mesurer
les corrélations réalisées par spot-futures (Contrats à terme), nous désignons deux mesures de
corrélation conditionnelle : La première mesure est basée sur les rendements logarithmiques des
cotations spot futures et la seconde mesure est basée sur les résidus de filtrage des rendements
logarithmiques des cotations spot-futures (Contrats à terme), par le modèle VEC-BEKK. Cette
dernière construction est destinée à faire face au coût de la relation transporter et aux proprié-
tés de Cointégration des prix de spot-futures (Contrats à terme).

En passant par les processus de la valeur et hypothèses du modèle, considèrent un actif risqué
qui opère sur deux marchés : l’actif est négocié sur le marché spot, au lieu qu’un contrat à terme
est écrit sous-jacent au spot. Pour la simplicité, le niveau de taux d’intérêt est supposé être nul
et le stock ne paie pas de dividende. Leurs constructions de données et de variables décrivent les
sources de données et la construction des variables utilisées pour tester empiriquement nos pré-
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dictions théoriques. Leur analyse empirique requiert des données sur les soumissions intraday,
sur demande des contrats à terme et sur les titres sous-jacents correspondants, sur la couverture
médiatique des médias publics et sur les caractéristiques des actions.
Leur modèle suggère que la corrélation des rendements diminue pendant les périodes de forte
volatilité du marché.

Cependant J.Carmen Nappo (1991) : La filtration de l’analyse est faite par la loi de gausse,
CARMEN J. NAPPO(1991), présente une analyse qui se porte sur les études de chutes spora-
diques de stabilité dans la couche limite planétaire (PBL). Dans cette analyse, sont examinées
la moyenne des vitesses de vent horizontal d’une minute et de températures observées pendant
de nombreuses nuits dans des gares situées dans un terrain simple et complexe. L’analyse est
basée sur le comportement temporel du vent covariance vitesse température, qui est obtenue
par filtrage passe-bande numérique. Les résultats de leurs études démontrent que les pannes tur-
bulentes sporadiques sont une caractéristique conséquente de la couche limite planétaire ferme
(PBL) sur tous les types de terrain. Ils proposent que les portions significatives des échanges
nocturnes de chaleur, vitesse et polluants atmosphériques entre l’atmosphère et la surface de
terre se produisent pendant ces épisodes de panne. La théorie conventionnelle de diffusion de
couche limite planétaire (PBL) ne représente pas ces épisodes et à cause de cela, les prédictions
des modèles de flux verticaux nocturnes peuvent être inexactes.

Cela peut ne pas être un problème sérieux pour les considérations de qualité aériennes à long
terme ; pourtant, pour les prédictions à court terme de concentrations de la surface de terre de
matériel dangereux, l’échec de représenter la couche limite planétaire, (PBL) les breakdowns
sont potentiellement dangereux.
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2.5 Conclusion

Après une revue de la littérature sur la problématique étudiée, une comparaison des mé-
thodes utilisées est faite entre les articles pour arriver à définir le modèle qui peut gérer et
résoudre notre problème. Dans la revue de littérature, la plus part des chercheurs ont utilisé
le modèle GARCH ou le modèle VAR. Les modèles GARCH multivariés sont un outil puissant
pour l’étude de la transmission financière. Dès lors que la matrice des paramètres des modèles
de corrélations ou de covariances conditionnelles est pleine, il est possible de mesurer la direc-
tion et l’amplitude de la transmission des chocs et des volatilités. Les modèles autorégressifs
conditionnellement hétéroscédastiques ou modèles GARCH (Engle, 1982 ; Bollerslev, 1986) ont
contribué à l’émergence de l’économétrie financière en tant que discipline constituée.

L’intérêt de ces modèles tient principalement à leur capacité à reproduire les faits stylisés
exhibés par les changements de prix d’actifs financiers. Ces caractéristiques se résument à trois
types de régularités empiriques : l’autocorrélation du carré des rendements, l’observation de
clusters de volatilité, c’est-à-dire le regroupement en paquets de fortes variations de prix, et
l’excès de kurtosis pour la distribution marginale des rendements. Par la banque JP Morgan
et son système Risk Metrics au début des années 90, la Value-at-Risk (VaR) est devenue en
une décennie la mesure de référence du niveau d’exposition au risque de marché, tant pour les
autorités de supervision des marchés financiers que pour la plupart des grandes institutions
financières. La VaR d’un portefeuille d’actifs financiers correspond au montant de pertes qui
ne serait pas dépassé sur un horizon de temps donné, si l’on exclut un ensemble d’événements
défavorables ayant une faible probabilité de se produire.

Théoriquement, cette mesure correspond au quantile de la distribution des pertes et profits
(Profit and Losses ou P&L) associée à la détention d’un portefeuille d’actifs sur un horizon
donné. La VaR est une évaluation monétaire et probabiliste du risque de marché qui facilite
d’autant plus la politique de communication de l’institution financière. A titre d’illustration,
si un portefeuille est caractérisé par une VaR quotidienne à 99% égale à un million d’euros,
cela signifie qu’il existe une probabilité de 1% que la perte quotidienne sur ce portefeuille soit
supérieure à un million d’euros. Pour les tenants de la VaR, cette seule valeur, éventuellement
complétée de mesures marginales ou incrémentales, permet de résumer à la manière d’un véri-
table thermomètre du risque, l’exposition au risque de marché du portefeuille de négociation
ou des lignes d’affaires spécifiques des institutions financières.

D’abord, les auteurs Falbo et Grassi (2011) ont cherché à faire avancer l’analyse du modèle
proposé. Les résultats ont montré que le modèle est cohérent en ce qui concerne l’hypothèse
selon laquelle des agents rationnels (Un agent rationnel est un agent qui agit d’une manière
lui permettant d’obtenir le plus de succès possible dans la réalisation des tâches qu’on lui a
assignées), modifient correctement leurs estimations de la variance et de la covariance des actifs
rendements, anticipant la demande excédentaire du marché. Tous les indicateurs de mesure des
risques de marches reposent sur le calcul des corrélations entre les actifs. La pertinence de cette
constatation réside dans le fait de mettre sur les épaules des spéculateurs toute la responsabilité
des causes de la crise financière ou des bulles spéculatives, qui se produisent de temps en temps
sur les marchés financiers, n’est pas tout à fait justifié. En termes très simplifiés, cette analyse a
montrée également que les investisseurs rationnels peuvent être victimes d’une prophétie qu’ils
réalisent eux-mêmes dès qu’ils tentent d’anticiper ce que le marché va faire, cette mission d’an-
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ticipation étant généralement attribuée plutôt aux spéculateurs.

De la même façon, Loretan and English (2000), ont démontré qu’une partie importante des
changements dans les corrélations au fil du temps y compris celles qui ont eu lieu à l’automne
1998 peut refléter l’effet prévisible des différences dans l’échantillon volatilité sur les corrélations
mesurées, plutôt que des ruptures dans le processus de génération de données pour les rende-
ments des actifs. De plus, on montre le lien théorique entre la volatilité et la corrélation. On
conclut que les autorités monétaires doivent être conscientes du lien qui existe entre la volatilité
et la corrélation. De toute évidence, les corrélations breakdown pendant les périodes de turbu-
lences sur les marchés financiers pourraient conduire les décideurs de réévaluer la position de la
politique à la lumière du changement apparent dans les corrélations. Tant que les changements
dans les corrélations reflètent dans l’échantillon que les mouvements de la volatilité, cependant,
une telle réévaluation ne serais pas justifié à moins que les ajustements des agents privés à la
volatilité a fait un changement de orientations de la politique monétaire souhaitable. Selon X.
Jin et J. M. Maheu, la dynamique de la volatilité est régie par une spécification de MGARCH,
puis ont parlé d’une modélisation dynamique de la covariance hétérogène de breakdowns par le
modèle GARCH multi-variés (MGARCH).

Cependant Nawroth, Anfuso, et Akesson, ont utilisé un modèle VaR pour décrire la relation
entre les différentes séries temporelles, ces auteurs ont proposé une méthode pour caractériser
et mesurer les corrélations breakdowns. D’un côté la volatilité pour le modèle var permet de
dire qu’en fonction de temps, la relation entre la volatilité et les corrélations n’a pas stable.
De l’autre le modèle GARCH modélisé le comportement des séries temporelles dont la vola-
tilité dépend des innovations passées. Puis qu’en période normale d’activités de la marche, la
dynamique de la volatilité est régie par la spécification du modèle MGARCH. Depuis que la
covariance breakdowns est capturée en introduisant une composante stochastique à la matrice
elle-même. Autant que Falbo et Grassi (2011) ont montré que la volatilité est très élevée. Les
résultats du modèle de portefeuille optimal de Markowitz, montre qu’ils y a une différence de
volatilité entre les actifs négociés et les coefficients c.-à-d. que les corrélations breakdowns ont
augmentées. Le modèle Markowitz montre qu’une corrélation est croissante lorsque la persis-
tance est extrêmement négative ou positive, cette corrélation semble plus forte après 10 jours.
Cette évidence est fortement compatible avec la variance et les fonctions de corrélation. Aussi
que les hypothèses pour les investisseurs rationnels anticipent dans l’événement de la corréla-
tion breakdowns semblent justifier, avec les effets de la persistance contagion sur la corrélation
et l’écart-type.

Cette preuve est également compatible avec certains des résultats qu’ils ont obtenus à l’aide
de leur modèle, comme par exemple, la persistance d’une corrélation positive entre l’indice
boursier et le lien après une contagion optimiste. Lorsque le marché est caractérisé par une
partie des agents rationnels significative le modèle est stable car les rendements et la demande
excédentaire changent, entre les périodes où elles sont nettement négatives ou positives, de sorte
que la prévision de la corrélation reste proche d’une à plusieurs périodes.

Autant F. Chesnay et E. Jondeau(2000), ont utilisé un modèle standard l’ARCH-GARCH,
formulé par Engle (1982) et Bollerslev(1986) et ont montré que les corrélations entre les mar-
chés boursiers augmentent en période de forte volatilité. Gupta et Mollik (2008) ont utilisé
des estimations des régressions linaire asymétrique du modèle dynamique des corrélations

91



CHAPITRE 2. COMMENT PRENDRE EN COMPTE LES RUPTURES DE
CORRÉLATION DANS LES MODÈLES DE RISQUE

conditionnelle, ces estimations ont été utilisées pour tester si la volatilité relative provoque
les changements des corrélations. Les résultats suggèrent que les corrélations entre les rende-
ments changent dans le temps et la variation est influencée par la volatilité des rendements
des marchés émergents, de plus que les volatilités sont plus fortes pour certains pays. R.Tzani
et A. Polychronakos(2008) leurs simulations du modèle gaussien sont basées sur la théorie de
Merton (1974) et identifie une situation dans laquelle le marché est régi de façon excessive
par des événements de crédit et semble avoir un prix sur les crédits défaut Swap (CDS). De
la même façon, Boyer et Al(1997) utilisent le modèle VaR ainsi le modèle GARCH avec les
simulations de la variable normale bi variée avec les séries chronologiques en montrant que les
soucis de la stationnarité ne peuvent pas être justifiés par les corrélations breakdowns puisque
les corrélations sont constantes. Ils ont aussi montré que les changements dans les corrélations
dans le temps ne peuvent pas être détectés. De même, G.Gao et B. Mizrach (2015) ont montré
que la volatilité change en fonction du temps. M. Loretan et W. English (2000) ont dit que
les changements de rendement dans les périodes volatilités ne peuvent pas être justifiés, mais
on pourrait s’attendre à un lien très élevé entre les mesures des corrélations et la volatilité des
marchés. Comme Ho et Al (2014) qui montre que les breakdowns sont importants pour agrandir
les stocks, si on est en période de forte volatilité. Mais Fabo et Grassi (2015) ont trouvé qu’il y
a une relation entre les moyennes des rendements journaliers des actifs à faible volatilité et la
demande excédentaire pour l’indice boursier.

La comparaison de la volatilité et corrélation dans ces modèles et de donner une conclusion ; la
comparaison est très complexe car, le risque sur les marchés n’est jamais stable, la plupart de
ces modèles ont une volatilité élevée donc la possibilité de gain est plus importante, mais aussi
le risque de perte. En réalité, le terme de volatilité concerne aussi bien le court terme, le moyen
et le long terme.
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Prise en compte du phénomène de corrélation

Breakdown dans les modèles ARCH

Les stratégies de diversification de portefeuilles utilisées par les investisseurs se basent gé-
néralement sur les corrélations des actifs financiers. Cela dit, les marchés financiers ont la
particularité de répondre aux informations de manière quasi instantanée. Chaque nouvelle in-
formation impacte les prix des actifs et leurs corrélations, et à mesure que le système évolue, les
prévisions de corrélations varient également. Cet environnement en évolution rapide présente
aux économes le défi de prévoir les corrélations dynamiques, qui sont des intrants essentiels
pour la mesure du risque, l’allocation de portefeuille, la tarification des produits dérivés et de
nombreuses autres activités financières. De plus, le calcul de la matrice de covariance et des
écarts types des portefeuilles nécessite une matrice de covariance de tous les actifs du porte-
feuille.

La recherche d’estimations fiables des corrélations entre les variables financières a été la mo-
tivation d’innombrables articles universitaires. La littérature relate une forte augmentation de
la corrélation conditionnelle pour les marchés mondiaux d’actions. Engle.R.,Cappiello.L., and
Sheppard.k.,(2003)[68] confirment bien la présence d’asymétries dans les corrélations des rende-
ments d’actions. Cela signifie, en d’autres termes, que les corrélations entre actions augmentent
plus fortement suite à une mauvaise nouvelle arrivant sur le marché que suite à une bonne
nouvelle. Ils constatent par ailleurs que l’harmonisation des politiques monétaires européennes
en (1999) a un impact considérable sur les corrélations mais pas sur les volatilités des actifs
financiers. Wu.E.,Moshirian., and Kim.S.J.,(2004)[187] remarquent que le processus d’intégra-
tion financière européen a eu pour conséquence d’augmenter les corrélations au sein des marchés
d’actions et d’obligations.

D’après la théorie classique de Markowitz.H.M.,(1957)[143], tout changement de corréla-
tions entre les différents actifs financiers implique un changement de pondérations des actifs
détenus dans les portefeuilles, d’où l’intérêt de la question de la modélisation de la volatilité
variable dans le temps et des corrélations des séries temporelles qui représente un point crucial
de la gestion des risques financiers. Il existe une vaste littérature qui se penche sur la modé-
lisation de la volatilité variable dans le temps des séries chronologiques univariées en utilisant
les modèles GARCH ou les modèles de volatilité stochastique. Traditionnellement, les corréla-
tions variables dans le temps sont souvent estimées à l’aide modèles GARCH multivariés qui
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sont linéaires au carré et produits croisés de données mais aussi à l’aide de méthodes telles
que les corrélations historiques glissantes et le lissage exponentiel Engle.R., Bolerslev.T., and
Wooldridge.J.M.,(1988)[69], Bollerslev.T.,(1990)[35], Kroner et Claessens(1991)[120], Engle.R.,
Mezrich.J.,(1996)[70], Engle, Ng et Rothschild(1990)[71], et Bollerslev.T, Chou.R and Kro-
ner.F,(1992) [38], Bollerslev Engle.R and Nelson,D.B.,(1994)[36] et Ding et Engle.R, and Shep-
pard.K, (2001)[174]. Cependant ces modèles ont pour limite de prendre en compte un nombre
très limité d’actifs malgré la nécessité réaliste de matrices de corrélation plus importantes.
Plus récemment une nouvelle classe de modèles multivariés appelés modèles dynamiques a été
proposée. Ces modèles combinent la flexibilité des modèles GARCH univariés et des modèles
paramétriques parcimonieux pour les corrélations. Les modèles n’étant pas linéaires, ils peuvent
souvent être estimés avec des méthodes univariées ou en deux étapes basées sur la fonction de
vraisemblance. L’efficacité de ce type de modèle est démontrée dans diverses situations et ils
fournissent des résultats empiriques cohérents.

Dans son ouvrage « Anticipating Correlations » le lauréat du prix Nobel, Engle.R.,(2009)[65]
présente une nouvelle méthode importante d’estimation des corrélations pour les grand systèmes
d’actifs : « Dynamic Conditional Correlation (CDD) 1» Robert Engle,R.,(2002)[67]. Engle réaf-
firme l’existence du rôle des corrélations dans la prise de décision financière et ajoute des fon-
dements économiques et des propriétés théoriques des corrélations et leur relation avec d’autres
mesures de la dépendance. Pour ce faire, initialement, il présente un modèle asymétrique et
l’illustre à l’aide d’un modèle multi-pays. Ensuite, il présente un nouveau modèle FACTOR
DCC qui combine les modèles factoriels et le DCC pour aboutir à un modèle optimisé. Ainsi,
Engle montre comment le surinvestissement dans les titres de créances garantis, ou CDO, est
au cœur de de la crise des subprimes et surtout comment le modèle de corrélation qu’il propose
aurait pu prévoir les risques liés à cette dernière. Ce type de modèle présente des avantages évi-
dents en matière de calcul par rapport aux modèles GARCH multivariés classiques. Un grand
nombre de paramètres à estimer étant un problème associé à l’estimation des modèles GARCH,
cette méthode permet de le contourner car le nombre de paramètres à estimer dans le processus
de corrélation est indépendant du nombre de séries corrélées. En effet, cette classe de modèle,
aussi appelés modèle GARCH multivariés (MV-GARCH) différé des autres spécifications du
fait de sa procédure en deux étapes, il s’agit dans un premier temps d’effectuer une estimation
préalable par des modèles GARCH univariés et dans un second temps d’utiliser des résidus nor-
malisés découlant de l’étape précédente pour déterminer une matrice de corrélation à l’appui
d’une spécification simple. Cette paramétrisation permet de préserver l’interprétation des mo-
dèles GARCH univariés et d’avoir un estimateur de corrélation relativement simple à calculer.
Le modèle de Engle, comme beaucoup d’autres dans la littérature, impose de la structure à la
matrice de variance covariance conditionnelle afin de garantir son caractère défini positif et de
réduire le nombre de paramètres.

1. Engle.R,(2002) propose une généralisation du modèle CCC de Bollerslev (1990). Sa spécification permet
d’obtenir une matrice de corrélation conditionnelle variant dans le temps tout en conservant une matrice de
variance covariance définie positive et une simplicité d’implémentation. Les développements théoriques de cette
nouvelle classe de modèle avec corrélation conditionnelle dynamique (CCD), sont exposés dans Engle.R et
Sheppard.K.,(2001)[174]. Engle.R.,(2002)[67] une classe simple de modèles d’hétéroscédasticité conditionnelle
autorégressive généralisée multivariée : Les corrélations variant dans le temps sont souvent estimées à l’aide de
modèles d’hétéroscédasticité conditionnelle généralisée autorégressive multivariée (GARCH) qui sont linéaires
en carrés et en produits croisés des données.
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En outre, Bollerslev.T, Engle,R.F et Wooldridge,J.M.,(1988)[69] ont proposé à l’origine le mo-
dèle GARCH multivarié, (une généralisation des modèles GARCH multivarié a été utilisée dans
un cadre simple (matrices diagonales, un seul retard dans toutes les variables) pour tester le
CAPM 2 avec un portefeuille constitué de trois titres. Les résultats semblent meilleurs que
ceux obtenus en traitant les séries séparément) dans la forme familière du demi-vech qui a
fourni un cadre très général pour les modèles de la volatilité multivariée. Le modèle complet
nécessite O(k4) 3 à estimer par des paramètres maximum la probabilité, où k est le nombre
de séries temporelles modélisées. Un modèle plus simple, Diagonal vech (dvech) a également
été proposé, ce qui permet d’utiliser des coefficients non nuls uniquement pour les effets dé-
calés propres et les effets croisés. En réduisant le nombre de paramètres à estimer à O(k2),
la spécification diagonale permet une interprétation relativement simple, car chaque série a
une spécification de type GARCH. Cependant, il devient extrêmement difficile de déterminer
les restrictions nécessaires aux paramètres pour garantir la positivité de la covariance condi-
tionnelle. Bollerslev.T.,(1990)[35] a introduit la spécification GARCH multivariée à corrélation
conditionnelle constante, où les modèles GARCH univariés sont estimés pour chaque actif, puis
la corrélation est estimée à l’aide de l’estimateur de corrélation standard de l’EML 4 sous forme
fermée en utilisant des résidu. L’hypothèse de corrélation constante rend possible l’estimation
d’un grand modèle et garantit que l’estimateur est défini positif, en exigeant simplement avec
chaque variance conditionnelle univariée soit non nulle et la matrice de corrélation de plein
rang. Cependant, la corrélation, ne fournit pas de méthode pour construire des écart types
cohérent en utilisant le processus d’estimation en plusieurs étapes. Bollerslev.T.,(1990)[35] es-
time que la notion de corrélation constante est admissible. Pourtant, des études de Tsui.A et
Yu.Q.,(1999)[183] ont montré qu’une corrélation constante peut être rejetée pour certains actifs
financiers. Bera.A.K.,(1996)[22] et Tse Y.K.,(2000)[180] ont tous deux mis au point des tests
de corrélation constante. Le premier étant un test bivarié, tandis que le second est un test
multiplicateur de Lagrange (LM) 5 multivarié plus général.

Tse Y.K.,(2000)[179] introduit un test du multiplicateur de Lagrange (LM) pour l’hypothèse
de corrélation constante dans un modèle GARCH multivarié. Le test examine les restrictions
imposées à un modèle qui englobe le modèle GARCH multivarié à corrélation constante. Il re-
quiert uniquement les estimations du modèle à corrélation constante et est pratique en termes
de calcul. Is sont rapportée quelques résultats de Monte Carlo sur les propriétés de l’échan-
tillon fini de la statistique LM. Le test LM est comparé au test Information Matrix (IM) 6 de
Bera.A.K.,(1996)[22]. Le test LM semble avoir une bonne puissance par rapport aux alterna-

2. Le "Capital Asset Pricing Model" (CAPM) ou Modèle d’évaluation des actifs financiers (MEDAF) est le
modèle d’évaluation le plus célèbre et le plus utilisé malgré le fait que sa pertinence empirique soit très discutée.

3. Engle et Sheppard (2001), pour permettre d’estimer séparément les processus GARCH univariés et l’es-
timateur de corrélation dynamique, en permettant le retour à la corrélation inconditionnelle dans l’estimateur
de corrélation, le nombre de paramètres nécessaire pour simultanément estimer les paramètres est de O(k2), k
étant le nombre de séries à l’étude, ce qui est seulement légèrement inférieur à la formulation BEKK typique.

4. Estimation des paramètres par la méthode du maximum de vraisemblance
5. En mathématiques, et plus particulièrement en analyse, la méthode des multiplicateurs de Lagrange (LM)

permet de trouver les points stationnaires (maximum, minimum. . . ) d’une fonction dérivable d’une ou plusieurs
variables, sous contraintes.

6. L’information de Fisher est une notion de statistique introduite par R.A. Fisher qui quantifie l’information
relative à un paramètre contenue dans une distribution. Elle est définie comme l’espérance de l’information
observée, ou encore comme la variance de la fonction de score. Dans le cas multi-paramétrique, on parle de
matrice d’information de Fisher.
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Dans le deuxième type de modèles, Tse.Y.K.,(2000)[180] suppose que les variances condi-
tionnelles suivent un processus GARCH, tandis que les corrélations conditionnelles suivent le
processus spécifié. Une des difficultés de ce modèle est que la matrice de corrélation simulée
n’est pas garantie d’être définie positive. Ce problème doit être contrôlé en fixant les paramètres
à un niveau suffisamment bas. Il convient de noter que leur intention n’est pas de soutenir que
ces deux types de modèles représentent des processus qui sont descriptifs de données réelles.
Leur objectif est d’examiner la puissance des tests dans le cadre de certaines alternatives.

Les resultats des estimations du modèle Tse.Y.K.,(2000)[180] est présente sur le figure 3.1,
d’oú Le panel A donne les valeurs réelles des paramètres des expériences de Monte Carlo. P1
et P2 sont modèles bivariés, tandis que P3 est trivariée. Les matrices de paramètres B et C
sont toutes deux symétriques. Panel B enregistre les maximales et minimales des plages des
coefficients de corrélation conditionnelle {ρijt} dans les échantillons simulés. Il donne également
les probabilités estimées de rejet de la corrélation constante hypothèse utilisant les statistiques
LMC et IMC à la taille nominale asymptotique de 5%. L’hypothèse de Monte Carlo, la taille
de l’échantillon est de 1000.

Tse.Y.K.,(2000)[180] ont considéré deux modèles BEKK bivariés désignés par P1 et P2, et
un modèle BEKK trivariant désigné par P3. Les paramètres du modèle sont résumés dans le
panneau A du (figure 3.1). Ils ont considéré des tailles d’échantillon T de 300, 500 et 1000. Sur
la base d’échantillons de Monte Carlo de 1000 chacun, ils ont estimé la puissance du LMC et du
IMC par rapport aux modèles de corrélation conditionnelle variables dans le temps à une taille
nominale de 5%. Comme mesure de la variabilité des coefficients de corrélation conditionnelle,
en calculant la plage (c’est-à-dire le minimum maximum) des coefficients de corrélation condi-
tionnelle dans chaque échantillon simulé d’observations t. Le panel B résume les fourchettes
maximales et minimales des coefficients de corrélation conditionnelle dans les échantillons de
Monte Carlo de 1000. On peut voir que P2 a une plus grande variabilité des corrélations que
P1. Le test LM s’avère très puissant dans toutes les expériences. Il est assez remarquable que
pour l’expérience P1, pour laquelle la plage de ρ1,2,t semble assez faible, le LM a encore une très
bonne puissance. Par exemple, pour P1 lorsque T=1000, la gamme maximale de ρ1,2,t n’est que
de 0,396 et pourtant la puissance empirique du LMC est de 91,3%. En revanche, le LMC a une
très faible puissance dans tous les cas. En effet, la puissance empirique de l’IMC est inférieure
à 10% dans tous les cas, sauf pour P2 avec T=1000.

Pour les modèles alternatifs du second type, ils sont considérer deux modèles bivariés dési-
gnés par Q1 et Q2, et un modèle trivarié désigné par Q3, les valeurs des paramètres sont établis
après quelques expérimentations pour générer des matrices de corrélation conditionnelle soit
bien définies positives.
Dans tous les échantillons simulés, le panel B montre que la variabilité des coefficients de corré-
lation sont généralement plus élevés que ceux des modèles de la BEKK. Cependant, la puissance
du test LM est plus faible par rapport à ce deuxième type de modèles.
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maximale atteinte n’est que de 6,7 %. Pour comparer les caractéristiques des corrélations va-
riables dans le temps dans les deux types de modèles, ils examineront les trajectoires des
coefficients de corrélation générés. Les figures 3.2 et 3.3 présentent les tracés de deux trajec-
toires simulées de coefficients de corrélation conditionnelle basées sur P1 et Q1, respectivement,
pour T=300. Il est évident que les deux modèles produisent des structures de corrélation très
différentes qui varient dans le temps. La figure 3.3 présente un exemple de cheminement de
coefficients de corrélation conditionnelle non corrélés en série. Cela est dû au fait que ε1,t−1

ε2,t−1 sont non corrélés en série. D’autre part, la figure 3.2 est caractéristique d’un chemine-
ment d’échantillon d’une série chronologique corrélée en série. La boîte Statistiques Pierce Q
basées sur les 10 premières corrélations en série décalées les coefficients des trajectoires d’échan-
tillonnage sont de 72,95 pour la trajectoire de la figure 3.2 et de 8,89 pour celle de la figure
3.2. En effet, les coefficients d’autocorrélation de la trajectoire de l’échantillon de ρt généré à
partir de P1 diminuent très lentement, ce qui est caractéristique d’une série chronologique à
longue mémoire. Ainsi, que Q1 génère des corrélations temporelles non corrélées en série, P1
génère des séries de coefficients de corrélation avec de longues mémoire. Comme yi,t−1yj,t−1 sont
spécifiés comme les covariables pour suivre les variations des coefficients de corrélation dans le
test LM, cela peut aider à expliquer la différence de puissance du test LM trouvée dans les deux
types de modèles de corrélation variant dans le temps. Il convient de noter que nos résultats de
Monte Carlo n’ont en aucun cas présenté une étude complète de la puissance des tests, comme
d’autres tests de Monte carlo.

La formulation du BEKK 7, proposée par Engle et Kroner (1995)[72] qui a développé un
test quadratique général pour l’équation de covariance conditionnelle, a permis d’éliminer le
problème de la garantie de l’estimation de la covariance conditionnelle du modèle originel de la
Vech. D’autres formulations plus maniables de modèle de la BEKK comprend des diagonales
et des scalaires qui imposent des restrictions à certains paramètres pour être égal à zéro, bien
que ces restrictions soient généralement rejetées. Outre le grand nombre de paramètres devant
être estimés pour la forme générale .

En effet, Longin,F. et Solnik,B.,(1995)[135] montrent que les corrélations entre les marches
boursières augmentent progressivement avec le temps. De ce fait, supposer que dans les mo-
dèles ARCH multivariés, les corrélations sont constantes pour éviter un nombre très grand de
paramètres à estimer devient une spécification très restrictive en comparaison avec des résultats
empiriques. De plus Tse Y.K.,(2000)[180],avec le test du multiplicateur de Lagrange, rejettent
l’hypothèse nulle de constance des corrélations entre les marches boursiers de Hong Kong.

Il y a 20 ans, Alexander (2000)[10] a proposé l’utilisation de modèles GARCH factoriels, pour
l’estimation des grandes matrices de covariance. Les modèles factoriels ou orthogonaux MV-
GARCH fournissent une méthode pour estimer toute matrice de covariance dynamique en
utilisant uniquement des modèles GARCH univariés. Alexander montre comment un nombre
limité de facteurs peut expliquer dans un modèle MV-GARCH une part importante de la vola-
tilité des séries. Toutefois, cette approche, tout en réduisant le nombre de paramètres a estimer
à o(k), est limitée à la fois par la difficulté d’interprétation des coefficients des modèles GARCH
univariés et par les mauvaises performances.

7. la spécification BEKK du modèle GARCH multivarié de Engle et Kroner(1995)[72]. Cet algorithme BEKK
permet la variation dans le temps de la covariance conditionnelle laquelle assure le caractère défini positif de la
matrice de variance covariance conditionnelle
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CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU PHÉNOMÈNE DE CORRÉLATION
BREAKDOWN DANS LES MODÈLES ARCH

L’objectif de ce chapitre est de se pencher sur la dynamique d’une volatilité qui serait régie
par une spécification de type MGARCH et de trouver un paramètre qui prendre en compte les
périodes de chute hétérogène de la dynamique de la matrice de covariance du modèle GARCH.
Notre objectif en bien de nous interroger sur les possibilités de prise en compte des ruptures de
corrélation dans le cadre d’une modélisation dynamique de cette corrélation.
L’objectif général de ce chapitre est donc de proposer un moyen de prendre en compte les pé-
riodes des chutes hétérogènes de la dynamique de la matrice de covariances du modèle GARCH.
Autrement dire est de chercher un paramètre qui peut nous permettre de mesurer les périodes
de chute hétérogène. Nous commençons dans un premier temps par rappeler les caractéristiques
des modèles à corrélations conditionnelles et à corrélations dynamiques puis appliquons la mé-
thodologies a des donnes quotidiennes d’actif du secteur de la Chimie pharmacie et des actifs
de CAC40.
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3.1. MODÉLISATION DYNAMIQUE DE LA MATRICE DE
VARIANCE-COVARIANCES DU MODÈLE GARCH

3.1 Modélisation dynamique de la matrice de variance-
covariances du modèle GARCH

3.1.1 Les modèles à volatilité conditionnelle hètèroscédastique ARCH

Les modèles ARCH (AutoRegressive Condictional Heteroskedasticity) est développé par
Engle, R.,(1982)[66] afin de permettre à la variance d’une série de dépendre de l’ensemble d’in-
formation disponible, et notamment du temps. Cette classe de modèle a pour objet de pallier les
insuffisances des représentations Autorégressive Moyenne Mobile (ARMA) traditionnelles non
adaptées aux problématiques financières. Les séries financières sont en effet caractérisées par
une volatilité variable et par des phénomènes d’asymétrie qui ne peuvent être pris en compte
par les modélisations de type ARMA. Or, d’un point de vue économique, il est particulièrement
important de comprendre et de modéliser la volatilité d’une série. En effet, les décisions d’in-
vestissement dépendent fortement, non seulement de l’évaluation des rentabilités futures, mais
également des risques afférents aux diverses actions constituant les portefeuilles. L’estimation
de la volatilité de la rentabilité d’une action fournit une mesure du risque qui y est attaché.
En outre, si le processus suivi par la volatilité est correctement spécifie, celui-ci peut fournir
des informations utiles à la détermination du processus générant les rentabilités. Les modèles
ARCH sont basés sur une paramétrisation endogène de la variance conditionnelle.

Les modèles ARCH se sont révélés particulièrement adaptés à la prise en compte de caractéris-
tiques importantes des séries financières (volatilité, leptokurticité, asymétrie...). Ils fournissent
également un cadre adapté au test des principales théories financières classiques. Les problèmes
probabilistes, statistiques et économétriques qu’ils suscitent ont donné lieu à une littérature
importante. Revenons succinctement sur les proprietes de la modélisation ARCH.

Formulation générale du modèle ARCH

De manière générale un processus ARCH univarié peut être défini comme solution d’un modèle
de la forme suivants, nous adaptons les notations T. Bollerslev.T.,(1992)[38].

Considérons un processus univarié, {εt, t = 1 · · ·T} tel que :

Yt − µt = εt = σtzt

εt = σtzt
(3.1)

avec Yt la série des rentabilités observées, µt = Et−1[Yt] l’espérance conditionnelle de Yt
par rapport à la tribue 8 Ft−1 et (zt) un processus i.i.d, indépendant du passé de εt, centré, de
variance unitaire.

E(zt) = 0 et V (zt) = 1 (3.2)

8. La théorie des processus (l’étude probabiliste de phénomènes variant avec le temps) permet de donner
une interprétation intuitive de certaines tribus. Par exemple, supposons qu’on s’intéresse à l’évolution du prix
d’un actif financier en fonction du temps. L’espace des événements X est l’ensemble des évolutions possibles
de cet actif, c’est-à-dire des fonctions associant à chaque instant un prix. Pour chaque valeur t du temps, on
définit ainsi une tribu At : étant donné un ensemble A d’événements, on décidera que A est dans At si on peut
le décrire par une formulation qui, lue par un observateur vivant à la date t, ne se réfère qu’au passé.
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CHAPITRE 3. PRISE EN COMPTE DU PHÉNOMÈNE DE CORRÉLATION
BREAKDOWN DANS LES MODÈLES ARCH

Engle.R.,(1982)[66] souligne que l’amélioration des prévisions des séries chronologiques provient
de l’exploitation de l’information contenue dans la moyenne conditionnelle du processus.

Notons Ft−1 =(εt−1, εt−2) la tribu engendrée par les valeurs passées de εt.

Et εt un processus tel que : {
E(εt|εt−1) = 0

V (εt|εt−1) = σ2
t

(3.3)

où σ2
t représente la variance conditionnelle du processus εt.

εt est un processus centré non corrélé mais sa variance conditionnelle, qui est un indicateur
de la volatilité d’un titre peut, varier au cours du temps. En général le processus εt n’est pas
observable, il peut correspondre à l’innovation d’un processus du type Autorégressive Moyenne
Mobile (ARMA) pour la série étudiée, écrit sous forme polynomiale ARMA(r,s) :

Φ(L)Yt = Θ(L)εt (3.4)

avec : Φ(L) = 1− φ1L− · · · − φrLr
Θ(L) = 1− θ1L− · · · − θsLs et εt est un processus GARCH(p, q)

Ou encore à l’innovation, sous forme général dans un modèle de régression :

Yt = f(Xt−1, β) + εt (3.5)

avec (Xt−1, β) une fonction des variables explicative X en t-1.

Le processus ARCH(q) est le modèle de base des processus ARCH définis par Engle.R.,(1982)[66].
Le modèle ARCH(q) est basé sur une paramétrisation quadratique de la variance conditionnelle
σ2
t . Le processus ARCH(q) est défini par :

σ2
t = α0

q∑

i=1

αiεt−i (3.6)

= α0 + α(L)ε2t (3.7)

Où, α0 > 0 et αi ≥ 0, et L désigne l’opérateur retard.

Les premiers travaux sur la volatilité (modèles ARCH/GARCH) par Bollerslev.T.,(1986)[39]
été conçus pour fournir des estimations de la volatilité conditionnelle.
Leurs caractérisations reposent essentiellement sur le concept de variance conditionnelle, qui
ne dépend que des valeurs passées : l’effet sur la volatilité de la date présente des innovations
passées positives et négatives est donc identique. Or, nous reconnaissons depuis les années 1970
que les rendements passés négatifs augmentent plus fortement la volatilité que les rendements
passés positifs.

Selon Berra, A.K., et Higgins, M.L.,(1993)[46], la modélisation GARCH et ses extensions cor-
respondent à une représentation spécifique de la non linéarité, qui permet une modélisation
simple de l’incertitude.
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3.1. MODÉLISATION DYNAMIQUE DE LA MATRICE DE
VARIANCE-COVARIANCES DU MODÈLE GARCH

3.1.2 Modèles ARCH généralisés (GARCH)

Bollerslev (1986)[39] a généralisé le modèle initial d’Engle en établissant le modèle GARCH
(p,q) (Generalized ARCH). Cette extension consiste en l’introduction de valeurs retardées de la
variance dans son équation. Ce qui permet une description plus parcimonieuse de la structure
des retards. Le modèle AR simple qui se présente, soit sous la forme d’une équation ou encore
par une forme compagnon. La forme compagnon intègre une matrice dont la dimension dépend
du nombre de retards et du nombre de variables explicatives qui la rend plus simple à modéliser.

Le choix du nombre p optimal de retards est une étape déterminante dans le processus d’es-
timation. En effet, un nombre insuffisant de retards fait perdre de l’information au processus
étudié (sa mémoire n’est alors pas assez longue) tandis qu’un nombre trop important de re-
tards augmente le nombre de paramètres à estimer et réduit donc d’autant le degré de liberté
du processus.

D’après Bollerslev (1986)[39], Il s’agit d’un modèle ARCH généralisé, car dans ce type de
modèles, l’information plus éloignée dans le passé sur la variance conditionnelle des erreurs est
prise en compte dans la spécification de celle-ci en y incluant les valeurs des variances décalées.
L’introduction d’un grand nombre de retards p dans l’équation de la variance conditionnelle
du modèle ARCH(p) est nécessaire pour tenir compte de la longue mémoire de la volatilité qui
caractérise certaines séries financières. Ce nombre important de paramètres peut conduire à la
violation de la contrainte de non-négativité de la variance et poser des problèmes d’estimations.

Cette classe de modèles est rapidement devenue très populaire pour expliquer les dynamiques
des rendements financiers puisqu’elle est en mesure de reproduire une multitude de faits styli-
sés, Le modèle GARCH (p,q) de Bollerslev modélise la variance conditionnelle dans l’équation
précédente par la médiation de la relation paramétrique suivante :

σ2
t = α0 +

q∑

i=1

αiε
2
t−i +

p∑

j=1

βjσ
2
t−j (3.8)

où σ2
t l’estimation historique de la variance, ε2t−i est le carres des rentabilités historiques (ou

l’erreur issue d’un modèle explicatifs de la rentabilité), ainsi que (α0, αi, βj) sont les paramètres
du modèle. α0 > 0 et αi ≥ 0, β ≥ 0, ∀i∀j. Lorsque p = 0, le processus GARCH(p.q) se réduit
au processus ARCH(q).

On n’induit pas les corrélations dans les rendements sur les modèles GARCH, mais il génère
d’une autocorrélation positive dans le processus (ε2t ) et permet donc de diminuer les périodes de
forte et faible volatilités. Ainsi, le coefficient d’aplatissement de la distribution inconditionnelle
est toujours supérieur ou égal à celui du terme d’erreur.

L’identification des ordres p et q d’un processus GARCH s’effectue à partir de l’étude des
autocorrélations et autocorrélations partielles de la série des (ε2t ). De plus, pour un processus
ARCH(q), la fonction d’autocorrélation s’annule à partir du rang (q + 1). Pour un processus
GARCH (p.q.), la fonction est nulle et décroit lorsque le nombre de retards augmente.

Les modèles GARCH restent fortement contrains à ce que la variance conditionnelle soit posi-
tive. Par conséquence, un choc, quel que soit son signe à toujours un effet positif sur la volatilité.
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3.1.3 Modèles GARCH multivariés

Il est établi que la volatilité et les corrélations entre les valeurs boursières varient dans le
temps. De plus, la réaction de la volatilité et des corrélations à un choc peut être différente
selon le signe du choc. Nous examinons la performance hors échantillon des modèles GARCH
multivarié dans un cadre de gestion de portefeuille et dans le calcul de risque (VaR) 9,(Koon
Chung Hui (2007)[122]).

Une approche proposes par Engle,R.,(2002)[67] il y a 20 ans pour la modéliser à la fois les
variances et les corrélations conditionnelles est le modèle à corrélations conditionnelles dyna-
miques (DCC),(Koon Chung Hui, 2007).

Les corrélations variant dans le temps sont souvent estimées à l’aide de modèles de GARCH
à plusieurs variables, linéaires dans les carrés et les produits croisés des données. Cette nou-
velle classe de modèles multivariés est appelée modèles de corrélation conditionnelle dynamique
(DCC). Ceux-ci ont la flexibilité des modèles GARCH univariés, couplés à des modèles paramé-
triques parcimonieux pour les corrélations. Ils ne sont pas linéaires mais peuvent souvent être
estimés très simplement avec des méthodes univariées ou en deux étapes basées sur la fonction
de vraisemblance. Il est démontré qu’ils fonctionnent bien dans une variété de situations et
fournissent des résultats empiriques raisonnables dans (Engle,R. 1999)[67].

Les extension des modèles GARCH Multivariés n’est pas directe 10 et cause des difficultés.
Une généralisation immédiate du modèle univarié entraînerait une inflation du nombre de pa-
ramètres à estimer conduisant très rapidement à des problèmes numériques. Les développements
de modèles GARCH multivariés doivent donc concilier une spécification plus ou moins parci-
monieuse en paramètres tout en préservant une certaine flexibilité pour ne pas perdre de leur
pouvoir explicatif. Deux classes de modèles permettent ces extensions. Dans la première, la ma-
trice de covariances conditionnelles est modélisée directement. Dans la seconde, cette matrice
est obtenue en intégrant les corrélations conditionnelles. Dans ce cas, la volatilité conditionnelle
d’une série vectorielle de rendements yt, de dimension (N × 1) peut s’écrire comme suit.

Considère un modèle GARCH multivarié d’une série temporelle vectorielle à N dimensions :

Yt = (y1t, . . . , yNt)
′(N × 1) (3.9)

Yt − µt = εt = H
−1/2
t Zt (3.10)

où Zt une suite de (N×1) i.i.d. vecteur aléatoire avec les caractéristiques suivantes : E[Zt] =

9. voir le chapitre 1 pour plus de détaille sur VaR
10. La spécification de référence est celle d’un GARCH multivarié de type DCC c’est-à-dire avec corrélations

conditionnelles dynamiques. L’extension des modèles GARCH univariés au cadre multivarié est décrire la vola-
tilité de plusieurs séries temporelles, pour pouvoir exploiter le plus possible des liens qui peuvent exister entre
ces séries.
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0, E [ZtZ
′
t] = IN et Zt ∼ F (0, IN), avec F la fonction de densité continue :

Et−1(εtε
′
t) = Ht (3.11)

E(εtε′t)
= Σ (3.12)

Et−1[·] = E[· | φt−1] (3.13)

où φt−1 est le champ σt généré par les valeurs passées des variables observables. Et Ht est
une matrice (N ×N) définie positive et mesurable avec l’ensemble de données de φt−1, c’est-à-
dire que le champ σt généré par les observations passées qui est :{εt−1, εt−2, εt−3 . . .}.

La matrice de corrélation est présente comme suit :

corrt−1(εtε
′
t) = Rt = D

−1/2
t HtD

−1/2
t (3.14)

Dt = diag(h11,t, . . . , hNN,t) (3.15)

Où Rt est une matrice de corrélation contenant les corrélations conditionnelles.

Les Modèles de volatilité multivariés fournissent une structure paramétrique pour l’évolution
dynamique de la matrice Ht. Ils doivent satisfaire si les éléments diagonaux de Ht doivent être
strictement positifs, et il existe une stationnarité. De plus l’estimation doit être flexible pour
augmenter le N, il devrait permettre des diminue et d’augment la covariance puis les coefficients
dois avoir une interopération économique ou financiers. La paramétrisation de Ht sous forme
de GARCH multivariée, ce qui signifie que une fonction de l’ensemble d’informations de φt−1,
permet à chaque élément de Ht de dépendre de valeurs q passées du processus du carrés et des
produits croisés de εt, ainsi que P des valeurs passées des éléments de Ht. De plus, les éléments
de la matrice de variance suivent un vecteur du processus ARMA en carrés et en produits
croisés des perturbations.
L’extension d’un modèle GARCH univarié à un N-variable, modèle nécessite de permettre la
matrice de variance-covariance conditionnelle à N dimensions, la moyennes nulles des variables
aléatoires εt dépendent de l’ensemble des éléments d’informations.

Le processus de GARCH (p, q) qui est défini en équation (3.8) par :

σ2
t = α0 +

q∑

i=1

αiε
2
t−i +

p∑

j=1

βjσ
2
t−j

= α0 + α(L)ε2t + β(L)σ2
t

(3.16)

Nelson et Cao(1991) montre que des contraintes sur les coefficients assurant la positivité de la
variance conditionnelle. Lorsque p = 1 et q = 1, le processus GARCH (1,1) devient :

σ2
t = α0 + αε2t−1 + βσ2

t−1 (3.17)

La condition nécessaire de stationnarité du processus GARCH (1,1) :

α + β =

q∑

i=1

αi +

p∑

i=1

βj < 1 (3.18)
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Le GARCH multivariée est noté MGARCH, ou hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive
généralisée multivariée. MGARCH permet à la matrice de covariance des variables dépendantes
de suivre une structure dynamique flexible.

MGARCH implémente des modèles de corrélation Diagonale Vech et Conditionnelle. Les mo-
dèles de corrélation conditionnelle utilisent des combinaisons non linéaires de modèles GARCH
univariés pour représenter les covariances conditionnelles. MGARCH fournit des estimateurs
pour trois modèles de corrélation conditionnelle populaires CCC, DCC, VCC, également connus
sous le nom de corrélation conditionnelle constante, dynamique et variable.

Vech de Woolbridge du modèle ARCH multivarié est probablement le modèle le plus général
proposé par Bollerslev et Engle, R.,(1988)[69]. Dans ce modèle Vech, la matrice de covariance
conditionnelle est spécifie comme suit :

vech(Ht) = C +

q∑

i=1

Aivech(εt−iε
′
t−i) +

p∑

j=1

Bjvech(Ht−j) (3.19)

où Vech (·) est l’opérateur des colonnes inférieure de la matrice symétrique. Pour une matrice
de covariance (Ht), (N × N) le Vech(Ht) est un vecteur de N(N + 1)/2 × 1, C est égale à
N(N + 1)/2× 1 et AiBj i = 1 . . . , q, j = 1 . . . , p sont des matrices de N(N + 1)/2×N(N +
1)/2. Le modèle Vech représente toujours des inconvénients majeurs dans les applications, par
exemple il implique (uniquement pour l’équation de covariance conditionnelle) les paramètres
N(N + 1)/2 + (p + q) + N2(N + 1)2/4, même pour un système de petite taille, le nombre
de paramètres à estimer est prohibitif. Pour faciliter la présentation, on supposera toujours
que p et q sont égaux à 1 de sorte que seuls les modèles GARCH (1,1) à plusieurs variables
soient discutés. Il est simple de généraliser le modèle à p, q > 1. Pour résoudre ces problèmes,
Bollerslev et al. (1988) ont proposé le modèle beaucoup plus simple de Vech en diagonale en
limitant les matrices de coefficients A et B de l’équation (3.19) à une diagonale de sorte que
chaque la matrice covariance conditionnelle ne dépende que de ses propres valeurs et surprises
passées. C’est-à-dire que la covariance conditionnelle est décidée par l’équation suivante :

hijt = ωi,j + αijεit−1 + βijhijt1 i, j = 1, · · · , N (3.20)

Avec cette restriction, seuls (p+q+1)N(n+1)/2 sont des paramètres implique pour un système
(N ×N), ce qui est plus petit que celui d’un le modèle de vech.

La question qu’on peut poser est comment donner une condition suffisante pour que le modèle
de Vech en diagonale soit définie positive. Et sur cette base, une séquence de modèles simplifiés
garantissant que la matrice de covariance conditionnelle soit définie positive. Le modèle de Vech
en diagonale équation (3.20) peut aussi s’écrire sous cette forme :

Ht = C + A⊗ εt−1ε
′
t−1 +B ⊗Ht−1 (3.21)

avec Ht est la matrice de covariance conditionnelle à l’instant t, C,A et B sont des matrices
de paramètres de (N ×N). Ht et les matrices C,A et B doit être symétrique. Par conséquent,
seule la partie inférieure des matrices C, A et B doit être paramétrée et estimée.
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Le modèle Diagonaux Vech GARCH permet à la matrice de covariance conditionnelle des
variables dépendantes de suivre une structure dynamique flexible. MGARCH DVech estime les
paramètres des modèles Diagonaux Vech GARCH dans lesquels chaque élément de la matrice
de covariance conditionnelle actuelle des variables dépendantes ne dépend que de son propre
passé et de chocs passé.

Propriété 1 (Queues épaisses conditionnelles) Même une fois corrigée de la volatilité clus-
tering (par exemple avec des modèles ARCH), la distribution des résidus demeure leptokurtique
même si la kurtosis est plus faible que dans le cas non conditionnel.

Propriété 2 (Effet de levier) Il existe une asymétrie entre l’effet des valeurs passées né-
gatives et l’effet des valeurs passées positives sur la volatilité des cours ou de rendements. Les
baisses de cours tendent à engendrer une augmentation de la volatilité supérieure à celle induite
par une hausse des cours de même ampleur.

On a Ht un processus MGARCH, il existe plusieurs spécifications de modèle pour la matrice
Ht , par exemple : le modèle à corrélation conditionnelle constante CCC-GARCH, de Bollerslev
(1990)[35], les modèles à Covariances Dynamique de Tse et Tsui (2002).,[179], le modele Dia-
gonal Vech de Bollerslev, Engle et Wooldridge., (1988)[69], ainsi, le modèle BEKK Diagonal
Engle et kroner (1995)[72], Engle, Shepphard (2001) [64], tandis que Bauwens, L., Laurent, S.,
and Bombouts, V.K.,(2006)[47], dans l’ensemble le modèle MGARCH, est défini comme suit :

Ht = DtRtDt =



h11,t . . . h11,t

...
. . .

...
h11,t . . . h11,t


 (3.22)

Où, hiit sont les variances conditionnelle des m matrices et hijt la covariance conditionnelle,
avec i = 1, N, j = 1, N, i 6= j. Et Dt, Rt sont des matrices tel que :

Dt = diag(H
1/2
t ) = Dt = [h

1/2
11,t, · · · · · · , h

1/2
NNt], etRt =




1 . . . ρ1N,t
...

. . .
...

ρN1,t . . . 1


 (3.23)

Où ρijt est corrélation conditionnelle dynamique entre (i, j). La matrice Rt est symétrique d’où
(ρiit = ρijt).

La corrélation conditionnelle entre deux séries peut s’écrire :

ρ1,2,t =
Et−1(ε1,t, ε2,t)√
Et−1(ε21,t)Et−1(ε22,t)

(3.24)

Le choix du modèle doit nous assurer que la matrice des variances-covariances est définie
positive, et nous permettrons de saisir la transmission en variance et en covariance. Malgré
cela, les modèles DCC n’intègrent pas les effets de la transmission en variance sur la corré-
lation conditionnelle. D’ailleurs ces modèles donnent une structure linéaire à la dynamique
des corrélations tout en imposant une dynamique similaire aux des équations de la corrélation
conditionnelle.
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3.1.4 Modèle à corrélation dynamiques

Selon Engle et Sheppard,(2001) [64] les rendements de k actifs sont conditionnellement
normale multivariée avec valeur attendue nulle et matrice de covariance. Les retours peuvent
être soit la moyenne zéro, soit les résidus d’une série chronologique filtrée. La dynamique de la
corrélation conditionnelle est présente comment suit :

yt|Ft−1 ∼ N(0, Ht)

Ht ≡ DtRtDt

Dt = diag
√
hi,t

Où Dt est la matrice diagonale (K x K) de la volatilité conditionnelle des modèles GARCH
univariés dont le nième élément se note, Rt test la matrice de corrélations qui varie avec le temps,√
hi,j et le nième élément diagonale de R et Ft−1 est l’ensemble informationnel disponible sur les

évènements mesurables passées. La volatilité conditionnelle est calculer en utilisant le processus
GARCH univariés.

hit = ωi +

pi∑

p=1

αipyit−p

Qi∑

q=1

βjh
2
it−p i = 1, 2, ..N (3.25)

Ainsi que on doit imposer les restrictions de stationnarité et de non négative de la volatilité
du modèle GARCH univariés. Et

∑pi
p=1 αip

∑Qi

q=1 βj de même que les indices P et Q doit être
identique pour chaque série.

Un des premiers phénomènes étudiés concernant la dynamique des volatilités est le « Volati-
lity Clustering» découvert par Mandelbrot (1963)[145]. Il fait apparaitre très clairement que des
fortes variations des rendements d’actifs tendent à être suivies par d’autres grandes variations
de même signe et que des faibles variations de rendements d’actifs tendent à être suivies par
d’autres faibles variations. Ce phénomène démontre qu’en période de récession, la volatilité a
tendance à varier énormément tandis qu’en période plus calme, les volatilités subissent de plus
faibles variations.

Un autre phénomène intéressant a été découvert suite aux travaux empiriques de Black, Fi-
scher., (1976)[48] et de Christie, A and Andrew, A., (1982)[100]. Il semblerait qu’il existe une
relation asymétrique entre le rendement et la volatilité. Ils constatent que la volatilité est plus
grande en période de récession, ce qui traduirait une augmentation plus grande de la volatilité
des actions après un choc négatif qu’après un choc positif de même amplitude. L’étude réalisée
par Schwert(1989)[177] sur le crash boursier de 1987 a largement confirmé ce phénomène.

Schwert (1989)[177] analyse la dynamique de la volatilité des actifs financiers sur une période
de 130 ans. Il tente d’expliquer les différents facteurs qui influencent cette dynamique. Une des
premières explications qu’il donne trouve sa source dans l’incertitude économique. En effet, au
niveau macroéconomique, la valeur de marché d’une entreprise dépend clairement de la santé
de l’économie. Pour un taux d’actualisation constant, la variance conditionnelle du prix des
actions est proportionnelle à la variance conditionnelle des dividendes futurs espérés. Ces divi-
dendes espérés se basent sur des prévisions futures qui dépendent essentiellement des nouvelles
informations et du niveau d’incertitude qui règnent sur les marchés financiers. Par exemple, si
le niveau d’incertitude est grand, les prévisions des dividendes futurs espérés seront plus faibles
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et par conséquent le prix des actions diminuera, ce qui implique finalement une hausse de la
volatilité des rendements d’actions.

D’autre part, Schwert (1989)[177] démontre en partie l’influence du levier financier sur le phé-
nomène d’asymétrie. Si le levier financier augmente, la proportion de la dette par rapport aux
fonds propres augmente, ce qui rend la détention d’actions plus risquée pour les actionnaires et
provoque une augmentation de la volatilité de ces actions. Ceci explique en partie le phénomène
d’asymétrie qui suppose qu’un choc négatif a un impact plus important sur la variance condi-
tionnelle qu’un choc positif de même ampleur. Ce phénomène d’asymétrie sera d’ailleurs de
étudié grâce à l’apparition de modèles dérivés du GARCH. L’introduction des « News Impact
Curves » par Engle et Ng.,(1993)[73] fut un autre grand pas réalisé pour l’étude de cet effet
asymétrique des chocs sur la volatilité conditionnelle car ces courbes permettent de visualiser
l’ampleur d’un choc sur la variance.

D’autres travaux tentent d’expliquer ce phénomène d’asymétrie en déterminant la relation entre
la volatilité et la prime de risque d’une action. D’après Braun, Nelson et Seunier (1995)[49],
une augmentation de la volatilité du marché augmente la prime de risque du marché. A taux
d’actualisation constant, une hausse de la volatilité provoque une baisse des cours sur le marché
d’actions ce qui renforce la hausse de la volatilité. Ils analysent la présence d’asymétrie pour
le bêta conditionnel en utilisant un modèle GARCH multivarié et constatent qu’il n’y a pas
d’effet d’asymétrie des chocs sur le bêta.

Kroner et Ng (1998)[119] analysent la présence d’asymétrie des chocs pour les covariances
conditionnelles des actifs financiers. Pour ce faire, ils introduisent une généralisation multi-
variée des courbes d’Engle et Kroner (1993)[73] : « Les news Impact Surface ». Ces surfaces
permettent d’analyser l’impact des chocs sur la covariance conditionnelle. Ils vont d’ailleurs
analyser la dynamique des volatilités des portefeuilles composés d’entreprises de grandes et pe-
tites capitalisations boursières. Ils constatent que l’asymétrie est plus grande pour des indices
de marché que pour une action prise individuellement. Wu et Bekaert (2000)[188] introduisent
une nouvelle explication au phénomène d’asymétrie. D’après eux, ce phénomène peut aussi
être expliqué par l’existence d’une prime de risque qui varie avec le temps. La causalité est
cependant différente de celle de l’effet levier. En effet l’effet levier explique en partie qu’une
variation des rendements provoque un changement dans les volatilités conditionnelles tandis
que la théorie de la dynamique de la prime de risque suppose que les changements de volatilité
provoquent des variations de rendements. Ce phénomène appelé « volatility feedback » suppose
que la volatilité est persistante et démontre qu’il existe une relation intertemporelle positive
entre le rendement attendu et la variance conditionnelle.

Cet effet de « Volatility Feedback » n’avait jamais été étudié auparavant au niveau de l’entre-
prise individuelle. Or d’après la théorie du CAPM, la prime de risque d’une action est égale à
la prime de risque. du marché multiplié par un coefficient Beta. Ce coefficient, qui représente
le risque non diversifiable de l’actif, est égal à la covariance entre l’actif et le marché divisé par
la variance de ce marché. Cela signifie qui si la covariance entre un actif et son marché aug-
mente, le Beta augmente et donc le rendement attendu augmente ce qui provoque finalement
une hausse de la volatilité.

Le phénomène d’asymétrie au niveau de l’entreprise individuelle est assez complexe à analyser.
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Une mauvaise nouvelle a deux impacts sur les volatilités. Premièrement, celle-ci va augmenter
la volatilité générale du marché et cette augmentation va être compensée par l’attente des in-
vestisseurs de rendements plus élevés ce qui provoque une diminution des valeurs de marché
des entreprises. Cette diminution des prix continuera jusqu’à ce que le rendement attendu soit
suffisamment haut. Le phénomène de volatility feedback provoque donc une augmentation de
la volatilité. Deuxièmement, la diminution des prix des actions provoque une augmentation
du levier financier au niveau du marché ce qui a pour conséquence d’augmenter à nouveau la
volatilité des rendements d’actifs. L’effet levier renforce donc encore l’effet de feedback de la
volatilité. Dans le cas d’une bonne nouvelle, l’impact sur la volatilité n’est pas encore très clair.
Ces deux effets tendent à se contrebalancer et donc l’effet est plus ou moins mixte.

Les modèles à corrélation conditionnelle : Les corrélations conditionnelles est une formulation
ou la matrice de corrélation conditionnelle réunir une matrice de covariance conditionnelle.
Cette classe d’estimateurs, initiée par Bollerslev.,(1990)[35], qui peut être considéré comme
une généralisation de l’estimation de la corrélation conditionnelle constante (CCC), se présente
comme suit :

Ht = DtRDt (3.26)

Où R est la matrice (k× k) de la corrélation conditionnelle constante (CCC) dans le temps. Dt

représente la matrice (k × k) diagonale des racines des variances covariances conditionnelles,
contenant les écarts types conditionnels pour chaque série :

Dt = diag(H
−1/2
i,t ) i = 1, · · · , k (3.27)

La modélisation de la matrice de covariance conditionnelle s’effectue en deux étapes. Dans un
premier temps, l’information concernant la volatilité individuelle est extraite avec une filtra-
tion de type GARCH qui est l’étape d’extraction de la volatilité individuelle est appelée par
Engle.,(2009)[65] degarching. Avec cette flexibilité des processus GARCH univariés nous ob-
tiendrons les résidus standardisés de la série vectorielle de rendements qui est définie comme
suit :

εt = D−1
t yt (3.28)

Les corrélations conditionnelles correspondent à l’espérance des résidus standardisés :

Et−1(εtε
′
t) = D−1

t HtD
−1
t = R (3.29)

La matrice de covariance conditionnelle est la combinaison des variances conditionnelles in-
dividuelles et de la variance conditionnelle des résidus standardisés. Il présente un avantage
numérique indéniable en termes pratiques. En effet, la première étape relative à la filtration
GARCH des séries individuelles correspond à une somme de problèmes numériques faciles à
traiter.

Corrélations dynamiques conditionnelles : Les modèles à corrélations conditionnelles dynamiques
(DCC), ont la flexibilité des processus GARCH univariés et la parcimonie des modelés paramé-
triques d’estimation des corrélations dynamique, ils ne sont pas linéaires mais ils peuvent être
estimes simplement et sont plus performants la plupart des modèles existants. Ces modèles, qui
paramétrisent directement les corrélations conditionnelles sont estimées en deux phases :
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- Les paramètres univariés des séries des rendements sont estimés avec un processus GARCH.
- Les corrélations conditionnelles sont ensuite estimées en se basant sur les résidus standardises
des modèles univariés.

Etant donné que l’on se base sur les résidus standardisés du modèle univarié, la matrice des
corrélations conditionnelles n’est rien d’autre que la matrice des variance-covariances condi-
tionnelles des termes d’erreurs, les erreurs de ces résidus standards sont de moyenne nulle et de
variance unitaire.

La matrice de corrélation conditionnelle est présentée comme suit :

corrt−1(εt, ε
′
t) = Rt = D

−1/2
t HtD

−1/2
t (3.30)

Et−1(εt, ε
′
t) = D

−1/2
t HtD

−1/2
t = Rt (3.31)

La corrélation conditionnelle entre deux séries avec une moyenne nulle, est définie comme suit :

ρ1,2,t = Et−1(ε1,tε2,t) (3.32)

où ε est une perturbation standardisée qui a une moyenne nulle et une variance de unitaire. La
corrélation conditionnelle au temps t est basée sur l’information connues à la période précédente.
La relation entre les rendements et la volatilité conditionnelle est présentée comme suit : hi,t =
Et−1(y

2
i,t), yi,t =

√
(hi,tεi,t)

hi,t = Et−1(y
2
i,t) yi,t =

√
(hi,tεi,t), i = 1, 2 (3.33)

On peut observe dans l’équation (3.33) la relation entre la volatilité conditionnelle et la corré-
lations conditionnelle. La matrices des variances conditionnelles se définit comme suit :

Et−1(εt, ε
′
t) = Ht (3.34)

Soit sous forme matricielle :

Ht =
1

N
+

N∑

j=1

(yt−j, y
′
t−j) = λ(yt−1, y

′
t−1) + (1− λ)Ht−1

avec λ =

(3.35)

Selon Engle et Sheppard.,(2001)[64] les modèle des dynamiques de corrélations conditionnelles
à pour objectif de construire une matrices de corrélations qui varie avec le temps. Le choix du
modèle doit nous assurer que la matrice des variances-covariances est définie positive, et nous
permettrons de saisir la transmission en variance et en covariance. Malgré cela, les modèles
(DCC) n’intègrent pas les effets de la transmission en variance sur la corrélation conditionnelle.
D’ailleurs ces modèles donnent une structure linéaire à la dynamique des corrélations tout en
imposant une dynamique similaire aux équations de la corrélation conditionnelle.

Le modèles (DCC) suppose que les rentabilités des k actifs financiers sont conditionnellement
normaux et de moyenne nulle.
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Et la structure des corrélations des conditionnelles dynamiques est définie comme suit :

Qt = (1−
M∑

m=1

αm −
N∑

n=1

βn)Q̄+

pi∑

p=1

αm(ε
′
t−mεt−m) +

N∑

n=1

βnQt−n (3.36)

Rt = Q∗−1
t QtQ

∗−1
t

Où Q̄ est la matrice des covariances marginales des résidus standards des modèles univariés de
chaque série de rendements d’actifs Qt∗ est une matrice diagonale composée par la racine carrée
des éléments de Qt. La matrice de covariances non conditionnelle des rendements standardisés
obtenus lors de la première étape d’estimation et le Nième élément diagonal de Rt est de la
forme :

ρijt =
qi,j,t√
qi,i,tqj,j,t

(3.37)

Engle et Sheppard.,(2001)[64], applique ces formules est que Rt est une matrice des corrélations
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwart. Pour que la matrice de corrélations soit définie positive,
il suffit que la matrice Qt soit définie positive. Cette hypothèse leur permet d’établir les pro-
priétés du modèle de dynamique des corrélations conditionnelles.

L’introduction de corrélations conditionnelles dynamiques (DCC) consiste à donner un carac-
tère temporel à la matrice de corrélation, Le modèle de corrélation dynamique ne changer pas
sauf qu’il permet à R de l’équation (3.26) varier dans le temps, Supposons que les rendements
y1, y2 admettant la normalité conditionnelle yt|F ∼ (0, Ht) et Ht est la matrice de covariance
conditionnelle. Bollerslev (1990) [35] décompose cette matrice en une matrice diagonale et une
matrice de corrélation.

Ht = DtRtDt et Dt = diag(hi,t) (3.38)

où Rt est la matrice de corrélation conditionnelle variant dans le temps, Dt est une matrice
diagonale dont les éléments sont des écarts type variant dans le temps respectant individuelle-
ment la spécification d’un GARCH univarié. Nous utilisons la spécification de Engle (2002)[67]
pour modéliser cette corrélation dynamique :

Rt = Et−1(εt, ε
′
t) = diag(Qt)

−1/2Qtdiag(Qt)
−1/2 (3.39)

Qt = (1−
∑

m

α∗
m −

∑

n

β∗
n)Q̄+

∑

m

α∗
m(εt−mε

′
t−m) +

∑

n

β∗
nQt−n (3.40)

où Q̄ est une matrice diagonale contenant les écarts type de la diagonale de Qt et Qt−n est la
matrice de covariances non conditionnelle des rendements standardisés obtenus lors de la pre-
mière étape d’estimation. L’avantage du modèle Engle.R, (2002)[67] est qu’il permet de réduire
le nombre les paramètres, cela revient à réduire le temps de calcul.

Tse and Tsui (2002)[179] proposent ainsi d’écrire les corrélations conditionnelles à partir
d’un processus autorégressif :

Qt = (1− α− β)Q̄+ αε′t−1εt−1
+ βQt−1 (3.41)
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3.1. MODÉLISATION DYNAMIQUE DE LA MATRICE DE
VARIANCE-COVARIANCES DU MODÈLE GARCH

D’où Q̄ est la matrice des corrélations non conditionnelles, Qt−1 une matrice de corrélation
empirique des résidus standardisés et α + β ≤ 1. L’hypothèse de ce modèle est donc basé
sur que les corrélations sont une fonction des corrélations passées ainsi que des corrélations
empiriques. Les même l’hypothèses à Tse et Tsui.,(2002)[179], Engle et Sheppard.,(2001)[64]
proposent également une écriture autorégressive des corrélations conditionnelles dynamiques
DCC. Ainsi, leur approche diffère de la précédente car les corrélations ne sont pas formulées
comme une fonction des corrélations retardées. De cette façon, au lieu de modéliser directe-
ment les corrélations, Engle et Sheppard.,(2001)[64] imposent une dynamique de type BEKK
au processus des covariances des résidus standardisés.
Les modèles BEKK-GARCH qui est proposé par Engle et kroner(1995) [72], supprime le pro-
blème du modèle précédant, le modèle Diagonal, en garantissant une variance positive le modèle
BEKK-GARCH s’écrit :

Ht = C ′C + A′A⊗ εt−1ε
′
t−1 +B′B ⊗Ht−1 (3.42)

Où C est une matrice symétrique (N × N), A,B sont des matrices (N × N) de paramètres
constants. Le processus des covariances des résidus standardisés de Engle et Sheppard (2001)
dynamique de type BEKK est présente comme suit :

Qt = Ω+ αεt−1ε′t−1
+ βQt−1 (3.43)

Ou les paramètres, α et β vérifient que α + β < 1. Les corrélations sont définie comme suit :

Rt = diag(Qt)
−1/2(Qt)diag(Qt)

−1/2 (3.44)

Cette expression se simplifie dans le cas scalaire et diagonal de la BEKK. Par exemple, pour le
scalaire BEKK l’interception est simplement :

Ω = (1− α− β)Q̄ et Q̄ =
1

T

T∑

j=1

(εtεt) (3.45)

où Ω est une constante estimée indépendamment par variance targeting. Ainsi, les auteurs
contournent le problème délicat de l’estimation de la constante en ayant uniquement recours
à un estimateur des moments. Dans Engle et Sheppard (2001)[64], le processus suivi par les
corrélations ne nécessite que deux paramètres. Les modèles DCC ont rapidement connu un
grand succès, le fait d’introduire les corrélations dans l’écriture des covariances conditionnelles,
ca facilite l’estimation.
Ce modèle s’estime en plusieurs étapes, (estimation de la volatilité avec un processus GARCH,
estimation du modèle par la méthode du maximum de vraisemblance et estimation de la
constante Ω) contrairement aux modèles à covariances conditionnelles qui s’estimaient en une
étape. Nous appliquant l’estimation de ce modèle dans la section suivante.

Engle, R.,(2002)[67] propose une écriture matricielle qui permet d’avoir des coefficients des
covariations spécifiques, l’équation peut s’écrire comme suit :

Qt = (Q̄− A′Q̄A′ − B′Q̄B) + A′εt−1ε
′
t−1A+B′Qt−1B (3.46)

Où A et B sont deux matrices (K × K). Cette formulation très générale impose cependant
des conditions de stationnarité délicates à respecter puisque (Q̄ − A′Q̄A − B′Q̄B) doit être
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une matrice semi-définie positive. L’objectif est de réduire le nombre de paramètres, l’écriture
vectorisée des modèles GARCH multivariés, clairement plus complexes, pourrai être utilisée
pour le paramétrage de la corrélation tant que les moments inconditionnels sont fixés à la
corrélation de l’échantillon matrice :

Qt = (u′ − A− B) ◦Q+ A ◦ εt−1εt−1B ◦Qt−1 (3.47)

Où u est un vecteur unité et ◦ est le produit Hadamard de deux matrices de taille identique qui
est calculé simplement par multiplication élément par élément. Engle Engle et Kroner(1995)[72],
montrent que si A, B et (u′−A−B) sont semi-définis positifs, alors Q sera semi-défini positif. Si
l’une des matrices est définie positive, alors Q le sera également. De même Billio, M., Caporin,
M et Gobbo (2006)[30] ont proposé une écriture DCC vectorisée identique pour accumuler des
paramètres :

Qt = cc′ + aa′ ◦ εt−1εt−1bQt−1 (3.48)

où a, b, et c sont des vecteurs partitionnés. Diverses extensions ont alors été proposées afin d’ap-
porter davantage de flexibilité et enrichir le processus suivi par les corrélations, Hafner et Franses
(2009)[112], Cappiello, Engle, et Sheppard (2006)[74], Billio, M et caporin, M.,(2009)[29], So et
Yip (2010)[172], Franses, Hafner.,(2009)[112], Tong et Lim (1980)[181] ainsi que Kwan, Li, et
Ng (2010), les auteurs ont utiliser un modèle de corrélation conditionnelle variable à seuil mul-
tivarié, leurs modèles étend l’idée d’Engle (2002) et de Tse et Tsui (2002), le modèle conserve
l’interprétation du modèle GARCH à seuil univarié et permet des corrélations conditionnelles
dynamiques. Des techniques d’identification, d’estimation et de vérification du modèle sont dé-
veloppées. Certains résultats de simulation sont présentés sur la distribution d’échantillon fini
de l’estimation du maximum de vraisemblance, de même démontrent le comportement asymé-
trique de la moyenne et de la variance dans les séries chronologiques financières.

Puisque le modèle CCC-GARCH est un cas particulier du DCC-GARCH, on s’intéresse di-
rectement à l’estimation du modèle DCC. L’estimation via la méthode du maximum de vrai-
semblance est celle proposée par Engle, R F.,(2002) [67].
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3.2 Estimation du Modèle DCC

Engle et Sheppard (2001) dans [64] et Engle (2002) dans [67] proposent utiliser comme
méthode d’estimation le maximum de vraisemblance. L’un des avantages du corrélation condi-
tionnelle dynamique d’Engle (2002) est la possibilité d’estimer le modèle selon une approche
en deux étapes :
Dans un première étape l’idée est d’estimer les paramètres liés aux volatilités univariées Lv(θ).
Et dans une second étape d’estimation est liées aux corrélations Lc(θφ). La fonction de vrai-
semblance, noté L(θφ), se décompose en un terme de volatilité Lv(θ) et un terme de corrélation
Lc(θφ). Où L(θφ) = Lv(θ) + Lc(θφ). La maximisation de cette fonction est en deux étapes
la première 11 est de trouver θ̂ tel que θ̂ = argmaxLv(θ) et la deuxième 12 maxφ Lc(θ̂φ), sous
l’hypothèse suivante :

L = −1
2

T∑

t=1

(N log(2π) + log | Ht | +y′tH−1
t yt)

= −1
2

T∑

t=1

(N log(2π) + log | DtRtDt | +y′tD−1
t R−1

t D−1
t yt

= −1
2

T∑

t=1

(N log(2π) + 2 log | Dt | + log | Rt | +ε′tR−1
t εt)

= −1
2

T∑

t=1

(N log(2π) + 2 log | Dt | +y′tD−1
t D−1

t yt − ε′tεt + log | Rt | +ε′tR−1
t εt)

= −1
2

T∑

t=1

(N log(2π) + 2 log | Dt | +y′tD−1
t D−1

t yt)−
1

2

T∑

t=1

(ε′tεt + log | Rt | +ε′tR−1
t εt)

= Lv(θ) + Lc(θφ)
(3.49)

3.2.1 Présentation du modèle

On estime un modèle GARCH(p,q) pour la variance conditionnelle de chaque actif, on
obtient la volatilité de chaque actifs individuellement. Pour la deuxième l’étape l’estimation des
coefficients de volatilité obtenus en première étapes sont considérés constants, et la fonction
de vraisemblance est utilisée pour estimer les paramètres de la dynamique de corrélation. Avec
cette procédure nous réduisons le temps de calcul.

11. Étape 1 : En effet cette étape consiste, en pratique,à estimer séparément les modèles GARCH univariés.
L’estimateur du maximum de vraisemblance pour θ qui contient les paramètres des modèles GARCH univariés
qui est présenté par : θ̂ = argmax où θ = (α0,1, α1, β1 . . . , α0,N , αN , βN ). Dans cette première estimation, un
modèle GARCH(p,q) univarié est appliqué au variance conditionnelle de chaque actif. À l’issue de celle-ci, les
coefficients qui expliquent la volatilité de chaque actif pris individuellement sont obtenus.

12. Étape 2 : Calcul l’estimateur de φ en maximisant la log-vraisemblance reliée aux corrélations, soit Lc(θ̂φ) =

− 1

2

T∑

t=1

(ε′tεt+log | Rt | +ε′tR
−1

t εt). Dans cette seconde étape d’estimation, les coefficients des volatilités obtenues

lors de la première étape, θ̂, sont maintenues constants, et servent à conditionner la fonction de vraisemblance
utilisée pour estimer les paramètres de la dynamique des corrélations, φ, cette procédure réduit grandement le
temps de calcul mais au prix d’une perte d’efficacité dans la mesure où ce n’est qu’une partie de la vraisemblance,
celle des corrélations Lc(θ̂φ), qui est maximisé lors de la seconde étape
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de la corrélation entre période t et la période t-1 est supérieurs à 0.05 nous le considérons
qu’il exister une rupture de corrélations dans cette période, par exemple dans la période 1 du
01/11/2010 au 31/12/2013, entre Johson et Bayer la corrélation en début de la période été
0.47 est passera à 0.63 en Août 2011 puis diminue en septembre 2011 passera à 0.56 c’est qui
montre un forte rupture de corrélation dans cette période, ainsi que la période 2 du 06/01/2014
au 28/10/2019, entre l’actif Johnson et Bayer en début de la période la corrélation été 0.42
puis passera à 0.48 puis augmente à 0.51 et diminue en 0.47 et continue de variable légèrement
jusqu’à la fin du période 2 c’est qui montre que la corrélation dans cette période est stable
et la période 3 du 01/11/2010 au 31/12/2013, entre NVS et Pfizer la corrélation en début de
la période été 0.29 est varie légèrement jusqu’à juillet passera de 0.30 à 0.52 c’est qui montre
un forte rupture de corrélation dans cette période c’est est très remarquablement sur (3.16).
Finissions avec la période 4 du 01/06/2014 au 28/10/2019, entre NVS et Pfizer la remarque
que la corrélation passer de 0.60 à 0.40 d’ou il existe une forte rupture de corrélation dit au
changement de la corrélation en plusieurs fois dans cette période.
On voit que a chaque fois il existe une rupture de corrélation période de turbulence comme
dans les période 1, 3 et 4, la variance conditionnelle qui a un impact sur cette rupture même
en comparant les variances de la période avec la variance une période normale on remarque
que la variance conditionnelle est beaucoup plus petite a celle des 3 périodes. En conclusion,
les figure (voir 3.13 3.15 3.17) montrent bien que la corrélation n’est pas constante pour les
séries financières. On observe donc des fortes variations par rapport à la corrélation constante
période 2.

3.3 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était d’appliquer le modèle dynamique de la volatilité régie par
une spécification de type MGARCH, Le cadre de notre étude a été construit à partir de la
spécification de type GARCH multivarié qui a été choisie pour prélever la structure dynamique
des moments conditionnels dans des actifs financiers. Les différents spécification du modèle
MGARCH, VECH, BEKK, CCC et DCC. Le DCC qui été retenue comme modèle économé-
trique de référence et ses résultats ont été comparés à ceux de trois autres modèles. Le choix
DCC du modèle est lié à la simplification d’estimation et il permet de réduire de manière signi-
ficative le nombre de paramètres à estimer et il fournit une interprétation relativement simple
des corrélations. Ce type de GARCH est donc beaucoup plus convivial lorsque vient le moment
d’interpréter les coefficients, c’est ce l’avantage qu’il offre aux professionnels de la finance. Les
résultats de l’estimation de DCC-MGARCH (1,1), Nous nous somme arrêtés au GARCH(1,1)
pour simplifier les calculs. Les périodes de corrélations Breakdowns ont une volatilité très élevée
par rapporte à la période normale la volatilités bien différents avec effet ARCH. Nous remar-
quons a chaque fois que actifs dans l’intervalle a une volatilité très élevée cela signifie que son
cours varie fortement, voire de façon exagérée sur cette période à l’inverse, de l’actif qui a une
volatilité faible.
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Chapitre 4

Les anticipations des ruptures de Corrélation,

Corrélation Breakdown en gestion de portefeuille

Nous avons vu l’existence des ruptures de corrélations, nous nous interrogeons maintenant,
sur les stratégies d’anticipation d’un changement de corrélation. La question qui pose est de
savoir comment anticiper une rupture de corrélations en prenant en compte, cette information
dans la gestion de portefeuille. Le problème est un modèle d’optimisation combinatoire mono-
objectifs, qui consiste à trouver des solutions tout en respectant les contraintes.
Ils ressort deux objectifs dans cette l’optimisation d’un portefeuille : d’une part est de maxi-
miser le rendement d’un portefeuille, d’autre part et de minimiser le risque. Ce modèle nous
permettra de voir le changement qui c’est produit dans la période d’une rupture de corrélation.

Le problème à été implémenté sur CPLEX avec le langage c++, En effectuant des simula-
tions sur 9 Couples d’actifs à fréquence quotidienne sur une basse de données du Chimie-Santé
de (01−11−2010 à 28−10−2019). Ainsi sur 9 Couple d’actifs à fréquence mensuelle du Cac40
de (2000 à 2019), pour calculer chaque paire de titres de corrélation. Puis de prévoir l’existence
ou non d’une rupture de corrélation. On observe que les contraintes du modèle donnent le choix
de chaque pondération sur chaque titre. Aussi, si le coefficient de corrélation change il y aura
des évolutions remarquables sur la valeur des proportions, avec les résultats du modèle nous
pouvons voir le changement de la corrélation.

Nous cherchons à mettre en évidence, les preuves d’une augmentation de la corrélation des
rendements des actions en période de crise financière. Pour se faire, nous procédons à l’étude
de l’influence des changements qui se produit sur les marchés concernant la dynamique des
risques des prix des actifs. Nous utilisons le modèle de ratio Sharpe et nous changeons l’écriture
de ce modèle à un problème mono-objectif, en maximisant la fonction objectif, et on prévoit
l’existence ou non d’une rupture, c’est à dire nous anticipons l’évolution futur de la structure
de corrélation entre les rendements des actifs.

Notre analyse se compose donc de deux étapes : la première est d’essayer d’anticiper une
rupture de corrélation entre deux actifs, la deuxième est d’étudier l’effet de cette rupture de
corrélation dans un modèle de gestion de portefeuille.
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CORRÉLATION BREAKDOWN EN GESTION DE PORTEFEUILLE

4.1 Peut-on anticiper une rupture de corrélation ?

4.1.1 Prévision

En partant des paramètres de Falbo and Grassi (2011)[77] nous considérons un marché avec
deux types d’agents, les investisseurs rationnels et les spéculateurs. Ces agents interagissent dans
un cadre temporel discret en échangeant deux types d’actifs, une action s et une obligation b,
avec différents niveaux de risque et différents rendements attendus, rs et rb respectivement.
Les deux types d’investisseurs examinent la demande excédentaire, avec des informations diffé-
rentes. Les spéculateurs ne sont pas informés de la valeur réelle de l’actif risqué au moment t et
ils placent leur décision d’investissement sur la base de la demande excédentaire de la période
précédente. En particulier, ils introduisent une demande excédentaire ω pour l’actif risqué sur
la base de la formule ωst = x1(ωt−1/(1 + |ωt−1|)).

Le paramètre x1 > 0 ou x1 < 0 décrit, respectivement, des stratégies momentum 1 ou contra-
rian 2. Les investisseurs rationnels se comportent différemment : au début de chaque période t,
ils mettent à jour leur estimation du rendement attendu rs de l’actif à haut risque en compa-
rant son prix actuel Pt avec sa valeur fondamentale P (cette connaissance est leur information
avantage).

rs,t = ln
Pt + k(P − Pt)

Pt
(4.1)

Cette formule décrit une dynamique de retour à la moyenne du rendement attendu, où k ∈ (0,1)
est un coefficient de vitesse de réversion. En général, le rendement attendu diffère du rendement
réel, car il dépend de la demande excédentaire :

∆Pt = ln
( Pt
Pt−1

)
= rs,t−1 + λωt−1 (4.2)

Les agents rationnels diversifient leur investissement en utilisent un modèle de gestion de por-
tefeuille de type Markowitz, estimant la corrélation entre deux actifs en fonction de la demande
excédentaire. En particulier, ils estiment que pendant les phases de marché avec une demande
excédentaire élevée ou faible, la corrélation entre les actifs tend vers l’unité. La demande excé-
dentaire influence donc la décision de leur portefeuille, comme nous le verrons plus tard.
Une rétroaction se développe à ce stade, puisque les agents rationnels influencent également la

1. Le momentum est ce que l’on appel un facteur d’investissement, il permet de classifier les actions en
fonction de la tendance récente de leur cours de bourse. Il existe d’autre facteur d’investissement comme la
croissance, la valeur, la volatilité etc. Le momentum n’est pas réellement une stratégie d’investissement en
soi. C’est un style d’investissement qui regroupe une multitude de stratégies. Il défini en lui même un univers
d’investissement qui « performe » dans certaines conditions de marché. Il est utile de bien le comprendre pour
adapter le style de stratégie à utiliser selon que l’on soit dans un marché en tendance, volatile, stable etc.
- Momentum : suivre la tendance
- Une performance attendue à plus court terme
- Stratégies volatiles.

2. La stratégie momentum consiste à acheter des actions ayant un historique récent de bonnes performances
et à vendre des actions ayant de mauvaises performances (Jegadeesh & Titman, 1993). Au contraire, la stratégie
contrariante propose une stratégie commerciale consistant à acheter des actions peu performantes et à vendre
des actions plus performantes (De Bondt & Thaler, 1985). La stratégie contrariante repose sur la conviction
que les prix vont s’inverser, alors que les partisans de la stratégie momentum affirment que les rendements vont
se poursuivre. Les deux stratégies sont efficaces à des horizons temporels différents : à moyen terme pour la
stratégie momentum et à long terme pour la stratégie contrariante.
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demande excédentaire. L’équation modélisant la demande excédentaire générée par les agents
rationnels est ωRt = x2(q

∗
t (ωt−1, rs,t−1)− q∗t (0, rs,t−1)) où q∗t (ωt−1, rs,t−1) est la quantité optimale

d’actions du portefeuille Markowitz. La demande excédentaire rationnelle est une fonction (li-
néaire) de la différence entre q∗t (ωt−1, rs,t−1) et q∗t (0, rs,t−1)) modulée par un paramètre de sen-
sibilité x2 ∈ R− {0}, la part des spéculateurs sur le marché.

La demande excédentaire totale du marché est alors une combinaison convexe de celles gé-
nérées par les deux types d’agents ωt = Y ωst + (1 − Y )ωRt avec Y∈[0, 1] étant la part des
spéculateurs sur le marché.

Le système bidimensionnel est alors le suivant :
{

ωt = Y x1(ωt−1/(1 + |ωt−1|)) + (1− Y )x2(q
∗
t (ωt−1, rs,t−1)− q∗t (0, rs,t−1))

rs,t = ln
(

exp(rs,t−1+k−1)

exp(rs,t−1+λωt−1)
+ k − 1

) (4.3)

Qui décrit pleinement l’évolution des variables fondamentales de ce marché, ω et rs. La quan-
tité optimale q∗ dans la première équation de (4.3) est calculée par des investisseurs informés
résolvant un problème d’optimisation de portefeuille. L’expression de la solution est reportée
comme suit :

q∗(ωt−1, rs,t−1)

=





− rb

rs,t−1−rb
+

√(
α2

1
+α2

2
+2α1α2

(
e
−µω2

t−1−1

))((
rs,t−1α2−rbα1

)2
+2α1α2rbrs,t−1e

−µω2
t−1

))
(
rs,t−1−rb

)(
α2

1
+α2

2
−2α1α2

)(
−e

−µω2
t−1+1

)) si rs,t−1 6= rb

α1α2

(
−e

−µω2
t−1+1

)
−α2

2

2α1α2

(
−e

−µω2
t−1+1

)
−α2

1
−α2

2

si rs,t−1 = rb

(4.4)
D’âpres l’équation (4.4), q∗(0, rs,t−1) peut être facilement obtenu comme

q∗(0, rs,t−1) =

{
− rb

rs,t−1−rb
+

√
r
2
s,t−1α

2
2+r

2
b
α2
1

(rs,t−1−rb)
√
α2
1+α

2
2

(4.5)

Dans une telle solution, l’hypothèse centrale consiste à laisser les agents rationnels estimer la
matrice de variance et de corrélation Vt−1 des deux actifs par les équations suivantes.

Vt = α2e2sω
2
t (4.6)

ρt = 1− e−µω2
t (4.7)

Le modèle de Falbo and Grassi (2011)[77] génère des rendements cohérent avec la fonction de
variance de (4.6), équation liant les rendements des actifs à faible risque à la demande excéden-
taire ωt. En introduisant une équation pour l’actif à faible risque, nous étudions dans quelles
conditions le modèle est capable de générer une corrélation entre les deux actifs et vérifions
la cohérence interne de l’hypothèse dans (4.7). Prouver cette cohérence est d’une importance
théorique primordiale. S’il est effectivement confirmé, le modèle fournirait une explication ro-
buste du phénomène des ruptures de corrélation, qui, à notre connaissance, fait encore défaut
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dans la littérature. En particulier, le modèle explique l’origine de la rupture de corrélation en
l’attribuant à deux causes (éventuellement concurrentes) : le comportement mimétique des spé-
culateurs de momentum et la tentative procyclique des investisseurs rationnels à se protéger
contre la rupture de corrélation. La contribution à la modélisation de cette étude consiste à
inclure dans l’étude une équation décrivant la dynamique des prix de l’actif à faible risque (r̂b,t).
Grâce à cette modification, le modèle de marché devient un système à trois dimensions :





ωt = Y x1(ωt−1/(1 + |ωt−1|)) + (1− Y )x2(q
∗
t (ωt−1, rs,t−1)− q∗t (0, rs,t−1))

rs,t = ln
(
exp rs,t−1+k−1

exp(rs,t−1+λωt−1)
+ k − 1

)

r̂b,t = αω3
t−1 − βωt−1 + rs,t

(4.8)

où α et β sont des paramètres. Observons que la nouvelle équation implique qu’en l’absence
de demande excédentaire, les rendements réalisés des actifs à faible risque coïncident avec
leur valeur attendue. De plus, l’ajout d’une telle équation au système (4.3) n’introduit pas de
rétroaction et ne modifie donc pas les propriétés théoriques de ce modèle.

4.1.2 Un modèle empirique pour l’actif à faible risque

Dans leur application empirique, Falbo and Grassi (2011[77] développent un proxy de la
demande excédentaire d’un indice boursier. Nous retrouvons les mêmes équations, puisque
cette variable est également nécessaire ici pour modéliser les rendements des actifs à faible
risque. Bien entendu, la demande excédentaire n’est pas une variable directement observable.
En outre, la définition elle-même de la demande excédentaire n’est pas précise, étant donné
qu’elle exigerait une notion claire de ce qu’est la demande « régulière » ou « normale », ce
qui n’est pas du tout évident. Néanmoins, le concept de demande excédentaire sur les marchés
financiers est familier et il est souvent utilisé dans la littérature financière pour expliquer les
mouvements de prix importants, lorsque les marchés prennent une direction claire soit à la
hausse soit à la baisse. Le proxy de la demande excédentaire pour un indice boursier peut être
obtenu en comptant le nombre de fois où les rendements quotidiens prennent un signe positif
ou négatif sur une période donnée. La raison pour laquelle la prévalence d’un signe donné dans
les rendements (dans une période donnée) peut être considérée comme une approximation de
la demande excédentaire est liée à des arguments de contagion. En effet, on peut supposer que
plus un signe donné prévaut longtemps en bourse, plus la probabilité que les agents partagent
un sentiment commun au cours de la même période est élevée. Les deux expressions suivantes
comptent le nombre de fois où des retours positifs et négatifs sont observés de t à t-6 :

δ+t =
6∑

i=0

IR+(rs,t−i) (4.9)

δ−t =
6∑

i=0

IR−(rs,t−i) (4.10)

où I(.) est la fonction de l’indicateur et r̂s,t est le rendement observé sur un indice boursier
au moment t. Ces expressions sont en fait légèrement modifiées par rapport à la proposition
originelle de Falbo et Grassi (2011), étendant les sommations à 6 au lieu de 5 pour capter des
cas plus extrêmes. Les auteurs soutiennent que si, à tout moment t, le "compteur" de l’un
ou l’autre signe dépasse l’autre, le marché exprime un « consensus » qui peut être considéré
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foncée). Les cas où l’excédent initial de la demande est important se trouvent dans la première
rangée (panneaux (a) et (b)) et ceux où la demande excédentaire initiale est proche de 0 sont
dans la deuxième rangée (panneaux (c) et (d)). Ces trajectoires ont été obtenues dans le même
cadre que celui utilisé pour l’estimation du tableau (4.4). L’inspection visuelle de la figure 3
confirme les résultats du tableau 4. Cependant, la même figure nous suggère également quelque
chose sur la dynamique à l’origine des corrélations ex post. On sait que le modèle théorique
dans (4.3) a un équilibre stable en wt = 0 et rr,t= 0.

En effet, en observant la deuxième rangée de la figure 3 lorsque la demande excédentaire est
suffisamment proche de zéro, les rendements montrent une faible corrélation à la fois lorsque les
agents rationnels prévalent et lorsque les spéculateurs l’emportent. Les choses changent consi-
dérablement si la demande excédentaire initiale est très importante et que les agents rationnels
dominent, ce qui est le cas analysé dans le panneau (a). Il est clair dans ce cas que le sys-
tème entre dans une dynamique orbitale, où les rendements des deux actifs oscillent de manière
synchrone. En effet, des valeurs positives importantes de la demande excédentaire soutiennent
des rendements importants à la fois des actifs risqués et des actifs à faible risque, après res-
pectivement (4.2) et (4.12). Le modèle explique pourquoi les deux rendements reviennent et
deviennent négatifs. Lorsque le prix de l’actif risqué est suffisamment élevé et se combine à une
forte demande excédentaire, les agents rationnels modifient profondément leur portefeuille en
raison de deux circonstances :

1. La réversion moyenne des prix génère des rendements attendus (voir (4.1)) ;

2. Une demande excédentaire importante génère une estimation de corrélation élevée, ce qui
réduit à son tour la possibilité de former le portefeuille « équilibré », comme il ressort de
l’équation (4.4) qui détermine le poids du portefeuille de l’actif risqué en fonction de la
demande excessive. En outre, des portefeuilles extrêmement déséquilibrés sont le résultat
attendu selon la théorie standard de Markowitz lorsque la corrélation entre les valeurs des
actifs tend vers l’unité.

Nous rappelons brièvement la solution de l’optimisation du portefeuille pour le modèle de
Falbo et Grassi (2011). Nous nous référons pour une explication du calcul. La quantité opti-
male q∗t s’obtient en effectuant une recherche dans le maximum de l’indicateur de performance

suivant : g =
qTt r

qTt Vt−1qr
où rT = [rs,t−1rb] est le vecteur des rendements attendus des actifs à

risque élevé et à faible risque et qTt = [qt1 − qt] est le vecteur de leur portefeuille. La matrice
de variance-covariance Vt−1 est estimée comme fonction de ωt−1. g est l’équivalent de la fonc-
tion Ratio de Sharpe, afin que le portefeuille optimal q∗t = argmax g est également efficace à
Markowitz. La solution du problème d’optimisation du portefeuille, en fonction des variables
dynamiques rs et ω, est l’équation (4.4) en dessus.

Nous utilisons le même modèle de Ratio de Sharpe pour généralisé notre objectif qui est
de prévoit l’existence ou non d’une rupture de corrélation entre les rendements des actifs.
L’écriture de ce modèle est changer un problème mono-objectif en ajoutant une paramètre λ,
c’est à dire nous maximisons la fonction de ration Sharpe qui est une fonction fractionnaire
noté Sp = g =

Rp−Rf

σp
qui devient max Rp − Rf − λσp. En minimisant le risque d’une part et

maximiser le rendement d’autre part
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4.1.4 Le modèle généralisation

Notre fonction objectif est donc la minimisation de ratio Sharpe qui est une fonction qua-
dratique : L’optimisation quadratique présente un cas particulier de l’optimisation non linéaire.
Elle traite en fait, la minimisation ou la maximisation d’une fonction objectif de type quadra-
tique convexe. Les contraintes peuvent être linéaires comme quadratiques. Dans ce travail, nous
plaçons dans le cas de l’optimisation quadratique convexe.

Supposons un investisseur souhaite constituer un portefeuille de n actifs financiers. Pour chaque
titre, nous calculons les estimations du rendement espéré Ri

4, et de la variance σ2
i et les co-

efficients de corrélation des rendements de chaque couple de titres ρi,j. Si nous représentons
la proportion du montant investi dans le titre i par ωi 5, nous pouvons calculer le rendement
espéré et la variance du portefeuille comme suivant :

E(ω) = ω1R1 + ω2R2 + · · ·+ xnRn = Rωt (4.14)

où Ri = (R1, R2, · · · , Rn) et ωi = (ω1, ω2, · · · , ωn) (4.15)

var(ω) =
∑

i,j

ωiωjρi,jσiσj = ωtΣω (4.16)

ρi,j =
cov(Ri,t, Rj,t)

σiσj
(4.17)

La matrice de variance-covariance 6 est présenté comme suit :

Cov(RiRj) =
1

T

T∑

t=1

(Ri,t − R̄i)(Rj,t − R̄j) (4.18)

Dans un premier temps, l’objectif est de minimiser le risque du portefeuille sans prendre en
considération le gain, pour pouvoir étudier l’effet de la rupture de corrélation sur le portefeuille.
Dans un second temps nous maximisons le Ratio Sharpe, nous nous intéressons à un portefeuille
optimal à deux actifs. nous allons créer une boucle qui récupère à chaque fois le portefeuille
efficients avec le moins de risque et un rendement maximal. De ce fait, le problème devient un
problème d’optimisation combinatoire mono-objectif, c’est à dire la maximisation du rendement
d’une part et la minimisation du risque d’autre part.

4.1.4.1 Le concept de choix de portefeuille optimal :

Nous proposons en premier lieu une approche mathématique et implémentons en utilisant
la méthode d’optimisation mono-objectif dans le but de résoudre un problème quadratique et
d’anticiper la rupture de corrélation du rendement des actifs. Dans un second temps, nous
établissons le modèle de Markowitz qui présente le problème d’optimisation de portefeuille
financier.
L’objectif est la maximisation de la rentabilité d’un portefeuille en fonction du risque ainsi que

4. Ri : Le rendement
5. ωi : La proportion
6. Σ : La matrice variance covariance
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l’effet d’une rupture de corrélation entre les rendements des actifs en gestion de portefeuille.
La fonction objectif pour une maximisation de risque est présente comme suit :





maxRp −Rf − λσp
sc :

∀i ∈ [1, R]
0 6 ωi 6 1
Rω,t ≥ Rmax

(4.19)

Où λ est un paramètre, Rp est le rendement du portefeuille, Rf est le taux sans risque, σp est le
risque du portefeuille, ωi correspond aux poids proportions des titres leur somme est toujours
égale à l’unité,

∑
ωi = 1.

4.1.4.2 Application pour un portefeuille composé de 2 actifs

Nous appliquons le modèle sur deux actifs en anticipant les changement des coefficients de
corrélation des rendements de chaque couple de titres ρi,j, et voir quel est l’effet de cette rup-
ture de corrélation dans le portefeuille. Par la suite, comparer la rentabilité d’un portefeuille
qui prend des décisions à partir des résultats du modèle et un autre portefeuille qui prend pas
en considération les résultats du modèle. Considérons un portefeuille P composé de deux actifs
de type actions A et B, Ri le rendement de chaque actif, ωi le poids de chaque actif dans le
portefeuille.

Le cas pour n actif :





maxωiRi + · · ·+ ωnRn −Rf − λ
∑

i,j ωiωjρi,jσiσj
sc :

∀i ∈ [1, R]
0 6 ωi 6 1
rω,t ≥ Rmax

(4.20)

Le ratio Sharpe (Sp) est égal à la mesure de l’écart de rentabilité d’un portefeuille en fonction
du risque.

On suppose un portefeuille de 2 actions A,B avec ω de A et (1− ω) actions de B.





maxωR1 + (1− ω)R2 −Rf − λ.[ω2σ2
1 + (1− ω)2σ2

2 + 2ω(1− ω)cov(R1, R2)]
sc :

∀i ∈ [1, R]
0 6 ωi 6 1
Rω,t ≥ Rmax

(4.21)





maxω1R1 + ω2R2 −Rf − λ.[ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2.cov(R1, R2)]

sc :





∀i ∈ [1, R]
0 6 ωi 6 1
Rω,t ≥ Rmax

(4.22)
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Données du problème :

R = {R1, R2} : L’ensemble de rendements. (4.23)

ΣR1,R2 : La matrice carré

(
σ2
1 ρ1,2σ1σ2

ρ1,2σ2σ1 σ2
2

)
(4.24)

L’objectif :

Notre objectif est de maximiser le rendement d’une part et de minimiser le risque d’autre
part. Nous nous intéressons donc à un portefeuille optimaux à deux actifs, dont les expressions
sont données par :

maxω1R1 + ω2R2 −Rf − λ.[ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρ1,2σ1σ2] (4.25)

Contraintes :

∀i ∈ [1, R], 0 6 ωi 6 1 (4.26)

ω ∈ [0, 1] (4.27)

R∑

i=1

ωi = 1 (4.28)

On remarque que notre fonction objectifs est quadratique, symétrique et semi-définie positive
avec des contraintes linéaires.

Étude de la fonction objectif

Il existe plusieurs méthodes pour la résolution des problèmes d’optimisation mono-objectif
dans cette partie on va utiliser la résolution paramétrisation.
La forme générale du problème : notre problème de maximisation avec le paramètre λ revient à
un problème de maximisation et de minimisation sous contrainte consiste à déterminer le max
et le min de la fonction d’objectif (4.22).

maxSp = max
Rp −Rf

σp

= maxω1R1 + ω2R2 −Rf −minλω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρ1,2σ1σ2. (4.29)

Sc :
R∑

i=1

ωi = 1 (4.30)

∀i ∈ [1, R], 0 6 ωi 6 1 (4.31)

R =
(
R1, R2

)
; ω =

(
ω1

ω2

)
(4.32)

138



4.1. PEUT-ON ANTICIPER UNE RUPTURE DE CORRÉLATION ?

La fonction objectif sous forme matricielle

L’écriture de la fonction objectif sous forme matricielle :

Sp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρ1,2σ1σ2

SC :

0 ≤ ωi ≤ 1, ∀i = 1, 2

2∑

i=1

ωi = 1

Posons : ω1R1 + ω2R2 −Rf =⇒
(
R1 R2

) (ω1

ω2

)
−RfI1

⇐⇒ R⊤ω −RfI1

Où
σp = ω2

1σ
2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρ1,2σ1σ2

σp =

(
ω2
1

ω2
2

)⊤(
σ2
1 ρ1,2σ1σ2

ρ1,2σ1σ2 σ2
2

)(
ω1

ω2

)

ω⊤Σω

Sp peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :

(
R1, R2

)(ω1

ω2

)
−Rf − λ

(
ω1

ω2

)⊤(
σ2
1 ρ1,2σ1,2

ρ1,2σ1,2 σ2
2

)(
ω1

ω2

)
(4.33)

= R⊤ω −RfI1 − λω⊤Σω

Objectif peut s’écrire sous forme matricielle comme suit :

Sp = R⊤ω −RfI1 − λω⊤Σω

Preuve du calcul de variance covariance Σ 7, on a :

(
ω1

ω2

)⊤(
σ2
1 ρ1,2σ1,2

ρ1,2σ1,2 σ2
2

)(
ω1

ω2

)
(4.34)

=

(
ω1σ

2
1 + ω2ρ1,2σ1,2

ω1ρ1,2σ1,2 + ω2σ
2
2

)
.

(
ω1

ω2

)

=
(
ω2
1σ

2
1 + ω1ω2ρ1,2σ1,2 + ω1ω2ρ1,2σ1,2 + ω2

2σ
2
2

)

=
(
ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρ1,2σ1,2

)

7. la matrice de variance-covariance de la fonction
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=




σ2
1 ρ1,2σ1σ2

ρ1,2σ1σ2, σ2
2


 = Σ (4.35)

La matrice hessienne, la dérivée première est égale à :

∂Sp

∂ω1

(
ω1

ω2

)
= R1 − λ(2ω1σ1 + 2ω2cov(R1, R2))

∂Sp

∂ω2

(
ω1

ω2

)
= R2 − λ(2ω2σ2 + 2ω1cov(R1, R2))

Et la dérivée seconde est égale à :




∂2Sp
∂ω2

1

(
ω1

ω2

)
∂2Sp
∂ω1∂2

(
ω1

ω2

)

∂2Sp
∂ω1∂ω2

(
ω1

ω2

)
∂2Sp
∂ω2

2

(
ω1

ω2

)




= matrice Hessienne

avec : 



∂2Sp

∂
ω2
1

(
ω1

ω2

)
= −λ2σ1

∂2Sp

∂ω1∂ω2

(
ω1

ω2

)
= −λ2cov(r1, r2)

∂2Sp

∂
ω2
2

(
ω1

ω2

)
= −λ2σ2

∂2Sp

∂ω2∂ω1

(
ω1

ω2

)
= −λ2cov(r1, r2)

(4.36)

Où la matrice Hessienne est égale à :

H = −λ




2σ1 2cov(r1, r2)

2cov(r1, r2) 2σ2


 = −λΣ (4.37)

Ont peut voir l’évaluation de la valeur de ρ par rapport à la matrice Hessienne par exemple :

|H| = λ2(4σ1σ2 − 4cov(R1, R2))

= λ2(4σ1σ2 − 4ρ1,2(R1, R2))

|H| = 4λ2σ1σ2(1− ρ)
La matrice hessienne |H| est > 0 si R 6 0 d’ou r = −λ2σ1.
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Le problème de maximisation sous contrainte consiste à déterminer le maximum de la fonc-
tion d’objectif..





maxSp = (Rtω −Rf .I1)− λ(ωtΣω)

Sc :
R∑

i=1

ωi = 1

ωi ∈ [0, 1].

(4.38)

Le problème de maximisation et minimisation avec un paramètre λ revient donc est un pro-
blème de minimisation de risque sans prend en considération le gain, λ = 1 dans un premier
temps puis trouver le portefeuille optimal dans un second temps.

Le problème peut s’écrire comment suit :




max(Rtω −Rf .I1)−minλ(ωtΣω)

min(Rtω −Rf .I1)− λ(ωtΣω)

Sc :





R∑

i=1

ωi = 1

0 6 ωi 6 1
ω ∈ [0, 1]

(4.39)

141





4.1. PEUT-ON ANTICIPER UNE RUPTURE DE CORRÉLATION ?

Commentaire des resultats : Tableau 4.5

Dans le tableau (4.5), on observe le changement du coefficient de corrélation au couple 1
[NVS-PFIZER], entre le 01/11/2010 à 28/09/2019, sur plusieurs périodes ce que indique que
la corrélation n’est pas stable dans le temps pour le coulpe 1. Par exemple, entre 01/11/2010 à
30/11/2010 le coefficient de corrélation est de (0.32) tandis que entre 01/11/2010 à 30/12/2010
elle a diminue de 0.06. C’est qui explique l’existence d’une rupture de corrélation car |ρ0−ρ1| >
0.05.
En minimisant le Ratio Sharpe, les résultats montrent des changements très remarquables
de la proportion des actifs dans chaque période de temps calculée. Nous avons distingué des
changements dans chaque instance teste, nous allons donc fixer des hypothèses par rapport aux
resultats du modèle après plusieurs simulations :
Hypothèse 1 : Si ρ < 0.5, la différence de la valeur des proportions |α1 − α2| est très grande
> 0.5 c’est á dire qu’il existe pas une rupture de corrélation pour le mois suivant. (l’hypothèses
est vérifié sur l’instance [Inst1-2]).
Hypothèse 2 : Si |α1 − α2| est proche de zéro et ρ < 0.5, il est très probable qu’il y aura une
forte rupture pour le mois suivant, si la variance 1, est un peu prêt égale à la variance 2.
Hypothèse 3 : Si la différences entre la valeur |α1 − α2| ∼= 0.05 et ρ ≥ 0.5 donc il existe pas
une rupture de corrélation pour le mois suivant |σ1 − σ2| ∼= 0.01
Par exemple, on voit que α1 = 0.83 et α2 = 0.16 il y a une grande différence entre les deux
proportions et ρ = 0.18 qui est inférieur à 0.5 c’est qui induit que l’hypothèses précédent est
vérifiée, donc il n’existe pas de rupture de corrélation pour le mois suivant qui est confirmé par
l’instance [Inst1-3].
De même, pour l’instance [Inst1-3], la corrélation est inférieur 0.5 et la différence de deux
proportions est très grande c’est qui montre qu’il n’existe pas de rupture de corrélation pour
le mois suivant. C’est qui nous confirmé aussi pour le cas de l’instance [Inst1-4], la valeur de
ρ = 0.21 et |ρ0 − ρ1| = 0.02 qui est inférieur à 0.05. Voir l’annexe pour le résultat de l’instance
[Inst1-4].
Tandis que pour l’instance [Inst1-0] la valeur de la corrélation ρ est inférieur à 0.5, mais la
différence entre les deux proportions n’est pas supérieure à 0.5 ce qui rejet l’hypothèse 1, donc
il existe une rupture de corrélations dans le mois suivant, c’est qui est confirmé sur l’instance
[Inst1-2].
On a également remarquer que à chaque fois si la variance d’actifs 1 est inférieure à la variance
d’actifs 2 alors la proportion α1 est supérieur à la proportion de α2. En conclue que le modèle
minimiser le risque de ratio Sharpe.
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4.1.4.4 Vérification des résultats du modèle

Commentaire des resultats pour toutes les instances teste, dans deux secteurs Chi-
mie&santé et CAC40

Les résultats du modèle montrent que lorsque on minimise le Ratio Sharpe, on peut en re-
tenir quelque hypothèses comme une synthèse après plusieurs simulations entre des différentes
classes d’actifs de deux secteurs.
Première hypothèses 1 si ρ est inférieur ou égal à 0.5 et |α1−α2| ≥ 0.05 c’est à dire qu’il y a une
grande différence entre proportion d’actif 1 et proportion d’actifs 2. Nous pouvons anticiper
qu’il n’existe pas de rupture pour le mois suivant le cas de [Inst1-2] et [Inst1-3], dans le tableau
(4.1).
La deuxième hypothèse si |α1 − α2| ≃ 0.010 et ρ inférieur à 0.5, il est très probable qu’il aura
une forte rupture de corrélation le cas de [Inst1-8] dans le tableau (4.1).
Enfin la troisième hypothèse, si |α1 − α2| ≃ 0.01 et ρ est supérieur à 0.5 il n’existe pas de
rupture de corrélation pour le mois suivant, la quatrième hypothèse si ρ est supérieur à 0.5 et
|α1 − α2| ≃ 0.3 il est très probable qu’il y aura une forte rupture de corrélation pour le mois
suivant.

La conclusion à retenir et pour que les hypothèses soit vérifiée (c’est à dire que le modèle
prévoir l’existence ou non de rupture de corrélation), il faut que la volatilité à la date t, reste
constante où varie très légèrement par rapport à la date t+1, exemple : Si à la date t entre
[01-11-2010 à 31-01-2011] la volatilité est de 0.0001 et dans la date t+1 entre [01-11-2010 à
28-02-2011] la volatilité est de 0.0002.

Et que la variance de l’actif 1, doit être presque égale à la variance de l’actif 2. D’après ces
hypothèses ont peut dire que le modèle peut anticiper la corrélation Breakdown. Cela n’est
vérifié que si la variance de l’actif 1 est très proche de la variance de l’actifs 2. Nous avons teste
sur plusieurs instance à chaque moment nous anticipons un changement de corrélation dans le
temps et nous pouvons prévoir l’existence ou non d’une rupture de corrélation les hypothèses
sont vérifiées.

On a remarqué aussi que chaque fois le modèle anticipe la corrélation, la variance de deux
actifs sont très proches, c’est pour cette raison que nous allons retenir ces l’hypothèses, même
si pour la valeur de la coefficient de corrélation élevé ou faible, (si ’hypothèse est vérifiée le
variance d’actifs 1 et très proche à la variance de l’actif 2). De plus, on a testé le même modèle
avec d’ autres couples des actifs (voir l’annexe). On a trouvé que si les variances ne sont pas
proches nous ne pouvons pas conclure sur l’existence ou non d’une rupture de corrélation, mais
nous pouvons diversifier le portefeuille. Pour les testes de la base de CAC40, les hypothèses sont
vérifiés presque sur tout les instances tester pour un intervalle de temps entre chaque instance
de trois mois.

Après vérification le modèle peut anticiper la corrélation Breakdown si et seulement-si les
hypothèses cités ci-dessus sont vérifiées.
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Méthode Nuage de points

On a appliqué la méthode du nuage de points, par le biais du logiciel Spss, pour le couple
NVS&PFIZER, pour estimer la corrélation entre les actifs pour les prochains mois. Afin de
vérifier que si on maximiser le Ratio Sharpe peut anticipe la rupture de corrélation, dans le
cas où les variances de deux actifs sont très proches. On peut confirmée que le modèle anticipe
une rupture de corrélation si les hypothèses fixer sont vérifiée. On va comparer les résultats du
modèle avec l’estimation de la méthode de nuage de points qui possède une régression R2 qui
égale à 78%. La méthode du nuage de points n’est pas toujours fiable car la régression dépend
de la valeur du R2 qui doit être proche de 1 pour avoir une estimation proche de la valeur réelle.

Estimation de paramètre et l’équation de la droit de régression méthode du nuage de points.
La date t1 = [Inst1-1].
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pas des énorme variations de la corrélation. Voir les valeurs de ρ en t = 8, t = 10, t = 13 et
t = 25 dans tableau (4.10) en dessus.
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du modèle pour cette intervalle de temps qui cumule les deux sous périodes. Puis nous calculons
la rentabilité et le risque de cette portefeuille.

Ensuite nous comparerons, les trois rentabilités des ses trois portefeuilles du tableau (4.11)
pour voir l’effet de la corrélation Breakdown dans un portefeuille qui minimise le risque : Est
ce que le choix des proportions du modèle donne une rentabilité et un risque plus élevée ?. On
remarque pour la première sous partie (portefeuille 1-1) entre [01/11/2010 à 29/07/2011], nous
avons un risque de 0.93% qui est faible et une rentabilité de 0.394%, ce qui veux dire que la
rentabilité pour cette période est faible, mais le risque du portefeuille est moins que le risque
pour chaque actif car on avait σ1 = 1.15% et σ2 = 1.14%, cela signifie une diversification du
portefeuille dans cette sous période avec un risque du portefeuille qui est égal à 0.930%. Pour
la deuxième sous période entre [01/08/2011 à 30/12/2011], on a une rentabilité faible de 0.03%
et un risque plus élevé que celui dans la premier sous partie de l’intervalle. On voit aussi que
le risque des deux actifs sont très élevés puisque c’est une période de rupture de corrélation,
et la corrélation qui été 0.30% devient 0.70%, ainsi que le risque de la deuxième sous période
est très élevé par rapport à celle de la première sous période ou il n’existe pas de rupture de
corrélation.
Dans le deuxième (portefeuille 1-2) entre [01/11/2010 à 30/12/2011], où le choix de la propor-
tion ne dépend pas du modèle, on trouve une rentabilité très faible de 0.05% par rapport au
(portefeuille 1-1) et un risque de 1.30%. En déduit que le coefficient de corrélation à diminué par
rapport à la deuxième sous période entre [01/08/2011 à 30/12/2011]. Cela montre que la cor-
rélation peut diminue même âpres une forte rupture sans supprimer cette rupture de corrélation.

En comparant les resultats, on voit qu’avec le choix des proportions du modèle, on a une renta-
bilité de (0.4277%) - coût de transaction et le risque est de (2.67%) par rapport à la deuxième
(portefeuille 1-2), la rentabilité est de (0.0532%) et le risque est de (1.30%). On peut conclure
que le modèle nous a donné un (portefeuille 1-1) avec une rentabilité plus élevée (0.4277%) que
celui du deuxième (portefeuille 1-2) qui égal à (0.043%), mais avec un risque de (2.67%) qui
est le double du risque du deuxième (portefeuilles 1-2) de (1.30%). On à aussi utilisé pour le
troisième (portefeuille 1-3), les proportions du modèle qui sont, α1 = 52% et α2 = 48%, pour
la période [01/11/2010 à 30/12/2011], même si on connais que entre (juillet et Août), il aurait
une forte rupture. Ont voit bien que cette période est la même période de l’instance [inst 1-13],
on trouver une rentabilité de 0.048% ce qui est faible mais avec un risque qui est aussi très
faible 1.02% par rapport aux deux première portefeuilles (portefeuille 1-1 et portefeuille 1-2).
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4.3 Conclusion

Le problème mono-objectif de ratio Sharpe nous permet d’anticiper une rupture de corréla-
tion pour le mois suivant en minimisant le risque. Mais cette hypothèses ne pas toujours vraie.
Elle est vérifiée que si la valeur absolue de la variance des deux actifs est très proche de zéro.
Avec la méthode du nuage de points on remarque que les résultats du modèle sont très proches
de la valeur réelle du coefficient de corrélation. Nous pouvons conclure que le modèle prévoir
l’existence ou non de la rupture de corrélation si les hypothèses sont vérifiées. Nous avons essayé
d’égalisé les deux variance pour un couple, (la variance 1 est égal à 1 et la variance 2 est égal
à 1), pour voir comme le modèle va réagir de ce changement, nous déduisons que à chaque fois
la valeur de deux variances est égal à 1, le choix du modèle de la proportion est de 0.5 pour
l’actif 1 et 0.5 pour l’actif 2 (α1=0.5 et α2=0.5).
Mais par ailleurs nous pouvons pas observe le changement de la corrélation, les choix de deux
proportion est toujours égale à 0.5. C’est qui parait très logique avec un portefeuille qui mini-
miser le risque.
Le modèle nous donne à chaque fois le bon choix de la proportion en minimisant le risque, avec
pour objectif la diversification du portefeuille. Nous remarquons, par rapport aux resultats du
modèle que si la valeur du coefficient de corrélation est supérieure à 0.5, il est très rare d’obser-
ver une forte augmentation ou une forte diminution de la corrélation dans les périodes suivants.
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4.4. IMPACT DES ANTICIPATIONS DES INVESTISSEURS D’UNE
RUPTURE DE CORRÉLATIONS DANS LE PORTEFEUILLE OPTIMAL

4.4 Impact des anticipations des investisseurs d’une rup-
ture de corrélations dans le portefeuille optimal

Nous s’intéressions à l’impact des anticipations de ruptures de corrélations dans le porte-
feuille efficient. Le but du problème consiste à maximiser la fonction de ratio Sharpe (Sp) du
modelé de [143], en utilisant une méthode de résolution de Newton avec le système de conditions
d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker KKT (1951) associé à ce problème.

Nous considérons le problème de la résolution des programmes fractionnaire. Dans ces pro-
grammes, la fonction objectif renvoie à un problème d’optimisation quadratique convexe sous
contrainte linéaire qui se trouver dans plusieurs domaine de la recherche opérationnelle en
finance, l’économie, microéconomie et en statistique pour estimation du maximum de vraisem-
blance d’une distribution pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux,
et qui permettent de donnée des solutions optimales très efficace.
Nous proposons un modèle prenant de donner les différents aspect de la problématique. Nous
proposons, dans un premier temps, une écriture matricielle de l’objectif et une méthode de
résolution innovante, puis nous présentons des résultats de simulations dans un second temps.

Nous nous intéressons aux corrélations des actifs financiers. Plus particulièrement, nous cher-
chons à mettre en évidence les preuves d’une augmentation de la corrélation des rendements des
actions en période de crise financière. Pour ce faire, nous procédons à l’étude de l’influence des
changements qui se produisent dans les marchés sur la dynamique de l’alternative des risques
des prix des actifs.

Cette problématique a suscité l’intérêt de plusieurs chercheurs. D’abord, Falbo.P and Grassi(2011)
[77] ont cherché à faire avancer l’analyse du modèle proposé. Les résultats ont montré que le mo-
dèle est cohérent en ce qui concerne l’hypothèse selon laquelle des agents rationnels, mettent à
jour les estimations de la variance covariance en fonctions de la demande excédentaire de l’actifs.

Nous utilisons le ratio Sharpe et nous modifions l’écriture de ce modèle en une fonction
mono-objectif et en minimisant le risque nous pouvons voir l’impact une rupture de corrélation
entre les rendement des actifs.
Enfin nous avons applique cette méthodes sur l’optimisation de portefeuille optimal dans deux
périodes (période normale et période de rupture).
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4.5 Modèle mathématique

4.5.1 Le concept de choix de portefeuille optimal :

Notre fonction est donc la maximisation du Ratio Sharpe qui est une fonction quadratique :
L’optimisation quadratique présente un cas particulier de l’optimisation non linéaire. Elle traite
en fait, la minimisation ou la maximisation d’une fonction objectif de type quadratique. Les
contraintes peuvent être linéaires comme quadratiques. Dans ce travail, nous nous plaçons dans
le cas de l’optimisation quadratique convexe.
Un programme quadratique est dit convexe s’il s’agit de la minimisation d’une fonction qua-
dratique convexe sur un espace convexe. Les contraintes sont alors linéaires ou quadratiques
convexes.
Nous minimisons les risques en période de rupture de corrélations en anticipant les changements
de la corrélation entre les rentabilises et trouver une solution réalisable.
Nous proposons, dans un premier temps une écriture matricielle de l’objectif et nous exploitons
la solutions puis nous présentons des résultats des simulations dans un second temps, qui à
était trouver à aide du logiciel Matlab.

4.5.2 Données du problème

Nous considérons un portefeuilles P composé de deux actifs A et B. Le rendement de chaque
actif est Ri. Notons ωi le poids, n est la dimension du problème c’est à dire le nombre des
variables, et m est le nombre de contraintes, A est une matrice de type (m,n).

4.5.3 Variables de décision

Le ratio Sharpe (Sp) est égal a la mesure de l’écart de rentabilité d’un portefeuille en fonction
du risque pris. On suppose un portefeuille de 2 actions A,B, avec ω de A et (1− ω) actions de
B.





P = ω1.A+ ω2.B

avec : Sp =
Rp−Rf

σp

Rp =
2∑

i=1

ωiRi. ω ∈ [0, 1].

(4.40)

4.5.4 L’objectif :

maxSp =

2∑

i=1

ωiRi −Rf

ω2σ2
1 + (1− ω)2σ2

2 + 2ω(1− ω)σ1σ2ρ1,2
(4.41)
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4.5.5 Contraintes :

2∑

i=1

ωi = 1; ω ∈ [0, 1] (4.42)

4.6 Étude de la fonction objectif

La fonction objectif est fractionnaire. On dispose de trois grandes stratégies de résolution
d’un programme fractionnaire :
- La résolution directe ;
- La résolution par paramétrisation ;
- La résolution d’un programme équivalent.
Si la fonction que l’on optimise est convexe on trouve le points optimale rapide après 2 à 3
dérivations. Si elle est concave, ont peut faire plusieurs dérivée pour trouver optimale. Mais
aussi pour un problème de maximisation sans contrainte, si la fonction objectif est concave,
alors tout optimum locale est global. Donc, il suffit de trouver un optimum.

Convexité de la fonctions

Définition

La fonction f : Q −→ R défini sur un sous-ensemble Q non vide de R
n à valeurs réelles est

convexe, si le domaine Q est convexe ; pour tous x, y ∈ Q et chaque λ ∈ [0, 1],

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Sp =
ωR1 + (1− ω)R2 −Rf

ω2σ2
1 + (1− ω)2σ2

2 + 2ω(1− ω).cov(R1, R2)
(4.43)

Posons :
ω2 = 1− ω ≥ 0 R1 = x1, R2 = x2, Rf = x3

On calcule le déterminant de la fonction :

θω =
ω1x1 + ω2x2 − x3

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
1 + 2ω1ω2cov(x1, x2)

=⇒ θω′′ =

(
∂2θ
∂ω2

1

∂2θ
∂ω1∂ω2

∂2θ
∂ω1∂ω2

∂2θ
∂ω2

2

)
(4.44)

=⇒ detθ′′ =
(
∂2θ
∂α2

1

∂2θ
∂α2

2

)
−
(

∂2θ
∂α1∂α2

)2
6= 0 (4.45)

On trouve que le déterminant est différent de zéro donc la fonction objectif est convexe, d’où
notre fonction objectif est convexe, donc nous pouvons applique la méthode de Newton sur une
fonction convexe.
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4.6.1 La forme générale du problème

Soit Rp le rendement d’un portefeuille composé de deux actifs caractérises par les rende-
ments respectif R1 et R2. Nous posons, en outre, que chaque actif i entre une proportion ωi
dans la composition du portefeuille P tel que :

2∑

i=1

ωi = 1 (4.46)

Et l’espérance du portefeuille est donnée par l’expression suivants :

E(Rp) = E(
2∑

i=1

ωiRi) =
2∑

i=1

ωiE(Ri). (4.47)

Nous supposerons que les rendements des actifs financiers ne fluctuent pas indépendamment
les uns des autres, ils sont corrélés, c’est-a-dire, ont des covariances non nulles :

cov(Ri, Rj) 6= 0. (4.48)

La variance est :

V (Rp) =
2∑

i=1

ω2
i V (Ri) + 2

2∑

i=1

2∑

j=1

cov(Ri, Rj) (4.49)

Pour la résolution utilisant la méthode de Newton on transforme notre objectif sous forme
matricielle. On a Ci,j la matrice des covariances :

Ci,j =

[
σ2
1 cov(R1, R2)

cov(R2, R1) σ2
2

]
(4.50)

Nous obtenons finalement la relation du ratio Sharpe (Sp) qui est l’objectif (4.38) sous forme
matricielle (voir annexe 7.3) :





Sp = (Rtω −Rf .I1)(ω
tΣω)−1

∂Sp(ω)
∂ω

′
= Rt(ωtΣω)−1 + −2Σω

(ωtΣω)2
(Rtω −Rf .In)

∂Sp(ω)
∂(ω)

′′
= (Rt + 1)( −2Σω

(ωtΣω2 ) +
2Σ[(Rtω−Rf In)(2Σω

2−ωtΣω)

(ωtΣω)4

(4.51)

Nous pourrons écrire la fonction objectifs (Sp) comme suite :

Sp = (Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω) (4.52)

Où β est un paramètre. Nous voyons souvent dans la littérature, que sélectionner un porte-
feuille revient donc à résoudre le problème de maximisation sous les contraintes de minimiser
la variance et

∑
ωi = 1..

Le problème de maximisation sous contrainte consiste à déterminer le maximum de la fonction
d’objectif (4.41).

maxSp = (Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω) (4.53)
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4.7. MÉTHODE DE NEWTON POUR LA RÉSOLUTION DU RATIO
SHARPE (SP )

Sc : A.ω ≤ b

R =

(
R1

R2

)
; ω =

(
ω1

ω2

)
; I1 = 1

Σ =

(
σ1 ρσ1,2
ρσ1,2 σ2

)

A =




1 0
0 1
1 1
−1 −1


 .[4, 2], 4 contraintes d’inégalités linéaire et 2 variables. b =




1
1
1
−1




4.6.2 La problématique

Nous considéré le problème quadratique (Sp) sous la forme générale :

(Sp)) : max{(Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω)} (4.54)

Sc : {A.ω ≤ b, ω ∈ [0, 1]}

Les données du problème sont les suivantes :

— A’ = la matrice de type (m,n).
— b ∈ R

m.
— n = est le nombre de variables du problème.
— m = est le nombre de contraintes linéaire.
— Σ = la matrice symétrique de la variance-covariance.
— Rt = un vecteur donné de R

n

— Rf = constante
— ω est l’inconnue du problème ω ∈ [0, 1]n, d’ou

∑
ωi = 1.

4.7 Méthode de Newton pour la résolution du ratio Sharpe
(Sp)

La méthode de Newton est une résolution numérique a été initie par Isaac Newton vers
(1669), et elle est toujours d’actualité. La méthode de Newton pour la résolution des équations
f(ω) = 0, si le point de départ ω0 est assez voisin (proche) de ω*, et si ∇2

f est définie positive,
alors la méthode converge vers ω* ; ceci de façon quadratique. C’est à dire que lorsque la suite
converge, elle converge de façon quadratique, que les nombres des chiffres significatifs double à
chaque itération.

Proposition 1 : Convergence quadratique de la méthode de Newton

Autrement dit, soit ω∗ ∈ R un minimiser local non-dégénéré de la fonction régulière f ,
c-a-d., un point tels que f est trois fois continûment différentiable dans un voisinage de ω∗ avec
f(ω∗) = 0, et f ′′(ω∗) > 0. Alors itérations de Newton convergent vers ω∗ quadratiquement, à
condition que le point de départ ωo soit assez proche de ω∗.
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La résolution de la méthode de Newton

Est une application dérivable, pour déterminer une approximation numérique des solutions
d’une équation c’est à dire soit I un intervalle de R et f : I−→ R, on na f(k+1) = 0 la méthode
de Newton part d’une solution approchée ω et remplace l’équation f(k + 1) = 0 par l’équation
approchée f(ω) + (k + 1)f ′(ω) = 0 d’ou la solution est k + 1 = ω − f(ω)

f ′(ω)

La méthode de Newton consiste à prendre pour ωK+1 la racine du développement de Tay-
lor de premier ordre autour de ωk c’est à dire que, pour autant que f ′(ωk) 6= 0 et à déterminer
ωK+1 avec f(ωK) + f ′(ωK)(ωK+1 − ωK) = 0
On na donc :

ωK+1 = ωK −
f(ωK)

f ′(ωK)
(4.55)

D’abord ont doit passer par la méthode de Newton dans le cas d’un système non linéaire à n
inconnues de n équation donc n dimensionnel (multidimensionnel), ω = (ω1, · · · , ωk) c’est à dire
trouver un zéro ou racines d’une fonction f de R

n dans R
n qui est différentiable et satisfaisant.

Si algorithme de Newton pour trouver zéro ω∗ = 0 de la fonction ω ∈ R est itéré initial et pour
tout K ∈ N, ωK+1 = ωK donc si ω0 est proche de zéro ω∗ = 0.
On peut dire aussi que, le principe de la méthode de Newton est de déterminer la tangente a
la fonction d’approximation f avec une itération initial ω0 qui est proche de zéro, d’ou le point
d’intersection de la tangent avec l’abscisses de la fonction f(ω) = 0 a ce point ω1 est l’itéré
suivant, c’est à dire on approche a nouveau de la fonction par sa tangente en ω1 pour trouver
un nouveau point ω2 (répéter jusqu’à l’arrêt) ainsi de suit jusqu’au arrive au critère d’arrêt.
Le critère d’arrêt est un point ε qu’on fixer et qui doit être proche au solution optimale, on
arrête si : ‖ωK+1 − ωk‖ 6 ε ou f(ωK+1)− f(ωK) 6 ε
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On cherche à déterminer les zéros c’est à dire une ou plusieurs solutions réelles de ω.
Si f est différentiable ont peut déterminer l’actualisation de Newton avec :

ωK =




ω1,k

ω2,k

.

.
ωn,k




et ω∗ =




ω1∗

ω2∗

.

.
ωn∗




est la solution optimale.

La méthode de Newton permet de déterminer l’approximation. On a la matrice gradient.

∇f(ωK) =




∂f1
∂ω1,k

· · · ∂f1
∂ωn,k

...
. . .

...
∂fn
∂ω1,k

· · · ∂fn
∂ωn,k


 (4.60)

Donc avec la méthode de Taylor du premier ordre :




ω1,k+1

ω2,k+1

.

.
ωn,k+1




=




ω1,k

ω2,k

.

.
ωn,k



−∇F−1




ω1,k

ω2,k

.

.
ωn,k



∗ f




ω1,k

ω2,k

.

.
ωn,k




(4.61)

La Méthode de Newton consiste à résoudre des problèmes quadratique pour trouver la solu-
tion optimale. Le point recherché est celui où la courbe ni ne monte ni ne descend (la courbe
attende son maximum). En terme technique cela correspond a un point ou la différentielle de
notre fonction objectif Sp possède un noyau orthogonal au gradient φ (la contrainte) en ce
point. La multiplicateur de Lagrange offre une condition nécessaire.

- Les fonctions Sp et φ sont différentiables et leurs différentielles continues, on parle de fonc-
tions de classe C1.

- On considère λ un vecteur pris dans l’ensemble d’arrivée de φ et la fonction L définie par :

L(ω, λ) = Sp(ω) + λ(b− Aω)i

Si ω0 est une solution recherche, on montre qu’il existe un vecteur λ0 tel-que la fonction L
admet une différentielle nulle au point (ω0, λ0). Les coordonnées du vecteurs λ0 sont appelées
multiplicateurs de Lagrange.
Cette technique permet de passer d’une question d’optimisation sous contrainte à une opti-
misation sans contrainte, celle de la fonction L dans un espace de dimension n+m. ∇J est le
gradient de J :

∇L(ωK , λK) = ∇L(ωK+1, λK+1) =⇒ ‖∇L(ωK+1, λK+1)‖ < ‖∇L(ωK , λK)

Le principe de la méthode de Newton est une méthode qui permet de donner la solution optimale
d’un système d’équations non linéaires.
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Pour Itération de Newton, soit U ⊂ R
m un ouvert et φ : U −→ R

m on cherche à résoudre
une équation f(ω) = 0 dans R

m dont on connait une solution approchée ωn. Donc la méthode
de Newton permet de transformer f(ω) = 0 en un problème de point fixe φ(ω) = ω. Son
intérêt est que les zéros de l’équation f deviennent des points fixes pour φ, ce qui permettra
des calculs très efficaces. On approche donc la fonction f par la tangente en ωn c’est à dire
t(ω) = f(ωn) + f ′(ωn)(ω − ωn) (c’est l’approximation de Taylor d’ordre 1). Pour ωn + 1 quand
t(ω) = 0 pour approcher les zéros de f on itère l’application φ(ω) = ω − f ′(ω)−1f(ω).
Pour résoudre le problème Sp par la méthode de Newton on définit tout d’abord le système de
Conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker KKT Kuhn H, Tucher.A,(1951)[126] associés
à ce problème.

4.7.1 Le Système Karush-Kuhn-Tucker KKT

soit ω* un minimum local régulier d’un programme non linéaire, avec gi(ω), hj(ω) les
contraintes. Il existe des multiplicateurs λ∗ ∈ R et µ∗ ∈ R tels que :

∇f(ω∗) +
m∑

j−1

λ∗j∇hj(ω∗) +
k∑

i=1

µ∗
i∇gi(ω∗) = 0 (4.62)

le Lagrangien
(∇ωL(ω

∗, λ∗, µ∗)) = 0)

Les conditions(KKT )
µ∗
i ≥ 0, i = 1, · · · , k

µ∗
i gi(ω

∗) = 0 i = 1 · · · , k
gi(ω

∗) ≤ 0, i = 1 · · · , k
hj(ω

∗) = 0, j = 1 · · · ,m.

Les conditions (KKT) Kuhn H, Tucher.A,(1951)[126] sont souvent appelées les condition de
Karush-Kuhn-Tucker ou Kuhn-Tucker. Dans le cas convexe c’est a dire lorsque f(ω) et gi(ω)
sont des fonctions convexes et hj(ω) des fonctions affines, un point ω∗ régulier est un minimum
global pour le programme si et seulement si il satisfait les conditions de Karush-Kuhn-Tucker.
L’importance de la programmation provient du fait que plusieurs problème réels sont quadra-
tiques, c’est le cas de l’optimisation de portefeuille dans le domaine de la finance.

Théorème :[Conditions d’optimalité de Karush- Kuhn-Tucker dans le cas convexe]
Soit F (x) un programme convexe, x∗ ∈ X une solution faisable intérieure de F (x)(x∗ ∈ int X),
et soit (f, g1 . . . , gm) différentiables en x∗ d’ou X un ensemble convexe.

(i) - Suffisance : La condition de Karush- Kuhn-Tucker (KKT)
Il existe des multiplicateurs non-négatifs de Lagrange, λ∗j , j = 1 . . . ,m, tels que :

λ∗jgj(x
∗) = 0, j = 1 . . . ,m complémentarité (4.63)

et

∇f(x∗) +
m∑

j=1

λ∗j∇j(x
∗) = 0 (4.64)

167



CHAPITRE 4. LES ANTICIPATIONS DES RUPTURES DE CORRÉLATION,
CORRÉLATION BREAKDOWN EN GESTION DE PORTEFEUILLE

est suffisante pour que x∗soit une solution optimale de F (x).

(ii) - Nécessité et suffisance : sous la condition de Slater 16 restante
il existe x̄ ∈ X tel que les gj non linéaires sont strictement négatives, et gj linéaires sont non-
positives en x̄ ∈ X, la condition de Karush-Kuhn-Tucker de (i) est nécessaire et suffisante pour
que x∗ soit une solution optimale de f(x)
Pour les problèmes quadratiques convexes on peut traiter l’approche des points intérieurs qui
est très fréquente dans l’optimisation quadratique et linéaire.

Approche des points intérieurs

Nous utilisons l’approche des points intérieurs qui est l’une des approches permettant de
résoudre les problèmes quadratiques.
Le problème s’écrit sous la forme suivante :





maxSp = (Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω)

Sc :
n∑

i=1

ωi = 1

ωi ∈ [0, 1]n ∀i = 1, ...n
A.ω ≤ b

(4.65)

Nous avons :

ω ∈ [0, 1]n = 0 ≤ ω ≤ 1⇒
{

ωi ≤ 1
−ω ≤ 0

(4.66)

Alors :

Inω ≤




1
.
.
1


 , et −Inω ≤




0
.
.
0


 on a

[
In
−In

]
ω ≤




1
.
.
.
1
0
.
.
.
0




ce qui implique A′ω ≤ b′

comme on a

16. Conditions de Slater : si f et D sont convexes, hi affines et gj convexes et il existe un point strictement
faisable (∃x̄D∗ tel que ∀j , gj (x̄) <0), alors d*=p*(dualité forte)
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A.ω ≤ b donc

[
A
A′

]
ω ≤




1
.
.
.
1
0
.
.
.
0




ce qui donne :



A
In
−In


ω ≤



b
1n
0n


 ∈ R2n+m

La lecture du problème devient alors :




maxSp = (Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω)

Sc : ω ∈ [0, 1]n

Aω ≤ b avec A =



A
In
−In


 et b =



b
1n
0n




(4.67)

Comme que la contrainte ω ∈ [0, 1]n est linéaire le système devient :





maxSp = (Rtω −Rf .I1)− β(ωtΣω)

Aω ≤ b avec A =



A
In
−In


 et b =



b
1n
0n




(4.68)

Pour résoudre le problème par la méthode des points intérieurs, nous allons utiliser d’abord
les conditions d’optimalité d’ordre 1 du système de Karush-Kuhn-Tucker(K.K.T) associées à
ce problème. Le problème est convexe donc les conditions d’optimalité sont nécessaires.
Considérons le système de Karush-Kuhn-Tucker(K.K.T) associe à ce problème :
On note :

G(ω) =
∂Sp(ω)

∂(ω)
+ Atλ (4.69)

∂Sp(ω)

∂ω
= Rt − β(−2Σω) (4.70)

G(ω, λ) = 0 (4.71)

Donc le système devient :




∂Sp(ω)
∂ω

′
+ Atλ = 0

Rt − β(−2Σω) + Atλ = 0

λi(Aω − b)i = 0 ∀i = 1, ...r, r = 2n+m

Sc : Aω ≤ b

λi ≥ 0, i = 1, ...m

(4.72)
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où λ est le multiplicateur de Lagrange et β est un paramètre
Soit L(ω, λ) = Sp(ω)+λ(b−Aω) le lagrangien du problème. Les conditions nécessaires d’ordre
1 et ω∗ le maximum local, donc il existe un unique λ∗ tel que ∆L(ω∗, λ∗) = 0, d’ou (ω∗, λ∗) est
un point stationnaire du lagrangien.
la première condition d’optimalité du système d’équations montre que le gradient du lagrangien
doit être nul à la solution optimalité et la conditions de complémentarité qui est la deux équation
montre que la multiplicateur de Lagrange λi est nul aussi si la contraintes ne pas saturée.
L’idée générale de la méthode des points intérieurs est d’ajouter un paramètres positif sur la
contrainte pour le perturber, et les itérés sont toujours convergents vers la solution optimale.
Le système devient :





Rt − β(−2Σω) + Atλ = 0

λi(Aω − b) = ηi ∀i = 1, ...r

(Aω − b)i ≤ 0

λi ≥ 0, i = 1, ...r

(4.73)

où η, sont des paramètres de perturbation

Posons :
G(ω, λi) = Rt − β(−2Σω) + Atλi (4.74)

Les conditions d’optimalité de premier ordre sont données par le système suivant :





G(ω, λi) = 0

λi(b− Aω)i = 0 λi ≥ 0, (b− Aω)i ≥ 0, i = 1, ...r
(4.75)

Proposition : 2

Une fonction φ : R
2 −→ R est appelé une fonction NCP si :

φ(a, b) = 0⇐⇒ ab = 0, a ≥ 0, b ≥ 0

Avec la fonction NCP de Fischer-Burmeister on a : φ(a, b) = a+ b−
√
a2 + b2

On obtient alors :





G(ω, λi) = Rt − β(−2Σω) + Atλi = 0n

ψi(λi(b− Aω)i) = λi + (b− Aω)i −
√
λ2i + (b− Aω)2i = 0r i = 1, ...r

(4.76)

soit,
g(ω, λi) = (G(ω, λi), ψi(ωλi)) = 0n+r (4.77)
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4.7.2 La résolution par la méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode directe de résolution des systèmes linéaires
qui permet de transformer un système en un autre système équivalent qui est triangulaire et
facile à résoudre. Elle permet aussi de réduire le temps d’exécution pour donner des résultats.
La résolution de Gauss peut résoudre un système d’équation AX = B ou A est une matrice
comportant m ligne et n colonnes, et X est la solution du système. On résout le système à l’aide
d’un algorithme, cet algorithme permet de créer des zéros en effectuant des changements réver-
sibles sur les lignes d’une matrice. Les lignes représentant les coefficients du système linéaire.
Le principe est de transformer le système initial, en système triangulaire supérieur, ensuite de
le résoudre en commençant par la dernière des équations transformées. La décomposition du
pivot de Gauss effectue les manipulations sur les lignes comme par exemple : li ←− li + αlj.
Les conditions KKT et la fonction de lagrange, combinent toutes les informations sur le pro-
blème en une fonction en utilisant les multiplicateurs lagrangiens λ pour les contraintes d’égalité
et µ pour les contraintes d’inégalité. Le lagrangien associé au problème :

L(ω, λ) =
∂Sp(ω)

∂ω
+

m∑

i

(b− Aω)i (4.78)

La fonction peut être optimisée en trouvant des points critiques où le gradient est nul.
A partir de ce gardien ont peut construire le système de conditions de KKT.

∇g =



dg
dω

dg
dλ


 =



∇∂Sp(ω)

∂ω
+ λ∇(b− Aω)

(b− Aw)


 = 0 (4.79)

Les points critiques de la fonction objectif seront également des points critiques de la fonction
lagrangienne et l’inverse aussi, car la fonction lagrangienne est égale à la fonction objectif à
un point KKT. L’algorithme consiste donc simplement à répéter la méthode de Newton pour
trouver les points critiques de la fonction lagrangienne. Puisque les multiplicateurs lagrangiens
sont des variables additionnelles, la méthode de Newton est les l’itérations sont présenté par le
système suivants :

A partir du système (4.72) on a :

g(ωi, λi) = (G(ωi, λi), ψi(ωiλi)) = 0n+r (4.80)

En résolvant le système par la méthode de Newton on trouve l’équation suivante :



ωK+1

λK+1


 =



ωK

λK


−∇g−1



ωK

λK


 · g



ωK

λK


 (4.81)

Cela revient à la même chose en appliquant la méthode du Pivot de Gauss, donc la matrice
Hessienne est la suivante :

∇g



ωK

λK


 ·∆γK = −g



ωK

λK


 (4.82)
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Avec ∆γK =



ωK+1 − ωK

λK+1 − λK


 =



∆ωK

∆λK


 et ω∗ =




ω∗
1

·
·
ω∗
n


 la solution du probléme,∇g−1



ωK

λK




est l’inverse de la matrice Hessienne et ωK =

(
ω1,K

ω2,K

)

Théorème : Pour une fonction différentiable à valeurs réelles f : R
n −→ R, la matrice Hes-

sienne D2f(x) est la matrice dérivée de la fonction de gradient vectorielle ∇f(x), c’est-a-dire :

D2f(x) = D[∇f(x)]

L’opérateur dérivé D appliqué à un vecteur nous indique comment chaque composant change
avec chaque direction. Pour être plus explicite avec la notation, nous avons :

• D2f(x) est la dérivée de matrice.

• Le gradient :

∇f(x) : D2f(x) = D[∇f(x)].

C’est qui donne :

∇f(x) = D[f(x)]

∇f(x) =
(

∂f
∂x1

· · · ∂f
∂xn

)

Maintenant, on applique la dérivée (D) à chaque élément de ce vecteur individuellement

D[∇f(x)] = D[D[f(x)]]

=
(
D[ ∂f

∂x1
]T · · · D[ ∂f

∂xn
]T
)

En développant, on a la matrice Hessienne :

D2[f(x)] = H(f) =




∂2f
∂x21

· · · ∂2f
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂x2n


 (4.83)

On revient sur la dérivé de la fonction objectif (4.66) pour calculer la dérivée seconde :
La dérivée de la fonction objectif est égale à :

∂Sp(ω)

∂ω

′
= Rt − β(2Σω)

D’ou la dérivée seconde est (voir l’annexe) :

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
= −2βΣ

172



4.7. MÉTHODE DE NEWTON POUR LA RÉSOLUTION DU RATIO
SHARPE (SP )

Donc la matrice Hessienne du problème est égale à :

H =




∂G(ω)

∂ω
· · · ∂G(ω)

∂λ
...

. . .
...

∂ψ(ω)

∂ω
· · · ∂ψ(ω)

∂λ


 = ∇g



ωK

λK


 (4.84)

Avec

g =

(
G
ψ

)
et ψ =




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4


 (4.85)

comme que le gradient est :

∇g
(
ωK
λK

)
·∆γk = −g

(
ωK
λK

)

∆γk =

(
ωK+1 − ωK
λK+1 − λK

)
=

(
∆ωK
∆λK

)

De plus le vecteur dérivé du système KKT est égal à

g(ωλi) =




G(ωλi)

ψ((b− Aω)i, λi)


 = 0n+r (4.86)

H =




∂G(ω)

∂ω
· · · ∂G(ω)

∂λ
...

. . .
...

∂ψ(ω)

∂ω
· · · ∂ψ(ω)

∂λ


 =




∂Sp(ω)
∂(ω)

′′

[2,2]
· · · At[2,4]

...
. . .

...
−A+ (b−Aω)iA√

λ2i+(b−Aω)2i [4,2]
· · · (1− λi

λ2i+(b−Aω)2i
).I[4,4]




[6,6]=[n+r,n+r]

(4.87)
Donc la matrice hessienne est :

H =




−2βΣ[2,2] · · · At[2,4]
...

. . .
...

−A+ (b−Aω)iA√
λ2i+(b−Aω)2i [4,2]

· · · (1− λi
λ2i+(b−Aω)2i

).I[4,4]




[6,6]=[n+r,n+r]

(4.88)

La matrice hessienne est à la forme suivante

H =




A · · · B
...

. . .
...

C · · · D


 (4.89)
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Avec : 


A = −2βΣ[2,2]

B = At[4,2]

C = −A+ (b−Aω)iA√
λ2i+(b−Aω)2i [4,2]

D = (1− λi
λ2i+(b−Aω)2i

).I[4,4]




(4.90)

Programmation quadratique séquentielle

On peut aussi résoudre ce problème avec (SQP), Il suffit juste de trouver des variables pri-
males ω∗ et des variables Duales λ∗ telles que le gradient du lagrangien s’annule, c’est-a-dire

∇L(ω∗, λ∗) = 0 (4.91)

avec :
L(ω, λ) = Sp(ω) + λT (b− Aω)i (4.92)

donc :

∇L(ω, λ) =




∇Sp(ω) + λ∇(b− Aω)

(b− Aω)


 =




∇ωL(ω, λ)

(b− Aω)


 (4.93)

∇2L(ω, λ) =




∇2Sp(ω) +
∑m

i=1 λ
2(b− Aω)i ∇(b− Aω)

∇(b− Aω)T 0


 =




∇2
ωωL(ω, λ) ∇(b− Aω)

∇(b− Aω)T 0




(4.94)

On cherche les itérations de Newton. Le point courant est le vecteur Zk =

(
ωk
λk

)
.

Résoudre un système par la méthode de Newton avec SQP revient à chercher une direction
de déplacement d qui vérifie :

∇F (Zk)td = −F (Zk) (4.95)

∇F (ωk, λK)
(
dω
dλ

)
= −F (ωk, λk) (4.96)

ou aussi
∇2
ωωL(ω, λ)d = −∇L(ω, λ) (4.97)
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4.7. MÉTHODE DE NEWTON POUR LA RÉSOLUTION DU RATIO
SHARPE (SP )

Une itération de la méthode de Newton consiste à trouver une direction, c’est-a-dire à trouver
dω ∈ R

n et dλ ∈ R
m tels-que :




∇2
ω,ωL(ωλ)dx+∇ωL(ω, λ)dλ = −∇ωL(ωλ)

∇(b− Aω) = −(b− Aω)
(4.98)

D’où le déplacement d =

(
dω
dλ

)
avec d ∈ R

n+r

La matrice jacobienne des contraintes est f(Z) = (ω, λ).
Les itérations pour résoudre les conditions de KKT à partir d’un point initial au vecteur
(ωK , λK) sont : (

ωK+1

λK+1

)
=

(
ωk
λk

)
+

(
dω
dλ

)
(4.99)

La stratégie SQP constitue une alternative à la résolution directe du système linéaire (4.94). Il
est intéressant de noter que, les équations dans le système (4.95) sont les conditions d’optimalité
du problème d’optimisation quadratique suivant :
En posant : 




dQP = dω ∈ R
n

λQP = dλ ∈ R
m

(4.100)

L’itération de Newton au point (ωk, λK) équivaut à la résolution du problème quadratique :





min1
2
dT∇ωωL(ωk, λK)d+∇ωL(ω, λ)

sous contrainte ∇(b− Aω)Td+ (b− Aω) = 0
(4.101)

Le problème quadratique linéaire (QP) en variables dQP ∈ R
n





mindQP∈Rn
1
2
dTQPL(ωk, λK)dQP +∇ωL(ωk, λK)

TdQP

sous ∇(b− Aω)TdQP
(4.102)

Le système en variables (dQP , λQP )




∇2
ωωL(ωk, λK)dQP + L(ωK , λK) +∇(b− Aω)λQP = 0

sous ∇(b− Aω)TdQP + (b− Aω) avec λQP Le multiplicateurs
(4.103)

Le principe de la méthode (SQP) consiste à résoudre le problème quadratique (4,97) avec
ωK+1 = ωK + dQP , et a prendre dω = dQP , dλ = λQP − λK , et f(ω, λ) = 0 et si le point initial
(ω0, λ0) est proche de l’optimum alors la méthode converge. Il existe de nombreuses méthodes
qui permettent de résoudre des problèmes quadratiques convexes. On peut utiliser l’approche
(SDP) pour les fonctions quadratiques convexe. Il transfère un problème quadratique convexe
en un problème semi-défini positif (SDP), qui est un problème linéaire avec des contraintes
matricielles.
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4.7.3 Implémentation de la méthode de Newton avec le logiciel Mat-
lab

Nous implémentons la méthode de Newton pour un problème quadratique convexe sous
contraintes linéaires avec le logiciel Matlab, puis nous appliquons cette méthode au portefeuille
efficient et l’on observe l’impact de la rupture de corrélation dans le portefeuille.
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rapport aux portefeuilles dans un période de stabilité de corrélation pour les neuf portefeuilles.
Nous remarquons aussi la volatilité pour les portefeuilles (8 et 9) est la plus élevés par rapport
aux autres portefeuilles qui sont dans le même période de corrélation breakdowns. Après une
vérifications, nous remarques entre le couple [CELYAD–BONE] entre la périodes [01/11/2010
à 31/03/2011], la corrélation n’est pas stable, ainsi que le coefficient de corrélation est toujours
supérieur à 0.60.

4.7.4 Comparer les resultats de la portefeuille efficient dans les deux
période stress et normale

On observe les resultats de plusieurs portefeuille efficient en dessus, en périodes de stress et
en périodes normale.

On remarque dans le tableau (4.16), la corrélation entre [01/09/2011 à 28/12/2012] est stable
entre le paire de couple à chaque mois la différence entre la corrélation |ρ0 − ρ1| 18 est toujours
inférieur à 0.05. C’est qui montre qu’il existe pas de rupture de corrélation entre ces deux actifs
dans cette période (donc période de stabilité de la corrélation). Nous observons que le rende-
ment est de 9.83% avec une faible volatilité de 0.18%, nous constatons que par rapport aux
resultats de la tableau (4.17), qui est période de rupture de corrélation i.e que la corrélation ne
pas stable. Il existe deux forte rupture dans cette période, la corrélation diminue elle passe de
0.67 à 0.23 puis après 7 mois elle passe de 0.48 à 0.63 c’est qui montre deux forte rupture entre
[01/11/2010 à 30/12/2011]. Nous observons aussi que la volatilité à augmente et le rendement à
diminuée dans cette période de rupture de corrélation de le tableau (4.17), ce que nous retenons
qu’il existe une forte impact de la rupture corrélation dans le portefeuille optimal par rapport
au tableau (4.16) d’où la corrélation été stable.

De même pour le tableau (4.15), d’où la corrélation ne pas stable période de corrélation
breakdowns, il existe deux forte rupture de corrélation dans cette intervalle de temps entre
[01/11/2010 à 31/08/2011], c’est qui montre que dans le même couple d’actif [SANOFI-MERCK],
le rendement d’un portefeuille efficient dans la période où la corrélation est stable augmente
fortement et le risque diminue par rapport à une période où la corrélation ne pas stable. De
cela nous pouvons déduire que la rupture de corrélation un à impact très important dans un
portefeuille efficient.

Nous observons la même tendance entre le tableau (4.18) et le tableau (4.20), par conséquent
dans le tableau (4.18) où la corrélation est stable le rendement est supérieur à celle du tableau
(4.20), qui est dans une période de rupture de corrélation. Il existe une forte rupture dans le
tableau (4.20)(la corrélation passe de 0.33 à 0.52) et une faible rupture (elle passe de 0.32 à
0.25). On peut considérer que à chaque fois dans une période de rupture de corrélation la vola-
tilité augmente et le rendement diminue dans un couple d’actif donne. En comparant le tableau

18.
— Si la corrélation |ρ0 − ρ1| est > 0.05 il existe une rupture de corrélation.
— Si la corrélation |ρ0 − ρ1| est < 0.05 il n’existe pas de rupture de corrélation.

Nous avons fixer de test la rupture mensuellement, c’est à dire après chaque mois on regard l’existant
ou non pour le mois suivants pour la base chimie et santé
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(4.21), le tableau (4.22) et le tableau (4.19), qui sont le même coulpe d’actifs [JOHNSON-
BAYER], mais des périodes différentes, le tableau (4.21) et le tableau (4.22), la corrélation ne
pas stable dans le tableau (4.21), il existe deux rupture corrélation (la corrélation passe de 0.79
à 0.66) et la deuxième rupture de corrélation (la corrélation passe de 0.66 à 0.43) qui est une
forte rupture. Même chose pour le tableau (4.22), il existe trois fortes ruptures de corrélation
et le risque à augmenté avec un rendement négatif pour cette portefeuille efficient qui est une
période période breakdowns. En comparant ceci avec le tableau (4.19) (période où la corrélation
est stable), la corrélation |ρ0 − ρ1| est passé d’un mois à l’autre avec une variation inférieure à
0.05, le portefeuille à un rendement très supérieur à celui du tableau (4.21), et le tableau (4.22)
avec un faible risque.

Nous pouvons conclure, que la corrélation Breakdowns à un impact sur le portefeuille opti-
mal, nous ajoutons que si il existe une rupture de corrélation qui n’est pas faible (c’est à dire
la variation de la corrélation est faible, il existe une rupture de corrélation mais la rupture
est faible par exemple |ρ0 − ρ1| = 0.06) dans une période donne, nous pouvons avoir dans le
mois suivant une stabilité de la corrélation, la rupture peut ne pas avoir effet sur le calcul de
la portefeuille, c’est à dire la rupture peut disparaître avec le temps sans qu’on supprime la
rupture, mais celle est vraie si la rupture est très faible et la corrélation aussi peut diminuer
après une forte corrélation 19. Si la valeur de la corrélation au début de la période est connue
nous pouvons donne une estimation pour le mois ou le deux mois, avec une valeur proche de la
corrélation réelle.

4.8 Conclusion

Dans ce travail, nous avons analysé l’impact sur un portefeuille efficient lorsque nous an-
ticipons l’apparition d’une chute de corrélation. Les corrélations Breakdowns peuvent agir à
la fois comme conséquence et comme un facteur déclenchant la crise de l’émergence des bulles
financières. Le développement du modèle où la période est divisée en deux périodes différence
influe directement sur la corrélation des rendements des actifs. Lorsque la volatilité du por-
tefeuille est très faible et le rendement négatif ou faible, nous pouvez anticiper qu’il est liée
à une rupture de corrélation dans cette période d’intervalle. Cependant, suite à la théorie du
portefeuille standard, on doit modifier la composition du portefeuille (ne pas mettre tous ses
œufs dans le même panier). Enfin, les événements peuvent anticiper l’origine de l’instabilité
de la corrélation, avec le changement qui se produit sur la volatilité. Nous devons être très
prudent dans d’anticiper des corrélation breakdowns possibles, car ils peuvent finir par ren-
forcer les effets de contagion plus que la protection de notre portefeuille. Tous les indicateurs
de mesure des risques de marché reposent sur le calcul des corrélations entre les actifs. Nous
avons appliqué la méthode de Newton pour la résolution du modèle de maximisation de Ratio
Sharpe, qui présente un exemple de programme quadratique convexe. Nous avons fourni des
résultats optimaux à l’échelle de la seconde en garantissant une erreur de précision (et une
erreur maximale) qui ne dépasse pas 10−7.

19. Par exemple la corrélation passe d’une forte corrélation qui est égale à 0.60 par exemple peut diminue avec
des variations très faible est sans l’existant d’une rupture de corrélation jusqu’au avoir une corrélation faible de
0.30
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Dans cette thèse, nous avons analysé l’effet d’une rupture de la corrélation entre actifs in-
troduite dans la dynamique d’un marché financier.

Les Corrélations Breakdowns peuvent agir à la fois comme une conséquence et comme un
facteur déclenchant la crise de l’émergence des crises financières. Pour tester si la corrélation
entre deux séries temporelles est constante ou change au fil du temps, on pourrait envisager
de comparer les corrélations d’échantillonnage entre les deux séries calculées à partir de sous-
ensembles de données. L’accent mis sur les corrélations et donc sur la dépendance linéaire est
tout à fait logique lorsque la distribution conjointe des données est multivariée normale ou, plus
généralement multivariée elliptique. Si l’on observe que les corrélations conditionnelles sont sta-
tistiquement différentes les unes par rapport aux autres, on pourrait être tenté de conclure que
la corrélation n’est pas constante dans le temps. Ce fût justement notre objectif d’étudier le
changement de la corrélation dans le temps et son effet sur les portefeuilles. Cette approche
numérique est intuitivement attrayante pour tester les ruptures de corrélations qui peuvent être
très trompeuses.

Nous avons estimé les différentes spécifications de la modélisation GARCH multivariée. Ainsi,
nous avons considéré le cadre général de la modélisation GARCH multivariée en appliquant
les différentes spécifications. Le modèle GARCH multivarié avec des structures de corrélations
dynamiques s’accompagne de la méthode d’estimation DCC. Par conséquent, grâce aux écarts
réalisés par paires, on obtient les estimations des paramètres stables où les matrices des co-
variances sont assurées d’être positives définitives. Nous avons testé les différentes périodes de
ruptures de corrélations ayant des effets différents sur la matrice de covariance conditionnelle.
Le cadre théorique de notre étude a été construit à partir de la modélisation des séries chrono-
logiques univariées et une spécification de type GARCH multivariée a été choisie pour capter
la structure dynamique des seconds moments conditionnels des actifs de notre portefeuille.

Nous avons retenu la spécification de la corrélation conditionnelle dynamique DCC MVGARCH
pour la simplicité d’implantation et la facilité de calcul. Notre modèle a ensuite été appliqué
aux données des secteurs de la chimie et de la pharmacie en valeurs journalières pour 18 actifs,
ainsi qu’au CAC40. Les rendements des actifs avec leurs volatilités et leurs corrélations réali-
sées par paires, et se révèlent plus performants que les modèles existants en ce qui concerne la
minimisation du risque dans le cadre de la stratégie d’optimisation de portefeuille.

Lorsque nous anticipons l’effet d’une rupture de corrélation, nous pouvons penser que ce chan-
gement est lié au coefficient de corrélation qui est instable, ainsi qu’à la dynamique des prix
elle aussi instable. Le modèle mono-objectif est proposé pour prévoir l’existence ou non d’une
rupture de corrélation en vue de minimiser le risque de portefeuille par paire de couples. Le
modèle nous donne alors le choix de la proportion en fonction du risque de l’actif en question.
Dans le but d’anticiper une rupture, nous avons remarqué que cet objectif n’est pas toujours
réalisable. Nous avons donc aussi testé le modèle en plusieurs fois, avec de nouvelles données
afin de trouver une preuve. Finalement, nous avons essayé de vérifier la période où nous pou-
vons observer des changements de la corrélation par rapport à la date t, pour distinguer les
variables qui ont provoqué ce changement. En résumé, nous remarquons que le modèle montre
clairement une rupture de corrélation entre les deux actifs, qui ont une variance qui n’est pas
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égale bien que très proche.

En revanche, nous avons démontré que si nous pouvons anticiper l’existence d’une rupture,
la variance d’un de nos deux actifs varie plus que l’autre. Ainsi, les résultats montrent que la
corrélation peut se rétablir dans le temps en minimisant le risque du portefeuille grâce à la
proportion donnée par le modèle ; on peut alors avoir une rentabilité moyenne avec le moins de
risque possible. Toutefois, si on divisait la période de rupture en deux parties, nous trouverions
un risque plus élevé avec une rentabilité également plus élevée par rapport au choix des autres
portefeuilles. Cela montre ainsi que l’impact de la volatilité est plus élevé que celui d’une rup-
ture de corrélation dans un portefeuille.

Autrement dit, si un investisseur applique le choix de proportion donné par le modèle dans
un intervalle de temps, il aura une rentabilité plus élevée que celui qui va appliquer les deux
proportions prenant en compte la rupture de corrélation. Cela montre alors que la minimisation
du risque d’un portefeuille grâce à la diversification, nous garantit une rentabilité élevée avec
un risque minimal dans un portefeuille.

Nous avons ensuite, par le biais de simulations, étudié l’impact, en termes d’allocation d’ac-
tifs d’un portefeuille, des anticipations des investisseurs d’une rupture de corrélation. Dans le
portefeuille optimal, nous avons appliqué la méthode de Newton pour trouver le point optimal
de la courbe (où la courbe atteint son maximum). En termes techniques, cela correspond à un
point où la différentielle de de la fonction Ratio Sharpe Sp, notre objectif étant de maximiser
le ratio Sharpe afin de construire un portefeuille efficient et de voir l’impact de la Corrélation
Breakdown dans le portefeuille optimal, possède un noyau orthogonal au gradient en ce point.

La fonction peut être alors optimisée en trouvant des points critiques où le gradient est nul.
A partir de ce gradient, on peut construire le système des conditions de KKT avec λ comme
vecteur. Les points critiques de la fonction objectif seront également des points critiques de
la fonction lagrangienne et inversement, car la fonction lagrangienne est égale à la fonction
objectif à un point KKT.

L’algorithme consiste donc simplement à répéter la méthode de Newton pour trouver les points
critiques de la fonction lagrangienne. Puisque les multiplicateurs lagrangiens sont des variables
additionnelles, nous procédons par le biais de l’itération. Dans le cadre de l’optimisation qua-
dratique en finance, notre objectif était de présenter une méthode efficace et rapide pour l’op-
timisation de portefeuilles financiers. Les résultats montrent que les Corrélations Breakdowns
ont un impact très important dans le portefeuille efficient, en comparant les rendements dans
chaque période de temps donné.

Nous remarquons notamment que dans une période de stress, ou période de Corrélation Break-
downs, le coefficient de corrélation est instable et présente une variabilité plus importante. Nous
soulignons, d’après les résultats, que l’effet d’une forte rupture de corrélation peut donner des
rendements négatifs. De fait les investisseurs peuvent anticiper cela après qu’un changement se
soit produit dans les résultats et soit causé par une rupture de corrélation.

Il est tentant d’expliquer la corrélation accrue des rendements pendant les périodes de stress
(ou d’agitation) des marchés, par un changement dans la distribution conjointe des rendements
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des actifs en raison de la contagion de certains marchés à d’autres, de la nature particulière des
chocs ou des changements dans les structures et les pratiques du marché. Toutefois, à moins
de disposer d’un modèle indiquant quand de telles périodes sont susceptibles de se produire,
ou du moins à quelle fréquence, et quel type de corrélations particulières en découleront, cette
approche rend la gestion des risques extraordinairement difficile, car la relation entre les ren-
dements des actifs dans le futur n’est pas connue.

Nos prospectives futures sont de proposer une amélioration de la méthode de Newton par
une matrice de variance-covariance qui dépendrait du temps. Il en va de même avec la fonction
du ratio Sharpe qui dépendrait aussi du temps. Il pourrait s’agir également de trouver un ren-
dement qui dépendrait du temps passé dans le but de prévoir la rupture de corrélation. Nous
pourrions modéliser dans un premier temps la matrice variance-covariance dynamique du ratio
Sharpe identique à celle de la volatilité classique ARCH, soit un modèle à changement de régime.

A la suite de ce procédé, nous obtiendrions un modèle avec des corrélations (éventuellement
des variances conditionnelles, c’est-à-dire qui dépendent de l’information passée). Ainsi, nous
pourrions anticiper l’évolution future de la structure de corrélation et avoir des poids optimaux
qui dépendraient du temps pour enfin appliquer cette méthode à un problème d’optimisation
combinatoire qui pourrait nous permettre d’anticiper l’évolution future de la corrélation et ainsi
d’avoir des poids optimaux qui dépendraient du temps.
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.2 Corrélation Breakdown dans le Portefeuille Optimal

.2.1 Méthode de Newton

.2.2 Écriture matricielle de la fonction objectif Ratio Sharpe

maxSp = max
Rp −Rf

σp

L’écriture de la fonction objectif sous forme matricielle :
On pose :
α1 = ω1, α2 = ω2

maxSp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ1

SC :
0 ≤ ωi ≤ 1, ∀i = 1, 2

2∑

i=1

ωi = ω1 + ω2 = 1

maxSp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ2

SC :

ω =

(
ω1

ω2

)
≤
(
1
1

)

(
1 1

)(ω1

ω2

)
= 1

maxSp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ2

SC : (
ω1

ω2

)
≤
(
1
1

)

ω1 + ω2 ≤ 1
ω1 + ω2 ≥ 1 =⇒ −ω1 − ω2 ≤ −1

maxSp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ1

SC : (
1 0
0 1

)(
ω1

ω2

)
≤
(
1
1

)

(
1 1

)(ω1

ω2

)
≤ 1
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(
−1 −1

)(ω1

ω2

)
= 1

maxSp =
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ2

⇒ Sp =

(
ω1

ω2

)
= Sp(ω)

SC :




1 0
0 1
1 1
1 −1



(
ω1

ω2

)
≤




1
1
1
−1




Est de la forme :

A.ω ≤ b

ω1R1 + ω2R2 −Rf =
(
R1 R2

) (ω1

ω2

)
−RfI1 = R⊤ω −RfI1

avec :

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ2 =

(
ω2
1

ω2
2

)⊤(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)(
ω1

ω2

)

= (ωtΣω)−1

=
(
ω1 ω2

)(σ2
1ω1 + ρσ1σ2ω2

σ2
2ω2 + ρσ1σ2ω1

)
= (ω2

1σ1 + ω2
2σ2)

=
ω1R1 + ω2R2 −Rf

ω2
1σ

2
1 + ω2

2σ
2
2 + 2ω1ω2ρσ1σ1

= (Rtω −Rf .I1)(ω
tΣω)−1

.2.3 La dérivée première de Ratio Sharpe

∂Sp(ω)

∂ω

′
= Rt(ωtΣω)−1 +

−2Σω
(ωtΣω)2

(Rtω −Rf .In)
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.2.4 La dérivée seconde Ratio Sharpe

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
=
−2Σω
(ωtΣω)2

+ [
−2RtΣω

(ωtΣω)2
+ (RtΣ−Rf .In)×

−2Σ(ωtΣω) + (2Σω)2

(ωtΣω)4
]

On pose ∂ = ωtΣω

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
=
−2Σω
∂2

+ [
−2RtΣω

∂2
+ (RtΣ−Rf .In)×

−2Σ∂ + 4(Σω)2

∂4
]

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
=
−2Σω
∂2

+
−2RtΣω

∂2
+
−2Σ∂Rtω + 2Σ∂RfIn

∂4
+

4(Σω)2Rtω − 4(Σω)2RfIn
∂4

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
= (Rt + 1)(

−2Σω
∂2

) +
2Σ[∂(RfIn −Rtω) + 2(Σω)2(Rtω −RfIn)]

∂4

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
= (Rt + 1)(

−2Σω
∂ = ωtΣω2

) +
2Σ[∂(RfIn −Rtω) + 2(Σω)2(Rtω −RfIn)]

∂ = ωtΣω4

Enfin la dérive seconde est le suivante :

∂Sp(ω)

∂(ω)

′′
= (Rt + 1)(

−2Σω
∂2

) +
2Σ[(Rtω −RfIn)(2(Σω)

2 − ∂)
∂4
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.3. ANTICIPATION D’UNE RUPTURE DE CORRÉLATION

.3 Anticipation d’une rupture de corrélation

.3.1 Tableau des resultats de la minimisation du risque du portefeuille

.3.2 Les données utiliser : La Base CAC40 et la Base Chimie et phar-
macie (Santé)

.
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Instance 1 

Couple1 : 
NVS& 
PFIZER 

Nom/date 
l’Instance 
Base : 
Santé -
Chimie 

 
 
 
 

Coefficient de 
corrélation (𝝆) 

 
 

Si  
𝝆𝟎 − 𝝆𝟏 > 𝟎. 𝟎𝟓  

Il existe une rupture  

Si 𝝆 < 𝟎. 𝟓, 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐  > 0.5 il n’existe pas une 
rupture pour le mois suivant, mais si 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐 	 est 
proche de zéro ≅ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 et 𝝆 < 𝟎. 𝟓, il est tres 
probable qu’il aura une forte rupture pour le mois 
suivant si la variance 1 est ≅ à la variance 2. Sinon si 
la différences entre la valeur 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐  ≅ 𝟎. 𝟎𝟓 et  
𝝆 ≥ 𝟎. 𝟓 donc il existe pas une rupture pour le mois 
suivant 𝝈𝟏 − 𝝈𝟐 ≅ 0.01 

Présence / 
non d’une 
rupture de 
corrélation 
le mois 
prochain 

La valeur : 𝜶𝟏, 𝜶𝟐 , 
Objective pour 
une minimisation 
du risque sans 
prend en 
considération le 
cout.  

 

  𝜶𝟏 − 𝜶𝟐

1.  

Inst1 : 1-0 

01-11-2010 
30-11-2010 

 

0.323908954 
 

 L’hypothèse n’est pas vérifiée la différences 

entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 n’est pas > 0.5 est 

𝜌 < 0.5 d’où 𝜎1 > 𝜎2 qui pourriez avoir une 

petite rupture pour le mois suivant avec c’est 
changement d’hypothèses 

 

Oui 
 

𝛼1= 0.406582 

𝛼2= 0.593418 
Obj=0.0010550

3 

 

0.186836 

2.  

Inst1-1 

01-11-2010 
30-12-2010 

0.259973017 

 

0.063935936 
 

L’hypothèse n’est pas vérifiée la différences 

entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 n’est pas > 0.5 est 

𝜌 < 0.5 donc on conclure qui pourriez avoir 

une petite rupture pour le mois suivant avec 
c’est changement d’hypothèses 

 

Oui 
𝛼1= 0.35038 

𝛼2= 0.649762 
Obj=0.0010589

2 

 

0.299523 

3.  

Inst1-2 
01-11-2010 

31-01-2011 
0.183491973 

 
0.076481044 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très grande > 0.5 est 𝜌 <

0.5 donc il existe pas une rupture pour le mois 
suivant 

 
Non 

𝛼1 = 0.830024 

𝛼2 = 0.169976 

Obj= 
0.00112994 

  
0.660049 

4.  

Inst1-3 
01-11-2010 

28-02-2011 

 
0.188775472 

 

 
0.005283499 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très grande >0.6 est 𝜌 <

0.5 donc il existe pas une rupture pour le mois 
suivant  

 
Non 

 

𝛼1= 0.837721 

𝛼2= 0.162279 

Obj 
=0.00106847 

 
0.675442 

5.  

Inst1-4 
01-11-2010 

31-03-2011 

 
0.216622583 

 

 
0.027847111 

 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non de la rupture  

 
Non 

 

𝛼1= 0.472511 

𝛼2= 0.527489 

Obj = 
0.00106863 

 
0.0549779 

6.  

Inst1-5 
01-11-2010 

29-04-2011 

 
0.235848388 

 

 
0.019225805 

 

 L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non de la rupture 

 

 
Non 

𝛼1 = 0.452486 

𝛼2= 0.547514 

Obj =-
0.00107079 

 
0.0950271 

7.  

Inst1-6 
01-11-2010 

31-05-2011 

 
0.269427432 

 

 
0.033579044 

 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non de la rupture 

 

 
Non 

𝛼1 =0.464898 

𝛼2= 0.535102 

Obj =0106939 

 
0.0702035 

8.  

Inst1-7 
01-11-2010 

30-06-2011 

 
0.309558392 

 
0.04013096 

 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non de la rupture 

   

 
Non 

𝛼1= 0.491286 

𝛼2= 0.508714 

Obj 
=0.00106913 

 
0.0174271 

9.  

Inst1-8  
01-11-2010 

29-07-2011 

 
0.305115545 

 

 
0.004442847 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très proche de zéro ≅

0.007 et 𝜌 < 0.5, il existe une forte rupture 

pour le mois suivant Nb: la variance 1 est ≅ à la 

variance 2  d’où Var1= 0,00013 et Var2 
=0,00013 

 
Oui 

𝛼1 = 0.496431 

𝛼2	= 0.503569 

Obj= 
0.00106637 

  
0.00713771

10.  

Inst1-9 
01-11-2010 

31-08-2011 

 
0.527456963 

 

 
0.035688113 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.02 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1= 0.511981 

𝛼2= 0.488019 

Obj = 
0.00109983 

  
0.0239629 

11.  

Inst1-10 
01-11-2010 

30-09-2011 

 
0.537197301 

 

 
0.009740338 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.04 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

𝛼1 = 0.522161 

𝛼2	= 0.477839 
Obj = 

0.00109947 

  
0.0443217 

12.  

Inst1-11 
01-11-2010 

31-10-2011 

 
0.57156668 

 

 
0.034369379 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.516296 

𝛼2=0.483704 
Obj=0.0011043

8 

 
0.0325914 

13.  

Inst1-12 
01-11-2010 

30-11-2011 

 
0.587142209 

 

 
0.01557553 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

𝛼1 =0.526687 

𝛼2= 0.473313 
Obj 

=0.00110721 

  
0.0533749 

14.  

Inst1-13 
01-11-2010 

30-12-2011 

 
0.5854079 

 
0.00173431 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.03 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 =0.519493 

𝛼2=0.480507 
Obj 

=0.00110369 

 
0.0389869 

 

15.  

Inst1-14 

01-11-2010 
30-01-2012 

 

0.561505725 
 

 

0.023902175 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.01 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 

Non 
𝛼1 = 0.505395 

𝛼2= 0.494605 
Obj = -

0.0110243 

 

0.0107897 



16.  

    

 

Inst1-15 

01-11-2010 
29-02-2012 

 

0.542155713 
 

 

0.019350012 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.004 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 

Non 
 

𝛼1 = 0.49773 

𝛼2= 0.50227 
Obj =-

0.00109947 

 

0.004539 

17.  Inst1-16 

01-11-2010 
30-03-2012 

 

0.538832709 
 

 

0.003323004 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.002 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 
mois suivant 

 

Non  
𝛼1 = 0.498796 

𝛼2= 0.501204 
Obj =-

0.00109524 

 

0.00240752

18.  Inst1-17 
01-11-2010 

30-04-2012 

 
0.535111236 

 

 
0.003721473 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.008 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non  

𝛼1 = 0.49594 

𝛼2= 0.50406 

Obj =-
0.00109247 

 
0.0081192 

19.  Inst1-18 
01-11-2010 

30-05-2012 

 
0.531725046 

 

 
0.00338619 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.005 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.497423 

𝛼2= 0.502577 

Obj =-
0.00108906 

 
0.00515476

20.  Inst1-19 
01-11-2010 

29-06-2012 

 
0.534842664 

 
0.003117618 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.010 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.494821 

𝛼2= 0505179 

Obj 
=0.00108662 

 
 0.0103581

21.  Inst1-20 
01-11-2010 

30-07-2012 

 
0.535473683 

 

 
0.000631019 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.02 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.51299 

𝛼2 = 0.48701 

Obj =-
0.00106645 

0.0259808 

22.  Inst1-21 
01-11-2010 

30-08-2012 

 
0.532336023 

 

 
0.00313766 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.03 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.516649 

𝛼2 = 0.483351 

Obj =-
0.0106631 

0.0332978 

23.  Inst1-22 
01-11-2010 

30-09-2012 

 
0.53462471 

 

 
0.002288687 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.01 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.500964 

𝛼2 = 0.49036 

Obj =-
0.00106413 

0.0192793 

24.  Inst1-23 
01-11-2010 

30-10-2012 

 
0.53617017 

 

 
0.001545459 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.01 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.507646 

𝛼2	= 0.492354 

Obj =-
0.00106163 

0.0152912 

25.  Inst1-24 
01-11-2010 

30-11-2012 

 
0.535333326 

 

 
0.000836844 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.01 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.506694 

𝛼2 = 0.493306 

Obj =-
0.00106261 

 
0.0133872 

26.  Inst1-25 
01-11-2010 

30-12-2012 

 
0.533779609 

 
0,001553717 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.005 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non  

 

𝛼1 = 0.502785 

𝛼2= 0.497215 

Obj 
=0.00107419 

 
0.00557068

27.  Inst1-26 
01-11-2010 

30-01-2013 

 
0.525185895 

 

 
0,008593713 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.000 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.500297 

𝛼2= 0.499703 

Obj =-
0.00107583 

 
0.00059488

2 

28.  Inst1-27 
01-11-2010 

28-02-2013 

 
0,516258277 

 

 
0,008927619 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.01 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non  

𝛼1 = 0.507365 

𝛼2= 0.492635 

Obj =-
0.0010732 

 
0.0147306 

29.  Inst1-28 
01-11-2010 

31-03-2013 

 
0.513662673 

 

 
0,002595603 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.505716 

𝛼2= 0.494284 
Obj= -

0.00107184 

 
0.0011433 

30.  Inst1-29 
01-11-2010 

30-04-2013 

 
0.506220379 

 

 
0.007442294 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

 

𝛼1 = 0.514466 

𝛼2= 0.485534 
Obj =-

0.00107194 

 
0.0289328 

   31. Inst1-30 

01-11-2010 
30-05-2013 

 

0.503237003 
 

 

0.002983376 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.03 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 
mois suivant 

 

Non 
 

𝛼1= 0.518853 

𝛼2= 0.481147 

Obj =-
0.00107178 

 

0.0377065 

    32. Inst1-31 
01-11-2010 
30-06-2013 

 
 

0.505561666 

 L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.04 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 
 
 
 

 

 𝛼1 =0.520169 

𝛼2= 0.479831 

Obj=0.00107145 

 
0.0403372 



Instance 2 

Couple 2 : 
SANOFI
&Merck 

                 

Nom/date 
l’Instance 
Base : 
Santé -
Chimie 
 

 
 
 
 

Coefficient de corrélation 
(𝝆) 

 

 
Si 

𝝆𝟎 − 𝝆𝟏 > 𝟎. 𝟎𝟓 
Il existe une rupture 

Si 𝝆 < 𝟎. 𝟓, 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐  > 0.5 il n’existe pas une 
rupture pour le mois suivant, mais si 𝜶𝟏 −
𝜶𝟐 	 est proche de zéro ≅ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 et 𝝆 < 𝟎. 𝟓, 
il est tres probable qu’il aura une forte 
rupture pour le mois suivant si la variance 1 est 
≅ à la variance 2. Sinon si la différences entre 
la valeur  𝜶𝟏 − 𝜶𝟐  ≅ 𝟎. 𝟎𝟓 et  𝝆 ≥ 𝟎. 𝟓, donc 
il existe pas une rupture pour le mois suivant 
𝝈𝟏 − 𝝈𝟐 ≅ 0.01 

Présence / 
non d’une 
rupture de 
corrélation 
le mois 

prochain 

La valeur : 𝜶𝟏, 𝜶𝟐 , 
Objective pour 
une minimisation 
du risque sans 
prend en 
considération le 
cout.  

 
  𝜶𝟏 − 𝜶𝟐

1. Inst2-1 

01-11-2010 
30-11-2010 

 

0.677025749 
 

   

 Non 
 

𝛼1= 0.358556 

𝛼2= 0.641444 
Obj =-

0.00109138 

 

0.282888 

2. Inst2-2 

01-11-2010 
30-12-2010 

 

0.671907438 
 

 

0.005118311 
L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.353 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 n’est pas proche de 
zéros. D’où l’hypothèse qu’ il existe pas une 
rupture pour le mois suivant ne pas vérifier  

 

Oui [forte 

rupture]  

𝛼1= 0.32316 

𝛼2= 0.67684 
Obj =-

0.00106358 

 

0.35368 

3. Inst2-3 
01-11-2010 

31-01-2011 

 
0.232459739 

 

 
0.439447699 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Oui 

𝛼1= 0.357304 

𝛼2= 0.642696 
Obj =-

0.00109621 

0.285392 

4. Inst2-4 
01-11-2010 

28-02-2011 

 
0.331440747 

 

 
0.098981008 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Oui  

 

𝛼1= 0.355636 

𝛼2= 0.644364 

Obj =-
0.00109064 

 
0.288728 

5. Inst2-5 
01-11-2010 

31-03-2011 

 
0.413581938 

 
0.0821411191 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Non 

 

𝛼1= 0.349845 

𝛼2= 0.650155 

Obj =-
0.00108817 

 
0.30031 

6. Inst2-6 
01-11-2010 

29-04-2011 

 
0.444683375 

 

 
        0.031101 

 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Non 

 

𝛼1= 0.361032 

𝛼2= 0.638968 

Obj =-
0.00108556 

 
0.277935 

7. Inst2-7 
01-11-2010 

31-05-2011 

 
0.446979905 

 

 
0.00229653 

L’hypothèse ne pas vérifier nous pouvons pas 
conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Non 

 

𝛼1= 0.340402 

𝛼2= 0.659598 

Obj =-
0.00108048 

 
0.319196 

8. Inst2-8 
01-11-2010 

30-06-2011 

 
0.477562631 

 

 
0.030582726 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 
pas conclure le prévoir ou non la rupture 

Il existe aussi une forte différence entre la 
variance 1 et la variance 2 

 
Non 

 

𝛼1= 0.32135 

𝛼2= 0.67865 

Obj =-
0.00107859 

 
0.35730 

9. Inst2-9 

01-11-2010 
29-07-2011 

 

0.484663618 
 

 

0.007100987 

L’hypothèse n’est pas vérifiée nous pouvons 

pas conclure le prévoir ou non la rupture 
Il existe aussi une forte différence entre la 

variance 1 et la variance 2 

 

Oui  
 

𝛼1= 0.319668 

𝛼2= 0.680332 
Obj =-

0.00107801 

 

0.360664 

10. Inst2-10 
01-11-2010 

31-08-2011 

 
0.638258275 

 

 
0.153594657 

L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.355 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 ne pas proche de zéros. 
Nous ne pouvez pas conclure  

 
Non 

 

𝛼1= 0.323669 

𝛼2= 0.676331 

Obj =-
0.00111546 

 
0.3552663 

11. Inst2-11 

01-11-2010 
30-09-2011 

 

0.656888604 
 

 

0.018630329 
L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.362 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 ne pas proche de zéros. 
Nous ne pouvez pas conclure 

 

Non 
 

𝛼1= 0.318779 

𝛼2= 0.681221 
Obj =-

0.00111859 

 

0.362443 

12. Inst2-12 

01-11-2010 
31-10-2011 

 

0.667217486 
 

 

0.010328882 
L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.366 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 ne pas proche de zéros. 
Nous ne pouvez pas conclure 

 

Non 
 

𝛼1= 0.316976 

𝛼2= 0.683024 
Obj =-

0.00112445 

 

0.366049 

13. Inst2-13 

01-11-2010 
30-11-2011 

 

0.685229226 
 

 

0.01801174 
L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.353 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 ne pas proche de zéros. 
Nous ne pouvez pas conclure 

 

Non 
 

𝛼1= 0.318947 

𝛼2= 0.681053 
Obj =-

0.00113195 

 

0.362106 

14. Inst2-14 
01-11-2010 

30-12-2011 
 

 
 

 
 

 
0.687722743 

 

 
0.002493517 

L’hypothèse n’est pas vérifiée car 𝜌 ≥ 0.5	et la 

différences entre la valeur  𝛼1 et 𝛼2 est > 0.05 

𝛼1 − 𝛼2 = 0.353 et la différence entre la 

variance 1 et la variance 2 ne pas proche de zéros. 
Nous ne pouvez pas conclure 

 
Non 

 

𝛼1= 0.317487 

𝛼2= 0.682513 
Obj =-

0.0011275 

 
0.365025 



Instance b 
Couple1 :
GÉNÈRAL 
&LVMH 

Couple2,3
,4: LVMH & 
MICHELIN 

Nom/date 
Instance 
Base : 
CAC40 

 
 
 
 

coefficient de  
corrélation (𝝆) 

 
 

Si 
𝝆𝟎-𝝆𝟏 > 𝟎. 𝟎𝟓 

Il existe une rupture 

Si 𝝆 < 𝟎. 𝟓, 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐  > 0.5 il n’existe pas une 
rupture pour le mois prochaine, mais si 𝜶𝟏 − 𝜶𝟐 	 
est proche de zéro ≅ 𝟎. 𝟎𝟎𝟏𝟎 et 𝝆 < 𝟎. 𝟓, il est tres 
probable qu’il aura une forte rupture pour le mois 
prochaine si la variance 1 est ≅ à la variance 2. Sinon 
si différences entre 𝜶𝟏-𝜶𝟐  ≅ 𝟎. 𝟎𝟓 et  𝝆 ≥ 𝟎. 𝟓 donc 
il existe pas une rupture pour le mois suivant 
𝝈𝟏 − 𝝈𝟐 ≅ 0.01 

Présence 
/ non 
d’une 
rupture 
de 
corrélatio
n le mois 
prochain 

La valeur : 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 
Objective pour 
une minimisation 
du risque sans 
prend en 
considération le 
cout.  

 

  𝜶𝟏 − 𝜶𝟐

1.  

Inst-a 1-1 
2000M01 
2005M12 

0.108850823 

 L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très grande >0.5 est 𝜌 <

0.5 donc il existe pas une rupture pour le mois 
suivant 

 
 
   Non 
 

𝛼1= 0.95304 

𝛼2= 0.0469602 

Objective = -
0.00101885 

 
 0.90608 

2.  

Inst-a 1-2 
2000M01 
2006M03 

0.108095301 

 
 

0.000755522 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très grande >0.5 est 𝜌 <

0.5 donc il existe pas une rupture pour le mois 
suivant 

 
    Non  

𝛼1 = 0.952787 

𝛼2= 0.0472129 
Obj  =-

0.00101819 

 
 0.905574 

3.  

Inst-b 3-1 
2000M01 
2010M03 

0.526534582 

 
 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.1 et 

𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
Non 

𝛼1 =0.555108 

𝛼2=0.444892 
Obj  =-

0.00100901 

 
0.110217 

4.  

Inst-b 3-2 
2000M01 
2010M06 

0.527448423 

 
 

0.000913841 
 

 
L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.1 et 

𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
 

Non 

𝛼1 =0.555305 

𝛼2=0.444695 
Obj  =-

0.00110609 

 
 0.110609 

5.  

Inst-b 2-1 
2000M01 
2009M03 

0.472605809 

 L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 < 0.5	mais proche de 0.5 ont peut conclure 

qu’ il existe pas une rupture pour le mois suivant 

 
 

Non 

𝛼1 =0.526915 

𝛼2= 0.473085 

Obj  = -
0.00100847 

 
 0.0538303 

6.  

Inst-b 2-2 
2000M01 
2009M06 

0.515009271 

 
0.042403462 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
 

Non 

𝛼1 =0.552859 

𝛼2= 0.447141 

Obj  = -
0.00100921 

 
 0.105718  
 

7.  

Inst-b 4-1 
2000M01 
2011M12 

0.540818579 

 L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.05 

et 𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

  
Non 

𝛼1 = 0.557285 

𝛼2= 0.442715 

Obj  =0.0010857 

 
0.114571 

8.  

Inst-b 4-2 
2000M01 
2012M03 

0.546181369 

 
 

0.00536279 
 

 
L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.1 et 

𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
 

Non 

𝛼1 =0.557941 

𝛼2= 0.442059 

Obj  = -
0.00100852 

 
0.115883 

9.  

Inst-b 4-3 

2000M01 
2012M06 

0.544646272 

 

 
0.001535097 

 

 

L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.1 et 

𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 

 
Non 

𝛼1 =0.564088 

𝛼2= 0.435912 

Obj  = -
0.00100847 

 

0.128176 

10.  

Inst-b 4-4 
2000M01 
2012M09 

0.534250292 

 
 

0.01039598 
 

 
L’hypothèse est vérifiée la différences entre la 

valeur  𝛼1 et 𝛼2 est très petite 𝛼1 − 𝛼2  ≅ 0.1 et 

𝜌 ≥ 0.5	 donc il existe pas une rupture pour le 

mois suivant 

 
 

Non 

𝛼1 =0.562069 

𝛼2= 0.437931 

Obj  =-
0.00100841 

 
0.124138 
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