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Introduction

La préhistoire des marches quantiques remonte & Feynman en 1946 lorsqu’il tenta de
donner une version en intégrale de chemin de 1’équation de Dirac (pour une revue historique
ou les notes de Feynman sont reproduites et expliquées, voir chapitre 4 section C de [1] ou
dans le livre de Feynman et Hibbs [2]). Sa volonté était d’avoir une compréhension intuitive
de cette équation, une interprétation physique et pas seulement une succession de symboles
mathématiques que 'on tente de résoudre. Dans une lettre & Theodore A. Welton il écrit :
«The power of mathematics is terrifying-and too many physicists finding they have correct
equations without understanding them have been so terrified they give up trying to unders-
tand them.[...] What do I mean by understanding them ? Nothing deep or accurate-just to be
able to see some of the qualitative consequences of the equations by some method other than
solving them in detail.». On connait, par la suite, les talents de pédagogue dont Feynman a
fait preuve tout au long de sa carriere, et notamment dans ses célebres cours “ The Feynman
Lectures on Physics” [3—5] montrant ainsi sa détermination & expliquer le plus simplement et
intuitivement possible les phénomenes physiques nous entourant. Sa tentative de reproduire
I’équation de Dirac via le formalisme d’intégrale de chemin repose sur la discrétisation en
temps de I’équation, elle est connue sous le nom de “Feynman’s checkerboard”. Si elle se ré-
véla étre un succes pour la version de 1’équation & une dimension d’espace (et de temps) [0],
elle échoua, malheureusement, pour les dimensions d’espace supérieures.

L’histoire moderne des marches quantiques démarre en 1993. Dans un article de Y. Aha-
ronov, L. Davidovitch et N. Zagury [7], la méthode développée par Feynman, pres d'un
demi-siécle auparavant réapparait sous le nom de marches quantiques aléatoires (“Quan-
tum random walks”). Elle est introduite dans l'idée de trouver un équivalent quantique aux
marches classiques aléatoires. En 1996, D. Meyer [3] montre que les marches quantiques ne
sont que le secteur & une particule de modeles plus généraux appelés les “automates cellulaires
quantiques” [9,10]. Ces idées sont, par la suite, développées par la communauté de chercheurs
en informatique quantique et ont permis de montrer que les marches quantiques peuvent re-
produire les constituants élémentaires nécessaires aux algorithmes quantiques [ 1-16]. Il faut
distinguer, en fait, deux types de marches quantiques : “a temps discret” et “a temps conti-
nu”. Le premier est dans la suite logique de ’idée originale de Feynman tandis que le second
se rattache aux modeles d’hamiltonien de liaisons fortes, bien connus des physiciens du so-
lide. Ils sont donc réutilisés a la fin des années 90 pour des problemes d’informatique sur des
graphes [11]. Des connexions entre ces deux types de marches ont également été établies [17].
Les algorithmes quantiques utilisant les marches quantiques permettent de montrer que 1’on
peut obtenir une accélération substantielle du temps de calcul comparé a leurs équivalents
classiques dans des probléemes comme la recherche de données dans une base [18, 19] ou
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2 Introduction

bien la détermination de 'unicité d’un élément dans une liste [20]. Cependant, pour que
ces algorithmes soient effectifs, ils nécessitent I'utilisation d’un ordinateur quantique : une
machine permettant de réaliser des opérations sur des systemes quantiques a deux niveaux
(i.e. des qubits). En utilisant le principe de superposition d’état sur les deux niveaux de ces
derniéres et en intriquant les différents qubits entre eux on pourrait théoriquement implé-
menter ces algorithmes quantiques. Malgré tous les efforts mis dans ce sens ces derniéres
années, il reste encore de nombreux obstacles technologiques et conceptuels a franchir avant
d’espérer pouvoir construire cette machine. On peut noter tout de méme que, récemment, de
belles avancées ont été réalisées dans cette course a ’ordinateur quantique et des premiers
processeurs quantiques ont pu voir le jour [21,22] mais la route reste longue avant de voir
I'ordinateur quantique révolutionner notre quotidien.

Les marches quantiques et les automates cellulaires quantiques présentent également un
intérét en physique des hautes énergies. Plusieurs articles se sont penchés sur le lien entre
la limite continue de la marche quantique et I’équation de Dirac pour différentes dimensions
d’espace [23-34]. Dans le cas & plusieurs particules, la plupart des travaux concernant la si-
mulation de théories quantiques de champs libres a partir d’automates cellulaires quantiques
a été réalisé pour une dimension d’espace [35-39]. Des marches quantiques en interaction
avec un champ de jauge Yang-Mills ont également été étudiées [10—12] ainsi que quelques
travaux concernant les automates cellulaires quantiques simulant 1’électrodynamique quan-
tique & une dimension [13,44]. Enfin, on notera qu’il existe des études simulant des marches
quantiques dans des espaces-temps courbes afin de comprendre I'effet d’'un champ de gravité
sur ces dernieres [15—18].

L’intérét des marches quantiques ne se limite pas seulement aux algorithmes quantiques
et a la physique des hautes énergies. En physique des solides les marches quantiques a temps
discret constituent un nouveau terrain de jeu pour les physiciens, partageant des proprié-
tés communes avec leur équivalent a temps continu mais exhibant également de nouvelles
propriétés. Ce manuscrit tentera d’en esquisser quelques unes et plus particulierement de
comparer les résultats obtenus aux modeles d’hamiltoniens de liaisons fortes.

Parmi les nouvelles propriétés que 'on peut citer, les marches quantiques sont proches
de systemes de Floquet (systémes dépendant du temps périodiquement), qui permettraient
alors de créer de nouvelles classes d’isolants topologiques [19,50], i.e. systémes dont certaines
propriétés ne sont pas affectées face a des perturbations locales. L’histoire des isolants topolo-
giques a toujours été fortement liée a celles des systémes sous champ magnétique puisqu’elles
ont démarré ensemble avec l'effet Hall quantique entier. En 1976, D. R. Hofstadter trace les
énergies d’un systeme de liaisons fortes sous champ magnétique en fonction du flux de ce
dernier. Il y découvre un spectre ayant des propriétés fractales : le papillon de Hofstadter [51].
Ce spectre se trouve finalement étre le diagramme de phase d’un isolant topologique. Malgré
I'intérét que présente les systémes sous champ magnétique, peu de travaux ont été réalisés
jusqu’a présent en ce qui concerne les marches quantiques a temps discret sous champ ma-
gnétique. On peut citer [10] ou les auteurs montrent que dans la limite continue on retrouve
I’équation de Dirac sous champ magnétique, ainsi que dans [52] ou pour la premiere fois, on
y rencontre un équivalent de papillon pour les marches quantiques.

Pour toutes les raisons évoquées plus haut, les marches quantiques se trouvent donc étre
a l'intersection entre différents domaines de la physique. Les réalisations expérimentales des
marches quantiques ne sont d’ailleurs pas en reste puisqu’elles peuvent étre implémentées



sur une grande variété de supports (que 'on détaillera rapidement a la fin du chapitre I)
et ameénent donc a faire se rencontrer différentes communautés de physiciens. Par ailleurs,
ces dernieres décennies de nouvelles techniques expérimentales pour controler les systémes
quantiques avec de plus en plus de précision ont vu le jour, elles rendent possible la concep-
tion de nouveaux dispositifs permettant de simuler directement des systémes quantiques sur
réseau. Les marches quantiques a temps discret apparaissent comme des candidats sérieux a
la simulation de ces nouveaux systémes.

Le présent manuscrit se concentre essentiellement sur I’étude des marches quantiques a
temps discret (a ’exception du dernier chapitre). On les appellera, par souci de concision,
marches quantiques. Pour se référer aux marches quantiques a temps continu, on prendra le
langage des physiciens du solide : on les appellera hamiltoniens de liaisons fortes.

Le manuscrit de these est organisé de la maniére suivante : dans le chapitre I on introduit
les marches quantiques, sur une chaine unidimensionnelle ou ’on rappelle les principaux
résultats. Dans un deuxieme temps, on généralise de différentes fagons le protocole de marche
quantique au cas du réseau carré. Au chapitre II, on détaille la fagon dont on prend en compte
un champ magnétique transverse a un réseau 2D. On explique plus en détail le papillon de
Hofstadter pour les hamiltoniens de liaisons fortes puis on étudie les marches quantiques 2D
précédemment introduites sous ce champ magnétique. Dans le chapitre III, on s’intéresse a
un phénomene d’extréme localisation de la particule sous champ magnétique sur certains
types de réseaux connu sous le nom de cages d’Aharonov-Bohm. D’abord on redonne les
résultats dans le cas des systémes hamiltoniens puis on étend le principe de ces cages aux
marches quantiques a temps discret. Le chapitre IV a pour but d’analyser la robustesse de
ces cages de marche quantique face a du désordre ou a l'introduction d’un second marcheur
quantique en interaction avec le premier. Enfin, le dernier chapitre est un peu a part et ne
concerne plus le champ magnétique. On s’intéresse dans le chapitre V a leffet d’un désordre
dans l'interaction de contact entre deux particules sur une chaine. Il vient d’un projet qui,
initialement, devait se faire avec les marches quantiques mais s’est trouvé étre plus simple
tout en étant non trivial dans le cas des systémes hamiltoniens.
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| — Qu’est-ce qu’une marche
quantique ?

Dans ce chapitre, on dresse une revue des marches quantiques, d’abord, dans le cas d’une
chaine unidimensionnelle puis sur un réseau carré. On analyse les évolutions et les spectres
de ces marches. Dans le cas unidimensionnel, on s’intéresse au protocole le plus simple de
la marche quantique. Dans le cas bidimensionnel, on la généralise de trois facons différentes.
Ce chapitre d’introduction est largement inspiré des différents articles que j’ai pu lire durant
ma theése. Pour une compréhension plus fine des marches quantiques j’'invite a lire les revues
de J. Kempe [53] et B. Tregenna et al. [51], pour un point de vue plus informatique celle de
S.E. Venegas-Andraca [55].

Un marcheur quantique est un objet quantique se déplacant sur les noeuds d’un graphe.
C’est donc un vecteur dans un espace de Hilbert Hgpapne engendré par I’ensemble des positions
qui lui sont accessibles, ici, les noeuds. Il est également muni d’un degré de liberté interne
permettant d’encoder la future direction qu’il prendra. Mathématiquement, on tensorialise a
I’'espace de Hilbert des positions un espace de Hilbert de la variable interne que I’on nomme
spin Hspin, par raccourci, mais qui n’est pas le spin physique que l'on connait pour les
particules.

.1 Marche quantique sur une chaine

Prenons I'exemple d’un graphe simple, celui d'une chaine. Une chaine peut-étre repré-
sentée par une succession de noeuds (ou sites) placés le long de 'axe des réels et indexés
par un entier ¢, sa position dans la chaine étant donnée par le réel ia ol a est le pas du
réseau que l'on prendra, dans la suite, égale & 1. Ces noeuds sont connectés seulement a
leurs deux voisins, le noeud précédant et le noeud suivant. Une chalne peut-étre de taille
infinie, son nombre de noeuds est alors infini mais dénombrable. Lorsque la chaine est de
taille finie NV, se pose alors la question des conditions aux bords : ouverts ou périodiques.
Les conditions aux bords ouverts particularisent les deux noeuds extrémaux, le noeud situé
sur le bord gauche indexé par l'entier 0 et le noeud sur le bord droit indexé par ’entier
N — 1. Ces deux noeuds n’ont qu’un seul voisin vers I'intérieur de la chalne et ne sont donc
reliés qu’a lui seulement. La chalne aux conditions aux bords ouverts peut étre représentée
simplement sur une portion de taille finie d’une ligne contenant les N sites. Les conditions
aux bords périodiques ont I'avantage de ne pas particulariser de sites. Elles connectent entre
eux les deux sites extrémaux de la chaine aux conditions aux bords ouverts. Il est alors plus



6 CHAPITRE I. QU’EST-CE QU’UNE MARCHE QUANTIQUE 7

commode de représenter la chaine non plus sur une ligne mais sur un cercle avec N noeuds
ou le site 0 et N — 1 sont maintenant voisins.

1.L1.1 Le protocole le plus simple

Dans le cas d’'une chalne, le marcheur quantique localisé sur un site peut donc aller
dans deux directions : a gauche ou a droite. Comme le spin du marcheur encode la future
direction il peut prendre deux valeurs que 1’on notera“+” ou “-”. Un marcheur quantique sur
une chaine habite dans un espace de Hilbert Hyiqg = Hehaine ® Hspin 0l Hehaine €st 'espace
engendré par les N sites de la chaine {|i),i = 0,--- ,N — 1}, et Hepin = |[+) P |—) ou |+)
(resp.|—)) est le vecteur dans l'espace de Hilbert associé a I'état “+” (resp.“-") et N € N.
Cela revient a habiller les sites de la chalne par deux états internes sur chaque site (voir
Figure 1.1). La dimension de 'espace de Hilbert total du marcheur est de taille 2N. Soit )
la fonction d’onde du marcheur alors on peut écrire de maniére générale :

N-1

) = > cit i, +) + i li, =)

=0

ou ¢; 4+ et ¢;— sont des coefficients complexes appelés les amplitudes de probabilité et
lci+|* (resp. |c;—|*) représente la probabilité d’étre sur le site i dans 1'état |+) (resp.
|—)). La somme de toutes les probabilités étant égale & 1, on a donc la relation 1 =
(W) = SN eis|? + |ei—|? puisque {|i,s>}£\:0’1s€{+’_} est une base orthonormée i.e.
(i,8]4,8') = 0; j0s.5, avec s,8" € {+,—}.

Une fois 'espace défini dans lequel habite le marcheur, on s’intéresse a la fagon dont 1’état
de ce dernier évoluera dans le temps. On met en place un protocole permettant de définir la
fonction d’onde du marcheur au pas de temps suivant & partir de la simple connaissance de
la fonction d’onde au temps actuel. On peut alors établir I’équation suivante :

[t +6t)) = Ule(t))

ou 6t est le pas de temps que ’on prendra dans la suite égale a 1. Les amplitudes de probabilité
deviennent alors dépendantes du temps ¢; 4 (t), ¢; —(t). L’opérateur U agissant sur la fonction
d’onde du marcheur est unitaire afin de conserver la normalisation de la fonction d’onde. La
marche quantique est donc un processus non seulement discret en espace mais également en
temps. Dans le cas le plus simple ce protocole est composé de deux opérateurs unitaires que
I’on nomme le “dé” D et la “translation” T'.

L’opérateur “dé” crée une superposition des états |+) et |—) au sein d’un méme site.
Sur chaque site du réseau, on a alors un opérateur C' unitaire de dimension 2, C' €U(2). En
passant de la représentation en terme de “ket” & une représentation matricielle (plus facile
a écrire), Popérateur C' est alors une matrice 2 x 2 unitaire que 'on paramétrise de cette
maniere :

C<e,so,w,/3>=ei@<coseeii ‘Sm"ei“j ot |+) = (3) et |-) = (‘f) (11)

sinfe” cosfe 1P

Pour l'instant, on considére que ce dé est le méme pour chaque site du réseau. On tensorialise
donc a cette matrice 'opérateur identité de dimension N, D = [y ® C. Dans la suite, par
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abus de langage, on désignera aussi bien le dé comme étant soit 'opérateur D ou C' en
fonction du contexte.

L’opérateur de translation déplace le marcheur quantique en fonction de la valeur de son
spin. Si le spin est “+4” il ira vers la droite, si le spin est “—" il ira vers la gauche.

=2

T= 47 i+ 1) @@ ) (H + i = 1) Gl @ [=) (-] (I.2)

7

—1 . .
B li + 1) (i 0
I < 0 li — 1) <i|> (L.3)

)

ZH
=)

Il
o

Dans la définition de I'opérateur de translation (équation (I1.2) et (I.3)), on prend des condi-
tions aux bords périodiques et on définit ¢ modulo V.

Dans I’équation (I1.3) on a inversé le produit tensoriel des espaces de Hilbert, Hgpin ®
Hehaine- En terme de “ket”; on a alors des états indexés comme ceci : |+,7) ou |—,i). Que
I’on prenne cette convention ou l'inverse n’est pas équivalent mathématiquement mais n’a,
ici, pas beaucoup d’importance du moment que ’on est conscient de ’abus de notation.
L’ordre des variables quantiques ne joue pas un role primordial si 'on sait a quelle variable
correspond quel espace de Hilbert (ici “+” et “-” se réfeére au spin et les entiers aux positions
de la chaine). |+,1) ou |i,+) désigne donc le méme état. Si l'on écrivait les kets de positions
sur la chaine en représentation matricielle, cela reviendrait a faire une permutation des vec-
teurs de la base.

L’opérateur de marche quantique U = T.D agissant sur un ket a droite est la combi-
naison de I'action du dé suivie de I'action de I'opérateur de translation. Appliquer d’abord
Popérateur T puis D définit également une marche quantique équivalente a la premiere mais
avec un réferentiel temporel translaté d’un demi pas de temps. En appliquant successivement
U on fait évoluer la fonction d’onde du marcheur de maniere discrete dans le temps. Son
évolution au temps ¢ est donnée par |1 (¢)) = Ut |1)(0)) ot t € Z (on a pris le pas de temps
ot =1).

Comme dit dans l'introduction, il faut souligner que dans la littérature scientifique, la
marche quantique présentée ci-dessus est habituellement appelée “marche quantique a temps
discret” et est a distinguer “des marches quantiques a temps continu” qui correspondent a
I’évolution quantique d’états dans des modeles de liaisons fortes, n’utilisant pas nécessaire-
ment de variable interne et gouvernés par ’équation de Schrodinger H [i)(t)) = ihw.
L’hamiltonien est alors la matrice d’adjacence du graphe (il spécifie les voisins de chaque
noeud). L’opérateur d’évolution est obtenu en exponentiant I’hamiltonien, Usenro. (t) = e~ 7t
Deés les premiers instants, I’évolution d’une particule quantique suivant 1’équation de Schro-
dinger initialement localisée sur un site est sensible a tous les noeuds du graphe (cette
sensibilité est exponentiellement atténuée avec la distance).

Dans la marche a temps discret, on définit directement ’opérateur d’évolution sans passer
par ’hamiltonien et c’est a ce niveau qu’est directement encodée la matrice d’adjacence du
graphe. L’évolution d’un marcheur quantique est donc naturellement bornée par une vitesse

limite. Son exploration est limité au pas de temps suivant aux voisins des sites sur lequel il
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-2 i—1 ] i+1 i+2

Fig. .1 Représentation d’une portion de la chaine sur laquelle évolue un marcheur quan-
tique. Les sites de la chaine sont représentés par les ellipses, chacune ayant 2 états internes
“+7” et “-”. Les liens verticaux en pointillés représentent ’action du dé et les liens continus
fléchés I'action de la translation, les fleches indiquant le sens du mouvement du marcheur.

se trouve. L’opérateur d’évolution étant unitaire et donc inversible (ce qui n’est pas le cas
de ’hamiltonien), cela permet en connaissant la fonction d’onde a un certain temps d’en
déduire la fonction d’onde au pas de temps précédent sans ambiguité. Lorsque la fonction
d’onde est transférée apres une opération de translation sur un site du réseau il faut alors
pouvoir distinguer de quel site elle provient. Utiliser une variable interne permet de faire cette
distinction et donc de rendre 'opération inversible. Dans le cas de la chaine, si le marcheur
est dans I’état |+) apreés une opération de translation c’est qu’il provient du site & gauche
sinon, dans ’état |—), du site de droite.

Dans la littérature on trouve également la dénomination de “marches quantiques aléa-
toires” pour insister sur la comparaison avec les marches classiques aléatoires. Cependant, le
terme “aléatoire” n’a pas la méme signification dans la version classique ou quantique.

En marche classique, la position finale du marcheur dépend des différents tirages de dé
obtenus. On a véritablement un processus aléatoire, le dé. Pour construire la distribution
statistique a un instant donné, il faudra alors effectuer plusieurs essais et accumuler les
résultats des positions finales.

Pour les marches quantiques, la fonction d’onde finale sera toujours la méme, elle est
calculée par une équation d’évolution déterministe. Ce qui est aléatoire est la mesure de la
position du marcheur. La probabilité qu’il soit sur un site du réseau est alors donnée par la
distribution de probabilité de sa fonction d’onde. Expérimentalement, puisque 1’on a acces a
la fonction d’onde que par des mesures, il faut donc effectuer un grand nombre d’essais pour
reconstruire la distribution de probabilité de la fonction d’onde d’un objet quantique mais
analytiquement (ou numériquement) les équations donnent directement sa distribution.

1.1.2  Evolution de la marche quantique

Afin d’illustrer ce qui vient d’étre dit de maniére plus concrete, construisons la marche
quantique pour les deux premiers pas de temps. Prenons comme dé, la matrice de Hadamard
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H,, une porte couramment utilisée en informatique quantique :

1 /1 1
1 () R CIR R
Supposons que le marcheur soit initialement localisé sur un site ¢ dans I’'état “+”, alors les
deux premiers pas de temps donnent :

() = li, +) B ¢1§ (i) + =) 5 \}5 (i + 1) + =i — 1)) = [b(1)) B

%(H—,i—l—l)+\—,i—|—1>+!+,i—1> —|=,i—1)) EN (|4, +2) + |+,8) + |—,3) — |—,7 —2)) = |¥(2))

N |

» PR S W
- -\ )
i i+1 i+2
!
- -
i i+1 i+2

Fig. 1.2 Illustration de I’évolution du marcheur quantique sur les deux premiers pas de
temps pour un état initialement localisé sur le site i dans I'état “+” (a) et en utilisant un dé
de Hadamard (equation 1.1.2). Pour la Figure (b) (resp.(d)), I’état obtenu est réalisé a partir
de I'action du dé sur I'état représenté Figure (a) (resp. (c)). Pour la Figure (c) (resp.(e)),
I’état obtenu est réalisé a partir de I'action de la translation sur I’état représenté Figure (b)
(resp. (d)). Les liens grisés sur les figures (b) a (e) sont les liens non utilisés pendant ’action
de l'opérateur correspondant. La couleur rouge représente une amplitude de probabilité de 1,
orange de 1v/2, bleu de 1/2, vert de —1/2 et noir de 0. Lorsque le dé est utilisé, une partie de
I’état interne peuplé est transtérée vers I’état interne du méme site. Tandis que 'opération
de translation transférent entierement le poids d’un noeud vers son voisin relié par le lien
fléché. La Figure (a) réprésente |1(0)), la Figure (c) |1)(1)) et la Figure (e) [1(2)).

Ces deux premiers pas de temps sont également illustrés Figure 1.2. Pour un marcheur
initialement localisé sur un seul site, tous les pas de temps pairs le marcheur quantique
atteint des sites de méme parité que le site initial et tous les pas de temps impairs des sites
de parité opposée.

Le nombre de site visité augmentant linéairement avec le nombre de pas de temps, il
devient rapidement tres difficile de calculer I’évolution d’un marcheur quantique a la main.
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Pour pouvoir atteindre des temps plus grands on calcule alors 1’évolution d’un marcheur
quantique & l'aide d’un ordinateur (classique). Pour l'instant on ne se préoccupe pas des
conditions aux bords sur la chaine. Pour cela, on prend des systemes de taille plus grands
que le nombre de sites visités par le marcheur de maniere a ce qu’il ne voit jamais les bords.

On utilise la méme condition initiale que précédemment |t)asym(0)) = [100,+) en com-
mencant au milieu d’une chaine de taille 201 (i.e. sur le site 100) et en utilisant une porte
de Hadamard Hs comme dé sur tous les sites de la chaine. L’évolution au bout de 100 pas
de temps est représentée Figure 1.3-a. Ce que 'on remarque c’est que la distribution est
asymétrique. En fait, la forme de la distribution de la fonction d’onde du marcheur dépend
fortement de I’état initial que ’on consideére.

Pour symétriser cette distribution il suffit de modifier I’état initial comme ceci : |¢)sym (0)) =
%(HOO, +)41]100, —)). Le facteur 1/4/2 normalise la fonction d’onde. L’évolution apreés 100
pas de temps est tracée Figure 1.3-b. Pour comprendre pourquoi cet état initial symétrise
la fonction d’onde, notons d’abord que I’évolution de la distribution de probabilité de ’état
initial [100, —) donne le miroir (par rapport au site initial) de celle commencant dans ’état
initial [100,+). Pour étre exact, on aura un signe moins supplémentaire dans "amplitude
de probabilité mais cela ne se voit pas lorsque 1'on regarde la probabilité qui est le module
au carré. Ensuite, pour avoir la distribution symétrique il faudrait donc sommer les deux
distributions de probabilité asymétriques miroir 'une de l'autre. Cependant, ce que 1'on
somme simplement en mécanique quantique sont les amplitudes de probabilité et non les
probabilités. Si ’on appelle c}js(t) (resp. c%’s(t)), Pamplitude de probabilité au temps ¢t au
site ¢ dans 'état s en partant de I’état initial |100,+) (resp. |100,—)), on demande donc
que |cj (t) + ¢ (B)* = |l () + [¢F,(1)[* 1L faut alors que Re(c],(t)c7 ,(t)) = 0, c'est &
dire que I'un des deux coefficients soit réel et 'autre imaginaire pur. Sachant que le dé de
Hadamard et la translation ne font intervenir que des coefficients réels, si I’on démarre avec
un état initial réel (resp. imaginaire pur), I’évolution du marcheur quantique restera dans le
domaine des réels (resp. imaginaires purs). Pour I’état initial %(\100, +) +1]100, —)), I'état
|100, +) reste dans le domaine des réels et 1’état 1|100, —) dans le domaine des imaginaires
purs, ce qui symétrise la distribution.

Une autre facon de symétriser la distribution est de modifier le dé. Par exemple en
utilisant :

1 /1 i
C(?T/4,0,7T/2,0):Y:\/§<i 1)

On considere ’état initial %(HOO,—F) + [100,—)) dont I’évolution, en utilisant un dé de
Hadamard, donne une distribution asymétrique représentée Figure 1.4-a apres 100 pas de
temps. En remplagant la porte de Hadamard par le dé Y, tout en conservant 1’état initial
%(H, 0) +|—,0)), la distribution devient alors symétrique. Cela vient du fait que le dé YV’
traite le spin “+” et “-” de maniere symétrique. Si I’on échange le spin “4” avec le spin “-”
alors il suffit de changer la droite avec la gauche i.e. de renverser 1’axe de la chaine, pour avoir
un systéme totalement équivalent. On appelle cxs (t) (vesp. c; ((t)) 'amplitude de probabilité
au temps t au site ¢ dans I'état s en partant de 1’état initial |ig, +) (resp. |ip, —)) lorsque
le dé utilisé est Y. D’apres cette symétrie, on alors que c;gﬂ-’s(t) =c;,_;o(t) ot s # s La
probabilité au site ¢ + iy de I’état initial %(\io, +) + |ig, —)) s’écrit donc (en omettant la
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Probabilite
Probabilite

50 100 150 200 o 50 100 150

position sur la chaine position sur la chaine

Fig. 1.3 Distribution de la probabilité du marcheur quantique obtenue aprés simulation
numérique au bout de 100 pas de temps en utilisant une porte de Hadamard comme dé sur
chaque site de la chaine. (a) : L’état initial |1)asym(0)) = [100,+) conduit a une distribution
asymétrique. (b) : L’état initial [1)sym(0)) = %(|100,+> + 1]|100, —)) permet de rendre la
distribution symétrique. La probabilité sur chaque site du réseau est obtenue en sommant
le module au carré des amplitudes de probabilité correspondant aux deux états de spin du
méme site. Seulement les probabilités aux positions pairs de la chaine sont tracées puisque
les positions impairs ont une probabilité 0.

variable t) :

2 2 2 — 2 — 2
|Cioril® = lcigri” + Cigri—|” = 6 iy + Coin |2+l i + ¢ |
— 2 — 2
= lcig—i— + Clpmi— I FlCi—ie T Ciritl

= |cip—i|?

On a alors bien une distribution symétrique représentée Figure 1.4-b. Qualitativement les
Figures 1.3 et 1.4 se ressemblent mais elles ne sont pas exactement les mémes a priori.

On observe lors de I'évolution de la marche quantique une forme tres différente des
marches classiques aléatoires. Les marches classiques aléatoires présentent une distribution
gaussienne dont I’écart-type varie en racine du temps (voir courbe jaune Figure 1.5-a). Ici, les
marches quantiques (quelles soient & temps continu ou discret) sont formées de deux fronts
d’ondes qui explorent ’espace de maniere balistique. Pour étre plus précis, ’écart-type de
la distribution de probabilité des marches quantiques augmente de maniére linéaire dans le
temps (voir courbe bleu Figure 1.5-a). L’écart-type o de la distribution de probabilité de la
fonction d’onde du marcheur quantique est défini comme :

N—-1 N—-1 2
o(t)= | Y. 72P(,t)— | Y jP(,t)| avec P(j,t) = | {j,+w(t) > +| (4, —|v () [*
j=0 j=0

On peut également vérifier que ’écart-type est linéaire dans le temps pour tous les dés

200
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Fig. 1.4 Distribution de la probabilité du marcheur quantique obtenue apres simulation
numérique au bout de 100 pas de temps en partant de I’état initial %(HOO—H + |100, —)).
(a) : En utilisant un dé de Hadamard on obtient une distribution asymétrique. (b) : En
utilisant le dé 'Y, défini équation (1.1.2).

ayant la forme d’une matrice de rotation :

C(6,0,0,0) = <cos€ —sm9> .

sinf cosf

On trace alors la pente de ’écart-type i.e. la vitesse d’étalement en fonction de I'angle de
mélange 6 (voir Figure 1.5-b). Pour l'angle # = 0, le dé ne mélange pas les composantes
du spin. Chaque spin va dans la direction donnée par 'opérateur de translation. Ainsi le
marcheur a la vitesse maximum normalisée a 1 (car le pas du réseau et le pas de temps
sont égaux a 1). Dans le cas opposé, lorsque § = 7/2, les composantes du spin sous l’action
du dé s’échangent constamment et la marche ne s’étale pas, elle reste bloquée entre ig — 1
et ig + 1 avec ig 'indice du site initial, la vitesse est donc nulle. L’angle de mélange du dé
permet alors de controler de maniere précise la vitesse du marcheur. La Figure 1.5-b montre
la correspondance univoque entre langle de mélange 0 pris entre 0 et 7/2 et la vitesse
d’étalement. De ce point de vue, le parameétre 6 joue un role similaire au parametre de saut
dans les hamiltoniens de liaisons fortes. La courbe semble proche de la droite d’équation
1 —20/7. On expliquera dans la section suivante comment on peut obtenir cette droite dans
une certaine approximation.

1.1.3 Transformée de Fourier de la marche quantique et quasi-énergies

Dans cette section, on s’intéresse aux résultats analytiques que l'on peut obtenir de la
marche quantique.

En définissant, la marche quantique avec des conditions aux bords périodiques, on a alors
une invariance par translation du systeme. On peut donc, par une transformée de Fourier
de la base des positions, diagonaliser entierement 1'opérateur de translation 7' (puisqu’il est
déja diagonal dans 'espace du spin (équation (1.3)).

Le cas de la chaine infinie présente également une invariance par translation, et une méme
opération est possible. C’est en revanche plus compliqué pour une chaine de taille finie NV aux

200
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Fig. 1.5 (a) : Tracé de I'écart-type de marche quantique (en bleu) et de la marche classique
aléatoire (en jaune) par rapport au temps. Pour la marche classique, I’écart-type a été calculé
sur 10000 tirages de marcheurs classiques. Pour la marche quantique, on a utilisé la matrice de
rotation & un angle = 7 /4 comme dé et un état initial symétrique %(H—, 100) + i|—, 100))
au milieu d’une chaine de taille 201. La vitesse d’étalement est ~ 0.45. (b) : Tracé de
la vitesse d’étalement d’un marcheur quantique en fonction de I’angle de mélange 0 de la
matrice de rotation entre 0 et w/2. La vitesse d’étalement est obtenue par régression linéaire
de Iécart-type sur 100 pas de temps. Le marcheur quantique est initialement dans I'état
75(|+,100) + i|—, 100)).

conditions aux bords ouverts. Il existe, cependant, une astuce qui consiste a créer une chaine
de taille 2N +2 avec des conditions aux bords périodiques. En s’intéressant exclusivement aux
solutions analytiques antisymétriques par rapport au site N (et au site 2N + 1, conséquence
des conditions aux bords périodiques) de cette nouvelle chaine, on a alors les solutions de
la chaine de taille N aux conditions aux bords ouverts (en se restreignant a la portion de
chaine comprise entre les sites 0 et N — 1).

On restreint, ici, notre analyse au cas d’une chaine de taille finie aux conditions aux bords
périodiques. Pour une analyse sur une taille infinie on peut se référer a la revue [54].

On parle de quasi-moments (et non de moments) car il est impossible de différencier
deux moments séparés de 2mn/a ou n est un entier et a = 1 le pas du réseau (conséquence
du théoreme de Bloch). L’étude des moments dans un intervalle de longueur 27 est donc
suffisante. Cette particularité est due a l'effet du réseau qui joue, en quelque sorte, un role
stroboscopique.

On définit les quasi-moments comme la transormée de Fourier des positions

2im

1 N-1 ;
k) = o= S e TR ) avec k € [0,N — 1]
§=0

ou [a,b] désignent I’ensemble des entiers compris entre a et b inclus. La transformée de
Fourier inverse redonne :

=z

-1

Z emTkj |k) .

k=0

7)) =

Sl
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Ainsi, 'opérateur de translation 1" dans la nouvelle base s’écrit :
217rk
k) (k| 0
T Z < | 2171'k )
e N |k) (k|

T est maintenant diagonal dans 'espace de Hilbert total du marcheur Hyiq. L'opérateur de
marche quantique U devient alors :

N—-1 a0 —2imk . . —2irk
~ f)ePe N —sin(f)ewe N

U= k) (k] @i [0 e 5 o L4

I;)| ) (sin(@)e_‘wezl\!k cos(9)e_‘5e2Nk 14

On doit donc diagonaliser une matrice 2 X 2 indexée par les quasi-moments k. Les deux
valeurs propres de cette matrice sont :

C 2rk
AF = e?eT% avec ay = cos™! <cos(0) cos ( - 6)) (L5)
Les deux vecteurs propres associés sont :

’@i> 1 [ cosfsin (Z”k B) =+ sin oy,

AT E ik _:
N, isinfe ™~ 7

avec (V. ,;t) = sin?f + (cosfsin (27”“ 6) F sinay,)?, la normalisation du vecteur propre.
L’opérateur de marche quantique apres n pas de temps s’écrit (relativement) simplement :

0 = 3 Wy gkl ()i (o] + () [ic) (o) (L6)

k=0

Il est maintenant suffisant d’exprimer ’état initial sur la base des vecteurs propres d’appli-
quer 1’équation (I.6) puis de revenir dans la base des positions et du spin pour déterminer
I’évolution du marcheur quantique.

Les valeurs propres de la marche quantique sont situées sur le cercle unité 1 du plan
complexe, ce sont des exponentielles imaginaires et sont donc de module 1 (voir équation
(I.5)). Cette particularité est due a 'unitarité de 'opérateur de marche quantique. On peut

. Hogot
définir un Hamiltonien effectif Hqg tel que U = e 3 (ici 6t = 1 et on mettra dans la suite
h =1). Les valeurs propres de cet hamiltonien sont alors les phases de ces exponentielles que

I’'on appellera des quasi-énergies :

e (k) = +£cos! (cos(@) cos (% — ﬁ)) (L.7)

Le “quasi” du quasi-énergie est a prendre au méme sens que celui intervenant dans le
quasi-moment. La discrétisation de la dynamique en temps a un effet stroboscopique sur les
fréquences propres du systéme, on ne peut différencier deux fréquences séparées de 27n /ot
avec n un entier et ot le pas de temps, c’est I’équivalent de la conséquence du théoréme de
Bloch dans le domaine temporel i.e. le théoreme de Floquet. Les quasi-énergies sont définies
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modulo 27 (tout comme les quasi-moments), on peut donc se restreindre a 'intervalle [—m, 7|,
on parle de zone de Floquet.

Ici, puisque la matrice de I’équation (I.4) est une matrice unitaire 2 x 2 elle peut étre
réécrite simplement avec les matrices de Pauli :

T
— sin 6 sin (27rk w)
Oy

. ‘ 2rk
U(k) =¢e'¥ COS&COS(;—B)Hg—i sin 0 cos %—w | ooy
cos f sin % - B Oz
(0 1 (0 —i (1 0
avecoz = | o=y 4] ==, _;
T
et |--- désigne le vecteur transposé de

En mettant ¢ = 0, U(k) est une matrice SU(2). Grace & la structure simple des matrices
de Pauli on peut facilement trouver la forme exponentielle des matrices SU(2) (leur algebre
de Lie) :

e 7199 — cos |a|ly — isin |a|i.6’

|

Dans notre cas cela nous permet de trouver facilement ’hamiltonien effectif

T
G in ( 27k _
sm@sm( i w) oy

!
Heg = —pls + ’ | sin 0 cos % —w oy
sin |« ok o
cosfsin (3~ — 3 z
K cos f sin 2]7{,’“ I53 —isin e ()
sSin oy i sin fel (R —) — cos f sin ( ﬁ)

2
avec oy, = cos ! (cosﬁcos (Xf — B)) .

On remarque tout d’abord que les quasi-énergies sont indépendantes du parametre w.
Par ailleurs, les deux autres parametres ¢ et 8 ont pour seul effet de translater le spectre.
On le déplace verticalement (dans la direction des quasi-énergies) avec ¢ et horizontalement
(dans le sens des quasi-moments) avec (.

On peut donc sans pertes de généralité se restreindre, pour le dé, a la matrice de ro-
tation C'(6,0,0,0) pour ’étude du spectre. Grace au travail précédent, on trace la relation
de dispersion de la marche quantique i.e. les quasi-énergies en fonction des quasi-moments
(voir Figure 1.6). On notera tout d’abord que ces relations de dispersion sont définies sur un
tore car la zone de Brillouin et la zone de Floquet sont périodiques. La Figure 1.6 montre
les relations de dispersion pour différentes valeurs de 6. On observe bien deux bandes corres-
pondant aux deux valeurs propres possibles pour chaque quasi-moment, dans ce cas précis,
et (k) = +cos™! (COS(H) cos 2]7{7]“ ) En regardant 1’évolution de la relation de dispersion en

fonction de l’angle 6, on peut se limiter au cas entre 0 < 6§ < /2. D’abord, car # apparait
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seulement dans un cosinus, on peut limiter alors 'analyse a l'intervalle [0, 7] et puis en chan-
geant 6§ — 7 — 6, on remarque que ay(f) — ag(m —0) = ax(0) + 7.

6=0 O=r/4
3F T T T T T 3 3FT T T T
(b)

-2 2F (a) E .2 2F b
20 20
% 1 g 1k ]
\QI> 0- \QI) 0-
3 | 3 | -
S S
S 3
S 4 S _2/_\

-3 N N N N N J -3k L L L L L

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
Quasi—moment Quasi—moment
0=m/3 O=m/2
(c) (d)

.& 2F C ,g 2F
g 1k 1 g 1F
\QI) 0- \QI) 0.
O 2 1 O

-3k N N N N N = -3k N N N N N

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
Quasi—moment Quasi—moment

Fig. 1.6 Tracé des relations de dispersion de la marche quantique i.e. des quasi-énergies
en fonction des quasi-moments pour différentes valeurs 6 du dé de rotation C(6,0,0,0). On
translate I'intervalle de définition du quasi-moment entre —m et w contrairement a I'analyse
de Fourier qui avait été conduite entre 0 et 2w. (a) : 6 = 0. La relation de dispersion est
linéaire, il n’y pas de gaps. (b) : 0 = ©/4. (¢) : 0 = 7/3. (d) : § = w/2. On a des bandes
plates séparées de w en quasi-énergie.

Lorsque 6 = 0, Figure 1.6-a, les deux bandes sont des droites de pente +1 qui s’intersectent
a la quasi-énergie 0, tandis qu’a § = 7/2, Figure 1.6-d, les deux bandes sont de quasi-énergies
constantes +7/2 sur toute la zone de Brillouin. La pente de la relation de dispersion nous
indique la vitesse de groupe d’un paquet d’onde gaussien préparé autour d’un certain quasi-

+ _ Nde=(k) v
g = o dk - C’est alors une fagon de retrouver le

résultat de la Figure 1.5-b sur les vitesses d’étalement dans une approche semi-classique. A
6 = 0, on a une pente 1 correspondant a un marcheur allant a la vitesse maximum vers
la droite (+1) ou vers la gauche (—1). A = 7/2, la vitesse est nulle, le paquet d’onde ne
bouge pas. Pour les cas intermédiaires, on trouve différentes valeurs de vitesse en fonction de
I’endroit ot ’on a centré le paquet d’onde dans la zone de Brillouin. Par exemple, la vitesse

moment dans la zone de Brillouin : v
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maximale est atteinte aux quasi-moments +7/2 et vaut =+ cos 6.

Un marcheur initialement localisé sur un site de la chaine est délocalisé dans ’espace des
impulsions. Sa densité d’état locale est répartie de maniere homogene sur tout le spectre. On
peut alors calculer sa vitesse d’étalement en intégrant la valeur absolue de la vitesse de groupe
sur toute la zone de Brillouin. L’approximation consiste a considérer que le marcheur possede
un poids symétrique sur les deux bandes du spectre pour toutes les valeurs du quasi-moment

k:
vg(k) 1 (™ N (|de*(k) de™ (k)
e(0) = dk = / — dk
v ( ) /spectre 2N 2N -7 27 ( dk + dk
1 [7|deT (k) 1 71 .
= ;/0 1k ’dk = (cos (—cosf) — cos cos@)
™

ou l'on a mis 8 = ¢ = 0 pour retrouver le résultat de la Figure 1.5-b.

Lorsque 0 # 0, le systeme contient des “gaps” i.e. des plages de fréquence qui ne cor-
respondent & aucune quasi-énergies. Ces gaps sont d’autant plus grands que 6 est grand et
deviennent maximals & 6 = /2, le gap est alors de 7.

Contrairement a I’équation de Schrodinger qui donne une relation de dispersion pa-
rabolique, la marche quantique donne une relation de dispersion de type relativiste £ =
++/p? + m?2 ot 'on a mis ¢ = 1, comme un électron dans le graphéne préparé autour d’un
des points de contact inter-bandes. C’est une autre raison de 'intérét de ces marches, elle
discrétise (dans le temps et l'espace) de maniere fidele 1'équation de Dirac [8,28,56,57]. La
présence des deux bandes simule la chiralité de la particule. Si ’on pousse ’analogie avec le
graphene et les particules relativistes plus loin 'ouverture du saut en énergie lorsque 6 est
non nul est équivalent & une masse non nulle de la particule. A 6 = 0, la masse étant nulle,
on a bien une particule se déplagant a une vitesse maximale +1 correspondant a un photon.
Ag=rn /2, on a une masse infinie. En développant, 'opérateur de marche quantique dans la
base de Fourier (équation (I.4)) pour une faible impulsion dk autour des points de contact
et un faible angle 60 < 1, on trouve alors un hamiltonien effectif de la forme :

ok  —idd
Hen = <+150 —5k>

ayant pour énergies propres £¥(6k) = ++v/6k2 + 662. Ici, on a utilisé le fait que les quasi-
énergies propres du systéme étaient petites devant la zone de Floquet i.e. 27/t > ¢ pour
pouvoir écrire U ~ s — iHegdt. Ainsi, pour un faible angle de mélange 6, la limite continue
de la marche quantique, c’est a dire une faible impulsion i.e. un pas du réseau petit devant
la longueur d’onde du marcheur et un pas de temps faible i.e. une zone de Floquet grande
devant les quasi-énergies considérées, redonne bien 1’équation de Dirac.

Lorque l'angle 8 ~ 1, 'approximation faite pour trouver I’hamiltonien effectif n’est plus
valable. Pour la marche quantique sur une chaine, on a obtenu équation (I.8), ’hamiltonien

effectif explicitement. Soit on développe cet hamiltonien autour des extrema de bandes ou
bien on développe directement la relation de dispersion (équation (I.7)). Dans tous les cas,
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cela donne des quasi-énergies de la forme e*(0k) ~ +(0+ Q‘Eﬁ 7)- On retrouve alors la formule

classique de I’énergie lorsque la masse est grande devant I’impulsion, la relation de dispersion

parabolique E ~ +(m+ %) a la différence qu’ici lorsque 6 ~ 1 la masse de 1’énergie cinétique
classique tan # (que I'on appellera la masse effective) est différente de la masse de la relation
d’Einstein 0 (E = mc?).

Dans ’analyse précédente, on a utilisé la matrice de rotation comme dé. Dans les sections
suivantes, on utilisera plutot le dé C(0,7/2,7/2, —m/2), défini explicitement équation (I.11)
qui a 'avantage de retrouver la porte de Hadamard & 6 = 7 /4. Si 'on reprend la formule des
quasi-énergies (équation (I1.7)), cela revient seulement a translater le spectre de 7/2 dans la
direction des quasi-énergies et de —7/2 dans la direction des quasi-moments. La relation de
dispersion utilisant le dé de Hadamard est tracée Figure 1.7.

Hadamard

3FT T T -
Q
o~ 2F -
20
QL 1f .
§
| 0
o~
=
S -} ]
-3k 1 1 h a 1 1 1]
-3 -2 -1 0 1 2 3

Quasi—moment

Fig. 1.7 Tracé de la relation de dispersion de la marche quantique utilisant un dé de Ha-
damard. Elle est similaire par une translation de 7w/2 en quasi-énergie et de —m /2 en quasi-
moment a la relation de dispersion du dé de rotation a 6 = w /4.

1.2 Marches quantiques sur un réseau carré

La section précédente a permis d’introduire la marche quantique sur un graphe simple,
celui de la chaine, une structure unidimensionnelle. On peut chercher a généraliser la marche
quantique pour des réseaux de plus hautes dimensions. Dans ce manuscrit, nous nous inté-
resserons seulement a des graphes bidimensionnels (2D). L’extension naturelle de la chaine
au cas d’un réseau 2D est le réseau carré. L’espace de Hilbert correspondant est le produit
tensoriel de deux espaces de Hilbert d’une chaine Hcarre = Hehaine @ Hehaine. Les différentes
positions accessibles sont les couples (la, mb) o a et b sont respectivement le pas du réseau
dans la premiére direction, que l'on appelle 2 par convention, et la direction y (la direc-
tion orthogonale & z). a et b seront pris égaux a 1 dans la suite. [ et m sont des entiers.
La question des conditions aux bords se pose également pour les simulations numériques.
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Sauf mention contraire, les simulations seront effectuées avec des conditions périodiques aux
bords. Tout comme il est commode de représenter la chaine périodisée sur un cercle, son
équivalent bidimensionnel habite sur un tore (topologiquement le produit de deux cercles).
Le graphe sur lequel se déplace le marcheur étant fixé, il reste a déterminer quel espace
de spin prendre et quel protocole utiliser. Il existe beaucoup de facons de généraliser la
marche quantique & deux dimensions (tout comme il existe d’autres protocoles de marches
quantiques sur la chaine unidimensionnelle que nous n’avons pas présentés [19,58]). Ici, le but
n’est pas de faire une revue exhaustive de toutes ces marches. Nous allons d’abord présenter
la plus connue d’entre elles : “the split-step quantum walk” [59,60]. Nous I’appellerons, dans le
manuscrit, la “marche quantique a deux états internes” car malgré les 4 directions possibles
du marcheur sur le réseau carré elle n’'utilise qu’un espace de spin bidimensionnel. Nous
présenterons ensuite d’autres marches utilisant un espace de spin de dimension 4.

1.2.1 Marche quantique a deux états internes

Tout d’abord, comme son nom l'indique, la marche quantique a deux états internes (ou 2
niveaux de spin) a ’avantage d’utiliser un espace de Hilbert pour le spin & deux dimensions
comme dans le cas d’une chaine. On pourra donc reprendre le méme dé C(6, p,w, ) (voir
équation (I.1)). Cependant ce que l'on gagne au niveau de la simplicité de I'espace de spin
on le perd dans le protocole. L’opérateur de marche quantique est maintenant composé de 4
opérations unitaires :

U =T,.D,Ty.D,

ou Dg = leare @ Cs(0s, ps,ws, Bs) sont deux dés utilisés dans le protocole que 'on pourra
prendre ou non égaux. T}, (resp. T}) désigne 'opérateur de translation suivant la direction x

(resp. y) :

Ty => [l+1,m)(,m|®[+) (+]+ |l = 1,m) {,m|®|-) (—|

l,m

B L+ 1,m) (I, m| 0
_Z< 0 Il —1,m) <l,m|>

Ilym

T, = Z|l,m+ D{,m| @ +) (+]+|l,m— 1) {{,m|®|—) (-]

l,m

B |l,m + 1) (I, m| 0
_Z< 0 |l,m—1><l,m|>

lym

L’opération de marche quantique consiste donc d’abord a mélanger une premiere fois la
variable interne du marcheur grace au dé D, puis a se déplacer suivant la direction = du
réseau suivant la valeur de spin (pour l'instant tout est similaire au cas de la chaine). Ensuite
on mélange une seconde fois le spin obtenu via le dé D, et cette fois on translate le marcheur
suivant la direction y du réseau (toujours en fonction de la valeur du spin).

Une illustration de cette marche est donnée Figure 1.8 et la premiere étape d’un marcheur
initialement localisé sur un site dans I’état interne |+) est représentée Figure 1.9. On remarque
d’abord que si le marcheur est initialement localisé sur un site de coordonnée (z, o) alors
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a chaque pas de temps il n’habitera que sur les sites (x,y) tels que = + y ait la méme parité
que zg + yo- Le marcheur se déplace donc sur les diagonales du réseau carré. Il y a alors
deux réseaux sous-jacents qui ne se voient pas (Annexe A.1). Ces deux sous-réseaux sont
également des réseaux carrés mais tournés de 45° par rapport au réseau initial et dont les
arétes ont été dilatées de /2.

Fig. 1.8 Représentation d’une portion du réseau sur laquelle le marcheur évolue avec ses
états internes. Les liens diagonaux en pointillés représentent I'action des dés. Les liens fléchés
verts (resp. rouges) I'opérateur de translation suivant x (resp. y), T (resp. T,). Les ellipses
sont les sites ou se trouvent a l'intérieur les deux états internes “+” et “-”.

Comme dans le cas de la chalne, on peut simuler numériquement 1’évolution du marcheur
pour des temps plus grands. Il existe un large choix de dés possibles, par exemple, dans
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Fig. 1.9 Ilustration du protocole de la marche a deux états internes pour un état initial
localisé sur le site du milieu dans I’état de spin |+) (Figure (a)). Les Figures (b) a (e)
illustrent ’action successive des différents opérateurs composants la marche pour un pas de
temps. Les liens non utilisés par 'opérateur sont mis en transparent. Le dé utilisé pour Cy
et Cy est la porte de Hadamard. Un état interne colorié en rouge signifie que I'amplitude
de probabilité est égale & 1, en orange a 1//2, en vert a 1/2, en bleu & —1/2 et en noir est
nulle.

[24,26,10], les dés utilisés sont :

(1.10)

C(tm/4+ ,0,—7/2,0) = (COS (£7/4+ ) isin(j:w/4+a)> |

isin (£7/4+a) cos(xm/4+ )

L’un est utilisé pour la direction x et I’autre pour la direction y. Ces deux dés permettent
de reproduire alors I’équation de Dirac 2D discrétisée en temps et en espace ou le parameétre
« joue le role de la masse.

Dans ce travail, nous allons étudier un autre type de dé :

sin —cosf (L.11)

C(0,7/2,7/2, =7 /2) = Hy(6) = <C089 sin 0 ).

A 6 = 7/4, on retrouve la porte de Hadamard Hy(m/4) = Ho. De plus, nous allons également
asymeétriser les deux directions. Suivant la direction x le dé utilisé sera toujours la porte de
Hadamard tandis que dans la direction y nous ferons varier 'angle 6. L’opérateur de marche
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Fig. 1.10 Evolution d’un marcheur quantique sur réseau carré a deux niveaux de spin initia-
lement dans I'état symétrique \%(lSO, 50, +) +1(50, 50, —)) pour différentes valeurs de I’angle
de mélange 0 du dé Cy = H»(0) (équation (I.11)). Le dé C,, est la porte de Hadamard. L’évo-
lution est simulée jusqu’au pas de temps t = 40. (a) : 6 = 0. (b) : 0 = 7/6. (c) : 6 = w/4.
(d) : 0 =m/3.

quantique total s’écrit alors :

U LZ <09|l+1,m+1> +spll—1,m+1) coll+1,m+1)—sy|l — 1,m+1)> Led.m|
\/Ql,m soll+1,m—1) —copll—1,m—1) spll+1,m—1)+cpll —1,m—1)
(I1.12)
ol cyg = cosf et sy = sinb.

Dans le cas extréme ou # = 0 alors le dé D, ne mélange pas. L’état “+” (resp. “-”)
qui est translaté vers la droite (resp. gauche) par application de T se retrouve également
translaté vers le haut (resp. bas), les deux directions sont totalement corrélées. Le marcheur
se retrouve alors & faire une marche quantique unidimensionnelle localisée sur la diagonale
du réseau carré (voir Figure 1.10-a). Lorsque 1'on augmente 6, le marcheur s’écarte alors de
la diagonale, la direction droite (resp. gauche) se couple de plus en plus & la direction basse
(resp. haute) (voir Figure 1.10-b). A = 7 /4, on est dans la situation symétrique entre les
deux directions (voir Figure I.10-c), aucune des deux diagonales du réseau n’est préférées.
Pour 6 > 7 /4, le marcheur se localise préférentiellement sur I'antidiagonale du réseau, (voir
Figure 1.10-d) puisque a 6 = /2, la direction droite (resp. gauche) est totalement corrélée a
la direction basse (resp. haute) (non représentée ici).

L’étude analytique qui suit est largement reprise de l’article [52] et adaptée au cas du dé
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Fig. .11 Relation de dispersion de la marche quantique sur réseau carré pour le spin a
deux niveaux et pour différentes valeurs de I’angle de mélange 6 du dé Cy = H»(0) (équation
(I.11)). Le dé C, est la porte de Hadamard. (a) : § = 0. (b) : 0 = w/6. (c) : 0 = w/4. (d) :
0 = 7/3. Les lignes rouges tracées sur les relations de dispersion sont les iso-quasi-énergies.

H(0) (Varticle utilise la matrice de rotation d’angle /4).

L’opération de marche quantique étant invariante par translation (car on est en condition
aux bords périodiques), on peut également obtenir les quasi-énergies du systéme grace a une
analyse en transformée de Fourier. L’opérateur étant diagonal dans la base de Fourier, on

a une matrice 2 X 2 indexée par les quasi-moments k, et k, a diagonaliser avec |k;) =
1 N_1 _2imkgw N_1 _2imkyy

SN e 1) et k) = S SN e Jy).

2imk 2inky 2irky 2imk 2imky 2itky
(0, ko, ki) = 1 [e" 7~ (cosfe™ N +sinfe N ) e N (cosfe” N —sinfe N )
xyvy) — T = 2imky irkgy irky 2imky imky itky
T V2 \ e w (sinGe_2Nk — cosfe N ) e N (sinee_zl\f + cos N )
(I.13)
On déduit alors I’expression des quasi-énergies :
1 1 cosf +sinf . cos0—sin9>
e (0, ks, ky) = tcos (cosk cosky,————— —sink,sink,———
(0, ke, ky) z Y /2 z Y /2

ou I'on a absorbé dans la définition de k, et k, le facteur de 27 /N pour plus de concision.
On trace, Figure 1.11, les relations de dispersion pour différentes valeurs de 6. Quand
T et (m/4,ky, ky) = £ cos™! (cos ky cosky), on a alors 4 points de contact, 2 & la quasi-

0
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énergie ¢ = 0 en Koo = (0,0) et K;; = (—7,—7) et 2 & la quasi-énergie ¢ = —m en
Ko = (m,0) et Ko = (0,—m) (voir Figure I.11-c). Ces points de contact ont des relations
de dispersion linéaires, on les appelle points de Dirac.

L’opérateur de marche quantique s’écrit :

U(r/4, ke, ky) = (

ey cosk, —ie Pvsink,
—ielhy gin k, ek cos k,,

En développant autour des points de contact K¢, ¢, (0ke, ¢, =k —Kg ¢, < 1et {12 =0,1),
on obtient :

~ 1 —1idk —idk,
U(m/4,0ke 6) = (1= 26)(1 = 2&) ( ok, 14 iaky> +0(0ke, )

= (1 — 251)(1 — 252) (]Ig — i(SkyUZ — dezO'm) + O((Sk&l,&)

Ainsi,
Heg(m/4, 6k, ¢,) = £|&1 — &o|m + Okyo, + 0kpor + 0(0ke, ¢,) (I.14)

Par conséquent,

5:‘:(’”/4a 6k£1,€2) - I’fl - fg’ﬁ + \/(5k$)2 + (5ky)2 + O((Sk&,fz)

On a bien une relation de dispersion linéaire avec un hamiltonien effectif similaire a celui
de I’équation de Dirac 2D de masse nulle.

A 6 # 7 /4, ces 4 points de contact ne se touchent plus (Figure I.11-b,d). Analytiquement,
si 0 = 7m/4 + a, cela se traduit par I'ajout d’un terme en aoy, au premier ordre en a pour
I’hamiltonien effectif développé autour des points de contact. Cela correspond a 1’ajout d’une
masse qui ouvre un gap autour des points de Dirac. On retrouve alors un hamiltonien de
Dirac 2D massif.

Pour le cas extréme 8 = 0, la relation de dispersion est invariante suivant la direction
k_ = k’”gky (voir Figure I.11-a). En effet, le marcheur quantique reste sur la méme diagonale
que son état initial durant toute I’évolution donc la valeur de sa position réduite z_ = x —y
ne change pas au cours du temps. De plus, 'opérateur est invariant par translation donc
il ne dépend pas de z_. Ainsi il peut étre réécrit comme le produit tensoriel de l'identité
suivant la direction x_ et d’un marcheur quantique sur une chaine suivant la direction du
centre de masse x4 = mgﬁ Le raisonnement est le méme pour lautre cas extréme 0 = 7 /2
en inversant le role de x4 et de x_.

On trace en rouge sur la Figure I.11 les iso-quasi-énergies des relations de dispersion. A
0 = m/4, les iso-quasi-énergies sont des cercles qui se déforment contintiment en des carrés
jusqu’aux quasi-énergies +m/2. On retrouve cette propriété également dans les systémes ha-
miltoniens de liaisons fortes, par exemple le réseau carré a 'iso-énergie 0 (singularité de van
Hove). Lorsque 0 # 7/4, proche des extrema de bandes, les cercles se déforment en ellipses.
En milieu de bande, les iso-quasi-énergies deviennent des lignes ouvertes oscillantes. C’est un
effet qui existe également dans les systémes hamiltoniens lorsque 'on se met a asymétriser
le parametre de saut entre la direction x et y. On a alors deux types d’iso-énergies, celles
fermées les ellipses aux extrema de bande et celles ouvertes, ces lignes oscillantes en milieu
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de bande. Aux cas extrémes 6 = 0, /2, toutes les lignes d’iso-quasi-énergies sont des lignes
droites puisque la relation de dispersion est invariante dans une direction. Cette étude sur les
iso-énergies sera utile pour le chapitre suivant lorsque ’on étudiera les systemes sous champ
magnétique.

Ces relations de dispersion possedent deux symétries. Une symétrie de translation tel que
(e,ky) < (m+e,m+ ky). C'est la symétrie de sous-réseau, elle est expliquée plus en détail
en Annexe A.1. Une symétrie miroir € +> —e que l'on appelle symétrie chirale, détaillée en
Annexe A.2.1.

1.2.2 Marches quantiques a quatre états internes

N’utiliser qu’un spin & deux niveaux pour le réseau carré est une astuce qui permet de
garder un espace interne relativement simple. Cependant, son protocole, plus compliqué, n’est
pas vraiment une généralisation évidente du marcheur sur la chaine. Le fait que dans le réseau
carré chaque site posséde quatre voisins suggere plutdt d’utiliser un spin & 4 niveaux [54,01].

a) Base tensorialisée

De la méme maniere que le réseau carré se construit par produit tensoriel de deux chaines
(du point de vue de l'espace de Hilbert sur lequel vit une particule quantique), on peut
construire l’espace de Hilbert de la variable interne pour le réseau carré comme étant le
produit tensoriel de deux espaces de Hilbert de spin de la chaine, Hgpinap = Hspin2D ®
Hspinzp Ol le premier espace de Hilbert est noté |R) @ |L) et le second espace de Hilbert
|U) @ |D). |R) et |U) font référence a I'état “+” et |L) et |D) a létat “-”. Les états |R)
et |L) correspondent a une chaine dirigée dans la direction = avec I’état |R) (resp. |L)) qui
translate le marcheur sur la droite (right en anglais) (resp. gauche (left en anglais)). De la
méme maniere, les états |U) et |D) correspondent a une chaine dirigée dans la direction
y avec l'état |U) (resp. |D)) qui translate le marcheur vers le haut (up en anglais) (resp.
bas (down en anglais)). L’espace de Hilbert total pour la variable interne s’écrit Hgpinap =
(IR D |LY)(U)D|D)) = |RU) D |RD) P |LU) @ |LD). Le protocole de marche quantique
le plus évident serait alors de tensorialiser les opérateurs de marche quantique des deux
chaines 'une suivant z, 'autre suivant y :

Ucarré = Uchaine x ® Uchaine y
= (Tchaine x-Dchaine x) ® (Tchaine y-Dchaine y)
= (Tchaine x ® Tchaine y) -(Dchaine x ® Dchaine y)

= Tcarré .D carré

On choisira comme dans le cas de la marche quantique a deux états internes d’asymétriser
la direction y par rapport & x via le dé, en choisissant Dchaine x = Ichaine x @ Ha(m/4) et
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Dchaine y = Ichaine y ® Hy (0) On a alors :

cosf sinf cos 6 sin 6
1 [sinf —cosf sinf —cosf
Dearre = learre © V2 |cosf sin —cosf —sinf (L.15)
sinf —cosf —sinf cosd
1+ 1,m+1)(l,m| 0 0 0
B 0 I+ 1,m —1)(l,m)| 0 0
Tearrs = ; 0 0 L= 1,m+1) {1, m| 0
’ 0 0 |l —1,m —1)(l,m|
(1.16)
avec comme convention pour la représentation matricielle :
1 0 0 0
0 1 0 0
roy = |0 | . 1mDy= | | 1oy = || 1zo) = | (1.17)
0 0 0 1

et Learre = D21 |1, m) (I, m| désigne l'identité dans I'espace de Hilbert du réseau carré (i.e.
sans les degrés de liberté internes).

L’espace sur lequel évolue le marcheur est représenté Figure 1.12 et les deux premiers pas
de temps sont illustrés Figure 1.13. Le code couleur sur ces deux Figures a son importance. Il
permet de préciser la position de ’état interne dans la représentation matricielle. La couleur
rouge désigne le premier vecteur, ici, |RU), la couleur verte le second vecteur, ici, |RD), la
couleur orange le troisiéme vecteur, ici, |LU) et enfin, le bleu, le quatriéme vecteur, ici, |LD).

Tout comme pour la marche a deux états internes, cette marche se déplace suivant les
diagonales du réseau carré. Le réseau carré initial est donc divisé en deux réseaux carrés
sous-jacents qui ne se voient pas, tournés de 45° et dilatés de /2 par rapport au réseau
initial.

On peut souligner le fait que, d’un point de vue mathématique, I'opérateur faisant évo-
luer ce marcheur quantique sur un réseau carré 2D est le méme que celui faisant évoluer
deux marcheurs quantiques sans interaction sur une chaine 1D ou la position du premier
marcheur serait la position x et celle du second marcheur la position y. Les états internes
|+) et |—) seraient respectivement |R) et |L) pour le premier marcheur et |U) et |D) pour
le second marcheur. Il n’est donc pas surprenant alors de constater que ’évolution de ce
systéme redonne le produit de deux marches quantiques sur une chaine 1D 'une se faisant
dans la direction z et Pautre dans la direction y (voir Figure 1.14), Pangle 6 permettant
d’asymétriser la vitesse de propagation entre les deux directions. Pour § < 7/4, la propa-
gation se fait plus rapidement dans la direction y que dans la direction x (voir Figure 1.14-a).

On trace également la relation de dispersion de cette marche pour 8 = 7 /6, 7/4, 7 /3 (voir
Figure 1.15). Ici, on a 4 bandes a cause des 4 états internes sur chaque site. Sachant que cette
marche est le produit de deux marches 1D, les valeurs propres et vecteurs propres peuvent
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Fig. .12 Représentation d’une portion du réseau sur laquelle le marcheur évolue avec ses
quatre états internes provenant de la base tensorialisée. Les cercles représentent les sites du
réseau carré ou se trouvent a l'intérieur les quatre états internes |RU), |RD), |LU) et |LD).
Les liens en pointillés noirs représentent 1’action du dé qui couple tous les états internes
d’un méme site. Les liens fléchés représentent I'action de I'opérateur de translation, en rouge

projeté suivant I’état |RU), en vert suivant |RD), en orange suivant |LU) et en bleu suivant
|LD).

étre déduits simplement de ’étude faite a la Section 1.1.3 :

Ucarré |1/}> = e_iE |1/}>
Uchaine X ‘¢m> ® Uchaine y ’¢y> = e_iaChaine x ’¢I> ® e_iEChaine Y ‘w?J)
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Fig. 1.13 lustration du protocole de la marche quantique utilisant la base tensorialisée
{|RU),|RD),|LU),|LD)} pour un état initial localisé sur le site du milieu dans I'état de
spin |RU) (Figure (a)). Les Figures (b) a (e) illustrent I’action successive du dé puis de la
translation composant la marche sur deux pas de temps. Les liens non utilisés par ’opérateur
sont mis en transparent. Le dé utilisé est celui de I’équation (1.15). Un état interne colorié
en rouge signifie que 'amplitude de probabilité est égale a 1, en orange a 1/2, en vert a 1/4,
en bleu a —1/4 et en noir est nulle.
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Fig. 1.14 Evolution d’un marcheur quantique sur réseau carré utilisant la base tensoria-
lisée, initialement dans 1'état symétrique \%(\50, 50, RU) + 1|50, 50, RD) + 1|50, 50, LU) —
150,50, LD)) pour un angle de mélange (a) : 6 = 7 /6 et (b) : 0 = w/4 du dé défini équation
(I.15). L’évolution est simulée jusqu’au pas de temps t = 40.

Les quasi-énergies sont les sommes des deux bandes des deux systemes 1D (équation (1.7)) :

EEE(0,ky, ky) = e (ko) 0 = m/4, 0 = 7/2,—B = —7/2) + €aine y (ky, 0,0 = 7/2, -3 =

chaine x

sin k.

V2

E**(0,ky, ky) = 7+ cos™? < > + cos™*(cos O sin k)

La relation de dispersion a 6 = m/4 est tracée Figure 1.15-c,d, les bandes de quasi-
énergies ont des minima et des maxima aux quasi-énergies +7/2. Il n’y a pas de gap donc
toutes les fréquences sont autorisées, cependant, les différentes bandes ne se touchent pas
en ces extrema car ils ne sont pas atteints aux mémes endroits de la relation de dispersion
(i.e. aux mémes valeurs de quasi-moment (k;, k,)). Comme on a pu le voir dans la section
1.1.3, lorsque 6 = /4, autour de ces minima la relation de dispersion est parabolique avec
comme masse effective tan7/4 = 1 dans la direction k, et k,. De la méme maniere que dans
la marche quantique a deux niveaux, les iso-quasi-énergies sont des cercles qui se déforment
continiiment en des carrés aux quasi-énergies 0 et +7. Les iso-quasi-énergies 0 et £m sont
également des lignes de contact droites inter-bandes.

Lorsque 6 # m/4, si 'on se concentre sur I’évolution des minima et maxima autour de
la quasi-énergie 7/2, les minima de la bande inférieure varient comme 37/4 — 6 et ceux
de la bande supérieure comme 7/4 4+ 6. Pour 6 > 7/4, les minima de la bande supérieure
montent et les maxima de la bande inférieure s’abaissent (voir Figure 1.15-e), on a alors un
gap qui s’ouvre. Au contraire, pour 6 < 7 /4, les minima descendent et les maxima montent
(voir Figure I.15-a), les deux bandes se recouvrent alors en quasi-énergies sans pour autant
s’intersecter. On a une évolution similaire autour de la quasi-énergie —m /2. La relation de
dispersion reste parabolique autour des extrema mais la masse effective dans la direction k,
devient tanf. Les iso-énergies se déforment donc et ressemblent maintenant & des ellipses
proches du minimum de la bande. Proche des quasi-énergies 0 et +m, les iso-quasi-énergies

100

—7/2)



30 CHAPITRE 1. QU’EST-CE QU'UNE MARCHE QUANTIQUE 7

2 K
X &
= )
S S
] »
§ A
=
< 8
= 8
s g0
g S
P $
g :
&
8
g0
)
3
L )
g 20
S 2
(e ‘\I:
g
=
S

ks

Fig. 1.15 Relation de dispersion sur réseau carré utilisant la base tensorialisée, pour un
angle de mélange (a),(b) : 0 = /6, (¢),(d) : 6 =7 /4 et (e),(f) : 6 = 7/3. Les Figures (a), (c)
et (e) sont les relations de dispersion vue de face et les Figures (b), (d) et (f) vue de haut
ou l'on a tracé en rouge certaines lignes d’iso-quasi-énergies.
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sont également des lignes ouvertes oscillantes.

Ces relations de dispersion possédent également les deux mémes symétries, la symétrie
de sous-réseau et la symétrie chirale, que la marche quantique a deux états internes. Leur
analyse est détaillée en Annexe A.1 et A.2.2.

b) Base naturelle

Les deux marches quantiques étudiées précédemment ont la particularité de se déplacer
sur les diagonales du réseau carré et non sur ses arétes. Puisque 1’on peut contréler via ’opé-
rateur de translation le déplacement du marcheur, on peut s’interroger sur l'effet qu’aurait
ce changement sur 1’évolution temporelle et la relation de dispersion de la marche.

Pour cela, on garde la méme représentation matricielle du dé que dans I’équation (I.15)
mais la base de spin est maintenant renommeée (|U),|R),|D),|L)) puisque I'opérateur de
translation se comporte comme ceci :

[1,m +1) (I, m] 0 0 0
B 0 L+ 1,m) (I,m] 0 0
Tnaturelle - % 0 0 |l’ m — 1> (l,m| 0

ayant pour représentation matricielle :

Uy = , |D) = , |L) =

co RO
o~ OO
— oo o

La composante du marcheur sur I’état |U) est donc translatée vers le haut, |R) vers la
droite, | D) vers le bas et |L) vers la gauche.

Le protocole de marche quantique est de la méme simplicité que celui de la base tenso-
rialisée. On y applique d’abord le dé puis 'opérateur de translation :

Unaturelle - naturelle-D (0)

On représente le réseau de ce marcheur Figure 1.16. Si 'on tourne de 45° dans le sens
horaire et que 'on dilate de /2 le réseau de cette marche, on réobtient alors I'un des deux
réseaux sous-jacent de la base tensorialisée (représentée Figure 1.12) a la différence que les
couleurs bleue et orange sont inversées donc la position des deux derniers vecteurs dans la
représentation matricielle est inversée. Cela vient du fait que la base (|U),|R),|D),|L)) est
orientée dans le sens horaire, ce qui n’est pas le cas de la base tensorialisée. En tournant
notre réseau pour essayer de le faire correspondre a la marche précédente, on transforme
I'opérateur de translation que I’on renomme nggj?eeue et on peut renommer les vecteurs de la
base de spin (puisque ce ne sont que des noms) comme |U) — |RU) car il est translaté dans
la direction diagonale haut droite, |R) — |RD) car il est translaté dans la direction diagonale
bas droite, |D) — |LD) car il est translaté dans la direction diagonale bas gauche, |L) — |LU)
car il est translaté dans la direction diagonale haut gauche. Cependant, maintenant |LD) est
en troisiéme position dans notre représentation matricielle et |[LU) est en derniére position.
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Fig. .16 Représentation d’une portion du réseau sur laquelle le marcheur évolue avec ses
4 états internes provenant de la base naturelle. Les cercles représentent les sites du réseau
carré ou se trouvent a l'intérieur les quatre états internes |U), |R), |D) et |L). Les liens en
pointillés représentent ’action du dé qui couple tous les états internes d’'un méme site. Les
liens fléchés représentent ’action de I'opérateur de translation, en rouge projeté suivant I’état
|U), en vert suivant |R), en orange suivant |D) et en bleu suivant |L).
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Le dé utilisé est toujours celui de ’équation (I.15). Pour faire correspondre au mieux les
deux marches on intervertit la position du troisiéme et quatrieme vecteur afin de retrouver
la représentation matricielle de la base tensorialisée (équation (I.17)). Cela se fait grace a
lopérateur :

1 0 0 O
01 0 0
P = Hcarré ® 000 1
0010

en 'appliquant sur 'opérateur de marche quantique :

P.Utourné .P_l — P'Ttourné P—lpD(G)P—l

naturelle naturelle

= Tcarré'D,(Q)

L’opérateur de translation correspond alors parfaitement a celui de la base tensorialisée
(équation (I.16)) mais 'opérateur dé est alors changé (les deux derniéres lignes et colonnes
ont été interverties) :

cosf sinf sin 0 cos b
1 |sinf@ —cosf —cosf sind
/ _ -1 __ ) -
D0) = P.DO)F = Leares ® V2 | sinf —cosf cosf® —sind (I.18)
cosf@ sinf —sinf@ —cosl

Par souci de comparaison avec la base tensorialisée, les prochaines figures seront tra-
cées sur le réseau tourné et dilaté, on utilisera donc 'opérateur d’évolution U., .(0) =
Tears- D' (0).

On représente Figure .17 son évolution temporelle et sa relation de dispersion Figure 1.18
a = m/4. Dans le cas de cette marche quantique, on ne regardera que le cas 6 = /4 par souci
de concision mais également, parce que l'angle 0 # 7 /4 avait été introduit pour asymétriser
les deux directions du réseau et que dans ce cas précis, il ne remplit plus cette fonction.

Ce que l'on peut constater c’est que ce petit changement au niveau du dé induit une
évolution et une distribution completement différentes. Son évolution temporelle Figure 1.17
semble étre confinée sur ’axe x, ne pouvant que, faiblement, se déplacer dans la direction y.

La relation de dispersion s’en trouve également complétement modifiée et beaucoup plus
complexe. L’expression exacte des 4 bandes de quasi-énergies est :

1
j’aune,bleu = —sin! (2 (cos kysink, £ \/1 — cos 2k, + cos? k, sin? k:y)>

B erterouge = T + sin~! (; (cos kg sin k, F \/1 — cos 2k, + cos? k, sin? ky)> (1.19)
ou les couleurs font références aux bandes tracées Figure 1.18. Une étude beaucoup plus
poussée que celle qui sera effectuée dans ce manuscrit est nécessaire pour comprendre 1’en-
tiereté de cette relation de dispersion. Ici, on peut se concentrer au niveau des points de
contact entre la bande verte et bleue (a la quasi-énergie m/2) et entre la bande jaune et
rouge (& la quasi-énergie -7r/2). Suivant la direction k, (Figure 1.18-a), ces points de contact
ont une relation de dispersion parabolique, tandis que suivant la direction k,, la relation de
dispersion est linéaire i.e. a la Dirac. On voit donc que cette nouvelle marche présente un
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Fig. .17 Evolution d’un marcheur quantique sur réseau carré gouvernée par lopérateur
de marche quantique U, .(7/4) = Teame.D'(w/4), initialement dans D'état symétrique
\/L§(|50, 50, RU)Y+1]50,50, RD)+1|50, 50, LU)—|50, 50, LD)). L’évolution est simulée jusqu’au

pas de temps t = 40.
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Fig. .18 Relation de dispersion pour le dé D'(rw/4) défini équation (1.18). (a) : vue suivant
l'axe ky. (b) : vue suivant 'axe k,. On voit que les points de Dirac sont linéaires suivant k,

et quadratiques suivant k, (semi-Dirac).
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comportement hybride entre la marche quantique utilisant un spin a deux niveaux (points
de contact & la Dirac) et la marche quantique utilisant la base tensorialisée et le dé D(6)
(points de contact parabolique). On appelle ces points de contact semi-Dirac [(2].

1.3 Conclusion

Les marches quantiques ont été introduites initialement pour discrétiser en temps et en
espace ’équation de Dirac (“Feynman checkerboard” [6]). En implémentant directement la
matrice d’adjacence du graphe dans 'opérateur d’évolution, une vitesse maximale apparait
naturellement car le marcheur ne peut visiter que les sites voisins au pas de temps suivant.
L’exploration du graphe par le marcheur se fait de maniére balistique mais ’angle de mélange
0 du dé permet de controler sa vitesse d’expansion en simulant I'effet d’'une masse pour la
particule. Afin de garantir 'unitarité de 'opérateur d’évolution, il est nécessaire d’introduire
une variable interne permettant de faire la distinction sur les différentes provenances possibles
du marcheur. La discrétisation en temps implique I'apparition de quasi-énergies définies
modulo 27. Ici, la notion d’état fondamental n’est alors plus bien définie.

Sur les dernieres décennies, le développement de nouvelles techniques expérimentales
ouvre la perspective de simuler directement des systémes quantiques sur réseau. Plusieurs
réalisations expérimentales de ces marches quantiques sont actuellement produites en labora-
toire en utilisant différentes méthodes. Pour l'instant la plupart de ces expériences concernent
des marches quantiques 1D soit avec des ions [63-65] ou des atomes froids [66-08] piégés
dans des réseaux optiques ou directement avec de la lumiére et des tables optiques [(69-73],
mais encore en utilisant un réseau de semi-conducteurs [74] et méme un condensat de Bose-
Einstein afin de produire une marche dans ’espace des moments [75]. A deux dimensions,
une généralisation a été produite avec de la lumiere [76].

La grande diversité de dés et de protocoles que 1’on peut utiliser avec les marches quan-
tiques offre la possibilité de créer des systemes avec un large spectre de propriétés. Dans ce
chapitre, on a vu qu’en modifiant soit le protocole soit le dé des marches quantiques bidi-
mensionnelles, on pouvait obtenir des relations de dispersion trés différentes avec chacune
ses propres spécificités.
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Il — Effet d’'un champ magnétique
transverse a un réseau 2D

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement des marches quantiques 2D précé-
demment introduites lorsque ’on leur applique un champ magnétique uniforme, constant et
transverse a leur réseau. Pour cela, on obtiendra des équivalents de résultats connus pour
les hamiltoniens de liaisons fortes, adaptés au cas des marches quantiques. On s’intéressera
principalement au papillon de Hofstadter, une figure fractale (voir Figure I1.3) obtenue
par D.R. Hofstadter [51] en 1976 ou les énergies d’un hamiltonien de liaisons fortes sur réseau
carré sont tracées en fonction du flux du champ magnétique qui le traverse. Par la suite, le
papillon de Hofstadter a été étendu a d’autres réseaux et pavages, par exemple, le réseau
triangulaire en 1979 par Claro et Wannier [77], le pavage nid d’abeille (graphéne) par Ram-
mal [78] en 1985 ou encore le pavage T3 par Vidal, Mosseri et Dougot en 1998 [79] (dans
lequel on reviendra plus en détail dans le chapitre suivant).

Dans la premiere partie de ce chapitre, on rappelle certains résultats connus pour les
hamiltoniens de liaisons fortes sous champ magnétique dans le cas du réseau carré et du nid
d’abeille. On part d’une analyse dans le continu pour trouver les niveaux de Landau i.e. les
énergies du systeme sous champ magnétique et on montre la facon dont sont modifiées les
amplitudes de transition lors de I’ajout d’un tel champ. Ensuite, on introduit la substitution
de Peierls permettant de prendre en compte un champ magnétique transverse a un réseau. Un
effort particulier est apporté pour comprendre les différentes approximations menant a cette
substitution. Une fois I’hamiltonien de liaisons fortes sous champ obtenu, on discute la fagon
d’obtenir le papillon de Hofstadter. On montre que la partie a bas flux permet de réobtenir
les niveaux de Landau ainsi que les orbites cyclotrons lorsque 1'on y fait évoluer un paquet
d’onde gaussien. Enfin, on étudie le systeme avec des bords qui ménent a l'apparition de
nouveaux états localisés sur ces extrémités et ayant un lien avec les invariants topologiques.

La seconde section est consacrée a 1I’étude des trois marches quantiques étudiées pré-
cédemment en présence d’un champ magnétique. On obtient I’analogue des papillons pour
marches quantiques. On discute des niveaux de Landau, de la limite semi-classique. On
montre que la question des conditions aux bords ouverts et la périodicité des quasi-énergies
menent a ’existence d’un nouvel invariant topologique.

37
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II.L1 Champ magnétique dans les hamiltoniens de liaisons fortes

L’analyse qui suit est tirée en grande partie de [20]. On pourra s’y référer pour plus de
détail.

Tout d’abord, il est nécessaire de comprendre comment le champ magnétique est introduit
dans ’hamiltonien de liaisons fortes. On peut d’ores et déja donner le résultat et on expliquera
par la suite comment ’obtenir. Ici, on se concentre sur I’hamiltonien de réseau carré qui s’écrit
sans champ magnétique :

Ho= =t [+ 1,m) {l,m] + [l = 1,m) (Lm| + |1, m + 1) (m] + [1,m — 1) (1, m] ]
lym
ou t est le parametre de saut et le pas du réseau est égal a 1. Grace a l'invariance par
translation, on peut appliquer le théoréme de Bloch. L’hamiltonien est donc diagonal dans
I’espace des quasi-moments :

Hy= -2t Z (cos kg + cos ky) ke, ky) (kz, Eyl -
kz,ky

On en déduit la relation de dispersion E(kg, ky) = —2t(cos k, + cos k) avec k, et k, appar-
tenant a la premiere zone de Brillouin [, 7].

En ajoutant un champ magnétique transverse (suivant z) au plan (z,y) du réseau bidi-
mensionnel, on modifie I’hamiltonien. Le parameétre de saut reliant le site ¢ au site voisin j,
_ gl [7 A@).d5
réseau et soumise au champ magnétique, Ale potentiel vecteur associé au champ magnétique
transverse et l'intégrale est prise le long de I'aréte connectant le site ¢ au site j. Cette substi-
tution est valable pour n’importe quel hamiltonien de liaisons fortes, c’est la substitution

ti; =t est remplacé par t;_,; ou q est la charge de la particule vivant sur le

de Peierls [31]. Ainsi, le nouvel hamiltonien sur réseau carré sous champ s’écrit :
/l+1 ! Ao a
ig Ag(x,m,0)dz —i4 +(x,m,0)dz
H=—td) [eth 4 Lm) @oml+ e = 1m) (4l
Ilym

m+1 m
g [ Ay(ly,0)dy g [ A0y
+ er/m Y Lm+ 1) (ml+ e | Jmo1 |l,m—1><l,m|}.

(IL1)

I.L1.1 Equation dans le continu

Pour comprendre ce terme de Peierls, revenons dans le continu. La phase prise par la
particule provient de l'intégration du potentiel vecteur sur le chemin suivi. On rappelle
d’abord le résultat dans le cas classique. On mettra dans ce qui suit, la célérité de la lumiere
égale a 1, ¢ = 1.

a) Niveaux de Landau

+ qﬁ.ff, on peut vérifier grace aux équations d’Euler-

En partant du Lagrangien £ = my”

2
Lagrange (% (%) = %) que l'on retrouve bien les équations du mouvement classique d’une
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particule chargée ¢ dans un champ magnétique uniforme :

o B=V x ff, ¥ est la vitesse de la particule.

Le mouvement décrit est alors une orbite cyclotron de rayon de giration r. = % et de
. _ qB
pulsation w, = -

On peut d’ailleurs, par une transformation de Legendre H = p.v' — £, en déduire I'hamil-

A
tonien associé : H = %.

Traitons maintenant le probleme dans le cadre de la mécanique quantique. La particule
est donc un vecteur dans un espace de Hilbert, ou la position et la vitesse deviennent des
opérateurs. Le champ magnétique étant constant dans le temps on doit alors résoudre 1’équa-
tion de Schrodinger stationnaire H |[¢) = F |¢) ) est la fonction d’onde de la particule
et F son énergie.

Pour cela, on se place dans le cas particulier d’une particule confinée dans le plan (z,y) et
soumise (selon la direction z) a un champ magnétique transverse, constant (dans le temps) et
uniforme (dans P’espace). On fait alors un choix de jauge, ici, on prendra la jauge de Landau

0 0 0
A=|Bz|.On peut vérifier que | 0 | = V x | Bz
0 B 0

L’équation de Schrodinger s’écrit :

E|y) = H|v)
(92 (py—qB2)’
—@m+y2m )W>

Ici on met * sur g, Py et & pour insister sur leur nature d’opérateur. La jauge de Landau
brise I'invariance par translation selon la direction z mais la conserve suivant la direction y.
On a alors [H,p,] = 0 ou [+, ] désigne le commutateur entre deux opérateurs. Ainsi, [¢)) qui
est un vecteur propre de H est également un vecteur propre de p,. La partie dépendante de y
dans [1) se factorise comme une onde plane suivant y, ¥(z,y) = e ¢ (z) i.e. [¢) = |k, )®|d)
et I'on peut remplacer 'opérateur p, dans I’équation par sa valeur propre hk,. On se ramene
alors a une famille de probleémes effectifs unidimensionnels indexés par &,

p2  (hk, — qB2)*
E@=G;+(%ﬁa”)@

iz 2
=2+ -mw(T—=
avec w, = % la pulsation cyclotron présentée dans le cas classique et xyp = Z%. On

reconnait 1’équation d’un oscillateur harmonique 1D centré en xg dont les énergies sont
FE, = hw, (n—k%), n > 0.
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Les énergies sont indépendantes de k,. Si I'on est sur un échantillon de taille infinie les
niveaux de Landau sont infiniment dégénérés puisque k, prend des valeurs continues. Si I’on
est sur un échantillon de taille finie et que I’on impose des conditions aux bords périodiques
suivant y et ouverts suivant x, la particule est confinée dans une région d’aire A = L,L,

dans le plan (z,y) et k, prend les valeurs discretes k, = QLLyj, j € Z. De plus, on sait que :

gBL,L, ¢BA BA
- i A
21h h q)()

ou &y = h/q est appelé le quantum de flux. Chaque niveau est donc dégénéré Ny fois.
On a montré, dans le cas d’une particule non-relativiste i.e. avec une relation de disper-

%, que les énergies du systéme sont maintenant quantifiées, ce

sont les niveaux de Landau. Les énergies de ces niveaux croissent de maniere linéaire avec

le champ B ainsi que leur dégénérescence.

0<zp<Ly=0<j<

sion libre s’écrivant £ =

b) Niveaux de Landau relativistes

Pour le cas des particules relativistes, la relation de dispersion libre est modifiée £ =
VP2 +m2 ou E? = p? + m2. Pour trouver un hamiltonien reproduisant cette équation de
dispersion, Dirac suppose [$2] alors que ’hamiltonien mis au carré s’écrit comme :

Hl%irac libre — ﬁi + ﬁg + mZH
ou I désigne I'identité sur I'espace de Hilbert correspondant. Ici, on traite le cas d’une par-
ticule se déplacant dans le plan (z,y) donc il n’y a pas d’impulsion suivant p,. Il cherche
alors la racine carrée de cet opérateur en supposant que ’on puisse écrire I’hamiltonien au
premier ordre en p':
HDirac libre = Aﬁx + Bﬁy + Cml

Les opérateurs p, et p, commutant, il tombe sur la condition que A.B = -B.A, A.C = -C.A
et B.C' = —C.B. Les 3 coeflicients doivent alors anti-commuter, il en déduit que ce sont
nécessairement des matrices. Ces 3 matrices vérifient également la relation A2 = B? =
C? =1, elles forment ce que I'on appelle I'algébre de Lie du groupe SU(2). On les note

A =0y, B=o0yet C =0, cesont les matrices de Pauli. Elles possédent une représentation
matricielle simple 2 x 2 :

{01 {0 —i (1 0
=\ \1 0% i 0)% o —1

On note de maniere compacte :

. . [Dpe - op
Hbirac libre = P.0 + M0 avec p = et 0 =
Dy Oy
ou l'on oublie la notation * qui permet de préciser que ce sont des opérateurs.
De maniere similaire & ce qui a été fait précédemment, le champ magnétique modifie
I'impulsion de la particule via son potentiel vecteur :

—,

HDiraC = <ﬁ_ qA)O_: + mo,
= Dy.0y + (py — ¢Bx)oy + mo, (jauge de Landau)
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Le premier a avoir obtenu ces niveaux de Landau relativistes (dans le graphéne) est
McClure en 1956 [83]. L’astuce consiste & mettre au carré I’hamiltonien pour trouver une
forme plus simple. Cependant, les opérateurs x et p, ne commutent pas faisant apparaitre
alors un terme proportionnel a o, :

/H2Dirac = (p?n + (py - qu‘)2 + m2)H2 - qhBUz

Comme dans le cas des niveaux de Landau non relativistes, on peut factoriser par ’onde
plane suivant y puisqu’il y a invariance par translation dans la direction y :

2 1 hwc
7-[12Dilrac(k‘ly) =2m <<pgC =+ 7mwc(l' - $0)2 + m) Iy — Uz)

2m 2 2 2
H hwe
— om g—m+%mwc(aﬁ—xo)2+%— s ) 0
0 573”1 + %mwc(x —z0)% + 5+ h‘é’c

On a alors deux oscillateurs harmoniques quantiques donnant, respectivement, comme éner-
gies :

Eo=mouFEy=—m

Ef = +\2mhwn+m?2 ,n>1

Une différence notable avec I’équation de Schrédinger est que le premier niveau est indépen-
dant du champ magnétique, et les niveaux suivants sont en racine du champ.

En reprenant I'analyse des dégénérescences faite pour ’équation de Schrédinger, on re-
trouve que chaque niveau est dégénéré Ny = %ﬁ fois si I'on est sur un échantillon d’aire
A.

Il reste encore a déterminer si le premier niveau est d’énergie +m ou —m. Avec cette
analyse il n’est pas possible de trancher. Il faut reprendre toute cette analyse en terme

s g o s o . = - i \/E(Hx-f—iﬂ )
d’opérateur de création ou d’annihilation. On pose II = p'— g4, a = W
V(I —illy)

NI ot al et a sont les opérateurs de création et d’annihilation i.e. a|n) = v/n|n — 1)
et af [n) = v/n +1|n+ 1). L’hamiltonien de Dirac se rééerit :

[2¢B [+ T al
HDirac = qT 2B 7 (IIQ)
a — 2qu

On peut vérifier que le premier niveau de Landau est Ey = +m et a pour vecteur propre

{ E? 1 = 2mhwen + m?

E137¢:72mhwc(n+1)+m2 ,TLEN:>{

et af =

<|(())>> Si on avait eu pour Hpiae la matrice transposée de I'équation (I1.2), I’énergie du

L s 0
premier niveau de Landau aurait été Ey = —m avec pour vecteur propre <| O>)

c) Couplage magnétique dans ’intégrale de chemin

Dans les deux sections précédentes, on a pu voir comment le couplage minimal, en modi-
fiant le terme cinétique, permettait de prendre en compte I'effet d’'un champ magnétique dans
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des systemes continus. On a ensuite pu déterminer les vecteurs propres et valeurs propres
associés. La partie cinétique de 'hamiltonien de liaisons fortes étant contenue dans les ampli-
tudes de saut entre voisins, il est utile de comprendre comment ces derniers sont modifiés par
le champ magnétique. On se place dans le formalisme de I'intégrale de chemin [2] en reprenant
largumentaire developpé dans la section 4-2 de [34]. La probabilité pour qu’une particule en
7, a l'instant ¢, se trouve en 7, a l'instant ¢;, est donnée, dans le formalisme hamiltonien, par
I'élément de matrice entre ces deux états de I'opérateur d’évolution (voir équation (IL.3)).
Dans le formalisme de I'intégrale de chemin de Feynman, cela prend la forme d’une somme
sur les différents chemins possibles pondérés par ’exponentielle de I’action associée & chaque
chemin (voir équation (I1.4)) :

Ko(ty, Py ta, ) = (7] e wHolte=ta) |7 ) (IL.3)
= 3" en S0l = 57 K (th, 7, ta, ) (I.4)
C C

Dans le formalisme de Feynman, K (ty, 7%, tq,7,) est appelé le propagateur quantique, il
représente Pamplitude de probabilité totale d’aller de 7, & tq en 7, a tp et KC(ty, 7, ta, 7a)
est Pamplitude de transition entre 1’état initial (¢,,7,) et I’état final (¢, 7%) suivant le chemin
C. Ici, lindice 0 sur Kg, Hy et Sy fait référence a un probleme a champ magnétique nul
B = 0. Hy peut donc étre I’hamiltonien de Schrodinger libre ou celui de Dirac libre vu
dans les sections précédentes. On peut éventuellement partir d’un hamiltonien plus général
avec un certain potentiel V(7) pourvu que 'on connaisse ’amplitude de transition associée a
chaque chemin de cet hamiltonien car la stratégie ici est d’exprimer K % en fonction de KS.
L’action sans champ s’écrit donc (dans le cas de I’équation de Schrodinger i.e. sans spin, non

relativiste) :
N 2
SolC] = /de:/cdt [Tg ((Z) _V(F)]

On a vu au début de la section II.1.1 a), que I'ajout d’un champ magnétique ajoute un
terme au Lagrangien q%.A. L’action sous champ devient alors :

dF - .
S[C] = SolC] + q/ atSC X = Sylc] + q/ a7 A
c dt c
L’amplitude de transition sous champ le long du chemin C s’exprime alors [35] :
K (th, T, tas Ta) = K (th Ty tas Ta)e' JedrA

La phase prise par 'amplitude de transition est appelée phase magnétique. Le propa-
gateur quantique devient alors :

KB(th Fba las Fa) = Z Kg(tba Fba ta, Fa)ei% fC dr.A
c

Il est important de noter que la phase magnétique dépend du chemin suivi et ne peut
étre factorisée en dehors de la somme. Pour que deux chemins différents C et C' (ayant le
méme point de départ et d’arrivée) aient la méme phase magnétique, il faut que le flux
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encerclé par ces deux chemins soit multiple d’'une quantité appelée le quantum de flux
oy = g ~10715Tm?2

ot Jodr A _ if [ dr A L if farA _ g
et s BaS _

sf = // B.dS = hn/q = nd,
S

ou n est un entier.
Enfin, on peut analyser I’effet d’une transformation de jauge A’ = A+ Vx sur 'amplitude
de transition le long d’un chemin :

— — — — il dqﬁ — — il ) —x (T
K%’ (tbv rbataa Ta) - K%(tba Tbataar(z)elh fc VX = K%(thrb?ta;ra)elh()((rb) X(Ta))

La transformation de jauge implique B =VxA=VxA=B8B. La phase prise entre les
deux jauges ne dépend que du point d’arrivée et du point de départ et est indépendante du
chemin suivi, cela modifie donc le propagateur quantique par une phase globale. La fonction
d’onde est elle-méme modifiée par une simple phase locale ¢/ (7) = w(F‘)ei%X(F), le changement
de jauge ne produit donc pas d’effet mesurable.

d) Phase d’Aharonov-Bohm

Ici, on ne reprend pas le raisonnement historique de la phase d’Aharonov-Bohm [30].
On choisit plutét de retrouver le méme résultat via un argument sur l'intégrale de chemin
dont on a déja discuté dans la section précédente. Ce raisonnement est expliqué dans le cours
de Feynman sur le potentiel vecteur [27] ou plus récemment dans le cours de J. Dalibard [84].

Le principe de 'expérience d’Aharonov-Bohm consiste a montrer qu’une particule peut
subir 'influence d’un champ magnétique méme si cette derniére ne peut jamais étre trouvée
dans la région B # 0. Pour cela, on place un solénoide infini produisant un champ magnétique
a l'intérieur de ce dernier et nul a ’extérieur, au milieu d’un interférometre a deux voies et on
empéche l'acces a la région B # 0 via un potentiel. On place un écran derriere ’expérience
afin d’observer la figure d’interférence (voir Figure II.1).

Dans le formalisme de Feynman, on observe principalement deux types de chemins : ceux
passant a gauche du solénoide et ceux passant a droite et on néglige ceux faisant le tour
du solénoide plusieurs fois. Le flux encerclé par deux chemins du méme type étant nul, le
propagateur quantique s’écrit alors :

. . N L i [ drA . L. id [, dar A
Kp(ty, Ty, ta,Ta) = K§(ty, Ty, ta, Ta)e " fCQ + K (ty, Py ta, Ta)e " fcd

ot K§ et Kg désignent la somme des amplitudes de transition sans champ restreint aux
chemins, respectivement, de gauche et de droite et C, et Cy sont deux chemins quelconques
passant, respectivement, a gauche et a droite du solénoide. La phase relative prise entre les
deux types de chemins est alors :

q / o7 o7 _Q% S 2
- drA— | driA| == ¢ dr.A
ﬁ(cg Ca ) h Je
q
f

h
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B

Ecran

Fig. II.1  Schéma de principe de 'expérience envisagée par Aharonov et Bohm. Figure tirée
de [51].

ou C est un circuit fermé encerclant le solénoide et f le flux magnétique encerclé, qf /h est donc
la phase d’Aharonov-Bohm. La figure d’interférence se trouve alors décalée d’une quantité
proportionnelle au flux du solénoide. Le champ magnétique est pourtant nul dans la région
de Despace ot habite la particule. A linverse le potentiel vecteur ne lest pas. L’expérience
de pensée d’Aharonov et Bohm puis ses réalisations expérimentales [33-01] ont permis de
repenser le role du potentiel vecteur non plus comme une simple astuce mathématique, mais
comme un objet possédant une réalité physique.

11.1.2 Substitution de Peierls
a) Approximation de Peierls

La substitution de Peierls peut faire référence a deux fagons distinctes d’introduire le
champ magnétique sur un réseau : la premiere de ces approches (et qui est celle détaillée
dans le manuscrit) consiste & modifier le parametre de saut dans le modele de liaisons fortes
pour prendre en compte le champ magnétique. La seconde approche est ’obtention d’un
hamiltonien effectif & une seule bande sous champ a partir de la relation de dispersion a
champ nul E, (k) en effectuant la substitution minimale : K — k — gA/h. Le domaine de
validité de cette seconde approche est discuté par Luttinger [92] et les effets inter-bandes
sont pris en compte, perturbativement, par Kohn en 1959 [93].

Pour comprendre 'origine du terme de saut ¢;_,; = ¢ dans I'hamiltonien de liaisons fortes,
on part du probléme de l'effet tunnel dans un double-puits en suivant le calcul de [94]. On
modélise le saut entre deux sites voisins 7 et j par un potentiel quartique de la forme V(x) =
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Fig. I1.2 Représentation du potentiel quartique V (x) (ligne continue) modélisant deux sites
voisins i et j situés respectivement en —a et a. En pointillé le potentiel retourné —V (x) est
représenté.

2 2

2
5 (I o “2) (voir Figure I1.2). Ce potentiel présente deux minima en +a (réprésentant les
mw

sites i et j) séparés par une barriére de potentiel de hauteur V' (0) = TQ% L’amplitude de
probabilité de passer du minimum en —a a ’autre minimum en 4a en un temps 71" est donnée
par le calcul du propagateur K(a,T/2,—a,—T/2). Pour obtenir une bonne approximation
de ce propagateur, on utilise généralement la méthode du point col : on approxime ’action
par le chemin le plus important, le chemin classique qui minimise I'action (on peut aller
a l'ordre supérieur suivant en prenant en compte les fluctuations quantiques gaussiennes
facilement calculables). Le probléme, ici, est qu’il n’existe pas de chemin classique pour aller
de —a a +a. La particule peut seulement aller d’'un minimum & l'autre par effet tunnel,
un phénomeéne purement quantique. L’astuce est de retourner le potentiel en —V (z) grace
a l'absorption du facteur imaginaire i devant 'action dans la définition du temps 7 = iT
(rotation de Wick). L’action en temps imaginaire est notée S = —iS. Le chemin classique
dans le potentiel retourné pour aller de —a & +a est appelé un instanton et son action vaut
Sinst = [T%dz/2mV () (on retrouve 'approximation WKB). Tl est également possible de
faire plusieurs aller-retours entre les deux minima. En prenant en compte ces différentes
contributions classiques (on parle de gaz d’instantons dilués) on trouve que le propagateur
s’écrit (& quelques facteurs numériques d’ordre 1 pres) :

Sinst _ Sinst
e h

K(a,7/2,—a,—7/2) ~ sinh | 7w (IL.5)

Afin de relier le parametre de saut ¢;_,; a ’équation (IL.5), on calcule 'amplitude de
transition d’un modele a deux sites ou 'on met 1’énergie fondamentale a 0 et le couplage
entre les deux sites est donné par ¢;_,;. L’amplitude de transition entre les deux sites sont
les oscillations de Rabi standards donnant un sinus hyperbolique pour un temps imaginaire
T=iT:

2Tt i 27t
K(a,7/2,—a,—7/2) = sin( h_)]) = smh( Th_”) (I1.6)
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En comparant les expressions des équations (IL1.5) et (II.6), on trouve :

Sinst Sinst

h

ti%j ~ hw e

En ajoutant maintenant un champ magnétique, ’action de 'instanton devient :
N 5 = o
Sinst — SB, = Sinee — ig / A
(2

ou l'intégrale entre le site i et j se fait sur le chemin en ligne droite i.e le chemin classique
de l'instanton. Le terme de saut est alors modifié aux deux endroits ou 'action apparait.
D’abord par une simple phase due a l'action dans I’exponentielle mais aussi en amplitude et
en phase due a ’action sous la racine. Ce second terme provient des fluctuations quantiques
gaussiennes autour des chemins classiques. L’approximation de Peierls consiste a le négliger
et a ne prendre en compte que la modification de la phase :

substitution de Peierls : tfi,

[~ ti_)jei% [7 A

Il est important de remarquer que 'on a considéré dans le calcul du propagateur seule-
ment les chemins classiques en ligne droite (et leurs aller-retours) ainsi que les fluctuations
gaussiennes autour de ces derniers. On a donc négligé les chemins quantiques plus exotiques
car l’action n’étant pas minimisée, les phases des amplitudes de transition pour ces chemins
varient rapidement et se compensent donc. L’ajout d’'un champ magnétique et de leur phase
magnétique ne change pas 'argument, on peut toujours les négliger. Pour les chemins proches
de la ligne droite, on néglige les variations de la phase magnétique par rapport a celle du
chemin en ligne droite, cela revient a considérer que le flux encerclé par ces chemins et celui
de la ligne droite est faible. Cette approximation est valable pour un champ magnétique
faible avec un pas du réseau petit i.e. Ba? < h/q et des variations spatiales lentes du champ
magnétique.

En fait, on peut interpréter I’approximation de Peierls comme une expérience d’Aharonov-
Bohm sur chaque plaquette du systéeme. On remplace alors le champ magnétique homogene
par un réseau de tubes de flux qui concentrent tout le flux magnétique au centre de chaque
plaquette (en conservant le méme flux par plaquette) de sorte que les tubes de flux soient
inatteignables pour la particule ne se déplacant que sur les arétes du réseau (ou proche de
ces arétes : fluctuations gaussiennes). De cette maniere, elle se déplace dans une région de
I’espace ou le champ magnétique est nul et ne ressent que les effets de ce champ via une
phase.

Par ailleurs, il faut garder en téte que le calcul du propagateur dans le double-puits
est effectué sur un modele unidimensionnel alors que le réseau carré est bidimensionnel.
Néanmoins, I'approximation de Peierls ne devrait pas changer puisqu’elle consiste justement
a ne prendre en compte que la ligne droite dans le calcul de la phase magnétique. Cela devrait
affecter, par contre, le préfacteur concernant les fluctuations gaussiennes.

En plus des approximations déja discutées, la substitution de Peierls néglige la sensibi-
lité du réseau au champ magnétique. Le modele de liaisons fortes est censé représenter des
cristaux ou les arétes du réseau correspondent aux liaisons chimiques entres atomes. Les
orbitales atomiques se déforment alors sous l'effet d’'un champ magnétique extérieur ce qui
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impacte I’amplitude de saut mais aussi sa phase qui différe alors du simple terme de Peierls ;
I'ajout du champ modifie également leur énergie [95].

b) Substitution dans ’hamiltonien de liaisons fortes sur réseau carré

En utilisant la substitution de Peierls sur le modele de liaisons fortes on retrouve alors
Iéquation (II.1). La derniére étape consiste a faire un choix de jauge; on prendra la jauge
de Landau dirigée seulement dans la direction y ce qui enleve le terme de Peierls dans la
direction x :

H= =ty [|1+1,m) (@ ml+ = 1,m) (Lml|+e 5 |1 m 4 1) (L ml+e 5 | m = 1) (1 mi] |.

lym

En principe, si ’on remet le pas du réseau a, la phase devrait étre %Bla2 = 27r%l / / B.d2S =
) S

ondi ¢ Adl ot S est la surface d'une cellule (ou plaquette) et S son contour. Remettre
oS
I’expression sous cette forme permet de faire apparaitre la phase d’Aharonov-Bohm prise

autour de chaque plaquette ou le flux magnétique par plaquette. On retrouve également
le quantum de flux ¢ = %, une constante naturelle du probléeme. On réécrit la phase
d’Aharonov-Bohm comme 27l® ou ® est le flux magnétique par plaquette dans les unités
du quantum de flux.

H=-t) [|z + 1,m) (I, m|+[l = 1,m) (I, m|+e2™® || m + 1) (I, m|+e 2™ |1,m — 1) <z,m|}
lym

(I1.7)
® apparait seulement dans une phase e , on peut donc décrire toute la physique pour
® € [0,1]. En remettant les unités si 'on prend un pas de réseau de l'ordre de quelques
angstroms, ce qui est a peu pres la distance inter-atomique dans les solides, on trouve pour
® ~ 1, un champ magnétique équivalent B ~ 10* T. Il est, expérimentalement, impossible
d’atteindre ces valeurs de champ magnétique et dans tous les cas pour ces ordres de gran-
deurs, le matériau aura été détruit bien avant. Pour contourner cette difficulté, on peut soit
utiliser ce que 'on appelle des champs magnétiques artificiels pour les atomes froids dans
un réseau optique soit créer des matériaux avec des distances inter-atomiques plus élevées.
La premiere méthode utilise une technique appelée réseaux secoués, en modulant en temps
un potentiel on imprime une phase aux atomes [96-98]. Pour la seconde méthode, il y a
plusieurs moyens, par exemple en décalant en angle deux feuilles de graphéne, on obtient un
super réseau triangulaire appelé moiré. A faible champ, on peut alors négliger la structure
fine des réseaux sous-jacents et ne considérer que le super réseau triangulaire. Malgré un
champ magnétique faible, la nouvelle taille du parametre de la maille triangulaire permet
d’atteindre des flux de I'ordre 1 en unité du quantum de flux et donc de reproduire le papillon
du réseau triangulaire [99]. Il existe également d’autres méthodes pour augmenter le pas du
réseau [100,101].

2irdl
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11.1.3 Papillon de Hofstadter

a) Equation de Harper

Reprenons 'hamiltonien du réseau carré dans la jauge de Landau (équation (I1.7)), on
se place pour le calcul qui suit dans le cas d’un réseau infini et on traitera les conditions
aux bords dans la section suivante. A cause du potentiel vecteur qui brise I'invariance par
translation, le théoréme de Bloch ne s’applique plus pour un flux magnétique quelconque.
Considérons un vecteur propre |¥) d’énergie E, H |¥) = E|V). En appliquant une relation
de fermeture et utilisant I’orthonormalité des vecteurs désignant les sites on trouve :

EW =HY [I'm){l',m/|®)=H> |[I'.m') Uy
m Um’

==t (I+1m) + 1= 1,m) + @™ Lm 1) 4 e 2 |1m — 1) )Ty,
I,m

Puis en contractant par (I',m’| on obtient :

<l/, m'| E |\IJ> = E\Ill/,m’
Eq}l’,m’ = —t (\I/l’—l,m’ + \I/l’—O—l,m’ + eQiﬂ-ll@\I/l/’m/_l + ei2iﬂ-l/q)\i[/l/,m/+1) (118)

On réécrit ¥, ,, = eikymalvky ou a, sont les fonctions de Bloch qui ne dépendent pas de m
grace a l'invariance par translation suivant y (Théoreme de Bloch). k, € [—, 7] appartient
a la premiere zone de Brillouin. L’équation (II.8) devient :

Ekyal’,ky = —t (alf_ka +ary1k, + 2 cos (27T(I)l/ — ky) al/Jﬁy) (I1.9)

L’équation (I1.9) est connue sous le nom d’Equation de Harper [102]. Elle raméne le
probléme 2D a un probléme effectif unidimensionnel indexé par k.

Pour des flux irrationnels, ce modele devient trés compliqué a traiter (analytiquement et
numériquement). On a un modele de liaisons fortes 1D avec un potentiel incommensurable.
On peut montrer que l'on est a une transition de phase isolant-métal d’un modele plus
général appelé le modele d’Aubry-André [103] ayant pour équation :

By = (cos(2n@l)yy — i1 — i1

oul'on a mis ky = —7 et t = 1 par simplicité. L’équation d’Aubry-André redonne 1'équation
de Harper pour ¢ = 2. Dans le cas plus général d’un réseau carré anisotrope (i.e. amplitudes
de saut suivant x et y différentes, t, # t,) '’équation de Harper correspondante est obtenue
en mettant ¢ = 2t,/t,.

Le modele d’Aubry-André est également son propre dual, on retrouve la méme équation
dans ’espace réciproque :

E'¢y = ¢ cos(2n®k)py, — b1 — pp—y ot ¥y = Y _ X B = QCE, (= 21 (IL.10)
k

Lorsque ® est irrationnel et que ¢ < 2, les fonctions d’ondes propres de ’équation sont
délocalisées dans l’espace direct des v et localisées dans l’espace réciproque des ¢, on
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est dans une phase métallique. D’apres I’équation (I1.10), on retrouve alors exactement les
mémes fonctions d’ondes propres pour un parametre 4/¢ mais cette fois localisées dans
l'espace direct et délocalisées dans 1'espace réciproque, on est dans la phase isolante. A (=2
(cas de I’équation de Harper), on est a la transition, les fonctions d’ondes sont critiques avec
une décroissance algébrique.

Dans la suite du manuscrit on s’intéressera seulement aux flux rationnels ® = 2 ou p
et ¢ sont premiers entre eux. L’équation de Harper (équation (I1.9)) devient plus simple a
manipuler car on retrouve une invariance par translation suivant z, I’équation pour I’ = ¢
redevient similaire & celle en I’ = 0. On peut donc utiliser le théoréme de Bloch pour une
maille magnétique de taille ¢ selon la direction z. On définit n =1’ (mod q) et I’équation de
Harper s’écrit dans le cas d’un flux rationnel :

n _ —iky n—1 iky n+1 ZZ n
Ekm,kyak:z,ky =—t (e U, ky +e Wy ke, + 2 cos <27rnq — ky) akz,ky)

En regroupant dans un méme vecteur les fonctions de Bloch de la méme maille magnétique,
I’équation de Harper prend la forme matricielle :

0 , » 0
Al ey Cy ek 0o o0 . 0 etk fap g,
1 — ; 1
ak/'zvky e lkz Cl elkm 0 O 0 akzvky
. O . .
El, i, : = —t
: : T . 0 :
a2 0 0 0 e ke O,y ehe | |an2
kkay ,k n'k,‘ k17ky
n—1 Rz e —1Rz n—1
akx,ky (& 0 0 0 (& Cnfl akx,ky

ou Cj = 2cos (27{7% - ky) )

Pour chaque flux & = g, on est ramené a diagonaliser une matrice de taille ¢ x q. On
a alors g valeurs propres pour une paire de (kz, ky) fixée. En faisant varier (k;,k,) dans la
zone de Brillouin magnétique! (de maniére continue pour un échantillon infini), on obtient
q bandes.

b) Conditions aux bords périodiques

Avant de tracer le papillon, c’est-a-dire les énergies propres du systéme en fonction du flux,

il nous faut résoudre le probléme sur un échantillon de taille finie. En se placant dans la jauge

de Landau, on a toujours cette invariance suivant la direction y. La direction x n’est plus

invariante & cause du terme de Peierls mais les conditions aux bords périodiques identifient

les sites de coordonnées (0,m) avec les sites de coordonnées (N, m) o m € [0, N, — 1] 2.

Les termes de Peierls doivent donc étre égaux , 1 = 2™®Ne = ¢ = NLI, Vj € Z mais comme

® € [0,1][= j € [0,N; — 1]. On a donc une contrainte forte qui apparait sur les flux, et la
résolution en flux du papillon dépend fortement de la taille suivant la direction x.

= m peut étre rééerit comme 2 ol p et ¢ sont premiers entre eux. A cause des condi-

tions aux bords périodiques k; et k, ne sont plus continus. Dans la direction y, la cellule

L (kay ky) €] = 4, Ix] =7, 7]

q’q
2. N, et N, sont respectivement la taille de I’échantillon suivant z et y.
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Fig. I1.3  Spectre de I’hamiltonien de liaisons fortes sur réseau carré sous champ magnétique
en fonction du flux magnétique ® par plaquette par unité de quantum de flux, ¢’est le papillon
de Hofstadter. (a) : Le papillon a été tracé a 'aide de I'équation de Harper en utilisant la
jauge de Landau pour un systéme de taille 100 x 100. On a alors une résolution de 100
flux. (b) : Le papillon a été tracé en utilisant la jauge améliorée pour un systéme de taille
20 x 20. Non seulement la résolution en flux est nettement meilleure (400 flux autorisés) mais

le temps de calcul est drastiquement réduit. Les lignes rouges sont les niveaux de Landau
obtenus dans la limite du continu.

iz 2 . . . 2mk
unité etant touJours de longueur a = 1, les quasi-moments s’expriment comme N, Y avec

ky € [— ]\;y ¢ — 1] pour Ny pair et k, € [— Ny L Ny 1]] pour NN, impair. Pour la direc-
tion z, la mallle magnethue étant de longueur q, les quam—moments s’expriment également
comme 2}{,’% avec ky € [[—2—5, g—g — 1] pour Yz pair et k, € [— qu 1 N” q]] pour & impair.

Pour chaque flux & = - = q, on doit donc dlagonahser Ne qu matrlces de taille ¢ X g, ce qui
redonne bien les N, N Valeurs propres du probléme entier. Le papillon utilisant la jauge de
Landau est tracé Flgure I1.3-a. Le nombre de bande du papillon au flux ® = p/q est donné
par la taille de la matrice a diagonaliser, ici, q.

La résolution limitée du papillon en flux n’est pas une limite physique. Avec un meilleur
choix de jauge, on peut alors tracer N,.N, flux au lieu de N, [104-106]. On détaille le choix
de la nouvelle jauge en Annexe B et le papillon avec cette nouvelle résolution est tracé Figure
I1.3-b. Dans la suite du manuscrit, on tracera tous les papillons aux conditions aux bords
périodiques avec cette jauge améliorée.

Le papillon de Hofstadter posséde plusieurs symétries. La premiére est celle entre E et
—FE. Elle est due au fait que le réseau carré est un graphe biparti, c’est a dire que 1’on peut
colorier ses sites avec seulement deux couleurs différentes en respectant la condition que deux
sites voisins n’ont jamais la méme couleur. Soit |¢) état propre de H avec pour valeur propre
E. Soit § =3, (=1)*¥|x,y) (x,yl, alors S'[¢)) est vecteur propre de H avec pour valeur
propre —FE.

Le papillon a également une symétrie de flux ¢ <+ —®. A flux nul cet hamiltonien est
symétrique par renversement du temps i.e. dans la base des positions cet hamiltonien ne
possede que des termes de saut réels. A flux non nul, on a alors : H(—®) = H*(®). Si |[¢) est

1.0
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un état propre de H(®) de valeur propre E alors |¢))" est état propre de H(—®) de valeur
propre E.

c) Niveau de Landau a bas flux

Sur la Figure I1.3, on remarque une quantification des niveaux d’énergie a bas flux. Ces
derniers se comportent de maniére linéaire avec le champ : ce sont les niveaux de Landau
(non relativistes). On les a étudiés dans la section II.1.1 dans le continu; pour comprendre
pourquoi ils apparaissent dans la limite & faible flux dans le papillon, on identifie d’abord

une longueur caractéristique du systeme dépendant du champ magnétique Ip = ,/q%, c’est

la longueur magnétique. Le flux s’exprime donc en utilisant cette longueur ® = %

B
Regarder le papillon a faible flux ® <« 1 est donc équivalent a regarder un pas du réseau
faible devant la longueur magnétique a < [p. En remettant, les unités du pas du réseau (et

h) dans I'hamiltonien de liaisons fortes sous champ, on a :

(I4+1)a la
i%/ Az (x, ma,0)dz —i%/ Ay (z,ma,0)dz
H:—tZe la L4+ a,m)(l,m|+e (I=1)a |l —a,m) (l,m|
lym
(m+1)a ma
i%/ Ay(la,y,0)dy —i%/ Ay(la,y,0)dy
+e Jma ll,m+a)(l,m|+e (m=1)a |l,m — a) (I, m|

En se placant dans les longueurs d’ondes grandes devant le pas du réseau i.e. les moments
de faible impulsion donc au bas de la bande (de maniére équivalente on peut faire le raison-
nement pour le haut de bande) on peut traiter le réseau en perturbation :

: - 2 3
_ —1pza o 1Ps pg; 2 APy
[l+a,m)({l,m|=e & |l,m><l,m|—<1—ha—2h2a +(’)<(h) >>|l,m>(l,m|

ipya 1 2 3
1m + a) (L m]| = e |1, m) (1, m| :( —”’;iya—f%ahco((‘?) )) 11,m) (1, m|

et puisque a < lp i.e. la variation du champ magnétique (le potentiel vecteur) est faible
devant la quantité i/(qa), |A| ~ B(l +1)a — Bla = B(m + 1)a — Bma = Ba <

qa» O1 peut
développer la phase de Peierls jusqu’a 'ordre 2 :

St

(I+1)a
i Ag(z, ma,0)dz . 242 3

(m+1)a
ig A, (l 0)d 2 A2 3
eh/ma y( a,y, ) ygei%Ay(la,ma,O)a (1—'qua— q Aya2+(9<<qua) ))
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En remplagant les approximations dans 'hamiltonien de liaisons fortes on arrive a :

- =\ 3
7 — qA)? ap\® A K2
H = |—4t + (pQTT(f*) + (9 (5) 5 <qha> Hréseau avec My = w

On retrouve alors I’hamiltonien sous champ magnétique dans le continu. On peut faire le
meéme raisonnement pour le haut de bande. En remettant « = h = ¢ =t = 1, on trace en
rouge sur la Figure I1.3-b, les troix premiers niveaux de Landau, E, = £4 F47P(n + 1/2).

Si 'on raffine 'approximation en prenant en compte 'effet d’un potentiel périodique de
maniére perturbative (approche de Rauh [107,108]), les niveaux de Landau ne sont plus
parfaitement dégénérés. En se placant dans le niveau fondamental, on retrouve un modeéle de
Harper dans I’espace des quasi-moments suivant y (i.e. ky) ot ® est remplacé par 1/® et dont
I'élargissement des énergies se fait en e=™ (%) On réobtient alors le dual d’un papillon (1/®
au lieu de ®) a lintérieur du niveau de Landau élargit. Dans l'autre limite, ou l'on traite
le champ magnétique en perturbation a partir d’un modele de liaisons fortes (approche de
Wilkinson [109,110]), on réobtient un modele de liaisons fortes dans I’espace des phases sous
un champ magnétique effectif en 1/® (Hamiltonien de Wilkinson). Les orbitales atomiques
de ce modéle de liaisons fortes sont en premiére approximation des niveaux de Landau, le
terme de saut de ce modeéle est le couplage de ces niveaux par effet tunnel proportionnel
a e ¢/? avec C une constante. On peut répéter le raisonnement & linfini, ce qui donne la
structure auto-similaire des papillons. Dans tous les cas, les niveaux de Landau s’élargissent
(on parle de bande de Landau) en une puissance de e 1/® reproduisant un papillon dual a
I'intérieur.

11.1.4 Approximation semi-classique

A partir du théoreme d’Ehrenfest %ﬁw = <%) + i%([A, H]J), on redérive les équations
d’Hamilton pour les valeurs moyennes des opérateurs positions & = iha@ﬁ et impulsions p =
—ih% :

d(z) O0H  d(p) ,0H

& Vopt ar - \ar)
La valeur moyenne de l'opérateur est prise sur un état |¢)). Prendre comme état un paquet
d’onde gaussien permet a la fois de localiser I'état dans ’espace direct et I’espace réciproque
si sa largeur o ~ 1 puisque la transformée de Fourier d’'une gaussienne de largeur o est une
gaussienne de largeur 1/0.

Dans le cas d’un hamiltonien libre H = p?/(2m), préparer un état gaussien autour d’une
certaine impulsion k_E), nous donnera alors une gaussienne se déplacant avec une vitesse de
groupe donnée par la dérivée de la relation de dispersion en ko, Ug = g—g(k_é). On peut aller
82E‘t _

plus loin en montrant que 1’étalement du paquet d’onde o(t) — | o

t—o0 8E2

Dans le cas d'un hamiltonien de liaisons fortes sous champ magnétique en se placant aux
extrema de la bande i.e. aux grandes longueurs d’ondes, a faible flux et en prenant un pa-
quet d’onde relativement localisé o ~ 1, son centre de masse reproduira les orbites cyclotrons

classiques. Le paquet d’onde a un mouvement de gyration dans ’espace direct et réciproque,

de pulsation w, = 47® et de rayon r. = w% = % (dans l'espace direct). Un exemple de
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t=0 t=100 t=150 t=1500

‘ A A
S

Fig. I.4 Evolution sur un réseau carré sous champ magnétique d’un paquet d’onde ini-
tialement gaussien préparé autour du quasi-moment généralisé I, = I, = 7 /10 avec pour
largeur typique initial dans 'espace direct o = 10. Le flux magnétique est & = 1/300. Haut :
On trace I’évolution dans ’espace direct des sites. Le cercle rouge est 'orbite cyclotron de
rayon 1. ~ 21 et de période T, = % = 150 prédite par les équations classiques. Bas :
Mouvement dans ’espace réciproque, le cercle rouge est l'iso-énergie E autour de laquelle le

paquet d’onde a été préparé. Les autres traits noirs en pointillés sont d’autres iso-énergies
de la relation de dispersion du réseau carré.

3
]
:
S
.
.

-3

paquet d’onde évoluant sous champ magnétique est montré Figure 11.4.

L’espace réciproque est I'espace des quasi-moments généralisés M= - qff qui sont les
bonnes quantités physiques a regarder i.e. invariantes de jauges. Cependant, un probleme de
nature quantique survient lorsque ’on tente de représenter le paquet d’onde dans cet espace,
les deux composantes du quasi-moment ne commutent plus [II,,II,] = ihgB = 1{; Repré-

senter la fonction d’onde dans cet espace revient a regarder pour tous les couples de valeur
propre (II;,II,) le recouvrement de la fonction d’onde sur chaque vecteur propre associé. Or,
de tels vecteurs propres ne peuvent exister puisque les deux opérateurs ne commutant pas,
ils ne partagent pas de base commune de diagonalisation.

Pour contourner cette difficulté sur la Figure I1.4, nous proposons d’approximer les quasi-
moments généralisés. En se placant dans la jauge de Landau, II, = p, et 1I, = p, — ¢Bx
on calcule le quasi-moment II, en utilisant la valeur moyenne de z, x ~ (z). Cette approxi-
mation est valide lorsque le paquet d’onde est gaussien et bien localisé dans la direction z
mais ne marche plus lorsqu’il s’étale et se déforme comme c’est le cas a grands temps (voir
panneau droite Figure I11.4). On a I'image dans I’espace réciproque d’un paquet d’onde qui
quitte son iso-énergie. Cela ne peut pas étre exact car le champ magnétique ne travaille
pas classiquement, or comme la valeur moyenne de l'opérateur impulsion suit les équations
classiques, elle ne peut pas sortir de son iso-énergie initial.
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Energie

Fig. I1.5  Papillon de Hosfstadter tracé avec 40 000 flux différents pour un systéme avec
des conditions aux bords ouverts suivant x et de taille N, = 50 et des conditions aux bords
périodiques suivant y et de taille N, = 10. Par ailleurs, on n’a tracé que les états ayant un
quasi-moment k, nul. A gauche, on effectue un zoom du papillon sur les niveaux de Landau
a basses énergies et bas flux. Les niveaux de Landau a trés petits flux ne sont pas présents
a cause de la taille finie du systéme.

11.1.5 Conditions aux bords ouverts

En tracant le papillon pour un systéme ouvert, on remarque ’apparition de nouveaux
états situés dans les gaps. La Figure I1.5 illustre ce phénomene. Elle a été tracée avec des
conditions aux bords ouverts dans la direction x. On garde la périodicité dans la direction
y et on conserve la jauge de Landau. Les états propres sont alors des ondes planes dans la
direction y et I’on choisit de tracer ici uniquement celles de quasi-moments nuls par souci de
clarté. Les conditions aux bords ouverts permettent également de relacher la contrainte sur
les flux, tous les flux sont donc accessibles.

Pour comprendre ce phénomeéne, on s’inspire en grande partie du cours de David Tong

Energie Energie

(@) A

Fig. I1.6 Représentation de 3 différents niveaux de Landau en présence d’un potentiel confi-
nant V(x) et (a) : sans champ électrique, (b) : avec un champ électrique dans la direction x
(champ électrique de Hall). Les états propres dégénérés sont localisés suivant x et réprésentés
par des points. Les états en bleu sont les états occupés car situés en dessous de ’énergie de
Fermi. Les états en noir sont inoccupés car au-dessus de I’énergie de Fermi.
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sur l'effet Hall quantique entier [111]. Le raisonnement repose sur le papier de Halperin [112]
qui eut l’idée de simuler les bords du systeme par un potentiel confinant. On se place dans
le continu ce qui est équivalent & regarder le spectre a bas flux comme vu dans la section
I1.1.3 ¢). L’hamiltonien s’écrit alors :

1

=0si0<z< —
H=—(p+ (py — qBx)?) + V() avec { V(z)=0si0<z<N,—1

- 2m V(z) > 0 sinon

Lorsque I'on est dans le coeur du matériau (V (x) = 0), 'analyse faite dans la section I1.1.1
permet de conclure que chaque état de quasi-moment k, est centré autour d’une position
xo = %. Les états propres sont donnés par les polynémes d’Hermites multipliés par une
gaussienne centrée en xy et dont ’écart-type est la longueur magnétique [g. Lorsque 1’on est
sur les bords du matériau, on considere un potentiel variant lentement comparé a la longueur
magnétique de fagon & ce que 'on puisse 'approximer par V(z) = V(X) + (z — X )% ol
X est la position d’un état propre sur le bord du matériau. L’ajout de ce potentiel revient a

décaler la position moyenne des états propres xg d’une quantité —%% et en énergie d’une
(&
2
quantité V(X)) — 2mlw2 (%) . Chaque onde plane suivant k, est donc associée a une position

xo. La représentation des états propres de la Figure II.6 est donc justifiée. L’ajout d’un
potentiel induit également une vitesse de dérive suivant y en plus du mouvement cyclotron :

derive __ idl

Y gB dzx
Les modes sur chaque bord sont alors dit chiraux puisque qu’ils ne peuvent se déplacer que
dans un seul sens : vgeri"e > 0 a gauche et vgeri"e < 0 pour ¢ = —e et B > 0 (suivant +z).
En remplissant les n premiers niveaux de Landau de I’état fondamental jusqu’a 1’énergie de
Fermi (avec des particules sans interaction), on calcule I'intensité du courant suivant y. En
pratique, le courant porté par le bord gauche compensera exactement le courant porté par
le bord droit. On ajoute un champ électrique suivant x pour asymétriser les deux bords et
créer un courant suivant y, ce qui modifie I'hamiltonien par un terme gExz (voir Figure 11.6).
Le courant s’écrit alors :

=03 (o i) = L 57 (| — B )
i=1 ky i=1 ky
=2 S (v, | Bk = 4B, (IL.11)

i=1 ky

or comme on ’a vu chaque état est situé autour d’une position xy qui dans le cas d’un
potentiel V(x) et d’'un champ électrique E s’écrit comme :

hk, mE 14V

T ‘¢zky> =— +

0 = (W, TR R

Le premier terme se compense avec le terme hk, de I'équation (II.11), le terme dérivant du
potentiel confinant est nul dans le coeur du matériau et ceux des deux bords se compensent,
il ne reste plus que le terme dépendant de E. On a alors :
anNcp qEA

_ .12
B ®, (IL.12)

I, =
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On a donc un courant qui est quantifié dépendant du nombre de niveaux de Landau sous
I’énergie de Fermi et indépendant du champ magnétique : c’est I’effet Hall quantique
entier. n est appelé le nombre de Hall.

Une autre caractéristique importante de cette conduction est sa tres forte résilience face
aux perturbations du systéme. En effet, en général dans un conducteur le courant est détérioré
par les défauts du systeme car ils rétro-diffusent I’onde des électrons. Ici, puisque les modes
de bord sont chiraux, la rétro-diffusion n’est pas possible sur un méme bord, il faut pouvoir
atteindre le bord opposé par effet tunnel ce qui est exponentiellement interdit du fait de la
localisation des modes de propagation sur une longueur .

On admet en général que ce sont les modes de bord du systéeme qui sont conducteurs
et que ceux situés dans le coeur sont isolants. On parle alors d’isolant 2D en volume et
de conducteur 1D sur les bords. Cependant, cette image doit-étre nuancée. En effet, sur
la Figure I1.6-b, on voit que finalement, ce sont un peu tous les modes qui participent au
courant sur le bord droit en raison de ’asymétrie globale du systéme due au champ électrique.
Par ailleurs, il est également possible de calculer un courant quantifié pour un matériau
sans bord [113] en utilisant la formule de Kubo. Cette quantification est due a ce que 'on
appelle un invariant topologique dépendant seulement de la topologie des vecteurs propres
dans la zone de Brillouin. C’est un entier qui est calculé pour chaque bande du systeme
et qui est insensible face aux perturbations. Dans le cas particulier que 'on étudie, cet
invariant est le nombre de Chern. Il fait partie d’une théorie plus générale appelée isolants
topologiques, née avec 'effet Hall quantique entier. L’identification entre la quantification
de la conductivité sur les bords du matériau et le calcul d’un invariant topologique défini
pour un systeme sans bord est connue sous le nom de la correspondance coeur-bord.

Le nombre de Hall n de I"équation (I1.12) est défini dans les gaps du systéme (sans bord)
et correspond au nombre d’états de bord sous ’énergie de Fermi. Il est relié au nombre de
Chern, invariant topologique, définit dans les bandes du systéme par la formule :

nzZC’i

1<gap

ou la somme porte sur ’ensemble des bandes situé en dessous du gap ou l'on calcule le
nombre de Hall.

En augmentant le flux (donc en se déplagant horizontalement sur le papillon), I’énergie
des niveaux de Landau augmente linéairement avec le champ et ils franchissent successive-
ment I’énergie de Fermi (cela correspond & franchir les bandes de Landau dans le papillon).
Dans la Figure I1.5, on ne trace que pour un seul quasi-moment k, le papillon donc le nombre
d’états de bord diminue de 1 & chaque franchissement de bande, la conduction varie de ma-
niere discrete.

On peut également tracer le papillon toujours avec des conditions aux bords périodiques
mais en tracant également les flux ne respectant pas la condition ® = 55~ (voir Figure I1.7).
Cela revient a introduire dans le matériel une plaquette ayant un flux différent des autres
plaquettes donc un défaut. De la méme maniere, des états viennent peupler le gap aux flux
interdits et ces états sont localisés autour de la plaquette défaillante. On observe aussi un flot
spectral partant d’une bande de Landau au-dessus d’'un gap et allant a la bande de Landau
en-dessous du gap. Ce flot rend compte de maniere élégante de la dégénérescence des niveaux
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Energie

Fig. [1.7 Papillon de Hosfstadter tracé avec 10 000 flux différents pour un systéme avec des
conditions aux bords périodiques suivant x et y et de taille N, = N, = 10, on a donc tracé
des flux interdits. A gauche, on effectue un zoom du papillon sur les niveaux de Landau
a basses énergies et bas flux. Les niveaux de Landau d’énergies plus élevées et ceux a trés
petits flux ne sont pas présents a cause de la taille finie du systéme.

de Landau Ng augmentant avec le flux magnétique. A chaque pas de flux autorisé 1 /(Ng.Ny)
la dégénérescence des bandes augmente de 1. Le flot montre que cet état supplémentaire
provient de la bande de Landau supérieure. Puisque la n-ieme bande de Landau a perdu
n — 1 états partis vers la n — 1-iéme bande de Landau alors elle recoit n états venant de la
n -+ 1-iéme bande de Landau. La Figure I1.7 illustre ce phénomeéne de flot spectral bien qu’il
est dur, a l'oeil, de compter le nombre d’états traversant le gap car trés proches (voire se
superposant) en énergie.

On peut néanmoins numériquement ’obtenir et chaque gap de ce papillon peut alors étre
indexé par un entier comptant le nombre d’états entre deux flux autorisés (voir Figure IL.8).
De maniere équivalente, cette indexation permet de montrer le caractére topologique de ce
spectre puisque le nombre de Chern de chaque bande est donné par la différence entre le
nombre d’états dans le gap supérieur et inférieur & la bande. Le papillon de Hofstadter est
le diagramme de phase d’un isolant topologique.

1.2 Papillons pour marches quantiques

L’ajout d'un champ magnétique transverse a un réseau bidimensionnel a permis de dé-
couvrir des effets physiques surprenants et inattendus comme le papillon de Hofstadter ou la
quantification de la conduction. Les marches quantiques étant naturellement définies sur un
réseau, on se propose d’étudier leur comportement sous champ magnétique et de comparer
leurs similarités et différences avec les systemes hamiltoniens.

Plusieurs articles se sont déja intéressés aux marches quantiques sous champ magné-
tique [10,52, 114, 115]. Pour prendre en compte le champ magnétique, nous allons comme
dans le cas des systémes hamiltoniens utiliser la substitution de Peierls i.e. la phase prise
quand la particule se déplace sur les arétes du réseau (voir Section II.1.2). Elle sera donc
naturellement encodée dans 'opérateur de translation.
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Fig. I.8 Papillon de Hosfstadter tracé pour un systéme de taille N, = N, = 40 avec des
conditions aux bords périodiques. On a indexé les premiers gaps du papillon par ’entier n
quantifiant le courant (voir équation (11.12)). Il correspond a la différence entre le nombre
de Chern de la bande supérieure et inférieure.

11.2.1 Papillons de la marche quantique bidimensionnelle a deux états internes
a) Equation de Harper et papillons

Pour la marche quantique a deux niveaux, les résultats décrits dans cette section sont
principalement ceux de larticle [52] (que l'on a étendu au cas 6 # w/4) et 'on pourra
s’y référer pour plus de détails, notamment pour les effets topologiques. On rappelle que
I'opérateur d’évolution s’écrit U = T,.D,(0).T;.D, ou D, est le dé de Hadamard utilisé
sur tous les sites du réseau carré, Dy(6) sa généralisation pour un angle 6 € [0,2n] (voir
équation (I1.10)), T, et T}, les opérateurs de translation dans les directions correspondantes.
Pour la substitution de Peierls, on choisira également une jauge de Landau dirigée suivant
I’axe y, il n’y a donc pas de phases prises dans la direction x, 'opérateur T, reste inchangé,
mais l'opérateur T devient :

Ty(@) =Y ™ [+) (+| @ [l,m + 1) {I,m] + e 2™ | =) ([ @ |l,m — 1) (I, m]|

Im

=S AL m 4+ 1) (I, m| 0
B s 0 e 2L m — 1) (I, m)|
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L’opérateur d’évolution dépend alors maintenant explicitement de ®. On peut de la méme
maniére que dans la section I1.1.3 a) obtenir analogue de 1’équation de Harper pour les
marches quantiques en écrivant ’équation aux valeurs propres puis en insérant une relation
de fermeture, en projetant les vecteurs obtenus sur un site du réseau et enfin, en faisant
apparaitre les fonctions de Bloch. Ici, on obtient alors un systeme matriciel de dimension 2
di & la dimension de I’espace interne utilisé :

1
V2

_(af : _ (b0 —b(0) _(b(0) b (0)
avec A; = (ai‘) les fonctions de Bloch, B;(0) = (_él_*(e) bl_l*(9)> et Cy(0) = (b}*(@) b;‘*(@))

e A = —=(Bj. A1 + Cr A1)

ot b (A) = cos()e " k==kn) it (9) = sin()e!k=—ku)Hft ot f; = 27L.

Lorsque le flux est un rationnel ® = p/q avec p et ¢ premiers entre eux alors le systéme
a résoudre est de taille 2g x 2q.

Ao O2x2  Bo  0O2x2 0O2x2 -+ O2x2  Cp A
Ay C1 Oax2 Bi Ogx2 -+ 0O2x2  O2x2 Ay
: Oony - ) ) ) ) .
e—is — L .
V2
: : i i " o O2x2 :
Ay O2x2  O2x2 -+ Oaxa Cy—a O2x2 By | | Ag—2
Ag—1 By_1 Oax2 -+ 0O2x2 Oax2 Cyo1 O2x2/ \Ag—1

On trace Figure I1.9, les papillons de cette marche quantique pour différentes valeurs de
0 =0,7/6,7/4,7/3. Ici ce qui est tracé sont les quasi-énergies, les phases des valeurs propres
en fonction du flux ®. Au flux ® = p/q, le papillon posséde 2¢ bandes. On observe plusieurs
symétries dont certaines ont déja été discutées dans le cas d’'un champ magnétique nul. La
symétrie € <> m+ ¢ due a la symétrie de sous-réseau (voir Annexe A.1) est toujours présente.
Cependant, la symétrie € <> —e due a la symétrie chirale ne tient plus pour un champ
magnétique non nul (voir Annexe A.2). Elle est néanmoins conservée dans le cas symétrique
0 = 7/4. Les papillons contiennent également des symétries au niveau du flux. Déja comme
dans le cas de systemes hamiltoniens, puisque le flux n’apparait que dans une exponentielle
imaginaire multipliée par un facteur 27, on peut se restreindre aux flux compris entre 0 et 1.
Tous les papillons sont également symétriques sous la transformation (e, ®) <> (—e, —®) (voir
Annexe A.2.4). Pour § = 7/4, combinée avec la symétrie chirale cela donne une symétrie
entre ¢ <» —®. La derniére symétrie observée correspond a une translation en quasi-énergie
de /2 et enfluxde 1/2, (g,®) <+ (e+7/2,P+1/2), Popérateur responsable de cette symétrie
étant également discuté en Annexe A.2.4.

Dans le cas ou § = /4 + a avec o« < 7/4, on trouve a bas flux des niveaux de Landau
autour de la quasi-énergie 0 variant en racine du champ. On sait déja a partir de I'analyse
de la section II1.1.3 ¢) que la substitution de Peierls redonne le couplage minimal & bas flux
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Fig. I11.9 Papillon pour la marche quantique a deux états internes. On trace les quasi-
énergies de I'opérateur d’évolution correspondant en fonction du flux ® pour un dé suivant
y utilisant un angle de mélange (a) : 0 =0, (b) : 0 =7w/6, (c) : 0 =n/4 et (d) : 6 = 7/3. Les
courbes en rouge sont les niveaux de Landau prédits.

® < 1< a<lp et aux grandes longueurs d’ondes |dp] < 1/a. En utilisant I’hamiltonien
effectif obtenu équation (I.14), on substitue a dk, 6II = Jk—gA. Pour simplifier les notations,
on se place autour du point de Dirac Ko :

Heg(m/4+ a, 6II) = 0yo, + 0100 + aoy + o(611)

Ici, on n’obtient pas exactement le méme hamiltonien que dans la section I1.1.1. Pour retrou-
ver I’hamiltonien de Dirac on se place dans la base des vecteurs propres de o,. Cela revient
a faire une permutation cyclique des matrices de Pauli 0y — 0., 0, — 0, et 0, — 0. Les
roles des directions z et y sont échangés :

Ho (/4 + o, 6I1) = 61,0, 4 01,0, + a0, + o(d11)
a —ib

= Vird (Vfgrb o )

! - Viard

Cela implique 'apparition d’un facteur i et ’échange des opérateurs création et annihila-
tion par rapport a ’équation (II.2). Seul le premier niveau de Landau est affecté par ce

o v
#.Alﬂgﬁgg

1.0

1.0
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Fig. I1.10  Evolution d’un paquet d’onde sous champ magnétique avec un flux & = 1/500
pour une marche quantique a deux niveaux de spin utilisant un dé symétrique 6 = m/4
préparé autour d’une impulsion de norme |0k| = 7/4. L’orbite cyclotron classique tracée en
rouge a un rayon r. = 62.5 et une période T, ~ 393.

0
X

changement et change de signe :

Eo=—a our a < /4
Ef=+Virdn+a2 P m

On trace en rouge sur la Figure I1.9-c¢ les premiers niveaux de Landau jusqu’a n = 3 pour
a = 0. La dégénérescence des niveaux de Landau dans ce systeme est doublée car on a 2
points de Dirac a la quasi-énergie 0. Chaque niveau a donc pour dégénérescence 2Ng = %
avec A Daire du systéme. En utilisant la symétrie de sous-réseau, le méme travail peut étre
fait autour de la quasi-énergie 7. Lorsque 6 # 7/4 i.e. a # 0, le premier niveau de Landau
s’attache soit aux niveaux de Landau supérieurs si o < 0, soit aux niveaux de Landau infé-
rieurs pour a > 0. Une relation de dispersion a flux nul autour des points de contact Dirac

entrainent alors des niveaux de Landau en racine du champ a faible flux.

b) Paquet d’onde

Préparer un paquet d’onde gaussien sous champ magnétique proche du bas de I'une des
deux bandes nous permet de retrouver l'orbite classique cyclotron prévu pour I’hamiltonien
effectif étudié juste avant. La relation de dispersion étant différente, la pulsation cyclotron
s’exprime dans le cas relativiste w. = 27 ®/|dk| et le rayon cyclotron r. = 1/w. dii & notre
choix de prendre ¢ = 1. La Figure I1.10 montre I’évolution d’un paquet d’onde pour une
amplitude |0k| = 7/4 et un champ magnétique ® = 1/500. Le cercle rouge est 'orbite
cyclotron relativiste prédite par les équations classiques. Le paquet d’onde décrit une orbite
puisque le champ magnétique ne travaillant pas classiquement, la valeur moyenne de son
impulsion se déplace sur les iso-quasi-énergies a flux nul qui sont dans le cas 0 = 7/4 des
cercles déformés (en bas de bande ils sont peu déformés).

En asymétrisant les directions x et y i.e. 8 # /4, on a vu que l'on pouvait obtenir
des iso-quasi-énergies ouvertes (voir Figure 1.11 et Figure I1.11-b). L’évolution d’un paquet
d’onde sur ces lignes ouvertes change radicalement la dynamique (voir Figure II.11-a). Le
paquet d’onde se met maintenant & osciller (ou “serpenter”) tout en se déplacant dans la
direction diagonale.
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Fig. II.11 (a) : Evolution d’un paquet d’onde préparé autour d’une impulsion de norme
|0k| = 7/2 pour un angle § = w/6 et un flux magnétique ® = 1/1000. Le paquet d’onde se
met alors a se déplacer et osciller le long de la diagonale. Pour reconstituer la trajectoire on a
affiché I’évolution du paquet d’onde tous les 100 pas de temps jusqu’a t = 2100. L’évolution
du paquet d’onde n’a pas été simulé directement sur un systéme de taille 1400 x 1400. On a
utilisé un systéme 200 x 200 (maille carré sur la Figure (a)) avec des conditions aux bords
périodiques que l'on a mis bout a bout a chaque fois que le paquet d’onde sortait par un
bord et réapparaissait de I'autre coté. Cette approximation est valable lorsque la taille du
paquet d’onde est petite devant la taille du systéme sur lequel on simule. (b) : Le point rouge
est 'endroit ot le paquet d’onde a été initialement préparé dans la relation de dispersion.
Les courbes bleues sont les iso-quasi-énergies correspondantes qui sont des lignes ouvertes
oscillantes.

c) Conditions aux bords ouverts

L’implémentation de conditions aux bords ouverts dans la marche quantique est plus
subtile que dans le cas des systéemes hamiltoniens. Pour bien comprendre comment on les
implémente, on repart du cas 1D. Pour interdire au marcheur d’aller au-dela du bord du
matériau, on ne peut pas se contenter d’annuler le terme de saut dans 'opérateur de trans-
lation, car cela aurait pour conséquence d’abandonner le caractére unitaire de la marche.
Imposer au marcheur de faire un saut sur place aurait également les mémes conséquences.
En effet, si le marcheur a pu atteindre cet état interne c’est qu’il est atteignable depuis le
coeur du matériau (ici, le méme état interne mais au site d’avant). Autoriser un saut sur
place revient & dire que 'amplitude de probabilité sur cet état interne peut provenir de deux
états différents soit du méme état interne au méme site (c’est le saut sur place) soit du méme
état interne mais du site précédent. Il y a donc une impossibilité de remonter dans le temps
la marche quantique sans ambiguité, cela veut dire que I'opérateur n’est plus inversible donc
plus unitaire. En fait, la possibilité la plus naturelle pour conserver 'unitarité est d’aller
occuper l'autre état interne du méme site. Puisque le site sur lequel le marcheur se situe, est
localisé sur le bord et 1’état interne dans lequel il se trouve, est atteignable depuis le coeur
du matériau, cela signifie que I'autre état interne du méme site devrait se coupler avec un
site situé de 'autre co6té du bord, en dehors du matériau. Puisqu’il n’existe pas de site a
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Fig. I1.12 Représentation de la marche quantique avec des conditions aux bords ouverts. Il
est nécéssaire de modifier les termes de translation sur les bords pour conserver 'unitarité
de Popérateur. (a) : Sur une chaine de taille 5. (b) : Sur un réseau carré de taille 3 X 3 en
utilisant la marche quantique a deux états internes.

Iextérieur du matériau, cet état ne se couple avec aucun autre état. Le marcheur peut donc
venir l'occuper.

Pour la marche quantique 1D, on représente sur la Figure I1.12-a cet échange d’état in-
terne sur les sites de bords par les fleches courbées. Avec cette prescription sur les bords,
lopérateur de translation reste unitaire. Une prescription similaire peut également étre ap-
pliquée dans le cas de la marche quantique 2D & deux états internes (voir Figure I1.12-b).

Une fois ces conditions implémentées sur les bords, on peut tracer les papillons des
systemes correspondants. Comme dans le cas des systémes hamiltoniens, on prendra des
conditions aux bords périodiques suivant y et des conditions aux bords ouverts suivant x et
par souci de clarté, on ne tracera que les états de quasi-moment £k, nul. On trace également
les systemes avec des conditions aux bords périodiques mais en s’autorisant a faire le calcul
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Fig. I1.13  Papillon pour la marche quantique a deux niveaux avec un systeme présentant des
défauts. On trace pour chaque systeme 10000 flux différents. (a) et (c) : Le défaut correspond
a un bord ouvert le long de la direction x dont la prescription est illustrée Figure II1.12-b
(on met des conditions aux bords périodiques suivant la direction y). La taille du systéme
dans la direction x est N, = 50 et on trace dans la direction y que le quasi-moment k, nul.
(b) et (d) : Le défaut est une plaquette défaillante lorsque 'on trace des flux interdits pour
un systéme avec des conditions aux bords périodiques. La taille du systéme est N, = 10 et
N, =10. (a) et (b) : L’angle utilisé pour le dé est § = 7/6. (c) et (d) : L’angle utilisé pour
le dé est 0 = 7 /4.

pour des flux interdits, c’est-a-dire en introduisant une plaquette défectueuse dans le systéme.
On trace ces papillons pour des valeurs de § = 7/6,7/4 (voir Figure II.13).

On observe donc des états dans les gaps qui sont localisés sur les bords du matériau ou
le long de la plaquette défaillante. De fagon équivalente aux systémes hamiltoniens, ces états
permettent un transport unidimensionnel sur les bords du matériau (voir Figure 11.14). La
fagon dont on implémente les conditions aux bords ouverts ne changera pas le nombre d’état
dans chaque gap.

Ce nombre est directement relié a un invariant topologique : I’invariant RLBL nommé
d’apres ses auteurs M. S. Rudner, N. H. Lindner, E. Berg et M. Levin [116]. Cet invariant est
différent du nombre de Chern vu dans le cas de l'effet Hall quantique entier. Cette différence
provient de la topologie de la zone de Floquet qui est périodique dans la direction des
quasi-énergies (voir Figure 11.15). La correspondance coeur-bord du nombre de Chern est la
différence entre le nombre d’états (localisés sur un bord) qui apparaissent dans les deux gaps
bordant la bande (compté avec un signe -1 pour un état de chiralité opposé) (voir Figure I1.15-
a). On voit que la périodicité sur I’axe des quasi énergies introduit un gap supplémentaire,
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Fig. I1.14 Marche quantique a deux états internes en condition aux bords ouverts sur les
bords verticaux et périodiques sur les bords horizontaux. (a) : L’état initial est localisé au
milieu du bord gauche dans I'état %(|0, 24, 4) +1(0,24,—)). (b) et (c) : Evolution aprés 20
pas de temps du marcheur pour un flux (b) : ® = 0 et (c¢) : & = 0.2. Le marcheur reste
proche des bords du systéme lorsque le champ magnétique est allumé preuve de I'existence
de mode localisé sur les bords. Lorsque le champs magnétique est nul, le marcheur pénétre
dans le coeur du systéme car il n’existe pas de modes de bord. Les fonctions d’onde propre
en volume ont également du poids sur les bords.

rendant possible 'existence d’états localisés sur le bord, stables topologiquement, quand bien
méme les invariants de Chern des bandes sont triviaux (voir Figure I1.15-b). On en déduit
donc que le nombre de Chern n’est pas capable de décrire toute la topologie des systémes de
Floquet i.e. hamiltonien périodique en temps pour lequel il est également possible de définir
des quasi-énergies. Rudner et al. ont donc compris qu’un autre invariant était nécessaire.
L’invariant RLBL, contrairement au nombre de Chern, est défini dans les gaps du systeme
et s’annule pour un hamiltonien statique (indépendant du temps). Il correspond & compter
le nombre d’état dans un gap (avec un signe -1 pour une chiralité opposé) (voir Figure I1.15-
b). A premiére vue, il peut sembler difficile de voir quelle information supplémentaire porte
Iinvariant RLBL. En effet, il y a autant de gaps que de bandes dans le cas d’un systeme
de Floquet; en connaissant tous les nombres de Chern on pourrait donc en déduire tous
les invariants RLBL et vice-versa. Cependant les nombres de Chern doivent vérifier une
condition supplémentaire, leur somme sur toutes les bandes doit étre nulle : ), cm = .
Cette condition traduit le fait que lorsque tous les niveaux d’énergies sont occupés par un
électron la conductivité s’annule car ils n’ont plus de place pour se mouvoir. Pour un systeme
de N bandes, il n’y a donc que N — 1 nombres de Chern indépendants. La connaissance de
tous les invariants RLBL est équivalent a connaitre tous les nombres de Chern de toutes les
bandes plus un invariant RLBL dans un gap : {R,} < {C,} + R;.

En pratique il existe une méthode numérique rapide et simple pour calculer les invariants
de Rudner dans les gaps du papillon, donné par [117]. Il faut pour cela considérer le systeme
avec des conditions aux bords périodiques et remarquer que le déterminant de 'opérateur
de Floquet ou de marche quantique U(®) est indépendant du flux. En effet, la dépendance
en flux n’étant contenue que dans les termes de Peierls qui sont des termes hors-diagonaux
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Fig. I1.15 Modeéle simplifié illustrant la nécessité de I'invariant de RLBL. (a) : Relation de
dispersion d’un modéle hamiltonien statique en temps, le nombre de Chern est directement
relié aux états de bords. (b) : Relation de dispersion d’un systéme de Floquet ou une marche
quantique. Le nombre de Chern ne permet pas de rendre compte de toute la topologie de
ces systémes. Il faut définir un nouvel invariant. Figures inspirées de [110].

sur U et donc pour Heg également, en utilisant la formule det U(®) = e TrHest  Popération

de trace passe donc & coté de ces termes. Ainsi, la somme des quasi-énergies ne peut varier
que par pas de 27, ce qui arrive lorsqu’une quasi-énergie traverse la zone de Floquet +7. En
déplagant la coupure du logarithme complexe dans les gaps du papillon et en calculant la
différence de la somme des quasi-énergies entre deux flux consécutifs autorisés, on en déduit
le nombre d’états ayant traversé le gap entre ces deux flux :

R= ! d L P 11.13
—%%:5]( +m)—51( ) (IL.13)

ou la somme porte sur ’ensemble des quasi-énergies.
Sur la Figure I1.16, on indexe donc les gaps des papillons de la marche quantique pour
les valeurs de 6 = /6, 7/4.

11.2.2 Papillons de la marche quantique pour la base tensorialisée

On rappelle que le protocole de la marche quantique utilisant un spin & 4 niveaux prove-
nant du produit tensoriel des espaces de Hilbert associés a deux marcheurs 1D s’écrit comme
Ucarré = Tearré-Dearré 01 Dearre st le dé utilisé sur chaque site du réseau carré et qui est une
matrice de taille 4 x 4 (voir équation 1.15) provenant du produit tensoriel Ha(0) ® Ha(m/4)
ou Hay(m/4) est la porte de Hadamard et Hs(0) sa généralisation a un angle 6 quelconque.
L’opérateur de translation déplace le marcheur quantique sur les sites situés en diagonale.
Cependant, pour prendre en compte le terme de Peierls, on considérera que le marcheur se
déplace sur les arétes du réseau d’abord suivant la direction y puis suivant la direction x
(voir Figure I1.17).
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Fig. 11.16  Papillons de la marche quantique a deux états internes indexés par l'invariant
RLBL pour (a) : 0 = 7/6 et (b) : 6 = w/4. Seul les gaps les plus grands ont été indexés.
Entre deux gaps successifs les invariants RLBL varient par pas de 2, le nombre de Chern de
chaque bande est donc +2.
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Fig. I1.17 Prescription utilisée lors de la prise en compte des termes de Peierls. Le marcheur
quantique allant en diagonale se déplace d’abord dans la direction y puis dans la direction
x.

L’opérateur de translation prenant en compte le champ magnétique s’écrit alors dans la
jauge de Landau :

Teare(®) = Y_ [l +1,m +1) (I m| ® |RU) (RU| +e V[l +1,m — 1) (I, m| ® |RD) (RD|

Im
el — 1,m o+ 1) {1 m]| @ |LU) (LU| + e~ |l = 1,m — 1) (I, m| & |LD) (LD|

avec f; = 27®l. On peut également dériver une équation de type Harper associée a cet
opérateur de marche quantique sous champ magnétique :

e A = —=(Bl. A1+ CLAL)

L
V2
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aftV 0 0 0 0
RD
| a . |l o 0 0 0
avec A; = ey les fonctions de Bloch, B;(6) = cosOBEY sin0bEU —cos bRV —sin OV
at? sin@bFP  —cosObFP  —sinObFP  cos b1V

cos GbﬁU sin t%fw cos QbIRU sin Hbfw
sin HbZRD — cos 9blRD sin GblRD — cos HblRD
0 0 0 0
0 0 0 0

ol bFU — ei(_kw_ky"!‘ifl—l)’ blRD — ei(—kav-i-ky—fl—l)7 blLU — oike—=ky+fir1) ot blLD — olkatky—fiy1)

et CZ(G) =

En prenant un flux rationnel ® = p/q avec p et ¢ premiers entre eux le systéme a résoudre
est de taille 4g x 4q :

Ag Ouxa  Bo  Ogxa Osuxa -+ Osxa  Cp Ag
Aq C1 O4xa Br Ogxa -+ Osxa Ogxs Aq
Ous . . . : .
e—ia — L :
V2
O4x4

Ag—2 Oaxa  Oaxa -+ Osxa Cy—2 Osxa By | | Ag—2
Ag 1 Byo1 O4xa -+ Osxa Osgxa Cgo1 Osxa/ \Ag—1

On trace alors Figure I1.18 les papillons pour différents angles 6 = 7/6, /4,7 /3. Au flux
® = p/q, le systéme posseéde 4q bandes. L’analyse des symétries de ces papillons est similaire
a celle de la marche quantique a deux niveaux de spin. Ils possedent une symétrie de sous-
réseau € <> T + €, une symétrie chirale € <» —e qui, cette fois, est valable pour n’importe
quelle valeur d’angle #. On a également les mémes symétries de flux (®,e) +» (=P, —¢) et
(®,e) <> (P +1/2,e+7/2). Toutes ces symétries sont détaillées dans I’Annexe A.

A 0 = /4, pour les quasi-énergies ¢ = £ /2, & bas flux, des niveaux de Landau linéaires
dans le flux apparaissent. Ils résultent des extrema des bandes aux relations de dispersion
paraboliques a flux nul (voir Figure 1.15). Lorsque I’extremum est un minimum, les niveaux
de Landau sont croissants en fonction du flux, quand c¢’est un maximum ils sont décroissants.

A 6 = /3, un gap s’ouvre entre deux bandes aux quasi-énergies £ /2 (voir Figure 1.15),
les niveaux de Landau associés a chaque extremum de chaque bande s’écartent également.
Lorsque # = 7/6, une plage de quasi-énergie devient commune aux deux bandes, les niveaux
de Landau se croisent dans le papillon sans se “voir” car leurs extrema correspondants sont
situés a des quasi-moments k différents dans la relation de dispersion.

Pour comprendre les pentes des niveaux de Landau qui apparaissent, on va d’abord
effectuer un premier raisonnement naif puis le raffiner par la suite. La premiere chose qu’il
est naturel de faire pour les trouver est de développer la relation de dispersion autour des
extrema paraboliques, pour obtenir la masse effective du systéme et avoir ainsi la fréquence
cyclotron. Dans le cas présent la masse m = 1, la fréquence cyclotron prédite est w. = 27®
et les pentes des différents niveaux de Landau s’expriment simplement comme m(2n + 1)
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Fig. I11.18 Papillon pour la marche quantique utilisant la base tensorialisée. On trace les
quasi-énergies de l'opérateur d’évolution correspondant en fonction du flux ® pour un dé
utilisant un angle de mélange (a) : 0 = 7/6, (b) : 6 = w/3, (c) : @ = w/4. Les courbes sont
les niveaux de Landau prédits a bas flux, en rouge (resp. vert) en tenant (resp. en ne tenant
pas) compte de 'effet de couplage inter-bande.

(voir courbes vertes Figure I1.18-c). Cependant, on constate qu’a part le premier niveau, les
pentes des niveaux supérieurs ne sont pas en accord avec celles du papillon. Pour obtenir
une meilleure prédiction, il est nécessaire d’affiner le raisonnement. Développer directement
les relations de dispersion, revient a se placer dans la base qui diagonalise ’hamiltonien
a champ nul et négliger les termes de couplage inter-bande pouvant survenir a flux non-
nul. Pour éviter cela, on considere 'hamiltonien effectif de 'opérateur de marche quantique
dans la base tensorialisée (|[RU) , |RD) ,|LU),|LD)). En général pour une marche quantique
utilisant un spin a 4 niveaux, il n’est pas simple de le trouver puisque 'espace interne est
de dimension 4 on ne peut pas utiliser I'algebre simple des matrices de Pauli. Dans ce cas
précis, la marche 2D est le produit tensoriel de deux marches 1D utilisant un spin a deux
niveaux. En se servant de ’hamiltonien effectif obtenu pour une chaine 1D (équation (1.8)),
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on a :

HZY = HYP (ky) ® I + I, @ HYF (ky)
= (d(ks)-0) © Lo + I ® (G(ky).5)

= Bi(ks). 7 +52(ky)F2
avec 71 =01y, =1 ®7,

—

1 1
Biks) = a@ks) @ [ 1| et falky) = [ 1| @ a(k,)
1 1

Afin de prendre en compte le champ magnétique on effectue la substitution k — II =
k — gA. Les opérateurs vectoriels (1 (I1,) et B;(Hy) ne commutent plus. Pour trouver les
valeurs propres de 'opérateur HgffD (IT;, 1), on cherche un polynéme annulateur de cette
matrice dont les valeurs propres seront incluses dans les racines de ce polynéme. On s’appuie
sur l'algebre des matrices de Pauli et on s’inspire de la preuve plus simple dans le cas
de 'hamiltonien de Dirac ot mettre au carré '’hamiltonien suffisait a trouver une matrice
diagonale. Ici, en mettant I’hamiltonien au carré puis en soustrayant les termes proportionnels
a l'identité et enfin en remettant au carré cette nouvelle matrice on obtient un polynoéme
annulateur de degré 4 :

(HEF)? = o (o) + o2 (Iy) Ly + {1 (L), B2(T1,) } 717
& [(H2P) — (02(IL,) + 02(,)L]” = {41(IL), 2(11,) 1 L

avec {-,-} désignant l’anti-commutateur. Pour trouver les niveaux de Landau, on développe
(a l'ordre 2 en II, et II,) cet hamiltonien autour des points de la zone de Brillouin ou se
trouvent les extrema paraboliques (ks, ky) = (£7/2,£7/2). On remplace II,, et II, par les

@ et af = w, I’approximation a l'ordre 2 revient a

opérateurs d’échelle a =
prendre en compte seulement les termes linéaires en champ. En chaque point de la zone de
Brillouin ou se situent les extréma paraboliques (k;, ky) = (£7/2,£7/2) 2 des 4 racines du

polynéme donnent les niveaux de Landau. Leur expression est :

T |1 1 1 1
n(P) > +—1/= +4 BTN \/1 1 Y
en(P) 2\/2+(n+2) +2 +6(n+2)

en(®) ~ Frr+ g\/; +d(n+ %)@ + ;\/1 +16(n + %)@
Ces niveaux sont tracés en rouge sur la Figure I1.18-c. De maniére surprenante, le premier
niveau n’est pas aussi bien approximé que dans ’autre approche mais les niveaux supérieurs
correspondent tres bien a ceux du papillon. Dans cette nouvelle expression il n’est pas surpre-
nant de trouver une dépendance en racine du flux. La relation de dispersion parabolique de
la marche 1D & § = 7/4 n’est qu’une approximation & masse grande devant I'impulsion de la
relation de dispersion relativiste. Par ailleurs, au premier ordre on retrouve bien les niveaux
de Landau de la premiere méthode avec une dépendance en champ linéaire. L’approxima-
tion du raisonnement naif revient aussi a négliger la non-commutativité des quasi-moments
généralisés (ou des opérateurs créations et annihilations).
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Fig. 11.19 Evolution d’un paquet d’onde sous champ magnétique avec un flux & = 1,/1000
pour une marche quantique a 4 niveaux de spin utilisant la base tensorialisée. Haut : Le dé
utilisé est symétrique 6 = 7 /4 et le paquet d’onde est préparé a une distance en impulsion
|0k| = 7/10 du maximum de la bande verte (voir Figure 1.15) en (ky, ky) = (7/2,—m/2).
L’orbite cyclotron classique tracée en rouge a un rayon r. = 50 et une période T, = 1000.
Bas : Le dé utilisé est asymétrique 6 = 7 /3, le paquet d’onde est préparé en milieu de bande
autour de I'impulsion (k,k,) = (0,0.1) sur une iso-quasi-énergie ouverte. On trace sur la
méme Figure le paquet d’onde tous les 100 pas de temps. On a simulé I’évolution sur un
systeme de taille 400 x 400 aux conditions aux bords périodiques.

On peut également préparer un paquet d’onde autour du minimum d’une des 4 bandes
afin qu’il décrive une orbite cyclotron (voir Figure I1.19). Cette orbite est celle prédite par
les équations classiques avec we = 27® et r, = V2FE /(27 ®). Ici, 'approche semi-classique
est aussi un moyen de négliger la non-commutativité des moments généralisés et donc la
correction apportée aux niveaux de Landau. Cependant, sur la Figure 11.19, on remarque
également un autre paquet (notamment au pas de temps ¢ = 800) se déplagant sur une autre
orbite. Pourtant le paquet d’onde a bien été préparé sur une bande (en utilisant les vecteurs
propres a flux nul). C’est une illustration de 'effet du couplage inter-bande & flux non nul.

En asymétrisant les directions z et y i.e. § # w/4, on peut préparer un paquet d’onde
en haut de bande dont la trajectoire oscillera (en “zigzag”) puisque les iso-quasi-énergies
deviennent des lignes ouvertes oscillantes (voir Figure 11.19).

On peut également indexer le papillon de cette marche quantique dans le cas symétrique
i.e. § = 7/4 par l'invariant RLBL. Pour 6 # 7/4, les invariants topologiques restent les
mémes que dans le cas symétrique car il n’y pas de fermeture de gap avec des points de
contact inter-bandes aux niveaux des extrema. C’est la propriété de robustesse des invariants
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topologiques. Ils ne changent pas sous déformation continue si le gap ne se ferme pas. Tout
d’abord, on trace les papillons en conditions aux bords ouverts dans la direction x (et toujours
en conditions aux bords périodiques selon y). La prescription faite pour les conditions aux
bords ouverts est représentée Figure I1.20-a. Son papillon est tracé Figure I1.20-b. On trace
également le papillon en conditions aux bords périodiques avec des flux interdits Figure
I1.20-c et on indexe les gaps de ce papillon par 'invariant RLBL Figure I1.20-d en utilisant
la formule (II.13). L’invariant varie par pas de 2 entre deux gaps successifs, on en déduit que
le nombre de Chern de chaque bande est de £2.

11.2.3 Papillon de la marche quantique pour la base naturelle

Enfin intéressons nous maintenant au cas de la marche quantique utilisant la base na-
turelle (|U),|R),|L),|D) et un dé symétrique § = /4. Nous avons vu dans le chapitre
précédent que cela était équivalent (a une dilatation et rotation du réseau pres) a définir une
marche quantique utilisant la base tensorialisée (|RU) ,|RD),|LU),|LD)) et un dé D’(w/4)
(équation (I.18)) ou les deux derniéres colonnes et lignes ont été échangées par rapport au
dé de Hadamard D(m/4). Il faut noter qu’en dilatant les arétes du réseau d'un facteur v/2, le
flux par plaquette sera deux fois plus grand dans ce réseau dilaté que dans le réseau original.
Pour comparer ces deux marches quantiques au méme flux il faut donc diviser par deux la
valeur du champ magnétique sur le réseau dilaté.

Lorsque 'on a introduit le champ magnétique, il a été nécessaire de donner une pres-
cription sur la maniere dont le marcheur quantique se déplacait sur le réseau pour aller en
diagonale. On a alors fait le choix d’un déplacement d’abord dans la direction y puis suivant
la direction x (voir Figure I1.17). Ici, si I'on veut continuer & représenter un marcheur quan-
tique dans la base naturelle cette prescription n’est plus la bonne. En effet, prenons deux
déplacements élémentaires dans la base naturelle. Dans un premier temps, le marcheur se
déplace d’abord dans la direction y croissante (|U)) puis dans un second temps il revient sur
ses pas en utilisant la méme aréte mais dans la direction opposée (|D)) (voir Figure I1.21-a).
Ce déplacement n’encercle pas de plaquette. Maintenant faisons la méme chose sur le réseau
dilaté et tourné. La direction |U) devient |RU) et |D) devient |LD). Dans un premier temps
le marcheur se déplace suivant la direction y croissante puis x croissante, il arrive donc sur
le site en diagonale en haut a droite. Dans un second temps on revient sur le site initial en se
déplagant d’abord dans la direction y décroissante puis & décroissante (si on utilise la pres-
cription de la Figure I1.17). Dans cet exemple, le marcheur est bien revenu sur le site initial
mais a encerclé une plaquette durant ce déplacement (voir Figure I1.21-b). Si I'on allume le
champ magnétique, le marcheur prendra une phase d’Aharonov-Bohm, contrairement a celui
utilisant la base naturelle. On dira alors dans le deuxieme cas que les chemins ne sont pas
retragants car le marcheur ne revient pas sur ses pas. Pour imiter le marcheur de la base
naturelle il faut donc utiliser une prescription retracante. On peut alors autoriser le marcheur
a se déplacer suivant la direction y puis x quand il s’agit de la direction |RU) et |LU) mais
dans les directions |RD) et |LD) on se déplacera dans la direction x puis y. Pour faire la
distinction on renommera les deux spins dont la prescription a changé respectivement |DR)
et |DL) (voir Figure I1.21-c).

Dans cette section, on va donc regarder les papillons de ces deux types de marches, celle
utilisant la base (|RU) , |RD) ,|LU) ,|LD)) et celle utilisant la nouvelle base (|RU) ,|DR) , |LU) ,|DL)).
Ces deux marches sont les mémes a flux nul mais divergent lorsque I'on allume le champ.
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Fig. I1.20 (a) : Prescription utilisée pour I'implémentation des conditions aux bords ouverts
de la marche quantique utilisant un spin a 4D. (b) : Papillons pour cette marche quantique
(0 = w/4) avec des conditions aux bords ouverts dans la direction x. La taille du systéme
est N = 50 et on trace dans la direction y que les quasi-moments k, nuls. (c) : Papillon aux
conditions aux bords périodiques avec des flux interdits. La taille du systéeme est N, = 10 et
N, = 10. (d) : Papillon ot les premiers gaps ont été indexés par I'invariant RLBL.



74 CHAPITRE II. EFFET D’UN CHAMP MAGNETIQUE TRANSVERSE A UN RESEAU 2D

(©)
(@) (b) S

DL DR

Fig. I1.21  (a) : Aller-retour d’'un marcheur quantique dans la base naturelle. Le déplacement
est trivial, il n’y a pas de plaquette encerclée. (b) : Aller-retour d’un marcheur quantique
dans la base tensorialisée. Une plaquette est alors encerclée. (c) : Prescription utilisée pour
avoir des chemins retragants.

Elles utilisent toutes les deux le dé D’(7/4). Pour étre complet et puisque l'on a étudié le dé
D(m/4) dans la base (|RU) ,|RD) ,|LU) ,|LD)) dans la section précédente, on regardera éga-
lement la marche avec ce dé mais pour la nouvelle prescription (|RU),|DR),|LU),|DL)).

Les équations de Harper associées a chacune des ces 3 marches sont données en Annexe
C. On trace leurs papillons Figure I1.22. Ils possedent la plupart des symétries déja discutées
pour les autres marches quantiques, la symétrie de sous-réseau, la symétrie chirale et la
symétrie de flux (®,¢) +» (—P, —¢). Cependant, pour les Figures I1.22-a,c (celles utilisant la
prescription (|RU),|DR),|LU),|DL))), il n’y a plus la symétrie (®,¢) <> (®+1/2,e+7/2)
mais une nouvelle symétrie apparait (®,e) <> (® + 1/2,¢). Cette symétrie vient du fait
que la prescription retracante simule la base naturelle pour un flux ® deux fois plus grand.
Regarder le papillon de la prescription retracante a un flux ® est équivalent & regarder le
papillon de la base naturelle mais a un flux 2®. Or, comme tous les papillons possedent la
symétrie & «» ® + 1, celui de la prescription retragante aura une symétrie ® <> ® + 1/2.

On observe a bas flux pour les Figures 11.22-a,b des niveaux de Landau qui varient en
puissance 2/3 du flux ®. Ces niveaux de Landau proviennent des points de contact semi-Dirac
de la relation de dispersion a flux nul (voir Figure 1.18). En effet, en développant autour de
ces points de contact la relation de dispersion (équation (I.19)), on trouve des quasi-énergies
linéaires dans la direction £, et paraboliques dans la direction & :

e~ +m/2+ ky + k2/2. (I1.14)

Dans [(2], la relation de dispersion est différente : | /p2 + p3/(4m?) et mene & des niveaux

de Landau se comportant en ®2/3. En effectuant la substitution p — IT = p—gA, les auteurs
se raménent & une équation d’oscillateur quartique 1D (V(z) o< z*) en négligeant le terme
non-commutatif [p,, v?] o« 2. La régle de quantification semi-classique de Bohr-Sommerfeld
(fpmex/E —V(x)dz = m(n + 1/2)) permet alors de trouver &, o ((n + 1/2)®)2/3.

Ici une procédure identique est réalisable pour la relation de dispersion (I1.14). En prenant
une jauge de Landau dirigée suivant = (II, = p, + ¢By et II, = p,) et en mettant au

carré la nouvelle relation de dispersion sous champ, on se ramene également a une équation
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Fig. I1.22  (a) : Papillon de la marche quantique utilisant la prescription retragante et le dé
D'(w/4) donc simulant la marche quantique dans la base naturelle mais avec un flux deux
fois plus grand. Les courbes vertes sont les premiers niveaux de Landau o ®2/3 prédits pour
un point de contact semi-Dirac. Les courbes rouges sont les niveaux de Landau o ®2/3 mais
ot les coefficients ont été ajusté par un fit numérique sur les 10 premiers flux. (b) : Papillon
de la marche quantique utilisant la base tensorialisée et le dé D'(w/4). (c) : Papillon de la
marche quantique utilisant la porte de Hadamard tensorialisée D(mw/4) avec la prescription
retracante.

d’oscillateur quartique. On trace en vert sur les Figures I1.22-a,b les niveaux de Landau
prédits qui ne correspondent pas & ceux du papillon et en rouge des courbes o« ®2/3 mais
dont le coefficient a été ajusté par un fit numérique sur les 10 premiers flux. La dépendance en
puissance 2/3 semble donc étre juste. Il peut y avoir plusieurs raisons pour lesquels les niveaux
de Landau prédits different de ceux du papillon : la regle de quantification semi-classique n’est
justifiée que pour des niveaux élevés (n ~ 10/10%). Une autre approximation faite durant
le calcul a été de négliger le terme {py,,y*} ou {, -} désigne I'anti-commutateur. Enfin, la
derniére raison est la méme que celle évoquée dans la section précédente, les effets de couplage
inter-bande peuvent venir ajouter des corrections aux niveaux de Landau théoriquement
calculés sans couplage. Ici le calcul n’a pas été fait car il faudrait obtenir I’hamiltonien
effectif, d’une marche quantique ayant un spin a 4 niveaux.

Pour le dernier papillon, on trouve bien les mémes niveaux de Landau linéaires en flux
que dans la section précédente puisque leurs relations de dispersion a flux nul coincident.
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Fig. I1.23  Papillons des 3 marches étudiées dans cette section, indexés par I'invariant RLBL
pour les premiers gaps.

Les papillons pour des systemes présentant des défauts sont tracés en Annexe C. On
indexe Figure I1.23 les gaps des papillons des trois marches quantiques présentées dans cette
section par I'invariant RLBL. Le nombre de Chern de chaque bande est de 2.

11.3 Conclusion

Cette étude sur les marches quantiques sous champ magnétique a permis de révéler les
points communs et les différences qui pouvaient exister entre marches quantiques a temps
discret et systemes hamiltoniens. L’étude du spectre de ces systémes en fonction du flux du
champ magnétique a mis en évidence des structures auto-similaires semblables a celle du
papillon de Hofstadter. Une étude des symétries en Annexe A a permis de comprendre leurs
origines. Par ailleurs, il serait également intéressant de comprendre plus en détail le caractere
fractal de ces papillons et sous quelles transformations il est possible de retrouver des parties
du papillon global dans des sous-régions de celui-ci. Il est a noter que certains papillons
présentent plus ou moins ce caractére auto-similaire. Notamment, lorsque la direction suivant
y est asymétrisée par rapport a x, les papillons correspondants possedent moins de sous-
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structures et sont donc plus proches de modeles de bandes. Cette étude pourrait permettre de
dégager un critere sur les conditions d’auto-similarité du papillon d’une marche. Le papillon
de la marche a deux états internes a également été étudié plus rigoureusement dans le cas
de flux irrationnels [118]. Les auteurs on pu montrer que le spectre était singulier continu,
un résultat semblable a celui des systémes hamiltoniens [51].

La derniere grande différence qu’il me semble important de noter est celle des invariants
topologiques. La structure périodique des quasi-énergies nous a contraint a trouver un nou-
vel invariant différent du nombre de Chern. Il est intimement relié au fait qu’il n’existe pas
dans ces structures d’état fondamental (resp. d’état a énergie maximale) en-dessous (resp.
au-dessus) duquel le gap serait forcément trivial. Ces systémes posseédent alors un gap supplé-
mentaire non trivial. Ces nouveaux isolants topologiques ménent a une nouvelle classification
de ces matériaux propres aux marches quantiques [19,50].

Il n’est pas clair non plus que 'invariant RLBL soit le bon invariant pour les marches
quantiques. Certes, il permet de prendre en compte la périodicité des quasi-énergies et en
présence de flux, un moyen opératoire a été trouvé pour calculer cet invariant pour les marches
quantiques. Cependant, sa définition en volume nécessite un hamiltonien dépendant du temps
pour qu’il soit non nul. Pour les marches quantiques, il y a une ambiguité. D’un coté, on
peut définir & partir de 'opérateur unitaire un hamiltonien effectif statique, indépendant du
temps. De l'autre coté, expérimentalement, on utilise des systemes de Floquet pour simuler
les marches quantiques qui redonnent le méme hamiltonien effectif au bout d’une certaine
période.
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Il — Cages d’Aharonov-Bohm

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a un phénomene d’extréme localisation de
la particule sur certains types de réseaux sous champ magnétique. Ce phénomeéne est connu
sous le nom de cages d’Aharonov-Bohm. Il a d’abord été découvert il y a 20 ans [79]
pour des hamiltoniens de liaisons fortes. Plusieurs expériences ont pu tester cette prédiction

que ce soit dans une hétérostructure semiconductrice GaAs/GaAlAs [119], des réseaux de
fils supraconducteurs [120], des jonctions Josephson [121], des ions piégés [122], des gaz
d’atomes froids [123] ou des réseaux photoniques [124]. La premiére partie de ce chapitre

est dédiée a leur étude. Dans un second temps, nous proposerons une fagcon d’adapter ces
cages d’Aharonov-Bohm (AB) aux marches quantiques.

I11.1 Systemes Hamiltoniens

Les cages d’AB interviennent pour des réseaux présentant des structures en losange. Cette
localisation de la particule est d’origine purement géométrique. Pour une valeur de champ
magnétique spécifique, une particule sera contrainte de ne visiter qu’un nombre restreint de
sites autour de son état initial & cause d’interférences destructives dues a la phase d’AB. Nous
étudierons dans ce manuscrit deux réseaux présentant ce phénomene. D’abord la chaine de
boucles [125] puis le pavage T3 [79] (ou le pavage Dé “Dice tiling”).

111.1.1 Chaine de boucles

La chaine de boucles est composée de trois sites par maille. Un site appelé “hub” (moyeu
en frangais) (site a sur la Figure II1.1) et deux sites appelés “rims” (jante en francais, par
opposition & moyeu dans une roue) (sites b et c). Le site hub est relié a quatre sites voisins
rims et les sites rims sont reliés chacun a deux sites hubs. Chaque maille de la chaine forme
un losange (ou une plaquette). On prend la distance entre deux sites voisins a = 1. On
ajoute un champ magnétique transverse de maniere a ce que chaque plaquette de la chaine
soit traversée par un flux magnétique ® en unité du quantum de flux &9 = h/q défini
dans le chapitre précédent. Pour prendre en compte ce champ magnétique il faut que le
parcours d’'une particule autour de chacun des losanges modifie sa fonction par la phase
d’AB correspondante : e?™®. Une jauge trés simple permet de faire ce travail : multiplier
une des quatre arétes de chaque losange par cette phase (voir Figure II1.1). Pour ce systéme,
la substitution de Peierls mentionnée ne brise pas l'invariance par translation et le systeme
conserve une structure de bande en présence du flux &.

En utilisant le théoréme de Bloch, on se rameéne a une matrice de taille 3 x 3 indexée par

79
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Fig. III.1 Portion de la chaine de boucles avec 7 mailles représentées. Les sites hubs sont
les sites a centraux a 4 voisins et les sites rims sont les sites b (en haut) et ¢ (en bas) & 2
voisins. Un flux ® traverse chaque plaquette, et la substitution de Peierls correspondante est
prise en compte par les arétes fléchées avec une phase e*™® prise lorsque que I'on parcourt
Paréte dans le sens de la fleche. Pour un état initial localisé sur le site rouge encerclé, les
sites atteignables par la particule lorsque on est a la condition cageante ®. = 1/2 sont les
sites coloriés en rouge, bleu et vert.

les quasi-moments k et le flux ® a diagonaliser :

Hyouctes (k, @) = (1 + ) |) (a| + (2™ + %) |¢) (a| + h.c. o le paramétre de saut ¢ = 1

0 1+ efik ef2i7r<13 4 efik 1 0
= 1+ ek 0 0 ou lay= (0], b)=11], |¢)=
AT 4 olk 0 0 0 0

Le spectre est alors composé de 3 bandes d’énergie E(k, ®) = 0,+2v/1 + coskcos 7®. 1l
est tracé Figure I11.2 en fonction du flux pour toutes valeurs de k € [—m, 7[. Lorsque ® # 1/2,
on a deux bandes dépendantes de k dont les états propres associés sont des ondes planes
délocalisées sur la chaine. La troisieme bande a énergie nulle est dégénérée et contient un tiers
des états. On peut trouver des combinaisons linéaires dans ce sous-espace dégénéré ou chaque
état propre est centré autour d’un site hub et dont I'extension est limitée aux quatre sites
rims voisins (voir Figure I11.3-a) : ce sont les états d’extension minimale. Lorsque ® = 1/2, le
spectre dégénere en 3 valeurs distinctes E(k,1/2) = 0,42 indépendantes des quasi-moments
(on a alors des bandes plates dans la direction k). Ici aussi, une combinaison linéaire de
vecteurs propres dans l’espace dégénéré de chaque bande plate d’énergie non nulle donne
une extension minimale également limitée a un site hub et ses quatre sites voisins rims (voir
Figure II1.3-b).

Au flux critique ®. = 1/2, tous les états propres peuvent donc étre construits de maniére
a ce qu'ils soient de support fini (amplitude de probabilité non nulle sur une région de taille
finie). Une particule initialement localisée est donc confinée dans une région de taille finie.
Un autre moyen de comprendre ce phénomene est de calculer les puissances successives de
’hamiltonien afin d’en déduire I'opérateur d’évolution U = e 1 = Zn(—i)"% avec h = 1.
Initialement la particule se trouve sur un site a. Lorsque 'on applique une premiere fois
I’hamiltonien, la particule se retrouve sur les sites rims voisins avec une amplitude de pro-
babilité de 1 pour 3 sites et une amplitude —1 pour le site dont le lien avec le site hub initial
porte le terme de Peierls (sur la Figure III.1 c’est le site ¢ situé a droite). En appliquant une
seconde fois I’hamiltonien, la particule arrivera sur les 3 sites hubs environnants dont celui
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Fig. 111.2 Spectre de la chaine de boucles représenté en fonction du flux ® € [0,1],
pour des quasi-moments k € [—m,7[. Les 3 bandes ont pour expression E(k,®) =
0,42v/1 + coskcosm®. Le flux critique est indiqué par un trait pointillé rouge. On y ob-
serve un pincement des énergies, signature de la présence des cages.

e—/f Td ind

Fig. IIL.3 Etats propres (non normalisés) d’extension minimale de Ia chaine de boucles (a) :
pour la bande plate & énergie nulle quelque soit le flux. (b) : Au flux critique &, = 1/2, a
Pénergie +2. Les nombres indiquent les amplitudes de probabilité sur les sites correspondants.
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du milieu est le site original. L’amplitude de probabilité sur les deux sites hubs extrémaux
s’annule puisque 1’on somme 'amplitude de probabilité passée par le site b (+1) avec 'am-
plitude de probabilité passée par le site ¢ (—1). La particule se retrouve entierement sur le
site initial. L’hamiltonien mis au carré et restreint au site hub se trouve donc étre 'opérateur
identité. Une algebre treés simple permet de calculer I'opérateur d’évolution restreint au site
hub : U, = costl —isintH,. Toute la dynamique de la particule est donc restreint a ces 5
sites discutés (voir sites coloriés sur Figure III.1). En partant d’un site rim, en appliquant
une premiere fois I’hamiltonien, la particule se retrouve sur deux sites hubs. En reprenant
la discussion pour chacun de ces deux sites on retrouve une dynamique également confinée.
Une derniere fagon de prouver la présence des cages est d’utiliser la méthode d’Arnoldi [1206].
Cela consiste d’appliquer a chaque étape ’hamiltonien sur I’état précédemment obtenu puis
a lui retirer son recouvrement avec les états déja visités. L’hamiltonien exprimé dans cette
nouvelle base que l'on vient de construire est une matrice triangulaire supérieure plus sa
sous-diagonale non nulle (forme de Hessenberg).

n

bpt1|ln+1) = Hn) — Z i| H|n) i
1=0

ou les b, sont les normes des états obtenus (car |n) sont des états normalisés). En particulier,
on commencera avec un état initial by |0) normalisé donc by = 1.

Dans le cas d’un hamiltonien (ou d’un opérateur hermitien), cette méthode se réduit
a l'algorithme de Lanczos [127]. La méthode se simplifie puisque I'opérateur est hermitien,
donc dans cette nouvelle base il est tridiagonal. Dans notre cas, il n'y a pas de saut sur site
et la chaine de boucles (ainsi que le 73 que I'on introduit dans la prochaine sous-section) sont
bipartis (ils ne contiennent que des boucles de longueur paire), la diagonale est nulle et les
b; peuvent étre choisis réels (ils proviennent de la normalisation des états) donc I’équation
se réduit a :

bpt1|n+1) = Hn) —b,|n—1)

On part d’un état initialement localisé. Si I’algorithme se termine i.e. I’état obtenu est 1’état
0, alors le nombre de sites visités est fini, la particule est confinée. Dans le cas de la chaine
de boucles avec un site initial hub, I'algorithme se termine au bout de deux étapes pour
O =1/2,bg=1-b =2 by =+/2cos.

Au flux critique, les bandes sont plates (indépendantes du quasi-moment k), la vitesse de
groupe d’'un paquet d’onde construit sur de telles bandes est nulle. Il n’y a pas de transport,
c’est effet des cages d’AB.

111.1.2 Pavage T3

Le pavage T3 peut étre vu comme une généralisation 2D de la chaine de boucles dans
le sens ou 'on retrouve cette structure en losange pavant, maintenant le plan et jouant un
role primordial dans 'obtention des cages. La maille primitive est également constituée de
3 sites, 1 hub ayant cette fois-ci 6 voisins rims et 2 rims ayant 3 voisins hubs (voir Figure
II1.4-a). Sur le pavage T3, on ne peut pas chosir de jauge qui préserve la périodicité de la
maille pour n’importe quel flux. En tracant les énergies en fonction du flux, on obtient alors
un papillon avec une structure fractale [79] plutdt qu'une structure & 3 bandes (voir Figure
I1L.5).
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Fig. II1.4 (a) : Portion du pavage T3 avec en couleur la taille de la cage au flux ® = 1/2
pour un état initial sur le site encerclé. Ici on ne représente pas les termes de Peierls. Chaque
plaquette est traversée par un flux ®. (b) : Un exemple de la jauge périodique pour le flux
d=—1/3.
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Fig. IIL.5  Papillon du pavage T3. On trace en pointillé rouge le flux critique ®. = 1/2.
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On peut de la méme maniére que sur le réseau carré, se ramener a une équation 1D
effective : une équation de Harper. Ici, en choisissant la jauge de Landau, et en se restreignant
aux sites hub, on obtient :

(E,%y —6)ay, = 2cosT® [cos (37T‘I)(TL +1/2) + ky\f3/2) aZjl
+cos (3rP(n — 1/2) + ky,v/3/2) afp ! + 2cos (670n + kyv/3) af, |

La bande d’énergie nulle est invisible lorsque I'on calcule ’équation de Harper restreint
aux sites hubs pourtant elle contient un tiers des états. Cela signifie qu’elle ne vit que sur
les sites rims (comme celle de la chaine de boucles). En utilisant la symétrie du papillon
® <> 1— P, au flux & = p/q avec p et ¢ premiers entre eux et g ¢ 3N, I’équation de Harper
est un systeme clos apres translation de ¢ mailles suivant la direction z, elle engendre donc
2¢ bandes (sur le papillon en comptant la bande & énergie nulle, il y a donc 2¢ + 1 bandes).
Dans le cas particulier ® = 1/2 = 1 — @, on a seulement ¢ = 2 bandes hors de 1’énergie
nulle. Lorsque g est un multiple de 3, il est possible de trouver une jauge dont la périodicité
est ¢/3. En particulier aux flux 1/3 et 2/3, la maille magnétique est de méme longueur que
la maille du réseau (voir Figure II1.4-b). Le systéme présente a ces flux seulement 2¢/3 + 1
bandes.

Au flux @ = 1/2, le spectre dégénére en 3 énergies distinctes, signature des cages. En
partant d’un site hub (site rouge encerclé sur la Figure I11.4-a), la fonction d’onde passe soit
par les sites b (sites verts) soit par les sites c¢ (sites bleus) de chaque losange et interfere
destructivement avec elle-méme aux sites a voisins. L’algorithme de Lanczos donne dans ce
cas bg =1 — by = v/6 — by = 2cosm® qui s’annule bien & ® = 1/2.

111.2 Marches quantiques sur la chaine de boucles et le pavage T ;

111.2.1 Protocoles pour marches quantiques

Le but de cette section est de voir si I’on peut trouver des conditions, pour les marches
quantiques, qui donneraient lieu & des phénomenes équivalents a ceux des cages d’AB trouvés
pour des systémes de liaisons fortes. L’analyse est tirée de l'article [128]. Dans ces réseaux, il
existe deux types de site : hub et rim avec des connectivités différentes. Les sites hubs (sites
a) ont 4 voisins pour la chaine de boucles et 6 pour pour le pavage 73 tandis que les sites
rims (site b et ¢) ont 2 voisins dans la chaine de boucles et 3 pour le pavage T3. Puisque
I’espace interne code pour la direction de la marche, par exemple, dans le cas 1D un spin
1/2 est utilisé pour spécifier le long de quelle direction bouger, on utilisera un espace interne
de dimension égale au nombre de voisins de chaque site. Pour la chaine de boucles, chaque
cellule unité aura donc un espace interne de dimension 8 (= 4 + 2 4 2) et pour le pavage
T3 de dimension 12 (= 6 + 3 + 3). En suivant la référence [129] (et les références citées a
I'intérieur), il est plus simple de considérer un opérateur de translation 7" hermitique liant
les états internes deux & deux (voir Figures II1.7 et I111.12). L’opérateur de translation 7" est
donc une somme de termes de saut entre deux états associés a une aréte (un état & chaque
extrémité de I'aréte). T est donc hermitique et unitaire, 72 = 1. L’opérateur Cs mélange les
états internes de chaque site s = a, b, c. L’opération de dé est la somme directe des dés C, Cy
et Ce.. Il peut étre hermitique mais ne commute généralement pas avec T', menant donc a un
opérateur de marche quantique non trivial.
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On définit donc quatre types de dés de taille n X n associés & chaque site de connectivité
n = 2,3,4,6. Les travaux précédents sur les marches quantiques se sont intéressés princi-
palement & troix types de dés [53] : le dé de Hadamard H,, défini pour des tailles n = 2™,
le dé de Grover G,, et la transformée de Fourier discrete D, qui peuvent étre construits
pour n’importe quelle taille de matrice n. Nous avons essayé des dés de type D,,, et n’avons
pas trouvé de phénomenes de cages. Dans la suite nous nous limiterons au dé de Grover et
Hadamard. Le dé de Grover s’écrit G,, = (2/n)1,, — I, avec 1,, la matrice de taille n x n
pleine de 1 et I,, la matrice identité.

Pour les sites rims de la chaine de boucles, on utilise une matrice unitaire générique .
Dans ce chapitre, on adopte une paramétrisation différente de I’équation (I.1) du premier
chapitre :

cosfef  —sinfelletw)
UQ(H’ ¥, W, B) - (sin e~ v cosheile—h) )
Elle permet de relier simplement la porte de Hadamard He = Us(7/4,7,0,0) & la rotation
SO(2) d’angle 7 /4, Us(m/4,0,0,0) via une simple phase . Pour n = 3, on utilise une rotation

cosy

SO(3) R3(a,7), d’angle o autour du vecteur unité 3D ¢ = (C?/Sg,sin S ). On retrouve

le dé G3 lorsque (a,y) = (m,sin~!(1/4/3)). Pour n = 4, on utilise soit le dé de Hadamard
H, = Hy, ® Hy ou bien Gy, et enfin Gg est utilisé pour n = 6.

Ici, les conventions pour les représentations matricielles des différents dés sont explicitées
sur la Figure III.6.

e
Teel

W\N
/0 o\)
0

/0'0}“
0g0.

[=)]

. ./

e D 5

Fig. II1.6  Convention utilisée pour la représentation matricielle des états internes. Haut :
chaine de boucles avec les sites a deux voisins (rims, sites b, ¢) et ceux a quatre voisins (hubs,
sites a). Bas : Pavage T3 avec les sites a trois voisins (rims, sites b,c) et ceux a six voisins
(hubs, sites a).

Sur la chaine de boucles, I’état interne de droite (resp. gauche) des sites b et ¢ correspond

: , . . 1
au premier (resp. second) vecteur de la représentation matricielle de Us(a, p,w, ) : <0>
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(resp. 1 ). Pour les sites a, le premier vecteur est I’état en haut a droite du site puis

on tourne dans le sens trigonométrique pour avoir 'ordre des autres états. Par exemple un
marcheur quantique localisé sur I’état interne situé en bas a gauche (indiqué par le nombre
0

3 en haut de la Figure I11.6) représente le vecteur . Ensuite ’application de la matrice

0
1
0
de Hadamard ou de Grover définit 'action du dé. On procede de maniére similaire pour les
représentations matricielles des sites du pavage 73.

L’opérateur de translation s’écrit

T= > |i,j){j|+hc,
((5,9),(,3"))

avec i et i’ des sites voisins et j et j' les deux cotés opposés d’une aréte entre ces deux sites.
Le champ magnétique B = |V x A| intervient via la substitution de Peierls i.e. chaque terme

de saut est multiplié par e o Jiava ou A est le potentiel vecteur et &g = h/q est le quantum
de flux.

111.2.2 Marches quantiques magnétiques sur la chaine de boucles

a) Spectres

Fig. III.7 Représentation d’une portion de la chaine de boucles avec les états internes. Les
états internes coloriés sont ceux atteints par un état initialement localisé sur le site du milieu
encerclé (dans une configuration de spin générique).

Comme vu précédemment dans les systemes hamiltoniens, il est possible de trouver une
jauge qui préserve la périodicité de la maille de la chaine de boucles, en multipliant le terme
de saut associé & une des 4 arétes de la cellule unité par e?™® (ici, I'aréte connectant le site a
au site ¢ de droite, voir Figure II1.7). En utilisant l'invariance par translation, il est possible
de diagonaliser 'opérateur de marche quantique W en blocs de taille 8 x 8 dépendants de
k ou k est un vecteur d’onde dans la zone de Brillouin. La chaine de boucles est un graphe
biparti. Ainsi, la base de I’espace de Hilbert est I'union des 2 sous-parties B, et By, et 'action
de 'opérateur unitaire W est bipartie : il envoie les composantes de B, sur les composantes
de By et vice-versa. W (k) est donc une matrice de taille 8 x 8 avec des sous-blocs de taille
4 x 4 sur la diagonale nuls. Ainsi, W?2 est fait de blocs diagonaux de taille 4 x 4 avec pour
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valeurs propres ¢®(*). Ainsi, les valeurs propres de W sont e“%) avec (k) = E(k)/2 et
E(k)/2 + 7 puisque le systéme possede la symétrie de sous réseau. Cela implique que les 2
blocs diagonaux de W? sont isospectraux, ce que l’on montre maintenant. Supposons que
[¥) = |¥a) + |1b.c) est un vecteur propre de W avec pour valeur propre €' avec |¢),) (resp.
|t.c)) étant la composante de [¢) dans B, (resp. Bp.). |1) est également un vecteur propre
de W? avec pour valeur propre e?€. Chacun des sous-blocs diagonaux de W? vivant soit sur
B, ou By, a donc un vecteur propre |1),) ou |¢hp.) ayant pour valeur propre e*€; les deux
blocs sont donc isospectraux.

On peut se donner la possibilité d’utiliser deux dés différents pour les sites b et c. Par
exemple, avec C, = Gy, Cp, = U2(0,9,0,08) et C. = Us(0,p,w, ), on a les quasi-énergies
¢(k), menant & 4 bandes indépendantes de 3 et 4 bandes plates € :

1 _
e(k) = prm + = cos™! [sinGcos <7r<1> — L;) cos (7@ _“ +k+ T SO)] + z (ITL.1)

4 2 2 2 2
P = j:g + % + %cos_l(cos(ﬁ —¢/2) cosb). (IIL.2)

Les quasi-énergies en fonction du flux exhibent différentes symétries : deux translations,
® +— 14 @ (due a la substitution de Peierls) et € «+— € + 7 (due a la structure bipartie
du graphe, voir Annexe A.1) et deux miroirs ® +— —® + w/7w (avec k +— —k — 7+ )
et € «— —e + ¢/2 (avec k <— k + m). Les Figures II1.8-a,b montrent les quasi-énergies
W, pour C, = G4 et des dés sur les rims symétriques (C, = C¢, donc w = 0). Il y a deux
caractéristiques importantes a remarquer : (i) 'existence de bandes plates (en fonction de
k et ® qui sont d’ailleurs, méme indépendantes de 6 lorsque f — ¢/2 = £7/2); (ii) un
pincement des bandes dispersives. Notons tout de méme que la valeur du flux critique @,
auquel le pincement apparait peut étre réglée & n’importe quel flux. C’est une conséquence
du fait que 'on peut choisir une jauge partageant la méme périodicité que la maille et que
lon ne s’autorise a changer les dés que de maniére globale (sur tous les sites de la chaine
d’'un méme type). Le parametre w lorsqu’il est asymétrisé entre le site b et ¢ (Cp # C.,
W = W, — Wy, ici w = w, car on prend w, = 0) joue exactement le role d’un champ magnétique
fictif supplémentaire qui vient s’ajouter au champ magnétique existant. Le flux magnétique
total f est donc f = ® 4+ w/(27). La condition cageante est toujours réalisée au flux critique
total f. = 1/2, ce qui implique ®. = 1/2 —w/(27) (voir Figure I11.8-c, pour un exemple avec
w=m/4= .= 3/8).

Ces deux caractéristiques sont indépendantes : en effet, en utilisant un dé Hy sur les sites
a (au lieu de G4) nous obtenons un pincement mais sans bandes plates (voir Figure I11.8-
d,e). Ici, . = —w/27 et le pincement apparait a champ nul lorsque 'on utilise deux dés
identiques sur les sites b et ¢ (i.e. w = 0). Un exemple de pincement & flux non nul est montré
Figure II1.8-f (w = 7/3 = ®. = 5/6), lorsque 'on asymétrise les dés sur les sites rims. Au
flux critique, les 8 quasi-énergies s’écrivent :

1 sin(8 — £) cos & /2sin% 0 + cos? O sin?(B — £)
csqtgtitae - / 5 - (II1.3)
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Fig. II1.8 Spectres de quasi-énergies de la chaine de boucles tracés en fonction du flux
®, pour {Co,Cy = C.} égale (a) : {G4 ,Us(mw/4,0,0,0)}, (b) : {Gq,Us(mw/4,7,0,0)},
(d) : {H4,Us(/4,0,0,0)}, (e) : {Hy,Ua(mw/4,7,0,7)}, pour {Cq,C. # Cp} égale a (c) :
{G4 ,Us(7/4,0,7/4,0)} et (f) : {Hy,Us(w/4,0,7/3,0)}. En variant w, on déplace horizon-
talement le spectre. Le flux critique est indiqué par une ligne verticale pointillé rouge.

b) Cages

Tout comme dans le cas hamiltonien, le pincement est associé a un phénomeéne de cage.
On peut alors le prouver par une analyse de la densité d’état locale. Dans [79], en utilisant
la tridiagonalisation de Lanczos, il a été montré qu'un coefficient de récursion (les b,) de
lalgorithme s’annulait au flux critique ®. = 1/2, signature d’une évolution quantique qui ne
se propageait pas. Ici, comme 'opérateur de marche quantique n’est pas hermitique, il faut
utiliser la méthode plus générale d’Arnoldi ou 'on transforme W en une matrice presque
triangulaire supérieure avec la sous-diagonale en plus (forme de Hessenberg). En partant
d’un état donné |0) et en appliquant itérativement W, chaque état obtenu |[n + 1) est rendu
orthogonal aux précédents {|m),m < n} : bypin+1) = Win) — 3, o (m|W |n) |m).
Lorsque le coefficient b,, avec n = n. s’annule, cela termine 'itération et prouve un effet de
cage puisque si ’on part d’un état localisé, seulement une fraction finie des états peuvent étre
atteints, menant a une évolution & l'intérieur de l’espace engendré par les {|n),n < n.}. Un
coefficient bg s’annulant est effectivement trouvé pour tous les états de la chaine de boucles
avec un état localisé sur n’importe quel état interne du site a (voir Figure I11.9). La cage est
de rayon maximal deux fois la taille de la cellule unité (voir sites coloriés Figure II1.7).

La Figure II1.7 montre que la cage d’un état initialement localisé sur un site a peut
s’étendre jusqu’a deux sites a a droite et a gauche de ’état initial, tandis que dans le cas
hamiltonien, les cages n’atteignaient méme pas le site a voisin. Ici, leur origine est assez
différente, le role des dés dans leur apparition est un élément déterminant puisque 1'utilisation
d’un dé différent sur les sites a change le flux critique. Le fait qu’il y ait du poids également
sur les sites a extrémaux de la cage mais seulement pour les états internes situés a droite
pour l'extrémité gauche et a gauche pour l'extrémité droite indique que le dé ne mélange
pas ces états internes avec ceux situés sur la partie du site extérieure. Pour comprendre ces
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Fig. I11.9  Coefficient bg de la récursion d’Arnoldi pour la chaine de boucles utilisant un dé
G4 tracé en fonction du flux ® et du parametre ¢ € [—m,w] du dé Us(0, ¢,0,0). Les valeurs
0 = /6,7 /4, /3 sont représentées. Le coefficient s’annule bien au flux critique ®. = 1/2.

cages, il est utile d’effectuer un changement de base dans I'espace interne des sites a. On
sépare la partie droite de la partie gauche des états internes et on combine la partie haute
et basse de maniere a faire apparaitre la partie symétrique et antisymétrique :

1 1 0 0
1o 1| o 1|1 1|

+\ _ -\ _ = +\ _ _~ -\ _ =
m) =Sl 1B =5 o | =5 B0 =5 |
1 1 0 0

L’effet des dés G4 et Hy sur ces nouveaux états de la base est

Hy|RY)  |RY) Gy|RT) o |LF)

g, | BB <|LT) o ) GalRT) o< |R)
") Hy|L) o< |[RTY T Gu|Lt) o< |RY)
Hy|L7) o< |L7) Ga|L7) o< [L7)

Ces nouveaux états sont soit des états propres des dés ou (lorsque le dé agit sur eux)
des états qui transferent ’amplitude des fonctions d’ondes sur la partie opposée du site. Une
cage de la chaine de boucles peut donc étre vue comme deux “murs” tels qu’ils empéchent
le transfert sur la partie opposée du site i.e. proportionnel donc a I'un des états propres du
dessus. On peut donc analyser ’évolution de la marche quantique pour ces états.

En partant d’un état initialement localisé sur un site a, on décompose 1’état (apres
application du dé) sur les nouveaux états {|R"),|R™),|L"),|L™)}. Les pas de la marche
quantique suivants (jusqu’a atteindre un nouveau site hub) consiste a appliquer 'opérateur
K =T.U, T = Ki, + Kout. T est U'opérateur de translation et Us le dé sur les sites rims.
K, fait référence a la partie qui est renvoyée sur les sites hubs déja visités, ici, le site hub
initial. Koyt est la partie qui nous intéresse, c’est celle qui atteint les nouveaux sites hubs.
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| ®=0 |
|RT,ng — 1) Ay |R*,ng — 1) =cage
|L™,no+ 1) il |L™,ng + 1) =cage
IR, ng—1 Lt ng—1) oy |RT,ng — 2) 4 |RT,ng — 2) =cage
1L+, n0 + 1) 2 R ng + 1) "8 |1~ ng +2) 4 |L= ng + 2) =cage
y ®=1/2
|R™,ng—1) G4 |R™,ng — 1) =cage
L™, no+ 1) G |L™,no+ 1) =cage
|Rt,ng—1) Gy |Lt,ng —1) Kog |[R™,no — 2) Y |[R™,ng — 2) =cage
|LT,ng+1) Gy |RT,ng+ 1) Kogt |L~,ng +2) G |L~,ng + 2) =cage

=1
Hy
_)

Table III.1 Effets des différentes séquences de dés et translations sur les états
(|RT),|R™),|L"),|L™)). Toutes ces séquences ménent a des cages. |A) 2 |B) signifie I'ap-
plication de 'opérateur O sur |A) donne un état proportionnel a |B)

L’action de Kj, peut étre oubliée car il est possible de montrer qu’elle mene toujours a des
états proportionnels a ceux atteints par K, mais a des pas de temps ultérieurs. L’action
de Koyt sur Iétat & un site hub ng s’écrit

Kout |RT,n0) o |[LT,ng + 1) Kout |RT,n0) < |[L™,ng + 1)
Kout |[R™,n0) < |L™,ng + 1) O—1/2: Kout |R™,no) o< [LT,ng + 1)
Kout |LT,n0) < |[RT,ng — 1) a ‘ Kout |LT,n0) o< |[R™,ng — 1)
Kout |L™,n0) o< |[R™,ng — 1) Kout |L™,no) o |[RT,ng — 1)

En appliquant les dés G4 ou Hy sur cette partie de I’état interne, un “mur” est atteint
lorsque I’état sur ce site est proportionnel a un vecteur propre du dé correspondant. Cela
n’arrive pas de maniére systématique au premier pas de temps, il faut appliquer une nouvelle
séquence Koyi. Le Tableau II1.1 résume les différentes séquences cageantes aux flux 0 et 1/2.
Il part des 4 états |[R*,ng — 1), |[R™,no — 1), |[L™,ng + 1) et |[LT,ng + 1). Ce sont les états
possiblement atteints apres application du dé et de 'opérateur Koy sur un état initial situé
sur le site hub ng dans un état interne quelconque.

Pour étre complet, si un état est initialement localisé sur un site rim, apres un pas de
temps, ’état sera situé sur les deux sites hubs voisins. Ainsi, par linéarité, on peut appliquer
le méme raisonnement sur chacun de ces deux sites pour déterminer ’extension de la cage.

La compréhension des cages, & partir de ’analyse précédente, permet de trouver au flux
critique les 8 états propres d’extension minimale. Ils sont représentés sur la Figure I11.10
pour le dé de Grover & ®. = 1/2 (Figure (a)) et de Hadamard a ®. = 0 (Figure (b)) dans le
cas ol le dé sur les rims est la matrice de rotation d’angle 7 /4, Us(7/4,0,0,0). L’amplitude
de probabilité sur chaque état interne est résumée dans le Tableau II1.2 pour les différents
états propres. Ils s’étendent sur trois cellules unités, on les notera |i,e) ou ¢ est 'indice de
la cellule du milieu et ¢ la quasi-énergie correspondante. La présence des composantes des
vecteurs propres de G4 (vesp. Hy), |R™) et |[L7) (resp. |R") et |L7)) aux sites situés aux
extrémités de I’état propre d’extension minimale implique l'effet de mur expliqué plus haut
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et I'existence d’une cage.

Fig. I11.10  Vecteurs propres d’extension minimale de la marche quantique sur chaine de
boucles (a) : au flux critique ®. = 1/2 pour le dé de Grover (b) : au flux critique ®. = 0 pour
le dé de Hadamard. La jauge choisie porte une phase de Peierls sur I’aréte connectant le site a
au site ¢ de droite. «, 3, v et ¢ sont des coefficients intervenant dans les différentes amplitudes
de probabilité des vecteurs propres et dépendants de la quasi-énergie € correspondante. Ils
sont résumés dans le Tableau III.2.

| e [ o | 8 | 7 |6

’ Grover ‘
0, 7 1 1++2 1++2 1
+7/2 1 1—+2 1—+v2 1
—37/8, 57/8 —1 i —i 1
31/8, —b1/8 —1 —i i 1

’ Hadamard ‘

5m/12, —7m/12 —i\/5 —2V6 | 1— (=102 | 14 (-1)%/6\2
—m/12, 1n /12 || —i(vV2+v3) | 1+ (=152 | 1 -
—5m/12, Tr/12 || /65— 26 | 14 (-1)5v2 | 1
712, —117/12 || i(v/2 + V/3) — (=1)%5y2 | 1+ (=1)Y/5y/2
Table II1.2  Coefficients des vecteurs propres dessinés dans la Figure II1.10 pour les diffé-

rentes quasi-énergies utilisant soit le dé de Hadamard ou le dé de Grover au flux &, = 0,1/2
respectivement et le dé Ua(m/4,0,0,0) sur les rims.

—_| = =] =

Un dernier point concerne 1’évolution temporelle du marcheur a l'intérieur de la cage.
La dynamique est périodique lorsque les différences entre les quasi-énergies sont commensu-
rables. Dans le cas des systémes hamiltoniens de liaisons fortes, la dynamique est générique-
ment périodique que ce soit pour la chaine de boucles ou le pavage T3. Les quasi-énergies
décrites au-dessus sont incommensurables pour des valeurs génériques de 6, ¢, 5, ce qui mene
a des évolutions quasi-périodiques. L’analyse des expressions des quasi-énergies (voir équa-
tions (III1.1),(II1.2),(II1.3)) permet de trouver des conditions pour la périodicité. Dans le cas
Cy = Gy, on trouve que la dynamique est périodique lorsque cos™!(cos(3 — /2) cosf) est
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’ Graphe \ Cq \ Ce \ BP \ o, ‘ Période ‘
CB G4 | Us(0,p,w, B) générique | Oui % + 5% QP
CB Gy Us(0, ¢, w, %) Oui % + 5 8
CB | G4 UQ(Qg, P, w, — %) Oui | 5+ & | PPCM(4,2q)
CB Hy | Us(0, p,w, ) générique | Non 5 QP
CB Hy Us(%,m,w,0) Non 5 24
CB Hy Us(%, 5,w,0) Non 5 10
CB Hy Uz(%,0,w,0) Non 5 12
T3 Gg R3(a,7y) générique Oui % QP
T |G Rs(o, vy, 5F) Oui | ¢ QP
Ts G R3(%,7) Oui 3 12

Table II1.3 Résumé des différents effets de cages pour la marche quantique sur la chaine
de boucles (CB) et le pavage T3, pour différents dés. ®. est le flux critique ot se produit le
pincement du spectre, BP indique si il y a des bandes plates dans le spectre et la derniére
colonne spécifie la période d’évolution temporelle quand elle existe (QP signifiant un cas
quasi-périodique).

commensurable avec 7. Par exemple, si f—¢/2 = 0, on trouve une dynamique périodique de
période PPCM(4, 2q), quand 6 = 27p/q avec (p,q) € Z. Par ailleurs, si f — ¢/2 = £7/2, la
dynamique résultante a une période 8 pour n’importe quelle valeur de 6. Les différentes pro-
priétés des cages pour marches quantiques sont résumées dans le Tableau II1.3. L’évolution
d’un marcheur avec une cage de période temporelle 8 est montrée Figure II1.11.

T=0

% % T=1 %}Q T=2
e /@\ﬁ:\/ O

TN 1=3 LDQ@L T=4 % _x T=5

‘\';\\/\ T=6 T=7 T=8
/\%\/ ‘ %\//{T/\/ %q/

Fig. II1.11 Evolution d’une cage pour marche quantique pour la chaine de boucles de période
8. La probabilité de présence sur chaque état interne de la base est montrée C, = G4,Cy =
C.=Us(n/4,0,0,—7/2) et ®.=1/2.
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111.2.3 Marches quantiques magnétiques sur le pavage 7T 3

Fig. 1I1.12 Représentation d’une portion du pavage T3 avec les états internes. Les états
internes coloriés sont ceux atteints au flux critique par un état initialement localisé sur le
site du milieu encerclé (dans une configuration de spin générique).

On s’intéresse maintenant au cas du pavage 7T (voir Figure I11.12). En utilisant la matrice
G¢ comme dé pour les sites a et le dé R3(«,~y) pour les sites (b,c¢) (défini au début de la
section II1.2), on trouve effectivement un effet de type cages d’AB. Comme dans le cas de la
chaine de boucles, on s’autorise a asymétriser le dé agissant sur les sites b et ¢ en introduisant
un angle w : R3(a, y,w)i; = Ra(a,v)i;e" 2k ik avec €ijk le tenseur antisymétrique de Levi-
Civita. Le dé unitaire n’est plus une rotation 3D. L’introduction de ’angle w brise la symétrie
de renversement du temps. En utilisant la jauge de Landau, on retrouve une périodicité dans
la direction y (avec une maille magnétique de 12q états dans la direction ), et W peut étre
diagonalisé pour des valeurs rationnelles du flux ® = p/q en blocs de taille 12¢ x 12¢, menant
a un papillon de Floquet-Hofstadter montré sur les Figures I11.13-a,b. En vertu de la symétrie
€ <> €+ m, on ne trace que les spectres entre 0 et 7. Ils contiennent des bandes plates et une
structure fractale avec des niveaux de Landau. Ici, on se concentre sur le pincement qui a
lieu au flux critique ®, = 1/2. Les quasi-énergies, doublement dégénérées et indépendantes
de k, s’écrivent :

€= O,ig,w,gi %,—g %, g + %COS_I (2—1—;0804) ,—g + %COS_I (2—1—;0804) .
Ces expressions permettent de déduire la dynamique périodique (quand les quasi-énergies
sont commensurables) ou non. En soustrayant ces quasi-énergies, on obtient que la dynamique
est périodique si « est commensurable avec m donc o = 7p1 /g1 et qu'il satisfait une équation
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supplémentaire plus compliquée : cos ™ ((2 + cos %) / 3) = wz{;—;. Si cette relation est vérifiée
alors la période de la marche est 4x PPCM(q1, g2). Par exemple, pour o« = 27/3, la dynamique
a une période de 12, et numériquement nous ne trouvons aucune autre solution pour q, g2 <
100. En utilisant la méthode de Arnoldi, on vérifie numériquement que le coefficient by

Quasi-énergie

Quasi-énergie

Quasi—énergie

Fig. TI1.13 Spectre des quasi-énergies de la marche quantique sur le pavage T3 pour 3
valeurs du dé R3 : (a) a = 27/3,7 = sin"}(1/v3),w = 0, (b) : @ = 27/3,7 = 0,w = 0,
(c) : a=m/2,v =sin"}(1/v/3),w = —27/3. On ne trace que les quasi-énergies positives en
utilisant la symétrie € <> € + w. Les lignes rouges verticales en pointillés indiquent le flux
critique a 1/2 (a), 1/2 (b) et 1/6 (c).

s’annule effectivement au flux critique ®, = 1/2, comme montré sur la Figure II1.14. Les
cages d’AB associées dépendent de I’état initial choisi mais leur taille maximale est plus
grande que dans le cas des hamiltoniens de liaisons fortes (voir états coloriés Figure I11.12).
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L’origine de ces cages est expliquée plus en détail dans I’Annexe D.

_Z
"“~6
_Z
=Ty
_Z
T3

Fig. I111.14  Coefficient b1o de la récursion d’Arnoldi pour le pavage T3 tracé en fonction
du flux ® et du parametre vy € [—m, 7] du dé Rs(«,~y). Les valeurs o = 7 /6,7 /4,7/3 sont
représentées. Le coefficient s’annule bien au flux critique ®. = 1/2.

Dans le pavage T3 il n’est génériquement pas possible de modifier le flux critique a n’im-
porte quelle valeur puisque la périodicité de la maille ne correspondant pas a celle de la
jauge, asymétriser les dés entres les sites b et ¢ de maniére globale ne revient pas a simuler
leffet d’'un champ magnétique additionnel fictif. Cependant, une situation particuliere sur-
vient pour les valeurs de flux +1/3 : on peut trouver une jauge qui partage la périodicité
de la maille (voir Figure II1.4-b). Par conséquent, W peut étre diagonalisé en un bloc de
taille 12 x 12, W (kz, ky). Un dé asymétrique R sur le site ¢ peut changer la valeur du flux
critique : quand w = —27/3, ®. passe de 1/2 a 1/6, selon ®. = 1/2 + w/27. Ici @, ne peut
pas étre réglé de maniere continue.

111.2.4 Controle de la taille des cages dans la chaine de boucles

Revenons au cas de la chaine de boucles. Le dé de Grover (G4 et celui de Hadamard Hy sur
les sites a créent des cages a des flux différents. En jouant avec cette nouvelle caractéristique,
on peut alors modifier et controler la taille des cages. Cette section illustre avec un exemple
cette procédure.

Commencons au flux 1/2 avec une chaine utilisant des dés Hy sur les sites hubs. Sans
utiliser d’asymétrie entre les dés sur les rims, il ne peut pas y avoir de cages. On substitue
sur certains sites a des dés G4 aux dés H4 de maniére périodique (voir Figure II1.15). Cela
induit 'apparition de nouvelles cages d’AB, ou la taille dépend de la distance G4 — G4 (la
période du super-réseau) et de 'emplacement de ’état initial.

Les reégles pour déterminer ’extension de ces nouvelles cages en partant d’un état initial
localisé sur un site a, sur la cellule unité indexée par ng, sont :

¢ Premieére régle : Le dé sur le site initial ng n’influence pas 'apparition ou I'extension
de la cage. Seuls comptent les dés utilisés sur les sites voisins.

¢ Seconde regle : Pour les sites a droite du site initial, la marche quantique s’étale
jusqu’a rencontrer un dé de substitution qui arréte le marcheur sur le site voisin de
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droite.

o Troisieme régle : Pour les sites situés a gauche du site initial, le dé sur le premier
site gauche ne compte pas. Le marcheur quantique s’arréte des qu’il voit un dé de
substitution.

La Figure II1.15 donne un exemple, au flux 1/2, pour un dé G4 inséré tous les p = 5 sites hubs
(dans une chaine contenant seulement des dés H, autrement). Les cages sont représentées
par des boites en pointillés ou la couleur de la lettre (G ou H) indique ’emplacement de
I’état initial.

Fig. II1.15 Chaine de boucles ou seuls les sites hubs sont représentés par le dé qui est utilisé,
H (pour Hadamard) ou G (pour Grover). Entre deux sites a, 'opérateur K = T.Us.T est
toujours présent mais non représenté. Les pointillés rouges (resp. verts) délimitent I'extension
de la cage pour un état initial sur les sites rouges (resp. verts) au flux 1/2.

On étend l'analyse des cages faite dans le cas pur (sans dé de substitution) au cas ou
la chaine de boucles contient les deux types de dés. Pour cela, on se replace dans la base
des états {|R"),|R™),|LT),|L7)} et on applique l'opérateur K = T.Us.T en regardant
seulement la partie Koy. On est alors sur les sites voisins du site initial . Dans le cas pur,
seules les séquences de dé G4G4 ou H4H,4 pouvaient étre vues par le marcheur. Avec des
dés de substitution, il y a maintenant de nouvelles séquences G4 H, ou H4G4. Ces séquences
ne meénent génériquement pas a des cages, et il faut parfois appliquer une troisieme fois
l'opérateur K pour atteindre les “murs” de la cage. Les différentes séquences possibles sont
résumées dans le Tableau I11.4.

En se donnant un état initial ng, 'effet de cage doit étre indépendant de 1’état interne.
Par conséquent, puisque appliquer le premier dé change seulement 1’état interne, la nature
de ce dé (G4 ou Hy) n’est pas pertinente, ce qui meéne a la premiere regle.

La partie du marcheur quantique a droite du site initial est gouvernée par les vecteurs
initiaux ’L+/ ~,no + 1>. |L™) est un vecteur propre de Hy et G4 donc il est immédiatement
réfléchi vers 'intérieur de la cage. On déduit du Tableau II1.4 que dés qu’un marcheur dans
I'état |LT) rencontre un dé G4 au flux 1/2 (ou un dé Hy au flux 0) il sera piégé au site
d’apres. C’est la deuxieme regle.

La partie gauche du marcheur est gouvernée par les vecteurs ‘RH ,ng — 1>. L’opération
de dé sur le premier voisin de gauche du site initial n’est pas importante, dans tous les cas le
marcheur sera dans I’état |R~,ng — 2) apres deux opérations de marche quantique. Si le dé
suivant est Hy, I’état est transmis sur le site de gauche suivant, toujours dans la configuration
|R™). Si c’est le dé G4, |[R™) est un vecteur propre, ’état est réfléchi a l'intérieur. C'est la
troisieme regle.

On trace les spectres en fonction du flux de ces marches quantiques alternant périodi-
quement entre le dé de Grover (dé de substitution) et celui de Hadamard, la Figure I11.16-a
étant pour une substitution minimale p = 2, la Figure II1.16-b étant ’exemple de la Fi-
gure I11.15 p = 5. Puisque les trois regles nous garantissent que 1’on obtient des cages aux
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d=0
séquence : HyH,
|RT,ng — 1) Ay |RT,ng — 1) =cage
L™, no+1) il L™, no+1) :>cage
|[R™,ng — 1) 4y |LT,ng — 1) Koy |RT,ng — 2> $ |RT,ng — 2) =cage
|LT,ng+1) BOR= no+1) " |L7 no +2) &L, no + 2) =>cage
séquence : HyG,H,
|RT,ng — 1) Ay |R*,ng — 1) =cage
|L™,ng+ 1) el |L™,no + 1) =cage
1L+ no + 1) B R g + 1) " |L= ng +2) % |L=, ng + 2) =cage
R ,no — 1> Ay |L+,n0 — 1> Kogt ‘R+7no —2> % |L+,no — 2> Koyt |RjL ng — 3> Ay |R+,n0 — 3> =cage
Séquence . G4H4G4 or G4H4H4
|[R™,ng—1) G |[R™,ng — 1) =cage
|L™,no+ 1) G |L~,ng + 1) =cage
|RT,ng — 1) Y |LT,ng—1) Hoys RT . ng—2) iy |Rt,ng — 2) =cage
|L+,n0 + 1> % |R+,no + 1> Kogt ’L+7no —|—2> Ay ’Rﬂno —|—2> Kope |L77no —|—3> Ga_or orfa ’L , o +3> =cage
y d=1/2 \
séquence : G4Gy
|[R™,ng—1) G |[R™,ng — 1) =cage
|L™,no+ 1) G |L~,ng + 1) =cage

|R*,ng—1) G4 |Lt,ng — 1) Koyt |[R™,ng — 2) Y |[R™,ng — 2) =cage
|LT,ng+ 1) G4 ]R"’ no+ 1) Kot | 1= no +2) S |L=, no + 2) =>cage

séquence : H4G4H4 or HiG4Gy
|Rt, ng — 1> $ |Rt,ng — 1) =cage
L™, no+ 1) il |L™,ng + 1) =cage
LT, no +2> % ‘R*,no +2> Ki?t |L7,no +3> Ha_or G4 }L , Mo +3> =cage
Tong—1) Koy |[R™,ng —2) % |[R™,ng — 2) =cage
séquence : G4 H4Gy

L+,n0+1> }i# ‘R77n0+1> oyt
|R_,’I’L0— 1 —4> ‘

|[R™,np—1) G |[R™,np — 1) =-cage
|L=,ng+ 1) G4 |L~,nog + 1) =cage
|R*,no — 1) % |LF, no —1) S |R™ o — 2) T | Lt o — 2) " ]R* no —3) 4 |R™ no — 3) =cage
|LT,ng+1) G4 |R*,ng+ 1) Kogt 1 1= o +2) 28 |[L=, ng + 2) =>cage

Table I11.4  Effets des différentes séquences de dés (en prenant en compte les possibles dés de
substitution) sur les états (|[R*),|R™),|L"),|L™)). Toutes les séquences ménent & des cages.

|A) 9 | B) signifie que 'application de I'opérateur O sur |A) donne un état proportionnel a
|1B)-



98 CHAPITRE 1II. CAGES D’AHARONOV-BOHM

N
o

(a) (D) i

Quasi—énergie

i

Quasi—énergie

—_———
—_—

——
—_—

-3| -3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

() ()

Fig. I11.16  Spectres de quasi-énergies en fonction du flux pour différentes périodes de sub-
stitution. Le dé de Grover est le dé de substitution et le dé de Hadamard celui usuel. Les
dés sur les rims ont pour paramétres § = w/4 et ¢ = w = § = 0.(a) : On substitue tous
les deux sites hubs un dé de Grover a un dé de Hadamard. On a donc alternativement un
dé de Hadamard puis un dé de Grover. C’est la substitution de période minimale. (b) : On
substitue tous les p = 5 sites hubs, un dé de Grover a un dé de Hadamard. Le schéma de
substitution correspondant est représenté Figure II1.15.

deux flux ® = 0,1/2, on observe alors un pincement des bandes de quasi-énergies a ces flux
correspondants. Lorsque la longueur de la super-cellule est minimale (successions d'un dé
de Hadamard suivi d'un dé de Grover), les cages s’étendent sur 6 cellules aux deux flux
® = 0,1/2. Quand p — o0, on s’attend a retrouver le spectre sans dé de substitution (un
pincement soit au flux ® = 1/2 pour un dé de Grover soit & ® = 0 pour un dé de Hada-
mard). Lorsque p est fini, la substitution périodique entre les deux dés permet de réobtenir
une nouvelle super-cellule ayant pour taille la période de substitution p sur laquelle on peut
appliquer le théoréeme de Bloch. On a alors un systéme contenant L/p super-cellule avec L
le nombre maille de la chaine de boucles et on peut donc indexer les états par un nouveau
quasi-moment ks = 2mjp/L avec j € [-L/(2p), L/(2p) — 1].

En supposant que le dé de substitution est le dé de Grover, lorsque p > 1, et ® = 0,
la plupart des états vivent alors seulement sur des sites ou des dés de Hadamard agissent
(car la fraction de dés de Grover devient faible et les états propres sont de support fini,
voir Figure I11.10). Les quasi-énergies associées a ces états sont donc similaires a un systéme
sans dé de substitution. Quelques nouvelles énergies apparaissent au flux critique ® = 0
(par rapport au cas pur sans dé de substitution) correspondant aux nouveaux états propres
vivant a la fois sur les dés de Grover et de Hadamard. Au flux ® = 1/2, la dynamique
étant piégée sur une ou deux super-cellules (+2 sites hubs sur la super-cellule adjacente
de droite, voir Figure II1.15), les états propres sont également de support fini. On observe
donc un pincement au flux critique ® = 1/2 en 8p quasi-énergies (sans prendre en compte
les possibles dégénérescences au sein d’'une méme super-cellule) du fait de la dimension de
I’espace de Hilbert associé a la super-cellule. Lorsque p augmente, on s’attend a ce que le
poids des vecteurs propres sur les dés de substitution diminuent. Les quasi-énergies devraient
alors tendre vers celle des bandes dispersives du cas pur avec un quasi-moment quantifié par
la longueur de la super-cellule k = 27n/p avec n € [—p/2,p/2 — 1].
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111.2.5 Conclusion

Comme dans le cas des hamiltoniens de liaisons fortes, les cages d’AB résultent d’une
interférence destructive réglée par le champ magnétique entrant via la phase de Peierls.
Cependant, dans le cas des marches, 'action du dé sur les degrés de liberté interne est
cruciale pour que les cages se produisent. L’amplitude de probabilité s’annule sur la partie
extérieure des sites situés en bord de cage, qui autrement apres translation, autoriserait le
marcheur & s’échapper. Les cages d’AB pour marches quantiques sont également plus grandes
que leur équivalent hamiltonien.

En jouant avec les différents types de dés, les cages peuvent se produire a des flux critiques
autres que 1/2. Les conditions nécessaires pour que le réglage de ®. puisse se faire est
I'existence d’une jauge respectant la symétrie de translation de la structure (si 'on veut que
les dés soient appliqués de maniére uniforme sur tout le graphe) et que le dé brise la symétrie
de renversement du temps (correspondant au w # 0 dans 'opérateur de dé sur les rims) afin
de compenser partiellement ’effet du champ magnétique.

Par ailleurs, le dé sur les sites hubs peut étre vu comme une sorte de porte qui se com-
porte comme un miroir au flux critique ®.. Ainsi, sur la chaine de boucles, une substitution
périodique par un type de dé (disons G4 dans une assemblée de Hy) permet de créer des
cages d’AB (ici au flux ® = 1/2) de taille arbitraire en réglant la distance entre deux dés G.

Les cages d’AB et les papillons de Floquet-Hostadter correspondants pourraient étre
observables. Récemment, des implémentations expérimentales concretes pour des marches
quantiques sous champ magnétique & deux dimensions ont déja été proposées [52]. Le défi
supplémentaire, ici, est d’implémenter ces marches sur un réseau avec une coordinence va-
riable. Les marches quantiques sur de tels réseaux ont été théoriquement étudiées depuis
plusieurs années [129], mais nous ne connaissons pas de réalisation expérimentale & ce jour.
Une méthode brut force serait d’avoir un grand espace interne (8 pour la chaine de boucles
et 12 pour le pavage T3). On aurait alors plus quun seul site par maille et un graphe étant
une simple chaine pour la chaine de boucle ou un réseau triangulaire pour le pavage 73. Dans
tous les cas, méme si cette méthode permet de simplifier le réseau sur lequel on travaille,
toute la difficulté est maintenant cachée dans 'opération de dé et les transitions internes.
Nous ne connaissons pas d’expérience capable de gérer un si grand nombre d’états internes.
Enfin, une confirmation de ces cages serait de tester le réglage des flux critiques auxquels
elles apparaissent. Une autre fagon de tester 'originalité de ces cages serait de produire des
tailles de cages différentes.

Bien que les marches quantiques puissent étre vues comme une sous-classe de systemes
hamiltoniens périodiques en temps, notre proposition pour la chaine de boucles est signifi-
cativement différente des cages d’AB proposées dans [124] et qui utilise une ingéniérie de
Floquet pour réaliser le modele de liaisons fortes de [125].
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IV — Déconfinement : quelques
solutions pour les marcheurs
guantiques

Les cages d’AB sont obtenues pour certains types de réseaux ou pavages (e.g. chaine de
boucles ou 73) lorsque le flux magnétique est réglé a une valeur critique. Si le flux est différent
du flux critique, on réobtient alors une bande dispersive et donc une expansion balistique de
la particule hors de sa cage. Par ailleurs, on a pu voir que lorsque 1’on substituait périodi-
quement un dé de Grover a un dé de Hadamard (ou vice-versa), on obtenait des cages pour
deux flux critiques différents. De maniére générale, on peut s’interroger sur la robustesse des
cages face a différents types de perturbations.

Une étude pour le cas hamiltonien a déja été menée dans le cas du pavage T3 lorsque 'on
introduit du désordre géométrique : des phasons i.e. des “flips” dans les losanges du pavage
ou bien que 'on désordonne les potentiels sur site [130]. Dans ce cas précis, les désordres
considérés étaient gelés (ou statiques). L’influence de tels désordres sur ’évolution d’un
marcheur quantique le long d’une chaine simple unidimensionnelle a également été étudiée
pour différents types de processus aléatoires [131-136]. Dans tous les cas le désordre statique
mene a un phénomene bien connu : la localisation d’Anderson [137].

Par ailleurs, on peut regarder l'effet d’un autre type de désordre : dynamique i.e. on
change une variable de maniére globale (pas de dépendance en espace) a chaque pas de
temps. L’étude d’un marcheur quantique sur une chaine sous désordre temporel a aussi
été menée par exemple dans [133, 134, 136, 138=110]. L’intérét du désordre dynamique est
qu’il permet de simuler 'effet d’un environnement extérieur et d’étudier les phénomenes de
décohérence, on s’attend alors a retouver un comportement classique du systéme.

Dans la premiere section de ce chapitre, on s’intéressera a ’effet de ces différents désordres
(statique ou dynamique) au niveau des dés sur les marches quantiques de la chaine de boucles.
On regardera ces désordres aussi bien sur les dés des sites rims que des sites hubs.

Une autre fagon de briser les cages d’AB est d’introduire une seconde particule interagis-
sant avec la premiére. Dans le cas hamiltonien de la chaine de boucles [125], 'interaction
considérée est une interaction de contact (Hubbard), cela crée alors un état moléculaire pou-
vant se déplacer le long de toute la chaine de boucles et ne subissant plus 'effet des cages
d’AB. Dans la seconde section, on s’intéressera au cas de deux marcheurs quantiques en
interaction sur la chaine de boucles.
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IV.1 Désordre sur le dé

Pour I’étude de la robustesse des cages dans le cas de la marche quantique, on intro-
duira du désordre seulement au niveau de l'opérateur dé et on laissera intact I'opérateur
de translation. Puisque la chaine de boucles comporte deux types de sites hubs ou rims, on
considérera séparément les deux cas.

Dans le premier cas, lorsque le désordre sur les dés est situé sur les sites hubs, les deux
dés utilisés (Grover et Hadamard) seront choisis aléatoirement grace a une loi de Bernouilli
(distribution discrete). Dans le second cas, celui des dés sur les sites rims (matrice unitaire
2 x 2), on considérera seulement un désordre sur la variable 6 (distribution continue) et I'on
mettra a 0 les autres parametres ¢ = w = § = 0. La variable 6 permet de contréler le poids
de la fonction d’onde du marcheur qui est transféré au site hub voisin.

Dans la premiere sous-section, on étudiera 'effet d’'un désordre statique sur 1’évolution
de la fonction d’onde du marcheur et ses conséquences spectrales. Cette étude est I’extension
de [130] au cas d’un marcheur quantique sur la chaine de boucles. On s’attend alors a ce
que le systeme se localise (localisation d’Anderson [137]) avec des états propres n’étant plus
des fonctions d’onde a support fini mais ayant des décroissances exponentiellement localisées
autour d’un site.

Dans un second temps, on regardera l’effet d’'un désordre dynamique sur I’étalement de la
fonction d’onde du marcheur. Une étude spectrale dans ce cas n’est plus vraiment pertinente
puisque I'hamiltonien n’est pas invariant dans le temps. Les quasi-énergies ne sont alors
plus conservées et la connaissance des valeurs propres pour un opérateur d’évolution jusqu’a
un temps 7' ne nous renseigne pas sur l’évolution future qu’aura le marcheur. Le désordre
dynamique a pour conséquence de tuer les cohérences quantiques du systeme a long terme
car le temps de cohérence de phase n’est plus infini. Pour un marcheur quantique sur une
simple chalne, le systeme perd alors sa cohérence de phase et redevient une marche classique
aléatoire avec une expansion diffusive [138].

Enfin, nous mélerons ces deux types de désordre sur les sites rims et nous verrons qu’il
existe des systemes pour lesquels I'étalement est anormal i.e. ni balistique ni diffusif ni
localisé.

IV.1.1 Désordre statique

Pour un hamiltonien de liaisons fortes quantique unidimensionnel, le systéme se localise
dés qu’il existe une petite quantité de désordre au niveau des potentiels sur site [137, 141].
Plus le désordre est grand, plus la longueur de localisation est faible. Pour un systéme de
taille finie, il faut donc atteindre une certaine force du désordre avant de voir cette longueur
de localisation devenir plus petite que la taille du systeme et donc de percevoir ses effets. Les
fonctions d’ondes propres du systeme deviennent alors exponentiellement localisées autour
d’un site. La conductivité du systeme diminue donc exponentiellement avec la taille du
systéme [112], on obtient un isolant sans gap. Spectralement, on s’attend pour un désordre
fort a ce que les énergies soient distribuées de maniere aléatoire suivant la distribution choisie
(car dans le régime d’un désordre fort chaque état propre est localisé autour d’un seul site
dont ’énergie est essentiellement ’énergie du potentiel sur site sur lequel il habite). La
distribution des écarts en énergies entre deux niveaux successifs suit une loi universelle,
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une distribution de Poisson [113] : P(s) = e~ avec s l’écart entre deux niveaux successifs
moyenné sur la densité d’état autour de Iénergie considérée (pour plus de détail voir le
prochain chapitre).

Dans le cas des cages d’AB hamiltoniennes, la discussion doit étre légérement modifiée
pour prendre en compte une nouvelle longueur caractéristique : la taille des cages. Le cas pur
sans désordre ne montre pas de phase métallique, ou les états propres seraient délocalisés
sur tout le systéme de taille L. On a montré dans le chapitre précédent qu’ils étaient de
support fini. Dans Darticle [130], les auteurs introduisent un désordre sur les potentiels sur
site du modele. On observe principalement deux régimes. Un régime a désordre faible ou le
désordre brise les cages mais ou la force du désordre n’influence pas de maniere significative la
localisation des fonctions d’ondes. Dans ce régime, on peut dire que 'effet des cages est encore
prédominant. Un régime de désordre fort, ou ’on retrouve la localisation d’Anderson. Ici, la
longueur de localisation d’Anderson devient inférieure a la taille des cages. On détaillera ces
différents effets dans la section IV.1.1 b).

a) Désordre statique sur les hubs

Sur les sites hubs, on introduit le désordre dans 'opérateur de dé en choisissant aléatoi-
rement entre le dé de Grover et de Hadamard. On crée une séquence aléatoire de dés sur la
chaine de boucles en utilisant une loi de Bernoulli de probabilité ps de tirer un dé de Grover
G4 et ps = 1 — ps de tirer un dé de Hadamard Hy. Grace aux trois regles décrites dans la
section II1.2.4 du chapitre précédent, on peut calculer la probabilité d’obtenir une cage de
taille n, pg(n), puis d’ensuite déduire I'extension moyenne des cages (ng(ps)) au flux critique
® = 0,1/2. Si cette extension moyenne reste finie, on dira que les cages ne sont pas brisées
mais ont simplement changé de taille.

Pour calculer pg(n), on regarde d’abord la probabilité d’extension du marcheur jusqu’a n
sites hubs & gauche (resp. a droite) du site initial pZ(n) (resp. p&(n)) au flux ®. En utilisant
la deuxieme et troisiéme regle & ® = 0 (resp. ® = 1/2), on en déduit que c’est la probabilité
d’avoir un Hy (resp. G4) et (n —2) Gy (resp. Hy) et on remarque que pZ(n)=pf(n).

R/L

Py’ (n) =Dspl 2 p 2

1y (n) = papa~

L’extension de la cage est donnée par la probabilité :

n—3
pa(n) = pg(k)pg(n—1—k)
k=2

po(n) = ps’pi > (n — 4), pja(n) = pips™>(n — 4) pour n > 5.
Les flux ® = 0 et ® = 1/2 ont un comportement similaire lorsque ’on change ps <+ ps. On
calcule ensuite I'extension moyenne des cages :

(n(ps))e = Y kpa(k)
k=5
<n>0:3+]725 et <n>1/2:3+])25 (IV.1)

Dans le cas pure sans désordre, on dit que le systeme cage lorsqu’il existe au moins un flux
pour lesquels le systeme présente des cages. Lorsque le systéme cage a deux flux différents,
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on prendra ’extension moyenne des cages comme la valeur minimale entre les deux flux
critiques (voir Figure IV.1). Elle reste donc finie pour toutes valeurs de p; € [0, 1], les cages
résistent au désordre induit par les dés de Grover et de Hadamard. L’extension minimale
moyenne des cages est 7 et se trouve a ps = 1/2 lorsque le désordre est symétrique entre Gy
et Hy.

[ | <n>0 .'
[ | <n>1/2 o]
B Min[<n>p,<n>1.2] |,

<n>

Ps

Fig. IV.1 Valeur moyenne de la taille des cages en fonction du paramétre de Bernoulli p,
pour ® = 0 (courbe bleue) ou ® = 1/2 (courbe rouge). Les lignes sont les valeurs moyennes
calculées théoriquement (équation (IV.1)) tandis que les points représentent les simulations
numériques. Chaque point est la moyenne sur 10000 réalisations du désordre de I'extension
de la cage du marcheur quantique apres 30 pas de temps. Quand la taille de la cage est
grande, la simulation numérique dévie de la prédiction théorique a cause du nombre de pas
de temps fini (le marcheur n’a pas eu le temps d’atteindre les limites de la cage).

On appelle un domaine de taille n de Grover (resp. Hadamard), un endroit sur la chaine
ou l'on a un enchainement successif de n dés de Grover (resp. Hadamard) encadré sur chacun
de ses cotés par un dé de Hadamard (resp. Grover). Lorsque la chaine de boucles L — oo
et ps # 0,1, on s’attend a avoir des domaines de Hadamard et de Grover de toutes tailles.
Supposons que l'on se place au flux & = 1/2. Le marcheur quantique peut alors librement
se déplacer & l'intérieur d’un domaine de Hadamard mais sa propagation est stoppée par
les dés de Grover qui encadrent le domaine, ces deux dés agissent comme des murs. Soit
le marcheur est stoppé directement sur le dé de Grover pour la partie située a gauche du
site initial (troisiéme regle) ou bien sur le site hub suivant pour la partie droite (deuxiéme
régle). Lorsque le marcheur démarre dans un domaine de Grover, au flux ® = 1/2; on obtient
une dynamique cageante. On a donc deux types de fonctions d’onde. Celles étendues sur 3
sites d’un domaine de Grover, ce sont les états propres cageants (voir Figure I11.10-a), avec
leurs 8 quasi-énergies données par les équations (III.1) et (III.2) ou bien celles étendues
sur tout un domaine de Hadamard avec un poid marginal sur les sites situés aux bords
des domaines adjacents. Leurs quasi-énergies correspondantes sont quasiment celles d’un
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marcheur quantique sur une chaine de boucles utilisant des dés de Hadamard sur les sites
hubs et avec des conditions aux bords ouverts. Leurs quasi-énergies dépendent alors de la
taille de la chalne. Pour chaque domaine de Hadamard de taille n existant dans la chaine,
il y a ~ 8n quasi-énergies associées. Plusieurs domaines de Hadamard peuvent exister avec
la méme taille, cela n’ajoute pas de nouvelle quasi-énergie dans le spectre mais augmente la
dégénérescence des quasi-énergies associées. On a donc un systéme ou le nombre de quasi-
énergies différentes augmente sous-linéairement avec la taille de la chaine.

Numériquement lorsque 1’on zoom sur le spectre au flux ® = 1/2, on se rend compte que
la bande qui semblait étre dispersive est en fait composée de plusieurs bandes qui pincent au
flux critique (voir Figure IV.2). On peut bien entendu faire le méme raisonnement a ® = 0
en inversant le role des dés de Hadamard et de Grover.

b) Désordre statique sur les rims

On s’intéresse maintenant au cas ou le désordre est sur les sites rims et en particulier
sur la variable 6 de la matrice unitaire du dé 2 x 2. On rappelle que les autres parametres
satisfont ¢ = w = = 0. On fixe donc un dé sur les sites hubs (Hadamard ou Grover) et on
se place au flux critique correspondant ® = 0 ou 1/2. Le désordre est toujours un désordre
statique, le parametre 6 est donc différent d’une cellule & ’autre mais le méme au cours du
temps.

Comme il existe deux sites rims par cellule, on peut dans un premier temps considérer
que le parametre 0 est le méme pour le site b et ¢ d’'une méme cellule. En faisant ce choix,
on se rend compte que les cages résistent au désordre, car ’on conserve la symétrie entre le
chemin passant par le site b et celui passant par le site c.

On considere maintenant un désordre o les variables # d’un site b et ¢ d'une méme cellule
sont différentes ce qui déséquilibre I'interférometre AB dans chaque boucle. On choisit aléatoi-
rement les différentes variables 6 dans une distribution en forme de boite [0y — A8/2, 0y + A0/2]
ou Ay est la valeur moyenne et Af la force du désordre pouvant étre choisie entre 0 et 27.

Afin de caractériser, la vitesse d’étalement du marcheur, on étudie ’écart-type de sa
fonction d’onde moyenné sur le désordre en fonction du temps &(t). On s’intéressera no-
tamment au comportement aux temps longs pour en extraire une puissance v : @ m tY

ou o = /{x?) — (z)?, (...) désigne la moyenne sur la fonction d’onde du marcheur et =~ la
moyenne sur le désordre.
L’asymétrie créée par le désordre entre le chemin passant par le site b ou c¢ est suffisante
pour briser les cages. Au temps ¢ = 2000, sur la Figure IV.3-a, on observe un poids non nul
du marcheur loin du site initial. Le premier effet du désordre dans ces systémes cageants est
alors de délocaliser le marcheur. Malgré cette brisure des cages, I’écart-type de la fonction
d’onde du marcheur reste fini aux grands temps : la fonction d’onde reste localisée.

Il faut pour autant étre prudent sur la nature de la localisation de la fonction d’onde.
Il est tentant de conclure que la localisation de ces fonctions d’ondes est de méme nature
que celles observées dans la localisation d’Anderson. Par exemple, en tracant le spectre en
quasi-énergie on observe que les bandes plates au flux critique deviennent de largeur finie
(voir Figure IV .4-a). De plus, on remarque une localisation exponentielle des vecteurs propres
(voir Figure IV.4-b) et la distribution des écarts de niveaux suit une loi de Poisson comme
attendu dans la localisation d’Anderson (voir Figure IV.4-c).
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Fig. IV.2 Spectre de la marche sur chaine de boucles pour un tirage de désordre gelé sur
les sites hubs de paramétre ps = 0.2. Les paramétres pour les dés sur les rims sont 0 = /4
et w = = [ = 0. Haut : Le spectre entier est compris entre —m et w pour les quasi-énergies
e et entre 0 et 1 pour le flux ®. Le spectre semble étre dispersif au flux critique 1/2. Bas :
Un zoom de ce spectre effectué dans la région 0.45 < ® < 0.55 et —0.5 < ¢ < 0.5 (carré
rouge). La bande dispersive apparente est en fait composée de plusieurs bandes plates au
flux critique.

Cependant, le modele & désordre nul que 'on considere est drastiquement différent des
modeles de bandes qui sont le point de départ de la localisation d’Anderson (lorsque I'on
n’a pas encore introduit le désordre). Dans notre cas, le modele sans désordre peut étre mis
en correspondance avec un systeme effectif ou les cages deviennent les sites de ce modele.
C’est alors un isolant trivial puisque ces sites sont découplés et sont donc les états propres
du systeme tandis que les modeéles de bandes présentent des fonctions de Bloch délocalisées
sur le réseau. On peut, dans un premier temps, repartir du modele hamiltonien [130] pour
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Fig. IV.3 Pour tous les sites rims, la valeur du paramétre 6 est choisie dans une boite
centrée autour de 0y = w/4 avec pour largeur A = 0.17 et w = ¢ = = 0. Pour les sites
hubs, on utilise un dé de Grover. On se place au flux critique ®. = 1/2. (a) : Distribution
de probabilité typique aprés t = 2000 pas de temps pour un état initialement localisé sur
un site hub au milieu de la chaine. On trace la distribution en échelle logarithmique pour
montrer la décroissance exponentielle. (b) : Evolution de I'écart-type de la distribution de
probabilité moyennée sur 100 réalisations du désordre. Le comportement aux temps longs de
Pécart-type montre une localisation du marcheur : v = 0.

comprendre les différents effets qu’induit un désordre mis au niveau des potentiels sur site.
Le désordre est pris dans une distribution gaussienne centrée autour de 0 et de largeur o.
On s’intéresse a une quantité différente permettant de quantifier le degré de localisation d’un
vecteur propre, 'IPR (pour Inverse Participation Ratio) que 1’on notera I5. Il s’écrit pour
une fonction d’onde normalisée :

I, = Z (i) [*.

1€Esites

Lorsque I'IPR vaut 1 cela signifie que la fonction d’onde est localisée sur un site. Lorsqu’elle
est équirépartie sur les N sites d’un systéme donc avec une probabilité 1/N d’étre sur un
site, 'TPR vaut Iy = 1/N2. L’IPR est donc maximal pour un état localisé et minimal pour
un état complétement délocalisé. Pour plus de détail, on pourra voir la discussion au chapitre
suivant dans la section V.2.1.

Dans l'article [130] le logarithme de 'TPR moyenné sur les vecteurs propres et le désordre
est tracé en fonction de la valeur du désordre (voir Figure IV.5-a). Loin du flux critique,
on observe bien une augmentation monotone de I'IPR en fonction du désordre : c’est la
localisation d’Anderson habituelle des modeles hamiltoniens puisque le modeéle sans désordre
au flux non cageant est bien un modeéle de bandes. Au flux critique, cependant, on observe
deux régimes. Un régime a désordre faible ou I'IPR est quasiment constant en fonction du
désordre et un second regime de désordre fort ou 'IPR tend vers 1.

A désordre faible et au flux critique, on peut construire un modele effectif dans chacune
des bandes dégénérées couplant les cages entre elles et dont le parametre de saut effectif entre
cages et le potentiel sur site effectif de la cage sont désordonnés [130]. La valeur moyenne
du parametre de saut est nulle et la variance des deux parametres effectifs désordonnées est
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Fig. IV.4 Pour tous les sites rims, la valeur du paramétre 0 est choisie indépendamment
entre b et ¢ dans une boite centrée autour de 6y = /4 avec pour largeur Af = 0.1 et
w = ¢ = [ = 0. Pour les sites hubs, on utilise un dé de Grover. (a) : Spectre en fonction
du flux ®. Au flux critique, les bandes ne sont plus plates, mais acquiérent une largeur finie.
Bas : Analyse du spectre au flux critique ®. = 1/2. (b) : On trace le module carré d’un
vecteur propre typique du systeme en échelle logarighmique pour souligner la décroissance
exponentielle. (c¢) : Distribution des écarts de niveaux moyennée sur 100 réalisations du
désordre pour un systéme de taille L = 100. La courbe bleue est la distribution de Poisson
P(s) =e".

proportionnelle & o2 dans les deux cas. Puisque le rapport de ces deux quantités est indé-
pendant de o, on ne s’attend pas a ce que les propriétés statistiques des fonctions propres
en soient dépendantes. On a alors une indépendance de I'IPR en fonction de 'intensité du
désordre comme observé sur la Figure IV.5-a. Ce modele effectif cesse d’étre valable lorsque
I'intensité du désordre o devient de I'ordre de la largeur des gaps (o ~ /6 ici). On ne peut
alors plus négliger les effets inter-bandes, et on assiste & une localisation d’Anderson dont la
longueur caractéristique est inférieure a la taille des cages. La valeur de I'IPR est d’ailleurs
indépendante du flux auquel on se trouvait initialement puisque le désordre est tellement
fort que la particule ne ressent plus le flux magnétique i.e. elle n’a pas le temps de passer par
les deux bras des boucles pour interférer sur le site hub suivant, elle est localisée avant par le
désordre. Pour des flux proches du flux critique (® = 0.495 sur la Figure IV.5-a), on observe
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un troisieéme régime intermédiaire ot I'IPR devient égal a celui du flux critique. C’est un
régime ou la largeur de la bande sans désordre est du méme ordre que la force du désordre
0. C’est un effet réminiscent des cages méme en dehors du flux critique. Dans ce régime
intermédiaire, on remarque que I'IPR diminue légerement quand le désordre augmente. Il y
a donc délocalisation par le désordre puisqu’il brise les cages.

Une étude préliminaire pour les marches quantiques a été effectuée sur le comportement
de 'IPR des fonctions d’ondes propres en fonction du désordre Af (voir Figure IV.5-b).
Qualitativement, le comportement des courbes est le méme. On observe un régime a faible
désordre ou la longueur de localisation est indépendante du désordre (au flux critique) suivi
d’un régime & plus fort désordre correspondant & la localisation d’Anderson. On peut noter
tout de méme une différence principale par rapport au cas hamiltonien : A fort désordre
A6 ~ 27, on observe une saturation de 'IPR loin de la valeur maximale 1 et & des valeurs
différentes en fonction du flux.

Cette observation peut étre expliquée par le fait que 'intensité du désordre est bornée, elle
apparait dans une phase 0 < Af < 2x. Ainsi, le désordre n’est pas assez fort pour atteindre
une longueur de localisation qui serait inférieure a celle de la taille des cages et donc avoir
un comportement indépendant du flux. Les valeurs de saturation a partir de Af ~ 2 peuvent
provenir du fait que le désordre dans le couplage entre les cages se fait en sin Af. Ainsi, la
variation du couplage est bornée entre —1 et 1 et lorsque Af > 7 la largeur du désordre
dans le couplage ne varie plus, elle a déja atteint ces extrema. Des études supplémentaires
sont en cours pour confirmer ces hypotheses. On essaiera notamment d’extraire une marche
effective couplant les cages entre elles, de la méme maniere que ce qui a été fait dans le cas
hamiltonien.

Afin de tester I’hypothese d’un désordre trop faible qui ne permet pas d’atteindre une
longueur de localisation ou I'IPR serait indépendant du flux, on a désordonné a la fois les
dés des sites rims et hubs pour augmenter 'effet de ce désordre. Pour cela, on a utilisé le dé
sur les sites hubs :

Hy(0) ® Ha(0) = (cos@ sin 0 ) % (cos@ sin 0 ) (IV.2)

sinf —cosf sinf —cosf

qui redonne & § = /4 la matrice de Hadamard de taille 4 x 4, Hy. La variable 0 est, de la
méme maniére que sur les sites rims, tirée aléatoirement dans une distribution en forme de
boite [0y — AO/2,6p + AO/2] ou §y = w/4. Lorsque le désordre est nul le flux critique est 0
car on a des dés Hy sur les sites hubs. On regarde donc I’évolution de I'ITPR autour de ce
flux critique sur la Figure IV.5-¢, notamment aux flux ® = 0,0.05,0.005,1/6,1/4,9/10. En
désordonnant a la fois les sites hubs et rims, on se rend compte qu’a désordre fort, une valeur
saturante presque commune est atteinte pour I'IPR ce qui semble confirmer ’hypothese que
le désordre dans le cas de la Figure IV.5-b n’était pas assez fort pour avoir des valeurs de
I'IPR indépendantes du flux. Cette valeur atteinte est également plus importante que dans
le cas sans désordre sur les sites hubs, on a une localisation plus forte des vecteurs propres
puisque que 'on a introduit un désordre supplémentaire sur les hubs, cette localisation plus
importante permet de rendre son comportement indépendant du flux.
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Fig. IV.5 Logarithme de I'IPR tracé en fonction de lintensité du désordre aux flux

® = 1/4,1/3,0.45,0.495,1/2,3/5 pour les Figures (a) et (b) et aux flux ® =
0,0.05,0.005,1/6,1/4,9/10 pour la Figure (c). La moyenne de I'IPR est faite sur le désordre
et en (quasi-)énergie. Sur ces Figures, (et contrairement au reste du chapitre) < --- > dé-

signe la moyenne sur le désordre. (a) : Figure 11 de [130]. Logarithme de I'IPR moyenné en
fonction de I’écart-type o d’un désordre gaussien centré en 0 sur les potentiels sur site du
modeéle hamiltonien de liaisons fortes sur le pavage T3 pour 605 sites. Les différents symboles
correspondent aux différents flux notés a cété de chaque courbe. (b) : Logarithme de I'IPR
moyenné en fonction du désordre Af introduit sur les dés des sites rims du modéle de marche
quantique de la chaine de boucle. Le dé utilisé sur les sites hubs est le dé de Grover. (c) :
Logarithme de I'IPR moyenné en fonction du désordre Af. On a désordonné les dés des sites
rims et hubs du modéle de marche quantique de la chaine de boucle. Les dés utilisés sur les
sites hubs sont les dés définis équation (IV.2). Pour les Figures (b) et (c), la moyenne a été
faite sur 100 réalisations du désordre et pour des chaines de 600 sites.
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IV.1.2 Désordre dynamique

Le désordre dynamique dans une marche quantique consiste a utiliser une variable aléa-
toire intervenant dans les parameétres de 'opérateur de marche quantique (plus précisément,
ici, ce sera le dé). On tire aléatoirement cette variable a chaque pas de temps et on ’applique
de maniere homogene a tous les dés de la chaine de boucles. Le désordre dynamique sur
les dés d’'un marcheur quantique sur une chaine a été étudié dans [138]. Pour des séquences
aléatoires de dés, les auteurs trouvent que 1’écart-type du marcheur se comporte de maniere
diffusive (i.e. en racine du temps, v = 1/2), un comportement que l'on retrouve également
dans la marche classique. Le processus de diffusion a été observé pour deux types de désordre.
Le premier choisit aléatoirement un dé parmi deux dés sélectionnés en amont. Le deuxieme
utilise une variable aléatoire continue paramétrisant le dé et sélectionne aléatoirement une
valeur dans une distribution en forme de boite que 1'on pourra faire varier de taille (force du
désordre). Dans le cas de la chaine de boucles, le désordre dynamique sur les sites hubs est
similaire au premier type de désordre en choisissant aléatoirement entre G4 et Hy tandis que
le désordre sur les sites rims est continu avec une variable 8 choisie dans une distribution en
boite de taille variable.

a) Désordre dynamique sur les hubs

Considérons d’abord le désordre sur les sites hubs. On utilise comme dans la section
précédente sur le désordre statique une loi de Bernoulli de parametre p; afin de sélectionner
aléatoirement un dé entre Hy et G4 a chaque pas de temps. On a donc une probabilité p; de
choisir G4 et py = 1 — p; de choisir Hy.

On peut noter les dés utilisés sur les sites hubs (Grover ou Hadamard) a chaque instant.
Cela forme une chaine temporelle de dés, I’axe des abscisses est la direction du temps et non
la direction spatiale contrairement a la Figure III.15. On peut alors également trouver des
regles sur la chaine temporelle afin de déterminer I’extension du marcheur quantique sur la
chaine de boucles. Elles sont relativement proches de celle de la chailne spatiale mais il faut
garder en téte que les conditions portent sur le temps et non sur les positions :

e Premiere regle : Le dé au temps ¢ = 0 n’influence pas l'extension du marcheur
quantique.

¢ Deuxieéme régle : Sur la partie située a droite du site initial, on calcule la longueur
d’extension du marcheur quantique apres T° > 2 pas de temps. Pour & = 0, elle est
donnée par 2 + le nombre de dés de Grover entre le temps t = 1 et ¢t = T — 1. Pour
® = 1/2, on remplace dans le calcul le nombre de dés de Grover par le nombre de dés
de Hadamard.

e Troisiéme regle : Sur la partie située a gauche du site initial, la longueur d’extension
du marcheur quantique aprés T' > 2 pas de temps se calcule de la méme maniere. Pour
® = 0, elle est donnée par 2 + le nombre de dés de Grover mais cette fois entre le
temps t =2 and t = T'. Pour ® = 1/2, on remplace le nombre de dés de Grover par le
nombre de dés de Hadamard.

A partir de ces regles il est possible de calculer la probabilité que le marcheur soit étendu
sur n sites au temps 7' au flux ®. L’extension minimale est de 5 sites, elle correspond a la
chaine temporelle ou apparaissent seulement des dés de Hadamard (pour le flux ® = 0) ou
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des dés de Grover (pour le flux ® = 1/2). Quand n > 5, cela signifie que l'on a tiré des dés
de Grover (resp. Hadamard) pour le flux ® = 0 (resp. ® = 1/2).

En utilisant les deuxiéme et troisiéme regles au flux ® = 0, pour un dé de Grover situé
dans la chaine temporelle entre t = 2 and t = T — 1, l'extension de la cage se fait d’une unité
dans les deux directions. Si le dé de Grover se situe a la position 7' = 1 (resp. t = T') cela
signifie que I'extension de la cage se fait d’une unité vers la droite (resp. gauche). Le méme
raisonnement marche pour ® = 1/2 et le dé de Hadamard. Un calcul similaire & ce qui a été
fait dans la section désordre spatial sur les hubs nous mene a une expression explicite de la
probabilité d’une cage de taille n au temps T'. Pour n impair :

T—2\ ns pongs  (T—2) na pong
po(n,T)=<n_5>pt 2 p ? +<n_7>pt 2
2 2

T2 @ _p_nt3 T—-2 @ _p_n=3
p12(n,T) = ( )pt w2+ ( )pt [
2 2

et pour n pair :

T—2\ _,/2-3 T—n/242
po(n,T) (n /o 3>pt Py

T—2\ n/2-3_7 nj2t2
T)=2 "
p1/2(n> ) (n/2 3>pt Pt

L’extension moyenne des cages peut alors étre calculée (n(7T'))e = Y., n X pa(n,T). Quand
T — oo les termes qui contribuent le plus a la somme sont ceux autour de n ~ T'. Ainsi, la
taille moyenne des cages du marcheur croit linéairement avec le temps : les cages sont brisées.

Pour caractériser plus précisément la dynamique de la fonction d’onde, on étudie son
écart-type en fonction du temps et on extrait sa loi de puissance. On obtient une diffusion
classique i.e. & —> Vv Dt (voir Figure IV.6) comme dans le cas d’une marche quantique sur

une simple chame desordonnee dynamiquement. Le parameétre de la loi de Bernoulli controle
le coefficient de diffusion D, plus il y a de dés de Grover (i.e. p; proche de 1) plus le coefficient
de diffusion est faible.

b) Désordre dynamique sur les rims

On rappelle que l'on a fixé les parameétres § = ¢ = w = 0 et 'on considére un désordre
dynamique sur le parameétre 6. En déséquilibrant les bras de I'interférometre AB, on supprime
Ieffet de cage. Pour cela, a chaque pas de temps on choisit aléatoirement et indépendamment
deux variables dans la distribution en forme de boite [y — A6/2,0y + AB/2]. Chacune de
ces variables est appliquée uniformément sur tous les sites rims du méme type (b ou c). Les
cages sont donc brisées et le nombre de sites visités par le marcheur augmente linéairement
avec le temps. On étudie ’écart-type de la distribution de probabilité du marcheur moyenné
sur le désordre. On trouve comme dans le cas du désordre dynamique sur les sites hubs un

comportement diffusif & X tY/2 (voir Figure IV.7).
— 00

Le comportement diffusif peut-étre calculé analytiquement grace au formalisme de la
matrice densité p(t) = [1(t)) ((t)| ou |1(t)) est la fonction d’onde du marcheur au temps
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tirages du désordre pour deux valeurs de p; différentes ((a) : py = 0.1, (b) : py = 0.9) au

flux ® = 1/2. Le fit (courbe rouge) montre un processus diffusif, la valeur de p; affecte

seulement le coefficient de diffusion. Les paramétres des dés sur les sites rims sont 0 = /4

et p=w=p0=0.

t [144]. Les termes diagonaux de la matrice densité correspondent aux termes classiques et
représentent la probabilité de la fonction d’onde d’étre sur un site tandis que les termes hors-
diagonaux sont appelés les cohérences quantiques, ils quantifient le degré de superposition
d’état. Lorsque 'on allume le désordre dynamique, l'opérateur de marche quantique n’est
plus invariant dans le temps. On s’attend & perdre la cohérence de phase quantique et a

retrouver un comportement classique, c’est pourquoi ’on obtient un comportement diffusif

comme dans la marche classique standard. Pour la matrice densité, les termes hors-diagonaux
tendent vers 0 et elle devient essentiellement diagonale aux temps longs. Les détails de calcul
sont donnés dans 1’Annexe E.

c) Mesures

Une autre facon radicalement différente d’introduire un désordre dynamique se fait en
mesurant régulierement la position de la particule au cours du temps. Contrairement aux
autres désordres, on ne modifie pas I'opération de dé mais on perturbe directement la fonction
d’onde. On choisit de mesurer périodiquement sa position, ce qui implique une réduction du
paquet d’onde i.e. projeter sa fonction d’onde sur un état interne d’un site en suivant les
probabilités associées. Méme si le marcheur a une dynamique piégée dans une cage de 5
cellules entre deux mesures, 'effet de cette derniére peut ’envoyer sur un site différent du
site initial. Ainsi, il pourra recommencer une nouvelle dynamique piégée autour de ce nouveau
site et atteindre des sites auxquels il n’avait pas acces avant. En répétant le processus, le
marcheur peut alors s’échapper de sa cage originale.

Les mesures réduisent le paquet d’onde et empéchent la superposition d’état, on s’attend
donc a ce qu’elles annulent les effets quantiques et redonnent une dynamique similaire aux
systeémes classiques. Pour le marcheur quantique sur la chaine de boucles, on retrouve une
distribution proche de la marche classique standard, une gaussienne centrée autour du site
initial (voir Figure IV.8-a) avec un écart-type évoluant diffusivement (en racine du temps
ou du nombre de mesures, voir Figure IV.8-b). Les Figures IV.8-a,b sont tracées pour des

2000
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Fig. IV.7 Ecart-type de la fonction d’onde du marcheur quantique sur la chaine de boucles
avec un désordre dynamique sur le paramétre 6 des dés rims. Les autres paramétres valent
@ = =w = 0. Les paramétres 6 pour les sites b et ¢ sont choisis aléatoirement et indépen-
damment dans 'intervalle {00 —A0/2,00 + A0,2| a chaque pas de temps avec ty = /4 et

(a) : AQ = 0.37 ou (b) : A = 27. L’écart-type est moyenné sur 100 réalisations du désordre.

mesures tous les 5 pas de temps mais le résultat tient pour n’importe quelle période de mesure.
Dans le cas spécial ot la cage présente une dynamique périodique, par exemple, pour un dé
de Grover sur les sites hubs au flux ® = 1/2 et des parametres sur les dés des sites rims tels
que § = 7/3 et p = =w = 0, la période des cages est de 12 (voir Tableau I11.3). Quand
la période des cages coincide avec la période des mesures, le coefficient de diffusion s’annule
(voir Figure IV.8-c). La raison est que la mesure arrive au moment ot la probabilité que le
marcheur soit dans sa configuration initiale est de 1. Excepté ce cas, le marcheur quantique
peut s’échapper de sa cage grace aux mesures.

IV.1.3 Désordre spatial et temporel : diffusion anormale

Dans cette section, on va construire un modele menant & un comportement aux temps
longs plus exotique : ce que l'on appelle de la diffusion anormale (i.e. avec un exposant
v # 0,1/2,1). Ce genre de comportement a déja été obtenu pour des marches quantiques
unidimensionnelles : soit en utilisant un désordre statique qui peut étre changé a chaque
pas de temps avec une certaine probabilité [115] soit en introduisant un degré de liberté
supplémentaire, des spins locaux, qui interagissent avec le marcheur quantique [116]. Ici, on
propose une autre méthode pour obtenir de la diffusion anormale en utilisant un marcheur
quantique sur la chaine de boucles cageante sans degré de liberté supplémentaire, un désordre
dynamique changeant a chaque pas de temps et un désordre supplémentaire gelé. On verra
dans la suite que cela revient a envoyer le marcheur quantique vers une marche classique
présentant de la diffusion anormale.

La marche classique en question est connue sous le nom de barriére aléatoire symétrique
(symmetric random barrier) étudiée dans [117] (pour une revue sur la diffusion anormale
avec les marches classiques aléatoires on pourra se référer a [115]). L’idée est que le taux de
transition (ou la probabilité de saut) W;; entre deux sites voisins ¢ et j est choisi aléatoirement
dans une certaine distribution P(W). Le taux de transition simule une barriére de potentiel,
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Fig. IV.8 Propriétés statistiques de 10000 marcheurs quantiques différents ot I’on mesure
la position de chaque marcheur tous les 5 pas de temps (Figures (a) et (b)). On se place
a la condition cageante, en utilisant un dé de Grover au flux ® = 1/2. Les paramétres des
dés sur les sites rims sont ¢ = = w = 0 et § = w/3. La configuration interne initiale est
(|RT) +|R™))/V2 et sa position sur la cellule d’indice 100. (a) : Distribution de la position
finale du marcheur aprés 1000 mesures donc t = 5000 pas de temps. Les points sont les
données des simulations numériques et la courbe est le fit gaussien. (b) : Ecart-type de Ia
distribution de (a) en fonction du nombre de mesures. La courbe est un fit de la forme a\/n
ot n est le nombre de mesures et a = 0.85, le coefficient de diffusion au carré. (c) : Evolution
du coefficient de diffusion au carré a pour différentes périodes de mesure. La valeur a = 0
pour T = 12 coincide avec la période de la cage a 0 = /3.

plus il est élevé, plus la barriere de potentiel a franchir est petite. Le comportement du
marcheur classique est déterminé par les taux de transition P(W) proche de 0 puisque
ce sera & ces endroits ou il passera le plus de temps a essayer de franchir les barrieres.
Par conséquent, le comportement asymptotique de la distribution des taux de transition
proche de 0 joue un role essentiel. Dans [117], les auteurs montrent que si 1/W est finie i.e.
P(W) oo WH=1 avec u > 1, on obtient un processus diffusif. On rappelle que —~ désigne

la moyenne sur le désordre. Au contraire, lorsque W est infinie i.e. 0 < u < 1, on a une
diffusion anormale avec un exposant v = u/(1 + p). Le cas marginal 4 = 1 méne a un
comportement de I'écart-type en +/t/Int, ce qui & trés grands temps donne quasiment un
processus diffusif.

En combinant un désordre gelé & un désordre dynamique sur les sites rims d’une certaine
manieére que nous détaillerons dans la suite, la marche quantique sur la chaine de boucles re-
produira le modele classique de barriere aléatoire symétrique. Le désordre dynamique envoie
la marche quantique sur une marche classique en tuant les termes de cohérence quantique
(comme on I’a vu dans la section précédente) tandis que le désordre gelé imite les taux de
transition aléatoires du modele classique. La probabilité pour que le marcheur quantique
s’échappe de sa cage est reliée au biais de la variable 0 entre les sites b et ¢ d’'une méme
cellule, 0,5(i) = (0p(i) — 0.(7))/2. Plus précisément, on peut montrer qu’il est proportionnel
a sin? 0,(7). Cette quantité joue donc le role des taux de transition aléatoires et on choisit
aléatoirement 6,, suivant une distribution :

{ P(Oas) = (1 — @) /2(2/7) 1% 00s| = pour — 7/2 < Ops < /2

P(Oas) =0 sinon (IV-3)

Le préfacteur devant |0,5|~* normalise la distribution. L’exposant « régle le comportement
de la distribution au voisinage de 0.
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La combinaison symétrique des variables 0, 04(t) = (0,(t) + 6.(t))/2 est choisie aléatoire-
ment a chaque pas de temps (désordre dynamique) dans une distribution en forme de boite
[—7/2,7/2] et appliqué uniformément sur toute la chaine. La distribution de la probabilité
de fuite de la cage (L = sin® f,5) proche de 0 est :

(arcsin \E) - "
VLV1—-1L

~ L% 4L
L—0

P(0as)dOns o |04s| “dbss =
Oas—0

Ainsi on peut identifier ’exposant ; du modele de barriere aléatoire symétrique a 1'ex-
posant « de la distribution des 0,5 : = (1 — «)/2. On obtient une diffusion anormale pour
—1 < a < 1 dont I'exposant se comporte en v = (1 —a)/(3—«). Quand o < —1, on retrouve
le processus de diffusion standard en racine du temps et pour a = —1 on tombe sur le cas
marginal y/t/Int qui & trés grands temps se comporte quasiment comme un processus diffu-
sif. Ici, on s’est restreint pour 6,5 aux valeurs entre [—7/2,7/2] afin d’éviter les multiples de
7 qui joueraient un réle important en raison de la périodicité du sinus intervenant dans la
probabilité de fuite de la cage.

Sur chaque site rim de la chalne de boucles, 0 et 6. sont composés d’une variable désor-
donnée gelée et dynamique tels que y(t,7) = 05(t) + O4s(i) et 0.(t,7) = O5(t) — Ogs(7).

On trace sur la Figure IV.9 différents écart-types, moyennés sur 100 réalisations du
désordre, de la fonction d’onde du marcheur quantique en fonction des différentes valeurs de
la puissance o = 1/2,0,—1/2,—1,—2. On obtient des exposants anormaux cohérents avec
ce qui est prédit par le modele classique de barriere aléatoire symétrique. Pour o = 0.5,
I’exposant anormal prédit est 0.2 et le fit donne 0.21. Pour les valeurs o = 0 et —0.5, les
valeurs des exposants des fits respectifs sont 1légerement supérieures, 0.35 et 0.46, a ce qui est
prédit par la théorie, respectivement 1/3 et 3/7 ~ 0.43. Enfin pour le cas marginal a = —1
qui est censé donner une loi en /t/Int, ici on observe une loi de puissance 0.49. Il faudrait
raffiner I’analyse pour retrouver le résultat prédit. Enfin, le comportement diffusif attendu
pour @ = —2 est retrouvé.

Enfin, on récapitule dans le Tableau IV.1, les principales propriétés des désordres étudiés
dans la section IV.1 ainsi que leurs effets sur la fonction d’onde du marcheur quantique.

type de désordre Désordre statique Désordre dynamique Désordre spatial
et temporel

type de sites || hubs rims hubs| rims| mesures : projection | rims

désordonnés de la fonction d’onde

brisure des cages || non oui oui | oui | oui oui

v : exposant de || 0 0 1/2 | 1/2 | 1/2 0<~y<1/2

I’écart-type

mécanisme cages Anderson marche classique aléatoire barriere aléatoire
de taille symétrique
variable

Table IV.1 Récapitulatif des différents désordres étudiés et de leurs propriétés
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Fig. IV.9 Ecart-types moyennés sur 100 réalisations du désordre pour un désordre sta-
tique sur la variable 6,5 de la forme de I’équation (IV.3) avec a = 0.5,0,—0.5,—1,—2 et
un désordre dynamique sur la variable s pris dans une distribution simple en forme de
boite. L’échelle double logarithmique permet de montrer un comportement en loi de puis-
sance. Les fits réalisés sont de la forme at’ et I'exposant anormale b a pour valeur, res-
pectivement, 0.21,0.35,0.46, 0.49,0.50 proches des exposants prédits par la théorie qui sont
1/5,1/3,3/7,0.5,0.5.

IV.2 Deux marcheurs quantiques distinguables en interaction

Dans cette section, on va s’intéresser a l'effet d’'un deuxieme marcheur distinguable en
interaction avec le premier sur la chaine de boucles. On obtiendra des résultats similaires au
cas hamiltonien [125], notamment la création d’un état 1ié pouvant se déplacer sur toute la
chalne mais avec une probabilité strictement nulle d’étre séparés de plus de 4 cellules.

On commencera tout d’abord par définir I'espace de Hilbert total des deux marcheurs et
décrire le réseau sur lequel ils évoluent. Dans un premier temps, on fera une revue du cas
sans interaction. On introduira, ensuite, I'interaction via une modification des dés par une
phase et on analysera les spectres obtenus. Enfin, on étudiera ’entropie d’intrication crée
par interaction comme une mesure de I’espace accessible aux deux marcheurs.

IV.2.1 Espace de Hilbert

On rappelle, que dans le probléme a un corps, il y a trois sites par cellule sur la chaine
de boucles : un site hub a avec quatre voisins (deux sites b et deux sites ¢) et deux sites rims
(b et ¢) avec chacun deux voisins hubs. Ici, on prendra comme cellule unité un site hub et les
deux sites rims situés a sa droite. Dans le cas de la marche quantique, chaque site est habillé
par ses états internes, leur nombre est égal a la coordinence du site. Il y a en tout 8 états
internes par cellule (voir Figure II1.7).

Pour le probleme a deux corps, ’espace de Hilbert est le produit tensoriel de deux espaces
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de Hilbert du probléme & un corps. On considére deux marcheurs quantiques distinguables.
Le réseau devient donc une structure bidimensionnelle avec 8 x 8 = 64 états internes par
cellule distribués sur 3 x 3 = 9 sites que l'on notera : (a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c),
(c,a), (c,b), (¢,c). La premiére (resp. seconde) composante représente le site du premier
(resp. second) marcheur quantique. Le seul site de type “hub-hub”(i.e. les deux marcheurs
quantiques sont chacun sur un site hub) est le site (a,a), il contient 16 états internes. Les
sites de type “rim-rim”(i.e. les deux marcheurs quantiques sont chacun sur un site rim) sont
les sites (b, b), (b,c), (¢,b) et (c,c), ils contiennent chacun 4 états internes. Enfin les sites de
type “hub-rim” (i.e. le premier marcheur est sur un site hub et le second sur un site rim) :
(a,b) et (a,c) ou de type “rim-hub” (i.e. le premier marcheur est sur un site rim et le second
sur un site hub) : (b,a) et (¢, a) contiennent 8 états internes chacun.

Dans ce graphe 2D on a deux sous-réseaux déconnectés. Le premier sous-réseau s’obtient
en partant du site (a,a) et en regardant les sites atteignables depuis ce site. On atteint alors
seulement les sites rim-rim : (b, b), (b, c), (¢,b) et (¢, c). Il faut également déterminer a quelles
cellules appartiennent ces différents sites. Supposons que 'on soit parti du site (a,a) sur la
cellule (n,m). Depuis un site hub, les marcheurs quantiques peuvent aller sur les sites rims
de leur propre cellule ou bien de la cellule précédente. Ainsi, les cellules atteignables depuis
le site (a, a) de la cellule (n,m) sont (n,m), (n—1,m), (n,m—1) et (n—1,m—1) et arrivent
donc sur I'un des 4 sites de type rim-rim. Ces sites rim-rim sont quant a eux connectés
seulement & des sites (a,a) qui ont pour indice de cellule (n,m), (n + 1,m), (n,m + 1) et
(n+ 1,m + 1). Cela forme alors le premier sous-réseau représenté Figure IV.10. Chaque
cellule est donc composée de 5 sites : le site hub-hub et les 4 sites rim-rim avec au total
16 + 4 x 4 = 32 états internes dans la cellule.

Le second sous-réseau est composé des sites restants de types rim-hub et hub-rim : (a,b),
(a,c), (b,a) et (c,a). Les sites (a,b) et (a,c) de la cellule (n,m) sont connectés aux sites
(b,a) et (¢,a) des cellules (n,m), (n—1,m), (n,m+1) et (n—1,m+1). De la méme fagon,
les sites (b,a) et (c,a) de la cellule (n,m) sont connectés aux sites (a,b) et (a,c) des cellules
(n,m), (n+1,m), (n,m — 1) et (n + 1,m — 1). On représente Figure IV.11 ce deuxieéme
sous-réseau. Chaque cellule contient donc les 4 différents sites de types hub-rim ou rim-hub
et ont au total 4 x 8 = 32 états internes.

IV.2.2 Cas sans interaction

Soit Wy = W1 ® W1 ou Wy est 'opérateur unitaire de marche quantique a un corps et Wo
celui a deux corps. Pour 'opérateur a deux corps, 'opérateur de translation reste hermitique
et unitaire et encode les liens des sous-réseaux 1 et 2 construits a la section précédente (voir
Figures IV.10, IV.11). L’opération de dé est également le produit tensoriel des dés a un corps.
Plus précisément, pour les sites de type hub-hub, (ayant 16 états internes) le dé utilisé est soit
le dé Hy® Hy soit G4®Gy. Pour les sites rim-rim, le dé utilisé est Us (6, p, w, B)@U2(0, ¢, w, ).
Pour les sites hub-rim, on utilisera soit le dé Hy@Us (0, p,w, B) soit G4@Us(0, p,w, B). Enfin,
pour les sites rim-hub, ce sera Us (6, p,w, ) @ Hy ou Uz (0, p,w, 5) ® Gy.

On s’attend a ce que les cages tiennent dans le cas sans interaction car la dynamique est
le produit des deux dynamiques & un corps. On donne un exemple de dynamique piégée (et
périodique) pour deux marcheurs partant sur un site (a,a) Figure IV.12.

Les quasi-énergies du probléme a deux corps sont la somme des quasi-énergies a un corps
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Fig. IV.10 Une portion du premier sous-réseau du probleme a deux marcheurs sur la chaine
de boucles avec les sites de type hub-hub et rim-rim : (a,a), (b,b), (b,c), (¢,b) et (c,c)
(coloriés respectivement en rouge, vert, violet, orange, bleu). La direction horizontale (resp.
verticale) représente la position du premier (resp. second) marcheur quantique. Les pointillés
noirs indiquent 'extension maximale de la cage (au flux critique) pour deux marcheurs sans
interaction et initialement localisés sur le site (a,a) encerclé. Les états internes ne sont pas
représentés.

(voir Figure IV.13) :

Walh) = Wilhr) @ Wi [iba)
e—iE(k‘l,kg) |,¢> _ e—is(kl) W}l) ® e—is(kz) |¢2>

ou [11) et [12) sont les vecteurs propres du probléme a un corps. Les vecteurs propres du
probléme & deux corps sans interaction sont donc [1)) = [1)1) ® [1)2) et leurs quasi-énergies
E(ki,ka) = (k1) + e(ke). Les spectres des sous-réseaux 1 et 2 sont les mémes.

Connaissant les quasi-énergies du probleme a un corps, on peut alors facilement en déduire
ceux du probléme a deux corps et leur dégénérescence. Par exemple, les quasi-énergies de
la marche quantique, utilisant un dé de Grover sur les sites hubs et les parameétres 6 = 7/4
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Fig. IV.11  Une portion du second sous-réseau du probléme de deux marcheurs quantiques
sur la chaine de boucles avec les sites de type hub-rim ou rim-hub : (a,b), (a,c), (b,a), (c,a) et
(¢, ¢) (coloriés respectivement en rouge, vert, violet et orange). Les pointillés noirs indiquent
Pextension maximale de la cage (au flux critique) pour un site initial localisé soit sur le site
(a,b) soit sur le site (a,c) encerclé. Les états internes ne sont pas représentés.

and w = 8 = ¢ = 0 pour le dé des sites rims au flux critique ®, = 1/2, ont pour expression
pour le probléme & un corps : € = 0, £7/2, £37/8, £57 /8, 7 et ne sont pas dégénérées (pour
un quasi-moment fixé). Les quasi-énergies du probléme & deux corps sont donc F = 0,7
(dégénérées 8 fois par quasi-moment), E = +m/2,£37/8, £57/8, 7 /8, £77/8 (dégénérées
4 fois par quasi-moment) et E = +7/4,£37/4 (dégénérées 2 fois par quasi-moment). Sur
la Figure IV.13-b (resp. Figure IV.13-a) représentant le spectre en fonction du flux ¢ pour
le probléme a deux corps, on observe alors encore un pincement des quasi-énergies au flux
critique ®. = 0 (resp. . = 1/2) pour le dé de Hadamard (resp. Grover) sur les sites hubs et
un dé Us(m/4,0,0,0) pour les sites rims.

Au flux critique ®., les états propres du probléme & deux corps sans interaction peuvent
étre notés |ny,e1,ng, £2) o |n;, g;) est 1'état propre d’extension minimale du marcheur ¢ décrit
dans la section II1.2 et montré Figure I11.10. On rappelle que cet état propre d’extension
minimale a du poids sur 3 cellules de la chaine de boucles, n; est I'indice de la cellule du milieu
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T=0 T=1 T=2

=6 =7 T=8

Fig.IV.12 Evolution de deux marcheurs quantiques sans interaction sur la chaine de boucles
avec une cage de période 8. Les deux marcheurs se trouve sur le sous-réseau 1. On utilise sur
les sites hubs le dé de Grover et sur les sites rims le dé Uy(n/4,0,0,—m/2) au flux critique
®. = 1/2. La probabilité de présence sur chaque état interne est tracée.

et g; sa quasi-énergie associée. Le nombre d’états propres pour le secteur a une particule est
de 8L et pour celui & deux particules de 64L2.

IV.2.3 Cas avec interaction

On ajoute un terme d’interaction lorsque les deux marcheurs sont sur le méme site. Par
conséquent, seule la dynamique sur le premier sous-réseau est affectée par l'interaction. Les
sites (a,a), (b,b) et (¢, c) localisés sur la diagonale (n = m) sont les seuls sites perturbés par
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Fig. IV.13 Spectres en fonction du flux magnétique ® pour le probléme a deux corps (a) :
en utilisant un dé de Grover, (b) : en utilisant un dé de Hadamard sur les sites hubs. Le dé
utilisé sur les sites rims est Uy(7/4,0,0,0).

I'interaction. La fagon standard de simuler une interaction de Hubbard (potentiel sur site
pour les systémes hamiltoniens) pour les marches quantiques est de multiplier par une phase
¢'? les dés sur les sites concernés [149-155] oti ¢ joue un role similaire au potentiel sur site

U dans le modeéle de Hubbard.

On se concentre alors sur le premier sous-réseau ou la dimension de I’espace de Hilbert
associé est de 32L%. Dans la section précédente, on a trouvé 64L? vecteurs propres dans
le cas sans interaction vivant sur les deux sous-réseaux. Ces vecteurs propres projetés sur
I'un des deux sous-réseau ne forment alors plus une base, cette famille de vecteur devient
surnuméraire. I faut alors sélectionner parmi ces 64L? vecteurs seulement 32L? vecteurs in-
dépendants. On peut montrer qu’en sélectionnant les états correspondants aux quasi-énergies
(sans interaction) 1 = 0,7/2,37/8, —37/8, on reforme une base de I'espace de Hilbert res-
treint au premier sous-réseau.

Les invariances par translation suivant les directions naturelles x (position du premier
marcheur) et y (position du second marcheur) sont brisées par le terme d’interaction. Cepen-
dant, 'invariance par translation suivant la direction du centre de masse x, = I—;y reste une
symétrie. On peut donc indexer le probleme par le quasi-moment k; associé a la direction
x4. Par conséquent, pour chaque k4, le probleme devient unidimensionnel dans la direction
de la position relative x_ = x — y avec un potentiel sur le site x_ = 0.

La symétrie totale de la fonction d’onde sous 1’échange des deux particules est conser-
vée. On note les parties symétriques S et antisymétriques AS des vecteurs propres (sans
interaction) :

1
|n1)51)n2752>S/AS - ﬁ(‘n17517n2562> :l: (‘n2752an1581>)

si €1 # €9 ou ny # no. On peut également les exprimer en fonction du quasi-moment k£ qui
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est conservé dans le probléeme en interaction :

L-1
1 = .
Vi (ktse1,€2)) g/a5 = VI Y e ™ ne,n +J,€2)5)a5

n=0

ou j € [0, L — 1] est un entier, n + j est défini modulo N.

Quand I’état initial est loin de la coordonnée x_ = 0, les cages des deux marcheurs ne s’in-
tersectent pas, elles restent alors inchangées. En fait, seulement quelques états sont affectés
par l'interaction : |¢o(k+,e1,€2))g/a5: [¥1(ks,€1,62)) /a5 €t [Y2(k+,€1,2)) g/45 €t ne sont
plus vecteurs propres du probléme en interaction. Cependant les sous-espaces générés par les
familles de vecteur {|vo(k+,e,€"))g/agte,ers {[V1 (ks e.€")) g astee et {[Va(ky e, €")) g astee
(avec €, ¢’ parcourants les différentes valeurs de quasi-énergies possibles) restent orthogonaux
entre eux.

A x_ =0, suivant la direction z, I'interaction change la dynamique des deux marcheurs
quantiques, les cages sont brisées comme le montre la Figure IV.14.

Fig. IV.14 La probabilité de présence des deux marcheurs sur chaque site est montrée apres
T = 50 pas de temps en utilisant un dé de Hadamard sur les sites hubs et un dé Us(m /4,0, 0,0)
sur les sites rims au flux critique ®. = 0 avec une interaction ¢ = 2. Les marcheurs quantiques
ont démarré du site (a,a) a la cellule d’indice (5,5) dans une configuration de spin tirée
aléatoirement. Le site initial est indiqué par un disque rouge. On a choisi des conditions aux
bords périodiques. La fleche verte (resp. bleue) indique la direction du centre de masse x
(resp. la position relative x_).

La Figure IV.14 met en lumiere également la création d’un état extrémement lié qui peut
se déplacer sur toute la chalne mais ou les deux marcheurs quantiques ne peuvent étre séparés
de plus de 4 cellules. Par conséquent, les spectres de ces marches quantiques ne pincent plus
au flux critique. Les bandes plates a ces flux sont remplacées par des bandes dispersives qui
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sont une conséquence de la destruction de ces cages dans la direction x;. Les marcheurs
quantiques s’échappent de leur cages balistiquement.

s

—énergie

—énergie

- O = N W

Quasi
|
Quasi

Fig. IV.15 Spectres en fonction du flux ® pour des marcheurs quantiques en interaction
utilisant (a) : un dé de Grover, (b) un dé de Hadamard, un dé sur les sites rims Uz (7 /4,0, 0, 0)
et une interaction ¢ = 0.17. Il n’y a plus de pincement au flux critique si I'on compare au
cas sans interaction (voir Figure IV.13)

Comme dans [125] (version hamiltonienne), on observe deux familles d’énergies dépen-
dantes de l'interaction : des bandes dispersives et non-dispersives (plates). Les bandes disper-
sives sont seulement dues aux sous-espaces {|1o(k4,¢,¢’)) g /as)ee, elles sont a lorigine de la
brisure des cages. Au contraire les énergies associées aux sous-espaces {|¢1(k+,€,€")) g/agteer

et {|12(ky,e,€"))g/a5}e,r dépendent de l'interaction ¢ mais les bandes restent plates (voir
Figure IV.16).

Ainsi, effet de I'interaction peut mener a différents comportements dépendants du sous-
espace considéré. On conclut de I'analyse détaillée donnée en Annexe F que, les sous-espaces
générés par {|n,e,n + 2,¢’)}. o~ pour un n fixé sont stables sous I'opérateur de marche quan-
tique en interaction.

Les sous-espaces générés par {|n,e,n+ 1,¢’)}. o~ ne sont, quant & eux, plus stables sous
I'opérateur en interaction mais on peut retrouver un sous-espace stable de dimension plus
grande {|n,e,n + 1,&")}. o @{|n + 1,¢,n,€) }. . IIs mélangent les états de position relative
r_ = £1 mais donnent encore une dynamique piégée avec une cage plus grande.

Enfin, le sous-espace minimal stable pour les vecteurs propres de position relative z_ =0
mélange entierement les différentes positions du centre de masse : @{|n,e,n,e’)}. o, c'est

n

cette derniere famille qui mene a la destruction des cages.

IV.2.4 Entropie d’intrication

L’entropie de von Neumann [156] est un objet qui a été largement étudié pour quanti-
fier I'intrication d’un systéme bipartie. Dans le cas d’un seul marcheur quantique, I’entropie
d’intrication entre la variable interne et la position a été analysée dans [157-160]. Pour deux
marcheurs quantiques sur une chaine, plusieurs articles ont déja proposé de regarder l'intri-
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Fig. IV.16 Spectres de quasi-énergies en fonction de 'interaction ¢ au flux critique ®. = 1/2
en utilisant le dé de Grover sur les sites hubs et le dé Us(w/4,0,0,0) sur les sites rims. Les
Figures du haut : (a), (b), (c¢) (resp. du bas : (d), (e), (f) ) sont les parties symétriques (resp.
antisymétriques) du spectre. Les Figures de gauche : (a) et (d) sont les spectres associés
au sous-espace |1), les Figures du milieu : (b) et (e) sont associés au sous-espace |{1) et
les Figures de droite : (e) et (f) sont associés au sous-espace |i9). Les spectres associés a
WO)S/AS dépendent de k. (dispersifs), ils permettent un mouvement du centre de masse et
donc la destruction des cages. Les 4 autres spectres restent plats, ils ne détruisent pas les
cages mais leurs quasi-énergies dépendent du paramétre d’interaction ¢.

cation entre les deux marcheurs en utilisant cette entropie [150, 152,154, 161]. Pour obtenir
cette mesure de l'intrication, I’entropie de von Neumann est définie & partir de la matrice
densité p associée a ’état |¢). En tragant ensuite sur I'une ou l'autre des particules (ici la
particule 2) on obtient la matrice densité réduite p; = Trop qui est semi-définie positive
et ||p|| < 1. L’entropie de von Neumann est S(p1) = —Tr(pilogypi) = — > ; AilogaA; ol
0 < A\; <1 sont les valeurs propres de la matrice densité réduite. Elles correspondent a la
probabilité d’étre dans I’état donné par leur vecteur propre. De plus, 'entropie maximale
est donnée pour une matrice réduite proportionnelle a 'opérateur identité (avec un facteur
1/N si N est la dimension du sous-espace d’une particule) et correspond a un mélange égal
des différents états possibles (aucune information sur le sous-systéme). L’entropie de von
Neumann est alors de logy (V).

Lorsque les deux particules n’interagissent pas, soit parce que ¢ = 0, soit parce qu’elles
vivent sur le deuxieme sous-réseau, soit parce que leurs cages ne se chevauchent pas, I'intri-
cation entre les deux particules ne devrait pas changer au cours du temps, car la dynamique
reste le produit tensoriel des deux opérateurs de marche quantique & un corps.

Lorsque des marcheurs quantiques interagissent, on examine I’évolution de l'intrication
entre les particules pour différents états initiaux intriqués. Les 9 états initiaux considérés
sont :

1. Sur le méme site a (la diagonale)

6
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| état initial || i \ ii \ iii

1:(n,n) {In,e,n, eV }e,er {In,e,n, eV }eer P{In+1,e,n+ 1, }e o @3:71{‘71—‘,—i,&n—f—i,a/)}&s/

s(nyn—1) || {ln,e,n— 1, } o {In,e,n—1,&V}e e P{In+ 1,e,n,")}e o @;71{\71 +ie,n+i—1,} o

2
3:(myn—2) || {In,e,n—2,"}ee | {Ine,n—2,N} e @D{n+1,e,n— 1,6} o @1:_1{‘71""7:757”"'7;_275/>}s,s'

Table IV.2 Sous-espaces de départ sur lesquels vivent les 9 différents états initiaux

2. Sur les sites a voisins (la sous-diagonale)

3. Sur les sites a second voisins (la deuxiéme sous-diagonale)

avec une configuration de spin initiale :
i) (11)+12) +13) +14)) @ (|]1) +12) + |3) + |4)) (état séparable = entropie S = 0)
ii) |11) + |44) (état intermédiaire intriqué d’entropie S = 1)
iii) [11) 4 |22) + [33) + |44) (état d’intrication maximale = entropie S = 2)

On étudie ’évolution des états a ’aide d’un dé de Grover au flux critique ®. = 1/2. On
caractérise les différents états initiaux par leur poids sur les différentes familles de vecteurs
{In,e,n’,€") }c s car ces sous-espaces sont stables pour n’ # n,n+1 (voir sous-section IV.2.3).
Pour n' = n £ 1, les sous-espaces {|n,e,n+ 1,&')}. o @{|n + 1,e,n,e") }. - sont stables Vn.
Pour n' = n, le sous-espace {|n,e,n,e’)}c o, est stable (notez l'indice n sur la famille de

vecteurs qui va de 0 & L — 1). Les sous-espaces de départ auxquels appartiennent les états
initiaux sont résumés dans le tableau I'V.2.

L’état initial 1 pour toute configuration initiale de spin i), ii), iii) vit sur le sous-espace
stable généré par {|n,e,n,e’)}. o . Par conséquent, ces états brisent les cages. Au contraire,
les conditions initiales 2 et 3 ne brisent pas les cages mais leur dynamique est affectée par I’in-
teraction car elles n’ont du poids que sur, respectivement, le sous-espace {|n,e,n —1,&’)}. o
et |n,e,n —2,¢’) el Pour les conditions initiales 2 et 3, le sous-espace stable sur lequel vivent
les deux marcheurs dépend de la configuration de spin initiale. Pour la condition initiale 2,
les sous-espace stables sont :

i) {|n,e,n—1,)} e @B{In—1,6,n,&)}c e
i) @lgi{ln—i,e,n+1—i,e) e @{In+1—i,e,n—1i,&)}eer
i) @i _{In+ie,n+i—1,NV e @{|In+i—1e,n+i,e)}en

Pour la condition initiale 3, le sous-espace stable est le sous-espace de départ indiqué dans
le tableau IV.2.

L’entropie maximale qu’une particule peut atteindre sur la chaine de boucles de taille
L devrait étre de log,(8L). Cependant, comme nous partons d’une condition initiale sur le
premier sous-réseau (un site (a,a)), les sites hubs et rims ne peuvent pas étre intriqués entre
eux car les marcheurs n’explorent pas le second sous-réseau. Ainsi, I’entropie maximale est
de logy(4L) = 2 + logy(L).

Les Figures IV.17-a,b,c montrent l'intrication des états avec ces conditions initiales au
cours du temps. La Figure IV.17-a correspond a la condition initiale 1, les 3 différentes
configurations de spin saturent & une valeur comprise entre 3 et 4 qui n’est pas ’entropie
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Fig. IV.17 Intrication pour différentes conditions initiales. La marche quantique est réalisée
sur une chaine de boucles de longueur 10 avec un angle de mélange 0 =1 et p==w =0
et un dé de Grover a ® = 1/2. En haut (Figures (a),(b),(c)) : évolution de I'entropie de
von Neumann par rapport au temps avec une interaction maximale ¢ = 7. En bas (Figures
(d),(e),(f)) : I'entropie de von Neumann est tracée par rapport a l'interaction ¢ a un temps
fixe t = 51. A gauche (Figures (a) et (d)) : condition initiale 1 (les marcheurs quantiques
sont sur le méme site a). Au milieu (Figures (b) et (e)) : condition initiale 2 (les marcheurs
quantiques sont sur des sites a plus proches voisins). A droite (Figures (c) et (f)) : condition
initiale 3 (les marcheurs quantiques sont sur des sites a deuxieme voisins). Pour chacune de
ces positions initiales, les 3 configurations internes i) (lignes bleues), ii) (lignes orange), iii)
(lignes vertes) sont tracées.

maximale (la taille de la chaine de boucles est de 10, I'entropie maximale est 2 4 log,(10) =~
5.3). On peut vérifier que la valeur de saturation dépend de la taille de la chaine de boucles
considérée (par exemple pour une chaine de boucles L = 20 elle est comprise entre 5 et 6
tandis que la valeur maximale de l'entropie est de 2 + logy(20) ~ 6.3).

Pour les conditions initiales 2 et 3, 'entropie sature a des valeurs inférieures a la condition
1 car ces états sont piégés donc ils visitent moins de sites. De plus, la cage de I'état 3 étant
plus petite que celle de I'état 2 (pour deux configurations de spin identiques), son entropie
tend également a étre plus faible.

Une autre différence avec la condition initiale 1 est que ces valeurs de saturation sont
différentes d’une configuration interne a I'autre. Si I’entropie de départ est faible, la valeur de
saturation sera plus faible. C’est une conséquence du fait que les sous-espace stables associés
aux différentes configurations de spin sont différents. L’entropie est limitée par la dimension
du sous-espace stable associé. L’entropie maximale pour ’état 2, avec, respectivement, les
configurations de spin i), ii), iii) est S = 3, 4, 4+1log,(3) et pour I'état 3 est S = 2, 3, 3+1og,(3).
Au contraire pour I’état 1, la rupture des cages permet au centre de masse de se déplacer
librement sur la chaine de boucles. Cela signifie que I'ensemble des vecteurs {|n,e,n,e’)}. o/ 5,
seront potentiellement atteints par I’état initial 1 pour toutes configurations internes initiales.
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S 0 1 2 3
ni
0 X 2 3 2 +logy(3) ~ 3,58
1 3 2 + logy(3) ~ 3,58 4 2+ logy(5) ~ 4,32
2 4 2+ logy(5) ~ 4,32 | 3+ logy(3) ~ 4,58 | 2+ logy(7) ~ 4,81
3 3+1ogy(3) ~ 4,58 | 2+ logy(7) ~ 4,81 5 X

Table IV.3 Entropie maximale pour différents états initiaux localisés sur un site et avec
ng = 0.

Ces 3 états initiaux auront donc acces au méme sous-espace, et dans ce cas on observe que
I'intrication tend vers la méme valeur.

Enfin, les oscillations de 'entropie au cours du temps semblent diminuer en fonction de
la distance initiale entre les deux marcheurs. Plus les marcheurs quantiques sont initialement
proches, plus les oscillations sont rapides. Les Figures IV.17-d,e,f montrent que les variations
de I'intrication par rapport au parametre d’interaction semblent également plus rapides pour
des marcheurs quantiques initialement plus proches et confirment cette corrélation entre la
sensibilité a 'intrication et les conditions initiales.

La valeur de saturation et l’entropie maximale dépendent de la dimension du sous-
espace stable sur lequel vit 1’état initial. On peut caractériser I’entropie maximale par 3
nombres (ng,ni,nz). La variable ng indique si le marcheur quantique vit (ng = 1) , ou
non (ng = 0) sur {|n,e,n,&)}cerpn. n1 est le nombre de sous-espaces stables différents
de type {|n,e,n+1,&")}c o @D{In + 1,6,n,¢)}. o et ny le nombre de sous-espaces de type
{In,e,n £ 2,&")} o sur lequel vit I’état initial. L’entropie maximale associée & ces 3 nombres
est Smaz(n0,n1,n2) = no X (3 + logy(L)) + logy(16 X ny + 8 X ng) = ng x (3 + logy(L)) +
3 4 logy(2n1 + nga). Pour un état initial localisé sur un site (a,a), n1 et ng ne peuvent étre
supérieurs a 3. Le Tableau IV.3 résume les différentes entropies maximales pour de tels états
et ng = 0. Un état commengant sur des sites (a,a) ne peut pas intriquer des sites rims avec
des sites hubs. Par conséquent, ’entropie maximale est de 2 4 logy(2n1 + ng2).

La Figure IV.18 permet de montrer que lorsqu’un état est choisi au hasard dans ’en-
semble du sous-espace stable (courbes bleus), son entropie initiale se situe dans la plage de
la valeur de saturation et son évolution reste dans cette plage. Lorsque 1’on choisit un état
initialement localisé sur un site (et toujours dans le méme sous-espace considéré, courbes
rouges), I’évolution de son entropie tend vers cette valeur de saturation. La valeur de satura-
tion reflete seulement la valeur la plus courante de ’entropie dans le sous-espace considéré.

Le Tableau IV.4 récapitule les différentes propriétés des sous espaces stables de deux
marcheurs quantiques en interaction.

IV.3 Conclusion

En résumé, ’étude de la robustesse des cages pour marches quantiques sur la chaine de
boucles a permis de mettre en avant certains comportements intéressants.
On a pu voir qu’un désordre statique sur les sites rims permettait, dans un premier temps,
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Fig. IV.18 Intrication pour différentes conditions initiales par rapport au temps. La marche
quantique est réalisée sur une chaine de boucles de longueur 10 avec un angle de mélange 6 =
let o =0 =w=0 et un dé de Grover a ®. = 1/2 et une interaction ¢ = 7. (a) : Condition
initiale sur {|n,e,n,&')}c s . (b) : Condition initiale sur {|4,¢,5,&")}c o @®f|5,¢,4,€") }cor-
(c) : Condition initiale sur {|4,¢,6,¢’)} .. Les conditions initiales sont soit délocalisées sur
I’ensemble du sous-espace stable (lignes bleues), soit localisées sur un site (lignes rouges). 10
marcheurs quantiques différents pour chaque cas sont tracés. Les coefficients initiaux sont
choisis aléatoirement.

de briser les cages et donc de délocaliser la particule sur une certaine longueur caractéristique
indépendante du désordre puis dans un second temps, pour un désordre de plus forte intensité
de localiser d’Anderson la particule. On observe alors une décroissance exponentielle des
fonctions d’onde propres. Dans ces deux régimes le systéme est isolant. D’une autre maniere,
on a également pu obtenir un isolant dans le cas d’un désordre gelé sur les sites hubs mais
la nature des fonctions d’onde est completement différente de la localisation d’Anderson. Ici,
les cages ne sont pas brisées et les fonctions d’onde propres restent a support fini a I'intérieur
de domaines plus ou moins étendus.

On s’est ensuite intéressé au désordre dynamique. On a pu constater, que ce soit dans le

états propres sans || |n,e,n,e’) In,e,n+1,&) |n,e,n+ 2, In,e,n’ &)
interaction x-=0 lz_| =1 lz_| =2 lz_| =|n'—n|>3
interaction oui oui oui non

nature brise les cages | cages de  plus | cages de la méme | cages inchangées

grande taille

taille mais dyna-
mique différente

sous-espace stable || {|n,e,n,e)}ecrn| {In,e,n+1,€") e e {In,e,n+2,&")}eer | In,e,n,€")
minimal P{ln+1,e,n,&)}e e

Dimension 32L 64 32 1
Dimension  apres || 8L 16 8 1

avoir tracé sur un

marcheur

entropie maximale || logy(8L) =3+ | logy(16) =4 log,(8) =3 0

logy (L)

Table IV.4 Résumé des différentes propriétés des sous espaces stables de deux marcheurs
quantiques en interaction sur la chaine de boucles.




130CHAPITRE IV. DECONFINEMENT : QUELQUES SOLUTIONS POUR LES MARCHEURS QUANTIQUES

cas d’un désordre sur les sites hubs ou bien sur les sites rims ou encore en mesurant pério-
diquement la position de la fonction d’onde, que ’on obtenait un processus diffusif similaire
aux marches classiques standards puisque le désordre dynamique est un bon moyen de simu-
ler ’effet d’un environnement sur un systéme quantique et donc d’observer le phénomeéne de
décohérence.

Ces deux études précédentes ont permis de construire un modele de désordre plus so-
phistiqué ot 'on combinait un désordre gelé & un désordre dynamique sur les sites rims. La
marche quantique est alors envoyée sur un modele de marche classique aléatoire (le modele
de barriere aléatoire symétrique) présentant de la diffusion anormale.

Enfin, on a fini par étudier le cas de deux marcheurs quantiques sur la chaine de boucles
avec une interaction de contact. On a pu trouver que les cages sont brisées seulement si
les deux marcheurs se trouvent initialement sur le méme site. Lorsque c’est le cas, les deux
marcheurs forment un état lié capable de se déplacer sur toute la chaine mais ne pouvant
pas étre séparés de plus de 4 cellules.



V — Deux particules sur une chaine
avec une interaction désordonnée

L’idée initiale de ce projet un peu a part du reste de la these, proposée par Janos Asbéth,
était de regarder une interaction désordonnée statiquement entre deux marcheurs quantiques
sur une chaine. Elle faisait suite a un article de Toikka [151] qui avait étudié le probléme
pour un désordre dynamique. Le probléme se révéla n’avoir jamais été étudié dans le cas
hamiltonien, pourtant plus facile a traiter car sans variable interne. Dans ce chapitre, nous
allons donc nous concentrer sur le cas d’un hamiltonien de liaisons fortes standard sans degré
de liberté interne (marches quantiques a temps continu). Apres avoir fait une rapide analyse
pour le cas des marches quantiques & temps discret (non documentée), on ne s’attend pas
a une différence de résultats qualitatifs entre les deux systemes. Tout ce qui est dit dans
ce chapitre devrait pouvoir s’appliquer sans trop de difficulté au cas de deux marcheurs.
Notamment, les quasi-énergies et leur périodicité ne devraient pas jouer un role significatif.
Le reste du chapitre est traduit et adapté de l'article [162].

Le modele de Hubbard a été proposé pour la premiere fois en 1963, indépendamment par
Gutzwiller [163], Kanamori [164] et Hubbard [165]. Ce modele permettait de comprendre le
comportement collectif des électrons en interaction dans les solides. En 1968, Lieb et Wu [166]
ont trouvé une solution analytique pour le cas unidimensionnel (1D) en utilisant 1'ansatz
de Bethe. Malgré sa formulation simple, le probleme de Hubbard est mathématiquement
difficile a aborder. Pour le cas de dimension supérieure, les physiciens n’ont pu obtenir que
des résultats analytiques ou numériques approximatifs (théorie du champ moyen, DMFT,...).
Une solution exacte reste encore inconnue. Depuis plus de 50 ans, le modeéle a attiré beaucoup
d’attention.

Les développements techniques des derniéres décennies ont rendu possibles les réalisations
expérimentales du modele de Hubbard. La premiere expérience a été réalisée par Greiner et
al. [167] en 2002 en utilisant des atomes bosoniques ultrafroids piégés dans des réseaux op-
tiques. Ils ont observé la transition d’un superfluide a un isolant de Mott. De nombreuses
autres variantes du modele de Hubbard ont été mises en ceuvre, notamment la version fermio-
nique [16&] ou encore un modele dont le parametre d’interaction dépend de la densité [169]. 11
existe de nombreux défis a relever pour les expérimentateurs qui doivent contréler avec pré-
cision différents parametres : 'amplitude de saut tunnel, la géométrie du réseau ou la forme
du potentiel. L’incertitude sur ces variables peut donner lieu a des effets indésirables qui
peuvent affecter la qualité globale des résultats. A notre connaissance, il n’y a pas eu d’étude
détaillée sur la conséquence d’'un parametre d’interaction désordonné. Nous proposons, dans

131
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ce chapitre, une analyse de l'effet d’une interaction de contact désordonnée pour le probleme
simple de Hubbard & deux corps (de deux particules distinctes, sans degré de liberté interne)
dans une chaine 1D. Ce modele jouet s’avere avoir des liens avec plusieurs domaines - phy-
sique moléculaire, systemes désordonnés, physique des surfaces et chaos quantique - que nous
passons brievement en revue.

L’interaction de contact, qu’elle soit attractive ou répulsive, dans le modele de Hubbard
conduit a des états liés & deux corps [170]. Des molécules unidimensionnelles correspondant
a des états liés répulsifs ont été observées avec des atomes bosoniques dans une expérience
de réseau optique [171]. Dans ce contexte, ces molécules sont parfois appelées doublons.

Un désordre arbitrairement faible au niveau du potentiel sur site dans les systémes quan-
tiques 1D et 2D peut conduire a une localisation exponentielle de tous les états propres
d’énergie, par le mécanisme de localisation d’Anderson [137, 141]. Bien qu’ici le désordre
se situe dans l’interaction plutét que dans un potentiel sur site, le concept de localisation
d’Anderson est toujours utile pour interpréter nos résultats, comme nous le verrons dans le
reste du chapitre.

Le modele de liaisons fortes de deux particules sur une chaine 1D avec interaction de
contact peut étre mis en correspondance avec celui d’une particule unique sur un réseau carré
2D avec une barriére de potentiel 1D (ou chaine d’impuretés) le long de la diagonale (voir la
discussion section V.1 et la Figure V.1). Notre modele est donc proche du probléme d’une
surface désordonnée (impuretés 1D) par rapport & un volume ordonné (2D). En utilisant
cette analogie avec la physique des surfaces, nos résultats peuvent également étre compris
dans le langage des états de surface de Tamm [172,173] et des états d’'impuretés de Koster-
Slater [174,175].

50
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Fig. V.1 (a) : Deux particules sur une chaine peuvent étre représentées comme une particule
sur un réseau carré. L’interaction de contact sur site devient une barriére de potentiel sur
la diagonale du carré (ligne rouge) (b) : En utilisant des conditions aux limites périodiques,
les cotés opposés (lignes verte et orange) du réseau carré sont identifiés. Le systéme est
topologiquement équivalent a un tore.
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Une autre analogie 2D peut étre faite avec un billard quantique un peu particulier car
construit sur un espace discret. Dans le billard classique, on considere la dynamique d’une
seule particule classique a l'intérieur d’une région 2D délimitée par des bords. La dynamique
est régie par les équations standard de Hamilton avec une énergie cinétique parabolique.
Selon la forme du billard, le systéme peut étre soit (i) intégrable et les trajectoires indexées
par les constantes du mouvement, soit (ii) chaotique (non-intégrable) et les trajectoires sont
exponentiellement sensibles aux conditions initiales [176]. “Quantifier” le modéle signifie que
la particule est maintenant décrite par un vecteur dans un espace de Hilbert et que sa
dynamique est donnée par 1’équation de Schrodinger. Malgré le fait qu’il soit problématique
de parler de trajectoires et de sensibilité aux conditions initiales pour les systémes quantiques,
le “chaos quantique” est apparu comme un domaine de recherche actif, dont le but est
de trouver des traces de chaos classique dans les objets d’étude habituels de la mécanique
quantique, tels que les niveaux d’énergie et leurs fonctions propres [177]. Dans ces modeles, le
“désordre” ne réside pas dans le potentiel mais dans la forme des bords. Les recherches sur le
chaos quantique ont été principalement effectuées dans le continuum en utilisant une relation
de dispersion parabolique. Dans notre cas, on étudie un modele de liaisons fortes sur un réseau
carré, de sorte que la relation de dispersion (énergie cinétique) est £ o< cos k, + cos ky, au lieu
de E o k2 + k§ Cela affecte la dynamique des particules déja au niveau classique. Quelques
articles ont déja traité ce type de billard quantique avec réseau [178-181].

Par ailleurs, deux particules avec une interaction de contact ont également été récem-
ment discutées, soit dans le contexte d’un modele plus riche de liaisons fortes a deux bandes
unidimensionnel mais sans désordre [182], soit pour une marche quantique en interaction
désordonnée dans [151], mais le désordre a été introduit dynamiquement.

Le chapitre est organisé comme suit : d’abord, dans la section V.1, nous passons en revue
les principaux résultats du probléme standard de Hubbard & deux corps, puis nous intro-
duisons l'interaction désordonnée. Ensuite, dans la section V.2, nous nous concentrons sur
I’analyse de la bande atomique sous l'effet du désordre. Dans la section V.3, nous étudions
Ieffet du désordre sur la bande moléculaire, lorsqu’elle est clairement séparée de la bande
atomique (régime de désordre faible). Ensuite, la section V.4 est consacrée au régime de su-
perposition entre la bande moléculaire et atomique (régime de désordre fort). La section V.5
est consacrée aux états “séparatrices”, qui, a notre connaissance, n’ont pas été abordés au-
paravant dans la littérature. Enfin, dans la derniere section V.6, on conclut en proposant
différentes expériences et en proposant des perspectives pour de futurs travaux. Plusieurs
Annexes G,H,I donnent des détails sur diverses parties de ce travail.

V.1 Le modeéle de Hubbard a deux particules

Dans cette section, nous définissons le modele que nous étudions dans les sections sui-
vantes. Considérons deux particules distinguables sautant sur une chaine de NV sites, avec une
interaction de contact entre elles qui dépend de la position. Nous désignons la position de la
premiere et de la seconde particule par des entiers x et ¥y, respectivement, avec 1 < z,y < N,
et utilisons des conditions aux limites périodiques, identifiant N avec 0 (voir Figure V.1).
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L’hamiltonien s’écrit :

N-1 N-1
H=—= 3 |z+1y) (z,yl +|e,y+1) (z,y| + he. + Y Uy lz,z) (2, 2|
z,y=0 =0
=Hy+U (V.l)

ou Hy est la partie cinétique de 'hamiltonien et U le potentiel d’interaction. Ici et dans le
reste du chapitre nous fixons A = 1 et mesurons ’énergie en unité de 'amplitude de saut et
la longueur en unité du pas du réseau. L’énergie d’interaction U, est une variable aléatoire
dépendant de la position, uniformément distribuée entre U — W et U + W. Notre modele
— appelé en plaisantant le modele U — est une modification du modele de Hubbard (ici
restreint & 2 particules en 1D) qui dépend de deux paramétres : I'interaction moyenne U et
les fluctuations (ou le désordre) dans l'interaction W.

Nous examinons briévement le cas trivial sans interaction U = W = 0. Le théoréme
de Bloch s’applique, et chacune des deux particules a un quasi-moment que l’on notera
ky = 2mi/N pour I'une et k, = 2mj /N pour l'autre ot ¢, j € [-N/2, N/2—1], et une énergie
totale E(ks, ky) = —2(cosky + cosky) (la notation [--- ,---] indique que seules des valeurs
discretes, par pas de 1, sont prises dans lintervalle). Les vecteurs propres du systéme de
deux particules sont des ondes planes délocalisées sur ’ensemble du systeme. Ce systeme est
identique a celui d’une particule unique sur un réseau carré avec des conditions aux limites
périodiques (PBC pour “periodic boundary conditions”).

Avant de considérer l'effet d’'une interaction désordonnée, nous rappelons le cas d’une
interaction invariante par translation (W = 0 et U # 0) dans la section suivante.

V.1.1 Interaction invariante par translation : états liés et états de diffusion

Nous commengons 'analyse du systéme par le cas ou il n’y a pas de désordre, W = 0,
et donc, nous avons deux particules distinctes avec une interaction de contact U, = U,
indépendante de =x.

Comme nous le rappelons ci-dessous, 'hamiltonien peut étre résolu exactement, et ses
états propres sont soit des états liés des deux particules, soit des états de diffusion.

Pour obtenir des formules explicites pour les états liés et les états de diffusion, nous
passons dans le référentiel du centre de masse (voir Annexe G pour plus de détails). Le
centre de masse et les coordonnées relatives, x4, sont les suivants :

r+y

Th =5 T_o=z-—y

et le nombre d’onde du centre de masse k est défini comme :
1 .
ki) = ——S e+ |2.) | avec ky = ky + ky = 20 K/N
’ +> \/N ; | +> + T Y /

ou K € [-N/2,N/2 — 1], donc —7 < k4 < . L’hamiltonien s’écrit maintenant :

N-—1
H=— Z \:m.—i—l/?,x_—l—l) <$+,x_\+\x++1/2,x_ _1> <$+,x_‘—|—h.0.—|—U Z |I’+,0> <$+70‘
ry,x_€L =0

(V.2)
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ou L est le réseau carré original exprimé dans le référentiel du centre de masse, i.e. x_ €
[-N+1,N —1] et 1 € [|lz—|/2,N — 1 — |z_|/2], v+ prenant des valeurs entiéres lorsque
x_ est pair et des valeurs demi-entieres lorsque z_ est impair.

En raison de l'invariance par translation le long de x4, le moment cinétique du centre de
masse ki est conservé. L’hamiltonien de I’équation (V.2), écrit dans la base k4, se sépare en
N chaines découplées indexées par k4 :

H =73 |ky) (k| @ hiky)
ky

ou ’hamiltonien h(k4) pour une seule chaine s’écrit,

h(ky) = —2cos %* > oz + 1) (x_| +h.c. + U|0) (0] (V.3)

Tr—

Pour chacune des N valeurs différentes des moments du centre de masse k4, '’hamilto-
nien h(ky) décrit une particule unique sautant sur une chaine effective de N sites avec des
conditions aux limites périodiques et une amplitude de saut teg = —2 cos(k4/2) en présence
d’une impureté de potentiel U & l'origine 2_ = 0. Lorsque U # 0, son spectre est consti-
tué d’un seul état 1ié et d’'une bande composée de N — 1 états de diffusion délocalisés (voir
Figure V.2). Contrairement aux états de Tamm [172,173], qui apparaissent pour une impu-
reté suffisamment forte au bord d’une chaine ouverte, il n’y a pas de seuil pour qu'un état
lié existe dans une chaine périodique avec une impureté. Si ’on reprend la vision originale
d’un hamiltonien décrivant deux particules, ceux-ci correspondent a des états ou ces deux
derniéres se déplacent ensemble, comme une paire liée, et a des états de diffusion ou elles
se déplacent presque indépendamment. Le probleme correspondant a I’hamiltonien (V.3)
a été résolu par Koster et Slater [174, 175]. Il peut également étre obtenu par 'ansatz de
Bethe [170]. Ici, nous résumons les principaux résultats d’abord pour les états liés et ensuite
pour les états de diffusion.

Les états liés indexés par le nombre quantique —m < ky < 7 ont des énergies et des
fonctions d’onde données par :

2
Eyva(ky) = sgn(U)\/<4 cos k;) + U2

ezk+:c+

Ypa(zy, o) = Vi Vianh k (1)~ "2, (V.4)

pour N > 1/k, de sorte que les effets de taille finie peuvent étre négligés. Ici, I'inverse de la

longueur caractéristique de décroissance x > 0 est une fonction de k4 donnée par la solution
de :

) U
sinhk = Teosh, /)] (V.5)
L’inverse de la longueur caractéristique de décroissance x définie ci-dessus est également
la solution imaginaire pure de I’équation de ’ansatz de Bethe.
D’apres I'équation (V.4), les états liés sont des ondes planes le long de la direction x4
mais sont exponentiellement localisés autour de x_ = 0 dans la direction perpendiculaire, voir
Figure V.3. Pour des raisons de simplicité et sans perte de généralité, nous nous limitons
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Fig. V.2 Spectres en énergie du modéle de Hubbard a deux particules (interaction invariante
par translation) en fonction du quasi-moment du centre de masse k.. (a) Pour une interaction
faible, U = 2, la bande des états liés a4 deux particules recouvre partiellement en énergie la
bande des états de diffusion, ot les deux particules se propagent presque indépendamment.
(b) Pour une interaction plus forte, U = 6, un gap U — 4 = 2 sépare ces bandes.

a U > 0, auquel cas ils correspondent & des états liés répulsifs qui ne sont possibles que
lorsque ’énergie cinétique est également bornée par le haut [170,171]. L’énergie minimale
et maximale des états liés est alors de U et VU2 + 16. Le nombre d’états liés est de N par
rapport au nombre total N? d’états.

Si I'interaction est faible, U < 4, la bande d’énergie de P'état lié et celle des états de
diffusion se recouvrent, alors que pour une interaction plus forte, U > 4, il existe un écart
égal & U — 4 entre ces deux bandes. Dans la limite d’une interaction tres forte, la relation de
dispersion de I’état lié peut étre approximée comme ceci :

— 4 2
Evq(ky) ~U + i + 52003&r :

Il s’agit de la relation de dispersion d’un modele unidimensionnel de liaisons fortes, avec
une amplitude de saut de 2/U et une énergie sur site de U + 4/U découplée de la majeure
partie du spectre en énergie.

Les états de diffusion sont des ondes planes modifiées indexées par k. et x_. Les fonctions
d’onde sont :

; 4 k
Yooy, 2 ) = CeF+o+ [sin(/a;_x_) - eos % sin k— cos(m_a:_)} (V.6)

ou C est une constante de normalisation et les “vecteurs d’onde” x_ sont les N — 1 solutions
réelles de ’équation de I'ansatz de Bethe donnée en Annexe I. Le nombre de ces états est
N(N —1). Les énergies correspondantes sont :

k
Ey(ky,k—) = —4cos % CoSk_ ,

avec —m < ky < 7 et —m < k_ < 7 et sont responsables du continuum d’états entre —4 et
+4 montré dans la Figure V.2.

Dans la suite, nous utiliserons les termes “états liés” et “états de diffusion” pour nous
référer spécifiquement a la situation en 'absence de désordre W = 0.
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Fig. V.3 Etat lié typique pour une interaction invariante par translation U = 6 sur une
chaine de N = 50 sites. (a) : Distribution de la position d’un état propre dans les coordonnées
x et y indiquant respectivement la position de la premiére et de la seconde particule. (b) :
Coupe transversale de la distribution de position, qui révele la décroissance exponentielle de
la fonction d’onde dans la direction antidiagonale x_ (notez I’échelle logarithmique verticale).

V.1.2 Correspondance avec un billard quantique rugueux

Il est utile d’établir une analogie entre le mouvement de deux particules sur le réseau
unidimensionnel (chaine) et le mouvement d’une seule particule sur un réseau carré bidi-
mensionnel. En effet, ’hamiltonien (V.1) peut étre interprété de cette manieére, avec des
conditions aux limites périodiques a la fois le long de x et y et le terme d’interaction avec
U, apparaissant comme une barriere de potentiel sur la diagonale = = y.

Plus précisément, en raison des conditions aux limites périodiques, le potentiel de désordre
se situe le long d’une ligne fermée qui s’enroule une fois autour des deux boucles non contrac-
tibles sur le tore, voir Figure. V.1.

Considéré comme décrivant un mouvement bidimensionnel, notre probleme est proche
d’un modele quantique d’un billard rugueux, comme celui étudié dans [179]. Ici, une par-
ticule unique sautant sur un réseau carré a l'intérieur d’une boite carrée a été considérée
en présence d’un désordre aux bords sous la forme d’un potentiel aléatoire sur site, unifor-
mément distribué entre —W et W. Notre modele differe de celui de [179] de trois manieres
principales : nous avons (1) des conditions aux bords périodiques plutét qu’ouverts; (2) un
désordre sur une ligne diagonale au lieu des quatre bords d’un carré; et (3) le potentiel de
défaut moyen U peut étre non nul. Malgré ces différences, nous nous attendons qualitative-
ment au méme type de résultats car les deux cas peuvent étre décrits comme une chaine 1D
d’impuretés (désordre) plongée dans un systéme 2D propre.

V.1.3 Etats atomiques et moléculaires

Le modele de deux particules sur une chaine interagissant via une interaction de contact
désordonnée est 'objet principal du chapitre. Dans les sections suivantes, nous discutons
différents régimes en fonction des parametres U et W.

En présence de désordre W # 0, k4 n’est plus une quantité conservée, et on ne peut pas
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résoudre le spectre en énergie en fonction de ki . Dans ce cas, et a cause de la possibilité
pour les bandes de se superposer, la distinction entre états de diffusion et états liés n’est plus
pertinente. En fait, le spectre en énergie se sépare en une bande de volume avec une grande
densité d’états et une énergie E entre —4 et +4, ainsi qu’une bande d’impuretés avec une
faible densité d’états et une énergie telle que |E| > 4 (voir Figure V.4). Nous appellerons
les états propres d’énergie |E| < 4 des “états atomiques” et ceux d’énergie |E| > 4 des
“états moléculaires”. Les bandes correspondantes seront appelées bande atomique et bande
moléculaire. Lorsque les deux bandes sont séparées par un gap, cette distinction entre les
états atomiques et moléculaires coincide avec celle introduite lorsque W = 0 entre les états
de diffusion et liés. Cependant, lorsque les deux bandes se recouvrent [voir Figure V.2(a)],
la distinction entre les états atomiques et moléculaires ne correspond pas a celle entre les
états de diffusion et les états liés. La raison en est que le désordre couple les états liés
qui se recouvrent en énergie avec les états de diffusion. En conséquence, les états liés se
dissocient et ne restent pas localisés : dans un tel cas, nous considérons que les états dans
la région de superposition des deux bandes appartiennent également a la “bande atomique”.
Dans la suite du chapitre, nous discutons tour a tour des états atomiques (section V.2), des
états moléculaires (section V.3), de la situation spécifique dans laquelle les deux bandes se
superposent (section V.4) et enfin des états séparatrices qui existent prés du centre E ~ 0
de la bande atomique (section V.5).

V.2 Les états atomiques

Dans cette section, nous analysons les “états atomiques”, c’est-a-dire les états propres
dont I’énergie est comprise entre —4 et +4.

En raison de l'analogie avec le billard quantique bidimensionnel [179], nous nous at-
tendons a ce que le spectre présente des caractéristiques familieres de la théorie du chaos
quantique.

V.2.1 Densité d’états et rapport de participation inverse

La densité des états atomiques est similaire a la densité d’états (DoS pour Density of
States) d’un réseau carré 2D propre, avec une singularité de van Hove au centre de la bande
(E = 0) et une densité constante aux bords de la bande (E = £4), comme le montre la
Figure V 4. Etant donné que, dans ces états propres, les particules sont pour la plupart du

temps éloignées les unes des autres, la modification de la force d’interaction de contact, U,
ou 'augmentation de son désordre, W, n’affecte pas de maniere significative la DoS.

Pour quantifier la localisation des états atomiques et suivre les effets du désordre, nous
utilisons le rapport de participation inverse (IPR pour Inverse Participation Ratio), I3. Pour
les fonctions propres normalisées W(z,y), il est défini par :

Iy =" |U(x,y)|" (V.7)

Le rapport de participation P» = 1/(N?21I5) représente la fraction de sites qui sont occupés
par la fonction d’onde (voir Annexe H). Notez qu’en raison du facteur N2, 'IPR n’est pas
simplement I'inverse du rapport de participation [183], et est donc parfois appelé participation
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Fig. V.4 Densité d’états de particules en interaction désordonnée pour une chaine de N = 50
sites, une interaction moyenne U = 6 et 10 réalisations sur le désordre. La bande atomique a

une DoS proche de celle du réseau carré tandis que la bande moléculaire est similaire a celle
d’un modéle d’Anderson 1D.

inverse ou nombre de participation inverse. Lorsque nous augmentons la taille du systeme N,
les fonctions d’onde qui sont completement délocalisées dans tout le systeme devraient avoir
Iy ~ 1/N?; celles qui sont localisées dans une direction et délocalisées dans I’autre (comme
les états liés en l'absence de désordre) devraient avoir Iy ~ 1/N ; tandis que les fonctions
d’onde complétement localisées devraient avoir Iy ~ N,

Grace a la diagonalisation compléte de I’hamiltonien pour des systemes de taille N = 50,
comme le montre la Figure V.5, nous observons différents types d’états propres avec diffé-
rentes propriétés de localisation. Nous nous concentrons ici sur les états atomiques délocalisés
avec une énergie comprise entre —4 et 4 et analyserons les états moléculaires plus tard. En
fonction de la gamme d’énergie et des parameétres U et W, nous identifions quatre grandes
catégories de ces états atomiques — (a) les états quasi-idéaux, (b) les états chaotiques, (c) les
états résonants, et (d) les états séparatrices — que nous discutons successivement. Les états
(a), (c) et (d) sont des effets de taille finie qui devraient devenir négligeables dans la limite
thermodynamique par rapport aux états (b) qui forment la majorité de la bande atomique.

(a) Sur la Figure V.5(a), pour un désordre nul W = 0, et une force d’interaction U = 6,
nous observons un IPR de I ~ 6.107* ~ 1.5/N? pour N = 50, ce qui correspond & un taux
de participation P, ~ 67%. Ceci est compatible avec la solution analytique du probléme a
W = 0 (voir équation V.6), qui donne des ondes planes modifiées que nous avons appelées
“états de diffusion”.

Leur taux de participation varie contintiment en fonction de U entre 2 /3 ~ 67% lorsque
U — oo (similaire aux ondes stationnaires dans une boite avec des conditions aux bords ou-
verts) et 100% pour les ondes planes lorsque U — 0. Lors du calcul numérique de 'IPR, nous
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Fig. V.5 Densité d’états (unité arbitraire) en fonction de l’énergie et de I'IPR pour une
chaine de N = 50 sites et ng = 10 différentes réalisations sur le désordre. Le potentiel moyen
sur site est U = 6 et différentes valeurs de W entre 0 et 10 sont considérées. Ici, approxima-
tivement, un IPR dans la gamme 103 signifie que I'état est délocalisé complétement (2D),
dans la gamme 1072 signifie qu’il est localisé dans une direction et délocalisé dans I'autre et
dans la gamme 10~ signifie complétement localisé. Les différents types d’états sont indiqués
en blanc.

avons pris soin d’éliminer la dégénérescence possible des états de diffusion en tordant lége-
rement les conditions aux bords (c’est-a-dire en ajoutant un petit flux magnétique aléatoire
a travers les deux boucles non contractibles du tore de 'espace réel).

Lorsqu’un désordre faible est allumé, nous observons des modifications de I'IPR des fonc-
tions propres de la bande atomique [voir Figure V.5(b)]. Dans la plupart des cas, I'ITPR
augmente lors de l'introduction d’un désordre fini (ceci est discuté ci-dessous sous le nom
d’“états chaotiques”). Cependant, principalement aux bords de la bande atomique [voir Fi-
gure V.5(c)], certains états restent trés délocalisés. Ils sont appelés quasi-idéaux par [179],
car leur poids sur la diagonale désordonnée est faible et ils sont presque comme des états de
diffusion non affectés par le désordre [voir Figure V.6(a)]. Dans [179], ott U = 0, les auteurs
soutiennent que les états quasi-idéaux n’existent qu’en raison d’effets de taille finie en pré-
sence de désordre et que leur nombre devrait disparaitre lorsque N — co. Dans 1’Annexe 1,
nous fournissons une preuve généralisée, valable également pour U # 0, que les états quasi-
idéaux existent réellement dans la limite thermodynamique. Cependant, ils peuvent encore
étre considérés comme des effets de taille finie, car ils forment un ensemble de mesure nulle,
le rapport entre leur nombre et celui des états chaotiques tendant vers 0 lorsque N — co.

(b) La plupart des états a l'intérieur de la bande atomique sont “chaotiques” [voir Fi-
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gure V.5(b) et (c)] : leur IPR augmente légérement et se comporte en 3/N?2, de sorte que
le rapport de participation est plus faible (~ 33%) mais les fonctions d’onde sont toujours
délocalisées [voir Figure V.6(b)]. Ce que nous appelons les “états chaotiques” sont similaires
a ceux observés par [179] et sont typiques des billards chaotiques. De tels états quantiques
sont discutés en détail dans le chapitre 15 du livre de Gutzwiller [176] (voir en particulier les
Figures 44-46). Ils sont délocalisés, ont un caractére aléatoire (mais ne sont pas des tavelures
, en anglais “speckles”) et ont le méme rapport de participation (1/3) que les vecteurs propres
des matrices aléatoires dans ’ensemble orthogonal gaussien (GOE pour “Gaussian Orthogo-
nal Ensemble”), voir par exemple [1341]. De plus, ils présentent des filaments en raison d’une
longueur d’onde préférée liée a leur contenu en énergie (voir la Figure 2 dans [179]). Cepen-
dant, les filaments ne sont pas capturés par les vecteurs propres des matrices aléatoires. De la
méme maniere que ce qui a été fait dans le continuum dans [185] & la suite d’une conjecture
de Berry [1806], dans le “billard de liaisons fortes”, les filaments peuvent aussi étre reproduits
en construisant des superpositions aléatoires d’ondes de Bloch d’une énergie donnée. Fixer
une énergie permet de sélectionner une longueur d’onde donnée qui définit la largeur des fila-
ments. Ces filaments doivent étre clairement distingués des cicatrices quantiques (“quantum
scars” [184,187]). Ces dernieres représentent une probabilité accrue dans la fonction d’onde
d’un état propre en raison d’une orbite périodique instable sous-jacente du billard classique
correspondant. Ici, le mécanisme d’apparation des filaments est différent.

(¢) Lorsque le bas de la bande moléculaire a I'énergie U — W devient plus petit que le
haut de la bande atomique a 4, il y a recouvrement des 2 bandes. Dans la plage d’énergie de
recouvrement, nous observons des états dont 'ITPR se situe entre celui des états atomiques
typiques et celui des états moléculaires localisés d’ Anderson [voir la Figure V.5(d)]. Ces états
sont principalement localisés le long de la diagonale et leur fonction d’onde est proche de
celle des états moléculaires localisés d’Anderson. Cependant, comme leur énergie correspond
a celle des états de diffusion, ils s’hybrident avec eux, ce qui crée un poids loin de la diagonale
[voir Figure V.6(c)]. Ils représentent des molécules qui sont couplées & des états atomiques et
sont partiellement dissociées. Nous les appelons “états résonants”. Ils pourraient également
étre appelés états liés virtuels par analogie avec les phénomenes bien connus se produisant
avec les impuretés dans les métaux, découverts par Friedel (voir par exemple [135]). Nous
nous attendons a ce que ces états deviennent négligeables dans la limite thermodynamique
car leur nombre est au plus N (qui est le nombre d’états liés). Ils sont discutés plus en détail
dans la section V .4.

(d) Le dernier type d’états atomiques que nous observons se trouve au milieu de la bande
atomique pres de 1’énergie zéro [voir Figure V.5(d)]. Leur IPR est assez grand par rapport au
reste de la bande (Is ~ 1/N). En fait, ce sont des états qui sont localisés seulement le long de
la direction z; mais étendus dans la direction du mouvement relatif z_ [voir Figure V.6(d)].
Ces états “séparatrices” sont une conséquence de la ligne séparatrice (iso-énergie F = 0) dans
la relation de dispersion lorsqu’il n’y a pas d’interaction. Ils partagent certaines propriétés des
états cicatrices [184,187] familiers dans le contexte du billard quantique mais sont clairement
distincts (en fait, nous ne voyons pas d’états cicatrices dans le présent modele). Comme nous
n’avons pas pu trouver de description de ces états ailleurs, nous leur consacrons une section
compléte (voir section V.5). Comme le nombre de ces états est de N/2 < N2, on s’attend
également a ce qu’ils deviennent négligeables dans la limite thermodynamique.
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Fig. V.6 Etats atomiques typiques pour une interaction désordonnée sur une chaine de
N =50 sites : (a) quasi-idéal, (b) chaotique, (c) résonant, (d) séparatrice.

V.2.2 Statistiques des écarts de niveaux

La localisation des fonctions propres peut également étre étudiée par la statistique des
écarts de niveaux (pour une revue, voir par exemple [139]). Pour une énergie donnée E, un
ensemble d’écarts de niveaux normalisés s est obtenu a partir d’un ensemble de hamiltoniens,
H®_ ol r est un indice entier pour la réalisation du désordre, par

(r)
AED = B~ B0, avee E~ED, BT o0 =250
AFE

ott AE désigne la moyenne des valeurs de AE,(ZT). Cette procédure est connue sous le nom de
dépliement du spectre dans la littérature sur les statistiques d’écarts de niveaux.

En l'absence de désordre, pour un systeme intégrable avec plus d’un degré de liberté,
on s’attend génériquement a ce que la statistique des écarts de niveaux normalisés s ait une
distribution exponentielle (dans ce contexte également appelée distribution de Poisson) [190] :

—S

p(s) =e
La statistique des écarts de niveaux est modifiée par le désordre. Un désordre faible rompt
généralement l'intégrabilité et couple des états propres presque dégénérés, ce qui entraine
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une répulsion des niveaux et un comportement universel de la distribution des écarts des
niveaux, proche de la conjecture de Wigner pour le GOE :

p(s) = gs exp (—152) :

Nous appellerons ce type de comportement universel la distribution de Wigner-Dyson ou
GOE. Un désordre fort, cependant, conduit a la localisation d’Anderson des états propres.
Ainsi, des états propres presque dégénérés peuvent avoir des fonctions d’onde localisées dans
des parties distantes du systeme, empéchant ’hybridation entre eux. Dans ce cas, la statis-
tique des écarts de niveaux devrait a nouveau étre Poissonienne, si la taille du systeme est
considérablement plus grande que la longueur de localisation. Il existe donc deux situations
bien différentes dans lesquelles la statistique de Poisson est obtenue : systéme intégrable
propre (localisé dans ’espace des moments) ou systeéme localisé d’Anderson fortement désor-
donné (localisé dans l’espace réel).

Sans désordre (W = 0), pour la bande d’états atomiques, comme attendu pour un systéme
intégrable 2D, nous avons une distribution de Poisson [voir Figure V.7(a)].

AU — oo ou W — o0, nous nous attendons & ce que la bande d’états atomiques
soit intégrable et nous obtenons une distribution de Poisson car les fonctions d’onde sont
expulsées de la diagonale en raison du potentiel sur site sur la diagonale qui tend a étre
infini.

La question de la statistique des écarts de niveaux & U et W finis est plus subtile. Pour
un U fini et un petit W, dans ’Annexe I, nous montrons qu’une perturbation en énergie des
états de diffusion atomique due & U se comporte en W/(U2N3/2) cos®(k, /2)sin® k_ ot ky
est le quasi-moment du centre de masse et x_ une des N-1 solutions réelles de 1’équation
de I'ansatz de Bethe. Elles doivent étre comparées a 1’écart moyen entre niveaux qui est
en 1/N2. Si la perturbation est plus grande que I’écart moyen des niveaux, les fonctions
d’onde atomiques, parce qu’elles sont étendues, conduisent a la répulsion des niveaux et
aux statistiques GOE. En dessous de cet écart moyen des niveaux, nous avons toujours
une distribution de Poisson. Finalement, nous concluons de I’Annexe I que, dans la limite
thermodynamique, nous devrions obtenir une distribution des écarts de niveaux qui converge
lentement vers GOE. Le calcul de I’Annexe I ne prend pas en compte la contribution de la
bande moléculaire. Cependant, comme nous le verrons dans la section V.3, cette convergence
est accélérée lorsque la bande moléculaire se superpose a la bande atomique, le couplage entre
le désordre et les états atomiques étant beaucoup plus important. C’est pourquoi, en pratique,
nous avons pu obtenir les statistiques GOE pour des N raisonnables mais pour U — W < 4
(voir Figure V.7-c). En effet, afin d’étudier les statistiques des écarts de niveaux de la majorité
des états dans la bande atomique, nous devons atteindre des tailles d’échantillon beaucoup
plus grandes que dans [179] afin de supprimer la contribution des états minoritaires (états
quasi-idéaux, états résonants et états séparatrices).

Au centre de la bande d’énergie prés de £ = 0, nous n’obtenons pas une distribution
universelle des écarts de niveaux car les états chaotiques et séparatrices sont mélangés [voir
Figure V.7(d)]. A faible désordre, les états séparatrices sont localisés le long de la direction du
centre de masse et délocalisés dans la direction du mouvement relatif. Leur IPR se comporte
en 1/N (voir Annexe H). Ils ne se recouvrent pas et leur statistique d’écarts de niveaux est en
accord avec la distribution de Poisson [Figure V.7(b)]. Pour un désordre plus élevé, certains
de ces états séparatrices se couplent avec des états atomiques et se délocalisent (conduisant
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Fig. V.7 Distributions des écarts de niveaux des états atomiques pour différents régimes
d’énergie E, d’interaction moyenne U, de force du désordre W, de taille de chaine N et
de nombre de réalisations du désordre ng. (a) : E €] —4,+4[, U = 6, W = 0, N = 70 et
ng = 100. Des conditions aux limites “twistées” ont été utilisées pour éliminer les dégénéres-
cences éventuelles. (b) : E entre —1073 et —10710 (afin d’isoler les états séparatrices), U = 0,
W =0.01, N =200 et ng = 100. (c) E ~ 1.7, U =6 et W = 6, N = 900 et ng = 1000. Ici,
on ne sonde que les états chaotiques. (d) Identique a (c) sauf que E ~ 0.1. Dans ce cas, on
sonde a la fois les états chaotiques et séparatrices. Dans (c) et (d), la méthode de Lanczos a
été utilisée pour diagonaliser I’hamiltonien. L’histogramme et les croix dans I'encart repré-
sentent les données numériques avec une échelle linéaire ou logarithmique. Les courbes bleues
représentent la distribution de Poisson attendue pour (a) et (b) et la distribution GOE pour

(c) et (d).

ainsi & une répulsion de niveau), tandis que les autres restent localisés, ce qui conduit a la
distribution non-universelle vue sur la Figure V.7(d).
V.3 Les états moléculaires

Dans cette section, nous nous concentrons sur la bande moléculaire constituée de paires
de particules liées qui est analogue aux états de défaut ou de surface dans un billard 2D. Nous
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considérons le régime de grande interaction (U — 4 > 0) et de faible désordre (W < U — 4),
ou ces états moléculaires sont clairement séparés en énergie des états atomiques et discutons
de Veffet du désordre sur cette bande moléculaire.

V.3.1 Spectres et statistiques des écarts de niveaux

La densité d’états (DoS) de la bande moléculaire sans désordre (W = 0) est similaire &
celle d’un systéme 1D propre avec des singularités de van Hove aux bords (voir Figure V.4).
Lorsque le désordre est petit, des queues de Lifshitz [191] apparaissent aux bords de la

bande entre U — W et U pour le bas et VU2 + 16 et /(U + W)2 + 16 pour le haut. Elles
correspondent a des événements trés rares ou le potentiel est approximativement constant
et minimal (pour le bas) ou maximal (pour le haut) sur une certaine région, résultant en un
potentiel de type boite. Les états correspondants sont localisés par le désordre, de la méme
fagon qu’une particule est piégée dans une boite. Ici, la localisation n’est donc pas liée aux
interférences, contrairement & la localisation d’Anderson.

Lorsque le désordre augmente, la DoS de la bande moléculaire devient plate et sans
structure. Pour un désordre faible W < U — 4, I’énergie de la bande moléculaire est dans

Iintervalle [U — W, /(U +W)2 4 16] et se situe en dehors de la bande atomique (dont
Iénergie est dans l'intervalle [—4, 4+4]). On constate que tous ces états sont localisés autour
de l'interaction de contact diagonale.

Lorsque le désordre est nul, le systeme est intégrable. La statistique des écarts de niveaux
de la bande moléculaire n’est pas universelle (i.e. ni Poisson ni GOE), voir Figure V.8(a),
comme cela est bien connu pour un systéme intégrable 1D [190]. Le désordre (W > 0) conduit
a la localisation d’Anderson des états moléculaires et on trouve une distribution de Poisson
des écarts entre niveaux (voir Figure V.8(b)).

U=6, W=0 U=6, W=4
28 (@) - \
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Fig. V.8 Distribution des écarts de niveaux pour la bande moléculaire (énergies E telles que
|E| > 4.4 par rapport aux états atomiques) calculée pour une chaine de longueur N = 70,
une interaction moyenne U = 6 et des réalisations de désordre ng = 100. (a) : W = 0. (b) :
W =4.
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V.3.2 Etats propres moléculaires

Pour la bande moléculaire, sans désordre (W = 0), la conservation du quasi-moment as-
sure des états étendus dans la direction du centre de masse x4. Pour une force d’interaction
U =6 et N =50, on trouve un IPR de I ~ 1072, correspondant & des états exponentielle-
ment localisés dans la direction du mouvement relatlf, x_, voir Figure V.3. La fonction d’onde
de I’état 1ié est connue analytiquement dans ce cas, voir équation (V.4). Le long de x_, elle
présente une décroissance exponentielle sur une échelle de longueur typique &nol = 1/(2k) ~
0.3, ot sinhk = U/[4cos(ky/2)] ~ U/(2v/2), conformément a I’équation (V.5). On peut
vérifier que 'IPR théorique est effectivement de Iz ~ ; NEQ [dx_e 2l —|/&mot ~ 1.5 x 1072,

Lorsque le désordre est allumé, I'IPR des états moléculaires augmente, atteignant ap-
proximativement Iy ~ 0.3 lorsque W = 2 et U = 6, comme le montre la Figure V.5. On
observe une localisation d’Anderson dans la direction du centre de masse pour les états
moléculaires, voir Figure V.9. En considérant que la taille des molécules, &, dépend princi-
palement de l'interaction moyenne, U, la longueur de localisation d’Anderson caractéristique
peut étre calculée de la méme maniere que &0 et nous trouvons &, ~ 0.625. Sous 'in-
fluence du désordre, la bande moléculaire s’étend et s’aplatit. Son énergie la plus basse est
de U — W = 4. Lorsque W atteint U — 4, les deux bandes commencent & se recouvrir et les
bandes moléculaire et atomique ne sont plus bien séparées. Le cas du recouvrement entre
ces deux bandes, correspondant & une petite interaction U — 4 < 0 ou & un fort désordre
W > U — 4, est analysé dans la section V.4.

X+
10 20 30 40

(b) /\\

|- Coupe transversale selon x_ / \

Coupe transversale selon x.

Fig. V.9 Etat moléculaire localisé d’Anderson pour un désordre W = 8 et U = 6 sur une
chaine de sites N = 50. (a) : Probabilité d’'un mode propre dans le plan (x,y). (b) : Coupe
transversale de cette fonction d’onde dans la direction anti-diagonale x_ (courbe bleue)
montrant extension de la molécule ~ &,0;. Coupe transversale dans la direction diagonale
x4 (courbe jaune) montrant la longueur de localisation ~ £, du centre de masse. Une échelle
verticale logarithmique est utilisée pour souligner la décroissance exponentielle.
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V.4 Recouvrement de la bande moléculaire et atomique

Si I'interaction est faible (U —4 < 0) ou si la force du désordre est grande (W > U —4), il
y a un recouvrement en énergie entre les états bas de la bande moléculaire et les états hauts
de la bande atomique. Considérons le cas ot le recouvrement est dit & U < 4 et le désordre
est faible W <« 1. En raison du désordre, les états liés et les états de diffusion sont couplés.
Par conséquent, d’une part, les états liés se dissocient et se délocalisent pour devenir des
états résonants (ou états liés virtuels) [voir Figure V.6(c)]. D’autre part, la plupart des états
de diffusion se couplent faiblement aux états moléculaires et restent donc presque inchangés,
ce que nous appelons des états quasi-idéaux [voir la Figure V.6(a)].

Pour un désordre encore plus important, W > U, l'interaction U, & certaines positions
peut devenir négative et certains états moléculaires avec une énergie inférieure a la bande

atomique émergent. La bande moléculaire s’étend alors dans I'intervalle [— (U—-W)2+16,

(U+W)2+ 16] et toute la bande atomique est entierement recouverte par les énergies

moléculaires. Lorsque W — oo, nous nous attendons a ce que la distribution des énergies
moléculaires du systéme tende vers celle des énergies potentielles sur site, c’est-a-dire une
distribution uniforme entre U — W et U + W.

Dans ce qui suit, nous discutons de certaines propriétés des états dans la région de la
bande de recouvrement.

V.4.1 Analyse des états propres

Le régime de recouvrement des bandes ouvre de nouveaux canaux de désintégration
pour certains des états moléculaires en supprimant 'invariance par translation du centre de
masse. Ceux dont les énergies sont déplacées dans la bande des états atomiques peuvent
s’hybrider, se dissocier et se délocaliser. Au lieu d’étre de véritables états liés, ils deviennent
des résonances a durée de vie finie (voir la sous-section V.4.3 pour une définition du temps de
vie). Il s’agit d’un effet contre-intuitif du désordre : les états moléculaires délocalisés & W = 0
sont localisés par le faible désordre 0 < W < U — 4, puis se dissocient et se délocalisent par
hybridation avec des états atomiques lorsque le désordre augmente encore W > U — 4. Si
I’ensemble du spectre en énergie est considéré comme une bande unique, un bord de mobilité
a ’énergie 4 sépare les états de haute énergie qui sont localisés des états de basse énergie qui
sont délocalisés.

Dans la Figure V.5, nous constatons que la DoS est tres faible aux bords de la bande
moléculaire désordonnée. Ce sont les queues de Lifshitz exponentiellement faibles [191]. Par
conséquent, on ne s’attend pas a un grand recouvrement de ces queues avec la bande atomique
pour un systéeme de taille finie et, en pratique, nous observons des résonances uniquement
lorsqu’une fraction macroscopique d’états moléculaires recouvre la bande atomique, c’est-a-
dire W —U +4 > 1. De plus, 'IPR augmente, par exemple, Iy ~ 0.5, pour N = 50, W =4 et
U = 6, correspondant & &, ~ 0.42. Finalement, & W > 8, le désordre est si fort que certains
états résonants quittent la bande atomique a des énergies inférieures a —4 pour redevenir
des molécules localisées d’ Anderson.

Les états propres atomiques sont peu affectés par le désordre lorsque la bande moléculaire
est bien séparée de la bande atomique, c’est-a-dire W < U — 4. En effet, les états propres
moléculaires ont une décroissance exponentielle sur une longueur typique 01, €t un couplage
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avec la diagonale pour les états atomiques est alors permis mais marginal. Dans la limite
opposée de W — oo, les fonctions d’onde atomiques ont un poids nul sur la diagonale et ne
sont donc pratiquement pas affectées par le caractére aléatoire. Cependant, lorsque la bande
moléculaire recouvre la bande atomique, c’est-d-dire, W > U — 4 et W fini, on s’attend
a un comportement plutot différent. Les fonctions d’onde moléculaires avec des énergies
dans la gamme atomique s’hybrident avec les fonctions d’onde atomiques et se délocalisent,
apportant un couplage plus fort des fonctions d’onde atomiques au potentiel désordonné. On
comprend que dans ce régime, le couplage affecte la bande atomique de maniére beaucoup
plus intensive que dans le cas de W < U — 4. C’est dans ce régime que nous trouvons des
statistiques GOE pour les états chaotiques, comme le montre la Figure V.7(c).

V.4.2 Probabilité moléculaire

Par définition, un état moléculaire est un état propre dont 1’énergie est en dehors de
I'intervalle [—4, +4]. Dans cette section, nous nous intéressons a la probabilité pour deux
particules initialement sur le méme site j de rester liées a des temps longs.

Nous définissons la probabilité moléculaire (ou de survie) Pyo comme le carré du recou-
vrement entre un tel état initial hautement localisé et les états propres moléculaires :

Pmol(j) = Z |<¢mol|x:j,y:j>‘2a

‘Emol | >4

ol j € Z est la position initiale. Ce recouvrement est la limite aux temps longs de la pro-
babilité que deux particules parties initialement du méme site j ne se dissocient pas et que
leur distance reste bornée. Puisque sa valeur dépend de la position initiale j pour toute réa-
lisation du désordre, a tout ensemble de parametres nous pouvons associer une distribution
de probabilité de valeurs Py,o, comme nous le discutons ci-dessous. Pour le moment, nous
nous concentrons sur le comportement aux temps longs et ne discutons pas de la dynamique
(voir la sous-section V.4.3 pour une discussion du temps de vie).

On analyse tout d’abord le comportement de la distribution de la probabilité moléculaire
P01 en fonction du désordre W & une valeur fixe de U = 6, représentée sur la Figure V.10.
A faible désordre, la bande moléculaire est séparée de la bande atomique par un gap. Ici, la
probabilité moléculaire est de 91% — calculée exactement comme 2K (—16/U?) /7 en utilisant
les équations (V.4) et (V.5), ou K est l'intégrale elliptique compleéte de premiére espece.
Lorsque W > 2, une fraction des états moléculaires est couplée avec les états atomiques, et
on trouve ainsi une distribution bimodale des probabilités moléculaires : soit 1’état initial a
un grand recouvrement avec un état moléculaire localisé d’Anderson, et Py & 1; soit ’état
initial est principalement recouvert par des états résonants avec des durées de vie finies et
Pl ~ 0. Au fur et & mesure que le désordre augmente, de plus en plus d’états moléculaires
sont couplés aux états atomiques et, par conséquent, la moyenne de P,,, diminue.

Pour W > 8, cependant, nous observons une augmentation de Py : ici 'augmentation
de W pousse certains états moléculaires en dessous de la bande atomique, et donc la moyenne
P01 augmente en fonction de W. Ainsi, a fort désordre, la moyenne P, donne directement
la fraction d’états moléculaires ayant une énergie en dehors de la bande atomique. Qualita-
tivement, le rapport entre le nombre d’états moléculaires (états dont 1’énergie ne chevauche
pas celle de la bande atomique) et le nombre N d’états liés reproduit bien la tendance de la
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Fig. V.10 Probabilité moléculaire en fonction du désordre W pour un potentiel moyen U = 6
sur une chaine de taille N = 50 et ng = 10 réalisations de désordre (pour chacune, on prend
10 conditions initiales choisies aléatoirement sur la diagonale). Le rayon d’un point noir est
proportionnel au nombre d’occurrences. La courbe bleue est la moyenne de la distribution.
La courbe orange est la moyenne sur ng = 100 réalisations de désordre du rapport entre le
nombre d’états moléculaires (i.e. énergies en dehors de [-4,+4]) et le nombre N d’états liés.

probabilité moléculaire (voir la courbe orange de la Figure V.10). Comme les états molécu-
laires ont également un poids loin des sites diagonaux, ce dernier rapport donne une limite
supérieure a la probabilité moléculaire.

On peut également analyser la probabilité moléculaire en fonction de I'interaction moyenne
U pour différentes forces de désordre W, voir Figure V.11. Lorsque le désordre est nul, il est
possible de calculer cette probabilité de maniére analytique. Dans la Figure V.11(a), la ligne
rouge pleine est la prédiction théorique faite en utilisant la définition de la section V.1 et les
équations (V.4) et (V.5) :

—ke 2m T 16+ 02

oit I est 'intégrale elliptique de premiére espece et k. = Re 2arccos /1 — (U/4)2 est une

ke o7 I k—, 16_
Prol = / dk tanh k = U—[ 2 16+U2] ,

coupure qui varie entre 0 et 7 en fonction de U. L’origine de cette coupure est la définition
selon laquelle les états moléculaires ont des énergies F telles que |E| > 4.

Pour un désordre élevé [W = 4, Figure V.11(d)], nous retrouvons une distribution bimo-
dale due a la localisation d’Anderson. Il existe un régime de croissance rapide de la probabi-
lité moléculaire lorsque U augmente, ce qui correspond au découplage des états moléculaires
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Fig. V.11 Probabilité moléculaire en fonction de Iinteraction moyenne U pour différents
désordres W sur une chaine de taille N = 50 et ng = 10 réalisations de désordres (pour
chacune, on prend 10 conditions initiales choisies aléatoirement sur la diagonale). (a) : W = 0.
La courbe rouge est la prédiction théorique de I'Eq. V.4.2. (b) : W =1, (¢) : W =2, (d) :
W = 4. Les points noirs représentent le calcul numérique de la probabilité moléculaire (de
survie). Le rayon d’un disque noir est proportionnel au nombre d’occurrences. Les courbes
bleues sont la moyenne des distributions. Les courbes orange donnent la moyenne sur ng =
100 réalisations de désordre du rapport entre le nombre d’états moléculaires (i.e. énergies en
dehors de [-4,+4]) et le nombre N d’états liés.

quittant la bande atomique. Lorsque la bande moléculaire est completement en dehors de
la bande atomique (U > W + 4), I'état initial sur la diagonale est principalement recouvert
par quelques états propres moléculaires localisés d’Anderson. Cependant, leur décroissance
exponentielle sur une longueur de &, permet un couplage marginal entre ’état initial et les
fonctions atomiques. Ce couplage disparait lorsque U — co. Plus U est grand, plus &uo1 est
faible, plus la probabilité moléculaire est grande.

V.4.3 Temps de vie fini des états résonants

Pour les états résonants (ou états liés virtuels) on peut définir un temps de vie. Les
états résonants peuvent étre considérés comme le résultat du couplage, via le désordre, entre
les états liés et les états de diffusion qui coincident en énergie, c’est-a-dire dans la région
de recouvrement des bandes. En raison de ce couplage, les états liés ne sont plus des états
propres mais acquiérent une durée de vie finie. Par exemple, en prenant U = 2 et W = 0
et en considérant un état 1ié avec une énergie Ey entre U et 4. Un tel état lié sera pris
comme état initial [¢(0)). Il satisfait a Hp|1(0)) = Ep|t(0)). Maintenant, en allumant un
faible désordre 1 > W > 0, on étudie I’évolution temporelle de [ (t)) = e~*¢[)(0)) en
considérant la probabilité P(t) = |(1/(0)[(t))|?. Au temps court ¢ < 7, nous nous attendons
a ce quil se désintégre comme e #/7 ~ 1 — ¢ /7T, ou T est la durée de vie donnée par la regle
d’or de Fermi 1/7 ~ p(Ep)W?2, ot p(Ep) est la densité d’états (par site) de la bande atomique
A Iénergie Fy. La durée de vie devrait donc étre égale & 1/W?2. C’est effectivement ce que
nous observons : par exemple, pour Eq ~ 3.087, nous trouvons 7 ~ 3.5/W?, voir Figure V.12.
Aux temps plus longs, 1’évolution est plus compliquée.

10

Ratio des états moléculaires
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Fig. V.12 Evolution temporelle de la probabilité P(t) = |(4)(0)|(t))|? pour trois forces de
désordre différentes : W = 0.1 (bleu), 0.5 (jaune) et 1 (vert). L’état lié initial |1)(0)) est
un état propre & W = 0 avec une énergie Fy ~ 3.087 pour N = 30 et U = 2. D’aprés
P(t) ~ 1—t/7 (lignes pointillées), la durée de vie T est de (a) 365, (b) 16 et (c) 4, ce qui est
en accord avec T ~ 3.5/W?2.

V.5 Les états “séparatrices”

Apres avoir traité les états moléculaires et atomiques ainsi que le recouvrement des
bandes, nous nous concentrons maintenant sur une classe spéciale d’états a £ ~ 0 que
nous appelons états “séparatrices”. Ces états sont mieux compris en commencant par le mo-
dele sans interaction (évolution libre de deux particules sautant sur une chaine), puis en
considérant la manieére dont l'interaction désordonnée affecte les états propres d’énergie 0 du
modele libre. Tout au long de cette section, nous supposons que le nombre de sites N est
pair par simplicité.

V.5.1 Le sous espace d’énergie nulle du cas sans interaction

Le sous-espace d’énergie nulle du probléme sans interaction (U = W = 0) est généré
par 2N — 2 ondes planes. Les quasi-moments correspondants se trouvent sur la séparatrice
dans la zone de Brillouin bidimensionnelle (k,, k). La séparatrice est la ligne d’iso-énergie
a énergie nulle (qui sépare les états de type particule et de type trou dans la structure de
bande du réseau carré). Elle a la forme d’un carré tourné, comme le montre la Figure V.13,
avec
ky — ky _ .7 ;

2 2
Lignes vertes : k, = &7 — k; = ky = k; + ky = £m.

Lignes rouges : ky, = £m + k; = k_ =
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On remarque qu’en utilisant la zone de Brillouin alternative définie dans I’Annexe G, les
équations pour les lignes vertes deviennent ky = —7m avec —w < k_ < 7.

Relationde dispe

rsion

\

Fig. V.13 Relation de dispersion a U = 0 et W = 0. Les lignes rouges et vertes sont les lignes
d’iso-énergie E = (. Les combinaisons linéaires des ondes planes sur les lignes vertes donnent
des états non perturbés lorsque le désordre est activé, alors que celles sur les lignes rouges
donnent lieu aux états séparatrices. Les points rouges (b) — (c) et (d) — (e) correspondent
respectivement aux paquets d’onde initiaux des Figures V.15-b,c et Figures V.15-d,e

A partir des ondes planes & I’énergie zéro, nous pouvons former 3N /2 — 2 combinaisons
linéaires ayant des fonctions d’onde qui s’annulent pour x = y, comme nous le montrons
ci-dessous. Ce sont des états propres du systeme méme lorsque 'interaction sur site entre
les particules est allumée. Ils proviennent de deux groupes d’états a énergie nulle, que nous
appelons états diagonaux et antidiagonaux.

Les N états diagonaux sont des combinaisons linéaires des ondes planes le long des lignes
vertes dans la zone de Brillouin, choisies de maniére a ce que la distance entre les deux
particules soit fixe. La valeur de la distance j = —N/2,—N/2+1,...,N/2— 1 spécifie I'état,

N
[Va(j)) = \/Lﬁg\x,y=x+]’ mod N).

Parmi ces N états mutuellement orthogonaux, N — 1 ont la propriété que leurs fonctions
d’onde s’annulent en x = y. Seul I'état |14(0)) est affecté par 'interaction sur site.
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Les états antidiagonaux, quant a eux, sont des combinaisons linéaires de N — 2 ondes
planes le long des lignes rouges dans la zone de Brillouin. On ne prend que les quasi-moments
tels que k, # 0 et ky # 0, puisque ces modes ont déja été inclus dans la construction des
états diagonaux.

Nous pouvons former N/2 — 1 combinaisons linéaires antidiagonales des ondes planes qui
ont un poids nul sur la diagonale x = y. Ceux-ci peuvent étre indexés par la composante du
quasi-moment k;, qui est 0 < k, < 7 et prend N/2 — 1 valeurs différentes. Les états sont :

1 i i - i —m)x i
[Vad—(kz)) = N Z (elk”el(k”” Y _ gllkz—m)z g kzy) |z, y) .
T,y

Les combinaisons linéaires restantes des N/2 — 1 ondes planes antidiagonales seront af-
fectées par l'interaction. Leurs fonctions d’onde peuvent étre écrites comme ceci :
ilczzei(szw)y + ei(klfw)weikzy> |{L‘, y> )

e (ks)) = éwz (e

V.5.2 Effets perturbatifs de I'interaction sur les états séparatrices

Nous considérons maintenant ’effet d’'un potentiel d’interaction faible, en perturbation
au premier ordre en U, sur les états propres d’énergie 0 vu a la section précedente. Pour des
raisons de simplicité, nous nous limitons au cas U = 0 et W fini. Nous appellerons les N/2
états affectés par le désordre les états “séparatrices”.

Afin d’étudier les états séparatrices, nous sommes donc amenés & diagonaliser une ma-
trice N/2 X N/2. Nous pouvons diagonaliser numériquement cette matrice pour obtenir
des vecteurs propres qui ressemblent typiquement a ceux illustrés sur la Figure V.14. La
Figure V.14(b) reproduit la caractéristique principale des états séparatrices, qui est la lo-
calisation le long de la direction du centre de masse x; avec une délocalisation le long de
T_.

Afin de comprendre cette localisation des vecteurs propres, on peut regarder plus en détail
la forme de cette perturbation. Dans ce qui suit, on ne fournit pas une preuve formelle de ce
mécanisme mais on donne quelques arguments expliquant que ce mécanisme de localisation
induit par le désordre doit étre distingué de la localisation d’Anderson.

L’opérateur d’interaction U dans la base constituée de I’état diagonal ¥4(z_ = 0) et des
états rouges symétriques N/2 — 1 s’écrit :

b 2u
(\/W \2fU| > | V)

ou b=+ >-; Uj, u est un vecteur de taille N/2 — 1 et U) est une matrice de taille (N/2 —
1) x (IN/2 —1). Leurs composantes et éléments de matrice respectifs sont :

1 . ,
Uy, = —— Uie (ke tm)i V.9
k:+ N\/N; J ( )
1 —i(ky—K', )
Uy i = 3z 2 Use (ks = )7 (V.10)
J

avec ky = ZE | = 27;5{/, K et K’ étant un des N/2—1 entiers pairs dans [-N/2+1, N/2].
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Fig. V.14  Etats séparatrices. (a) : Un état propre de la perturbation U ayant un recou-
vrement non-négligeable avec I'état |14(0)). Il représente une minorité d’états propres. (b) :
Un état propre typique de la perturbation U ayant un recouvrement négligeable avec 1’état

|44(0)).

L’opérateur d’interaction écrit dans cette base ressemble presque a un hamiltonien de
potentiel sur site H,p, sans terme de saut, de dimension N/2 mais écrit dans la base des
ondes planes :

Hop = 3 Uj 11) (G = \/2/N 3 U™ E |17 (k] (V.11)
j k. k!

Si I'opérateur d’interaction était exactement proportionnel a H,, en établissant la cor-
respondance biunivoque entre le quasi-moment du centre de masse k4 (voir équation (V.9)
et (V.10)) et le quasi-moment 1D k (voir équation (V.11)), chaque vecteur propre serait
localisé exactement sur un centre de masse z et délocalisé dans la direction du mouvement
relatif x_. La Figure V.14-b montre une localisation des vecteurs propres le long de la di-
rection du centre de masse mais nous ne pouvons pas assigner précisément une position du
centre de masse a un vecteur propre. Dans ce qui suit, nous rendons explicites les différences
entre I'opérateur d’interaction U et I’hamiltonien potentiel sur site H,p,.

En effectuant la substitution U; — U;v/2/(NV/N), et en établissant une correspondance
univoque entre le quasi-moment du centre de masse ky de I’équation (V.10) et le quasi-
moment 1D k de I'équation (V.11), 2U) correspond exactement a la partie restreinte de Hop,
sur le sous-espace de dimension N/2 — 1 ou l'on supprime 'onde plane de plus faible quasi-
moment k = —7. Cependant, si 'on veut que b de 1’équation (V.8) corresponde au premier
élément de la matrice de H,p, on doit effectuer une substitution différente U; — U;/(V2N).
Finalement, la correspondance entre v/2u de I'équation (V.9) et (—| H,, |k # —) est établie,
encore, par une autre substitution U; — U;/N. Par conséquent, les facteurs numériques (et
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la mise a I’échelle avec N) ne correspondent pas entre les différentes parties de la matrice
dans I'équation (V.8) et ceci constitue 'une des différences avec I’hamiltonien de potentiel
sur site de ’équation (V.11).

L’autre différence est que le premier vecteur de I’équation V.8 est I’état diagonal ¢4(0) et
n’est pas un état d’onde plane comme les autres états rouges symétriques ou I’onde plane 1D
du modele de potentiel sur site. Si I'on avait H,, au lieu de U, les vecteurs propres seraient
les états symétriques antidiagonaux, bien localisés sur une position du centre de masse.
L’opérateur d’interaction résultant étant assez similaire a H,p, nous ne nous attendons pas
a des états propres tres différents et nous observons également une localisation le long de
la direction du centre de masse. Si cette analogie avec le modele de potentiel se vérifie, la
localisation menant aux états séparatrices est une localisation triviale par des potentiels sur
site désordonnés (en effet, il n’y a pas d’énergie cinétique dans le modele de potentiel) et non
une localisation d’Anderson résultant d’interférences de diffusion multiples.

L’analyse perturbative est valable pour les énergies inférieures a la premiére énergie non
nulle (~ 1/N?). Les valeurs propres de U se comportent typiquement comme W/N, ainsi le
désordre doit étre tres petit (W < 1/N) pour que la théorie des perturbations soit valable.

V.5.3 Dynamiques des paquets d’onde

La localisation des états séparatrices le long de la direction du centre de masse x4 conduit
a un effet intéressant pour la diffusion des deux particules, que nous discutons ci-dessous.

En raison du désordre dans le potentiel d’interaction, la quantité de mouvement du centre
de masse n’est pas conservée. Cependant, comme nous le montrons sur la Figure V.15, si
les deux particules ont des paquets d’onde d’énergies égales et opposées, +F et —F, alors
pendant la diffusion, la quantité de mouvement du centre de masse reste a peu pres conservée.
Notons qu’il s’agit du méme probléme que celui d’'une particule unique se déplagant sur un
réseau bidimensionnel avec une barriere de potentiel diagonale désordonnée.

Pour établir un probléeme de diffusion générique, nous préparons les deux particules dans
des paquets d’onde gaussiens, éloignés I'un de ’autre, centrés autour des positions x et y avec
x < y. Les vitesses des particules, v,y = OF (ks y)/0ky, doivent étre telles que v, > v, afin
qu'une collision se produise. Un exemple de quasi-moment d’état initial k.o, kyo représentant
cette condition est indiqué par les symboles (b) et (c) sur la Figure V.13. La distribution
correspondante des positions initiales est représentée sur la Figure V.15 (a). Dans le cas
d’une interaction de contact invariante par translation, pendant la collision, I’énergie E et
la quantité de mouvement du centre de masse ky sont conservées. Dans ce cas, apres la
collision, les parties transmises et réfléchies de la fonction d’onde seront des paquets d’onde
avec ky = kg, ky = kyo et kg = kyo, ky = kzo, respectivement. La distribution des positions
correspondantes, obtenue numériquement, est illustrée sur la Figure V.15 (b). Si 'interaction
est désordonnée, la quantité de mouvement du centre de masse n’est plus conservée, seule
I’énergie totale I'est. Ainsi, apres la collision, nous nous attendons a voir une large distribution
des valeurs de quasi-moment k;, k, tant pour la partie réfléchie que pour la partie transmise.
L’ensemble des vitesses accessibles apres collision est donc plus grand, et par conséquent —
comme le montre la Figure V.15 (c) — la distribution des positions apres collision s’est élargie.

Cependant, un cas particulier du probleme de diffusion survient lorsque les deux paquets
d’onde incidents ont des énergies opposées, de sorte que l’énergie totale est approximati-
vement nulle. Ainsi, k.o, ky o se situent quelque part sur la ligne séparatrice rouge de la
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Fig. V.15 Distributions des positions des deux particules avant (a) et apres (temps t =
25) (b-e) la diffusion des deux paquets d’onde gaussiens 'un sur l'autre, pour différents
moments initiaux et avec une interaction de contact U = 2 invariante par translation (b,d)
ou désordonnée (c,e), dans un systeme de taille N = 80. (a) Les paquets d’onde initiaux
(temps t = 0) ont tous deux une largeur de 5 sites, préparés a xo = 20, yo = 60 avec
un vecteur d'onde kj = 0 (c’est-a-dire une vitesse de groupe nulle le long de ) et soit
une énergie totale E # 0, une quantité de mouvement k, = /4 [cas (b) et (c) dans la
Figure V.13] ou E =0, kg = m/2 [cas (d) et (e) dans la Figure V.13]. (b, d) Sans désordre,
la fonction d’onde aprés collision a deux paquets d’onde, quelque peu élargis, mais centrés
sur les mémes coordonnées x4, en raison de la conservation du moment cinétique du centre
de masse - indépendamment des moments initiaux. (c¢) Lorsque le désordre dans I'interaction
de contact rompt I'invariance par translation, et que I’énergie totale E/ # 0, nous voyons une
distribution plus large des coordonnées aprés collision x et x_. (e) Lorsque l'interaction de
contact est désordonnée, et que E = (0, nous observons un élargissement de la distribution
des coordonnées aprés collision x_, mais seulement un léger élargissement de la distribution
4. Ceci est dii a la dominance des états séparatrices dans le paquet d’onde initial, comme
expliqué dans le texte.

Figure V.13, un exemple est indiqué sur la Figure par les symboles (d) et (e). L’état initial
présente alors un recouvrement important avec les états antidiagonaux de la séparatrice, qui,
comme expliqué dans la section précédente, sont étendus le long de x_ mais localisés le long
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de z4+. De plus, il n’y a pratiquement aucun recouvrement avec les états diagonaux (états
propres formés par des combinaisons linéaires d’ondes planes provenant des parties vertes
de la séparatrice). Ainsi, I’état apres collision devrait étre composé principalement de modes
d’ondes planes sur ou pres des parties rouges de la séparatrice, avec des vitesses v, & —uvy.
C’est pourquoi la distribution des positions apres collision dans ce cas peut étre large le long
de x_, mais ne devrait pas étre significativement élargie le long de x4 : le centre de masse
est approximativement conservé (voir Figure V.15(e)). Pour comparaison, la distribution des
positions apres collision avec les mémes parametres, mais sans désordre dans 'interaction,
est montrée dans la Figure V.15(d).

Notons que le désordre dans 'interaction conduit également a des interférences (ou des
stries) dans la distribution des positions des parties réfléchies et transmises, ce qui mériterait
une étude plus approfondie. Pour la méme évolution temporelle et en raison de la relation
de dispersion non parabolique, I’étalement naturel du paquet d’onde est beaucoup plus petit
dans la Figure V.15(d) que dans la Figure V.15(b).

En résumé, les états séparatrices ont un faible taux de participation (P, ~ N/N? =
1/N <« 1 lorsque N > 1) et en tant que tels pourraient étre confondus avec les états cica-
trices, bien connus dans le contexte du chaos quantique [184,187]. Cependant, ils sont nette-
ment différents. En effet, ils sont dus aux lignes d’iso-énergie de la séparatrice, qui n’existent
pas dans un billard continu. De plus, ils ne sont pas liés & des orbites classiques instables et
périodiques. Notre compréhension est qu’ils sont liés & des orbites classiques stables dans un
billard avec un type particulier d’énergie cinétique H (ky, ky) = —2 cos(kz) — 2 cos(k,) au lieu
de H (kg ky) = (k2 + k;)/(Zm) Nous n’avons pas trouvé d’états cicatrices dans le modele
actuel.

V.6 Discussion et conclusion

En I’absence de désordre, deux particules en interaction sur une chaine peuvent avoir une
dynamique cohérente comme un état lié ou un mouvement indépendant comme des états de
diffusion. Lorsque I'interaction devient spatialement désordonnée, deux effets tres différents
sont attendus pour I'état lié moléculaire.

D’une part, si ’énergie de 1’état moléculaire initial ne recouvre pas la bande atomique,
la molécule devient localisée d’Anderson en raison du désordre.

D’autre part, comme le désordre dans l’interaction rompt la conservation du quasi-
moment du centre de masse et étend la bande moléculaire en énergie, un état moléculaire
initialement lié avec une énergie qui chevauche la bande atomique devient une résonance
avec une durée de vie finie et se délocalise sur I’ensemble du systeme. Le désordre détruit a
la fois I’état 1ié moléculaire et la localisation d’Anderson.

De méme, quelques états de diffusion dans la bande atomique persistent méme lorsque
le désordre est allumé. Ils sont appelés quasi-idéaux. Les états résonants et les états quasi-
idéaux ne sont pas tres différents des états liés et des états de diffusion qui existent en
I’absence de désordre. Leur existence est due au fait que le désordre n’est qu’un “effet de
surface” dans notre modele. On s’attend a ce qu’ils deviennent négligeables dans la limite
thermodynamique car leur nombre augmente linéairement en IV, pas aussi vite que les états
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chaotiques en N2,

Pres du centre de la bande atomique, nous observons des états inhabituels dus a l'inter-
action désordonnée et liés a la présence d’une ligne d’énergie zéro séparatrice dans la relation
de dispersion du réseau carré. Ces états séparatrices n’existent pas dans les billards quan-
tiques standard (définis dans le continuum plutét que dans un modeéle de liaisons fortes).
Ils présentent une localisation induite par le désordre dans ’espace réel mais pas de type
Anderson (ce n’est pas un effet d’interférence). Une conséquence remarquable est qu'un pa-
quet d’onde & énergie moyenne nulle, c’est-a-dire construit sur ces états séparatrices, ne peut
pas étre dispersé latéralement lorsqu’il heurte une barriere désordonnée. Le nombre d’états
séparatrices (N/2) les rend négligeables dans la limite thermodynamique.

En dehors des états résonants, quasi-idéaux et séparatrices, qui sont tous des effets de
taille finie, la plupart des états de la bande atomique sont des états chaotiques. Ce sont les
états typiques d’un billard torique particulier possédant une barriere désordonnée le long
d’une boucle fermée qui s’enroule autour du tore. Ces états sont délocalisés (avec un rapport
de participation de 1/3), ont un caractere aléatoire et présentent des filaments.

Nous discutons maintenant des réalisations expérimentales possibles du modele U. Le
type d’interaction désordonnée que nous avons considéré pourrait étre réalisé avec des atomes
froids piégés dans un réseau optique. La, l'interaction entre les atomes piégés peut étre
accordée magnétiquement en utilisant des résonances de Feshbach [192]. Dans une variante
de cette technique, en utilisant les résonances de Feshbach optiques [193], la condition de
résonance entre les états est remplie a I’aide d’un champ laser supplémentaire (ou d’une paire
de champs laser). Dans ce cas, I'intensité de l'interaction peut dépendre de la position si la
forme spatiale des lasers est modulée par des motifs de speckle optique.

Une autre voie expérimentale consisterait a utiliser ’analogie avec le billard quantique,
c’est-a-dire a réaliser le systeme comme une particule unique se déplagant en deux dimensions
avec une ligne de défauts potentiels. Cela pourrait étre réalisé avec des guides d’ondes pho-
toniques fabriqués a 'aide d’une inscription laser femtoseconde, comme dans une expérience
récente de Mukherjee et al. Dans cette expérience, le modele Hubbard 1D a deux corps a été
transformé en un modele de liaisons fortes sur réseau carré en présence d’une barriere le long
de la diagonale. De méme, Di Liberto et al. [182] ont proposé cette approche pour simuler
les effets de l'interaction dans le modeéle de Su-Schrieffer-Heeger. Dans un tel dispositif ex-
périmental, le désordre pourrait simplement étre inclus en faisant varier les parameétres des
guides d’ondes également le long de la diagonale. Cela semble possible en utilisant le niveau
de contrdle sur les parametres des guides d’ondes déja démontré dans I'expérience [194].



Conclusion

Les marches quantiques & temps discret présentent une tres grande variété de compor-
tements de par la possibilité de modifier le protocole et les opérateurs les constituant : le
dé et la translation. Elles offrent alors un terrain de jeu fertile pour les physiciens. Sur le
plan théorique le défi est, dans cette multitude de parametres, de réussir a trouver les bons
“ingrédients” pour obtenir des systémes aux propriétés intéressantes.

Il est établi que dans la limite continue certaines marches quantiques reproduisent 1’équa-
tion de Dirac permettant de simuler des particules relativistes. Cependant, la dynamique de
I’ensemble du spectre reste plus compliquée a appréhender. Les relations de dispersion font
intervenir des fonctions trigonométriques réciproques conséquence de la périodicité des quasi-
énergies. Malgré cette propriété qui n’a pas d’équivalent pour les hamiltoniens statiques, la
plupart des analyses développées sur les modeles de liaisons fortes peuvent étre appliquées
aux marches quantiques.

En appliquant un champ magnétique transverse, on peut alors tracer le spectre des quasi-
énergies en fonction du flux magnétique : ce sont des papillons de “Floquet-Hofstadter”
pour marches quantiques. Elles font apparaitre des structures auto-similaires et un spectre
singulier continu [118] aux flux irrationnels. On voit, par ailleurs, 'apparition de niveaux
de Landau a bas flux qui refletent la limite continue. Avec les trois marches étudiées aux
chapitre I et II, on est capable de reproduire les trois comportements les plus connus des
niveaux de Landau sous champ magnétique pour les systemes hamiltoniens. Ces niveaux
varient soit linéairement, soit en racine carrée, soit en puissance 2/3 du flux magnétique
correspondant, respectivement, dans la relation de dispersion & champ nul a des extrema
paraboliques, des points de contact de type Dirac (i.e. linéaire) et semi-Dirac (i.e. linéaire
dans une direction parabolique dans I’autre). Une approche semi-classique en utilisant des
paquets d’onde gaussiens permet de retrouver les orbites cyclotrons ou les “zigzags” attendus.
Que ce soit pour les niveaux de Landau ou I’approche semi-classique, peu de choses nouvelles
émergent des marches a temps discret par rapport a leur analogue continu. L’analyse de ces
phénomenes dans le cadre des marches quantiques reste encore valable car elle ne repose que
sur des études locales du spectre. 11 suffit d’étudier le comportement des quasi-énergies au
voisinage de la quasi-énergie considérée pour les comprendre.

A Dinverse, les problémes d’isolants topologiques nécessitent une compréhension plus
globale du spectre en fonction du flux. Ici, la différence majeure de ces papillons avec leurs
équivalents statiques réside dans la périodicité du spectre en quasi-énergie. L’impossibilité de
définir une quasi-énergie fondamentale et donc d’avoir un gap trivial en dessous de celui-ci
(donc un invariant topologique nul dans ce gap) implique que les marches quantiques ap-
partiennent a une autre famille d’isolants topologiques. Il est nécessaire de définir un nouvel
invariant : 'invariant RLBL, différent du nombre de Chern et permettant de caractériser
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I’entiereté de la topologie des marches quantiques. Cependant, cet invariant défini a la base
pour des systemes de Floquet i.e. des hamiltoniens périodiques en temps présentant égale-
ment des quasi-énergies, peut se révéler différent pour deux systémes de Floquet ayant le
méme hamiltonien effectif (i.e. ayant le méme hamiltonien intégré sur une période mais des
dynamiques a Uintérieur de cette période completement différentes). Une marche quantique
n’est définie que pour des pas de temps discrets, la dynamique entre chaque application
d’opérateur de dé ou de translation n’est pas spécifiée. Pour une seule marche quantique,
il peut exister potentiellement plusieurs systémes de Floquet la reproduisant. Si I'invariant
RLBL s’avere étre le bon invariant pour la marche quantique, cela implique que les différents
systéemes de Floquet imitant une méme marche quantique auraient le méme invariant alors
que leur dynamique peut étre différente, ce qui constitue un résultat fort. Les systemes de
Floquet reproduisant les marches quantiques pourraient alors étre classées selon 'invariant
RLBL en fonction de la seule connaissance de leur hamiltonien effectif. Cela semble aller a
I’encontre de la définition de I'invariant RLBL qui nécessite la connaissance de la dynamique
intrinseque du systéeme de Floquet. Il faudrait peut-étre définir un nouvel invariant propre
aux marches quantiques et a cette évolution intrinsequement discrete qui permet de prendre
en compte cette périodicité des quasi-énergies sans nécessiter la définition d’un hamiltonien
dépendant du temps.

La notion d’énergie de Fermi dans ces systémes présentant une périodicité en quasi-
énergie est mal définie puisqu’il n’existe plus d’énergie fondamentale. L’analyse en terme de
potentiel chimique (ou d’énergie de Fermi) lorsque ’on couple de tels systémes & des réser-
voirs pour étudier des phénomenes de transport de charge devient alors problématique mais
est néanmoins possible (voir [195,196]).

L’un des objectifs de ce travail de these est de comprendre la relation qui peut exister
entre les marches quantiques a temps discret et continu. On a pu voir dans les deux premiers
chapitres que les analyses locales du spectre restaient pertinentes pour les marches quantiques
a temps discret. Afin de continuer dans ce sens, on a voulu comprendre s’il était possible de
retrouver un phénomene connu dans les systemes hamiltoniens : les cages d’Aharonov-Bohm.
Dans les chapitres IIT et IV, on a alors étudié des marches quantiques sur la chaine de boucles
et le pavage 7T3. Trouver un analogue de ce phénomeéne pour les marches quantiques n’a pas
été trivial puisque les cages ne fonctionnent que pour certains dés sur les sites hubs. On a
pu alors démontrer que 'on pouvait bloquer la propagation des marches quantiques pour
certaines valeurs du flux critique du champ magnétique. Les cages pour marches quantiques
possedent une dynamique plus complexe que leurs analogues hamiltoniens, la taille des cages
est plus grande, la dynamique n’est pas forcément périodique et le flux critique des cages
peut-étre réglé a volonté pour la chaine de boucles. Par ailleurs, la possibilité d’utiliser deux
types de dés sur les sites hubs cageants a différents flux a permis de contréler leur extension.

L’introduction de perturbations dans le systéme de la chalne de boucles a pu mettre en
évidence cinq types de comportements pour le marcheur quantique :

1. Un comportement isolant ou les fonctions d’onde sont localisées exponentiellement
lorsque on met du désordre statique sur les dés des sites rims. A faible désordre, les
cages se brisent mais le systeme reste localisé et le degré de localisation est indépendant
de la force du désordre. A plus fort désordre, on retrouve le phénomeéne de localisation
d’Anderson.
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2. Un comportement isolant ou les fonctions d’ondes sont a support fini lorsque l'on
introduit du désordre sur les dés des sites hubs. Ici, les cages ne sont pas brisées, et les
fonctions d’onde ne sont pas localisées exponentiellement. Elles sont méme délocalisées
mais a l'intérieur d'un domaine de taille finie dans le systéme.

3. On obtient un comportement diffusif classique lorsque I’on met un désordre dynamique
que ce soit sur les dés des sites hubs ou rims.

4. Un comportement balistique, par exemple en mettant un flux différent du flux critique
ou en introduisant un second marcheur quantique interagissant avec le premier. A
noter que, dans ce dernier cas, pour que les cages soient brisées, il faut que les deux
marcheurs commencent sur le méme site. Ici, le systéme créé qui brise les cages est
un état extrémement lié (une molécule) dont la probabilité d’étre séparé de plus de 4
cellules est exactement nulle.

5. Une diffusion anormale en combinant un désordre statique et dynamique. Le marcheur
présente une dynamique exotique. La présence des boucles dans la chaine permet de
simuler le réle d’une barriére de potentiel. Malgré cela, la diffusion anormale observée
n’est pas le résultat d’'un phénomene purement quantique et la question de savoir
si un phénomeéne d’origine quantique dans les marches peut exhiber de la diffusion
anormale (exactement comme a la transition du modele d’Anderson 3D ol un exposant
de diffusion y = 1/3 est prédit [197]) demeure sans réponse et pourrait constituer I’'objet
de futures recherches.

Un autre axe de recherche intéressant serait de comprendre I'ingrédient minimal d’origine
géométrique permettant la création de cages de maniere systématique dans un pavage que
ce soit pour le cas hamiltonien ou le cas des marches quantiques. On a pu observer des cages
sur la chaine de boucles ainsi que sur le pavage 73 pour ces deux types de systeme. On
sait, par ailleurs, que le pavage 7; montre également ce phénomene d’extréme localisation
au moins dans le cas hamiltonien [79]. Dans ces trois cas les pavages présentent des boucles
permettant des interférences destructives de la fonction d’onde de la particule mais il n’est
pas clair quelle doit étre la condition minimale sur 'agencement général de ces boucles pour
permettre une localisation complete de la particule.

Dans les chapitres III et IV, on a étendu I’étude des marches quantiques a des pavages
autres que le réseau carré (le pavage T3 et la chaine de boucles) et on a comparé les résul-
tats obtenus au cas hamiltonien. De la méme maniere, réaliser des marches quantiques sur
d’autres réseaux mériterait une attention particuliere afin de comprendre les éventuels points
communs et différences qu’il peut y avoir entre les marches quantiques a temps continu et
a temps discret. On a méme pu remarquer en général que les marches quantiques a temps
discret, de par leur espace interne, présentaient des dynamiques plus riches que leurs équiva-
lents hamiltoniens. Une perspective potentiellement intéressante serait d’étudier les marches
quantiques sur le pavage nid d’abeille. Dans les hamiltoniens de liaisons fortes ce pavage
donne une relation de dispersion relativiste (point de contacts Dirac) et sous champ magné-
tique le papillon obtenu par Rammal [78] exhibe une topologie assez riche. Les propriétés
remarquables du graphéne (i.e. sa réalisation avec des atomes de carbone) ont alors attiré
beaucoup d’attention. Quelques articles ont déja étudié des marches & temps discret sur ce
pavage en utilisant un spin de dimension 2 [198, 199] avec des protocoles assez élaborés. Des
dés de dimensions 3 pour le pavage nid d’abeille ont également été étudiés [200], mais a
notre connaissance il n’existe pas d’étude spectrale sans et sous champ magnétique d’une
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telle marche.

Enfin, dans le dernier chapitre, I’étude d’une interaction de contact désordonnée entre
deux particules sur une chaine a mis en lumiére un grand nombre de types d’états malgré
la simplicité du modele. Dans le régime ou la bande moléculaire est clairement séparée de
la bande atomique, on observe pour cette derniére des états chaotiques, des états quasi-
idéaux et des états séparatrices. Les états chaotiques sont les états attendus en présence
d’un désordre de bord, ils sont délocalisés dans les deux directions. Les états quasi-idéaux
sont des états peu affectés par le désordre, ils ressemblent aux états de diffusion & désordre
nul. Enfin les états séparatrices sont, a priori, un nouveau type d’états inattendus provenant
de l'existence d’une séparatrice dans la relation de dispersion du réseau carré. Les états
moléculaires, eux, se localisent d’Anderson sous 'effet du désordre. Un deuxiéme effet du
désordre est d’étendre en énergie la bande moléculaire, a tel point que, dans un régime de
désordre fort (ou d’interaction faible), les états moléculaires se dissocient dans la bande
atomique créant alors un autres types d’états : les états résonants, une hybridation entre
états moléculaires et atomiques de méme énergie.

Les états séparatrices ont une dynamique particulierement intéressante comparé a la
relation de dispersion parabolique du cas continu. Celle-ci est une conséquence de la rela-
tion de dispersion originale issue du modele de liaisons fortes : H(ky, ky) o< cosk, + cos k.
Dans les modeles de chaos quantique réalisés dans le continu, on cherche souvent a relier les
caractéristiques des états quantiques a l'existence de certaines orbites périodiques du mou-
vement classique correspondant. Cela suggere, dans le cas présent, d’étudier des mouvement
classiques réglés par des hamiltoniens transcrivant les relations de dispersion des modeéles
quantiques sur réseau. Une étude préliminaire a montré des trajectoires originales, associées
en particulier a des régles de réflexions non spéculaires. De nouvelles orbites stables appa-
raissent, des billards connus comme étant intégrables ou chaotiques pourraient ne plus I’étre
et I’étude de nouvelles constantes du mouvement devrait étre envisagée. Une telle étude
mériterait probablement d’étre prolongée.



A — Symétrie

L’étude des symétries est reprise du papier [52] (adaptée au cas des marches que 'on
étudie).

A.1 Symétrie de sous-réseau

Toutes les marches quantiques étudiées dans ce manuscrit (& part celle faisant intervenir
la base de spin (|U),|R),|D),|L))) vivent sur un sous-réseau. En effet, si 'on part d’un état
initial situé en x et y alors au pas de temps suivant le marcheur est soit en (z+1,y+ 1), soit
en (r+1,y—1),soiten (z—1,y+1) ouen (z—1,y—1). Dans tous les cas si 2’ et 3y’ dénote
la nouvelle position alors (2’ + ') mod 2 = (z +y) mod 2. On note les 2 sous-réseaux :

I:(x4+y) mod2=0

II:(z+y) mod2=1
Ainsi, Iopérateur de marche quantique ne couple que des états appartenant au méme sous-

réseau.

Il est possible de diviser ces 2 sous-réseaux en deux autres sous-réseaux chacun tel que :

Ia : x pair, y pair

Ib : x impair, y impair

ITa : z impair, y pair

IIb : x pair,y impair

Ainsi, opérateur de marche quantique transforme un état appartenant a Ia en Ib, un état
appartenant a ITa en IIb et vice-versa.

Considérons maintenant ’opérateur y :

= )" m) ] @ T (A1)
l,m

qui prend la valeur 1 en Ia et IIa et —1 en Ib et IIb. On en déduit que pour un état quelconque

)
X'Ux ) ==U|y)

Par conséquent, puisque U est unitaire on peut I’écrire sous la forme U = e~
alors :

iHet of on a

X Hepx = 7 + Hogt
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L’opérateur définit équation (A.1) imprime une phase 7 sur les sites de coordonnée y impaire.
Cela correspond alors & une translation de 7 du quasi-moment k, modulo la zone de Brillouin.
Ainsi, a chaque état propre |¢) de quasi-énergie € et de quasi-moment k&, correspond un autre
état propre x |1) de quasi-énergie m+¢ modulo la zone de Floquet et de quasi-moment ky+7m
modulo la zone de Brillouin. Il n’y a rien de spécial avec la direction y, ici, on peut appliquer
le méme raisonnement pour la direction = et on obtient également cette symétrie.

A.2 Symétrie chirale
Une marche quantique a une symétrie chirale si il existe un opérateur I' tel que
riur =ut.
On en déduit alors que
[ Hegl = —Heg

et donc que & chaque état propre de quasi-énergie € i.e. Heg|t)) = €|1b) correspond un état
propre de quasi-énergie —¢ i.e. Hegl' |¢)) = —eI [9)).

A.2.1 Marche quantique a deux états internes

La symeétrie chirale ne tient pas dans le cas général pour la marche quantique & deux
niveaux i.e. pour une direction y asymétrisée par rapport a la direction z et un flux magné-
tique non nul. Elle tient soit si le flux est nul et la direction y peut alors étre asymétrique
avec la direction x, ou bien pour une direction y symétrique avec la direction = (6 = 7/4) et
un flux magnétique qui peut étre non nul.

a) Flux magnétique nul

En ce qui concerne 'opérateur de marche quantique a flux nul on reprend sa définition
dans l'espace de Fourier (équation (I.13)) et on y applique lopérateur de symétrie I' =
Iearre ® 0y (avec oy la matrice de Pauli suivant y). On a alors .U (§)I" = U*(#), ce n’est alors
pas une vraie symétrie chirale mais cela permet d’expliquer la symétrie € <+ —e puisque si
|4) est un état propre de U de quasi-énergie ¢ i.e. U |¢)) = e~ |¢)) alors

(U [9))* = e |y)*
=T.UT )"
& UT ) =T [y)*

donc létat T'|1))* est état propre de U avec la quasi-énergie —¢.

b) Flux magnétique non nul

Dans le cas d’'une marche quantique a flux non nul, 'analyse en Fourier échoue (puisque
I'invariance par translation est brisée, écrire I'opérateur dans la base des quasi-moments ne
le diagonalise plus). En fait, opérateur de marche quantique tel que défini équation (I1.12)
ne vérifie méme pas cette symétrie. Cependant, par une permutation cyclique adaptée des



A.2 SYMETRIE CHIRALE 165

opérateurs constituants U, i.e. une translation du référentiel temporel de la marche quantique
on obtient deux autres opérateurs isospectraux a U qui le vérifient. Ce sont :

U=v,U0U_, U'=U_U;4
ou Uy et U_ sont deux opérateurs a demi-temps définis comme ceci :
Up =F Ty Dy(r/4). T, , U_=T,_.D,. T, _.F_.

avec T, s I'opérateur de translation suivant la direction d dans ’état de spin |s) :

o (fiumyam o o (lm) o) 0

Tat = 2am 0 Lm) @) ) T =2 5 0 i my m] )
o (mtny @m0 o (b {tml 0

Tot = 2am 0 om) (om] ) T 2 0 ) (1 ml

et Fs Popérateur magnétique agissant sur I’état de spin |s) :

F, = 1m) (I 0) Lom) (1 L0 & f = 27l
+_Zl,m|vm><’m’® 0 1 *_Zl,m|vm><7m|® 0 e ifi ou f; =2 ®l.

On réobtient l'opérateur de translation total suivant y et suivant x comme ceci : T, =
Fo F_T, Ty _etT,=T, T, _

L’opérateur de symétrie est exactement le méme que dans le cas du flux nul I' = [are @0y
En utilisant le fait que [.F,.I' = FT Ty .I' = T;ﬁ et I''Dy(m/4).T = —Dy(n/4) on a
alors T.U'.T' = U'f et T.U".T' = U"T. Dans le cas ol § # /4 la relation T.Dy(0).T' = —Dy()
devient fausse et la symétrie est brisée.

A.2.2 Marche quantique avec la base tensorialisée

On s’inspire de cette preuve pour trouver I'opérateur qui vérifie cette relation dans le cas
des marches quantiques utilisant la base tensorialisée.

De plus, contrairement a la marche quantique a deux états internes, ici la symétrie € <+ —¢
tient pour des valeurs de 6 # 7 méme quand le flux est non nul. Plagons nous dans le cas de
la base tensorialisée de spin (|RU),|RD),|LU),|LD) avec un dé C(6) défini équation I.15.
On considere ici 'opérateur :

0 0 0 1
0O 0 -1 0

§ = 0 —1 0 0 ®Hr,y = 0Oy ® Oy ® ]Iw,y
1 0 0 O

Pour rappel I'opérateur de marche quantique s’écrit :

U = Teams-D(0)

M|l +1,m +1) 0 0 0
— 0 e |l +1,m—1) 0 0
a lZm: 0 0 elfi I—1,m+1) 0 Iy ® (I, m[.D(0)

0 0 0 e i)l —1,m—1)
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Séparons la matrice de translation en 2 matrices tel que :

ANNEXE A. SYMETRIE

efi)l+1,m+1) 0 0 0
0 eill+1,m—1) 0 0
s =¥ 0 | . ) Lm0 |HEEm
lm ,
’ 0 0 |i,m)
0 |I,m) 0 0
nT ;n: 0 0 eMfill —1,m+1) 0 Iy @ (I, m|
) 0 O O e—ifl |l_1’m_1>

On peut redéfinir I'opérateur de marche quantique par une permutation cyclique de ces
opérateurs le constituant sans en changer les propriétés physiques du systéme car cette
permutation correspond seulement a une translation temporelle du référentiel. On considere
maintenant :

Uy = S3.D(0).51

On peut vérifier qu’on a les relations suivantes :
eh.9.6 =58 o ets, e =51, ¢1.D6).c = DI(9) = D(H)
Ainsi,
'vie = Uf
A.2.3 Marches quantiques avec la base naturelle

Dans le cas du dé D’(#), il faut maintenant considérer 'opérateur

0 0 0 —i
00 —i 0

¢= 0i 0 o0 Rlpy =0y R0, Ry y
i 0 0 O

En définissant de maniére analogue, 'opérateur

Ul = S5.D'(0).5;

On a toujours ¢1.5).¢ = S} mais maintenant ¢7.D'(6).C = —D'f() = —D’(8). Donc,
(Ui¢ = -Uy
En utilisant la symétrie de sous-réseau x'Uy |[¢)) = —U |¢), on a bien une symétrie chirale :

UG = Uy,
Pour la base (|RU) , |DR) ,|LU) ,|DL)), on rappelle que I'opérateur de translation s’écrit :

el +1,m+1) 0 0 0
0 e vt |l 1, m —1) 0 0
% 0 0 e |l —1,m + 1) 0 T {ml
’ 0 0 0 e i)l —1,m—1)



A.2 SYMETRIE CHIRALE 167

Comme les termes de Peierls sont maintenant différents entre les différents spins, la
décomposition de cette opérateur doit se faire de maniere plus subtile. Pour cela, on introduit
les opérateurs suivants :

efici 0 0 0 1 0 0 0
0 100 0 et 0 0
Fru = 127; 0 01 0 ®|l7m><l7m‘)FDR—l2n:L 0 0 10 ®]l,m><l,m\,
’ 0 00 1 \o 0 o0 1
10 0 0 100 0
01 0 0 010 0
fw = lz: 0 0 e i1 @ ll,m) {1, ml, FDL:lz: 0 0 1 0 ® |l,m) (l,m|
™o o0 1 m\o 0 0 eifi
L+ 1,m+1)(l,m| 0 0 0
_ 0 |1, m) (I, m| 0 0
S =2 0 0 Lmm 0
’ 0 0 0 1, m) (I, m|
|1, m) (I, m| 0 0 0
B 0 L+ 1,m—1)(l,m]| 0 0
bR = % 0 0 11, m) (1, m| 0
’ 0 0 0 1, m) (I, m|
|1, m) (I, m| 0 0 0
_ 0 |11,m) (I, m]| 0 0
So = %n: 0 0 —1,m+1){,m| 0
’ 0 0 1, m) (1,m|
|1, m) (I, m| 0 0 0
_ 0 1, m) (I, m| 0 0
Sor = 2|y 0 m)m 0
’ 0 0 0 ll—1,m—1){l,m|

On peut alors décomposer la marche comme ceci :
W = SLU~FLU-FDL'SDL-SRU-FRU-FDR'SDR-D(Q)

W' = SLU-FLU-FDL-SDL-SRU-FRU-FDR-SDR-D/(Q)

De la méme manieére, on permute cycliquement les opérateurs entre eux. On considere
maintenant :
W1 = SRU-FRU-FDR'SDR-D(H)-SLU-FLU-FDL'SDL

W{ = SRU-FRU-FDR-SDR-D/(Q)-SLU-FLU-FDL-SDL

On peut vérifier que ’on a les relations suivantes :

P& PFry.PEP=F),,  P(LPFry.PLP=F},
P PFppPEP=Fl,  P(LPFprP(P=F),
P&tPSpy.PEP =S,  PCLPSpy.PCP=5),
Pt P.SprPeP =S,  PCLPSprPCP =S,
P£L.P.D'(0).PEP = D'T(0) PC.P.D().P.CP = —D'(6)
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Finalement,
P PWLPCP =-W]
petPwpep=w

A.2.4 Symétries du flux

La premiere symétrie de flux (e, ®) <+ (—&, —®) concerne toutes les marches quantiques.
En 1nversant le flux, on a U(—®) = U(P)*. SOlt |ty un état propre de U(®), U(P) =
e 1=(®) |4}, Alors,

U(=®) [)* =U*(®) [)* = <U( )|¢>>
= o \w> N

Si [¢)) est état propre de U(®) de quasi-énergie ¢ alors [¢)" est état propre de U(—®) de
quasi-énergie —e. En combinant avec la symétrie chirale ¢ +» —¢ lorsqu’elle est présente, le
papillon est symétrique entre ® <> —P.

On observe une autre symétrie pour les papillons tracés en utilisant la base (|[RU) , |RD) , |LU) , |LD))
ou bien ceux utilisant un spin & deux niveaux. Lorsque 'on translate le flux de 1/2, leurs
quasi-énergies sont translatées de 7. Cette symétrie est di a 'opérateur :

sziH D 11, m) (1, m] @1,

I,m

Cet opérateur correspond a multiplier par —i, les états situés sur un site de coordonnée [
paire.
Par ailleurs, on a pour la base de spin (|RU) ,|RD),|LU),|LD))

U6+ 5) = (<10 ()
et pour le spin a deux niveaux
1
U6 +35) = (-1 (9)

Soit un état |¢p) = 1), + [¢);. Les indices i et p font référence au fait que I'on a décomposé
I’état sur les sous-réseaux ou soit la coordonnée [ est pair (indice p) soit impair (indice

) Lorsque l'on applique l'opérateur de marche quantique sur cet état, [1)), ‘¢> et

— ’w>z La preuve dans le cas d'une base de spin (|RU),|RD),|LU),|LD)) est :

TG+ ) = AT D" T ), + 1))
il
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Ainsi,
t 1 T
Y Heff(¢+ 5)7 = DY + Heff(¢)

On peut adapter facilement cette preuve dans le cas d’'une marche quantique utilisant un
spin a deux niveaux.
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B — Jauge améliorée

En utilisant des conditions aux bords périodiques et en se placant dans la jauge de
Landau pour simuler I'effet d’un champ magnétique, on a remarqué que pour que le flux des
plaquettes externes (celle connectant les sites de coordonnée = = 0 aux sites de coordonnée
x = N, — 1, plaquettes vertes et plaquette bleu sur la Figure B.1) soit le méme que celui
des plaquettes situées dans le coeur du matériau, une condition sur les flux apparaissait :
® = p/N, ou p est un entier et N, le nombre de site suivant z. La résolution en flux est donc
limitée et ici, on propose une méthode alternative afin d’avoir une contrainte moins forte sur
les flux.

Une astuce pour améliorer la résolution en flux est de changer de jauge [104-106]. On
suppose que le réseau est soumis & un champ magnétique uniforme. La seule quantité physique
reliée au champ que ’on mesure est son flux (et non le potentiel vecteur) donc si I'on arrive
a garder un flux par plaquette uniforme sur tout le réseau, les quantités physiques mesurées
comme l’énergie seront les mémes que ce soit dans la jauge de Landau ou dans cette nouvelle
jauge. Pour cela, on décide de conserver la jauge de Landau dans le coeur du matériau, mais
d’ajuster les termes de Peierls sur les liens connectant les sites d’abscisse N; — 1 et 0 et
les sites d’ordonnée N, — 1 et 0 qui viennent d’étre créés grace aux conditions aux bords
périodiques '. Puisque 'on utilise toujours la jauge de Landau dans le coeur du matériau,
les flux sur chaque plaquette noire (voir Figure B.1) sont bien les mémes 27®2. On doit
donc avoir la méme valeur également pour les plaquettes extérieures . Par conséquent, cela
va fixer la valeur des termes de Peierls sur les arétes externes. Notons le terme de Peierls
sur l'aréte liant le site | N, — 1,m) au site |0,m), em, Vm € [0, N, —2]. Pour les plaquettes
délimitées par |N, — 1,m), [0,m), |0,m + 1) and |N, — 1,m + 1) 4, la condition s’écrit :

AT = im0 AT INe )y L) — 27D(N, — 1) = 270 [271]
& fm — fmy1 = 27PN, [27]
Si l'on choisit fo = 0, on aura alors f,, = —27®N,m. Considérons maintenant les plaquettes

délimités par les sites |I, N, — 1), |l + 1, N, — 1), |l +1,0) and |I,0), VI € [0, N, —2] °. Notons
le terme de Peierls liant le site |, N, — 1) au site |[,0), €. La condition s’écrit

2P = 0109 o 0 g =27 [271]

Lignes en pointillés et coloriées sur la Figure B.1.

2imwq >3 a 2imwq T a7 ) ) )
SR [[Bas _ B $ Al _ og2ime(i1)—0-2inal _ 2ir
Plaquettes coloriées sur la Figure B.1.

Plaquettes vertes sur la Figure B.1.
Plaquettes rouges sur la Figure B.1.

A .
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On trouve g; = 27 ®[. C’est la méme expression que les termes de Peierls exprimés dans la

jauge de Landau.

10,0> 1 |1,0> 1 12,0>
1 ‘ ‘ ‘ e4s7rlll
: lemIJ :
' 1 4 1 H
|0,N;—1> @

|0,N,—3>

1 22

] 2

102> ¢
eZL o
1 A 841 7®
1 |1,1> 1 12,1>
10,1> > ® »
e2t nd
1A A otim®
L ey
10,0> TS o 120>

INy—3,0>

le' TD(N,—3) ‘

IN—3,N,— 1>

21 TON—3)

1 IN-2,0> 1 |IN~—1,0> 1

A A

1
21 T(N=2) 21 TO(N:—1)
1 H 1 H 1
------ Poe-eean@|0,N,—
|Ny—2,N,—I> |Ny—1,Ny— 1>
Al
21 T(N-2) 21 TO(N:—1)
1
------ Poe--nn- @ |O,N,—
|Ny—2,Ny—2> |Ny—1,Ny—2>
1
eZ i TO(N—2) e2 i TO(N,—1)
1
""" |_SREERE JIONAS
|Ne—1,N,—3>
1 INe22> ] INeL2> ]
|0,2>
eZ i Td(N,—2) ez i TO(N,—1)
1
1 IN—2,1> 1 INy—1,1> 1
------ P9 0,1>
21 TO(N=2) 21 TO(N,=1)
1
1 1 .1..
----------- 10,0>
|N,—2,0> |N,—1,0>

Fig. B.1 Illustration du réseau avec des conditions aux bords périodiques et la jauge utilisée
pour avoir une résolution de N,.N, flux. Les quantités sur les arétes sont les termes de
Peierls (jauge de Landau pour le coeur du matériau). Ils sont notés pour un saut allant de
la gauche vers la droite pour la direction x et du bas vers le haut pour la direction y. Le flux
par plaquette est alors constant et vaut : e?™®. Les arétes coloriées représentent les arétes
extérieurs et la notation sous forme de “ket” sont les coordonnées des sites.

1>

2>

La derniére plaquette ® a regarder est celle délimitée par les sites| N, — 1, N, — 1), |0, N, — 1),

6. Plaquette bleue sur la Figure B.1.
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|0,0) and |N, — 1,0). La condition s’écrit :

e2Am® _ (i(fNy—1t+90—fo—gN 1) o fN,—1+ 90— fo—gn,—1 = 27D [27]
& 2mONL(Ny—1)+0—-0—-27d(N, — 1) = ¢ [27]
& ®N,N, =0[1]

La derniere plaquette impose donc une condition sur les flux : & = ﬁ = %, Vj €
z Ny

[0, NoNy[, No = % défini Section II.1.1 et N est le nombre de plaquettes, A = Na?. En
fait, Ng est le nombre de flux transpercant le systeme.

Pour tracer le papillon de Hofstadter avec cette nouvelle jauge on ne peut plus utiliser
I’équation de Harper, on doit donc diagonaliser la matrice de taille NN, x N, N, en entier
pour chaque valeur de flux autorisée. Tous les papillons de ce manuscrit sont tracés avec
cette jauge améliorée afin d’avoir une meilleure résolution en flux.
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C — Equations de type Harper et
papillons pour certaines marches
qguantiques

Dans cette Annexe on donne les équations de Harper des trois marches quantiques étu-
diées dans la Section I1.2.3 : celle de la base naturelle. On trace également les papillons avecs
des bords ouverts suivant x ou avec une plaquette défectueuse. On utilise la jauge améliorée
et non I’équation de type Harper pour obtenir une meilleur résolution en flux des papillons.
On voit alors apparaitre des états de bords : 'invariant RLBL dans chaque gap associé a ces
états de bords est calculé et donné dans la section 11.2.3

Dans les trois cas ’équation de type Harper peut étre mise sous la forme

: 1
e FA = i(Bl-Al—H + C1. A1)

Elle se réécrit lorsque ’on utilise un flux rationnel ® = p/q avec p et ¢ premiers entre eux :

Ao Osxa Bo  Oaxa Oaxa -+ Oaxa  Co Ao
Ay Cr Oaxa Bi Osxa -+ Ogxa Ogxs Ay
O . . . . .
e—ie — 1 -><
2
: O4x4

Ay Oaxa  Oaxa -+ Oaxa Cq—2 Ouxa Bg—a | | Ag—2
Ag—1 By1 Oaxa -+ Ogpa Osxa Cy—1 Osxa Ag

Cependant, les vecteurs de Blochs A; et les matrices B; et C; n’auront pas les mémes termes
pour les différentes marches.

C.1 Marche quantique utilisant le dé D’(w/4) et la prescription
retracante

On commence par celle imitant la base naturelle donc utilisant la prescription retracante
(voir Figure I1.21-c) i.e. celle utilisant le dé D’(0) avec la base (|RU),|DR),|LU),|DL)).
Les coefficients matriciels s’écrivent :
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"'l'llllllllm‘-\\i\\\\\\\\““‘“
N g

m,” T
‘..m\\\}\\\\““‘ il it

Quasi—énergie

s i
N i

Fig. C.1 Papillon pour la marche quantique utilisant le dé D’'(mw/4) et une prescription
retragante avec un systéme présentant des défauts. On trace pour chaque systéme 10000 flux
différents. (a) : Le défaut est la présence d’un bord ouvert le long de la direction x dont la
prescription est illustrée Figure I1.20 (on met des conditions aux bords périodiques suivant la
direction y). La taille du systéme dans la direction x est N = 50 et on trace dans la direction
y que les quasi-moments k, nuls. (b) : Le défaut est une plaquette défaillante lorsque I’on
trace des flux interdits pour un systéme avec des conditions aux bords périodiques. La taille
du systéme est N = 10 et N, = 10.

aftV 0 0 0 0
DR
A= ZIILU , les fonctions de Blochs, B; = b{?U —I?LU —I?LU blBU
aP" bPL BPE bPE P

g e
0 0 0 0

blLU = ei(kx_ky)+ifl+1’ leL — el(k-’ﬂ+ky)_1fl et fl = 27’[‘(Dl

— ei(_kx_ky)+ifl—l’ leR — ei(_kx‘f‘ky)_ifl’

Les papillons pour des systémes sans défaut sont tracés dans la section 11.2.3. Ici, on
trace les papillons avec soit des bords au systéme suivant x en utilisant la prescription des
conditions aux bords ouverts illustrée Figure I1.20-a. Le papillon est tracé Figure C.1-a. Soit
on insere une plaquette défecteuse dans le systéme en conditions aux bords périodiques en
autorisant des flux interdits & étre tracé (voir Figure C.1-b).
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SRS

Quasi—énergie
Quasi—énergie

T g
YRV

0

Fig. C.2 Papillon pour la marche quantique utilisant le dé D'(w/4) et la base tensorialisée.
On trace pour chaque systéeme 10000 flux différents. (a) : On met des bords suivant la
direction z, la largeur du systéeme est N, = 50 et on conserve des conditions aux bords
périodiques suivant y (seul ky, = 0 est tracé). (b) : On trace des flux interdits pour un
systeme avec des conditions aux bords périodiques. La taille du systéeme est N, = 10 et
N, = 10.

C.2 Marche quantique utilisant le dé D’(7/4) et la base tensoria-
lisée

Pour la marche utilisant le dé D’(7/4) mais la prescription de la base tensorialisée
(|[RU),|RD),|LU),|LD)) les coefficients s’écrivent :

SN C R T T B W A ca
il I R el Y T V2 B e I T R
afP e T 0o 0 0 0

ol b.lRU — e—i(kz+ky)+1fl_1’ blRD — ei(—k:z—i—k‘y)—ifl_l7 blLU — ei(kz—ky)+ifl+1, blLD — ei(km+ky)—ifl+1

On trace également les papillons correspondant a cette marche quantique avec des bords
suivant x Figure C.2-a et celui avec une plaquette défectueuse Figure C.2-b.
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Quasi—énergie

Fig. C.3 Papillon pour la marche quantique utilisant le dé D(mw/4) et la prescription retra-
cante. La taille des systémes et le nombre de flux sont identiques aux deux figures précédentes
(a) : Papillon avec des bords suivant x (b) : Papillon avec une plaquette défectueuse.

C.3 Marche quantique utilisant le dé D(w/4) et la prescription
retracante

Enfin les coefficients de la derniére marche, celle utilisant le dé D(w/4) i.e. le dé de
Hadamard de dimension 4 avec la base des chemins retragants sont :

Av= L gpu | Br=gpr gprgpr ppr | CCG=10 g g
atv bRV pEU _plU _pEU 0 0 0 0

avec blRU = ei(_k:v_ky)‘f‘iflfl7 leR = ei(_kZ‘f‘ky)_ifl’ blLU = ei(kav_ky)'i‘ifwrl7 leL — ei(kz+ky)_ifl

On trace également les papillons correspondant a cette marche quantique avec des bords
suivant x Figure C.3-a et celui avec une plaquette défectueuse Figure C.3-b.

Que ce soit sur les Figures C.2 ou la Figure C.3 la présence d’états de bords dans les gaps
n’est pas forcément la signature d’un invariant RLBL non nul. Si un descend et un autre
monte en fonction flux, l'ivariant RLBL sera trivial. D’ailleurs, si 'on ajoutait des défauts
aux systeémes, ’endroit ou ces deux niveaux se croise subirait une levée de dégénerescence
et on verrait les états devenir topologiquement trivial i.e. ils ne relieraient plus une bande a
une autre.



D — Origine des cages pour la marche
quantique sur le pavage T3

On commence avec un état initial sur le site a dans la cellule d’indice (n,m) avec un
spin interne localisé sur 1’état ¢ ou ¢ est un entier allant de 1 & 6. L’état initial s’écrit donc
i, a,n,m). On oublie dans la suite la lettre a, tous les états écrits sous forme de ket se trouve
sur un site a. Apres application du dé de Grover on obtient 1’état

1 1
B(kz?éz |]€,TL, m> -2 |7lan’m>) = g; ’kan’m> - |i’n7m> (D]')

En utilisant la méthode de Arnoldi (par bloc i.e. on analyse tous les états internesi = 1,2, ..., 6
du site initial en méme temps), on peut démontrer I’existence des cages. D’abord, on considére
le premier terme de I’équation (D.1). Apres deux pas de temps, la fonction d’onde se sépare
en deux parties, la premiere partie revient sur le site initial et est donc proportionnelle aux six
états initiaux. L’itération d’Arnoldi la supprime par orthogonalisation des états. La deuxieme
partie atteint les sites a voisins du site a initial (voir états coloriés en rouge sur la Figure D.1-
a). Chacun de ces six sites atteint est peuplé par deux états internes successifs avec un signe
-1 entre les deux amplitudes de probabilité (voir Figure D.1-a). Ils correspondent aux deux
chemins possibles pour atteindre ce site (soit par le site b soit par le site ¢ et le signe -1
provient du flux ® = 1/2 encerclé).

Les états sur ces sites sont des vecteurs propres de Gg. Par conséquent, le dé agit comme
un “mur” et renvoie les états a 'intérieur de 1’étoile. Deux pas de temps plus tard, ces états
peuvent avoir pris trois chemins possibles (les sites rims ont trois voisins). Soit ils sont revenus
sur le site initial ou sur le site de bord sur lequel ils étaient et donc la procédure d’Arnoldi
les supprime. La troisieme possibilité est d’aller sur le site a situé sur la branche voisine de
I’étoile. Au temps t = 4, sur chaque site a situé aux extrémités de chaque branche de 1’étoile,
il y a deux états provenant des sites a situés sur les branches voisines qui viennent le peupler.
Le signe relatif entre ces deux états est -1 puisque ils entourent a eux deux trois plaquettes.
L’état est donc proportionnel a celui obtenu au temps ¢t = 2, I’algorithme de Arnoldi termine
pour le ler terme de I’équation.

Le second terme de ’équation (D.1) pour un état interne i spécifique est envoyé apres
deux pas de temps sur 3 sites a (voir états en rouge de la Figure D.1-b) dont un est le site
initial (que l'on peut donc oublier). On peut reproduire la méme analyse pour les 2 autres
sites atteints. Le premier terme de leur équation formera une cage en étoile autour de ces
nouveaux sites. Le second terme, apres deux pas de temps, donnera exactement les 3 méme
sites a (états en rouge de la Figure D.1-b). L’itération d’Arnoldi terminera donc et donne
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Fig. D.1 (a) : Représentation graphique du premier terme de I’équation (D.1) aprés deux
pas de temps et procédure d’Arnoldi (orthogonalisation de I’état avec les états déja visités).
Les états en rouge sont les états avec une amplitude de probabilité non nulle proportionnelle
dont le signe relatif pour deux états sur le méme site est -1. (b) : Représentation graphique
du second terme de I’équation (D.1) aprés deux pas de temps pour une configuration interne
initial 1 = 1. Les trois états en rouge ont une amplitude de probabilité non nulle. Le site
encerclé est I'état initial.

une cage de rayon maximal deux cellules unités autour du site de départ (voir sites coloriés
II1.12).



E — Calcul de la variance pour un
désordre dynamique sur les sites rims.

Dans cette Annexe, on retrouve les résultats numériques du désordre dynamique sur
les sites rims pour un désordre maximal Af = 27 (voir section IV.1.2-b)) en utilisant le
formalisme de la matrice densité [111]. Pour arriver au résultat numérique de la Figure IV.7-
b on fera deux hypotheses que 'on vérifiera numériquement le reste du calcul est exact
analytiquement.

L’évolution de la matrice densité est donnée par p(t + 1) = U(t).p(t).UT(t). Calculons
d’abord l'opérateur de marche quantique. On suppose que le marcheur quantique est ini-
tialement localisé sur un site hub dans une certaine configuration interne. Afin de n’avoir
qu'un état a 4 niveaux par cellule (au lieu de 8), on s’intéresse a I’évolution de 'opérateur
de marche quantique aux temps pairs quand le marcheur est sur les sites hubs. On calcule
I'opérateur de marche quantique agrégé sur deux pas de temps W (t) = U(2t + 1).0U(2t). Le
calcul est fait dans le cas d’'un dé de Grover G4 au flux ® = 1/2, le systéme sans désordre
est donc cageant.

0 ¢y —c- O 0 0 0 0
—+00

a . Cyt 0 0 C_ . . 0 —s_ S+ 0 . .
W(t) = i:z;oo 0 ¢ —cp 0 ® |i,a) (i,al + 0 0 0 0 ® i+ 1,a) (i,al

c_. 0 0 —ct 0 —s; s- O

s 0 0 —S4

0 0 O 0 . .

+ 5. 0 0 —s ®|i—1,a) (i, a
0 0 O 0

ou |i,a) désigne le site hub a ayant la cellule d’indice i, les matrices représentent l’espace
interne des spins écrit dans la base {|R"),|L"),|R™),|L7)} et ¢y, c_, sy et s_ sont des

notations raccourcis pour ¢, = %, c_ = M? Sy = w et s =

sinfp—sinfe oy g, et 6. sont choisis indépendamment a chaque pas de temps dans la boite
0o — AO/2,60p + AB/2]. De 'évolution de la fonction d’onde on déduit 1’évolution de la
matrice densité qui est py (t + 1) = W(t).pw (t). WT(t).
Le probléme est invariant par translation (d’espace). On peut utiliser la fonction généra-
trice (équivalent & une transformée de Fourier discrete) :
itj

PO (tw,2) = 3 o8 (5 21
,J
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ot o, =R, R ,LT, L™ et pf‘f(t) = (i,a| %P (t) |j, a). Grace & Phermiticité de la matrice
densité (pf‘f )(t) = ( f () = pf‘f (t), les fonctions génératrices correspondantes vérifient
la relation P*?(t,w,z) = (PP*(t,w,1/z))*. En particulier pour les termes diagonaux, il n'y
pas de dépendance en z. On a donc 16 équations (mais seulement 10 indépendantes grace a
cette derniere relation) de la forme :

Po‘ﬂ(t +1,w,z2) = Z fa,ap (t,w, z)Po‘lﬁl (t,w, 2) (E.1)
a/7/8/

ou fo g p(t,w,z) = %+7I’2+ﬁ+dﬁ —l—e—l—f@—i—gﬁ—f—hzZ—}—iw oua,b,c,d,e, f,g,h,i
dépendent des indices o/, 5, a, § et des variables aléatoires 6,(2t+1) et 6.(2t41). La variance
de la marche quantique s’exprime avec les fonctions génératrices :

2
0= S5 ol - (3 o) )
:%ﬁwmem+mmuM@Lmy(%ﬁwmewf

ol a=RT, LT, R, L™ et la trace est prise sur l'espace des degrés de libertés internes.

A partir d’ici, on va faire deux hypothéses que 'on vérifiera numériquement mais dont la
preuve formelle n’est pas donnée. Dans la section IV.1.2, on s’intéresse a I’écart-type moyenné
sur le désordre i.e. on prend d’abord la racine de la variance puis on moyenne ensuite. On
verra par la suite que PP (t,1,0) est facilement calculable une fois que la moyenne sur
le désordre est prise. Cependant, pour le calcul de I’écart-type la fonction racine n’étant
pas linéaire, il n’est a priori pas possible d’intervertir la moyenne avec cette fonction. On
s’intéressera donc par la suite a calculer la variance moyennée sur le désordre et non plus
I’écart-type. Par ailleurs, on vérifie numériquement, que Vol ega 102 pres.

On moyenne maintenant la variance sur le désordre :

o2(t) = 2 Tr(PB(t,1,0)) + 0 Tr(PoB(t,1,0)) — (9, Tr(P28(t,1,0)))? (E.2)
= 02 Tr(PoB(t,1,0)) + 8, Tr(PB(t,1,0)) — (8, Tr(PB(t,1,0))) (E.3)

Pour les deux premier termes de ’équation (E.2) on peut échanger la moyenne sur le désordre
et les dérivées suivant w ainsi que la trace car ce sont des opérateurs linéaires, ce qui donne
Iéquation (E.3). Pour le dernier terme cela n’est a priori pas possible & cause du carré. Les
deux premiers termes correspondent au moment d’ordre 2 de la distribution de la fonction

d’onde :
pa(t) = 32 % (i 0 alp(®) [* = 95 Tr(P(t,1,0)) + 00 Tr(P(£,1,0))
ua(t) = 92 Tr(PoB(t,1,0)) + 9, Tr(PB(t,1,0))

Le dernier terme correspond a la position moyenne de la fonction d’onde au carré moyennée
sur le désordre que ’on notera :

p2(t) = (D Tr(PA(t,1,0)))
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On a donc :

o?(t) = pa(t) — pi(t) (E4)

La seconde hypothése consiste alors a intervertir le carré de la position moyenne du marcheur
et la moyenne sur le désordre :

o2(t) ~ 12 (t) — (1) = P2 Te(PoB(t,1,0)) + O Tr(PB(¢,1,0)) — (a Tr(Pe (t,l,O)))
(E.5)
On vérifie numériquement que la différence entre les équations (E.4) et (E.5) est de 10711,
On cherche donc maintenant & calculer PB(t,w, z). En utilisant Péquation (E.1), la
fonction f, o p(t, w, z) dépendant seulement des variables aléatoires 6, et 6. au temps
2t + 1, P*3(t,w, z) dépend alors seulement de ces variables mais aux temps 2t + 1 avec
t" < t. Les deux quantités sont donc indépendantes et les fonctions f, g p(w,z) une fois
moyennées sur le désordre sont indépendantes du temps. L’équation temporelle moyennée
sur le désordre devient alors :

PoB(t+1,w,2) = Z fapo p (W, 2)PYP (tw, 2).
a/,[Bl

Le probléme est maintenant invariant par translation dans le temps, on peut donc utiliser
la fonction génératrice sur la variable temporelle (équivalent & une transformée de Laplace
discrete) :

o0
QO‘B (s,w,z) = Z B(t,w, z)s
et I’équation sur () peut étre écrite :

Qo‘ﬁ(s,w, z) = PaB(O, w,z)+ s Z fapo p (W, z)Qo‘/ﬂl(s, w, 2)
a/,IB/

On doit donc résoudre un probléme d’algebre linéaire. Par simplicité, on prendra dans la
suite un désordre maximal Af = 27. Dans ce cas particulier, on remarque que les inconnues
QR+R+(s,w,z), QL+L+(s,w,z), QF B (s,w,2) et Q¥ L7 (s,w, z) forment un sous-groupe
d’équations ne dépendant pas des autres inconnues. Afin de simplifier les notations, on dé-
signe maintenant QF" = QR R (s, w, 2), QL = QL+L+(3,w,z), QY =QF B (s,w,2) et

QY =QM 1 (sw,2).

= laol® + £ [QF" + QY + (@ + Q7 )u)
F=fbol? 5 [QF +QF + (@ + Q)]
QR =leo? + 45 [QF + Q" + (@ + Q% )u]
T =ldof?+ 5 [QF +QF +(QF + QR u]
ot (ag, bo, co, dy) est la configuration initial de spin dans la base (|R"),|LT),|R™),|L7))
situé sur le site a ayant pour indice de cellule i = 0. L’état initial est normalisé |ag|? + |bo|? +

lco|? + |do|?> = 1. En sommant sur les solutions des 4 inconnues on trouve Tr(Q%?(s, w, 2)).
On déduit alors que :
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Seu(t)st = 0,Tr(Q(s,1,0)) ;S pe(t)st =02 TY(QO‘ﬂ(S 1,0)) + 0, Tr(Q*?(s,1,0))
s(lao|?—[bo|*—|co|®+|do |* . _
(o~ \5(\12 ol o ? , ~ Ty
ao 0 Co 0 . _ +m
_ Jaof— bl? feol? +]dol? Dm0 B Ezm" 0"
= Z ) =3 Zp(p + 1>3p
_ 3 pep
p=12

ou dans l'avant derniére ligne de droite p = n + m. Ici, ’équation (E.1) est calculée pour
lopérateur de marche quantique agrégé sur deux pas de temps W (t). On doit donc divisé
par deux le temps pour se remettre dans I'unité de temps originale et on trouve :

e.9]
Zug(t)st = Z Est
t =

On a alors pour ¢t > 1 :

— (Jaol* = |bo|* — |co]? + |do]?)
4

o?(t) ~ t

Il est clair a partir de ce calcul que la variance est linéaire en temps. Le calcul a été possible
grace a l'invariance par translation (d’espace) du probléme et I'indépendance des variables
aléatoires a des temps différents. Dans la limite des grands temps, on retrouve enfin le résultat

du fit numérique de la Figure IV.7-b :
v t—>oo 2



F — Stabilités des sous-espaces pour
deux marcheurs en interaction

Dans cette annexe, on donne une explication de la stabilité des sous-espaces {|n,e,n + 2,¢’) }. o/,
{ln,e,n+ 1, e o @{In+1,e,n,") }e o et {|n,e,n,€") }c o 5, soOus interaction. Afin de clari-
fier le propos, on redonne Figure F.1 les états propres a un corps de la marche quantique sur
la chaine de boucles.

Fig. F.1 Vecteurs propres d’extension minimale de la marche quantique sur chaine de
boucles (a) : au flux critique ®. = 1/2 pour le dé de Grover (b) : au flux critique ®. = 0 pour
le dé de Hadamard. La jauge choisie porte une phase de Peierls sur I’aréte connectant le site
a au site ¢ de droite. a, 3, v et § sont des coefficients intervenant dans les différentes ampli-
tudes de probabilité des vecteurs propres et dépendants de la quasi-énergie € correspondante.
Ils sont résumés dans le Tableau III.2.

Pour les états |n,e1,n + 2,e92), les marcheurs quantiques ne se chevauchent que sur les
sites (a,a) de la cellule d’indice (n 4+ 1,n + 1) correspondant a un site hub sur le bord de
I’état propre & un corps pour chaque marcheur quantique. Il s’agit du site hub de droite pour
le vecteur propre du premier marcheur quantique |n,e1) (avec une probabilité d’amplitude
proportionnelle & § sur la Figure F.1) et du site hub de gauche pour le vecteur propre du
second marcheur quantique |n + 2,e3) (avec une probabilité d’amplitude proportionnelle &
a sur la Figure F.1). Les états de ce site sont des vecteurs propres du dé sur le site hub).
Ensuite, I'interaction multiplie ce site par une phase globale. Par conséquent, ces états sur
le site (a,a,n + 1,1+ 1) sont toujours des vecteurs propres et leur évolution ne s’échappera
pas de leur ancienne cage. Cependant, I’état tout entier |n,e1,n + 2,e2) n’est plus un état
propre a cause de la phase d’interaction globale prise sur le site hub (n+ 1,7+ 1). Aprés un
pas de temps, il devient une combinaison linéaire de la famille {|n,e,n + 2,¢’)}. . Le méme
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raisonnement fonctionne pour |n,e1,n — 2, 2).

Pour les états |n,e1,n,e2) associés a |¢g), les marcheurs quantiques se chevauchent sur 7
sites. 3 sites (a, a) de cellules d’indice (n —1,n—1), (n,n) et (n+1,n+ 1) et 2 sites (b, b) et
2 sites (¢, c) de cellules d’indice (n — 1,n — 1) et (n,n). L’interaction multiplie ces sites par
un e'? global. En revanche, les sites (b, c) et (c,b) ne sont pas affectés par cette phase. Cette
asymétrie des sites rim-rim (c’est-a-dire entre les sites (b, b), (¢, ¢) d'une part et les sites (b, c)
et (¢,b) d’autre part) conduit a la destruction des cages. En effet, par exemple les sites rim-
rim de la cellule (n,n), conduisent au vecteur |L~, L™) sur le site (a,a,n+1,n+1) aprés une
application de I'opérateur de marche quantique sans interaction. Ce vecteur est un vecteur
propre du dé sur les sites (a, a). Par conséquent, il est renvoyé a l'intérieur de la cage. Lorsque
lon allume linteraction, une partie de la fonction d’onde sur les sites (a,a,n + 1,n + 1)
provenant de ces sites rim-rim sera proportionnelle aux vecteurs |LT, LT). Cet état n’est
pas un vecteur propre du dé sur le site hub. Au prochain pas de temps, il peuplera ’état
|n+ 1,e],n+ 1,&5), entrainant la fuite des marcheurs quantiques hors de son ancienne cage.
Pour les états |n,e1,n + 1,e2), les marcheurs quantiques se chevauchent sur 2 sites (a,a) des
cellules d’indice (n,n) et (n+1,n41) et sur les sites (b, b) et (¢, ¢) de la cellule d’indice (n, n).
A priori, a cause de cette asymétrie sur les sites rim-rim, les cages ne devraient plus tenir.
Cependant, il apparait que dans ce cas, la partie fuyante est exclusivement proportionnelle
a I'état sur les sites (a,a) des fonctions d’onde {|n,e,n —1,¢)}. . Dans l'autre sens, la
partie interagissante de |n,e1,n — 1,£2) se retrouve proportionnelle aux vecteurs de la famille
{In,e,n+1,¢)}. . Par conséquent, le sous-espace {|n,e,n+1,&")}c o @{|n+ 1,e,n,&") }o o
reste stable pour tout n donné. On obtient alors de nouveaux états cagés dans un sous-espace
plus grand.



G — Référentiel du centre de masse
sur réseau carreé

Dans le chapitre V, on utilise la correspondance entre le probléme a deux particules sur
une chaine et la dynamique d’une seule particule sur un réseau carré. Dans cette Annexe,
nous décrivons le changement de base du référentiel canonique (€3, €;) au référentiel du centre
de masse (€1, €e”), qui s’écrit :

=a+e, llel=vE
e =559 |l =1/VE

Dans cette base orthogonale, mais non normée, du centre de masse, les coordonnées du

site (z,y) € Z? sont remplacées par le centre de masse v, = m—gy et la coordonnée relative
x_ = x —y. Les vecteurs (€3,e) générent un réseau rectangulaire qui ne partage que la

moitié des sites du réseau carré initial. Cela conduit & des coordonnées entieres et demi-
entieres pour les sites du réseau carré : x4 prend des valeurs entieres lorsque x_ est pair et
des valeurs demi-entieres lorsque x_ est impair.

Dans l'espace réciproque, le référentiel réciproque canonique e_i = 2me, et ei;i = 27ey,
permet d’écrire les vecteurs d'onde k = ket + k;e_éj = kg€; + ky€y, et la premiere zone
de Brillouin associée est définie par (kj,k;) tous deux dans l'intervalle [~1/2,1/2[ ou de
maniere équivalente, (kz, ky) = 27(k}, k) tous deux dans l'intervalle [—m, w[. Le référentiel

T Y
réciproque associé aux coordonnées du centre de masse se lit :

(:

Travailler avec un patch fini N x N avec des conditions aux limites périodiques revient a
sélectionner un ensemble fini de vecteurs k autorisés, dont les coordonnées (kg, ky) & linté-
rieur de la premiere zone de Brillouin [région grise dans la Figure G.1(b)] se lisent 27j, /N
avec (jg, jy) dans U'intervalle [-N/2, N/2 — 1] pour N pair et [—(N —1)/2,(N —1)/2] pour
N impair.

= el =550, ||| = mv2
=dme’ =e; +¢;, |lel]|= 221

Lp*l

‘ *

Dans le référentiel réciproque du centre de masse, ces vecteurs k autorisés sont les suivants
k=kiel +k¥e =kyel/2+4 2k e’ avec:

ki =2m(jz + Jy) /N
b= e — g IN

avec (jg,jy) dans le méme intervalle que ci-dessus.
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Fig. G.1 (a) Portion du réseau carré avec les coordonnées et vecteurs de base pour le

référentiel naturel (x,y) en bleu et le référentiel du centre de masse (r4,x_) en rouge.
(b) Premiére zone de Brillouin du réseau réciproque en gris. Les vecteurs duaux de chaque
référentiel sont indiqués, en bleu (rouge) pour le référentiel naturel (centre de masse). Les
points représentent les valeurs autorisées prises par le vecteur d’onde pour un systéme de
taille finie avec N = 10. Une autre zone de Brillouin mieux adaptée a k4 et k_ est indiquée
en jaune.

Les deux référentiels dans l'espace direct (€z,€,) et (e},€”) sont représentés sur la Fi-
gure G.1(a), et les deux référentiels réciproques {e?, e_?’j} et {e_i, ¢* } ainsi que les vecteurs k
autorisés (avec N = 10) dans la premiere zone de Brillouin sont affichés sur la Figure G.1(b).

Les valeurs extrémes prises par une coordonnée du référentiel réciproque du centre de
masse lors du parcours de la premiére zone de Brillouin [région grise de la Figure G.1(b)]
dépendent de I'autre coordonnée. En pratique, cela rend les calculs plus difficiles. Cependant,
il est possible de définir de maniére équivalente une autre zone de Brillouin [région jaune sur
la Figure G.1(b)], dans laquelle les deux coordonnées s’étendent sur [—7, w[. Les coordonnées
(k4,k_) autorisées sont maintenant les suivantes :

kJr = 27TK/N
k_ =mq/N

ou K prend des valeurs entiéres dans [-N/2,N/2 — 1] et ¢ € [-N, N — 1] prend des valeurs
paires (resp. impaires) lorsque K est pair (resp. impair).



H — Comportement du rapport de
participation inverse en fonction de la
taille du systeme

La localisation des fonctions propres peut étre mesurée a 'aide du rapport de participa-
tion inverse (IPR) défini par ’équation (V.7). L’IPR des fonctions propres par rapport a la
taille du systeme N montre des comportements différents selon le degré et la nature de la
localisation. Lorsque ’on augmente la taille du systéme, les fonctions d’onde complétement
délocalisées sur ’ensemble du systéme devraient avoir un IPR ~ 1/N?; celles localisées le
long d’une seule direction devraient avoir un IPR ~ 1/N; et les fonctions d’onde compléte-
ment localisées devraient avoir un IPR ~ N pour de grands N.

Sans désordre, les fonctions propres de la bande atomique sont les fonctions d’onde de
diffusion qui se comportent en 1/N?2, le fit montre un rapport de participation Py ~ 63%
[voir Figure H.1(a)] (on utilise des conditions aux limites “twistées” afin d’éviter la dégénéres-
cence). Ce résultat numérique correspond au calcul analytique du rapport de participation,
en utilisant 1’équation (V.6) pour U — oo, qui donne 2/3 ~ 67%. Le second fit de la Fi-
gure H.1(a) montre une dépendance en 1/N qui correspond aux états moléculaires délocalisés
le long de la direction du centre de masse et localisés le long de la direction du mouvement
relatif.

Avec le désordre, les états moléculaires deviennent localisés d’Anderson, de sorte que leur
IPR ne dépend plus de N [voir Figure H.1(b)]. Les états atomiques restent délocalisés et
leur IPR se comporte en 1/N2. Dans ce régime (les deux bandes ne se recouvrent pas), ces
derniers sont soit des états quasi-idéaux (P, ~ 67%), soit des états chaotiques (P ~ 33%).
On remarque que la distribution des IPR [voir Figure H.1(b)] est plus grande que dans le cas
sans désordre. La valeur moyenne du rapport de participation est de P, ~ 46%. Le rapport
de participation des états chaotiques (1/F ~ 33%) peut étre obtenu analytiquement & partir
de la théorie des matrices aléatoires (avec F' = 3 pour le GOE), voir par exemple [184].

Lorsque les deux bandes se recouvrent (U — W < 4), le désordre est fortement ressenti
par les états atomiques (voir section V.4). La Figure H.1(c) montre un IPR pour les états
atomiques se comportant comme N2, avec un rapport de participation Py ~ 28% non loin
des 33% attendu pour les états chaotiques. La différence vient probablement du fait que tous
les états atomiques ne sont pas des états chaotiques : il existe aussi des états quasi-idéaux,
résonants et séparatrices. Leur effet devrait disparaitre dans la limite thermodynamique.

Les états séparatrices lorsqu’ils ne se couplent pas avec d’autres états atomiques devraient
présenter un comportement en 1/N pour 'IPR car ils sont localisés dans la direction du centre
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U=0, W=0.001

——

it ——————
T 466N
100 150 200 100 150 200 100 150 200 100 150200 300
taille taille taille taille

Fig. H.1 Graphique (en échelle logarithmique sur les deux axes) du rapport de participation
inverse (IPR) des fonctions propres en fonction de la taille du systeme N pour différentes
valeurs d’interaction moyenne U et de désordre W. (a), (b) et (c) : Spectre d’énergie complet
pour des tailles de systéme allant de N = 50 & N = 200 par incrément de 10. (a) U = 8,
W=0;(b)U=8 W =4;et (c) U=0,W =3. (d) : Uniquement les états séparatrices
alU=0et W = 0,001 entre N = 50 et N = 300 par incrément de 10. Les fits linéaires
en rouge mettent en évidence trois types de comportement : Iy = 1/(PyN?) (2D-délocalisé),
~ 1/N (1D-délocalisé) et ~ NV (localisé). La ligne pointillée noire en (c) délimite la région
entre les états localisés et délocalisés 2D.

de masse et délocalisés dans la direction du mouvement relatif. Nous savons qu’ils sont liés
aux états a 1'énergie E = 0 lorsque U = W = 0. Pour les suivre, nous perturbons légérement
le systeme (W = 0.001 et U = 0) pour rester dans le régime ol les états séparatrices et
atomiques ne résonnent pas [voir Figure H.1(d)] et trouvons effectivement le comportement
attendu en 1/N.



| — Perturbation a l'ordre 1 des
solutions de I'ansatz de Bethe

Dans cette Annexe, nous utilisons la théorie des perturbations sur la force du désordre W
pour étudier Ieffet du potentiel d’interaction U (avec une moyenne & U et des fluctuations
W) sur les états propres exacts du probléme & deux particules connu & U non nul mais
W = 0. Par commodité, nous décrivons le systeme comme la dynamique d’une particule
unique sur une grille bidimensionnelle (avec des conditions aux limites périodiques), avec un
potentiel désordonné sur la diagonale.

Les cas U = 0 et U # 0 devraient conduire & des résultats quantitatifs différents. En effet,
la diagonale désordonnée perturbe les fonctions propres de U = 0 (ondes planes) beaucoup
plus intensément que les fonctions propres de U # 0 (états de diffusion) car leur poids sur
la diagonale est plus important.

1 U=0

On commence par considérer le cas U = 0 et suivons les étapes de [179]. La perturbation
au premier ordre en énergie est donnée par I’élément de matrice de 'opérateur de pertur-
bation U entre les vecteurs propres non perturbés, c’est-a-dire les ondes planes obtenues a
W = 0. Dans notre cas, le potentiel est sur une diagonale, alors que dans [179], il est le
long des quatre bords d'un billard carré. Le poids d'une onde plane sur un site est de 1/N2.
L’écart type de I’énergie est I’écart-type o de la variable U = Zi\le U, ou U, sont les poten-
tiels diagonaux aléatoires choisis uniformément dans [~W, +W]. On a o(U) = W+/N//3 ot
N est la longueur de la barriere désordonnée. Nous obtenons donc une perturbation typique
en énergie de W.N—3/2 qui doit étre comparée & I’écart moyen entre niveaux ~ N 2. Dans
la limite thermodynamique N — co, comme W.N~3/2 > N~2 chaque état sera sensible aux
niveaux d’énergie voisins et nous aboutirons finalement aux statistiques GOE. De plus, en
tenant compte du fait que la DoS n’est pas plate mais présente un maximum a E = 0 et des
minima aux bords de la bande E = £4 (voir Figure V.4), les derniers états a étre affectés par
le désordre sont ceux proches des bords de la bande. En effet, les états quasi-idéaux (c’est-
a-dire les états qui ne sont presque pas affectés par le désordre) se trouvent principalement
pres des bords de bande.
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1.2 U#0

On considére ensuite le cas U # 0. Lorsque W = 0 et avec des conditions aux limites
périodiques, les états de diffusion & U fini sont donnés par l'ansatz de Bethe [166, 170] et
s’écrivent :

4

Yoo,y = Cel*+T+ [sin(k_z_) — T cos ?Jr sin k_ cos(k_x_)],

ouC = \/ﬁ/(N\/l +16/U2 cos? %* sin? k_) est la constante de normalisation, ky = k,+k, =
2nK/N et K € [-N/2,N/2 —1]. La quantité x_ est la solution de 1’équation de I’ansatz de
Bethe : k- N =2rA+ 60 ou A€ [-N/2,N/2 — 1] et 0 est telle que :

olf — _ 1+ 41/(2 cos(ky /2) sin R
1 —4i/U cos(k4/2)sink_

A Dordre zéro dans U, on a k_ ~ 27\/N = k_ et la constante de normalisation C' ~
VZ/N.

Le poids des vecteurs propres sur un site désordonné (z_ = 0) est C216U 2 cos? % sin® k_.
Par un calcul similaire & celui effectué dans le cas de U = 0, la perturbation au premier ordre
se comporte en WU ~2 cos? % sin? k_N~3/2. Le nombre de solutions de Bethe pour lesquelles
la perturbation au premier ordre est inférieure & 1’écart moyen moyen entre niveaux oc 1/N?
dépend de la valeur de k4. Ces dernieres satisfont la condition :

k _
cos? % sin? k_ < U2W—-iN—1/2,

On distingue deux régimes : (1) lorsque k4 est loin de 7, (2) lorsque k4 est proche de
7. Pour le premier cas, nous trouvons que parmi les N — 1 états de diffusion, un nombre de
niveaux proportionnel & N3/4 ne s’hybride pas avec d’autres niveaux. Pour le deuxiéme cas,
I'intervalle est divisé en deux. Dans le premier intervalle, le nombre de solutions de Bethe
non affectées par d’autres niveaux est sous linéaire oc NP, avec p > 0. Dans le second
intervalle, ce dernier croit linéairement, cependant, I'intervalle se réduit a 0 lorsque N — oo.

(1) : Si ky est suffisamment éloigné de 7 pour que cos®k; /2 = a ~ 1 pas trop proche
de 0 alors |sink_| < UW-Y2N-1/4 En conséquence le sinus étant petit pour N — oo et
k— ~ 2wA/N, parmi les N solutions de Bethe de valeur fixe &k, seul un nombre croissant
comme x UW~Y/2N3/4 ne s’hybride pas avec les autres niveaux.

(2) : Si ky =7 —27r/N avec r un entier tel que 0 < r < r; avec 271 /N < 1 et 7] est la
borne supérieure de 7. En dessous, I'approximation suivante est valide : cos(ky /2) ~ 72/N?
et |sink_| < UW—Y2N7/4=2 Lorsque r > rq, on se retrouve alors dans le premier
cas (1). Nous voulons estimer rg, le nombre de k; pour lequel 'ensemble des N solu-
tions de Bethe correspondantes ne s’hybrident pas avec les niveaux voisins. Il est satisfait
lorsque UW~Y2NT4r=2 > 1 = r < VOW-VANT/8 = ro. Dans la suite, il sera nécessaire
d’obtenir une borne supérieure r(, sur ce ro donc on relache la contrainte et on demande
UW—2NT/4=2 > UW-Y2N=P ot p > 0, la borne supérieure est 7 = N7/3+P/2, Pour
> >, [sinkso| < UW-Y2NTAp=2 < UW-Y2NP = X\ < N!=P. Nous nous atten-
dons & ce que le nombre de solutions de Bethe qui ne s’hybrident pas évolue comme N17P.
Nous choisissons p < 1/4 et obtenons & la limite thermodynamique que r1 > r{,.
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En résumé, nous voulons estimer le nombre total de solutions de Bethe S = Z;V:/EVI/Z f(2mj/N)
pour lesquelles la perturbation a ’ordre 1 de ’énergie ne la fait pas croiser les niveaux d’éner-
gie voisins, ou f est la fonction qui compte ces solutions de Bethe a k fixe. Nous obtenons
3 comportements typiques différents pour f en fonction de la valeur de ki = 27j/N =
m —2mr/N = j = N/2 — r. Nous définissons jo = N/2 —rg et j1 = N/2 —r1. fy est le
comportement de f(27j/N) pour 0 < [j| < ji calculé dans le premier cas (1). fi et fa
décrivent le comportement de f(27j/N) respectivement dans l'intervalle j; < [j| < jo et

J1 < |jl < N/2 calculé dans le second régime (2). Alors

J1—1 Jo Ny2
S<> fotr >, A+ D [y
7]=0 l71=71 l7l=do0+1

ot fo x UW™Y2N3/4 fi o« N'=P et fo = N. Le nombre de termes dans la premiére et
la deuxiéme somme est proportionnel a NN. Dans la troisieme somme, le nombre de termes
est proportionnel & r{ = N7/&8r/2 Pour 0 < p < 1/2, S se comporte en N ou o < 2. Par
conséquent, a la limite thermodynamique, ces états, qui ne voient pas les niveaux voisins, ne
seront pas majoritaires.

Ce résultat est trés différent du cas U = 0. Lorsque U = 0 et & la limite thermodynamique,
chaque état finira par s’hybrider et conduira & la statistique GOE. A U # 0, certains états
ne s’hybrident pas. Comme leur nombre se comporte N% avec o < 2, ils sont minoritaires
par rapport au nombre total N2 d’états propres du probléme.
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Sujet : Marches quantiques sous champ magnétique
et cages d’Aharonov-Bohm

Résumé : Les marches quantiques a temps discret (MQTD) sont une généralisation quantique
des marches aléatoires classiques. A deux dimensions d’espace et sous un champ magnétique
transverse, le tracé des quasi-énergies d’'une MQTD en fonction du flux magnétique donne un
papillon de Floquet-Hofstadter, qui est le diagramme de phase d’un isolant topologique. Pour in-
dexer ses gaps, un nouvel invariant topologique (appelé RLBL) doit étre défini qui tient compte
de la périodicité des quasi-énergies. Pour certains réseaux (chaine de boucles, pavage T3), la
MQTD présente également des cages d’Aharonov-Bohm qui correspondent & une localisation ex-
tréme du marcheur en raison d’une interférence magnétique destructive. Ces cages nécessitent
des dés spécifiques mais présentent une dynamique plus riche que celle des modeles de liaisons
fortes. L’extension spatiale des cages peut étre contrélée. L’introduction de perturbations, telles
que du désordre statique ou dynamique sur les dés ou des interactions, conduit a briser ces cages
et induit des comportements différents: localisation exponentielle, diffusion, diffusion anormale
ou encore propagation balistique. Enfin, un dernier chapitre est consacré a I’étude du modele de
Hubbard a deux corps sur une chaine avec une interaction désordonnée. En raison du désordre,
les états moléculaires peuvent se localiser d’Anderson ou se dissocier par hybridation avec une
bande atomique. Les états atomiques présentent des signatures du “chaos quantique”. Nous trou-
vons également des états qui sont localisés le long d’une seule direction que ’on nomme “états
séparatrices” et qui n’ont pas d’équivalent dans les billards quantiques usuels.

Mots clés : Marches quantiques, papillon de Hofstadter, désordre, cages d’Aharonov-Bohm

Subject : Quantum walks under magnetic field
and Aharonov-Bohm cages

Abstract: Discrete time quantum walks (DTQW) are a quantum generalization of classical
random walks. In two space dimensions and under a transverse magnetic field, the plot of the
quasi-energies of a DTQW as a function of the magnetic flux gives a Floquet-Hofstadter butterfly,
which is the phase diagram of a topological insulator. To index its gaps, a new topological invariant
(called RLBL) must be defined which takes into account the periodicity of the quasi-energies. For
some lattices (diamond chain, T3 tiling), the DTQW also presents Aharonov-Bohm cages which
correspond to an extreme location of the walker due to a destructive magnetic interference.
These cages require specific dice but exhibit richer dynamics than the tight-binding models.
The spatial extension of the cages can be controlled. The introduction of perturbations, such as
static or dynamic disorder on the dice or interactions, leads to the breaking of these cages and
induces different behaviors: exponential localization, diffusion, anomalous diffusion or ballistic
propagation. Eventually a last chapter is devoted to the study of the Hubbard two-body model
on a chain with a disordered interaction. Due to disorder, molecular states can be Anderson
localised or dissociate by hybridization with the atomic band. Atomic states exhibit signatures
of “quantum chaos”. We also find states that are localized along a single direction that are called
“separatrix states” and that have no equivalent in the usual quantum billiards.

Keywords : Quantum walks, Hofstadter butterfly, disorder, Aharonov-Bohm cages
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