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Cette thèse a été réalisée au sein de l’équipe Signal Image et Son du LS2N en
collaboration avec le laboratoire CRCI2NA du CHU de Nantes. Cette collaboration
entre dans le cadre d’un projet commun portant sur la reconstruction et l’analyse
d’images multimodales et le développement de méthodes adaptées au contexte cli-
nique.

Contexte clinique et objectifs

Les différents types de cancers, pris dans leur ensemble, causent chaque année
environ neuf millions de décès, et les seuls cancers du foie sont responsables de huit
cent mille d’entre eux. Il existe trois méthodes permettant de traiter ces tumeurs
hépatiques, qu’elles soient primaires ou métastatiques : la chirurgie, la chimiothéra-
pie et la radiothérapie. Mais lorsque le cancer atteint un stade avancé, la chirurgie
est bien souvent impossible, et la chimiothérapie devient alors le traitement le plus
fréquent. Cependant, dans le cas où la tumeur est entièrement comprise dans le foie,
un traitement local, appelé radiothérapie interne sélective, ou radioembolisation, est
possible.

Pour comprendre le fonctionnement de cette technique, il faut noter que bien que
ce soit principalement la veine porte qui irrigue le foie sain en sang, les tumeurs ont
tendance à se créer leur propre vascularisation, issue de l’artère hépatique. Ainsi, un
radioélément injecté dans la vascularisation artérielle du foie irradiera les tumeurs
en ayant un effet moindre sur le foie sain. De plus, les microsphères contenant le
radioélément s’accumuleront dans les artérioles et les capillaires en les obstruant, et
empêcheront de la sorte l’irrigation en sang. Voilà pourquoi l’on parle de radioem-
bolisation.

Après l’injection des microsphères, il est bénéfique de déterminer leur distri-
bution, et ce pour deux raisons. D’abord, une accumulation extrahépatique des
microsphères, qui arrive parfois en dépit d’un bon ciblage des macro-agrégats d’al-
bumine, peut provoquer des complications. Ensuite, la distribution intrahépatique
des microsphères est un bon indicateur de l’efficacité du traitement.

Jusqu’à récemment, la tomographie monophotonique était très utilisée à cette fin,
à cause de l’absence d’alternatives. Mais celle-ci souffre d’une mauvaise résolution
spatiale (entre 11 et 15 mm), qui explique en partie le biais de quantification, allant
de 58 % pour une distribution d’activité homogène dans une sphère de 37 mm de
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rayon, à 75 % pour une sphère de 10 mm [Elschot et al., 2011]. En dépit des récents
efforts pour améliorer les algorithmes de reconstruction (tels ceux concernant la
correction des coïncidences atténuées ou diffusées), les performances quantitatives
de la tomographie monophotonique demeurent faibles pour les lésions de moins de
30 mm, ce qui la rend peu adaptée aux analyses dose-réponse.

On sait depuis les années 1950 que la désintégration de l’yttrium 90 produit des
positons, avec un rapport d’embranchement de 3,2×10−5. En 2004, Nickles et al. ont
montré la possibilité de réaliser une imagerie TEP grâce à cette production. Mais
hélas ! à cause du faible nombre de positons émis, la reconstruction est difficile : on
parle de « très basses statistiques ».

Ainsi, l’imagerie TEP à l’yttrium 90 est une alternative à la tomographie mo-
nophotonique permettant d’améliorer la qualité des images, mais son utilisation
clinique à des fins quantitatives demeure une gageure.

Préalablement à l’injection des microsphères, on utilise des macro-agrégats d’al-
bumine marqués par le technétium 99m comme substituts des microsphères d’yt-
trium 90, à des fins de simulation. On effectue ensuite une tomographie monophoto-
nique combinée à une tomodensitométrie pour vérifier l’absence de shunt pulmonaire.
Ce dispositif permet de confirmer que l’on cible bien la tumeur et d’ajuster l’activité
d’yttrium 90 à injecter. Le schéma 1 décrit la façon dont les patients sont pris en
charge.

Accroître la qualité et la précision des images TEP à l’yttrium 90 est un enjeu
important pour améliorer le suivi des patients. Certains algorithmes ont été proposés
pour tenter de répondre à cette problématique, mais une comparaison générale de
ces algorithmes dans le contexte spécifique de l’yttrium 90 manquait encore à l’appel
au début de cette thèse. De plus, les algorithmes en question contiennent plusieurs
hyper-paramètres difficiles à choisir. Enfin, les algorithmes autorisant des valeurs
négatives dans l’image ne sont pas utilisables tels quels dans les études dosimétriques.

Cette thèse a comme premier objectif d’étudier, en les combinant ces différentes
méthodes, dans le cadre de la TEP à l’yttrium 90, avec un accent particulier sur la
réduction du biais positif dans les zones froides. Un deuxième objectif de la thèse
est d’analyser l’influence des hyper-paramètres des algorithmes de reconstruction
sur l’évaluation des métriques extraites des images produites afin de proposer des
stratégies d’optimisation de leurs réglage.
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Figure 1 – Schéma expliquant la façon dont un patient est pris en charge dans le
cadre d’une radioembolisation. D’après Arnaud Dieudonné

Contributions et organisation du manuscrit

Afin de pouvoir comparer entre elles toutes ces méthodes à partir d’études do-
simétriques, nous commençons par proposer un post-traitement de l’image rendant
positives les images contenant des valeurs négatives en tâchant le plus possible d’en
conserver les valeurs moyennes locales (chapitre 2). Nous étudierons ensuite en dé-
tail les performances des algorithmes sans contrainte de positivité et des algorithmes
pénalisés dans une étude mêlant dosimétrie, analyse de métriques sur des fantômes
acquis et visualisation d’images de patients. Cette analyse (chapitre 3) étudie en
les combinant l’influence de quatre hyper-paramètres : la borne inférieure des va-
leurs autorisées dans l’image, l’intensité de la pénalité, le nombre d’itérations des
algorithmes avant de les arrêter et l’inclusion ou non du post-traitement introduit
dans le chapitre 1. Enfin, nous posons dans le chapitre 4 les prémices d’une méthode
destinée à choisir de manière systématique les différents hyper-paramètres.
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1.1 La Tomographie par émission de positons

1.1.1 Introduction

La tomographie par émission de positons est une méthode d’imagerie médicale
utilisée en médecine nucléaire. À l’instar des autres méthodes utilisées en médecine
nucléaire, celle-ci fonctionne généralement à partir de l’injection d’un couple vecteur-
radionucléide. Le vecteur se fixera dans les zones d’intérêt, et la désintégration du
radionucléide permettra de le localiser. On choisit ce couple vecteur-radionucléide
en fonction de la finalité de l’imagerie (pathologie à détecter, processus moléculaire
à tracer, etc.). Les tumeurs étant avides de glucose, le couple le plus couramment
utilisé pour la détection des cancers est le fluorodéoxyglucose 18F-FDG, un sucre
proche du glucose dont on a remplacé le groupe hydroxyle OH par du fluor 18, dont
la désintégration émet des positons.

Ce chapitre a pour objectif de fournir un état de l’art succinct sur la technique
d’imagerie TEP et les algorithmes de reconstruction d’images qui y sont employés.
Le plan de ce chapitre est le suivant : la section 1.1.2 introduit le principe physique
de la TEP, de la désintégration du radionucléide jusqu’à la création d’un signal
détectable. La section 1.1.3 a pour sujet l’acquisition de ce signal. Les section 1.1.4
et 1.1.5 concernent respectivement le stockage de ces données et les corrections
à y apporter. La section 1.1.6 explique comment se modélise le problème de la
reconstruction d’images TEP. Enfin, la section 1.1.7 présente les divers algorithmes
de reconstruction.

1.1.2 Principe physique

Les isotopes utilisés en TEP sont des émetteurs β+, c’est-à-dire que leur désinté-
gration inclut la transformation d’un proton en neutron accompagnée de l’émission
d’un positon :

p → n+ e+ + νe (1.1)

Après un parcours dans les tissus environnants de l’ordre de quelques millimètres,
les positons émis rencontrent rapidement un électron du milieu ambiant, et cette
paire s’annihile pour former une paire de photons :
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Figure 1.1 – schéma d’une caméra TEP et d’un tube photomultiplicateur

e+ + e− → 2γ (1.2)

Dans le référentiel lié au centre de gravité du système électron-positon, la quantité
de mouvement totale est nulle et les deux photons sont émis dans des directions
opposées avec une énergie égale. L’énergie cinétique du positon étant négligeable
devant sa masse, l’énergie de chaque photon correspond à la masse de l’électron :
511 keV.

Dans le référentiel d’observation, les directions des deux photons ne sont pas tout
à fait opposées, mais l’angle n’est généralement que de quelques degrés.

1.1.3 Caméra TEP

Comme l’indique la figure 1.1, une caméra TEP comporte une série d’anneaux de
détecteurs élémentaires entourant le patient, optimisés pour la détection de photons
de 511 keV. Un événement est enregistré lorsque deux photons sont détectés en
coïncidence, c’est-à-dire quand la durée séparant leurs détections est inférieure à un
seuil valant généralement quelques nanosecondes. On suppose alors que ces deux
photons sont issus d’une même annihilation électron-positon ayant eu lieu sur la
ligne, appelée ligne de réponse, reliant les deux détecteurs concernés.

Un détecteur est composé de deux éléments : un scintillateur et un tube photo-
multiplicateur.

Le scintillateur a pour fonction de convertir les photons de haute énergie reçus
en photons du domaine visible — entre 1,6 eV et 3,3 eV.
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Figure 1.2 – Formation d’un sinogramme et reconstruction d’une image de cerveau

Le tube photomultiplicateur convertit ensuite les photons lumineux en cou-
rant électrique.

1.1.4 Stockage des données

Les coïncidences sont stockées dans un graphique, appelé sinogramme, qui, pour
une paire d’anneaux donnée, représente en abscisse la distance entre la ligne de
réponse et le centre du scanner, et en ordonnée l’angle que forme la ligne de réponse
avec une direction donnée.

Que le lecteur se représente dans un premier temps une source d’émission ponc-
tuelle (figure 1.2.A). Diverses lignes de réponse peuvent émerger d’une annihilation
en cet unique point, selon la direction que prennent les deux photons, mais l’ensemble
de ces lignes correspond à une demi-sinusoïde sur le sinogramme ((figure 1.2.B)),
ce qui justifie son nom. La localisation de la source ponctuelle est possible grâce
aux caractéristiques de cette sinusoïde. Le sinogramme d’un objet plus complexe
est donc une superposition de sinusoïdes et la détermination de l’objet à partir de
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Figure 1.3 – Description des quatre types de coïncidences. Le point noir représente
l’annihilation du positon, les lignes courbes le parcours réel des photons et la ligne
pointillée la ligne de réponse enregistrée, mais erronée. Image prise de [Bailey et al.,
2005]

son sinogramme est l’objet de la reconstruction de l’image. Les figures 1.2.C et 1.2.D
représentent respectivement le sinogramme d’une coupe de cerveau et sa reconstruc-
tion.

1.1.5 Corrections

Malheureusement, le nombre de coïncidences détectées par un couple de détec-
teurs n’est pas proportionnel à l’activité dans la ligne de réponse correspondante et
plusieurs corrections doivent être apportées avant la reconstruction.

Un premier problème est que parmi les coïncidences enregistrées, seule une partie
doit être prise en compte. On peut en fait grouper les différents types de coïncidences
en quatre catégories, ainsi que le montre la figure 1.3.

Un deuxième problème vient du fait que lorsqu’une paire de photons est émise,
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une certaine probabilité existe que l’un au moins des deux photons interagisse avec
la matière et n’atteigne pas sa cible. Cette probabilité dépend du milieu traversé
et est spécifique à une ligne de réponse donnée. Elle est donc modélisée par un
sinogramme d’atténuation.

Afin de réduire la quantité de données à stocker, les lignes de réponse les plus
proches sont souvent groupées, aussi bien selon l’angle azimutal (mashing) que selon
l’angle co-polaire (span). Mais la géométrie du scanner fait que les différents groupes
ne contiennent pas le même nombre de paires de détecteurs. Le sinogramme de nor-
malisation rend compte de ces différences, ainsi que de des variations de l’efficacité
des cristaux.

Toutes ces corrections (estimation des diffusées, des coïncidences fortuites, de
l’atténuation et de la normalisation) sont estimées et stockées dans des sinogrammes
avant la reconstruction de l’image.

PSF La désintégration radioactive à l’origine de la détection de deux photons
en coïncidence peut ne pas avoir eu exactement lieu sur la ligne joignant les deux
cristaux récepteurs. Ceci peut être dû à divers phénomènes, comme le parcours du
positon émis avant son annihilation, ou le fait que les directions des deux photons
émis ne soient pas colinéaires. Si l’on ne prend pas en compte ce phénomène, on
observe sur l’image une tache quand l’objet imagé est une source ponctuelle de
radioactivité. Ce floutage de l’image est appelé la fonction d’étalement du point (en
anglais PSF, pour point spread function).

Temps de vol Les scanners récents sont suffisamment précis pour pouvoir estimer
la position approximative de l’annihilation à partir du temps écoulé entre la détection
des deux photons reçus en coïncidence. Leur résolution temporelle va de 200 ps à
700 ps, ce qui correspond à une précision spatiale allant de 3 cm à 10,5 cm.

1.1.6 Modélisation du problème

La première étape dans la modélisation du problème de la reconstruction d’images
TEP est de correctement représenter l’objet imagé que l’on cherche à reconstruire.
Bien que diverses méthodes aient été proposées, la plus naturelle (et la plus utilisée)
est de diviser l’espace en voxels, et d’associer à chacun de ces voxels une activité.
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On représente une telle image par un vecteur x dont chaque coordonnée représente
l’activité d’un voxel.

Étant donné une image x, l’étape suivante consiste à modéliser combien de coïn-
cidences le scanner TEP détecte par élément du sinogramme. On note m ce vecteur
des coïncidences reçues. En TEP, on modélise assez bien le vecteur m par une loi
de Poisson de moyenne m̄(x) = Sx + ρ, où S est la « matrice système », dont l’élé-
ment mij est proportionnel à la probabilité qu’une désintégration ayant lieu dans le
voxel j soit détectée par la ligne de réponse i. Cette matrice prend en compte l’at-
ténuation et la normalisation dont nous avons déjà parlé (section 1.1.5), l’éventuelle
correction de PSF, l’information sur le temps de vol, ainsi qu’un terme purement
géométrique. ρ contient la moyenne des coïncidences supplémentaires (fortuites et
diffusées) reçues par la ligne de réponse. On suppose généralement que S et ρ sont
parfaitement connus.

Le problème de la reconstruction d’images TEP consiste à estimer l’image x à
partir des données reçues m. Cependant, le nombre de lignes de réponse est géné-
ralement très supérieur au nombre de voxels, ce qui fait que l’équation m = Sx + ρ

est généralement sans solution. Plusieurs stratégies sont alors possibles pour choisir
le « meilleur » x, et nous décrivons ici les principales. Il est à noter que nous ne
traitons dans cette section que des objectifs à atteindre et de leurs propriétés. Les
algorithmes permettant d’atteindre ces objectifs seront traités dans la section sui-
vante. Notons également que la présentation qui suit ne tient pas compte de l’ordre
dans lequel les différentes idées sont historiquement apparues.

Maximum de vraisemblance Le maximum de vraisemblance est un estimateur
couramment utilisé en statistiques pour estimer les paramètres d’une distribution
de probabilité. Il vise à trouver l’image x maximisant la probabilité de m sachant
x : Pr(µ = m|Ξ = x), où µ et Ξ sont des variables aléatoires dont les réalisations
sont les données et les images respectivement.

La loi de Poisson nous donne :

Pr(µ = m|Ξ = x) =
I∏

i=1

m̄i(x)mi exp(−m̄i(x))
mi!

(1.3)

Pour les besoins de l’optimisation, on n’optimise en principe pas directement
cette probabilité, mais quelques modifications, menant à un problème équivalent,
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lui sont d’abord appliquées :

— Le terme mi! étant indépendant de l’image à reconstruire, est ignoré.

— On optimise plutôt le logarithme de la probabilité que la probabilité elle-même.

Après ces modifications, la fonction à maximiser, appelée log-vraisemblance, est la
suivante :

L(x) =
I∑

i=1
(mi log(m̄i(x)) − m̄i(x)) (1.4)

Dans ce formalisme, l’image projetée m̄(x) doit être positive pour que la vraisem-
blance soit définie. Cependant, dans le cas général, l’image elle-même peut prendre
des valeurs négatives, ce qui pose un problème de signification physique.

Maximum de vraisemblance sous contrainte de positivité Pour corriger ce
problème, il est possible de maximiser la vraisemblance dans l’ensemble restreint des
images positive. En plus de respecter une contrainte physique du problème, ceci a
pour effet de réduire la variance et l’erreur quadratique moyenne de l’image estimée,
mais au prix de l’introduction d’un biais positif. Ce biais positif est inhérent à la po-
sitivité de l’image. En effet, si l’image réelle contient un voxel nul, l’estimation de ce
voxel, n’étant pas parfaite, aura une probabilité non nulle d’être positive, ce qui don-
nera une moyenne positive à l’estimateur. Ce biais positif, qu’illustre la figure 1.4, est
d’autant plus important dans les zones de faible activité (appelées zones froides),
particulièrement quand les données sont bruitées et peu nombreuses. Il est compensé
par un biais négatif dans les zones d’activité élevée (les zones chaudes) proches
des zones froides.

Maximum a posteriori (MAP) Le maximum de vraisemblance peut mener à
des images extrêmement bruitées, surtout dans le domaine des basses statistiques.
Cela vient notamment de ce qu’il cherche à maximiser Pr(µ = m|Ξ = x), mais que
le problème de la reconstruction tomographique consiste à trouver x sachant m. La
recherche du maximum a posteriori pose quant à lui le problème de la maximisation
de la densité de probabilité de Ξ sachant µ = m : gΞ|µ=m. Le théorème de Bayes
relie entre elles ces deux probabilités de la manière suivante :

gΞ|µ=m(x) = Pr(µ = m|Ξ = x)gΞ(x)
Pr(µ = m) (1.5)
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Figure 1.4 – Illustration du biais positif introduit par le maximum de vraisem-
blance sous contrainte de positivité (MLEM). FBP est un algorithme analytique pré-
senté dans la section 1.1.7.1 Image prise d’une présentation faisant suite à [Van Slam-
brouck et al., 2015]

.
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où gΞ(x) et Pr(µ = m) représentent un a priori sur l’image x et sur les données m

respectivement. En passant au logarithme, et en enlevant les termes ne dépendant
pas de l’image, la fonction à maximiser devient la suivante :

F (x) = L(x) − βR(x) (1.6)

où βR = − log(gΞ) peut aussi être vu comme une simple pénalité appliquée à la log-
vraisemblance. Il n’est pas aisé de trouver un a priori correspondant réellement à la
distribution réelle des images. Aussi un choix doit-il être fait, tant sur le paramètre
β, donnant l’intensité de la pénalité, que sur la fonction R donnant sa forme. R doit
dans l’idéal privilégier les images lisses, tout en autorisant des frontières nettes entre
différentes régions de l’image. R est le plus souvent choisie convexe pour faciliter
l’optimisation. Ils sont généralement de la forme suivante :

R(x) =
∑

j

∑
j′∈Nj

ξjj′ωjj′ψ(xj, xj′) (1.7)

où

— Nj est le voisinage de j.
— ξjj′ est le facteur de proximité, par exemple l’inverse de la distance euclidienne

séparant les deux voxels.
— ωjj′ est l’éventuel facteur de similarité, apportant de l’information issue d’une

autre modalité, par exemple une image issue d’un IRM ou d’une tomodensi-
tométrie. Nous n’utiliserons pas ce facteur durant cette thèse.

— ψ(xj, xj′) est la fonction de potentiel, en principe convexe, pénalisant les va-
leurs trop éloignées.

La fonction de potentiel quadratique est la plus utilisée, grâce à sa forme simple :
ψ(xj, xj′) = (xj − xj′)2

Nuyts et al. ont introduit en 2002 [Nuyts et al., 2002a] la fonction de potentiel
sur les différences relatives : ψ(xj, xj′) = (xj−xj′ )2

xj+xj′ +γ|xj−xj′| , où le paramètre γ permet
d’autoriser de plus ou moins grandes différences d’intensité. C’est actuellement la
seule fonction de potentiel utilisée en routine clinique.

Le maximum a posteriori permet de réduire la variance de l’image à reconstruire,
au prix de l’introduction d’un biais dans certaines régions de l’image, particulière-
ment dans les régions de petite taille, qui s’en trouvent souvent moins visibles.
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Estimateur des moindres carrés Plutôt que de maximiser la vraisemblance de
Poisson, on a proposé [Nuyts et al., 2002b, Van Slambrouck et al., 2015] de choisir
l’image solution du problème des moindres carrés. Une telle image peut contenir
des valeurs négatives dans l’espace image, mais également dans sa projection dans
l’espace des données m̄(x). L’avantage de cet estimateur est qu’il est connu pour être
non biaisé à la seule condition que les « erreurs » — c’est-à-dire ici m − m̄(xvraie),
où xvraie représente l’objet réel imagé — soient de moyenne nulle, ce qui est le cas
en reconstruction TEP car elles sont issues d’un bruit de Poisson.

1.1.7 Algorithmes de reconstruction

On peut regrouper les algorithmes de reconstruction TEP en trois grandes caté-
gories, que nous traiterons successivement : les algorithmes analytiques (rétroprojec-
tion filtrée), les algorithmes itératifs, et les algorithmes utilisant de l’apprentissage
profond.

1.1.7.1 Algorithmes analytiques

Les algorithmes analytiques furent historiquement les premiers à apparaître. Ils
se caractérisent par leur simplicité et leur faible temps de calcul. Ces algorithmes
fonctionnent à l’aide des propriétés théoriques de la transformée de Radon. Celle-
ci transforme une image bidimensionnelle en sinogramme en effectuant simplement
l’intégrale curviligne de l’image le long de chaque ligne de réponse. Si on lui applique
ensuite les corrections d’atténuation, de normalisation, et qu’on ajoute les diffusés et
les fortuits, la transformée de Radon permet donc de modéliser simplement l’émis-
sion et la formation du sinogramme. La rétroprojection filtrée (en anglais filtered
back projection, FBP) est simplement une inversion de la transformée de Radon
permettant de retrouver l’image initiale à partir d’un sinogramme, et des diverses
corrections que nous avons déjà évoquées plus haut, et qu’on calcule séparément.

Malheureusement, ces images présentent régulièrement des stries près des zones
de forte activité de l’image.

1.1.7.2 Algorithmes itératifs

Pour pallier les manquements de la rétroprojection filtrée, il est possible d’utili-
ser un modèle plus sophistiqué pour l’émission des données et de prendre en compte
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la nature statistique du bruit en utilisant explicitement le modèle décrit à la sec-
tion 1.1.6. Le problème ainsi formulé ne peut cependant plus être résolu directement
et une méthode itérative devient nécessaire. Le choix de l’algorithme de reconstruc-
tion commence souvent par le choix de la fonction objectif à minimiser, mais ne se
limite pas à celle-ci. En effet, il convient de tenir compte également de nombreux
autres paramètres comme de sa vitesse de convergence, ou de sa stabilité numérique.
Ce sont de ces autres paramètres dont il est particulièrement question dans cette
section.

Les méthodes itératives sont aujourd’hui les plus abouties et sont celles actuelle-
ment utilisées dans la pratique clinique. Ce sont aussi celles dont nous traiterons le
plus dans cette thèse. Aussi nous détaillons dans cette section les principales d’entre
elles.

Les méthodes ART Les méthodes ART, de l’anglais algebraic reconstruction
techniques, sont les méthodes itératives les plus anciennes (1970) [Gordon et al.,
1970]. Ces méthodes permettent la résolution de systèmes linéaires creux de grande
dimension. Cependant, elles ne convergent pas vers une unique solution, mais entrent
dans un « cycle limite ». De plus, elles ne tiennent pas compte la nature particulière
du bruit dans les données TEP, qui se modélise bien par une loi de Poisson.

L’algorithme MLEM L’algorithme faisant figure de référence parmi les mé-
thodes de reconstruction itératives est l’algorithme MLEM (Maximum Likelihood
Expectation Maximization), proposé par [Shepp and Vardi, 1982] et indépendam-
ment par [Lange and Carson, 1984]. C’est en fait l’application de l’algorithme
EM [Dempster et al., 1977] (Expectation Maximization) à la reconstruction TEP.
L’algorithme EM est une méthode générale permettant de maximiser la vraisem-
blance d’une loi de probabilité quelconque en faisant usage de données « complètes »
non observées. Appliqué à la TEP, les deux étapes de l’algorithme EM se groupent
et forment l’équation simple de mise à jour suivante :

xk+1
j = xk

j ×

∑
i
Sij

mi

m̄i(xk)∑
i
Sij

(1.8)

Il est démontré que MLEM converge vers l’image positive maximisant la vraisem-
blance (voir la section 1.1.6), ce qui en fait un algorithme particulièrement attrayant.
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MLEM garantit la positivité de l’image non seulement à convergence mais aussi à
chaque itération de l’algorithme. MLEM possède néanmoins quatre défauts majeurs
qui ont justifié la recherche d’algorithmes alternatifs. Nous présenterons dans la
section suivante les solutions que la littérature propose pour corriger ces problèmes.

1. Lenteur de la convergence MLEM nécessite une cinquantaine d’itérations
avant d’obtenir une image acceptable et un nombre d’itérations encore bien
plus important avant de converger. Chaque itération nécessitant une quinzaine
de secondes [Whiteley et al., 2021], les chercheurs du domaine ont cherché des
variantes plus rapides à MLEM.

2. L’effet damier L’image maximisant la vraisemblance est généralement extrê-
mement bruitée, même avec la contrainte de positivité, et présente une appa-
rence souvent qualifiée de damier, ou de ciel étoilé. À cause de ce phénomène,
MLEM n’est jamais utilisé jusqu’à convergence, mais est arrêté prématuré-
ment. En choisissant une image initiale uniforme, on obtient alors un intermé-
diaire généralement acceptable entre l’image initiale uniforme et le maximum
de vraisemblance contraint. Un arrêt entre 15 et 65 itérations constitue généra-
lement le meilleur choix. La figure 1.5 illustre ce phénomène. En plus de l’arrêt
prématuré, l’image issue de MLEM est généralement filtrée par une fonction
Gaussienne 3D.

3. Convergence plus lente des zones froides que des zones chaudes
L’équation 1.8 peut se reformuler sous la forme d’un algorithme du gradient
dont le pas est proportionnel à l’activité du voxel mis à jour :

xk+1
j = xk

j +
xk

j∑
i
Sij

∂L

∂xj

(xk) (1.9)

Ce pas est plus faible dans les zones de faible intensité et la convergence est
donc plus lente dans ces zones que dans les zones chaudes. Lors d’un arrêt
prématuré de l’algorithme, ce fait accroît le biais positif dans les zones froides.

4. Contrainte de positivité La contrainte de positivité de l’algorithme est un
des avantages de MLEM. Mais comme nous l’avons vu dans la section 1.1.6,
elle induit également un biais positif dans l’image. L’utilisation d’algorithmes
assouplissant cette contrainte permet de réduire, voire d’annuler, ce biais en
utilisant, par exemple, l’une des autres fonctions objectif décrites dans la sec-
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(a) image par-
faite

(b) 1 itération (c) 5 itérations

(d) 40 itérations (e) 1000 itérations

Figure 1.5 – Évolution de la reconstruction d’un fantôme par MLEM au cours
des itérations. 1.5a représente l’image réelle. L’image obtenue après 40 itérations est
visuellement bien plus séduisante que l’image obtenue à convergence, mais la zone
froide entre les sphères chaudes est loin d’être complètement blanche, comme elle
devrait l’être. Toutes les images sont à la même échelle de couleur. Sauf la première
itération, qui serait quasiment invisible si la même échelle que pour les autres images
était appliquée.
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tion 1.1.6.

Améliorations de MLEM

OSEM Afin d’accélérer MLEM, deux études ont proposé l’algorithme OSEM (de
l’anglais Ordered Subsets Expectation Maximization) [Hudson et al., 1992, Hudson
and Larkin, 1994]. Cet algorithme divise l’espace des données en S sous-ensembles.
Une itération d’OSEM se compose d’m sous-itérations, chacune d’elle appliquant
l’équation de MLEM en n’utilisant qu’un seul sous-ensemble, ce qui mène à l’équa-
tion suivante :


xk,s+1

j = xk,s
j

∑
i∈Es

Sij
mi

m̄i(xk,s)∑
i∈Es

Sij
pour s ∈ [[0, S − 1]];

xk+1,0
j = xk,S

j (= xk
j par définition)

(1.10)

Une itération d’OSEM demande un temps de calcul à peu près égal à une ité-
ration de MLEM, mais a un résultat comparable à S itérations (du moins lors
des premières itérations). Cette accélération considérable de MLEM fait d’OSEM
l’algorithme le plus utilisé actuellement en routine clinique. Cependant, OSEM ne
converge pas, mais finit par entrer dans un « cycle limite ». Ceci ne pose géné-
ralement pas de problème puisque MLEM est de toute façon en principe arrêté
prématurément. Dans le cas où le maximum de vraisemblance contraint est réelle-
ment recherché, il est toujours possible de se mettre à utiliser MLEM au bout d’un
certain nombre d’itérations.

L’idée de diviser l’espace des données en sous-ensembles n’est pas limité à MLEM,
mais peut également s’appliquer à n’importe quel algorithme de reconstruction ité-
ratif. Cependant, l’usage veut que les autres algorithmes ne changent généralement
pas de nom lorsqu’ils sont utilisés avec des sous-ensembles.

1.1.7.3 Pénalisation

Afin de lutter contre l’effet damier, il est possible d’opter pour la recherche du
maximum a posteriori plutôt que du maximum de vraisemblance, comme décrit
dans la section 1.1.6. Comme cela revient à ajouter un terme à la fonction à mi-
nimiser afin de pénaliser certaines images, on parle d’algorithmes pénalisés. Divers
algorithmes convergeant vers ce maximum ont été proposés, par exemple celui de de
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Pierro [Pierro, 1995]. L’algorithme BSREM (pour block sequential regularized expec-
tation maximization) [Pierro and Yamagishi, 2001,Ahn and Fessler, 2003] est quant
à lui le seul algorithme pénalisé actuellement utilisé en routine clinique, en utilisant
la fonction de potentiel sur les différences relatives [Nuyts et al., 2002a] (voir la sec-
tion 1.1.6). Nous présentons ici un algorithme que nous appellerons PPGML (pour
penalized preconditioned gradient maximum likelihood), proposé par Johan Nuyts en
2002 [Nuyts et al., 2002a]. La convergence de cet algorithme n’a pour l’instant pas
été prouvée, mais l’expérience montre qu’il est extrêmement robuste aux instabilités
numériques, tout en donnant des résultats proches de ceux des autres algorithmes.
Son équation de mise à jour est, pour la version n’utilisant pas de sous-ensembles,
la suivante :

xk
j = xk

j + xk
j

∑
i
Sij

mi−m̄i(xk)
m̄i(xk) − β∂jR(xk)∑

i
Sij + xk

jβ∂
2
jR(xk) (1.11)

∂j dénote ici la dérivée partielle par rapport à la je variable.

Algorithmes autorisant les valeurs négatives dans l’image Il est possible
d’assouplir la contrainte de positivité de MLEM, ce qui a également pour effet
d’accélérer la convergence de l’image dans les zones froides.

AML Byrne a proposé en 1998 un algorithme appelé ABEMML [Byrne, 1998],
généralisant MLEM en contraignant l’algorithme entre deux bornes A et B, A pou-
vant éventuellement être négatif [Erlandsson et al., 2000]. ABEMML converge vers
l’image minimisant KL(m − SA, m̄(x) − SA) +KL(SB− m,SB− m̄(x)), où KL
représente la divergence de Kullback-Leibler [Kullback and Leibler, 1951]. En 2005,
Rahmim et al. proposèrent une simplification d’ABEMML [Rahmim et al., 2005],
qui s’appellera AML par la suite, dans laquelle la borne B tend vers +∞. Si l’on
choisit de plus A uniforme, l’équation de mise à jour est la suivante :

xk+1
j = A+ (xk

j − A) ×

∑
i
Sij

mi−ASij

m̄i(xk)−ASij∑
i
Sij

(1.12)

On retrouve bien l’équation de mise à jour de MLEM quand A = 0. En faisant de
plus tendre A vers −∞, comme proposé par [Van Slambrouck et al., 2015], l’équation
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devient :

xk+1
j = xk

j +

∑
i
Sij

mi−m̄i(xk)∑
j′ Sij′∑

i
Sij

(1.13)

NEG-ML L’algorithme NEG-ML fut initialement proposé par Nuyts et al. en
2002 [Nuyts et al., 2002b], dans le but d’améliorer les images ne disposant pas de
correction d’atténuation. Son équation de mise à jour était alors la suivante :

xk+1
j = xk

j + max


xk

j∑
i

Sij

; 1
∑

i

Sij

∑
j′
Sij′

max (1;mi)


∑

i

Sij
mi − m̄i(xk)

max (1; m̄i(xk)) (1.14)

Le nombre 1 dans les termes max (1;mi) et max (1; m̄i(xk)) a pour but d’empê-
cher les divisions par 0. xk

j∑
i

Sij

est le pas de MLEM, sensé mener à une convergence

rapide dans les zones chaudes, quand 1∑
i

Sij

∑
j′
Sij′

max (1;mi)

est spécifique à NEG-ML

et est plus rapide dans les zones froides. L’idée de Nuyts était de prendre le plus
grand des deux afin de mener à une convergence rapide dans toute l’image.

Ce pas variable avait pour conséquence que NEG-ML ne permettait pas tou-
jours de réduire le biais positif significativement, comparé à MLEM [Van Velden
et al., 2009, Verhaeghe and Reader, 2010], et pouvait de plus entraîner des pro-
blèmes de convergence [Van Slambrouck et al., 2015]. En 2015, van Slambrouck et
al. [Van Slambrouck et al., 2015] proposèrent une nouvelle version de NEG-ML en
ne conservant que le pas spécifique à NEG-ML. Ils introduisirent également un para-
mètre ψ en deçà duquel les données n’étaient plus modélisées par une loi de Poisson,
mais par une loi Gaussienne, ce qui conduisit à la formule suivante :

xk+1
j = xk

j +
αj

∑
i

Sij
mi − m̄i(xk)

max (ψ; m̄i(xk))

∑
i

Sij

∑
j′
Sij′αj′

max (ψ; m̄k
i )

(1.15)



45

dans laquelle l’ensemble des αj étaient des paramètres additionnels. En choisissant
les αj uniformes et en faisant tendre ψ vers +∞, on obtient l’équation suivante :

xk+1
j = xk

j +

∑
i
Sij(mi − m̄i(xk))∑

i
Sij

∑
j′
Sij′

(1.16)

L’algorithme induit par cette dernière équation converge vers la solution des
moindres carrés, et est par conséquent non biaisé (voir la section 1.1.6).

ADMM-Reg et HypoC-PML En 2018, Lim et al. [Lim et al., 2018] propo-
sèrent un algorithme convergeant vers le maximum de vraisemblance non contraint,
éventuellement pénalisé. Cet algorithme utilise la méthode ADMM (pour alterna-
ting direction method of multipliers) [Boyd et al., 2011], une variante de la méthode
des lagrangiens augmentés permettant de résoudre des problèmes généraux d’opti-
misation sous contrainte 1. Lim et al. ont pour cette raison appelé leur algorithme
ADMM-Reg.

Bousse et al. présentèrent en 2020 [Bousse et al., 2020] une méthode alterna-
tive à [Lim et al., 2018] résolvant le même problème d’optimisation. Cette mé-
thode remplace la fonction à maximiser par une suite de fonctions sans contrainte
sur le domaine de faisabilité, hypo-convergeant vers la log-vraisemblance pénalisée.
L’hypo-convergence est une notion particulière de convergence de suite de fonc-
tions garantissant sous certaines conditions, réunies ici, la convergence des maxima
successifs vers le maximum de la limite. Ce nouvel algorithme, appelé HypoC-PML
(pour hypo-convergence for penalized maximum-likelihood) converge plus rapidement
qu’ADMM-Reg.

1.1.7.4 Algorithmes utilisant de l’apprentissage profond

Suite aux développements récents de l’intelligence artificielle, et en particulier de
l’apprentissage profond, une nouvelle classe d’algorithmes de reconstruction est ap-
parue. Cette classe n’est cependant pas encore opérationnelle, et ne peut pas actuel-
lement être utilisée en routine clinique. Ces méthodes sont soit des méthodes directes,
permettant de reconstruire les images à partir des données enregistrées par le scan-
ner en apprenant elles-mêmes les théories physiques et statistiques sous-jacentes, soit

1. Il faut noter que bien qu’aucune contrainte ne soit imposée aux valeurs de l’image, une
contrainte de positivité est imposée dans l’espace des projections par définition de la loi de Poisson
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remplacent une partie d’une méthode « conventionnelle », en servant par exemple de
régularisation. Parmi les avantages souvent cités des premières méthodes, on trouve
notamment la vitesse très élevée d’exécution d’un réseau de neurone une fois en-
traîné, qui permettrait d’ouvrir la voie à de nouveaux champs d’application de la
TEP, comme la TEP interventionnelle, et la possibilité à terme de surpasser les
méthodes itératives. Les deuxièmes méthodes ont pour intérêt de faire apprendre
automatiquement à un réseau de neurones des éléments difficiles à modéliser phy-
siquement. Dans tous les cas, dans le cadre d’un apprentissage supervisé à partir
de données provenant de patients, ce sont des algorithmes itératifs qui fournissent
l’approximation de la vérité terrain. L’amélioration de la qualité des algorithmes
itératifs peut donc contribuer en retour à l’amélioration des algorithmes utilisant de
l’apprentissage profond. Le lecteur intéressé pourra trouver une revue complète de
ces méthodes dans la référence [Reader et al., 2021].

1.2 L’yttrium 90 et l’émission de positons

1.2.1 Introduction

L’yttrium 90 (90Y) émet en se désintégrant des particules β− d’énergie ciné-
tique moyenne de 933,6(12) keV et maximale de 2280,1(16) keV, avec une pénétra-
tion moyenne dans les tissus de 2,5 mm et maximale de 11 mm. Ces grandeurs, ainsi
que sa demi-vie (64,053(20) h), font de l’yttrium 90 l’un des radionucléides les plus
utilisés pour les applications thérapeutiques en médecine nucléaire.

La désintégration la plus probable de l’yttrium 90 est une désintégration directe
vers l’état fondamental du zirconium 90 (90Zr). La valeur Q 2 de la réaction est de
2280,1(16) keV.

En 1955, Ford prédit que le premier état excité du zirconium 90 était un état
0+ [Ford, 1955]. L’état prédit fut ensuite découvert par Johnson et al. [Johnson et al.,
1955] qui observèrent également une émission de positons pendant la désintégration
de l’yttrium 90, attribuée à la transition 0+ − 0+. Cette émission de positons peut
être utilisée pour l’imagerie TEP après un traitement à l’yttrium 90.

2. La valeur Q, aussi appelée chaleur, d’une réaction est la différence de masse entre les compo-
sants initiaux et finals. Ici, le composant initial est le noyau initial de l’yttrium 90 et les composants
finals sont le noyau du zirconium 90 et l’électron nouvellement créé. La valeur Q correspond à la
libération d’énergie.
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La section 1.2.2 expliquera pourquoi le premier état excité du zirconium 90 a
une parité de spin de 0+ en utilisant le modèle en couches. La section 1.2.3 présen-
tera ensuite la désintégration de l’yttrium 90. Ces deux sections sont proposées au
lecteur intéressé, mais ne sont pas nécessaires à la compréhension de cette thèse.
La section 1.2.4 présente quant à elle les problèmes spécifiques liés à l’utilisation de
l’yttrium 90 en TEP.

1.2.2 Le premier état excité 0+ du zirconium 90

1.2.2.1 Présentation du modèle en couches

Les niveaux d’énergie des noyaux atomiques sont bien décrits par le modèle en
couches, présenté par la figure 1.6.

Fondé sur le principe d’exclusion de Pauli, ce modèle décrit les différentes énergies
potentielles que peuvent prendre les nucléons à l’intérieur d’un noyau. Comme les
protons et les neutrons sont des particules différentes, il faut remplir les couches
séparément pour les protons et les neutrons. On nomme couches majeures l’ensemble
des sous-couches séparées par une différence d’énergie potentielle importante. Les
couches majeures sont remplies de 2, 8, 20, 28, 50, 82 et 126 nucléons respectivement
pour les premières.

De manière analogue à ce qui se fait pour les couches électroniques, le modèle en
couches étiquette les couches par leur nombre quantique de moment angulaire orbital
l. On appelle une couche s si l = 0, p si l = 1, puis d, f , g, h, i, etc. Une couche
de moment angulaire l a une dégénérescence de 2(2l + 1), c’est-à-dire qu’elle peut
contenir 2(2l+1) nucléons. Le facteur 2l+1 vient de ce que les nucléons à l’intérieur
d’une couche peuvent avoir un moment orbital dans la direction z compris entre −lℏ
et lℏ par pas de ℏ. Le facteur 2 tient du fait que la projection du spin d’un nucléon
dans la direction z peut prendre deux valeurs : −ℏ/2 et ℏ/2. La première couche
d’une certaine valeur de l est indexée par 1, la seconde par 2, etc. Par exemple, pour
l = 2, nous avons les couches 1d, 2d, 3d, etc. 3 [Krane, 1988]. Contrairement à la
physique atomique, l’interaction spin-orbite est importante en physique nucléaire.
Cela signifie que pour chaque couche, on doit distinguer si le spin et le moment
angulaire orbital sont alignés ou non. Si oui, le moment angulaire total j prend le

3. Ceci diffère de la notation utilisée en physique atomique, où l’indice désigne le nombre quan-
tique principal, il n’y a donc ni d’état 1d, ni d’état 2d.
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Figure 1.6 – Modèle en couches. Figure tirée de [D’Arienzo, 2013]. Les parenthèses
rondes (2), (4), etc. indiquent les dégénérescences de niveau et les parenthèses carrées
[2], [6], etc. le nombre total d’occupation.
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nombre quantique l + 1/2, sinon l − 1/2. Chaque couche (excepté les couches s où
l = 0) est alors divisée en deux couches étiquetées par la valeur j (par exemple, 1d
est divisé en 1d3/2 et 1d5/2). Une fois encore, la projection de ce moment angulaire
total le long d’une direction spécifique peut prendre une valeur allant de −jℏ à jℏ
par pas de ℏ, de sorte que chaque couche peut contenir 2j + 1 nucléons. 4 Le niveau
d’énergie de ces couches est présenté dans la figure 1.6. La parité d’un nucléon est
déterminée par (−1)l, par conséquent les couches s, d, g, etc. ont une parité paire
et les couches p, f , h, etc. une parité impaire.

1.2.2.2 Explication des niveaux observés du zirconium 90

90
40Zr50 possède 40 protons et 50 neutrons. Les neutrons remplissent donc une

couche majeure et il faut beaucoup d’énergie pour les exciter : les premiers états
excités sont donc obtenus en excitant des protons. Dans l’état fondamental, les 40
protons remplissent des couches jusqu’à la sous-couche 2p1/2.

On peut s’attendre à une augmentation de l’énergie potentielle de l’ordre de
0,9 MeV lorsque l’un des protons de la sous-couche 2p1/2 est excité jusqu’à la couche
1g9/2. Si les deux étaient excités, cela entraînerait une augmentation de 1,8 MeV.
On s’attend à ce que ces états soient les premiers états excités. Considérons-les
successivement.

À l’ordre zéro, l’état excité le plus bas devrait être trouvé lorsqu’un proton de la
couche 2p1/2 est excité vers la couche 1g9/2. Cela devrait normalement conduire à une
augmentation de l’énergie potentielle d’environ 0,9 MeV. Dans cette configuration,
seuls deux protons sont non appariés. L’un a un spin 1/2 et une parité impaire,
l’autre un spin 9/2 et une parité paire. Comme le moment angulaire total est le
produit des deux, la parité résultante doit être impaire. Le spin total doit se situer
entre 9/2−1/2 et 9/2+1/2 par pas entiers. Dans ce cas, le noyau est alors soit dans
un état à 4−, soit dans un état à 5−. Parmi les autres états excités, celui qui présente
la plus faible énergie potentielle devrait être une excitation des deux protons de la
couche 2p1/2 vers la couche 1g9/2. Cette dernière possibilité devrait entraîner une
augmentation d’environ 1,8 MeV et conduire à des états de 0+ à 9+. Cependant,
on doit considérer les deux protons 1g9/2 comme des particules identiques, et donc
comme une fonction d’onde correctement symétrisée. Cela réduit le spin résultant

4. Le nombre total de nucléons potentiels de 1d3/2 est donc de 4, et celui de 1d5/2 de 6. Par
conséquent, 1d peut encore recevoir 10 nucléons.
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Figure 1.7 – [Ford, 1955].1.7b : Premiers états excités du zirconium 90. Données
de [nnd, ]

à des valeurs paires, et les possibilités sont donc 0+, 2+, 4+ et 8+ [Krane, 1988].
Ces deux possibilités sont présentées sur le côté gauche de la figure 1.7a. Une autre
possibilité est l’excitation d’un proton de la sous-couche 1f5/2 vers la sous-couche
1g9/2, conduisant aux états 2− à 7−.

Afin d’obtenir un modèle plus réaliste, il faut ajouter la force d’attraction à deux
corps entre les deux protons potentiellement non appariés. Dans les configurations
0+ avec (p1/2)2 et (g9/2)2, l’interaction mutuelle est très forte et cela se traduit par
un décalage d’environ 1,5 MeV. Au contraire, les états dans la configuration (p1/2

g9/2) impliquent l’interaction de deux particules non équivalentes, ce qui conduit à
un décalage de seulement quelques dixièmes de MeV. L’état à 5− est plus décalé
que celui à 4− car deux protons sont plus proches dans l’espace en alignant les
moments angulaires orbitaux [D’Arienzo, 2013]. Pour la même raison, seul un petit
décalage est attendu si l’on considère les autres possibilités impliquant des particules
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non équivalentes, comme la configuration (f5/2 g9/2). Tout ceci explique pourquoi le
premier état excité observé est un état 0+.

La figure 1.7b montre les premiers états excités du zirconium 90 à partir des
dernières données. Tous les niveaux présents dans l’article de Krane sont présents
dans l’ordre correct.

1.2.3 Décomposition de l’yttrium 90

C’est toujours une désintégration β− qui mène de l’état fondamental de l’yttrium
90 (90

39Y51) à celui (stable) du zirconium 90 (90
40Zr50). Cependant, même si le processus

le plus probable est une désintégration directe dans l’état fondamental, un processus
en deux étapes est possible : dans ce cas, l’yttrium 90 se désintègre d’abord dans un
état excité du zirconium 90 par une émission β−, avant que cet état ne se désexcite.
La figure 1.7b montre les premiers états excités du zirconium 90.

La valeur Q totale de la réaction est de 2280,1(16) keV. Par conséquent, seuls
les trois niveaux de plus basse énergie du zirconium 90 peuvent être atteints : le
niveau fondamental stable 0+, le premier niveau excité 0+, et le second niveau excité
2+. Une transition vers un niveau supérieur du zirconium 90 est interdite car elle
impliquerait une création d’énergie. La transition directe vers l’état fondamental
du zirconium 90 est de loin la plus probable des trois possibilités (avec un rapport
d’embranchement de 99,9885(14) %), mais la transition vers le premier état excité
a encore un rapport d’embranchement de 0,0115(14) %. La transition vers le second
état excité ne présente quant à lui qu’un rapport d’embranchement de 1,4(3) ×
10−6 %. Ce rapport d’embranchement est totalement négligeable pour le processus
de création de paires e+ − e− au regard de l’imprécision que nous avons sur les
autres rapports d’embranchement. La figure 1.8 montre les différentes possibilités
de désintégration.

La transition de l’état excité 0+ du zirconium 90 vers l’état fondamental implique
une transition 0+ − 0+, qui n’est possible que par une transition E0 5. L’émission
d’un seul photon ne peut réaliser une telle transition, mais il existe trois possibilités :

1. Conversion interne : le champ du noyau interagit avec les électrons de
l’atome et provoque l’émission de l’un d’entre eux.

5. E signifie électrique et 0 signifie que l’ordre multipolaire du rayonnement est 20 = 1, c’est-à-
dire que la transition est un monopôle électrique
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Figure 1.8 – Différents modes de décroissance des premiers états fondamentaux de
l’yttrium 90. Les niveaux sont placés à l’échelle d’énergie correcte. Données de [nnd,
]

.
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2. Création d’une paire e+ − e−

3. Émission de deux photons, le plus probablement deux photons E1 ou M1.

Thomas [Greenberg and Deutsch, 1940] découvrit en 1940 l’expression générale
du rapport entre la probabilité de conversion interne et la probabilité de création
de paires dans les transitions 0+ − 0+. Appliquée au zirconium 90, on trouve que la
conversion interne est 2,6 fois plus probable que la création de paires. Ce rapport
d’embranchement théorique est confirmé par les dernières expériences. La probabilité
de désexcitation de l’état excité 0+ par une émission à deux photons est d’environ
0,2 % [Langhoff and Hennies, 1961]. La probabilité de la désintégration vers l’état
excité 0+, combinée à la probabilité de création de paires explique le rapport total
de 3.186(47)×10−5 création de paire par désintégration d’yttrium 90 tel que mesuré
en 2006 par Selwyn et al. [Selwyn et al., 2007].

1.2.4 Problématiques spécifiques liées à la TEP à l’yttrium
90

En plus du très faible taux de positons émis, deux autres facteurs viennent limiter
la qualité des images TEP à l’yttrium 90.

1. Le LSO (de l’anglais lutetium orthosilicate) dont est composé les détecteurs
de la majorité des scanners contient environ 2,6 % de lutétium 176, qui se
désintègre en émettant des photons d’une énergie comparable à ceux que pro-
duisent l’annihilation électron/positon. Ce phénomène augmente le nombre de
coïncidences fortuites. Il est habituellement négligeable en TEP car le taux de
positons émis est suffisamment élevé. Mais en TEP à l’yttrium 90, lorsque le
niveau d’activité est faible, le LSO est responsable de la majorité des coïnci-
dences détectées.

2. Les électrons issus de la désintégration de l’yttrium 90 produisent un Bremss-
trahlung dont la détection ajoute encore au nombre des coïncidences fortuites.
Cependant, le nombre de coïncidences fortuites dû au Bremsstrahlung est très
inférieur à celui dû au LSO.

Ces phénomènes rendent particulièrement difficile la reconstruction d’images
TEP yttrium 90, et l’étude de Strydhorst et al. [Strydhorst et al., 2016] suggère
que c’est principalement l’algorithme de reconstruction utilisé qui pourrait amélio-
rer la quantification de telles images.





Chapitre 2

POST-TRAITEMENT DES IMAGES

IMPOSANT LA POSITIVITÉ TOUT EN

PRÉSERVANT LES MOYENNES

LOCALES

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.2.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.2.2 Prérequis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
2.2.3 Formulation mathématique du problème . . . . . . . . . . 59
2.2.4 Propriétés de H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2.5 Exigence supplémentaire sur alpha . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.6 Choix de la norme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.2.7 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . 65

2.3 Formulation en termes d’optimisation linéaire et réso-
lution à l’aide d’une version améliorée de la méthode
duale du simplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.3.1 Formulation en termes d’optimisation linéaire . . . . . . . 65
2.3.2 La méthode duale du simplexe . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.3.3 Résolution à l’aide d’une version améliorée de la méthode

duale du simplexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.3.4 Détails pratiques de mise en œuvre . . . . . . . . . . . . . 70

2.3.4.1 Mise en œuvre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.3.4.2 Amélioration de l’algorithme (étape d’initialisa-

tion) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

55



56 Chapitre 2 – Post-traitement

2.3.4.3 Choix de la matrice laplacienne H . . . . . . . . 73
2.4 Illustrations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.4.1 Exemple sur un fantôme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.4.2 Étude d’un laplacien H non isotrope . . . . . . . . . . . . 78
2.4.3 Comparaison entre CPLEX et l’algorithme proposé . . . . 78

2.5 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.5.1 Mise en œuvre expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . 81
2.5.2 Images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
2.5.3 Figures de mérite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2.6 Discussion et conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



2.1. Introduction 57

2.1 Introduction

De nombreux travaux ont été consacrés à la recherche de nouveaux algorithmes
autorisant les valeurs négatives dans l’image [Byrne, 1998, Nuyts et al., 2002b,
Van Slambrouck et al., 2015, Lim et al., 2018, Bousse et al., 2020]. De telles mé-
thodes permettent de réduire, voire de supprimer le biais positif, mais les voxels
négatifs ainsi introduits n’ont aucun sens physique, et, de plus, la variance des va-
leurs de l’image se trouve augmentée. Le travail présenté dans ce chapitre propose
une stratégie de post-traitement qui peut être utilisée en plus de tout algorithme
non contraint, ou partiellement contraint, en produisant une image positive.

Une stratégie de post-traitement simpliste serait d’effectuer une simple projec-
tion orthogonale de l’image reconstruite sur l’ensemble des images positives, c’est-
à-dire de mettre à zéro les valeurs négatives, tout en gardant inchangées les valeurs
positives. Cependant, une telle solution présenterait plusieurs inconvénients. Pre-
mièrement, l’activité moyenne s’en trouverait augmentée, ce qui conduirait à un
biais positif encore plus élevé que ce qui peut être obtenu en utilisant un algorithme
de reconstruction sous contrainte de positivité. Deuxièmement, cette solution ne
tiendrait pas compte de la signification des valeurs négatives. En effet, les valeurs
négatives ne sont pas totalement vides de sens : elles n’ont pas de signification phy-
sique au niveau du voxel mais sont importantes pour réduire l’activité moyenne de
leur entourage.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche de post-traitement non triviale
qui transfère toutes les valeurs négatives aux voxels voisins afin de modifier l’image
tout en conservant le plus possible les valeurs moyennes locales. Pour atteindre un
tel objectif, un cadre classique serait d’utiliser le formalisme du transport optimal
introduit par Gaspard Monge en 1781 [Monge, 1781], et revisité par Leonid Kantoro-
vich en 1942 [Kantorovitch, 1942]. L’idée du transport optimal est de transférer une
quantité définie de masse dans une quantité définie de trous avec un coût minimal.
Il traite classiquement du cas où la quantité de masse et la capacité totale des trous
sont égales, et est donc plus axé sur la manière d’arriver à la solution finale que sur
la solution finale elle-même. Cependant, il a été étendu au cas où les distributions
initiale et finale n’ont pas la même masse [Monge, 1781,Peyré and Cuturi, 2019]. Le
principal inconvénient du transport optimal appliqué à la propagation des valeurs
négatives des images TEP est que le transfert peut être asymétrique, ce qui conduit
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à une propagation fallacieuse de l’information. La figure 2.1a montre un exemple
simple de transfert complètement asymétrique engendré par le transport optimal.
De plus, le formalisme du transport optimal ne garantit pas l’unicité de l’image fi-
nale. L’approche proposée dans ce chapitre consiste à mieux contrôler le mécanisme
de transfert en prédéfinissant une fonction d’étalement des voxels symétrique décri-
vant la proportion de la valeur provenant d’un voxel qui sera distribuée à chacun
de ses voisins. La solution est celle correspondant au transfert minimal suivant une
telle règle symétrique.

La contribution de ce travail est d’abord de formaliser cette stratégie de post-
traitement pour la suppression des voxels négatifs, et ensuite d’implémenter et
d’éprouver la méthode sur des données réelles et simulées. Nous formalisons ce
problème en termes d’optimisation linéaire [Nocedal and Wright, 1999], et nous
proposons une version adaptée de la méthode duale du simplexe pour résoudre le
problème d’optimisation. En outre, certaines de ses propriétés mathématiques sont
discutées. Enfin, nous avons évalué les performances de l’étape de post-traitement
(appelée NNEPPS, pour non-negativity enforcement post-processing step) sur des
données yttrium 90 acquises. Ce travail a donné lieu à la publication d’un article
dans IEEE Transactions on Medical Imaging en novembre 2020 [Millardet et al.,
2020].

2.2 Formulation du problème

2.2.1 Principe

L’objectif du post-traitement que nous proposons est de rendre une image posi-
tive par un transfert minimal de ses valeurs négatives vers les voxels positifs voisins.
La valeur de chaque voxel peut augmenter tandis que celle de ses voisins diminue,
de telle sorte que la moyenne soit préservée. Ce post-traitement s’accompagne des
garanties d’existence et d’unicité de la solution à la seule condition que la moyenne
globale de l’image initiale soit positive. Cette dernière condition est nécessaire car le
post-traitement préserve la moyenne globale. L’algorithme proposé dans cette étude
atteint la solution en un nombre fini d’itérations, généralement autour de 15 pour
une image TEP complète de 4 × 106 voxels, ce qui équivaut à un temps de calcul
allant d’une à dix minutes sur les huit CPU Intel Core i7-8550U @ 1,80 GHz utilisés
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dans cette étude.

2.2.2 Prérequis

Considérons une image TEP X ayant des valeurs négatives, obtenue à partir
d’un algorithme de reconstruction non contraint, et x ∈ Rn un vecteur colonne
représentant X (par exemple construit en suivant l’ordre lexicographique). Le pro-
blème abordé est celui de la suppression des valeurs négatives de X pour obtenir
une image modifiée Y correspondant à un vecteur y ∈ (R+)n. Comme nous l’avons
vu précédemment, une simple projection orthogonale de x sur (R+)n n’est pas sa-
tisfaisante. Dans ce chapitre, nous proposons une approche alternative.

Il est souhaitable que le post-traitement préserve la moyenne globale, c’est-à-
dire que la moyenne de l’image post-traitée Y doit être égale à la moyenne de X.
Un post-traitement naïf pourrait alors être de considérer la projection orthogonale
de x sur l’ensemble convexe des vecteurs positifs ayant la même moyenne que x.
Malheureusement, cette dernière ne respecterait pas le caractère local des transferts
d’intensité. Par exemple, si x est une image avec un seul voxel négatif, ce dernier
sera mis à 0 tandis que tous les autres voxels seront diminués de la même quantité.
La figure 2.1b montre un exemple simple de ce phénomène.

Par conséquent, nous devons introduire une notion de voisinage entre voxels. Une
idée naturelle est alors de minimiser la quantité transférée entre voxels voisins, au
lieu de la différence entre l’image finale et l’image initiale. On peut alors formuler le
problème de la manière suivante : min ∥α∥, tel que y = x+Hα, où α représente une
carte des transferts élémentaires, où ∥·∥ est une norme dont le choix sera discuté dans
la section 2.2.6, et où l’opérateur H décrit le mécanisme de transfert de l’intensité
de chaque voxel vers les autres voxels de l’image. Remarquons que la préservation
de la moyenne globale est automatiquement satisfaite dans cette formulation tant
qu’elle n’implique que des transferts, c’est-à-dire tant que la somme de chaque ligne
de H est nulle.

2.2.3 Formulation mathématique du problème

C’est la matrice H qui décrit la « proximité » des voxels entre eux, c’est-à-
dire, attendu qu’un voxel transfère une quantité donnée de sa valeur, quel autre
voxel reçoit quelle proportion de cette valeur. H joue donc un rôle crucial, et nous
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(b) Projection orthogonale sur l’ensemble convexe des images
positives préservant la moyenne

Figure 2.1 – Deux stratégies de post-traitement non satisfaisantes. La première
(a) peut mener à des transferts asymétriques. La deuxième (b) ne contient aucun
aspect local.
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examinons dans cette partie les propriétés que cette matrice doit remplir, tout en
approfondissant la formulation du problème.

2.2.4 Propriétés de H

Une première possibilité serait d’autoriser tous les transferts directs entre paires
de voxels voisins et de minimiser la quantité de ces transferts. Si l’on choisit de
minimiser la norme L1 d’une telle carte des transferts, on entre alors dans le cadre
du transport optimal, qui présente plusieurs inconvénients, comme discuté dans
l’introduction de cette partie (section 2.1).

Une deuxième possibilité, qui est celle retenue ici, est d’imposer une propagation
isotrope des valeurs négatives. Ainsi, le vecteur de poids α a la même taille que x

et y, chaque coefficient de α représentant la quantité que le voxel correspondant
transfère à ses voisins directs de manière symétrique et prédéfinie. Cette possibilité
répond à l’intuition selon laquelle l’intensité d’un voxel négatif devrait être transférée
uniformément à ses voisins.

Par souci de clarté, nous avons regroupé les hypothèses que doit vérifier la matrice
H en deux catégories. La première contient cinq hypothèses O1-O5. Elles sont obli-
gatoires car la validité mathématique du post-traitement en dépend. Nous consi-
dérons également trois hypothèses facultatives. On supposera F1 vérifiée tout au
long de ce chapitre, mais son rôle est uniquement de simplifier l’écriture des proposi-
tions, et celles-ci s’étendraient facilement si elle n’était pas remplie. Les hypothèses
F2 et F3 correspondent à des choix naturels, comme discuté ci-dessus, bien qu’elles
ne soient pas des conditions nécessaires au sens strict 1. Enfin, notons que l’énoncé
de l’hypothèse O5 est reporté à la fin de la liste, car elle joue un rôle spécifique qui
mérite des commentaires additionnels.

O1 Chaque colonne de H a une somme nulle (les transferts préservent l’activité
globale).

O2 La diagonale de H est uniformément positive (par convention, un αi positif
correspond à une augmentation du voxel i).

O3 H est négatif ou nul en dehors de la diagonale (Un voxel ne peut que réduire
la valeur de ses voisins en transférant sa propre valeur).

1. Nous verrons même dans la section 2.4.2 que l’hypothèse F3 peut être assouplie avec bénéfice
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O4 H est symétrique, Hij = Hji (les coefficients hors diagonale représentent la
proximité entre les voxels : Hij est la quantité donnée au voxel i par le voxel
j lorsque j transfère sa valeur, qui devrait être la même que le transfert de i
à j lorsque i transfère la sienne).

Remarque. Les hypothèses O1 à O4 imposent que la matrice soit une matrice
laplacienne, associée à un graphe non orienté particulier correspondant à l’image
TEP, où les nœuds sont les voxels, et où un poids Hij est attribué à chaque arête.
Pour une introduction sur les graphes et les matrices laplaciennes, voir [Chung and
Graham, 1997,Weisstein, ].

En conséquence de son statut de matrice laplacienne, H est une matrice semi-
définie positive de rang n − 1, chaque sous-matrice principale de H est inversible,
et son inverse n’a pas de coefficients négatifs [Miekkala, 1993].

F1 L’opérateur H définit une image connexe, c’est-à-dire qu’étant donné deux
voxels quelconques, il est possible de les relier par un chemin qui ne traverse
que les arêtes où Hij ̸= 0.

F2 Il est naturel que les transferts élémentaires ne concernent que les voisins
directs, afin que le post-traitement soit le plus local possible. La possibilité
de ces transferts vers les voisins de deuxième et de troisième ordre 2 est une
question de choix. Dans la présente étude, les transferts élémentaires ne sont
autorisés qu’entre voisins de premier ordre.

F3 Un choix simple pour H est qu’elle résulte d’un masque élémentaire spatia-
lement invariant et isotrope, i.e., un opérateur de convolution spatialement
symétrique. Le noyau de convolution peut être donné par (−0.5, 1,−0.5) pour
une image 1D, ou par 

0 −0.25 0
−0.25 1 −0.25

0 −0.25 0

 (2.1)

en 2D, par exemple. C’est cette approche qui est retenue dans la majeure
partie de cette étude. Des choix différents correspondant à des transferts non
isotropes sont étudiés dans la section 2.4.2.

2. Ceux partageant respectivement une arête ou un sommet
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2.2.5 Exigence supplémentaire sur α

Un des objectifs du NNEPPS est de corriger les incohérences physiques des al-
gorithmes non contraints en redonnant à chaque voxel sa véritable signification : les
valeurs négatives n’ont de sens que pour corriger les valeurs trop grandes de leurs
voisins, et les voxels négatifs doivent rendre cette valeur à leurs voisins. Cependant,
le problème est asymétrique, et il n’y a aucune raison pour que les voxels positifs
diffusent une valeur potentiellement « trop grande » : ces valeurs positives possèdent
déjà en elles-mêmes leur sens physique. Pour cette raison, nous imposons en outre
l’exigence obligatoire suivante :

O5 Chaque composante d’α est positive (ce qui est noté α ≥ 0n).

Des tests numériques, que présentent la figure 2.2, ont confirmé que la relaxation
de cette dernière contrainte générait des images post-traitées avec de nombreux
artefacts.

2.2.6 Choix de la norme

On peut formuler de la manière suivante le problème de post-traitement étudié
dans ce chapitre :

min
α

∥α∥ tel que (2.2a) α ≥ 0n

y = x + Hα ≥ 0n

(2.2b)

La proposition suivante, prouvée dans l’annexe A.1, définit la notion de α « mi-
nimal » indépendamment de la norme choisie 3.

Proposition 1. Si α et β sont deux cartes des transferts satisfaisant les conditions
(2.2b), le vecteur γ défini par ∀i, γi = min(αi, βi) satisfait également (2.2b).

La proposition 1 a la conséquence directe suivante.

Proposition 2. (2.2a) est équivalente à minα d(α), pour toute fonction d de Rn

dans R, à condition qu’elle soit strictement croissante selon chacune de ses variables.
En particulier, toutes les normes Lp, p ∈]0,∞[, induisent des problèmes équivalents.

3. La proposition 1 peut être étendue à un nombre infini de cartes des transferts en remarquant
que (2.2) n’implique que des sous-ensembles fermés et des opérations continues par rapport à α.
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(a) Image parfaite
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(b) Minimisation de ||α||1

-2 0 2 4 6 8

(c) Minimisation de ||α||2

Figure 2.2 – Simulations d’un post-traitement n’imposant pas la positivité de α. Le
fantôme utilisé est celui de la section 2.4.1. Certains pixels de la zone tiède en bordure
de la zone froide « aident » les pixels négatifs proches à s’annuler en transférant leur
valeur positive, ce qui érode les contours, et donne une valeur artificiellement élevée
à leurs autres voisins.
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Dans le reste de ce chapitre, on nomme la solution à (2.2) la carte des transferts
minimale.

2.2.7 Existence et unicité de la solution

Les propriétés d’existence et d’unicité du NNEPPS sont discutées ci-dessous. Les
preuves se trouvent respectivement dans les annexes A.2 et A.3.

Proposition 3. Une solution au problème (2.2) existe si et seulement si la valeur
moyenne de l’image initiale X est positive.

Proposition 4. Si une solution au problème (2.2) existe, elle est unique.

2.3 Formulation en termes d’optimisation linéaire
et résolution à l’aide d’une version améliorée
de la méthode duale du simplexe

Le NNEPPS peut être reformulé comme un problème d’optimisation linéaire
(section 2.3.1). La structure particulière de ce problème permet à la méthode duale
du simplexe d’être particulièrement efficace. En particulier, il est possible de regrou-
per plusieurs itérations en une seule, et les indices entrants peuvent être choisis de
telle sorte qu’ils soient effectivement dans la base d’indices de la solution.

2.3.1 Formulation en termes d’optimisation linéaire

On peut formuler le problème de post-traitement comme la minimisation de 1T
n α

tout en satisfaisant 4 :  α ≥ 0n

y = x + Hα ≥ 0n

(2.3)

Ce problème peut être réécrit sous sa forme standard en optimisation linéaire de
la manière suivante [Nocedal and Wright, 1999] : minimiser cT z sur z en respectant : Az = −x

z ≥ 02n

où c =
0n

1n

, z =
y

α

 et A =
(
−In H

)

4. Comme vu dans la proposition 2, la minimisation de α est indépendante de la norme. Par
exemple, le problème aurait pu être formulé de manière équivalente avec la norme L2. On choisit
ici la norme L1 pour exprimer le problème comme un problème d’optimisation linéaire



66 Chapitre 2 – Post-traitement

Comme l’imposent certains auteurs pour la formulation standard en optimisation
linéaire [Nocedal and Wright, 1999], notons qu’ici A a strictement plus de colonnes
que de lignes (respectivement 2n et n) et est de rang maximal (ici n).

À chaque problème d’optimisation linéaire est associé un problème dual [Nocedal
and Wright, 1999]. À partir de la forme standard du NNEPPS, on peut déduire que
son problème dual consiste à maximiser −xT π tout en satisfaisant AT π ≤ c. Ce
qui, sous sa forme standard, donne :

minimiser bT s tout en satisfaisant :

 Gs = 1n

s ≥ 02n

avec b =


x

0n

, s =


π

t

, et G =
(
H In

)
. π, t et s sont des variables duales de

dimensions respectives n, n et 2n.

Notons qu’à nouveau, G a strictement plus de colonnes que de lignes (respecti-
vement 2n et n) et est de rang maximal n.

Les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pour le problème de
post-traitement sont les suivantes :



y = x + Hα (2.4a)
t = 1n − Hπ (2.4b)
s ≥ 02n (2.4c)
z ≥ 02n (2.4d)
∀i ∈ J1, nK, πiyi = 0 (2.4e)
∀i ∈ J1, nK, tiαi = 0 (2.4f)

Un couple (x, s) est solution du problème si et seulement s’il remplit les conditions
de Karush-Kuhn-Tucker.

La section suivante contient les grandes lignes de l’algorithme du simplexe appli-
qué au dual du problème de post-traitement. Nous montrerons dans la section 2.3.3
qu’appliqué au NNEPPS, cet algorithme possède des propriétés qui le rendent par-
ticulièrement intéressant.
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2.3.2 La méthode duale du simplexe

Si un problème d’optimisation linéaire a des solutions, au moins une de ces
solutions appartient à une catégorie appelée point basique admissible [Nocedal and
Wright, 1999].

Un point admissible s (i.e., un point satisfaisant Gs = 1n et s ≥ 02n) est un
point basique admissible s’il a au plus n composantes non nulles et s’il existe un
sous-ensemble B ∈ J1, 2nK — appelé la base d’indices — vérifiant les trois propriétés
suivantes [Nocedal and Wright, 1999] :

— B contient exactement n indices
— i /∈ B =⇒ si = 0.
— La matrice n× n B = GJ1,nK,B est inversible.

Les points basiques admissibles sont en fait les sommets du polytope représentant
l’ensemble des points admissibles. Nous avons déjà montré dans les propositions 3
et 4 que si l’activité moyenne est positive, —ce qui est bien sûr le seul cas intéres-
sant !—, le problème de post-traitement a une solution unique, qui est donc un point
basique admissible.

L’algorithme du simplexe [Dantzig, 1948, Dantzig, 1951, Dantzig et al., 1955]
est l’algorithme de résolution le plus utilisé en optimisation linéaire [Nocedal and
Wright, 1999, Koberstein, 2005]. Cet algorithme fonctionne en générant successive-
ment une séquence de points basiques admissibles. L’algorithme 1 résume la façon
dont fonctionne une itération du simplexe.

Algorithme 1 Une itération de l’algorithme du simplexe
1: Étant donné la base d’indices B(k) et son complémentaire N (k) = J1, 2nK \ B(k).
2: Poser s

(k)
N (k) = 0n, et calculer s

(k)
B(k) à partir de (2.4b).

3: Poser z
(k)
B(k) = 0n, et calculer z

(k)
N (k) à partir de (2.4a).

4: Si z ≥ 02n, alors déclarer le succès de l’algorithme et retourner z.
5: Sinon
6: choisir q dans N (k) tel que zq < 0 (l’indice entrant).
7: Augmenter sq tout en maintenant sN (k)\{q} = 0n−1 et la condition (2.4b), jusqu’à

ce qu’une composante p de sB(k) soit égale à 0 (i.e., l’indice sortant).
8: Poser B(k+1) = B(k) ∪ {q} \ {p}
9: Fin si

Bien que l’algorithme du simplexe nécessite généralement au plus 3n itérations
pour converger, son pire cas a une complexité exponentielle [Klee and Minty, 1972].
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Cet inconvénient a motivé la recherche de nouveaux algorithmes qui rivalisent avec la
méthode du simplexe, en particulier pour les problèmes de grande taille [Khachiyan,
1979, Karmarkar, 1984]. Dans la section suivante, une version améliorée du sim-
plexe est proposée en exploitant les propriétés de notre problème de post-traitement
(équation 2.3).

2.3.3 Résolution à l’aide d’une version améliorée de la mé-
thode duale du simplexe

La taille d’une image TEP 3D complète est importante (généralement autour de
107 voxels). Cependant, l’algorithme du simplexe appliqué au problème dual [Lemke,
1954, Koberstein, 2005] (appelé méthode duale du simplexe ou simplexe dual), dé-
tient dans ce cas des propriétés très fortes, présentées dans le théorème 1, qui le
rendent très efficace.

Théorème 1. Le problème (2.2) peut être résolu efficacement par une version de la
méthode duale du simplexe, en un nombre d’itérations borné par n− 1.

Le théorème 1 est une conséquence des deux propositions suivantes, qui sont
respectivement démontrées dans les annexes A.4 et A.5.

Proposition 5. Si le problème de post-traitement admet une solution (voir propo-
sition 3), la méthode duale du simplexe atteint cette solution.

Proposition 6. Si le point de départ choisi est y(0) = x, à chaque itération du
simplexe dual, tous les indices entrants possibles (tous les i pour lesquels y(k)

i < 0)
sont bien dans la base d’indices de la solution i.e., tous les choix possibles sont des
choix corrects. De plus, l’indice sortant associé à un indice entrant est connu.

Preuve du théorème 1. La proposition 5 montre que lorsqu’une solution existe (i.e.,
lorsque la valeur moyenne de l’image est positive, cf. proposition 3), la méthode duale
du simplexe atteint cette solution en un nombre fini d’itérations. La proposition 6
implique qu’un changement dans la base d’indices est toujours correct. Cela signifie
que même si la base d’indices de la solution est complètement différente de celle du
point initial, au plus n itérations sont nécessaires. De plus, pour que n itérations
fussent nécessaires, il faudrait que l’image finale fût entièrement négative, ce qui
est impossible. On peut donc borner par n − 1 le nombre d’itérations nécessaires.
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La proposition 6 implique également qu’il est possible d’effectuer simultanément
nombre de changements dans la base d’indices, puisque tous les indices entrants
possibles peuvent être inclus en même temps, et que leurs indices de sortie associés
sont connus.

En suivant les étapes de l’algorithme 1, et en tenant compte des propriétés pré-
cédentes, le calcul de s(k) n’est pas nécessaire puisque les indices entrants et sortants
sont connus grâce à z. L’algorithme peut donc être écrit comme présenté par l’algo-
rithme 2.

Algorithme 2 Résumé de l’algorithme
1: Initialiser y(0) = x, k = 0
2: Tant que y(k) contient des voxels négatifs
3: k = k + 1
4: Créer l’ensemble Z(k) contenant tous les voxels de y(k−1) négatifs ou nuls
5: Créer P(k), le complémentaire de Z(k)

6: α
(k)
Z(k) = −(HZ(k)Z(k))−1xZ(k)

7: α
(k)
P(k) = 0

8: y(k) = x + Hα(k)

9: Fin tant que
10: Retourner y = y(k)

La borne supérieure de n − 1 itérations est bien la borne supérieure théorique
optimale : étant donné une matrice L, il est toujours possible de construire arti-
ficiellement une image initiale x qui nécessite n − 1 itérations, même condensées,
pour être post-traitée. Cependant, de même que l’algorithme du simplexe habituel
ne demande habituellement que 2n à 3n itérations alors que son pire cas est expo-
nentiel, l’algorithme que nous proposons ne dépasse généralement pas un nombre
constant d’itérations. En effet, dans l’image initiale, les valeurs négatives sont habi-
tuellement éparpillées dans toute l’image. Une itération étend alors la zone négative
au voisinage de ces valeurs, et ceci se reproduit jusqu’à ce que tous ces voisinages se
rejoignent. La taille de l’image n’influençant a priori que bien peu la distance entre
les voxels négatifs, le nombre d’itérations nécessaire s’en trouvera assez indépendant.
L’expérience a montré qu’il ne dépassait généralement pas la quinzaine, même pour
des images de 4 × 106 voxels.

La figure 2.3 donne une vue schématique des différences entre le simplexe dual
appliqué au NNEPPS (2.3a), et à un autre problème d’optimisation linéaire sans
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structure particulière. Dans la figure 2.3a, l’indice entrant est toujours dans la partie
« y » de z, et l’indice sortant est celui correspondant dans la partie α. Chaque indice
entrant appartient réellement à la base finale. Les itérations sont condensées. Au
contraire, pour une exécution normale du simplexe dual (montré dans la figure 2.3b),
un seul indice entre dans la base à chaque itération. Cet indice peut être n’importe
où, et il n’y a pas de règle générale pour trouver l’indice sortant correspondant. Le
choix de l’indice entrant n’est pas toujours optimal : lors de la première itération,
l’indice 1 entre dans la base, mais en est retiré par la suite.

Il faut également noter que même appliqué à notre problème, un simplexe dual
« habituel » serait beaucoup plus lent que notre algorithme. Premièrement, les itéra-
tions n’étant pas condensées, leur nombre serait égal à la différence entre le nombre
de voxels nuls dans l’image finale et le nombre de voxels négatifs dans l’image initiale,
et varierait donc a priori linéairement avec la taille du problème. Deuxièmement, une
itération de l’algorithme proposé, même condensée, est moins coûteuse qu’une ité-
ration d’un simplexe ordinaire. Celle-ci nécessite en effet de résoudre deux systèmes
linéaires de taille n, quand celle-là ne demande qu’une résolution d’un système de
taille valant le nombre de voxels négatifs trouvés jusqu’alors. Ce nombre est croissant
avec les itérations, mais reste inférieur à n.

2.3.4 Détails pratiques de mise en œuvre

2.3.4.1 Mise en œuvre

Afin d’éprouver l’algorithme, nous avons développé un programme écrit en C++.
Il résout les systèmes linéaires en utilisant la méthode du gradient conjugué [Hes-
tenes and Stiefel, 1952, Atkinson, 1988, Avriel, 2003]. Cette méthode est un algo-
rithme linéaire itératif qui est bien adapté aux matrices creuses, et en particulier
aux problèmes symétriques de grande dimension comme le nôtre. Cet algorithme
permet à l’utilisateur d’obtenir rapidement des solutions approximatives, avec un
niveau de précision choisi, appelé tolérance. L’utilisation d’une solution approxima-
tive se justifie ici en raison du nombre limité des itérations du post-traitement, et du
fait qu’une itération de notre algorithme n’utilise pas les valeurs des voxels calculées
à l’itération précédente, mais seulement la liste des voxels négatifs qui en est issu.
La figure 2.4 confirme que ce paramètre de tolérance correspond bien à la précision
relative de l’image finale tant qu’il est supérieur à la précision numérique du format
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(a) Méthode duale du simplexe appliquée au NNEPPS

(b) Méthode duale du simplexe sur un autre problème

Figure 2.3 – Optimisation du vecteur z en appliquant la méthode duale du sim-
plexe au NNEPPS (2.3a) et à un autre problème d’optimisation linéaire sans struc-
ture particulière (2.3b). La base B est représentée à chaque itération. Les indices
entrants sont encadrés en vert et les indices sortants en rouge.



72 Chapitre 2 – Post-traitement

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

tolérance sur l'erreur relative de la solution des systèmes linéaires

10
-15

10
-10

10
-5

10
0

R
M

S
E

 n
o

rm
a

lis
é

e

y=x

RMSE normalisée

Figure 2.4 – RMSE normalisé de l’image finale en fonction de la tolérance sur
l’erreur relative de la solution des systèmes linéaires. Le RMSE est normalisé par la
racine carrée de la valeur quadratique moyenne de l’image théorique.

de nombre utilisé 5. Il détermine le temps de calcul par itération.

2.3.4.2 Amélioration de l’algorithme (étape d’initialisation)

Nous avons vu dans la section 2.3.3 qu’en utilisant des images TEP de taille
200×200×109, environ 15 itérations condensées étaient nécessaires pour que l’algo-
rithme atteigne la solution. Mais un meilleur point de départ y(0) peut être trouvé
rapidement en suivant l’algorithme 3. À partir de ce nouveau point de départ, l’algo-
rithme converge plus rapidement vers la même image finale. Le tableau 2.1 compare
les temps de calcul et les nombres d’itérations (#iter) nécessaires avec et sans l’étape
d’initialisation (init.), pour différents niveaux de tolérance. Nous avons optimisé le
critère d’arrêt de l’étape d’initialisation pour chaque niveau de tolérance.

D’un point de vue théorique, l’étape d’initialisation seule devrait converger vers
la solution de notre problème. Mais elle ne peut néanmoins pas remplacer l’algo-
rithme que nous proposons. Outre que sa convergence n’est qu’asymptotique, et
non pas réellement atteinte comme avec notre algorithme, elle est également moins
robuste face aux erreurs numériques, ce qui limite fortement la précision possible,
comme l’indique clairement la figure 2.5. Finalement, et toujours contrairement à
l’algorithme proposé, l’image obtenue n’est pas totalement exempte de valeurs néga-

5. Cette précision numérique relative vaut 2 × 10−16 si l’on représente les réels sur 64 bits,
en suivant le format double précision de la norme IEEE 754, ce qui est notre cas. Ce seuil est
intrinsèquement lié au format des nombres utilisés et est donc indépassable
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Table 2.1 – Durée nécessaire au post-traitement avec et sans l’étape d’initialisation

tolérance
sans l’init. avec l’init.

durée #iter durée de l’init. durée totale #iter

10−3 2’16" 14 13" 1’19" 7
10−6 7’3" 15 40" 3’52" 6

2 × 10−16 21’40" 15 1’33" 10’17" 5

tives, ainsi que le montre la figure 2.6b. Il faut donc bien la considérer uniquement
comme une étape d’initialisation de l’algorithme principal.

Algorithme 3 Étape d’initialisation
1: Étant donné un nombre de voxels N choisi comme critère d’arrêt :
2: Tant qu’ au moins N nouveaux voxels négatifs ont été trouvés lors de l’itération

précédente
3: Pour i dans chaque voxel de l’image
4: Si yi < 0 alors
5: Incrémenter le nombre de voxels négatifs trouvés
6: Poser yi = 0 et diminuer yj pour tous les voisins de i de sorte que la moyenne

soit préservée.
7: Fin si
8: Fin pour
9: Fin tant que

10: Retourner y.

2.3.4.3 Choix de la matrice laplacienne H

Dans la section 2.2.4, nous avons formulé certaines conditions, obligatoires ou
facultatives, que doit remplir H . Cependant, il existe encore une certaine marge de
manœuvre pour le choix du voisinage et des coefficients hors-diagonale. L’effet précis
de ces choix doit encore être étudié en détail. Ici, nous nous limitons au voisinage
de premier ordre (de sorte que chaque pixel ait quatre voisins en 2D, et que chaque
voxel en ait six en 3D). Dans nos simulations en 2D, les pixels étaient carrés et les
coefficients étaient répartis uniformément entre les voisins, de sorte que chacun se
vit attribuer un coefficient de 0, 25. Pour les images TEP réelles en 3D, les voxels
étaient des parallélépipèdes rectangles de taille 4 mm × 4 mm × 2 mm. Nous avons
attribué, à partir de considérations théoriques et de simulations numériques décrites
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Figure 2.5 – RMSE normalisé de l’image issue de l’étape d’initialisation en fonc-
tion du temps de calcul. Le RMSE est normalisé par la racine carrée de la valeur
quadratique moyenne de l’image théorique.

dans l’annexe A.6, des coefficients de 0, 28 aux deux voisins axiaux, et de 0, 11 aux
quatre voisins transversaux. Nous avons naturellement pris en compte les limites de
l’image en conservant les mêmes coefficients pour les voisins existants et en adaptant
le coefficient sur la diagonale de H pour que chaque ligne eût une somme nulle. Par
exemple, pour une image 1D de 4 pixels, H eût été :

0.5 −0.5 0 0
−0.5 1 −0.5 0

0 −0.5 1 −0.5
0 0 −0.5 0.5

 (2.5)

2.4 Illustrations numériques

Nous analyserons d’abord l’efficacité de l’approche de post-traitement proposée
sur une image simulée avant de l’appliquer à un ensemble réel d’images TEP à
l’yttrium 90.
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2.4.1 Exemple sur un fantôme

La figure 2.6a montre une image 2D contenant des zones distinctes, prenant leur
niveau d’intensité moyen parmi trois valeurs : 0, 3 et 6. L’intensité de chaque zone
est perturbée par un bruit gaussien de moyenne nulle et d’écart-type unitaire, afin de
simuler les erreurs de reconstruction. On remarque que les principales modifications
qu’induisent le NNEPPS (figure 2.6c) concernent la zone de moyenne nulle : les
pixels initialement négatifs sont mis à zéro et ceux les entourant sont soit annulés soit
atténués en préservant la moyenne locale. Cet effet est plus clairement visible sur la
figure 2.7 qui affiche les histogrammes des deux images (image brute et image post-
traitée utilisant l’algorithme proposé). On peut remarquer que les pixels négatifs
sont mis à zéro tandis que les pixels de forte intensité restent inchangés (zones de
valeur moyenne théorique (VMT) 3 et 6). La figure 2.6b montre l’image initialisée 6.
Elle est proche de l’image post-traitée, mais est plus bruitée et contient encore
nombre de valeurs négatives (la valeur minimale dans l’image étant de −0, 0072).
Il faut noter que l’échelle de couleurs de la figure 2.6 marque une nette différence
entre les pixels positifs et les pixels négatifs. Le tableau 2.2 affiche quant à lui les
caractéristiques des différentes zones. On y observe que la variance de l’image post-
traitée est considérablement diminuée, tandis que les autres caractéristiques sont à
peu près inchangées. Les résultats sont également comparés à une image obtenue
par une simple projection de l’image brute sur l’ensemble des images positives.
La figure 2.6d montre le biais systématique créé par le NNEPPS (moyenne sur
1000 réalisations). On y peut constater que le petit biais positif introduit dans la
zone froide par la contrainte de positivité (environ 0,02) est compensé par un biais
négatif à la limite entre les régions nulles et non nulles (environ -0,6 pour la limite
extérieure). Cependant, ce biais est très localisé au niveau des pixels de la frontière.
Cet effet sera examiné plus en détail à partir des données expérimentales dans la
section 2.5. La prochaine section a pour but d’étudier une possibilité de correction
de ce problème.

6. Nous arrêtâmes l’étape d’initialisation après que 100 parcours entiers sur l’image eurent
conduit à un nombre relatif de nouveaux voxels à annuler inférieur à 10−6.
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-2 0 2 4 6 8

(a) Image initiale
-2 0 2 4 6 8

(b) Image initialisée

-2 0 2 4 6 8

(c) Image post-traitée
-1 -0.5 0 0.2

(d) Carte du biais

Figure 2.6 – Différentes images du même fantôme. (a) montre l’image initiale. Les
différentes parties sont remplies par un processus aléatoire suivant une distribution
gaussienne de déviation standard 1, avec une moyenne de 0, 3, ou 6 selon les dif-
férentes zones. L’image non bruitée est présentée dans la figure 2.2a. (b) montre
l’image après l’étape d’initialisation. (c) montre l’image après le NNEPPS. Les ré-
gions avec une activité moyenne de 0 sont nettoyées par rapport à l’image initiale,
tandis que les autres zones restent inchangées. (d) montre le biais introduit par le
NNEPPS, moyenné sur 1000 réalisations.
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Figure 2.7 – Représentation histogramme des deux images de la figure 2.6. L’image
brute est en bleu, l’image post-traitée en rouge. Dans l’image post-traitée, 10 079
pixels appartiennent à la case contenant 0.

Table 2.2 – Caractéristiques des différentes zones

VMT
Image
brute

Image
initialisée

Image après
le NNEPPS

Image
projetée

Moyenne Var. Moyenne Var. Mean Var. Moyenne Var.

0 -0,018 1,00 0,0043 0,035 0,015 0,015 0,39 0,33
3 3,00 1,00 2,96 1,04 2,94 1,09 3,00 1,00
6 6,04 0,95 6,02 0,98 6,02 0,98 6,04 0,95
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2.4.2 Étude d’un laplacien H non isotrope

Afin de corriger le problème de biais négatif induit par le NNEPPS à la frontière
entre les régions nulles et non-nulles, il est possible de créer une matrice laplacienne
H pénalisant les transferts entre deux régions d’intensités différentes. Bien sûr, on
ne connaît pas a priori la segmentation correcte de l’image, mais il est possible de
pénaliser les transferts entre voisins dont les intensités dans l’image initiale seraient
trop éloignées. L’hypothèse F3 prescrit de choisir H isotrope, mais cette hypothèse
est facultative et sa transgression n’enlève rien aux propriétés mathématiques du
post-traitement.

Nous étudions ici deux approches. La première consiste à choisir Hij = −1/|xj −
xi| pour i et j voisins ; nous noterons cette méthode NNEPPSinv. Dans la deuxième,
Hij = − exp(−|xj − xi|/ξ), où ξ est un paramètre positif de l’ordre de grandeur
des valeurs dans l’image ; nous la noterons NNEPPSexp. La méthode utilisée dans le
reste de cette thèse, où H est isotrope, est notée NNEPPSiso dans cette section. La
figure 2.8 montre les cartes de la variance et du biais pour chacune des trois straté-
gies, sur le fantôme de la section précédente. Nous avons choisi ξ = 1 car les valeurs
dans l’image sont de l’ordre de l’unité. Le tableau 2.3 présente certaines métriques
issues de ces images. On y constate que le biais, tout particulièrement le biais négatif
introduit par le post-traitement à l’interface entre les zones de moyennes nulle et
non nulle, est diminué par le NNEPPSinv. Il l’est encore plus par le NNEPPSexp. En
revanche, la variance s’en trouve augmentée, surtout dans les zones que nous venons
d’évoquer, et plus avec le NNEPPSexp qu’avec le NNEPPSinv. Si les méthodes ani-
sotropes laissent l’erreur quadratique moyenne (MSE) globale à peu près inchangée,
elles la réduisent dans les zones difficiles, et c’est cette fois le NNEPPSinv qui obtient
le meilleur résultat.

Cette étude mériterait d’être approfondie, mais elle confirme que le choix d’une
stratégie de transferts anisotrope permettrait de réduire le biais négatif et l’erreur
quadratique moyenne introduits par le NNEPPS à la bordure des zones froides.

2.4.3 Comparaison entre CPLEX et l’algorithme proposé

Une comparaison de l’algorithme proposé et des algorithmes classiques d’opti-
misation linéaire a été effectuée et est présentée dans la figure 2.9.

Nous avons effectué les calculs sur un Ubuntu 18.04.2 LTS 64 bits avec une RAM
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(b) Variance induite par
NNEPPSiso
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(c) Biais induit par NNEPPSinv
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(d) Variance induite par
NNEPPSinv
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(e) Biais induit par NNEPPSexp
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(f) Variance induite par
NNEPPSexp

Figure 2.8 – Biais et variance introduits par le NNEPPS, pour différents choix
de H moyenné sur 4000 réalisations. De haut en bas, on constate clairement que le
biais diminue, mais que la variance augmente.
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Table 2.3 – Caractéristiques des cartes de biais et de variance des images post-
traitées, pour différents choix de H .

image brute NNEPPSiso NNEPPSinv
NNEPPSexp

(ξ = 1)

Biais absolu
moyen 0,013 0,037 0,033 0,029

Biais minimal -0,067 -1,2 -0,96 -0,81
Biais maximal 0,062 0,23 0,16 0,12

Variance
moyenne 1,0 0,39 0,40 0,41

Variance
maximale 1,1 1,6 1,7 2,1

MSE moyenne 1,0 0,41 0,41 0,41
MSE maximale 1,1 2,8 2,5 2,7
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Figure 2.9 – Comparaison du temps nécessaire au post-traitement d’un exemple
d’image de taille 100 × 100 × n. Les images TEP réelles ont généralement une taille
de 200×200 × 109
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de 7, 5 Go, le code était parallélisé sur 8 CPU Intel Core i7-8550U @ 1,80 GHz. Nous
avons exigé un niveau de précision identique pour chaque image finale. L’algorithme
proposé s’est révélé être beaucoup plus rapide que le logiciel CPLEX — qui fait figure
de référence en optimisation linéaire —, et ce quel que soit l’algorithme choisi. Le
temps de calcul était en effet non loin d’être linéaire par rapport au nombre de
voxels. En comparaison, le meilleur algorithme CPLEX (le simplexe primal) suit
une loi puissance avec un exposant compris entre 3 et 4. Étant donné une image
contenant 200 × 200 × 109 voxels et une précision de 10−3, l’algorithme proposé
nécessite environ 2 minutes, quand CPLEX est beaucoup trop lent pour être utilisé
sur des images de telles dimensions : en extrapolant, on peut estimer le temps de
calcul nécessaire à 80 ans.

2.5 Résultats expérimentaux

Afin d’évaluer le NNEPPS dans le contexte de l’imagerie TEP, nous avons réalisé
des tests sur des images produites par l’algorithme AML [Van Slambrouck et al.,
2015], qui autorise des valeurs négatives dans l’image reconstruite. Ces tests com-
parent certaines figures de mérite extraites de l’image après le NNEPPS (AML+NNEPPS)
avec l’image originale (AML), et avec une image produite par OSEM, qui intègre
une contrainte de positivité. Nous avons utilisé le logiciel CASToR [Merlin et al.,
2018] pour reconstruire les images.

2.5.1 Mise en œuvre expérimentale

Dans ce travail, chaque algorithme de reconstruction utilisait 21 sous-ensembles.
Le fantôme utilisé pour cette étude fut le NEMA IEC.

Quatre acquisitions du même fantôme furent réalisées pendant 7 jours à partir
du Biograph mCT de Siemens [Carlier et al., 2015,Willowson et al., 2015]. Le jour 0,
on remplit les six sphères du fantôme d’une solution de 90Y avec une concentration
d’activité de 2,9 MBq mL−1, et le fond d’une solution de 90YCl3 mélangée à du
DTPA 7 — pour éviter tout collage aux parois du fantôme — avec une concentration
7,5 fois plus faible que dans les sphères. Quant au cylindre central, on le laissa libre
de toute activité. On réalisa ensuite des acquisitions de 1800 s 8 les jours 0, 3, 5 et

7. acide diéthylène triamine penta acétique
8. soit de la même durée qu’en routine clinique
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Table 2.4 – Caractéristiques des quatre acquisitions du fantôme NEMA IEC

Nom du
fantôme

Jour de
l’acquisi-

tion

nombre total
de

coïncidences
×106, % of IEC0

Fraction
de coïnci-

dences
aléatoires

Fraction
de coïnci-

dences
diffusées

Proportion
de coïnci-

dences
vraies

IEC0 0 5,7 (100) 76 % 32 % 16 %
IEC1 3 3,5 (62) 82 % 30 % 13 %
IEC2 5 2,8 (50) 86 % 31 % 9,4 %
IEC3 7 2,4 (43) 90 % 34 % 6,4 %

7. Nous présentons dans le tableau 2.4 le nombre de coïncidences recueillies pour
chaque acquisition.

2.5.2 Images

La figure 2.10 montre qu’en utilisant OSEM, le biais positif est clairement visible
dans le cylindre froid. AML introduit des valeurs négatives, de sorte que le biais
positif dans le cylindre est supprimé (ou réduit), mais celui-ci devient très bruité.
Après le NNEPPS, la quasi-totalité du cylindre est rigoureusement égale à 0.

La figure 2.11 montre des images cliniques acquises sur un patient traité avec
des micro-sphères d’yttrium 90. Le biais positif est difficile à mettre en évidence
puisque la vérité terrain n’est pas connue avec un patient. Cependant, on peut
observer le nettoyage du bruit de fond effectué par le NNEPPS. L’activité injectée
était de 1,71 GBq au moment de l’imagerie. L’activité du champ visuel (FOV) est de
1,65 GBq pour l’OSEM, et de 1,52 GBq pour AML et AML+NNEPPS (le NNEPPS
n’affecte pas l’activité du FOV).

2.5.3 Figures de mérite

La figure 2.12 compare l’activité moyenne en fonction de la racine carrée de l’er-
reur quadratique moyenne (RMSE) pour AML avec et sans le NNEPPS, à différents
nombres d’itérations, et différentes valeurs de A (la borne inférieure).

On en peut déduire deux observations :

1. L’approche permet de réduire le RMSE, qui est approximativement divisée par
deux par rapport à l’image avant le NNEPPS. Cependant, cette diminution
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(a) OSEM (b) AML

(c) AML+NNEPPS (d) Vérité terrain

Figure 2.10 – Reconstruction du fantôme avec OSEM, AML et AML après le
NNEPPS (AML+NNEPPS). Dans AML+NNEPPS, la zone froide centrale est beau-
coup plus visible.
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(a) OSEM (b) AML

(c) AML+NNEPPS

Figure 2.11 – Reconstructions d’un patient traité à l’yttrium 90 avec OSEM, AML
et AML+NNEPPS. Le NNEPPS supprime le bruit de fond introduit par AML. Les
images affichées sont des fusions TEP-tomodensitométrie. Le patient fut traité pour
des localisations hépatiques d’une tumeur neuroendocrine. Activité injectée : 2190
MBq (1709 MBq au moment de l’imagerie). Shunt pulmonaire : 4 %. Nombre de
coïncidences : 3, 1 × 106. Fraction de coïncidences aléatoires : 81 %.
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Figure 2.12 – Graphes affichant l’activité moyenne dans le cylindre froid en fonc-
tion du RMSE dans la même zone. Les tests furent effectués pour différentes valeurs
du paramètre A d’AML, la borne inférieure de l’image [Van Slambrouck et al., 2015].
On obtint les différents points de la même courbe en faisant varier le nombre d’ité-
rations après lequel on arrête AML. PP signifie NNEPPS. Les courbes pour IEC0 et
IEC2 ne sont pas montrées mais sont proches de celles obtenues avec IEC1, qui est
représentatif du comportement standard d’AML et du NNEPPS. IEC3 est un cas
rare pour lequel AML sous-estime complètement l’activité dans le cylindre froid.
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dépend de plusieurs paramètres : pour OSEM, le NNEPPS n’affecte pas l’image
(et donc pas le RMSE) puisqu’elle est déjà positive. Pour IEC3, avec A =
−106 Bq mL−1, la figure 2.12b montre qu’après trois itérations, le RMSE est
égal à 2,0 × 105 Bq mL−1 pour AML, mais diminue à 4,3 × 104 Bq mL−1 après
le NNEPPS, ce qui fait une réduction d’un facteur 4,6.

2. L’activité moyenne du cylindre froid reste approximativement inchangée par
le NNEPPS jusqu’à ce qu’elle atteigne une limite (d’environ 2,5×104 Bq mL−1

pour IEC1). Par exemple, pour A = −2×105 Bq mL−1, l’activité à la première
itération d’AML est d’environ 3.4 × 104 Bq mL−1 avant le NNEPPS et reste la
même après. Mais à la deuxième itération d’AML, l’activité avant le NNEPPS
est inférieure à la limite (environ 2,0 × 104 Bq mL−1), de sorte que l’activité
après est approximativement égale à la limite.

Le NNEPPS ne préserve donc pas rigoureusement l’activité moyenne dans le cy-
lindre froid, alors même qu’il est censé préserver les moyennes locales. Une petite
partie de l’activité négative s’est en réalité propagée aux régions chaudes avoisi-
nantes, augmentant par contrecoup l’activité dans le vrai cylindre froid, qui n’est
donc pas totalement fixé à 0, comme il devrait idéalement l’être. Mais ceci était in-
évitable, une image positive ne pouvant annuler le biais positif sans être totalement
exempte de bruit.

Le biais négatif introduit par le NNEPPS à la frontière entre les zones chaudes
et froides (déjà observée dans la figure 2.6d sur un exemple numérique), est illustrée
sur les données du fantôme dans la figure 2.13, qui montre l’activité moyenne en
fonction de la distance au centre du cylindre froid.

L’activité moyenne dans le voisinage proche du cylindre froid est effectivement
réduite, mais cet effet est limité et localisé. La figure 2.13a montre que le biais
négatif induit peut atteindre 15% dans le voisinage très proche du cylindre froid
pour IEC1, mais il diminue rapidement et disparaît complètement à une distance
comprise entre 10 mm et 15 mm de la frontière. De plus, dans cette zone frontalière,
l’erreur dans l’activité estimée reste comparable à celle produite par OSEM. La
figure 2.13b montre un cas rare, obtenu avec un nombre de données très faible, où
AML sous-estime complètement l’activité dans le cylindre froid. Après le NNEPPS,
l’image est mieux estimée dans le cylindre froid, mais la région voisine doit compenser
cette augmentation d’activité. C’est une conséquence inévitable de la préservation
de l’activité globale. Par rapport à OSEM, AML+NNEPPS est finalement moins



2.5. Résultats expérimentaux 87

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Distance du centre du cylindre froid (mm)

-5

0

5

10

15

20

A
c
ti
v
it
é

 (
B

q
/m

L
)

10
4

AML (A=- )

AML (A=- ) + NNEPPS
Valeur théorique

OSEM

(a) IEC1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Distance du centre du cylindre froid (mm)

-4

-2

0

2

4

6

8

A
c
ti
v
it
é

 (
B

q
/m

L
)

10
4

AML (A=- )

AML (A=- ) + NNEPPS
Valeur théorique

OSEM

(b) IEC3

Figure 2.13 – Graphes représentant l’activité moyenne mesurée en fonction de
la distance au centre du cylindre froid. La valeur théorique et la reconstruction
OSEM sont données à titre de références. Nous n’avons pas représenté les courbes
pour IEC0 et IEC2, mais elles sont proches de celle d’IEC1, qui est représentatif du
comportement standard d’AML et du NNEPPS. IEC3 est un cas rare pour lequel
AML sous-estime complètement l’activité dans le cylindre froid.
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biaisé dans la région froide, mais l’est dans ce cas légèrement plus dans le voisinage
proche de cette dernière.

2.6 Discussion et conclusion

De nombreux algorithmes de reconstruction itératifs actuellement utilisés, tels
qu’OSEM, intègrent une contrainte de positivité. Cette contrainte est naturelle d’un
point de vue physique, mais lorsqu’elle s’associe à du bruit, elle induit un biais
positif important dans les zones froides, ce qui peut être problématique lorsqu’on
envisage une analyse quantitative. Ce problème est particulièrement important dans
le contexte de basses statistiques de l’yttrium 90. L’utilisation d’algorithmes non
soumis à cette contrainte de positivité peut représenter une solution, mais au prix
d’un niveau de bruit encore plus élevé et de l’introduction d’incohérences physiques.

À partir de considérations sur l’information portée par les valeurs négatives, nous
proposons une étape de post-traitement rendant l’image positive tout en préservant
son activité moyenne aussi localement que possible. Le NNEPPS introduit un petit
biais positif dans les zones froides, mais qui demeure à un niveau bien inférieur à
celui d’OSEM. À ce petit biais positif est associé un petit biais négatif dans les
zones proches des zones froides. L’effet de ce biais négatif sur les petites lésions
reste à étudier, mais là encore, ce biais négatif reste inférieur à celui d’OSEM. Une
perspective intéressante pour réduire encore le nombre de transferts entre régions, et
donc les biais créés, consisterait à étendre l’étape de post-traitement à un étalement
anisotrope, dans l’esprit de la diffusion anisotrope [Perona and Malik, 1990]. La
section 2.4.2 confirme le potentiel de telles méthodes.

Le RMSE dans les zones froides est également réduit par le NNEPPS à un niveau
comparable à celui d’OSEM. Qualitativement, les images sont aussi visuellement
plus faciles à interpréter après le NNEPPS. En particulier, les zones froides sont
beaucoup plus visibles. La méthode a également montré des signes de robustesse en
donnant de bons résultats sur un cas peu commun (voir les figures 2.12b et 2.13b).

Nous proposons un algorithme exécutant le NNEPPS. Son code source est dispo-
nible en libre accès à l’adresse codeocean.com/capsule/0893820. Il agit comme une
méthode duale du simplexe condensée, ce qui est justifié par la nature particulière
du problème. Le temps nécessaire pour post-traiter une image TEP 3D entière est
d’environ 2 minutes à partir d’un ordinateur équipé de huit CPU Intel Core i7-8550U

http://codeocean.com/capsule/0893820
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@ 1,80 GHz.
Parmi plusieurs perspectives, l’une serait d’inclure le NNEPPS dans le processus

de reconstruction en appliquant la méthode après chaque itération d’un algorithme
itératif. Cependant, les propriétés de convergence d’un tel algorithme, ainsi que son
effet sur l’image finale, doivent encore être étudiés.

Les travaux futurs pourraient également inclure une étude précise du type de
voisinage à considérer et du choix des coefficients de H .

Enfin, le NNEPPS n’est pas intrinsèquement limité à la TEP. Son champ ap-
plication pourrait s’étendre à d’autres modalités d’imagerie, où une contrainte de
positivité est imposée d’un point de vue physique. On peut penser à l’IRM, pour le-
quel on a également rapporté un biais positif [Gudbjartsson and Patz, 1995,Andersen
and Kirsch, 1996], ou à la diffusion avec décroissance [Nagarajan and Nakshatrala,
2011,Nakshatrala and Valocchi, 2009,Nakshatrala et al., 2016]. De plus, le principe
du NNEPPS n’est pas limité aux contraintes de positivité : la contrainte pourrait
être un seuil quelconque, correspondant à une valeur physique extrême dans l’image.
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Dans ce chapitre, nous comparons les algorithmes pénalisés et non contraints
(avec et sans NNEPPS) à la technique OSEM standard afin de déterminer laquelle
de ces approches est la mieux adaptée à l’analyse quantitative et qualitative. Nous
avons également introduit une version pénalisée d’AML pour mesurer l’influence
combinée des algorithmes pénalisés et non contraints.

En utilisant des données expérimentales acquises provenant de fantômes, nous
évaluons l’influence de quatre paramètres (force de la pénalité, intensité des va-
leurs négatives, nombre d’itérations et inclusion ou non du NNEPPS) en fonction
de différentes métriques de bruit et de biais. Pour cela, nous avons suivi une ap-
proche multi-objectifs fondée sur le formalisme de Pareto [Zitzler et al., 2001]. Nous
avons ensuite évalué les meilleures approches à l’aide d’études dosimétriques sur des
données expérimentales. À notre connaissance, aucune étude utilisant des données
réelles yttrium 90 n’avait encore été menée à bien pour évaluer la performance de
ces algorithmes.

3.1 Algorithmes pénalisés sans contrainte

Nous proposons un algorithme pénalisé autorisant des valeurs négatives dans
l’image, afin d’éprouver l’effet conjoint des deux méthodes. Étant donné qu’il est
possible de considérer AML comme une version « décalée » de MLEM, nous avons
créé une version pénalisée d’AML en utilisant la même idée sur l’algorithme PPGML,
qui est très robuste aux instabilités numériques. Nous avons nommé cet algorithme
APPGML 1). L’équation de mise à jour s’obtient donc à partir de l’équation (1.11) en
décalant les valeurs de l’image et du sinogramme de A et A∑

j′ Sij′ respectivement :

xk,s+1
j = xk,s

j +

(xk,s
j − A)

∑
i
Sij

(
yi−A

∑
j′ Sij′

ȳi(xk,s)−A
∑

j′ Sij′
− 1

)
− β∂jR(xk,s)∑

i
Sij + β(xk,s

j − A)∂2
jR(xk,s)

(3.1)

Le lecteur notera que nous avons choisi de ne pas utiliser de décalage à l’intérieur
de la fonction de pénalité, car nous pensons que celle-ci doit s’appliquer aux vraies
valeurs de l’image. Cela ne fait dans tous les cas aucune différence si la fonction de

1. pour PPGML avec une borne inférieure A.



94 Chapitre 3 – Analyse comparative

pénalité est inchangée par un décalage de l’image, i.e. R(x −A) = R(x), ce qui est
le cas pour la pénalité quadratique. Il notera également que la fonction potentielle
des différences relatives n’est pas compatible avec cet algorithme, car la première
suppose implicitement des images positives et n’a pas d’extension triviale dans le
cas contraire. Dans ce qui suit, nous n’utiliserons donc APPGML qu’avec la fonction
potentielle quadratique.

3.2 Cadre expérimental

3.2.1 Acquisitions du fantôme

Le fantôme utilisé dans cette études, et les quatre acquisitions correspondantes,
sont ceux présentés dans la section 2.5.1. Bien que nous ayons pris en compte les
quatre acquisitions pour l’analyse, seuls les résultats pour IEC1 ont été tracés,
sauf pour l’évaluation dosimétrique, où il s’agit d’IEC0. Cependant, sauf mention
contraire, les résultats de chaque acquisition étaient similaires.

3.2.2 Application clinique

Nous avons considéré les données post-radioembolisation d’un patient traité dans
notre service. La radio-embolisation fut réalisée dans un but palliatif en 4e ligne de
traitement chez un patient présentant des métastases hépatiques bilobulaires d’un
adénocarcinome du sigmoïde. Une dose de 1,9 GBq de microsphères de résine fut in-
jectée dans l’artère hépatique droite. Le traitement fut effectué selon les instructions
du fabricant et l’activité à injecter fut établie sur la base des informations dosimé-
triques, afin de délivrer une dose absorbée inférieure à 40 Gy au foie non tumoral,
comme recommandé. Plusieurs régions d’intérêt (ROI) furent délimitées pour l’éva-
luation dosimétrique de la TEP-90Y post-radioembolisation : un infiltrat tumoral
du dôme hépatique, une ROI englobant tout le foie et une ROI autour du cœur,
qui est considéré comme un organe exempt de toute activité, mais qui est souvent
« pollué » en raison de sa proximité avec le dôme hépatique et du niveau de bruit.
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3.2.3 Paramètres de la reconstruction

C’est le logiciel CASToR (de l’anglais Customizable and Advanced Software for
Tomographic Reconstruction), dans lequel nous avons implémenté APPGML, que
nous avons utilisé pour reconstruire toutes les images [Merlin et al., 2018]. Les sino-
grammes d’atténuation, de normalisation, de coïncidences aléatoires et diffusées ont
été calculés par le logiciel fourni par le constructeur Siemens. Les données n’ont pas
été pré-corrigées. Nous choisîmes les paramètres généraux de reconstruction aussi
proches que possible de ceux utilisés dans la pratique clinique actuelle pour les
reconstructions 90Y. La taille du voxel était de 4 × 4 × 2 mm3. Des informations
sur le temps de vol (TOF) étaient disponibles. Une fonction d’étalement du point
(PSF) gaussienne isotrope 3D fut utilisée dans l’image avec une largeur à mi-hauteur
(FWHM) de 4,5 mm, déterminée à partir des travaux de Panin et al. [Panin et al.,
2006]. Pour les algorithmes de reconstruction non pénalisés, un post-filtrage avec le
même noyau de 4,5 mm que la PSF fut utilisé (voir section 1.1.5 pour une explication
de ce qu’est la PSF). Cette technique est connue sous le nom de sieve [Grenader,
1981, Stute and Comtat, 2013]. Tous les algorithmes furent exécutés avec 21 sous-
ensembles (valeur par défaut pour les reconstructions Biograph mCT).

Nous avons étudié quatre paramètres d’intérêt : la force de pénalité β pour
PPGML et APPGML, l’intensité des valeurs négatives dans l’image (par ψ pour
NEG-ML et A pour AML et APPGML), le nombre d’itérations et l’utilisation (ou
non) de l’étape de post-traitement NNEPPS. Ces paramètres d’intérêt ont été mo-
difiés comme détaillé dans le tableau 3.3

Pour obtenir des erreurs minimales dans la dosimétrie volumétrique à l’aide d’his-
togrammes dose-volume, Siman et al. [Siman et al., 2019] suggère d’effectuer 36
itérations équivalentes à MLEM avec un post-filtrage gaussien de 5,2 mm FWHM
dans le contexte spécifique des données 90Y, et pour une taille de voxels de 2, 6 mm
×2, 6 mm ×3, 3 mm. Sur la base de ces résultats, nous avons défini une « méthode
de reconstruction de référence » comme étant OSEM avec 2 itérations (42 itéra-
tions équivalentes à MLEM) et un post-filtrage avec le noyau PSF. La modélisation
de la PSF et le TOF ont également été utilisés conformément aux études précé-
dentes [Carlier et al., 2015]. Cette méthode de reconstruction de référence (appelée
ci-après l’« OSEM de référence ») est proche de celle actuellement utilisée dans la
pratique clinique.
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(a) vue de face (b) Vue XZ

Figure 3.1 – ROI pour le fond

3.2.4 Métriques d’évaluation

La liste suivante présente les quatre figures de mérite (FOM) utilisées dans cette
étude.

— Coefficient de récupération de la concentration moyenne dans une zone chaude
(CRCchaud). On utilise cette métrique afin d’évaluer la récupération de l’acti-
vité dans les sphères chaudes. Elle est définie comme l’activité moyenne mo

dans une région divisée par l’activité réelle f0 :

CRCchaud = mo

f0
(3.2)

La valeur optimale de cette métrique est 1. Par conséquent, dans les calculs
des fronts de Pareto (définis ci-après), nous avons minimisé le paramètre |1 −
CRCchaud|.
Nous avons utilisé cette métrique sur la troisième sphère chaude la plus grande
(diamètre de 22 mm), en raison de sa taille intermédiaire. Pour les calculs, on
considère un voxel comme étant dans la ROI si son centre se trouve dans la
ROI.

— Rugosité de l’image (IR). La rugosité de l’image est l’écart type des valeurs
des voxels dans une ROI, normalisé par sa valeur moyenne :

IR =

√
1

I−1
∑

i∈ROI
(xi −mROI)2

mROI
(3.3)
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Cette FOM est étroitement liée au bruit de l’image perçu par un humain et
sa valeur optimale est donc 0. Dans ce chapitre, on le calcule sur le fond du
fantôme : une grande région de 200 112 voxels excluant les sphères et le cylindre
central et suffisamment éloignée de toute frontière. La figure 3.1 montre les
contours de cette ROI.

— Activité moyenne dans le cylindre froid (CRCfroid). L’un des objectifs de cette
étude étant de trouver des algorithmes réduisant le biais positif, nous avons me-
suré l’activité moyenne dans le cylindre froid (valeur théorique : 0 MBq mL−1).
Nous avons minimisé |CRCfroid|) dans les calculs des fronts de Pareto. Nous
avons inclus dans la région d’intérêt tous les voxels appartenant entièrement
au cylindre froid.

— Racine carrée de l’erreur quadratique moyenne (RMSE) dans le cylindre froid.
La réduction du biais positif global peut diminuer la confiance possible dans
les valeurs d’un seul voxel. Par conséquent, nous avons calculé le RMSE qui
quantifie l’erreur des voxels individuels. La région d’intérêt considérée pour
cette métrique était identique à celle choisie pour évaluer l’activité moyenne
dans le cylindre froid.

RMSE =
√√√√1
I

∑
i∈ROI

(xi − f0)2 (3.4)

avec f0 = 0. La valeur optimale de cette figure de mérite est 0.

3.2.5 Analyse multi-objectifs

Un apport méthodologique majeur de cette étude est l’utilisation du formalisme
de Pareto pour analyser les différentes métriques d’un point de vue multi-objectif. Ce
formalisme, que nous présentons ci-dessous, est très utilisé dans d’autres domaines,
comme l’ingénierie, mais est encore peu utilisé en TEP. À notre connaissance, et
bien que de nombreuses études aient tracé des courbes représentant le contraste
en fonction du bruit, seule une étude a utilisé ce formalisme, dans un contexte
différent [Abouhawwash and Alessio, 2021].

Un problème d’optimisation multi-objectifs peut s’écrire de la manière suivante :

min(f1(v), f2(v), . . . , fk(v)) ; tel que v ∈ V (3.5)
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Figure 3.2 – Activité récupérée dans le cylindre froid en fonction du RMSE dans
ce même cylindre (a) et du CRCchaud en fonction du IR (b) pour AML et NEG-ML.
Chaque point représente un nombre différent d’itérations. Les courbes sont pour
IEC1

où k objectifs sont à optimiser.
Dans le cas général, il n’existe pas de vecteur v minimisant tous les objectifs,

et l’on s’intéresse donc à l’ensemble des solutions optimales au sens de Pareto. Une
solution est optimale au sens de Pareto s’il n’est pas possible d’en améliorer un seul
objectif sans en dégrader au moins un autre. Cette notion se formalise grâce aux
définitions suivantes :

Définition 1. [Collette and Siarry, 2004] Si toutes les composantes de fa sont
inférieures ou égales aux composantes de fb, et qu’au moins une de ses composantes
est strictement inférieure, on dit que fa domine fb.

Remarque. Intuitivement, cela signifie que fa est objectivement meilleur que fb,
et ce, peu importe les objectifs les plus importants. S’il n’existe aucune solution
dominant fc, alors fc est non dominée.
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Figure 3.3 – Comparaison d’AML et de NEG-ML avec et sans le NNEPPS en
utilisant le fantôme IEC1 pour différentes métriques. Dans chaque graphique, les
quatre fronts de Pareto 2D de deux variables (le nombre d’itérations et A ou ψ) sont
représentés. L’OSEM de référence et deux autres algorithmes (choisis empiriquement
pour leur bon compromis) sont également représentés. Notez que ces algorithmes se
trouvent sur le front de Pareto 4D, mais pas nécessairement sur les fronts 2D-Pareto
représentés ici. Notez également que bien que toutes les données soient prises en
compte dans chaque graphique, les points extrêmes des fronts de Pareto peuvent
être différents d’un graphique à l’autre, car un point dominé dans un front 2D peut
ne pas l’être dans un autre. Par exemple, l’IR de AML+NNEPPS varie de 0,5 à 1,6
sur la figure. 3.3a et de 0,5 à 1,0 sur la figure. 3.3c.
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Définition 2. [Collette and Siarry, 2004] Le front de Pareto est défini, dans l’espace
des objectifs, comme l’ensemble des solutions non dominées.

Définition 3. [Collette and Siarry, 2004] L’ensemble de Pareto est défini, dans
l’espace de recherche, comme l’antécédent du front de Pareto par la fonction objectif.

La figure 3.4 résume visuellement ces notions. Toutes les solutions que l’on
peut considérer comme les meilleures font donc partie du front de Pareto. Réci-
proquement, une solution donnée du front de Pareto peut être considérée comme
la meilleure selon une combinaison particulière des objectifs (pas nécessairement
linéaire).

Dans cette étude, nous analysons quatre paramètres en fonction de quatre ob-
jectifs (i.e. les FOMs), en utilisant le formalisme des fronts de Pareto.

En utilisant quatre objectifs, le front de Pareto a quatre dimensions. Comme il
n’est possible de visualiser facilement que des figures à deux dimensions, nous avons
utilisé des fronts de Pareto en 2D pour chaque comparaison entre algorithmes.

3.2.6 Effet sur le calcul dosimétrique

L’histogramme dose-volume (HDV) [Shipley et al., 1979] est un outil majeur en
dosimétrie. Il représente le pourcentage du volume qui a reçu plus de la dose en
abscisse. Nous avons calculé les HDV à l’aide des meilleures méthodes de recons-
truction telles qu’identifiées précédemment (section 3.2.4) 2, c’est-à-dire 1°) celle qui
est la moins biaisée dans le cylindre froid, 2°) celle qui est la moins biaisée dans
la sphère chaude de 22 mm, et 3°) celle qui a le plus petit biais dans le cylindre
froid parmi les algorithmes dominant l’OSEM de référence (c.f. section 3.2.5). Les
résultats pour l’OSEM de référence et pour la reconstruction du fabricant ont éga-
lement été rapportés. Cette reconstruction du fabricant (appelée « SIEMENS » sur
les figures et tableaux suivants) est fondée sur OP-OSEM en utilisant 2 itérations
et 21 sous-ensembles. Une variante spatiale de la PSF est utilisée et l’image est
post-filtrée avec un noyau gaussien de FWHM 5mm. Les HDV ont été calculées en
utilisant l’approche des noyaux de convolution intégrée au logiciel fourni par Dosisoft
(PLANET® Dose, Dosisoft SA, Cachan, France). Les ROIs et les sphères chaudes
des patients ont été considérées comme des tissus mous, tandis que la densité du

2. Parmi celles incluant une contrainte de positivité puisque les valeurs négatives sont problé-
matiques pour une étude dosimétrique.
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Figure 3.4 – Représentation du front de Pareto (à droite) et de l’ensemble de
Pareto (à gauche). Image prise de [Davins-Valldaura, 2016].
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Figure 3.5 – Comparaison d’AML (avec et sans le NNEPPS) et de PPGML (pé-
nalité quadratique) en utilisant le fantôme IEC1 pour différentes métriques. Dans
chaque graphique, les quatre fronts de Pareto 2D de 2 paramètres variables (le
nombre d’itérations et A ou β) sont représentés. L’OSEM de référence et un exemple
pour chaque autre algorithme (choisi empiriquement pour leur bon compromis) sont
représentés. Notez que ces algorithmes se trouvent sur le front 4D-Pareto, mais pas
nécessairement sur les fronts 2D-Pareto représentés ici.

cylindre froid a été calculée en fonction du scanner. Deux ROIs ont été considérés
pour l’analyse du fantôme : la sphère chaude de 22 mm de diamètre et le cylindre
froid. Afin d’éviter les effets de bord, la ROI considérée pour le cylindre froid dans
les calculs dosimétriques avait un diamètre plus petit que celui présenté dans la sec-
tion 3.2.4. Des HDV ont également été calculés pour le cas clinique en considérant
trois régions : la tumeur, une région libre de toute activité et le foie entier (y compris
la tumeur). Toutes ces régions ont été délimitées manuellement par un médecin ex-
périmenté (plus de 8 ans de pratique clinique de la radiothérapie interne sélective).
La dose moyenne délivrée (Davg), la dose reçue par au moins 70 % du volume (D70),
et le pourcentage du volume recevant plus de 50 Gy (V50) ont été calculés.
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3.3 Résultats

Nous présentons d’abord une comparaison entre les deux méthodes non contraintes
NEG-ML et AML. (section 3.3.1). Cette comparaison mène au choix d’AML plutôt
que de NEG-ML. Ce choix étant fait, nous comparons AML a l’algorithme pénalisé
PPGML. Nous présentons ensuite une évaluation globale de tous les paramètres,
rendue possible grâce à APPGML. Nous présentons ensuite une comparaison entre
la pénalité quadratique et la pénalité aux différences relatives. Ceci étant fait, nous
présentons une évaluation dosimétrique, suivie d’une évaluation clinique de ces al-
gorithmes.

3.3.1 Comparaison de NEG-ML et d’AML

La figure 3.2 montre le comportement d’AML et de NEG-ML au cours des ité-
rations pour différentes valeurs des paramètres. Nous avons tracé les courbes de
NEG-ML uniquement pour les valeurs extrêmes de ψ, mais beaucoup de valeurs in-
termédiaires furent testées (voir tableau 3.3 pour la liste des valeurs testées) et ont
montré que ψ n’avait qu’une faible influence sur NEG-ML. En revanche, A permet à
AML de passer continûment d’OSEM (A = 0) à un algorithme proche de NEG-ML
(A = −∞). Ces résultats sont cohérents avec ceux observés dans [Van Slambrouck
et al., 2015].

La figure 3.3 compare AML et NEG-ML avec et sans le NNEPPS en présentant
une série de fronts de Pareto pour différentes paires d’objectifs obtenus en utilisant
IEC1. On notera que certains choix de paramètres attachés à AML et à NEG-ML
ont donné des algorithmes presque sans biais dans le cylindre froid. Ces paramètres
ont également permis une amélioration du CRCchaud d’environ 5 à 10 % par rapport
à l’OSEM de référence. Ces paramètres étaient A = −∞ pour AML, toutes les
valeurs de ψ pour NEG-M.L, et 7 itérations (nombre maximum testé) pour les
deux algorithmes. En effet, ces algorithmes conduisent à des images proches de la
solution des moindres carrés de y = Sx + r̄ [Van Slambrouck et al., 2015], qui est
sans biais [Lehmann and Casella, 2006]. Cependant, ces paramètres à faible biais
s’accompagnent d’un niveau de bruit élevé : par rapport à l’OSEM de référence, l’IR
est multipliée par un facteur de 2 à 3 et le RMSE dans le cylindre froid par environ
5.

Il est cependant possible d’identifier des paramètres offrant un bon compromis
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entre le bruit et le biais. L’algorithme représenté par l’étoile sur la figure 3.3 en
est un exemple. Les paramètres de biais (CRCchaud et CRCfroid) sont toujours dans
la même fourchette que les valeurs de faible biais identifiées dans le paragraphe
précédent (diminution de CRCfroid de 78 %, et augmentation de CRCchaud de 3 %),
mais les caractéristiques du bruit (IR et RMSE) sont divisées par 2 environ. Ce
compromis est obtenu avec AML et n’a pas pu être atteint avec NEG-ML, comme le
montre la figure 3.3. Ceci est probablement dû à ce que le paramètre d’AML a plus
d’influence que celui de NEG-ML et permet de trouver un compromis entre MLEM
et un algorithme sans aucune contrainte relative à sa borne inférieure.

Enfin, l’utilisation d’AML combinée au NNEPPS a permis de conserver le même
niveau de bruit que dans l’OSEM de référence (carrés dans la figure 3.3) et a diminué
l’activité d’environ 40 % dans la région froide, au prix d’une diminution du CRCchaud

d’environ 10 %.

3.3.2 Comparaison d’AML et de PPGML

La figure 3.5 compare AML et PPGML pour différentes paires de métriques, en
utilisant IEC1. AML et PPGML ont tous deux été capables de réduire le CRCfroid,
mais la réduction est plus importante avec AML qu’avec PPGML. Pour un niveau
de bruit similaire à l’OSEM de référence, AML + NNEPPS a offert un meilleur
CRCfroid que PPGML. Le meilleur CRCchaud a été obtenu soit en utilisant PPGML
avec β = 0 (c’était notamment le cas avec IEC1 dans les sphères de 22 mm, comme
le montrent les figures 3.5a et 3.5b), soit en utilisant AML, selon la taille des sphères
et les acquisitions. Il est à noter que PPGML avec β = 0 revient à un OSEM sans
post-fitrage. Cela montre que l’augmentation de CRCchaud produite par PPGML
n’est pas due à la pénalité, mais à l’absence de post-filtrage. D’autre part, pour
un niveau de biais équivalent, PPGML avait généralement un niveau de bruit plus
faible qu’AML. Cela suggère qu’un bon compromis entre le bruit et le biais peut
être atteint en combinant pénalité et autorisation des valeurs négatives. Ces résultats
nous ont donc motivés à étudier un algorithme pénalisé non contraint.

3.3.3 Évaluation globale des différents paramètres

Une évaluation simultanée de l’influence des quatre paramètres (borne inférieure
d’AML, intensité de la pénalité quadratique, nombre d’itérations, utilisation ou non
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Figure 3.6 – Comparaison des quatre paramètres (intensité de la pénalité β, borne
inférieure A, nombre d’itérations et inclusion ou non du NNEPPS) en utilisant
le fantôme IEC1 pour différentes métriques (APPGML vs PPGML). Dans chaque
graphique, les trois fronts de Pareto 2D sont représentés. Les points représentant
l’OSEM de référence ainsi que deux algorithmes pertinents sont également représen-
tés. Il est à noter que ces algorithmes se trouvent sur le front de Pareto 4D, mais
pas nécessairement sur les fronts de Pareto 2D représentés ici.
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(a) Vérité terrain (b) référence OSEM

(c) APPGML, A = −7 × 105, β = 0, 3 iter(d) APPGML + NNEPPS, A = −2 × 105,
β = 1.5 × 10−12, 3 iter

Figure 3.7 – Images de l’IEC1 provenant des trois algorithmes mis en évidence sur
la figure 3.6. Bien que les caractéristiques de biais soient bonnes pour l’algorithme
de la figure 3.7c, il apparaît visuellement très bruité. Le cylindre froid central est
beaucoup plus visible sur la figure 3.7d que sur l’OSEM de référence.
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du NNEPPS) fut ensuite réalisée. La figure 3.6 en montre les résultats concernant
IEC1.

Les meilleurs résultats en termes de biais (CRCchaud et CRCfroid) furent obte-
nus sans l’utilisation de NNEPPS et sans aucune pénalité, en utilisant une valeur
négative élevée pour A et un nombre élevé d’itérations. Il est possible d’obtenir un
bon compromis entre le bruit et le biais en diminuant le nombre d’itérations tout
en gardant β = 0. Par exemple, APPGML utilisant A = −7 × 105 Bq mL−1, β = 0
(équivalent à AML sans post-filtrage), et 3 itérations (étoiles dans la figure 3.6, affi-
ché dans la figure 3.7c) permet de réduire les métriques évaluant le bruit d’un facteur
d’environ 2 par rapport aux meilleurs algorithmes en termes de biais en augmentant
très peu ce dernier (figure 3.6). Enfin, pour un niveau de bruit similaire à l’OSEM
de référence et un CRCchaud similaire, il est possible de diminuer significativement
le biais positif (carrés dans la figure 3.6, diminuant le CRCfroid de 55 %). Les images
de reconstruction de ces algorithmes sont affichées sur la figure 3.7.

3.3.4 Comparaison entre la pénalité quadratique et la pé-
nalité aux différences relatives

La figure 3.8 compare la pénalité quadratique et la pénalité aux différences re-
latives pour différentes combinaisons de métriques. La pénalité aux différences rela-
tives a été la meilleure pour toutes les combinaisons de métriques, sauf pour CRCfroid

vs IR pour une très faible IR (c’est-à-dire inférieure à 64 % de celle de l’OSEM de
référence : IR ≤ 0.5). Il a également été possible de trouver des paramètres dominant
l’OSEM de référence en utilisant les différences relatives, par exemple en utilisant
les paramètres représentés par les carrés dans la figure 3.8. Ces paramètres ont ré-
duit le CRCfroid de 34 % et le RMSE de 19 %, tout en augmentant le CRCchaud de
7 % et en préservant l’IR. La réduction possible tout en préservant toutes les autres
métriques était du même ordre de grandeur pour toutes les acquisitions. Cependant,
il n’a pas été possible de trouver des valeurs de paramètres qui dominaient l’OSEM
de référence en utilisant la pénalité quadratique, comme cela est clairement visible
sur la figure 3.8b. Pour ces raisons, la fonction potentielle aux différences relatives
semble préférable à la fonction quadratique.
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3.3.5 Évaluation dosimétrique

Les figures 3.9 et 3.10 montrent respectivement l’HDV du cylindre froid et de
la sphère chaude de diamètre 22 mm pour l’ensemble de données IEC0. À des fins
de comparaison, les HDV d’une reconstruction parfaite sont également données.
Celles-ci furent obtenues en créant une image théorique haute résolution en sous-
échantillonnant la matrice de l’image TEP (4 mm × 4 mm × 2 mm). L’HDV de la
sphère 22 mm ne présentait pas une forme carrée parfaite en raison notamment de
la taille du voxel et du noyau de convolution utilisé pour le calcul de l’HDV. Les
résultats dosimétriques pour la région froide du fantôme IEC0 sont détaillés dans le
tableau 3.1.

On peut en déduire qu’APPGML + NNEPPS présente les meilleurs résultats
quantitatifs dans le cylindre froid, en divisant la dose moyenne par 7 par rapport
à l’OSEM de référence, et D70 par 42. Dans la sphère chaude, V50 est également
amélioré par rapport à l’OSEM de référence, mais la contrepartie est que Davg et D70
sont réduits respectivement de 16 % et 11 % par rapport à l’OSEM de référence, qui
sous-estime déjà ces métriques. PPGML avec une fonction de potentiel de différences
relatives s’est révélé meilleur que l’OSEM de référence pour chaque paramètre, à
l’exception de V50 dans la sphère chaude, mais la différence n’était que de 0,7 %.
Comme prévu, AML + NNEPPS a obtenu la meilleure valeur de Davg dans la sphère
chaude, mais la variance dans cette région était trop élevée, comme le montre la
figure 3.10, où l’on observe que la courbe est la plus plate. À cause de cette variance
trop élevée, AML + NNEPPS sous-estime D70 et V50.

3.3.6 Évaluation clinique

Les figures 3.11, 3.12 et 3.13 montrent différents HDV pour le cas clinique. Ils
montrent respectivement les HDV pour une région supposée libre de toute activité,
pour le foie entier (y compris les tumeurs) et pour une tumeur. Les mêmes mé-
thodes de reconstruction que pour le fantôme sont représentées. Comme le montre
la figure 3.11, le signal lié au bruit est réduit en utilisant APPGML + NNEPPS
dans la région supposée exempte de toute activité, et qualitativement réduit en
considérant les autres régions. Les figures 3.11, 3.12 et 3.13 tendent à confirmer les
résultats exposés dans la section 3.3.5. En comparant les figures 3.9 et 3.11 avec les
figures 3.10 et 3.13, on observe que les courbes sont à peu près dans le même ordre
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dans le fantôme et dans la zone correspondante du patient. La comparaison entre les
tableaux 3.1 et 3.4 indique que les algorithmes présentant de bonnes performances
dans la zone froide du fantôme présentent également une faible activité dans la ré-
gion du patient censée être sans activité. Par exemple, APPGML + NNEPPS et
PPGML sont les deux algorithmes présentant le plus petit Davg dans le cylindre
froid, et ce sont également les deux algorithmes présentant le plus petit Davg dans
la région sans activité du patient. Cela semble confirmer qu’APPGML + NNEPPS
est le meilleur algorithme dans les régions à faible activité parmi celles utilisables
pour la dosimétrie. De la même manière, les résultats pour la tumeur du patient
confirment ceux de la sphère chaude du fantôme, où les deux Davg les plus élevés
sont AML + NNEPPS et PPGML pour les deux. La figure 3.14 montre une image
du patient pour chacun des cinq algorithmes précédents. La différence de niveau de
bruit est clairement visible sur ces images. AML + NNEPPS est trop bruité pour
être interprétable. PPGML est moins bruité qu’OSEM, et APPGML + NNEPPS
est encore moins bruité. La figure 3.15 présente une image du même patient avec une
carte de couleurs saturée. Le biais positif du cœur présent dans OSEM est supprimé
avec APPGML + NNEPPS.

3.4 Discussion et conclusion

L’imagerie TEP post-thérapeutique à l’yttrium 90 est principalement utilisée
pour mesurer l’activité délivrée dans une région donnée en vue d’un calcul dosi-
métrique ultérieur [Pasciak et al., 2014]. Par conséquent, les images reconstruites
doivent être quantitativement précises et exactes plutôt que visuellement réalistes.
À cet égard, et puisqu’aucune image reconstruite ne fournit la valeur optimale pour
l’ensemble des métriques, un niveau supérieur à celui trouvé à l’aide de l’OSEM de
référence pourrait être toléré pour les métriques de bruit (IR et RMSE), et l’étude
pourrait se concentrer préférentiellement sur les métriques de biais (CRCfroid et
CRCchaud). Il est cependant important que l’IR et le RMSE restent raisonnables à
des fins de détectabilité. Ils influencent également certaines métriques dosimétriques,
telles que D70 et V50.

Une comparaison entre deux algorithmes non contraints, AML et NEG-ML, a
montré que si le paramètre A d’AML permettait une correspondance continue entre
OSEM (un cas particulier d’AML lorsque A = 0) et AML avec A = −∞, NEG-ML
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Table 3.1 – Métriques dosimétriques du fantôme IEC0
Cylindre froid Sphère chaude (22 mm)
Dose Dose à Dose Dose à Volume

moyenne 70 % moyenne 70% supérieur à 50
(Gy) (Gy) (Gy) (Gy) Gy (%)

SIEMENS 9.5 4.8 99.4 74.1 94.0
OSEM 7.6 4.2 94.6 75.3 83.6

AML + 5.3 0.2 106.9 66.0 82.4
NNEPPS
APPGML 1.1 0.1 79.7 66.9 90.9

+ NNEPPS
PPGML 3.3 0.8 100.3 78.4 83.0

Perfect image 0 0 105.4 100.1 97.6

est très proche de la version d’AML avec A = −∞, quelle que soit la valeur de ψ, et
est donc beaucoup moins flexible. Par conséquent, NEG-ML a présenté des IR et des
RMSE plus grands que l’OSEM de référence de la première itération. Avec AML,
le biais positif dans la région froide a été légèrement augmenté par l’utilisation du
NNEPPS, mais le bruit a été réduit. Cela permet d’utiliser un |A| plus grand, ce
qui entraîne une plus grande réduction du biais sans augmenter le bruit.

Dans cette étude, les algorithmes pénalisés et non contraints ont permis de ré-
duire le biais positif dans le cylindre froid, comme le montre le tableau 3.2, qui
résume les caractéristiques de chaque algorithme. Les algorithmes sans contrainte
ont obtenu la plus forte diminution, mais au détriment d’au moins une des autres
métriques étudiées. Ils peuvent en fait être presque sans biais, mais avec un niveau
de bruit élevé. Inversement, pour un même niveau de bruit, PPGML est générale-
ment moins biaisé. Cela justifie l’utilisation d’algorithmes non contraints pénalisés
(APPGML dans cette étude).

APPGML a un biais beaucoup plus faible que les autres algorithmes pour un
niveau de bruit similaire. Par exemple, en utilisant le fantôme IEC1, et pour un
RMSE similaire à l’OSEM de référence, AML permet une réduction du CRCfroid de
12 %, PPGML avec une pénalité quadratique de 24 %, AML + NNEPPS de 38 %,
APPGML de 54 %, et APPGML + NNEPPS de 59 %.
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(d) CRCfroid vs RMSE

Figure 3.8 – Comparaison des différences relatives et des pénalités quadratiques
dans le fantôme IEC1 pour différentes métriques. Dans chaque graphique, les croix
représentent le front de Pareto 4D de l’ensemble des algorithmes contenant à la fois
des différences relatives et des pénalités quadratiques. Les lignes représentent les
ensembles de Pareto 2D (correspondant au graphique) des différences relatives et de
la pénalité quadratique. Pour chaque ligne, il existe deux paramètres variables (le
nombre d’itérations et la force de la pénalité β)

.
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Figure 3.9 – Histogramme dose-volume d’une région d’intérêt à l’intérieur du cy-
lindre froid pour IEC0. « SIEMENS » représente l’algorithme mis en œuvre par le
fabricant.

0 50 100 150 200 250 300

Dose (Gy*)

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

V
o
lu

m
e
 (

%
)

SIEMENS

OSEM 2 iterations

AML + NNEPPS (wo post-filtering), A=-2 10
5
, 7 it.

APPGML + NNEPPS, A=-5 10
5
, =1.5 10

-12
, 7 it.

PPGML relative differences =1.5 10
-6

, 7 it.

perfect image

Figure 3.10 – Histogramme dose-volume de la sphère de 22 mm pour IEC0. SIE-
MENS représente l’algorithme mis en œuvre par le fabricant.
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Table 3.2 – Tableau récapitulatif des caractéristiques de chaque algorithme sur le
fantôme IEC112

Algorithme
Meilleur

RMSE

(×104)

Meilleure

IR

Meilleur

CRCfroid

(×104)

Meilleur

CRCchaud

Meilleur

CRCfroid

pour

RMSE ≤

RMSE(Ref)

(×104)

Meilleur

CRCfroid

pour IR ≤

IR(Ref)

(×104)

Meilleur

CRCfroid pour

RMSE ≤

RMSE(Ref) and

IR ≤ IR(Ref)

(×104)

Meilleur

CRCfroid pour

RMSE ≤

RMSE(Ref),

IR ≤ IR(Ref) et

CRCchaud ≥

CRCchaud(Ref)

(×104)

OSEM de
référence

(post-filtré)
7.2 0.78 4.9 0.64 4.9 4.9 4.9 4.9

OSEM
(post-filtré) 7.2 0.49 4.5 0.66 4.9 4.9 4.9 4.9

AML
(post-filtré) 7.0 0.49 0.60 0.69 4.3 2.2 4.3 4.9

AML
(post-filtré)
+ NNEPPS

6.6 0.49 2.7 0.67 3.0 3.0 3.0 4.9

NEG-ML
(post-filtré) 11 0.76 0.56 0.71 % 2.3 % %

NEG-ML
(post-filtré)
+ NNEPPS

8.2 0.72 2.9 0.68 % 3.2 % %

PPGML
quadratique 5.2 0.16 3.7 0.72 3.7 3.7 3.7 %

PPGML
differences
relatives

4.8 0.15 3.2 0.72 3.2 3.2 3.2 3.2

APPGML
quadratique 4.1 0.15 0.012 0.78 2.2 0.94 2.2 %

APPGML
quadratique
+ NNEPPS

4.1 0.15 2.0 0.72 2.0 2.0 2.0 %
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Figure 3.11 – HDV du patient pour la région d’intérêt censée être libre de toute
activité. SIEMENS représente l’algorithme mis en œuvre par le fabricant.

APPGML + NNEPPS est en effet l’algorithme réalisant la plus forte réduction du
CRCfroid tout en préservant l’IR, le CRCchaud et le RMSE à peu près au même niveau
que l’OSEM de référence. Le choix optimal de A et de β doit être ajusté en fonction
des propriétés statistiques. Dans nos expériences, il varie de A = −105 Bq mL−1

et β = 10−12 pour IEC0 à A = −5 × 105 Bq mL−1 et β = 2 × 10−12 pour IEC3.
C’est APPGML qui procure le biais le plus faible (à la fois en termes de CRCchaud

et de CRCfroid), avec A = −∞, β = 0, le plus grand nombre d’itérations testées,
et sans le NNEPPS. Bien que les algorithmes pénalisés aient un biais beaucoup
plus faible que les algorithmes non pénalisés arrêtés précocement pour un niveau
de bruit comparable à l’OSEM de référence, ces derniers peuvent être aussi bons
que les algorithmes pénalisés lorsqu’un compromis entre le faible niveau de bruit de
l’OSEM de référence et le faible biais de l’AML convergé est recherché. Par exemple,
les étoiles de la figure 3.6 ont été obtenues en utilisant un algorithme non pénalisé
après 3 itérations.

En utilisant le RMSE sur des HDV pour une évaluation dosimétrique, Siman et
al. [Siman et al., 2019] ont montré que 36 itérations équivalentes d’OSEM avec un
post-filtrage de 5,2 mm était idéal. Sur la base de leurs travaux, nous avons défini
une méthode de référence de 42 itérations équivalentes d’OSEM (2 itérations de
21 sous-ensembles), avec un post-filtrage de 4,5 mm, et avons comparé les résultats
des algorithmes à cette référence. Les résultats dosimétriques dans le cylindre froid
(figure 3.9) ont confirmé l’avantage d’utiliser des méthodes pénalisées par rapport à
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OSEM. APPGML + NNEPPS a obtenu les meilleures performances dans les régions
froides.

Les algorithmes pénalisés utilisant les différences relatives ont montré une di-
minution du biais moins impressionnante que les algorithmes non contraints, mais
avec une amélioration de toutes les métriques étudiées par rapport à l’OSEM de ré-
férence. Un résultat important est que la valeur optimale de l’intensité de la pénalité
lors de l’utilisation des différences relatives s’est avérée être presque indépendante
du niveau de statistique (environ 1,5 × 10−6). Sans l’utilisation de la fonction po-
tentielle des différences relatives, il était impossible d’améliorer les quatre métriques
en même temps par rapport à l’OSEM de référence. Par exemple, il était impossible
d’améliorer à la fois l’IR et le CRCchaud avec une pénalité quadratique, même en
choisissant une borne inférieure négative. Cela suggère que les différences relatives
sont préférables à une fonction potentielle quadratique. Cependant, l’utilisation des
différences relatives avec des algorithmes non contraints n’est pas triviale en raison
des valeurs négatives impliquées. Par conséquent, APPGML a été implémenté avec
une pénalité quadratique et un développement spécifique est nécessaire pour étendre
la fonction potentielle des différences relatives aux algorithmes non contraints. Une
autre perspective serait de tester, avec et sans NNEPPS, l’algorithme proposé par
Lim et al., et revisité par Bousse et al. [Lim et al., 2018, Bousse et al., 2020], qui
impose la positivité dans l’espace des données pour maintenir la vraie distribution
de Poisson tout en autorisant les valeurs négatives dans l’image.

Nos résultats sont en accord avec les études précédentes fondées sur des données
réelles yttrium 90 utilisant la version commerciale de BSREM avec une pénalité
aux différences relatives [Rowley et al., 2017, Seo et al., 2019, Scott and McGowan,
2019]. Ces études ont également montré une amélioration de la qualité de l’image, en
termes de variabilité du fond et de rapport signal sur bruit dans les zones chaudes,
par rapport à l’OSEM standard. Ces études indiquent que l’intensité de la pénalité
doit être différente, selon que la finalité soit qualitative (liée à la visualisation) ou
quantitative. Seo et al. [Seo et al., 2019] ont également signalé une augmentation de
la récupération du contraste par rapport à l’OSEM, ce qui est en accord avec nos
résultats.

12. Notez que même pour un algorithme donné, chaque colonne provient d’un choix de paramètres
différent. Code de la carte des couleurs. Vert : plus proche de la meilleure valeur de la colonne que
de la référence. Orange : meilleure (ou égale) que la référence, mais plus proche de la référence que
de la meilleure valeur de la colonne. Rouge : pire que la référence. % : aucun paramètre trouvé
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Figure 3.12 – HDV dans le foie en utilisant différents algorithmes. SIEMENS
représente l’algorithme mis en œuvre par le fabricant.

Nos résultats suggèrent qu’APPGML + NNEPPS est idéal à la fois pour la do-
simétrie et la visualisation. En effet, alors qu’une faible dose (souvent inférieure à
10 Gy) est attendue dans le foie sain, il n’est pas rare que plusieurs sessions de
traitement soient nécessaires pour un patient spécifique, conduisant à une dose cu-
mulée autour de la limite théorique pour les microsphères en résine (40 Gy [Levillain
et al., 2021]). Cependant, la valeur des hyper-paramètres doit être ajustée pour cor-
respondre aux objectifs précis de l’étude (visualisation, dosimétrie de la zone froide
et/ou de la zone chaude, etc. Une solution pourrait être de reconstruire deux images,
par exemple, l’une pour la visualisation, l’autre pour la quantification.

L’utilisation du RMSE sur les HDV comme métrique a permis à Siman et al. [Si-
man et al., 2019] d’optimiser une combinaison de bruit et de biais pour l’algorithme
OSEM. Plutôt que d’optimiser une seule métrique, nous avons considéré simultané-
ment quatre métriques dans une étude multi-objectifs. Cette analyse était réalisable
grâce à l’utilisation des fronts de Pareto qui permettent de traiter simultanément
quatre objectifs et quatre paramètres. Alors que ce formalisme est intensivement uti-
lisé dans d’autres domaines, tels que l’ingénierie [Davins-Valldaura et al., 2017,Bom-
pard et al., 2010], et que plusieurs études ont utilisé des métriques de quantification
par rapport au bruit, à notre connaissance seule une étude a récemment appliqué ce
formalisme à la TEP [Abouhawwash and Alessio, 2021] dans un contexte différent.

satisfaisant les contraintes.
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Figure 3.13 – HDV dans une tumeur en utilisant différents algorithmes. SIEMENS
représente l’algorithme mis en œuvre par le fabricant..

Table 3.3 – Liste de tous les paramètres testés
Intensité de la

pénalité β
(quadratique)

0, 10−13, 3 × 10−13, 5 × 10−13, 10−12, 1.5 × 10−12, 2 × 10−12,
4 × 10−12, 8 × 10−12, 2 × 10−11, 3 × 10−11, 5 × 10−11, 6 × 10−11,

8 × 10−11, 10−10

Intensité de la
pénalité β

(différences
relatives)

0, 10−6, 1.5 × 10−6, 2 × 10−6, 2.5 × 10−6, 3 × 10−6, 5 × 10−6, 10−5,
2 × 10−5, 4 × 10−5, 8 × 10−5

Borne
inférieure A

(Bq mL−1)

0, −104, −5 × 104, −105, −2 × 105, −5 × 105, −7 × 105, −106,
−2 × 106, −107 (seulement pour APPGML), −∞ (seulement pour

AML)

paramètre de
NEG-ML ψ

1.4013 × 10−45, 10−40, 10−35, 10−30, 10−25, 10−20, 10−15, 10−10,
10−9, 10−8, 10−7, 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 10−2, 0.015, 0.02, 0.025,

0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1, 1, 10, 102, 103, 104, 105,
106, 107, 108, 109, 1010, 1015, 1020, 1025, 1030, 1035, 3.4028 × 1038,

∞
nombre

d’itérations 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
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(a) SIEMENS (b) OSEM 2 iterations

(c) AML + NNEPPS (sans post-filtrage),
A = −2 × 105, 7 iterations

(d) APPGML + NNEPPS, A = −5 × 105,
β = 1.5 × 10−12, 7 iterations

(e) PPGML differences relatives, β = 1.5×
10−6, 7 iterations

Figure 3.14 – Image de fusion (TEP/tomodensitométrie) d’un patient avec cinq
algorithmes de reconstruction différents
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(a) SIEMENS (b) OSEM 2 iterations

(c) AML + NNEPPS (sans post-filtrage),
A = −2 × 105, 7 iterations

(d) APPGML + NNEPPS, A = −5 × 105,
β = 1.5 × 10−12, 7 iterations

(e) PPGML différences relatives, β = 1.5×
10−6, 7 iterations

Figure 3.15 – Image de fusion (TEP/tomodensitométrie) d’un patient avec cinq
algorithmes de reconstruction différents. L’échelle de couleur est très saturée afin de
mettre en évidence le biais positif de certains algorithmes. Certaines taches, attri-
buées au bruit, sont visibles dans les images OSEM et SIEMENS,et sont absentes
des images APPGML + NNEPPS et PPGML



Table 3.4 – Métriques dosimétriques du patient
Zone froide Foie entier Tumeur

Dose Dose à Dose Dose à Volume Dose Dose à Volume

moyenne 70 % moyenne 70% supérieur à 50 moyenne 70 % supérieur à 50

(Gy) (Gy) (Gy) (Gy) Gy (%) (Gy) (Gy) Gy (%)

SIEMENS 1.0 0.1 24.5 3.4 16.1 79.3 41.4 63.6
OSEM 0.6 0 22.6 2.1 14.5 81.7 46.2 67.0

AML + 0.9 0 22.8 0.4 14.3 82.6 34.3 60.4
NNEPPS

APPGML 0.3 0 21.9 0.2 15.1 79.4 50.9 70.5
+ NNEPPS

PPGML 0.4 0 22.5 1.5 14.6 82.4 47.8 68.6
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4.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’un choix judicieux des hyper-
paramètres de reconstruction pouvait mener à une amélioration qualitative et quan-
titative des images reconstruites. Cependant, le choix précis des hyper-paramètres
dépend du problème traité et par conséquent il n’existe pas de valeur optimale unique
qui s’appliquerait universellement à tous les patients.

Certains auteurs ont proposé de fixer l’intensité de la pénalité au cours de
la reconstruction, par validation croisée [Reader and Ellis, 2020]. Cependant, ces
méthodes sont souvent coûteuses et ne permettent pas de fixer les autres hyper-
paramètres de reconstruction, telles que la borne inférieure d’AML. Dans ce chapitre,
nous cherchons à savoir s’il est possible d’estimer les paramètres de reconstruction
optimaux avant de commencer la reconstruction, à partir des seuls sinogrammes
(données brutes) en utilisant une approche exploitant les techniques d’apprentissage
statistique.

Depuis quelques années, l’apprentissage profond a une influence grandissante
dans de nombreux domaines, incluant les problèmes inverses [Arridge et al., 2019].
En reconstruction TEP [Reader et al., 2021, Carrillo et al., 2021], il est utilisé à
diverses fins (voir la section 1.1.7.4), mais n’a, à notre connaissance, jamais été
proposé dans un but de sélection des hyper-paramètres de reconstruction.

Il s’agit pourtant là d’une approche qui pourrait être particulièrement utile, car
il est difficile de modéliser théoriquement la valeur que doivent prendre les hyper-
paramètres pour aboutir à une quantification optimale des images.

Ce chapitre est consacré à un travail prospectif dans cette direction. Il annonce
des résultats préliminaires et propose des pistes à explorer lors d’un travail futur.
Il présente également certains outils et méthodologies qui ont été développés et
qui pourront être utiles pour la suite du travail, tels que la création d’une base de
données présentant des couples sinogrammes-hyper-paramètres.

4.2 Méthodologie générale

4.2.1 Présentation de l’approche

L’approche proposée consiste à utiliser un réseau de neurones prenant en entrée
les données brutes (cinq sinogrammes, c’est-à-dire la totalité des informations dispo-
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Figure 4.1 – Récapitulatif des entrées et sorties de l’algorithme proposé.

nibles avant la reconstruction) et renvoyant le jeu d’hyper-paramètres à utiliser lors
de la reconstruction. Les cinq sinogrammes en entrée du réseau sont les sinogrammes
des coïncidences totales, des coïncidences aléatoires, des coïncidences diffusées, d’at-
ténuation et de normalisation. En cohérence avec la partie précédente, nous utilise-
rons l’algorithme APPGML pour nos reconstructions, et les quatre hyper-paramètres
considérés sont ceux de la section précédente : la borne inférieure A, l’intensité de la
pénalité β, le nombre d’itérations, et un booléen indiquant si le NNEPPS doit être
appliqué ou pas. La figure 4.1 récapitule les entrées et sorties du problème traité
dans cette partie.

Comme nous l’avons vu lors de la partie 3, le jeu d’hyper-paramètres à utiliser
dépend de l’application considérée, et nous proposons donc d’entraîner le réseau
différemment selon l’objectif à atteindre. Nous entraînons donc une architecture
unique selon deux objectifs : la MSSIM (mean structural similarity) [Wang et al.,
2004], et une combinaison des quatre métriques utilisées dans la section précédente.
Ces objectifs seront détaillés dans la section 4.2.2.3.

La section 4.2.2 décrit la méthodologie utilisée pour créer la base de données. La
section 4.2.3 indique la configuration expérimentale utilisée. L’architecture du réseau
et les paramètres utilisés pour son entraînement sont détaillés respectivement dans
les sections 4.2.4 et 4.2.5. Enfin, la section 4.2.6 décrit des méthodes simples dont
les performances peuvent être comparées à celles de notre réseau.
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4.2.2 Constitution de la base de donnée pour l’apprentis-
sage supervisé

4.2.2.1 Création des images « vérité terrain »

Afin d’entraîner un réseau de neurones par apprentissage supervisé, la première
étape était de constituer une base de données contenant les sinogrammes que pren-
drait le réseau de neurones en entrée et les hyper-paramètres de reconstruction opti-
maux associés à ces sinogrammes. Afin de commencer par un problème simple, nous
avons fait le choix d’utiliser des images 2D associées à un sinogramme unique. Nous
avons d’abord créé des images de référence (« vérité terrain »), avant d’en simuler
un sinogramme. Les simulations apportent en effet cet avantage, par rapport aux
acquisitions réelles de patients, que la vérité terrain est connue et peut donc servir
à l’évaluation de la reconstruction.

Une base de données de 112 images a été constituée, dont chaque image fut
réalisée de la manière suivante :

1. Sélection d’une coupe issue d’une image TEP yttrium 90 réelle d’un patient.

2. Adjonction d’une tumeur issue d’un autre patient dans le but d’y calculer le
CRCchaud. La tumeur à ajouter fut sélectionnée aléatoirement et multipliée
par une constante afin de régler son contraste par rapport au fond diffus. Le
contraste fut choisi aléatoirement dans une distribution gaussienne correspon-
dant à la distribution réelle du contraste sur le patient dont est extrait le
fond.

3. Adjonction d’une zone d’activité nulle, dessinée à la main. Cette zone est
ajoutée afin d’y pouvoir estimer le CRCfroid et le RMSE.

4. Ajout d’une zone uniforme afin d’y calculer l’IR.

La figure 4.2a montre un exemple d’image vérité terrain ainsi créée.

4.2.2.2 Projection de l’image pour créer un sinogramme bruité

Une fois les images créées, les sinogrammes correspondants sont générés grâce
à un code de simulation analytique. Les sinogrammes créés correspondent à des
acquisitions du Biograph mMR de chez Siemens. La référence [Stute et al., 2015]
présente ce code de façon détaillées et nous donnons ci-dessous une brève description.
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(a) Image vérité terrain (b) Optimisation MSSIM

(c) Optimisation « métriques » (d) Prédiction MSSIM du réseau

(e) Prédiction « métriques » du réseau

Figure 4.2 – Exemple d’image de la base de donnée ainsi que les reconstructions
optimales et prédites par le réseau. On voit sur l’image vérité terrain une tumeur,
une zone uniforme et une zone froide.
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Ce code de simulation analytique prend en entrée le nombre total de coïncidences
à simuler, la fraction de coïncidences diffusées, la fraction de coïncidences fortuites,
ainsi que la fraction de ces coïncidences fortuites liées au fond diffus que cause le
LSO (voir la section 1.2.4). Il prend également en entrée l’image vérité terrain et la
carte d’atténuation associée, ainsi que la valeur de la PSF dans l’image. Voici les
opérations successives que le code de simulation applique :

1. Pour chaque cristal du scanner, une efficacité est tirée au hasard entre 0,9 et
1,1 dans une distribution de probabilité uniforme.

2. Le sinogramme de normalisation est ensuite calculé à partir de la carte d’effi-
cacité des cristaux.

3. L’image est projetée pour obtenir le sinogramme des coïncidences vraies en
tenant compte de la normalisation, et de l’atténuation.

4. Les coïncidences diffusées sont estimées grâce à une convolution ligne par ligne
du sinogramme des coïncidences vraies normalisées, qui sont ensuite dénorma-
lisées.

5. Les coïncidences fortuites sont simulées par la méthode fan-sum à partir des
coïncidences vraies et des diffusées. Les coïncidences fortuites dues au LSO sont
ensuite modélisées par une distribution uniforme dans l’espace des données.

6. Enfin, le sinogramme des coïncidences totales est estimé en lui appliquant une
réalisation de la loi de Poisson.

Afin de choisir les grandeurs les plus réalistes possibles, le nombre total de coïn-
cidences, les fractions de coïncidences diffusées et aléatoires, ainsi que l’activité in-
jectée ont été modélisées par des variables aléatoires suivant une loi de probabilité
gaussienne multivariée. Les paramètres de cette loi (moyenne et covariance) ont été
calculés selon les statistiques fournies par une base de 91 examens cliniques. La
suite d’opérations suivante est ensuite effectuée pour chaque image afin de fournir
au programme de simulation les entrées nécessaires :

1. L’activité totale de l’image en question est mesurée. Cette activité mesurée
est multipliée par un facteur permettant de simuler l’activité totale injectée
au patient. Ce facteur a été estimé, à partir de plusieurs patients, comme le
rapport approximatif entre l’activité mesurée dans tout le champ de vue 3D
et celle mesurée dans une seule coupe 2D d’intérêt.
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2. À partir de cette activité injectée, la loi de probabilité conditionnelle régissant
le nombre de coïncidences totales et les fractions de coïncidences fortuites
et diffusées est établie à partir d’une base d’une centaine de patients. Une
réalisation de cette loi de probabilité est ensuite simulée afin de générer ces
trois grandeurs.

3. Le nombre de coïncidences aléatoire dues au LSO est estimé par une constante,
suivant les travaux de [Strydhorst et al., 2016]. Il est tronqué à 95 % du nombre
total des coïncidences aléatoires dans le cas où il dépasserait cette valeur.

4.2.2.3 Choix des objectifs

Deux jeux de paramètres optimaux ont été calculés. L’un en utilisant une mé-
trique globale sur l’ensemble de l’image : la MSSIM, l’autre en utilisant les quatre
métriques décrites précédemment. Ces jeux de paramètres optimaux constitueront
la valeur cible du problème de régression que le réseau de neurones devra résoudre.

MSSIM La MSSIM (mean structural similarity) [Wang et al., 2004] est une mé-
trique permettant d’évaluer la conformité d’une image par rapport à une image de
référence telle que la percevrait l’œil humain. Elle peut par exemple servir à évaluer
la qualité de la compression JPEG des images. On utilise désormais couramment
cette méthode pour évaluer la qualité des images TEP lorsqu’une référence, servant
de vérité terrain, est disponible [Rasch et al., 2017, Gong et al., 2017, Bland et al.,
2019]. Afin d’utiliser cette métrique, les images furent d’abord tronquées à partir
de la carte d’atténuation du patient ayant servi pour le fond de l’image, afin de ne
conserver de l’image que sa partie intéressante. Nous les avons ensuite normalisées
en les divisant par leur valeur moyenne, conformément à ce que firent les auteurs
de [Gong et al., 2017].

Utilisation des quatre métriques Les quatre métriques utilisées pour évaluer
les images furent les quatre mêmes que celles utilisées dans le chapitre 3 de cette thèse
(voir la section 3.2.4), à la différence que l’IR fut remplacé par l’écart type, pour
éviter les divisions par des grandeurs trop faibles. Afin de mettre les quatre métriques
à la même échelle, elles sont d’abord normalisées de la manière suivante : Une série de
reconstructions est d’abord effectuée en parcourant l’espace des hyper-paramètres
de reconstruction. L’annexe B détaille les hyper-paramètres parcourus lors ce ce



4.2. Méthodologie générale 129

premier quadrillage. On normalise ensuite chaque métrique par une transformation
affine pour que sa valeur minimale sur le parcours soit 0, et sa valeur maximale 1.
La transformation affine appliquée dépend donc de l’image, et est ensuite fixée : elle
ne changera pas au cours de l’optimisation. Le critère à minimiser retenu est ensuite
le maximum des quatre métriques. On cherche en effet à ce qu’aucune métrique ne
soit trop grande.

4.2.2.4 Optimisation des hyper-paramètres

Pour optimiser les hyper-paramètres de reconstruction, pour chacune des 112
images, selon chacun des deux critères, un premier quadrillage de l’espace des hyper-
paramètres est d’abord effectué. L’annexe B détaille les hyper-paramètres parcourus
lors de ce premier quadrillage. Dans le cas de l’optimisation en termes de métriques,
le quadrillage a déjà été effectué pour normaliser les hyper-paramètres, et aucune
reconstruction supplémentaire n’est nécessaire. Le meilleur point de ce quadrillage
est ensuite utilisé comme point de départ d’un algorithme de recherche directe [Audet
and Dennis Jr, 2002,Kolda et al., 2003].

La figure 4.2 montre un exemple d’image obtenue après optimisation des hyper-
paramètres de reconstruction. On y constate que l’optimisation MSSIM est assez
floue, au contraire de l’optimisation « métriques », plutôt bruitée.

Il est à noter que pour l’optimisation MSSIM, le jeu d’hyper-paramètre opti-
mal a toujours inclus le post-traitement NNEPPS, au contraire de l’optimisation
« métriques », qui l’a inclus pour 55 images sur 112.

4.2.3 Configuration expérimentale

16 patients ayant bénéficié d’une imagerie TEP à l’yttrium 90 post-radioembolisation
ont été sélectionnés. Certains de ces patients ayant été imagés plusieurs fois, nous
disposions en réalité de 20 images tridimensionnelles. Parmi ces 20 images, sept,
correspondant à six patients différents, avaient un fond diffus et ont pu servir de
base à la création des images 2D. Les autres ont servi à ajouter des tumeurs. Pour
chacune de ces sept images 3D, six à dix coupes 2D ont pu être extraites et servir
de base à la constitution des images. Chacune de ces coupes ayant été utilisée deux
fois, 112 images ont été créées au total.

La base de données contient donc 112 éléments, contenant chacun :
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— Une image « vérité terrain », de taille 200 × 200. Chaque image contient une
tumeur, une zone uniforme (non nulle), et une zone d’activité nulle.

— Cinq sinogrammes qui lui sont associés, chacun de taille 344 × 252 : les sino-
grammes des coïncidences totales, diffusées, et fortuites, l’atténuation, et la
normalisation.

— Un jeu d’hyper-paramètres optimisé pour maximiser la MSSIM.

— Un jeu d’hyper-paramètres optimisé pour minimiser la combinaison des quatre
métriques.

Sept patients différents ont servi à constituer le fond de ces 112 images 1. Lors
de la validation croisée, chacun de ces sept patients est alternativement pris comme
ensemble de validation, alors que les six autres servent à l’entraînement. Cependant,
le patient 6 a toujours été mis à l’écart de tout choix d’hyper-paramètre, afin que
l’évaluation sur ce dernier fût la moins biaisée possible.

4.2.4 Architecture

Le réseau utilisé est un ResNet-18 [He et al., 2016]. Le ResNet est un réseau de
neurones convolutionnel qui fait figure de référence pour la vision par ordinateur
et l’analyse d’images médicales [Targ et al., 2016,Ayyachamy et al., 2019]. Le choix
d’utiliser un réseau de neurones convolutionnel directement à partir des sinogrammes
est également effectué par certains auteurs [Häggström et al., 2019]. Bien que le
ResNet ait été initialement proposé pour des tâches de classification, son utilisation
pour de la régression est aisée : il suffit en effet d’enlever la fonction softmax en
sortie du réseau, et de considérer les valeurs directement issues de la dernière couche
entièrement connectée.

Les cinq sinogrammes de coïncidences totales, fortuites, diffusées, d’atténuation
et de normalisation sont fournis en entrée du réseau comme étant cinq canaux dif-
férents. Les sinogrammes sont d’abord normalisés avant d’être fournis au réseau,
afin que les valeurs des cinq sinogrammes aient un ordre de grandeur comparable.
Cette normalisation se fait de sorte que chaque sinogramme ait une moyenne nulle
et une variance unitaire sur l’ensemble de la base de données privée du patient

1. En réalité six. Mais l’un des patients a subi deux examens et les images qui en résultent sont
suffisamment différentes pour qu’elles puissent être considérées comme provenant de deux patients
différents.
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6, comme expliqué dans la section 4.2.3. Les hyper-paramètres de reconstruction
ont, eux aussi, été normalisés de la même manière. Nous avons utilisé l’inverse du
nombre d’itérations plutôt que le nombre d’itérations afin de rendre compte qu’une
différence d’une itération a moins d’importance quand le nombre d’itérations est
élevé. Lors de l’évaluation des objectifs (MSSIM ou combinaison des métriques),
les hyper-paramètres donnés à l’algorithme de reconstruction sont d’abord tronqués
pour coïncider au domaine sur lequel les hyper-paramètres « optimaux » ont été dé-
finis. Étant donné que l’hyper-paramètre « NNEPPS » était toujours de post-traiter
l’image pour l’optimisation MSSIM (voir la section 4.2.2.4), cet hyper-paramètre
n’est pas demandé comme sortie du réseau « MSSIM »

4.2.5 Entraînement du réseau

Le réseau de neurones fut implémenté à partir de PyTorch [Paszke et al., 2017].
L’entraînement du réseau s’est fait avec l’algorithme Adam (adaptive moment es-
timation) [Kingma and Ba, 2014]. Adam est similaire à l’algorithme du gradient
stochastique habituel, mais maintient à jour un taux d’apprentissage adaptatif dif-
férent pour chaque paramètre du réseau. Les moments retenus furent ceux proposés
par les auteurs : β1 = 0, 9 et β2 = 0, 999. Le taux d’apprentissage retenu fut de
0,001.

La fonction de coût choisie fut l’erreur quadratique moyenne, à laquelle fut ajou-
tée une pénalité L1 sur les paramètres du réseau, afin de le régulariser. La durée de
l’entraînement fut fixée à 200 époques.

4.2.6 Méthodes « hyper-paramètres fixés »

Afin d’évaluer les performances du réseau, nous avons jugé bon d’évaluer ses
performances par rapport à une autre méthode qui consisterait à fixer à l’avance
les hyper-paramètres de reconstruction. Afin de comparer les différentes méthodes
sur un même pied d’égalité, les hyper-paramètres fixés à l’avance sont optimisés
sur l’ensemble d’entraînement, avant d’être évalués sur l’ensemble de validation.
Plusieurs jeux d’hyper-paramètres fixés à l’avance ont été optimisés, en utilisant
différents critères : minimisation de la MSSIM sur l’ensemble d’entraînement (mé-
thode FixeMSSIM), minimisation de la combinaison des métriques (Fixemétriques), et
minimisation de l’erreur quadratique moyenne (FixeMSE). Ce dernier jeu d’hyper-
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paramètres peut être simplement déterminé en prenant la moyenne des hyper-
paramètres sur l’ensemble d’entraînement. En revanche, les deux premiers néces-
sitent une longue optimisation 2, et ont donc seulement été évalués à partir de la
base de données privée du patient 6.

4.3 Résultats

La figure 4.2 montre des exemples d’images reconstruites avec les hyper-paramètres
issus du réseau. On y constate que les images sont visuellement relativement proches
des images « optimales », mais avec une qualité dégradée.

4.3.1 Validation croisée

Les figures 4.3, 4.4 et 4.5 montrent respectivement des exemples de courbes
d’apprentissage et de validation du réseau. On y constate que la fonction de coût
sur l’ensemble d’entraînement diminue et tend vers 0, au contraire des courbes sur
l’ensemble de validation. Les tableaux 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4 montrent les résultats de la
validation croisée. Les tableaux 4.1 et 4.2 montrent les performances du réseau selon
l’objectif final (respectivement la MSSIM et la combinaison des métriques), patients
par patients, et les comparent par rapport à la valeur optimale, ainsi que par rapport
aux méthodes fixant les paramètres à l’avance. L’écart type donné dans la colonne
ResNet-18 correspond à l’écart type sur trois réalisations de l’apprentissage, à partir
de paramètres initiaux du réseau différents. On y constate que le ResNet-18 a de
moins bons résultats que les méthodes « fixes ». Les tableaux 4.3 et 4.4 montrent
les mêmes comparaisons, mais selon l’erreur quadratique moyenne par rapport aux
hyper-paramètres optimaux, qui est le critère utilisé lors de l’apprentissage. On y
constate que le ResNet-18 a de meilleures performances que les méthodes FixeMSSIM

ou FixeMétriques, mais moins bonnes que FixeMSE, ce qui confirme le surapprentissage
du réseau. Les écarts types sont pris sur des entraînements distincts du réseau, tous
issus d’une initialisation aléatoire. Chaque entraînement a en effet été réalisé trois
fois. Si l’on évalue les réseaux selon l’objectif final, les performances du ResNet-18
sont moins bonnes que celles fixant les paramètres à l’avance (figures 4.4 et 4.5).
Lorsque l’on évalue ces méthodes selon l’erreur quadratique moyenne par rapport

2. l’évaluation de ces grandeurs nécessite en effet d’effectuer des reconstructions.
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Table 4.1 – Résultats de la validation croisée SSIM
Valeur

optimale FixeMSSIM ResNet-18

Patient 1 0,4439 0,4335 0, 3802 ± 0, 0092
Patient 2 0,4686 0,4555 0, 4092 ± 0, 0043
Patient 3 0,2756 0,2661 0, 2489 ± 0, 0033
Patient 4 0,4295 0,4132 0, 3687 ± 0, 0009
Patient 6 0,4328 0,4235 0, 3844 ± 0, 0122
Patient 9 0,4372 0,4249 0, 3812 ± 0, 0038
Patient 13 0,4584 0,4451 0, 4034 ± 0, 0009

Table 4.2 – Résultats de la validation croisée Métriques
Valeur

optimale FixeMétriques ResNet-18

Patient 1 0,2550 0,4158 0, 4543 ± 0, 0265
Patient 2 0,1476 0,2352 0, 3552 ± 0, 0387
Patient 3 0,1458 0,2932 0, 3100 ± 0, 0217
Patient 4 0,1410 0,2193 0, 3244 ± 0, 0129
Patient 6 0,2275 0,3435 0, 4326 ± 0, 0228
Patient 9 0,1235 0,2159 0, 2944 ± 0, 0059
Patient 13 0,2115 0,3249 0, 4249 ± 0, 0093

aux paramètres optimaux, le réseau est meilleur que FixeMSSIM , mais moins bon
que FixeMSE, montrant un problème de généralisation du réseau.

4.3.2 Corrélation entre les variables

Le tableau 4.5 montre la corrélation entre les différents hyper-paramètres, ainsi
que la valeur moyenne, la variance et l’erreur quadratique moyenne de chacun. On
y constate qu’il n’y a pas d’hyper-paramètre qui soit mieux estimé que les autres.
Les corrélations entre les hyper-paramètres ont bien été comprises du réseau. En
particulier, il existe une très forte corrélation entre la borne inférieure et l’intensité de
la pénalité (-0,87 sur l’ensemble d’entraînement et -0,99 sur l’ensemble de validation).
Le réseau a bien appris cette corrélation (-0,68). Le problème principal vient de
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Table 4.3 – Résultats de la validation croisée SSIM loss
Valeur

optimale FixeMSSIM FixeMSE ResNet-18

Patient 1 0 1,2679 0,6459 0, 6673 ± 0, 0294
Patient 2 0 1,5136 0,9495 1, 1783 ± 0, 1415
Patient 3 0 1,4673 0,969 1, 0960 ± 0, 0366
Patient 4 0 1,9633 1,219 1, 2817 ± 0, 0241
Patient 6 0 1,0996 0,6727 0, 7414 ± 0, 0514
Patient 9 0 1,1257 0,9289 1, 0283 ± 0, 0667
Patient 13 0 1,7963 1,25 1, 5337 ± 0, 1096

Table 4.4 – Résultats de la validation croisée Métriques loss
Valeur

optimale FixeMétriques FixeMSE ResNet-18

Patient 1 0 3,2950 2,271 2, 3787 ± 0, 2880
Patient 2 0 1,2705 0,9522 1, 1083 ± 0, 1286
Patient 3 0 1,7334 0,9652 1, 0997 ± 0, 0605
Patient 4 0 1,2266 0,758 0, 7644 ± 0, 0422
Patient 6 0 2,2672 1,608 1, 7730 ± 0, 0795
Patient 9 0 1,0286 0,8559 0, 9951 ± 0, 0754
Patient 13 0 1,1966 0,7177 0, 7098 ± 0, 0348

Figure 4.3 – Courbe d’entraînement du patient 6
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Figure 4.4 – Courbe de validation du MSSIM du patient 6

Figure 4.5 – courbe de validation de l’optimisation « métriques » du patient 6
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ce que la variance des hyper-paramètres estimée par le réseau sur l’ensemble de
validation est beaucoup plus faible que leur variance réelle. Ceci suggère que le
réseau a en réalité appris une fonction proche d’une constante et a seulement appris
les valeurs particulières des hyper-paramètres correspondant aux sinogrammes vus
lors de l’entraînement.

4.3.3 Analyse et discussion

4.3.3.1 Perspectives

La figure 4.3 montre clairement que le réseau apprend. En effet, sur l’ensemble
d’entraînement, les paramètres estimés par le réseau convergent vers les paramètres
optimaux. En revanche, les performances du réseau sur l’ensemble de validation sont
mauvaises : le réseau ne fait pas mieux sur cet ensemble qu’un algorithme qui se
contenterait de trouver la valeur moyenne de chaque hyper-paramètre à partir de la
base d’entraînement. Les solutions possibles à ce problème — que nous détaillons
ci-dessous — comprennent la régularisation du réseau, le changement d’architecture,
l’augmentation du nombre de données d’entraînement et le choix d’un format plus
naturel pour les données d’entrée.

Régularisation du réseau Les résultats montrés dans la section 4.3 ont été ob-
tenus en appliquant une pénalité L1 au réseau. Cependant, l’intensité de la pénalité
était probablement beaucoup trop faible. Au lieu de 1, nos dernières expériences
montrent qu’une pénalité de l’ordre de 105 serait probablement plus adaptée. Ces
résultats semblent encourageants puisque l’erreur quadratique moyenne des hyper-
paramètres a réellement pu être diminuée sur l’ensemble de validation. Ces résultats
sont cependant à confirmer sur les autres patients. Une autre stratégie de régula-
risation possible consisterait à adjoindre au ResNet un décodeur qui tenterait de
reconstituer les sinogrammes d’origine. Un terme pénalisant la différence entre les
sinogrammes décodés et les sinogrammes de départ serait alors ajouté à la fonction
de coût.

Augmentation de la taille de l’ensemble d’entraînement. C’est probable-
ment la principale piste à privilégier. Les réseaux de neurones profonds sont en effet
connus pour nécessiter un nombre particulièrement important de données d’entraî-
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Table 4.5 – Corrélation, moyenne, variance, erreur quadratique moyenne des dif-
férents hyper-paramètres. L’ensemble de validation est le patient 6.

ensemble
d’entraînement

(hyper-
paramètres
optimaux)

ensemble de
validation
(hyper-

paramètres
optimaux)

ensemble de
validation

(prédictions du
resnet18)

ensemble de
validation

(prédictions de
FixeMSE)

erreur borne inférieure 1,07 1,05

quadratique intensité de la
pénalité 0,85 0,73

moyenne 1/itérations 0,22 0,24

moyenne
borne inférieure 0 -0,02 -0,10 0
intensité de la

pénalité 0 0 0,18 0

1/itérations 0 -0,27 -0,03 0

variance
borne inférieure 1 1,14 0,04 0
intensité de la

pénalité 1 0,80 0,04 0

1/itérations 1 0,18 0,05 0

corrélation

corrélation entre
la borne

inférieure et
l’intensité de la

pénalité

-0,87 -0,99 -0,68

corrélation entre
la borne

inférieure et
1/itérations

0,39 0,56 0,74

corrélation entre
l’intensité de la

pénalité et
1/itérations

-0,34 -0,58 -0,36



138
Chapitre 4 – Utilisation de l’apprentissage profond pour le réglage des

hyper-paramètres en reconstruction itérative

nement [Goodfellow et al., 2016]. Une piste pourrait être de conserver la base de
données créée pour constituer les ensembles de validation, de test, et éventuellement
une partie de l’ensemble d’entraînement, et de compléter ce dernier ensemble par
des données simulées moins réalistes en grand nombre. En effet, il a été rapporté que
l’augmentation du nombre de données d’entraînement améliorait généralement les
résultats du réseau sur les ensembles de validation et de test, même dans les cas où
les distributions de ces différents ensembles ne sont pas les mêmes. Alternativement,
les méthodes génératives récentes permettent de s’approcher de leur distribution
d’origine de manière assez réaliste.

Données d’entrée plus naturelles. On pourrait penser que les grandeurs les
plus importantes pour le choix des hyper-paramètres serait des grandeurs « bilan »,
telles que le nombre total de coïncidences collectées ou la fraction de coïncidences
aléatoires. Or, ces informations, bien que présentes dans les sinogrammes, sont diffici-
lement accessibles telles qu’elles par le réseau. On pourrait donc imaginer les donner
directement en entrée du réseau. De même, certaines relations entre les sinogrammes,
comme la relation multiplicative existant entre les sinogrammes d’atténuation et de
normalisation, sont difficiles à apprendre, et l’on pourrait imaginer donner en entrée
du réseau des sinogrammes additionnels, calculés lors d’une étape de pré-traitement.
Il est également à noter que les sinogrammes ne sont pas particulièrement adaptés
à l’entrée d’un réseau convolutionnel. Certains travaux utilisant des sinogrammes
en entrée commencent par des couches entièrement connectées [Zhu et al., 2018],
bien que d’autres utilisent aussi des couches convolutionnelles directement à par-
tir des sinogrammes, comme [Häggström et al., 2019], qui utilise comme nous des
convolutions 7 × 7. Une idée originale serait de fournir des histo-images en entrée
du réseau [Matej et al., 2009,Whiteley et al., 2021,Ote and Hashimoto, 2021], c’est-
à-dire un format où les coïncidences sont directement placés dans l’espace image, ce
format est alors adapté à l’entrée d’un réseau convolutionnel. Cependant, ce format
nécessite de connaître le temps de vol, ce qui n’est pas le cas dans notre étude.
Alternativement, [Ye et al., 2018] ont proposé de rétro-projeter les lignes de réponse
dans l’image.

Architecture du réseau L’architecture utilisée dans cette étude est une archi-
tecture connue et validée. La modification de l’architecture n’est probablement pas
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la première piste à envisager. Cependant, en cas d’insuccès des autres pistes, et
particulièrement si le choix des sinogrammes en entrée était maintenu, d’autres ar-
chitectures pourraient être étudiées. Les résultats des tableaux 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4
suggèrent que la minimisation de la norme L2 correspond mal à une minimisation
de l’objectif fixé (MSSIM ou combinaison des métriques). Il pourrait donc être in-
téressant de chercher d’autres fonctions de coût plus adaptées.

4.3.3.2 Étude préliminaire de certaines perspectives

Des études préliminaires de certaines de ces perspectives ont été menées, avec
deux modifications par rapport aux études présentées dans la section 4.3 : l’inten-
sité de la pénalité L1 appliquée aux paramètres du réseau a été considérablement
augmentée afin d’éviter le surapprentissage. Le nombre de sinogrammes donné en
entrée du réseau a également été augmenté, créant une entrée très redondante et
laissant le réseau sélectionner celles qu’il souhaite utiliser. Certaines grandeurs « bi-
lan » ont également été proposées en entrée du réseau, en fournissant une image du
même format que les autres sinogrammes, mais dans laquelle chaque pixel contient
la grandeur bilan. Les vingt-deux sinogrammes fournis en entrée du réseau sont les
suivants :

1. sinogramme d’atténuation

2. sinogramme de normalisation

3. sinogramme des coïncidences totales

4. sinogramme des coïncidences fortuites

5. sinogramme des coïncidences diffusées

6. sinogramme contenant le terme additif total (fortuites plus diffusées)

7. sinogramme des coïncidences vraies

8. sinogramme contenant le terme multiplicatif (atténuation multiplié par la nor-
malisation)

9. image projetée

10. terme additif multiplié

11. coïncidences totales multipliées

12. projection d’une image uniforme
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13. terme multiplicatif incluant la projection de l’image uniforme

14. nombre de coïncidences totales

15. nombre de coïncidences aléatoires

16. nombre de coïncidences diffusées

17. nombre de coïncidences vraies

18. fraction de coïncidences aléatoires

19. proportion de coïncidences diffusées (nombre de coïncidences diffusées divisé
par le nombre total de coïncidences)

20. fraction de coïncidences diffusées (nombre de coïncidences diffusées divisé par
le nombre de coïncidences vraies et diffusées combinées)

21. proportion de coïncidences vraies

22. estimation de l’activité totale dans l’image

Les résultats obtenus avec une pénalité de 9, 15 × 104 sont encourageants, car
l’erreur quadratique moyenne sur l’ensemble de validation n’était que de 0,54 après
1800 époques d’entraînement, soit assez nettement en dessous des 0,67 obtenus avec
des paramètres fixes. À titre de comparaison, le même apprentissage lancé en n’au-
torisant en entrée que les cinq sinogrammes de départ n’a pas permis de réduire
l’erreur quadratique moyenne en deçà de 0,68 (après 2800 époques). Ce résultat
reste cependant à confirmer par une validation croisée.

4.3.3.3 Formulation du problème

On peut voir la constitution de l’ensemble des hyper-paramètres « optimaux »
comme l’application d’une fonction prenant en entrée un sinogramme et une image
théorique, et donnant en sortie un jeu d’hyper-paramètres. À ces entrées, il faut
ajouter, dans le cas de l’optimisation en termes de métriques, le choix des régions
d’intérêt. Il faut noter que la modification d’une de ces entrées changerait le jeu
d’hyper-paramètres fourni. Le problème que nous nous sommes proposé d’étudier
dans ce chapitre est l’élaboration d’un algorithme, utilisant de l’apprentissage pro-
fond, permettant de trouver une approximation des paramètres optimaux à partir
des seuls sinogrammes. À ce stade, deux remarques peuvent être faites :

1. Aucun algorithme, aussi perfectionné soit-il, ne sera en mesure de trouver
exactement les paramètres optimaux, à partir des sinogrammes seuls. En effet,
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plusieurs images distinctes peuvent avoir généré le même sinogramme 3. Selon
l’image qui les a généré, le jeu d’hyper-paramètres optimaux ne sera pas le
même.

2. Les sinogrammes permettent néanmoins à eux seuls de donner une estimation
des hyper-paramètres optimaux. On sait par exemple que lorsque le nombre
de coïncidences recueillies est faible, la pénalité doit être plus importante.

Le problème est donc intéressant et réaliste, à condition de le formuler clairement,
et de prendre en compte que l’erreur de Bayes n’est pas nulle. Le but de cette section
est de proposer une formulation claire du problème.

À un sinogramme donné est associé une distribution d’images ayant pu le générer.
L’image la « plus probable » étant le maximum a posteriori. À cette distribution
d’images correspond une distribution d’hyper-paramètres optimaux. Au sein de cette
distribution, il faut définir un jeu d’hyper-paramètres qui sera le résultat souhaité
en sortie du réseau. Dans ce chapitre, le choix implicite était de maximiser (resp.
minimiser) la moyenne de la MSSIM (resp. de la combinaison des métriques) ; la
moyenne étant pondérée par la densité de probabilité de chaque image 4.

La définition précédente crée une difficulté supplémentaire, généralement absente
(ou minime) dans les problèmes où un apprentissage supervisé est effectué : les labels
fournis au réseau pour l’apprentissage ne correspondent pas tout à fait à la sortie
souhaitée du réseau. Cependant, ce problème se rapproche des problèmes de labels
bruités, pour lesquels il existe une littérature abondante (voir par exemple [Natara-
jan et al., 2013,Sukhbaatar et al., 2014,Li et al., 2017]). Un ensemble d’entraînement
suffisamment grand devrait donc permettre de compenser ce problème en présentant
une bonne partie de la distribution de probabilité. Le choix de la fonction de coût
est alors primordiale pour remplir l’objectif fixé.

Le problème étant posé, l’importance pratique des remarques précédentes reste à
étudier. Dans le cas où la variabilité des images associées aux sinogramme s’avérerait
faible, les labels pourraient être pris tels quels, comme la sortie souhaitée du réseau.
Il est en tous les cas certain que plus le nombre de données collectées baisse, plus

3. Cela se comprend bien en considérant, par exemple, qu’une image est continue alors qu’un
sinogramme de coïncidences est discret. Les autres sinogrammes ne le sont pas forcément mais sont
issus de données discrètes.

4. Il faut noter que rien ne garantit que le jeu de paramètres ainsi défini soit dans la distribution
d’hyper-paramètres optimaux. On peut cependant supposer que s’il n’est pas dedans, il ne doit au
moins pas en être trop éloigné.
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cette variabilité est grande.

4.4 Conclusion

Ce chapitre présente un travail préliminaire en vue de créer un algorithme ca-
pable de donner le jeu d’hyper-paramètres de reconstruction optimal dans un but
précis. Ses contributions principales sont une formulation claire du problème et une
discussion sur les pistes futures à explorer, ainsi que la constitution d’une base de
données de 112 images, qui pourra être réutilisée. Certains résultats récents sont
également encourageants, même s’ils restent à confirmer.
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5.1 Conclusion

Cette thèse s’est proposé d’étudier, de proposer, et de comparer diverses tech-
niques ayant pour objet la TEP à l’yttrium 90, avec un accent particulier sur la
réduction du biais positif dans les zones froides.

Sa première partie avait pour objet la proposition d’une nouvelle technique,
baptisée NNEPPS, permettant de supprimer les valeurs négatives d’une image en
préservant le plus possible ses valeurs moyennes locales. Elle a été étudiée en détail
et ses propriétés mathématiques ont été démontrées. Un code a également été dé-
veloppé et est disponible en libre accès. Cette partie a donné lieu à un article de
journal [Millardet et al., 2020].

La deuxième partie de cette thèse compare différents algorithmes de reconstruc-
tion et différents choix d’hyper-paramètres, dans le cadre d’une étude multi-objectifs.
Elle propose également un nouvel algorithme, APPGML. Elle conclut à la supériorité
des différences relatives sur une simple pénalité quadratique, et à la plus grande sou-
plesse d’utilisation d’AML comparée à NEG-ML. Elle conclut également qu’on peut
obtenir un compromis entre le biais et le bruit dans l’image en utilisant APPGML,
avec ou sans le NNEPPS suivant les cas. Cette partie a, elle aussi, donné lieu à un
article de journal [Millardet et al., 2021].

Dans la troisième partie, nous avons posé les prémices de travaux futurs devant
aboutir à un algorithme permettant de définir les meilleurs hyper-paramètres de
reconstruction, en fonction des sinogrammes et de l’objectif visé. L’apport de cette
partie est la proposition de l’idée et la formulation claire du problème et de ses
difficultés, la conception d’une banque de 112 images pouvant servir de support à
de futurs travaux, une première proposition de réseau de neurone et l’analyse de ses
résultats, et une discussion détaillée des perspectives futures.

5.2 Perspectives

Cette thèse ouvre également de nombreuses perspectives pour de futurs travaux.
Un biais négatifs provoqué par le NNEPPS a été identifié à l’interface entre

froides et chaudes. Son influences, ainsi que les solutions pour corriger ce problème
restent à étudier. En particulier, son effet sur les petites lésions reste à étudier.
Une solution envisagée pour corriger ce problème est d’étudier la possibilité d’un
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NNEPPS non isotrope. Une première étude à ce sujet a été présentée, mais celle-ci
reste à compléter. Une perspective du NNEPPS pourrait être de ne pas se limiter
à une phase de post-traitement, mais de l’inclure au cours de la reconstruction.
Cependant, les propriétés d’un tel algorithme resteraient à étudier. Le choix des
coefficients de la matrice laplacienne H reste également une question ouverte. Enfin,
l’usage du NNEPPS n’est pas limité à la TEP, mais pourrait trouver une application
dans tous les problèmes d’imagerie ayant une contrainte de positivité imposée par la
physique du problème, mais dont les images estimées peuvent contenir des valeurs
négatives.

Parmi les perspectives importantes de l’analyse comparative multi-objectifs de
divers algorithmes de reconstruction, il sera important d’évaluer les algorithmes
ADMM-Reg et HypoC-PML, respectivement proposés par [Lim et al., 2018] et
par [Bousse et al., 2020]. Il pourra également s’avérer utile de trouver une extension
de la pénalité proposée par [Nuyts et al., 2002a] s’appliquant aux images contenant
des valeurs négatives.

L’algorithme de choix des hyper-paramètres en reconstruction itérative présente
également de nombreuses perspectives afin d’en améliorer les résultats. Ces perspec-
tives peuvent se classer en quatre catégories, détaillées dans le chapitre en question.
La principale perspective est l’augmentation de la taille de la base d’entraînement,
mais il faut également citer la régularisation du réseau, un changement d’architec-
ture, ainsi que l’utilisation de données d’entrée plus naturelles.
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A.1 Preuve de la proposition 1

Proposition 1. Si α et β sont deux cartes des transferts satisfaisant les conditions
(2.2b), le vecteur γ défini par ∀i, γi = min(αi, βi) satisfait également (2.2b).

Démonstration. Il est évident que ∀i, γi ≥ 0. Soit i un indice arbitraire. Suppo-
sons, sans perte de généralité, que αi ≤ βi. On a donc γi = αi. Puisque la diago-
nale de H est strictement positive, ses autres entrées étant négatives, la fonction RN → R

α 7→ (x + Hα)i

est croissante par rapport à la ie variable, et décroissante

par rapport aux autres. Puisque γi ≥ αi (car γi = αi), et ∀j ̸= i, γj ≤ αj (car
∀j, γj ≤ αj), on a bien (x + Hγ)i ≥ (x + Hα)i ≥ 0.

A.2 Preuve de la proposition 3

Proposition 3. Une solution au problème (2.2) existe si et seulement si la valeur
moyenne de l’image initiale X est positive.

Démonstration. Si la valeur moyenne de l’image initiale est strictement négative,
il est évidemment impossible de trouver une image positive sans changer sa valeur
moyenne.

Montrons également la réciproque. Nous montrerons d’abord que d’après les
propriétés de H , il est possible de trouver un α tel que y ≥ 0n. Nous créerons
ensuite un α positif à partir du précédent. Comme mentionné dans la remarque de
la section 2.2.4, la matrice H est de rang n − 1, et chaque sous-matrice principale
de H est inversible. Soit i un voxel quelconque, et I = J1, nK \ i. Puisque HII est
inversible, on peut trouver α̃ tel que xI + HIIα̃I = 0. Définissons α̃I = −H−1

II xI

α̃i = 0
(A.1)

Cela nous donne l’image finale y = x + Hα̃. Comme x et y partagent la même
moyenne (positive), et étant donné que yI = 0, le ie voxel vérifie yi ≥ 0. L’image
finale est donc positive. Cependant, la contrainte α̃ ≥ 0 n’est pas nécessairement
remplie. Parce que les vecteurs constants appartiennent au noyau de H , tout vecteur
de ce type peut être ajouté à α̃ sans que l’image finale ne soit modifiée, et ainsi α

peut être rendu positif. L’existence de la solution est donc prouvée.
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A.3 Preuve de la proposition 4

Proposition 4. Si une solution au problème (2.2) existe, elle est unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la façon dont est définie la carte
des transferts α minimale : sa ie coordonnée est la borne inférieure des ie coordonnées
de chaque carte satisfaisant (2.2b).

A.4 Preuve de la proposition 5

Proposition 5. Si le problème de post-traitement admet une solution (voir propo-
sition 3), le méthode duale du simplexe atteint cette solution.

L’utilisation d’un simplexe dual se justifie par sa convergence en un nombre fini
d’itérations, que nous allons prouver dans cette section. En effet, à condition que le
problème d’optimisation linéaire soit non dégénéré et borné, la méthode du simplexe
se termine en atteignant un point basique admissible [Nocedal and Wright, 1999].
Montrons les deux parties :

Lemme 1. Le problème dual n’est pas dégénéré

Démonstration. Dans un problème d’optimisation linéaire dégénéré, il existe au
moins un point basique admissible qui ait moins de n composantes non nulles. Mon-
trons que chaque point admissible du problème dual a au moins n composantes non
nulles.

Si un point est admissible, Hπ + t = 1n. Mais πi = 0 implique que (Hπ)i ≤ 0,

et donc ti ̸= 0. Ainsi, pour être admissible, un point
π

t

 doit avoir au moins n

composantes non nulles.
Le problème dual n’est pas dégénéré.

Lemme 2. Si l’image initiale a une moyenne positive, le problème dual est borné.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de la faisabilité du problème primal
dans ce cas (voir proposition 3).

La méthode duale du simplexe se termine donc si la moyenne de l’image initiale
est positive.
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A.5 Preuve de la proposition 6

Proposition 6. Si le point de départ choisi est y(0) = x, à chaque itération du
simplexe dual, tous les indices entrants possibles (tous les i pour lesquels y(k)

i < 0)
sont bien dans la base d’indices de la solution i.e., tous les choix possibles sont des
choix corrects. De plus, l’indice sortant associé à un indice entrant est connu.

L’algorithme proposé part du point naturel y(0) = x, c’est-à-dire que nous choi-
sissons B(0) = Jn + 1, 2nK. Vérifions d’abord que ce point est un point basique
admissible :

Ce choix correspond à π = 0n et t = 1n.

— s est alors un point admissible du problème dual présenté dans la section 2.3.1,
avec au plus (en réalité exactement) n composantes non nulles.

— B(0) est un sous-ensemble de J1, 2nK tel que :

— B(0) contient n indices

— i /∈ B(0) =⇒ zi = 0.

— La matrice n× n B(0) = GJ1,2nK,B (donc B(0) = In) est inversible.

Le point initial est donc un point basique admissible du problème dual. Dans
l’algorithme du simplexe (voir l’algorithme 1), l’indice entrant q doit toujours être

choisi de telle sorte que zq =
y

α


q

< 0.

Les deux lemmes suivants seront démontrés par récurrence.

Lemme 3. α reste toujours positif, et l’indice entrant doit donc toujours être choisi
dans J1, nK.

Lemme 4. Si l’indice entrant choisi est q, l’indice sortant est nécessairement n+ q.

Les lemmes 3 et 4 impliquent que les indices entrants possibles sont toujours
dans J1, nK, et les indices sortants dans Jn + 1, 2nK. Par conséquent, on sait que
tout indice entrant, quel que soit le choix réalisé, ne sortira jamais de la base et
est effectivement dans la base de la solution. De plus, puisque les indices sortants
associés aux indices entrants sont connus, il est possible de condenser efficacement
les itérations.
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Preuve des lemmes 3 et 4. Les deux lemmes seront démontrés en une seule démons-
tration par récurrence.

L’initialisation est vérifiée puisque dans l’état initial, α(0) = 0n.

Hérédité : puisque α(k) ≥ 0, l’indice entrant doit être choisi dans J1, nK, et tel que
y(k)

q < 0. Une itération du simplexe consisterait à augmenter π(k)
q tout en maintenant

Gs(k+1) = 1n, et z
(k+1)
N (k)\q

= 0n−1. Si Z(k) = J1, nK∩B(k), et P(k) = J1, nK\B(k), d’après
l’hypothèse de récurrence du lemme 4, B(k) = Z(k) ∪ (n+ P(k)), ce qui implique que
π

(k)
P(k) = 0 et t

(k)
Z(k) = 0. Par conséquent :

HZ(k)Z(k)π
(k+1)
Z(k) + HZ(k)qπ

(k+1)
q = 1 = HZ(k)Z(k)π

(k)
Z(k)

HP(k)Z(k)π
(k+1)
Z(k) + HP(k)qπ

(k+1)
q + t

(k+1)
P(k) = 1

= HP(k)Z(k)π
(k)
Z(k) + t

(k)
P(k)

ce qui conduit à :

π
(k+1)
Z(k) = π

(k)
Z(k) − (HZ(k)Z(k))−1HZ(k)qπ

(k+1)
q

t
(k+1)
P(k) = t

(k)
P(k) +

(
HP(k)Z(k)(HZ(k)Z(k))−1

HZ(k)q − HP(k)q

)
π(k+1)

q

De plus, d’après la remarque 2.2.4, tous les coefficients de (HZ(k)Z(k))−1 sont
positifs, et HZ(k)q ≤ 0 (puisque q n’est pas dans Z(k)). Ceci implique que toutes
les composantes de α(k+1) sont croissantes avec π(k+1)

q . De la même manière, on a :
HP(k)Z(k) ≤ 0, (HZ(k)Z(k))−1 ≥ 0, HZ(k)q ≤ 0. Nous avons enfin (HP(k)q)i ̸=q ≤ 0 et
(HP(k)q)q = Hqq ≥ 0. Donc toutes les composantes de tP(k) sont croissantes, sauf
la qe composante, sur laquelle on ne peut a priori rien déduire. Mais puisque le
simplexe dual se termine (voir la partie 2.3.3), un indice doit être conduit à 1. Il est
donc nécessairement n+ q.

Maintenant, selon l’équation (2.4a), et puisque y
(k+1)
Z(k+1) = 0, et α

(k+1)
P(k+1) = 0 ; 0 =

xZ(k+1) + HZ(k+1)Z(k+1)αk+1
Z(k+1) , ce qui conduit à αk+1

Z(k+1) = −(HZ(k+1)Z(k+1))−1xZ(k+1) .
De la même façon, et puisque P(k+1) ⊂ P(k) ;

y
(k)
Z(k+1) = xZ(k+1) + HZ(k+1)Z(k+1)αk

Z(k+1)
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Couplé avec la forme ci-dessus de αk
Z(k+1) , nous obtenons

α
(k+1)
Z(k+1) − α

(k)
Z(k+1) = −(HZ(k+1))−1y

(k)
Z(k+1)

De plus, y
(k)
Z(k+1) ≤ 0 (parce que l’indice entrant est choisi parmi les voxels négatifs).

Et donc, α
(k+1)
Z(k+1) − α

(k)
Z(k+1) ≥ 0. Donc, α(k+1) ≥ 0n.

A.6 Coefficients de H utilisés dans cette étude

Cette annexe détaille les considérations théoriques ayant mené au choix des co-
efficients de H utilisés dans cette thèse. Ces considérations suivent l’hypothèse F3
selon laquelle les transferts doivent être isotropes, et ne tiennent donc pas compte
du travail plus récent présenté dans la section 2.4.2.

Nous partons du postulat selon lequel le résultat du post-traitement ne devrait
pas dépendre de la taille des voxels : l’image finale devrait idéalement être la même
que si l’on avait divisé chaque voxel en un grand nombre de voxels plus petits, pour
les recombiner une fois le post-traitement réalisé.

A.6.1 Cas des pixels carrés et des voxels cubiques

Dans le cas des pixels carrés et des voxels cubiques, la question qui se pose est de
savoir si l’on inclut ou non les voisins de deuxième et de troisième ordre —c’est-à-dire
ceux ne partageant qu’une arête ou un sommet— dans le voisinage.

Pour le savoir, imaginons une image ne possédant qu’un voxel négatif entouré
de voxels positifs dont l’intensité serait suffisamment grande pour qu’ils restassent
strictement positifs après le post-traitement. Divisons maintenant chacun de ses
voxels en un grand nombre de petits voxels, cubiques eux aussi, en supposant une
distribution uniforme de l’activité dans les pixels originaux. Appliquons le NNEPPS
à l’image et recombinons ses pixels pour qu’ils retrouvent leur forme initiale. Consi-
dérons maintenant la matrice H qu’il aurait fallu pour obtenir le même résultat,
directement à partir de l’image initiale. Nous observerions alors que lorsque la taille
des voxels intermédiaires tendrait vers 0, la matrice H tendrait à ne considérer que
les voisins de premier ordre, quel que soit le choix fait lors du post-traitement de
l’image « augmentée », et ce pour deux raisons :
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1. Le nombre de « petits » voxels ayant la possibilité de transférer sa valeur aux
« grands » voisins de deuxième ordre serait infinitésimal en comparaison de
ceux pouvant transférer leur valeur aux « grands » voisins de premier ordre.

2. Ces voxels seraient de plus éloignés du centre et auraient par conséquent un
αi plus faible.

Cela suggère que seuls les voisins de premier ordre doivent être pris en compte.

A.6.2 Cas des pixels rectangulaires et des voxels parallélé-
pipédiques

Nous avons réalisé la même expérience en choisissant cette fois les voxels ini-
tiaux parallélépipédiques. Nous choisîmes les petits voxels cubiques afin que la ma-
trice laplacienne de l’image augmentée fût définie sans ambiguïté, selon les conclu-
sions de la section précédente. La simulation numérique nous montra que pour les
images TEP que nous dûmes considérer durant l’étude, avec des voxels de taille
4,072 83 mm × 4,072 83 mm × 2,027 mm, une augmentation unitaire d’un voxel de-
vait réduire ses voisins axiaux de 0,282 236 et ses voisins latéraux de 0,108 882.

A.6.3 Remarques conclusives

Le lecteur doit garder à l’esprit que même en choisissant les coefficients ci-dessus,
comme nous l’avons fait, le problème original ne devient pas équivalent au problème
« augmenté ». Bien que le raisonnement ci-dessus donne un premier essai de choix
raisonné des coefficients de H , une étude complète doit encore être réalisée à ce
sujet, et est laissé à de travaux ultérieurs.
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Lors de l’optimisation des hyper-paramètres, un premier parcours de l’espace
des hyper-paramètres est effectué, afin d’initialiser l’algorithme de recherche glo-
bale (section 4.2.2.4). Ce premier parcours est également utilisé pour normaliser
les objectifs avant de les combiner (section 4.2.2.3). Cette annexe vise à détailler
les hyper-paramètres évalués lors de ce premier quadrillage de l’espace des hyper-
paramètres.

B.1 Normalisation des hyper-paramètres de re-
construction

Le facteur de calibration (calib) est un facteur d’échelle qui permet de convertir
les comptes de l’espace des données en une image exprimée dans l’unité souhaitée. Il
dépend de la durée d’acquisition, du rapport d’embranchement de l’isotope utilisé,
de sa demi-vie et d’un étalonnage effectué chaque matin sur le scanner en question.
Pour des acquisitions effectuées dans la même journée, de la même durée et avec le
même isotope, ce paramètre est donc fixe. Ainsi, dans le cadre de cette étude, il est
cohérent de s’affranchir de ce paramètres et de demander au réseau de donner des
grandeurs indépendantes de ce paramètre.

Or, le programme de simulation utilisé calcule un facteur de calibration fonction
de l’image d’entrée et du nombre de coïncidences demandées. Le facteur de calibra-
tion ainsi calculé varie donc d’un facteur 15 suivant les images, ce qui ne correspond
pas à la réalité clinique.

Il est cependant possible de s’affranchir de ce facteur de calibration en effectuant
les opérations suivantes, qui laissent le problème strictement équivalent :

— On remplace la borne inférieure A par A/calib

— On remplace l’intensité de la pénalité β par β × calib2

— On divise la valeur initiale de l’image par calib.

— On divise l’image théorique par calib.

— On prend calib = 1.

Une fois ces opérations effectuées, le problème est dit non calibré.
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Table B.1 – Liste de tous les paramètre testés
Intensité de la

pénalité β
(quadratique)

10−22 10−6,5 10−4,5 10−2,5 10−2,2 10−2 10−1 1 101 102 104 106

Borne
inférieure A

(Bq mL−1)
10−10 10−8 10−6 10−4 10−2 1 102 102,5 103 103,5 104 106

nombre
d’itérations toutes les valeurs de 1 à 30

NNEPPS avec et sans

B.2 Hyper-paramètres parcourus lors qu parcours
initial

La table B.1 décrit tous les hyper-paramètres parcourus lors du parcours initial
de l’espace des hyper-paramètres. Les hyper-paramètres indiqués sont les hyper-
paramètres non calibrés, tels qu’expliqués à la section précédente.
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Résumé : La popularité de l’imagerie TEP
à l’yttrium 90 va grandissante. Cependant, la
probabilité qu’une désintégration d’un noyau
d’yttrium 90 mène à l’émission d’un positon
n’est que de 3, 2 × 10−5, et les images recons-
truites sont par conséquent caractérisées par
un niveau de bruit élevé, ainsi que par un biais
positif dans les régions de faible activité. Pour
corriger ces problèmes, les méthodes clas-
siques consistent à utiliser des algorithmes
pénalisés, ou autorisant des valeurs négatives
dans l’image. Cependant, une étude compa-
rant et combinant ces différentes méthodes
dans le contexte spécifique de l’yttrium 90
manquait encore à l’appel au début de cette
thèse. Cette dernière vise donc à combler ce

manque. Malheureusement, les méthodes au-
torisant les valeurs négatives ne peuvent pas
être utilisées directement dans le cadre d’une
étude dosimétrique, et cette thèse commence
donc par proposer une nouvelle méthode de
post-traitement des images, visant à en sup-
primer les valeurs négatives en en conser-
vant les valeurs moyennes le plus localement
possible. Une analyse complète multi-objectifs
de ces différentes méthodes est ensuite pro-
posée. Cette thèse se termine en posant les
prémices de ce qui pourra devenir un algo-
rithme permettant de proposer un jeu d’hyper-
paramètres de reconstruction adéquats, à par-
tir des seuls sinogrammes.
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Abstract: Yttrium-90 PET imaging is becom-
ing increasingly popular. However, the prob-
ability that decay of a yttrium-90 nucleus will
lead to the emission of a positron is only 3.2 ×
10−5, and the reconstructed images are there-
fore characterised by a high level of noise, as
well as a positive bias in low activity regions.
To correct these problems, classical methods
use penalised algorithms or allow negative
values in the image. However, a study com-
paring and combining these different methods
in the specific context of yttrium-90 was still
missing at the beginning of this thesis. This

thesis, therefore, aims to fill this gap. Unfor-
tunately, the methods allowing negative val-
ues cannot be used directly in a dosimetric
study. Therefore, this thesis starts by propos-
ing a new method of post-processing the im-
ages, aiming to remove the negative values
while keeping the average values as locally
as possible. A complete multi-objective anal-
ysis of these different methods is then pro-
posed. This thesis ends by laying the founda-
tions of what could become an algorithm pro-
viding a set of adequate reconstruction hyper-
parameters from sinograms alone.


