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NOTATIONS

Structure

Ce document est écrit en LaTex. Il se compose de six chapitres. Dans le i-ième cha-
pitre, les sections sont numérotées i.1, i.2, . . . et les sous-sections de la section i.j sont
numérotées i.j.1, i.j.2, . . . et ceci de même pour les sous-sous-sections etc. La numérota-
tion des définitions, théorèmes, propositions, remarques, corollaires, lemmes et exemples
ne dépendent que de la numérotation des sections et se suivent sur le même compteur. Par
exemple, dans le chapitre 6, dans la section 6.4 se suivent le théorème 6.4.1, la remarque
6.4.2, la remarque 6.4.3, le corollaire 6.4.4 etc...
Il n’y a qu’une annexe, l’annexe 1 concernant l’aspect programmation dans la recherche
d’exemples de configurations admissibles satisfaisant les conditions du théorème 6.4.1.
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Notations

L’ensemble des entiers naturels sera noté N. L’anneau des entiers relatifs sera noté Z.
Les corps des rationnels, des réels et des complexes seront notés respectivement Q,R,C.
L’ensemble des parties d’un ensemble E sera noté P(E). On notera Re(z) et Im(z) les
parties réelles et imaginaire d’un nombre complexe z ou d’un vecteur de nombres com-
plexes. Soit k un corps, l’espace projectif de dimension n sur k sera écrit kPn, ses éléments
seront notés [x] en coordonnées homogènes pour tout x ∈ kn+1. Si S ⊆ kn+1, alors P(S)
correspondra au sous-ensemble de kPn : {[x], x ∈ S}. Si E est un R-espace vectoriel, on
notera EC = E ⊗R C le C-espace vectoriel complexifié de E.

L’espace tangent d’une variété M en un point x ∈M sera noté TxM . Le fibré tangent
sera simplement noté TM , l’ensembles des champs de vecteurs correspondant à l’ensemble
des sections globales de ce fibré sera alors noté Γ(TM). On notera, pour deux champs
de vecteurs (X, Y ) ∈ Γ(TM)2, [X, Y ] ∈ Γ(TM) le crochet de Lie, LXY la dérivée de Lie
de Y en X. Les crochets pourront aussi signifier les coordonnées homogènes du projectif
(voir ci-dessus) ou encore la classe d’un élément par une action. Par exemple [z]a signifiera
la classe de z pour l’action a. Le groupe des automorphismes de M sera noté Aut(M),
le sous-groupe des automorphismes de M stables par une structure complexe J sera noté
Aut(M,J).

Soit α une p-forme différentielle. Soit X ∈ Γ(TM), le produit intérieur de α selon X
sera la (p − 1)-forme iXα. Par exemple, pour la 2-forme Ω, iXΩ(Y ) = Ω(Y,X). Le pro-
duit extérieur de deux formes sera noté "∧". La différentielle extérieure sera notée d et la
différentielle extérieure complexe sera notée dc. L’opérateur ∂

∂zi
sera noté plus simplement

∂i, de même pour ∂
∂zi

qui sera noté ∂i. On définit également ∂ = ∑n
i=1

∂
∂zi

et ∂ = ∑n
i=1

∂
∂zi

de sorte que 2i∂∂ = ddc.

Le symbole ∗ signifie que l’ensemble qui le précède est privé de 0 ou que l’on prend le
pullback de l’application qui le précède. Il pourra aussi signifier le dual algébrique d’une
espace vectoriel. Cela sera précisé le cas échéant (chapitre 4 dans la définition des variétés
LVMB).
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Le symbole | · | pourra signifier plusieurs choses : le cardinal d’un ensemble, la valeur
absolue d’un nombre réel, le module d’un nombre complexe ou la norme euclidienne d’un
élément x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : |x| =

√∑n
i=1 |xi|2 ou enfin, pour z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn :

|z| =
√∑n

i=1 |zi|2.

Les fonction logarithmes et exponentielles seront écrites de la manière suivante : ln et
exp ou simplement e· dénotent respectivement le logarithme et l’exponentielle réels. Le
logarithme complexe (après avoir fixé une détermination) sera noté log. L’exponentielle
complexe sera notée comme l’exponentielle réelle.

Pour tout d ∈ N∗, la sphère S2d−1 ⊆ Cd de dimension impaire est définie par

S2d−1 = {z ∈ Cd, |z|2 = 1}

et la sphère S2d ⊆ R2d+1 de dimension paire est définie par

S2d = {x ∈ R2d+1, |x|2 = 1}.

Les ensembles de matrices seront notés comme suit : l’ensemble des matrices à m

lignes et n colonnes à coefficients dans un corps k sera noté Mm×n(k) ou (km)n. Le rang
d’une matrice A ∈ (km)n sur k sera noté rangk(A). Lorsque m = n, on notera simplement
Mm(k), le groupe des matrices inversibles sera dans ce cas noté GLm(k). Pour une matrice
A ∈ Mm(k). On écrira detA pour le déterminant de A, Arp ∈ Mm−1(k) dénotera la matrice
extraite de A en supprimant la colonne r et la ligne p. La matrice des cofacteurs de A
sera notée Com(A) et la matrice transposée de A sera écrite tA. Une matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont λ1, . . . , λn sera écrite Diag(λ1, . . . , λn). La notation AZ

ou AR correspond à l’ensemble de toutes les puissances entières ou réelles de la matrice
A. Enfin, Un désignera le groupe des transformations linéaires unitaires de Cn.

La notation < ·, · > largement utilisée dans cette thèse signifie la somme des produits
coordonnée par coordonnée et non le produit scalaire hermitien :

< T,U >=
n∑
i=1

TiUi
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L’enveloppe convexe réelle d’une configuration Λ ∈ (Cm)n sera notée H(Λ).
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INTRODUCTION

Une variété kählérienne M est une variété complexe de structure complexe J et de
métrique riemannienne g stable par J dont la 2-forme fondamentale Ω définie, pour tous
champs (X, Y ) ∈ Γ(TM)2, par :

Ω(X, Y ) = g(X, JY )

est fermée. Ces variétés sont largement étudiées dans la littérature. Elles présentent des
propriétés d’intérêt : comme par exemple au niveau cohomologique avec le théorème de
décomposition de Hodge. Les variétés projectives, les tores complexes sont des exemples
de variétés kählériennes. Les variétés de Hopf, introduites par Heinz Hopf en 1930 [Hop30],
constituent l’exemple historique classique de variété non kählérienne. Une variété de Hopf
est un quotient de Cn\{0} par une action d’un groupe cyclique (isomorphe à Z) engendrée
par une contraction holomorphe (voir définition 1.3.4). La première action de Z introduite
par Hopf dans [Hop30] est :

Z× Cn\{0} → Cn\{0}

(k, z) 7→ 1
2k z

Le quotient obtenu n’est pas une variété kählérienne (le premier nombre de Betti est
1). C’est une obstruction cohomologique c.f. [Mor07]. Néanmoins, ce quotient jouit d’une
structure que l’on qualifie de lck : localement conformément kählérienne. Le vocabulaire
est explicite : il possède une métrique riemannienne g qui est localement conforme à une
métrique kählérienne. Une variété lck perd certaines propriétés par rapport à une variété
kählérienne. En effet, le théorème de décomposition de Hodge n’est plus vérifié, la struc-
ture lck n’est pas stable par déformation. Un produit de lck n’est en général pas lck.
Cependant, si on complète cette structure par des conditions que certaines variétés de
Hopf vérifient, par exemple le fait que la métrique dérive d’un potentiel ou que la 1-forme
de Lee soit parallèle, on obtient respectivement ce que l’on nomme une structure lck à
potentiel ou une variété de Vaisman. On retrouve alors des propriétés plus tranchées. Les
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variétés lck à potentiel sont stables par déformation, le produit de deux variétés de Vais-
man compactes ne peut admettre de strucure lck. Nous présenterons ces résultats dans le
chapitre 2.

La construction des variétés de Hopf fut généralisée par Santiago López de Medrano
et Alberto Verjovsky [MV97] en 1997 : les auteurs définissent des variétés compactes
complexes comme quotient d’un ouvert S de Cn par une action de C∗ × C :

(C∗ × C)× S → S

(α, t, z) 7→ (αetλ1 , . . . , αetλn)

où Λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn vérifie deux conditions géométriques :
1. La condition de Siegel : 0 ∈ H(Λ) ;
2. La condition d’hyperbolicité faible : 0 n’est sur aucun segment [λi, λj], i 6= j.

Précisons également que l’ouvert S est défini par l’ensemble des éléments z de Cn tels
que, pour toutes les coordonnées i1, . . . , ip non nulles de z, 0 est dans l’enveloppe convexe
de λi1 , . . . , λip . Une coordonnée i est dite indispensable si l’ouvert S est inclus dans l’en-
semble des z ∈ Cn de i-ième coordonnée non nulle. Les variétés de Hopf linéaires sont
une sous-classe de ces variétés compactes complexes obtenues avec deux coordonnées in-
dispensables. Ainsi il existe des variétés lck à potentiel et de Vaisman dans les variétés de
Santiago López de Medrano et Alberto Verjovsky. Il en existe aussi qui ne sont pas lck,
comme les variétés de Calabi-Eckmann.

Les variétés que nous dénommerons par LVM sont une généralisation naturelle des
variétés de Santiago López de Medrano et Alberto Verjovsky. Elles sont obtenues par un
quotient d’un ouvert de Cn par une action de C∗×Cm avec m ≥ 1. Ces objets sont définis
dans [Mee98]. L’action de C∗ × Cm est la suivante :

(C∗ × Cm)× S → S

(α, T, z) 7→ (αe<T,Λ1>, . . . , αe<T,Λn>)

où Λ = (Λ1, . . . ,Λn) ∈ (Cm)n et S est l’ensemble des éléments z de Cn tels que, pour toutes
les coordonnées i1, . . . , ip non nulles de z, 0 est dans l’enveloppe convexe de Λi1 , . . . ,Λip .
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Par ce procédé, on généralise les variétés de Santiago López de Medrano et Alberto Ver-
jovsky qui correspondent au cas m = 1. Dans [Mee98], il est montré que les variétés LVM
sont non kählériennes dès lors que n > 2m+ 1. Dans cette thèse, nous cherchons à carac-
tériser les LVM qui sont lck, lck à potentiel ou non lck.

Les résultats obtenus dans ce travail de doctorat sont les suivants : (chapitres 5 et 6) :
— Théorème 5.4.1, chapitre 5 : Soit N une variété LVM. Supposons que N ne soit

pas biholomorphe à une variété de Hopf linéaire diagonale. Supposons que m = 1
ou que m ≥ 2 et N vérifie la condition (K). Alors N n’admet pas de métrique lck
(la condition (K) est une condition dense de rationalité sur Λ).

— Théorème 5.4.2, chapitre 5 : Soit N une LVM. La variété N admet une métrique
lck à potentiel si et seulement si N est biholomorphe à une variété de Hopf linéaire
diagonale. (Le théorème 5.3.1 qui constitue la caractérisation des Hopf linéaires
parmi les LVM permet d’ajouter que celles-ci ne peuvent être obtenues que lorsque
m = 1, k = 2 et n > 3).

— Théorème 6.4.1, chapitre 6 : Soit N une LVM à m + 1 points indispensables.
Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que Λ vérifie la condition Hj (celle-
ci sera précisée au chapitre 6 et dépend de la normalisation biholomorphe de la
configuration admissible de la section 6.1).
Alors, l’action de Z engendrée par αj est une action par contractions holomorphes
et N , la variété LVM associée à cette configuration, admet un Zm−1-revêtement
R = C/〈αj〉 lck à potentiel non compact. L’ouvert C ⊆ Cn−m−1 sera précisé au
chapitre 6.

Nous étudierons des exemples de configurations Λ vérifiant les conditions du théorème
6.4.1 pour en arriver à la conjecture suivante :

Conjecture
Sous les conditions du théorème 6.4.1, il n’existe aucun Zp-revêtement lck strict à poten-
tiel lorsque p < m− 1.

Voici la structure des chapitres.

Chapitre 1 Nous présenterons dans ce chapitre la notion de structure métrique kählérienne et
ses principales propriétés en nous attardant sur le parallélisme de la structure com-
plexe qui est une propriété partagée par les variétés lck. Nous donnerons quelques
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exemples de variétés kählériennes et de variétés non kählériennes.

Chapitre 2 Dans ce chapitre, nous présenterons la notion de structure lck et ses principales
propriétés : le parallélisme de la structure complexe analogue aux variétés kählé-
riennes sera exposé en détail car il permet de motiver l’utilisation et l’étude des
strucures lck. Nous donnerons tous les résultats sur les variétés lck qui nous se-
ront utiles pour la suite dans les sections consacrées à la cohomologie adaptée aux
variétés lck et aux variétés de Vaisman et à potentiel.

Chapitre 3 Dans ce chapitre, nous définirons et exposerons les principaux résultats sur l’exis-
tence de métriques lck et lck à potentiel sur les variétés de Hopf. L’exemple des
variétés de Hopf joue un rôle central car toute variété lck à potentiel peut être
plongée dans une variété de Hopf linéaire (en dimension complexe supérieure ou
égale à 3).

Chapitre 4 Les variétés LVM seront définies dans ce chapitre. Nous donnerons les propriétés
des LVM qui nous seront utiles.
Nous présenterons brièvement les variétés LVMB comme généralisation des variétés
LVM car elles pourraient constituer un prolongement logique de ce travail de thèse.
En effet, les résultats démontrés aux deux derniers chapitres semblent pouvoir se
généraliser aux variétés LVMB.

Chapitre 5 Nous démontrerons les théorèmes 5.4.1 et 5.4.2. La preuve fait appel à un résultat
d’Istrati [Ist19] qui met en avant la liaison entre l’existence d’un tore dans le
groupe d’automorphismes de la variété et l’existence ou non de structure lck. Nous
redonnerons les grandes lignes de ce résultat crucial. Ensuite, nous montrerons
que sous une certaine condition de rationalité : la condition (K), il existe bel et
bien un tore complexe dans le groupe d’automorphismes d’une LVM. Enfin, il nous
sera nécessaire de caractériser précisément les variétés de Hopf linéaires diagonales
parmi les variétés LVM : nous verrons que, pour qu’une LVM soit une variété de
Hopf linéaire diagonale, il faut et il suffit que m = 1, k = 2 et n > 3 (théorème
5.3.1).

Chapitre 6 Nous démontrerons le théorème 6.4.1 annoncé précédemment. La preuve fait appel
à l’article [OV16]. Pour être en mesure d’exploiter cet article, nous donnerons en
section 6.1 et en section 6.3 des modèles biholomorphes et difféomorphes très pré-
cis des variétés LVM à m+ 1 points indispensables. Nous reformulerons ensuite ce
résultat en introduisant un nouveau vocabulaire : p-structure lck et p-structure lck
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à potentiel traduisant l’existence d’un Zp-revêtement lck ou lck à potentiel. Nous
donnerons également des exemples de variétés LVM vérifiant les hypothèses de ce
théorème 6.4.1.
Pour finir, nous formulerons une conjecture : une variété LVM vérifiant les hy-
pothèses du théorème 6.4.1 est exactement (m − 1)-lck à potentiel. Autrement
dit, nous conjecturerons qu’il n’existe pas de Zp-revêtement lck à potentiel pour
p < m− 1.
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Chapitre 1

GÉOMÉTRIE KÄHLÉRIENNE VS NON

KÄHLÉRIENNE

Parmi les variétés complexes, les variétés kählériennes (dont la 2-forme de Kähler
est fermée), sont très étudiées dans la littérature. Pour cause, la richesse de leurs
propriétés, que ce soit au niveau topologique avec le théorème de décomposition
de Hodge ou au niveau métrique avec le parallélisme de la structure complexe, qui
en font une classe de variétés complexes d’intérêt. Les exemples classiques sont les
variétés projectives, les tores complexes ainsi que les surfaces K3. Néanmoins, de
nombreuses variétés complexes ne sont pas kählériennes, notamment les variétés
de Hopf (voir chapitre 3) et les variétés LVM (voir chapitre 4).
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Partie , Chapitre 1 – Géométrie kählérienne VS non kählérienne

1.1 Définitions

Entendons nous sur la définition d’une variété complexe. Les deux définitions sui-
vantes sont équivalentes. L’équivalence étant assurée par le théorème de Newlander-
Nirenberg [NN57].

Définition 1.1.1 [Variété complexe] Une variété complexe de dimension complexe
n est définie soit comme :

(1) Un espace topologique séparé M muni d’un atlas (Uα, φα)α∈A tel que :

i. Les Uα recouvrent M .

ii. Les cartes φα : Uα → Cn sont des homéomorphismes.

iii. Les changements de cartes :

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

sont des biholomorphismes.

Soit comme

(2) Une variété différentielle M de dimension réelle 2n dont le fibré tangent TM
est muni d’un endomorphisme :

J : Γ(TM)→ Γ(TM)

vérifiant J2 = −Id et intégrable : pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2 :

NJ(X, Y ) : = [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ] = 0.

Deux présentations d’une telle variété sont alors possibles : la version (1) complexe
et la version (2) réelle avec une condition d’intégrabilité sur J . La version (2) est
cruciale car elle introduit la structure J appelée structure complexe. Si la condition
NJ = 0 n’est pas vérifiée, on dira que J est une structure presque complexe.
Nous rappelons dans ce chapitre les principales propriétés des variétés kählériennes
en suivant le l’ouvrage d’Andrei Moroianu [Mor07]. Soit (M, g) une variété com-
plexe munie d’une métrique riemannienne g. Soit Ω la 2-forme définie par : Ω(X, Y ) =
g(X, JY ) pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2.

Définition 1.1.2 (Variété kählérienne) La variété M est dite kählérienne si,
∀(X, Y ) ∈ Γ(TM)2 :

(1) La structure complexe J est compatible avec la métrique riemannienne g :
g(X, Y ) = g(JX, JY ).
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1.1. Définitions

(2) Ω est fermée : dΩ = 0.

Pour une structure complexe J sur une variété riemannienne de métrique g, on
peut toujours modifier g de sorte à obtenir la compatibilité entre la métrique et
J . En effet, si g(X, Y ) est différent de g(JX, JY ), on pose g′(X, Y ) = g(X, Y ) +
g(JX, JY ). Ceci définit une métrique riemannienne compatible avec la structure
complexe J . La condition (2) est la condition principale de cette définition qui a
pour conséquence les propriétés topologiques et différentielles qui vont suivre.
On peut montrer c.f. [Mor07] que, si M est de dimension complexe n, en coordon-
nées locales, (z1, . . . , zn), on a :

Ω = i

2

n∑
α,β

gαβdzα ∧ dzβ (1.1)

avec gαβ = g( ∂
∂zα

, ∂
∂zβ

). La propriété de fermeture vérifiée par la 2-forme de Käh-
ler Ω, au niveau local, se traduit par l’existence d’une fonction u réelle telle que
Ω = 2i∂∂u. Autrement dit, en coordonnées locales : gαβ = ∂2u

∂zα∂zβ
. La fonction u

s’appelle un potentiel kählérien local. Toute l’information de la métrique g est donc
contenue localement dans une seule fonction u. D’autre part, la métrique g induit
une métrique hermitienne :

h = g + iΩ

Pour poursuivre, nous donnons certaines des propriétés des variétés kählériennes.
La première est le parallélisme de la structure complexe : un résultat analogue se
produit dans la géométrie localement conformément kählérienne (c.f. chapitre 2), la
seconde est le théorème de décomposition de Hodge. Ce résultat est une contrainte
topologique très forte sur une variété kählérienne compacte. En ce sens topologique,
les variétés kählériennes et les variétés localement conformément kählériennes sont
très différentes.
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Partie , Chapitre 1 – Géométrie kählérienne VS non kählérienne

1.2 Propriétés

1.2.1 Parallélisme de la structure complexe

Notons∇ la connexion de Levi-Civita. Montrons le théorème suivant (c.f. [Mor07]).
Nous verrons dans le chapitre 2 un résultat adapté de celui-ci pour la géométrie
localement conformément kählérienne.

Théorème 1.2.1 Si M est une variété dite presque complexe (version (2) de la
définition 1.1.1 sans la condition NJ = 0), alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) M est kählérienne.

(2) ∇J = 0.

La structure J , dans le cas d’une variété kählérienne est donc parallèle pour ∇.
Ce résultat permet de caractériser une variété kählérienne en plus de donner un
indicateur riemannien.
Pour prouver ce théorème, admettons provisoirement le lemme suivant :

Lemme 1.2.2 Si M est une variété presque complexe, alors NJ = 0 si et seule-
ment si

∀(X, Y ) ∈ Γ(TM)2, (∇JXJ)Y = J(∇XJ)Y. (1.2)

Preuve : Montrons le théorème 1.2.1. Supposons que J est parallèle pour∇. Alors :

NJ(X, Y ) = [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ]

= ∇XY −∇YX + J(∇JXY − (∇Y J)X) + J((∇XJ)Y −∇JYX)

− (∇JXJ)Y + (∇JY J)X

= ∇XY −∇YX + J(∇JXY −∇JYX)

= ∇XY −∇YX −∇XY +∇YX

= 0

car∇JXY = J∇XY . La variétéM est alors complexe. De plus, comme Ω = g(·, J ·),
∇J = 0 par hypothèse et ∇g = 0 par définition de ∇, on a également ∇Ω = 0 et
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1.2. Propriétés

en particulier, par la relation :

dΩ(X, Y, Z) =X · Ω(Z, Y ) + Y · Ω(X,Z) + Z · Ω(Y,X) + Ω([X, Y ], Z)− Ω([Z,X], Y )

+Ω([Y, Z], X)

et le fait que ∇ soit sans torsion, on obtient dΩ = 0.
Réciproquement, supposons que M est une variété kählérienne.
Soit (X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3, notons B(X, Y, Z) = g((∇XJ)Y, Z). Il suffit de montrer
que B(X, Y, JZ) est nul. En effet, comme g est non dégénérée on aura ∇XJ = 0
pour tout X. Premièrement :

B(X, Y, JZ) = B(X, JY, Z).

En effet,

B(X, Y, JZ) = g((∇XJ)Y, JZ)

B(X, JY, Z) = g((∇XJ)JY, Z) = g(−J(∇XJ)Y, Z) = g((∇XJ)Y, JZ)

car J(∇XJ) = −(∇XJ)J et g est stable par J . De plus, d’après le lemme 1.2.2,

B(X, Y, JZ) +B(JX, Y, Z) = 0

En combinant ces deux relations, on obtient B(X, JY, Z) + B(JX, Y, Z) = 0. En
utilisant deux fois dΩ = 0, une fois sur X, Y, JZ et une fois sur X, JY, Z, cela
donne

B(X, Y, JZ) +B(Y, JZ,X) +B(JX,X, Y ) = 0

B(X, JY, Z) +B(JY, Z,X) +B(Z,X, JY ) = 0.

En additionnant ces deux nouvelles relations et en utilisant ce qui précède, on
obtient 2B(X, Y, JZ) = 0, ce qui signifie que J est parallèle. �

Preuve : Montrons maintenant le lemme 1.2.2. Supposons que l’équation (1.2) est
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Partie , Chapitre 1 – Géométrie kählérienne VS non kählérienne

vraie et montrons que NJ = 0. Pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2 :

NJ(X, Y ) = ∇XY −∇YX + J(∇JXY − (∇Y J)X) + J((∇XJ)Y −∇JYX)

− (∇JXJ)Y + (∇JY J)X

= ∇XY −∇YX −∇XY − J(∇Y J)X + J(∇XJ)Y + +∇YX

− (∇JXJ)Y + (∇JY J)X

= 0

Réciproquement, supposons que NJ = 0, notons, pour tout (X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3,
A(X, Y, Z) = g(J(∇XJ)Y − (∇JXJ)Y, Z). Le fait que NJ = 0 se traduit alors par
A(X, Y, Z) = −A(X,Z, Y ). On obtient l’équation (1.2) par permutation circulaire :

A(X, Y, Z) = −A(Y, Z,X) = A(Z,X, Y ) = −A(X, Y, Z)

�

1.2.2 Théorème de décomposition de Hodge

Dans cette partie, nous rappelons la principale particularité topologique des va-
riétés kählériennes compactes : le théorème de décomposition de Hodge (pour une
démonstration complète, voir [Mor07]). Ce théorème lie la cohomologie de de Rham
et la cohomologie de Dolbeault.

Théorème 1.2.3 (Décomposition de Hodge) Soit M une variété kählérienne
compacte. Il existe alors un isomorphisme :

Hk(M,C) =
⊕
p+q=k

Hp,q(M)

entre le k-ième groupe de cohomologie de de Rham et la somme directe des groupes
de cohomologie de Dolbeault. De plus, le groupe Hp,q(M) est isomorphe au groupe
Hq,p(M).

Le corollaire suivant donne en conséquence directe du théorème de décomposition
de Hodge un critère nécessaire pour être une variété kählérienne. Ce critère sera
en général utilisé pour démontrer le fait qu’une variété n’est pas kählérienne. La
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1.2. Propriétés

dimension complexe bk(M) = dimC(Hk(M,C)) du k-ième groupe de cohomologie
de de Rham s’appelle le k-ième nombre de Betti.

Corollaire 1.2.4 Les nombres de Betti d’indices impairs b2a+1(M) d’une variété
kählérienne compacte sont pairs.

Pour montrer qu’une variété compacteM n’est pas kählérienne, il suffit de montrer
que b1(M) est impair. Donnons maintenant quelques exemples de variétés kählé-
riennes et de variétés non kählériennes.

Remarque 1.2.5 Je remercie Liviu Ornea pour cette remarque lors de la soute-
nance de ce travail de thèse.
Lorsque qu’une variété complexe M est non compacte, le théorème de décomposi-
tion de Hodge n’est plus vérifié. Il n’y a plus de critère cohomologique au fait d’être
kählérien lorsque M n’est pas compacte.
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Partie , Chapitre 1 – Géométrie kählérienne VS non kählérienne

1.3 Exemples

1.3.1 Variétés kählériennes

Le premier exemple naturel est l’espace Cn muni de la 2-forme de Kähler en coor-
données locales :

Ω = i

2

n∑
i=1

dzi ∧ dzi

Comme d2 = 0, on a bien dΩ = 0. On exhibe également un potentiel kählérien
local avec le module de z au carré.
Nous exposons trois autres exemples kählériens moins naturels (mais compacts) :
les tores complexes T, les variétés projectives CPn et les surfaces K3.

1.3.1.1 Tores complexes

Le tore complexe de dimension n : Tn se présente de plusieurs manières difféo-
morphes. En dimension complexe 1, le diagramme suivant parle de lui-même :

R2 (x,y)7→(x+Z,y+Z) //

(x,y)7→(e2iπx,e2iπy)

��

(R/Z)2 (x+Z,y+Z)7→(x+Z+i(y+Z)) // C/Z2

(S1)2

77 33

Ce diagramme est identique en dimension complexe n.
Ainsi Tn = (R/Z)2n = Cn/Z2n = (S1)2n. Ceci nous informe sur la topologie de Tn :

en effet, les nombres de Betti vérifient bk(Tn) =
2n
k

 et la condition nécessaire

de parité des nombres de Betti d’indices impaires du corollaire 1.2.4 est remplie (le

coefficient binomiale
n
k

 est toujours divisible par n
pgcd(n,k) donc si k = 2q + 1, k

et 2n sont premiers entre eux et
 2n

2q + 1

 est divisible par 2 : b2q+1(Tn) est pair).

Au niveau holomorphe, le tore complexe de dimension n est Tn = Cn/Z2n. La
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1.3. Exemples

2-forme standard fermée de Kähler Ω = i
2
∑n
i=1 dzi ∧ dzi de Cn vue précédemment

passe au quotient car l’action de Z2n se fait par translation. Ainsi le tore Tn est
une variété kählérienne compacte. Cet exemple est encore assez simple. C’est un
peu plus délicat pour les variétés projectives : il faut faire appel à la métrique de
Fubini Study.

1.3.1.2 Variétés projectives

Considérons l’espace projectif CPn muni de l’atlas (Ui, φi)i=0,...,n suivant :

Ui = {[z0, . . . , zn], zi 6= 0}

φi : Ui → Cn

[z0, . . . , zn] 7→
(
z0

zi
, . . . ,

zi−1

zi
,
zi+1

zi
, . . . ,

zn
zi

)

Nous allons donner quelques arguments présentant la métrique de Fubini Study
sur CPn introduite initialement en 1904 par Guido Fubini [Fub04]. Cette métrique
est liée à une 2-forme de Kähler fermée, ce qui fait de CPn une variété kählérienne.
Nous reprenons [Mor07] pour montrer ce fait.

Notons π la projection canonique de Cn+1\{0} dans CPn et, pour tout 0 ≤ α ≤ n,
la fonction fα = φα ◦ π holomorphe de Cn+1\{0} dans Cn. On considère encore
deux fonctions :

u : Cn → R

w 7→ ln(1 + |w|2)

v : Cn+1\{0} → R

z 7→ ln(|z|2)

Pour tout z ∈ Cn+1\{0}, on a u ◦ fα(z) = v(z)− ln(|zα|2). De cette relation, et du
fait que ∂∂ ln(|zα|2) = 0, nous déduisons que f ∗α(∂∂u) = ∂∂v. Posons maintenant,
sur Uα :

Ω|Uα = iφ∗α(∂∂u)
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Partie , Chapitre 1 – Géométrie kählérienne VS non kählérienne

La 2-forme locale Ω vérifie la relation :

π∗Ω = i∂∂v

En effet, π∗Ω = if ∗α(∂∂u) = i∂∂v. Ceci permet de déduire immédiatement que
dΩ = 0. On pose, pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TCPn)2,

g(X, Y ) = Ω(X, JY )

Il reste à vérifier que cette métrique appelée métrique de Fubini Study est définie
positive. Travaillons dans une carte locale (Uα, φα). Notons, pour tout (X, Y ) ∈
Γ(TCn), ĝ(X, Y ) = i∂∂u(X, JY ). Alors, g = φ∗αĝ. Il suffit de montrer que ĝ est
définit positive. Soit Un le groupe des transformations linéaires (donc holomorphes)
unitaires de Cn. Tout élément de Un préserve u et par conséquent, préserve aussi
ĝ. Or, l’action de ce groupe est transitive sur S2n−1, il suffit alors de montrer que
ĝ est définie positive en un point p = (r, 0, . . . , 0) ∈ Cn pour un certain réel r
strictement positif. Calculons :

∂∂ ln(1 + |z|2) = ∂
( 1

1 + |z|2
n∑
i=1

zidzi

)

= 1
1 + |z|2

n∑
i=1

dzi ∧ dzi −
1

(1 + |z|2)2

( n∑
i=1

zidzi

)
∧
( n∑
j=1

zjdzj

)

Au point p, cette expression se simplifie en :

1
(1 + r2)2

(
dz1 ∧ dz1 + (1 + r2)

n∑
i=2

dzi ∧ dzi
)

qui est clairement définie positive. On en déduit immédiatement le lemme suivant :

Lemme 1.3.1 Toute variété complexe admettant un plongement holomorphe dans
CPn est une variété kählérienne.

La 2-forme de Kähler du plongement étant donnée par la restriction de la 2-forme
Ω précédente. Difféomorphiquement, ceci implique que toute variété plongée ho-
lomorphiquement dans l’espace projectif a tous ses nombres de Betti strictement
positifs. Nous savons en fait bien plus de ces variétés : c’est le théorème de Chow :
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Théorème 1.3.2 (Chow) Toute variété complexe admettant un plongement ho-
lomorphe dans CPn est algébrique.

Ainsi, toutes les variétés non algébriques et toutes les variétés non kählériennes
n’admettent aucun plongement holomorphe dans CPn. Les variétés LVM (c.f. cha-
pitre 4) sont non algébriques et non kählériennes et se plongent difféomorphique-
ment dans l’espace projectif. Et nous savons donc, d’après ce qui précède, qu’elles
n’admettent aucun plongement holomorphe dans CPn.
La difficulté, sur ces exemples, à montrer qu’ils sont kählériens, va crescendo. En
effet, nous présentons encore un exemple de variétés kählériennes : les surfaces K3
pour lesquelles nous ne donnerons pas de démonstration.

1.3.1.3 Surfaces K3

Définition 1.3.3 Une surface K3 est une surface compacte complexe, simplement
connexe, dont le fibré canonique est trivial.

Toute une épopée s’est déroulée de 1958 à 1983 autour des surfaces K3. Au dé-
part, André Weil donna le nom de surface K3 en l’honneur de Kummer, Kähler
et Kodaira. En effet, les surfaces de Kummer sont des cas particuliers de surfaces
K3, les surfaces K3 sont de Kähler et font partie de la classification des surface
de Kodaira. L’introduction historique d’Arnaud Beauville [Bea82] donne le ton sur
l’ampleur de ce résultat. C’est Y-T Siu qui montra le premier que toute surface K3
est kählérienne [Siu83]. La preuve a ensuite été reprise et améliorée par exemple
dans [Bar+15] en 2015. Il n’est pas question (et beaucoup trop long) de reprendre
la preuve de ce résultat ici.

1.3.2 Variétés non kählériennes

Les exemples de variétés kählériennes existent avec plus ou moins d’aisance à dé-
terminer la métrique kählérienne. Nous présentons ici des exemples de variétés
complexes non kählériennes. Premièrement, les variétés de Hopf présentées (cha-
pitre 3) qui sont un exemple de variété non kählérienne largement étudié dans la
littérature. Et deuxièmement, les variétés LVM qui en sont une généralisation et
dont la présentation (chapitre 4).
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1.3.2.1 Variétés de Hopf

Cet exemple est standard dès lors que l’on parle de variété non kählérienne. Les
propriétés de ces variétés sont connues. Cet exemple est souvent un point de départ
pour tester quelles sont les limites et les différences entre les variétés kählériennes
et les variétés non kählériennes.
Dans le chapitre 3, nous montrerons que les variétés de Hopf sont toutes localement
conformément kählériennes. Commençons par les définir :

Définition 1.3.4 Une variété de Hopf de dimension complexe n est un quotient
de Cn\{0} par une action d’un groupe cyclique (isomorphe à Z) engendrée par une
contraction holomorphe (voir définition précise de contraction holomorphe 3.1.1 au
chapitre 3). Lorsque l’action de Z est du type AZ où A est une matrice de taille n
dont les valeurs propres sont de modules strictement inférieurs à 1, on dira que la
variété de Hopf est linéaire.

Pour cette section, nous nous contentons d’expliquer pourquoi une variété de Hopf
n’est pas kählérienne. Et c’est immédiat. En effet, la suite de difféomorphismes
naturels suivante :

Cn\{0}/Z ' R× S2n−1/Z ' R/Z× S2n−1 ' S1 × S2n−1

implique que le premier nombre de Betti est b1 = 1. Ce qui montre qu’une variété de
Hopf n’est pas kählérienne d’après le corollaire 1.2.4. Ces variétés disposent d’une
structure moins riche qu’une métrique kählérienne mais qui mérite de s’y attarder.
Nous verrons dans le chapitre 3, qui leur est consacré, que toutes ces variétés sont
localement conformément kählériennes. Celles-ci jouissent des propriétés de cette
classe de variétés. Nous en mettrons en lumière quelques unes au chapitre 2 pour
motiver leurs intérêts.

1.3.2.2 Variétés LVM et LVMB

Autre exemple central de cette thèse, les variétés LVM qui seront exposées dans
le chapitre 4. Une variété LVM est la généralisation d’une variété de Hopf. En
effet, les variétés de Hopf sont des quotients de Cn\{0} par une action de Z, les
variétés LVM sont des quotients de Cn\F par une action de Cm (historiquement
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une action de C dans [MV97] puis une action de Cm dans [Mee98]) où F est un
ensemble analytique. Les variétés LVM qui seront étudiées au chapitre 4 sont belle
et bien celles de [Mee98]. Nous donnerons la stratégie de la preuve du fait que ces
variétés sont non kählériennes dans ce chapitre 4. Les nombres de Betti ne sont
pas un outil suffisant dans ce cas. Les variétés LVM au sens de l’action de Cm ont
elles-mêmes été généralisées dans [Bos01] pour former une classe plus grande : les
variétés LVMB qui sont également non kählériennes (voir [Bos01]). Nous parlerons
des variétés LVMB au chapitre 4 pour en donner l’idée générale de construction.
On a les inclusions suivantes :

Hopf linéaires diagonales ⊆ LVM ⊆ LVMB

1.3.2.3 Variétés lck

Les variétés non kählériennes ont-elles des points communs ? Peut-on mesurer à
quel point elles sont éloignées des variétés kählériennes au niveau métrique ou au
niveau cohomologique ? Il existe une classe de variétés pour lesquelles nous pouvons
répondre en partie à ces questions : les variétés localement conformément kählé-
riennes (lck). Le chapitre 2 en donne la définition et quelques propriétés d’intérêts
qui mettent en jeu des analogies avec les métriques des variétés kählériennes. Ce
sont simplement des variétés qui, localement, admettent une métrique conforme à
une métrique kählérienne. La différentielle de la 2-forme de Kähler globale (non
fermée) vérifie tout de même une certaine égalité (dΩ = ω∧Ω) où ω est une 1-forme
globale fermée appelée la forme de Lee. La structure complexe est parallèle pour
une certaine connexion différente de celle de Levi-Civita etc...

Une variété kählérienne est évidement lck, mais il existe des variétés lck qui ne sont
pas kählériennes. Nous les qualifierons de variétés lck strictes. Les variétés de Hopf
sont le premier exemple de variétés lck strictes. Le but de cette thèse est d’étudier
la structure métrique non kählérienne des variétés LVM. Les variétés de Hopf sont
également un exemple de variétés lck qui sont aussi LVM. De plus, nous savons
que les lck strictes ne correspondent pas à toutes les LVM puisque, par exemple les
variétés de Calabi-Eckmann [CE53], qui peuvent être obtenues comme une sous-
classe des LVM, ne sont pas lck car non kählériennes et simplement connexes (voir
corollaire 2.1.3 du chapitre 2).

33





Chapitre 2

GÉOMÉTRIE LOCALEMENT

CONFORMÉMENT KÄHLÉRIENNE

Les métriques lck : localement conformément kählériennes furent étudiées initiale-
ment dans les années 1970 par I.Vaisman sur plusieurs articles [Vai76], [Vai80b],
[Vai80a], [Vai82], [Vai85]... Les propriétés de cette classe de variétés sont résumées
par Liviu Ornéa et Sorin Dragomir dans [DO12]. Dans ce chapitre, nous donnons
les propriétés qui se rapprochent de la classe des variétés kählériennes, par exemple
le parallélisme de la structure complexe mais aussi des propriétés qui sont très éloi-
gnées de cette même classe : notamment au niveau cohomologique avec la deuxième
conjecture de Vaisman et l’étude qui s’en est suivie d’une cohomologie plus adaptée
que celle de d. Nous parlerons également des différences entre variétés lck au sens
large, variétés lck à potentiel et variétés de Vaisman.

Dans tout ce chapitre, M = (M,J, g) désigne une variété compacte, complexe, de
dimension complexe n, de structure complexe J et de métrique riemannienne g
invariante par J . On note également Ω la 2-forme fondamentale définie par :

Ω(X, Y ) = g(X, JY )

pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2.
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2.1 Définitions

Définition 2.1.1 (Variété lck) La variété M est dite localement conformément
kählérienne (lck) lorsqu’il existe un couple (Ui, fi)i∈I où (Ui)i∈I est un recouvrement
ouvert de M et (fi : Ui → R)i∈I est une famille d’applications C∞ tels que chaque
variété Ui munie de la métrique gi = exp(−fi)g|Ui soit kählérienne. De plus, une
variété lck non globalement conforme à une variété kählérienne sera qualifiée de
variété lck stricte.

Nous pouvons également caractériser une variété lck à l’aide d’une équation simple :

Proposition 2.1.2 (Caractérisation équivalente) La variété M est lck si et
seulement s’il existe une 1-forme fermée ω telle que :

dΩ = ω ∧ Ω (2.1)

La 1-forme ω ainsi obtenue s’appelle la forme de Lee.

Preuve : Supposons que M est lck. On a 0 = dΩi = d(exp(−fi)Ω|Ui ). Sur l’ouvert
Ui, ce calcul donne :

0 = −dfi exp(−fi) ∧ Ω + exp(−fi) ∧ dΩ⇔ dfi ∧ Ω = dΩ

Ceci étant vrai pour tout i ∈ I, sur Ui ∩ Uj, on a (dfi − dfj) ∧ Ω = 0 et comme
Ω est non identiquement nulle sur Ui ∩ Uj, il suit que dfi = dfj sur l’intersection
Ui ∩ Uj. Les dfi se recollent donc en une 1-forme fermée ω telle que ω|Ui = dfi.
Réciproquement, supposons qu’il existe une 1-forme fermée ω avec dΩ = ω ∧ Ω.
Comme M est une variété, elle est localement simplement connexe donc il existe
un recouvrement (Ui)i∈I de M avec, pour tout i ∈ I, Ui simplement connexe. La
1-forme fermée ω|Ui est exacte d’après le lemme de Poincaré : il existe fi : Ui → R
de classe C∞ telle que dfi = ω|Ui . Par conséquent, sur Ui :

dΩ = dfi ∧ Ω.

Et lorsque l’on multiplie cette égalité par exp(−fi), on obtient :

exp(−fi) ∧ dΩ = exp(−fi)dfi ∧ Ω⇔ 0 = d(exp(−fi) ∧ Ω) = dΩi
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Ce qui signifie que M est lck.�
Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 2.1.3 (1) Une variété lck dont la forme de Lee est nulle ou exacte est
kählérienne.

(2) Si M est lck et simplement connexe, alors, ω est exacte et donc M est kählé-
rienne.

Notons M̃ le revêtement universel de la variété M . Ce résultat est à l’origine de
[Vai82].

Proposition 2.1.4 La variété M est lck si et seulement si M̃ est une variété käh-
lérienne avec M = M̃/G où les éléments du groupe fondamental G de M agissent
conformément pour la métrique kählérienne g̃ de M̃ .

Preuve : Supposons que M̃ est une variété kählérienne avec M = M̃/G où G

est le groupe fondamental de M dont les éléments agissent conformément pour la
métrique kählérienne g̃ de M̃ . Notons p : M̃ →M = M̃/G ce revêtement universel.
Soit x ∈M et Ux un ouvert de M contenant x trivialisant : p−1(Ux) = ∪i∈IŨi avec
Ũi des ouverts disjoints de M̃ . Notons pi : Ũi → Ux l’homéomorphisme induit entre
Ũi et Ux pour tout i ∈ I. Soit ỹi ∈ Ũi. Soit ci un lacet pointé en p(ỹi)de M
(représentant d’un élément de G). Alors ci agit sur ỹi via l’unique relèvement c̃i
de ci d’origine c̃i(0) = ỹi : ci ? ỹi = c̃i(1). Notons Ω̃ la 2-forme de Kähler pour la
métrique g̃. Alors c∗i Ω̃ = ef̃iΩ̃ sur Ũi où f̃i : Ũi → R est une fonction de classe C∞.
Ainsi, la propriété dΩ̃ = 0 implique d(c∗i Ω̃) = ef̃idf̃i∧ Ω̃. Notons, sans le "∼" toutes
les structures projetées sur M . Alors f̃i se projète en fx : Ux → R et dΩ = dfx ∧ Ω
sur Ux. Ceci étant vrai sur tout ouvert trivialisant, les dfx se recollent en la forme
de Lee globale ω et la relation dΩ = ω ∧Ω est vraie globalement. Ainsi, M est lck.
Réciproquement, supposons que M est lck pour une certaine métrique g qui se
relève sur M̃ en g̃. Notons encore ω la forme de Lee sur M qui se relève en ω̃ sur
M̃ . Alors, comme M̃ est simplement connexe, ω̃ est exacte. Il en résulte que g̃ est
conforme à une métrique kählérienne globale : disons g̃′ = ef g̃. Alors, si c est un
élément de G, comme g̃ est un relèvement de g, c∗g̃ = g̃. Mais pour la métrique
kählérienne g̃′, on a :

c∗g̃′ = c∗(ef g̃) = (ef◦c)c∗g̃ = (ef◦c)g̃ = (ef◦c)e−f g̃′
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Par conséquent, les éléments de G agissent conformément pour la métrique kählé-
rienne g̃′. �
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2.2 Propriétés

2.2.1 Parallélisme de la structure complexe

Nous allons montrer dans cette section un résultat similaire au théorème 1.2.1 sur
le parallélisme de J . Il y a néanmoins une certaine différence : le théorème 1.2.1
du chapitre 1 dit que si (M,J) est une variété presque complexe (sans la condition
NJ = 0), alors ∇J = 0 si et seulement si M est kählérienne. Ce qui montre en
particulier que∇J = 0 implique que NJ = 0. Dans le cas lck, nous montrerons que,
partant d’une variété complexe (avec NJ = 0), M est lck si et seulement si J est
parallèle mais pour la connexion D correspondant au recollement des connexions
de Levi-Civita ∇i locales sur M .

Dans le cas où M est une variété lck, on définit α# ∈ Γ(TM), pour toute 1-forme
α, comme suit : pour tout X ∈ Γ(TM), g(X,α#) = α(X) . En particulier, B = ω#

est le champ de vecteurs de Lee et A = JB le champ de vecteurs de Reeb. Les
deux relations suivantes sont alors immédiates :

iBΩ = −ω ◦ J ; iAΩ = −ω (2.2)

lorsque iA et iB désignent le produit intérieur par exemple iBΩ(X) = Ω(X,B) pour
tout X ∈ Γ(TM).
Montrons dans un premier temps la proposition suivante sur la connexion de Levi-
Civita globale de M qui est notée ∇.

Proposition 2.2.1 Soit (M, g) une variété riemannienne, soit ĝ = efg une mé-
trique conforme à g avec f ∈ C∞(M,R). Alors, pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2 :

∇̂XY = ∇XY + 1
2(X(f)Y + Y (f)X − g(X, Y )(df)#). (2.3)

où ∇̂ est la connexion de Levi-Civita de la métrique ĝ.

Preuve : D’après le théorème 3.3.1 de [JJ08], g(∇XY, Z) s’écrit, pour tout
(X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3 :

1
2(X(g(Y, Z))− Z(g(X, Y )) + Y (g(Z,X))− g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X]))
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De même, ĝ(∇̂XY, Z), est égal à :

1
2(X(ĝ(Y, Z))− Z(ĝ(X, Y )) + Y (ĝ(Z,X))− ĝ(X, [Y, Z]) + ĝ(Z, [X, Y ]) + ĝ(Y, [Z,X]))

On remplace par ĝ = efg, efg(∇̂XY, Z) est égal à :

1
2(X(efg(Y, Z))− Z(efg(X, Y )) + Y (efg(Z,X))

− efg(X, [Y, Z]) + efg(Z, [X, Y ]) + efg(Y, [Z,X]))

=1
2(X(f)efg(Y, Z) + efX(g(Y, Z))− Z(f)efg(X, Y )− efZ(g(X, Y ))

+ Y (f)efg(Z,X) + efY (g(Z,X))− efg(X, [Y, Z]) + efg(Z, [X, Y ]) + efg(Y, [Z,X]))

Or, par définition de ∇ : X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), donc, après sim-
plification des ef , on obtient :

g(∇̂XY, Z) = 1
2(X(f)g(Y, Z) + g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− Z(f)g(X, Y )− g(∇ZX, Y )

− g(X,∇ZY ) + Y (f)g(Z,X) + g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX)

− g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X]))

Faisons le même travail pour g(∇XY, Z), on peut écrire que g(∇XY, Z) est égal à :

1
2(X(g(Y, Z))− Z(g(X, Y )) + Y (g(Z,X))− g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X]))

=1
2(g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY ) + g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX))

− g(X, [Y, Z]) + g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])

Il reste, pour conclure, à soustraire g(∇̂XY, Z)−g(∇XY, Z) = g(∇̂XY −∇XY, Z) :

g(∇̂XY −∇XY, Z) = 1
2(X(f)g(Y, Z) + Y (f)g(Z,X)− Z(f)g(X, Y ))

= 1
2(X(f)g(Y, Z) + Y (f)g(Z,X)− g((df)#, Z)g(X, Y ))

= g
(1

2(X(f)Y + Y (f)X − g(X, Y )(df)#), Z
)

Comme g est non dégénérée, on a bien la relation 2.3. �
Soit M une variété lck, on note ∇i les connexions de Levi-Civita des variétés
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kählériennes Ui du recouvrement ouvert relativement aux métriques gi (voir la
définition 2.1.1).

Théorème 2.2.2 Les ∇i se recollent en une connexion globale D sans torsion sur
M , donnée, pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2, par :

DXY = ∇XY −
1
2(ω(X)Y + ω(Y )X − g(X, Y )ω#) (2.4)

De plus, on a Dg = ω ⊗ g.

C’est pour cette connexion D que la structure complexe J est parallèle dans le cas
des variétés lck. C’est ce qui sera montré dans le théorème 2.2.3.

Preuve : Soit (X, Y ) ∈ Γ(TUi)2, d’après la proposition 2.2.1, sur Ui, on a :

∇i
XY = ∇XY + 1

2(X(−fi)Y + Y (−fi)X − g(X, Y )(d(−fi))#)

= ∇XY −
1
2(X(fi)Y + Y (fi)X − g(X, Y )(dfi)#)

= ∇XY −
1
2(ω(X)Y + ω(Y )X − g(X, Y )ω#)

car, sur Ui, ω(X) = (dfi)X = X(fi). Sur Ui ∩ Uj, on a ∇i
XY = ∇j

XY d’après ce
calcul. Ainsi, les ∇i se recollent et la formule (2.4) est bien vérifiée. De plus, D est
sans torsion. En effet,

DXY −DYX = ∇XY −
1
2(ω(X)Y + ω(Y )X

− g(X, Y )ω#)−∇YX + 1
2(ω(Y )X + ω(X)Y − g(Y,X)ω#)

= [X, Y ] + 1
2(g(X, Y )ω# − g(Y,X)ω#) = [X, Y ]

Il reste à montrer que Dg = ω ⊗ g. Pour tout (X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3, (DXg)(Y, Z)
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est égal à :

X(g(Y, Z))− g(DXY, Z)− g(Y,DXZ)

=X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) + 1
2g(ω(X)Y + ω(Y )X − g(X, Y )ω#, Z)

+ 1
2g(Y, ω(X)Z + ω(Z)X − g(X,Z)ω#)

=X(g(Y, Z))−X(g(Y, Z)) + 1
2(ω(X)g(Y, Z) + ω(Y )g(X,Z)− g(X, Y )g(ω#, Z))

+ 1
2(ω(X)g(Y, Z) + ω(Z)g(Y,X)− g(X,Z)g(Y, ω#))

=ω(X)g(Y, Z) = (ω ⊗ g)(X, Y, Z)

�

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.2.3 La variété M est lck si et seulement s’il existe une 1-forme
fermée ω telles que J soit parallèle relativement à la connexion D. De plus, dans
ce cas, la 1-forme fermée ω est la forme de Lee.

Comme nous l’avons mentionné en début de section, on suppose dans ce théorème
que NJ = 0. Cette condition d’integrabilité n’est pas supposée dans le cas kählérien
(voir théorème 1.2.1).

Preuve : Supposons que M est lck, alors dΩ = ω ∧Ω avec ω la 1-forme fermée de
Lee. Soit ω̃ un relèvement de ω au revêtement universel M̃ . Comme M̃ est simple-
ment connexe, ω̃ est exacte et donc il existe f̃ ∈ C∞(M̃,R). On pose Ω̃′ = e−f̃ Ω̃.
Alors M̃ est une variété kählérienne pour Ω̃′. Notons g̃ un relèvement de g et
g̃′ = e−f̃ g̃. Soit enfin J̃ un relèvement de J . On a bien Ω̃′(X̃, Ỹ ) = g̃′(X̃, J̃ Ỹ ) pour
tout (X̃, Ỹ ) ∈ Γ(TM̃)2. Soit ∇̃ et ∇̃′ les connexions de Levi-Civita respective-
ment de g̃ et g̃′. La proposition 2.2.1 permet d’expliciter la liaison entre ces deux

42



2.2. Propriétés

connexions : soit (X̃, Ỹ ) ∈ Γ(TM̃)2, on a

∇̃′
X̃
Ỹ = ∇̃

X̃
Ỹ + 1

2(X̃(−f̃)Ỹ + Ỹ (−f̃)X̃ − g̃(X̃, Ỹ )(d(−f̃))#)

= ∇̃
X̃
Ỹ + 1

2(−X̃)(f̃)Ỹ − Ỹ (f̃ X̃ + g̃(X̃, Ỹ )ω̃#)

= ∇̃
X̃
Ỹ − 1

2(df̃(X̃)Ỹ + df̃(Ỹ )X̃ − g̃(X̃, Ỹ )ω̃#)

= ∇̃
X̃
Ỹ − 1

2(ω̃(X̃)Ỹ + ω̃(Ỹ )X̃ − g̃(X̃, Ỹ )ω̃#)

Par unicité, il vient ∇̃′ = D̃. Autrement dit, ∇̃′ est un relèvement de D. D’après
le théorème 1.2.1, on a ∇̃′J̃ = 0. Et cette égalité se projette en DJ = 0.
Réciproquement, supposons qu’il existe ω une 1-forme fermée telle que DJ = 0
avec D définie par l’équation (2.4). Notons ω̃ un relèvement de ω. Alors, il existe
f̃ ∈ C∞(M̃,R) telle que ω̃ = df̃ . En relevant l’hypothèse DJ = 0, on otbtient :
0 = D̃J̃ = ∇̃′J̃ . Ainsi, toujours d’après le théorème 1.2.1, M̃ est une variété
kählérienne pour g̃′ = e−f̃ g̃. De plus,

0 = dΩ̃′ ⇔ −(df̃e−f̃ ) ∧ Ω̃ + e−f̃dΩ̃

⇔ dΩ̃ = df̃ ∧ Ω̃

⇔ dΩ̃ = ω̃ ∧ Ω̃

Cette relation descend naturellement sur M en dΩ = ω ∧ Ω : M est bien lck et ω
correspond par identification à la forme de Lee. �

Remarque 2.2.4 Supposons que DJ = 0, on a aussi Dg = ω⊗ g et DΩ = ω⊗Ω
d’après le théorème 2.2.2. En effet, pour tout (X, Y, Z) ∈ Γ(TM)3,

(DXΩ)(Y, Z) = X(Ω(Y, Z))− Ω(DXY, Z)− Ω(Y,DXZ)

= X(g(Y, JZ))− g(DXY, JZ)− g(Y, JDXZ)

= X(g(Y, JZ))− g(DXY, JZ)− g(Y,DX(JZ)− (DXJ)Z)

Or (DXJ)Z = 0, on obtient bien exactement (DXg)(Y, JZ) et :

(DXΩ)(Y, Z) = (DXg)(Y, JZ) = (ω ⊗ g)(X, Y, JZ) = (ω ⊗ Ω)(X, Y, Z)

Ainsi, DΩ = ω ⊗ Ω.
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Nous terminons cette section avec deux corollaires qui sont des conséquences di-
rectes de ce théorème 2.2.3.

Corollaire 2.2.5 La variété M est lck si et seulement si,
pour tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2,

∇X(JY ) = J(∇XY ) + 1
2(θ(Y )X − ω(Y )JX + g(X, Y )Jω# − Ω(X, Y )ω#) (2.5)

Ici, θ = ω ◦ J .

Preuve : D’après le théorème précédent 2.2.3, M est lck si et seulement si, pour
tout (X, Y ) ∈ Γ(TM)2, (DXJ)Y = 0. Par conséquent :

0 = (DXJ)Y = DX(JY )− J(DXY )

= ∇X(JY )− 1
2(ω(X)JY + ω(JY )X − g(X, JY )ω#)− J(∇XY

− 1
2(ω(X)Y + ω(Y )X − g(X, Y )ω#))

= ∇X(JY )− J(∇XY )− 1
2(ω(X)JY + ω(JY )X − g(X, JY )ω#

− ω(X)JY − ω(Y )JX + g(X, Y )Jω#)

Ainsi,

∇X(JY ) = J(∇XY ) + 1
2(θ(Y )X − ω(Y )JX + g(X, Y )Jω# − Ω(X, Y )ω#)

�

Corollaire 2.2.6 Si M est lck, alors ∇ω#J = ∇−Jω#J = 0.

Preuve : Supposons que M est lck. Soit X ∈ Γ(TM).
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Calculons (∇ω#J)X = ∇ω#(JX)− J(∇−Jω#X). D’après le corollaire 2.2.5,

(∇ω#J)X = ∇ω#(JX)− J(∇−Jω#X)

= J(∇ω#X) + 1
2(θ(X)ω# − ω(X)Jω# + g(ω#, X)Jω# − Ω(ω#, X)ω#)

− J(∇ω#X)

= 1
2(θ(X)ω# − ω(X)Jω# + ω(X)Jω# − g(ω#, JX)ω#)

= 1
2(θ(X)ω# − ω(JX)ω#) = 1

2(θ(X)ω# − θ(X)ω#) = 0

Le même calcul montre que ∇−Jω#J = 0.�
Cette section montre les ressemblances métriques entre les variétés kählériennes
et les variétés lck. Au niveau cohomologique, une structure lck est beaucoup plus
pauvre qu’une structure kählérienne. C’est pourquoi nous allons définir une coho-
mologie plus adaptée aux variétés lck. Nous exposerons ensuite certains résultats
sur les variétés de Vaisman et les variétés lck à potentiel. Pour clore ce chapitre,
nous étudierons quelques exemples.

2.2.2 Cohomologie adaptée

Pour cette section, voir [Vai80b] initialement, puis [DO12]. Soit M une variété lck
stricte de 2-forme de Kähler Ω. Rappelons que :

dΩ = ω ∧ Ω (2.6)

où ω est la 1-forme de Lee (dω = 0). Pour une variété kählérienne, on a dΩ = 0.
Ici, si on pose :

dω = d+ · ∧ ω = d− ω ∧ · et dcω = dc − Jω ∧ ·

L’opérateur dω vérifie d2
ω = 0 et dωΩ = 0. On pose Hp

ω(M) le p-ième groupe de
cohomologie pour dω (p = 0, 1, . . .). Si la dimension complexe de M est n, on a le
théorème suivant (voir [GL84] et [Leó+03] pour le cas où ∇ω = 0) :
Citons également une proposition de [Vai85] (proposition 2.1) qui va être utilisée
par la suite.
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Proposition 2.2.7 Si M est connexe, alors, pour toute 1-forme α fermée non
exacte dα est injective.

2.2.3 Variétés de Vaisman

Définition 2.2.8 (Variété de Vaisman) Une variété lck de forme de Lee ω est
dite de Vaisman lorsque ∇ω = 0.

Au niveau de la cohomologie adaptée, on a :

Théorème 2.2.9 Si M est connexe, alors Hn
ω(M) = 0. Si, de plus, la forme de

Lee est parallèle pour ∇, alors Hp
ω(M) = 0 pour tout p.

Et en se référant à [Mad+97] et [Gau84], nous pouvons également citer une pro-
priété d’unicité de cette métrique de Vaisman.

Théorème 2.2.10 Si M est une variété de Vaisman pour une métrique g, alors
g est unique dans la classe de conformité à un facteur multiplicatif constant prêt.

Ce résultat est utilisé dans la preuve du théorème 5.1.1, lui-même nécessaire à la
démonstration du théorème 5.4.1 un des résultats principaux de cette thèse. Citons
[OV10b] pour le résultat suivant :

Théorème 2.2.11 La classe des variétés de Vaisman n’est pas stable par petites
déformations.

L’exemple classique de variété de Vaisman est la variété de Hopf linéaire dont la
matrice qui engendre l’action de Z est diagonalisable.

2.2.4 Variétés lck à potentiel

Définition 2.2.12 (Variété lck à potentiel) Une variété lck M = M̃/G est
une variété dont le revêtement universel M̃ est kählérien et telle que les éléments de
G agissent conformément pour la métrique kählérienne (proposition 2.1.4). Toute
variété kählérienne admet un potentiel kählérien local (voir chapitre 1) mais pas
forcément global. Supposons qu’il existe ψ̃ : M̃ → R>0 tel que Ω̃ = 2i∂∂ψ̃ = ddcψ̃ où
Ω̃ est la 2-forme de Kähler de M̃ . Ce potentiel ainsi définit est global. De plus, si,
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pour tout c ∈ G, il existe une constante positive ctec ∈ R>0 telle que c∗ψ̃ = ctecψ̃,
on dira que M est une variété lck à potentiel. De manière équivalente, on dit que
M est lck à potentiel s’il existe ψ : M → R>0 tel que Ω = dωd

c
ωψ. Et ψ̃ est un

relèvement de ψ.

On peut, dans ce cas, montrer (voir [OV10a]) les deux résultats majeurs suivants :

Théorème 2.2.13 La classe des variétés compactes lck à potentiel est stable par
petites déformations.

Théorème 2.2.14 En dimension complexe supérieure ou égale à 3, toute variété
compacte, lck à potentiel M peut être plongée dans une variété de Hopf linéaire.
De plus, M est de Vaisman si et seulement si la matrice de l’action de Z de la
variété de Hopf linéaire du plongement est diagonale.

Citons maintenant un résultat de N.Istrati [Ist19] qui est également un argument
nécessaire à la preuve du théorème 5.1.1 du chapitre 5.

Proposition 2.2.15 Soit (M, g,Ω, ω) une variété lck admettant un potentiel global
constant a ∈ R∗ tel que

Ω = −adJω + aω ∧ Jω = dωd
c
ωa

Si le champ de vecteurs de Lee B = ω# vérifie LBJ = 0. Alors (M, g,Ω, ω) est de
Vaisman.

Preuve : On peut supposer que a = 1. On a LAJ = 0 et LAω = 0 car A = JB.
Et alors, en utilisant la formule de Cartan et les définitions du champ de vecteurs
de Lee et du champ de vecteurs de Reeb (2.2) :

0 = LAJω = diAJω + iAdJω

= −d(ω(JA)) + iA(ω ∧ Jω − Ω)

= d(g(B,B)) + iAω ∧ Jω − ω ∧ iAJw − iAΩ

= d(g(B,B)) + iAω ∧ iBΩ− ω ∧ iAiBΩ + ω

= d(g(B,B))− g(B,B)ω + ω

= dω(g(B,B)− 1)
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La proposition 2.2.7 implique que g(B,B) = 1. En utilisant de nouveau la formule
de Cartan, il vient :

LBΩ = diBΩ + iB(ω ∧ Ω)

= dJω + iBω ∧ Ω− ω ∧ iBΩ

= dJω − ω ∧ Jω + g(B,B)Ω

= −Ω + Ω = 0

Ainsi, comme B préserve J et Ω, 0 = dω = 2∇ω. Ce qui prouve que M est de
Vaisman.�

2.2.5 Conjecture de Vaisman

Le théorème de décomposition de Hodge 1.2.3 et le corollaire 1.2.4 sur les nombres
de Betti d’une variété kählérienne compacte sont des critères cohomologiques ayant
conduit à formuler deux conjectures topologiques sur les variétés lck. Elles furent
énoncées par Vaisman pour tenter de se raccrocher à ces résultats kählériens sur
les variétés lck :
Conjecture 1
Toute variété lck compacte satisfaisant le théorème de décomposition de Hodge
1.2.3 admet une métrique kählérienne.

Remarque 2.2.16 Le théorème 6.1 de [OV21] démontre que les variétés lck à
potentiel compactes (voir définition 2.2.12) ne vérifient pas le théorème de décom-
position de Hodge. La conjecture 2 est une conséquence de la conjecture 1, c’est
une affirmation plus forte.

Conjecture 2
Le premier nombre de Betti d’une variété lck compacte non kählérienne est impair.

Remarque 2.2.17 La conjecture 2 est démontrée pour les variétés de Vaisman.
(voir chapitre 5 de [DO12] et historiquement [Kas80] et [Vai82]). Cette conjec-
ture est aussi vraie pour toutes les surfaces complexes compactes (voir [Vai80a]).
Cependant elle est fausse dans le cas des variétés de Oeljeklaus-Toma [OT05].
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2.3 Exemples

Terminons ce chapitre par quelques exemples de variétés localement conformément
kählériennes.

2.3.1 Variétés de Hopf

Les variétés de Hopf sont l’exemple le plus largement étudié de variété lck. Le
cas des surfaces est entièrement traité par Belgun [Bel00]. Toute surface de Hopf
(linéaire ou non) est une variété lck. En dimension quelconque, les variétés de Hopf
linéaires sont toutes lck à potentiel [OV16]. Pour celles qui ne sont pas linéaires,
il a été récement montré dans [OV22] qu’elles sont aussi lck à potentiel. Nous
savons par ailleurs qu’elles sont toutes non kählériennes par l’identification avec
S1×S2n−1 donnée dans le chapitre 1. Ces variétés seront particulièrement étudiées
dans le chapitre 3.

2.3.2 Surfaces de Inoue

Citons une fois de plus Belgun [Bel00] pour ce résultat. Une certaine classe de
surface de Inoue lck n’admet pas de potentiel, puisqu’elles peuvent être déformées
en une surface de Inoue particulière non lck S+

n,p,q,r,u avec u ∈ C\R alors que les
variétés lck à potentiel sont stables par déformations.

2.3.3 Exemples non compacts

Les exemples de variétés lck non compactes existent : un survol de la littérature
pour ces exemples est donné dans le chapitre 3 section 3.6 de [DO12]. Dans le
chapitre 6, nous montrerons qu’il existe un revêtement lck à potentiel non compact
d’une variété LVM. Certains de ces exemples peuvent peut-être correspondre à ces
revêtements. L’étude de cette correspondance n’a pas été faite dans cette thèse.
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Chapitre 3

VARIÉTÉS DE HOPF ET STRUCTURES

LCK

Nous allons, dans ce chapitre, exposer les raisonnements qui ont permis de montrer
que toute variété de Hopf (linéaire ou non) est lck à potentiel et certaines (les
linéaires diagonales) sont aussi de Vaisman. Les variétés de Hopf jouent un rôle
important dans notre sujet puisqu’elles sont lck à potentiel, non kählériennes et
que les variétés LVM en sont une généralisation. Elles sont également essentielles
dans la géométrie lck à potentiel au sens large puisqu’elles contiennent tous les
plongements compacts de variétés lck à potentiel en dimension supérieure ou égale
à 3 (théorème de plongement 2.2.14 des variétés lck à potentiel).
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3.1 Généralités

Rappelons la définition d’une contraction holomorphe :

Définition 3.1.1 Une contraction holomorphe d’une variété complexeM de centre
x ∈M est une application γ : M →M satisfaisant :
(a) γ(x) = x ;

(b) pour tout compact K ⊆ M et tout voisinage ouvert U de x, il existe un rang
entier positif q0 > 0 tel que, pour tout q > q0 : γq(K) ⊆ U .

Nous pouvons maintenant définir précisément une variété de Hopf de dimension
complexe n ≥ 2. Reprenons la définition 1.3.4 donnée dans le chapitre 1.

Définition 3.1.2 Une variété de Hopf de dimension n ≥ 2 est un quotient de
Cn\{0} par une action d’un groupe cyclique (isomorphe à Z) engendrée par une
contraction holomorphe. Si l’action de Z est engendrée par une matrice dont les
valeurs propres sont de modules strictement plus petits que 1, on dira que la variété
de Hopf est linéaire, et si, de plus, la matrice est diagonalisable, on dira que la
variété de Hopf est diagonale. Dans tous les autres cas, on dira que la variété de
Hopf est non linéaire.

La littérature sur ces variétés est très riche. Tout d’abord, ce sont des variétés
compactes, complexes et non kählériennes d’après l’argument du difféomorphisme :

Cn\{0}/Z ' R× S2n−1/Z ' R/Z× S2n−1 ' S1 × S2n−1

du chapitre 1 qui démontre que le premier nombre de Betti est de 1.

Nous nous concentrerons sur ceux qui ont mis en évidence des structures lck
([GO98] et [Bel00] pour les surfaces et [DO12], puis [OV16] pour les variétés de
Hopf linéaires de dimension n). Le cas des surfaces est entièrement connu, les sur-
faces de Hopf sont toutes lck à potentiel. Le cas de la dimension supérieure ou égale
à 3 est plus complexe : les variétés de Hopf linéaires sont toutes lck à potentiel et
les variétés de Hopf diagonales sont en plus de Vaisman. De plus, nous savons de-
puis peu que les variétés de Hopf non linéaires sont aussi lck à potentiel, même en
dimension supérieure à 3, ceci est démontré dans [OV22].
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Historiquement, Hopf [Hop30] en 1930, considéra l’action de Z suivante :

Z× Cn\{0} → Cn\{0}

(k, z) 7→ 1
2k z

C’est un cas particulier où la variété de Hopf induite est linéaire diagonale avec
pour matrice A = 1

2In définie par une homothétie. Un peu plus généralement, une
variété de Hopf dont l’action est engendrée par une homothétie A = λIn avec
|λ| < 1 est le premier cas que nous exposons [DO12].
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3.2 Variétés de Hopf définies par une homothétie

Dans le cas d’une homothétie A = λIn avec |λ| < 1, on peut en expliciter directe-
ment une famille de métriques lck à potentiel (voir [DO12]), :

gt = 4
|z|2t∑n

j=1 dzj ⊗ dzj + t|z|2(t−1)
(∑n

j=1 zjdzj

)
⊗
(∑n

k=1 zkdzk

)
|z|2(t+1) (3.1)

avec t ∈ [−1,+∞[. On peut également, pour tout t ∈ [−1,+∞[ exhiber la forme
de Lee :

ωt = −(1 + t)
∑n
j=1 zjdzj + zjdzj

|z|2
(3.2)

Le cas t = 0 donne une métrique lck de Vaisman, ce qui n’est pas le cas pour t 6= 0.

Remarque 3.2.1 Si A = Diag(λ1, . . . , λn) avec |λ1| = · · · = |λn| < 1, la métrique
précédente gt est aussi lck à potentiel. Puis elle est de Vaisman lorsque t = 0.
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3.3 Surfaces de Hopf

On distingue deux types de surfaces de Hopf, pour que l’action du groupe cyclique
isomorphe à Z soit une contraction holomorphe, elle doit être engendrée par :

η : C2\{0} → C2\{0}

(x, y) 7→ (αx+ λym, βy)

avec α, β, λ trois nombres complexes (α, β 6= 0) et m ∈ N∗ et 0 < |α| < |β| < 1
satisfaisant l’équation suivante :

λ(α− βm) = 0 (3.3)

Les deux cas à distinguer sont les suivants :

(1) Si λ = 0, la surface de Hopf est linéaire diagonale.

(2) Si λ 6= 0, et dans ce cas α = βm, on dit que la surface de Hopf est non linéaire.

Remarque 3.3.1 Le cas où λ 6= 0 n’autorise pas la valeur m = 1. En effet, si
m = 1, α = β, ce qui est contradictoire avec 0 < |α| < |β| < 1. Les variétés de Hopf
diagonales engendrées par une homothétie sont traitées dans la section précédente
et sont exclues ici.

3.3.1 Surfaces de Hopf linéaires diagonales

L’action d’une surface de Hopf linéaire est engendrée par la matrice :

A =
α 0

0 β


On peut supposer que |α| < |β| < 1. Le cas où |α| = |β| est traité dans la section
précédente. L’article [GO98] montre qu’il est possible d’exprimer une métrique lck
de Vaisman. Voici l’idée générale de cet article : Notons H = C2\{0}/AZ. On
définit l’application ψ sur C2\{0} à valeurs réelles par la relation suivante :

|z1|2|α|2ψ(z) + |z2|2|β|2ψ(z) = 1 (3.4)
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L’existence et l’unicité de ψ(z), pour tout z = (z1, z2) ∈ C2\{0}, sont dues à la
décroissance de l’application :

R→ R+

t 7→ |z1|2|α|t + |z2|2|β|t

et au théorème des valeurs intermédiaires. Notons Ψ = eψ. On a les relations :

ψ(Az) = ψ(z) + 1 (3.5)

Ψ(Az) = |α||β|Ψ(z) (3.6)

|z1|2Ψ−
2k1

k1+k2 + |z2|2Ψ−
2k2

k1+k2 = 1 (3.7)

avec k1 = ln |α| et k2 = ln |β|.

Proposition 3.3.2 La 2-forme Ω = 1
4∂∂Ψ est la forme de Kähler d’une métrique

hermitienne sur H. De plus, dΩ = ω ∧ Ω avec ω = 1
2Ψ−1dΨ. Ainsi, H est lck à

potentiel.

Preuve : Le raisonnement est le suivant : on applique l’opérateur d à l’égalité
(3.6). Ceci permet d’isoler dΨ :

dΨ = 1
∆

(
Ψ

k2−k1
k1+k2 (z1dz1 + z1dz1) + Ψ

k1−k2
k1+k2 (z2dz2 + z2dz2)

)
(3.8)

Avec ∆ = |z1|2 2k1
k1+k2

Ψ−
2k1

k1+k2 + |z2|2 2k2
k1+k2

Ψ−
2k2

k1+k2 . L’expression explicite de dΨ per-
met d’identifier les dérivées partielles et d’en déduire les dérivées partielles secondes
et vérifier que la matrice

g =
∂1∂1Ψ ∂1∂2Ψ
∂2∂1Ψ ∂2∂2Ψ


est positive (déterminant et trace sont positifs). Le fait que Ω soit stable par passage
au quotient découle de la relation (3.6). Ensuite, le calcul direct donne la relation
dΩ = ω ∧ Ω. �
Ce raisonnement présente un intérêt puisqu’il expose un raisonnement typique-
ment associé à la dimension 2 pour démontrer que la métrique est définie positive.
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En dimension supérieure, les calculs directs ne sont pas envisageables. L’argument
d’existence et d’unicité du potentiel sera en revanche réutilisé en dimension supé-
rieure au chapitre 6.

3.3.2 Surfaces de Hopf non linéaires

Supposons que λ 6= 0 et α = βm. Nous sommes dans le cas d’une surface de Hopf
non linéaire H. Dans son article [Bel00], Belgun montre en utilisant un argument
de déformation que ces surfaces sont aussi lck. Donnons quelques idées de la preuve.
L’action de Z engendrée par η induit naturellement une R-action. Notons toujours
η le générateur de cette R-action : pour tout (x, y) ∈ C2\{0} et tout réel t :

ηt(x, y) = (βmtx+ tλβm(t−1)ym, βty)

Où une détermination de log β est fixée. Il existe alors un ε > 0 tel que la sphère
centrée en 0 ∈ C2 et de rayon ε : Sε soit transverse et intersecte chaque orbite de
cette R-action une et une unique fois (ce qui signifie que Sε est une coquille pseu-
doconvexe). On pose St = ηt/ε(Sε) et f : C2\{0} → R telle que f(St) = t. Belgun
montre alors qu’il existe une constante réelle x telle que Ω = (exf )−1d(d(exf ) ◦ J)
soit la forme de Kähler d’une métrique définie positive sur Sε et donc globalement
ensuite. La forme Ω étant conformément invariante, elle passe au quotient et donne
une métrique lck.

Une preuve alternative est donnée dans [GO98] : c’est aussi un argument de défor-
mation en faisant varier β et m.
Dans son article, Belgun n’expose pas de potentiel. Ce n’est que grâce à [OV22]
que l’on peut conclure que les surface de Hopf non linéaires et plus généralement,
toutes les variétés de Hopf sont lck à potentiel.

57



Partie , Chapitre 3 – Variétés de Hopf et structures lck

3.4 Variété de Hopf linéaire en dimension quel-
conque

L’article [OV16] donne une démonstration du fait que toute variété de Hopf linéaire
admet une métrique lck à potentiel. Nous en donnons le raisonnement général qui
va ensuite être utilisé pour montrer l’existence de revêtements lck à potentiel pour
certaines variétés LVM (chapitre 6).

Donnons d’abord quelques définitions nécessaires.

3.4.1 Cône algébrique

Définition 3.4.1 (Cône algébrique) Un cône algébrique fermé est une variété
affine C munie d’une action de C∗ notée τ admettant un unique point fixe x0

appelé l’origine tel que C soit lisse en dehors de x0 et que τ agisse sur Tx0C

diagonalement et avec des valeurs propres de modules strictement inférieurs à 1.
Un cône algébrique ouvert est un cône algébrique fermé auquel on enlève l’origine :
C\{x0}

L’exemple de cône algébrique ouvert qui va nous servir pour les variétés de Hopf
est Cn\{0} muni de l’action par homothéties de C∗.

Définition 3.4.2 (Action par contractions holomorphes) Soit C un cône al-
gébrique fermé et ρ : R>0 → Aut(C) une action de R>0 sur C. On dit que ρ est
une action par contractions holomorphes lorsque, pour tout t ∈ R>0, tout compact
K ⊂ C et tout voisinage ouvert U de l’origine de C, il existe un entier p tel que
ρ(t)p(K) ⊂ U .

Remarque 3.4.3 L’action de Z engendrée par une matrice dont les valeurs propres
sont toutes de modules inférieurs à 1 génère naturellement une R-action par contrac-
tions holomorphes.

3.4.2 CR-géométrie

Définition 3.4.4 Une structure de Cauchy-Riemann où CR-structure sur une va-
riété M est un sous-fibré H ⊂ TCM tel que [H,H] ⊂ H et H ∩ H = {0}. Une
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fonction f : M → C est CR-holomorphe si, pour tout X ∈ H, dXf = 0. Sur une
CR-variété (M,H), le fibré H⊕H est préservé par la conjugaison complexe et donc
est obtenu comme la complexification d’un sous-fibré réel HR : H⊕H = (HR)C. Et
alors, IH = −iIdH définit une structure presque complexe sur HR dont l’extension
au complexifié (HR)C admet pour sous-espace propre associé à la valeur propre i le
fibré H.
Si dim(TM/HR) = 1, et si

L : HR ×HR → TM/HR

(A,B) 7→ [A,B] mod HR

est non dégénérée, la variété (M,H) est qualifiée de CR-variété de contact et HR

est la structure de contact. Dans ce contexte, L s’appelle la forme de Levi. Comme
L s’annule sur H et sur H, L est de type (1, 1) relativement à la structure presque
complexe IH .

Définition 3.4.5 Une CR-variété de contact (M,HR, IH) est dite pseudoconvexe
si sa forme de Levi est positive. Si la forme de Levi est de plus définie positive,
alors (M,HR, IH) est dite strictement pseudoconvexe.

Définition 3.4.6 Soit S une CR-variété de contact. Un champ de vecteur
X ∈ Γ(TS) est dit transverse s’il est transverse relativement à la CR-structure
HR ⊂ TS.

3.4.3 Coquille pseudoconvexe sur un cône algébrique

Définition 3.4.7 Soit C un cône algébrique. Soit ρ une action de R>0 par contrac-
tions holomorphes. Une coquille pseudoconvexe sur C est une sous-variété de C
strictement pseudoconvexe intersectant chaque orbite de ρ une et une unique fois
transversalement.

Le théorème principal de [OV16] est le suivant :

Théorème 3.4.8 Soit M = C/〈ρ(q)〉 avec C un cône algébrique muni d’une ac-
tion ρ de R>0 par contractions holomorphes et q > 1.
Soit S une coquille pseudoconvexe de C. Alors M est une variété lck à potentiel.
Réciproquement, toute variété lck à potentiel s’écrit de la sorte.
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Preuve : Chaque orbite de ρ intersecte S une unique fois, donc pour tout s ∈ S,
il existe un unique t ∈ R>0 tel que ρ(t)(c) = s. Notons e−t = Ψ(c). Ceci prouve
l’existence et l’unicité d’une fonction Ψ: C → R>0 avec ρ(− ln Ψ(c))(c) = s. Il
reste à montrer que ddcΨ > 0, ceci n’est pas automatique pour ddcΨ mais pour une
certaine puissance de Ψ. On peut se ramener à montrer uniquement que ddcΨ2a > 0
sur S. En effet, par construction, ddcΨ > 0 sur B où B est le sous-fibré de C obtenu
en translatant TS ∩ I(TS) par tous les etr avec r le générateur infinitésimal de ρ.
Ceci car, sur B, ddcΨ est la forme de Levi et donc définie positive. On a, sur S :

ddcΨ2a = Ψ2a−2(2aΨddcΨ + 2a(2a− 1)dΨ ∧ dcΨ)

Comme la coquille S est compacte, le résultat découle du lemme suivant :

Lemme 3.4.9 Soient h1, h2 deux formes pseudo-hermitiennes sur un C-espace
vectoriel V et soit W ⊂ V un sous-C-espace vectoriel de codimension 1. Sup-
posons que h1|W et h2|V/W sont strictement positives et h2|W = 0. Alors il existe
u0 ∈ R, dépendant continûement de h1 et h2, tel que hu = h1 + uh2 soit définie
positive pour tout u > u0.

Preuve : Pour simplifier mais sans perdre de généralité, faisons la démonstration
dans le cas réel. Soit y ∈ V tel que h(y, y) = 1. Alors, tout x ∈ V peut s’écrire
x = ay + z pour un certain z ∈ W . Ainsi :

hu(x, x) = ua2 + a2h1(y, y) + h1(z, z) + 2ah1(z, y)

que l’on voit comme un polynôme en a. Celui-ci est strictement positif pour tout
a, si et seulement si :

h1(z, y)2 − (u+ h1(y, y))h1(z, z) < 0

Il suffit alors de choisir y′ ∈ W tel que h1(z, y′) = h1(z, y) pour tout z ∈ W et
poser u0 = h1(y′, y′)− h1(y, y). Pour u > u0, l’inégalité précédente devient :

h1(z, y′)2 − h1(y′, y′)h1(z, z) < 0

Cette inégalité est vérifiée par l’inégalité de Cauchy-Schwarz puisque h1 est définie
positive sur W .�
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3.4. Variété de Hopf linéaire en dimension quelconque

Le théorème en découle en prenant V = TM , W = B, h1 = ΨddcΨ et
h2 = dΨ ∧ dcΨ. Pour la réciproque, se référer directement à [OV16].�

3.4.4 Variétés de Hopf linéaires

Soit M = Cn\{0}/〈A〉 une variété de Hopf linéaire, alors C = Cn\{0} est un
cône algébrique ouvert, ρ(t) = et logA où l’on fixe une détermination du logarithme
complexe, est une action par contractions holomorphes puisque les valeurs propres
de A sont de modules inférieurs strictement à 1. La sphère S = S2n−1 est une
coquille pseudoconvexe. En effet, le même argument que pour les surfaces sur
l’existence et l’unicité du potentiel revient à dire que l’intersection entre l’orbite
d’un point de C et la sphère S2n−1 est unique.
Le théorème 3.4.8 s’applique et démontre que M est lck à potentiel.
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3.5 Produit de deux variétés de Hopf

Citons un résultat majeur sur le produit de deux variétés de Hopf, compactes et
de Vaisman :

Théorème 3.5.1 [DO12] Le produit de deux variétés de Hopf compactes de Vais-
man n’admet pas de métrique localement conformément kählérienne.

Preuve : C’est le théorème 5.3 de [DO12]. Initialement, c’est un résultat de Tsu-
kada [Tsu99]. �

3.5.1 Classification des variétés lck à potentiel et de Vais-
man dans le cas compact

Nous l’avons brièvement évoqué au chapitre 2, il s’agit d’un théorème de [OV10b],
et plus précisément le théorème 1.12 :

Théorème 3.5.2 (Classification) Soit M une variété lck compacte de dimen-
sion complexe n supérieure ou égale à 3. Alors M est lck à potentiel si et seule-
ment si elle admet un plongement holomorphe dans une variété de Hopf linéaire
Cn\{0}/A. De plus, M est de Vaisman si et seulement si A est une matrice dia-
gonalisable.

Remarque 3.5.3 Dans ce théorème, la dimension complexe est mise en jeu. Ce
théorème ne peut pas être utilisé dans le cas des surfaces complexes. De plus, on
ne peut l’utiliser qu’avec des variétés compactes. En ce sens, le chapitre 6 présente
l’intérêt de donner des exemples de variétés lck à potentiel non compactes comme
revêtements de variétés LVM qui ne sont donc par forcément plongés holomorphi-
quement dans des variétés de Hopf linéaires.
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3.6 Variétés de Hopf non linéaires en dimension
quelconque

L’idée générale de l’article [OV22] est de montrer que toute variété de Hopf se
plonge holomorphiquement dans une variété de Hopf linaire. Ensuite, on utilise
le fait qu’une variété de Hopf linéaire est lck à potentiel et que les sous-variétés
complexes des variétés lck à potentiel sont aussi lck à potentiel [OV10a].
Pour obtenir ce plongement les auteurs montrent un résultat plus fort :
soit V une variété de Stein munie d’une action par contractions holomorphes cen-
trée en x ∈ V propre et libre. Alors la variété quotient de V \{x} par l’action est
compacte et se plonge holomorphiquement dans une variété de Hopf linéaire.
En admettant ce résultat, on prend V = Cn et x = 0. Une variété de Hopf H
est un quotient de Cn\{0} par un groupe cyclique engendré par une contraction
holomorphe. En appliquant le résultat ci-dessus, H se plonge holomorphiquement
dans une variété de Hopf linéaire. De plus Cn\{0} est lisse donc ce plongement
donne à H une structure de sous-variété complexe d’une variété de Hopf linéaire.
Ainsi, H est lck à potentiel.
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Chapitre 4

VARIÉTÉS LVM

Ce chapitre donne le principe de construction et quelques propriétés des variétés
LVM qui seront utilisées dans les chapitres 5 et 6 regroupant les principaux résultats
de ce travail de thèse. Ces objets sont tirés de la thèse de Laurent Meersseman
[Mee98]. L’acronyme LVM correspond aux initiales de Santiago López de Medrano
et Alberto Verjovsky pour avoir initié la construction de ces variétés en 1997 [MV97]
dans le cas m = 1. Laurent Meersseman généralise cette construction à toute
dimension complexem ≥ 1 dans sa thèse [Mee98] et donne un procédé géométrique
de construction de ces variétés compactes, complexes non kählériennes pour n >
2m+ 1.

65



Partie , Chapitre 4 – Variétés LVM

4.1 Construction

Soit n ≥ 2m+1,m ≥ 1. Soit Λ = (Λ1, . . . ,Λn) ∈ (Cm)n avec, pour tout i = 1, . . . , n,

Λi =


λ1
i
...
λmi

 ∈ Cm.

Définition 4.1.1 (Configuration admissible) On dit que Λ est une configura-
tion admissible si :
(a) rangR(Λ) = 2m (rang maximal).
(b) 0 ∈ H(Λ) (condition de Siegel).
(c) Pour tout 2m-uplet d’entiers (i1, . . . , i2m) vérifiant 1 ≤ i1 < . . . < i2m ≤ n,

0 /∈ H(Λij)j=1,...,2m (Hyperbolicité faible).

Notons :

S = {z ∈ Cn, 0 ∈ H(Λi)i∈Iz}

où Iz = {i ∈ {1, . . . , n}, zi 6= 0}.

Définition 4.1.2 (Point indispensable et éliminable) On dira que la coordon-
née ou le point i ou zi est indispensable si S ⊆ {z ∈ Cn, zi 6= 0}. Dans le cas
contraire, on dira que la coordonnée ou le point i ou zi est éliminable. Si Λ est une
configuration admissible, on notera k le nombre de points indispensables.

On dispose d’une action de C∗ × Cm sur Cn :

a : (C∗ × Cm)× Cn → Cn

((α, T ), z) 7→ (αz1e
<Λ1,T>, . . . , αzne

<Λn,T>)

Proposition 4.1.3 L’ensemble S ⊂ Cn est stable par l’action a.

Preuve : Soit z ∈ S, soit (α, T ) ∈ C∗×Cm. On a 0 ∈ H(Λi)i∈Iz , soit w = a(α, T, z).
Pour montrer que 0 ∈ H(Λi)i∈Iw , il suffit de constater que :

Iw = {i ∈ {1, . . . , n}, αzie<Λi,T> 6= 0} = {i ∈ {1, . . . , n}, zi 6= 0} = Iz
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4.1. Construction

�

On est alors en mesure de définir les variétés LVM :

Définition 4.1.4 (Variété LVM) Soit n ≥ 2m + 1,m ≥ 1. Soit Λ ∈ (Cm)n une
configuration admissible. Le quotient N = S/a est appelé variété LVM.

Remarquons que dans le cas où n = 2m + 1, on obtient M = Tm [Mee98]. Pour
toute la suite de ce travail, on suppose que n > 2m+ 1.
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4.2 Propriétés

Nous montrons ici en reprenant les argument de [Mee98] les résultats fondamentaux
pour la suite.

(1) Les conditions d’admissibilité sont ouvertes : il existe des petites déformations
d’une configuration admissible qui sont toujours des configurations admissibles.

(2) Une déformation par homotopies Λ′ de configurations admissibles d’une configu-
ration admissible Λ donne deux variétés LVM difféomorphes donc deux variétés
complexes compactes à priori différentes au sens complexe.

(3) Une transformation affine AΛ+B d’une configuration admissible Λ donne deux
variétés biholomorphes lorsque Λ et AΛ +B sont homotopes.

(4) Les variétés LVM sont non kählériennes.

4.2.1 (1) : Les conditions d’admissibilité sont ouvertes

Reprenons les conditions d’admissibilité d’une configuration Λ dans l’ordre : Le
rang réel de Λ est maximal égal à 2m. Autrement dit, les 2m lignes de la matrice :Re Λ

Im Λ


sont linéairement indépendantes sur R. L’indépendance linéaire est une condition
ouverte. Venons en à la condition de Siegel : 0 ∈ H(Λ). Cette condition correspond
à l’existence de a = (a1, . . . , an) ∈ (R+)n tel que :


1

Re Λ
Im Λ

 ·

a1
...
an

 = e1

où e1 désigne le premier vecteur de la base canonique. La condition d’existence du
n-uplet a est stable par petites déformations de Λ. La condition d’hyperbolicité
faible se traduit par la non-existence de solution à un certain nombre de systèmes
linéaires. C’est une condition ouverte.
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4.2. Propriétés

4.2.2 (2) : Si Λ′ est une déformation homotope de Λ, alors
N ′ et N sont difféomorphes

Soit Λ une configuration admissible. On a déjà vu dans la sous-section précédente
que l’admissibilité est stable par petites déformations. Mais si Λ′ est une défor-
mation de Λ, qu’en est il des variétés N et N ′ associées ? Elles sont seulement
difféomorphes lorsque la déformation est homotope.

Remarque 4.2.1 Par déformation homotope de configurations admissbles, nous
entendons l’existence d’une application continue :

H : [0, 1]→ (Cm)n

telle que, pour tout t ∈ [0, 1], H(t) soit une configuration admissible.

La variété N est obtenue difféomorphiquement comme de quotient de :

M1 = {w ∈ Cn,
n∑
i=1
|wi|2Λi = 0,

n∑
i=1
|wi|2 = 1}

par l’action multiplicative naturelle de S1. On a alors difféomorphiquement
M1 = N × S1 et N = M1/S1 lorsqu’il y a au moins un point indispensable.
Notons M ′

1 la même variété pour la déformation homotope N ′ de N . Montrons
la proposition suivante :

Proposition 4.2.2 Soient Λ et Λ′ deux configurations admissibles, avec Λ′ obte-
nue par déformation homotope de Λ. Alors les variétésM1 etM ′

1 sont difféomorphes
ainsi que les variétés N et N ′.

Preuve : L’ensemble de toutes les déformations successives entre Λ et Λ′ est un
ensemble de configurations admissibles. Plus précisément, il existe une homotopie
H : [0, 1] → (Cm)n reliant Λ et Λ′. Autrement dit, H(0) = Λ, H(1) = Λ′ et pour
tout t ∈]0, 1[, H(t) est une configuration admissible qui donne lieu à une LVM que
l’on note N(t), on note également M1(t) la variété associée. L’union ⋃t∈[0,1]M1(t)
fibre sur [0, 1]. Cette fibration est une submersion en tout point donc est localement
triviale par le lemme d’Ehresmann. ([MK06]). Donc M1 et M ′

1 sont difféomorphes.
Pour N et N ′, la démonstration est identique en prenant les plongements réels
dans l’espace projectif. �
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4.2.3 (3) : Biholomorphisme entre NΛ et NAΛ+B

Nous allons montrer plus précisément la proposition suivante :

Proposition 4.2.3 Soit Λ une configuration admissible. Soit Λ′ = AΛ + B avec
A ∈ GLm(C) et B ∈ Cm tels que Λ et Λ′ soient homotopes. Alors la configura-
tion Λ′ est admissible et les variétés LVM associées respectives NΛ et NΛ′ sont
biholomorphes.

Preuve : Tout d’abord, on a S = S ′ puisque, d’après le lemme 1 de [Mee98],

0 ∈ H(Λi1 , . . . ,Λip)⇔ 0 ∈ H(Λ′i1 , . . . ,Λ
′
ip)

Soit z ∈ S et w ∈ S dans l’orbite de z sous l’action a. Autrement dit,

w = (αz1e
<Λ1,T>, . . . , αzne

<Λn,T>)

pour un certain α ∈ C∗ et T ∈ Cm. Posons T ′ = (tA)−1T et α′ = e−
tB·T ′ . On a de

même :

w = (α′z1e
<Λ1,T ′>, . . . , α′zne

<Λn,T ′>)

Ainsi NΛ et NΛ′ sont biholomorphes. �
Au chapitre 6, nous montrerons une variante de ce résultat qui nous permettra
d’obtenir une normalisation pour les configurations admissibles à k = m+ 1 points
indispensables.

4.2.4 (4) : Les variétés LVM sont non kählériennes

Nous donnons ici la stratégie de la preuve en suivant [Mee98] que les variétés LVM
sont non symplectiques dès lors que n > 2m+ 1 (donc à fortiori non kählériennes).
Soit k le nombre de points indispensables de la configuration Λ. On doit distinguer
k > 0 et k = 0.

(a) Supposons k > 0. On peut alors montrer que N est difféomorphe àM0×(S1)k−1

avecM0 une variété 2-connexe et l’identification difféomorpheM1 = M0×(S1)k

(ce sont les lemmes 6 et 8 de la deuxième partie de [Mee98]). D’après le théorème
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de Hurewiecz, le deuxième groupe de cohomologie H2(M0,R) est trivial. On
utilise ensuite la formule de Künneth :

H2(N,R) = H2((S1)k−1)⊗H0(M0) = H2((S1)k−1,R)

Soit α est une forme symplectique sur N , alors αn−m−1 est une forme volume
sur N . Or, d’après l’identification précédente, ce n’est possible que si
2n− 2m− 2 ≤ k − 1. Comme k ≤ 2m + 1 (lemme 4 de la deuxième partie de
[Mee98]) et n > 2m+ 1, cette égalité se traduit en :

2m < 2n− 2m− 2 ≤ k − 1 ≤ 2m

Ceci induit une contradiction : N ne peut être symplectique.

(b) Supposons que k = 0. Ici le lemme 5 de la deuxième partie de [Mee98] implique
que S et M1 sont 2-connexes. Notons e la classe d’Euler du fibré M1 → N . La
suite exacte d’homologie de Gysin pour ce fibré au rang 1 s’écrit :

H1(M1,Z) // H0(N,Z) ∧e // H2(N,Z) // H2(M1,Z)

Mais alors, par le théorème de Hurewiecz, H1(M1,Z) = H2(M1,Z) = 0 et
H2(N,Z) = H0(N,Z) = Ze est engendré par e. Notons d la codimension mi-
nimale de E dans S = Cn\E. Le lemme 7 de la deuxième partie de [Mee98]
implique que ed = (j∗e0)d = j∗(ed0) = 0 où e0 est la classe d’Euler du fibré
S2d−1 → CPd−1 et j : N → CPd−1 définie dans le lemme 5 de la deuxième partie
de [Mee98]. Voir le diagramme de fibrés ci-dessous :

M1 //

��

S2d−1

��
N

j
// CPd−1

Par fonctorialité de la classe d’Euler (justifiée par l’égalité ci-dessus) et par
hyperbolicité faible, l’ensemble E contient au moins tous les plans définis par
l’annulation de n− 2m coordonnées. On a alors d ≤ n− 2m ≤ n−m− 1 donc
e n’engendre pas de forme volume sur N et N n’est pas symplectique.
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Partie , Chapitre 4 – Variétés LVM

Remarque 4.2.4 Dans le chapitre 6, nous nous concentrons seulement sur des
variétés LVM où l’on dispose de suffisamment de points indispensables (k = m+1).
Néanmoins, la preuve dans le cas où k = 0 sera tout de même réutilisée pour la
caractérisation des variétés de Hopf linéaires diagonales parmi les LVM (théorème
5.3.1 du chapitre 5).
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4.3 Classification difféomorphe

La classification des variétés LVM à difféomorphisme près est donnée dans [Mee98]
pour des petites valeurs de m et n. Soit k le nombre de points indispensables.
Difféomorphiquement, lorsque k > 0, M1 = N × S1. Et N = M1/S1. On choisit
plutôt de classifier M1.

4.3.1 m = 1

Pour m = 1, cette classification difféomorphe est due à Santiago López de Medrano
[Lóp88], et est reformulé dans le cas LVM dans [MV97].

Théorème 4.3.1 (m = 1) Soit Λ = (λ1, . . . , λn) une configuration admissible.
Alors :
(a) Cette configuration est équivalente à ((λ′1, n1), . . . , (λ′2l+1, n2l+1)) où ni désigne

la multiplicité de λ′i et n = n1 + · · ·+ n2l+1.
(b) Soit di = ni + · · · + ni+l−1 pour i allant de 1 à 2l + 1 (les indices étant pris

modulo 2l + 1). Alors :
i. Si l = 0, M1 = ∅.
ii. Si l = 1, on a M1 = S2n1−1 × S2n2−1 × S2n3−1.
iii. Si l > 1, on a M1 difféomorphe à la somme connexe des variétés S2di−1 ×

S2n−2di−2 pour i allant de 1 à 2l + 1.

Dans, [MV97], à partir de cette classification, pour l = 1, il est montré que l’on
peut obtenir soit les tores complexes de dimension 1, soit les variétés de Hopf soit
les produits de sphères S2p−1× S2q−1 avec p, q > 1 munis d’une structure complexe
de Calabi-Eckmann.

4.3.2 m = 2

Comme n > 2m+ 1 et k < 2m+ 1, on commence la classification de M1 à n = 6.
Notons # les somme connexes.

4.3.2.1 n = 6

On a dans ce cas automatiquement k = 4 et S = (C∗)4 × C2\{0}. Et alors
M1 ≈ (S1)4 × S3 et N ≈ (S1)3 × S3.
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4.3.2.2 n = 7

Reprenons directement la classification selon k conjecturée dans [Mee98], les cas
k = 0, 1, 2 ont été démontrés en 2013 dans [GL13] :

(a) k = 4 : M1 ≈ S5 × (S1)4 ;

(b) k = 3 : M1 ≈ (S3)2 × (S1)3 ;

(c) k = 2 : M1 ≈
(

#5
i=1S3 × S4

)
× (S1)2 ;

(d) k = 1 : M1 ≈
(

#8
i=1S4 × S4#9

i=1S3 × S5
)
× S1 ;

(e) k = 0 : M1 ≈ #14
i=1S3 × S6#35

i=1S4 × S5.

4.3.2.3 n = 8

La classification est toujours selon le nombre de points indispensables k.

(a) k = 4 : M1 ≈ S7 × (S1)4 ;

(b) k = 3 : M1 ≈ S5 × S3 × (S1)3 ;

(c) k = 2 : M1 ≈ (S3)3 × (S1)2 ou
(

#2
i=1S4 × S5#3

i=1S3 × S6
)
× (S1)2 ;

74



4.4. Variétés LVMB

4.4 Variétés LVMB

La généralisation des variétés LVM proposée par Bosio [Bos01] est la suivante :
soit n > 2m et L = (l1, . . . , ln) ∈ (Cm)∗ une famille de n formes C-linéaires de Cm

telle que toute sous-famille L′ de L de cardinal 2m+1 soit une base affine réelle du
dual de Cm. Soit εm,n une famille non vide de sous-ensembles de {1, . . . , n} avec,
pour tout P ∈ εm,n, |P | = 2m+1. Soit LP la sous-famille de L correspondante. On
donne deux conditions sur (L, εm,n) : la condition PEUR (Principe d’Existence et
d’Unicité du Remplaçant) et la condition d’imbrication.

(a) Si, pour tout P ∈ εm,n et tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe j ∈ P tel que (P\{j}) ∪
{i} ∈ εm,n, on dit que (L, εm,n) vérifie le PEUR.

(b) Si, pour tout (P,Q) ∈ ε2m,n, les intérieurs des enveloppes convexes de LP et
LQ possèdent une intersection non vide, on dit que (L, εm,n) vérifie la condition
d’imbrication.

Considérons l’ouvert :

U = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn,∃Pz ∈ εm,n,∀i ∈ Pz, zi 6= 0}

C’est une généralisation de l’ouvert S des variétés LVM. L’action :

C∗ × Cm × U → U

(α, T, [z]) 7→ (αz1e
l1(T ), . . . , zne

ln(T ))

de C∗ × Cm induit une structure de variété compacte complexe sur U/C∗ × Cm

sous certaines conditions.

Lemme 4.4.1 [Bos01] L’action précédente est propre si et seulement si (L, εm,n)
satisfait la condition d’imbrication. Si c’est le cas, alors U/Cm est compact si et
seulement si (L, εm,n) vérifie le PEUR.

Si (L, εm,n) vérifie le PEUR et la condition d’imbrication, la variétéM = U/C∗Cm

est une variété compacte complexe de dimension complexe n − m qu’on appelle
variété LVMB. C’est une généralisation d’une variété LVM au sens de la proposition
suivante :
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Proposition 4.4.2 [Bos01] Si (L, εm,n) vérifie le PEUR et la condition d’imbri-
cation, alors M est une LVM si et seulement s’il existe une composante connexe
bornée O telle que :

εm,n = {P ∈ P({1, . . . , n}), |P | = 2m+ 1, O ∈ H(LP )}

Bosio a montré que ces variétés sont également non kählériennes. La preuve est
presque identique à celle des LVM.

Remarque 4.4.3 Dans le chapitre 5, on démontre que, si m ≥ 2 et N une va-
riété LVM satisfaisant une condition de rationalité (K), alors N n’admet pas de
métrique lck. Ceci est lié à l’action d’un tore Tm sur N . Ce résultat doit pouvoir
se généraliser aux variétés LVMB. Ce travail n’a pas encore été mené à ce stade
mais constitue une perspective de prolongement raisonnable de cette thèse.
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Chapitre 5

NON EXISTENCE DE STRUCTURE LCK

SUR LES LVM

Dans ce chapitre, nous exposons deux résultats majeurs de ce travail de thèse. Pre-
mièrement le théorème 5.4.1 : on énonce que sous une condition (K) de rationalité,
les variétés LVM qui ne sont pas des Hopf linéaires diagonales ne sont pas lck. Et
deuxièmement, comme conséquence, une variété LVM qui est lck à potentiel est
biholomorphe à une variété de Hopf linéaire diagonale. De plus, le théorème ??
caractérise les variétés de Hopf diagonales parmi les LVM : en effet, celles-ci ne
peuvent être obtenues que lorsque m = 1, k = 2 et n > 3. Par le théorème de
structure des variétés lck à potentiel 3.5.2 on en déduit qu’une variété LVM qui
n’est pas une Hopf linéaire diagonale (m ≥ 2 ou m = 1 et k = 1 ou k = 2) ne se
plonge pas biholomorphiquement dans une variété de Hopf linéaire.

Ces résultats sont des conséquences du théorème 5.1.1 dû à N.Istrati [Ist19] : la
structure lck est directement liée à l’existence d’un tore dans Aut(N, J) et du
fait que sous une condition (K) de rationalité, un tore complexe s’injecte dans
Aut(N, J) pour N une variété LVM.
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5.1 Action du tore et structure lck

Théorème 5.1.1 [Ist19] Soit M une variété compacte complexe de structure com-
plexe J . Supposons qu’il existe un tore réel dans le groupe des automorphismes de
(M,J) tel que si t est l’algèbre de Lie de ce tore, dimRt ∩ Jt > 2. Alors il n’existe
pas de structure lck sur M .

Remarque 5.1.2 Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, on identifiera
X ∈ t et ξ ∈ Γ(TM) défini pour tout x ∈M par ξ(x) = d

dt |t=0
(exp(tX)x) ∈ TxM .

Nous redonnons les grandes lignes de la preuve de ce résultat capital en suivant
[Ist19].
Preuve : Supposons par l’absurde queM = (M,J,Ω, ω) est lck pour une structure
lck stable par l’action du tore (on peut toujours supposer ceci quitte à moyenner
la métrique sur ce tore). Comme ω est fermée, la formule de Cartan donne, pour
tout X ∈ t, LXω = diXω = 0. Soit donc C ∈ t\{0} et D = JC ∈ t. Alors, ω(C)
et ω(D) sont des constantes. Supposons que ω(C) = ω(D) = 0, comme C ∈ t est
stable par J : [JC,C] = J [C,C] = 0 alors i[C,D]Ω = 0. Un calcul direct permet
d’en déduire que

0 = dω(−g(C,C))

Et alors, d’après la proposition 2.2.7 du chapitre 2 cela implique que C = 0 :
absurde donc ω(C) et ω(D) ne sont pas tous deux nuls.
Posons X = ω(C)D − ω(D)C ∈ t. On a X 6= 0. En effet, supposons que X = 0,
comme ω(C) et ω(D) ne sont pas tous les deux nuls, on peut supposer que ω(C) 6=
0. Dans ce cas, comme X = 0, on a JC = ω(D)

ω(C)C. Et comme J2 = −I, on devrait
avoir ω(D)2

ω(C)2 I = −I : contradiction.
On a aussi JX ∈ t puisque le tore est stable par J . Comme X ∈ t\{0} et JX ∈ t,
d’après ce qui précède, ω(X) et ω(JX) sont constants et non tous deux nuls. Or
ω(X) = 0 donc ω(JX) 6= 0.
Nous venons de montrer qu’il existe X ∈ t\{0} tel que ω(X) = 0 et ω(JX) 6= 0.
Donc il existe C ∈ t\{0} avec ω(C) = c 6= 0 et ω(D) = ω(JC) = 0. Si on pose
C ′ = 1

c
C, on a ω(C ′) = 1. Ainsi, on peut supposer que C ∈ t\{0} et D = JC sont

tels que ω(C) = 1 et ω(D) = 0.
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Soit f = g(C,C) = Ω(D,C) : f est une fonction toujours strictement positive car
C ∈ t\{0}. Soit Ω′ = 1

f
Ω. On a :

dΩ′ = −df
f 2 ∧ Ω + 1

f
dΩ

= −df
f
∧ Ω′ + ω ∧ Ω′

= (ω − df

f
) ∧ Ω′

Et d(ω − df
f

) = 0 donc ω′ = ω − df
f
est la forme de Lee de Ω′.

Nous vérifions ensuite que ω′ est parallèle par un calcul direct.
Notons que iDΩ′ = iJCΩ′ = Jξ (car le tore est stable par J : Ω(JC,X) = JΩ(C,X)
pour tout champ X ∈ Γ(TM)). De plus, LDξ = 0. En effet, puisque ξ(D) = 1, on
peut écrire :

LDξ = iDdξ + diD( 1
f
iCΩ) = dξ(D) + d( 1

f
iDiCΩ) = 0 + d

1
f
· f = 0

Il suit que ξ = Jω′. Ceci permet de vérifier que −C est le champ de vecteurs de
Lee de Ω′ : −C = ω′#, puis, en utilisant la proposition 2.2.15 du chapitre 2, de
montrer que (M,Ω′, ω′, g′) est de Vaisman. Par conséquent, comme une métrique
de Vaisman est unique à un facteur conforme prêt (théorème 2.2.10), t ∩ Jt =
R{C, JC} est de dimension 2 sur R. Ce qui est absurde. Donc M n’est pas lck.
�
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5.2 Condition (K) de rationalité et Tm ⊂ Aut(N, J)

Nous définissons ici une condition de rationalité de la configuration admissible Λ.

Définition 5.2.1 On dit que la configuration admissible Λ vérifie la condition (K)
si le système :


∑n
i=1 siΛi = 0∑n
i=1 si = 0

admet une base rationnelle de solutions .

Remarque 5.2.2 Comme Q est dense dans R, cette condition (K) est dense dans
l’espace des configurations admissibles de (Cm)n = R2mn mais de mesure nulle.

Théorème 5.2.3 Soit N une variété LVM issue d’une configuration admissible
vérifiant la condition (K) avec m ≥ 1 et n > 2m + 1. Alors il existe un tore
complexe Tm dans Aut(N, J).

Preuve : Considérons sur S l’action suivante :

η : C∗ × Cm × Cm × S → S

((α, T, U), z) 7→
(
αe<Λi,T>+<Re(Λi),U>zi

)
i=1,...,n

Soit Γ le groupe d’inéfectivité de l’action :

Γ = {(α, T, U) ∈ C∗ × C2m,∀z ∈ S, η(α, T, U, z) = z}

Rappelons que N = S/a où a est l’action donnée au chapitre 4. Et le diagramme
suivant commute :

C∗ × Cm × Cm × S η //

��

S

��
((C∗ × Cm × Cm)/Γ)/C∗ × Cm ×N = S/a // N = S/a
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En effet, montrons que l’action η passe aux deux quotients successifs par Γ et
C∗ × Cm. Tout d’abord, le groupe C∗ × Cm agit sur (C∗ × Cm × Cm)/Γ comme
suit :

C∗ × Cm × (C∗ × Cm × Cm)/Γ→ (C∗ × Cm × Cm)/Γ

((b, B), [α, T, U ]Γ) 7→ [bα,B + T, U ]Γ

Et alors, si z ∈ S, (b, B) ∈ C∗ × Cm, (α, T, U) ∈ C∗ × C2m et (α′, T ′, U ′) ∈ Γ, on
a :

[η(bαα′, B + T + T ′, U + U ′, z)]a
= [(be<B,Λi>αe<T,Λi>+<Re(Λi),U>α′e<T

′,Λi>+<Re(Λi),U ′>zi)i=1,...,n]a
= [(be<B,Λi>αe<T,Λi>+<Re(Λi),U>zi)]a
= [(αe<T,Λi>+<Re(Λi),U>zi)]a
= [η(α, T, U, z)]a

Or on dispose d’un biholomorphisme :

((C∗ × Cm × Cm)/Γ)/C∗ × Cm ≈ Cm/Γ

Et donc d’une action de Cm/Γ sur N . De plus, soit (α, T, U) ∈ Γ, soit z ∈ (C∗)n

pour tout i = 1, . . . , n, αe<T,Λi>+<Re(Λi),U> = 1. Si on divise chaque équation par
celle avec i = 1, et si on passe au logarithme, on obtient, pour tout j = 2, . . . , n :

< Λj − Λ1, T > + < Re(Λj)− Re(Λ1), U >= 2iπkj

pour un certain (k2, . . . , kn) ∈ Zn−1. Ce que l’on peut réécrire, en posant P = T+U
et Q = iT :

< Re(Λj)− Re(Λ1), P > + < Im(Λj)− Im(Λ1), Q >= 2iπkj

En identifiant la partie réelle et la partie imaginaire, cette équation se dédouble
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en :

< Re(Λj)− Re(Λ1),Re(P ) > + < Im(Λj)− Im(Λ1),Re(Q) > = 0 (EqRj)

< Re(Λj)− Re(Λ1), Im(P ) > + < Im(Λj)− Im(Λ1), Im(Q) > = 2πkj (EqIj)

Le système (EqR2), . . . , (EqRn) est de rang maximal par hyperbolicité faible et
a pour unique solution Re(P ) = Re(Q) = 0. Et il reste la deuxième partie
(EqI2), . . . , (EqIn). Comme (Λ1, . . . ,Λn) est de rang réel 2m, les 2m premières équa-
tions (EqI2), . . . , (EqI2m+1) déterminent Im(P ) et Im(Q) pour tout (k2, . . . , k2m+1).
Et ils sont non nuls dès lors que (k2, . . . , k2m+1) sont non tous nuls. Il reste alors à
vérifier dans la dernière partie du système que :

Sj : =< Re(Λj)− Re(Λ1), Im(P ) > + < Im(Λj)− Im(Λ1), Im(Q) >= 2πkj

pour j = 2m + 2, . . . , n. Or, pour ces j, la condition (K) implique que (Λj −
Λ1) est une combinaison linéaire rationnelle de (Λ2 − Λ1, . . . ,Λ2m+1 − Λ1). On
peut supposer, quitte à multiplier par un entier les équations, qu’il s’agit d’une
combinaison linéaire entière :

Λj − Λ1 =
2m+1∑
i=2

aji (Λi − Λ1)

avec aji ∈ Z. Et il vient :

Sj =
2m+1∑
i=2

aji (< Re(Λi − Λ1), Im(P ) > + < Im(Λi − Λ1), Im(Q) >)

=
2m+1∑
i=2

aji2πki = 2πkj

pour kj = ∑2m+1
i=2 ajiki ∈ Z. Pour conclure, pour tout (k2, . . . , k2m+1) ∈ Z2m, il

existe une solution au système ((EqR2), . . . , (EqRn), (EqI2), . . . , (EqIn)). Ainsi, les
stabilisateurs des points z ∈ (C∗)n s’identifient à Z2m. On vérifie alors que les
éléments de ce stabilisateur fixent tous les points de S. Ce qui signifie que le groupe
Γ s’identifie à Z2m. On dispose donc d’une action de Cm/Γ ≈ Cm/Z2m = Tm. Cette
action est totalement effective. Autrement dit, elle induit une injection de Tm dans
Aut(N, J). �
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5.3 Caractérisation des variétés de Hopf dans les
LVM

Les variétés de Hopf ne peuvent être obtenues parmis les LVM que dans le cas
m = 1 et k = 2, précisément, on a :

Théorème 5.3.1 (Caractérisation des Hopf) Soit N une LVM dont la confi-
guration admissible est de type (n,m, k) avec n > 2m+ 1 et m ≥ 1, k dénotant le
nombre de points indispensables. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) N est une variété de Hopf linéaire diagonale.

(ii) N est difféomorphe à S2(n−m−1)−1 × S1.

(iii) m = 1 et k = 2.

(iv) N a même homologie que S2(n−m−1)−1 × S1.

De plus, si m ≥ 2, alors N n’est pas biholomorphe (ni même difféomorphe) à une
variété de Hopf.

Preuve : Notons pour simplifier p = n−m− 1.
L’implication (i)⇒ (ii) est triviale.
Montrons que (ii)⇒ (iii). Supposons que N est difféomorphe à S2(n−m−1)−1 × S1.
On a directement k = 2 car π1(N) = Zmin(0,k−1). Montrons par l’absurde quem = 1.
Supposons m ≥ 2. Alors M1 est difféomorphe à N × S1 donc à S2p−1 × (S1)2. De
plus, comme k = 2 et m ≥ 2, d’après le théorème de réduction (théorème 10 de la
cinquième partie de [Mee98]), on peut trouver une configuration admissible Λ′ de
taille m′ = m − 1 et à k′ = 0 point indispensable, telle que M1 soit difféomorphe
à M ′

1 × (S1)2. En utilisant la formule de Künneth sur les deux décompositions
précédentes, on en déduit queM ′

1 a l’homologie de S2p−1. Autrement dit,Hh(M ′
1) =

Z si h = 2p − 1 ou h = 0 et Hh(M ′
1) = 0 sinon. Notons N ′ la variété LVM à 0

point indispensable associée à M ′
1. La suite de Gysin à l’ordre 1, où l’on note e la

classe d’Euler du fibré M ′
1 → N ′,

H1(M ′
1) // H0(N ′) ∧e // H2(N ′) // H2(M ′

1)

est exacte car 2p− 1 ≥ 5 puisque m ≥ 2. Et alors, difféomorphiquement H0(N ′) =
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H2(N ′) = Z. Cette suite de Gysin à l’ordre suivant s’écrit :

H3(M ′
1) // H2(N ′) ∧e // H4(N ′) // H4(M ′

1)

Et c’est encore une suite exacte puisque 2p− 1 ≥ 5.
DoncH0(N ′) = H2(N ′) = H4(N ′) = Z. On peut continuer ce raisonnement jusqu’à
ce que Hh(M ′

1) ne soit plus égal à 0, c’est-à-dire jusqu’à 2p−1. Ceci prouve que N ′

a même homologie que l’espace projectif de dimension complexe p − 1 mais aussi
la même algèbre de cohomologie : Ze/〈ep−1 − 1〉 avec e de degré 2. C’est donc une
variété symplectique. Contradiction : N ′ n’est pas symplectique. Donc m = 1.
Montrons que (iii)⇒ (i). Ce raisonnement sera ensuite généralisé dans le chapitre
6 pour m > 1.
On suppose que m = 1, k = 2 et n > 2m + 1 = 3. La configuration admissible Λ
de la variété N est dans Cn :

Λ = (λ1, λ2, . . . , λn)

On peut supposer que ce sont les deux premières coordonnées qui sont indispen-
sables. On a alors S = (C∗)2×Cn−2\{0}. Rappelons les actions qui permettent de
définir N :

a : C∗ × C× S → S

(α, t, z) 7→ (αzjetλj , j = 1, . . . , n)

b : C× P(S)→ P(S)

(t, [z]) 7→ [zjetλj , j = 1, . . . , n]

avec, pour z ∈ S, [z] = {βz, β ∈ C}. Comme la première coordonnée est indispen-
sable, z1 6= 0 et on peut définir le difféomorphisme :

f : P(S)→ C∗ × Cn−2\{0}

[z] 7→
(
z2

z1
, . . . ,

zn
z1

)
= (w2, . . . , wn) = w.
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Ainsi, le diagramme suivant commute :

C∗ × C× S
projC×s

��

a // S

s
��

C× P(S)
IdC×f

��

b // P(S)
f
��

C× (C∗ × Cn−2\{0}) c
// C∗ × Cn−2\{0}

où s est la surjection canonique et :

c : C× (C∗ × Cn−2\{0})→ C∗ × Cn−2\{0}

(t, w) 7→ (wjet(λj−λ1), j = 2, . . . , n)

Ceci permet de caractériser biholomorphiquement N comme suit :

N = S/a = P(S)/b = (C∗ × Cn−2\{0})/c

Si t ∈ C est tel que w2e
t(λj−λ1) = 1, alors, en fixant une détermination du logarithme

complexe, il existe k ∈ Z tel que :

t = g(w2) + γ(k)

avec g(w2) = − logw2
λ2−λ1

et γ(k) = 2iπk
λ1−λ2

.
Soit Γ(k) = (e(λj−λ1)γ(k))3≤j≤n et G(w2) = (e(λj−λ1)g(w2))3≤j≤n. Considérons l’action
de Z sur Cn−2\{0} suivante :

d : Z× Cn−2\{0} → Cn−2\{0}

(k, w) 7→ Diag(Γ(k)3, . . . ,Γ(k)n) ·


w3
...
wn


Alors :

h : N = (C∗ × Cn−2\{0})/c→ Cn−2\{0}/d

[w]c 7→ [w3G(w2)3, . . . , wnG(w2)n]d
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est un biholomorphisme. Il reste à vérifier que → Cn−2\{0}/d est bien une va-
riété de Hopf linéaire diagonale. Sans restriction de généralité, on peut supposer
que |Γ(k)j| < 1 pour tout j = 3, . . . , n. En effet, il suffit de "normaliser" (procédé
qui sera exposé en détail en dimension supérieure au chapitre 6), on peut prendre
λ1 = −i, λ2 = −1 et Re(λj) > 0, Im(λj) > 0 pour tout j = 3, . . . , n. Dans ce cas,
le calcul direct de |Γ(k)j| montre que |Γ(k)j| < 1. L’action de d est bien cyclique,
engendrée par une contraction holomorphe et de générateur une matrice diagonale
dont les valeurs propres sont de modules strictement plus petits que 1. Ceci prouve
que Cn−2\{0}/d est une variété de Hopf linéaire diagonale.

On a montré que (i)⇔ (ii)⇔ (iii).
On a trivialement (ii)⇒ (iv). Il reste à montrer que (iv)⇒ (iii). Or cette preuve
est exactement la même que celle de (ii) ⇒ (iii) puisque nous n’avons utilisé que
l’homologie dans celle-ci. �
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5.4 Sous la condition (K), les LVM ne sont pas
lck

Les deux résultats principaux de ce chapitre sont les suivants :

Théorème 5.4.1 Supposons que N n’est pas biholomorphe à une variété de Hopf
linéaire diagonale. Supposons que m = 1 ou que m ≥ 2 et N vérifie la condition
(K). Alors N n’admet pas de métrique lck.

Théorème 5.4.2 La variété N admet une métrique lck à potentiel si et seulement
si N est biholomorphe à une variété de Hopf linéaire diagonale.

Remarque 5.4.3 D’après la caractérisation des variétés de Hopf linéaires diago-
nales parmi les variétés LVM, les seules variétés LVM qui sont lck à potentiel sont
les variétés LVM avec m = 1, k = 2 points indispensables, n > 3.

Exemple 5.4.4 La configuration admissible :

Λ =
 0 −1 0 1 + i 1 + i 1− i 1− i
−i 0 −1 1 + i 1 + i 1 + i 1 + i


vérifie la condition (K). En effet, l’ensemble des solutions au système


∑7
i=1 siΛi = 0∑7
i=1 si = 0

est un espace de dimension 2 dont on peut donner une base u1 = −e6 + e7 et
u2 = −e4 +e5. Ainsi, le théorème 5.4.1 s’applique et il n’existe aucune métrique lck
sur la variété LVM associée. Cet exemple correspond à un produit de deux surfaces
de Hopf diagonales et sera rediscuté dans le chapitre suivant.

Preuve : [du théorème 5.4.2] Supposons que le théorème 5.4.1 soit vrai. Suppo-
sons que N admette une structure lck à potentiel. Si m = 1, d’après le théorème
5.4.1, N est une variété de Hopf linéaire diagonale. Si m ≥ 2, d’après le théorème
2.2.13, cette métrique lck à potentiel est stable par petites déformations. Or par
densité de l’ensemble des configurations admissibles vérifiant (K), il existe une pe-
tite déformation homotope N ′ de configuration admissible Λ′ de N vérifiant (K)
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et conservant la métrique lck à potentiel. D’après le théorème 5.4.1, N ′ ne peut ad-
mettre une structure lck que si elle est biholomorphe à une variété de Hopf linéaire
diagonale (en particulier, la structure lck est finalement lck à potentiel). Mais alors,
d’après la caractérisation des variétés de Hopf linéaires diagonales parmi les LVM
(théorème 5.3.1), les paramètres de Λ′ sont m′ = 1, k′ = 2 et n′ > 3. Par consé-
quent, on a n > 3, m = 1 et k = 2 aussi pour N . Pour résumer, m = 1 et N est lck
à potentiel, donc par le théorème 5.4.1 ou le théorème 5.3.1, N est biholomorphe
à une variété de Hopf linéaire diagonale. �

Remarque 5.4.5 Il reste peu d’espoir de trouver des exemples, parmi les LVM,
de variétés lck autres que les variétés de Hopf linéaires. La seule possibilité est de
trouver une variété lck qui ne soit pas lck à potentiel et ne vérifiant pas la condition
(K). Ceci laisse peu de place puisque la condition (K) est dense. Cependant, il est
à priori possible qu’il existe une variété LVM qui soit lck puisqu’une métrique lck
n’est en général pas stable par déformations (excepté les métriques lck à potentiel).
Dans le chapitre 6, l’accent sera mis sur l’existence de revêtements lck à potentiel
et non compacts des variétés LVM. Ceci donnera en quelque sorte une mesure de
l’obstruction à admettre une métrique lck.

Montrons maintenant le théorème 5.4.1.
Preuve : [du théorème 5.4.1] Soit N une variété LVM qui n’est pas biholomorphe
à une variété de Hopf linéaire diagonale.
Supposons dans un premier temps que m = 1. Les possibilités pour k sont 0 ou
1. Mais dans ces deux cas, la variété N est simplement connexe donc non lck
(corollaire 2.1.3). Supposons maintenant que m ≥ 2 et que Λ vérifie la condition
de rationalité (K). D’après le théorème 5.2.3, le tore complexe Tm de dimension m
s’injecte dans le groupe d’automorphismes de N stables par J : Tm ⊂ Aut(N, J).
Le théorème est alors une conséquence du théorème 5.1.1 [Ist19]. Ce tore Tm est
de dimension réelle 2m ≥ 4 puisque m ≥ 2. De plus, il est stable par J . Donc, N
ne peut être lck. �

Remarque 5.4.6 L’article [OPV14] permet aussi de démontrer le théorème 5.4.1
dans certains cas. En effet, dans le casm ≥ 2, si l’on suppose que N vérifie la condi-
tion de rationalité (K), alors, il existe un tore complexe de dimension complexe m
dans Aut(N, J). Nous disposons d’une submersion holomorphe p : N → N/Tm de
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fibres kählériennes. En supposant que le quotient N/Tm soit une variété (en gé-
néral, c’est une orbifold), le théorème de [OPV14] dit, dans ce cas, que si N est
lck alors N est kählérienne ou biholomorphe à un quotient fini d’une petite défor-
mation d’une variété de Vaisman. Or N ne vérifie aucune de ces deux assertions
donc ne peut être lck.
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Chapitre 6

REVÊTEMENTS LCK À POTENTIEL

NON COMPACTS D’UNE CERTAINE

CLASSE DE LVM

Ce chapitre et le précédent regroupent les résultats majeurs de cette thèse. Au cha-
pitre 5, nous avons montré que si une LVM vérifiait la condition de rationalité (K),
elle ne pouvait être lck, or cette condition est dense, cela n’interdit pas qu’il existe
des variétés LVM lck (qui ne sont pas des variétés de Hopf linéaires diagonales)
mais s’il en existe, alors elles sont nécessairement non lck à potentiel. Il est naturel
de se poser la question suivante en tirant les enseignements du chapitre 5 :

Existe-t-il des revêtements lck à potentiel des variétés LVM?

C’est à cette question que nous apporterons des éléments de réponse. Nous allons
tout d’abord décrire les variétés LVM qui disposent de k = m+ 1 points indispen-
sables holomorphiquement et difféomorphiquement. Ce type de configuration a la
particularité de permettre de passer biholomorphiquement d’une action continue
de Cm à une action discrète de Zm. Et difféomorphiquement, nous montrons que ce
type de variété se présente comme X×(S1)m avec X une sous-variété différentiable
que l’on définira. Ensuite, nous démontrerons le théorème 6.4.1 : en ajoutant cer-
taines hypothèses sur ce type de configuration admissible, nous montrerons qu’il
existe un revêtement lck à potentiel non compact de cette LVM. Nous proposerons
alors de nouvelles définitions : structures p-lck et p-lck à potentiel caractérisant
l’existence d’un Zp-revêtement lck ou d’un Zp-revêtement lck à potentiel sur des
variétés non lck.
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6.1 Normalisation biholomorphe

Commençons par exposer un procédé de normalisation d’une configuration admis-
sible à k = m+ 1 points indispensables pour m > 1. C’est le lemme suivant.

Lemme 6.1.1 Soit m > 1, n > 2m + 1, soit Λ une configuration admissible de
(Cm)n. Avec k = m+ 1 points indispensables dont on peut supposer, quitte à faire
une permutation sur Λ, que ce sont les k premiers Λi et qu’il forment une matrice de
rang complexe m (c’est toujours possible quitte à déformer par un ε, voir l’exemple
6.4.8 où l’on applique cette technique). Alors il existe A ∈ GLm(C) et B ∈ Cm tels
que :

AΛ +B = (−iem,−e1, . . . ,−em, AΛm+2 +B, . . . , AΛn +B)

De plus, N est biholomorphe à SΛ/aAΛ+B. Où

aAΛ+B : (C∗ × Cm)× SΛ → SΛ

(α, T, z) 7→ (αzje<AΛj+B,T>, j = 1, . . . , n)

Remarque 6.1.2 En effet, la variété NΛ n’est pas forcément biholomorphe à NAΛ+B

puisque la configuration AΛ + B peut ne pas être admissible : il est possible que
0 /∈ H(AΛ +B) à cause du facteur de translation B. Il est aussi possible que cette
configuration soit admissible mais avec SΛ 6= SAΛ+B.

Preuve : On doit montrer qu’il existe A ∈ GLm(C) et B ∈ Cm tels que :


AΛ1 +B = −iem
AΛ2 +B = −e1
...

AΛm+1 +B = −em

=



(S1)

(S2)
...

(Sm+1)

C’est équivalent, en gardant (S1) et en soustrayant tous les autres systèmes (Sj)
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par (S1) à rechercher A et B tels que :


AΛ1 +B = −iem
A(Λ2 − Λ1) = iem − e1
...

A(Λm+1 − Λ1) = iem − em

Puis, en isolant B dans (S1) et en multipliant par A−1 par la gauche dans
(Sa), a = 2, . . . ,m+ 1, c’est encore équivalent à rechercher A−1 et B tels que :



B = −iem − AΛ1

Λ2 − Λ1 = A−1(iem − e1)
...

Λm+1 − Λ1 = A−1(iem − em)

On note

A−1 =


α11 · · · α1m
... . . . ...

αm1 · · · αmm


Les systèmes (Sa), a = 2, . . . ,m+ 1 sont équivalents aux systèmes :

Λa − Λ1 = (−αj(a−1) + iαjm)1≤j≤m

que l’on note encore (Sa) pour a = 2, . . . ,m + 1. Prenons le système (Sm+1) : il
permet d’obtenir directement la valeur de αjm pour j = 1, . . . ,m, à savoir :

αjm = λjm+1 − λ
j
1

i− 1 = −1 + i

2 (λjm+1 − λ
j
1)

Ensuite, pour j = 1, . . . ,m, et tout b = 2, . . . ,m, (Sb) nous donne αj(b−1) en
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fonction de αjm précédemment trouvé. Pour conclure :

αjp =


1+j

2 λj1 + 1−j
2 λjm+1 − λ

j
p+1 p 6= m

−1+i
2 (λjm+1 − λ

j
1) p = m

La matrice A−1 est entièrement déterminée. Le vecteur B également dans (S1) dès
lors que A−1 est inversible. C’est ce qu’il reste à démontrer. L’écriture en colonnes
(C1, . . . , Cm) de A−1 est la suivante :
(1 + i

2 Λ1 + 1− i
2 Λm+1 − Λ2, . . . ,

1 + i

2 Λ1 + 1− i
2 Λm+1 − Λm,−

1 + i

2 (Λm+1 − Λ1)
)

Soit (a1, . . . , am) ∈ Cm un m-uplets de complexes vérifiant :

m∑
p=1

apCp = 0

Nous devons montrer que ap = 0 pour tout p = 1, . . . ,m. La relation de liaison des
colonnes s’écrit précisément :

m−1∑
p=1

(1 + i

2 apΛ1 + 1− i
2 apΛm+1 − apΛp+1

)
− 1 + i

2 am(Λm+1 − Λ1)

Si on pose :
b1 = 1+i

2
∑m
p=1 ap, b2 = −a1, . . . , bm = −am−1 et bm+1 = 1−i

2 (∑m−1
p=1 ap) − 1+i

2 am, on
obtient :

m+1∑
p=1

bpΛp = 0

Or on a supposé que les m + 1 premiers points sont indispensables et que le rang
complexe de ces points indispensables est m. Par conséquent, il est obligatoire que
bp = 0 pour p = 1, . . . ,m+1. Ce qui implique que ap = 0 pour tout p = 1, . . . ,m−1
et b1 = bm+1 = 0 entraîne am = 0. Ce qui montre que les colonnes de A−1 sont
C-linéairement indépendantes et donc que A−1 ∈ GLm(C).

La configuration AΛ est admissible puisque 0 ∈ H(Λ) ⇔ 0 ∈ H(AΛ) par linéa-
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rité. En particulier, Λ et AΛ sont homotopes, donc NΛ et NAΛ sont biholomorphes
d’après la proposition 4.2.3.

L’ajout d’un facteur B peut transformer la configuration admissible AΛ en une
configuration AΛ + B non admissible ou admissible mais avec SΛ 6= SAΛ+B. Tou-
tefois, pour tout z ∈ SΛ et tout T ∈ Cm,

[zje<AΛj+B,T>] = [zje<B,T>e<AΛj ,T>] = [zje<AΛj ,T ]

Donc N est biholomorphe à SΛ/aAΛ+B. �
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6.2 De Cm à Zm

Soit n > 2m + 1, m > 1 et k = m + 1 le nombre de points indispensables d’une
configuration admissible Λ. On peut supposer quitte à perturber, d’après le lemme
6.1.1, que :

Λ = (−iem,−e1, . . . ,−em,Λm+2, . . . ,Λn)

On dira alors que la configuration admissible Λ ou la variété LVM associée N est
normalisée.

Théorème 6.2.1 La variété N est biholomorphe à C/Zm. Avec C = Cn−m−1\F
où F est un ensemble analytique. L’action de Zm est engendrée par α1, . . . , αm

avec, pour tout j ∈ {1, . . . ,m} :

αj = Diag(Γj(m+2), . . . ,Γjn) ∈ Mn−m−1(C)

et

Γjr =

e
2iπλjr j 6= m

eπ(i−1)(λmr +i)−π(1+i)
∑m−1

l=1 (−1)m+lλlr j = m
(6.1)

Preuve : On a S ⊂ {z ∈ Cn, z1 · · · zm+1 6= 0} = (C∗)m+1 × U avec U ⊂ Cn−m−1

un ouvert. Ainsi, S = (C∗)m+1 × C avec C = Cn−m−1\F où F est un ensemble
analytique. On dispose de l’action a décrite précédemment (chapitre 4) :

a : (C∗ × Cm)× S → S

(α, T, z) 7→ (αzje<T,Λj>, j = 1, . . . , n)

On peut aussi considérer l’action :

b : Cm × P(S)→ P(S)

(T, [z]) 7→ [zje<Λj ,T>, j = 1, . . . , n]

où [z] = {λz, λ ∈ C} est la classe de z dans l’espace projectif P(S). On pose alors :

c : Cm × (C∗)m × C → (C∗)m × C

(T,w) 7→ (wje<Λj−Λ1,T>, j = 2, . . . , n)
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Entre ces trois actions, le diagramme commutatif suivant explique les liens :

C∗ × Cm × S a //

projCm×s ����

S

s
����

Cm × P(S)
b

//

Id×f
��

P(S)
f
��

Cm × (C∗)m × C c
// (C∗)m × C

Avec s : S → P(S) la surjection canonique, projCm : C∗ × Cm → Cm la projection
sur Cm et enfin :

f : P(S)→ (C∗)m × C

[z] 7→
(
z2

z1
, . . . ,

zn
z1

)

bien définie puisque, pour tout λ ∈ C, f([λz]) = f([z]). C’est un biholomorphisme
d’inverse f−1(w2, . . . , wn) = [1, w2, . . . , wn] ∈ P(S). Comme le diagramme précé-
dent commute, on a, biholomorphiquement :

N = S/a = P(S)/b =
(

(C∗)m × C
)
/c (6.2)

On peut alors simplifier ces actions en considérant la normalisation de Λ.
Notons T = (t1, . . . , tm) ∈ Cm. On a :

a : C∗ × Cm × S → S

(α, T, z) 7→ α(z1e
−itm , z2e

−t1 , . . . , zm+1e
−tm , zje

<Λj ,T>, j = m+ 2, . . . , n)

b : Cm × P(S)→ P(S)

(T, [z]) 7→ [z1e
−itm , z2e

−t1 , . . . , zm+1e
−tm , zje

<Λj ,T>, j = m+ 2, . . . , n]

c : Cm × (C∗)m × C → (C∗)m × C

(T,w) 7→ (w2e
−t1+itm , . . . , wm+1e

−tm+itm , wje
<Λj+itm,T>, j = m+ 2, . . . , n)

Pour obtenir un autre biholomorphisme entre
(

(C∗)m×C
)
/c et C/d avec d l’action

de Zm annoncée, on considère l’intersection de l’orbite sous c d’un point
w ∈ (C∗)m × C avec le sous-espace des points dont les m premières coordonnées

97



Partie , Chapitre 6 – Revêtements lck à potentiel non compacts d’une certaine classe de LVM

sont égales à 1. Autrement dit, on résout :

wj+1e
−tj+itm = 1, j = 1, . . . ,m

En fixant une détermination du logarithme complexe, on obtient, pour j ∈ {1, . . . ,m},
itm − tj = − logwj+1 − 2ikj+1π. Ceci se traduit par un système linéaire de m in-
connues (t1, . . . , tm) et m équations. En effet, notons k = (k2, . . . , km+1) ∈ Zm et,
pour j = 2, . . . ,m + 1, Bkj = − logwj − 2ikjπ. Enfin, la matrice A ∈ Mm(C) du

système AT = Bk où Bk =


Bk2
...

Bkm+1

 est :

A =



−1 0 · · · i
... . . . . . . ...
0 . . . −1 i

0 · · · 0 −1 + i


Cette matrice est inversible : detA = (−1)m−1(i−1) 6= 0. Le système est de Cramer
et donc :

T = A−1Bk

Et le calcul de A−1 est générique :A−1 = 1
(−1)m−1(i−1)

tCom(A) où

Com(A) = ((−1)r+p det(Arp))1≤r,p≤m

tCom(A) = ((−1)i+j det(Apr))1≤r,p≤m

Avec Arp la matrice de taille m− 1 obtenue en supprimant la colonne r et la ligne
p. Le lemme ci-dessous est alors immédiat.
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Lemme 6.2.2 On a :

detApr =



(−1)m−1 r = p = m

(−1)m−2(i− 1) r = p 6= m

(−1)m−2i p = m, r 6= m

0 sinon

La solution Tk du système s’écrit, en utilisant ce lemme :

Tk = 1
(−1)m−1(i− 1)

t

Com(A) ·Bk = 1
(−1)m−1(i− 1)

( m∑
p=1

(−1)r+p(detApr)Bkp+1

)
1≤r≤m

= 1
(−1)m−1(i− 1)

( m∑
p=1

(−1)r+p(detApr)(− logwp+1 − 2ikp+1π)
)

1≤r≤m

Avant de simplifier, dans cette égalité, on sépare la partie qui dépend de k et celle
qui dépend de w. Pour obtenir Tk = g(w) + γ(k) avec :

g(w) = g(w2, . . . , wm+1) = 1
(−1)m−1(i− 1)

( m∑
p=1

(−1)r+p(detApr)(− logwp+1)
)

1≤r≤m

γ(k) = γ(k2, . . . , km+1) = 1
(−1)m−1(i− 1)

( m∑
p=1

(−1)r+p(detApr)(−2ikp+1π)
)

1≤r≤m

Pour simplifier, on a :

g(w) = (−1)m(1 + i)
2



∑m
p=1(−1)1+p(detAp1)(− logwp+1)

...∑m
p=1(−1)m−1+p(detAp(m−1))(− logwp+1)∑m

p=1(−1)m+p(detApm)(− logwp+1)



= (−1)m(1 + i)
2


(

(−1)m(1− i)(logwr+1) + (−1)ri(− logwm+1)
)
r=1,...,m−1

(−1)m(logwm+1)


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Le facteur γ(k) se simplifie de la même manière :

γ(k) = (−1)m(1 + i)
2


(

(−1)m(i− 1)(−2ikr+1π) + (−1)r+1i(−2ikm+1π)
)
r=1,...,m−1

(−1)m−1(−2ikm+1π)



= iπ(−1)m(1 + i)


(

(−1)m(i− 1)(−kr+1) + (−1)r+1i(−km+1)
)
r=1,...,m−1

(−1)m−1(−km+1)



= π(−1)m(i− 1)


(

(−1)m(1− i)kr+1 + (−1)rikm+1

)
r=1,...,m−1

(−1)mkm+1



Notons

G(w) =
(
e<Λr−Λ1,g(w)>

)
m+2≤r≤n

et

Γ(k) =
(
e<Λr−Λ1,γ(k)>

)
m+2≤r≤n

On définit alors l’action d :

d : Zm × C → C

(k, w) = (k2, . . . , km+1, wm+2, . . . , wn) 7→


Γ(k)m+2 0 · · · 0

0 Γ(k)m+3 · · · 0
... · · · . . . ...
0 · · · · · · Γ(k)n




wm+2

wm+3
...
wn



On peut, à ce stade, simplifier l’action d. En effet, le groupe agissant, isomorphe à
Zm, est engendré par α1, . . . , αm où :

αp = Diag
(

Γ(ep)r
)
m+2≤r≤n

Le calcul de Γ(ep)r se fait comme suit :

Γ(ep)r = e<Λr−Λ1,γ(ep)>
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Et :

γ(ep) =

2iπep p 6= m

π(i− 1)em − π(1 + i)∑m−1
l=1 (−1)m+lel p = m

En notant Γpr = Γ(ep)r pour simplifier, il suit que Γpr s’écrit bien comme dans
l’équation 6.1.
L’application h suivante est un biholomorphisme entre N =

(
(C∗)m × C

)
/c et

C/d.

h : (C∗)m × C/c→ C/d

[w]c 7→ [wm+2G(w)m+2, . . . , wnG(w)n]d

dont l’inverse est donné par :

h−1 : C/d→ (C∗)m × C/c

[w′m+2, . . . , w
′
n]d 7→ [1, . . . , 1, w′m+2, . . . , w

′
n]c

Ce qui achève la preuve. �
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6.3 Modèles difféomorphes

Nous devons exposer certains difféomorphismes pour la suite de ce chapitre. En
effet, l’objectif de cette section est de démontrer qu’il existe un difféomorphisme
φ : C → X × Rm, où X va être défini par la suite, qui est un isomorphisme de
revêtements universels donc stable par l’action d à gauche et par translation à
droite. Nous en déduirons que X ne peut être une coquille pseudoconvexe.
Gardons les notations précédentes sur la variété N à m+ 1 points indispensables,
de configuration Λ normalisée. Pour résumer, nous montrons le théorème suivant :

Théorème 6.3.1 On a le diagramme commutatif suivant dont toutes les flèches
horizontales sont des difféomorphismes et les flèches verticales des Zm-revêtements.

C

φ

((

��

Ñoo

��

// X × Rm

��
C/d Noo // X × (S1)m

Avec X = {w ∈ Cn−1,
∑n
i=m+2 |wi|2Re(Λi) = em} et Ñ un revêtement universel

exponentiel de N . De plus, le difféomorphisme φ = (χ, φ1, . . . , φm) vérifie, pour
tout w ∈ C : χ(αjw) = χ(w)

φi(αjw) = φi(w) + δij
(6.3)

où δij est le symbole de Kronecker.

Preuve : Difféomorphiquement, la variété LVM s’écrit, dans CPn :

N = {[z] = [z1, . . . , zn] ∈ CPn,
n∑
i=1
|zi|2Λi = 0}

La première coordonnée est un point indispensable donc, en divisant par z1, on
identifie toujours difféomorphiquement N à

N = {w = (w2, . . . , wn) ∈ Cn−1,
n∑
i=2
|wi|2Λi = −Λ1 = iem}
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et comme Λi = −ei−1 pour 2 ≤ i ≤ m+ 1, il suit :

N = {w ∈ Cn−1,
n∑

i=m+2
|wi|2Λi =

m∑
j=2
|wj|2ej−1 + (i+ |wm+1|2)em}

On peut alors exploiter le difféomorphisme f suivant :

f : N → X × (S1)m

w = (w2, . . . , wm) 7→
(
wm+2, . . . , wn,

w2

|w2|
, . . . ,

wm+1

|wm+1|

)

L’inverse de f est donné par :

f−1 : X × (S1)m → N

(xm+2, . . . , xn, e
it2 , . . . , eitm+1) 7→ (a2e

it2 , . . . , am+1e
itm+1 , xm+2, . . . , xn)

où les ai sont définis par la relation :

n∑
i=m+2

Re(Λi)|wi|2 =
m+1∑
i=2

a2
i ei−1 (6.4)

Soit

Ñ = {w ∈ Cn−1,
n∑

i=m+2
Λi|wi|2 =

m∑
j=2
|ewj |2ej−1 + (i+ |ewm+1|2)em}

C’est un revêtement universel de N de noyau Zm = π1(N) :

Ñ → N

w 7→ (ew2 , . . . , ewm+1 , wm+2, . . . , wn)

Le difféomorphisme f précédent se relève en un difféomorphisme f̃ :

f̃ : Ñ → X × Rm

w 7→ (wm+2, . . . , wn, Im(w2), . . . , Im(wm+1))
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d’inverse

f̃−1 : X × Rm → Ñ

(xm+2, . . . , xn, t2, . . . , tm+1) 7→ (a2 + it2, . . . , am+1 + itm+1, xm+2, . . . , xn)

où les ai sont donnés par la relation :

n∑
i=m+2

Re(Λi)|wi|2 =
m+1∑
i=2

e2aiei−1 (6.5)

Or, biholomorphiquement N = C/d, c’est donc aussi vrai difféomorphiquement. Le
diagramme suivant résume la situation sur les revêtements universels C,X×Rm, Ñ :

C

��

Ñ
h̃oo

��

f̃ // X × Rm

��
C/d N

h
oo

f
// X × (S1)m

où h est le biholomorphisme de la section 6.2. On dispose alors, par la propriété
universelle, d’un isomorphisme de revêtements (le difféomorphisme φ annoncé).

C

φ

((

��

Ñh̃oo

��

f̃ // X × Rm

��
C/d N

h
oo

f
// X × (S1)m

Celui-ci s’écrit :

φ : C → X × Rm

w 7→ (χ(w), φ1(w), . . . , φm(w))

et vérifie φ(αkw) = φ(w)+k pour tout k = (k1, . . . , km) ∈ Zm où αkw = ∏m
j=1 α

kj
j w.
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Plus précisément, on a :

(χ(αkw), φ1(αkw), . . . , φm(αkw)) = (χ(w), φ1(w) + k1, . . . , φm(w) + km)

Et donc χ(αjw) = χ(w)

φi(αjw) = φi(w) + δij

�
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6.4 Existence de revêtements lck à potentiel non
compacts de certaines variétés LVM

Conservons les notations précédentes pour le théorème et le corollaire qui suivent :
m > 1, n > 2m+ 1 et k = m+ 1 est le nombre de points indispensables. On peut
supposer quitte à perturber, d’après le lemme 6.1.1, que :

Λ = (−iem,−e1, . . . ,−em,Λm+2, . . . ,Λn)

Notons N la variété LVM normalisée associée. Soit j ∈ {1, . . . ,m}, considérons
l’hypothèse

Hj : (∀r = m+ 2, . . . , n), |Γjr| < 1

Nous sommes en mesure d’énoncer et démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.4.1 Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que Λ vérifie la condi-
tion Hj.
Alors, l’action de Z engendrée par αj est une action par contractions holomorphes
et la variété LVM notée N associée à cette configuration admet un Zm−1-revêtement
R = C/〈αj〉 lck à potentiel non compact. De plus, si DΛ est définie comme dans la
remarque ci-dessous, alors ce résultat est valable sur tout DΛ.

Remarque 6.4.2 Notons DΛ l’ouvert contenant toutes les variétés LVM obtenues
par déformations homotopes normalisées de Λ (excepté les transformations affines),
c’est à dire avec m+1 points indispensables et donc les m+1 premières composantes
sont −iem,−e1, . . . ,−em, vérifiant Hj. Pour une déformation Λ′ de Λ de cette
forme, on notera N ′ la variété LVM associée. Nous avons vu dans le chapitre 4
que toute déformation homotope d’une LVM donne une variété difféomorphe à la
première mais à priori non biholomorphe.

Preuve : Vérifions les hypothèses du théorème 3.4.8 sur la variété R = C/〈αj〉
associée à la configuration Λ. La matrice αj (donnée dans le théorème 6.2.1) :

αj = Diag(Γj(m+2), . . . ,Γjn) ∈ Mn−m−1(C)
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avec

Γjr =

e
2iπλjr j 6= m

eπ(i−1)(λmr +i)−π(1+i)
∑m−1

l=1 (−1)m+lλlr j = m

a toutes ses valeurs propres de modules inférieurs strictement à 1 (hypothèse Hj).
Si on étend cette action de Z à R, c’est une action par contractions holomorphes.

Soit p = n−m−1. La sphère S2p−1 est une coquille pseudoconvexe pour l’action de
αj sur Cp. En effet, vérifions que pour tout w ∈ Cp, il existe un unique t = t(w) ∈ R
tel que αtj · w ∈ S2p−1. Cette condition se traduit comme suit :

n∑
i=m+2

|Γji|2t|wi|2 = 1

Nous appliquons le même type de raisonnement que dans [GO98] pour les surfaces
de Hopf. Soit f(t) = ∑n

i=m+2 |Γji|2t|wi|2. La dérivée de f est strictement négative
grâce à la condition Hj, donc f est strictement décroissante, d’après le théorème
des valeurs intermédiaires, il existe un unique t ∈ R tel que f(t) = 1. Donc S2p−1

est une coquille pseudoconvexe pour αj dans Cp.

Par application de théorème 3.4.8, il existe Ψ tel que ddcΨ2a > 0 sur S2p−1 pour a
suffisamment grand. Par restriction, ddcΨ2a > 0 sur S = S2p−1 ∩C. On en conclut
que la variété C/〈αj〉 est lck à potentiel. Notons Ω la 2-forme de Kähler sur C :
Ω = 2i∂∂Ψ2a. Or

N = (C/〈αj〉)/〈α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm〉

Donc N = R/〈α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm〉. est bien un Zm−1-quotient d’une variété
lck à potentiel.

Vérifions que R est non compacte. Considérons le diagramme de difféomorphismes
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suivant :

C
η //

��

S × R

��
C/〈αj〉 η

// S × S1

où η(c) = (αψ(c)
j · c, ψ(c)) est bien définie par le logarithme ψ du potentiel Ψ2a

car S est la restriction d’une coquille pseudoconvexe. Ainsi, R = C/〈αj〉 est dif-
féomorphe à S × S1. La non compacité résulte du fait que S = S2(n−m−1)−1\F où
C = Cn−m−1\F et F est fermée donc S est ouvert dans S2p−1, par conséquent
S × S1 est non compact donc R est non compact.

Pour la stabilité par déformations, faisons juste un commentaire sur les conditions :
nous avons vérifié au chapitre 4 que la condition d’admissibilité était ouverte :
stable par déformations homotopes, la condition Hj est ouverte. En conséquence,
ce théorème s’applique sur tout l’ouvert DΛ. �

Remarque 6.4.3 Chronologiquement, dans l’avancement de ce travail de thèse,
nous avions dans l’idée d’exposer de nouveaux exemples de variétés lck à poten-
tiel parmi les LVM en définissant une coquille pseudoconvexe autre que celle du
théorème 6.4.1 dans l’espoir d’une stabilité sous le reste de l’action de Zm. Cepen-
dant, les résultats du chapitre 5 sont venus bousculer ce raisonnement puisque les
lck à potentiel ne peuvent être que les Hopf linéaires diagonales. Ce que nous pen-
sions être un fait majeur se reformule en un corollaire qui affirme qu’une certaine
structure S ne peut être une coquille pseudoconvexe.

Rappelons rapidement la définition et la commutativité avec les actions en jeu du
difféomorphisme φ de la section 6.3 :

φ : C → X × Rm

w 7→ (χ(w), φ1(w), . . . , φm(w))

avec φ(αkw) = φ(w) + k pour tout k = (k1, . . . , km) ∈ Zm où on a noté
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αkw = ∏m
j=1 α

kj
j w. De plus :

(χ(αkw), φ1(αkw), . . . , φm(αkw)) = (χ(w), φ1(w) + k1, . . . , φm(w) + km)

Et donc : χ(αjw) = χ(w)

φi(αjw) = φi(w) + δij
(6.6)

Rappelons qu’il est supposé que m > 1 et n > 2m + 1 et N est une variété LVM
normalisée comme dans le théorème 6.4.1.

Corollaire 6.4.4 Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que N vérifie la condi-
tion Hj. Alors S = {w ∈ C, φj(w) = 0} n’est pas une coquille pseudoconvexe de C
pour l’action par contractions holomorphes de αj.

Preuve : Supposons que S soit une coquille pseudoconvexe. Alors, d’après le théo-
rème 3.4.8 la variété C/〈αj〉 est lck à potentiel.

Montrons en premier lieu que le potentiel lck correspond nécessairement à φj.
Comme S est une coquille pseudoconvexe, pour tout w ∈ C, il existe un unique
ρ(w) ∈ R tel que ρ(w) ∈ S ∩ αR

j · w. Autrement dit, il existe t(w) ∈ R unique tel
que ρ(w) = α

t(w)
j · w ∈ S, ce qui se traduit par φj(αt(w)

j · w) = 0. Or, d’après la
section 6.3, φj(αjw) = φj(w) + 1, et donc φj(αt(w)

j · w) = φj(w) + t(w). Pour que
cette quantité soit nulle, nécessairement, t(w) = −φj(w).

Montrons que N est lck à potentiel. Pour ce faire, assurons nous que la 2-forme de
Kähler obtenue sur C qui est lck à potentiel sur C/〈αj〉 l’est aussi en quotientant
par le reste de l’action globale de Zm, c’est-à-dire par les m− 1 autres générateurs
de l’action : α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm.
L’application suivante est un difféomorphisme :

C → S × R

w 7→ (α−φj(w)
j · w, φj(w)).
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Ainsi, le diagramme suivant commute :

C //

��

S × R

��
C/〈αj〉

��

// S × S1

��

N = (C/〈αj〉)/〈α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm〉 //
(
S/〈α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αm〉

)
× S1

Le potentiel Ψ correspond à une certaine puissance (notée 2a dans [OV16]) de eφj .
Ainsi, le fait que Ψ(αjw) = e2aΨ(w) et Ψ(αpw) = Ψ(w) pour tout p 6= j implique
que α∗pΩ = Ω et α∗jΩ = e2aΩ. La 2-forme de Kahler est bien définie sur N et corres-
pond toujours à une métrique lck à potentiel. DoncN est une variété lck à potentiel.

D’après le théorème 5.4.2 du chapitre 5, cela implique que N est biholomorphe à
une variété de Hopf linéaire diagonale. Mais alors la caractérisation des variétés de
Hopf linéaires diagonales parmi les LVM (théorème 5.3.1 du chapitre 5) implique
que m = 1. Contradiction : S n’est pas une coquille pseudoconvexe. �

Exemple 6.4.5 Voyons ce corollaire sur un exemple en petite dimension. On
considère la configuration admissible normalisée suivante avec n = 7, m = 2 et
k = 3 : :

Λ =
 0 −1 0 1 + i 1 + i 1− i 1− i
−i 0 −1 1 + i 1 + i 1 + i 1 + i


On a alors,

α1 = Diag(e−2π, e−2π, e2π, e2π); α2 = Diag(−e−3π,−e−3π,−e−5π,−e−5π)

La condition H2 est vérifiée et C = (C2\{0})2. On dispose du difféomorphisme
suivant (voir la section 6.3) :
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C → X × R2

w 7→ (χ(w), φ1(w), φ2(w))

avec X = (S3(1/2))2 où S3(1/2) est la sphère inclue dans C2 de rayon 1/2. Soit
S = {w ∈ C, φ2(w) = 0}, si S était une coquille pseudoconvexe, alors S serait
difféomorphe à X × R et φ2 serait telle que α−φ2(w)

2 · w ∈ X. Traduisons cette
condition, si w = (w4, . . . , w7) ∈ C, alors :

e
−6πφ2(w)(|w4|2 + |w5|2) = 1/2

e−10πφ2(w)(|w6|2 + |w7|2) = 1/2

d’où : e
−6πφ2(w) = 1

2|w4|2+2|w5|2

e−10πφ2(w) = 1
2|w6|2+2|w7|2

Et alors, on a :

φ2(w) = ln(2|w4|2 + 2|w5|2)
6π = ln(2|w6|2 + 2|w7|2)

10π .

Ceci est absurde car w ∈ C est quelconque et ne vérifie pas nécessairement cette
égalité. Donc S n’est pas une coquille pseudoconvexe.

Dans ce cas particulier, on peut donner un argument direct pour démontrer que N
n’est pas lck (sans utiliser le théorème 5.4.1 comme nous l’avons fait dans l’exemple
5.4.4). Montrons que N est biholomorphe à un produit de deux surfaces de Hopf
diagonales. On considère la projection :

p : (C2\{0})2/d→ C2\{0}/ < A > ×C2\{0}/ < B >

[z1, z2, z3, z4]d 7→ ([z1, z2]A, [z3, z4]B)

Pour que cette application soit bien définie, pour tout (k1, k2) ∈ Z2, il doit exister
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un couple d’entiers (k, p) ∈ Z2 tel que :

e−2πk1e−3πk2+ik2πI2 = Ak

e2πk1e−5πk2+ik2πI2 = Bp

Premièrement, les matrices A et B sont automatiquement des homothéties. Et
alors A = e−aeiθI2 et B = e−beiψ avec (a, b) ∈ (R>0)2 puisque le module est
nécessairement strictement inférieur à 1 pour une Hopf linéaire et (θ, ψ) ∈ [0, 2π[2.
On peut choisir a = π et θ = π, on obtient alors, pour k = 2k1 + 3k2 :

e−2πk1e−3πk2+ik2π = (e−πeiπ)k

Pour b = π et ψ = π, avec p = 5k2 − 2k1, on a :

e2πk1e−5πk2+ik2π = (e−πeiπ)p

Il suit donc que N est biholomorphe à un produit de deux surfaces de Hopf diago-
nales identiques.
Nous savons (c.f. chapitre 2 théorème 3.5.1) qu’un produit de deux variétés de Hopf
diagonale ne peut être lck (car les variétés de Hopf diagonales sont compactes et
de Vaisman).

Exemple 6.4.6 Pour la même configuration que l’exemple précédent, on peut ap-
pliquer le théorème 6.4.1 car H2 est vérifiée : R = C/〈α2〉 est un revêtement lck à
potentiel de N . De plus, cet exemple de variété LVM n’est pas lck (théorème 5.4.1).
Ce qui montre que pour cet exemple, le revêtement R est optimal. Cette variété R
lck à potentiel s’écrit :

R = (C2\{0})2/〈Diag(−e−3π,−e−3π,−e−5π,−e−5π)〉

Et la coquille pseudoconvexe S = S7∩C correspond à S7\({0, 0}×S3∪S3×{0, 0}).
Donc difféomorphiquement, R = (S7\({0, 0} × S3 ∪ S3 × {0, 0}))× S1. Le potentiel
ψ est donné, pour tout w ∈ C, par :

e−6πψ(w)(|w4|2 + |w5|2) + e−10πψ(w)(|w6|2 + |w7|2) = 1
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Remarque 6.4.7 Dans le théorème 6.4.1, on suppose m > 1, n > 2m + 1 et
k = m+1. Ajoutons au théorème de réduction 10 de la cinquième partie de [Mee98]
la condition k = m+1. Considérons la réciproque de ce théorème, notons k = 2q+r′

et m = 1 + q. Il y a deux cas, soit r′ = 0, soit r′ = 1 :

(a) Si r′ = 0, pour avoir k = m+1, il faut k = 2q tel que 2q = m+1 = 2+q. Donc
q = 2. Ainsi, partant d’une configuration admissible de type (n′, 1, 0) associée à
M ′

1, il existe une configuration admissible associée à M1 avec M1 = M ′
1× (S1)2q

et k = m+ 1. Et cette configuration est de type (n = n′ + 4,m = 3, k = 4).

(b) Si r′ = 1, pour avoir k = m+1, il faut k = 2q+1 tel que 2q+1 = m+1 = 2+q.
Donc q = 1. Ainsi, partant d’une configuration admissible de type (n′, 1, 1)
associée à M ′

1, il existe une configuration admissible associée à M1 avec
M1 = M ′

1 × (S1)2q et k = m + 1. Et cette configuration est de type (n =
n′ + 2,m = 2, k = 3).

Pour obtenir des exemples d’applications au théorème 6.4.1, il suffit de considérer
les configurations réduites à m = 1 et 0 ou 1 point indispensable et de construire
à partir d’elles, des configurations à k = m + 1 points indispensables. On dispose
pour cela d’un procédé totalement constructif : dans la réciproque de ce théorème
de réduction, on se contente de considérer la configuration :

Λ =
Λ′ 0 0

1 −1− i −i


Si M ′

1 est associé à Λ′ et M1 est associé à Λ, alors M1 = M ′
1 × (S1)2. Et les deux

coordonnées indispensables qui sont ajoutées à Λ′ sont les deux dernières coordon-
nées. En itérant ce procédé, ceci donne la réciproque. Le détail de la preuve est
fourni dans [Mee98]. Nous disposons déjà d’un exemple qui se réduit à r′ = 1 : le
6.4.6.
Voyons un exemple où r′ = 0.

Exemple 6.4.8 On considère la configuration admissible Λ′ de type
n = 5,m = 1, k = 0 définie par le pentagone régulier centré en 0 (figure 6.1) :

Λ′ = (λ′1, . . . , λ′5) = (1, e2iπ/5, e4iπ/5, e−4iπ/5, e−2iπ/5)
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λ′1

λ′2

λ′3

λ′4

λ′5

+0

Figure 6.1 – Pentagone régulier centré en 0 dans le plan complexe C.

associée à M ′
1 et à la variété LVM qu’on note N ′. Alors, la configuration :

Λ′′ =


Λ′ 0 0 0 0
1 −1− i i 0 0
1 1 1 −1− i i


associée àM ′′

1 est de type (n = 9,m = 3, k = 4) avecM ′′
1 difféomorphe àM ′

1×(S1)4.
Pour pouvoir normaliser comme dans le théorème 6.4.1, il faut trouver A ∈ GL3(C)
et B ∈ C3 tels que :

AΛ′′6 +B = −e3; AΛ′′7 +B = −e2; AΛ′′8 +B = −e1; AΛ′′9 +B = −ie3

Mais la matrice (Λ′′6,Λ′′7,Λ′′8,Λ′′9) est de rang complexe 2. Donc pour redresser en une
matrice de rang complexe 3 : (−ie1,−e1,−e2,−e3), il faut perturber Λ′′, ceci est
possible par le fait qu’une configuration soit admissible est une condition ouverte
et le caractère indispensable d’une coordonnée aussi. Posons donc :

Λε =


Λ′ 0 0 ε 0
1 −1− i i 0 0
1 1 1 −1− i i


Avec ε un complexe de module suffisamment petit. On a alors, en résolvant le
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système,

A =


−1
ε

0 0
− i
ε
−1+2i

5
−2−i

5

−1
ε

1−2i
5

−3+i
5

 ; et B =


0

2i−1
5

1−2i
5


tels que :

AΛε
6 +B = −e3; AΛε

7 +B = −e2; AΛε
8 +B = −e1; AΛε

9 +B = −ie3

On note alors :

Λ = (−ie3,−e1,−e2,−e3, AΛε
1 +B,AΛε

2 +B,AΛε
3 +B,AΛε

4 +B,AΛε
5 +B)

associée à M1, on a toujours, difféomorphiquement M1 = M ′
1 × (S1)4. De plus, on

peut prendre ε = ε1 + iε2 ∈ C de module suffisamment petit pour vérifier également
la condition H3. En effet, le calcul direct de |Γ3r| pour r ∈ {5, 6, 7, 8, 9} donne :

|Γ35| = exp
(
π
(3ε1 − ε2
|ε|2

− 8
5

))

|Γ36| = exp
(
π
((ε1 + 3ε2) sin 3π/5 + (ε2 − 3ε1) cos 3π/5

|ε|2
− 8

5

))

|Γ37| = exp
(
π
((ε1 + 3ε2) sin π/5 + (ε2 − 3ε1) cosπ/5

|ε|2
− 8

5

))

|Γ38| = exp
(
π
(−(ε1 + 3ε2) sin π/5 + (ε2 − 3ε1) cosπ/5

|ε|2
− 8

5

))

|Γ39| = exp
(
π
(−(ε1 + 3ε2) sin 3π/5 + (ε2 − 3ε1) cos 3π/5

|ε|2
− 8

5

))
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La condition H3 est |Γ3r| < 1 pour tout r ∈ {5, 6, 7, 8, 9}. Ce qui se traduit par :

|Γ35| < 1⇔ 3ε1 − ε2 <
8
5 |ε|

2

|Γ36| < 1⇔ (sin 3π/5− 3 cos 3π/5)ε1 + (3 sin 3π/5 + cos 3π/5)ε2 <
8
5 |ε|

2

|Γ37| < 1⇔ (sin π/5− 3 cosπ/5)ε1 + (3 sin π/5 + cos π/5)ε2 <
8
5 |ε|

2

|Γ38| < 1⇔ (− sin π/5− 3 cosπ/5)ε1 + (−3 sin π/5 + cos π/5)ε2 <
8
5 |ε|

2

|Γ39| < 1⇔ (− sin 3π/5− 3 cos 3π/5)ε1 + (−3 sin 3π/5 + cos 3π/5)ε2 <
8
5 |ε|

2

Ces inéquations peuvent être vues comme des inéquations polynomiales de degré 2
en ε1 de coefficient dominant 8

5 > 0. Pour que ces inéquations admettent des solu-
tions, il suffit qu’elles aient toutes un discriminant strictement positif (et que ε1 se
situe à l’extérieur des racines réelles). Pour chacune d’entre elles, ce discriminant
s’exprime en fonction de ε2. Par exemple, dans la première inéquation, le fait que
le discriminant soit positif se traduit par :

9− 4× 8
5 ×

(8
5ε

2
2 + ε2

)
> 0

⇔ 256
25 ε

2
2 + 32

5 ε2 − 9 < 0

Comme celle-ci, chacune de ces nouvelles inéquations polynomiales de degré 2 en
ε2, admet un discriminant strictement positif, donc, pour que ces inéquations soient
vérifiées, ε2 doit se situer entre les deux racines réelles. Pour celle ci-dessus, on
obtient :

5
16(−1−

√
10) < ε2 <

5
16(−1 +

√
10)

Ce qui donne en valeurs approchées −1, 3 < ε2 < 0, 68. En prenant la plus restric-
tive de toutes les inégalités obtenues lorsque l’on résout toutes les inéquations, il
reste encore une plage possible pour ε2 environ autour de −0, 19 et 0. Pour résumer,
en prenant ε2 entre −0, 19 et 0 et ε1 en dehors des racines réelles des équations
polynomiales en ε1 précédentes, en prenant également ε1 et ε2 suffisamment géné-
riques pour que la configuration reste admissible et suffisamment petits pour que
les points indispensables soient aussi conservés, on obtient bien une configuration
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normalisée vérifiant H3 et de type difféomorphe M ′
1 × (S1)4 pour laquelle il existe

un Z2-revêtement lck à potentiel non compact R (théorème 6.4.1).

Précisons pour finir M ′
1. Nous pouvons appliquer le théorème de classification dif-

féomorphe de [MV97] que nous avons déjà cité au chapitre 4. Ici, n1 = n2 = n3 =
n4 = n5 = 1, l = 2 > 1 donc M ′

1 est difféomorphe à la somme connexe :

(S3 × S4)#5

Ainsi, M1 est difféomorphe à (S3 × S4)#5 × (S1)4. Pour résumer :

R = C/〈α3〉 ≈ S × S1 = S9 ∩ C × S1

Z2

��
N = C/〈α1, α2, α3〉 ≈ (S3 × S4)#5 × (S1)3

Nous pouvons également ajouter que C correspond à l’ouvert S ′ de la variété LVM
initiale N ′ avec m = 1 où par exemple tous les z ∈ C5 avec deux coordonnées
consécutives nulles ne sont pas dans S ′ = C (voir le pentagone définissant Λ′). Sur
cet exemple, deux questions demeurent :

(a) La variété N est-elle lck ? En effet, nous savons d’après le théorème 5.4.2 que N
n’est pas lck à potentiel car m = 3 et par conséquent N n’est pas biholomorphe
à une variété de Hopf diagonale. Cependant, il est possible que N soit lck.
Nous nous permettons alors la constatation suivante : il est fort probable que
la condition (K) ne soit pas vérifiée car la présence de radicaux (valeurs de
cosπ/5 et sin π/5) compromet sérieusement la possibilité d’une base rationnelle
au système


∑n
i=1 siΛi = 0∑n
i=1 si = 0

Et même si nous pouvions démontrer que la condition (K) n’était pas vérifiée,
cela ne démontrerai en rien l’existence ou non d’une métrique lck...
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(b) La variété N admet-elle un Z-revêtement lck à potentiel ou lck ?

Remarque 6.4.9 La recherche d’exemples nous a conduit à concevoir les pro-
grammes de recherche python de l’annexe 1. Nous avons pu obtenir 9 316 exemples
de configurations normalisées satisfaisants les hypothèses du théorème 6.4.1 pour
n = 7,m = 2, k = 3 et 56 932 exemples pour n = 9,m = 3, k = 4.

Remarque 6.4.10 Nous savons maintenant que certaines variétés LVM admettent
des Zm−1-revêtement lck à potentiel non compact. Pour l’exemple 6.4.6, le produits
de deux surfaces de Hopf diagonales admet un Z-revêtement lck à potentiel non
compact ainsi que tous les élément de DΛ.

Ceci conduit à définir les notions de structure p-lck et p-lck à potentiel.
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6.5. Structure p-lck et p-lck à potentiel

6.5 Structure p-lck et p-lck à potentiel

Définition 6.5.1 Soit M une variété compacte complexe, soit q ∈ N.

(a) Supposons que M admette un Zq-revêtement connexe, galoisien et lck (non
nécessairement à potentiel). Notons :

p = min{q ∈ N, M admette un Zq-revêtement connexe, galoisien et lck}

On dira alors que M est p-lck ou qu’elle admet une p-structure lck.

(b) Supposons que M admette un Zq-revêtement connexe, galoisien et lck à poten-
tiel. Notons :

p = min{q ∈ N, M admette un Zq-revêtement connexe, galoisien et lck

et à potentiel}

On dira alors que M est p-lck à potentiel ou qu’elle admet une p-structure lck
à potentiel.

Remarque 6.5.2 Naturellement, l’ensemble des variétés qui admettent une p-
structure lck à potentiel admettent une r-structure lck. Mais r et p ne sont pas for-
cément égaux. En fait, on a automatiquement r ≤ p si ces deux structures existent
pour une même variété M .

Voyons quelques exemples.

Exemple 6.5.3 (a) Les variétés lck et lck à potentiel sont respectivement des va-
riétés 0-lck et 0-lck à potentiel.

(b) Les variétés de Hopf (linéaires ou non) sont toutes 0-lck à potentiel.

(c) La variété LVM notée N de configuration admissible Λ de l’exemple 6.4.5, pro-
duit de deux surfaces de Hopf diagonales (donc chacune 0-lck à potentiel), est
une variété 1-lck à potentiel et 1-lck. De plus, si M ∈ DΛ est une déformation
de N , alors, M est 1-lck à potentiel (m = 2 donc même en déformant, M reste
non lck à potentiel : c’est le théorème 5.4.2) mais on ne peut pas affirmer que
M est 1-lck. En effet, il est possible qu’il existe une métrique lck en déformant.
Nous pouvons alors ajouter, puisque Λ vérifie (K) : si M ∈ DΛ est une dé-
formation de M qui, de plus, vérifie la condition (K) (ce type de déformation
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existe car cette condition est dense), alors M est 1-lck. En effet, le théorème
5.4.1 nous assure qu’il n’existe aucune métrique lck sur M dans ce cas.

Le théorème 6.4.1 se reformule avec ce nouveau vocabulaire :

Théorème 6.5.4 Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que Λ vérifie la condi-
tion Hj (Λ normalisée avec m > 1 et n > 2m+ 1). Alors, l’action de Z engendrée
par αj est une action par contractions holomorphes et la variété LVM associée
N à cette configuration admet une p-structure lck à potentiel non compact avec
1 ≤ p ≤ m − 1. De plus, soit N ′ ∈ DΛ. On a exactement les mêmes conclusions
pour N ′ que pour N . Nous pouvons ajouter que si

DK
Λ = DΛ ∩ {configurations vérifiant la condition (K)}

Supposons que Λ vérifie (K), alors N est p-lck à potentiel avec 1 ≤ p ≤ m − 1 et
q − lck avec 1 ≤ q ≤ p. Et ce résultat est identique sur tout DK

Λ .

L’exemple 6.5.3 et le théorème 6.5.4 nous conduisent à formuler la conjecture sui-
vante :

Conjecture
Supposons qu’il existe j ∈ {1, . . . ,m} tel que Λ vérifie la conditionHj (Λ normalisée
avec m > 1 et n > 2m+ 1). Alors N est une variété (m− 1)-lck à potentiel.
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Annexe 1 : programmes python utilisés

Nous avons pu constater que les exemples de configurations admissibles vérifiant
le théorème 6.4.1 sont soit de type n = 7,m = 2, k = 3 soit de type n = 9,m = 3
et k = 4. Ainsi, partant des m + 1 premiers éléments normalisés de la confi-
guration, nous testons, sur les n − m − 1 derniers éléments de la configuration
générés aléatoirement (avec Re(λji ), Im(λji ) ∈ {±1}) la condition Hj pour tout
j = m + 2, . . . , n, la condition de Siegel et l’hyperbolicité faible. Nous écrivons
ensuite les exemples obtenus sur un fichier texte. On obtient 9 316 configurations
pour n = 7,m = 2, k = 3 et 56 932 pour n = 9,m = 3, k = 4. Ce sont les fonctions
Combpossiblesm2n7() et Combpossiblesm3n9() qui génèrent une liste de configura-
tions admissibles normalisées vérifiant Hj pour un certain j ∈ {m+ 2, . . . , n}. Ces
fonctions sont exécutables avec python3 au minimum et nécessitent les packages
numpy, scipy.optimize et itertools.

Remarque .0.5 Les 56 932 configurations obtenues pour n = 9 et m = 3 ont été
obtenues sans que le programme ne se termine. En effet, pour n = 7 et m = 2,
celui-ci test (24)4 = 65 536 possibilités, ce qui est assez rapide pour un ordinateur
personnel classique (de l’ordre de quelques minutes). Alors que pour n = 9 et
m = 3, le programme se lance pour tester (26)5 = 1 073 741 824. Ce qui est
nettement plus long pour mon ordinateur (de l’ordre de plusieurs semaines...). J’ai
donc choisi d’arrêter le programme à un certain stade, il y’a certainement, parmi
toute les 1 073 741 824 configurations à tester, plus de 56 932 qui satisfassent le
théorème 6.4.1. Il faudrait, si cela présente un intérêt, relancer ce programme sur
supercalculateur.
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Figure 2 – Programmes testant l’admissibilité d’une configuration Λ normalisée.
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Figure 3 – Programmes testant la condition Hj d’une configuration Λ normalisée et
générant touts les Λj possibles vérifiants Re(λji ), Im(λji ) ∈ {±1}.
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Figure 4 – Programmes donnant la liste des configurations admissibles normalisées Λ
vérifiants Hj avec Re(λji ), Im(λji ) ∈ {±1}.
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Figure 5 – Exemple d’une configuration admissible à n = 7 et m = 2 satisfaisant les
conditions du théorème 6.4.1 parmi les 9 316 configurations obtenues par ce programme.
Les parties réelles et imaginaires sont séparées ici. Cette syntaxe correspond à la configu-
ration :
Λ =

(
0 −1 0 −1 + i −1− i −1− i 1 + i
−i 0 −1 1 + i −1 + i 1− i 1− i

)

Figure 6 – Exemple d’une configuration admissible à n = 9 et m = 3 satisfaisant les
conditions du théorème 6.4.1 parmi les 56 932 configurations obtenues par ce programme.
Cette configuration est la suivante :

Λ =

 0 −1 0 0 −1− i −1− i 1− i 1 + i −1 + i
0 0 −1 0 1 + i −1− i 1− i −1 + i −1− i
−i 0 0 −1 1− i −1 + i −1 + i −1 + i 1 + i


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Titre : Métriques localement conformément kählériennes lck et métriques lck à potentiel
sur des variétés LVM.

Mot clés : Variétés LVM, variétés lck, lck à potentiel, revêtement lck.

Résumé : Les variétés de Santiago López
de Medrano et Alberto Verjovsky : LVM sont
des quotients d’un ouvert de Cn par une ac-
tion de C∗ × Cm. L’action est parametrée par
une configuration Λ ∈ (Cm)n. Ces variétés
sont non kahlériennes. Elle ont été décrites
en 1997 par Santiago López de Medrano et
Alberto Verjovsky avec m = 1 [MV97] puis gé-
néralisées par Laurent Meersseman [Mee98]
en 1998 pour tout m ≥ 1. En 1982, Vais-
man [Vai82] introduit la notion de métrique
localement conformément kählérienne : lck.
L’exemple classique de variété lck à potentiel
est la variété de Hopf linéaire. Or une variété
de Hopf linéaire est un exemple de variété

LVM. Nous montrons que les seules variétés
LVM qui sont lck à potentiel sont les varié-
tés de Hopf linéaires diagonales et sous une
certaine condition de rationalité de la confi-
guration Λ, la LVM associée n’admet pas de
structure lck. Ces résultats nous ont conduit à
étudier les Zp-revêtements lck à potentiel des
variétés LVM. Nous montrons que sous une
condition Hj , une variété LVM dont la confi-
guration est de type n > 2m + 1, m > 1 et
k = m + 1 admet un Zm−1-revêtement lck
à potentiel non compact. Certains exemples
nous conduisent à conjecturer qu’il n’existe
pas, dans ces mêmes hypothèses, de Zp-
revêtements lck à potentiel pour tout p < m−1.

Title: Locally conformally kahlerian (lck) metrics and lck metrics with potential on LVM
manifolds.

Keywords: LVM manifolds, lck manifolds, lck manifolds with potential, lck cover.

Abstract: Santiago López de Medrano and
Alberto Verjovsky’s manifolds : LVM are quo-
tient of a Cn subset by a C∗ × Cm action. This
action is determined by a configuration Λ ∈
(Cm)n. These manifolds are not Kahler. They
were described in 1997 by Santiago López
de Medrano and Alberto Verjovsky [MV97] for
m = 1 and generalized by Laurent Meersse-
man [Mee98] in 1998 for any m ≥ 1. In 1982,
Vaisman [Vai82] introduce the locally confor-
mally kahlerian metric : lck. The classical ex-
ample of an lck manifold with potential is the
linear Hopf manifold. However, a linear Hopf
manifold can be obtained by the LVM struc-

ture. We show that the only LVM which are lck
with potential are exactly the linear Hopf man-
ifolds and under a rational condition for the
configuration Λ, the associate LVM manifold
do not have any lck metric. So it is natural to
study the Zp-covers lck with potential of LVM
manifolds. We show that a LVM manifold of
type n > 2m+1, m > 1 and k = m+1 wich ver-
ified a condition Hj , there exist a Zm−1-cover
lck not compact, with potential. And some ex-
amples allows us to conjecture that, under the
same hypothesis, there dosen’t exist any Zp-
cover lck, with potential for any p < m− 1.
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