M Hvb2 /m KQ/ H2 /6AbBM; TH M B 2 m@/:
+ BiB[m2 w@BMp B Mi
_OKv J ?27Qm7

hQ +Bi2 i?Bb p2 ' bBQM,

_O0Kv J ?27Qm7X M Hvb2 /m KQ/ H2 /6AbBM; TH M B2 m@/2H" /m + |
K i?0K iB[m2 (K i?7@T?)X IMBp2'bBid S 'Bb@a +H v- kykkX 6° MI BbX
yjNke3NN

> G A/, i ZH@yYyjNke3NN
2iiTh,ffi?2b2bX? HXb+B2M+2fi2H@yjNke3NNf
am#KBii2/ QM e C M kykj

> G Bb KmHiB@/Bb+BTHBM v GOT24WB p2 Dmbp2 "i2 THm B/BbBIBTHBN
"+?Bp2 7Q i?72 /2TQbBi M/ /Bbb2KIBEBMBR MNQ@T™+B2® " H /BzmbBQM /2 /
2MiB}+ "2b2 "+?2 /Q+mK2Mib- r?2i?@+B2MMiB}2mM2b#/@ MBp2 m "2+?22 +?22- T
HBb?2/ Q° MQiX h?2 /IQ+mK2Mib MK VW+RK2Z2EF IQKHBbb2K2Mib /62Mb2B;M
i2 +?BM; M/ "2b2 "+? BMbiBimiBQWER BM?8 7M#M2I @b Qm (i~ M;2 b- /2b H
#Q /-Q 7 QK Tm#HB+ Q T ' Bp i2T2HRAB+B @2MT2BIpXib X



Analyse du modele d'Ising plane

au-dela du cadre critigue Z-invarie
Analysis of the planar Ising model beyond the criti
Z-invariant setup

Theése de doctorat de l'université Paris-Saclay

Ecole doctorale de mathématiques Hadamard n 574
Spécialité de doctorat : Mathématiques fondamentales
Graduate School : Mathématiques
Référent : Faculté des sciences d'Orsay

Thése préparée au Département des Mathématiques et Applications
(Ecole Normale Supérieure de Paris, CNRS) sous la direction de
Dmitry CHELKAK , Professeur.

Thése soutenue a Paris, le 30 Aolt 2022, par

Rémy MAHFOUF

Composition du jury

Giambattista GIACOMIN Président

Professeur, Université de Paris

Cédric BOUTILLIER Rapporteur & Examinateur
Maitre de conférences, HDR, Sorbonne Université

loan MANOLESCU Rapporteur & Examinateur
Professeur, Université de Fribourg

Michel BAUER Examinateur

Directeur de recherche, CEA Saclay

Béatrice DE TILIERE Examinatrice

Professeure, Université Paris Dauphine

Vincent VARGAS Examinateur

Professeur associé, Université de Genéve

Dmitry CHELKAK Directeur de thése

Professeur, Ecole Normale Supérieure de Paris



Titre : Analyse du modéle d'Ising planaire au-déla du cadre critique Z-invariant
Mots clés : Ising, Isoradial, Universalité

Résumé : Dans cette these on explore I'exismites d'échelles et les propriétés a grandes
tence et l'universalité du modeéle d'Ising pladistance du modéle d'lsing sur les grilles
naire, dans un cadre critique et presquesoradiales ainsi que leur généralisations pu
critique. En utilisant le formalisme de Kamodeéle d'Ising quantique et aux les 9
dano et Ceva, on étudie grace a des méplongements introduit récemment.
thodes d'analyse complexe discréte les li-

Title : Analysis of the planar Ising model beyond the critical Z-invariant setup
Keywords : Ising, Isoradial, Universality

Abstract : In this thesis we explore themeans the scaling limit and large scale pro-
existence and the universality of the plaperties of the Ising model on isoradial grids
nar Ising model, at and near criticality. Baas well as its generalizations to the quan-
sing upon the formalism of Kadano andtum Ising model and the recently introduced
Ceva, we study by discrete complex analysssmbeddings.




Table des matieres

1

Introduction 7
1.1 Histoiredumodéle . . . . . . . . . .. 7
1.2 Notations de graphe et dé nitions combinatoire . . . . . . ... ... ... ........ 11
1.2.1 Notations . . . . . . . . e 11
1.2.2 Expansion a basse température . . . . . . ... .. 13
1.2.3 Expansion a haute température . . . . . . . ... 14
1.2.4 Dualité de Kramers-Wannier . . . . . . . . . . . .. 15
1.2.5 Représentation Fortuin-Kasteleyndumodeéle . . . . .. ... ... ... ..... 16
1.26 Passageenvolumeinni . .. .. .. .. . ... ... 17
1.3 Invariance triangle étoile sur les grilles isoradiales . . . . . . .. . ... ... . ... ... 19
1.3.1 Les poids Z-invariants de Baxter . . . . . ... . .. . ... ... ... 19
1.3.2 Lesgrillesisoradiales. . . . . . . .. .. . . . ... 20
1.4 Motivations et perspectives sur les résultats présentés dans ce manuscrit . . . . . . .. 22,
1.5 Le formalisme de Kadano etCeva . . . . . . . . . .. . . . ... 25
1.5.1 Introduction du désordre . . . . . . . . . ... 26
1.5.2 Construction des corrélateurs . . . . . . . . ... 30
1.5.3 L'observable de Smirnov sur les graphes isoradiaux . . . . . ... .. .. .. .. 32
1.5.4 S-holomorphie des observables et étude de leur limite d'échelle . . . ... ... 33
1.5.5 Le probléme de Riemann-Hilbert et détermination de la limite d'échelle . . . . . . 35
1.6 Duclassique au quantique . . . . . . . . ... e 37
1.6.1 Combinatoiredumodeéle . . ... ... ... . ... ... 38
1.7 Less-plongements . . . . . . . . e e 40
1.7.1 Dénitiondu pas du plongement . . . ... ... .. ... ... ... ... 43
1.7.2 Lien avec le modéle de diméres : t-plongements et S-graphes . . . . . ... .. 45,
1.7.3 Analyse complexe discrete sur les s-plongements . . . .. ... ......... 48
1.7.4 Limites d'échelles sur les s-plongements . . . . .. ... .. ... ... ..... 50
1.8 Résultats de convergence déja ConnuS . . . . . . . . . . o i e 54
1.9 Résultats obtenus dans cettethése . . . . . . . . ... ... 57
1.9.1 Magnétisation du modeéle d'Ising par tranche et polynébmes orthogonaux . . . . 57
1.9.2 Universalité du modéle d'Ising sur les graphes isoradiaux . . . . . .. ... ... 61
1.9.3 Invariance conforme du modele d'Ising quantique . . . . ... ... ....... 63
1.9.4 Estimées de croisement sur les s-plongement généraux . . . . . ... ... ... 66.
1.9.5 Convergence de l'observable FK pour les s-plongements a limite lisse . . . . . . 70.
Magnetization in the Zig-Zag Layered Ising model and orthogonal polynomials 75
2.1 Introduction . . . . . . . . 75
2.2 Combinatorics of the planar Ising model . . . . . ... ... ... ... ... .. ..., 79
2.2.1 De nition and domain wall representation . . . . . ... ... ... ... ..., 80

3



2.2.3 Fermions and the propagation equation. . . . . . . . ... ... ... ... ..., 81
2.2.4 Cauchy Riemann and Laplacian-type identities on the square grid. . . . .. ... 84
2.3 Homogeneous model. . . . . . . . .. e e e e e e 86
2.3.1 Full-plane observable with two branchings . . . . ... ... ... ... ..... 86
2.3.2 Construction via the Fourier transform and orthogonal polynomials . . . . . . .. 90
2.3.3 Horizontal spin-spin correlations below criticality . . . . . . ... ... ....... 93
2.3.4 Asymptotics of horizontal correlatiol3, asn!1 atcriticality . ... ... .. 95
2.4 Layered model in the zig-zag half-plane . . . . . . . . .. ... .. ... 0L 97
2.4.1 Half-plane fermionic observable . . . . . . ... ... ... . oL 97
2.4.2 MagnetizatiortM , in the (2m)-thcolumn . . . . . ... ... ... ... ..... 101
2.4.3 Boundary magnetic eld and the wetting phase transition . . . . . ... ... .. 104
2.5 Geometric interpretation : isoradial graphs and s-embeddings . . .. ... ... .. .. 107
2.5.1 Regular homogeneous grids and isoradial graphs . . . . .. .. ... ... ... 107
2.5.2 S-embeddings of the layered zig-zag half-plane in the periodic case . . . . .. 108.
2.5.3 Proof of the formulg2.2.6) . . . . . . . . . ... ... 111
A Appendix. Critical Ising model" = Vv = z - diagonal correlations
and the half-plane magnetization via Legendre polynomials . . . . ... ... ... .. 113
Universality of spin correlations in the Ising model on isoradial graphs 119
3.1 Introduction . . . . . . . . e 121
3.1.1 General context . . . . . . . . .. 121
3.1.2 Mainresults . . . . . .. 122
3.1.3 Techniques and related projects . . . . . . . . . . ... .. ... . 0o 126
3.2 Preliminaries and basic facts . . . . . ... ... 129
3.2.1 Notation : graphs, double covers, spin-disorder correlations . . . . ... .. .. 129
3.2.2 Fermionic observables and functidthg . . . . . ... ... ... ... ... ... 132
3.2.3 In nite-volume of the Ising model with6 0 and RSW estimates. . . . . ... .. 134
3.2.4 “Star extension' of a nite box on anisoradialgrid . . . ... ... ........ 136
3.3 Discrete complex analysis techniques . . . . . . . . .. .. .. ... .. .. .. ... 138
3.3.1 Massive s-holomorphic functions on isoradial grids . . . . . ... ... ..... 138
3.3.2 Full-plane branching discrete kernels and their asymptotics . . . . .. ... .. 144
3.3.3 S-embeddings of the massive isoradial Ising model . . . . ... ... ...... 147
3.4 Proofsofthemainresults . . . . . . . . . ... 150
3.4.1 Baxter's formula for the magnetization in the sub-critical model . ... .. ... 151
3.4.2 Critical model : convergence of normalized observdBtep ¢ v w] . . . ... .. 155
3.4.3 Critical model : convergence of ratios of spin-spin correlations . . . . . . .. .. 161
3.4.4 Critical model : universality of the full-plane spin-spin correlations . . . . . .. 163
3.4.5 Massive model : de nitions of correlation functions in continuum . . . . . .. .. 167
3.4.6 Massive model : convergenceresults . . . .. .. ... ... ... ... 169
3.5 Construction and asymptotic analysis of full-plane kernels . . . . . .. ... ... ... 175
3.5.1 Discrete exponentials . . . . . ... ... 176
3.5.2 De nition and basic properties of the full-plane kernels . . . . . ... ... ... 179

2.2.2 Disorder insertions . . . . . . ... 81

4



3.5.3 Asymptotics at criticality . . . . ... ... 181

3.5.4 Asymptotics and estimates of discrete exponentials . . . ... ... ... ... 183
3.5.5 Asymptotics of the massive full-plane kernels (3.5.113.5.15) . . ... ... ... 186
4 Conformal invariance in the Quantum Ising model 191
4.1 Introduction . . . . . . . . L 191
4.2 The quantum Ising model . . . . . . . . . ... 193
4.2.1 Semi-discrete graph notations . . . . . . . ... ... .o 193
422 Themodel . . . . . . . . e 193
423 FK-spincoupling. . . . . . . . 196
4.2.4 Kramers-Wannier duality . . . .. .. .. .. . .. . ... . 196
4.2.5 From discrete to semi-discrete . . . . .. ... o 197
4.3 Results . . . . . e 199
4.4 Disorder insertion . . . . ... e e e e 204
441 Denition . . . . ... e 204
4.4.2 Local propagation Equation . . . . . .. ... 208
4.4.3 Construction of observables via correlators . . . . . . . . ... ... ... .... 210
4.4.4 s-holomorphicity and fermionic correlators . . . . . ... ... ... ... .... 212
445 The energy and spin correlators . . . . . . ... ... ... 215
4.5 Riemann-type boundary value problems . . . . . . . .. .. ... ... L. 218
4.5.1 Discrete Integration procedure . . . . . . ... 218
4.5.2 Characterisation of observables via semi-discrete boundary values problems . .221 .
4.5.3 Continuous boundary values problem . . . . . ... ... ... .. ... 222
4.6 Derivation of main theorems . . . . . . . . ... L 224
4.6.1 Convergence of semi-discrete observable to continousones . . .. .. .. .. 224.
4.6.2 Derivation of the main theorems . . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 227
4.7 Orthogonal polynomials and full-plane expectation . . . . . .. ... ... ........ 235
4.7.1 Full-plane observable with two branchings . . .. ... ... .. ... ...... 236
4.7.2 Construction via the Fourier transform and orthogonal polynomials . . . . . . . 238
4.7.3 Horizontal spin-spin correlations below criticality . . . . . . . ... ... ..... 241
4.7.4 Asymptotics of horizontal correlatiol¥, asn!1 atcriticality . ... .. ... 243
4.7.5 Asymptotics of correlations above criticality . . . .. ... ... ... ... ... 244
4.8 Construction of in nite volume correlators . . . . . . .. ... ... L. 245
4.9 Hyperbolic metric on a rectangulardomain . . . . . .. ... ... ... ... ...... 249
5 Crossing estimates on general s-embeddings 251
5.1 Introduction, main results and perspectives . . . . . . . . .. ... 251
5.1.1 Generalcontext . . . . . . . . e 251
5.1.2 Mainresults . . . . . . . . . e 253
5.2 De nitions and crash introduction to s-embeddings . . . . .. .. ... ... ...... 257
5.2.1 Notation and Kadano Ceva formalism . .. ... .. .. ... ... ....... 257
5.2.2 Denition of s-embeddings . . .. .. .. ... .. .. .. .. 0 260
5.2.3 s-holomorphic functions and associated functibhsandlc . .. ... ... ... 261

5



5.2.4 Regularity theory for s-holomorphic functions . . . . . . . ... ... ... .... 263

5.2.5 Subsequential limits of s-holomorphic functions . . ... ... ... ... .. .. 264
5.3 A proof of crossing estimates under the hypothéssf( ) . .. .. ... ... ..... 266
5.3.1 Extension of a topological rectangle with a piece of the square lattice . . . . . 266
5.3.2 Proof of Theorems 5.1.1 and 5.1.2 unddmif( ) . ... ... ... ... .... 275
5.4 Extension of the proof under the assumptioanght-Exp-Fat( ) 279
6 Convergence of fermionic observables on s-embeddings with smooth limiting surface 283
6.1 Convergence of fermionic observables on s-embeddings with smooth limiting surface .283 .
6.1.1 Short reminder on the link between s-holomorphic functions and S-graphs . . 285
6.1.2 Construction of discrete halfplane . . . . . ... ... ... ... .. ...... 287
6.1.3 Surgery and extension of the original domain. . . . . . ... ... ........ 290
6.1.4 Boundary arguments of fermionic observables in the extended domain . . . . 295
6.1.5 Conclusion of the proof . . .. .. .. .. ... .. .. .. .. . 299






$ %
% ( )
(+* % &
# &
( & * ) %
% % % )
, /0. 1
)
& * 2
3 %
/ & 4# % )
) ) %, (
6 7 89
% 7 % & %$
), & 8 +
1 ( %
*% & /
#) < %
# < ,
I () & $
%92;9'9892;9%  ( 7
(
) % % 8,
* #
# %) *
? 0 1
)
! AB $S@+ F'A
+ , A+ I+
+ 5 + , B
o +, *%
+
$! I + A 5 |
D E( , F , A
+ , $ + + | ,
S A, A+ 12
( + + $!
+ o+



, 5 ( + I +
J ,
* K % ),
2 o % / + A A
2 )] , , H29 A A )
(
)H )L +
& )? 8
/I, )
)< & ( & )? %
)
.l % %EM9 )N <+ &
( ,
)! <
, / 4 # ) (+; +
/ : ( (
* ) , M
% ( ) ' %
F ) )
DH *B ;H8 2?2 A %
H (
&  %$?4 & ( *%
L ) )2 4@
* ( (%
/"5 7
( % "D / +
. 9 "M
% 7 O P"2 K
"/ G @< ) ("8
21 0 ( 1 & 9
89 %
H , "4 %
M C
5 / D Y2 2 K8 0+ !,
1D 5 :
Q ) 89 JH 2 %
% R # % )
& M
& (% * ) D



* , = ?27& 2@ ;+ ? <

% ) C( , .
* S %
*
8 TUV (% / 89 *
% (% 89
4/ 9 B AH 5 & w (
*00 / +
9 ( ) %
% ) (.
% 4 % 0 %
1 M ( ( 89
*0% % SR
% % ) ) %
, 89
X, +X T, ) +
/& * 0% (
4 # ,
(% ) (%t
' & (% % *
C ) )9/ ( , %
'OM K Y / +
/
L7 8 8 2
% % & )
, 5 % "2 (
( ,  +
( & & ( * M "M
; % '+
. %9 % %
9;+
9 L ,
* 9 % %
) C( % & * &
5 9 V&
( & ) %
6 % 7 2 "9
0 1 2 0
1 (
"M 9 ;< # uT
% ( % X2 A X
, 0 1
W  5M "M

) L #



%

# M = % K
) (%
" %
. % %
% 1 3Z, VT
& : )N % %9
) !
4# )7 % ) .
+ ),
% % , ) *
9 M % ( @ /
W UV
*0s, 2 b o
% 7 (% A
,+ 4 , % ( ,
( .
)5 & , "'+ & % D''R
, ut 1 + ) %Q'M9
$ ( M 9 /
+ (%o+ " g
( M < H29
UTTT U % A %
N % %/ %
[( 0. (% & % 1
H!'+ A 2 2 @
% o 7 1"
% # % C D$D9
H % "
% &
% 3TT / 0
) + 1
( " M
/ / %
( ) &
(
"9 D'W
) , + x
)% C'+ & )
"Q+ <\ (% ( v
) %
) .0 ( 1
H29 H!+ A C * %
& # *% / &
% (% # %& 2A A



%
)
* ( /| D
(% , & & 9
+ ( & /10,
#/ / 1
) '+ %
* ( /
$! AD , A! +
5 / ) %
)? & ( (
, ¢ 1) ,
%] D )4
: ) # H
*0o ) $, 4 /
* ) 8( O0M8<1
H , @ /7 %
" % %
2 M 9
(. ) % C )N
, utms 2 < 7
)U: & L A
M , A !
: ) " 8(
% ) "5 #A
I A ) ( /"
D@ [T [T & "S
_ ( "H{( )
%L UU # "? & 2 UTT? %
9 '
: % : 0 (
@ 1"D A %
D .9
, B A + %
: 5 ()



/
"9 9R G
%9 :
% ( I (
"H .
W a (
( O
1 (
* )
1 F
?[ %
, %
1 % (
( C(
(% [
#) &
/
% &
Q ( ,
( %
$% ! Al
I
$! % :
A ,
H $ +1!
+ 0
8 + ! /
+ 9 !
$% !+
+
$ !
, ., @
+ +$ !
uT $!
+ , , A+
! + ?

#,
, ( 'HAM

)

[ % %

+

* &
, 6
)
(
w 4 ,
\ A
w
) %- [ &
0 w
)
(% *
%
) 2 +! 5
\%
, + +
, M, 8 "AA9
$
$!

19 , +
+; + 1% #
, $! !
$! A , + !

$! 8 +%
A A Al
A +
8 + | $%

5
I+
+ 2 !






1 - Introduction

1.1 . Histoire du modeéle

Le modéle d'Ising a été introduit par Wilhem Lenz en 1920 et été proposé
comme sujet de thése a son étudiant Ernst Ising a l'université d'Hambourg en
1924. On commence par rappeler brievement quelques points importants de sa
riche histoire [29, , , , 91]. Ce modéle est encore aujourd'hui I'un des
plus étudiés en physique statistique, avec une production totale de plusieurs di-
zaines milliers d'articles, aussi bien publiés dans des journaux de mathématiques
que de physique. Au début X ®™ siécle, les connaissances de la physique sur les
phénoménes de magnétisation des matériaux ferromagnétiques étaient encore bal-
butiantes. Une des premiéeres découvertes majeures dans ce domaine est attribuée
a Pierre Curie [53], qui a remarqué expérimentalement que les ainpantent
leur aimantation au dessus d'une température critiue appelée température de
Curie. Les travaux de Niels Bohr [23] ont mis en avant le caractére aléatoire du
phénoméne de magnétisme, c'est a dire que la répartition des aimants élémentaires
dont l'orientation est donnée par une loi de probabilité. Selon le postulat de Bohr,
ces aimants élémentaires pouvaient prendre a priori toute les directions de I'espace.
C'est cette assertion que Lenz a remis en cause dans son article fondateur [150],
prédisant qu'en réalité les micro-aimants ne peuvent prendre que deux directions
opposées de 180 degrés, et proposant un modeéle a deux états pour expliquer la
magnétisation spontanée en-dessous de la température criligu€'est ainsi que
Lenz donna l'opportunité a Ising de construire un modéle tri-dimensionnel. La tache
d'Ising se répartissait entre les deux objectifs suivants :

1. Proposer une modélisation des interactions entre les micro-aimants élémen-
taires qui favorise les con gurations alignées.

2. Prouveranalytiguement'existence d'une magnétisation non nulle en dessous
d'une certaine température.

Pour répondre a la premiére question, Ising [150] (se basant sur des travaux d'Ewing
[69]) supposa que les interactions entre aimants élémentaires "décroissent rapide-
ment avec leur distance", travaillant donc avec un modéle simpli é d'interaction au
plus proche voisin. Cette hypothése était selon lui en "contradiction grossiére" avec
I'approximation en champs moyen (dont on sait aujourd’hui qu'elle n'est valable
pour le modéle d'Ising qu'en grande dimension [152]). Pour répondre a la seconde
question, Ising choisit de restreindre son étude au modele uni-dimensionnel, que
I'on peut voir comme une chaine de spins &urll calcula alors la magnétisation
moyennel [90, eq (8)] d'une chaine da 1 spins, qui est donnée par

J=m n q sinh( ) ; :m;

sinh?( )+ e i kT

(1.1.1)
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avecm le moment magnétique élémentairkl, le champ magnétique extérieur,

T la températurek la constante de Boltzmann €t I'énergie interne du systéme.
LorsqueH = 0, c'est a dire sans champ extérieur, il n'y a pas de transition de phase
atempérature nie. Dans ce méme article [90] (dans la section "le modéle spatial")
Ising propose une description du phénoméne en dimension supérieure, a rmant
gu'il est "imaginable qu'un modéle spatial, ou tous les éléments interagissent les
uns avec les autres, apporte su samment de stabilité évitant que la magnétisation
ne disparaisse avdd", tout en admettant ne pas étre en mesure de fournir de
preuve. Il conclut a impossibilité d'expliquer le ferromagnétisme en utilisant sa
modélisation. Il est a noter gu'avec les connaissances d'aujourd'hui, le modéle
d'Ising avec des interactions entre particules décroissant su samment lentement
admet tout de méme une transition de phase [112].

La question de prouver l'existence d'une magnétisation spontanée en dimen-
sions supérieures resta ouverte pour les physiciens de I'époque. Le tres renommé
Heisenberg soutient dans une lettre a Pauli une réponse a rmative, au moins en
dimension su samment grande [82]. Pauli fut aussi le premier a introduire dans
[147] la notation Hamiltonienne moderne

X
H= A (« k1) (1.1.2)

k

ou le paramétréA mesure l'intensité de l'interaction entre voisins. La formulation
de Pauli met en avant le caractére uni é d'un systéme contenant beaucoup de
particules, et dont les interactions locales produisent un e et global.

C'est en 1936 que Peierls a montré [139] que le modéle homogeéng&?sur
fait apparaitre duferromagnétismevia un argument de comptage de circuits. Ce
résultat a poussé Kramers et Wannier a développer l'usage des matrices de transfert
[104, ] pour calculer la fonction de partition du modéle unidimensionnel via la
plus grande valeur propre d'une matrigze 2. En dimensiorR, cette matrice de
transfert devient in ni-dimensionnelle et un calcul similaire leur permit de prouver
I'existence d'une transition de phase a une certaine température Tgiells ont
aussi découvert ungymétrieentre le modélsous-critiqueet le modélesur-critique
que I'on appelle aujourd'hui la dualité de Kramers Wannier (voir la section 1.2.4
pour une description détaillée). C'est en février 1942 qu'Onsager, a la n d'un
exposé de Wannier, annoncga avoir détermH1é la température critique pour le modéle
homogeéne, donnée p&T.=J = 2=log(1 + 2). Le calcul d'Onsager [135] pour
des constantes de couplages horizontale et verticale qui valent respectivément
et Jo, montre que I'énergie libré du modéle sans champ magnétique extérieur
est donnée par I'expression

Z, Z,

f =In(2)+ 1 di d 2In[cosh(2J 1) cosh(2J »)
82 o 0

sinh(2J 1)cos( 1) sinh(2 J 2) cos( 2)]



Ce résultat majeur lui permit aussi d'établir que la transition de phasalest
second ordrgc'est donc la dérivée seconde de I'énergie libre qui diverge). La va-
leur de la magnétisation sous-critique fut déterminée tout d'abord par Onsager et
Kaufman en 1949. Cependant, cette preuve ne fut pas publiée et c'est Yang qui
en 1952 [167] publia une premiére preuve rigoureuse du fait que la magnétisation
se comporte voisinage de est de la formgT Tc)% uniquementd'un seul c6té
de la criticalité lorsqueT < T.. Ce résultat de Yang justi e la notion de transition
de phase du modeéle. Dans son article, Yang mentionne explicitement avoir eu ac-
cés aux notes d'Onsager et Kau man mais propose une dérivation alternative du
résultat (voir [11, Section 5] pour plus de détails). Les travaux d'Onsager et Kauf-
man [95] permettent aussi de déduire que la corrélation du modéle critique entre
deux points a distance décroit commer 7. Ces relations font déja apparaitre la
notion d'exposants critiquesjue les travaux de Essam, Fisher et Widom (voir [70]
pour une formulation en des termes modernes) tentent de relier entre eux. A cette
époque Kadano prédit de son c6té un phénomenediiniversalité qui suppose
que les exposants critiques ne dépendent pas de la géométrie locale des graphes,
mais plutét de la dimension du modéle ainsi que de l'intensité des interactions a
longue portée. Dés lors, une école trés productive a travaillé sous l'impulsion de
McCoy, Wu [122] ou bien encore de Perk (e.g. [142]) et a permis de réaliser des
calculsexactsde corrélations en volume in ni (voir e.g. [122, ] pour une ex-
position compléte) utilisant des représentations déterminantales de Toeplitz ainsi
que des méthodes d'isomonodromies, qui consistent & déplacer in nitésimalement
I'un des spins pour obtenir une équation sur la limite d'échelle des corrélations
(comme par exemple dans [166], dont il existe une traduction dans un langage
actuel dans [137, Section 4]). Une des raisons expliquant I'existence de formules
exactes (en concomitance avec l'utilisation de techniques de calcul trés élégantes)
est le caractere exactement soluble du modele sans champ magnétique extérieur,
dont la fonction de partition est le pfa en d'une certaine matrice d'adjacence [37,
Theoréme 1.1]. Cette méme matrice d'adjacence fait aussi apparaitre la notion
d'observable fermioniquéqui est cruciale dans I'étude que l'on fait du modéle
d'Ising dans ce manuscrit) et fait du modéle d'lsing un modéleatmion libre

(e.g. [155]).

D'un autre c6té, la théorie du groupe de renormalisation introduite en premier
lieu par Wilson [165] postule gu'il existe des transformations du modéle qui ne
modi ent pas son Hamiltonien. Cette méthode de renormalisation a rme qu'il est
possible d'agréger les spins d'un méme bloc et les remplacer par un seul spin,
et permet de jouer sur les di érents facteurs d'échelle pour tenter de déterminer
les exposants critiques d'un modéle. Une des conséquences des articles fondateurs
Belavin Polyakov et Zamolodchikov [16, 17] qui ont par ailleurs mené a lI'expansion
rapide de l'étude de la Théorie Conforme des Champs (CFT) est I'a rmation
que la limite d'échelle du modéle critique @svariante conformgles applications
conformes étant localement la composition d'une rotation et d'une homothétie, qui
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apparaissent comme des propriété naturelle de la limite d'échelle si cette derniére est
bien un point xe du groupe de renormalisation). Cette invariance conforme a été
ensuite explorée numériquement [108, , ], par exemple pour les probabilité
de croisement du modéele critique sur les rectangles topologiques.

En 2000, l'introduction par Schramm [154] des processus SLE (Stochastic Loe-
wener Evolution) pour décrire la limite d'échelle des marches a boucles e acées et
des arbres couvrant uniformes a revivi é I'activité scienti que visant a prouver l'in-
variance conforme des modéles de physique statistique planaires. Comme l'explique
Schramm dans l'introduction de cet article révolutionnaire, I'objectif originel de sa
construction est de fournir un processus continu étant un candidat solide pour
décrire la limite d'échelle des interfaces associées au modéle de percolation. Son
approche s'est avérée tres rapidement étre fructueuse, avec une premiére preuve
de la convergence des interfaces de percolation critique sur le réseau triangulaire
par Smirnov [161] (voir aussi [163]). Cette construction de limite d'échelle pour
les interfaces est complétée par l'introduction des processus CLE (Conformal Loop
Ensembles) par She eld [156] qui ont largement été développés depuis (voir par
exemple [157] ou une caractérisation trés utile du CLE est donnée par She eld et
Werner), an de décrire non seulement les interfaces mais aussi les ensembles de
boucles issus de modeéles discrets (un des premiers exemples e ectifs est la perco-
lation critique dans le travail de Camia et Newman [30]). En paralléle, les travaux
de Kenyon sur les modéles de diméres et du Laplacien discret [101, 98, ] ainsi
que les travaux de Smirnov [161] sur la percolation prouvant la formule de Cardy
[31], ont montré l'intérét de considérer des fonctions holomorphes discrétes an
prouver la convergence de modéles planaires. Pour le modéle d'Ising, l'utilisation
de I'nolomorphie discréte des observables fermioniques pour prouver l'existence
d'une limite d'échelle apparait pour la premiére fois dans les travaux fondateurs de
Smirnov [160]. Les questions autour de I'existence d'une forme d'holomorphie dis-
créte pour le modéle d'Ising font naturellement suite aux travaux de Kenyon, étant
donnés les nombreux liens combinatoires entre le modéle de diméres et le modéle
d'Ising. Il est a noter qu'une formulation alternative de I'nolomorphie discréte est
apparue dans les travaux de Mercat [129] (mais sans leur complexi cation ni tech-
nique permettant de déduire leur convergence), et était, selon Barry McCoy [129,
Remerciements], une notion déja connue de maniére plus ou moins formelle. Le
travail pionnier de Smirnov [160] lui a permis de prouver la convergence de linter-
face FK vers le processus SLE(16/3) et crée par la suite une école tres productive
dédiée a l'invariance conforme sur les domaines bornés du plan (ces résultats sont
detaillés dans la section 1.8). Cela a permis de prouver la convergence des in-
terfaces, ensembles de boucles et corrélations du modéle critique sur les graphes
isoradiaux, ainsi qu'une généralisation aux modeles massifs mais aussi en dehors du
cadre isoradial (voir par exemple [34] pour un récapitulatif complet des résultats
connus).
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Figure 1.1.1 Simulation du modéle d'lsing sur le réseau
carré avec conditions de bord libres, avec une température
(de gauche a droite) sous-critique, critique, et sur-critique.
La simulation provient de la page internet https ://phy-
sics.weber.edu/schroeder/software/demos/isingmodel.html

1.2 . Notations de graphe et dé nitions combinatoire

1.2.1 . Notations

Dans ce manuscrit, on travaille avec un graphe plan@ii@longé dans le plan
ou dans la sphére et considéré & homéomorphisme prés préservant |'orientation).
On autorise la présence d'arétes doubles entre sommets mais interdit la présence
de boucles autour d'un méme sommet. On dé nit alors les ensembles suivants :

G le graphe primal, constitué de I'ensemble des sommet& dainsi que
E (G) lI'ensemble des arétes d&, reliant deux a deux des sommets voisins
de G. Typiguement, les sommets de sont notésv .

G le graphe dual, constitué de lI'ensemble des face&sdeu comme le
dual du grapheG . Typiqguement, les faces dé& sont notéesv . On note
e’ l'aréte duale dee, qui relie les deux faces séparées

( G):= G [ G, vucomme un graphe bipartite, i.e. chaque aréte &)
est composée d'un sommet d& et d'une faceG ou le sommet des
appartient a la faces dansG.

( G) I'ensemble des arétes de G), dont les sommets sont appelésins
et sont typiquement notés. Chaque arétdv v ] de ( G) s'identie a un
coinc=(Vv.V;) de ( G), ouv, estle sommet appartenant@ incident a
c et v, est la face appartenant & incidente ac. Deux coins sont voisins
s'ils appartiennent a deux arétes deG) qui ont un sommet de( G) en
commun.

le graphe des diamants} (G), dual de ( G), appelé graphe des quadrilatéres,
dont les sommets (qui correspondent aux faces(d&)) sont typiqguement
notész. Les faces du graphe(G) sont en bijection naturelle avee(G).

Dans le cas ou le graphe est plongé dans la sphére, on xe une face dite
extérieurev,,; et les dé nitions présentées au-dessus sont adaptées. En particulier,
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Figure 1.2.1 Gauche :Notations de graphe utilisées dans ce manus-
crit. Les arétes pleines correspondent aux arétes du grapBe, les arétes
pointillées correspondent aux arétes d€ G), qui est lui-méme en bi-
jection avec l'ensemble( G) des coins. Les coins sont marqués par des
triangles rouges, les sommets du graphe des diamants sont marqués par
des losanges bleus. Droite : Représentation par les contours de I'expan-
sion a basse température, séparant (en bleu) les spins opposés avec des
conditions branchées, ou le spin extérieur vaut ieil.

elles restent les mémes poGr nfv,,;g et sont modi ées en considérant la face
Vey COMmMe uneuniqueface, adjacente a toutes les faces de bord.

Contrairement aux conventions usuelles et a la formulation historique du mo-
déle d'Ising, on travaille majoritairement dans ce manuscrit avec le modéle d'Ising
dé ni sur I'ensemble defacesdeG (i.e. les spins sont assigné&a). On xe G un
sous-graphe connexe ni, ainsi qu'un nombre réel strictement positif 1=kT,
dont l'interprétation physique est celle de l'inverse d'une température. On associe
a chaque aréte 2 E(G) séparant les faces (e) 2 G une constante de couplage
Je > 0. On peut alors dé nir une loi de probabilité assignant une con guration de
spins 2f 1g® aux faces de&s selon la loi de probabilité

1 X
Pl[1]:= exp J (1.2.1)
Z(G i (Je)eza: ) e o0
Le facteur de normalisation
. . - P P -
Z (G ;(Je)ezcs ) = G if  1g€XP 2e@)Je v (8) v, ()

(1.2.2)
appelé lgonction de partitiondu modéle est choisi pour que la somme des probabi-
lités sur les con gurations élémentaires sbitCette mesure de probabilité est une
mesure de Boltzmann, de la formexp( H( )) ou le HamiltonienH ( ) repré-
sente I'énergie de la con guration. On peut voir dans la dé nition d¢1.2.1) que
cette distribution de probabilitéavoriseles con gurations de spins ou les voisins
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sont alignés (c'est a dire que les spins prennent la méme valeur), ce qui produit un
modeéleferromagnétique(dont I'exemple physique le plus simple est celui de I'ai-
mant). La constante de couplagk, quanti e le colt probabiliste nécessaire pour
casser l'alignement entre deux spins voisins séparés par l'aréte modéle que

I'on vient d'introduire correspond a des conditions de bbrdnchées a chaque
arétee au bord deG se trouve assigné une constante de couplageet le tirage
d'une con guration aléatoire correspond a assigner un splra toutes les faces de

G , et en particulier &v,,;, qui est considéré comme wmiquespin. Ainsi l'impact

de v, dans le colt probabiliste d'une con guration prend en compte le poids de
toutes les arétes de bord adjacentes g .

Dans ce manuscrit, on ne s'intéresse qu'au cas du modeéle d'$sing champ
magnétique extérieufce qui correspondrait a ajouter des termes dans le hamilto-
nienH mentionné ci-dessus). Dans le cadre de l'introduction d'un champ extérieur
h non nul, c'est le plus souvent le signetdqui gouverne la magénétisation globale
du modéle, les interactions entre voisins devenant secondaires [72, Chapitre 3].

1.2.2 . Expansion a basse température

On présente maintenantexpansion a basse températudy modele, aussi
appelée représentation de contours. Pour cela, on ift8) I'ensemble des sous-
graphespairs de G, dont les sommets sont tous de degré pair.

Une fois xée la valeur du spin de la face extérieure, il existe une bijection simple
(voir 1.2.1) entre une con guration de spins: G ! f  1g et un sous-graphe
pair C de G. Entant donné une con guration , on lui associe le sous-ensemble
C des arétes du graph& séparant des spins voisins opposés, comme le montre
la gure 1.2.1 (droite). On peut donc associer exactemeetux con gurations de
spins ; sur G (dont la probabilité d'apparition est la méme) a un unique
sous-graphe pair d&. Dans ce qui suit, on pose pour une arétde G la quantité
Xe :=exp( 2 Jg), qui permet de dé nir pour une collectio@ de sous-graphes
pairsC 2 C les quantités

Y X
x (C):= Xe; €tx (O = x (C): (1.2.3)
e2C c2c

En utilisant la représentation de contours expliqué ci-dessus, on peut réécrire (e.g.
[37, eq (1.3)])

Z (G :i(e)eze: ) =2 Cwrexp( Jo) x (EG):  (1.2.4)

ou le facteur2 provient de l'association de deux con gurations de spins a une unique
représentation de contour. Cette représentation de contours permet en particulier
d'exprimer de maniére compacte les corrélations entre spins.

graphe arbitraire = |, ..., ; G deG dont tous les sommets sont de degré

------
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telle con guration consiste a se donner collection de boucle§dauxquelles on
a ajouté des chemins reliant deux & deuxves ::;v,,. On peut alors dé nir pour
une arétee de G

En utilisant cette représentation, on voit que (e.g. [37, Proposition 1.3])

Ec v :iitv, T X ](E(G)) X (E(G)): (1.2.5)

En suivant la représentation a basse température, le signqvg;q:;vn](C) compte
la parité du nombre de boucles contenant un nombhmpair des 2n spins, ce
qui correspond exactement au produif, v, - De plus, I'expression précédente
assure que ](E(G)) ne dépend pas du choix de

On rappelle qu'il est naturel d'identi er un aréte de G et une facez(e) de
( G). Cela permet de dé nir une paramétrisation alternative parangle abstrait
2(e) €N posant

2(e) = 2arctanx (e) 2 (0;3 ): (1.2.6)

Ici I'angle , n'a pas spécialement d'interprétation géométrique. Cette parameé-
trisation sera utilisée a plusieurs reprise dans la suite de cette introduction.

1.2.3 . Expansion a haute température

On présente maintenaritexpansion a haute températurdu modéle d'lsing.
Pour cela, on considére un modéle d'lsing assignant des spinaux sommets
G deG. Comme précédemment, on se dor(dg)ez £ () Une suite de constantes
de couplages associées aux ar§®s,ec) = (Vv (€)V, (€))e2e(c) ainsi qu'une
température inverse . On dé nit alors la distribution de probabilités pour une
con guration 2fg © par

1 X
' P J )y (1.27)
Z (G ;(Je)e2c: ) 2E) e v (e v, (e

P[]:=

Le modele est a présent avec condition de blilbde, c'est a dire que les spins
sont portés par les sommets @& et qu'il n'est plus nécessaire de traiter (comme
précédemment) le cas particulier du spin assigné a la face extérieure. Cette fois-ci
la fonction de partition du modéle est donnée par

P P
Z (G ;(Je)e2c; ) = G i 1g€XP 2EG)Jde v (8 v, (o)
(1.2.8)
Poure = (uv), on pose cette foig, :=tanh[ J.] et utilise I'identité élémentaire

pourtout ,; 2 1
exp[2 Jy, u vl=cosh[ J.]J@+ y vtanh[ J.]); (1.2.9)
on peut voir que [37, eq (1.2)]

Z (G ;(Je)ezc; ) =2JGJQEZE(G) cosh[ J.] x (E(G)): (1.2.10)
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En e et, on rappelle que la fonction de partitiod (G ;(Jc)e2c; ) €st une
somme sur I'ensemble des con guration® f 1g® des poids élémentaires na-
turellement associés a chaque con guration. On réinjecte enduit2.9) dans le
membre de gauche d&.2.10), ce qui permet d'écrir@ (G ;(Jo)e2c; ) comme
polynbmes pondéré en les variables variableparcourantjG j. Chaque produit
de mon6mes contenant au moins une puissance impaire de I'un,d&s retrouve
exactement compensé (avec un signe opposé) en passant a la sommation lorsque
I'on considére I'ensemble des con gurations qui coincident en dehors du gpin
Aprés sommation, il reste ainsi seulement les polynémes pour lesquids les
variables , sont exprimées en des puissance paires. I2fd polynémes de ce
type (selon la présence ou non de la variableassociée a chaque spin) et la
contribution de chacun de ces polynémes est la méme (¢ 1) .

utilisant les mémes arguments que précédemment (et en remarquant que le facteur
v, 111 v, estcette fois ci deja présent dans le développementldz10)) on a
directement [37, Section 1.2]

1.2.4 . Dualité de Kramers-Wannier
On remarque que si on a l'égalité

Xe= Xeg= Xg=€exp[ 2 Jc]=tanh[ J.]; (1.2.12)

les fonctions de partition des modéles dé ni SBr et G par (1.2.4) et (1.2.8)

ont alors la méme forme, ce qui est un signe usuel en mécanique statistique que les
deux modéles sont reliés. L'identit#.2.12) se réécrit sous une forme beaucoup
plus invariantesinh[2 J.]sinh[2 J.] = 1 [37, Section 1.2]. Cela permet en
particulier de dé nir le poids dual associé a l'ar&en posant

x2:=(1 xe)(1+ xe) =tanh[ J]=exp[ 2 Jl: (1.2.13)

Remplacerxe par x_ revient ainsi & échanger le réle des modéles d'lsing sur les
graphesG et G (on ne détaille pas ici les subtilités au niveau de la face exté-
rieure). Cette égalité est appeléedaalité de Kramers-Wanniget relie un modeéle
d'Ising surG a un modeéle d'Ising sur son du@ tant que leur constantes de
couplages satisfont I'égalitéinh[2 J.]sinh[2 J.]1=1.

C'est cette observation qui a permis a Kramers et Wannier de prédire la valeur
du point critique du modéle homogéne sur le réseau carré. En e et, ils considérent
le modéle homogeng, = 1 surz2 etJ, =1 sur son dua(z?)® = z2+( 3;1
qui est lui-méme isomorphez?. Selon eux, le modeéle critique (dont le paramétre
critique est le méme pouZ? et son dual), doit I'étre exactement au point de
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symétrie entre son paramétre primal et son parametre gual, et doit donc vérier
x?=(1 x)(1+x) L cequidonne lavaleurcritique = 2 1etlatempérature
critique . = %Iog( 2+1). C'est en se basant sur cette dualité de Kramers et
Wannier [104] gu'Onsager a déterminé dans [135] la valeur du paramétre critique
(en calculant explicitement I'énergie libre du systéme homogéne).

1.2.5 . Représentation Fortuin-Kasteleyn du modéle

Parmi les multiples représentations du modéle d'Ising, il en existe une faisant
partie d'un modeéle plus général de clusters aléatoires, introduit par Fortuin et
Kasteleyn [71]. Ce lien se fait via le couplage d'Edwards-Sokal [68]. Fixons une
con guration de spins =( y)v2c surG . Cette con guration est ditecompa-
tible avec un ensemble d'arét€s E(G) si les spins d'une méme composante
connexeC (que l'on appelle aussi clusters @ prennent tous la méme valeur.
Pour le modéle d'lsing sus dont les poids duaux so? = exp( 2 J,), la
fonction de partition du modéle d'lsing se réécrit (a un facteur global pres) par
[60, Proposition 7.7]

Y

X Y Y
(x2)2Z (G ;(Je)ezc; )= ptelusters(C) T (1 x?) T 2.
€2E(G) C E(G) 6L e2C
(1.2.14)

En particulier, cela permet de retrouver (et inversement) un modéle de clusters
aléatoires a partir d'une con guration d'Ising via le couplage d'Edwards-Sokal via
la procédure suivante

Ising ! modéle FK : & partir d'une con guration 2 f 1g® , on tire
(indépendamment les unes des autres) une variable de Bernoulli de paramétre
xZ pour chaque aréte reliant des spins voisins et alignés. On ne garde alors
que les arétes pour lesquelles la variable de Bernoulli ka@tla construit
la con guration C du modéle FK.

Modéle FK ! Ising : Pour chaque cluster d& la con guration FK, on tire
(indépendamment des autres clusters @§ une variable centrée a valeur
dansf 1g et assigne le spin tiré #ous les sommets du cluster.

On notePEX la mesure de probabilités associée. Ce lien entre les modéles d'Ising
et FK, qui traduit en particulier entre par une interprétation des corrélations d'lsing
via les probabilités de connexions du modele FK, est crucial pour énoncer le résultat
principal du chapitre 5. On note $ v I'évenement ou les deux sommets sont
connectés dans le modéle FK (i.e. ils appartiennent au méme cluster). On a alors
[60, Proposition 7.9]

PEK(U$ v)=Eg [ u v (1.2.15)

Ce résultat se démontre directement en remarquant qu'avec le couplage d'Edwards-
Sokal, conditionnellement au fait que les deux spins soient dans le méme cluster,
leur produit vaut toujoursdl alors que si les deux spins se trouvent dans deux cluster
di érents, la moyenne conditionnelle de leur produit est nulle (car les spins associés
a leurs clusters respectifs sont tirés indépendamment).
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1.2.6 . Passage en volume in ni

On explique a présent comment dé nir le modele d'Isingvetume in ni, ce
qui correspond a créer un modéle de spins sur toutes les facg$.de mesure
de probabilité associée sur le plan n'est pas triviale & construire, et on détaille a
présent sa construction. On commence par se donner une suite croig&aiie o
de sous-graphes d& qui le recouvrent a la limite.

Une des premiéres observations esirlanotonicité vis a vis des conditions
de bord[72, Lemme 3.12], c'est a dire qu'avec des conditions de borsur les
graphesG,  Gp+1 €t pour un spinu 2 Gy, alorsEg [ v 1> Eg , [ u ]
Autrement dit la magnétisation décroit lorsque |'aepousseles conditions de
bord. L'égalité inverse est vraie pour des conditions de bar®de méme il existe
une monotonicité vis-a-vis des constantes de couplages qui se démontre grace a
I'inégalité GKS (Gri ths,Kelly et Sherman) rappelée dans [72, Théoréme 3.20].
Si les constantes de coupagé;..)exg(c) Sont toutes inférieures ou égales au
constantes de couplagéd,..)e2g(c), alors on a

[u]>Eg [u]

+
Gni(J1e)e2E(G)s Gni(Jz.6)e2E(G):

Une généralisation de cette derniere inégalité permet de dé nir [72, Théoréme 3.17]
au moins deux mesures en volume in ni avec conditions de bord a I'in mia la
limite faible

P> [1:= lim Pg [I (1.2.16)

Pour le modéle homogéne avec = 1 et J, = J sur toutes les arétes de Z2,

la valeur deJ in ue sur l'unicité de la mesure en volume in ni. Dans ce méme
cadre, on remarque que les deux mesures construites ci-dessusvardntes par
translation Pour ce qui est de l'unicité on a

1. SiJ > %log(1+ p?) alorsP,; = P,, et il n'existe qu'une seule mesure
de Gibbs (au sens de [72, Section 3.4]) en volume in ni.

2. SiJ < llog(1+ p?) alors les mesures de GibBs, et P,, sont les
deux seules mesures de Gilexdrémales(i.e. qui ne sont pas une combi-
naison convexe non-triviale d'autre mesures de Gibbs). Il est possible de voir
(comme redémontré récemment dans un cadre plus général par Raou [149])
que toute mesure de Gibbs invariante pas translation est une combinaison
convexe dé, .

Il est par ailleurs possible de dé nir ces mesures en volume in ni en utilisant la
représentation FK du modéle (e.g. [60, Proposition 7.12]). On note que lorsque
J > %Iog(l + 2), I'égalité entre les deux mesures extrémales en volume in ni,
l'invariance par retournement des spins ainsi que l'invariance par translation im-
plique queEz2[ ] =0 pour toutu 2 (Z?)?. Pour ce qui est du sens physique,
cela indigue que si les constantes de couplages ont une valeur trop grande, le colt
pour transporter la magnétisation positive de I'in ni a I'origine est trop important.
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Au contraire si les constantes de couplages sont su samment petites, alors les
conditions de bord a I'in ni se propagent jusqu'a I‘origineE-z}z[ .1 > 0 (e.q. [60,
Théoréme 7.13]).

Il est aussi possible de calculer la magnétisation d'un produit de deux spins
E'lu v]I=E [ u v] (cette égalité étant vraie par invariance par retourne-
ment des spins). On déduit du caractére extrémal des deux mesures avec conditions
de bord al'inni que la quantitéE[ , ] esttoujours bien dé nie et a nouveau
invariante par translation. En particulier, un calcul explicite du a Yang [167] (alors
gue le résultat avait été annoncé en amont par Kaufman et Onsager mais sans
publier de preuve) fournit la dichotomie du théoréme suivant.

Theoréme 1.2.1 (Onsager-Kau man-Yang ). Pour le modéle d'lsing urZ?
avec des constantes de couplages homogénks 1 on a les deux alternatives
suivantes

Si < Zlog(1+ pi), alors lim E[ y v]=(1 sinh 2 D3

Si > llog(1+ pi), alors Ii|r1n E[v v]=0.
v !

Il est possible d'en déduire de l'inégalité GKS [72, Théoréme 3.20] et de I'in-
variance par translation que pour< %Iog(l + 2),o0na Ezz[ u]l = (@1
sinh 4[2 ])%. Plus d'une décennie aprés ce premier calcul analytiqgue de la magné-
tisation spontanée, un calcul explicite de la corrélation a deux points Bur la diago-
nale du réseau carré critique a été trouvé par Wu. Lorsque %Iog(l + 2)et
J=1,0naalors

2 nfyl 1 1
Eze| (34 (n+%;n+%)]= - k_l(l @) nn!l c(2n) 7; (1.2.17)

avecC =2se> L 1. Ce calcul ainsi gu'une multitude d'autres sont consignés
dans le livre de McCoy et Wu [123], qui ont développés intensivement la repré-
sentation des corrélations via des déterminants de Toeplitz pour en trouver des
expressions exactes.

Il est important de noter que la transition de phase du modéle d'Ising est
abruptesur le réseau carré. En dessous de la température critique, la magnétisation
en volume in nie est strictement positive. A la température critique, la corrélation
entre spins décroit polyndmialement en leur distance. Au dessus de la température
critique, il s'avere que la corrélation entre spins décroit exponentiellement avec
leur distance comme le montre a nouveau le formalisme développé par McCoy et
Wu [123] (on notera par ailleurs les travaux de Aizenman, Barsky et Fernandez
[1] qui généralisent ce résultat en dimension supérieure). Des travaux récents de
Be ara et Duminil-Copin identi ent le point critique et généralisent ensuite cette
dichotomie de comportement des corrélations a tous les modeles FK (poaut)
dans [15, Théoreme 1.2].
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1.3 . Invariance triangle étoile sur les grilles isoradiales

Il est possible de réaliser des transformations locales du modéle d'lsing qui
préservent la loi de probabilité des con gurations concernant les spins distants du
lieu de cette modi cation de graphe. Une des transformations les plus connues
est la transformatiortriangle-étoile dont il existe un analogue dans le cadre des
fonctions harmoniques sur les réseaux électriques [115] ainsi que les modéles de
dimeéres (e.g. [164]). Cette transformation a été largement étudiée pour les graphes
planaires généraux (sans plongement particulier) par Baxter dans [12] et admet une
interprétation géométrique naturelle dans le cadre des grilles isoradiales, dont les
propriétés élémentaires seront rappelées dans la section 1.3.2.

1.3.1 . Les poids Z-invariants de Baxter

Dans ce qui suit on utilise les notations de la gure 1.3.2 et travaille avec un
graphe planaireabstrait G (et ne considére donc pas pour l'instant un éventuel
plongement isoradial) contenant un sommet de degré 3, dont les trois voisins
sont notésu.,.3. On noteu, .,.3 les trois faces adjacentesva (a gauche dans la
gure 1.3.2). Considérons a présent le grapBGe (a droite dans la gure 1.3.2),
qui coincide ave& en dehors del;.,.3 et ol

Le sommet v est remplacé par une face,
Les arétes g = (Vv v;) sont remplacées par les arétes:13.23.

On utilise a présent la paramétrisation 2]0; 1[$ ¢ := 2arctan(xe) [37, Section
3.5], rappelée danfl.2.6), pour laquelle la dualité de Kramers-Wannier rappellée
dans la section 1.2.4 se traduit par 'égalit¢+ 2= 5.

Les travaux de Baxter [12, equations (6.4.8)-(6.4.16)] impliquent que si pour
tout fp;q;rg 2 f 1;2; 3g on a l'identité sur les poids d'Ising (appelée équations de
Yang-Baxter)

2, ? 2 (y? 2
_ Xpg* XprXgr Xp+ Xq _ Xpg(Xpr * Xqr)
XpXg= 7————— 55 = 5 Xqr (1.3.1)
?2 2,7
X2+ XX’
2,72 _ XpT Xgkr .

alors
les lois de probabilitesPs et Pg nry ¢ SONt identiques.

les lois de probabilités P et Pc sont identiques.

G nfv g
On peut noter par ailleurs qug..3.1) est une bijection entre les triplets de la forme
(X1; X2;X3) et ceux de la forméxi2; X23; X13):.

On présente maintenanine solutiona ces équation découverte par Baxter. La
version que I'on montre ici est une version légerement modi ée de sa résolution
originale et correspond a la paramétrisation qui sera utilisée dans le chapitre 3. Les
lignes qui suivent échangent le rdle des paramétres elliptikuetsk” par rapport
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au travail original [12], comme rappelé dans [28, Section 2.2.2]. Baxter commence
par se donner trois anglestraits 1; »; 3 dans]0;5[vériant 1+ >+ 3=
et pose [12, equations (6.4.8)-(6.4.16)]

2= 5 35 1BE 5 2 et o3:= 5 U (1.3.3)

Il xe ensuite un paramétre elliptiquk 2 [0; 1] iR+ (i.e. k? 6 1) et dé nit les
modéele d'Ising pour lesquel les constantes de couplage véri ent

Xp = tan( ?p) ; tan( p) = sc( Jk) tan( qr) :=

K (k) K (k)jk) ou (1.3.4)
sc ( jk) est la fonction elliptique de Jacobi associé au paramétre elliptique
(voir e.g. [27, Appendix A]).
K (k) l'intégrale elliptique de premiére forme (voir e.g. [27, Appendix A]).
On a alors la proposition suivante

Proposition 1.3.1  (Baxter ). La paramétrisation (1.3.4) fournit une solution
au systeme(1.3.1) d'équations de Yang-Baxter.

On rappelle qu'avec les notations précédent%s; > peét T,? = 5 p-
Ainsi, avec le choix des poids de Baxter donné (@a3.4), la dualité de Kramers-

Wannier se traduit pax; = tan( 3 2), ol tan( 2) = ((T)jk ) et k? =

k(1 k? 2 estle parametre elliptique dualla Autrement dit avec le choix des

poids de Baxter, la dualité de Kramers-Wannier correspond a

Remplacer ¢ par 2,

Remplacer k park”.

On notera une paramétrisation qu'il existe alternative du modéle [28, Section 4.3]
par un réel appelé laome noté q 2 R et qui lui est relié par la relatlom
exp( 'f(((lf))) (ot K qKk) est l'intégrale elliptique de la seconde forme). Avec cette

paramétrisation, la dualité de Kramers-Wannier se traduit en posant parameétre
9= q
1.3.2 . Les grilles isoradiales
On rappelle ici la notion de graphe isoradial, dont le nom a été xé dans [99]

(et dont il existe aussi des traces précédentes dans la littérature [129, 59]), et qui
est un des objets d'étude centraux dans ce manuscrit. Sur cette classe de graphes,
I'analyse complexe discréte est relativement bien comprise [47, 99, 36], dans des

proportions comparables a celles sur le réseau carré.

De nition 1.3.1. On dit qu'un graphe G admet un plongement isoradial
propre (G)! Cde pas sichaque face de est inscrite dans un cercle de
rayon , chaque centre de cercle inscrit se trouve a l'intérieur de la face associée,
et que les di érentes faces ne se recouvrent pas en dehors des segments qui les
relient.
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On confondra trés souvent dans la suite un graphe isor&liat son plonge-
ment isoradial (G). En particulier, lorsque I'on considére un plongement isoradial
de G, chaque face du graphe plongé( ( G)) se trouve étre uhosangedont les
cbtés sont des segments paralléles et de longuen associe a ce losange l'angle

e formé entre la diagonale des sommets@e et I'une des arétes adjacentes a
cette diagonale.

Le plongement isoradial crée un systemeligees de chemin de fefaussi
appeléedignes de rapidité d'un systéme intégrabdians [12]), vu comme une
chaine bi-in nie d'arétes de losanges voisins dp{€&), tel que si la chaine entre
dans un losange par une aréte, elle en sort par l'arréte qui lui est opposée (et
donc ici parallele). Il est aussi possible de dé nir de la méme maniere ces lignes
de chemin de fer sur un graphe planaire abstrait. Dans ce cas la, un théoréme de
Kenyon et Schlenker [102] assure qu'un gragh@dmet un plongement isoradial
si et seulement si

1. Aucune des lignes de chemin de fer ne se repasse par elle méme ou bien
n'est périodique.

2. Deux lignes de chemin de fer distinctes ne se coupent au plus qu'une seule
fois.

La classe des grilles isoradiales contient par exemple les réseaux carrés, rectangu-
laires, hexagonaux, triangulaires, leurs mélanges, mais aussi des grilles sans symétrie
apparente.

Il est possible de réaliser une modi catitotaledu graphe isoradial en restant
dans le cadre isoradial. Cette transformation s'appelleeteurnement de cuhde
nom provenant d'une interprétation de graphe isoradial comme une surfaceéRdans
(voir par exemple [127, Figure 1.12]). Plus précisément, 6oiin graphe isoradial,
v un sommet de degré 3 dont les trois voisins sont natgs;. On peut remplacer
les trois losanges dé G) adjacents & par trois losanges de méme bord extérieur,
mais avec un sommet a la place. Cette opération revient a échanger deux lignes
de chemin de fer qui se croisent en un losange (e.g. [27, Fig.1]).

Comme cela est démontré dans le chapitre 3, il est possible d'étendre une partie
nie d'un graphe isoradial en une grille isoradiale in nie, dont une partie de la grille
correspond a un réseau rectangulaire. Cette chirurgie est un des ingrédients cruciaux
pour prouver la non-dépendance en la géométrie locale de certains observables
associées au modeéle d'Ising sur les graphes isoradiaux. Pour appliquer ces idées, on
commence par prouver (en utilisant par exemple des méthodes d'analyse complexe
discréte) une non-dépendance en la géométrie lomaein graphe isoradial donné
approxime la mesure de probabilité en volume in ni par une mesure en volume
ni sur un (grand) sous-graphd3, puis conclut en utilisant la non-dépendance
en la géométrie localsur l'extension du graphe contenaBt ainsi qu'une partie
d'un réseau rectangulaire (ou des calculs explicites sont possibles). Il est utile de
remarquer que cette opération est réalisée sans utiliseetteirnement de cuhe
mais simplement par une extension des lignes de chemin de fer.
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On présente maintenant le lien entre la paramétrisation abstraite de Baxter et
le modéle d'lsing sur les graphes isoradiaux. Dans le cadre isoradial, les travaux de
Boutillier, de Tiliere et Raschel [28] prouvent qu'en choisissant les aaplssaits
~ dans(1.3.3) égaux aux anglegéométriquesles losanges du plongement isoradial
(dé nis a gauche dans la gure 5.3.1), la paramétrisation devigrihvariante(c'est
a dire invariante paretournement de cubet par transformationtriangle-étoilg.

Dans cette série d'articles, la dé nition des poids est locale et ne dépend que
de la géométrie du losangr associé a une aréte dans le graphe isoradial. Le
parameétre elliptiqueék (ou alternativement le nome) joue le réle d'une tempéra-
ture, le modeéle est critiqgue au poids auto-duaux qui correspondent=a0 [28,
Théoréme 3] (dans ce cas la les angles géométrigsies abstraits ¢ coincident).

C'est la dérivée seconde de I'énergie libre qui diverge logarithmigquement, fournis-
sant une transition de phase du second ordre. Lordqed), les poids deviennent

des fonctions trigonométriques usuelles dgsavec par exemplge = %

Toujours pour les poids Z-invariants, les travaux de Lis [114] assurent que
lorsquek? > 0, le modele est sur-critique (les corrélations décroissent exponentiel-
lement vite avec la distance entre les spins) alors que gour 0 la magnétisation
en volume in ni est strictement positive.

Le chapitre 3 est centré sur I'étude du modéle diassif sur les graphes
isoradiaux, suivant les récents travaux de Park [137, ]. En des termes plus
précis, on commence par se Xxer un parameétre réel On considére alors un
graphe isoradial de pas équipé du modéle d'Ising aux poids de Baxter Z-
invariants avec un nome qui vagt= %m . L'objet de notre étude est alors la
limite d'échelle (proprement normalisée) du modéle lorsque I'on fait tendre le pas

du réseau ver® en méme temps que l'on fait tendre la température vers la
température critiqgue. Dans la formulation usuelle du modéle d'lsing sur le réseau
carré avec des constantes ds couplages unitaires, notre travail revient a étudier la
limite d'échelle du modeéle sur2 Z2? a la température = .+ T~ (o0  est
la température critique du réseau carré rappelée dans la section 1.2.6).

1.4 . Motivations et perspectives sur les résultats présentés dans
ce manuscrit

Avant de rentrer dans les détails les plus techniques de cette introduction
et d'énoncer les résultats de notre travail, il nous semble important d'essayer de
donner au lecteur quelques perspectives et motivations sur les nombreux travaux
passés et futurs concernant la limite d'échelle du modéle d'Ising planaire critique
et presque-critique. Nous expliquons aussi en quoi les connaissances actuelles nous
ont poussé a explorer certains résultats et quelles sont les conjectures que I'on
souhaite traiter (a long terme) avec le formalisme et les outils présentés dans ce
manuscrit. Nous écrivons cette section sous forme de liste, an d'en simplier la
lecture et d'en assurer la clarté.
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Figure 1.3.1 (Gauche) Paramétrisation géométrique de l'angle, pour
le losangez(e) pour le plongement isoradial de pas. (Centre et droite)
Retournement de cube, passant d'une con guratiotriangle a une con -
guration étoile. Le reste du graphe isoradial n'est pas modi é. On fera
dans ce manuscrit souvent I'hypothése dite deangle bornéessur les
graphes isoradiaux, qui suppose que les angles géométriquesdes lo-
sanges sont tous bornés inférieurement par une constante universejle

Figure 1.3.2 Transformation abstraite passante d'une con guration
triangle a une con guration étoile. Les arétes du graphe bipartite( G)
sont dessinées cette fois-ci en traits pleins alors que les arétessdsont
dessinées en pointillées. (Gauche) Con guration étoile dars avec le
sommetv 2 G qui possede 3 voisins. (Droite) Con guration triangle
dansG avec la facau,; u,; u; dont le centre estv . En choisissant des poids
d'Ising correspondant a ceux de Baxter (1.3.4), les lois de probabilités
concernant les événements en dehors de cette modi cation locale sont les
mémes sur le graphe contenant le triangle et celui contenant I'étoile.
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1. Dans les travaux fondateurs des physiciens de la théorie conforme des champs
(notamment via articles de Belavin Polyakov et Zamolodchikov [16, 17]), il
a été conjecturé que le modéle d'Ising critique admet limite d'échelle
invariante conformelLes développements (rappelés dans la section 1.8) sui-
vant les travaux de Smirnov [160] permettent de justi er cette prédiction en
lui donnant une formulation simple dans les domaines simplement connexes
(ou il la notion d'application conforme prend tout son sens). Ces résultats,
proposant une description extrémement précise de la limite d'échelle, ont
tous été originellement prouvés sur le réseau carré. Dés lors, un des objectifs
naturels a été de justi er la prédiction originale de Kadano , qui postule que
la limite d'échelle du modéle d'Ising critique ne dépend pas de la géome-
trie locale du graphe. On appelle ce phénombmeiversalité vis-a-vis de la
géomeétrie localela classe de graphes sur laquelle il a longtemps semblé rai-
sonnable de prouver une forme d'universalité est celle des graphes isoradiaux
équipé de leur poids Z-invariants critiques (dont les caratéristiques sont dé-
taillées dans la section 1.3.1). Pour les grilles isoradiales critiques, le seul
résultat qui n'avait pas encore été étendu au-dela de la grille carré critique
concernait les corrélations de spins, pour lequel la preuve mais aussi les fac-
teurs de normalisations n'étaient pas connus. Le chapitre 3 répond a cette
guestion (généralisant aussi des travaux de Park sur le modéle Z-invariant
massif [137]).

2. Laseconde motivation est celle de traiter le cas des graphes généraux équipés
d'un modele d'Ising critique et presque critique, la ou la notion de criticalité
n‘admet que rarement (pour l'instant) de formulation claire. On peut tout
de méme considérer deux problémes suivants suivants

Les grilles doublement périodiques équipées de leur poids critiques (la
condition de criticalité a été prouvée par Cimasoni et Duminil-Copin
dans [52]). Trouver un plongement, prouver l'invariance conforme du
modele et une forme d'universalité sur ces graphes doublement pério-
digues correspond a une question posée par Duminil-Copin et Smirnov
dans [65]

Les cartes aléatoires équipées d'un modele d'Ising critique, dont les
physiciens conjecturent (voir e.g. [67]) qu'elles convergent vers un ob-
jet appelé laGravité Quantitque de Liouville

Pour répondre a ces questions, Chelkak a introduit une procédure de plonge-
ment explicite (décrite dans la section 1.7), prouvant déja la convergence des

interfaces vers FK vers le processus SLE(16/3) sur les grilles doublement pé-
riodiques critiques. Au-dela du traitement de ce cas précis, les conséquences
principales de la construction de Chelkak sont les suivantes :

Le formalisme des s-plongements uni e le traitement des graphes dou-
blement périodiques critiques, isoradiales critiques et Z-invariantes mas-
sives. Cependant ce formalisme dépasse les cadres que I'on vient de
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mentionner. Il est possible de construire un s-plongement propre pour
tout les graphes nis, ce qui fait espérer qu'on puisse l'utiliser (dans
trés longtemps) pour prouver des résultats de convergence sur des
grandes cartes aléatoires critiques et se rapprocher des prédictions des
physiciens. On peut aussi envisager d'utiliser le formalisme sur des
grilles dont la combinatoire est déterministe mais les poids sont choi-
sis aléatoirement.

Le formalisme des s-plongements fait un lien surprenant entre le modéle
d'Ising et certaines surfaces dans I'espace de MinkoR&kj indiquant
gu'il existe une description naturelle de la limite d'échelle du modele
d'Ising planaire utilisant la géométrie Lorentzienne.

Si I'on devait formuler ainsi quelques conjectures et perspectives, auxquelles
on espére apporter une (trés modeste) contribution a I'avenir, les plus importantes
seraient les suivantes :

1. Prouver complétement l'invariance conforme du modeéle d'Ising sur les graphes
critiqgues doublement périodiques (c'est a dire traiter les corrélations de spins
et le champ d'énergie).

2. Développer et illustrer le lien découvert par Chelkak entre le modeéle d'lsing
planaire et les fonctions massives holomorphes sur des surfaces plongées
dansR?1,

3. Construire une classe de quadrangulations aléatoires (équipées par exemple
des poids critiques uniformes du réseau carré) et développer une théorie de
convergence pour faire le lien avec la Gravité Quantique de Liouville. La
premiere étape semble étre d'essayer d'appliquer les résultats du chapitre
5 pour prouver une résultat du type Russo-Seymour-Welsh sur les grandes
cartes aléatoires.

4. Prouver (en appliguant a nouveau les résultats du chapitre 5) un résultat
du type Russo-Seymour-Welsh sur la grillé équipée de poids aléatoires
i.i.d. centrés autour de température critique du réseau carré homogéne, et
étendre a ce cadre la des résultats de convergence concernant les observables
du modéle.

1.5 . Le formalisme de Kadano et Ceva

On présente dans cette section le formalisme de Kadano et Ceva introduit
dans [93], qui explique de maniére claire le lien entre le modéle d'lsing présenté
plus haut et I'analyse complexe discréte formalisme uni e la quasi-intégralité
des approches utilisées jusqu'ici (et rappelées dans la section 1.8) sur les grilles
isoradiales Z-invariantes équipés de poids critiques et massifs, ainsi que sur les
graphes doublement périodigugsomme développé dans la section suivante, ce
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formalisme permet de créer a partir du modeéle de physique statistique des fonctions
dont les relations locales s'interprétent (aprés complexi cation) comme une forme
d'holomorphie discréte. On commence par ajouter quelques notations de graphes.
On rappelle que( G) correspond aux arétes dé G) et que ses sommets sont
appeléscoins et sont notés typiquement pac 2 ( G). Dans ce qui suit, on
considere desevétements rami és a deux feuilletdont on précise la structure
locale de branchement selon les contexte. La rami cation a deux feuillets autour
d'un point correspond a la rami cation de la surface de Riemann dé niezar

z autour de l'origine. Le lecteur est invité a consulter la gure 3.2.1 pour suivre
les dé nitions qui suivent.

On note (G) le revétement rami é a deux feuillets qui branche autour de
toutes les faces dg G), c'est a dire autour de chaque 2 G ,v 2 G et
z 2} (G). Cette notion reste bien dé nie pour un graphe ni, le théoréme
d'Euler assurant qué( G )+#( G )+#( } (G)) est pair, ce qui assure que
la rami cation autour de la face extérieure est une notion bien dé nie.

On se donne $ = fvy;iii;VyiVyiiiive0 ( G) avecn et m deux
entiers pairs. On note ¢ (G) le revétement rami € a deux feuillets de G)
branchant autour de toutes ses faces (c'est a dire & nouveau tous les sommets
dev 2G,v 2G etz2} (G)) hormisles sommets d8 .

On note ¢ (G) le revétement rami é a deux feuillets dé G) branchant
uniquementautour des points dé .

On noterac; ¢ les deux coins di érents d'un revétement provenant du relévement
d'un méme coirc2 ( G).

On dé nit maintenant lesspineursqui représentent une une classe de fonction
importante dans le formalisme de Kadano et Ceva. SBitune fonction dé nie
sur un sous-ensemble de; (G) ou bien de ¢ (G) pour$ xé. On dit que F
est unspineursi pour toute paire de coins;¢* correspondant au relévement du
méme coin dans&, on a

F(c)= F(c*):

Avec des mots, cela veux dire que les valeurs dmn deux relévements di érents
d'un méme coin ne diérent que d'un facteur multiplicatif 1. Cette propriété
correspond a une caractéristique de la fonctiod! = z lorsqu'on la dé nit sur la
surface de Riemann naturelle associée.

1.5.1 . Introduction du désordre
On invite dans cette section le lecteur a se référer a la gure 1.5.2 pour une

comme précédement un sous graphe arbitraire=  MV1:Vml G dont tous les
sommets sont de degré pair, excepté ceuxtug :::;v,,g (représenté en rouge

dans la gure 1.5.2). L'idée de Kadano et Ceva, introduite dans [93] commence
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Figure 1.5.1 Exemples de représentation graphique de di érents re-
vétements rami és annoncés au-dessus. Les coms’ correspondant au
relevement du méme coin d& sont représentés par deux triangles, la
pointe de l'un étant orientée vers le haut et celle de l'autre vers le bas.
Deux coins sont voisins dans le revétement associé s'il sont reliés par
un trait plein épais. (Gauche) Structure locale du revétement rami é
vw) du graphe médial de ;les sommetsy 2 etw2  sont coloriés
en gris. (Droite) Structure locale correspondante du revétement rami é
vw]- L& revétement de gauche branchpeartout hormis autour v et w
alors que celui de droite ne branche gqu'autour de et w.
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par modi er le modeéle d'Ising, en remplagant les constantes de couplhgésui

sont jusqu'ici toujours positives) par J, le long des arétes de . Ceci revient

a rendre le modélanti-ferromagnétiqueau long de , en favorisant les con -
gurations de spins opposés autour de (comme cela apparaitra pour le calcul
des corrélations mixtes dé nies dai($.5.2)). D'un point de vue des notations
introduites précédemment, cela revient a remplacee) parx (€) ! le long de
lorsque I'on calcule les corrélations mixtes dé nies ci-dessous. Une méoridrelle

de préciser cette anti-ferromagnétisation du modéle est de considérer la variable
aléatoirede désordrqui dépend a priori de ) dé nie par

vy sy, T EXP 2 e vy nide v (e) v, (8)

En utilisant I'expansion a basse température de la section 1.2.2, on voit que ([37,
Section 3.3)])

Ec v, v, = x (EM#Vel(G)) x (E(G)); (1.5.1)

Une remarque importante est que I'express{@rb.2) ne dépendoas du choix de
.Eneet, pour ; et , dé nis comme ci-dessus, il existe une bijection naturelle
(préservant le poids des con gurations) entre con gurations de spins pour lesquelles

on a inverseé le poids des aréteqe) le long de ;.,. Il sut alors de concaténer
1:2 pour former une con guration de boucles, puis inverser la valeur des spins a
l'intérieur des boucles de; 5.

On peut alors généraliser les formul@s2.5) and (1.5.1) aux corrélations
mixtes (qui correspondent a la corrélation entre spins multiplié par une variable
de désordre ,, 111y, dénie comme ci-dessus). C'est ici que la caractere anti-
ferromagnétique apparait, puisque lorsque I'on calcule cette corrélation mixte entre
spins et désordres, cela revient a calculer la corrélation entre spins en ayant inversé
les constantes de couplage le long des lignes de désordre. Plus formellement, on
pose (voir e.g. [37, eq (3.4)]) pour;;:::;v, 2 G

Ec v, ovy v iilovy = X Vn](E[Vl?””Vm](G)) x (E(G)); (1.5.2)

ou I'on rappelle quex (C) = Qezc Xo, EV1Vm] représente I'ensemble des sous
graphes dé= (G) qui ont degré pair partout excepté en les sommats:::;v,, et

_ X sSie6
X(1(8) = Xe sinon.

comme cela a été dé ni dans les sections 1.2.2 et 1.2.3. L'expre¢&ibiR) est
a priori dé nie au signe pres (i.e. elle dépend du choix joint des ensemblasd

) puisque dans la dé nition de([vl;:::;v ](E[Vl ----- vml(G)), la parité du nombre
d'intersections entre and  rentre en compte. |l n'est pas possible de xer
de maniére canonique I'ambiguité de signe déhs.2) si on se limite au produit

cartésien(G) ™ (G ) ".
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On va maintenant considérer I'expressi@h5.2) comme unefonction des

signe que l'on vient d'expliquer (ce qui passe par considérer la fonction comme
étant dé nie sur un ensemble plus grand). Pour cela, on commence par xer un
plongementarbitraire S de G dans le plan, et considérer le revétement rami € a
d8ux feéuillets d€G ) ™ (G ) " dont la structure de branchement est celle de
[Tt =1 (S(vp) S (vq))]'7. Dans ce cas I3, les quantités de la for(ie5.2)

sont toujours vues comme fonction dg;:::;Vy;Uq; iU, mais il est en plus
possible de xer I'ambiguité de signe de maniére consistante lorsque I'on modi e
les positions respectives ®g;:::;vy,;Uq; 1 U,. Cette discussion est tres délicate

(y compris pour les spécialistes) et est réalisé de maniére remarquable et com-
plete dans dans [39, Section 2.2]. En quelques mots, l'idée est de xer un signe

choix de de signe de maniécanoniquelorsque |'on passe d'un revétement dont
la structur%de %anchement est celle ﬁé pe1 q=1(S(vp) S (vq))]1=2 au re-
vétement[ ~ oLy 0. (S(V)) S (V7)1 lorsque lesvy; itV ug;iiiu, et
v9ivd;u? iUl ne diérent que d'un élément.

Un calcul similaire a celui de la dualité de Kramers-Wannier introduite dans la
section 1.2.4 permet de véri er que (e.g. [37, Proposition 3.3])

Ec v, iilv, viittvy, T Beoov tinov, v iy, (1.5.3)

ce qui signi e que dans la dé nition desrrélations mixtesles roles joués par les
graphesG et G sont équivalents.

Figure 1.5.2 Con guration correspondant a l'insertion du désordre le
long de l'interface (déssinée en rouge), reliant; av,. On peut calculer
alors la corrélation mixte Eg [v;Vv.v;V.], ou les sommets/, et v, sont
adjacents au méme coic2 . Cette quantité dépend (au signe pres) du
nombre d'intersection entre et de chemin (entre arétes duales) reliant
v, avg.
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1.5.2 . Construction des corrélateurs

On va a présent utiliser le formalisme du désordre introduit précédemment, mais
pour construire une fonction dé nie sur I'ensemble des coinssdén appelera
ces fonctions desorrélateurs de Kadano -CevaAvant cela, on commence par
rappeler une paramétrisatioabstraite des poids d'Ising déja mentionnée dans les
paragraphes précédents. On rappelle qu'il existe une identi cation naturelle entre
une arétee de G et une facez(€) de ( G). On deé nit le parameétre abstrait ;¢
par

2(e) = 2arctanx (e) 2 (0;3 ): (1.5.4)

Ici ;¢ N'a pas specialement d'interprétation géometrique.

En utilisant les formules de trigonométrie usuelles, on remarque directement
quecos( ;) = (1 x (6))(L+ x (€)?) ! ainsi quesin( ;) = 2x (€)?(1 +
x (€)?) 1. Pourm et n deux entiers pairs, on considére une expressicrodela-
tion mixte ou I'un des spins et I'un des désordres sont choisis comme étant voisins
dans ( G). Pour un coinc 2 ( G), soientv (¢) 2 G etv (c) 2 G les deux
sommets de( G) reliés viac. On dé nit de maniére purement formelle le fermion
au coinc par

c= v(o v (- (155)
Plus précisément, on dé nite corrélateur fermionique de Kadano -Cey4.5.2)
en posant (voir e.g. [37, Proposition 3.3]) pour un caide ¢ (G)

Xs(©=Es[ cviit v, , viity, I (1.5.6)

Ainsi, lorsque les points di sont xés, la quantitéX ¢ (c) est bien dé nie au signe
prés, dont on peut a nouveau lever I'ambiguité lorsqu'on la dé nit sur le revétement

s (G). Ainsi, on va considérer les corrélation mixtes comme une fonction de la
variablec.

L'objectif nal de notre utilisation des corrélateurs de Kadano -Ceva est d'étu-
dier leur limite d'échelle, dans un sens que I'on précisera par la suite. Pour cela,
ce sont des fonctions remarquables puisqu'elles véri ent une relation locale trés
simple, qui s'interprétera ensuite comme une forme d'holomorphie discréte. On dé-
taille a présent cette relation locale, qui est purement abstraite et ne requiert pas
de plongement particulier.

Les notations des lignes suivantes correspondent a la gure ci-dessous. On
considére le quadrilatere = (vgviV1Vp) dont les sommets sont donnés dans
I'ordre trigonométrique et pour lesquels on choisit trois relevementsglecy:1 q
et c1 pgq conseécutifs dans ¢ (G) (en notant cyq = (VpVy))- Dans ce cas I3, le
corrélateur fermionique de Kadano -Ceva satisfait une equation linéaire de propa-
gation locale trés simple autour @€e), dont les coe cients dépendent uniqguement
de la constante de couplagk, du modéle via la paramétrisatiofi.5.4) . On a
alors (e.g. [37, eq (3.11)])

X$ (Cog) = X3 (Cpix q)COS z(e) + X (C1 pig) SIN ey (1.5.7)
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Figure 1.5.3 Notations utilisées pour la relation de propagation a
trois termes (1.5.7). Les coins sont représentés par des triangles, avec
deux reléevements du méme coin dans le revétement représentés par des
triangles orientés a l'opposé l'un de l'autre. Les coins voisins dans le
revétement sont reliés par les traits pointillés. Le graphe des coins branche
localement autour dez 2} (G).

Cette relation locale a été introduite sous cette forme par Mercat (voir e.g. [129,
Section 4.3] mais celle-ci a été mentionée par Dosentko [56] et apparait aussi dans
les travaux de Perk [142, ]) et se démontre de maniére formelle (e.g. [37, Re-
marque 3.12]) en remarquant (v{@.2.9)) que y, v, sin( z7)=1 cos(z) v, v,,

ce qui revient a considérer de maniére combinatoire les con gurations contenant ou
non l'arétee = (vyv,) dans le calcul de la corrélatida.5.2). En particulier, toute
solution de(1.5.7) est automatiquement un spineur (c'est une conséquence algé-
brique trés simple de la relatigil.5.7)). C'est cette relation(1.5.7) qui explique

la possiblité de construire des observables holomorphes discrétes. Il est crucial de
noter que cette relation estbstraite et ne nécessite pas de xer d'un plongement
de G dans le plan.

On xe a présent un plongemerg : ( G) ! Cde ( G) dans le plan et on
dé nit
c:= & exp iéarg(S(v (@) S (v (9) ; &= €7; (1.5.8)

ou le pré-facteug est choisi pour étre consistant avec les notations de [48, 33].
L'ambiguité de signe dans la dé nition de peut étre a nouveau évitée en tra-
vaillant sur ~ (G). Dans le cas 0% est un plongement isoradiat,= ( vyVoV;Vy)

est un losange et on peut voir directement queest une solution d€1.5.7). Plus
généralement, les produits de la forme

Xs(©: s(G)! C (1.5.9)

sont des spineurs sur le revétemeng (G), branchant uniquement autour des
sommets de I'ensembfe = fvy;:::v,, 1;Vy;:01V, 4 utilisés pour la construction
des corrélateurs réalisée \(ih5.6).
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Un ingrédient essentiel pour I'analyse des spineurs est l'introduction de la fonc-
tion abstraiteHx, associée au corrélateds . Cette fonction est une forme qua-
dratiqgue du spineuX qui s'avére fort utile pour étudier la limite d'échelle des
observables complexi ées mais aussi de construire les s-plongements 1.7. Il est a
noter que la présence des branchements n'in ue pas sur la dé nitioH gde et on
ne mentionnera pas l'indice dans la dé nition qui suit (ici seule la relation locale
(1.5.7) importe pour la consistance de la dé nition). La dé nition suivante, a été
introduite dans une forme équivalente par Smirnov dans [162], mais son extension
a} (G) a été faite pour la premiere fois dans [33]

De nition 1.5.1.  Soit X un spineur sur  (G) satisfaisant I'équation(1.5.7).
On peut alors dé nir a une constante additive prés la fonctionHy sur ( G) [
} (G) via ses incréments poump;q=0;1

Hx (vp(2))  Hx (2)
Hx (vg(2)) Hx (2)
Hx (Vp(2))  Hx (V4(2))

X (€po(2)) X (cp1(2)) COS 7;
X (Cog(2)) X (c19(2)) sin z; (1.5.10)
( X (cpa(2))) %

ou les coins sont choisis comme étant consécutifs sur (G). Cette dé nition
est purement combinatoire, et sa consistance provient directement de I'équa-
tion de propagation (1.5.7).

1.5.3 . L'observable de Smirnov sur les graphes isoradiaux

On explique a présent I'étape décisive faisant le lien entre le modéle d'Ising
et sa limite d'échelle dans le continu. Cette percée majeure est due a Smirnov
[162, ] dans ses travaux fondateurs sur le modele critique sur le réseau carré et
a été développée par la suite sur les grilles isoradiales. En des mots trés simples,
I'idée de Smirnov consiste a construire des fonctions discrétes holomorphes dé nies
uniquement par leur conditions de bord et singularités, et qui composent bien avec
les interfaces et corrélations du modéle d'Ising. Il s'agit alors de prouver I'existence
et l'invariance conforme d'une limite d'échelle pour ces observables discrétes a n
de prouver l'existence et l'invariance conforme d'une limite d'échelle du modéle
d'Ising. On présente ici la premiére observable introduite par Smirnov, c'est a dire
I'observable FK-Ising avec condition de bd@dbrushin qui a mené ensuite a une
activité trés importante autour de l'invariance conforme comme le montrent les
nombreux résultats rappelés dans la section 1.8.

On utilise dans ce qui suit les notations de la gure 1.5.4 (qui utilise des
notations semblables a [33, Figure 2]). On xe un domaine nid'une grille
isoradiale avec des conditions de bord dites Dobrushin, c'est a dire que son bord
@ (toujours avec les notations de la gure 1.5.4) se divise en

Un arc (ab) de sommets du graphe primal (en pointillés rouges).

Un arc (ba de sommets du graphe dual (en pointillés bleus).
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Les deux arétes de ( G) qui passent par les coirgset b (pointillés violets).

Tous les sommets da) sontbranchésensembles (représenté par I'arc bleu)
et tous les sommets d@b) sontbranchéssnsembles (représenté par l'arc rouge).
Le bord du graphe( G) est représenté en pointillés verts. Il s'agit donc, si on
considere le point de vue du modele §ur comme des conditions branchées sur
(ba) etlibres sur (ab) . On considére alors le modéle FK-Ising suravec les
conditions de bord ci-dessus, et dé nit grace a cela

ab l'interface la plus a gauche reliamt a b et séparant le cluster primal
attaché au spin de bor¢ba du cluster dual attaché au désordre de bord
(ab) . L'interface séparant des éléments @G et de G , elle s'interpréte
directement comme une suite de coins voisins dangui débute ena et
termine enbh. Cette interface est representée en orange.

Pour un coin c appartenant a 4., on dé nit wind( a.p;a! c) l'incrément
de l'argument (compté algebriguement) le long du chemip entrea et c.
Si ¢ n'appartient pas a 4, on pose win@ zp;a! ¢):=0.

C'est avec ces objets que Smirnov dé nit pau? ( G) la fonction [160, eq (19)]
F(Q):= E 1[c2 aplexp Iéwind( apal o (1.5.11)

ol la mesure de probabilite™® est rappelée dans la section 1.2.5. Cette formule
semble a priori étrange, ésotérique et di cile a exploiter. En réal@étte fonction

qui a été introduite de maniere purement combinatoire par Smirnov sans utiliser
de lien avec formalisme de Kadano et Cesavére étre une complexi cation du
formalisme de Kadano et Ceva i.e. la fonctidh de (1.5.4) coincide exactement
avec CE"‘”f[ c (ab (ba ] (voir e.g. [35, Remarque 3.2]).

1.5.4 . S-holomorphie des observables et étude de leur limite d'échelle

La construction des observables fermioniques présentées ci-dessus ne permet
pas pour l'instant de faire quelconque passage a la limite d'échelle et construire de
lien avec l'analyse complexe. En e et, ces observables sont a priori pour l'instant
des fonctions réelles ou bien avec une phase complexe prescrite par le réseau (sur la
grille carrée, il n'y a qud directions possibles poug). Pour les étudier, Smirnov
prend une combinaison linéaire [160, Section 2] de la fonction sur les coins d'un
méme losange de(G) pour en faire une fonction holomorphe discréte s¢6G). II
lui reste alors a prouver que ces observables holomorphes discrétes convergent bien
pour en extraire de l'information reliant discret et continu. La dé nition cruciale
est celle de la s-holomorphie que I'on présente maintenant, introduite dans [160,
Dé nition 3.1] et dont le nom a été xé dans [48, Dé nition 3.1]. On note [Pr R]
I'opérateur de projection orthogonale usuel, qui a un nombre comptee C
associe Hz; R] son projeté orthogonal sur la droiteR  C.
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Figure 1.5.4 Exemple d'un domaine aveaes conditions de bord Do-
brushin Toutes les faces de l'ar¢bd constituent un unique spinalors
que tous les sommets de l'ar(ab) constituent un unique désordrelLes
quadrilatéres de bord sont notés par des losanges. Les cairet bfont la
jonction entre les deux arcs de bord. L'interface reliard a b en séparant
les clusters primaux et duaux pour le modele FK est matérialisée, en
orange, par la suite des coins qu'elle traverse.
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De nition 1.5.2.  On dit qu'une fonction F dé nie sur un sous-ensemble de
} (G) est s-holomorphesi pour chaque pairez;z°2 } (G) de faces adjacentes
de ( G), dont l'aréte commune est(v (c)v (c)) (avecc2 ( G)),on a

PriF(z); Rl = P{F(z9; cR] (1.5.12)

Dans le cadre critique isoradial sur une grille de pda notion de s-holomorphie
est completement équivalent a l'existence au fait que la relation de propagation
(1.5.7) soit vraie. Plus précisement, un spineig : ¢ (G)! R satisfait I'équa-
tion de propagation(1.5.7) autour d'un quadrilatére 2 } (G) si et seulement si
il existe un nombre complexg; (z) tel que (e.g. [37, Section 3.6])

X4 ()= — 2PIFg (2); R (1.5.13)

pour tous les coins du losangez. On peut donc construire a partir de chaque spi-
neurXg une fonction s-holomorphg sur le revétement dg qui branche autour

truire chaque spineuX ¢ a partid=r d'une fonction s-holomorphgg . La fonction

Fs est discrete holomorphe au sens ou l'intégrale discrete verkg (z)dz =0

[48, Lemme 3.3], ce qui assure en particulier (modulo la pré-compacité des fonc-
tions F sur des grilles des pas! 0) que la limite deg= est bien une fonction
holomorphe.

1.5.5. Le probléme de Riemann-Hilbert et détermination de la li-
mite d'échelle

On vient de voir que les observables de Smirnov correspondent sur les graphes
isoradiaux a des fonctions discrétes holomorphes construites a partir du modéle
d'Ising. Pour prouver l'existence d'une limite d'échelle, Smirnov montre que pour
une suite de grilles isoradiales de paramétre ! 0, la suite des observables
(F ) > o est pré-compacte [160, Lemma 5.3] (ainsi on peut en extraire des sous-
suites convergentes) et caractérise la linfitg 160, Lemma 4.11]. Pour cela, l'in-
grédient crucial est I'utilisation de la partie imaginaire de la primitive du carré d'une
fonction s-holomorphe. Cette primitive permet de prouver non-seulement la pré-
compacité degF ) - o mais aussi caractériser la limite d'échelle. On commence
par dé nir cette fonction en des termes plus précis, suivant la dé nition originale
donnée dans [162, eq (20)] et [160, Lemme 3.6].

De nition 1.5.3.  Soit F une fonction s-holomorphe sur une grille isoradiale
et z = (vgvgv1Vvq) 2 } (G). On peut alors dé nir (& une constante additive
prés) la fonctionHg : ( G) 7! R simultanémentsur G et sur G et dont les
incréments sont donnés par

He (vi) He (Vo) :=(vi Vo)F (2)? (1.5.14)

He (Vi) He (Vo) = (Vi Vo)F (2)? (1.5.15)
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Alors la fonction H  dé nie sur ( G) par. De plus siX et F sont reliées
. 1 . . . N

par la relation X (c) = 27Proj[F(z); ¢R], alorsHg etHy coincident a une

constante additive prés (voir par exemple [48, Proposition 3.6]).

Pour l'observable FK-Dobrushin (mais de maniére plus générale lorsqu'un des
spins de$ est attaché au bord du domainely est constante sur l'ar¢ba)
ainsi que sur l'arqab) . Traduit pour l'observablg= , cela implique que pour
z2 @ un losange de bord, on éF )?(z) 2 R ol est la normale dirigée
vers l'extérieur du domaine discret [48, eq (3.16)]. Cette condition de bord est
relativement instable vis a vis de la géométrie locale ne d'une approximation
d'un domaine, au contraire de la fonctidh = Hg = Hy (dans le cadre de
I'observable Dobrushin mais aussi dans un cadre plus général aprés adaptation au

contexte). La fonctionH permet de

Prouver la pré-compacité des fonctiond= [48, Section 3.5]. Si les oscil-
lations deH sont bornées, alors la famille dés est pré-compacte. En
particulier on peeut supposer en passant a une sous-suiteFque f et
H ! h= % Im[f 2dz] uniformément sur les compacts de. De plus
comme dans le discret les intégrales de contour sont nulles, le théoreme de
Morera assurant qué est holomorphe (et ainsi quie est harmonique).

Prouver gue les conditions de Dirichlet d&d passent a la limite continue
[48, Section 5] i.eh hérite des conditions de bord discrete lde. Dans le
cadre de l'observable FK Dobrushin, au coins de rami cation i g = 1,
alors on peut choisir la constante additive telle gde ait des conditions
de bordO sur l'arc(ba et 1 sur l'arc(ab) [160, Lemme 4.11]. La preuve
de la survie des condition de bord n'est pas aisée et se base sur le fait que
H (pour le Laplacien naturel dé ni e.g. [47, Section 1.2]) est une fonction
sous-harmonique su& et sur-harmonique suG . Autrement dit, H est
déja presqueune fonction harmonique dans le discret et cela est su sant
pour prouver que les conditions de bordldeorrespondent a celles d¢ .

A la limite on a dond = hm (;(ab) ), la mesure harmonique de I'aab)
sur dans le domaine, ce qui prouve l'unicité des limites de sous-suites et
donc la convergence de

L'in\éariance conforme des mesures harmoniques prouve l'invariance conforme
def = * i@h d'un domaine a l'autre. Pour prouver l'invariance conforme d'autres
observables fermioniques (les résultats sont rappelées dans la section 1.8), les
mémes méthodes s'appliquent en prouvant l'invariance conforme de la limite d'échelle
d'observables via l'invariance conforme de la solution au probléme de Riemann-
Hilbert associé, qui se résume en général a des conditions de bord, de I'hnarmoni-
cité et l'identi cation de singularités. Il est a noter que la comparaison emtre
et les fonctions harmoniques discrétes sur les grilles isoradiales est cruciale pour
prouver toutes ces convergences, et n‘admet encore aujourd’hui pas d'explication
conceptuelle allant au-dela de la véri cation d'une positivité d'une certaine forme
quadratique.
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Ces dernieres années, une approche remarquable a été développée par Park
[138, ], qui a adapté la notion de fonctions s-holomorphes au madaksif
Z-invariant (avec un nomg = ;m sur la grille de pas, c'est a dire dans le cadre
presque critiqui en utilisant la méme complexi cation que Smirnov mais avec des
projections sur des directions modi ées correspondant dosange virtuekritique
[137, Proposition 4]. Park prouve dans ce cadre-la les linfitele sous-suites de
fonctions s-holomorphes ne sont plus holomorphes mais deviennent des solutions
de I'équation de Dira@f+ imf = 0 [138, Section 1.2]. Le passage a la limite pour
la fonctionH s'avére aussi étre plus di cile. Surtout I'étude de la limite d'échelle
dans le continu (en particulier lorsque les bords des domaines ne sont pas lisses)
est beaucoup plus élaborée et fait appel & un principe de similarité de Bers [138,
Théoréme 3.2], qui réécrit les solutions @+ imf = 0 comme ressemblant a des
fonctions holomorphes, et permet d'étudier de maniére précise leur comportement.

Malgré divers e orts et un travail en cours de Chelkak, Park et Wan [46], il
n'‘est pas su sant de prouver la convergence de I'observable FK pour déterminer
la limite d'échelle des interfaces FK séparant les clusters primaux et duaux pour
le modele massif suf? vers une famille de courbes qui serait unedi cation
massive du SLH_ e probléme persistant semble étre l'identi cation de la loi limite
de l'interface aléatoire associée au modéle massif.

1.6 . Du classique au quantique

Le modéele d'lsing quantique uni-dimensionnel est une chaine de spins dé nie
sur Z introduite par Pfeuty dans [145]. Pour le construire, on commence par se
donner deux paramétres positifset qui représentent respectivement l'intensité
de l'interaction entre voisins et I'intensité de l'interaction avec le champ transverse.
Comme d'usage en mécanique quantique, on nofé and © les matrices de
spin% de Pauli données par

| |
.. 01 . @._. 10
' 10 ' 0o 1
Ces matrices agissent sur un espace d'état des €pins Vect(j+i;ji ), ol l'on
a fait l'identi cation entre j+i avec(1;0) etji avec(0;1). On peut alors dé nir
I'opérateur >(<1) (par produit tensoriel) qui correspond & la matrice de Paul
sur la cordonnée& de  , C? et qui vaut l'identité partout ailleurs (et on fait de
méme pour >(<3)). Le Hamiltonien du systéme quantique est alors l'opérateur

X X
H = @ @ ().

X 1

Xy x2V

. . N
agissant sur l'espace de Hilbert, C?.
Ce modele est lui aussi exactement soluble [145], et l'opératettr, qui peut
étre vu comme un quanti cation de la mesure de Gibbs du modéle classique [89, eq
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(2.11)]. Comme remarqué par Aizenmann, Klein et Newman [2], ce modeéle quan-
tique peut s'interpréter comme une évolution spatio-temporelle d'une con guration
de spins suZ via un méthode d'intégrale de chemin, ou la variableeprésente le
temps. Il existe plusieurs expansions formelles de I'opératelir basées sur l'iden-

tité [39, eq (2.12)], qui ménent aux diverses représentations (spatio-temporelle, FK,
courants aléatoires) et donnent une interprétation des résultats du modéle quan-
tique via leur analogue classique en dimension 2 ([81, 20, 22, ]). Ces di érentes
représentations ont permis en particulier de prouver l'existence d'une transition de
phase continue et abrupte (voir par exemple deux approches di érentes données
dans [20, 62]) du modéle au point critique= 2.

1.6.1 . Combinatoire du modeéle

On présente maintenant la combinatoire et la dé nition du modéle quantique
via sa représentation spatio-temporelle en dimeng@@ur le réseau demi-discret,
utilisée en ces termes par Li [L0Qontrairement aux autres chapitres de ce ma-
nuscrit et pour préserver le sens physique, les spins sont assignés ici au graphe
primal et les opérateurs de désordres (dé ni comme déih§.1)) sont assignés
au graphe dualLes dé nitions utilisées correspondent a celles données par Li dans
[1L09, Section 3.1]. On se donne un domaine simplement connexeCet > 0
et dé nit par analogie avec le modéle classique :

\ (22 R) le domaine primal, ou sont assignés les spins.

\ (2Z2+1) R)le domaine dual, ou sont assignés les désordres.

On dé nit par analogie le graphe () := [ que l'on appelle le
graphe médial. Les voisins d'un sommgtt) 2 (2Z R) 2 dans
( )sontlesfacegx ;t)2 (2Z+1 R)2

Les arétes du graphe bipartite () sont comme pour le modéle classique
en bijection avec( ), I'ensemble des demi-arétes, dont les sommets sont
appelés les coins.

Les sommets du graphe primal sont typiguement notésupalors que les sommets

du graphe dual sont typiguement notés paret les coins pac. On dit queu et

v sont voisins dang ) s'ils ont la méme coordonnée verticale et que leur co-
ordonnées horizontales respectives di érent de Lorsque et  approximent

un domaine simplement connexeborné du plan, la dé nition du modéle primal
avec condition de bord est faite via deux aléas successifs, dont le premier est un
processus de Poisson ponctuel. En suivant le formalisme introduit par Aizenman
Klein et Newman dans [2], on commence par se donner deux parameétres positifs
; etondénit un processus de Poisson ponctuel de parameétar les lignes

de . L'ensemble dénombrable des points deest notéD, dont les éléments
sont appelépoints de décésUne fonction : I'f +1; 1g est dite étre une

con guration de spins compatiblavecD gi elle est constante sur chaque com-
posante connexe de nD. On note alors ( D) I'ensemble des con gurations
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compatibles ave®, et dé nit la mesure ces con gurations pour une fonction
mesurableF : ~ ( D) ! R par la formule

hp i
_ F()exp sH()
EPUF( )= —hp 25 (1.6.1)
2(p)exp  H()
ou > 0O, H estle HamiltonienH( ) := Leb ("y), avec Leb la mesure de

Lebesgue sur le graphe dual (c'est a dire la somme des intégrales de Lebesgue sur
toutes sur les lignes duales) ;, = ,+ , 2 1 ladensité d'énergie au point

v 2, c'est a dire le produit des spins voisins Waedans (). La fonction de
partition devient alors

3 2 3
X X
Z(; )= 4 exp LH()>= 4 exp 5 Leb("y) °:
2(D) 2(D)
(1.6.2)

Le modéle est donc une généralisation du modéle classique avec une interaction

entre voisins horizontaux et admet lui aussi une transition de phase lorsque le ratio
= - = 2 [62]. Lorsque ce ratio est supérieur2ala magnétisation en volume

in ni est strictement positive [62, Théoreme 1.5], on se trouve danségme

sous-critigue Lorsque ce ratio est inférieur g la corrélation entre spins décroit

exponentiellement vite avec leur distance [62, Théoréme 1.5], c'asigiene sur-

critique. En n lorsque ce ratio vau®, cette corrélation décroit polyndmialement

avec leur distance [62, Théoréme 1.5], c'estdgime critique

Une des maniéres de prouver cette transition de phase est d'utiliser le modéle
classique sur les graphes isoradiaux rappelé dans la section 1.3.1, en remarquant que
la loi du modeéle spatio-temporel présenté ci-dessus sur le réseau semi-discret est la
limite faible des lois du modele classique sur une suite de grilles isoradiales de plus
en plus aplaties [62, Proposition 5.1]. Considérons comme dans la gure 1.6.1 le
réseauG constitué d'arétes horizontales 'longues' de Ionguenos% et d'arétes
verticales 'courtes' de Iongueursin%. Lorsque" ! 0O tend versO, le réseau
isoradial "converge" vers le réseau semi-discret. En choisissant des constantes de
couplage horizontald,, et verticaleJ, véri ant tanh(J,) 5" etl tanh(J,)

2" (ici = 1), la loi de la collection des contours donnée par 1.2.2 Gur
converge faiblement vers [62, Proposition 5.1].

Il est donc naturel de chercher a obtenir les résultats de convergence des cor-
rélations du régime critiques comme des analogues du cas classique, établis pour
les grilles isoradiales avec des angles bornés avant le paskade Cependant il
n'est pas aisé d'échanger les limites Oet ! 0, c'est pourquoi notre travalil
avec Li introduit dans le chapitre 4 le formalisme de Kadano et Ceva dans le
domaine semi-discret a n de construire des preuves dans ce cadre la.

1.7 . Les s-plongements
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Figure 1.6.1 Le domaine aplatitG qui 'converge' vers le réseau semi-
discret a la limite. (Gauche) Représentation isoradiale dé G') lorsque
= 1. (Droite) Domaine primal avec les sommets duaux.

Les paragraphes précédents présentent les outils servant de base pour prouver
I'existence et décrire la limite d'échelle des modeéles d'Ising critiques et presque
critiques sur les grilles isoradiales. Le cadre isoradial ne couvrant pas l'intégralité des
graphes pondérést en particulier ne permet déja pas de traiter tous les modeéles
critiques sur les graphes doublement périodiques, pour lesquels la condition de
criticalité a été prouvée par Cimasoni et Duminil-Copin [52, Théoréme 1.1]. Ces
derniéres années, Chelkak a proposé et implémenté dans [33, 34] une procédure
partant d'un grapheabstrait et fournissant un dessiexplicite de son plongement
dans le plan. Ce plongement est adapté aux méthodes d'analyse complexe discréte
et permet déja de prouver dans certains cas des résultats de convergence.

On suit dans cette section les notations de [33] pour rester consistant avec
l'article fondateur de cette approche du modéle d'Ising. La premiére observation
de Chelkak provient de la fonctid# introduite par Smirnov dans le cadre isoradial
et dé nie par (1.5.14). On rappelle en premier lieu que la fonctiory! 2z . est
solution de I'équation de propagatiofi.5.7). Il est remarquable de noter que si

est le plongement isoradial de pasalors

(v (9) ((V()=H V(@) H @)= I[P (@71

Cela a poussé Chelkak a proposer la dé nition suivante dans [34, Section 6] et [33,
De nition 2.1]. Il est crucial dans toute la suite de remarque que l'idée de
Chelkak s'applique a n'importe quel graphe abstrait pondéré (qu'il soit ni

ou in ni) et décrit une procédure pour lui associer un dessin dans le plan.

De nition 1.7.1.  Soit (G; x) un graphe planaire pondéré etX : (G)! C
une solution a I'équation de propagation (1.5.7). On dit queS = Sx : ( G) !
C est un s-plongement dg(G; x) associé aX si pour tout ¢ 2 (G) on a

S(v (¢)) S (v (9)=(X()* (1.7.2)

On note S (2) C le quadrilatere formé des sommetsS(vy(2)), S(vy(2)),
S(v4(2)), S(v4(2)), qui est I'image du quadrilatere z = ( vy (z)vg(z)v,(2)v1(2))
par S. On dit que le s-plongement estpropre si les quadrilatéresS (z) ne se
recouvrent pas mutuellement et non dégénéré si aucun des quadrilatér&s (z)
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n'est réduit & un segment. En particulier, on ne requiert pas de convexité pour
S (2).

Plusieurs faits sont a souligner dans la de nition précédente

La dé nition dépend d'un graphe pondéré(G;x) ainsi qued'une solution
X xée de(1.5.7) surG. Une foisX xé&, on considére le plongement et ne
mentionne plus la dépendance ¥n

Tout graphe, qu'il soit ni (avec une face extérieure xée) ou bien in ni
admet une solution non triviale dé€l.5.7), ainsi il existe toujours un s-
plongement (pas forcement propre).

Le s-plongement n'est absolument pas unique, puisqu'on peut déja voir
gu'avec une solution complexe (non réelle) non trividlede (1.5.7) sur
G, alorsX permet de construire uautre s-plongement.

Tout graphe ni (avec une face extérieure xée) admet un s-plongement
propre (ce résultat ne semble pas avoir de référence publiée est di a Chel-
kak).

Les translations, rotations, homothéties et conjugaisons de s-plongements
sont encore des s-plongements.

Il est aussi possible d'étendre cette dé nition} §G) en posant comme dans
[33, eq (2.5)]. En e et considérons comme dans la section 1.5.2 une aréeG
dont le poids eske = tan( -5). En suivant a nouveau les notations de la gure
?7?, on dé nit le quadrilatérez = ze = z(vyv,V1Vp) 2} (G) qui est naturellement
associé a l'aréte, et labellise les sommets dg G) appartenant az dans l'ordre
trigonométrique. On pose aussi = . Pour des relevements des coms et Cp1
(respectivementgcog et c1q) choisis comme voisins dans (G) (en rappelant que
Cpg = (VpVg)) ON dé nit le point S(z) par

X (Cpo) X (Cp1) COS 4;
X (Cog)X (C1g) Sin ¢;

S(vp(2)) S (2):
S(vg(2)) S (2):

La dé nition de S est consistante grace a I'équation de propagat{@rb.7) et ne
nécessite pas que le s-plongement soit propre ou non-dégénéré.

(1.7.3)

D'un point de vue géométrique (voir e.g. [33, Section 2.2]) une f&céz)
dans un s-plongement est un quadrilatéamgent dont le centre (qui correspond
a l'intersection des quatre bissectrices) est le pdifz) dé ni par (1.7.3). Une
illustration est donnée dans la gure 1.7.1. Ce point est aussidetre du cercle
inscrit dont le rayon est noté,. Ici la tangence a un cercle est comprise (dans
le cas d'un quadrilatére non-convexe) comme la tangemee lignescontenant
les arétes deéS (z). On peut voir de maniére élémentaire qu'un quadrilatére est
tangent a un cercle si et seulementaisomme alternée des longueurs de ses cotés
est nulle Il est en particulier possible de retrouver le raygret le parametre d'Ising
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2 grace aux propriétés géométriques 8¢(z). En notant' , le demi-angle du
guadrilatére tangent (z) en S(v), on a alors [33, eq (2.7)-(2.8)]
1=2

sin' sin'
27 N2 gt (1.7.4)

sin' Vozsin' v,z
rz =Im[ X(co1(2)) X (coo(2)) ] cos z = Im[ X(coo(2)) X (C10(2))]sin 2: (1.7.5)
Certaines des propriétés géométriques des s-plongements ont aussi étudiées

par Melotti, Ramassamy et Thevenin dans [128] (voir aussi une étude sur les t-
plongements dans [103]).

tan , =

Il est crucial de comprendre qu'il est toujours possible de construire un
s-plongement d'un graphe ( ni ou in ni) a partir d'une solution de (1.5.7).
Cependant, pour appliguer la théorie développée ci-dessous et prouver des
résultats concernant le modeéle d'lsing associé, il est nécessaire de véri er
que le s-plongement sur lequel on travaille (qui dépend du choix de la
solution de (1.5.7) utilisée) est propre, c'est a dire que les faces distinctes
ne se recouvrent pas en dehors des arétes qui les séparent.

Le second objet d'importance pour réaliser de l'analyse complexe discréte sur
les s-plongements est la fonction diteodgami dont on rappelle la dé nition
maintenant, introduite dans [33, Dé nition 2.2]. On se donue(c) Vv (¢) deux
sommets de( G) adjacents au méme coin2 ( G).

De nition 1.7.2.  Soit S = Sx un s-plongement. Il est possible de dé nir
(2 une constante additive pres) la fonction d'origamiQ = Qx : ( G) ! Rpar
ses incréments

Qv (¢) Q (v (9) = X(9j® = jS(v (¢)) S (v (9)i: (1.7.6)

Le nom de la fonctior® provient de l'art japonais consistant a plier replier un
papier sur lui méme, ce qui est de maniére pratique une preuve de la consistance
de la dé nition deQ. La fonctionQ est 1-lipschitzienne, car elle n‘augmente pas
les distances. La consistance de cette dé nition provient a nouveaf{l &€7) et
se traduit géométriguement sur la somme alternée nulle des longueurs du quadrila-
tere. L'exemple le plus simple de calcul d'une fonction d'origami est sur une grille
isoradiale de pas . En choisissant correctement la constante additive dans la
dé nition de Q, alorsQ = pour tous les sommets de (G ) et Q = 0 pour tous
les sommets de (G ). La fonction d'origami est cruciale car c'est elle qui dicte
I'équation locale véri ée par la limite d'échelle des observables fermionique lorsque
I'on passant a la limite continue.

Comme on le précisera dans les paragraphes suivants, lo&qst propre
et non dégénéré, le plongemest: ( G)[} (G)! C peut étre vu comme un
t-plongementT (dont la dé nition issue de [45] est rappelée dans les prochaine
lignes), ce qui permet d'étend® linéairement par morceau stout le plan (et
non uniguement aux arétes de G)).
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Quelques exemples de graphes pondérés que l'on peut étudier

en

utilisant le formalisme des s-plongements, c'est a dire qui

admettent un s-plongement propre Le formalisme des s-plongements

est
mai
dié
lors

dans la présentation que I'on en a fait jusqu'ici relativement aride. On explique
ntenant que ce formalisme est su samment général pour pouvoir étudier les
rentes classes de graphes pondérés suivantes qui ont déja étudiées auparavant,
gue l'on les équipe des poids d'Ising appropriés

Les graphes nis

Les grilles isoradiales équipées de leur poids Z-invariants critiques introduit
dans la section 1.3.1, avec un générateue ..

Les grilles isoradiales avec angles bornés équipées de leur poids Z-invariants
massifsi.e. on prendq = ;m sur la grille de pas, via la procedure de
re-plongement introduite dans le chapitre 3. Ici le générab¢ucorrespond
aux exponentielles discrétes massives introduite par Boutillier de Tiliére et
Raschel dans [27, 28].

Les grilles doublement périodiques critiques (pour lesquels la condition de
criticalité a été déterminée par Cimasoni et Duminil-Copin dans [52] ). Dans
ce cadre Ila, le s-plongement associé est unique a rotation, conjugasion et
translation prés comme démontré dans [33, Lemma 2.3], ou le choix du
générateur est fait a partir de deux solutions linéairement indépendantes
bi-périodiques d€1.5.7).

Le modéle d'Ising sur lescircle patternsintroduit par Lis dans [114] avec des
poids correspondant a la température= 1. Cela se voit assez simplement
via les faces dg G) se trouvent étre des kites, qui correspondent bien a
un des quadrilateres tangents.

1.7.1 . Dé nition du pas du plongement
On donne a présent une dé nition ches d'un s-plongemens, en utilisant la

fonction d'origamiQ rappelée dans la dé nition 1.7.2. Cette dé nition correspond

a celle donnée par Chelkak Laslier et Russkikh dans [45, Section 1], se base sur
I'nypothéseLip( , ) que I'on rappelle maintenant (voir [45, Hypothése 1.1] pour

sa dé nition originale)

Hypothése 1.7.1 (Lip( , )). On dit que le s-plongementS satisfait I'hy-
potheselLip( , ) pour < lsiona

j

Lip(

Q () Q (i Sy s v si SV S v : (17.7)

En particulier cela permet de construire udé nition du pas duS grace a
, ) comme nous le voyons maintenant.
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Figure 1.7.1 (Gauche) Quadrilatére tangent d'un s-plongemens. Le
cercle inscrit est tracé en pointillés. Le coloriage des faces correspond
au coloriage bipartite du t-plongementT associé. (Droite) Image de ce
méme quadrilatere tangent dans le S-graptHe Q.

De nition 1.7.3.  Soit S = Sy un s-plongement propre, < 1etU un ouvert
du plan. On dit que S est de pas sur U pour la constante si

=inff %Lip(; 9 estvraie.g
En patrticulier, toutes les arétes deS sont de longueur .

Cette dé nition a été proposée dans [45, Section 1] pour traiter le cas de
grilles tres irréguliéres, ou les faces sont de taille trés di érentes et ou n'y a pas de
dé nition immédiate qui correspondrait & une certaine taille typique. En particulier,
avec cette dé nition (& xé), les di érentes marches aléatoires associées au s-
plongement (qui seront détaillées dans la section 1.7.2) sont elliptiques au-dela
d'une distanter > cst( ) , c'est a dire que pour supérieur a une distance
comparable avec, les marches aléatoires qui apparaissent naturellement dans la
théorie ont une probabilité bornée inférieurement de sortir d'une boule de rayon
par n'importe quel arc de dimension macroscopique comparableravec

Lorsque les angles géométriquesdesont bornés inférieurement et que toutes
les arétes sont de longueurs comparables entre elles (ce qui correspond a I'hypothése
Unif( ) dans [33, Section 1.3]), la dé nition abstraite viap( , ) coincide (a
un facteur multiplicatif prés) avec la longueur commune des arétes. En particulier
lorsque I'on parle d'une limite d'échelle de s-plongemégts - o, cette limite est
prise pour une sous-sui{& ") A, avec , ! Olorsquen!1l ettous les graphes
S vérient Lip(; ) pour lemémeparamétre < 1.

Lorsque l'on étudie la limite d'échelle de fonctions s-holomorphes sur des
s-plongements (dont la dé nition est rappelée ci-dessous), on le fera toujours
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sous I'nypothéséip( , ) , qui permet de prouver la régularité des fonctions s-
holomorphes dans le discret ainsi que de leur analogue continu (qui s'expriment
comme nous le verrons dans les paragraphes suivants via des solutions d'équations
de Beltrami conjuguées). A I'heure actuelle, il est malheureusement encore néces-
saire d'ajouter une hypothése supplémentairki@( , ) sur les dégénérescences
autorisées de la géométrie locale des graphes sur lesquels on travaille. Cette seconde
hypothese assure la pré-compacité des fonctions s-holomorphes tant que les faces
exponentiellement petites (en 1) ne forment pas de cluster de taille macrosco-
pique. Cette idée est précisée par I'hypoth&-Fat( ) , introduite dans [45,
Section 6]. Une famille de s-plongeme(& ) - o véri e I'hypothéseExp-Fat( )

sur un ouvertd Csipourtout > O:

en enlevant d&J tous les quadrilatére§S ) (z) dont le rayon véri e
r;, exp( 1), le diamétre de la plus grande des composantes connexes
restantes tend ver® lorsque ! 0.

En particulier ces hypothéses n'utilisent pas de notitengles bornés ou de
comparabilité entre la longueur des arétesais plutét que la fonction d'origami
n'est pas dégénérée a partir d'un certaine échellt que les faces de taille expo-
nentiellement petite en 1 n'envahissent pas macroscopiquement le graphe.

1.7.2 . Lien avec le modéle de diméres : t-plongements et S-graphes

Il existe une multitude de liens entre le modeéle d'Ising et les modéles de diméres
(on peut consulter par exemple [164, Section 2.3] ou bien encore [37, Section 3.1]
pour un rappel trés complet). On présente ici en détails un de ces liens permettant
de construire un modéle de diméres a partir d'un graphe planaire équipé du modeéle
d'Ising. Ceci correspond a lzosonisatiordu modeéle d'lsing, étudiée par Dubédat
dans [58]. Dans cette section, on ne présente le formalisme et les liens entre modéle
d'Ising et diméres que le cas des grapbass face extérieur@e. des graphes in nis
ou bien des graphes nis mais loin de la face extérieure). Une discussion sur les
traitements possibles du cas de la face extérieure est donnée dans [103, Section 3].

Soit (G;x) un graphe planaire équipé du modéle d'Ising sur ses faces, dont
on se donne un plongeme® dans le plan (qui n'est pas nécessairement un s-
plongement). On garde en particulier la paramétrisation des poids d'lsing par la
relation (1.5.4). On suit a présent les notations de la gure 1.7.2 Il est possible de
construire (sans préciser ici les modi cations au bord@)eun modele de dimeres
a partir de ce modeéle d'Ising. On commence par divisededniangles chaque
quadrilatérez 2} (G). Chaque face est a présent un triangle dont deux sommets
sont des voisins dané G) et le troisieme sommet est le centre @ddici le centre
n‘admet pas de position naturelle en dehors du cadre des s/t-plongements). On
rappelle gue chaque quadrilatéze? } (G) s'associe a une arréede G dont le
poids estxe =tan( £). On note = ;= ¢ l'angle associé &, via (1.5.4).
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On consideére alors le modéle de diméres [101] sur le graphe bipartifaadss
gue l'on vient de former (et dont les sommets sont notés par 'W' et 'B' en référence
a leur coloriage bi-chromatique), avec les poids [37, Section 3.1] :

1 entre les faces appartenant a deux quadrilateres di érents,

cos( ) si les deux faces du méme quadrilatére (d'angl®nt un sommet
deG en commun,

sin( ) si les deux faces du méme quadrilatére (d'anglent un sommet de
G en commun.

Figure 1.7.2 Con guration de diméres associée au modele d'lsing. Le
poids d'une aréte entre deux faces adjacentes du graphe bipartite W/B
(qui correspond ici aux faces claires ou foncées). L'angleassocié au
poids est I'angle , =  associé au quadrilatére 2 } (G), lui-méme
associe a l'arrétee dont le poids estx, = tan( ).

Pour le modéle de diméres, il existe une notion-glbngementintroduite dans
[45], qui est analogue a celle des s-plongements. Le formalisme des t-plongements
est par ailleurs équivalent a celui desiges de Coulomintroduit dans [103] (les
liens entre les deux formalismes sont précisés dans [45, Appendix]). En quelques
mots, un t-plongemenil d'un graphe planaire abstrait dont le dual est bipartite
équipé d'un modele de diméres (sur ses faces) est le plongement de son dual dans
le plan, tel que [45, De nition 2.1 et Figure 1]

Les arétes sont des segments non dégénéres, les faces sont convexes et ne
se recouvrent pas.

Pour tout sommet v du plongement, la somme des angles attachés aux faces
noires incidentes & est égale a .

Pour tout sommet v du plongement, la somme des angles attachés aux faces
blanches incidentes a est égale a .

Les poids du modéle de diméres associé sgmivalents par jauggl03, Section
2] aux longueurs des arétes dans

LorsqueS est un s-plongement propre et non dégénérée(Gex), on peut
voir I'applicationS : ( G) [} (G) ! C comme un t-plongement dé¢ (G) [
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(G)) [33, Section 2.6]. Il est aisé de vérier la propriété sur la somme des
angles grace aux propriétés géométriqgues des quadrilatéres tangents. Une notion
cruciale pour I'étude d'un t-plongement est celle dasines d'origamiau sens de
[45, De nition 2.4]) associées aux faces de Il est possible [33, Section 2.3] de
construire un racine d'origami surT = S en posant pour les faces 2 B et
¢ 2 W adjacentes au coic2 la fonction . = . = &, (ou . est donnée
par (1.5.8)). Avec la convention précédente, la fonction d'origa@i: ( G) !

R de la Dé nition 1.7.2 pour le s-plongement est la restriction de la fonction
d'origamiO : ( G) [} (G)! CJ[45, Section 2.2] associée au t-plongem&ntEn
particulier, cela permet d'étendr® (dans le contexte d'Ising) de maniére linéaire
par morceaux sur l'intégralité du plan.

On présente maintenant de maniére rapide la notionSdgraphesintroduite
dans [33, Section 2.5] et associée aux s-plongements, qui correspondent & un cas
particulier desT-graphesassociés aux t-plongements (voir [45, Section 4.1] pour
une dé nition précise). On garde ici les notations de [33, Section 2.3].

De nition 1.7.4. Soit S: ( G)! C un s-plongement non dégénéréQ :
( G) ! Rla fonction d'origami associée et un nombre unimodulaire. On
appelle le plongementS+ 2Q : ( G)! C un S-graphe associé &. On dit
que le S-graphe est non dégénéré si pour tout 6 v° alors (S+ 2Q)(v) 6

(S+ Q9.

Les arétes dS+ 2Q sont automatiquement des segments (Qurest locale-
ment linéaire) qui ne s'intersectent pas en dehors de leurs extrémités (on rappelle
queT est supposé étre propre). Les dégénérescenc8s-de€?Q apparaissent pour
les aréteqv v )2 ( G) tellesqueS(v) S (v) 2 R, c'est a dire lorsque
limage de(v v ) dansS + 2Q est réduite a un point (la dégénéressence dans
les S-graphes n'est qu'une subtilité qui n'importe quasiment pas dans la théorie).
En particulier, pour prouver les résultats de régularité des fonctions s-holomorphes,
il est susant de travailler avec des S-graphes non-dégénérés puis utiliser un ar-
gument de continuité vis a vis de. Géométriquement, I''magéS + 2Q) (2)
du quadrilatéreS (z) dans un S-graphe non-dégénéré est un quadrilaténe-
convexe[33, Figure 4]. De plus pour = ( S(vg)S(vg)S(v1)S(vq)) 2} (G) and
p;q2f 0;1g, on a alors [33, eq (2.13)]

Re[2(S+ 2Q)(vp(2)]  Re[2(S+ 2Q)vo)(2)]; (1.7.8)

I'egalité étant possible si et seulement si l'arg&(v,,(2)) S(v4(2))) est dégenérée
dansS+ 2Q. Les S-graphes sont trés utiles car ils permettent (comme nous le
verrons dans le prochain paragraphe) d'interpréter les projections d'une fonction
s-holomorphe comme des fonctions harmoniques. On remarque tout de méme une
incompatibilité de notations dans la phrase précédente. En eRsfF ; R] est

une fonction dé nie sur} (G) tandis que les fonctions harmoniques sur les S-
graphes sont dé nies suf G). Il est possible de régler cette inconsistance de
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notations en remarquant (e.g. [33, De nition 2.13]) que l'application (dépendant
de )} (G)3z7!v()(z2) 2 ( G),quiassocie & un quadrilatére? S le sommet
de ( G) dont I'image parS+ 2Q estnon-convexalans(S+ 2Q) (z), est une
bijection.

1.7.3 . Analyse complexe discréte sur les s-plongements

Les s-plongements sont par dé nition construits a partir d'observables satis-
faisant la relation local€1.5.7). Ceci en fait de bons candidats pour admettre
une généralisation naturelle de I'analyse complexe discréte, basée sur I'étude des
corrélateurs de Kadano et Ceva. On explique dans ce paragraphe que c'est bien
le cas, comme le montre le formalisme introduit dans [33], dont on conserve les
notations. SoitS = Sy un s-plongement propre et non-dégénéré. |l est possible de
généraliser l'analyse complexe discrete sur les graphes isoradiaux comme il suit :

On conserve a l'identique la notion de fonction s-holomorphe de la Dé ni-
tion 5.2.3. C'est a dire qué- dé nie sur un sous-ensemble dg(G) est
s-holomorphez;z° 2 } (G) deux faces adjacentes dé G), dont l'aréte
commune estv (c)v (c¢)) (avecc2 ( G)),ona

PriF(2); ¢Rl = Pr{F(Z9; cR]: (1.7.9)

Le lien entre les fonctions s-holomorphes et les solutions @e5.7) est a
présent modi é. Plus précisément pour une fonctiers-holomorphe sur un
sous-ensemble de(G), le spineurX dé ni pour un coinc 2 (G) de la
facez 2} (G) par [33, Proposition 2.5]

X(0) := S(v (¢) S (v (0)jf Re[F(2)]
= Re[&(c) F(2)] = & (c) Pr[F(2); cR] (2.7.10)
satisfait I'équatiorfl.5.7) autour dez. Réciproquement, poux : (G)!

R une solution réelle d€L.5.7), il existe une unique fonction s-holomorphe
F telle que(1.7.10) soit véri ée.

Il est encore possible de reconstruire explicitement la valeur Elevia X
et X, par exemple [33, Corollaire 2.6] via les coigs et ¢;g, voisins dans

(G)

& X (c01(2)) X (c10(z)) X (c10(2)) X (C01(2))
Im[ X (Co1(2)) X (Cr0(2))] '

La fonction F n'est & présent plus holomorphe discrete (au sens ou les
intégrales usuelles de contour s'annulent), mais satisfait une relation locale
modi ée, mettant en jeu la fonction d'origami. Grace a l'extension linéaire
par morceaux de la fonctio® au plan tout entier, il est possible de dé nir

sur C la fonction [33, Proposition 2.21]
Z

Ic[F]:== &F&+ &dQ: (1.7.12)

F(z) = | (1.7.12)
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De maniere concréte suf G), pourv; Vv, Vv,2z2} ona

X
Ic[F1(vy) Ic[FI(vy) = XEEB S(vq) S (vy) : (1.7.13)
Ic[F1(v2)  1clFl(ve) = &R2)[S(V,) S (V)] + & (2)[Q(V) Q (vy)l:

(1.7.14)

La fonction Hg dé nie sur les grilles isoradial€$.5.14) est a présent mo-

di ée et devient [33, eq (2.17)]
Z Z

He ==  1Re@F2dS+ jFj%dQ)=  i(Im(F2dS)+Re(jFj%dQ));

(1.7.15)

sur ( G) [} (G). Cette fonctionHg s'étend de maniére linéaire par mor-

ceaux sur les faces du t-plongemé@nt= S, mais pas sur les faces H€G),

car chacune des quatre faces @leassociées & (z) a sa propre racine

d'origamidQ. Avec le nouveaux lien entde et F, I'égalité Hg = Hx reste

vraie (voir [33, Lemme 2.9]). Ceci induit par exemple les conditions de bord

de type Dirichlet pouHg associée a I'observable FK.

Au dela de ces dé nitions, la régularité aux fonctions t-holomophores dévelop-
pée dans [45] (et traduite dans le contexte d'lsing dans [33]) permet de véri er leur
pré-compacité sous les hypothédag( , ) et Exp-Fat( ) , que I'on supposera
toujours véri ées dans la suite. Il est possible de voir que

Pour 2 T un nombre de modulé et F une fonction s-holomorphe au sens
de 5.2.3 (et via a la bijectiomz 7! v{ )(2)), la fonction Pro[F; R] est une
fonction harmoniquesur le S-graph& i 2Q [33, Proposition 2.16], pour
la marche aléatoireenverséeassociée a la marche naturelle [33, Dé nition
2.14 et 2.15] surS i 2Q. En particulier,Re[F] s'identie comme une
fonction harmonique sug iQ alors queim[F] s'identi e & uneautre une
fonction harmonique sur un autre S-grap8e i Q. Dans ces deux exemples,
les marches sous-jacentes sont complétement di érentes.

Il est possible de contréler les oscillations dEé sur des disques de tailles
di érentes [33, Théoreme 2.17], ce qui implique concretement un contréle
de type Harnack du maximuri via les oscillations del . En supposant
gue pour les fonctions s-holomorphEs surU = B(u;r) admettent une
bornemax,.sy2u jHg (V)] M uniforme en , il est possible de montrer
que [33, Théoréme 2.18]

jF (2)j?=0(r M) si S (z)2B(u;ir): (1.7.16)

Cela permet de déduire [33, Corrolaire 2.18] qu'un contrdle uniforme des os-
cillations deH implique la pré-compacité de la suite des foncti¢Rs) - g,

qui sont aussi -Holder a partir d'une distance comparable aCela assure

par exemple trivialement la pré-compacité des observables FK [33, Remarque
2.11], pour lesquelles les fonctioHs associées sont bornées.
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1.7.4 . Limites d'échelles sur les s-plongements

Comme expliqué dans la section 1.4, l'objectif original de Chelkak lorsqu'il a
introduit les s-plongements était de proposer une procédure de dessin pour plonger
des graphes abstraits critiques et presques critiques, avec deux cibles principales :
les modéles critiques sur les graphes doublement périodiques, ainsi que les cartes
aléatoires équipées du modeéle d'Ising (les termes exacts en lesquels cette seconde
guestion restent encore aujourd’hui ous, mais, nous l'espérons, seront clari és a
I'avenir). Ainsi, Chelkak a développé le formalisme de plongement présenté dans
la partie précédente de la section 1.7, et, comme cela arrive fréquement en ma-
thématiques, son formalisme a fait apparaitre des perspectives d'une portée bien
plus large. En particulier, en étendant le formalisme des observables fermioniques
aux s-plongements, la description naturelle de leur limite d'échelle s'avere aller
bien au-dela de I'holomorphie et de I'holomorphie massive. En particulier, une des
conséquence des travaux de Chelkak (voir [33, Section 2]) est l'apparition des
liens suivants, qui sont gouvernés par le comportement de la limite des fonctions
d'origami (cette derniére existant toujours aprés passage a une sous-suite) :

La limite d'échelle continue du modéle d'Ising sur les s-plongements est re-
liée & la géométrie de Lorentz dans I'esp&2€ (que I'on note ainsi pour
di érentier l'utilisation de la métrique de Minkowski a l'utilisation de la mé-
trique euclidienne usuelle dam). En particulier, lessurfaces minimales
pour la métrigue de Minkowskfc'est & dire avec une courbure moyenne
nulle en chaque point) semblent jouer un rdle trés particulier pour le mo-
deéle puisqu'elles font apparaitre des limites holomorphes (dans une autre
paramétrisation que le plan) et semblent traiter des systémes critiques.

La limite d'échelle continue du modéle d'Ising sur les s-plongements peut
aussi s'interpréter via des solutions d'équations de Beltrami conjuguées.

Le paragraphe qui suit peut sembler relativement technique pour le
lecteur n'utilisant pas I'analyse fréquemment dans ses recherches. On es-
saye cependant de rendre le plus pédagogique possible la discussion qui
suit, en donnant au moins un avant-goQt de la nature des résultats. Une
discussion détaillée et précise sur la structure des limite d'échelle sur les s-
plongement généraux est réalisée dans le chapitre 5, ou le lecteur intéressé
pourra trouver plus de détails.

On décrit a présent le comportement potentiel des limites de sous-suites de
fonctions s-holomorphes sur les s-plongements. La nature de ces limites continues
provenant de s-plongements généraux est plus élaborée que pour les systéme cri-
tigues et massifs Z-invariants sur les grilles isoradiales, puisqu'en toute généralité
ce ne sont plus des fonctions holomorphes mais des solutions d'équations de Bel-
trami conjuguées qui apparaissent. Ce paragraphe rappelle les faits décrits dans
[33, Section 2.7].
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On commence par se donner une suite de s-plongem®ntsjui véri ent
Lip( , ) lorsque ! O pour le méme parametre < 1 et dont les images
couvrentU = B(u;r) C. Comme les fonction® sont 1-Lipschitz et dé nies
a constante additive prés, on peut trouver une sous-suité 0 telle queQ
converge vers une fonctionlipschitzienne# : U! R, c'est a dire

Q¢ (s¥) Wity .y R (1.7.17)

Parmi les conséquence du formalisme directes du formalisme développé dans le
discret (qui est détaillé dans le chapitre 5) on a les faits suivants :

Pour f :U! Cune limite de sous-suite de fonctions s-holomorpResur
S , alors (voir e.g. [33, Proposition 2.21]) la forme di érentiel%eé&fdz+
&d#) est fermée sutJ, avec un pré-facteu& = €'z choisi comme dans
(1.5.8). C'est a dire que pour tout contour orienté lis€e U, on a

I
1 FaY = -
Ci(‘&fdz+ &d#)=0: (1.7.18)

Lorsque la fonctior# n'est pas une fonction lisse, la dé nition de cette
intégrale est faite via les sommes Riemann sur les contours réguliers (i.e. les
intégrales sont des intégrales de Riemann-Stieltjes).

En choisissant correctement les constantes additives dans leur dé nitions,
les fonctionsH ¢ convergﬁnt uniformément [33, Proposition 2.21] sur les
compacts deJ versh := 3 Im(f 2dz) + jf j2d#. En particulier, il apparait

gueh n'est plus une fonction harmonique.

La condition sur la forme di érentiellé(&fdz+ &d#) est di cile a interpréter
et utiliser pour déterminer la nature de I'équation véri ée localement par la fonction
f. En eet lorsqued# = 0 (ce qui est un cas particulier des grilles isoradiales
critiques), on avait directement que. %‘&fdz = 0 sur chaque contour liss€
U, ce qui impligue (en utilisant le théoreme de Morera) duest une fonction
holomorphe. Ce raisonnement ne s'applique plus lors#ué 0.

On va décrire a présent l'idée remarquable de Dmitry Chelkak, présentée tout
d'abord dans dans [33, Sec 2.7], qui consiste a changer la paramétrisation de
I'espace ambiant pour pouvoir interpréter la condition sur la forme di érentielle
1(&fdz+ &d#) en utilisant I'espaceR?? équipé de la métrique de Minkowski,
mais aussi en utilisant des équations de Beltrami.

Le paragraphe qui suit est di aux explications de Dmitry Chelkak et Mikahil
Basok, pour la partie qui n'est pas déja présente dans [33, Sec 2.7], et l'auteur leur
en est immensément reconnaissant. Chelkak propose deux approches di érentes
pour traiter la nature locale des limite d'échelle.

Premiére approche : Paramétrisation conforme dans I'espace de Min-
kowski
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Dans son article, Chelkak commence par se donner [33, eq (2.26)]
D3 7! (z;#)2C R= R (1.7.19)

une paramétrisation conformele la surfac€z; #(z)),2u (qui est ici dans le cone
spatio-temporel deR%! di & I'hypothése < 1), que l'on équipe d'une mé-
triqgue positive provenant de I'espace de Minkowski ambiant. Il considére ensuite
les incréments in nitésimaux associé a la paramétrisafib7.19) de la surface
(z;#(2)) 22u. Une paramétrisation conforme est une paramétrisation qui préserve
exactement les angles enti2 et (z;#) via l'application de(1.7.19). Un calcul
(quelque peu désagréable) montre que la paramétrisation préserve les angles (c'est-
a-dire gu'il s'agit bien d'une paramétrisation conforme) si et seulemeptesque
partout pour la mesure de Lebesguoa a I'égalité [33, eq (2.27)]

zzZ = (#)% et jzj>j#jjzij: (1.7.20)

Ici on note comme d'usage en analyse= @z=@2z et# les dérivées de Wir-
tinger dans la paramétrisation. L'équivalence entre la paramétrisation conforme
et (1.7.20) est expliquée dans [33, Section 2.7] lorsque la foncticest lisse puis
étendu dans le chapitre 5 sans conditions #ur

Seconde approche : Paramétrisation quasi-conforme dans le plan

Chelkak a aussi découvert une paramétrisation alternative du plaar la
méme variable 2 D, qui reste reliée a la paramétrisati¢f.7.20). L'utilisation
de cette paramétrisation alternative posséde I'avantage de pouvoir interpréter de
maniére e cace la condition sur la forme di érentiellé(&fdz+ &d#) méme
lorsque la fonctior# n'est pas réguliere.

Dans ce second cas, l'idée de Chelkak consiste a remarquer que dans le cas
ou # est une fonction < 1-lipschitz, il est possible de réécrire la paramétrisation
conforme de la surfacéz;#(z)) via une paramétrisatiomuasi-conformedu plan
z. Une paramétrisation quasi-conforme est une paramétrisation véri ant une équa-
tion de Beltrami du typg1.7.21), et qui au lieu de préserver les angles limite leur
distorsion (d'un facteur ne dépendant que dg Chelkak donne ainsi une para-
métrisationquasi-conformedu planz par la variable 2 D, qui correspond a une
paramétrisation conformele la surfac€z;#). La paramétrisation quasi-conforme
z 7! (2) (ou de maniére équivalente 7! z( )) est alors solution de I'équation
de Beltrami suivante, avec un coe cient de Beltrami noté:

2= (2) 2 (1.7.22)

Le travail de Chelkak assure q(le7.20) est véri ée si et seulement si le coe cient
dé ni par (1.7.21) est solution de I'équation

_ #o

1+jj2° 1 22

(1.7.22)
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Maintenant que I'on a présenté les changement de variables réalisés par Chelkak
avec l'introduction de la variable, il est possible, pour une fonctidn véri ant
que la forme di érentiell%(&fdz+ &d#) est fermée, de réécrire I'équation locale
qui régit le comportement des fonctiomsl ¢[f ] et h[f ]. Avant cela, on réalise un
dernier changement de variable, cette fois-ci de la fonctiorers une fonction ,
dont la dé nition est plus symétrique dans sa dépendance vis-a-vis de la variable
#. On pose alors comme dans [33, eq (2.28)]dens la paramétrisation

Y()= &f(z() ()P &(() ()P (1.7.23)
Ce changement de variable permet les réécritures suivantes
z . L .
g( )=Iclfl() &'() z°d +& () (z)2d et (1.7.24)
4
h()= Im[' ()] (1.7.25)

Comme expliqgué dans [33, Section 2.7] et détaillé le chapitre 5, lorsque la
fonction # est lisse, alors

La fonction ' véri e une équation ddirac massif[33, eq (2.28)]
z _G# Pz Y
2zz)= " 2Gzjjzj)

= im T avec m=

ou le parameétre de masse = %H‘ est le produit de I'élément de longueur
‘=zjjzj=(jzj?+jzj* 2j# j5)¥? au pointz( ) dans la paramé-
trisation (1.7.19) par lacourbure moyennele la surfac€z; #(z)) au point

z( ) donnée paH = k (z ;# )kger ~ 2. Ainsi, lorsque# est lisse,

la limite d'échelle du modéle peut alors s'exprimer somme solution d'équa-
tion de Dirac massive dont la masse admet une interprétation complétement
géométrique vis-a-vis de la surfa@#) R?! dans I'espace de Minkowski.

Sans hypothése de régularité supplémentaire sur la limite des fonctions d'ori-
gami#, il n'est pas possible de dé nir de dérivées secondes de la forétion
et ainsi de notion de courbure moyenne. Cependant, la fonét{oi satisfait
tout de méme I'équation de Beltrami conjuguée

#
= —f:

f (1.7.26)

N

Sans hypothése de régularité sur la limite des fonctions d'origatila fonc-
tion g( ) satisfait de son c6té I'équation de Beltrami conjuguée

o= g: (2.7.27)

N‘:NZ
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Commeg est la primitive d'une forme di érentielle continue, elle hérite d'une
certaine régularité et on peut en particulier conclure gueessemble a une
fonction holomorphe, via le théoréme de factorisation de Stoilow (voir par
exemple [3, eq.(2.27)]). L'existence d'une factorisation de ce type n'est pas
automatique pourf , puisqu'il est nécessaire d'avoir un contréle a priori sur
le comportement des dérivées fle

Une des conséquences de ces remarques sur la description de la limite d'échelle
dans le continu est qu'il devient plus naturel de plonger le graphelans l'es-
pace R>! sous forme d'une surface linéaire par morceé8x;Q ) R, qui
correspond au relevement & dans l'espace avec pour troisieme coordonnée la
fonction d'origamiQ . La convergence d® vers# revient a la convergence des
surfaces discrételS ; Q ) vers(z;#(z2)).

1.8 . Résultats de convergence déja connus

On rappelle a présent I'ensemble des résultats de convergence sur le modéle
d'Ising critique et presque critique utilisant le formalisme des observables fermio-
niques sur les domaines bornés. Comme rappelé au début de la section 1.5.1, le
formalisme de Kadano et Ceva permet d'uni er la construction de toutes les ob-
servables utilisées jusqu'aujourd'hui pour prouver des résultats de convergence sur
les grilles isoradiales équipées de leurs poids Z-invariants critiques et massifs, ainsi
que sur les grilles doublement périodique. On liste a présent tous ces résultats
de maniére détaillée, en précisant lorsque cela est possible a quel corrélateur de
Kadano -Ceva correspond I'observable utilisée (observable qui est par ailleurs trés
souvent écrite dans les articles en question sous forme purement combinatoire).

1. Convergence et invariance conforme sur le réseau carré critique de l'obser-
vable FK et de linterface FK-Ising vers SLE(16/3) par Smirnov dans [162,

]. Il s'agit de la premiére preuve rigoureuse d'invariance conforme du
modeéle d'Ising, dans un article fondateur qui a poussé a utilisation exten-
sive des observables. C'est dans cet article que la fonétioré nie dans
(1.5.14) est introduite pour passer a la limite d'échelle. L'observable utilisée
correspond au correlatel| ¢ (b (an ], qui est une fonction du coic
et les coinsa et bsont xés au bord du domaine comme dans la gure 1.5.4.
Cette preuve a ensuite été étendue pour l'interface Spin-Ising convergeant
vers SLE(3) dans [49], en utilisant une partie de la technologie développée
par Kemppainen et Smirnov sur le comportement de l'interface au voisinage
de sa trace [97, 96]. Pour ce second résultat, I'observable utilisée est de la
formeE[ ¢ p]E[ a b] ! oua est le point source eb la cible.

2. Convergence, invariance conforme et universalité de l'observable FK sur les
grilles isoradiales par Chelkak et Smirnov [48]. Dans cet article, les méthodes
d'analyse complexe discrete développées dans [47] sont appliquées au modeéle
d'Ising, avec une étude détaillée du comportement de la fonclonau
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bord du domaine. Il est aussi démontré la convergence des probabilités de
connexion [48, Section 6] vers une limite invariante conforme, dont il existe
un expression exacte sur le disque. L'observable utilisée correspond a nouveau
au corrélateuE] ¢ (bg (ap) |-

. Convergence et covariance conforme de la densité d'énergie normalisée

Ele o 2 %] sur le réseau carré critigue par Smirnov et Hongler
dans [87], avec identi cation de sa limite via la métrique hyperbolique. Ce
papier est complété par la thése d'Hongler [83] ou est prouvée la convergence
du produit d'un nombre arbitraire de densités d'énergie grace aux régles de
Pfa en (voir e.g. [37, Proposition 1.3]). L'observable utilisée correspond au
corrélateurg| . 5] dont la singularité est identi ée grace a la fonction de
couplage de Kenyon introduite dans [98]. Cette preuve s'étend directement
aux grilles isoradiales avec angles bornés.

. Convergence des spineurs-holomorphes sur des revétement a deux feuillets
de domaines simplement et multiplement connectés par Chelkak et lzyu-
rov [41]. La normalisation des spineurs est faite par un facteur inconnu

() (Thm 1) et permet de prouver la convergence du ratio entre cor-
rélations avec des conditions de bord di érentes (Corollaire B). L'obser-
vable introduite dans ce papier correspond a un corrélateur de la forme
Elcv uii: up]E [v ot up] 1 et a aussi permis & Izyurov de
prouver dans [92] que les interfaces multiples d'Ising convergent vers un
processus invariant conforme.

. Convergence et covariance conforme des corrélatiorsE TR T

sur le réseau carré critique par Chelkak Hongler et Izyurov approximant un
domaine simplement connexe du plan dans [38]. La normalisation explicite
en volume in ni [38, Theoréme 1.2] est calculée grace a I'asymptotique de la
corrélation a deux points de McCoy et Wu rappelée ddn2.17). Une des
étapes cruciales dans cet article est la dé nition des corrélations continues,
identi ées grace a un controle trés précis de la dérivée logarithmique des
corrélations discréetes [38, Théoréme 1.5]. Une formule explicite de la limite
d'échelle suH y est donnée [38, Remarque 1.4], con rmant les résultats
prédits par la théorie conforme des champs. L'observable introduite dans ce
papier correspond a un corrélateur de la forBjec v v, ::: u, ]

. Convergence et invariance conforme de la loi de I'ensemble des boucles ma-
croscopiques séparant les clusters de spins opposés vers le processus CLE(3)
par Benoist et Hongler [18] pour le modeéle critique s@f. Cet article uti-

lise la caractérisation markovienne des CLE donnée par Werner et She eld
[157], ainsi que la convergence d'un processus d'exploration nommé "En-
semble libre d'arcs”, prouvée par Benoist, Duminil-Copin et Hongler [19].
Cette preuve donnée sur le réseau carré reste valide sur les grilles isoradiales
avec des angles bornés.
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10.

11.

Convergence des corrélatioBs de spins%E [ uy::: u,] pour le réseau
carré massif (q = %m sur 2 Z?) par Park [137], pour les domaines

a bord lisse avec conditions de bord appropriées selon le signe et

article utilise un corrélateur de la fornid . u, -1 u,] enajoutant une
méthode de complexi cation des observables s-holomorphes massives via un
losange virtuel. Park y dé nit et analyse aussi la limite d'échelle dans le
continu des observables fermioniques (qui sont solutions de I'équation de
Dirac @f+ imf = 0) via le principe de similarité de Bers [138, Theoréme
3.2] reliant les observables massives a leur analogues critiques.
Convergence de I'observable FK-Dobrushin avec des poids Z-invariants mas-
sifs sans restriction sur le signe de la massga nouveauq = ;m sur la

grille de pas ) sur les graphes isoradiaux avec des angles bornés approxi-
mant les domaines aux bords arbitrairement irrégulieas Park [138]. Ici la

dé nition et I'unicité des observables dans le continu est un obstacle majeur,
qui est contourné en utilisant un tiré en arriére vers un domaine lisse puis
étudié en grace a une invariance ddr% [138, Dé nition 3.10]. Les deux
observables de cet article correspondant au corrélatBlirs (g (an) ] €t

E[ ¢ any (b9 ] PErMettent aussi de prouver convergence des probabilités
de connexion, qui dégénérent vers le systéeme hors-critique lopsguend

vers l'in ni [138, Section 6].

Convergence de I'observable FK et de l'interface FK-Dobrushin vers SLE(16/3)
sur les s-plongements qui véri ebnif( ) et Q = O( ) par Chelkak dans

[33]. Cette preuve est la premiéere preuve d'invariance conforme en dehors
du cadre isoradial et prouve en particulier l'invariance conforme du modele
critiqgue doublement périodique. La convergence de I'observable FK est quan-
titative en et permet de donner la vitesse de convergence de l'interface vers
SLE(16/3) en utilisant les travaux de Binder et Richards [151]. L'observable
utilisée correspond au corrélatebf ¢ (ba) (ap) |-

Calcul explicite de la longueur de corrélation par Be ara et Duminil-Copin
[14, Théoréme 2], en approximant le comportement des observables de Smir-
nov hors criticalité par des fonctions de Green massives [14, Proposition 4.1].
L'approximation utilisée peut d'ailleurs étre remplacée par une égalité grace
aux travaux récents de de Tiliere [164, Corollaire 4.16] pour en retrouver
une preuve plus courte. L'observable utilisée correspond a un corrélateur de
la formeE[ ¢ (ba (ap ] SUr une bande in nie.

Convergence des corrélations mixtes sur le réseau carré (produits arbitraires
de spins, désordres, densité d'énergies (produit de spins voisins) proprement
normalisés) par Chelkak Hongler et Izyurov dans [39]. Cet article donne

une exposition compléte des méthodes de convergence des corrélations et
interfaces vers leur limite continue, et développe de maniére détaillée les
propriétés des corrélations dans le continu. Une des nouveautés importante
de cet article est la preuve des régles de fusion, lorsque deux éléments se
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rapprochent l'un de l'autre [39, Section 6].

12. Convergence et invariance conforme de l'interface FK quantique par Li dans
[1L09]. Cet article introduit les observables pour le modele quantique et
prouve la convergence d'un analogue quantique du corrél&ewr (na) (an -

1.9 . Résultats obtenus dans cette thése

On résume a présent de maniére trés bréve les résultats obtenus dans cette
these. Chaque sous-section correspondant ici a I'un des chapitres de cette these.

1.9.1 . Magnétisation du modele d'Ising par tranche et polyndmes
orthogonaux

Dans cet article écrit en collaboration avBmitry Chelkak et Clément Hon-
gler, on explore les liens entre les corrélations du modéles d'Ising, la théorie des
polyndmes orthogonaux, et la représentation des corrélation sous forme de détermi-
nants Toeplitz+Hankel. En particulier, on fournit une approche moderne, simpli ée
et alignée avec les méthodes actuelles de calcul de corrélations du modéle d'Ising.

On considére le modéle d'Ising sur le demi-plan gauche du réseau carré tourné
de 7 noté parH (voire la gure 1.9.1). La mesure de probabilité en volume in nie
surH est dé nie via une suite croissante de domaines recouvranen imposant
des conditions de borél a I'in ni ainsi qu'a la colonne la plus a droit€y. Toutes
les constantes de couplage entre les colorygs, et C,, sont identiques et valent
xp = exp[ 2Jp] = tan % p, avec p 2 (0; 3 ). On dé nit alors la magnétisation
de la(2m)®™€ colonne par

Mm=Mm( 1 2:::0) = B[ ( om 10)): (1.9.1)

ainsi que la matricd (avec ¢:=0 etb; = cos? ;cos ) donnée par
2 3
b b = cos?  1C08 o
J =§ & & :::z +sin? y 2sin® o 1;

Ak

COS 2k 1COS 2 SIN 2 SIN 2k41 ;
(1.9.2)
dont la mesure spectrale est notég On pose auss$ily[ 5] := def] 01 P*a 45 (d )]ng%)
le m®™M€ déterminant de Hankel des moments dget P, le projecteur orthogonal
sur lesm premiéres coordonnées tfe On a alors le théoréme suivant :

Theoreme 1.9.1. Pourtout 1; 2;:::2(0;5)etm 1,

M _ d?\tpm\]lzzpm _ Hm[ 1=2 J] .
"7 Smcos,  (Hmlol Hm[ oD)¥2
Le théoreme précédent ainsi que sa preuvent permettent de décrire plusieurs

faits remarquables a propos des liens profonds entre le modele d'Ising et la théorie
spectrale, dont on détaille maintenant plusieurs exemples :

(1.9.3)
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1. Pour le modéle homogéng =  pour toutk > 1, on voit quesupp j =

[cog(2 ) ;1] si gz etsupp y = fOg[ [cos(2 );1]si > 4, ce qui
pousse fortement a penser (méme si cela ne sut pas de maniére stricto
sensus pour en faire une preuve) que la valeur critique du modéle correspond
a = z, comme le montrent les résultats rappelés dans la section 1.1. Le
modele homogene est sur-critique lorsque 7. En e et, dans ce cas la, on

peut voir queM i, décroit exponentiellement en en identi ant des vecteurs
propres de racine carré de l'opératelirqui décroissant exponentiellement
vite vers le vecteur nul.

. Pour le modeéle doublement périodique équipé de poids critiques, la condition
de criticalité (provenant de [52]) pour un systéme périgdique de taillse

reécrit de maniere trés simple comme étant la condit%)iﬂ1 tan  =1.

Dans ce cadre la, on peut dé nia densité intégrée des étatde J, c'est

a dire pour chaque> O (lorsqueN !'1 ), le nombre de valeurs propres

comprises entr@ et  pour la troncature de a sesnN premiéres colonnes.

On peut alors cacluler I'asymptotique lorsquel 0 de la densité densité
intégrée des %tats dé (au voisinage du bas du spectre admet) qui est de la
formeC; 1" ouCj estla longueur moyenne d'une période horizontale
du s-plongement canonique associé au modele doublement périodique (et
dont la construction est rappelée dans la section 1.7). Cela fait donc un lien
entre la géométrie du s-plongement le spectre de l'opéralepermettant
d'exprimer la magnétisation.

. On peut aussi appliquer le théoréme 2.1.1 pour étudier un modéle homogéne
sous-critique a partir de la seconde colonng € < 4 pour tout k

2) mais en autorisant la constante de couplage de la premiére colonne a
étre di érente. Ceci se reformule directement comme traiter le cas d'un
modéle homogéne avec champ magnétique extérieur additionrtel 2J,

(ol x1 =tan( 4) = exp[ 2J1]) a la premiere colonne (qui interagit a sa
gauche avec les conditions de bordde la colonneCp). On peut alors
traduire le résultat abstrait dé2.1.1) de maniére explicite des déterminants
Toeplitz+Hankel. On commence par dé nir powr2 C

cod ; N
cog 2( a3l

(rz )Pz 1),
(z )Pz 1)’

g:=tan < 1; r=1

w(z) = j1 oz; (2) := (1.9.4)

On a alors le théoréme suivant.

Theoréeme 1.9.2. Pour le modéle avec un champ magnétique extérieur
introduit précédemment, on a

Mm = (1 1) *2det o wat@ 1)%2 0y oL avec (1.9.5)
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4

14 . . 1 . . .
g 1= — e s w(e )d; g 1= — e (¢)w(e)d;
2 2
et s:=c (f=r)s, c=(r?2 or 2@ o) ¥, sir>qglet s:=0
sinon.

4. 1l est alors possible de passer a la limitd 1 , ce qui correspond a
choisir un champ magnétique extériely ! 0" et donne un modéle avec
conditions de bordibres(c'est a dire que la constante de couplage choisie a
la premiére colonne découple l'intérieur des conditions de boada conne
Co. La magnétisation de la premiére colonne devient alors

BV (50] = @ o)™

Cette formule peut paraitre surprenante lorsgoe= 0, puisqu'avec des
conditions de bordibres a la colonneCy, on a toujours une magnétisa-
tion strictement positive a la premiére colonne, et n'est pas invariante par
inversion des spins (sinon la magnétisation serait nulle). Cette absence de
symétrie s'explique par le fait les conditions de botdéni se transportent
jusqu'a l'origine en cassant la symétrie du modeéle.

5. Il est aussi possible, en suivant les travaux de [146], d'étendre analytiquement
la formule(1.9.5) aux valeursiégativesde (1  r)*™2, faisant apparaitre un
e et de mouillagepour les valeurs négatives su samment petites de champ
extérieur h. L'intuition physique derriere le fait que la magnétisation reste
positive pour des petites valeurs du champ extériebrest que l'interface
des+ a l'in ni touche in niment souvent l'axe verticaiR dont les spins
sont ultra-majoritairement négatifs a cause du champ extérieur et la magné-
tisation positive du modéle provenant de I'in ni reste dominante. L'étude
mathématique compléte et rigoureuse de cet e et de mouillage reste une
guestion ouverte.

On détaille a présent la méthode utilisée pour prouver ces résultats. L'idée
principale pour prouver ces résultats einterpréter sur le réseau en zig-zag les
relations locales des corrélateurs Kadano -Ceva donnéeglpar6) sous la forme
d'équations deCauchy-Riemann discrétegui se traduisent directement dans les
entrées d'un opérateur en dimension in nie. La méthode utilisée est la suivante :

1. On identi e les relations locales d'une observable de Kadano -Ceva bien
choisie a n que sa valeur au voisinage de son branchement soit exactement
la magnétisatiorM .

2. On traduit ces relations locales dans le langage des transformations de Hil-
bert discrétes et prouve qu'un seul opérateur non-trivial véri e toutes ces
relations.

3. On reconstruita la maincet opérateur via des techniques de transformées
de Hilbert.
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Figure 1.9.1 Le modéle par couches en zig-zag sur le demi-plan gauche
H . Toutes les interactions entre colonnes voisines sont les mémes et la
condition de bord+ est imposée a la colonn€,.

Il est remarquable de voir que la méthode générale utilisée (reconstruction ex-
plicite de corrélateurs de Kadano -Ceva a travers leurs relations locales) s'avéere
fonctionner non seulement sur le demi-plan mais fournit aussi des idées pour cal-
culer la magnétisation sous-critique et la corrélation horizontale a deux points du
modéle homogén&? (avec pour constante de couplagé pour les arétes ver-
ticales et " les arétes horizontales). Bien que les deux théorémes suivants n'ait
pas de lien avec le théoréme , il est possible de réaliser & nouveau une réécriture
des relations locales de corrélateurs de Kadano -Ceva, cette fois via des méthodes
de transformée de Fourier, pour déduire deux preuves alternatives des résultats
classiques suivants :

Theoréeme 1.9.3 (Kau man Onsager Yang). Lorsque "+ V< 7, lama-
gnétisation spontanéeM ( ": V) du modéle homogéne sous-critique est donnée
par

M(""Y) :=lim D = 1 (an "tan ¥)? ' (1.9.6)

Theoréme 1.9.4 (McCoy Wu).  Lorsque "+ V= , la corrélation D, du
modele critique entre deux spins & une distance horizontal@m 'un de l'autre
a pour asymptotique

Dm & (2mcos ) ¥ avecC :=2sez 1 (1.9.7)

m!l
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1.9.2 . Universalité du modeéle d'Ising sur les graphes isoradiaux

Dans cet article écrit en collaboration av&mitry Chelkak et Konstan-
tin Izyurov, on prouve l'existence d'une limite d'échelle pour les corrélations de
spins critiques et massives doutes les grilles isoradiales satisfaisant la propriété
d'angles bornés. Ce résultat est en accord avec la prédiction de Kadano et termine
de prouved'universalitédu modele sur les graphes isoradiaux, c'est a dire que la
limite d'échelle ne dépend pas de la géométrie locale du graphe. Comme rappelé
dans la section 1.8, cette universalité était déja connue dans le cadre critique pour
les interfaces, ensembles de boucles, probabilités de croisement, convergence de
I'observables FK ainsi que celle de la densité d'énergie. Dans les résultats mention-
nés dans la phrase précédente, ce dentpreuvesgjui assuraient l'universalité du
modeéle, puisqu'elles s'appliquent exactement comme sur le réseau carré. La situa-
tion pour les corrélations critiques et massives entre spins (traitées sur le réseau
carré par Chelkak Hongler Izyurov puis Park [38, ]) est bien di érente et deux
obstacles importants subsistent :

1. Les méthodes utilisées sont intimement reliées aux symétries du réseau carré,
. : . 1
en particulier la construction des analogues discrets s-holomorphes de
[38, Section 3.2].

2. La normalisation en volume in niesC" provient du calcul explicite de
McCoy et Wu(4.3.8) de la corrélation a deux points sur le réseau carré en
volume in ni. Ce calcul ne peut étre répété pour un réseau irrégulier.

Notre article répond a ces deux questions et conclut a l'universalité du modéle
d'lsing critique et presque critique sur les graphes isoradiaux. Etant donné une suite
() s o de grilles isoradiales de pas respectifmtisfaisant I'hypothése des angles
bornés pour un certaing, on s'intéresse a ltimite d'échelle massivdu modéle
d'Ising Z-invariant (dé ni dans la section 1.3.1), assignant des spins aux faces de

' avec unnomeq= sm qui tend linéairement ver@ lorsque tend vers0. Le
paramétrem 2 R est appelé lanassedu modele, le modéle critique correspondant
au casm = 0. Pour le modele en volume in ni, il existe alors une limite d'échelle
pour les corrélations a deux points. Plus précisément on a le théoréme suivant :

Theoréme 1.9.5. Pour chaguem 2 R, il existe une fonction ( ;m): R; !
R; telle que dans le régimeg = %m I Oona

fE™ W Wl ! C 2 (jup ug;m) lorsque ! O; (1.9.8)

ol la constanteC =235e3 1 D est indépendante de la géométrie locale de
et de la massan. Pour le régime critiquem =0,ona (r;0) r 7 et plus gé-
néralement on a I'asymptotique ( ;m) r i lorsquer ! 0, indépendament
de la valeur de la massan.

Cela prouve en particulidlinvariance par rotation du modéleles deux cotés
de la criticalité (i.e. indépendamment du signe g, ainsi qu'a petite distance
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entre les spins, le systeme presque-critique se comporte comme le systéme critique.
Il existe une expression explicite de; m) en fonction de solutions aux équations
de Painlevé Il [166, , 94], dont une exposition moderne est rappelée par Park
dans [137, Corollaire 1.2 et Section 4.2]. An de prouver le résultat sur la limite
d'échelle dans le plan tout entier (ce résultat est mis en avant le premier ici car il
nous semble étre le résultat le plus conceptuel du chapitre 3, étant valide quelque
soit le signe de la masse), on commence par prouver l'universalité des corrélations
sur les domaines simplement connexes bornés (a bord lisse) du plan.

On commence par se donner un domaine simplement connedent le bord
estCl, que I'on approxime au sens de Carathéodory (voir e.g. [47, Dé nition 3.4])
par un domaine discret . On dé nit alors le modele d'Isingnassif avec des
poids Z-invariant de Baxter avec un norge %m sur , dont les conditions de
bord sont branchées. Notre résultat généralise aux grilles isoradiales la convergence
des corrélations prouvée dans [38, Théoréme 1.2] lorsque 0 et dans [137,
Théoreme 1.1] lorsqum < 0.

Theoréme 1.9.6. En travaillant sur le modéle Z-invariant sur les grilles iso-
radiales de nomeq= ;m eten xant n spins approximant respectivementn
points de (supposé a bord lisse), on a alors poum 6 O la convergence des
corrélations entre lesn spins qui est donnée par

SE™Y L i wl PC Y hy wit o™ lorsque 10

n

avec des fonctions de corrélation continue$ y, u,::: u,i ™™ qui sont dé-

nies exactement comme dans [38, ]. Cette convergence esniverselle
vis-a-vis de la géométrie locale des graphes isoradiaux.

L'idée principale pour prouver le Théoreme 1.9.6 a été introduite dans [38,
Théoreme 1.5 et Corollaire 1.6] consiste a obtenir un contréle trés précis de la
dérivée logarithmique des corrélations, c'est a dire de déterminer une asymptotique
de la forme

E™Y ol

log = Re (W@ u)A™(uy;:iiun) +0();  (1.9.9)

E(m);w

[ Uz Un]

et pousse a dé nir la corrélation continue par

M it ai ™™ = exp Re F Ly AT (Ugiur i Us 13 Usen ;i Un)dUs
avec un coe cientA(™ provenant de l'expansion de la limite d'échelle des obser-
vables fermionique au voisinage de I'un de leurs branchements [38, eq (2.13)]. Pour
obtenir (1.9.9), on introduit une méthode conceptuelle et abstraite, qui reconstruit

la valeur du corrélateuc 7! EY[ ¢ v u,::: u,] Via son intégrale discrete contre

un noyau de Cauchy discret (construit a la main en utilisantebgsonentielles dis-

crétesintroduites par Boutillier, deTiliere et Raschel dans [27, 28]). En patrticulier
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cette méthode brise la nécessité de symétrie et s'applique en théorie a un cadre
plus général.

Reste pour conclure a résoudre I'épineuse question de la normalisation en vo-
lume in ni et montrer son universalité. Cela est fait en remarquant qu'il est possible
d'étendre une partie nie d'une grille isoradiale en lui recollant une partie d'un ré-
seau rectangulaire (ou les résultats sont obtenus par des calculs explicites) et que
sur cette grille mixte, les corrélations sont (au moins asymptotiqguement) identiques.
En particulier, ces méthodes utilisées s'appliquent aussi au modéle sous-critique.
En utilisant une formule de Cauchy analogue ainsi que les résultats exacts sur les
grilles rectangulaires (qui sont redémontrés dans le chapitre 2), nous donnons une
preuve compléte de la formule de Baxter sur les graphes isoradiaux.

Proposition 1.9.1 (Formule de Baxter). Pour g < 0O, la magnétisation en
volume in ni du modéle Z-invariant sous-critique est donnée par

E" [ ]! (kK?)# lorsque o " et E [u ul! (K)Z lorsqueju; upj!l ;

ou le lien entre les parametres elliptiquesy et k est rappelé dans la section
1.3.1.

Le modéle massif Z-invariant peut aussi étre encapsulé dans la théorie des s-
plongements rappelée dans la section 1.7. En e et, il est possible de construire
a partir des exponentielles discrétes associées au modele massif Z-invariant un s-
plongementS propredu plan (au moins sur les compacts lorsque 0). Dans le
régimeq= Im , lasurfacgS ;Q ) R%! convergevers une surface deurbure
moyenneproportionelle a la massa. Autrement dit, cela fourniune interprétation
géométrique de la longueur de corrélatidn modéle massif comme la courbure
moyenne d'une surface daf®. Une explication détaillée de ce phénoméne est
faire dans la sectio:3 du chapitre 3.

1.9.3 . Invariance conforme du modele d'Ising quantique

Dans cet article écrit en collaboration avdbih-Huang Li, on prouve l'in-
variance conforme du modele d'lsing quantique critique introduit dans la section
1.6. Comme précisé a la n des rappels sur le modele quantique, la loi de la re-
présentation spatio-temporelle du modéle quantique est la limite des lois sur des
grilles isoradiales de plus en plus aplaties, pour lesquelles la propriété des angles
bornés n'est alors plus véri ée. Il est donc vraisemblable de penser que les résultats
de convergence des corrélations du modele survivent a I'échange de limite entre
angles bornés et le passage a la limite 0. Un premier résultat dans cette di-
rection a été prouvé par Jhih-Huang Li dans [109] et concerne la convergence de
I'interface du modéle FK quantique vers SLE(16/3)

On se donne a nouveau un domaine simplement connecte plan approximé
par et on considere la représentation spatio-temporelle du moctétigue avec
paramétres = =2 = 2; Le premier résultat de notre article généralise la
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convergence de la densité d'énergie horizontale traitée par Hongler et Smirnov [87,
] sur les grilles isoradiales. On a alors le théoréme suivant.

Theoréme 1.9.7. Soit a 2 un point intérieur approximé par a 2
On dé nit alors la variable aléatoire de densité d'énergie normaliséepar la
formule

a T a a2 Ecla as21= a a2 2, Pour la représentation
spatio-temporelle du modéle d'Ising quantique, on a alors la convergence

1E "] L . L (a); (2.9.10)

(a) est la métrique hyperbolique de ena (i.e. © (a) estle doubledu
module de la dérivée ena de n'importe quelle uniformisation de  vers D

s'annulant en a). Plus généralement pour des points intérieursas;:::;an 2
de respectivement approximés para;;:::;a, , on a la convergence
+ ] 1 ce e s
L1E i an]!| oHal"' anl (2.9.11)

ol une corrélation continueh',, :::"4,i", dé nie dans [32, Théoréme 4.4], est
covariante conforme (voir e.g. [39, Section 5]).

La valeur2 de la densité d'énergie horizontale du modéle quantique en volume
in ni correspond bien a la limite de Ia densité d'énergie horizontale sur les grilles
isoradiales avec un angle = 5 , qui vaut COS( D) [24, Corollaire 11].
Comme pour le cas classique, il sut de prouver le resultat pour une seule variable
d'énergie era et propager le résultats en utilisant les régles de Pfa en du modéle
d'Ising (voir e.g. [39, Section 2.4] pour une présentation compléte). Notre second
résultat prouve la convergence des corrélations (pour le modéle critique) entre un
nombre arbitraire de spins xés dans un domaine simplement connexe, généralisant
le travail réalisé sur le réseau carré par Chelkak Hongler et Izyurov dans [38] (mais
aussi le théoréme 1.9.6). Dans ce cadre-la on a alors

Theoréme 1.9.8. Soientas;:::;an des points intérieurs de approximeés par
""" :;a, dans . Pour le modéle avec conditions de bordt+, on a alors

Chg it ai’; (1.9.12)

P I
NEEHIS A

ol la fonction de corrélationh 5, ::: 4,i" est covariante conforme et corres-
pond exactement a la corrélation critique pourm = 0 dans le Théoréme 1.9.6.

Ce résultat prouve directemefiitnvariance par rotationdu modéle quantique
critique. Il est possible de généraliser ces convergences a d'autres conditions de
bord. Dans notre article, la méthode choisie consiste a travailler directement avec
une version quantique des corrélateurs de Kadano et Ceva pour prouver les reé-
sultats de convergence directement sur le réseau semi-discret. En particulier, la
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structure de branchement devient un probleme trés sensible, car les corrélateurs
naturellement dé nis branchempartout. Ainsi la preuve de convergence peut s'ap-
parenter a une généralisation standard des arguments sur les grilles isoradiales une
fois que le formalisme de Kadano et Ceva a été correctement introduit. La situa-
tion est en revanche bien plus délicate pour la convergence des corrélations entre
spins. Le contrdle de la dérivée logarithmique des corrélations discrétes, comme
dans nos travaux avec Chelkak et Izyurov, ne s'applique que dans la direction
horizontale Pour obtenir la dérivée dans la direction verticale, on utilise cette
fois-ci la structure locale du branchement autour de chaque point du réseau semi-
discret ainsi qu'ungénéralisation au modéle quantique de la relation a trois termes
(1.5.7), sous forme d'intégrale. L'intérét principal des théoremes 1.9.7 et 4.3.7 va
au-dela de la simple généralisation de la convergence des corrélations a un modeéle
associé du modele d'Ising. En e et, comme expliqué dans la section 1.6, la repré-
sentation spatio-temporelle du modéle d'lsing quantique correspond a I'évolution
spatio-temporelle d'lyne chaine de spl'ms Zurdont le Hamiltonien quantique est
donné parH = Xy ® §,3) X2V & on peut donc utiliser les reé-
sultats des théoremes 1.9.7 et 4.3.7 pour détermides formules explicites des
corrélations spatio-temporelldsrsque = H. On noteEg, la mesure de proba-

bilité associée au modele quantique critique 8uZ. On note )((t) la variable du

spin 1 au sitex au tempst dans la représentation graphique en dimengafe
la chafne d'Aizenmann, Klein et Newman [2]. On a alors les formules suivantes :

Theoréme 1.9.9. Pour la chaine quantique unidimensionnelle sur2 Z, on
W) o~ M @ 2 A
= w4 < ladensité
d'énergie horizontale au sitex au tempst. Si tous les spins sont alignés a la

valeur +1 au tempst =0, on a

e 1 X Y Lm
L (t1) ... (tn) 2 3 a (X Xm)?+(tr tm)? "3
s Eg [ x, g ]!I OCn g2z A T LET G AT
' r=1 2f 1gn 16r<m 6n
(1.9.13)

LE, "itf)“:"it:) | 7 PR K(xaH X tixa 0501 Xn it)
ou Pfa représente l'opérateur de Pfa en usuel etK(ayg;:::;a;) est la matrice
r rdénie par Kij = ligj(a &)

La normalisation des corrélations est a nouveau reliée a lI'asymptotique de la
corrélation a deux points en volume in ni, que I'on retrousizgectement sur le
réseau semi-discreen adaptant le formalisme du chapitre 2 au modéle quantique.
On peut alors calculer pour la magnétisation sous-critique ainsi que la longueur
de corrélation sur-critique. Ce second résultat, correspondant a un cas particulier
traité par Be ara et Duminil-Copin dans [14] concernant la direction horizontale,
et utilise des méthodes supplémentaires comparé a celles utilisées dans le chapitre
2. On a alors les théoremes suivants :
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Theoréme 1.9.10. Pour la représentation spatio-temporelle du modele d'Ising
quantique sur C avec un jeu de parameétres sous-critiqué < ) et des condi-
tions de bord + a I'in ni, la magnétisation spontanée est donnée par

M )= lim Bilo o2 = (24 ™) 21 (=))F: (1.9.14)
Theoréme 1.9.11. Pour la représentation spatio-temporelle du modele d'Ising
quantique sur C avec un jeu de parameétres sur-critique{ > ?) la longueur
de corrélation horizontale est donnée par

= lim L1ogEg,[ o nl= 3log(—): (1.9.15)

1.9.4 . Estimées de croisement sur les s-plongement généraux

Dans cet article, écrit seul, on prouve que la représentation FK du modéle
d'Ising sur un s-plongement général et dont les poids sont donnéglpam)
satisfait la propriété croisement usuelle sur les rectangles, comme pour le réseau
carré critique (voir e.g. [60, Section 5]). Ce résultat montre que les s-plongements
non-dégénérés a grande échelle et équipés de leur poids naturels correspondent
a des systeémes 'critiques' et 'presque critiques', y compris lorsque leur géométrie
locale est trés irréguliére.

On commence ici par clari er le cadre dans lequel on travaille. Soigrt X »,
V1 < Y2, R = (X1;%2)  (Y1;¥2) C le rectangle associé, ainsi qli& un
ouvert contenant strictemenR. On se donne une suitgS ) -~ o de une suite de
s-plongements propres recouvrdntet véri ant les hypothéses suivantes :

1. Onsuppose que tous les plongemdi®s) - ¢ satisfont I'hypothéséip( , )
pour un certain xé < 1. En particulier, le pas de chacun des plonge-
ments est xé grace a la dé nitior{1.7.3). Autrement dit, la de toutes les
arétes deS est plus petite que, et la fonction d'origamiQ associée &
est -lipchitz au-dela de la distance

2. On suppose que les plongemeri ) - o satisfont I'hypothése de non-
dégénérescence que I'on nomribenght-Exp-Fat( ) ,qui suppose que
pour chaque boul® U etpour > O:

X
Iilm diam(z) = 0:
' 022}\ B;r 26 exp( 1)

Autrement dit, une fois que le pas de chacun des plongements a été xé,
on demande que la mesuke! de I'ensemble des faces exponentiellement
petites en (en la variable 1) tende vers0 lorsque tend versO0.

Pour utiliser ces hypothéses, il n'est plus nécessaire d'utiliser de ndémgles
bornés(qui implique que les constantes de couplages sont bornées) ou bien encore
de comparabilité entre la taille des arétes, mais plutdt nécessaire de vérier si le
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plongement admet un pas(dé ni dans la section 1.7.1 comme la distance a partir

de laquelle fonction d'origam®@ admet une constante de Lipchitz strictement
meilleure quel) puis qu'il n'y a qu'une proportion négligeable de faces du graphe
pour lesquels le rayon, du cercle inscrit est exponentiellement petit ent. Les

deux hypothéses précédentes sont véri ées avec une marge énorme pour les graphes
doublement périodiques critiques, ainsi que sur les graphes isoradiaux équipés de
leurs poids critiques et massifs.

Pour se rapprocher de la formulation usuelle des estimées de croisement, refor-
mulons les deux hypothéses précédentes dans le cadre classique d'un graphe in ni.
On se donne un& un s-plongement propre, dont on assume (quitte & renorma-
liser la taille du dessin dans le plan) qu'il est de pas 1. Toutes les arétes de
S(( G)) sont de longueur inférieure & L'hypothéseLip( , ) se traduit le fait
quejQ(z) Q (2976 jz zYdeslorsqugz 2zY > 1. Pour le seconde hypothése,
considéreron8, l'approximation du carré centré en l'origine et de c@é. Pour
cela, I'nypothésé enght-Exp-Fat( ) se traduit par le fait que pour tout> 0

nI!ilm X diam(z) = o(n);
z2\B nirz6exp( n)
c'est a dire que les faces dont le centre cercle inscrit est de taille exponentiellement
petite enn ne contribuent qu'a une partie négligeable de la boite.

Comme cela sera détaillé dans la preuve, il est possible d'a aiblir cette hy-
pothése en la remplacant par une condition demandant que les faces exponentiel-
lement petites n'envahissent pas complétement toutes les zones de la boite de taille
n. Dans les termes originaux, cela revient a relaxer I'nypothésght-Exp-Fat( )
dans le théoreme en ne demandant qu'elle ne soit véri ée que sur portion (macr-
socopique mais arbitrairement petite) du graphe.

On a alors les théorémes suivants, que I'on peut voir comme des meta-théorémes,
c'est a dire une boite a outils que I'on espére appliquer a une trés grande variété
de situations. Ces théorémes samtiformes en su sament petit, et fournissent
une borne inférieure a la magnétisation du modéle spin-Ising sur les rectangles
avec conditions de bord alternées, ainsi qu'une borne inférieure sur la probabilité
de croisement dans le modele FK d'un anneau de ratio xé avec condition de bord
libre.

Theoréme 1.9.12. Soient X3 < X, Y1 < Y2, R = (X1;%X2)  (Y1,¥2)
C, et (S ) s g une suite de s-plongements propres satisfaisant les hypothéses
Lip( , ) et Lenght-Exp-Fat( ) -Onsedonne alorR =[R(X1;X2;Y1;Y2)lg
une discrétisation quelconque ddrk a une distanceo (1) du bord deR. Pour
le modéle d'lsing surR dont les poids sont donnés par (1.7.4), avec condi-
tions de bord branchéessur les arcs 'horizontaux'(bc) et(d a) deR ainsi
que des conditions de bordibres sur les arcs 'verticaux' (a b)) et l'arc droit
(cd),ona

Iirr?i[)leR [ be) @a)yl cst > O
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ol la constantecst > 0 ne dépend que de et du ratio jx» Xi1j jy2 Vyij *.

Une estimée similaire existe pour le modéle dual. Comme rappelé dans la section
1.2.5, il existe une multitude de liens entre les corrélations des spins de modéle
d'Ising et les probabilités de connexion dans le modéle FK. Un de ces liens s'avére
étre ici treés utile. Pouiu 2 C et d > 0, on dé nit 'anneau

(u;d) := ((Reu 3d;Reu+3d] [Imu 3d;Imu+3d])
r (Reu d;Reu+d) (Imu d;Imu+ d))

eton poseP"b’fu;d) la mesure de probabilité associée au modéle FK rappelée dans la
section 1.2.5 avec conditions de bord libre sur les frontiéres intérieures et extérieures
de (u;d), qui approxime a une distanag, ¢(1) I'anneau (u;d). On a alors

le théoréme suivant.

Theoreme 1.9.13. Il existe une constantepg > 0 ne dépendant que de
telle que pour tout u 2 C, d > 0, et toute suite de s-plongementsS couvrant
B (u;5d) et vériant Lip( , ) et Lenght-Exp-Fat( ) ,0na

lim inf pPre 4 il existe un circuit ouvert dans  (u;d) Po:

Une estimée similaire existe pour le modeéle dual. De plus on peut remplacer la
liminf par l'inf lorsque les s-plongements satisfont I'hypoth&séf( ) . Dans la
formulation classique des estimées de croisement pour le modéle FK sur une grille
in nie (c'est a dire en considérant une grille in nie avec un pas 1 et les boites
Bn lorsquen !'1 ), le théoréme 1.9.13 implique que, la probabilité qu'il existe un
circuit ouvert du modéle FK dans I'anneau bordé par les bdgst B3, (avec
des conditions de bord libres), est bornée inférieurement, loraguk , par une
constante ne dépendant que de

Ce second théoréme est une conséquence du Théoréme 1.9.12 en appliquant
la stratégie développée dans [61, Proposition 2.10]. Une version simpli ée de ces
résultats a été démontrée par Chelkak dans [33, Théoréme 1.3 et Corollaire 1.4],
avec des hypotheses beaucoup plus restrictives sur la géométrie locale (la preuve
était limitée aux grilles satisfaisant I'hypothegmif( ) , ce qui limite les dé-
générescences locales) mais surtout sous I'hypotRésé ) qui correspond a
imposerQ = O( ), qui contraint la limite de la fonction d'origami & 0O et
limite les comportements potentiels des limites d'échelles. En particulier, il est a
présent possible d'imaginer appliquer ces deux théorémes aux grilles tirées aléatoi-
rement, que ce soit dans leur combinatoire ou bien encore dans leur poids. Une des
conséquences directe du Théoreme 1.9.13 edefsiondes interfaces FK-Ising
sur les graphes satisfaisalip( , ) et Lenght-Exp-Fat( ) (voir e.g. [97] pour
plus de détails). Parmi les conséquences directes de ce théoréme 1.9.13, on trouve
des preuves alternatives ainsi que I'extension des résultats suivants :
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Borne inférieure sur les estimées sur les probabilités de croisement sur les
grilles isoradiales critiques (voir section 1.3.1) comme dans [48, Preuve du
Théoréme 6.1], en remplacant la propriété d'angles bornés par I'hypothése
Lenght-Exp-Fat( ) . En particulier permet de déduire directement la
propriété de croisement dans les rectangles pour le modéle FK quantique
[62, Theoréme 1.5 et Proposition 5.1].

Borne inférieure sur les estimées sur les probabilités de croisement sur les
grilles isoradialemassivegvoir section 1.3.1) comme dans [138, Théoréme
1.3] avec la propriété d'angles bornés, que I'on peut re-plonger comme un
s-plongemenpropre en utilisant les méthodes de [43, eq (3.11)].

On peut aussi voir que la magnétisation du modéle d'Ising sukites introduit

par Lis dans [114, Section 6] décroit polynbmialement vite grace au Théoréme
1.9.13 et qu'a la température = 1, la magnétisation du modele primal et dual
est simultanément nulle. Cela prouve en particulier la criticalité du modeéle.

On rappelle qu'il est possible de construire un s-plongement propre pour chaque
graphe pondéré ni, en particulier pour réseaux usuels non-critiques, ce qui indique
que le théoréme 1.9.13 n'est doit pas étre valide pour tous les graphes pondérés. On
expligue maintenant celle phénomeénologie, et spéci e (en utilisant deux exemples)
ce qui nous semble classi er si le systeme est d'un c6té presque-critique ou critique
ou d'un autre coté hors critique.

L'exemple le plus simple est le réseau carré (tourné d'un apgleur coller au
formalisme du chapitre 2) équipé de ses poids non-critiques. En utilisant les travaux
détaillés dans la section 2.5 du chapitre 2, (particulierement les formules en dessous
de I'équation(2:5:5) ainsi que la gure2:5:1), on peut voir qu'il est possible
d'associer au réseau carré équippé de ses poids non-critiques un s-plongement
propre dans le plan, tels que les quadrilatéres tangeants (qui sont les faces de
( G) ont un cercle inscrit de rayon=1). Dans ce cas précis, un calcul similaire
a celui de I'équation(2:5:8) assure que pour; = x1 + iy et zp = xo + iy aligné
horizontalement, on a

Q@) Q (@i _,.

~lim
jx1 x2jll 121 73]

autrement dit c'est la fonction d'origami qui asymptotiguement ddlipchitz mais
n'est pas -lipchitz pour tout < 1.

Pour le modélenassif les travaux de Park [138, Section 6] assurent que lorsque
jmj tend vers I'in ni, le systéme se rapproche du systéme hors critique (c'est a dire
gue les probabilités de croisement primales et duales dans les rectangles convergent
vers0 et 1, selon le c6té de la criticalité ou I'on se trouve). En appliquant la procé-
dure dereplongement des grilles Z-invariantes massives comme des s-plongements
de section3:3 du chapitre 3 ainsi que la valeur explicite des asymptotiques de
la fonction d'origami dans ce cadre précis (calculées da8r%.12)), on voit que
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lorsquejmj tend vers ['in ni, la constante d'origami optimale a grande distance se
rapproche del.

En utilisant les deux exemples précédents, on ainsi penser que les sys-
temes hors-critiques s'identi ent a une fonction d'origami dont la constante
de Lipchitz optimale est 1.

D'un point de vue conceptuel, I'nypothékenght-Exp-Fat( ) (tout comme
sa grande soeuExp-Fat( ) ) nous semble étre un choix de confort, qui reste
tout de méme su sament souple pour envisager de travailler dans une multitude
de cadres, y compris des graphes pondérés aléatoires. Avec ce choix, on peut
utiliser des méthodes analytiques pour prouver des estimées de croisement, ce qui
semble étre la seule méthode aujourd'hui disponible pour traiter des graphes sans
symeétries. Il est envisageable qu'un jour on puisse se passer des hypothéses du type
Exp-Fat( ) avec une meilleure compréhension des comportements pathologigues
des fonctions harmoniques associées aux fonctions s-holomorphes.

De notre point de vue, le plus grand intérét du Théoréme 1.9.13 est qu'il
permet de traiter la question des probabilités de croisement sur des graphes trés
irreguliers, dont les poids ou la géométrie locale est tirée aléatoirement. La pro-
priété Lenght-Exp-Fat( ) semble pouvoir étre accessible via des raisonnement
du type Borel-Cantelli (prédisant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre ni de faces
trop petites, qui correspondrait sinon a un nombre exponentiel de faces avec un
r, 6 exp( 1) dans une région de taille). Dans le cadre des grands graphes
nis abstraits, il faut tout d'abord e ectuer un re-plongement via un s-plongement
propre et étudier les propriétés géométriqgues de ce plongement, en particulier vé-
rier qu'en s'éloignant de la face extérieurg,;, la taille des faces diminue, puis
que le graphe véri e localement le graphe satisfap( , ) . Une des premiéres
cible (ambitieuse mais réaliste) de ces théorémes est de traiter le cas de Zfilles
avec des constantes de couplage aléatoires centrées en la valeur critique.

1.9.5 . Convergence de l'observable FK pour les s-plongements a
limite lisse

Ce chapitre a été écrit seul et correspond a un article en préparation. Ce projet
n'était pas supervisé par Dmitry Chelkak, et j'en assume seul la responsabilité
L'objectif principal de ce chapitre est de montrer que la conjecture de Chelkak
(originellement faite dans [33, Section 2.7] et rappelée dans la section 1.7.4) reliant
le modéle d'Ising et les solutions de Dirac massives sur une surface dans |'espace de
Minkowski.Ce chapitre fait état d'un travail en cours, et a donc été volontairement
écrit de maniére sous-optimale, puisque les méthodes présentées ainsi que leur
généralisations simples permettraient de traiter un cadre vraiment plus large. Etant
donné qu'une partie du puzzle manquant pour obtenir une théorie compléte réside
dans des considérations purement dans le continu, ce travail nous semble étre d'un
intérét non-trivial pour la théorie puisqu'il résout plusieurs questions cruciales sur
le comportement des observables discrétes. C'est pourquoi nous avons choisi de
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I'inclure dans ce manuscrit.

Ici, on prouve la convergence des fonctions s-holomorphes associées a I'obser-
vable FK-Ising, lorsque la limite des fonctions d'origd@i ) > o est une fonction
réguliére et que les domaines discrets approximent un domaine simplement connexe
du plan dont le bord est lisse. Ce travail généralise partiellement les travaux de Chel-
kak et Smirnov [48] mais ce restreint au-cadre ou les domaines ainsi que la limite
des fonctions d'origami sont lisses. Il s'agit de la premiére preuve de convergence
des observables sur des s-plongements lorsque la limite d'échelle des fonctions d'ori-
gami n'est pas triviale, et pave la voie a de nombreuses généralisations. Comme
pour les observables critiques et massives déja mentionnées précédemment, on se
donne un domaine simplement connexelont le bord est de classg', et on xe
deux points distinct®; b2 @ , vus comme des extrémités. Lorsqu'on approxime
( ;a;b) (au sens de Carathéodory) par des domaines dis€retsa ;b ) avec des
conditions de bordbranchéessur l'arc(b a ) etlibressur l'arc(a b)) . Les condi-
tions de bord sont donc exactement celles de I'observable utilisée dans la section
1.5.5 et en particulier de la gure 1.5.4. Il est alors possible de dé nir comme dans
(1.5.4) I'observable FK-Dobrushin sr ;a ;b) en posant

— ewf :

X (©=E" p)lcwma)y @pnl (1.9.16)
Le corrélateurX induit une fonction s-holomorphE via (1.7.11) ainsi que la
fonction H = Hg via (1.7.15). Dans notre travail, on se restreint au cadre
suivant :

Chaque s-plongementS satisfait I'hnypothésdJnif( ) (voir e.g. [33, Sec-
tion 1.3]) pour les mémes constanteg, o > 0.

La suite des fonctions d'origami (S ) > ¢ converge (uniformément sur les
compacts du plan) vers une fonctighde classeZ?. On notera que la pré-
compacité des fonction® ) - o est toujours vraie et donc on peut toujours
supposer que la fonctio#h converge.

On énonce a présent le résultat principal de ce chapitre, qui prouve I'existence
d'une limite d'échelle pour les fonctios lorsque tend versO0.

Theoreme 1.9.14. Soit (( ;a ;b)) s ¢ une suite de domaines discrets qui
convergent (au sens de Carathéodory) vers un domaine borng¢ ;a;b), dont
le bord est de classe&C! ol I'on a xé deux points distincts a;b. Alors la suite
des fonctions(F ) - ¢ associées au corrélateur FK-Dobrushin dan§g ;a ;b)
converge uniformément sur les compacts de vers l'unique fonction f veéri ant

(fdz + ifd#) est une forme di érentielle fermée sur |,

R
h:= 1 Im[f 2dz] + jf j?d# s'étend de maniére continue avec la valeu

sur l'arc (ba) et la valeur 1 sur l'arc (ab).

71



En particulier, la limite d'échellé des fonctions s-holomorphes n'est ni holo-
morphe (comme dans le cadre Z-invariant critique), ni massive holomorphe (comme
dans le cadre Z-invariant massif) avec une masse constante. En réalisant le change-
ment de variableé = &f (z )12+ & (z )12 de(1.7.23) avec la paramétrisation
conforme(1.7.20) de la surfacéz; #), alors la fonctiorl est solution de I'équation
Dirac massif (annoncée en premier lieu dans [33, eq (2.28)])

@ =im() T ou

Le paramétre de massem( ) 2 R vaut la moitié le produit entrd'élé-
ment de longueuret la courbure moyennele la surface(z;#) au point
(z( );#(z()) R?L, pour la métrique de Minkowski dB%1. Ainsi, le
paramétre de masse admet une interprétation purement géométrique.

Le fait que la limite d'échelle admette une telle description naturelle dans
R%1 justi e par ailleurs l'idée de replonge8 comme une surface discréte
(S:;Q) R?!dont la troisitme coordonnée est la fonction d'origami.

L'hypothése faite sur la régularité de la limitef est principalement pour faite
pour pouvoirdé nir la notion de courbure moyenngui est une fonction des
dérivées secondes de Une description similaire semble possible a partir
du moment ou l'on peut dé nir d'une maniére ou d'une autre une notion
de courbure moyenne. En particulier, lorsque les dérivées secondesele
trouvent dans un espaceP, les méthodes utilisées dans la preuve donnée
ici sont tres proche de permettre de conclure (I'ingrédient qui di ere sera
soulignée dans quelques lignes).

La description de la limite d'échelle devient explicite lorsque la surfdze#)
est minimale pour la métrique de Lorentz'est a dire lorsque sa courbure
moyenneH (toujours calculée dans I'espad®!) est nulle partout Dans
ce cadre Ia, on a un résultat analogue a [48, Theoréme A]. En notant
Buniformisation du relevement de qui envoiea;‘b vers1l , alors' =

0

Le théoreme 1.9.14 conrme, en partie, la prédiction faite par Chelkak dans
[33, Section 2.7] sur I'existence de limites d'échelles dont la description se fait
naturellement dans I'espad@'. De notre point de vue, pour compléter ce travail
en cours, il faudrait réaliser les avancées suivantes :

Retirer toute hypothése de régularité sur la fonctio# lorsque le bord du
domaine est lisse. Comparé aux méthodes présentées dans le chapitre, cela
nécessite majoritairement de prouver des résultats d'unicité dans le continu.
A n d'y arriver, il semble nécessaire de gagner de l'information supplémen-
taire (en particulier de la régularité) au niveau discret sur les limites de
fonctions s-holomorphes, ce qui permettrait de conclure avec un principe de
comparaison général. Cette approche suit son cours dans un travail réalisé
en ce moment avec Sung-Chul Park et semble prometteuse.
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Retirer toute hypothése de régularité sur le bord du domait@sque la sur-
face (z;#) est minimale pour la métriqgue de Minkowski. Cela permettrait
d'annoncer la convergence des interfaces discrétes sur les grephés )
vers le processus SLE quar, #). La méthode utilisée ici approximant le bord
du domaine par sa tangente est cruciale pour réaliser le passage du discret
vers le continu. Pour traiter des bords arbitrairements rugueux, cela ne peut
étre utilisé et requiert d'utiliser une approche alternative, ce que nous ex-
plorons aussi actuellement avec Sung-Chul Park. On rappelle tout de méme
gu'il existe une méthode developpée par Chelkak sur les graphes véri ants
Q = O( ) (qui permet de traiter les domaines arbitrairement rugueux)
mais dont nous ne sommes pour l'instant pas capables de généraliser.

L'une des principales innovations de ce travail est technique, et répond a la
problématique de la survie des conditions de bord de Dirichlet pour les fonctions
H sur des s-plongements généraux. Cette question est particulierement délicate
en dehors du cadre isoradial critique et massif, car il n'est a présent plus possible
de compareH avec une fonction harmonique dans le discret.

Notons tout de méme le cadre (restreint) d@ = O( ) (qui contient par
exemple I'ensemble des graphes doublement périodiques critiques via leur plon-
gement canonique), pour lequel une méthode alternative a été développée dans
[33, Section 4], en approximant au niveau discret (de maniére moyennée) le Lapla-
cien usuel dans le continu. La preuve donnée dans [33, Section 4] s'applique sans
restrictions sur la régularité du bord et permet donc de prouver la convergence
des interfaces FK vers le processus SLE(16/3), prouvant au passage linvariance
conforme du modeéle critique doublement périodique. Cependant une telle preuve
semble étre dicile a généraliser, en raison de son utilisation extensive d'opéra-
teurs di érentiels discrets (voir [33, Section 3]) qui ne s'interpretent pas aisément
en dehors du cadr® = O( ).

Pour outrepasser ce probléme, on propose une approche complétement di é-
rente, qui consiste (aprés une chirurgie locale du graphe) & comparer localement
H avec une observable dé nie sur un petit rectangle topologique au voisinage
d'un des points de bord, et dont la frontiére discréte est plus simple a étudier.
On peut alors conclure via le principe de comparaison introduit par Park (voir [33,
Proposition 2.11]). Le choix des bords du rectangle topologique est réalisé soigneu-
sement (en particulier I'un des arcs discrets est formé, aprés chirurgie, de kites, ce
qui simpli e grandement l'analyse). Une autre innovation est l'utilisation du prin-
cipe de comparaison avec des primitives de fonctions holomorphes constantes, qui
prouve queH ne croit au plus vite que linéairement au voisinage de certains arcs
bien choisis, et simpli e grandement I'analysé.est notable de remarquer que
le contréle des conditions de bord ne requiert I'utilisation de dérivée seconde et
semble déja s'appliquer -avec des adaptations trés mineures- a toutes les fonctions
# dé nies sur les domaines a bord lisse.
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Notre approche semble su samment solide pour étre généralisée rapidement
(avec des modi cations mineures) au dela de I'hypoth&sgf( ) (par exemple
avec une hypothése du typenght-Exp-Fat( ) ), mais aussi aux fonctior#
dont les dérivées secondes existent dans un certain edpacee qui implique
un contrdle sur courbure moyenne @& #)). Pour prouver ce second résultat, il
est plausible de généraliser le principe de comparaison dans le continu (voir e.g.
[138, Lemma 3.1]) aux espack$, en remplacant les estimées ponctuelles par des
estimées intégrées.
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2 - Magnetization in the Zig-Zag Layered Ising
model and orthogonal polynomials

This chapter corresponds to the article [40], written wEmitry Chelkak and
Clément Hongler, and is currently submited to a scienti cal journal.

Abstract : We discuss the magnetizatioM ,; in the m-th column of the
zig-zag layered 2D Ising model on a half-plane using Kadano Ceva fermions and
orthogonal polynomials techniques. Our main result gives an explicit representation
of M, viam m Hankel determinants constructed from the spectral measure of
a certain Jacobi matrix which encodes the interaction parameters between the
columns. We also illustrate our approach by giving short proofs of the classical
Kaufman Onsager Yang and McCoy Wu theorems in the homogeneous setup and
expressingl ,, as a Toeplitz+Hankel determinant for the homogeneous sub-critical
model in presence of a boundary magnetic eld.

2.1 . Introduction

The planar Ising (or Lenz Ising) model, introduced by Lenz almost a century
ago, has an extremely rich history which is impossible to overview in a short intro-
duction, instead we refer the interested reader to the monographs [123, 12, ,

] as well as the papers [133, , , , 37] and references therein for more
information on various facets of this history. From the “classical analysis' viewpoint,
one of the particularly remarkable aspects is a very fruitful interplay between the
explicit computations for the planar Ising model and the theory of Toeplitz de-
terminants. This interplay originated in the groundbreaking work of Kaufman and
Onsager in late 1940s (see [9]) and, in particular, lead Szeg6 to the strong form
of his famous theorem on asymptotics of Toeplitz determinants; we refer the in-
terested reader to the recent survey [55] due to Deift, Its and Krasovsky for more
information on the developments of this link since then. It is nevertheless worth
noting that this research direction mostly originated in questions related to the
homogeneous model in the in nite-volume limit a well-understood case from the
physical perspective. At the same time, it seems that the much richer setup of the
layered model rst considered by McCoy Wu and Au-Yang McCoy in [125, ,

, 5, 4], see also [118, Sections 3.1,3.2] and [140] for historical comments did
not attract much attention of mathematicians. Unfortunateligur de forcecom-
putations summarized in the monograph [123], are nowadays often considered (at
least, in several mathematical sub-communities interested in 2D statistical mecha-
nics) as being too technically involved to develop their analysis further. Certainly,
this is an abnormal situation and by writing this paper we hope to bring the atten-
tion to this “layered' setup, targeting not only probabilists but also the orthogonal
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polynomials community. In the mathematical physics literature, the interest to the
layered Ising model also reappeared recently ; e.g. see [75] and references therein.

Our paper should not be considered as a “39999th solution of the Ising model'.
On the contrary, the methods we use can be viewed as a simpli cation of the
classical ones in presence of the translation and re ection symmetry in the direction
orthogonal to the line connecting spins under consideration. Comparing to [123],
this simpli cation comes from the fact that we use the Kadano Ceva lattice
instead of the Onsager (or Fisher) one and, more importantly, work directly with
orthogonal polynomialénstead of Toeplitz determinants. Though such details are
not vital in the homogeneous case, this allows us to perform computations for a
general zig-zag layeredmodel in a transparent way (see Theorem 2.1.1); in the
latter case, the polynomials are orthogonal with respect to a certain measure on
the segmen{0; 1] constructed out of a given sequence of interaction constants.

It is worth mentioning that the simpli cation discussed above manifests itself
even in the homogeneous setup since we always deatedtiweightsthe simplest
possible framework of the OPUC/OPRL theory. From the perspective of the “free
fermion algebra’ solution [155] of the planar Ising model, our derivations can be
viewed as its translation to the language of discrete fermionic observables, see [86]
for a discussion of such a correspondence. The latter viewpoint was advertised
by Smirnov in his celebrated work on the critical Ising model (e.g., see [65] and
references therein). We refer the interested reader to [37, Section 3] for a discussion
of equivalences between various combinatorial formalisms used to study the planar
Ising model, see also [129] and [48, Section 3.2]. In this paper we also want to make
a link between discrete complex analysis techniques and classical computations
more transparent; similar ideas are applied to the quantum 1d Ising model in [110].

Before formulating our main result Theorem 2.1.1 for the layered Ising
model, let us brie y mention the list of questions that we discuss along the way in
the homogeneous setup:

Kaufman Onsager Yang theorem on the spontaneous magnetization below
criticality: Theorem 2.3.1, cf. | , Section X.4];

McCoy Wu theorem on the asymptotic behavior of the horizontal spin-spin
correlations at criticality: Theorem 4.7.9, cf. [ , Section XI.5];

the wetting phase transition in the subcritical model caused by a boundary
magnetic eld [73, ] (which was interpreted as a hysteresis e ect in the
earlier work [123]): we discuss a setup similar to [123, Section XIII] in Sec-
tion 2.4.3 and reduce the problem to the analysis of explicit Toeplitz+Hankel
determinants, see Theorem 2.4.2;

Wu's explicit formula for diagonal spin-spin correlations in the fully homoge-
neous critical Ising model (see [123, Section XI.4]) and magnetization in the
zig-zag half-plane: we provide a very short computation via Legendre polyno-
mials in the Appendix, note that we were unable to nd neither Theorem A.3
nor the identity (A.8) in the literature.
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We now move on to the layered Ising model in a half-plane. Instead of working
in the original framework of Au-Yang, McCoy and Wu, we slightly simplify the se-
tup by considering the Ising model in the (left) half-plane on theotated square
grid which we call thezig-zag half-planeand denote byH , see Fig. 2.4.1 for the
notation. We believe that such a simpli cation does not change key features of the
problem, at the same it allows us to obtain more transparent results in full genera-
lity. We are mostly interested in making our main result Theorem 2.1.1 easily
accessible to thenathematical community interested in orthogonal polynomials
rather than in discussing thphysicsbehind the problem. It is worth emphasizing
that Theorem 2.1.1 doenot expresdM ,, as a Toeplitz determinant. Nevertheless,
we believe that the formul§2.1.5) is amenable for the asymptotic analysis and is
of interest from the mathematical perspective.

The (half-)in nite volume limit of the Ising model ol is de ned as a limit
of probability measures on an increasing sequence of nite domains exhatsting
with “+' boundary conditions at the right-most colum@g and at in nity. All
interaction parameters between the colum@s ; and C, are assumed to be the
same and equal t&, = exp[ 2J p] =tan % p» Where , 2 (0;% ) can be viewed
as a convenient parametrization af ,, see Section 2.2.1 for more details. Let

Mm=Mm( 15 2:::1) = B[ ( om 10)] (2.1.1)

be the magnetization in th€2m)-th column (the analysis for odd columns can be
done similarly). Denote

2
COS 1COS » 0 0
. sin 2sin 3 COS 3COS 4 0
Deven = lE 0 sin 4sin 5 COS 5COS g (2.1.2)
and let
Deven = UevenSeven; Seven =( DevenDeven)1:2 (2.1.3)

be the polar decomposition of the operafg,.,,, See also Remark 2.4.1 for another
interpretation of the (partial) isometryJeven. Further, denoted := D gyenD even-
A straightforward computation shows that

2 3
by ;1 0 : b = cos? o 1CO0S ok
az ap in2 2 .
J =§ z +SIN® 2k 2SIN° 2 1;
0 aa b

= COS 2k 1COS 2 SiN 2 SIN 241 ;

(2.1.4)
where g := 0 and b, = cos® 1cos ,. Let ; be the spectral measure of
associated with the rst basis vector. It is easy to see tlat RJ 1 and thus
Supp ; 2 [0;1]. Given ameasureon|[0; 1], letHp[ ] := det] o P*9 (d )]B“;CF%
be them-th Hankel determinant composed from the moments of this measure. De-
note by Py, the orthogonal projector on the space of rsh coordinates of 2.

Q
X
|
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Theorem 2.1.1. Forall i; 2;:::2(0;5) andm 1, we have

detPmnJ =Py _ Hml[ 2 ;5] .
Vzml CoS K (Hm[ 3] Hm[ sD¥?’
(2.1.5)

Mm = jdetPmUevenPm] =

where Ueyen is the (partial) isometry factor in the polar decomposition (2.1.3),
the Jacobi matrix J = DgyenDeven IS given by (2.1.4), and ; is the spectral
measure ofJ.

Remark 2.1.2. Assume that ( = forall k 1, i.e., that we work with the
fully homogeneous model. One can easily see that

supp 5 = [cos?(2 );1]if 5 while supp y = fOg[[cog(2 );1]if >

In particular, this clearly marks the critical value it = 4 of the interaction
parameter. Moreover, in the supercritical regime > i, the existence of an
exponentially decaying eigenfunction |, = (cot )2, 2 KerD gyep, directly
leads to the exponential decay of the truncated determinantg det Pr, UevenPmj-

Remark 2.1.3. Assume now that y+2n = for alk landsomen 1.In
this case, the criticality condition reads as 1 tan =1, see Lemma 2.5.1
below. This condition is equivalent to the fact that the continuous spectrum
of J begins at 0. Moreover (see Section 2.5.3), in this setup the mtegrﬁted
density of states of the periodic Jacobi matrix J behaves like C;
as | 0, where
hp P 1=2

Cr = n?2 {4( )7 Rea(@ g k)t (2.1.6)
and | denotes the periodic vector solving the equationJ = 0. In Sec-
tion 2.5.2 we show that the quantity (2.1.6) also admits a clear geometric
interpretation in the context of the so-called s-embeddingsf planar Ising mo-
dels, see (2.5.8) and a discussion following that identity.

It is clear that the spectral properties of the matrik (which can be viewed
as an e ective propagator in the direction orthogonal to the boundarHoj are
directly related to the behavior of the magnetizatibh,, asm ! 1 . Nevertheless,
we are not aware of asymptotical results {&.1.5) in the general case, especially
whenJ has asingular continuous spectrunthis leads to the following question:

to nd necessary and su cient conditions on the measure ; that im-
ply the asymptotics (a)iminf iz Mm = 0 (b) limsup,y Mm =0
in (2.1.5).
We believe that an answer to this question should shed more light, in particular,
on therandomlayered 2D Ising model. Moreover, it would be very interesting
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to understand the dynamics of the measure; when the inverse tempera-
ture varies froml to O and hence all, = 2arctanexp[ 2J p] increase
from O to 1 in a coherent way.

Classically, this dynamics should lead to the Gri ths McCoy phase transition for
i.i.d. interaction parameters between the columns and also could give rise to less
known e ects in the dependent case. As already mentioned above, one of the goals
of this paper is to bring the attention of the probability and orthogonal polynomials
communities to these questions.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2.2 we review the
Kadano Ceva formalism of spin-disorder operators in the planar Ising model. In
Section 2.3 we illustrate our approach by giving streamlined proofs of two clas-
sical results due to Kaufman Onsager Yang and McCoy Wu, respectively: Theo-
rem 2.3.1 and Theorem 4.7.9 ; we believe that this material should help the reader
to position this proof into the classical Ising model landscape. We prove our main
result Theorem 2.1.1 in Section 2.4. In Section 2.5 we briey discuss the
geometric interpretation of our results via s-embeddings of planar Ising models, a
generalization of isoradial embeddings of the critical Baxter's Z-invariant model
introduced in [34, 33]. The appendix is devoted to the explicit analysis of dia-
gonal correlations (Wu's formula) and of the zig-zag half-plane magnetization at
criticality via Legendre polynomials.
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2.2 . Combinatorics of the planar Ising model

In order to keep the presentation self-contained, in this section we collect basic
de nitions and properties of the planar Ising model observables. Below we adopt
the notation from [34, 33, 39], the interested reader is also referred to [37] or [88]
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for more details (note however that these papers use slightly di erent de nitions).
Even though we discuss the spin-disorder observables in the full generaktyifs
andn disorders), below we are interested in the situatioms n = 2 (Section 2.3
and Appendix) andn =1, n = 2 (Section 2.4 and Appendix) only.

2.2.1 . De nition and domain wall representation

Let G be a nite connectedplanar graph embedded into the plane such that
all its edges are straight segments. We denoteGythe set of its vertices and
by G the set of its faces (identi ed with their centers). The (ferromagnetic)
nearest-neighbokenz-Ising model on the graptual to G is a random assignment
of spins 2 f 1g to the facesu 2 G such that the probability of a spin
con guration =( ) is proportional to

Psl 1/ exp| Pu wde u wl; e=(uw) ; (2.2.1)

where a positive parameter= 1=KT is called thenverse temperaturghe sum is
taken over all pairs of adjacent facesw (equivalently, edges) of G, andJ = (Je)

is a collection of positivénteraction constantsindexed by the edges &. Below
we use the followingparametrizationof Je:

Xe=tan 3 ¢:=exp[ 2J g (2.2.2)

Note that the quantitiesxe 2 (0;1) and ¢ := 2arctan xe 2 (O;% ) have the
same monotonicity as the temperature 1.

We let the spin o of the outermost face ofs be xed to +1, in other words
we impose+' boundary conditionsIn this case, thedomain wall representation
(also known as thdow-temperature expansiprof the Ising model is al-to-1
correspondence between spin con gurations and even subgmpbisG: given a
spin con guration,P consists of all edges that separate pairs of disaligned spins.
One can consider a decomposition (not unique in generaB @fto a collection of
non-intersecting and non-self-intersecting loopke above correspondence implies
that

Eol usii unl = Zg' pogg X(P)( 1) mi®) (2.2.3)
forug;:::;un 2 G, whereEg denotes the set of all even subgraphsGf
P Q
ZG = P2EG X(P), X(P) = e2P Xe; (224)

andloopsy, ...y, 1(P) is the number (always well de ned modu®) of loops inP

surroundindué’m odd number of faces; ::;;um. Up to a factorexp[ e, Jel,
the quantity Zg is the partition function of the Ising model orGs .

2.2.2 . Disorder insertions
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Following Kadano and Ceva [93], given an even number of vertiges : ; v, 2

choice of these paths. Thidramers Wannier dualityimplies (e.g., see [93]) that
hviii wic=EE v iy, (2.2.7)

where the expectation in the right-hand side is taken with respect to the Ising
model onverticesof G, with dual weightsxe := tan %(E e) and free boun-
dary conditions. Indeed(2.2.5) is nothing but the high-temperature expansion
of (2.2.7).

the followingspin- ip symmetry constraint we require , 4> = 1 for any pair
of faces of the double cover such thatand u? lie over the same face iB. Using
this interpretation, we introduce mixed correlations

h V1 Vp U1 Um |G = h V1 VnIG EG[vl;:::;v n][ up um], (228)

whereus;::::um should be understood as faces of the double caw@t=Vnl,
Similarly to(2.2.6) one can easily give a probabilistic interpretation of these quan-
tities in terms of the original Ising model dA. Nevertheless, we prefer to speak

about the Ising model oGV1Vnl as this approach is more invariant and does

the sign- ip symmetry constraint between the sheets of the double cover. When
considered as a function of both vertiogsand facesuq, this correlation is de ned

on a double cover ofG )" (G )™ and changes sign each time one of the
verticesvp 2 G turns around one of the verticag, 2 G (or vice versa). We call
spinorsfunctions de ned on double covers that obey such a sign- ip property.

2.2.3 . Fermions and the propagation equation

We need an additional notation. Lef G) := G [ G be the planar bipartite
graph (a so-callediuad-graph whose set of (degree four) facéqG) is in al-to-
1 correspondence with the set of edges@fLet ( G) denote themedial graph
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of ( G), whose vertices are in &to-1 correspondence with edgésu) of ( G)
and are also calledornersof G, while the faces of( G) correspond either to
vertices ofG or to vertices ofG or to quads fron} (G). We denote by (G) a
double cover of the grapli G) that branches around each of its faces (e.qg., see [33,
Fig. 3A] or [129, Fig. 27], [48, Fig. 6]). For a corner ( v(c)u(c)) 2 (G) (with
u(c) 2 G andv(c) 2 G ), let

c:=1i exp[ Larg(v(c) u(Q)l; (2.2.9)

where the global prefactar is chosen for later convenience. Though a priori the
sign in the expressio(2.2.9) is ambiguous, it can be xed so that; is a spinor
on (G), called theDirac spinor by requiring that the values of; at corners
¢ surrounding each face of G) are de ned in a “continuous' way. (In particular,
this local de nition implies the spinor property of on  (G).)

Givenc 2 (G), one de nes theKadano Ceva fermionas ¢:= () u(o)-
More accurately, we set

X$(©=hye viiil va 1 u© urs'l um 1lGs (2.2.10)

for$ = (vi;iiivn uniinium 1)2(G)" Y (G)™ L Let ¢(G) denote
a double cover of( G) that branches over each of the faces ¢fG) except
those corresponding to the points fro®. The preceding discussion of mixed
spin-disorder correlations ensures thag is a spinor on ¢ (G). Finally, let

$(0):= Xs(0) (2.2.12)

where . is de ned by(2.2.9). The function g locally doesiot branch (the signs
changes of . and . cancel each other). More preciselyg is a spinor on the
double cover g (G) of ( G) that branchesonly over points from$ : it changes
the sign only where turns around one of the verticag, or the facesug.

We now move on to the crucial three-term equation for the correlati@:2.10),
called thepropagation equatiofor Kadano Ceva fermions on (G), see [141,

, ] or [37, Section 3.5] for more details. For a qua® } (G) corresponding
to an edgee of G, we denote its vertices byp(ze) 2 G , up(ze) 2 G ,vi(ze) 2 G,
andui(ze) 2 G, listed in the counterclockwise order. Further, forg 2 f 0; 19, let
Cp;q(Ze) := ( Vp(Ze)ug(ze)) - The following identity holds for all triples of consecutive
(on ¢ (G)) cornerscp1 g(Ze), Cpig(Ze) @andcy piq(Ze) surrounding the edge:

X3 (Cpig) = X (Cp1 q)COS e+ Xg (C1 pyg)SiN e; (2.2.12)

where ¢ stands for the parametrizatio(B8.2.3) of the Ising model weighte of e.

In recent papers, the equatiof2.2.12) is often used in the context of rhombic
lattices, in which case the parameteg admits a geometric interpretation (see
Section 2.5.1), but in fact it does not rely upon a particular choice of an embedding
(up to a homotopy) of} (G) into C provided that ¢ is de ned by (3.2.3).
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(A) The notation used (B) The notation used in Proposi-
in  Proposition  2.2.1  tion 2.2.2 (massive harmonicity of fermio-
(Cauchy Riemann equa- nic observables in the homogeneous model
tions (2.2.13)). away from the branchings).

d» < d»

d VvV '(:] V \\ // \\ //
ROk ie >
| o | NN L
CIN S AV S
d(vy c=d(v)
ol CDE
BEX d ¥ o Xd»

(C) The notation used in the (D) The notation used in Proposi-
proof of Lemma 4.7.2 (the va- tion 2.2.3 (harmonicity-type iden-
lue[ (MX Y] near the branching tities in the zig-zag layered mo-
point v = (0; 3)). del).

Figure 2.2.1 Local relations for Kadano Ceva fermionic observables.
We indicate the four “types' of corners of (subgraphs of) the square grid
by orienting and coloring the triang?s depicting them.



2.2.4 . Cauchy Riemann and Laplacian-type identities on the square
grid
From now on we assume th@& is a subgraph of the regular square ¢Ziti  C.
In this situation one can us€2.2.12) to derive a version of discrete Cauchy
Riemann equations for the complex-valued observallede ned by (2.2.11).

Proposition 2.2.1.  Let c3;d1; cp; d2 be corners ofG located as in Fig. 2.2.1A
(and located on the same sheet of the double cover; (G)). Let 1; 2 be the
interaction parameters assigned via(3.2.3) to the edgese;; e;. Then, the fol-
lowing identity holds:

[ s(c)cos 2 sg(c)sin 1] = i [ g(d2)sin 2 g(di)cos 1]; (2.2.13)

where the ~ ' sign is "+' if the square (c;d»>cpd;) is oriented counterclockwise
(top picture in Fig. 2.2.1A) and ~ ' otherwise (bottom picture in Fig. 2.2.1A).

Proof. Leta2 g (G) be the center of the squargc:d>cdy) and let ¢y; do; Cp; dp
be the neighbors ofa on ¢ (G). Writing two propagation equations (2.2.12)
at a one gets the identity

Xg (c)cos 2+ Xg(do)sin 2 = Xg(a) = Xg(cy)sin 1+ Xg (dy)cos 1:

Since 4, = g4, = € '7 , (with the same choice of the sign: +' for the left
picture, © ' for the right one) and , = ¢, = e '7 4, the result immediately
follows. o

Below we often focus on the values of observablgs or X¢ at corners
c2 ( G) of one of four ‘types'; by a type af we mean its geometric position
inside the face of5  Z? to which ¢ belongs, see Fig. 2.2.1. For each type of
corners, the values. are all the same and, moreover, the branching structure of

s (G) restricted to this type of corners coincides with the one @f(G). In other
words, ¢ and Xg dier only by a global multiplicative constant on each of the
four types of corners.

In this paper, we are interested in the following two setups:

homogeneousnodel, in which all the parameterg corresponding to hori-
zontal edges oZ?2 have the common valu€e (resp., v for vertical edges);

zig-zag layereadnodel on the,-rotated grid, in which all interaction constants
between each pair of adjacent columns have the same value (see Fig. 2.4.1).

In both situations, one can ug@R.2.13) to derive a harmonicity-type identity
for the values ofX ¢ (note however that this is not possible in the general case).

Proposition 2.2.2. In the homogeneous setup, assume that a corner 2
$ (G) is not located near the branching, i.e., that neitherv(c) nor u(c) are
in $. Then, the observableX g satis es the following equation atc:

Xs(c) = 3sin Mcos Y [Xs (c")+ Xs (c )]+ 2cos Msin v [Xg (d)+ X (D)];
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where ¢";c:c ;d are the four nearby corners having the same type as,
located at the east, north, west and south direction fromc, respectively (see
Fig. 2.2.1B).

Proof. Recall that, at corners of a given type, the valuesXg and ¢ dier
only by a multiplicative constant. Due to the symmetry of the homogeneous
model, we can assume that;c";c:c ;d are located as in Fig. 2.2.1B. Let us
write four Cauchy Riemann equations (2.2.13) betweenc and ¢, cand d, ¢
andc , cand c. Multiplying the rst equation by sin ", the second bycos ",
the third by cos Y, the fourth by sin v, and taking the sum with appropriate
signs we get the result. O

Remark 2.2.1. (i) Proposition 2.2.2 can be reformulated as the massive har-
monicity condition [ (™Xg](c) = 0, where the massive Laplacian (™ is
de ned as

[ ™F](0):= F(c)+ isin "cos V[F(c')+ F(c )]+ icos "sin V[F(d)+ F(d):

It is worth noting that (™) is a generator of a (continuous time) random walk
on Z2 with killing rate 1 sin( "+ V) : in particular, one can easily guess from
Proposition 2.2.2 the classical criticality condition

hy v sinh[2J "] sinh[2J V] =1:

(ii) The fact that the near-critical homogeneous Ising model onZ? admits a
description via massive holomorphic fermions is a commonplace in the theore-
tical physics literature. In the probabilistic community, an explicit link between
formulas for spin-spin correlations derived in [123] and the partition functions
of killed random walks was pointed out in [130]. We refer the interested reader
to the paper [14], in which the massive holomorphicity property of fermionic
observables was used for the analysis of the exponential decay rate of spin-spin
correlationsE[ 9 na], n!'1 , and of its dependence on the directiora in the
super-critical model on Z2.

A similar identity holds in the layered setup (see Fig. 2.2.1D for the notation).
Assume thatc is a west corner of a face on thg-rotated square grid. Denote by
d,d the four nearby corners of the same typeaand let , and . be the
parameters assigned Wa.2.3) to the edges to the left ot | to the left of ¢, and
to the left of cil, respectively.

Proposition 2.2.3. In the setup described above (see also Fig. 2.2.1D), as-
sume that neitherv(c) nor u(c) are in $ . Then, the following identity holds:

Xs(c)= 3sin  cos [Xg(c HXg(d)]+ Ssin cos . [Xs(ch)+Xsg (d)]:

85



Proof. The result follows by summing four Cauchy Riemann equations (2.2.13)
with coecients cos , sin similarly to the proof of Proposition 2.2.2.
O

Remark 2.2.2. It is worth emphasizing that the harmonicity-type identities
discussed in Propositions 2.2.2 and 2.2.3 fail whean is located near the bran-
ching. The reason is that applying (2.2.13) four times and summing the results
as in the proofs of Proposition 2.2.2 and Proposition 2.2.3 one gets the di e-
renceXg (d) Xg (d) with d ;d located over the same point on thedi erent
sheetsof the double cover g (G).

2.3 . Homogeneous model

In this section we discuss classical results on the horizontal spin-spin correlations
in the in nite volume for the homogeneous model. Namely, we assume that all
horizontal edges have a weigkp[ 2 J "] = tan % " while all vertical edges have
aweightexp[ 2J V] =tan 3 Y, see also Appendix in which the diagonal spin-spin
correlations are treated in the fully homogeneous critical cse v = z- Though
these results and even a roadmap of the proofs are well-known (e.g., see the classical
treatment by McCoy and Wu [123]), we use this setup to illustrate a simpli cation
that comes from working directly witheal-valuedorthogonal polynomials instead

of Toeplitz determinants, an approach that we apply to the layered model.

2.3.1 . Full-plane observable with two branchings

Assume that the square grid on which the Ising model lives is shifted so that its
vertices coincide witZ ~ (Z + ) and the centers of faces a(@ + 3) (Z 1),
see Fig. 2.3.1A. It is well known (e.g., see [72]) that there are no more than
two extremal Gibbs measures (coming froi' and = ' boundary conditions at
in nity) and that the spin correlations in the in nite volume limit are translationally
invariant. Givem 0, we de ne the horizontal and next-to-horizontal correlations

Dn = Ezz (% ;) (n+%; %)]1 D; = E;?ZZ) [ (0;%) (n;%)];
Dn+1 = Ez2 ( %; %) (n+%; %)]1 Dh9+1 = E’(?ZZ) [ (0;%) (n+1;%)]; (2.3.1)

Bner = Bzl ( 13y eds 0 Ban T By [ oty (ner; 3

where the expectations in the second column are taken fordia@l Ising model
with interaction parametertan %(5 V) andtan %(5 M) assigned to horizontal
and vertical edges of the dual square gf&f) , respectively. Due t¢2.2.7) one
can view these quantities as disorder-disorder correlations in the original model.
Letv = (0;%) andu = (n+ %; ). Below we rely upon thdull-plane
observableX |y .,; which can be thought of as a (subsequential) limit of the similar
observables de ned on nite graphs exhausting the square grid. Indeed, since

h v(c) v u(o) uiG h v(c) vig = Eé [ v(c) vl 1, (2.3.2)
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(A) Particular values, consideredip to the sign of the Kadano Ceva
fermionic observableX,.,; near its branching pointsv;u ;

see (2.3.1).
............. »»”*»
............. »»”*»
0 Dn N, N D; 0

(B) Boundary value problem[P¥Y™] for the symmetrized

observableX ;.
........ AAAAAAA
N VN ) T P A ................ U Y T N
N Dns1 0 0 .10 D N

(C) Boundary value problem[Pa ] for the anti-symmetrized
observableX ;.

Figure 2.3.1 To derive recurrence relations on horizontal spin-spin
correlations, we consider the Kadano Ceva fermionic observablX (.,
with two branchings atv = (0; %) andu = (n+ %; 1). The symmetrized
observableX '} is de ned on north-west corners (marked as in the -
gure) and the anti-symmetrized observablX [‘;‘,r}ﬂ] is de ned on north-east
corners (marked as ). Both X'} and X £}, are massive harmonic in the
upper half-planeZ N, and solve boundary value problemgPsy™], [Pa1 ],
respectively ; the signN denotes Neumann boudary conditions.
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a point-wise subsequential limit exists ; its uniqueness (and hence the existence of
the true limit) follows from Lemma 4.7.1 given below. Moreover, in Section 4.7.2,
we provide an explicit construction of functions satisfying the conditions listed in
Lemma 4.7.1, which allows us to identiy, .,; with these explicit functions.

Let[(Z %) Z;v;u] denote the double cover of the latticg 3) Z
branching ovenv and u. We now introduce the followingymmetrizedand anti-
symmetrizedversions of the observablé,.,;() on north-west and north-east
corners, respectively (see Fig. 2.3.1):

[svyr:](c) = %[X[v;u](c)"' X[v;u](c)]; c2 [(Z+ %,) Z;V;U]; (2-3-3)
[%ntLlj](C) = %[X[v;u](c) X[v;u](c)]; CZ[(Z %,) Z;V;U]; (2-3-4)

where the continuous conjugation7! z on[(Z %1) Z;v;u] is de ned so that
it maps the segmen[%; n+ %1] f 0Og to itself (i.e., the conjugate of each point
located over this segment is chosen to be on shenesheet of the double cover).
Oncez 7! z is speci ed in between the branching points, it can be “continuously'
extended to the entire double covEZ %) Z;Vv; u]. In particular, the pointsc
located over the real line outside of the segm{a%ttn + %1] are mapped by 7! z
to their counterpartsc on the other sheet of the double cover.

Let us list basic properties of the observab)é%’ u] @nd X a”“] and show that

[v;u
they characterize these observables uniquely. Du@lié.1) we have

Sym(k+ i) 1 and X@M(k i1;8) 1 forall kis22Z:

[v;u] [v;u]

Proposition 2.2.2 (see also Remark 2.2.1) ensures that the observaqi}ﬂ%
and X[i‘,”ﬂ] are massive harmonic away from the branching poinis. In par-
ticular, one has

[ (m>x[svy'3]]((k+ %9)=0 and [ MxgM](k %9s)=0 if s60:
(2.3.5)

Further, the spinor property of the observabtg, .,; together with the choice of
the conjugation described above gives

XIM ((k+1:00)=0; k640;n]; [ ™MXIM(k+%:0)=0; k2 [Ln 1];

[v;u] [v;u]
(2.3.6)
Xk £00=0; k2 [Ln); [ XUk 50)=0; k 620;n+1];
(2.3.7)
Finally, the de nition of X[, ., implies
XJM((3:0)= Dy XYD((n+ 30) = (2.3.8)
XEU( %0)= Dpa;  XF5,((n+3:0) = D24y (2.3.9)

where we assume that these pairs of corners are located osaime sheebf the
double covef(Z %) Z;v;u] as viewed from the upper half-planpéhis is why
the valueDp+1 at ( %; 0) appears with the di erent sign.
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Lemma 2.3.1. (i) The uniformly bounded observableX [SVYT] given by (4.7.2)
is uniquely characterized by the propertieg4.7.4), (4.7.5) and its values(4.7.7)
near v and u.

i) Similarly, the uniformly bounded observableX 2" given by (4.7.3) is uni-
(i) Similarly, th iformly bounded ob bl X[‘;‘,rjﬂ] by (4.7.3)

quely characterized by the propertieg4.7.4), (4.7.6) and its values (4.7.8)
near v and u.

Proof. (i) Let X, and X2 be two bounded spinors satisfying (4.7.4),(4.7.5)
and (4.7.7). Let (Zk)k>o be the random walk (with killing) started at c2 [(Z+
#) Z;u;v]that corresponds to the massive Laplacian (™. This random walk
almost surely hits the points located over the setf (k+ 2:0); k 6241;n 1]gg or
dies. Since the proces§X1 X2)(Zk) is a bounded martingale with respect to
the canonical ltration, the optional stopping theorem yields Xi(c) X2(c)=0.
The proof of (i) is similar. O

The next lemma allows one to use an explicit construction of functdgsy;
given in Section 4.7.2 in order to get a recurrence relation for the spin-spin corre-
lations. Forn 1, denote

Ln:= 2cos ¥ [Dn+cos " B,]; L7 := 1sin " [DZ+sin ¥V B7]: (2.3.10)

Lemma 2.3.2. For eachn 1, the following identities are ful lled:

[ ™XPE(F0) = Lo [ MXIMI(n+30) = Lig;
(2.3.11)
[ MXA I 50)= La; [ (MXEIn+3;0) = L7; (23.12)

with the same choice of points on the double covef§&Z %1) Z;v;u] as above.
If n =0, the identities (4.7.10) should be replaced by [ (”‘)X[SVV;T]]((%;O)) =
L1+ L7 while (4.7.11) hold with Lo := cos ¥ and L§:=sin M.

Proof. We focus on the rst identity in (4.7.10). Let ¢ = cl (v) :=( ;0), see
Fig. 2.2.1C for the notation. First, note that X[Svy;r:](c )=0 and hence

[ (m)X[?/y;r:]](C )= Xpw(c)  3sin "cos ¥ Xpu(ch)

Icos "sin Y [Xpy (@) + Xpyu(c)l:

Recall that we deduced the massive harmonicity property of the observableXyy .
away from the branchings from four Cauchy Riemann identities (2.2.13), each
of them based upon two propagation equations (2.2.12); see Fig. 2.2.1B. We
now repeat the same proof but with seventhree-terms identities (2.2.12) ins-
tead of eight ones required to prove Proposition 2.2.2, the one involving the
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values of Xpyp at ¢ =( 2;0), d (v)=( %0 andd (v)=( ;1) mis-
sing ; see Fig. 2.2.1C. As a result, one sees that the valje (m)x[f}’;'l?]](cL (V)
is %cos v times the missing linear combination of the values

Xpug(@ (V)= Dner and X yp(c (v)) cos "= Bpey cos M;

which leads to the rst identity in (4.7.10) (we let the reader to check the
signs obtained along the computation). The proofs of the other three identities
forn lare similar. If n = 0, one should sumsix three-term identities (2.2.12)
when dealing with X [SVV'S] and eight ones when dealing withX 2", In the latter
case, the values. o and L§ appear due to the presence of the branchings; u
near the points at which  (MX [?,”ﬂ] is computed (and due to the fact thatDg =

D§=1). O

2.3.2 . Construction via the Fourier transform and orthogonal po-
lynomials

In this section we construct two bounded functions satisfying the proper-
ties(4.7.4) (4.7.8) using Fourier transform and orthogonal polynomials techniques,
the explicit formulas are given in Lemma 4.7.4 and Lemma 4.7.5. Recall that these
explicit solutions must coincide with /7, andX 21, due to Lemma 4.7.1. Instead
of the double cover§zZ %1) Z;u;Vv], we work in the upper half-plan2 Ny
only (see Lemma 4.7.3 for the link between the two setups).

For a functionV : Z Ng! R we use the same de nition of the massive

Laplacian] (™V](k;s) as above fos 1 and introduce the values

INV](k;0):= V(k;0) cos "sin vV V(k;1)
Isin "cos ¥ [V(k 1,0)+ V(k+1;0)] (2.3.13)

which might be viewed as a version of the normal derivatiwé af the point(k; 0).

We now formulate two probleni® ™ ] and[P 2" ] to solve. Due to Lemma 4.7.1,

these problems are equivalent to constructing explicitly the functiﬁrﬁ%rﬂ] and
X ani " respectively ; see also Fig. 4.7.2B and Fig. 4.7.2C.

[v;u]’
[PY™]: givenn 1, to construct a bounded functioV : Z Ng! R
such that the following conditions are ful lled:
[ Mv]k;s)=0ifs 1; [NV](k;0)=0 fork2[1;n 1];
V(k;0) =0 fork 620;n];  V(0;0)= D, and V(n;0)= D’:
[Pa. ] : givenn 0, to construct a bounded functioV : Z Np! R
such that the following conditions are ful lled:
[ Mv]k;s)=0ifs 1; [NV]k;0) =0 for k 640; n+1];
V(k;0) =0 for k 2 [1;n]; V(0;0)= Dp+1; V(n+l1;0)= Dﬁﬂ :

90



Lemma 2.3.3. Assume that a function VY™ (resp., V1) solves the problem
[PSY™] (resp., [P21 ]). Then, the following identities hoId.

INV™(0;0) = Losa;  [INVY™(n;0) = L3+1: (2.3.14)
INVAM10:0)= Lp; INVa(n+1;0)= L7 (2.3.15)

Proof. Consider a section of the double covej(Z %) Z;v;u] with a cut going
along the horizontal axis outside the segmen{0; n+ %] for the problem [PY™]
and along[0; n+ %] for the problem [P27 ]. De ne two functions on north-west
and north-east, respectively, corners of the grid by

VI k+39) = VY (ks) VT Kk Fis) = ViR (ks ):

[V u]

These functions vanish on the cuts and thus can be viewed as bounded spi-
nors on the double covers[(Z %) Z;v;u], which satisfy all the condi-
tions (4.7.4) (4.7.8). Due to the uniqueness result provided by Lemma 4.7.1,
this implies X[Sym] = V[Sym] and X g, = V2. The identities (4.7.13), (4.7.14)
now easily follow from (4.7.10), (4.7.11) and the de nition (4.7.12). O

Let V be a solution to the problenfP;Y™], recall that this solution is unique
due to Lemma 4.7.1. To construct it explicitly, we start with a heuristic argument.
Assume for a moment that the Fourier series

Ys(et) = P oz VK s)Ek: s 0 t2][02 ];

are well-de ned. The massive harmonicity propefty(™V](k;s) =0 fors 1
can be rewritten as the recurrence relation

[1 sin "cos Vcost] Vs(e') = Lcos Msin Vv [¥s 1(€")+ Vo1 (€")]: (2.3.16)

A general solution to the recurrence relatih7.15) is a linear combination of the
functions(y (t; ™ V)Sand(y:(t; ™ V))S, whereO y 1 vy, solve the
gquadratic equation

[1 sin "cos Veost] y(t) = Lcos "sin vV [(y(t)%+1]:

At levels = 0 we have‘?o(e“) = Qn(€'), an unknown trigonometric polynomial
of degreen. Since we are looking for bounded Fourier coe cients&f we are
tempted to say that¥s(e?) = Qn(e') (y (t; ™ V))Sfors 1. A straightforward
computation shows that

" 2zINVIK 04 = w(t; " V)Qu(el); (2.3.17)
w(t; ™ ¥) == (1 sin "cos Vcost)2 (cos "sin V)2 1
(2.3.18)
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The key observation of this section is that the left-hand side(4f7.16) should

for the polynomialQ, (e').
We now use the heuristics developed in the previous paragraph to rigorously
identify the unique solution t¢PY™].

Lemma 2.3.4. Letn 1. Ifatrigonometric polynomial Qn(€') = Dp+ :::+ D™
of degreen with prescribed free and leading coe cients is orthogonal to the

function R
Vikis)= 3 e MQn(e)(y (& " Y))°dt
is uniformly bounded and solves the problerfP;Y™]. Moreover,
hQniliya = Lnss and hQn;ie™iyy = Liu; (2.3.19)
where the scalar product is taken with respect to the same measure on the unit
circle.

Proof. The valuesV (k;s) are uniformly bounded asO vy 1, the massive
harmonicity property [ (™MV](k;s) =0 fors 1lis straightforward and the re-
quired properties of the valuesV (k; 0) and [N F](k; O) follow from the assump-
tions made on the polynomial Q,. The identities (4.7.13) give (4.7.17). O

A similar construction can be done for the problgRfT ], see Fig. 4.7.2C.
The only di erence is that at leves = 0 we now require that¥o(e') does not

P . . .
ozINVIKk0)ekt = w(t; & V)Pg(et) =  Lp+::+ L2MDT (2.3.20)

is a trigonometric polynomial of degree+1. In other words, this polynomial is

wh Yy = (ws B YY) L t2[02 ] (2.3.21)

provided thatw” is integrable on the unit circle. One can easily see f(ars.18)
that this is true if and only if "+ v & 5. We discuss a modi cation of the next
claim required for the analysis of the critical case+ v = > in Section 4.7.4.

Lemma 2.3.5. Letn 0 and assume that "+ Vv & 5. If a trigonometric
polynomial Q7,, (') = L, + :::+ L2&(™D is orthogonal to the family

R : :
V(kis)= 2 e MQh (eh)y (t % V)W B Vdt (2.3.22)
is uniformly bounded and solves the problerfP27 ]. Moreover,
Q. iliys = Dnu and hQh, €™V, =DZ,: (23.23)
2

Y—dt
where the scalar product is taken with respect to the same measure on the unit
circle.

Proof. The proof repeats the arguments used in the proof of Lemma 4.7.4.[]
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2.3.3 . Horizontal spin-spin correlations below criticality

In this section we combine the results of Lemmas 4.7.4 and 4.7.5 into a single
result on asymptotics of the horizontal spin-spin correlatiinsasn!1 . We
assume that "+ V< > and rely upon the fact thaD?! Oasn!1 . This
can be easily derived from the monotonicitydf with respect to the temperature
and the fact thatD, = D! Oasn!1 in the critical regime "+ V=
which is discussed in the next section.

Theorem 2.3.1 (Kau man Onsager Yang). Let "+ V< 5. Then, the
spontaneous magnetizatiorM ( "; V) of the homogeneous Ising model is given
by

M("Y) =lim DF2 = 1 (an "tan V)2 (2.3.24)

(Note that under the parametrization (3.2.3) one hastan ¢ = (sinh(2 J ¢)) 1))

Remark 2.3.2. It is worth mentioning that the value tan Mtan Y also ad-
mits a fully geometric interpretation as Baxter's elliptic parameter of the Z-
invariant Ising model on isoradial graphs [12, Eq. (7.10.50)], see Section 2.5.1
for details.

Proof. Classically, the computation given below is based upon the strong Szegd
theorem on the asymptotics of the norms of orthogonal polynomials on the
unit circle. Note however that we use this result in its simplest form, for real
weights w and w# given by (2.3.18) and (4.7.19).

Let n(z)=2"+::: n 1 be the n-th monic orthogonal polynomial on
the unit circle with respect to the measurew(t; ™ V)g—‘, the real number , 3
is called the Verblunsky coe cient , recall that j , 1j < 1forall n 1. Denote
by ,:=2" n(z V)= n 1Z"+ :::+1 the reciprocal polynomial. Matching
the free and the leading coe cients, it is easy to see that the polynomialQ,
from Lemma 4.7.4 can be written as

" # " #" _#
ity _ it ity . Ch _ 1 no1 Dy
Qn(e’)=cn n(e’)+c, ,(€"); where G o 1 D
Moreover, one hash ;€"i = h ;1i = k k2= = OQE:1 (1 2 )
(e.g., see [158, Theorem 2.1]) anth »;1i = h ;€™ = 0, here and below

we drop the measurewit from the notation for shortness. Therefore, the
identities (4.7.13) imply that

Lia . T
bt = " "' ., 1 p, (@3
and hence
L2,, (L2,))? = o1 (D2 (D)? for n 1L (2.3.26)
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Similarly, it follows from Lemma 4.7.5 that

# " #" R #
Ly .
Lp

2
Dn+1
Dn+1

S+

#
n
i (2.3.27)

1
#
n

where # and # stand for the Verblunsky coe cients and squared norms of
monic orthogonal polynomials corresponding to the weight (4.7.19). In parti-
cular, we have

Dii (Dh1)® = fa f (LA (LD)H forn O (2.3.28)

The recurrence relations (2.3.28), (2.3.26) applied for even and odd indices,
respectively, lead to the formula

D3ns1 (D3mi1)? = S %m 2m 1 gn 2 D5 1 (D3m 1D

= o= AR R (LR (Lo)?);

note that L§ (L)% =(cos Y)? (sin M2=cos( "+ Y)cos(" V).

Recall that D,,;, ! Oasm!1 . It remains to apply the Szegd theory
(e.g., see[78, Section 5.5] or [158, Theorems 8.1 and 8.5]) to the weights (2.3.18)
and (4.7.19). A straightforward computation shows that

w(t; % Y) = Cwq (t)wg, (t);  where C =(cos M?cos Y;
wo(t) = (1+d)? (2qcosy)? P=j1 ?elj; P =tan(3 Mtan(y 3 Y):

Sincew” (t; ™ V)=(w(t; ™ v)) 1, we have

; Q2m+1 # Q2m 1
limmig K=0 K K=0 k = C 2 G%

where
G = exp — — log(1 ¢?z)+log(1 ¢?z) dA(z)
4 D dz
P =
=P k(@ @2 = @ ) ) @@)? T
= (cos i M?(cos V)(cos ") (cos( "+ V)cos(M V)
Putting all the factors together, one gets (4.3.8). O

Remark 2.3.3. The identity (4.7.26) with n =0 also provides a formula
Di= 5 [cos’ §sin "
for the energy density(on a vertical edge) of the homogeneous Ising model.
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2.3.4 . Asymptotics of horizontal correlations Dp asn ! 1 at
criticality
Assume now that"+ Vv = 7. Another classical result that we discuss in this
section is that spin-spin correlatioris,, decay likem ** at large distances.

Theorem 2.3.4 (McCoyWu). LetC :=25ez ¢ D, "= and vV=
Then,
Dm C?2 (2mcos) ¥ asm!1l : (2.3.29)

Proof. A straightforward computation shows that

w(t;; - )=2sin [1 (sin cosit)?]*? jsinitj:

In particular, the weight w” := w ! is not integrable and the arguments used
in the proof of Theorem 2.3.1 require a modi cation. Also, the Kramers
Wannier duality ensures that D, = D?, L, = L7 and hence the identi-
ties (2.3.26), (2.3.28) become useless (though one still could use (4.7.25)). In
this situation we prefer to switch to the framework of orthogonal polynomials

on the real line (more precisely, on the segmenf 1; 1]) for computations. Let
wix; ) ;= [1 (sin x)?1¥?; x2[ 1;1] (2.3.30)

and let Py(x) = x" + ::: be the monic orthogonal polynomial of degreen
on [ 1;1] with respect to the weight w(x; ). It is easy to check that the
trigonometric polynomial

Qn(e') := D, ex™ 2"Py(cos3t)

ts the construction given in Lemma 4.7.4 to solve the problem [PY™]. The
formula (4.7.17) gives

17 -
Lnea = > Qn(e")w(t; ; 7 )dt
Dn2" 12 1 1
= cosiGnt)Pn(cosst)w(t; ; 5 )dt
n+l . Z 1
= Dn277sin 2" X"+ )Pr(x)W(x; )dx
1
= 12Mgin kP,k24 Dn; n oL (2.3.31)

Moreover, a similar computation for n = 0 implies that
_ 1ain M1 . — ol 2
2L = 2 sin 1 Po(x)W(x; )dx =2 sin KPokZqy (2.3.32)

since Do = 1 and due to the modi cation required in Lemma 4.7.2 in the
casen =0.
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We can use the same line of reasoning to construct a solution of the
problem [P27 ] treated in Lemma 4.7.5 in the non-critical regime. Namely,
let P/ (x) be the monic orthogonal polynomial of degreen on [ 1;1] with
respect to the weight

W' (x) = [1 (sin x)?] ¥?; x2[ 1;1]; (2.3.33)

and
Qhai(€h) = Lo (8 1)e2™ 2"PF (cosit):

It is straightforward to check that the formula (4.7.20) gives a solution to the
boundary value problem [P31 ], note that the product (¢' L)w# (t;; 5 )
is integrable on the unit circle as the rst factor kills the singularity of w?*
at t = 0. Moreover, the computation (4.7.21) remains valid and reads as
Z
1

Dpsr = o Qhat (€)W (t; 5 5 ) dt

zZ 1
Ln2" sin(5(n+1)t)
= N ;in I, P (cosit)
5 2

(sin 3t)2dt
w(t; ;5 )

1(2”xn + ) PF (x)W* (x)dx
1

Ln2"
sin
= 12"sin ) ' kPFKE, Ln; no O (2.3.34)

Recall that Lo =sin  (see Lemma 4.7.2). Taking a product of the recur-

Y m o1 Y
DmiDm = 2™ 122" " TkPkZy - kPIKE, o (2.3.35)

where the weightsw(x; ) and w” (x; ) on[ 1;1] are given by (4.7.28) and
(4.7.31).

This is again a classical setup of the orthogonal polynomials theory, note
that if one now passes back to the unit circle than thejtj-type singularity of
the weights appear at the pointe® = 1. One might now use the general results
(summarized, e.g., in [54]) but we prefer to refer to a speci ¢ treatment [7].
Applying [7, Theorem 1.7] with parameters =0; = % and k =sin  one
obtains the asymptotics

Dm+1Dm [G(H*A k%) ™m 172 2270 CD@emcos) ¥2;, mi1 ;

where G denotes the Barnes G-function. (Note that [7] also provides sub-
leading terms of this asymptotics.) The proof of (4.7.27) is complete modulo
the fact that Dy+1 Dn asm ! 1 . This statement can be proved by
the arguments given in the next remark (or, alternatively, using probabilistic
estimates). O
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Remark 2.3.5. Due to the famous quadratic identities [141, ] for the spin-
spin correlations (recall also the de nition (4.7.9) of L,,), one can write (4.7.29)
and (4.7.32) as

A = 120kp 12 = Dn+1+cos  Bpa _ Dn+2 .
n - n Awdx ;
Dn Dn+1 COoSs @n+l
= 152n+2 # o2 — Dn+2 _ Dn+1 cOS [§n+1 .
Bnst = oM*2yp# 2. = = :
n+1 dx
Dp+1 +C0s B4 Dn

In fact, one can also prove these identities by considering the anti-symmetrization
(resp., symmetrization) of the observable X,.,j on the north-west (resp.,
north-east) corners of the lattice and noticing that, up to a multiplicative

constant, it solves the problem[P21% ] (resp., [P2"]). In particular, we have

Dm+1=Dm = %(Am"' Bm+1) = Z(Amll"' Bml) '

soone canseethaDn+1 Dy and nd sub-leading corrections to the asymp-
totics of D, (and B ) using the analysis of orthogonal polynomials performed

in [7].

2.4 . Layered model in the zig-zag half-plane

In this section we work with the (half-)in nite volume limit of the Ising model
on the zig-zag half-planél (see Fig. 2.4.1 for the notation), which is de ned as
a limit of probability measures on an increasing sequence of nite domains exhaus-
ting H , with "+ ' boundary conditions at the right-most colunt®y and at in nity.
All interaction parameters between the colum@g ; and C, are assumed to be
the same and equal tep = exp[ 2J p] =tan % p- The goal is to nd a represen-
tation for the magnetizatiorM , at the columnC,,, see(2.1.1). The unigueness
of the relevant half-plane fermionic observable is discussed in Section 2.4.1 and
our main result Theorem 2.1.1 is proved in Section 2.4.2. In Section 2.4.3 we
use Theorem 2.1.1 to discuss theetting phase transitiorj/3, ] caused by a
boundary magnetic eld. In this case the Jacobi matixcan be explicitly diagona-
lized and the nal answer can be written in terms of the so-called Toeplitz+Hankel
determinants.

2.4.1 . Half-plane fermionic observable

Letv =( 2m %; 0). Below we work with the fermionic observablg, de ned
by (2.2.10); comparing with Section 2.3 one can think about the spin:=  out
as being attached to the vertical boundary. We are mostly interested in the values
of X[y at west corners (see Fig. 2.4.1)

H( kis) == p(( kis)) = Xp(( k;s)); k2 No; s2 Z; k+ s62Z;
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note the convention on. chosen in(2.2.9). By de nition, one has
H( 2m 1,0) = E{ [ ( am 1] = Mm: (2.4.1)
We also need the values X, at east corners:
H ( kis) == ) kis) = iXpi(( k;s)); k2N; s2Z; k+s22Z:

It is convenient to setp :=0 andH (0;s):=0 for alls2 2Z.

The in nite-volume observabl,; is de ned as a (subsequential) limit of the
same observables constructed in nite regions. Subsequential limits exist due to
the uniform bound(4.7.1) while the uniqueness of,; is given by Lemma 2.4.1.
The discrete Cauchy Riemann identiti€2.2.13) can be written as

H( k 1;s 1)sin x+1 H( k;s)cos g
= i [H( ks Dsing H (kK Ls)cosgs1]; k 1 k+tsb62z:
(2.4.2)

Near the vertical boundary, these equations should be modi ed as follows:
H( ;s 1)sin; H(@;s) = i H ( 1;s)cos 1; s62Z. (2.4.3)

Indeed X y1(( 3:s  3)) = X1(0;9)) = H(0;s) and henceg(2.4.3) are nothing
but the three-term identitieg2.2.12).

Lemma 2.4.1. The spinorsH;H de nedin H and branching overv are uni-
quely determined by the following conditions: uniform boundedness, Cauchy
Riemann identities (2.4.2), boundary relations (2.4.3), and the value (2.4.1)
of H nearv.

Proof. Taking the di erence of two solutions, assume thatH; H are uniformly
bounded, satisfy (2.4.2), (2.4.3) and thatH( 2m 1;0) = 0. Recall that
Proposition 2.2.3 gives the harmonicity-type identity

H( kis) = 3sin kw1 cos g [H( k Ls+1)+ H( k Ls 1)
+ 2sin gcos g 1 [H( k+1l;s+1)+ H( k+l;s 1) (2.4.4)

at all west cornersc=( k+ %;s) with k 2 except in the casek = 2m 1,
s =0 (i.e., at the west corner located near the branchingv). Moreover, due
to the boundary relations (2.4.3), exactly the same identity holds fork =0;1
(recall that we formally set ¢ :=0). In its turn, the function H satis es the
identities

H ( kis) = 2cosyrsin ¢ [H ( k Ls+l)+ H ( k Ls 1)
+ Fcosgsin g 1 [H ( k+1l;s+1)+ H ( k+l;s 1)] (2.4.5)
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Figure 2.4.1 The zig-zag layered model in the left half-planéi . All
the interaction parameters between two adjacent columns are assumed to
be the same. The+' boundary conditions are imposed at the columiC,.

To analyze the ratioM .1 =M, we consider the Kadano Ceva fermionic
observable branching av =( 2m %;O).

SIN? 42SiN% 41 sin? ¢ 111 sin? 3 sin? 5 sin? 4

COS +2€0S 41 COF | i cof 3 cof , cof g 1
A SV

Sin 41 sin? ¢ sin® ¢ 1 "*° sin? 5, sin? ;

)

Figure 2.4.2 For appropriately chosen prefactor84 and %, the identi-
ties (2.4.4), (2.4.5) (coming from Proposition 2.2.3) can be written as the
discrete harmonicity property of functions%H ( k;s) and %H ( k;s)
with respect to random walks having the indicated transition probabi-
lities in the horizontal direction (and % in the vertical one). The rst
random walk (on.) is re ected from the imaginary axis while the second
(on/) is absorbed there.
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at all east cornersd = ( k + 1;s), including the one located near the bran-
ching v (in the latter case the proof of Proposition 2.2.3 works verbatim due
to the fact that H( 2m 1;0) =0). Both (2.4.4) and (2.4.5) can be rewritten
as true discrete harmonicity properties if one passes fromH and H to the
functions

B( k;s):= % H( k;s); B =% H ( ks);
%= “fa(sin j=cos| 1); %= [, (cos | =sin | 1);

recall that we seti§ (0;s) = H (0;s) := 0 on the vertical axes.

Let Z, = (Kn; Sp) (resp., Z, = (K,;Spn)) be the nearest-neighbor random
walk on west (resp., east) corners, with jump probabilities (3; 3) for the pro-
cessS, and (cos ;sin? ) for the processK , (resp., (sin® ;cog ) for the
processK ), see Fig. 2.4.2. Note that the walkZ,, on west corners isre ected
from the vertical axes while the walk Z,, on east corners isabsorbedthere.

It follows from (2.4.4) that the stochastic processH¥ (Z,) is a martingale,
when equipped with the canonical lItration, until the rst time when Z, hits
the west corner( 2m 1; 0) located near the branching, recall that#( 2m 1;0) =0.
Similarly, (2.4.5) implies that the process 4 (Z,) is a martingale until the
rst time when Z, hits the imaginary axis, recall that ¥ = 0 there. As
we show below, depending on the behavior offq and % ask ! 1 , the
optional stopping theorem allows to conclude that either ¥ or ¥ vanishes
identically. Once the identity 1 0 (resp., 14 0) is proven, the equa-
tions (2.4.2), (2.4.3) and the fact that ¥ vanishes on the imaginary axis (resp.,
K vanishes at the point( 2m 1;0)) imply that & 0 (resp., 18 0) too.
Recall that the functions H and H are uniformly bounded and note that
%% = (cos 1) Isin cos = O(1) ask!'1 . It follows from the maximum
principle that

the function 14 is uniformly bounded unless% !1 ask!1 ;
the function 14 is uniformly bounded unless% !'1 ask!1
We have three cases to consider separately.

Let liminfy; 9% = 0, in particular this implies that K is uniformly
bounded. The optional stopping theorem applied to the martingalet¥ (Z,,)
and the fact that a one-dimensional random walk on Ng re ected at 0
almost surely takes arbitrary large (negative) values imply thatH 0.

Let liminfi1 % = 0. A similar argument applied to the martin-
gale B (Z,,) (recall that 14 vanishes on the imaginary axis) shows
that & 0.

Let both sequences % and % be uniformly bounded from below ask ! 1
Since %% = (cos 1) lsin cos , these sequences are also uniformly
bounded from above and the parametersy, k 1, stay away from 0. In
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this case it is easy to see that the procesK,, hits 0 almost surely (i.e.,
that the random walk Z,, hits the imaginary axis almost surely). Indeed,
the probability p, to hit O starting from Kk satis es the recurrence

P Pesr =COt%7 K (P 1 P) == QA SN ke (1 py);

which is only possible if p; = 1 since the factors %41 =sin 41 are
uniformly bounded. We conclude as before by applying the optional
stopping theorem to the uniformly bounded martingale 14 (Z,).

The proof is complete. O

2.4.2 . Magnetization Mp, in the (2m)-th column

Similarly to Section 4.7.2, below we rely upon the uniqueness Lemma 2.4.1
and aim to construct the values of[,; on west and east corners (i.e., the pair of
spinorsH; H ) as explicitly as possible. Note that we have

H( 2p 1,0)=0 for p m+1; H( 2p;0) =0 for p m: (2.4.6)

since the spinors de ned (on the double cover branching eydry the symmetry
Hi( k; s):= H( k;s), H;( k; s):= H ( k;s) also satisfy the Cauchy
Riemann equation§2.4.2), (2.4.3) and thus must coincide witii; H

Givens 0, let Hg denote the semi-in nite vector of the (real) values( k;s),
k 2 Ng, where we assign zero values to the indisesuch thats+ k 2 2Z. Si-
milarly, let Hg be the vector of the (purely imaginary) values ( k;s), k 2 N,
where we assign zero values to the indisesich thats + k 622Z. We can write
the harmonicity-type equationg.4.4) and (2.4.5) as

Hg = %C[Hs 1+ Hs+1]; Hg = %C [Hs 1+ Hsn s s 1, (24.7)

where the self-adjoint operato§ andC are given by

2
0 sin 1 0 0
sin 1 0 sin 2CoS 3 0 D
C = 0 sin 2CoS 1 0 sin 3c0Ss » i1 1]
0 0 sin 3C0S » 0
2 ) 3
0 COS »Sin 1 0 0 Dl
Ccos »sin 1 0 CoS 3Sin 2 0 D
C = 0 Ccos 3Sin 7 0 COS 4Sin 3 :
0 0 COS 4Sin 3 0
LetT():= 1 (@ P 1 2). Similarly to Section 4.7.2, in order to satisfy
the recurrence$2.4.7) we intend to write
Hs = [T(C)]®Ho; He = [T(C)IPHy; s 1L (2.4.8)
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We now introduce an operatdd, which plays the key role in the rest of the
analysis:

3
CoS 1 0 0 0 :
0 COS 1COS » 0 0
D =i sin 1sin 2 0 COS 5 COS 3 0

0 sin 2sin 3 0 COS 3CO0S 4

A straightforward computation gives
CD = DC ; DD =1 C2 and DD=1 (C)% (2.4.9)

In particular, this implies that | C;C | . Therefore, the operator3 (C)
andT(C ) in (2.4.8) are well-de ned and the vectotds andH¢ de ned by(2.4.8)
are uniformly bounded as! 1 . Still, we need to nd the vectordHo andH,
so that not only the harmonicity-type identitig®.4.7) for H andH but also the
Cauchy Riemann equationg.4.2), (2.4.3) relatingHs andH are satis ed.

Note that Ker D = fOg while the kernel oD might be two-dimensional.
LetD = U(DD ) be thepolar decompositiomf D , where

U:=(DD) ¥ = D (DD ) *? (2.4.10)

is a (partial) isometry We are now able to formulate the key proposition on the
construction of solutions t@2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant.

Proposition 2.4.2.  Given Hg 2 *2, let Hy := UHo. Then, Hs :=[T(C)]®Ho
and Hg :=[T(C )]°H, are uniformly bounded in*? and provide a solution to
the Cauchy Riemann equations(2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant.

Proof. Since | C;C I, we have0 T(C);T(C ) [I. Therefore, Hg
and Hg are uniformly bounded in *2. Moreover, (2.4.9) and (2.4.10) imply
that UC = C U and henceH, = [T(C )]°UHo = U[T(C)]®Ho = UHs for
all s 0. This allows one to write

CHss1 Hs = (I CH¥Hg = DUHs = DHg; (2.4.11)
Hes1 CHs = (I CH¥™Hgy = DHgy: (2.4.12)

It is not hard to see that these equations are equivalent to the Cauchy
Riemann identities (2.4.2), (2.4.3). Indeed, the rst entry of the vector-valued
equation (2.4.11) or (2.4.12) (depending on the parity ofs) gives the rela-
tion (2.4.3) while the rst entry of the other equation gives a linear combi-
nation of (2.4.3) and (2.4.2) with k = 1. Further, each of the next entries
of (2.4.11) and (2.4.12) gives a linear combination of two identities (2.4.2)
with two consecutive k's. Therefore, for eachs 0 one can inductively (in k)
recover all the identities (2.4.3), (2.4.2) from (2.4.11) and (2.4.12). O
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Clearly, the operator® and U can be split into independent components
indexed by odd/even indices, only one of which is relevant for the value of the
magnetizationM ,, in the evencolumnsC,.,, the other component is responsible
for the magnetization in odd columns. In particular, the relevant bldxken of
the operatorD is given by(2.1.2).

Remark 2.4.1. In view of the result provided by Proposition 2.4.2, the (par-
tial) isometry Ueven can be thought of as adiscrete Hilbert transform associated
with the Cauchy Riemann equations (2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant: gi-
ven the valuesH of the real part of a “discrete holomorphic' function(H;H )
on the real line, it returns the boundary valuesH, = UevenHo Of its imaginary
part.

We are now able to prove the main result of this section.

Proof of Theorem 2.1.1. Let H and H be the values of the half-plane obser-
vable X[,; on west and east corners, respectively. Sincklg is a nite vector
(see (2.4.6)), it belongs to*2. Therefore, Lemma 2.4.1 and Proposition 2.4.2
imply that

DevenHg = DevenUevenHo = lez[ N Mm 00:::]>;

where we use the symbol to denote unknown entries of the vectorDevenHo
and M, is its (m + 1) -th coordinate. On the other hand, note that

iH (2m 20)= Xu(( 2m 20)= E;[ om s]= Mm+1:
By de nition of the operator D and due to (2.4.6) one sees that
[)evenfio = COSs 2m+1 CcOoSs 2m+2 [O L 0 hA m+1 :::]>:

Recall that we denote by P41 the orthogonal projection from “2 onto the

the considerations given above that

Prns1d¥Pms1 - fmer =[ 0 1T 70 m [0::: 017 = memss:
m = COS 2m+1 COS 2m+2 Mm+1=Mp ;

for a certain vector f +1 = Pm+1fm+1 such that i 41 em+11 = 1. In particu-
lar, if we denote bye‘{; eg; ... the orthogonalization of the vectorses; ey; : :: with
respect to the scalar producth ;J*2 i, then he® ,; ; I72€0 .1 i = henaer; I pagi =
m and hence
2|vr+2

\d
detPm+1 3 ™Pmsg = det] hed; J 12 ]g‘;gzll = Kk = Mms COS i :
k=0 k=1
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where we also used the fact thatMy = 1 ; note that this computations does

not require any modi cation in the case m = 0 (when dealing with the ma-

gnetization in even columns). This gives the second formula foM , in (2.1.5).
To prove that My, also equals toj det Py UevenPmj, nNote that

(DevenDeven)lz2 = DevenUeven and PmDeven = PmDevenPm ;
which implies

det P (D gyenD ever) 2P jdet Py UevenPmj j detPmD evenPmj

j detPm UevenPmj Er:nl COS k:

Finally, to prove the last identity in (2.1.5), note that

det[ h 2=2f o f il [Mes

1=2 =
detPmJ " "Pm det[hfp; fqi [5ig=1

sis1; ;:::; ™ linthe spectral representation of the operatorJ in the space
L2( ;(d )) one obtains the identity

1=2
sl o] and, similarly, detPnJPy = Hm[ 4]

detPnJ 2P, = —ml Oml_ 9l
m m Hml[ 3] Hml 3]

As detPynJPp = [det PmDgyenPm]? = [Qﬁ';l cos ]2, this completes the proof.
O

2.4.3 . Boundary magnetic eld and the wetting phase transition

In this section we assume thag = < 7 forallk 2, i.e., that we work with
a fully homogeneous subcritical model but we allow the rst interaction constant to
have a di erent value. This can be trivially reformulated as inducing an additional
magnetic eld at the rst column whose strengthh = 2J; corresponds to 1
via (3.2.3). The main result is the following theorem which translates the abstract
formula (2.1.5) into the concrete language of Toeplitz+Hankel determinants. Let

cod 1 o in
g 2( 951);

(rz A)(Fz 1)
(z )Pz 1)’

g:=tan < 1; r=1

w(z) = j1  Pz; (2) = (2.4.13)

Note that (z) (z })=1.
Theorem 2.4.2. In the setup described above, the following formula holds:
m 1

Mm = (1 r) ¥?det  , kint (1 132 an K;n=0 ’ (2.4.14)
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where
Z Z

e 'S w(e)d; s 1=

%)
N‘I—‘

1 is i\
> e (€ )w(e )d;

and s:=c (=S, c=(r2 o =2 o) ¥ ifr>q?and s:=0
otherwise.

Proof. Denote a := sin? co$ = (q+ q 1) 2. The entries of the Jacobi
matrix J (see (2.1.4)) are given by

bb=(1 rqg?; a=@ r'?a; b=1 2a; a=a; k 2

Let % =1 r k;o)1=2, where .o is the Kronecker delta. The continuous
spectrum of J has multiplicity 1 and equals to[1 4a;1]. The generalized
eigenfunctions are

=% O (=1 a@es + Y =€ 2[00 )

The coecient () should satisfy the condition (b () ol)=a 1()
which leads to the formula (2.4.13). The matrix J also has theeigenvalue

_ @ e d . - - 2
( 0) - W 2 (0,1 48.) |f 0 -— =r< 1
since ( o) = 0. Note that
040, VA . . I
A ey wE@yd = - eyl
2 21 jj=1
=@ rk+no) kn Co 5+n 1;

wherecg =0 if r ¢ and
@ r)(r?2 o)

— 1y _ : 2.
= = fr> :
Thus, the spectral decomposition of the basis vectoe, = ( kn)x o reads as
Z

1 . .
kn = 2 o n(e l) k(eI )y + "/t%lCoS ! k( 0):

Since (€ )=(1+ ¢?) 2%(w(e"))?, this gives the identity

w(e )d

z
0% 0% .11=2, : — O/Ro/ﬁ i i k+n 1 1=2
R%hec I el = 2 n(e ) k(e )71Jrqz t o ((0)

= %% [(1+ &) (n  wen)+ ool ()26

It remains to note that the normalizing factor [Qﬁﬂl cos ] tin (2.1.5)
equals to(1 r) ¥ (1+ ¢d¥ and hence (note also the two factors% =
(1 r) ¥2inthe rstrow and the rst column of the matrix J'2)

m 1 .

Mm = (l r) 3=2det k n+ k+n+(1 r)SZZC I0(+n ! k:n=0"
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where

ra+ ol ()2 _ 2 ¢
q2(1 r )3=2 r 3=2(r q4) 1=2

as claimed. O

Remark 2.4.3 (free boundary conditiong. One can pass to the limitr | 1
(which corresponds toJ; ! 07) in the formula (2.4.14) since s = ¢ =

s+O1 rand g= o+ O r)»asr! 1 .(ltis also not hard to
adapt the proofs of Theorems 2.1.1 and 2.4.2 for this setup.) In particular, one
can easily see that

BVl (50 = @ P r=1;

where the sign +' in the supersciript indicates the boundary conditions at
innity and O stands for the value of the magnetic eld h at the vertical
boundary (free boundary conditions). Note that M; doesnot vanish ath =0
provided that g < 1: the '+ ' boundary conditions at in nity break the spin- ip
symmetry.

Remark 2.4.4 (wetting phase transition). In fact, one can analytically conti-
nue the right-hand side of (2.4.14) tonegative values of (1  r)™2. According
to [73, ], this corresponds to a wetting phase transition. Informally spea-
king, for small negative values h of the boundary magnetic eld, the interface
separating +' boundary conditions at in nity from = ' ones on the imaginary
line iR touches the boundary in nitely often and the "+' phase dominates
in the bulk of the half-plane, while for big negative values h this interface
“breaks away' fromiR and the © ' phase dominates in the bulk. For instance,
one should have

;. h . A= _ h
EV "M sgl = 11 ™0 o+ 0=20 E' (59l

provided that h is small enough. Due to Theorem 2.4.2, the mismatci2 ¢
disappears (which means that the boundary conditions at the vertical line
dominate those at innity) if h  hgit (0), where the critical value hgit (Q) is
speci ed by the condition r = ¢?.

We refer the interested reader to [73, ] and [123, Chapter XIII] for a
discussion of this regime of the Ising model. (Note that the interpretation of
the physics behind this e ect given in the book [123] diers from the later
work [73, ].) In particular, [123, Fig. 13.7] suggests that

Jim YL (om 1] = @ d)™® forall h<hei(a)
while, for all m 2 N,
EV "L om 30] = EA'[(2m 29 D e (@
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since s = 0 in the latter case. This means that the sign of the bulk ma-
gnetization should ip when the negative boundary magnetic eld attains the

value hgii (g). It would be interesting to derive this fact as well as to un-
derstand the pro le of the function Mp,(h) in detail using Toeplitz+Hankel

determinants (2.4.14).

2.5 . Geometric interpretation: isoradial graphs and s-embeddings

2.5.1 . Regular homogeneous grids and isoradial graphs
In this section we brie y discuss the geometric interpretation of the parameters

h

expl 23 "= x" =tan 1" exp[ 2JV]=xY=tan 1V (25.1)

of the homogeneous Ising model on the square grid by putting it into a more general
context of Z-invariant Ising models on isoradial graphs. We refer the reader inter-
ested in historical remarks on Z-invariance to the classical paper [13] due to Baxter
and Enting, a standard source for the detailed treatment is [12, Sections 6 and 7].
We also refer the interested reader to the paper [6] and references therein, where
the Z-invariance was rst (to the best of our knowledge) discussed in a geometric
context, as well as to the more recent work [129] due to Mercat. The latter paper
popularized statistical mechanics modelsrioombic latticesG [ G in the pro-
babilistic community ; the namisoradial graphgor the corresponding embeddings
of the graphG itself was coined by Kenyon in [99] shortly afterwards. Below we
adopt the notation from the recent paper [28] on this subject due to Boutillier,
de Tiliére, and Raschel and refer the interested reader to that paper for more re-
ferences. The key idea of this geometric interpretation is that the combinatorial
star-triangle transforms of the Ising model (which are known as the Yang Baxter
equation in the transfer matrices context) become local rearrangemer@s pfG ,
e.g. see [28, Fig. 5].
In the notation of [28], one searches for a re-parametrization
2K

XV = x( jk) = m "= x(z jK); (2.5.2)
wherecn and sn are the Jacobi elliptic functions, 2 (0; é), k2 2 (1 ;1), and
K = K (k) is the complete elliptic integral of the rst kind, see [28, Section 2.2.2].
Once such a parametrization is found, it becomes useful to replace the square grid
by a rectangular one, with horizontal mesh steépsos and vertical step£ sin ,
as the Ising model under consideration ts the framework of [25], witnd -
being the half-angles of the rhombic lattice ; note that in [28] the Ising spins are
assigned toverticesof an isoradial graph while in our paper they livefanes

It is easy to see that the equatior{.5.1), (2.5.2) can be written as

tan "=sc(Z jk); tan V=sc(K K jk):
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In particular, the parametrizatiorf2.5.2) is always possible and
tan "tan V=(1 k»)¥Z
Furthermore, the criticality condition™ + Vv = % is equivalent tok? = 0, and
M(™VY)y =@ (@tan "tan V))¥® = k¥ if K?2[0;1); (2.5.3)

a classical result of Baxter (see [12, Eqg. (7.10.50)]). Moreover, the Z-invariance
allows one to treat the homogeneous Ising model on the triangular/honeycomb
lattices on the same foot with the model on the square grid, see [13, Fig. 2]: one
has

Mui( i) = M hex( hex) = k= if Xy = X(51K); Xnex = X(3]Kk); k 0

where we assume that the Ising model is considerethoesof the grid and use

the same parametrizatiofB.2.3) of interaction constants as usual in our paper.
The importance of the particular way to draw the lattice becomes fully trans-

parent at criticality, when = "= 5 Y. (Due to Z-invariance, this condition

reads asyi = g Of hex = 3 for the homogeneous model éacesof the triangular

or honeycomb lattices.) Indeed, under the isoradial embedding, the multiplicative

factor in the asymptotics

Dm C?2 (2mcos) ¥ asm!1

provided by Theorem 4.7.9 has a clear interpretatidm cos is nothing but the
geometric distancébetween the two spins (located ah lattice steps from each
other) under consideration.

Remark 2.5.1. Baxter's formula (2.5.3) suggests that the spontaneous ma-
gnetization under criticality equals to k4 for the whole family of Ising models

considered in [28] and not only on regular grids. Moreover, in the critical
casek = 0 the asymptoticsE[ , w] C?2 ju wj ¥ asju wj!1l holds

on all isoradial graphs, with the universal multiplicative constant C?; see [42]
for further details.

2.5.2 . S-embeddings of the layered zig-zag half-plane in the per-
iodic case

We now move on from classical rhombic lattices to more general and exible
setup of s-embeddings suggested in [34] (see also [33] and [103, Section 7] for more
details) as a tool to study critical Ising models on planar graphs. We start with
discussing a geometric intuition behind the layered setup wéhodicinteraction
constants = k+2n and conclude by formulating questions on the asymptotic
behavior of the truncated determinan{2.1.5) asm!1 in this setup.

The next lemma is a simple corollary of a general result given in [52] on the
criticality condition for the Ising model on a bi-periodic planar graph.

108



Lemma 2.5.1. Let = 42, forall k 1and somen 1. The layered
Ising model in the zig-zag (half-)plane with the interaction constantsxy =
tan % k between the(k 1)-th and k-th columns is critical (see [52] for a precise
de nition) if and only if the following condition holds:

O tan | = 1: (2.5.4)

Proof. According to [52, Theorem 1.1], the criticality condition reads as

P
p2eo(e) X(P) = pog, g X(P);

where G denotes the fundamental domain of the grid drawn on thetorus, Ey(G)
is the set of even subgraphs ofs having the homology type (0; 0) modulo 2,
and E;(G) is the set of all other even subgraphs ofG (i.e., those having the
types (0; 1), (1;0) or (1;1) modulo 2). In our setup, the fundamental domain
consists of2n vertices and one easily sees that each even subgraph of G
either contains 0 or 2 edges linking thek-th and the (k + 1) -th vertices, for

all k = 1;:::;2n, or contains exactly one of the two edges between these
vertices, for allk = 1;:::;2n. Therefore,
P Q Q
p2Eo(c) X(P) p2e.(c) X(P) = (1 xP) £y (2xk):
Sincetan y =2xx=(1 x2), the claim easily follows. O

Recall that the same conditio(2.5.4) describes the fact that the spectrum of
the non-negative Jacobi matrix begins atO. In this case, it is easy to see that the
unique (up to a multiplicative constant) periodic solution to the equatibbn =0
(in other words, a generalized eigenfunction corresponding to0) is given by

L = (sin oy 1) ! Qgilzcot o; ko1 (2.5.5)

Our next goal is to construct @anonical s-embeddin@ of the bi-periodic
critical planar Ising model under consideration; see [33, Lemma 2.3] and [103,
Lemma 13] for details. Fdk 2 Ng ands 2 Z, let

S(( k 5:9)=( t;s) if k+s62Z;
S(( k 3:9)=( t;s) if k+s22z;

wherety <t; <t,<tz<::: andty<t,<t,<tz<:::;seeFig. 2.5.1. Since

the quadrilaterals with vertice§ t,;s), ( t;s+1), ( t,q;s+1), ( tq:9)

should be tangential, we have

t t, = iftan' 41 +tan ' ]
kel K %[ Kt , < where k := sarccot(t, t) 2 (0;1

teer  te = 3[cot’ ki +cot’

Moreover, the formula [34, Eg. (6.3)] for the value of the Ising interaction parameter
gives the recurrence relation

tan' s = tan? (1 tan' i k2 Ng: (2.5.6)
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Figure 2.5.1 Canonical s-embedding of a periodic critical layered Ising
model, see [34, 33]. The slopés; are uniquely determined by the re-
currence (2.5.6) and by the condition (2.5.7) coming from the required
periodicity of the function Q in the horizontal direction.

Finally, the condition that the 'origami map' functio® associated td& (or, equi-
valently, the functionLs in the notation of [34, Section 6]) is periodic in the
horizontal direction reads as

P P
aottan' = 2 tcot! i (2.5.7)

It is easy to see thaf2.5.6) and(2.5.7) de ne the angles k uniquely and that
the width of the horizontal period

Bs = tkean W& = tkean G K2 No;

of thus constructed s-embeddirg of the zig-zag half-plan&l equals to

P P P P 1=2
Bs = 3 & Mtan' + 2 tcot'y = 2 ttan’ 2n teot' i
P Q P Q 1 2
— 2n 1 k 2 2n 1%k 2 .
= k=0 1tan® p o jog” p=p COU p T

A straightforward computatlon based up@B.5.5) shows that this expression coin-
cides with the formula(2.1.6) for the coe cient C; in the asymptotics of the

integrated density of states of the matrik at 0. (For completeness of the presen-
tation, we also discuss the proof ¢(2.1.6) in Section 2.5.3 below.) More precisely,

one has

P P, Q
Re1 ()2 = Reg (sin 2 1) 273 %c0t? p = fL

P P, Q P
n 1= 2 2k Lian2 - 2 .
k=1 (B ke1) T = k=1 (COS %) tan® p = =1 p=p tan® p;
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and therefore

h iq=
P P 1=2
n'Bs = n? {0 k(@ koka) ! = Gt (25.8)

We conclude this section by coming back to the discussion of the link between
the spectral properties of the matrik and the asymptotic behavior of the magne-
tization M, asm !'1 . Contrary to the classical isoradial setup, in the periodic
layered case we doot expect a regular behavid,, const m = uniformly
over allm. Instead, one should expect ascillating prefactor A, depending on
the “type' of the column under consideration:

Mmm+q  Ap 28C (Bsm) ¥® for 1 g n and m!1l ;

where the main facto2™8C (Bsm) 7 is universal and accounts the geometry
of the s-embedding, cf(2.5.8) and the asymptotic§A.9) in the homogeneous
case. Note that such oscillating behavior(@f1.5) is fully consistent with the fact
that Supp ; hasn bands in the periodic setup instead of a single segment in the
homogeneous case. From our perspective, it would be interesting

to justify the oscillatory behavior described above and, especially, to nd
spectral and geometric interpretations of the coe cienfs;;

to nd a natural de nition of the averagemagnetization over the period

2.5.3 . Proof of the formula (2.1.6)

For convenience of the readers with a 'probabilistic’ background we now sketch
a computation of the integrated density of states of a periodic Jacobi mé2ik.4)
at the bottom edge of its spectrum, which is assumed to be 0 ; see(2.1.6)
and(2.5.8). Though this result seems to be quite standard, we were unable to nd
an explicit reference in the literature ; we thank Leonid Parnovski for indicating a
convenient way of doing the required computation presented b((jalow.

Recall that we assume that.+2, =  for allk 1 and that ﬁrz‘l tan g =
1. Let J1Z] denote thedoubly-in nite periodic Jacobi matrix whose entriesay
andh, k 2 Z, are given by(2.1.4). A straigtforward computation shows that the
n-periodic vector

_( )> o— \?q Sinkl .
- - 1 0 1 === y pn+ q .—— 0
ey COS Kk
. . P
solves the equatiod!?) =0 ; let us normalize so that gzl (ag q g+1) 1=

1
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Denote byJIN"I the Jacobi matrix of sizNn  Nn with the same entries
ax; be and with periodic boundary conditions (i.e., we sel{';\'N”n] = J,[\an?l =
ai); note that the choice of boundary conditions (being a rank two perturba-
tion) is irrelevant when computing the number of eigenvalues of the truncation
PnnJPnn ina small window near =0 asN !'1
The matrix JIN"] admits a factorization similar to that in the de nition of the
original matrixJ (see(2.1.4)): in particular,JIN"I 0. Clearly,JIN"]1 =0 and
(small) eigenvalues afN"1 correspond to quasi-periodic eigenvectogs, = et &,

wheretN 2 2 Z. Let us now introduce an auxiliary function

. P
Os(t) :=exp it G-i(aq q qu1) (2.5.9)

and denote

JNNI(E) = (GINMI(L) LINMIGINNI(Y) 25.10)

Due to the choice of the multiplicative normalization of the vector made above,
we havegs:,, = etgs. Therefore, studying eigenvalues of the matdik'"! cor-
responding to quasi-periodic (i.e.,s+n = €' ) eigenvectors is equivalent to
studying eigenvalues of tHfamily of self-adjoint matrices) [N"1(t) corresponding
to periodic(i.e., s+n = ) eigenvectors, which are nothing but the eigenvalues
of then n matricesJM(t) with tN 2 2 Z.

The question is now reduced to the standard setup of the perturbation theory
of (simple) lowest eigenvalues of matricd&(t) ast ! 0. It is well known
that both these eigenvaluegt) ! 0 and the corresponding, properly normalized,

eigenvectors (t) ! admit asymptotic expansions
t) = Ot+ @2+
’ ast! 0
whereh @; i=0andh @; i= Ih @; Dj Moreover, itis easy to see

from (2.5.10) that JM(t) = JI1 + JINE@+t + JE@¢t2 + -2 ast | 0, where
JINED) and JINE@ are two-diagonal matrices with entries

[n];(1) _ [ (D) _ - 1. ;2 — [l _ 1 2.
Jgeiig = Jggrt =1 (g gu) 7 Jgiig = Jagr = 38¢° (g gu) =
In particular, we havd ") =0 ; note that this is exactly where a special choice

of the function(2.5.9) plays a very important role by simplifying the computations.
Considering the linear (i) terms in the identityd[MI(t) (1) = (t) (t), we
seethat)(M @M = @  whichyields ® =0 and @ =0 sinceh W; i=0
and s an eigenvector od["! corresponding to the simple eigenvalue= 0.
Therefore, expanding the same identity up to the second ordérviie obtain the

equation
gl @ 4 3@ = @
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SincenyM @ j=h @3 j =0, this allows us to compute the required
coe cient

. , P
@ . hhe B g='b(aq q q1)
h : I 821( q)2
X X 1
= ( q)2 (g q q+1) ! = (nCy) %
1 1

where in the third equality we used the prescribed multiplicative normalization of
the vector ; note that the nal expression foC; is invariant with respect to
the choice of this normalization.

Therefore, we arrive at the asymptoticgt) = (nCj) 2t?+ ::: ast! O,
which means that, for small enoughp and N ! 1, the Nn  Nn periodic

Jacobi matrixJIN"] has approximatelyNnC ; 177, eigenvalues (1) 0
with tN 8 2 Z. In other words, the integrated density of states bibehaves like
C; 1" " as ! 0, where the constanC; is given by(2.1.6).

A . Appendix. Critical Ising model "= VY = _: diagonal corre-
lations
and the half-plane magnetization via Legendre polynomials

In this appendix we work with the fully homogen%ous critical (.85 V= 7)
Ising model on the;-rotated square grid of mesh size2. (Note that this setup
is actually more similar to Section 2.4 rather than to Section 2.3.) We begin with
a discussion of the famous result of Wu (see Theorem A.2 below) that provides
an explicit expression of the diagonal spin-spin correlations in terms of factorials.
Using the same approach as in the core part of our paper, we give a short proof of
this theorem by reducing the computation to the norms of the clasdiegjendre
polynomials (As communicated to the authors by J.H.H. Perk, a similar link with
Legendre functions and Wronskian identities was the starting point of their joint
with H. Au-Yang treatment [143] of the two-point correlations at criticality via
gquadratic identities from [141]; see also Remark 2.3.5.) After this, we move to the
magnetizationM , in the (2m)-th column of the zig-zag half-pland and note
that it admits a similar explicit representation via factorials (see Theorem A.3) due
to a simpleSchwarz re ectionargument, an identity which appears to be new.

Remark A.1. The interested reader is also referred to [32, Section 3] where
the non-critical case = "= VY < 7 is handled in the same way, via the
OPUC polynomials corresponding to the weightwg(t) = j1 o?etj with q:=
tan < 1. It would be interesting to understand the precise link between
asymptotics of these orthogonal polynomials obtained by Basor, Chen and
Haq in [7] and asymptotics of the diagonal Ising correlations obtained by Perk
and Au-Yang in [144].
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Letn 2 No and assume that the;-rotated square grid is shifted so that its
vertices (resp., centers of faces) form the latticen %+ k;s) (resp.,(n+ %+ k;s))
with k;s2 Z andk+ s2 2Z. Let

Dn = B (neti0) 0+ o)

be the (in nite-volume limit of the) diagonal spin-spin correlation at distancenof
diagonal steps. Denote :=( n %;0), u:=(n+ %;O) and let

V(k;s) = Xp.u(k;s)); k;s2 Z; k+s+n2 2z

recall thatV is a spinor on the double covers branching oveand u. It follows
from Proposition 2.2.2 (or, equivalently, Proposition 2.2.3) thdt satis es the
standard discrete harmonicity conditign V](k;s) = 0 for all k; s except at the
points ( n;0) near the branchings, where

[ VItk;s) = V(k;s)
+ %[V(k ;s 1)+ V(k+1l;s 1)+ V(k 1;s+1)+ V(k+1;s+1)]:

It directly follows from the de nition of the observabb¢,.,; and the self-duality
of the critical model that

V( n;0) = V(n;0) = Dy: (A.1)

Moreover, a straightforward computation similar to the proof of Proposition 2.2.2
implies that
[ VI( n;0) = 3Dpe1 ifn 1
[ VI(0;0) = D ifn=0:
Applying the optional stopping theorem as in the proof of Lemma 4.7.1, it is
easy to see that thauniformly boundeddiscrete harmonic spindy is uniquely
de ned by its valuegA.1) near the branchings. Following exactly the same route
as in Section 4.7.2 we now constru¢t explicitly ; a similar idea was used in [76,
Appendix A] to construct the harmonic measure of the tip in the slit plane, which
can be viewed as an analogue of the functio(k n;s) forn=1 .

(A.2)

Lemma A.l. Let Py(x) :=(2"n!) 1%[(x2 1)"] be then-th Legendre poly-
nomial. Then, for all k 2 Z and s 2 Ng such thatn+ k+s 2 2Z, one has
cn?
V(k; s) = ZJ e K (y(t))SP,(cost)dt; (A.3)
wherey(t) = (1 j sintj)=cost and C, is chosen so thatv( n;0)= D,.

Proof. It is easy to see that

the values V (k;s) de ned by (A.3) are uniformly bounded since jy(t)]
1;
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[ VI(k;s)=0 if s60 sincey(t) = 2cost (L+(y(t)?);

V(k;0) = 0 if jkj > n, thus one can view (A.3) as a function (spinor)
de ned on the double coverbranching overv and u and vanishing over
the real line outside the segmentv; u], this spinor satis es the discrete
harmonicity property at (k;0) with jkj > n due to symmetry reasons.

Moreover, the orthogonality in L2([ 1; 1]) of P, (x) to all monomials 1;x;:::;x" 1
gives

[ VIk;0)

V(kéO) IV(k 1;1)+ V(k+1;1)]

= %” e k(1 y(t)cost)Pn(cost)dt
cnt cn
Zi cos(t)j sintjPy(cost)dt = —* 1Tjkj(x)Pn(x)dx =0

for all jkj < n, where T (X) := cos(k arccosx) are the Chebyshev polynomials.
Therefore, the Kadano Ceva fermion Xy, j((k;s)) must coincide with the
right-hand side of (A.3) up to a multiplicative constant. O

The following theorem can be obtained as a simple corollary of Lemma A.1l.
Theorem A.2 (Wu). The following explicit formula is ful lled:
o Ny 1 1 k n

D, = - 1 — ;on O (A.4)
k=1

Proof. Denote by p, := (2"n!) 1 (2n)!=n! the leading coe cient of the Le-
gendre polynomial P, and lett, :=2" 1, n 1 be the leading coe cient of
the Chebyshev polynomialT,, note that the value to =1 does not match the
general case. It follows from (A.3) thatD, = C, 2 "p,. On the other hand,
(SR Cntn

2Cqt
_ 2 - _ 4ol .

[ VI(C n;0) =

Due to (A.2), we conclude that for all n 0 the following recurrence relation
holds:

Dnsr . 2""1C, 22n+1 _ 2 ((2n)m? _
Dhn  (2n+l)p,  (@n+1)p2 (2n NI@n+1)1 -
This easily gives (A.4) by induction. O

We now move on to an explicit expression for the magnetization if2he)-th
column of the zig-zag half-pland with "+' boundary conditions:

Mm = Eﬁ [ ( 2m %;O)]:
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Theorem A.3. The following identities are ful lled for all m 2 No:

K
Mm+1 - D2m+2 . M _ E m ZW 1 1 i b2C m. (A 5)
M m D2m+1 ’ m el 4k2 . .

Proof. Similarly to Section 2.4.1, letv = ( 2m %;O) and
H( kis) == Xp(( kis)); k2 Ng; s2 Z; k+s62Z

be the half-plane fermionic observable. This is a bounded discrete harmonic
(except at ( 2m 1;0)) spinor on the double cover ofH branching over v
which satisfy the boundary conditions

H(@;s) = 2 ¥ [H( Ls 1)+ H( 1;s+1)]; s62Z; (A.6)
on the imaginary line (see (2.4.3) and (2.4.4)). Denote

V( k;s) := CH(k;s) if k2 N;

V(0;s) =2 2 CH(O;s) ifk=0; S27% K+sb2Z; (A7)

where C := Dym+1 =Mp ; up to a change of the multiplicative normalization,
this is nothing but the extension of H from the left half-plane to the full plane
via the discrete Schwartz re ection. By construction, V is a spinor on the
double cover of the full-plane branching overv and u := (2m+ 3;0) which is
discrete harmonic everywhere (including points on the imaginary line) except
at points ( (2m+1); 0) near the branchings, where one ha¥( (2m+1);0) =
D2om-+1 . Therefore, it coincides with the full-plane observableXy,.,;((k;s)) dis-
cussed above. In particular, (A.7) implies the identity

sDems2 = [ VI( 2m 30) = C [ HI( 2m L0) = C ;Mmu

which is equivalent to the rst identity in (A.5). The explicit formula for Mp,
easily follows from the explicit formula (A.4) by induction. O

Remark A.4. Similarly, let M | 1 denote the magnetization in the(2m 1)-th
column of the critical homogeneous Ising model in the zig-zag plane. It is not
hard to repeat the proof of Theorem A.3 in this situation and to obtain the
identity

=M 1= Dom+1 =D2m; m 2 No;

where we formally setM 1= P 2, this convention is the result of the additio-
nal factor relating the values of the half-plane and the full-plane observables
on the imaginary line via (A.7). By induction, one easily gets the identity

pP—
MpeiMpy = 2 Domers m 2 $No; (A.8)
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and an explicit formula for M ., 1, which is similar to (A.5). Finally, a straight-
. . 2 .
forward analysis gives the asymptotics

D, C?2 (2n) ¥ M, 2¥c @em) ¥ nmi1 ; (A9

whereC =2se2 { 1 isthe same universal constant as in Theorem 4.7.9. Note
that we prefer to encapsulate the factors2n and 2m (rather than simply n
and m), respectively, as they are equal to the geometric distance between the
two spins under consideration and the distance from the spin  ,, 1) [0
the boundary of the half-plane H , respectively.
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3 - Universality of spin correlations in the
Ising model on isoradial graphs

This chapter corresponds to the article [43], written wEimitry Chelkak and
Konstantin lzyurov , and is currently under revision féhe Annals of Probability

Abstract :

We prove universality of spin correlations in the scaling limit of the planar Ising
model on isoradial graphs with uniformly bounded angles and Z-invariant weights.
Speci cally, we show that in the massive scaling limit, i. e., as the mesh size tends
to zero at the same rate as the Baxter elliptic parameter tend4,tthe two-point
spin correlations in the full plane converge to a universal rotationally invariant limit.
These results, together with techniques developed to obtain them, are su cient to
extend to isoradial graphs the convergence results for multi-point spin correlations
in bounded planar domains, which were previously known only on the square grid.
We also give a simple proof of the fact that the in nite-volume magnetization in
a subcritical Z-invariant Ising model is independent of the site and of the lattice.
As compared to techniques already existing in the literature, we streamline the
analysis of discrete (massive) holomorphic spinors near their rami cation points,
which also provides a solid ground for further generalizations.

119






Table des matiéres

3.1 . Introduction

3.1.1 . General context

Isoradial graphs, or, equivalently, rhombi tilings, were introduced by Du n [59]
as a natural family of embedded planar graphs admitting a nice discretization of
complex analysis and potential theory. They latter attracted considerable attention
both in the physics and the mathematics communities in connection with lattice
models of two-dimensional statistical mechanics. Although the latter live on abs-
tract planar graphs with some additional structure, e. g., weights on edges, it often
turns out that embedding the graph isoradially sheds light on the behavior of the
model at or near criticality. By now, there is an extensive literature on statistical
mechanics on isoradial graphs; e.g., see [26, 24, 25, 63, 66, 50, 51, 57, 80, 99,

, ] and references therein. Apart from being a natural framework for esta-
blishing universality, an additional motivation to study models on isoradial graph
is that they form a exible family to approximate arbitrary Riemann surfaces [129,

, 50], for which regular lattices are too rigid.

A relevance of rhombi tilings for the two-dimensional statistical mechanics can
be described as follows. As uncovered by Baxter [10, 8, 12], many models of statis-
tical mechanics with local interactions ha¥einvariant weights.The invariance
here refers to the fact that th&¢  transform of the graph on which the model is
de ned leaves unchanged the partition function and many (if not all) observables
of interest. As Baxter has shown, the exibility this entails allows one to solve
many such models exactly. Although these algebraic techniques does not directly
rely upon embedding of graphs into the complex plane, it turns out that represen-
ting them as isoradial grids allows one to give a direct geometrical meaning to the
parameters of the corresponding R-matrices. This is more than a numerical coin-
cidence as the small mesh size limitscatical 2D lattice models are expected to
have more symmetries than just the symmetries of the lattice : e. g., in this setup
one expects the scaling, rotational and evamformalinvariance. To exhibit such
a symmetry, one needs to pick embeddings of graphs and the isoradial/rhombic
lattices are known to be the correct choice provided that one can reformulate the
lattice model under consideration using this geometric framework. For rhombic lat-
tices, theY moves are nothing but the so-calledibe ips, which allow one to
transform (big pieces of) di erent lattices into each other without a ecting quan-
tities of interest. Apart from being at the heart of physicists' predictions of the
universality for Z-invariant lattice models, this idea also recently led to a rigorous
proof of the rotational invariance of several Z-invariant lattice models; we refer
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the interested reader to [66] for further details.

In this paper we consider the critical and near-critical (aka mass$siey model
on isoradial graphs with Z-invariant weights. Before discussing our main results,
let us rst brie y mention the results available in thequare gridsetup. For the
critical model (see also [32, 34] for more details), the convergence and conformal
invariance was proven by Smirnov [160] for basic fermionic observables; by Hongler
and Smirnov [87, 84] for the energy density correlations; and by the rst two
authors and Hongler [38] for spin correlations. Gheissari, Hongler, Park, Viklund
and Kytoéla studied more general local elds in [76, 85] and a uni ed framework
to treat mixed correlations of all primary elds (i.e., fermions, energy densities,
spins and disorders) was recently developed in [39]. Another aspect of conformal
invariance is the convergence of interfaces and loop ensembles in the domain walls
representation of the model to SEEand CLE; see [49] and [18], respectively.
Beyond the critical case, thmassivelimit of spin correlations in smooth domains
and of fermionic observables in general (i.e., not necessarily smooth) ones was
recently treated by S. C. Park in [137] and [138], respectively.

The universality within the isoradial family of basic fermionic observables
was shown in [48] for the critical model and, very recently, in [138] for the massive
one. These results admit a direct extension to the energy density correlations as
the energy density eld in sharp contrast to spins themselves can be directly
expressed via fermions. However, the analysis of spin correlations is considerably
more subtle. Of the aforementioned work, the proofs given in [38, ] relied
especially heavily on the properties of the square lattice, and hence they did not
admit a simple generalization to the isoradial case. In this paper, we provide the
missing ingredients and prove the universality for spin correlations on isoradial
graphs, both in the critical and in the massive setup. This also paves a way to a
proof of the universality of correlations of all primary elds [39] on isoradial graphs
and possibly beyond, although we do not discuss it here.

3.1.2 . Main results
We work with the Z-invariant Ising model de ned on (subsets of) an in nite
planar isoradial grid ' ; note that the dual grid - is also isoradial with the
same radii,and := [ - forms arhombi tiling of mesh size Throughout
the paper, we assume that all rhombi tilings satisfy the following bounded angle
property for some (xed) ¢ > O

BAP ( ¢) : no rhombus has an angle smaller thar,.

The Z-invariant weights (per edge in the low-temperature aka tt@main walls
expansion of the model on ' or, equivalently, in the high-temperature expansion

of the dual model on ') are given by
xe=exp[ 2 J.]=tanh[ J.] = tan 3B  sinP = sn 7 jk ;
(3.1.1)
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where ¢ is half of the angle of the rhombus containiagdjacent to a vertex of :
(see Fig. 3.2.2), anK = K (k) is the complete elliptic integral of the rst kind;
see [134, Eq. 19.2.8] (we routinely refer to the Digital Library of Mathematical
Functions [134] in the above format). Thus, the edge weights are determined by
the isoradial embedding of the graph plus a single temperature-like parameter, the
elliptic modulusk 2 (0;1) [ iR:+, or equivalently thenome q 2 R; see [134,
Eq. 22.2.1]. We refer the reader to a recent work of Boutillier, de Tiliere and
Raschel [27, 28, ] for an extensive discussion of thus de ned Ising model and
its links with dimers and uniform spanning trees. Note tl{atl.1) agrees with
the parametrization used in [28] for the interaction parameters, while we will
typically work with the dual model de ned on * (i. e., we usually assign spins to
facesof = ).

The critical point isk = q =0, in which case’. = . The caseq > 0 and
k 2 (0;1) gives rise to a sub-critical model on* and a super-critical model
on - ,whileq< 0andk 2 iR+ correspond to the opposite situation. (Thus, the
nomeq has the same monotonicity as the temperature in the model on) Also,
note that the parametrizatior{3.1.1) is symmetric with respect to exchanging the
roles of : and - in the following sense : one also has

tanh[ Jcl=exp[ 2 J.] = tan 1B;  sinb, = sn X7 jk ;

whereb + B, = = 7.+ 7 and the dual elliptic parametek is given by

ik
k = P g= q: (3.1.2)

This transform is nothing but a simple way of writing tlamers Wannier dua-
lity (e.g., see [60, Section 7.5] and [28, Section 4.5]) in the elliptic context. In
particular, if one plugged the dual elliptic parameter instead ofk into the pa-
rametrization(3.1.1), this would simply exchange the roles of and ' ;e.g.,
see Proposition 3.1.3 below.

The main purpose of our paper is to study thessive scaling limias ! 0
and simultaneouslg! O; with the relation

NI

q= zm (3.1.3)

between the two, where the parameter 2 R is calledmass alluding to a massive
eld theory conjecturally describing this limit. As a particular case, we study the
scaling limit at criticality,m = 0. Our results are uniform with respect to lattices
satisfying the uniformly bounded angles assumpt#P ( o) for a xed ¢ > 0O,
hence we do not assume that at each scale are related to each other in any
way.

Throughout our paper, we use the notatide™) to denote the expectation
in the Z-invariant Ising model de ned on the isoradial grid of mesh sizgith
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the elliptic parameter obtained from via (3.1.3). We write E(MW and E(M):f

for expectations considered in nite domains in order to specify Wied and

free boundary conditions, respectively. (Recall that in our convention the spins are
assigned to vertices of the dual lattice: , i.e., to the faces of = . The
wired boundary conditions mean that all spins at the boundary of a discrete domain
have the same value.) Also, in Proposition 3.1.3 we use the notdiorfor the

in nite volume limit of the sub-critical model witlplus boundary conditions.

Theorem 3.1.1. For eachm 2 R there exists a function ( ;m): R, ! Rs
such that the following holds in the massive scaling limitq = %m I 0:

fE™ 0wl P C 2 (jup ug;m) as ! 0; (3.1.4)

where the constantC = 25es L U s independent of both the rhombic lat-
. 1 1

tice and the massm. One has (r;0) r 2and (rrm) r z2asr! O
for all m.

Proof. See Section 3.4.4 for the casm = 0 and Section 3.4.6 form 6 0. [

Remark 3.1.1. The explicit expression for ( r;m) in terms of Painlevé Il
transcendents is given by a celebrated formula of Wu, McCoy, Tracy and Ba-
rouch [166, , 94] for the massive model on thsquare grid; see also [137,
Corollary 1.2 and Section 4.2]. The main content of Theorem 3.1.1 is that this
result holds universally within the class of isoradial graphs; note in particu-
lar that the constant C does not depend on the local geometry of near
ui-2. A similar result was hinted by Dubédat [57, Proposition 27] for magnetic
correlators of the Gaussian free eld; presumably,at criticality the conver-
gence (3.1.4) can be alternatively derived therefrom via the combinatorial
bosonization correspondence [58].

The left-hand side of (3.1.4) is a correlation in the in nite-volume thermody-

namic limit, i.e., the limit of correlations in increasing nite domaing 2
for a xed temperature parameteq. The existence of such a limit can

be shown by standard monotonicity arguments and RSW bounds at criticality ; see
Section 3.2.3 for details. Theorem 3.1.1 then concerns another limit as one lets
bothg; ! Osothatq= %m . In fact, to prove Theorem 3.1.1 we rely upon the
fact that the RSW bounds are uniform with respect tand g, which allows us to
work in (su ciently large) nite domains instead of . In particular, along the
way we prove the convergence and universality for spin-spin correlations in smooth
simply connected domains with appropriate boundary conditions : wired if O
and free ifm 0. Our analysis also implies the following :

As in [38] and [137], one of the key ingredients of our proof in the case 0
is a (uniform) convergence result for the discrete logarithmic derivatives

E(m);w[

109 ey unA™ (ug;up) + o ) (3.1.5)

[ Uiy Uz]
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whereu§ uj are nearest neighbors on the latticee and the quantityA(m)(ul; uy)

is expressed via the scaling limit of spinor fermionic observables ; see Section 3.1.3
for a more detailed discussion. This result extends without any e ort to multi-spin
correlation, leading to convergence results for ratios of such correlations :

E(m)§W[ i(m);w

0 40Ill 40 h,o ,0::: yo
ui u; un] | uy u; up

OOET as ! 0; (3.1.6)

[y wiil ugl hou upii o i MW

where the continuum correlation functions in the right-hand side are de ned as

(m): R P

Mo il wi ™™ = exp Re 0 A™(Ugug; it Us 15Use1; 100 Un)dUs ;
with an appropriate multiplicative normalization. Once the convergefXx#.6) is
established, the asymptotics (3.1.4) together with usual decorrelation arguments
coming from RSW-type estimates for the random cluster (or Fortuin Kasteleyn)
representation of the model are enough to x the explicit multiplicative normali-

zation of the correlation functions. Thus, our analysis also implies the following :

Theorem 3.1.2. The results of [38, Theorem 1.2] fom =0 and [137, Theo-
rem 1.1] form < 0 asserting convergence

SE™MY wowit w] P C M h wit o u i ™™ as 10

of multi-point spin correlations in discrete approximations  of bounded sim-
ply connected domains (with smooth boundaries if m < 0), hold true,

without any change, for the massive Ising model on isoradial grids with Z-
invariant weights.

We stress once again here that not only the continuous correlation functions
are universal within this class of the lattices/weights, but also the cons@nin
front.

Proof. The proof of (3.1.6) in the casen = 2 is given in Corollary 3.4.10 for
m =0 and in Corollary 3.4.16 form < 0. Since the analysis is local, it extends
without any change to the casen > 2. Given (3.1.6), the rest of the proofs
in [38] and [137] amount to xing the overall normalization by sending the
points ug pairwise to each other or to the boundary of , and the only part
of that argument that relied on the specic properties of the square lattice
was the computation of the full-plane two-point correlation. This ingredient is
now supplied by Theorem 3.1.1. O

Remark 3.1.2. In order to prove Theorem 3.1.1 form > 0 we rely upon
an analogue of [38, Theorem 1.7] which gives the convergence of the ratio
of the two-point correlations in dual Ising models. Thus, similarly to a work
of S.C.Park [137], our methods donot directly imply an analogue of Theo-
rem 3.1.2 form > 0. However, we believe that the techniques developed in
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this paper for the analysis of spinor fermionic observables near their branching
points allow to prove such a convergence, at least in smooth simply connected
domains, following the framework of [39].

A sharp control of the discrete logarithmic derivative (3.1.5), in principle, suf-
ces to recover the scaling functior{ r;m) in the statement of Theorem 3.1.1,
but not the fact that the constantC is lattice-independent. In order to complete
the proof, we use an additiongluing argument(see Section 3.2.4 for details),
showing that a nite piece of an arbitrary isoradial grid can be glued, staying wi-
thin the same family, to a piece of a regular (rectangular) lattice, so that the sizes
of these pieces and the distance between them are comparable. Then, we can move
the spins from the irregular part to the regular one, controlling how the correlation
changes in the process, and establishing universality.

A similar argument can be applied to analyze thagnetization in the in nite-
volume limitof the sub-critical model on a xed isoradial grid , say, with =1.
As a by-product of our analysis of the massive model, we also get the following
result. We are not aware of its detailed proof in full generality in the literature,
although it was probably known, at least for some particular lattices, in the folklore.

Proposition 3.1.3 (Baxter's formula). For g < 0, the in nite-volume ma-
gnetization in the sub-critical Ising model on  with Z-invariant weights is
universal :

E' [u]! (k)das " and E [u wl! (k)7 asjur !l
For g > O, similar results hold for the model on  with k replaced byk.

Proof. See Section 3.4.1. As in the case of Theorem 3.1.1 and the constant
C , we do not compute these limits explicitly, but rather show that they are
universal. To this end, we glue a large enough piece of a given isoradial grid to
a piece of a rectangular lattice, on which we can apply the celebrated Onsager

Yang result [167, ] in the form given by Baxter [12, Eq. 7.10.50]; see also [40,
Section 3] for a simpli ed derivation. (Note that the elliptic parameter k in
[28] corresponds tok® of Baxter ; see footnote in [28, Section 2.2.2].) O

3.1.3 . Technigues and related projects

The general strategy of our proof of the key convergence re&uk.5) fol-

lows that of [38, ]. One introduces an observable, a properly normalized spin-
fermion-disorder correlator, which, as a function of the position of the fermion, is
a massive s-holomorphic spinliving on a double cover of the original discrete do-
main rami ed at the positions of the spin and the disorder. (The notion of massive
s-holomorphic functions on isoradial graphs and the regularity theory thereof were
independently developed in a recent work of S.C.Park [138]; see Section 3.3.1
for more details.) We then prove the convergence of this observable to a massive
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holomorphic (i. e., satisfying the Dirac equati@f+ imf =0) limitas ! O;
uniformly away from the boundary and from the branching points.

After this is done, one uses the fact that both spin-spin correlations in (3.1.5)
can be recovered from the values of the observable by placing the fermion next to
the disorder. We thus need a way to express a value of a massive s-holomorphic
spinor next to its rami cation point in terms of its values at a de nite distance the-
refrom. This is where our maitechnical innovatiorcomes into play : we introduce
a very simple version of the Cauchy integral formula for spinors that allows one to
do such a reconstruction using an explicit full-plane kernel, the discrete analogue of
a spinore '7 z ze 2M7_ Such kernels were essentially constructed by Dubédat
in [57] for the critical casen = 0 ; we extend his construction to the massive setup
using the theory of massive discrete exponentials, recently developed by Boutillier,
de Tiliere and Raschel in [27, 28]. The construction and the asymptotic analysis
of the required branching kernels are presented in Section 3.5.

Recall that in [38, ] a considerably more complicated reconstruction proce-
dure was employed. In particular, it also required an explicit construction of discrete
analogs of the kernels 723 (or their massive modi cations) and an argument
based on the symmetrization procedure and the discrete Beurling inequality ; this
technique is unavailable in the isoradial setup due to the lack of symmetries of the
lattice. Thus, not only our new argument enables generalization of the results to
the isoradial setup, it also leads to a much simpler proof in the square lattice case.
In particular, the companion paper [39] devoted to a uni ed treatment of mixed
correlations of primary elds, borrowed the arguments of the present paper in what
concerns the analysis near the branching points. Moreover, this Cauchy formula
can be written in a purely abstract form without any assumption on the embed-
ding or weights of the model under consideration (see Lemma 3.3.14), which paves
the way for further generalizations of the convergence results for spin correlations
beyondthe Z-invariant setup; cf. recent results on the convergence of fermionic
observables on the so-called s-embeddings of planar weighted graphs [33].

Another though not strictly necessary for our analysis new idea implemented
in this paper is a re-embedding of the massive Z-invariant Ising model onto
the complex plane using the aforementionre@mbeddingsS ; see Section 3.3.3
for more details. This allows us to bene t from a general regularity theory developed
for s-holomorphic functions on s-embeddings in [33, Section 2] and [45, Section 6].
Under this procedure, the original massive s-holomorphic observables amd
new s-holomorphic observables $n are linked by a simple explicit formula given
in Proposition 3.3.19, which immediately allows us to deduce the a priori regula-
rity of massive s-holomorphic functions on from the results of [33, 45]. Also,
this provides a concrete illustration of a general phenomenology, which says that
the mass in a planar Ising model manifests itself as the mean curvature of an s-
embedding of the model into the Minkowski spaR&* ; see [33, Section 2.7] for
a discussion. Though, as already mentioned above, these re-embedding techniques
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are not necessary for the analysis of the Z-invariant model (e. g., see [138], where
the relevant a priori regularity estimates developed directly ojy we believe that
they are exible enough to be applied to less rigid setups.

Recall that throughout this paper we assume that all isoradial grids satisfy
the uniform bounded angles propeBAP ( o), which plays an essential role in
several places of our analysis as we frequently use the fact that the graph dis-
tances on rhombic lattices are comparable with Euclidean ones : e. g., when passing
from (3.1.5) to (3.1.6). However, there are certain indications that this assump-
tion is not strictly relevant, at least at criticality. Notably, similar techniques can be
applied to a 2D graphical expansion (e.,g., see [39, ] and references therein) of
the quantum 1D Ising modeleading to similar convergence results for correlation
functions; we refer the interested reader to a forthcoming paper [110] for more
details. This expansion can be thought of as a 2D Ising model on a rectangular grid
with an in nitesimally small aspect ratio, a limit that obviously cannot be achieved
underBAP ( o).

Finally, in terms of a framework developed in the companion paper [39] for
the analysis of mixed correlations of primary elds in (possibly) multiply connected
domains, this paper provides the following building blocks :

an explicit construction and asymptotic analysis of required in nite-volume
kernelsGy;, Gy and G,) (see Section 3.5 for more details) ;

analysis of the two-point spin correlation in the full plane (Theorem 3.1.1).

Note that a work [138] of S.C.Park contains two more such building blocks,
namely

a quantitative convergence of basic fermionic FK-Ising observables;
uniform RSW-type estimates for the massive FK-Ising model; cf. [61].

Thus, the only remaining input required to extend the results of [39] to the massive
Z-invariant model on isoradial grids is the analysis of solutions to certain Riemann-
type boundary value problems for massive holomorphic functionsontinuum
(which is considerably more complicated faré 0 than at criticality, cf. [138]).

Organization of the paper

We start Section 3.2 by xing the notation and recalling the de nition of the
Z-invariant Ising model. We then recall the construction of fermionic observables
via Kadano Ceva order-disorder formalism, the propagation equation, and Smir-
nov's integrating the square procedure. We also recall a construction of the
in nite volume limit of the model and describe the star extension procedure,
which allows to glue a big piece of a given rhombic lattice to a regular one. In
Section 3.3, we review the massive discrete complex analysis techniques, namely,
the a priori regularity of massive s-holomorphic functions constructed from so-
lutions to the spinor propagation equation, and the fact that subsequential limits
of such functions satisfy the Dirac equation. We also state the properties of the
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massive discrete holomorphic full-plane kernels used in our proofs, and introduce
the aforementioned Cauchy integral formula. In Section 3.4, we prove the main
results of the paper. For convenience of the reader we start with the critical case
and then refer to it when discussing the massive setup. In Section 3.5, we construct
the required full-plane kernels and perform the asymptotic analysis thereof, using
the massive discrete exponentials of Boutillier, de Tiliére, and Raschel [27].
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3.2 . Preliminaries and basic facts

3.2.1 . Notation : graphs, double covers, spin-disorder correlations
We rely upon the spin-disorder formalism of Kadano and Ceva [93]; e.qQ.
see [34, Section 2] or [39, Section 2] for more details and [37] for links of this
approach with other combinatorial formalisms used to study the planar Ising model.
For a planar graptG = G , let

G be the graph dual ta&G (note that we typically work with the planar
Ising model de ned or and not onG );

( G) be a planar graph whose set of vertices is the unioiGofand G
with edges connecting adjacent vertice G and faceu2 G of G;

} (G) be the graph dual to( G), we often call its verticeg 2 ( G) quads
referring to this duality (note that all faces of G) have degree four);

( G) be the medial graph of G) (i.e., vertices of( G) are in a bijective
correspondence with edgésv) of ( G)), we often call its vertices 2 ( G)
cornersreferring to the fact that they are in a bijective correspondence with
corners of faces & (or of G = G , note that faces of( G) correspond
eithertov2 G ortou2 G ortoz2} (G));

(G) be a double cover of G) that branches arouneachof its faces
(e.q., see [129, Fig. 27] or [48, Fig. 6] or [33, Fig. 3]);

more generally (e.g., see Fig. 3.2.1 for an example wih = [v;w]), given
a subset$ of vertices of( G)= G [ G let
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Figure 3.2.1  Left : local structure of a double cover ., of the
medial graph ; verticesv2 andw2  are marked in gray. Right :
local structure of the corresponding double cover y.y;.

s (G) be a double cover of G) branchingonly aroundw 2 $ ,
s (G) be a double cover rami ed at all faces ¢f G) except$ .

In our paper the grapks is usually a discrete domain on an isoradial gric=

of mesh size ! 0, which approximates a planar bounded simply connected domain

C. We use the notation for such approximations. We will often view
vertices (dual vertices, etc.) as complex numbers giving their positidh in
We often speak abouspinorsde ned on double covers of graphs, which are

functions on the double cover in question whose values at two lifts of the same
vertex di er by the sign. Provided that an embedding of all these graphs into the

complex plane is xed, an important example of a spinor on(G) is given by
¢ = &exp Lsarg(v(o u(Q); &= €7, (3.2.1)

whereu(c) 2 G andv(c) 2 G are endpoints of the edg@u(c)v(c)) correspon-
ding to the cornerc. A particular choice of the prefacto& is unimportant but
in uences the notation in what follows ; we choose the vaélie in order to keep
the presentation consistent with [48] and [138] (note however that [38] and [
use another conventio&= i).

The (ferromagnetichearest-neighbotenz Ising model on thelual graphG
is a random assignment of sping 2 f 1g to the facesu of G such that the
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probability of a spin con guration =( ) is proportional to
p
Pol 1/ exp[ 4 wde u wl;  e=(uw); (3.2.2)

where a positive parameter = 1=KT is called theinverse temperatureghe sum

is taken over all pairs of adjacent facasw of G (equivalently, edgee of G or
quadsz 2 ( G)), andJ = (J.) is a collection of positive interaction constants
indexed by edges @. Below we use the followingarametrizationof J, :

Xe = tan 3P == exp[ 2 J I (3.2.3)

Note that the quantities<e 2 (0; 1) and P, := 2 arctan x¢ 2 (0; % ) have the same

monotonicity as the temperatur¢ ) 1. We also often write?, instead ofb, if

a quadz 2 ( G) corresponds to an edgeof G. On isoradial graphs, we depart

from arbitrary parameter?Z and restrict toZ-invariant weightsgiven in terms of

a global elliptic parametek and geometric angles, of the embedding by (3.1.1).
Note thattan b, = (1+4 g) tan , + O(¢?) asq! O, which implies that

b, =, = 4q sin ;cos ;+ O(¢F) = 2 msin ,cos ;+ O( 3 (3.2.4)

in the massive limig = %m I 0. In particular, b, =, at criticality.

We denote byE‘™™ the expectation under the measui@.2.2) with Z-
invariant weights given by (3.1.1), with= 5m . We will omit when we consider
a xed lattice of mesh = 1. The superscriptv stands forwired boundary condi-
tions : since we use the convention that sping are assigned to faces of ,
instead of considering a single outer fagg; of  one can think about all boun-
dary pointsu 2 * as being wired to each other. Sometimes, we also x the spin
of ugyt to be +1 (i.e., impose +' boundary conditions) and writ€" instead
of EW .

The Kramers Wannier duality (e.g., see [60, Section 7.5]) provides a link
between the Ising model (on faces of) described above and another nearest-
neighbor Ising model de ned on vertices of with interaction parameters J,
such thattanh[ J.]=exp[ 2 J¢]or, equivalentlysinh[2 J.]sinh[2 J.]=
1. In terms of the parametrizatioli3.2.3) this duality reads as

exp[ 2 J,]=tan %bz; exp[ 2 J ] =tan %bz; b,+ b = 3

The angles,bZ also admit parametrizatio(3.1.1) with a dual elliptic parametek ;
the relation is simplest in terms of the nomg = q; see(3.1.2). We denote
the expectation in this dual model (de ned on vertices of) as E f“);f, where
the superscriptf stands forfree boundary conditions and emphasizes that no
restrictions on the boundary spins are imposed.

We use the Kadano Cevadlisorder variables for a subset of edges ofG ,
put

Q 2 3 v ow
u wi(uw)\ 67 € (uw) .
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Up to the sign, the correlations of these variables with spins only depen@ on
viewed as a chain moduldy Hence, we will simply write

= vy il vy, Where @ = fvg;:iii;vmg
inside such correlations. We have the following identity :
BV vttt owe wiiis und = E™80 ittt oun viiilown b (3.2.5)

whereus;:::;un 2  °,Viiiii:Vm 2 ', and bothn;m are assumed to be even
(otherwise, these correlators do not make sense) ; in fact, both sidé3 »5) lead

to the same sums over subgraphs of = * if one uses the low-temperature
expansion for the left-hand side and the high-temperature expansion for the right-
hand one. In particular, the disorder variablesare dual objects to spins under

the Kramers Wannier duality. We refer the reader to [93, 37, 34, 39] for more
details on the Kadano Ceva formalism.

Remark 3.2.1. Recall also that under a natural rule for tracking the signs [39,
Section 2.2], both sides of (3.2.5) change the sign when one of the vertices
makes a turn around one ofug; in other words one should view (3.2.5) as a
spinor de ned on an appropriate double cover of thesef( ) ™ ( ) "
with the removed diagonal (v, = Vo Or ug = uq for somep 6 plorq6 P.
In full generality, the extension of (3.2.5) onto the diagonal requires certain
technicalities in xing the signs. However, no problems of that kind arise in
the simplest setupm = 2 that we only need below.

3.2.2 . Fermionic observables and functions Hyx

The Kadano Ceva fermionic variableis formallyde nedas ¢ = (¢ u(q)
and the corresponding fermionic observables read as

Xs(€ = EE ¢ viiii vm 1 u1iii w1 €2 g(G);

Remark 3.2.2. Due to Remark 3.2.1,Xg¢ is a spinor on the double cover

s (G). This implies that the product Xg (c), where is given by (3.2.1), is
a spinor on the double cover g (G), which branchesonly over points from $ ;
see Fig. 3.2.1.

It is well known (e. g., see [129] or [37, Section 3.5] and references therein) that
Kadano Ceva fermionic observables satisfy the so-caledpagation equation

X(Co) = X (Cm)COSbZ + X (Cyp)sin bz ; (3.2.6)

which holds for each cornex, and its neighborsy,;c,, on the corresponding
double cover ¢ (G) such that all three are incident to the same quad see
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Figure 3.2.2 Left : Local notation at a quad z = (Vgugviuy) 2} .
Identity (5.2.6) expresses the valueX (cyg) of a Kadano Ceva fermio-
nic observable as a linear combination oK (cp;) and X (cye) with co-
ecients cos?, = cn % 7,jk andsin? =sn Z7,jk , respectively.
Right : Following [137, ], to de ne the valueF (z) 2 C of the corres-
ponding massive s-holomorphic function (aka Smirnov's fermionic obser-

vable) atz 2} , we imagine a tilted rhombus with edges (% (v, Ug)
centered atz and then apply the usual de nition [48] of s-holomorphic
functions to this “virtual' rhombus.

Fig. 3.2.2 for the notation. A consequence of this identity is that, given a fermionic
observableX , one can de ne (up to an additive constant) a functidgty on the
graph ( G) by prescribing its increments between neighboring vertice® G
andvp 2 G as

Hx (Vo)  Hx (Uug) = (X (cog))*: (3.2.7)
(Note that for the critical Ising model 02, this is nothing but Smirnov's de nition
from [160, Lemma 3.6]; see also Section 3.3.1 below.) More generally, if two

observableX; X, are (locally) de ned on the same double coveg (G), then
one can extend the above de nition and introduce a functidiX 1; X ], also
de ned up to an additive constant, by setting

H[X 1, X2](vp)  HI[X1;X2](Ug) = X1(Cpg) X 2(Cpq) (3.2.8)
(this quantity does not depend on the lift @hq onto 4 (G) ; cf. Lemma 3.3.14.)

Remark 3.2.3. From the combinatorial perspective, considering a discrete
simply connected domain with wired boundary conditions boils down
to identifying all "white' vertices along the boundary with each other. In
particular, all the values of Hyx (or of H[X1;X>5]) at “white' boundary ver-
ticesu2 @ \ G are the same, i.e., the functionHyx jc always hasDirichlet
boundary conditions in this case. However, note that this is not the case for
boundary values ofHx on "black' boundary vertices. Nevertheless, there exists
a trick (originally suggested in [48, Section 3.6] in the critical setup) which al-
lows to modify the grid near the boundary of  staying in the isoradial
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family and arti cially de ne Hyx on new obtained "black’ vertices so that it
also has Dirichlet boundary values and all required “discrete complex analysis
estimates' hold true ; see Remark 3.3.10 below.

It is also convenient to extend the de nition éfx to the set} (G) as follows :

Hx (Vp) Hx(2) = X (Cpo)X (Cpr)costy;

Hx (z) Hx (uq) X (Goq) X (C1q) sin B; (3.2.9)

wherec,, andc,, are assumed to be chosen as neighbors gr{G) to avoid the
ambiguity in the sign; note that this de nition is consistent wi{s.2.16) due to
the propagation equatiof5.2.6). Let ( G)[} (G) denotes a planar graph whose
edges consist of all edges ¢fG) and edges linking each vertex2 } (G) to its
four neighborz w2 ( G).

The following lemma holds for all planar graphs and all interaction parameters.

Lemma 3.2.4. Letafunction Hx be (locally) constructed via (3.2.9) and (5.2.16)
from a fermionic observableX de ned on a double cover ¢ (G). Then, Hx
satis es

the maximum principle on  ( G) [} (G) except at points of $ \ G ;
the minimum principle on  ( G) [} (G) except at points of $ \ G .

Proof. See [33, Proposition 2.10], which proves both the maximum and the
minimum principles for Hx in absence of (non)branching vertices, i.e., it =
?.1f$ 6 ?, note that the value at a vertex u 2 $ \ G is always smaller
than the values at neighboring vertices fromG due to (5.2.16), thus Hx
cannot attain a maximum at u. Similarly, Hx cannot attain a minimum at a
pointv2$\ G . O

Remark 3.2.5. Letw 2 $ be an isolated point of$ and assume thatX (c) =

0 at one of the nearby cornersv = ¢c2 ¢ (G). Then, itis easy to see that the
function Hy satis es both the maximum and the minimum principle near w
as its values at two neighboring vertices (one fron'G , the other from G ) of ¢
are the same.

3.2.3 . Innite-volume of the Ising model with q 6 0 and RSW
estimates

Given an isoradial grid of mesh size and a pointu 2 C we denote by (u)
a discretization of the square box

[Reu R;Reu+ R] [Imu R;Imu+ R]

on with appropriate boundary conditions which can vary depending on the
context. We write g instead of R(0) if u=0 and skip the superscript if = 1.
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It is well-known that spin-spin correlatiori&s[  w] in the Ising model on a
nite graph can be written as the probability thai and w are connected in the
so-called Fortuin Kasteleyn (or random cluster) representation of the model; e.g.,
see [60, Section 7] for more details.

For thecritical (i.e., m = 0) Ising model on isoradial grids it is well known that
the following Russo Seymour Welsh-type estimate holds uniformly with respect to
boundary conditions :

P there exists a wired circuit in the annuluggr(u) r r(U) po > O:

(For a proof, one can, e. g., use [48, Theorem C] to show that crossings of rectangles
with self-dual (i. e., wired/free/wired/free) boundary conditions have probability
uniformly bounded away from zero, and then apply the proof of [61, Proposi-
tion 2.10]; see also [33, Section 5.6].) In particular, the existence of such circuits
implies the uniqueness of the in nite-volume Gibbs measure in the critical FK-Ising
model and allows one to speak about in nite-volume correlatign§ , w].

Assume now that] = %m 0. By monotonicity with respect to interaction
parameters, the (uniform with respect to boundary conditions) existence of wired
circuits in annuli sgr(u)r r(u) also holds in this case. This allows one to de ne
the in nite-volume limit of the sub-critical FK-Ising model on and, moreover,
implies the following uniform estimate :

for each" > 0 there existsA = A(") 1 such that for allm 0
and allD 1 one has

@ " EMY LWl E™M W]l E™Y L W] (3.2.10)

ap (U) ap (U)

provided thatjw uj D.

Indeed, the latter inequality in{3.2.10) is trivial due to the monotonicity with
respect to boundary conditions. The former follows from the fact that

'

g(m:f [ u ] P(”;E))”Eu)r _ there exists a wired circuit E(";g;(u)[ u wl

ap (U

which holds due to the FKG inequality and the monotonicity of the probability
that u andw are connected with respect to a domain. (Note that the rst factor
can be made arbitrary close tbby choosingA ~ 3%09"=log(1 po)ctl )

Remark 3.2.6. One can similarly use dual-wired circuits in order to de ne the
in nite-volume limit of the o -critical FK-Ising model on and the in nite-
volume spin-spin correlations form 0. It is also worth noting that in the
massiveregimeq = %m , ! 0, one also has uniform RSW-type estimates for
both primary and dual crossings/circuits on scalesR  1; see [61] and [138]
for more details. Of course, this is a much deeper property of the massive Ising
model as compared to the simple monotonicity with respect tom discussed
above.
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3.2.4 . “Star extension' of a nite box on an isoradial grid

In order to prove the universality of spin-spin correlations with respect to a grid,
i. e., the fact the correlations on two isoradial gridg and , behave in a similar
way, we typically consider a “mixed' rhombic lattice that contains large pieces of
both ; and , and analyse the Ising model on this lattice. This strategy relies
upon a possibility to “glue together' boxes of sRecut from di erent isoradial
grids, with an additional requirement that these two pieces are locate@@)
distance from each other.

Clearly, no problem arises if, comes from a rectangular lattice whilg, =  Z2
(or, more generally, if both ., are obtained from rectangular lattices) ; see Fig. 3.2.3.
Consider now an irregular rhombic lattice satisfying the bounded angles pro-
perty BAP ( o). In this section we show that one can construct a new rhombic
lattice [ r(u)]” satisfying the propertyBAP ( o) such that

and[ r(u)]? have the same boxr(u) of sizeR centered atu ;

the modi ed lattice [ r(u)]? contains in nite wedge-shaped subsets of rec-
tangular grids located at distance at moS{R) from the pointu; here and
below the implicit constant in the estimat®(R) depends ong only.

It is worth noting that these properties are scale invariant and thus the same
procedure can be applied to rhombic lattices (with mesh size < R ) instead
of .

Recall that atrain-track on is a (in nite) sequence of adjacent rhombi such
that they share a common direction of edges, called the transversal direction of
the train-track (e.g., see [102] for a discussion of this notion). The construction
of [ r(u)]? goes in two steps, see also Fig. 3.2.3 :

Step 1. Let gr(u) r(U) be the connected componenof the set of
quadsz 2} such thatboth train-tracks passing through intersect r(u).

Lemma 3.2.7. The set gr(u) has diameterO(R) and is train-track-convex,
i. e., if two rhombii lying on the same train-track belong to the set gr(u), then
the whole segment of the train-track between these rhombi belong to r(u).

Proof. Let Tr(u) denote the set of all train-tracks that intersect the box r(u).
It is easy to see that for eacht 2 Tr(u) the set of all rhombi z 2 t\ r(u)
is a segment. Indeed, ifz; 2% 2 t are two consecutive rhombi ont such that
z2 gr(u) but 262 g(u), then the second train-track t°6 t passing through
z%cannot intersect g(u). Hence,td g(u) = ?, which implies that all further
rhombi lying on t beyond z° cannot belong to the connectedset g (u) as they
are separated fromz 2 g(u) by t® Thus, gr(u) is train-track-convex.

To estimate the diameter of r(u), note that for eacht 2 Tg(u) the num-
ber of quads int\ r(u) cannot exceed the total numberjTg(u)j of train-
tracks in Tr(u) (since each of the remaining train-trackst® 2 Tg(u) can in-
tersectt at most once). Thus, the estimatediam r(u) = O(R) follows from
jTR(U)j 6 2J@ r(u)j = O(R). O
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Figure 3.2.3 Top : the ‘star extension' procedure for a rectangu-
lar box on a Penrose rhombic tiling. The box itself is colored dark gray
and the rest of the corresponding set is shown in gray. The boun-
dary of consists of nine train-tracks, extended in nitely outwards, the
wedge-shaped parts of regular lattices are highlighted in light gray. The
opening angles of the wedges are bounded from below Dy of the
BAP ( o) property. For Penrose rhombic tilings,2 o = ¢; thus, in this
case the boundary of could not consist of more than ten train tracks.
Bottom : a gluing of a regular rhombic lattice corresponding to a rec-
tangular grid "™ (on the left) with the square one (on the right).
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The train-track convexity of g(u) implies that it is simply connected and
its boundary@ r(u) is a simple closed broken line such that no quad adjacent
to it from outside can have two sides a@ r(u). Let us divide these adjacent
gquads into (maximal) arcsy, each of which is a part of a single-train track.
The above observation means that as we follow the boundary counterclockwise,
the transversal directions of these train tracks also rotates counterclockwise, and
the bounded angles properBAP ( o) implies that it rotates at leas ¢ between
two consecutive arcs; in particular, there are at most g arcs. The construction
of [ r(w)]? concludes as follows :

Step 2. Duplicate (in nitely many times) each of the boundary args  ty
of gr(u) in the transversal direction ofx and Il the remaining wedge-
shaped regions (of angle at ledst) by regular rhombic tilings ; see Fig. 3.2.3.

We call[ r(u)]” astar extensiorof g(u). (In fact, we slightly abuse the notation
since[ r(u)]? is not de ned only by r(u) and also depends on the structure of
near this box. However, this does not create any confusion in what follows.)

3.3 . Discrete complex analysis techniques

3.3.1 . Massive s-holomorphic functions on isoradial grids

In this section we discuss the notion of massive s-holomorphic functions on
isoradial grids; see also a recent paper [138] where this notion is discussed in
more detail. Similarly to the critical case (see [48, Section 3.2]), given a real-
valued Kadano Ceva fermionic observable (i.e., a real-valued spinor on a sub-
set of () satisfying the propagation equatiofb.2.6)) one can construct a
complex-valued Smirnov fermionid™): observable (de ned on a subset pf )
in such a way that the propagation equati¢.2.6) for X (™): s replaced by the
identities between projections &{™): onto certain directions ; see De nition 3.3.1
below.

The ‘abstract' de nition (5.2.16) of functionsH{™’ can be then again,
similarly to the critical case thought of as considering the primitive of a discrete
di erential form 3 Im[(F (™) (z))2dz], which turns out to be closed on both :
and  up to certain local multiples that disappear in the limit! 0; see
Lemma 3.3.3 and Remark 3.3.4 below. In Proposition 3.3.8 (see also 3.3.10) we
prove (at least, for small enough that the functionH (™): is subharmonic on :
provided thatm 0 and superharmonic on * provided thatm 0, thus gene-
ralizing to the massive setup a (rather mysterious) observation made by Smirnov
in [160] for the critical Ising model on the square grid.

Further, we brie y discuss the a priori regularity properties of massive s-holo-
morphic functions; see Proposition 3.3.11, this statement was obtained in [138].
We also suggest an alternative approach to this regularity theory, which relies upon
a general framework developed in [33] and uses-@mbeddingof the massive
Ising model on into the complex plane; see Section 3.3.3 for more details.
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Finally, this reduction to the framework of [33] also directly implies that massive
s-holomorphic functions on satisfy the discrete maximum principle (up to a
multiplicative constant) ; see Lemma 3.3.12 below.

Recall that we use the notationc = & exp[ iiarg(v(c) u(c))] for c 2
(), where&= €7 ;seg(3.2.1). The following de nition is adopted from [138].

De nition 3.3.1. Let z2} be a quad of a rhombic lattice  with mesh
size . Given areal-valued spinorX (M): satisfying the three-terms identity (5.2.6)
on corners adjacent toz we de ne a complex valueF (M) (z) by requiring that

PriF™: (2); bRl = 2 beoX(0) forall ¢ z; (3.3.1)
where
be.z == ¢ exp ij(bz z) = &exp ii(arg(v(c) 2) bz)

and the  sign is chosen so thatarg(v(c) u(c)) = arg(v(c) z) ,; see
Fig. 3.2.2.

Remark 3.3.2. Functions F(M: :} | C satisfying the condition (3.3.1)
were calledmassive s-holomorphicdn [138] by analogy with more common s-
holomorphic functions that appear in the casem = 0 (and hence b, = 2);
see [160, 48]. However, note that the values X (M: (c) dier from the va-
luesF (M (¢) used in [160, 48, ] and other related papers by the factor z.
We adopt this convention ondi erent scalings of Kadano Ceva (real-valued)
and Smirnov (complex-valued) fermionic observables as it better ts the ge-
neral framework developed in [33].

Lemma 3.3.3. Let H{™' and F(™: be constructed from the spinorX (M)
via identities (5.2.16) and (3.3.1), respectively. Then (see Fig. 3.2.2 for the
notation),

b
. . COS
HE () H (o) = = 3im (F@)® (v vo)
COS 2
inb
. . SIn
HM (u) HY™ (uo) = sinfZ 1Iim (F(2)? (u1 up) :
z

Similar identities hold for functions H [X {™" ;x {™ 1= 1 y{m: M

4 X1+ X2 X1 X2 °

Proof. Both formulas easily follow from a similar computation for m =0 (e.qg.,
see [48, Proposition 3.6]) performed for a “virtual' rhombus with half-anglebZ
instead of ,; see Fig. 3.2.2 and [138, Lemma 2.5]. (The additional facto%
appears due to a tiny mismatch between the notation used in our paper and
that in [160, 48, 1) O
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Remark 3.3.4. Below we often refer to the identities from Lemma 3.3.3 by
writing
17 I(m);

. ] .
H = 3 Im (F(M' (2))%dz

(or simply R if m = 0). Though this identity is not true “as is' even for
discrete contour integrals due to the presence of additional factorsosP,=cos ,
and sin%,=sin", in one-step increments, these factors (uniformly under the
assumption BAP ( o)) disappear as ! 0. In other words, if functions F (M):
converge to a continuous functignf , then the corresponding functionsH (M):

converge to the functionh := % Im[(f (2))?dz].

The following lemma and its corollary are adopted from [138, Section A.1].
They imply that limits of massive s-holomorphic functions on re ning isoradial
grids , if they exist, are massive holomarphic, i. e., satisfy the equaf8.2).

Lemma 3.3.5. Let u vu* be a half-rhombus of an isoradial grid oriented
counterclockwise (i.e., eitheru = ug, v= vy, u* = uporu = ug, V= Vo,
u* = ug in the notation of Fig. 3.2.2) and X (™) satis es the identities (5.2.6).

Then,

- 1/b —
sin(b, + . . .
M Dpmi gy w) ¢ F™ e u) ¢ FO )W v
2sin ,
sini -
#F(m)? (z) Area(u vu*);
sin , cos ,

where the valueF (M: (z) isde ned by (3.3.1)and F(M: (¢ ):= .  2X™M: (¢ ).
A similar identity (with the prefactor cos%(bZ + ,)=2cos , in the rst term)
holds for half-rhombi of the form v uv*.

Proof. Letv u = €&Cv 2) where', =arg(v z).Itfollows from (3.3.1)
that
F(m); (c) = &e Lev o) % F (m); (2) &é(' v b + F(M): (2) &e Lo b,)

F (m); (z) e 52 bz)+ F (m); (z) ie i v i§(bz+72) .

1
2

recall that &= € . The desired identity follows by a straightforward compu-

tation as

u* u =2 ie"vsin, and Area(u vu*)= ?sin ;cos ;; O

Corollary 3.3.6. Let F(™): pe massive s-holomorphic functions on isoradial
grids satisfying the uniform bounded angles conditionBAP ( o). Assume
that F(™): converge (on a certain openset) C)toafunction f (M :U! C
as ! 0. Then, f(M is dierentiable and satis es the massive holomorphicity
equation

@f™ + imf(m =0: (3.3.2)
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Proof. It follows from the asymptotics (3.2.4) that

—Sin%(?zj 2) [ }; —Sin_%(,bz f) Il mas ! O;
2sin 2 sin ;cos
uniformly with respect to z (provided that the condition BAP ( o) holds).
Therefore, summing the identity of Lemma 3.3.5 over any subseV U with
smooth boundary, and passing to the limit, leads to the identity
I 27z
f(M(z)dz = m Vf(m)(z)dA(z);

1
@V

which is nothing but the weak form of the equationi @f™ = mf (M), A massive
version of Morera's theorem (or Cauchy integral formula) then implies that
any weak solution is di erentiable. O

Remark 3.3.7. ltis easy to see that, iff (™) satis es.the massive holomorphi-
city equation (3.3.2), then the primitive h(™ := 1" Im[(f (M (z))2dz] is well
dened and h(M = 4mjf (Mj2, In particular, the function h(™ is subhar-
monic if m 0.

In the next proposition we show that the subharmonicity property mentioned in
Remark 3.3.7 also holds faliscreteprimitives of massive s-holomorphic functions
on isoradial grids; a property that we need in the proof of Proposition 3.4.7. Note
that the paper [138] also contains estimates of the discrete Laplacian

[ P HM ) = ( (V) 7 tan s (HM (vs) HM: (v)); (3.3.3)
s=1

: . : P .
wherevy;:::;vy 2 + aretheneighborsof2 : and (v) = % 2 41 SN2 ¢
is an appropriately chosen normalizing factor, which plays no role in the following
inequality.

Proposition 3.3.8. Letm Oand o( o) be small enough. Then, for each
isoradial grid  satisfying the condition BAP ( o) and for each spinorX (M)
satisfying the propagation equation (5.2.6) nearv, we have

[ " HM™ vy 0 v2 ;

where the function H (M) is constructed from X (M) via the identity (5.2.16).
In other words, H(™): is discrete subharmonicon : if m 0.

Remark 3.3.9. Similarly, the function H(™): is superharmonicon : if m
0. If m =0, then both these properties hold (see [160, Lemma 3.8] and [48,
Proposition 3.6]), which considerably simpli es the analysis at criticality.

141



Proof. We adopt the notation used in the proof of [48, Propostion 3.6]. Letxs 2

Then,

X _
[ PH™ Jv) = ( (v) b tan scot? By xZ+xZ,;  2(coshy) xexsir ;
s=1

where the sign stands for if s=1;:::;n 1and for + if s = n (this
convention corresponds to the fact that the double cover (), on which
the spinor X (M: is de ned, branches aroundv). We now expand this quadratic
form in the parameter q! 0. Sincetan b, = (L+4 gtan s+ O(g?) for all
s=1;:::;n, this leads to the expression

Cos s (X2+ Xx2,7) 2XsXss1

1505 n o1 sin ¢

corresponds to the critical casem =0 and

X 1 _ _
R(n) ..... _ . . .
= o (Xpiinixp) = XsXs+1 SIN s X1Xp SIN p:
n

s=1

From the proof of [48, Proposition 3.6] it is easy to see that the (two-dimensional)
kernel of the form QET) _ consists of vectorsxg = cst cos s, where s41 =

s sforalls=1;:::;n 1. A straightforward computation shows that
R —(cos yiiiicos n) = R (cos y;:iricos o 1)
..... 1:+5 n »yn 1
+ R®_  _ __(cos 1;c0s n 1;C0S n)
n 1 n,n 1, n

and that R®_ _ (cos 1;c0S 5;c0S 3)=sin 1sin ,sin 3if 1+ 2+ 3=
1, 2, 3

Therefore, the form Rgl‘) - is strictly positive de nite on the kernel

------

O]

Remark 3.3.10. It is worth noting that the so-called 'boundary modi cation
trick' (used in [48, Section 3.6] to control the boundary values of the func-
tion H>((m); ) admits a straightforward generalization to the massive setup. By
de nition, on the wired boundary of a discrete domain the function H>(<m);
satis es Dirichlet boundary conditions H (M) J@ : =0 on 'white' boundary
vertices. Following [48], in order to t these boundary conditions and the
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subharmonicity of H)(();m on 'black’ inner vertices, one replaces each boun-
dary half-rhombus by two rhombi with twice smaller angles and formally de-
ne Hf();m(v) := 0 on newly constructed 'black’ boundary vertices; see [48,
Fig. 7]. For m < 0, such a modi cation increasesthe Laplacian (3.3.3) evalua-
ted at near-to-boundary vertices since

tan ;cot? b, [2x? 2(cost,) 'x?] = 2x*tan ,cotPtan b, < 2¢%tanl,

dueto P, < 7, and the monotonicity of the function 7! cot tan % on (0;%

In particular, after the 'boundary modi cation trick' from [48, Section 3.6]
is performed, the function H (M remains subharmonicon 'black' vertices and
has Dirichlet boundary conditions; similarly to the critical setup discussed

in [49].

Proposition 3.3.11. Letre ningisoradial grids  satisfy the property BAP ( o)
and F(M: pe massi}ﬁe s-holomorphic functions or} \ U. Assume that the
functions H(M: = 2 71M Timi(F (M) (z))2dZ] remain uniformly bounded on
compact subsets ol as ! 0. Then F(M: are also uniformly bounded and,
moreover, (Holder-)equicontinuous on compact subsets df) as ! 0.

Proof. Without loss of generality assume thatm 0, the other case follows

by exchanging the roles of ' and - . There are two dierent proofs of
the required regularity estimates. For the rst one which actually gives the
uniform Lipschitzness of functions F(M:  we refer the reader to [138, Sec-

tion 4.2] and notably to [138, Propositon 4.6 and Proposition A.7]. In this
approach, one rst estimates thel 2 norms of functionsF (™) on compacts via
the maximum (or oscillations) of H( )™ Then, the pointwise estimate and the
Lipschitzness of F(M: can be obtained by applying an appropriate discrete
massive Cauchy formula and using asymptotics of the massive s-holomorphic
Cauchy kernel Gy, discussed in Section 3.5 : see de nition (3.5.15), Propo-
sition 3.5.8 and asymptotics (3.5.30). Note also that one can give a similar
proof by rst estimating the L* norm of F(M): (i.e., the L2 norm of the gra-
dient of H()™) via a discrete version of the Caccioppoli inequality applied to
bounded subharmonic (on  \ U) functions H (M) .

The second proof relies upon an s-embeddings framework developed in [33]
and related to the context of this paper in Section 3.3.3 below. In this approach,
one re-embedsthe isoradial grid carrying the massive Ising model so as to
obtain the Ising model on an appropriate s-embeddingS While the (real-
valued) Kadano Ceva fermionic observables X (M): and the functions H (M):
do not depend on a particular way in which the graph is embedded intcC, the
complex values (Smirnov's observablesf ( )™ (z) changeto new valuesFg (z)
under this procedure; the relation between the two is given by

FM: (z) = D, (2) Fs (2)+ D (2) Fg (2); z2} ; (3.3.4)
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see Proposition 3.3.19 for the de nition of coe cients D (z).

The Hélder regularity of massive s-holomorphic functionsfF (™M: on (sub-
sets of) now follows from the regularity of s-holomorphic functions Fg
on S (see [33, Section 2.6]) and from the fact that the mappingz 7! S (2)
and z 7! D (z) are uniformly Lipschitz on compact subsets of due to
Theorem 3.3.2. O

Lemma 3.3.12. Let  satisfy the property BAP ( o), F(M): be a massive
s-holomorphic function de ned inside a nearest-neighbor contourC  }
Then, provided that is small enough (depending ordiam(C ) and m only)
we have

JFM:()j  cst( o;m;diam(C )) maxy,c jF™: (2)] (3.3.5)
at all points lying inside C , where the constant does not depend on and/or

Proof. Without loss of generality, assume thatO lies inside the contourC and
consider an s-embedding of the massive Ising model on (see Section 3.3.3)
below. Recall that the values F(™): (z) and Fg (S (z)) are related to each
other by the formula (3.3.4). The s-holomorphic (onS ) function Fg satis es
the maximum principle ; see [33, Remark 2.9]. Therefore, a similar statement
for F(M: follows from the (uniform on bounded subsets) estimates

iD (2)j=jD,(2)] cst<1l and jD,(z)] cst< +1:

In their turn, these estimates follow from the identities D = %(Fl iF;) and
asymptotics of the functions F,, F; given in Theorem 3.3.2. O

Remark 3.3.13. It is worth noting that the massive holomorphicity equa-
tion (3.3.2) implies that f =4m?f and thus a usual maximum principle for
jf j. The same holds for massive s-holomorphic functions (™) de ned on the
square grid Z2. Thus, it seems plausible that the constant prefactor in (3.3.5)
is unnecessary at least as ! 0. However, we do not know a proof of such a
statement for irregular

3.3.2 . Full-plane branching discrete kernels and their asymptotics

In our paper we very often use functiohE[X 1; X 2] constructed from two
spinors X 1; X satisfying the propagation equatiofb.2.6), which are (locally)
de ned on slightlydi erent double covers M(G) and [u](G), wherev 2 G
andu 2 G are neighboring vertices. Let the corner2 ( G) be adjacent to
both u andv. These two double covers (non-branching ouesind non-branching
overv) can be naturally identi ed with each other everywhere except the two lifts
ofc.Letz 2} (G) be two quads adjacent to the eddev) of ( G) so thatu
is the next vertex tov when going around* counterclockwise ; see Fig. 3.3.1. In
what follows we assume that

the lifts of c = (uv) onto V] and [ are identi ed in such a way that

the structure of these double covers around the quadis the same.
(3.3.6)
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Figure 3.3.1  Local structure of the double covers ;, u = u(c)
(left) and |, v = v(c) (right). These double covers can be identi ed
with each other except at lifts ofc. To choose such a lift (shown as a
black triangular node) on both double coversimultaneouslywe use the
convention (3.3.6) that their structure around the quadz® lying to the
right of (uv) is the same.

Lemma 3.3.14. In the setup described above, let us de ne increments of the
function H[X1;X2] : I R via the formula (3.2.8). Then, H[X1;X2] has

an additive monodromy 2X 1(¢)X2(c) when going aroundc counterclockwise.

In particular, if Xi.2 = Xg‘;); are de ned on an isoradial grid and the

massive s-holomorphic functionsF{3) are constructed fromX {3 according

to De nition 3.3.1, then

I .
: : 1 [(m);] : :
2™ (x4 (o) = 5 m F{™ @R (@dz: (337)

where the discrete integral along a closed contour surrounding = (uv) in the
right-hand side is understood in the sense of Lemma 3.3.3 and Remark 3.3.4.

Proof. Under the convention (3.3.6), the increments of the functionH [X 1; X 5]
sum up to zero when going around all quads 2 } (G) exceptz = z . The
sum around z (when going counterclockwise) is2X 1(c)X 2(c) since it would
vanish if we used the opposite convention on the identi cation of M(X 1)

and [u](G) in (3.3.6). O

Remark 3.3.15. Note that a similar statement holds if, say, the spinor X1 is
(locally) de ned on the double cover  (G) while X5 lives on [v(a);u(a)](G),
wherea 2 (G). If X2 =G (4 is the massive Cauchy kernel on , this gives
a Cauchy-type formula for massive s-holomorphic functions; see Fig. 3.5.1,
de nition (3.5.15) of Gy, asymptotics (3.5.30), and [138, Section A.2] for
more details.
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In our paper we typically apply the formufd@.3.7) in a situation Wheer(m);

is a concrete massive s-holomorphic function, namely an analogue of the 'discrete
z 7 kernel onZ? that was used in [38] (and of its massive analogue constructed
in [137] form Oandw 2 ). Similarly to the discrete Cauchy formula
mentioned above, this formula provides a tool to reconstruct the valu&X of

(or F1) right near the branching poinv from its values on an arbitrary contour
surroundingv.

We construct and analyze the aforementioned branching kernels in Section 3.5;
the main result of this analysis is given by the following theorem. We assume that
m O but formulate the result fobothw=v2 ' andw=u2 ’ ;asimilar
result form O follows by the duality.

Theorem 3.3.1. Let m 0 and let an isoradial grid satisfy the boun-
ded angles property BAP ( o). For eachw 2 there exists a real-valued
spinor GEVT]); de ned on the double cover [W]( ) and satisfying the propa-

gation equation (5.2.6), such that

GE\Z']); (c) = 1 forall cormners ¢ w (3.3.8)

and that the massive s-holomorphic spinorG[(V'J‘]); constructed from GEVT]);
according to De nition 3.3.1 has the following asymptoticsas ! 0:

'z

1 . .
_ 3 mjz vj
G (2 2 §2v+ RM@w+0(? if w=v2

e

1 . .
2 2 2mjz yj . .
S % —+ R™@uw+o(? it w=u2z i

ez

G 2
where the sub-leading termsR™ and R™ are uniformly bounded and uni-
formly Lipschitz in the second (i.e., v or u) argument provided that jz = wj
andjz wj ! are uniformly bounded, and the error terms are uniform under
the same assumptions.

Proof. See Section 3.5 : the spinor&y,; are de ned in (3.5.13 3.5.14), the
identity (3.3.8) is checked in Proposition 3.5.8, and the asymptotics ofGy,; are
given by (3.5.28 3.5.29). Note that these asymptotics donot contain correc-
tions of order ; in other words, the terms R(m), RM appear only along the
reconstruction of Gy from Gp,; via De nition 3.3.1 and thus can be written

explicitly. In particular, the fact that they are bounded and Lipschitz in the

second variable trivially follows from (3.5.28 3.5.29). O

Remark 3.3.16. (i) Informally speaking, these kernels can be thought of as
properly re-scaled in nite-volume correlatorsh o ;i orh ¢ 1 i, respecti-
vely. This interpretation can be made rigorous ifw=v2 - (and m < 0) by
considering a limit of nite-volume correlators; cf. the proof of Lemma 3.4.1
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given below. Note that the exponential decay at in nity characterizes such
a kernel uniquely up to a multiplicative normalization. (In fact, it is not
hard to deduce from Lemma 3.2.4 and Remark 3.2.5 that already the estimate
O(R 2 ") at in nity implies such a uniqueness property.) Moreover, the fact
that (3.3.8) simultaneously holds for all ¢ v is nothing but a re-statement
of the universality of the magnetization in the sub-critical model. However, a
similar interpretation for w=u2 - (orw=v2  andm> 0)is less
transparent since in this case the kernelgrowswhenjz wuj!1 and thus
does not admit a straightforward characterization.

(i) In the critical case m =0 the asymptotics simplify to

Gu@ = e's 23z wi+oO(2jz wi (339

where the constant prefactor ise 'z if w=v2 ' andézifw=u2 ' ;
see Section 3.5.3 for details.

(iii) In Section 3.4.1 we also rely upon the following statement. Let= 1,
g= im< 0,andw = v 2 . Then, the spinorGy, = va]);m constructed in
Theorem 3.3.1 satis es the uniform bound

iGy(9)j = O(exp(  (g; o) jc Vj)) asjc vj!l (3.3.10)

where a constant (q; o) > 0 does not depend on. We discuss this estimate
(note that it does not directly follow from Theorem 3.3.1) in Section 3.5.4.

3.3.3 . S-embeddings of the massive isoradial Ising model

In this section we discuss the link of the massive Ising model on isoradial graphs
considered in our paper with a general framework-eimbeddingsecently develo-
ped in [33]. From a certain perspective, the material presented in this section can
be viewed as an illustration of the general construction from [33]. However, note
that we also rely upon this link namely, upon Proposition 3.3.19 when giving
an (alternative to [138]) proof of the a priori regularity of massive s-holomorphic
functions on isoradial grids and of the discrete maximum principle for such func-
tions.

Recall that an s-embedding = Sx of a given planar graph carrying a nearest-
neighbor Ising model is constructed out of a complex-valued soliioaf the
propagation equatiorf5.2.6) or, equivalently, out of two (linear independent) real-
valued solutions; and X; of this equation such thak = & (X; iX;j); recall
that &= € 7. This construction boils down to the de nitiof5.2.16) applied toX .
Namely, one has

ReSx = 2H[Xy;Xi]; ImSx = Hx, Hx,; Qx = Hx,+ Hx ;

see [33] for more details on the de nition of the auxiliary functiQg = H[X;X]
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In the context of the massive Ising model on an isoradial grid the two
spinorsX,, X; that one uses for a de nition of an s-embeddifg also give rise
to massive s-holomorphic functiofits;, F; via De nition 3.3.1. Moreover, due to
Lemma 3.3.3 (and using the notation of Remark 3.3.4) we have

ReS = %R[(m);]lm 2F 1 (2)F; (2)dz ;
ImS = %R[(m);]lm (FL(2)2 (F; (2))dz ; (3.3.11)
Q = §M™iim (Fy@)?+ (F, (2)2)dz -

Remark 3.3.17. It is worth emphasizing that there is an enormous freedom
in choosingF; and F; and not only those constructed in the forthcoming
Theorem 3.3.2. If these functions converge (as ! 0, on compact subsets
of C) to certain functions f1, f;, then so doS and Q . Moreover, the limit

of (3.3.11) is nothing but a conformal (or isothermal) parametrization of
a constant curvature surface in the Minkowski spaceR?*l by two massive
holomorphic (i.e., satisfying the equation (3.3.2)) functions fq, f;; see [33,
Section 2.7] for a discussion.

Theorem 3.3.2. Given m 0, on each isoradial grid  satisfying the pro-
perty BAP ( o) there exist massive s-holomorphic functions=,, F; such that
the following asymptotics hold uniformly on compact setsas ! 0:

Fi(z) = exp( 2mIimz)+ O( ); Fi(z) = iexp@mImz)+ O( ):

With a proper choice of additive constants in their de nitions, the correspon-
ding s-embeddingsS and the function Q have the following asymptotics

as ! O: _
S (z2) = Rez+ z-sinh(4mimz)+ O( );

Q (2) = z(1 cosh(dmimz)+ O();
also uniformly on compact subsets ofC.

(3.3.12)

Proof. See Section 3.5.2 for the construction and Sections 3.5.4, 3.5.5 for the
asymptotic analysis of F; and F; . The asymptotics of S and Q easily follow
from (3.3.11). O

In order to apply the results of [33, Section 2] we also need to check $hat
are proper s-embeddings, I. e., that no edge intersections arise when we re-embed
the isoradial grids into the complex plane usin§ . For the purposes of this
paper it is enough to consider this re-embedding procedure on compact subsets
only. Recall that we denote byg the discretization of the bok R;R] [ R;R]
on

Proposition 3.3.18. For eachR > 0 there exist ¢ = o(R; o) > 0 such
that the following holds for all o and all isoradial grids satisfying the

property BAP ( o) :
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S is a proper embedding of the box g satisfying the condition Unif ( ),
i.e., all the lengthsjS (v) S (u)j, u v, of edges inS ( g) are uniformly
comparable to and all the angles of quads inS ( ) are uniformly bounded
away from O.

Proof. Letu v2 gandc2 ( ) be adjacentto bothu andv. It follows
from De nition 3.3.1 and a trivial estimate b.; = .+ O( ) that the edge
length

S (V) S (W= X (9F = Xy (9i*+ X (9§
= PrF,(z); R °+ PrF;(2; R °+0()
is uniformly comparable to provided that o due to asymptotics of

functions F, and F; given in Theorem 3.3.2. Similarly, if c and c® correspond
to two adjacent edges of aquadz in S , then it is easy to see that the quantity

HIm[X (9)X (] LOX1(©X (€)X (9X4(c)
JF1(2iiFi (2)] Im[ «7c]+ O()

is uniformly bounded away from 0 and thus all the angles of quads inS ( )
are uniformly bounded from below as required.

Thus, it remains to check that S is a proper embedding of ;. The com-
putation given above also ensures that the increment$S (v) S (u) around a
given vertex of S (or around a given quad) are cyclically ordered in the same
way as the increments ;2= i (v u) on the original isoradial grid . In
other words, all quads inS are oriented in the same way as in and quads
surrounding a given vertex do not overlap with each other. Now note that this
local property implies the discrete argument principle : the number of times
that S covers a point in C is equal the winding number of the image inS of
a big contour surrounding this point in . This winding number is equal to 1
due to asymptotics (3.3.12) provided that is small enough, which completes
the proof. O

Given an s-embedding : I C and a spinorX (locally) de ned on
() one can construct as-holomorphic ors functionFg by requiring that

X () = Re & (0) Fg (2)] (3.3.13)

(see [33, Proposition 2.5]). The next proposition provides an explicit formula linking
the functionFg and the massive s-holomorphic functisd™: constructed from
the same spinoK via De nition 3.3.1.

Proposition 3.3.19. Let a spinor X locally satisfy the propagation equa-
tion (5.2.6) on (), the massive s-holomorphic (on ) function F(™): be
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de ned according to (3.3.2), and the function F5 be de ned by (3.3.13). The
following identity holds :

F(M:(z) = D,(z) Fs (2)+ D (2) Fs (2); (3.3.14)
where the coe cients are given by D (z) = %(Fl(z) iF; (2)).

Proof. For shortness, denote ¢ := b,¢. The formulas (3.3.2) and (3.3.13)
imply that

S FMi)+ FMi(z) = 2X(c) = & (Fs (2)+ & (OFs (2):

for all ¢ z; note that these equations uniquely de ne the value F(™): .
Therefore, the formula (3.3.14) is equivalent to the identity

: ~D,@)+ D (2) =& (0= X, (0) iX (); ¢ z:

It remains to note that X, (c) = % : [cF1(2) + cF1(2)] and similarly
for X; (c), again due to De nition 3.3.1. O

3.4 . Proofs of the main results

In this section we prove the main results of our paper. In particular, Theo-
rem 3.1.1,i. e., the convergence of the re-scaled in nite-volume correlatio%\E(m)[ u wl
to a universal (i. e., independent of ) rotationally invariant limitC> ( ju wj; m)
is proven in Theorem 3.4.2 fan = 0 and in Corollary 3.4.17 fom 6 0. Along
the way, we also prove convergence of spin-spin correlations in discrete approxi-
mations of nite Cl-smooth domains C : see Corollary 3.4.12 and
Theorem 3.4.4 for the critical and massive cases, respectively.

We start our exposition by giving a proof of Baxter's formula (Proposition 3.1.3)
for the magnetization in the in nite-volume sub-critical model on isoradial graphs ;
note that already this proof contains two important ideas that we also use later :
gluing isoradial grids to each other via a procedure discussed in Section 3.2.4 and
the reconstruction of values of spinor observables near their (non-)branching points
via the explicit kernels from Section 3.3.2. In particular, Lemma 3.4.1 can be viewed
as an o -critical single-spin version of the arguments used for the analysis of multi-
point spin correlations on the square grid in [38] (at the critical point) and in [137]
(in the massive regime). Let us repeat that our modi cation of these arguments,
based upon Lemma 3.3.14, considerably simpli es the analysis as compared to [38,

]. We analyze the spin correlations in the critical model on isoradial graphs
in Sections 3.4.2 3.4.4. The massive model is discussed in Sections 3.4.5, 3.4.6
basing upon a similar strategy.
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Figure 3.4.1 Ifvg;v; 2  betwo vertices of a quaad = (VoUgpViUy), the
double covers ., (shown on the left) and , , (shown on the right) can
be identi ed with each other except at lifts of cornersc,q = (VpUg), P =
0;1, q=0; 1, surroundingz. In the proof of Lemma 3.4.1 we choose these
lifts so that the incidence relations (3.4.1) hold ; these relations are shown
by thick black lines in the gure.

3.4.1 . Baxter's formula for the magnetization in the sub-critical
model

Throughout this section, =1 andq= 3m < Oare xed.

Lemma 3.4.1. Let m< Oand be an in nite isoradial grid of mesh =1
satisfying the property BAP ( o). Then, the magnetization E*[ ] does not
depend onu 2

Proof. Let z = (vpugviu1) be a rhombus on ; see Fig. 3.2.2 for the notation.
Consider the pointwise limit

X[VO](C) = |lim RI1 EWR[ c Vo uom]; c2 [VO];

which can also be thought of as the in nite-volume correlatorE [ ¢ v, 1 |-
The existence of a limit follows from the fact that for each givenc, one can
x a disorder line  with @ = fv(c);vpg and write

h i
Q
EWR[ ¢ vo uouwl = E¥

23 uwo.
R u(c) Uout u wi(uw)\ 67? e (uw) )
which is a nite linear combination of multipoint spin expectations since

e 2 Jw) v = cosh( 2 Juwy )+ u wsinh( 2 Iy ):

Each of these expectations is decreasing &!1 due to the FKG inequality,
which guarantees the convergence cEWR[ ¢ Vo Uou l-
Note that

Xwol(Co) = limrir EY [ vy uou] = E'[ wp] and Xpg(cu) = E'[ o,

Let us now consider the functionH := H [Xy,1; Gp,jl, where Gyy,j is the expli-
cit in nite-volume kernel discussed in Theorem 3.3.1 and Remark 3.3.16(iii).
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Since the two spinorsXy,,; and Gyy,; are de ned on slightly dierent double

covers ,.and ., the function H has an additive monodromyZ around

the quad (vougviu1). Similarly to the proof of Lemma 3.3.14, it is easy to see
that

%Z = x[vo](coo)G[vl](Coo)+ X[Vo](Clo)G[Vl](Clo)
= Xpol(C)Gpp)(Cin) + Xwp)(Co1)Givp1(Cor);
where we assume that the double covers [vo] and v, are identi ed with

each other away from the quad(vpugviui) and that (see Fig. 3.4.1)

Ci Cu Co CuON whilst ¢, Co €1 €y ON [a]- (3.4.2)

On the other hand, the uniform boundedness ofX|,,;(c) and the exponential
decay of Gy,; (asjc vij!'1 ;see Remark 3.3.16(iii) and Section 3.5.4)
imply that Z =0 as we can move the integration contour in (3.3.7) far away
from the branching. Thus,

X [vo](coo)G [vl](coo) = X [vo](clo)G [vl](Clo):

Using the propagation equation (5.2.6) to write the value Gy,1(Cx) as a linear
combination of Gyy,j(c) and Gp,j(ci), and the value X|y,;(cy) as a linear
combination of X1,;1(C) and Xyy,1(c1), one can rewrite the last identity as

X [vo](coo)G [Vl](cll) = X [vo](Cm)G [vl](Clo):

Recall that Gy,j(cu) = G [v,1(Cw0) due to the explicit construction of the ker-
nel Gp,j. This implies the desired identity E[ wl= Xvo](Coo) = Xiye)(Cor) =
E[ ul O

Proposition 3.4.2. We haveE [ , w]! (k )% asju wj!l uniformly
over isoradial lattices and positions of pointsu;w 2

Proof. Denote byD := ju wj the (Euclidean) distance betweenu and w. The
uniform RSW estimates (3.2.10) imply that for each” > 0 one can nd A =
A(") > 1 such that

EWAD (U)[ uwl " Eluwl EWAD (U)[ u wl

on each isoradial grid containing the box ap (u) (and satisfying BAP ( o)).

Let us now replace by the “star extension'[ ap (u)]” of the box ap (u)
constructed in Section 3.2.4. For shortness, below we use the notation? :=
[ ap (W)]?; note that the the same reasoning applied to ? instead of implies
that

Eluwl E-[uwl " (3.4.2)
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According to the construction, on the modi ed lattice ? we can nd a "white'
vertex u®such that ju® uj CAD and that the box 3, (u9 is a piece of a
rectangular grid; the constant C depends on ¢ only. Denote by w®a “white'
vertex of ? lying at distance D from u®and such that w® u®is one of the
axial directions of this rectangular grid.

We claim that, for each grid ? satisfying the bounded angles propertyBAP ( o),

E-[uw] E-[ww] = OA()D?exp( D)); (3.4.3)

where a universal constant = (q; g) > 0 comes from the uniform expo-
nential decay of the branching kernelsGy,;; see (3.3.10) and Section 3.5.4.
The proof of (3.4.3) goes along the same lines as the proof of Lemma 3.4.1.
Namely, let z = (vpuoviUi) be a quad lying at distanceD from the second
‘white' vertex w under consideration. As in the proof of Lemma 3.4.1, let us
consider a pointwise limit

X[VO;W](C) = lim grnp EW'.';[ c Vo W]; c2 [Vo;W];

and a function H := H[X[y,.w]; Gyl de ned in the vicinity of z of radius D.

(Note that now the spinor Xy,,.4 has the second branching aw while Gy,;

does not branch there, this is whyH is not de ned on the whole grid ?.)

Let Z be the additive monodromy of the function H around z. The uniform

boundedness of the fermionic observabl&{,.,; and the uniform exponential

decay of the kernelGy,,; imply that Z = O(D exp( D )) since we can com-
pute this monodromy along a contour running at distance D from z. Then,

computing the monodromy Z similarly to the proof of Lemma 3.4.1 we obtain

the estimate

E2[u wl E2[u w] = ODexp( D)): (3.4.4)

Moving a pair of points u;w step by step to u®w® so that they remain at
distance (at least) D from each other we obtain the desired estimate (3.4.3).

Finally, let " be a rectangular grid that extends the rectangular part 7, (u9
of 7. Similarly to (3.4.2), one has E 2[ yo wo] E wea[ wo wo]j ". Combi-
ning (3.4.2), (3.4.3) and this estimate, we see that

E[uwl Eral w0 w 2"+ O(A(")D?exp( D)): (3.4.5)

We can now rely upon explicit computations of the “horizontal' spin-spin corre-
lations E rect [ yo wo] ON rectangular grids; see [123, Section X.4] or [40, Theo-
rem 3.6]. In particular, it is well known (see also Remark 3.4.3 below) that

Eeal wow]! (k)2 asju® wiri (3.4.6)

Choosing rst " small enough and thenD big enough in (3.4.5) allows us to
1 . . . .

conclude thatE [ y w]! (k)z asju wj!1 , uniformly with respect to

isoradial grids  satisfying the bounded angles conditionBAP ( o). O
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Remark 3.4.3. A careful reader could notice that above we used the a priori
nontrivial fact that the limit in (3.4.6) does not depend on the (unknown)
aspect ratio of the rectangular lattice ¢, This can be avoided by making
another comparison of correlations on "¢t and those on thesquare lattice Z?;
recall that one can easily glue "t and Z?2 staying inside the family of isoradial
grids (see Fig. 3.2.3). The estimate (3.4.5) and a similar estimate for "t
and Z? imply that

Eluwl Ezzl v wo 4" + O(A(")Dzexp( D)):

In particular, this gives a self-contained proof of the existence of the universal
(among isoradial grids) limit lim;, wypu E [ u w]. Moreover, on the square
lattice one can work with “diagonal' spin-spin correlations instead of “hori-
zontal' ones, which considerably simpli es the computation of the limit; e.g.,

see [32, Section 3].

Corollary 3.4.4. For all isoradial grids  satisfying the condition BAP ( o)
. . . 1
and for all u2  the magnetization E*[ ] is equal to (k )3

Proof. It follows from Lemma 3.4.1 that, given , the magnetization E"[ ]
does not depend on the position ofu 2 ; let us denote this common value

by M () .
First, note that Proposition 3.4.2 and the FKG inequality imply that

(k)z = Im E% [l Jim E' [ ol E[uwl = (M()?

and henceM () (k )% for all . To prove the inverse inequality note that,
for large enoughR, the FKG inequality also implies that

ELu vl E' @l ol E quol vl i o\ po(u)=2:

Let us rst consider the particular case when = "™ js a rectangular
lattice. In this case, for each" > 0 one can choos® = D°big enough so that

E+D(u)[ ul = E+D(u°)[ uol M ( rect)+ "

note that we used the translation invariance of ™. By rst letting R !1
in (3.4.1) and then " ! 0 one concludes thatM ( "et) = (k )7.

Let us now consider a general case. As above, givén> 0 and a vertex
u?2 near 0, one can choosd® = D (") large enough so that

B wld MO+ ™

Let ? := [ p(u)]” be the star extension of p(u). By construction (see
Fig. 3.2.3), 7 contains arbitrary large pieces of a certain rectangular grid "t
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(whose aspect ratio can depend on ?, which in its turn depend on "). One
can now chooseD®= DY") large enough so that

+ " 1 "
E' ol wl M+ = (k)i

for a certain “white' vertex u®of ?. Moreover, onceD?is chosen, the vertex
u® can be taken arbitrarily far from u. Passing to the limit R ! 1 , then
ju ujr1 and nally "! O0in the inequality

B Luwl MO+ "((k)5+")
we see thatM () (k )%, which completes the proof. O

3.4.2 . Critical model : convergence of normalized observables EY [ ¢ v w]

In this section we consider the critical Ising model in bounded discrete ap-
proximations of a bounded simply connected domain C with a
Cl-smooth boundary. The convergence results discussed below can be viewed as
generalizations of similar results obtained in [38] for the square grid Z?; un-
der an additional smoothness assumption@n It is worth noting that we use this
smoothness assumption only in order to give a simple proof of Proposition 3.4.7
following the paper [137], and that it can be removed by using techniques from [48]
or from [39] instead ; see Remark 3.4.13 below. Let us emphasize that the proofs
given in this section dmot simply mimic those from [38]; on the contrary, we
considerably improve the strategy used in [38] even in the case Z? in what
concerns the analysis of spinor observables near the branching points. In particular,
we donot rely upon explicit2172-type' kernels (see [38, Lemma 2.17]).

Let C be a bounded simply connected domain and be discrete ap-
proximation of on isoradial grids with ! 0. (As always in our paper we
also assume that satisfy the bounded angles propeBAP ( o).) For simplicity,
we also assume that the bounda@ of is Cl-smooth and that  approxi-
mate in the Hausdor sense so thadist(@ ;@) = O( ). However, it is worth
noting that one can drop these regularity assumption by repeating the arguments
developed in [48] in what concerns the near-to-the-boundary analysis of fermionic
observables in rough domains under the Carathéodory convergence !
see also Remark 3.4.13 below.

Let v;w be distinct inner points of ; for the sake of shortness we use the
same notation for discrete approximations= v 2 = andw =w 2
of these points. Also, leti= u 2 - be one of the neighboring “white' vertices
of v. Following [38], we consider the normalized real-valued fermionic observable

E"[ ¢ v wl

X[ (0 = . ©2 () (3.4.7)

and denote by:[ vw] the complex-valued observables constructed fD()[n
according t0(3.3.2) ; recall thatF[ W

Viw]

] is an s-holomorphic spinor in branching
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overv andw. Also,
X ;V;W](cu\,) =1; (3.4.8)

where the cornecy, is adjacent to bothu andv.

In the forthcoming Theorem 3.4.1 (which can be viewed as a generalization
to isoradial grids of a particular case = 2 of [38, Theorem 2.16]; see also
Remark 3.4.13) we prove the convergence of these discrete observablés &8s
The limit is a holomorphic spindr;. ., on the double cover of rami ed overv
andw that is uniquely de ned by the following conditions :

f[. vy IS continuous in r fv;wgand satis es the Riemann-type boundary

conditionsim([f . .u1( )( ( N¥?]=0 forall 2 @, where () denotes
the tangent vector to@ at the point oriented counterclockwise ;

the following asymptotics holds :
fl.vw(@ = e'7(z V) >+ 0(jz vj?) asz! v (3.4.9)
and there exists a (a priori unknown) constat (v; w) 2 R such that
fl.vw(2) = €7B (viw) (z w) 2+0(jz wjz) asz! w: (3.4.10)

Remark 3.4.5. (i) Sincef;. ,.,) branches over the pointw, the coe cient B (v;w)
is a priori de ned only up to the sign. We x this sign by requiring that B (v;w)

0.

(i) The uniqueness of the solution to this boundayy value problem easily
follows from considering the harmonic functionh :=  Im[(f1(z) f2(2))%dZ] :

if f1 and f, were two distinct solutions, then the function h would not have a
singularity at the point z = v, would behave likeblogjz wj+ O(1) with b 0
asz! w, and would have negative outer normal derivative along@ , the sign
which contradicts the Green formula; see also [38, Section 2.5].

i) If * : 1 Ois a conformal map, then it is easy to see that
1
f[; v;w](z) = f[ o (v); (v)](' (Z)) (l O(Z))z: (3-4-11)
The solution in the upper-half plane = H can be written explicitly (see [38,

Section 2.7]); in particular, this can be used to justify the existence of [. ..
Alternatively, one can get the existence off . ,.,; directly from Theorem 3.4.1,
not relying upon explicit formulas and/or the conformal covariance property (3.4.11).

Let us denote byH the function constructed from the fermionic obser-
vable (3.4.7) via (5.2.16), where the additive constant in its de nition is chosen
so thatH satis es the Dirichlet boundary conditions. Fix a small enough> 0
and denote

M = max ((,yjH j; where (ro):= 1 (B(v;ro)[ B(w;ro)): (3.4.12)

The proof of the following estimate considerably simpli es the strategy used in [38].
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Proposition 3.4.6. Assume that the estimateM = O(1) holds as ! O.
Then,

F[ vw] = O(@) as ! 0O uniformly on compact subsets of r fv;wg:
(3.4.13)

Proof. The a priori regularity estimates of s-holomorphic functions via the
associated functionsHg (see Proposition 3.3.11), in particular, imply that

Fi ww=0@) as ! 0 uniformly on compact subsets of ( ro):

Thus, to prove (3.4.13) we need to control the behavior ofF nearv and w.
Consider now the explicit full-plane kernel G[V] discussed in Section 3.3.2
and a spinor (de ned, e.g., in a3rg-vicinity of v)

XY() = X[ wag() G0 (3.4.14)

and let F 'Y and H 'Y be constructed from X Y via (3.3.2) and (5.2.16), res-
pectively. Due to (3.4.8) and (3.3.8), we haveX *¥(c,,) = 0 and hence the
function H 'Y satis es both the maximum and the minimum principle near v
(see Remark 3.2.5). Also, we know thatF 'Y = O(1) and henceH ¥ = O(1)
near the circlefz:jz wj=3rqg, for an appropriate choice of the additive
constants in the de nition of H ‘Y. Therefore,

H'Y=0() as ! 0 uniformly inthe disc B(v;3rg) = fz:jz Vj< 2rog:
It follows from Proposition 3.3.11 that
FY(z)= O(z vj %) andso F; .,.,,(2) = O(jz vj %) for z 2 B(v;2ro)

due to the explicit asymptotics of G[V] (see Theorem 3.3.1). In particular, F
remain uniformly bounded as ! 0on compact subsets of r (fvg[ B (w;ro)).

A similar though slightly more involved argument can be applied near the
second branching pointw 2 * ; a complication is caused by the fact that
now we do not have a prescribed value similar to (3.4.8) neaw. However,
it is not hard to see that these values remain uniformly bounded as ! 0.
Indeed, denote byc, one of the corners adjacent tow and consider the func-
tion H X, ., Gp(ay) - BY Lemma 3.3.14, this function has the additive
monodromy

2X1 v (@u)Cpyoy (Gw) = 2X [y (Cw)

10

- 2 z:jz wj=2ro m F[ ;V;W](Z)GIV(OW)]dZ:
Since the (complex-valued) kernelsqV(OW)] remain uniformly bounded at a
de nite distance from was ! O (see Theorem 3.3.1), we obtain the uniform
estimate

X ;V;W](cw) = O(1) as ! O: (3.4.15)
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We can now repeat the arguments given above considering the spinor
X[ ;v;W]( ) X[ ;v;W](CW) G[W]( )

near the point w to prove that F ;V;W](z) = 0@z wj %) for z 2 B(w; 2ro).
O

Let us for a while take for granted the assumptidh = O(1) made in
Proposition 3.4.6. It follows from the estimat€8.4.13) and from the a priori
regularity of s-holomorphic functions (see Proposition 3.3.11) that the functions
F[ ] are also equicontinuous on compact subsets offv; wg. Thus, one can
apply the Arzela Ascoli theorem and nd a subsequential limit

F[ ;V;W](z) Do ww(@ as = ¢! G (3.4.16)

where the convergence is uniform on compact subsets of fv;wg. Trivially,
each such a subsequential lingt. ., is @ spinor branching over and w. Mo-
reover,g. v.wj is holomorphic due to Corollary 3.3.6. Let

h = %le[(g[;v;wl(z))zdz]; (3.4.17)

note that h is a harmonic function in the punctured domainr fv;wg de ned
up to an additive constant.

As functionsH satisfy the Dirichlet boundary conditions (see Remarks 3.2.3
and Remark 3.3.10), it is natural to expect that the same holds for their subse-
quential limits(3.4.17). In the critical casen = 0, one can prove this fact without
assuming that the boundar@ is smooth by using, e.g., the techniques develo-
ped in [48, Section 6]. However, we prefer to quote a more straightforward argu-
ment suggested by S. C. Park in [137, Proposition 22], which works'ismooth
domains only but instead has a great advantage of admitting a straightforward
generalization to then < 0 case. Let us emphasize that we will also rely upon
Proposition 3.4.7 when discussing the massive setup in Section 3.4.6; namely, in
the proof of Theorem 3.4.4.

Proposition 3.4.7. Let m 0 and assume that the boundary of is C!-
smooth and that  approximate inthe Hausdor sense so thatdist(@ ;@) =
O() as ! 0. Provided that the estimate M = O(1) holds, the following
are ful lled :

(i) the uniform bound (3.4.13) holds up to the boundary of discrete do-
mains @

(i) for each subsequential limit g;. y.,}, the function h de ned by (3.4.17) is
continuous in  r fv;wg and satis es Dirichlet boundary conditions at @ ;
(i) moreover, g. v is continuous up to the boundary of and satis es
Riemann-type boundary conditions Im[g;. v.wj( )( ( N2 =0 foral 2
@ , where () denotes the tangent vector to @ at the point  oriented
counterclockwise.
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Proof. Recall that the functions H are sub-harmonic on : due to Pro-
position 3.3.8 (or directly due to [48, Propostion 3.6] if m = 0) and that
this property remains true if one performs the “boundary modi cation tri-
ck' from [48, Section 3.6]; see also Remark 3.3.10 above. Therefore, a com-
parison with the discrete harmonic measure and the estimateM = 0O(1)
imply that H (v) = O( ) at near-to-boundary verticesv 2 and hence
F[ ;V;W](z) =0(1) forall z2 @ .

The discrete maximum principle for jF j (which holds up to a universal
multiplicative constant due to Lemma 3.3.12 or directly due to results of [33,
Section 2.5] ifm = 0) together with the uniform estimate (3.4.13) in the bulk

of  imply that
F[ vw] = O@) as ! 0 uniformly in r (B(v;ro) [ B(w;rg));

including at the points close to the boundary @

Now one easily sees that each subsequential limit (3.4.16) is uniformly
bounded up to the boundary cgz (i. e., on compact subsets of r fv;wg). In
particular, the primitive h = % Im[(g;; V;W](z))zdz] is continuous in  r fv;wg
and satis es the Dirichlet boundary conditions at @ .

Moreover, h=4m?jg. yyjj> = O(1) up to the boundary of a C!-smooth
domain . Due to standard estimates, this implies that h is continuously
di erentiable and hence g;; . is continuous up to the boundary of , which
allows one to speak about its boundary values. Finally, as pointed out in the
proof of [137, Proposition 22], the discrete integration by parts argument used
in [48, Remark 6.3] only relies upon the sub-harmonicity of functionH on -
and thus can be applied verbatim to control the sign of the normal derivative
of h provided that m 0. O]

We are now in the position to prove the main result of this section. Note that
we donot assume the boun = O(1) as ! 0 anymore.

Theorem 3.4.1. The following holds uniformly on compact subsets of r
fv;wg:
1
Fioww@ ' (B2 v as 1O

Moreover, this convergence is also uniform with respect to positions of and w
provided that v;w; z stay at de nite distance from each other and from @ .

Proof. We rst prove the required result provided that M = O(1)as ! O
and then rule out the impossible scenariaM !1 as = (!1

If M = O(1) as ! O then we only need to prove that each subse-
quential limit g, ., of s-holomorphic observablesF[ vw] solves the same
boundary value problem asf . .y, up to the multiple (2= )2 in the asympto-
tics (3.4.9). (Recall that the existence of these subsequential limitg; . ., fol-
lows from Proposition 3.4.6 and the Arzela Ascoli theorem.) Proposition 3.4.7
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guarantees thatg;. .y satis es the required Riemann-type boundary condi-
tions at @ . Therefore, it remains to analyze the asymptotics ofg;. .v(2) as
z! vandasz! w.

It follows from the convergence results for s-holomorphic spinorsF[ vw]

and G[v] that the functions H 'Y (constructed from the fermionic observable (3.4.14)
in a usual way) converge to a function

e l7(z V) 2)2dz]

N

R
hy = % Im[(g; viwi(2) 2

on compact subsets of gounctured disc B(v;2rp) r fwg. However, the func-
tions H 'Y remain uniformly bounded in the whole discB(v;2rp) due to the
discrete maximum principle. Therefore, the harmonic function hY has a remo-
vable singularity at v and

N[

9. vw(2) 2 Z2e'i(z V) : = O(jz vjz) asz! v

(the right-hand side automatically improves from O(1) to O(jz vj%) sinceg; vw
has a square-root-type branching atv). A similar argument applies near the
second branching pointw. More precisely, using the estimate (3.4.15) and

passing to a subsequence once more, we can assume that
Xi wwow) ! B2Ras = ! O (3.4.18)

Then, the same argument as above implies that

€7(z w) 2 = Oz Wj%) as z! w:

N

g[ ; v;w](Z) B 2

Let us now rule out the scenario whenM !'1 as = ¢! 0. In this

hypothetical situation one can consider the re-scaled observables
1
Fe[ Viw] =(M) > I:[ Viw]
and repeat the arguments given above relying upon the identitymax ( .y ji j =
1 for the corresponding functionsi¥ . Each subsequential limit ;. .,,; obtai-
ned in this way solves the same boundary value problem a;. ,.,; except
that
. L1
g: vw(2) = O(jz vj2) asz! v

since the re-scaled functiongdM ) z Gy, vanish (on compact subsets ofC r
fvg) in the limit ! 0. Similarly to Remark 3.4.5(ii), this boundary value
problem does not admit a non-trivial solution, i.e., g v.uwj(z) =0 for all z 2

. However, together with the uniform estimate FE[ vw] = O(1) near the

boundary of  provided by Proposition 3.4.6, this implies that

K ! 0 as ! O oncompactsubsetsof r fv;wg;
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which contradicts the normalization max ., ji j=1.

Finally, note that we never used the fact that the positions of pointsv = v
andw = ware xed; in all the arguments given above it is su cient to assume
that u ! uandw ! was ! 0.Bycompactness, this implies that all the
convergence statements discussed above are uniform inand w provided that
these points stay at de nite distance from each other and from@ . O

3.4.3 . Critical model : convergence of ratios of spin-spin correla-
tions
We now discuss several corollaries of Theorem 3.4.1 following the scheme de-
signed in [38]. However, let us note that we give more straightforward proofs than
those from [38]. The following result generalizes [38, Theorem 1.7] to isoradial
grids.

Corollary 3.4.8. In the same setup as above, leb2 - be adjacent tow 2
and recall that v u. Then,

EW[vb] — Ef;[vb]
Ew[uw] EW[uw]

I'B (v;w) as ! O: (3.4.19)

Remark 3.4.9. Recall that, according to the Kramers Wannier duality, the
disorder-disorder correlator EY [ | p] is equal to the spin-spin correlation
Ef . [ v o] in the dual Ising model on : with free boundary conditions.

Proof. Letcy 2 [V;W]( ) be adjacent to bothw and b. By de nition of the ob-
servableX . ... (see (3.4.7)), we havee” [ v p]=EY [ u w]l= Xy (Cw)-
In fact, the convergence of the value9([ ;V;W](CW) has been already implicitly
proven along the proof of Theorem 3.4.1. Indeed, each subsequential limB
in (3.4.18) has to be equal toB (v;w) since the (a priori, unknown) coe cient
in the asymptotics (3.4.10) is uniquely determined by the boundary problem
itself.

Alternatively, one can consider the function H X[ vw]’ G[b] dened in a
vicinity of w and note that its additive monodromy around ¢, is equal to

2X[ ;v;W](CW) - 2)7[ ;v;W](CW)G[b](CW)
1 [1
= = Im F, ....(z z)dz ;

2 z:ijz wj=2rg [ ’V’W]( )G[b]( )
see Lemma 3.3.14. Using the convergence 5[ _V_W](z) and qb](z) as ! O
near the circlefz :jz wj = 2rpg we easily see that

|
1 [ 1

X[ ;V;W](CW) ! A~ Im f[, V;W](Z)(Z W) 2dz = B (V,W),

2 Z:jz wj=2rg

where we used the asymptotics (3.4.10) in the last equation. (The potential
ambiguity in the sign is caused by the fact that we work with spinors branching
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over w rather than with single-valued holomorphic functions.) The sign can
be easily xed by noting that both EY [  p]=EY [ v w] and B (v;w) are
positive quantities. O

Following [38], let us introduce the quanti# (v;w) 2 C as the sub-leading
coe cient in the asymptotics of the spinof . ,.,j at the pointz = v :

fr.vw(2) = e 7(z V) z 1+2A (v;w)(z Vv)+ O(jz Vvj%) : (3.4.20)

Further, de ne the two-point spin correlation functidm ,, ,i" as the exponential
of the primitive of the following (closed) di erential form :

Z )
(uz;uz)
hu wi" = exp " Re A (viw)dv+ A (w;Vv)dw]; (3.4.21)

normalized so that ;, ,i" ] uz ujj ias up ! ujz. For simply connec-

ted domains , the functionh , ,i" can be written explicitly (e.g., see [38,

Eq. (1.2)]); it is also worth noting that the existence of such a primitive can be
deduced from the convergence results discussed in Corollaries 3.4.10, 3.4.11 and
Theorem 3.4.2 below. Also, let us de ne

hu, wi' = B (Uug) hy wi": (3.4.22)
It is not hard to deduce fron{3.4.11) that, for conformal maps : ! ©
. . . . .1
hu wi® = howy @i ' Qua)js Yua)je: (3.4.23)

for both wired p = w) and free p = f) boundary conditions.

The following result generalizes [38, Theorem 1.5] to the isoradial setup; it is
worth noting that the proof given below considerably simpli es the arguments used
in [38] even in the square grid case = Z2.

Corollary 3.4.10. In the same setup as above, letig;u; 2 * be two neigh-
boring “white' vertices adjacenttov 2 ‘. Then, the following asymptotics
hold :

EW [ Uiy W]

B[ e wl = 1+Re (ur ug) A (v;w) +of ),

where the error term is uniform with respect to v;w 2  provided that they
remain at a de nite distance from each other and from @ .

Proof. Let v(Cp;1) = Vv, U(Co:1) = Ug:1, and assume thatcyg 2 [V;W]( ) are
chosen to be adjacent on the double cover. Consider the observable (3.4.7)
with u = ug and note that

EW[ Uiz W]

E" [ o wl L= X wa(@ X (@)
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Using Lemma 3.3.14 as in the proof of Corollary 3.4.8 we see that

Xp wa(C) Xy (Co)
' 1

) 4 zijz vj=2rg m F[ ;V;W](Z) (G[“ﬂ(z) G [Uo](z))dZ:

Note that the asymptotics (3.3.9) contain no O( ) term. Therefore,
_ 1 iz 2 3 S 2 .
Gu(2) G2 = 3(ur ug) €% = 2(z v) 2+0(°) as ! O

1
Since we also know thatF[ ;V;W](z) 1 22 [; vw)(2) as ! O (uniformly
near the circlefz :jz vj=2rog, see Theorem 3.4.1), this gives
| -
EV 1 eafr. y.ui(2)dz
_ [ up W] 1= — Im (Ul UO) [; v,w](s)
E [ Uo w] 4 Z:jz vj=2ro (z v)i

+0()

Re (ur ug) A (v;w) +of);

where we used de nition (3.4.20) of the coe cient A (v;w) in the last equa-
tion. O

Corollary 3.4.11. In the same setup as above, the following holds :

EY [ uo WO] | h uo WOiW

EW[UW]- hUW|W

10

uniformly with respect to u;u®w;w®2  provided that all these four points
stay at a de nite distance > Ofrom @ and that ju Wwj andju® wy

Proof. The asymptotics provided by Corollary 3.4.10 can be equivalently writ-

ten as w
E [ ui W]

EY [ uo wl
Summing these expression along appropriate paths connecting to u®and w
to WP inside and using de nition (3.4.21) of the continuous correlation
functions h  i" one easily gets the result. O

log = Re (u1 ug) A (v;w) + o():

3.4.4 . Critical model : universality of the full-plane spin-spin cor-

relations
In this section we consider the critical Ising model on in nite isoradial grids
with =1 and prove that the two-point correlationg [ , w] have universal

(i. e., independent of ) rotationally invariant asymptotics agi  wj!1
Theorem 3.4.2. Let C =28e> { D, The following asymptotics hold :
Eluvw C2ju w# asju wj'l ; (3.4.24)

uniformly with respect to  provided that it satis es the property BAP ( o).
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Proof. The proof is similar to the proof of Proposition 3.4.2 for the subcritical
model, see also Remark 3.4.3. More precisely, it goes in the following three
steps :

i. prove that the asymptotics (3.4.24) holds if = Z?2 is the square grid;
ii. prove that (3.4.24) holds uniformly over the class of rectangular grids "¢t ;
iii. prove that the same asymptotics is ful lled for all isoradial grids.

The proofs of steps (ii) and (iii) are similar to each other and are based upon
gluing large pieces of " and Z? in step (i), and the “star extension' construc-
tion discussed in Section 3.2.4, which allows to glue a large piece of with a
piece of a rectangular grid in step (iii). Thus, we only discuss steps (i) and (iii)
below.

Step (i) follows from (ia) the explicit computation of “diagonal’ correlations
on the square grid due to Wu [123, Section XI.4], see also [40, Appendix]
for a short proof of this result; and (ib) the fact that these asymptotics are
rotationally invariant; see [38, Remark 2.6] (and [148] where this result was
proven by other techniques).

To prove (ib), letus x "> Oandlet A = A(") 1 be chosen so that
the RSW estimates (3.2.10) hold. Denote = (") := 1=A(") and =2
ju wj L Let the scaled grid Z? be also shifted so thatu and w become

the (approximations of) points on Z2 wherej j=1.Denote byD the
discretization of the unit disc D := fz : jzj < 1gon Z?2. It follows from (3.2.10)
that
ES [ ] . .
—— = =1+ O("); uniformly in
E 22[ ]
At the same time, Corollary (3.4.11) and the rotational invariance of conti-
nuous correlation functions h ipg=h ip imply that
M =1+ 0, o(1) foreach xed (")
Using (3.2.10) once again to comparé] [ ]and E 22[ ] we see that
E z2[ ] "
—c s - =1+ +
e ] oMo

Choosing rst " small enough and thenju wj =2 (") ! big enough one
obtains the required rotational invariance property (ib).

We now discuss step (iii), recall that step (ii) can be done following exactly
the same lines by replacing the pair , " of isoradial grids by "¢ and Z?
in the argument given below; cf. Remark 3.4.3. LetA = A(") 1, =

(") :=1=A(")and :=2 ju wj !be chosen as above. Also, let be the
grid scaled by the factor , rotated and shifted so that u and w become the
points on
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Further, let ; = ;(0) be the discretization of the box[ 1;1] [ 1;1]
on and denote by % :=[ ;]° the “star extension' of this box (see Sec-
tion 3.2.4). Recall that % contains pieces of rectangular lattices located at
O(1) distance (uniformly in ) from the origin. Therefore, there we can nd a
point z 2 Csuch that jzj C = C( o) and that the box I (z) of size2 2

centered atz is a subset of a rectangular grid "°t .

Finally, denote by C the disc of radiusC + 1 centered at %z. Corol-
lary 3.4.11 implies the convergence
EY iw
L 1, ™ 6o

EW [ z+ z ] h Z+ z iW
where  stands for the discretization of the disc on the modied grid *
At the same time, the RSW estimates (3.2.10) give

B[ 1 E'gl 1 @n'EL I
Bl 1 @ B 1 @MEL ]
and similarly for EY [ ;  z+ JandE rwa: [ 2+ 2z ]. Therefore,

E [ ]
E rect ; [ z+ z ]

=1+ O(")+ 01 o(D);

where the error term O(") is uniform in . Moreover, it follows from step (i)
applied to the re-scaled grid 1 't with mesh sizel that

E rect: [ 7+ z ] = CZ (2 1) % (l+ 0. 0(1))
Since =2 ju wj 1, we arrive at the asymptotics
Eluwl=E [ 1=Cju wi @+0()+ 0y wu @)

with the uniform (in u; w) error term O("). By rst choosing " small enough
and then ju wj large enough one obtains the required asymptotics (3.4.24).
O

It is easy to see that Theorem 3.4.2 allows to pass from the convergence of
ratios of two-point spin correlations in nite domains discussed in Corollary 3.4.11
to the convergence of these correlations themselves ; see also Remark 3.4.13 below.

Corollary 3.4.12. Let C be a bounded simply connected domain withC?-
smooth boundary and assume thatu;w 2 , u 6 w. Let isoradial grids
satisfy the property BAP ( o) and discrete domains approximate

in the Hausdor sense so thatdist(@ ;@) = O( ). Then,

B[ uwl ! C2hy i

as ! O
GEf [uw] ! C2hy if
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Proof. Let > 0 be small enough. It follows from Corollary 3.4.11 that

EYTuwl hy ue iV

EW[UU+] hUWIW

= 1+ 0, o(1) foreach xed > O.

Recall that the multiplicative normalization of the continuous correlation func-
tions (3.4.21) is xed so that

hyws i% = 5 (1+0) o2):
At the same time, the RSW estimates (3.2.10) imply that

B[ v u+ ]

— 2% C =1+ 0, o(1) uniformly in o( )-
E [u u+]

Finally, due to Theorem 3.4.2 we have the asymptotics
E[uowl]l=C (1Y) i (1+ 0, o(1)) foreach xed > O.

Combining these asymptotics together, rst choosing small enough, and

then small enough we obtain the required convergence result for TEW [ v wl
Recall that the continuous correlation functionsh , i are de ned by (3.4.22).

The convergence of spin-spin correlations with free boundary conditions fol-

lows from the Kramers Wannier duality, Corollary 3.4.8, and the convergence

of spin-spin correlations in the dual isoradial model with wired boundary

conditions. O

Remark 3.4.13. (i) Recall that we used the smoothness assumption or@
only in Proposition 3.4.7, which claims the correct boundary conditions of
subsequential limits (3.4.16) of discrete fermionic observables. In the critical
setup, this smoothness assumption can be dropped, e.g., by using techniques
from [48, Section 6] instead.

(i) The simpli cation/generalization of the proofs from [38] discussed above
is not restricted to the two-point correlations and applies to all results of that
paper. In particular, for all n 1 the convergence

%E""[ul::: wl PC ™M hy iy, i%as 10
holds uniformly over the class of isoradial discretizations , at least

provided that satisfy the uniformly bounded angles property BAP ( o).

(iii) We refer the interested reader to a recent paper [39] for a discussion of
further generalizations, e.g., (a) convergence results for more involved corre-
lations and (b) techniques that can be used to control the boundary values of
fermionic observables.
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3.4.5 . Massive model : de nitions of correlation functions in conti-
nuum

We now move to the analysis of the massive model. In this section we de ne
relevant two-point spin correlation functions continuum assuming thatm < 0
and that is aC'-smooth domain. Note that, contrary to the conformally invariant
casem = 0 discussed above, this smoothness assumption plays a much more
important role in what follows. In particular, it greatly simpli es the discussion of
the uniquenesof solutions of the corresponding boundary value problems (which
can be avoided i = 0 due to the conformal covariance identi{$.4.11)). We
refer the interested reader to a recent paper [138] by S. C. Park, where certain
techniques allowing to treat Riemann-type boundary value problems for massive
fermionic observables in rough domainsvere developed.

The de nitions given below generally follow those from [137]. However, note
that we avoid the explicit use of Bessel functions in order to keep the discussion
as light as possible ; we refer the interested reader to [137] for more information
on massive holomorphic functions and their singularities. It is worth noting that
below we use a slightly di erent notatioA(m)(v;w) instead ofA (v;wjm) etc
used in [137].

Givenm < 0, let us denote by [(;m\)/;w] a spinor on the double covér, v;w]
of a smooth domain ramied overv andw such that

f (m)

[ vw] satis es the massive holomorphicity equati@3.2) in r fv;wg;

f[(;m\)/;W] is continuous in r fv;wg and satis es the Riemann-type boundary
conditionsim[f ™ () ( ))¥?]=0 forall 2 @, where ( ) denotes

[ viw]
the tangent vector to@ at the point oriented counterclockwise;

the following asymptotics near the branching points;w hold :

(m) . mjz vj _ 3

frovw (@ = e 'Zpﬁ+ O(jz vj2); z! v (3.4.25)
) 2mjz wj

f[(;m\)/;w](z) = eIZB(m)(V;W) %ﬁ‘*‘o(jz WJ'%); z! w;

(3.4.26)

whereB(m)(v;w) 2 Ris an (a priori unknown) coe cient de ned up to the
sign, which we x by requiring thaB™ (v:w) 0.

Recall that the_massive holomorphicity conditi@f+ imf = 0 implies that
the primitive h :=  Im[(f (2))?dz] is well-de ned and that h := 8mijfj2. In
particular, h is sub-harmonic provided thain < 0. Thus, the argument given
in Remark 3.4.5(ii) applies and gives thiquenessf a solutionf [(;m\)/;w] to this
boundary value problem ; see [137, Proposition 17]. However, contrary to the critical
case, form < 0 one cannot claim thexistenceof this solution via the conformal
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covariance and an explicit formula in a reference domain. Instéﬁ?i,w] can be
obtained as a subsequential limit of discrete observables; see Theorem 3.4.3 below.

Lemma 3.4.14. Let be a smooth simply connected domainm 0. Then,
one has
B(m)(v;w) I 1 asw! v; foreachv2 . (3.4.27)

Proof. Let us emphasize that this fact isnot trivial if m 6 0 because of the
lack of conformal invariance and explicit formulas. However, one can analyze
the behavior of the coe cient B(m)(v;w) by comparing it with B (v;w) =
B© (v; w), which is explicit. We refer the reader to [137, Lemmas 28 and 29]
for the proof of (3.4.27). O

We are now in the position to de ne the coe cientA(m)(v; w) 2 C. Similarly
to (3.4.20), they are introduced by requiring that
) mjz vj
(@ = e T 142A™iw) (2 )+ Oz VD) (3:4.28)

(z V)2

asz! v. Let us emphasize that thexistenceof such an asymptotic expansion
for m < 0is much less trivial thai§3.4.20) for m = 0. As discussed, e.g., in [137]
(see Eq. (2.16) and (2.17) of that paper), spinor solutions to the massive holomor-
phicity equation(3.3.2) considered near their branching points admit expansions
via half-integer modi ed Bessel functions ' 292| (2jmzj). In their turn, the
function | (r) are power series in; see [134, Eq. 10.25.2]. It remains to check
that the last factor in the expansiofi3.4.28) cannot contain other linear terms
thancst (z V), which we leave to the reader as a simple exercise.

The next step is to de ne fom < 0, similarly to(3.4.21) and (3.4.22),

Z .-
(myw (uru2) (m) . (M) (- .
hu, ul = exp Re A/ (v;w)dv+ AV (w;v)dw ; (3.4.29)

iC ™= BM™(ugiu) oy i ™M (3.4.30)

hLI1 Uz

Again, a priori it is not obvious that the dierential form irf3.4.29) is exact.
However, this can be immediately derived from an analogue of Corollary 3.4.10
in the massive case ; see Corollary 3.4.16 below. Still, there remains a question of
xing the multiplicative normalization in(3.4.29), which we do by requiring that

s(m)w

hou u,l jup uyj = h oy gt ™

as ux! uj: (3.4.31)

The existence of such a normalization (fior < 0) follows from the monotonicity
of spin-spin correlations in discrete

; . f .
E(m)w[ ui Uz] EW [ ua Uz]! E( ;m) [ Vi Vz] Ef ; [ Vi Vz]’

convergence resuli8.4.34), (3.4.19), and from Lemma 3.4.14 (applied for both
m < 0andm =0); see the proof of Theorem 3.4.4.
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We de ne the full-plane correlation functions as

s(m)iw, ; — ; if.
h uy UZlg:m) - Ilm "Ch uy uZl(m)W, h uy UZIé m) Ilm “Ch up UZI( m) y

where the limits are taken along arbitrary sequences of smooth domains exhausting
the complex plane. These limits exist and are non-trivial since for °one has

. : . . .1

h ui Uzl(m)’w h uy u2|(rg)w h ui U2|C = Ju2 ulJ 4,

. i f f . . .1

hu, uz|( m h u2|(om) h uw uwic = juz ugj @

due to Theorem 3.4.4 and similar inequalities in discrete. The rotational invariance
of the full-plane correlation functions

h oy, uZIE:) = (juz ug;m); m2R;
follows from the rotational invariance of nite-volume correlation functig@st.29),
(3.4.30) and of the corresponding boundary value problems in large discs. Finally,
we have(rrm) r Zasr! 0dueto (3.4.31) and the aforementioned mo-
notonicity with respect to , which allows to pass to the limit " C in these
asymptotics.

3.4.6 . Massive model : convergence results

We now discuss generalizations of the results from Section 3.4.3 to the massive
setup. Throughout this section we assume that C is a Cl-smooth bounded
simply connected domain amd < 0.

As in Section 3.4.3, lev; w be distinct inner points of ; recall that we use
the same notation for their discrete approximations. Also,uet u 2 ' be
suchthatu v=v 2  andb=b 2 - besuchthah w=w 2 -
Consider the normalized real-valued fermionic observable

(m); (m);w[ c v owl
X © = e €2 () (3.4.32)
EV wowl

and IetF (m) be the corresponding massive s-holomorphic spinor ibranching
overv andw see De nition 3.3.1.

Theorem 3.4.3. Letm< Oand be aC'-smooth bounded simply connected
domain. For eachv;w 2 , v 6 w, the following holds uniformly on compact
subsets of r fv;wg:

FMwm@ (2 )Zf(;m)W](Z) as ! O (3.4.33)

where a massive holomorphic spinof[( \),W solves the boundary value problem

described in Section 3.4.5. The convergence is also uniform with respect tow
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provided that v;w;z stay at de nite distance from each other and from @ .
Moreover,

E(m);W[ v b] _ E( m),f[ v b]
S T N e
Proof. The proof of (3.4.33) repeats the proof of Theorem 3.4.1, including that
of Proposition 3.4.7, which goes through forC!-smooth domains andm < 0
as pointed out by Park in [137, Proposition 22] in the square grid context

= Z2. Working with irregular isoradial grids instead, it is worth noting
that

1B ™M:w) as ! O (3.4.34)

the a priori regularity estimates of massive s-holomorphic functions F (M):
via the corresponding functionsH are given by Proposition 3.3.11;

sub-sequential limits of massive s-holomorphic functions satisfy the mas-
sive holomorphicity equation (3.3.2) due to Corollary 3.3.6;
the proof of Proposition 3.4.7 relies upon

the sub-harmonicity of the function H : discussed in Proposi-
tion 3.3.8 (see also Remark 3.3.10);

the maximum principle for the function  jF (™) j, which holds true
(up to a multiplicative constant) due to Lemma 3.3.12.
The only small di erence with the critical case m = 0 is the analysis near the
branching point w and the proof of (3.4.34). Recall that the asymptotics of
explicit full-plane kernels G[(Vrv"]); are given in Theorem 3.3.1. Letc,, be adjacent
to both w and b. Then, we can still use Lemma 3.3.14 to see that

| .
1" i . .
Im F(m)’;w](z)G[(t?)’ (z)dz;  (3.4.35)

2 Zijz wj=2rg [

where the discrete contour integral in the right-hand side is understood in
the sense of Remark 3.3.4. (In particular, note that one can easily estimate
the value X (M: (¢,) via the values of F(M): near the contourfz :jz wj=
2rog; in other words, the proof of convergence (3.4.33) literally mimics that
of Theorem 3.4.1.)

In order to prove the convergence (3.4.34) note that, for each xedrg > 0,
the discrete contour integral in the identity (3.4.35) convergesas ! O:

1 I mjz wj

(m); (m) iz
X Cw) | — Im f;."). (2) e '#p——dz
[ ;V;W]( ) 10 2 zjz wj=2r, L: V'W]( ) P w

and that the limit does not depend onrg. Using the asymptotic expansion (3.4.26)

we can write
[ ) )
1 (m) _7ezmjz wj

— Im .77 (z) e '? p——dz
2 z:jz wj=2rg ¥ V’W]( ) Zz W

_ 1! m B(™ (v; w)
2 zijz wj=2ro z W

+0(1) dz = B ™(v;w)+ O(ro):;
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which implies that this quantity equals B (m)(v;w) as it cannot depend onrg.
Therefore, we have the convergence

E(m);W[ v b]

(m)/y,. .
: I B (viw) as ! 0
E™Y y W]

(the  sign is xed by the fact that both sides of (3.4.34) are positive quan-
tities). O

Remark 3.4.15. A careful reader could have noticed that the proof of Theo-
rem 3.4.3 also relies upon the following fact : iff (™) is a massive holomor-
phic spinor in a punctured vicinity of a bragching point w (or, similarly, v),

then the boundedness of the functionh :=  Im[(f (™ (z))2dz] near w implies

that f(M(z) = O(jz wjZ). To prove this fact, one can, e.g., rst argue that

f(M(z)= O(jz wj 2)asz! w due to standard a priori estimates off (™

via h = O(1), and then improve this estimate to O(jz Wj%) by using Bers'
similarity principle (e.g., see [137, Lemma 14]).

Similarly to the critical case, it is not hard to deduce from Theorem 3.4.3 the
following analogues of Corollary 3.4.10 and Corollary 3.4.11.

Corollary 3.4.16. (i) In the same setup as above, letup1 2  be two neigh-

boring “white' vertices adjacent tov 2 ' . Then, the following asymptotics
hold :
E™™ uy wl
- W W - 14Re (U1 ug) AM™(viw) +o() as ! 0; (3.4.36)
(m);w
E [ Uo W]

where the error term is uniform with respect to v;w 2  provided that they
remain at a de nite distance from each other and from @ .

(i) Let > Oandug;uud;ud2 besuchthatju, ugj ,jud ufj
and assume also that all these four points are at least-away from @ . Then,
(m);w Z (,0.,0
E 0 ,,0 (u7;u3)
|09(m).w[uluz] ! T Re AMviwydv+ AMwividw as ! O;
E ’ [ ui U2] (Ul;UZ)

where the integral can be computed along any smooth path{v;; w;) 2
such that, for all t, the points v;; w; stay at distance at least from each other
and from @ .

Proof. (i) Similarly to the proof of Corollary 3.4.10 and the proof of Theo-
rem 3.4.3(ii), for eachrg > 0 we can write the identity

E(m);w[ o W] ) - .
E™W L 1= X (@) X (Co)
Up W
I :
o1 o - . |
T4 gz vi=2r m VW](Z) (GQuy (@ Gy (20z

171



wherecy1 is adjacenttobothv2 - andugi 2 ,andthe discrete contour
integral in the right-hand side is understood in the sense of Remark 3.3.4.
Since R(z; u) in the asymptotics given in Theorem 3.3.1 is a Lipshitz func-
tion of the second argument, for each xedrg > 0 we have a (uniform in z)
asymptotics

1 . . . .
5 2mjz uij 2mjz uoj
(m); (m); _ j. 27 e e, 2
Gui @ Gy (A= €5 = Po—e P T 09

L 2%e7V u uy  2mRelz V)G Uo)]

_ 2.
- e YZ v 2@z V) iz Vv +00%):

At the same time, Theorem 3.4.3(i) and the de nition (3.4.28) imply that

9 3 g2miz vj ™) ,
Fiow@ = '7 = P=— 1+2A77(viw)(z )+ O(rg) + o0 o(1);

uniformly in z, where the error term O(rg) does not depend on .
It is easy to see that the contour integrals :::dz of functions (z v) 2,
jz vj 'andjz vj(z v) ?along a circle centered atv vanish. Therefore,

1 EW[U1 W]

EY [ uo wl]

_ 1! m Lup uo)A™(v;w)
2 zjz vj=2ro z Vv

=Re Yur u)A™(v;w) + 0, o(2)

1

+0(1) dz + o0, 0(1)

since the O(1) term in the integrand gives a contribution O(rg), which does
not depend on and can be made as small as needed before choosingmall
enough.

(i) The proof repeats the proof of Corollary 3.4.11 and boils down to mul-
tiplying the asymptotics (3.4.36) along discrete paths going from(uy; uy) to
(ug; ud). O

The next theorem, in particular, provides an analogue of Corollary 3.4.12 in
the massive case. Note that we change the order of statements as compared to
Section 3.4.3 and prove this resutiefore the analogue of Theorem 3.4.2. This
shortcut is possible due to the fact that we can now use the critical model in
order to control the multiplicative normalization of spin-spin correlations in
and do not need to consider the full-plane limit rst (as it was in the proof of
Corollary 3.4.12).

Theorem 3.4.4. (i) Let m < 0 and be a Cl-smooth bounded simply

connected domain. Then, one can de ne a functionh , o,i"™™ according
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to (3.4.28) such that the asymptoticsh o, o,i ™" ju, uyj # asuz! uy

holds for eachu; 2
(ii) Let discrete domains approximate C in the Hausdor sense

so that dist(@ ;@)= O( ). Then, for eachu;w 2 , ui 6 uy, one has the
convergence

%E(m);W[ " W] 1 C2 h " Wi(m)JW;

: . as | 0
= T LR
where the limits (continuous correlation functions) are de ned by (3.4.29)

. 1 3 .
(3.4.31), and the universal constantC =2se2 D does not depend neither
on m nor on

Proof. (i) It immediately follows from Corollary 3.4.16 that the di erential
form

LM v;w) := Re AM(v;w)dv+ A™ (w;v)dw ;

de ned on the set f (v;w) 2 : v 6 wg, is exact. Now note that
1 E(m);w[ ui Uz] E(m);w[ ui Uz] Ef ; [ \%1 V2] I B (U1;U2)
EY [ ui uz] E( :ﬂ);f[ Vi V2] EY [ ui uz] 1o B(m)(ul;U2)
(3.4.37)

due to the monotonicity of spin-spin correlations with respect to the in-
teraction parameters, Theorem 3.4.3(ii) and Corollary 3.4.8. Together with
Lemma 3.4.14 this gives the estimate

(m);w

[ u? ug] EV [ ud ug]

EY [ i el

log Ou,t uy (1) + 091 yo(2)

Ilmlsgp log OOET

ui Uz]
and hence, by passing to the limit ! 0 and applying Corollary 3.4.16(ii) and
Corollary 3.4.10, we have

Z (uug)

LMviw) L (viw) = 0w u(D)+ 0y y2(D);
(ug;uz2)

whereL (v;w) = L© (v;w) = dh , wi". Therefore, one can choose a primi-

tive R
RM == exp L™ L

so that it is continuous up to the diagonal u; = u, and, moreover,R(m)(u; u) =

1forallu2 .We cannowdeneh uZi(m);W = R™(us:up) h up upl ™.

(i) Given u;w 2 , let us also consider another pair pointsuw®2  such
that the distance jw® uY is small. Combining Corollary 3.4.16 and the esti-
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mate (3.4.37) applied tou®and w®we see that

hy Wi(m);w _ (m);w[ u wl
L L liminf ————
h yo Woi(m)'w o EY[ uo wo
(m);W .(m);w
. E [ u wl hy wi
lim sup — (1+ oyo yo(1))
1o EY [ uo wi h yo woi (m)w i

Using the convergence TEW [ w wo]!'C 2 h o wii" (see Corollary 3.4.12)
and the fact that h o yi (™™ h
can be written as

w woi W asw®! u® the previous estimate

G h u wi(m);W (1 owa yo(1)) "m,"(]f %E(m);w[ u wl

imsup AE™Y[ 4wl C2 hy wi™Y (1+ owa wo(2):
0

By choosing rst wPclose enough tou® and then small enough this implies
l . . .

the convergence FE™M™W[ |, W]1C 2 hy wi™MW.

Finally, a similar result for g m);f[ u w] follows from the Kramers

Wannier duality, convergence (3.4.34), and the convergence of spin-spin cor-

relations in the dual isoradial model with wired boundary conditions. O

We conclude this section by deducing the convergence of the spin-spin corre-
lations in the full plane from Theorem 3.4.4.

Corollary 3.4.17. Let uy;w 2 Cand m 2 Rr f0g. Then, uniformly with
respect to isoradial grids  satisfying the uniformly bounded angles property
BAP ( o), we have the convergence

FE™I LWl ' C? (ju wim)as ! O

where
8 (m);w
. . _ <lim -ch i ifm< 0
(u wim) = hy Wil = N
“lim «chy it ifm>0:
Proof. Let By denote the discretization of the discBr = B(%(u +

w);R) C. For m< 0, it follows from the RSW estimates (3.2.10) that
E™ 0w wl = ES"™ 4wl +ory (1) as RI1 ;
R
uniformly in . By de nition of the in nite-volume correlations in continuum,

hy wiE;m) = hy WigT;) (1+orn (2)):

174




























































































































































































































































































































































































































































	Introduction

