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Titre : Analyse du modèle d'Ising planaire au-délà du cadre critique Z-invariant
Mots clés : Ising, Isoradial, Universalité

Résumé :Dans cette thèse on explore l'exis-
tence et l'universalité du modèle d'Ising pla-
naire, dans un cadre critique et presque-
critique. En utilisant le formalisme de Ka-
dano� et Ceva, on étudie grâce à des mé-
thodes d'analyse complexe discrète les li-

mites d'échelles et les propriétés à grandes
distance du modèle d'Ising sur les grilles
isoradiales ainsi que leur généralisations au
modèle d'Ising quantique et aux les s-
plongements introduit récemment.

Title : Analysis of the planar Ising model beyond the critical Z-invariant setup
Keywords : Ising, Isoradial, Universality

Abstract : In this thesis we explore the
existence and the universality of the pla-
nar Ising model, at and near criticality. Ba-
sing upon the formalism of Kadano� and
Ceva, we study by discrete complex analysis

means the scaling limit and large scale pro-
perties of the Ising model on isoradial grids,
as well as its generalizations to the quan-
tum Ising model and the recently introduced
s-embeddings.
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1 - Introduction

1.1 . Histoire du modèle

Le modèle d'Ising a été introduit par Wilhem Lenz en 1920 et été proposé
comme sujet de thèse à son étudiant Ernst Ising à l'université d'Hambourg en
1924. On commence par rappeler brièvement quelques points importants de sa
riche histoire [29, 133, 131, 132, 91]. Ce modèle est encore aujourd'hui l'un des
plus étudiés en physique statistique, avec une production totale de plusieurs di-
zaines milliers d'articles, aussi bien publiés dans des journaux de mathématiques
que de physique. Au début duXX ème siècle, les connaissances de la physique sur les
phénomènes de magnétisation des matériaux ferromagnétiques étaient encore bal-
butiantes. Une des premières découvertes majeures dans ce domaine est attribuée
à Pierre Curie [53], qui a remarqué expérimentalement que les aimantsperdent
leur aimantation au dessus d'une température critiqueTC , appelée température de
Curie. Les travaux de Niels Bohr [23] ont mis en avant le caractère aléatoire du
phénomène de magnétisme, c'est à dire que la répartition des aimants élémentaires
dont l'orientation est donnée par une loi de probabilité. Selon le postulat de Bohr,
ces aimants élémentaires pouvaient prendre à priori toute les directions de l'espace.
C'est cette assertion que Lenz a remis en cause dans son article fondateur [150],
prédisant qu'en réalité les micro-aimants ne peuvent prendre que deux directions
opposées de 180 degrés, et proposant un modèle à deux états pour expliquer la
magnétisation spontanée en-dessous de la température critiqueTC . C'est ainsi que
Lenz donna l'opportunité à Ising de construire un modèle tri-dimensionnel. La tâche
d'Ising se répartissait entre les deux objectifs suivants :

1. Proposer une modélisation des interactions entre les micro-aimants élémen-
taires qui favorise les con�gurations alignées.

2. Prouveranalytiquementl'existence d'une magnétisation non nulle en dessous
d'une certaine température.

Pour répondre à la première question, Ising [150] (se basant sur des travaux d'Ewing
[69]) supposa que les interactions entre aimants élémentaires "décroissent rapide-
ment avec leur distance", travaillant donc avec un modèle simpli�é d'interaction au
plus proche voisin. Cette hypothèse était selon lui en "contradiction grossière" avec
l'approximation en champs moyen (dont on sait aujourd'hui qu'elle n'est valable
pour le modèle d'Ising qu'en grande dimension [152]). Pour répondre à la seconde
question, Ising choisit de restreindre son étude au modèle uni-dimensionnel, que
l'on peut voir comme une chaine de spins surZ. Il calcula alors la magnétisation
moyenneJ [90, eq (8)] d'une chaine den � 1 spins, qui est donnée par

J = m � n �
sinh(� )

q
sinh2(� ) + e� 2"

kT

; � =
mH
kT

; (1.1.1)
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avecm le moment magnétique élémentaire,H le champ magnétique extérieur,
T la température,k la constante de Boltzmann et" l'énergie interne du système.
LorsqueH = 0 , c'est à dire sans champ extérieur, il n'y a pas de transition de phase
à température �nie. Dans ce même article [90] (dans la section "le modèle spatial")
Ising propose une description du phénomène en dimension supérieure, a�rmant
qu'il est "imaginable qu'un modèle spatial, où tous les éléments interagissent les
uns avec les autres, apporte su�samment de stabilité évitant que la magnétisation
ne disparaisse avecH ", tout en admettant ne pas être en mesure de fournir de
preuve. Il conclut à impossibilité d'expliquer le ferromagnétisme en utilisant sa
modélisation. Il est à noter qu'avec les connaissances d'aujourd'hui, le modèle
d'Ising avec des interactions entre particules décroissant su�samment lentement
admet tout de même une transition de phase [112].

La question de prouver l'existence d'une magnétisation spontanée en dimen-
sions supérieures resta ouverte pour les physiciens de l'époque. Le très renommé
Heisenberg soutient dans une lettre à Pauli une réponse a�rmative, au moins en
dimension su�samment grande [82]. Pauli fut aussi le premier à introduire dans
[147] la notation Hamiltonienne moderne

H = � A
X

k

(� k ; � k+1 ); (1.1.2)

où le paramètreA mesure l'intensité de l'interaction entre voisins. La formulation
de Pauli met en avant le caractère uni�é d'un système contenant beaucoup de
particules, et dont les interactions locales produisent un e�et global.

C'est en 1936 que Peierls a montré [139] que le modèle homogène surZ2

fait apparaitre duferromagnétisme, via un argument de comptage de circuits. Ce
résultat a poussé Kramers et Wannier à développer l'usage des matrices de transfert
[104, 105] pour calculer la fonction de partition du modèle unidimensionnel via la
plus grande valeur propre d'une matrice2 � 2. En dimension2, cette matrice de
transfert devient in�ni-dimensionnelle et un calcul similaire leur permit de prouver
l'existence d'une transition de phase à une certaine température �nieTc. Ils ont
aussi découvert unesymétrieentre le modèlesous-critiqueet le modèlesur-critique
que l'on appelle aujourd'hui la dualité de Kramers Wannier (voir la section 1.2.4
pour une description détaillée). C'est en février 1942 qu'Onsager, à la �n d'un
exposé de Wannier, annonça avoir déterminé la température critique pour le modèle
homogène, donnée parkTc=J = 2=log(1 +

p
2). Le calcul d'Onsager [135] pour

des constantes de couplages horizontale et verticale qui valent respectivementJ1

et J2, montre que l'énergie libref du modèle sans champ magnétique extérieur
est donnée par l'expression

� �f = ln(2) +
1

8� 2

Z 2�

0
d� 1

Z 2�

0
d� 2 ln[cosh(2�J 1) cosh(2�J 2)

� sinh(2�J 1) cos(� 1) � sinh(2�J 2) cos(� 2)]

8



Ce résultat majeur lui permit aussi d'établir que la transition de phase estdu
second ordre(c'est donc la dérivée seconde de l'énergie libre qui diverge). La va-
leur de la magnétisation sous-critique fut déterminée tout d'abord par Onsager et
Kaufman en 1949. Cependant, cette preuve ne fut pas publiée et c'est Yang qui
en 1952 [167] publia une première preuve rigoureuse du fait que la magnétisation
se comporte voisinage deTc est de la forme(T � Tc)

1
8 uniquementd'un seul côté

de la criticalité, lorsqueT < T c. Ce résultat de Yang justi�e la notion de transition
de phase du modèle. Dans son article, Yang mentionne explicitement avoir eu ac-
cès aux notes d'Onsager et Kau�man mais propose une dérivation alternative du
résultat (voir [11, Section 5] pour plus de détails). Les travaux d'Onsager et Kauf-
man [95] permettent aussi de déduire que la corrélation du modèle critique entre
deux points à distancer décroit commer � 1

4 . Ces relations font déjà apparaitre la
notion d'exposants critiques, que les travaux de Essam, Fisher et Widom (voir [70]
pour une formulation en des termes modernes) tentent de relier entre eux. À cette
époque Kadano� prédit de son côté un phénomène ditd'universalité, qui suppose
que les exposants critiques ne dépendent pas de la géométrie locale des graphes,
mais plutôt de la dimension du modèle ainsi que de l'intensité des interactions à
longue portée. Dès lors, une école très productive à travaillé sous l'impulsion de
McCoy, Wu [122] ou bien encore de Perk (e.g. [142]) et a permis de réaliser des
calculsexactsde corrélations en volume in�ni (voir e.g. [122, 136] pour une ex-
position complète) utilisant des représentations déterminantales de Toeplitz ainsi
que des méthodes d'isomonodromies, qui consistent à déplacer in�nitésimalement
l'un des spins pour obtenir une équation sur la limite d'échelle des corrélations
(comme par exemple dans [166], dont il existe une traduction dans un langage
actuel dans [137, Section 4]). Une des raisons expliquant l'existence de formules
exactes (en concomitance avec l'utilisation de techniques de calcul très élégantes)
est le caractère exactement soluble du modèle sans champ magnétique extérieur,
dont la fonction de partition est le pfa�en d'une certaine matrice d'adjacence [37,
Theorème 1.1]. Cette même matrice d'adjacence fait aussi apparaitre la notion
d'observable fermionique(qui est cruciale dans l'étude que l'on fait du modèle
d'Ising dans ce manuscrit) et fait du modèle d'Ising un modèle defermion libre
(e.g. [155]).

D'un autre côté, la théorie du groupe de renormalisation introduite en premier
lieu par Wilson [165] postule qu'il existe des transformations du modèle qui ne
modi�ent pas son Hamiltonien. Cette méthode de renormalisation a�rme qu'il est
possible d'agréger les spins d'un même bloc et les remplacer par un seul spin,
et permet de jouer sur les di�érents facteurs d'échelle pour tenter de déterminer
les exposants critiques d'un modèle. Une des conséquences des articles fondateurs
Belavin Polyakov et Zamolodchikov [16, 17] qui ont par ailleurs mené à l'expansion
rapide de l'étude de la Théorie Conforme des Champs (CFT) est l'a�rmation
que la limite d'échelle du modèle critique estinvariante conforme(les applications
conformes étant localement la composition d'une rotation et d'une homothétie, qui
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apparaissent comme des propriété naturelle de la limite d'échelle si cette dernière est
bien un point �xe du groupe de renormalisation). Cette invariance conforme a été
ensuite explorée numériquement [108, 106, 107], par exemple pour les probabilité
de croisement du modèle critique sur les rectangles topologiques.

En 2000, l'introduction par Schramm [154] des processus SLE (Stochastic Loe-
wener Evolution) pour décrire la limite d'échelle des marches à boucles e�acées et
des arbres couvrant uniformes a revivi�é l'activité scienti�que visant à prouver l'in-
variance conforme des modèles de physique statistique planaires. Comme l'explique
Schramm dans l'introduction de cet article révolutionnaire, l'objectif originel de sa
construction est de fournir un processus continu étant un candidat solide pour
décrire la limite d'échelle des interfaces associées au modèle de percolation. Son
approche s'est avérée très rapidement être fructueuse, avec une première preuve
de la convergence des interfaces de percolation critique sur le réseau triangulaire
par Smirnov [161] (voir aussi [163]). Cette construction de limite d'échelle pour
les interfaces est complétée par l'introduction des processus CLE (Conformal Loop
Ensembles) par She�eld [156] qui ont largement été développés depuis (voir par
exemple [157] où une caractérisation très utile du CLE est donnée par She�eld et
Werner), a�n de décrire non seulement les interfaces mais aussi les ensembles de
boucles issus de modèles discrets (un des premiers exemples e�ectifs est la perco-
lation critique dans le travail de Camia et Newman [30]). En parallèle, les travaux
de Kenyon sur les modèles de dimères et du Laplacien discret [101, 98, 100] ainsi
que les travaux de Smirnov [161] sur la percolation prouvant la formule de Cardy
[31], ont montré l'intérêt de considérer des fonctions holomorphes discrètes a�n
prouver la convergence de modèles planaires. Pour le modèle d'Ising, l'utilisation
de l'holomorphie discrète des observables fermioniques pour prouver l'existence
d'une limite d'échelle apparait pour la première fois dans les travaux fondateurs de
Smirnov [160]. Les questions autour de l'existence d'une forme d'holomorphie dis-
crète pour le modèle d'Ising font naturellement suite aux travaux de Kenyon, étant
donnés les nombreux liens combinatoires entre le modèle de dimères et le modèle
d'Ising. Il est à noter qu'une formulation alternative de l'holomorphie discrète est
apparue dans les travaux de Mercat [129] (mais sans leur complexi�cation ni tech-
nique permettant de déduire leur convergence), et était, selon Barry McCoy [129,
Remerciements], une notion déjà connue de manière plus ou moins formelle. Le
travail pionnier de Smirnov [160] lui a permis de prouver la convergence de l'inter-
face FK vers le processus SLE(16/3) et crée par la suite une école très productive
dédiée à l'invariance conforme sur les domaines bornés du plan (ces résultats sont
detaillés dans la section 1.8). Cela a permis de prouver la convergence des in-
terfaces, ensembles de boucles et corrélations du modèle critique sur les graphes
isoradiaux, ainsi qu'une généralisation aux modèles massifs mais aussi en dehors du
cadre isoradial (voir par exemple [34] pour un récapitulatif complet des résultats
connus).
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Figure 1.1.1 � Simulation du modèle d'Ising sur le réseau
carré avec conditions de bord libres, avec une température
(de gauche à droite) sous-critique, critique, et sur-critique.
La simulation provient de la page internet https ://phy-
sics.weber.edu/schroeder/software/demos/isingmodel.html.

1.2 . Notations de graphe et dé�nitions combinatoire

1.2.1 . Notations

Dans ce manuscrit, on travaille avec un graphe planaireG (plongé dans le plan
ou dans la sphère et considéré à homéomorphisme près préservant l'orientation).
On autorise la présence d'arêtes doubles entre sommets mais interdit la présence
de boucles autour d'un même sommet. On dé�nit alors les ensembles suivants :

� G� le graphe primal, constitué de l'ensemble des sommets deG, ainsi que
E(G) l'ensemble des arêtes deG, reliant deux à deux des sommets voisins
de G. Typiquement, les sommets deG sont notésv� .

� G� le graphe dual, constitué de l'ensemble des faces deG, vu comme le
dual du grapheG� . Typiquement, les faces deG sont notéesv� . On note
e? l'arête duale dee, qui relie les deux faces séparéese.

� �( G) := G� [ G� , vu comme un graphe bipartite, i.e. chaque arête de�( G)
est composée d'un sommet deG� et d'une faceG� où le sommet deG�

appartient à la faceG� dansG.

� �( G) l'ensemble des arêtes de�( G), dont les sommets sont appeléscoins
et sont typiquement notésc. Chaque arête[v� v� ] de �( G) s'identi�e à un
coin c = ( v�

cv�
c ) de �( G), où v�

c est le sommet appartenant àG� incident à
c et v�

c est la face appartenant àG� incidente àc. Deux coins sont voisins
s'ils appartiennent à deux arêtes de�( G) qui ont un sommet de�( G) en
commun.

� le graphe des diamants} (G), dual de�( G), appelé graphe des quadrilatères,
dont les sommets (qui correspondent aux faces de�( G)) sont typiquement
notész. Les faces du graphe} (G) sont en bijection naturelle avecE(G).

Dans le cas où le graphe est plongé dans la sphère, on �xe une face dite
extérieurev�

ext et les dé�nitions présentées au-dessus sont adaptées. En particulier,
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Figure 1.2.1 � Gauche :Notations de graphe utilisées dans ce manus-
crit. Les arêtes pleines correspondent aux arêtes du grapheG� , les arêtes
pointillées correspondent aux arêtes de�( G), qui est lui-même en bi-
jection avec l'ensemble�( G) des coins. Les coins sont marqués par des
triangles rouges, les sommets du graphe des diamants sont marqués par
des losanges bleus. Droite : Représentation par les contours de l'expan-
sion à basse température, séparant (en bleu) les spins opposés avec des
conditions branchées, où le spin extérieur vaut ici+1.

elles restent les mêmes pourG� nf v�
ext g et sont modi�ées en considérant la face

v�
ext comme uneuniqueface, adjacente à toutes les faces de bord.

Contrairement aux conventions usuelles et à la formulation historique du mo-
dèle d'Ising, on travaille majoritairement dans ce manuscrit avec le modèle d'Ising
dé�ni sur l'ensemble desfacesdeG (i.e. les spins sont assignés àG� ). On �xe G un
sous-graphe connexe �ni, ainsi qu'un nombre réel strictement positif� � = 1=kT,
dont l'interprétation physique est celle de l'inverse d'une température. On associe
à chaque arêtee 2 E(G) séparant les facesv�

� (e) 2 G� une constante de couplage
J �

e > 0. On peut alors dé�nir une loi de probabilité assignant une con�guration de
spins� 2 f� 1gG�

aux faces deG selon la loi de probabilité

P� [� ] :=
1

Z (G� ; (J �
e )e2 G; � � )

exp
�
� �

X

e2 E (G)

J �
e � v�

� (e) � v�
+ (e)

�
(1.2.1)

Le facteur de normalisation

Z � (G� ; (J �
e )e2 G; � � ) :=

P
� :G� !f� 1g exp

�
� � P

e2 E (G) J �
e � v�

� (e) � v�
+ (e)

�
;

(1.2.2)
appelé lafonction de partitiondu modèle est choisi pour que la somme des probabi-
lités sur les con�gurations élémentaires soit1. Cette mesure de probabilité est une
mesure de Boltzmann, de la formeexp(� � H (� )) où le HamiltonienH (� ) repré-
sente l'énergie de la con�guration� . On peut voir dans la dé�nition de(1.2.1) que
cette distribution de probabilitéfavoriseles con�gurations de spins où les voisins
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sont alignés (c'est à dire que les spins prennent la même valeur), ce qui produit un
modèleferromagnétique(dont l'exemple physique le plus simple est celui de l'ai-
mant). La constante de couplageJ �

e quanti�e le coût probabiliste nécessaire pour
casser l'alignement entre deux spins voisins séparés par l'arêtee. Le modèle que
l'on vient d'introduire correspond à des conditions de bordbranchées: à chaque
arêtee au bord deG se trouve assigné une constante de couplageJ �

e , et le tirage
d'une con�guration aléatoire correspond à assigner un spin� 1 à toutes les faces de
G� , et en particulier àv�

ext , qui est considéré comme ununiquespin. Ainsi l'impact
de v�

ext dans le coût probabiliste d'une con�guration prend en compte le poids de
toutes les arêtes de bord adjacentes àv�

ext .
Dans ce manuscrit, on ne s'intéresse qu'au cas du modèle d'Isingsans champ

magnétique extérieur(ce qui correspondrait à ajouter des termes dans le hamilto-
nienH mentionné ci-dessus). Dans le cadre de l'introduction d'un champ extérieur
h non nul, c'est le plus souvent le signe deh qui gouverne la magénétisation globale
du modèle, les interactions entre voisins devenant secondaires [72, Chapitre 3].

1.2.2 . Expansion à basse température

On présente maintenantl'expansion à basse températuredu modèle, aussi
appelée représentation de contours. Pour cela, on noteE(G) l'ensemble des sous-
graphespairs de G, dont les sommets sont tous de degré pair.

Une fois �xée la valeur du spin de la face extérieure, il existe une bijection simple
(voir 1.2.1) entre une con�guration de spins� : G� ! f� 1g et un sous-graphe
pair C de G. Entant donné une con�guration� , on lui associe le sous-ensemble
C des arêtes du grapheG séparant des spins voisins opposés, comme le montre
la �gure 1.2.1 (droite). On peut donc associer exactementdeux con�gurations de
spins �; � � sur G� (dont la probabilité d'apparition est la même) à un unique
sous-graphe pair deG. Dans ce qui suit, on pose pour une arêtee deG la quantité
x �

e := exp( � 2� � J �
e ), qui permet de dé�nir pour une collectionC de sous-graphes

pairsC 2 C les quantités

x � (C) :=
Y

e2 C

x �
e; et x � (C) :=

X

C2C

x � (C): (1.2.3)

En utilisant la représentation de contours expliqué ci-dessus, on peut réécrire (e.g.
[37, eq (1.3)])

Z � (G� ; (J �
e )e2 G; � � ) = 2

Q
e2 E (G) exp(� � J �

e ) � x � (E(G)) ; (1.2.4)

où le facteur2 provient de l'association de deux con�gurations de spins à une unique
représentation de contour. Cette représentation de contours permet en particulier
d'exprimer de manière compacte les corrélations entre spins.

En e�et, �xons un entier pairn, des sommetsv�
1; : : : ; v�

n 2 G� , ainsi qu'un sous-
graphe arbitraire
 � = 
 [v�

1 ;:::;v �
n ] � G� de G dont tous les sommets sont de degré
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pair, mis à part ceux dev�
1; : : : ; v�

n . Une manière de représenter graphiquement une
telle con�guration consiste à se donner collection de boucles deG, auxquelles on
a ajouté des chemins reliant deux à deux lesv�

1; : : : ; v�
n . On peut alors dé�nir pour

une arêtee de G
En utilisant cette représentation, on voit que (e.g. [37, Proposition 1.3])

EG�
�
� v�

1
: : : � v�

n

�
= x �

[
 ](E(G))
�
x � (E(G)) : (1.2.5)

En suivant la représentation à basse température, le signe dex �
[v�

1 ;:::;v �
n ](C) compte

la parité du nombre de boucles contenant un nombreimpair des 2n spins, ce
qui correspond exactement au produit� v�

1
� � � � v�

n
. De plus, l'expression précédente

assure quex �
[
 ](E(G)) ne dépend pas du choix de
 .

On rappelle qu'il est naturel d'identi�er un arêtee de G et une facez(e) de
�( G). Cela permet de dé�nir une paramétrisation alternative par unangle abstrait
� z(e) en posant

� z(e) := 2 arctan x � (e) 2 (0; 1
2 � ): (1.2.6)

Ici l'angle� z(e) n'a pas spécialement d'interprétation géométrique. Cette paramé-
trisation sera utilisée à plusieurs reprise dans la suite de cette introduction.

1.2.3 . Expansion à haute température

On présente maintenantl'expansion à haute températuredu modèle d'Ising.
Pour cela, on considère un modèle d'Ising assignant des spins� 1 aux sommets
G� deG. Comme précédemment, on se donne(J �

e )e2 E (G) une suite de constantes
de couplages associées aux arêtes(e)e2 E (G) = (( v�

� (e)v�
+ (e))e2 E (G) ainsi qu'une

température inverse� � . On dé�nit alors la distribution de probabilités pour une
con�guration � 2 f�g G�

par

P� [� ] :=
1

Z � (G� ; (J �
e )e2 G; � � )

exp
�
� �

X

e2 E (G)

J �
e � v�

� (e) � v�
+ (e)

�
): (1.2.7)

Le modèle est à présent avec condition de bordlibre, c'est à dire que les spins
sont portés par les sommets deG� et qu'il n'est plus nécessaire de traiter (comme
précédemment) le cas particulier du spin assigné à la face extérieure. Cette fois-ci
la fonction de partition du modèle est donnée par

Z � (G� ; (J �
e )e2 G; � � ) :=

P
� :G� !f� 1g exp

�
� � P

e2 E (G) J �
e � v� � (e) � v�

+ (e)
�
:

(1.2.8)
Pour e = ( uv), on pose cette foisx �

e := tanh[ � � J �
e ] et utilise l'identité élémentaire

pour tout � u ; � v 2 � 1

exp[2� � J �
uv � u � v ] = cosh[� � J �

e ](1 + � u � v tanh[� � J �
e ]); (1.2.9)

on peut voir que [37, eq (1.2)]

Z � (G� ; (J �
e )e2 G; � � ) = 2 jG� j Q

e2 E (G) cosh[� � J �
e ] � x � (E(G)) : (1.2.10)
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En e�et, on rappelle que la fonction de partitionZ � (G� ; (J �
e )e2 G; � � ) est une

somme sur l'ensemble des con�gurations� 2 f� 1gG�
des poids élémentaires na-

turellement associés à chaque con�guration. On réinjecte ensuite(1.2.9) dans le
membre de gauche de(1.2.10), ce qui permet d'écrireZ � (G� ; (J �

e )e2 G; � � ) comme
polynômes pondéré en les variables variables� v parcourantjG� j. Chaque produit
de monômes contenant au moins une puissance impaire de l'un des� v se retrouve
exactement compensé (avec un signe opposé) en passant à la sommation lorsque
l'on considère l'ensemble des con�gurations qui coïncident en dehors du spin� v .
Après sommation, il reste ainsi seulement les polynômes pour lesquelstoutes les
variables� v sont exprimées en des puissance paires. Il y a2jG� j polynômes de ce
type (selon la présence ou non de la variable� v associée à chaque spin) et la
contribution de chacun de ces polynômes est la même (car� 2p

v = 1) .
Fixons à présentm un entier pair etv�

1; : : : ; v�
m des sommets distincts deG� . En

utilisant les mêmes arguments que précédemment (et en remarquant que le facteur
� v�

1
: : : � v�

m
est cette fois ci déjà présent dans le développement de(1.2.10)) on a

directement [37, Section 1.2]

EG� [� v�
1

: : : � v�
m

] = x � (E[v�
1 ;:::;v �

m ])=x� (E(G)) ; (1.2.11)

où E[v�
1 ;:::;v �

m ] représente l'ensemble des sous graphes deE(G) qui ont degré pair
partout excepté en les sommetsv�

1; : : : ; v�
m .

1.2.4 . Dualité de Kramers-Wannier

On remarque que si on a l'égalité

xe = x �
e = x �

e = exp[ � 2� � J �
e ] = tanh[ � � J �

e ]; (1.2.12)

les fonctions de partition des modèles dé�ni surG� et G� par (1.2.4) et (1.2.8)
ont alors la même forme, ce qui est un signe usuel en mécanique statistique que les
deux modèles sont reliés. L'identité(1.2.12) se réécrit sous une forme beaucoup
plus invariantesinh[2� � J �

e ] sinh[2� � J �
e ] = 1 [37, Section 1.2]. Cela permet en

particulier de dé�nir le poids dual associé à l'arêtee en posant

x?
e := (1 � xe)(1 + xe) � 1 = tanh[ � � J �

e ] = exp[ � 2� � J �
e ]: (1.2.13)

Remplacerxe par x?
e revient ainsi à échanger le rôle des modèles d'Ising sur les

graphesG� et G� (on ne détaille pas ici les subtilités au niveau de la face exté-
rieure). Cette égalité est appelée ladualité de Kramers-Wannier, et relie un modèle
d'Ising surG� à un modèle d'Ising sur son dualG� tant que leur constantes de
couplages satisfont l'égalitésinh[2� � J �

e ] sinh[2� � J �
e ] = 1 .

C'est cette observation qui a permis à Kramers et Wannier de prédire la valeur
du point critique du modèle homogène sur le réseau carré. En e�et, ils considèrent
le modèle homogèneJ �

e = 1 sur Z2 et J �
e = 1 sur son dual(Z2)? = Z2 + ( 1

2 ; 1
2)

qui est lui-même isomorphe àZ2. Selon eux, le modèle critique (dont le paramètre
critique est le même pourZ2 et son dual), doit l'être exactement au point de
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symétrie entre son paramètre primal et son paramètre dual, et doit donc véri�erx =
x? = (1 � x)(1+ x) � 1, ce qui donne la valeur critiquexc =

p
2� 1 et la température

critique � �
c = 1

2 log(
p

2 + 1) . C'est en se basant sur cette dualité de Kramers et
Wannier [104] qu'Onsager a déterminé dans [135] la valeur du paramètre critique
(en calculant explicitement l'énergie libre du système homogène).

1.2.5 . Représentation Fortuin-Kasteleyn du modèle

Parmi les multiples représentations du modèle d'Ising, il en existe une faisant
partie d'un modèle plus général de clusters aléatoires, introduit par Fortuin et
Kasteleyn [71]. Ce lien se fait via le couplage d'Edwards-Sokal [68]. Fixons une
con�guration de spins� = ( � v)v2 G� sur G� . Cette con�guration est ditecompa-
tible avec un ensemble d'arêtesC � E(G) si les spins d'une même composante
connexeC (que l'on appelle aussi clusters deC) prennent tous la même valeur.
Pour le modèle d'Ising surG� dont les poids duaux sontx?

e = exp( � 2� � J �
e ), la

fonction de partition du modèle d'Ising se réécrit (à un facteur global près) par
[60, Proposition 7.7]

Y

e2 E (G)

(x?
e)

1
2 Z � (G� ; (J �

e )e2 G; � � ) =
X

C� E (G)

2# clusters (C)
Y

e62C

(1 � x?
e)

Y

e2 C

x?
e:

(1.2.14)
En particulier, cela permet de retrouver (et inversement) un modèle de clusters
aléatoires à partir d'une con�guration d'Ising via le couplage d'Edwards-Sokal via
la procédure suivante

� Ising ! modèle FK : à partir d'une con�guration� 2 f� 1gG�
, on tire

(indépendamment les unes des autres) une variable de Bernoulli de paramètre
x?

e pour chaque arête reliant des spins voisins et alignés. On ne garde alors
que les arêtes pour lesquelles la variable de Bernoulli vaut1. Cela construit
la con�guration C du modèle FK.

� Modèle FK ! Ising : Pour chaque cluster deC la con�guration FK, on tire
(indépendamment des autres clusters deC) une variable centrée à valeur
dansf� 1g et assigne le spin tiré àtous les sommets du cluster.

On notePF K
G� la mesure de probabilités associée. Ce lien entre les modèles d'Ising

et FK, qui traduit en particulier entre par une interprétation des corrélations d'Ising
via les probabilités de connexions du modèle FK, est crucial pour énoncer le résultat
principal du chapitre 5. On noteu $ v l'évènement où les deux sommets sont
connectés dans le modèle FK (i.e. ils appartiennent au même cluster). On a alors
[60, Proposition 7.9]

PF K
G� (u $ v) = EG� [� u � v ]: (1.2.15)

Ce résultat se démontre directement en remarquant qu'avec le couplage d'Edwards-
Sokal, conditionnellement au fait que les deux spins soient dans le même cluster,
leur produit vaut toujours1 alors que si les deux spins se trouvent dans deux cluster
di�érents, la moyenne conditionnelle de leur produit est nulle (car les spins associés
à leurs clusters respectifs sont tirés indépendamment).
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1.2.6 . Passage en volume in�ni

On explique à présent comment dé�nir le modèle d'Ising envolume in�ni, ce
qui correspond à créer un modèle de spins sur toutes les faces deZ2. La mesure
de probabilité associée sur le plan n'est pas triviale à construire, et on détaille à
présent sa construction. On commence par se donner une suite croissante(Gn )n> 0

de sous-graphes deZ2 qui le recouvrent à la limite.
Une des premières observations est lamonotonicité vis à vis des conditions

de bord [72, Lemme 3.12], c'est à dire qu'avec des conditions de bord+ sur les
graphesGn � Gn+1 et pour un spinu� 2 Gn , alors E+

Gn
[� u � ] > E+

Gn +1
[� u � ].

Autrement dit la magnétisation décroit lorsque l'onrepousseles conditions de
bord. L'égalité inverse est vraie pour des conditions de bord� . De même il existe
une monotonicité vis-à-vis des constantes de couplages qui se démontre grâce à
l'inégalité GKS (Gri�ths,Kelly et Sherman) rappelée dans [72, Théorème 3.20].
Si les constantes de coupage(J �

1;e)e2 E(G) sont toutes inférieures ou égales au
constantes de couplages(J �

2;e)e2 E(G) , alors on a

E+
Gn ;(J �

1;e )e2 E( G ) ;� � [� u � ] > E+
Gn ;(J �

2;e )e2 E( G ) ;� � [� u � ]

Une généralisation de cette dernière inégalité permet de dé�nir [72, Théorème 3.17]
au moins deux mesures en volume in�ni avec conditions de bord à l'in�ni� via la
limite faible

P� ;�
Z2 [�] := lim

n!1
P� ;�

Gn
[�]: (1.2.16)

Pour le modèle homogène avec� � = 1 et J �
e = J sur toutes les arêtese de Z2,

la valeur deJ in�ue sur l'unicité de la mesure en volume in�ni. Dans ce même
cadre, on remarque que les deux mesures construites ci-dessus sontinvariantes par
translation. Pour ce qui est de l'unicité on a

1. Si J > 1
2 log(1 +

p
2) alorsP� ;+

Z2 = P� ;�
Z2 et il n'existe qu'une seule mesure

de Gibbs (au sens de [72, Section 3.4]) en volume in�ni.

2. Si J < 1
2 log(1 +

p
2) alors les mesures de GibbsP� ;+

Z2 et P� ;�
Z2 sont les

deux seules mesures de Gibbsextrémales(i.e. qui ne sont pas une combi-
naison convexe non-triviale d'autre mesures de Gibbs). Il est possible de voir
(comme redémontré récemment dans un cadre plus général par Raou� [149])
que toute mesure de Gibbs invariante pas translation est une combinaison
convexe deP� ;�

Z2 .

Il est par ailleurs possible de dé�nir ces mesures en volume in�ni en utilisant la
représentation FK du modèle (e.g. [60, Proposition 7.12]). On note que lorsque
J > 1

2 log(1 +
p

2), l'égalité entre les deux mesures extrémales en volume in�ni,
l'invariance par retournement des spins ainsi que l'invariance par translation im-
plique queEZ2 [� u � ] = 0 pour tout u 2 (Z2)?. Pour ce qui est du sens physique,
cela indique que si les constantes de couplages ont une valeur trop grande, le coût
pour transporter la magnétisation positive de l'in�ni à l'origine est trop important.
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Au contraire si les constantes de couplages sont su�samment petites, alors les
conditions de bord à l'in�ni se propagent jusqu'à l'origine etE+

Z2 [� �
u ] > 0 (e.g. [60,

Théorème 7.13]).
Il est aussi possible de calculer la magnétisation d'un produit de deux spins

E+ [� u � � v� ] = E� [� u � � v� ] (cette égalité étant vraie par invariance par retourne-
ment des spins). On déduit du caractère extrémal des deux mesures avec conditions
de bord� à l'in�ni que la quantitéE[� u � � v� ] est toujours bien dé�nie et à nouveau
invariante par translation. En particulier, un calcul explicite du à Yang [167] (alors
que le résultat avait été annoncé en amont par Kaufman et Onsager mais sans
publier de preuve) fournit la dichotomie du théorème suivant.

Theorème 1.2.1 (Onsager-Kau�man-Yang ). Pour le modèle d'Ising urZ2

avec des constantes de couplages homogènesJ = 1 on a les deux alternatives
suivantes

� Si � < 1
2 log(1 +

p
2), alors lim

v� !1
E[� u � � v� ] = (1 � sinh� 4[2� ])

1
4 .

� Si � > 1
2 log(1 +

p
2), alors lim

v� !1
E[� u � � v� ] = 0 .

Il est possible d'en déduire de l'inégalité GKS [72, Théorème 3.20] et de l'in-
variance par translation que pour� < 1

2 log(1 +
p

2), on a E+
Z2 [� u � ] = (1 �

sinh� 4[2� ])
1
8 . Plus d'une décennie après ce premier calcul analytique de la magné-

tisation spontanée, un calcul explicite de la corrélation à deux points sur la diago-
nale du réseau carré critique a été trouvé par Wu. Lorsque� � = 1

2 log(1 +
p

2) et
J = 1 , on a alors

EZ2 [� �
( 1

2 ; 1
2 ) �

�
(n+ 1

2 ;n+ 1
2 ) ] =

� 2
�

� n n� 1Y

k=1

(1 �
1

4k2 )k� n �
n!1

C2
� (2n) � 1

4 ; (1.2.17)

avecC� = 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) . Ce calcul ainsi qu'une multitude d'autres sont consignés

dans le livre de McCoy et Wu [123], qui ont développés intensivement la repré-
sentation des corrélations via des déterminants de Toeplitz pour en trouver des
expressions exactes.

Il est important de noter que la transition de phase du modèle d'Ising est
abruptesur le réseau carré. En dessous de la température critique, la magnétisation
en volume in�nie est strictement positive. A la température critique, la corrélation
entre spins décroit polynômialement en leur distance. Au dessus de la température
critique, il s'avère que la corrélation entre spins décroit exponentiellement avec
leur distance comme le montre à nouveau le formalisme développé par McCoy et
Wu [123] (on notera par ailleurs les travaux de Aizenman, Barsky et Fernández
[1] qui généralisent ce résultat en dimension supérieure). Des travaux récents de
Be�ara et Duminil-Copin identi�ent le point critique et généralisent ensuite cette
dichotomie de comportement des corrélations à tous les modèles FK (pourq > 1)
dans [15, Théorème 1.2].
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1.3 . Invariance triangle étoile sur les grilles isoradiales

Il est possible de réaliser des transformations locales du modèle d'Ising qui
préservent la loi de probabilité des con�gurations concernant les spins distants du
lieu de cette modi�cation de graphe. Une des transformations les plus connues
est la transformationtriangle-étoile, dont il existe un analogue dans le cadre des
fonctions harmoniques sur les réseaux électriques [115] ainsi que les modèles de
dimères (e.g. [164]). Cette transformation a été largement étudiée pour les graphes
planaires généraux (sans plongement particulier) par Baxter dans [12] et admet une
interprétation géométrique naturelle dans le cadre des grilles isoradiales, dont les
propriétés élémentaires seront rappelées dans la section 1.3.2.

1.3.1 . Les poids Z-invariants de Baxter

Dans ce qui suit on utilise les notations de la �gure 1.3.2 et travaille avec un
graphe planaireabstrait G (et ne considère donc pas pour l'instant un éventuel
plongement isoradial) contenant un sommetv� de degré 3, dont les trois voisins
sont notésu�

1;2;3. On noteu�
1;2;3 les trois faces adjacentes àv� (à gauche dans la

�gure 1.3.2). Considérons à présent le graphe~G� (à droite dans la �gure 1.3.2),
qui coïncide avecG en dehors deu�

1;2;3 et où

� Le sommet v� est remplacé par une faceu� ,

� Les arêtes ei = ( v� vi ) sont remplacées par les arêtese12;13;23.

On utilise à présent la paramétrisationxe 2]0; 1[$ � e := 2 arctan( xe) [37, Section
3.5], rappelée dans(1.2.6), pour laquelle la dualité de Kramers-Wannier rappellée
dans la section 1.2.4 se traduit par l'égalité� e + � ?

e = �
2 .

Les travaux de Baxter [12, equations (6.4.8)-(6.4.16)] impliquent que si pour
tout f p; q; rg 2 f 1; 2; 3g on a l'identité sur les poids d'Ising (appelée équations de
Yang-Baxter)

xpxq =
xpq + xpr xqr

1 + xpqxpr xqr
()

x?
p + x?

q

1 + x?
px?

q
=

x?
pq(x?

pr + x?
qr )

1 + x?
pr

x?
qr (1.3.1)

() x?
pqx?

rr =
x?

p + x?
qx?

r

1 + x?
px?

qx?
r
; (1.3.2)

alors

� les lois de probabilités P ~G� et PG� nf v� g sont identiques.

� les lois de probabilités P ~G� nf v� g et PG� sont identiques.

On peut noter par ailleurs que(1.3.1) est une bijection entre les triplets de la forme
(x1; x2; x3) et ceux de la forme(x12; x23; x13):.

On présente maintenantune solutionà ces équation découverte par Baxter. La
version que l'on montre ici est une version légèrement modi�ée de sa résolution
originale et correspond à la paramétrisation qui sera utilisée dans le chapitre 3. Les
lignes qui suivent échangent le rôle des paramètres elliptiquesk et k? par rapport
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au travail original [12], comme rappelé dans [28, Section 2.2.2]. Baxter commence
par se donner trois anglesabstraits � 1; � 2; � 3 dans]0; �

2 [ véri�ant � 1 + � 2 + � 3 = �
et pose [12, equations (6.4.8)-(6.4.16)]

� 12 :=
�
2

� � 3; ; � 13 :=
�
2

� � 2 et � 23 :=
�
2

� � 1: (1.3.3)

Il �xe ensuite un paramètre elliptiquek 2 [0; 1[[ iR+ (i.e. k2 6 1) et dé�nit les
modèle d'Ising pour lesquel les constantes de couplage véri�ent

xp := tan(
� p

2
) ; tan( � p) := sc(

2� � p

K (k)
jk) ; tan( � qr ) := sc(

2� � qr

K (k)
jk); où (1.3.4)

� sc (�jk) est la fonction elliptique de Jacobi associé au paramètre elliptiquek
(voir e.g. [27, Appendix A]).

� K (k) l'intégrale elliptique de première forme (voir e.g. [27, Appendix A]).

On a alors la proposition suivante

Proposition 1.3.1 (Baxter ). La paramétrisation (1.3.4) fournit une solution
au système(1.3.1) d'équations de Yang-Baxter.

On rappelle qu'avec les notations précédentes,� ?
p = �

2 � � p et � p
?

= �
2 � � p.

Ainsi, avec le choix des poids de Baxter donné par(1.3.4), la dualité de Kramers-

Wannier se traduit parx?
e = tan( 1

2 � ?
e), où tan( � ?

e) = sc( 2K �
?
e

K (k? )jk?) et k? :=

ik (1 � k2) � 1
2 est le paramètre elliptique dual àk. Autrement dit avec le choix des

poids de Baxter, la dualité de Kramers-Wannier correspond à

� Remplacer � e par � ?
e,

� Remplacer k par k?.

On notera une paramétrisation qu'il existe alternative du modèle [28, Section 4.3]
par un réel appelé lenome, noté q 2 R et qui lui est relié par la relationq :=
exp(� � K 0(k)

K (k) ) (où K 0(k) est l'intégrale elliptique de la seconde forme). Avec cette
paramétrisation, la dualité de Kramers-Wannier se traduit en posant paramètre
q? := � q.

1.3.2 . Les grilles isoradiales

On rappelle ici la notion de graphe isoradial, dont le nom a été �xé dans [99]
(et dont il existe aussi des traces précédentes dans la littérature [129, 59]), et qui
est un des objets d'étude centraux dans ce manuscrit. Sur cette classe de graphes,
l'analyse complexe discrète est relativement bien comprise [47, 99, 36], dans des
proportions comparables à celles sur le réseau carré.

De�nition 1.3.1. On dit qu'un graphe G admet un plongement isoradial
propre � � (G) ! C de pas� si chaque face de� � est inscrite dans un cercle de
rayon � , chaque centre de cercle inscrit se trouve à l'intérieur de la face associée,
et que les di�érentes faces ne se recouvrent pas en dehors des segments qui les
relient.
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On confondra très souvent dans la suite un graphe isoradialG et son plonge-
ment isoradial� � (G). En particulier, lorsque l'on considère un plongement isoradial
de G, chaque face du graphe plongé� � (�( G)) se trouve être unlosange, dont les
côtés sont des segments parallèles et de longueur� . On associe à ce losange l'angle
�� e formé entre la diagonale des sommets deG� et l'une des arêtes adjacentes à
cette diagonale.

Le plongement isoradial crée un système delignes de chemin de fer(aussi
appeléeslignes de rapidité d'un système intégrabledans [12]), vu comme une
chaine bi-in�nie d'arêtes de losanges voisins dans} (G), tel que si la chaine entre
dans un losange par une arête, elle en sort par l'arrête qui lui est opposée (et
donc ici parallèle). Il est aussi possible de dé�nir de la même manière ces lignes
de chemin de fer sur un graphe planaire abstrait. Dans ce cas là, un théorème de
Kenyon et Schlenker [102] assure qu'un grapheG admet un plongement isoradial
si et seulement si

1. Aucune des lignes de chemin de fer ne se repasse par elle même ou bien
n'est périodique.

2. Deux lignes de chemin de fer distinctes ne se coupent au plus qu'une seule
fois.

La classe des grilles isoradiales contient par exemple les réseaux carrés, rectangu-
laires, hexagonaux, triangulaires, leurs mélanges, mais aussi des grilles sans symétrie
apparente.

Il est possible de réaliser une modi�cationlocaledu graphe isoradial en restant
dans le cadre isoradial. Cette transformation s'appelle leretournement de cube, le
nom provenant d'une interprétation de graphe isoradial comme une surface dansR3

(voir par exemple [127, Figure I.12]). Plus précisément, soitG un graphe isoradial,
v� un sommet de degré 3 dont les trois voisins sont notésu�

1;2;3. On peut remplacer
les trois losanges de�( G) adjacents àv� par trois losanges de même bord extérieur,
mais avec un sommetv� à la place. Cette opération revient à échanger deux lignes
de chemin de fer qui se croisent en un losange (e.g. [27, Fig.1]).

Comme cela est démontré dans le chapitre 3, il est possible d'étendre une partie
�nie d'un graphe isoradial en une grille isoradiale in�nie, dont une partie de la grille
correspond à un réseau rectangulaire. Cette chirurgie est un des ingrédients cruciaux
pour prouver la non-dépendance en la géométrie locale de certains observables
associées au modèle d'Ising sur les graphes isoradiaux. Pour appliquer ces idées, on
commence par prouver (en utilisant par exemple des méthodes d'analyse complexe
discrète) une non-dépendance en la géométrie localesur un graphe isoradial donné,
approxime la mesure de probabilité en volume in�ni par une mesure en volume
�ni sur un (grand) sous-grapheB, puis conclut en utilisant la non-dépendance
en la géométrie localesur l'extension du graphe contenantB ainsi qu'une partie
d'un réseau rectangulaire (où des calculs explicites sont possibles). Il est utile de
remarquer que cette opération est réalisée sans utiliser deretournement de cube,
mais simplement par une extension des lignes de chemin de fer.
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On présente maintenant le lien entre la paramétrisation abstraite de Baxter et
le modèle d'Ising sur les graphes isoradiaux. Dans le cadre isoradial, les travaux de
Boutillier, de Tilière et Raschel [28] prouvent qu'en choisissant les anglesabstraits
� dans(1.3.3) égaux aux anglesgéométriquesdes losanges du plongement isoradial
(dé�nis à gauche dans la �gure 5.3.1), la paramétrisation devientZ-invariante(c'est
à dire invariante parretournement de cubeet par transformationtriangle-étoile).

Dans cette série d'articles, la dé�nition des poids est locale et ne dépend que
de la géométrie du losangeze associé à une arêtee dans le graphe isoradial. Le
paramètre elliptiquek (ou alternativement le nomeq) joue le rôle d'une tempéra-
ture, le modèle est critique au poids auto-duaux qui correspondent àk = 0 [28,
Théorème 3] (dans ce cas là les angles géométriques� e et abstraits� e coïncident).
C'est la dérivée seconde de l'énergie libre qui diverge logarithmiquement, fournis-
sant une transition de phase du second ordre. Lorsquek = 0 , les poids deviennent

des fonctions trigonométriques usuelles des� e, avec par exemplexe = tan( � e)
2 .

Toujours pour les poids Z-invariants, les travaux de Lis [114] assurent que
lorsquek2 > 0, le modèle est sur-critique (les corrélations décroissent exponentiel-
lement vite avec la distance entre les spins) alors que pourk2 < 0 la magnétisation
en volume in�ni est strictement positive.

Le chapitre 3 est centré sur l'étude du modèle ditmassif sur les graphes
isoradiaux, suivant les récents travaux de Park [137, 138]. En des termes plus
précis, on commence par se �xer un paramètre réelm. On considère alors un
graphe isoradial� � de pas� équipé du modèle d'Ising aux poids de Baxter Z-
invariants avec un nome qui vautq = 1

2m� . L'objet de notre étude est alors la
limite d'échelle (proprement normalisée) du modèle lorsque l'on fait tendre le pas
� du réseau vers0 en même temps que l'on fait tendre la température vers la
température critique. Dans la formulation usuelle du modèle d'Ising sur le réseau
carré avec des constantes de couplages unitaires, notre travail revient à étudier la
limite d'échelle du modèle sur

p
2� Z2 à la température� � := � c + m�

2 (où � c est
la température critique du réseau carré rappelée dans la section 1.2.6).

1.4 . Motivations et perspectives sur les résultats présentés dans
ce manuscrit

Avant de rentrer dans les détails les plus techniques de cette introduction
et d'énoncer les résultats de notre travail, il nous semble important d'essayer de
donner au lecteur quelques perspectives et motivations sur les nombreux travaux
passés et futurs concernant la limite d'échelle du modèle d'Ising planaire critique
et presque-critique. Nous expliquons aussi en quoi les connaissances actuelles nous
ont poussé à explorer certains résultats et quelles sont les conjectures que l'on
souhaite traiter (à long terme) avec le formalisme et les outils présentés dans ce
manuscrit. Nous écrivons cette section sous forme de liste, a�n d'en simpli�er la
lecture et d'en assurer la clarté.
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Figure 1.3.1 � (Gauche) Paramétrisation géométrique de l'angle� e pour
le losangez(e) pour le plongement isoradial de pas� . (Centre et droite)
Retournement de cube, passant d'une con�gurationtriangle à une con�-
guration étoile. Le reste du graphe isoradial n'est pas modi�é. On fera
dans ce manuscrit souvent l'hypothèse dite desangle bornéessur les
graphes isoradiaux, qui suppose que les angles géométriques� e des lo-
sanges sont tous bornés inférieurement par une constante universelle� 0.

Figure 1.3.2 � Transformation abstraite passante d'une con�guration
triangle à une con�guration étoile. Les arêtes du graphe bipartite�( G)
sont dessinées cette fois-ci en traits pleins alors que les arêtes deG sont
dessinées en pointillées. (Gauche) Con�guration étoile dansG avec le
sommet v� 2 G� qui possède 3 voisins. (Droite) Con�guration triangle
dansG avec la faceu�

1; u�
2; u�

3 dont le centre estv� . En choisissant des poids
d'Ising correspondant à ceux de Baxter (1.3.4), les lois de probabilités
concernant les événements en dehors de cette modi�cation locale sont les
mêmes sur le graphe contenant le triangle et celui contenant l'étoile.
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1. Dans les travaux fondateurs des physiciens de la théorie conforme des champs
(notamment via articles de Belavin Polyakov et Zamolodchikov [16, 17]), il
a été conjecturé que le modèle d'Ising critique admet unelimite d'échelle
invariante conforme. Les développements (rappelés dans la section 1.8) sui-
vant les travaux de Smirnov [160] permettent de justi�er cette prédiction en
lui donnant une formulation simple dans les domaines simplement connexes
(où il la notion d'application conforme prend tout son sens). Ces résultats,
proposant une description extrêmement précise de la limite d'échelle, ont
tous été originellement prouvés sur le réseau carré. Dès lors, un des objectifs
naturels a été de justi�er la prédiction originale de Kadano�, qui postule que
la limite d'échelle du modèle d'Ising critique ne dépend pas de la géomé-
trie locale du graphe. On appelle ce phénomènel'universalité vis-à-vis de la
géométrie locale. La classe de graphes sur laquelle il a longtemps semblé rai-
sonnable de prouver une forme d'universalité est celle des graphes isoradiaux
équipé de leur poids Z-invariants critiques (dont les caratéristiques sont dé-
taillées dans la section 1.3.1). Pour les grilles isoradiales critiques, le seul
résultat qui n'avait pas encore été étendu au-delà de la grille carré critique
concernait les corrélations de spins, pour lequel la preuve mais aussi les fac-
teurs de normalisations n'étaient pas connus. Le chapitre 3 répond à cette
question (généralisant aussi des travaux de Park sur le modèle Z-invariant
massif [137]).

2. La seconde motivation est celle de traiter le cas des graphes généraux équipés
d'un modèle d'Ising critique et presque critique, là où la notion de criticalité
n'admet que rarement (pour l'instant) de formulation claire. On peut tout
de même considérer deux problèmes suivants suivants

� Les grilles doublement périodiques équipées de leur poids critiques (la
condition de criticalité a été prouvée par Cimasoni et Duminil-Copin
dans [52]). Trouver un plongement, prouver l'invariance conforme du
modèle et une forme d'universalité sur ces graphes doublement pério-
diques correspond à une question posée par Duminil-Copin et Smirnov
dans [65]

� Les cartes aléatoires équipées d'un modèle d'Ising critique, dont les
physiciens conjecturent (voir e.g. [67]) qu'elles convergent vers un ob-
jet appelé laGravité Quantitque de Liouville.

Pour répondre à ces questions, Chelkak a introduit une procédure de plonge-
ment explicite (décrite dans la section 1.7), prouvant déjà la convergence des
interfaces vers FK vers le processus SLE(16/3) sur les grilles doublement pé-
riodiques critiques. Au-delà du traitement de ce cas précis, les conséquences
principales de la construction de Chelkak sont les suivantes :

� Le formalisme des s-plongements uni�e le traitement des graphes dou-
blement périodiques critiques, isoradiales critiques et Z-invariantes mas-
sives. Cependant ce formalisme dépasse les cadres que l'on vient de
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mentionner. Il est possible de construire un s-plongement propre pour
tout les graphes �nis, ce qui fait espérer qu'on puisse l'utiliser (dans
très longtemps) pour prouver des résultats de convergence sur des
grandes cartes aléatoires critiques et se rapprocher des prédictions des
physiciens. On peut aussi envisager d'utiliser le formalisme sur des
grilles dont la combinatoire est déterministe mais les poids sont choi-
sis aléatoirement.

� Le formalisme des s-plongements fait un lien surprenant entre le modèle
d'Ising et certaines surfaces dans l'espace de MinkowskiR2;1, indiquant
qu'il existe une description naturelle de la limite d'échelle du modèle
d'Ising planaire utilisant la géométrie Lorentzienne.

Si l'on devait formuler ainsi quelques conjectures et perspectives, auxquelles
on espère apporter une (très modeste) contribution à l'avenir, les plus importantes
seraient les suivantes :

1. Prouver complètement l'invariance conforme du modèle d'Ising sur les graphes
critiques doublement périodiques (c'est à dire traiter les corrélations de spins
et le champ d'énergie).

2. Développer et illustrer le lien découvert par Chelkak entre le modèle d'Ising
planaire et les fonctions massives holomorphes sur des surfaces plongées
dansR2;1.

3. Construire une classe de quadrangulations aléatoires (équipées par exemple
des poids critiques uniformes du réseau carré) et développer une théorie de
convergence pour faire le lien avec la Gravité Quantique de Liouville. La
première étape semble être d'essayer d'appliquer les résultats du chapitre
5 pour prouver une résultat du type Russo-Seymour-Welsh sur les grandes
cartes aléatoires.

4. Prouver (en appliquant à nouveau les résultats du chapitre 5) un résultat
du type Russo-Seymour-Welsh sur la grilleZ2 équipée de poids aléatoires
i.i.d. centrés autour de température critique du réseau carré homogène, et
étendre à ce cadre là des résultats de convergence concernant les observables
du modèle.

1.5 . Le formalisme de Kadano� et Ceva

On présente dans cette section le formalisme de Kadano� et Ceva introduit
dans [93], qui explique de manière claire le lien entre le modèle d'Ising présenté
plus haut et l'analyse complexe discrète.Ce formalisme uni�e la quasi-intégralité
des approches utilisées jusqu'ici (et rappelées dans la section 1.8) sur les grilles
isoradiales Z-invariantes équipés de poids critiques et massifs, ainsi que sur les
graphes doublement périodiques.Comme développé dans la section suivante, ce
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formalisme permet de créer à partir du modèle de physique statistique des fonctions
dont les relations locales s'interprètent (après complexi�cation) comme une forme
d'holomorphie discrète. On commence par ajouter quelques notations de graphes.
On rappelle que�( G) correspond aux arêtes de�( G) et que ses sommets sont
appeléscoins et sont notés typiquement parc 2 �( G). Dans ce qui suit, on
considère desrevêtements rami�és à deux feuillets, dont on précise la structure
locale de branchement selon les contexte. La rami�cation à deux feuillets autour
d'un point correspond à la rami�cation de la surface de Riemann dé�nie parz 7!
p

z autour de l'origine. Le lecteur est invité à consulter la �gure 3.2.1 pour suivre
les dé�nitions qui suivent.

� On note � � (G) le revêtement rami�é à deux feuillets qui branche autour de
toutes les faces de�( G), c'est à dire autour de chaquev� 2 G� , v� 2 G� et
z 2 } (G). Cette notion reste bien dé�nie pour un graphe �ni, le théorème
d'Euler assurant que#( G� )+#( G� )+#( } (G)) est pair, ce qui assure que
la rami�cation autour de la face extérieure est une notion bien dé�nie.

� On se donne $ = f v�
1; : : : ; v�

m ; v�
1; : : : ; v�

ng � �( G) avec n et m deux
entiers pairs. On note� �

$ (G) le revêtement rami�é à deux feuillets de�( G)
branchant autour de toutes ses faces (c'est à dire à nouveau tous les sommets
de v� 2 G� , v� 2 G� et z 2 } (G)) hormis les sommets de$ .

� On note � $ (G) le revêtement rami�é à deux feuillets de�( G) branchant
uniquementautour des points de$ .

On noterac; c# les deux coins di�érents d'un revêtement provenant du relèvement
d'un même coinc 2 �( G).

On dé�nit maintenant lesspineurs, qui représentent une une classe de fonction
importante dans le formalisme de Kadano� et Ceva. SoitF une fonction dé�nie
sur un sous-ensemble de� �

$ (G) ou bien de� $ (G) pour $ �xé. On dit que F
est unspineursi pour toute paire de coinsc; c# correspondant au relèvement du
même coin dansG, on a

F (c) = � F (c# ):

Avec des mots, cela veux dire que les valeurs deF en deux relèvements di�érents
d'un même coin ne di�èrent que d'un facteur multiplicatif� 1. Cette propriété
correspond à une caractéristique de la fonctionz 7!

p
z lorsqu'on la dé�nit sur la

surface de Riemann naturelle associée.

1.5.1 . Introduction du désordre

On invite dans cette section le lecteur à se référer à la �gure 1.5.2 pour une
illustration des objets utilisés. Pourm un entier pair etv�

1; : : : ; v�
m 2 G� , �xons

comme précédement un sous graphe arbitraire
 � = 
 [v�
1 ;:::;v �

m ] � G� dont tous les
sommets sont de degré pair, excepté ceux def v�

1; : : : ; v�
m g (représenté en rouge

dans la �gure 1.5.2). L'idée de Kadano� et Ceva, introduite dans [93] commence
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v

w

v

w

Figure 1.5.1 � Exemples de représentation graphique de di�érents re-
vêtements rami�és annoncés au-dessus. Les coinsc; c# correspondant au
relevement du même coin deG sont représentés par deux triangles, la
pointe de l'un étant orientée vers le haut et celle de l'autre vers le bas.
Deux coins sont voisins dans le revêtement associé s'il sont reliés par
un trait plein épais. (Gauche) Structure locale du revêtement rami�é
� �

[v;w] du graphe médial de� ; les sommetsv 2 � � et w 2 � � sont coloriés
en gris. (Droite) Structure locale correspondante du revêtement rami�é
� [v;w]. Le revêtement de gauche branchepartout hormis autour v et w
alors que celui de droite ne branche qu'autour dev et w.
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par modi�er le modèle d'Ising, en remplaçant les constantes de couplagesJ �
e (qui

sont jusqu'ici toujours positives) par� J �
e le long des arêtes de
 � . Ceci revient

à rendre le modèleanti-ferromagnétiqueau long de
 � , en favorisant les con�-
gurations de spins opposés autour de
 � (comme cela apparaitra pour le calcul
des corrélations mixtes dé�nies dans(1.5.2)). D'un point de vue des notations
introduites précédemment, cela revient à remplacerx � (e) par x � (e) � 1 le long de

lorsque l'on calcule les corrélations mixtes dé�nies ci-dessous. Une manièreformelle
de préciser cette anti-ferromagnétisation du modèle est de considérer la variable
aléatoirede désordre(qui dépend à priori de
 � ) dé�nie par

� v�
1

: : : � v�
m

:= exp
�

� 2�
P

e2 
 [v �
1 ;:::;v �

m ] J �
e � v�

� (e) � v�
+ (e)

�
:

En utilisant l'expansion à basse température de la section 1.2.2, on voit que ([37,
Section 3.3])

EG�
�
� v�

1
: : : � v�

m

�
= x � (E[v�

1 ;:::;v �
m ](G))

�
x � (E(G)) ; (1.5.1)

Une remarque importante est que l'expression(1.5.2) ne dépendpas du choix de

 � . En e�et, pour 
 �

1 et 
 �
2 dé�nis comme ci-dessus, il existe une bijection naturelle

(préservant le poids des con�gurations) entre con�gurations de spins pour lesquelles
on a inversé le poids des arêtesx � (e) le long de
 �

1;2. Il su�t alors de concaténer

 �

1;2 pour former une con�guration de boucles, puis inverser la valeur des spins à
l'intérieur des boucles de
 �

1 � 
 �
2.

On peut alors généraliser les formules(1.2.5) and (1.5.1) aux corrélations
mixtes (qui correspondent à la corrélation entre spins multiplié par une variable
de désordre� v�

1
: : : � v�

m
dé�nie comme ci-dessus). C'est ici que la caractère anti-

ferromagnétique apparait, puisque lorsque l'on calcule cette corrélation mixte entre
spins et désordres, cela revient à calculer la corrélation entre spins en ayant inversé
les constantes de couplage le long des lignes de désordre. Plus formellement, on
pose (voir e.g. [37, eq (3.4)]) pourv�

1; : : : ; v�
n 2 G�

EG�
�
� v�

1
: : : � v�

m
� v�

1
: : : � v�

n

�
= x �

[v�
1 ;:::;v �

n ](E
[v�

1 ;:::;v �
m ](G))

�
x � (E(G)) ; (1.5.2)

où l'on rappelle quex � (C) :=
Q

e2 C x �
e, E[v�

1 ;:::;v �
m ] représente l'ensemble des sous

graphes deE(G) qui ont degré pair partout excepté en les sommetsv�
1; : : : ; v�

m et

x �
[
 ](e) :=

(
x �

e si e 6= 

� x �

e sinon.

comme cela a été dé�ni dans les sections 1.2.2 et 1.2.3. L'expression(1.5.2) est
à priori dé�nie au signe près (i.e. elle dépend du choix joint des ensembles
 � and

 � ) puisque dans la dé�nition dex �

[v�
1 ;:::;v �

n ](E
[v�

1 ;:::;v �
m ](G)) , la parité du nombre

d'intersections entre
 � and 
 � rentre en compte. Il n'est pas possible de �xer
de manière canonique l'ambiguïté de signe dans(1.5.2) si on se limite au produit
cartésien(G� ) � m � (G� ) � n .
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On va maintenant considérer l'expression(1.5.2) comme unefonction des
sommetsv�

1; : : : ; v�
m ; u�

1; : : : u�
n . Il faut en particulier outrepasser l'ambiguïté de

signe que l'on vient d'expliquer (ce qui passe par considérer la fonction comme
étant dé�nie sur un ensemble plus grand). Pour cela, on commence par �xer un
plongementarbitraire S de G dans le plan, et considérer le revêtement rami�é à
deux feuillets de(G� ) � m � (G� ) � n dont la structure de branchement est celle de
[
Q m

p=1
Q n

q=1 (S(v�
p) � S (v�

q)) ]1=2. Dans ce cas là, les quantités de la forme(1.5.2)
sont toujours vues comme fonction dev�

1; : : : ; v�
m ; u�

1; : : : u�
n , mais il est en plus

possible de �xer l'ambiguïté de signe de manière consistante lorsque l'on modi�e
les positions respectives dev�

1; : : : ; v�
m ; u�

1; : : : u�
n . Cette discussion est très délicate

(y compris pour les spécialistes) et est réalisé de manière remarquable et com-
plète dans dans [39, Section 2.2]. En quelques mots, l'idée est de �xer un signe
arbitraire pourune con�guration v�

1; : : : ; v�
m ; u�

1; : : : u�
n puis de le faire évoluer le

choix de de signe de manièrecanoniquelorsque l'on passe d'un revêtement dont
la structure de branchement est celle de[

Q m
p=1

Q n
q=1 (S(v�

p) � S (v�
q)) ]1=2 au re-

vêtement[
Q m

p=1
Q n

q=1 (S(v0�
p ) � S (v0�

q )) ]1=2, lorsque lesv�
1; : : : ; v�

m ; u�
1; : : : u�

n et
v0�

1 ; : : : ; v0�
m ; u0�

1 ; : : : u0�
n ne di�èrent que d'un élément.

Un calcul similaire à celui de la dualité de Kramers-Wannier introduite dans la
section 1.2.4 permet de véri�er que (e.g. [37, Proposition 3.3])

EG�
�
� v�

1
: : : � v�

m
� v�

1
: : : � v�

n

�
= EG�

�
� v�

1
: : : � v�

n
� v�

1
: : : � v�

n

�
(1.5.3)

ce qui signi�e que dans la dé�nition descorrélations mixtes, les roles joués par les
graphesG� et G� sont équivalents.

Figure 1.5.2 � Con�guration correspondant à l'insertion du désordre le
long de l'interface
 (déssinée en rouge), reliantv�

1 à v�
c . On peut calculer

alors la corrélation mixte EG� [v�
1v�

cv�
1v�

c ], où les sommetsv�
c et v�

c sont
adjacents au même coinc 2 � . Cette quantité dépend (au signe près) du
nombre d'intersection entre
 et de chemin (entre arêtes duales) reliant
v�

1 à v�
c .
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1.5.2 . Construction des corrélateurs

On va a présent utiliser le formalisme du désordre introduit précédemment, mais
pour construire une fonction dé�nie sur l'ensemble des coins deG. On appelera
ces fonctions descorrélateurs de Kadano�-Ceva. Avant cela, on commence par
rappeler une paramétrisationabstraite des poids d'Ising déjà mentionnée dans les
paragraphes précédents. On rappelle qu'il existe une identi�cation naturelle entre
une arêtee de G et une facez(e) de �( G). On dé�nit le paramètre abstrait� z(e)

par
� z(e) := 2 arctan x � (e) 2 (0; 1

2 � ): (1.5.4)

Ici � z(e) n'a pas spécialement d'interprétation géométrique.
En utilisant les formules de trigonométrie usuelles, on remarque directement

que cos(� z(e) ) = (1 � x � (e)2)(1 + x � (e)2) � 1 ainsi quesin(� z(e) ) = 2 x � (e)2(1 +
x � (e)2) � 1. Pour m et n deux entiers pairs, on considère une expression decorrela-
tion mixte où l'un des spins et l'un des désordres sont choisis comme étant voisins
dans�( G). Pour un coinc 2 �( G), soient v� (c) 2 G� et v� (c) 2 G� les deux
sommets de�( G) reliés viac. On dé�nit de manière purement formelle le fermion
au coinc par

� c := � v� (c) � v� (c) : (1.5.5)

Plus précisément, on dé�nitle corrélateur fermionique de Kadano�-Ceva(1.5.2)
en posant (voir e.g. [37, Proposition 3.3]) pour un coinc de � �

$ (G)

X $ (c) := EG� [ � c� v�
1

: : : � v�
m � 1

� v�
1

: : : � v�
n � 1

]: (1.5.6)

Ainsi, lorsque les points de$ sont �xés, la quantitéX $ (c) est bien dé�nie au signe
près, dont on peut à nouveau lever l'ambiguïté lorsqu'on la dé�nit sur le revêtement
� �

$ (G). Ainsi, on va considérer les corrélation mixtes comme une fonction de la
variablec.

L'objectif �nal de notre utilisation des corrélateurs de Kadano�-Ceva est d'étu-
dier leur limite d'échelle, dans un sens que l'on précisera par la suite. Pour cela,
ce sont des fonctions remarquables puisqu'elles véri�ent une relation locale très
simple, qui s'interprétera ensuite comme une forme d'holomorphie discrète. On dé-
taille à présent cette relation locale, qui est purement abstraite et ne requiert pas
de plongement particulier.

Les notations des lignes suivantes correspondent à la �gure ci-dessous. On
considère le quadrilatèrez = ( v�

0v�
1v�

1v�
0) dont les sommets sont donnés dans

l'ordre trigonométrique et pour lesquels on choisit trois relèvements decpq, cp;1� q

et c1� p;q consécutifs dans� �
$ (G) (en notant cpq = ( v�

pv�
q)). Dans ce cas là, le

corrélateur fermionique de Kadano�-Ceva satisfait une equation linéaire de propa-
gation locale très simple autour dez(e), dont les coe�cients dépendent uniquement
de la constante de couplageJ �

e du modèle via la paramétrisation(1.5.4) . On a
alors (e.g. [37, eq (3.11)])

X $ (cpq) = X $ (cp;1� q) cos� z(e) + X $ (c1� p;q) sin � z(e) : (1.5.7)
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Figure 1.5.3 � Notations utilisées pour la relation de propagation à
trois termes (1.5.7). Les coins sont représentés par des triangles, avec
deux relèvements du même coin dans le revêtement représentés par des
triangles orientés à l'opposé l'un de l'autre. Les coins voisins dans le
revêtement sont reliés par les traits pointillés. Le graphe des coins branche
localement autour dez 2 } (G).

Cette relation locale a été introduite sous cette forme par Mercat (voir e.g. [129,
Section 4.3] mais celle-ci a été mentionée par Dosentko [56] et apparaît aussi dans
les travaux de Perk [142, 141]) et se démontre de manière formelle (e.g. [37, Re-
marque 3.12]) en remarquant (via(1.2.9)) que� v�

0
� v�

1
sin(� z) = 1 � cos(� z)� v�

0
� v�

1
,

ce qui revient à considérer de manière combinatoire les con�gurations contenant ou
non l'arêtee = ( v�

0v�
1) dans le calcul de la corrélation(1.5.2). En particulier, toute

solution de(1.5.7) est automatiquement un spineur (c'est une conséquence algé-
brique très simple de la relation(1.5.7)). C'est cette relation(1.5.7) qui explique
la possiblité de construire des observables holomorphes discrètes. Il est crucial de
noter que cette relation estabstraiteet ne nécessite pas de �xer d'un plongement
de G dans le plan.

On �xe à présent un plongementS : �( G) ! C de �( G) dans le plan et on
dé�nit

� c := &� exp
�

� i
2 arg(S(v� (c)) � S (v� (c)))

�
; &:= ei �

4 ; (1.5.8)

où le pré-facteur& est choisi pour être consistant avec les notations de [48, 33].
L'ambiguïté de signe dans la dé�nition de� c peut être a nouveau évitée en tra-
vaillant sur� � (G). Dans le cas ouS est un plongement isoradial,z = ( v�

0v�
0v�

1v�
1)

est un losange et on peut voir directement que� c est une solution de(1.5.7). Plus
généralement, les produits de la forme

� cX $ (c) : � $ (G) ! C (1.5.9)

sont des spineurs sur le revêtement� $ (G), branchant uniquement autour des
sommets de l'ensemble$ = f v�

1; : : : v�
m� 1; v�

1; : : : v�
n� 1 utilisés pour la construction

des corrélateurs réalisée via(1.5.6).
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Un ingrédient essentiel pour l'analyse des spineurs est l'introduction de la fonc-
tion abstraiteHX $ associée au corrélateurX $ . Cette fonction est une forme qua-
dratique du spineurX qui s'avère fort utile pour étudier la limite d'échelle des
observables complexi�ées mais aussi de construire les s-plongements 1.7. Il est à
noter que la présence des branchements n'in�ue pas sur la dé�nition deHX $ et on
ne mentionnera pas l'indice$ dans la dé�nition qui suit (ici seule la relation locale
(1.5.7) importe pour la consistance de la dé�nition). La dé�nition suivante, a été
introduite dans une forme équivalente par Smirnov dans [162], mais son extension
à } (G) a été faite pour la premiere fois dans [33]

De�nition 1.5.1. Soit X un spineur sur � � (G) satisfaisant l'équation(1.5.7).
On peut alors dé�nir à une constante additive près la fonctionHX sur �( G) [
} (G) via ses incréments pourp; q = 0 ; 1

HX (v�
p(z)) � HX (z) := X (cp0(z))X (cp1(z)) cos� z;

HX (v�
q(z)) � HX (z) := � X (c0q(z))X (c1q(z)) sin � z;

HX (v�
p(z)) � HX (v�

q(z)) := ( X (cpq(z))) 2;
(1.5.10)

où les coins sont choisis comme étant consécutifs sur� � (G). Cette dé�nition
est purement combinatoire, et sa consistance provient directement de l'équa-
tion de propagation (1.5.7).

1.5.3 . L'observable de Smirnov sur les graphes isoradiaux

On explique à présent l'étape décisive faisant le lien entre le modèle d'Ising
et sa limite d'échelle dans le continu. Cette percée majeure est due à Smirnov
[162, 160] dans ses travaux fondateurs sur le modèle critique sur le réseau carré et
a été développée par la suite sur les grilles isoradiales. En des mots très simples,
l'idée de Smirnov consiste à construire des fonctions discrètes holomorphes dé�nies
uniquement par leur conditions de bord et singularités, et qui composent bien avec
les interfaces et corrélations du modèle d'Ising. Il s'agit alors de prouver l'existence
et l'invariance conforme d'une limite d'échelle pour ces observables discrètes a�n
de prouver l'existence et l'invariance conforme d'une limite d'échelle du modèle
d'Ising. On présente ici la première observable introduite par Smirnov, c'est à dire
l'observable FK-Ising avec condition de bordDobrushin, qui a mené ensuite à une
activité très importante autour de l'invariance conforme comme le montrent les
nombreux résultats rappelés dans la section 1.8.

On utilise dans ce qui suit les notations de la �gure 1.5.4 (qui utilise des
notations semblables à [33, Figure 2]). On �xe un domaine �ni
 d'une grille
isoradiale avec des conditions de bord dites Dobrushin, c'est à dire que son bord
@
 (toujours avec les notations de la �gure 1.5.4) se divise en

� Un arc (ab) � de sommets du graphe primal (en pointillés rouges).

� Un arc (ba) � de sommets du graphe dual (en pointillés bleus).
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� Les deux arêtes de�( G) qui passent par les coinsa et b (pointillés violets).

Tous les sommets de(ba) � sont branchésensembles (représenté par l'arc bleu)
et tous les sommets de(ab) � sontbranchésensembles (représenté par l'arc rouge).
Le bord du graphe�( G) est représenté en pointillés verts. Il s'agit donc, si on
considère le point de vue du modèle surG� comme des conditions branchées sur
(ba) � etlibres sur (ab) � . On considère alors le modèle FK-Ising sur
 avec les
conditions de bord ci-dessus, et dé�nit grâce à cela

� 
 a;b l'interface la plus à gauche relianta à b et séparant le cluster primal
attaché au spin de bord(ba) � du cluster dual attaché au désordre de bord
(ab) � . L'interface séparant des éléments deG� et de G� , elle s'interprète
directement comme une suite de coins voisins dans� qui débute ena et
termine enb. Cette interface est representée en orange.

� Pour un coin c appartenant à
 a;b, on dé�nit wind(
 a;b; a ! c) l'incrément
de l'argument (compté algébriquement) le long du chemin
 a;b entrea et c.
Si c n'appartient pas à
 a;b, on pose wind(
 a;b; a ! c) := 0 .

C'est avec ces objets que Smirnov dé�nit pourc 2 �( G) la fonction [160, eq (19)]

F (c) := � aEFK



�
1[c 2 
 a;b] exp

�
�

i
2

wind(
 a;b; a ! c)
��

; (1.5.11)

où la mesure de probabilitéEFK

 est rappelée dans la section 1.2.5. Cette formule

semble à priori étrange, ésotérique et di�cile à exploiter. En réalité,cette fonction
qui a été introduite de manière purement combinatoire par Smirnov sans utiliser
de lien avec formalisme de Kadano� et Cevas'avère être une complexi�cation du
formalisme de Kadano� et Ceva i.e. la fonctionF de (1.5.4) coïncide exactement
avec� cE

w/f

 [� c� (ab) � � (ba) � ] (voir e.g. [35, Remarque 3.2]).

1.5.4 . S-holomorphie des observables et étude de leur limite d'échelle

La construction des observables fermioniques présentées ci-dessus ne permet
pas pour l'instant de faire quelconque passage à la limite d'échelle et construire de
lien avec l'analyse complexe. En e�et, ces observables sont a priori pour l'instant
des fonctions réelles ou bien avec une phase complexe prescrite par le réseau (sur la
grille carrée, il n'y a que4 directions possibles pour� c). Pour les étudier, Smirnov
prend une combinaison linéaire [160, Section 2] de la fonction sur les coins d'un
même losange de} (G) pour en faire une fonction holomorphe discrète sur} (G). Il
lui reste alors à prouver que ces observables holomorphes discrètes convergent bien
pour en extraire de l'information reliant discret et continu. La dé�nition cruciale
est celle de la s-holomorphie que l'on présente maintenant, introduite dans [160,
Dé�nition 3.1] et dont le nom a été �xé dans [48, Dé�nition 3.1]. On note Pr[�; � R]
l'opérateur de projection orthogonale usuel, qui a un nombre complexe~z 2 C
associe Pr[z; � R] son projeté orthogonal sur la droite� R � C.
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Figure 1.5.4 � Exemple d'un domaine avecdes conditions de bord Do-
brushin. Toutes les faces de l'arc(ba)� constituent un unique spinalors
que tous les sommets de l'arc(ab)� constituent un unique désordre. Les
quadrilatères de bord sont notés par des losanges. Les coinsa et b font la
jonction entre les deux arcs de bord. L'interface relianta à b en séparant
les clusters primaux et duaux pour le modèle FK est matérialisée, en
orange, par la suite des coins qu'elle traverse.
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De�nition 1.5.2. On dit qu'une fonction F dé�nie sur un sous-ensemble de
} (G) est s-holomorphesi pour chaque pairez; z0 2 } (G) de faces adjacentes
de �( G), dont l'arête commune est(v� (c)v� (c)) (avec c 2 �( G)), on a

Pr[F (z) ; � cR] = Pr[ F (z0) ; � cR] (1.5.12)

Dans le cadre critique isoradial sur une grille de pas� , la notion de s-holomorphie
est complètement équivalent à l'existence au fait que la relation de propagation
(1.5.7) soit vraie. Plus précisément, un spineurX �

$ : � �
$ (G) ! R satisfait l'équa-

tion de propagation(1.5.7) autour d'un quadrilatèrez 2 } (G) si et seulement si
il existe un nombre complexeF �

$ (z) tel que (e.g. [37, Section 3.6])

X �
$ (c) = � c�

1
2 Pr[F �

$ (z); � cR]; (1.5.13)

pour tous les coinsc du losangez. On peut donc construire à partir de chaque spi-
neurX �

$ une fonction s-holomorpheF �
$ sur le revêtement de} qui branche autour

des points de$ = f v�
1; : : : ; v�

m� 1� ; v�
1; : : : v�

n� 1g, et inversement on peut recons-
truire chaque spineurX �

$ à partid=r d'une fonction s-holomorpheF �
$ . La fonction

F$ est discrète holomorphe au sens où l'intégrale discrète véri�e
H

F �
$ (z)dz = 0

[48, Lemme 3.3], ce qui assure en particulier (modulo la pré-compacité des fonc-
tions F � sur des grilles des pas� ! 0) que la limite desF � est bien une fonction
holomorphe.

1.5.5 . Le problème de Riemann-Hilbert et détermination de la li-
mite d'échelle

On vient de voir que les observables de Smirnov correspondent sur les graphes
isoradiaux à des fonctions discrètes holomorphes construites à partir du modèle
d'Ising. Pour prouver l'existence d'une limite d'échelle, Smirnov montre que pour
une suite de grilles isoradiales� � de paramètre� ! 0, la suite des observables
(F � ) �> 0 est pré-compacte [160, Lemma 5.3] (ainsi on peut en extraire des sous-
suites convergentes) et caractérise la limitef [160, Lemma 4.11]. Pour cela, l'in-
grédient crucial est l'utilisation de la partie imaginaire de la primitive du carré d'une
fonction s-holomorphe. Cette primitive permet de prouver non-seulement la pré-
compacité des(F � ) �> 0 mais aussi caractériser la limite d'échelle. On commence
par dé�nir cette fonction en des termes plus précis, suivant la dé�nition originale
donnée dans [162, eq (20)] et [160, Lemme 3.6].

De�nition 1.5.3. Soit F � une fonction s-holomorphe sur une grille isoradiale
et z = ( v�

0v�
0v�

1v�
1) 2 } (G). On peut alors dé�nir (à une constante additive

près) la fonction HF � : �( G) 7! R simultanément sur G� et sur G� et dont les
incréments sont donnés par

HF � (v�
1) � HF � (v�

0) := ( v�
1 � v�

0)F � (z)2 (1.5.14)

HF � (v�
1) � HF � (v�

0) := ( v�
1 � v�

0)F � (z)2 (1.5.15)
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Alors la fonction HF � dé�nie sur �( G) par. De plus si X � et F � sont reliées
par la relation X (c) = �

1
2 � cProj [F (z); � cR], alors HF � et HX � coïncident à une

constante additive près (voir par exemple [48, Proposition 3.6]).

Pour l'observable FK-Dobrushin (mais de manière plus générale lorsqu'un des
spins de$ est attaché au bord du domaine),HX � est constante sur l'arc(ba) �

ainsi que sur l'arc(ab) � . Traduit pour l'observableF � , cela implique que pour
z 2 @
 � un losange de bord, on a(F � )2(z) 2 � R où � est la normale dirigée
vers l'extérieur du domaine discret [48, eq (3.16)]. Cette condition de bord est
relativement instable vis à vis de la géométrie locale �ne d'une approximation
d'un domaine, au contraire de la fonctionH � = HF � = HX � (dans le cadre de
l'observable Dobrushin mais aussi dans un cadre plus général après adaptation au
contexte). La fonctionH � permet de

� Prouver la pré-compacité des fonctionsF � [48, Section 3.5]. Si les oscil-
lations deH � sont bornées, alors la famille desF � est pré-compacte. En
particulier on peut supposer en passant à une sous-suite queF � ! f et
H � ! h = 1

2

R
Im[f 2dz] uniformément sur les compacts de
 . De plus

comme dans le discret les intégrales de contour sont nulles, le théorème de
Morera assurant quef est holomorphe (et ainsi queh est harmonique).

� Prouver que les conditions de Dirichlet deH � passent à la limite continue
[48, Section 5] i.e.h hérite des conditions de bord discrète deH � . Dans le
cadre de l'observable FK Dobrushin, au coins de rami�cation on ajX � j = 1 ,
alors on peut choisir la constante additive telle queH � ait des conditions
de bord0 sur l'arc (ba) � et 1 sur l'arc (ab) � [160, Lemme 4.11]. La preuve
de la survie des condition de bord n'est pas aisée et se base sur le fait que
H � (pour le Laplacien naturel dé�ni e.g. [47, Section 1.2]) est une fonction
sous-harmonique surG� et sur-harmonique surG� . Autrement dit, H � est
déjà presqueune fonction harmonique dans le discret et cela est su�sant
pour prouver que les conditions de bord deh correspondent à celles deH � .
A la limite on a donch = hm
 (�; (ab) � ), la mesure harmonique de l'arc(ab) �

sur dans le domaine
 , ce qui prouve l'unicité des limites de sous-suites et
donc la convergence def .

L'invariance conforme des mesures harmoniques prouve l'invariance conforme
def =

p
i@zh d'un domaine à l'autre. Pour prouver l'invariance conforme d'autres

observables fermioniques (les résultats sont rappelées dans la section 1.8), les
mêmes méthodes s'appliquent en prouvant l'invariance conforme de la limite d'échelle
d'observables via l'invariance conforme de la solution au problème de Riemann-
Hilbert associé, qui se résume en général à des conditions de bord, de l'harmoni-
cité et l'identi�cation de singularités. Il est à noter que la comparaison entreH �

et les fonctions harmoniques discrètes sur les grilles isoradiales est cruciale pour
prouver toutes ces convergences, et n'admet encore aujourd'hui pas d'explication
conceptuelle allant au-delà de la véri�cation d'une positivité d'une certaine forme
quadratique.
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Ces dernières années, une approche remarquable a été développée par Park
[138, 137], qui a adapté la notion de fonctions s-holomorphes au modèlemassif
Z-invariant (avec un nomeq = 1

2m� sur la grille de pas� , c'est à dire dans le cadre
presque critique), en utilisant la même complexi�cation que Smirnov mais avec des
projections sur des directions modi�ées correspondant à unlosange virtuelcritique
[137, Proposition 4]. Park prouve dans ce cadre-là les limitesf de sous-suites de
fonctions s-holomorphes ne sont plus holomorphes mais deviennent des solutions
de l'équation de Dirac@f+ im f = 0 [138, Section 1.2]. Le passage à la limite pour
la fonctionH � s'avère aussi être plus di�cile. Surtout l'étude de la limite d'échelle
dans le continu (en particulier lorsque les bords des domaines ne sont pas lisses)
est beaucoup plus élaborée et fait appel à un principe de similarité de Bers [138,
Théorème 3.2], qui réécrit les solutions de@f+ im f = 0 comme ressemblant à des
fonctions holomorphes, et permet d'étudier de manière précise leur comportement.

Malgré divers e�orts et un travail en cours de Chelkak, Park et Wan [46], il
n'est pas su�sant de prouver la convergence de l'observable FK pour déterminer
la limite d'échelle des interfaces FK séparant les clusters primaux et duaux pour
le modèle massif surZ2 vers une famille de courbes qui serait unemodi�cation
massive du SLE. Le problème persistant semble être l'identi�cation de la loi limite
de l'interface aléatoire associée au modèle massif.

1.6 . Du classique au quantique

Le modèle d'Ising quantique uni-dimensionnel est une chaine de spins dé�nie
sur Z introduite par Pfeuty dans [145]. Pour le construire, on commence par se
donner deux paramètres positifs� et � qui représentent respectivement l'intensité
de l'interaction entre voisins et l'intensité de l'interaction avec le champ transverse.
Comme d'usage en mécanique quantique, on note� (1) and � (3) les matrices de
spin 1

2 de Pauli données par

� (1) :=

 
0 1
1 0

!

; � (3) :=

 
1 0
0 � 1

!

:

Ces matrices agissent sur un espace d'état des spinsC2 �= Vect(j+ i ; j�i ), où l'on
a fait l'identi�cation entre j+ i avec(1; 0) et j�i avec(0; 1). On peut alors dé�nir
l'opérateur � (1)

x (par produit tensoriel) qui correspond à la matrice de Pauli� (1)

sur la cordonnéex de
N

Z C2 et qui vaut l'identité partout ailleurs (et on fait de
même pour� (3)

x ). Le Hamiltonien du système quantique est alors l'opérateur

H = � �
X

x� y
� (3)

x � (3)
y � �

X

x2 V

� (1)
x ;

agissant sur l'espace de Hilbert
N

Z C2.
Ce modèle est lui aussi exactement soluble [145], et l'opérateure� �H , qui peut

être vu comme un quanti�cation de la mesure de Gibbs du modèle classique [89, eq
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(2.11)]. Comme remarqué par Aizenmann, Klein et Newman [2], ce modèle quan-
tique peut s'interpréter comme une évolution spatio-temporelle d'une con�guration
de spins surZ via un méthode d'intégrale de chemin, où la variable� représente le
temps. Il existe plusieurs expansions formelles de l'opérateure� �H basées sur l'iden-
tité [89, eq (2.12)], qui mènent aux diverses représentations (spatio-temporelle, FK,
courants aléatoires) et donnent une interprétation des résultats du modèle quan-
tique via leur analogue classique en dimension 2 ([81, 20, 22, 109]). Ces di�érentes
représentations ont permis en particulier de prouver l'existence d'une transition de
phase continue et abrupte (voir par exemple deux approches di�érentes données
dans [20, 62]) du modèle au point critique�� = 2 .

1.6.1 . Combinatoire du modèle

On présente maintenant la combinatoire et la dé�nition du modèle quantique
via sa représentation spatio-temporelle en dimension2 sur le réseau demi-discret,
utilisée en ces termes par Li [109].Contrairement aux autres chapitres de ce ma-
nuscrit et pour préserver le sens physique, les spins sont assignés ici au graphe
primal et les opérateurs de désordres (dé�ni comme dans(1.5.1)) sont assignés
au graphe dual. Les dé�nitions utilisées correspondent à celles données par Li dans
[109, Section 3.1]. On se donne un domaine simplement connexe
 � C et � > 0
et dé�nit par analogie avec le modèle classique :

� 
 �
� = 
 \ � (2Z � R) le domaine primal, où sont assignés les spins.

� 
 �
� = 
 \ � (2Z + 1) � R) le domaine dual, où sont assignés les désordres.

� On dé�nit par analogie le graphe �(
 � ) := 
 �
� [ 
 �

� que l'on appelle le
graphe médial. Les voisins d'un sommet(x; t ) 2 � (2Z � R) 2 
 �

� dans
�(
 � ) sont les faces(x � �; t ) 2 � (2Z + 1 � R) 2 
 �

� .

� Les arêtes du graphe bipartite�(
 � ) sont comme pour le modèle classique
en bijection avec�(
 � ), l'ensemble des demi-arêtes, dont les sommets sont
appelés les coins.

Les sommets du graphe primal sont typiquement notés paru alors que les sommets
du graphe dual sont typiquement notés parv et les coins parc. On dit queu et
v sont voisins dans�(
 � ) s'ils ont la même coordonnée verticale et que leur co-
ordonnées horizontales respectives di�èrent de� � . Lorsque
 �

� et 
 �
� approximent

un domaine simplement connexe
 borné du plan, la dé�nition du modèle primal
avec condition de bord+ est faite via deux aléas successifs, dont le premier est un
processus de Poisson ponctuel. En suivant le formalisme introduit par Aizenman
Klein et Newman dans [2], on commence par se donner deux paramètres positifs
�; � et on dé�nit � �

� un processus de Poisson ponctuel de paramètre� sur les lignes
de 
 �

� . L'ensemble dénombrable des points de� �
� est notéD , dont les éléments

sont appeléspoints de décès. Une fonction� : 
 �
� ! f +1 ; � 1g est dite être une

con�guration de spins compatibleavecD si elle est constante sur chaque com-
posante connexe de
 �

� nD. On note alors
S

�( D ) l'ensemble des con�gurations
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� compatibles avecD, et dé�nit la mesure ces con�gurations pour une fonction
mesurableF :

S
�( D ) ! R par la formule

Espin
�;� [F (� )] :=

� �
�

hP
� 2 �( D ) F (� ) exp

�
� �

2H(� )
�i

� �
�

hP
� 2 �( D ) exp

�
� �

2H(� )
�i ; (1.6.1)

où � > 0, H est le HamiltonienH(� ) := � Leb� (" v), avec Leb� la mesure de
Lebesgue sur le graphe dual (c'est à dire la somme des intégrales de Lebesgue sur
toutes sur les lignes duales) et" v = � v+ � v� 2 � 1 la densité d'énergie au point
v 2, c'est à dire le produit des spins voisins dev dans �(
 � ). La fonction de
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(1.6.2)
Le modèle est donc une généralisation du modèle classique avec une interaction

entre voisins horizontaux et admet lui aussi une transition de phase lorsque le ratio
� = �

� = 2 [62]. Lorsque ce ratio est supérieur à2, la magnétisation en volume
in�ni est strictement positive [62, Théorème 1.5], on se trouve dans lerégime
sous-critique. Lorsque ce ratio est inférieur que2, la corrélation entre spins décroit
exponentiellement vite avec leur distance [62, Théorème 1.5], c'est lerégime sur-
critique. En�n lorsque ce ratio vaut2, cette corrélation décroit polynômialement
avec leur distance [62, Théorème 1.5], c'est lerégime critique.

Une des manières de prouver cette transition de phase est d'utiliser le modèle
classique sur les graphes isoradiaux rappelé dans la section 1.3.1, en remarquant que
la loi du modèle spatio-temporel présenté ci-dessus sur le réseau semi-discret est la
limite faible des lois du modèle classique sur une suite de grilles isoradiales de plus
en plus aplaties [62, Proposition 5.1]. Considérons comme dans la �gure 1.6.1 le
réseauG" constitué d'arêtes horizontales 'longues' de longueur� cos"

2 et d'arêtes
verticales 'courtes' de longueur� sin "

2 . Lorsque" ! 0 tend vers0, le réseau
isoradial "converge" vers le réseau semi-discret. En choisissant des constantes de
couplage horizontaleJ �

h et verticaleJ �
v véri�ant tanh(J �

h ) � �
2" et 1� tanh(J �

v ) �
2� " (ici � � = 1 ), la loi de la collection des contours donnée par 1.2.2 surG"

converge faiblement vers� �
� [62, Proposition 5.1].

Il est donc naturel de chercher à obtenir les résultats de convergence des cor-
rélations du régime critiques comme des analogues du cas classique, établis pour
les grilles isoradiales avec des angles bornés avant le passage" ! 0. Cependant il
n'est pas aisé d'échanger les limites" ! 0 et � ! 0, c'est pourquoi notre travail
avec Li introduit dans le chapitre 4 le formalisme de Kadano� et Ceva dans le
domaine semi-discret a�n de construire des preuves dans ce cadre là.

1.7 . Les s-plongements
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Figure 1.6.1 � Le domaine aplatit G" qui 'converge' vers le réseau semi-
discret à la limite. (Gauche) Représentation isoradiale de�( G" ) lorsque
� = 1

2 . (Droite) Domaine primal avec les sommets duaux.

Les paragraphes précédents présentent les outils servant de base pour prouver
l'existence et décrire la limite d'échelle des modèles d'Ising critiques et presque
critiques sur les grilles isoradiales. Le cadre isoradial ne couvrant pas l'intégralité des
graphes pondéréset en particulier ne permet déjà pas de traiter tous les modèles
critiques sur les graphes doublement périodiques, pour lesquels la condition de
criticalité a été prouvée par Cimasoni et Duminil-Copin [52, Théorème 1.1]. Ces
dernières années, Chelkak a proposé et implémenté dans [33, 34] une procédure
partant d'un grapheabstrait et fournissant un dessinexplicite de son plongement
dans le plan. Ce plongement est adapté aux méthodes d'analyse complexe discrète
et permet déjà de prouver dans certains cas des résultats de convergence.

On suit dans cette section les notations de [33] pour rester consistant avec
l'article fondateur de cette approche du modèle d'Ising. La première observation
de Chelkak provient de la fonctionH introduite par Smirnov dans le cadre isoradial
et dé�nie par (1.5.14). On rappelle en premier lieu que la fonctionc 7! �

1
2 � c est

solution de l'équation de propagation(1.5.7). Il est remarquable de noter que si
� � est le plongement isoradial de pas� , alors

� � (v� (c)) � � � ((v� (c)) = H � (v� (c)) � H � ((v� (c)) = � i [�
1
2 � c]2 (1.7.1)

Cela a poussé Chelkak à proposer la dé�nition suivante dans [34, Section 6] et [33,
De�nition 2.1]. Il est crucial dans toute la suite de remarque que l'idée de
Chelkak s'applique à n'importe quel graphe abstrait pondéré (qu'il soit �ni
ou in�ni) et décrit une procédure pour lui associer un dessin dans le plan.

De�nition 1.7.1. Soit (G; x) un graphe planaire pondéré etX : � � (G) ! C
une solution à l'équation de propagation (1.5.7). On dit queS = SX : �( G) !
C est un s-plongement de(G; x) associé àX si pour tout c 2 � � (G) on a

S(v� (c)) � S (v� (c)) = ( X (c))2: (1.7.2)

On note S� (z) � C le quadrilatère formé des sommetsS(v�
0(z)) , S(v�

0(z)) ,
S(v�

1(z)) , S(v�
1(z)) , qui est l'image du quadrilatère z = ( v�

0(z)v�
0(z)v�

1(z)v�
1(z))

par S. On dit que le s-plongement estpropre si les quadrilatèresS� (z) ne se
recouvrent pas mutuellement et non dégénéré si aucun des quadrilatèresS� (z)
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n'est réduit à un segment. En particulier, on ne requiert pas de convexité pour
S� (z).

Plusieurs faits sont à souligner dans la de�nition précédente

� La dé�nition dépend d'un graphe pondéré(G; x) ainsi qued'une solution
X �xée de (1.5.7) sur G. Une foisX �xé, on considère le plongement et ne
mentionne plus la dépendance enX .

� Tout graphe, qu'il soit �ni (avec une face extérieure �xée) ou bien in�ni
admet une solution non triviale de(1.5.7), ainsi il existe toujours un s-
plongement (pas forcement propre).

� Le s-plongement n'est absolument pas unique, puisqu'on peut déjà voir
qu'avec une solution complexe (non réelle) non trivialeX de (1.5.7) sur
G, alorsX permet de construire unautre s-plongement.

� Tout graphe �ni (avec une face extérieure �xée) admet un s-plongement
propre (ce résultat ne semble pas avoir de référence publiée est dû à Chel-
kak).

� Les translations, rotations, homothéties et conjugaisons de s-plongements
sont encore des s-plongements.

Il est aussi possible d'étendre cette dé�nition à} (G) en posant comme dans
[33, eq (2.5)]. En e�et considérons comme dans la section 1.5.2 une arêtee de G
dont le poids estxe = tan( � e

2 ). En suivant à nouveau les notations de la �gure
??, on dé�nit le quadrilatèrez = ze = z(v�

0v�
1v�

1v�
0) 2 } (G) qui est naturellement

associé à l'arêtee, et labellise les sommets de�( G) appartenant àz dans l'ordre
trigonométrique. On pose aussi� z = � e. Pour des relèvements des coinscp0 et cp1

(respectivement,c0q et c1q) choisis comme voisins dans� � (G) (en rappelant que
cpq = ( v�

pv�
q)) on dé�nit le point S(z) par

S(v�
p(z)) � S (z) := X (cp0)X (cp1) cos� z;

S(v�
q(z)) � S (z) := �X (c0q)X (c1q) sin � z;

(1.7.3)

La dé�nition de S est consistante grâce à l'équation de propagation(1.5.7) et ne
nécessite pas que le s-plongement soit propre ou non-dégénéré.

D'un point de vue géométrique (voir e.g. [33, Section 2.2]) une faceS� (z)
dans un s-plongement est un quadrilatèretangent dont le centre (qui correspond
à l'intersection des quatre bissectrices) est le pointS(z) dé�ni par (1.7.3). Une
illustration est donnée dans la �gure 1.7.1. Ce point est aussi lecentre du cercle
inscrit dont le rayon est notér z. Ici la tangence à un cercle est comprise (dans
le cas d'un quadrilatère non-convexe) comme la tangenceaux lignescontenant
les arêtes deS� (z). On peut voir de manière élémentaire qu'un quadrilatère est
tangent à un cercle si et seulement sila somme alternée des longueurs de ses côtés
est nulle. Il est en particulier possible de retrouver le rayonr z et le paramètre d'Ising
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� z grâce aux propriétés géométriques deS� (z). En notant ' vz le demi-angle du
quadrilatère tangentS� (z) en S(v), on a alors [33, eq (2.7)-(2.8)]

tan � z =
� sin ' v�

0 z sin ' v�
1 z

sin ' v�
0 z sin ' v�

1 z

� 1=2

et (1.7.4)

r z = Im[ X (c01(z))X (c00(z)) ] cos� z = Im[ X (c00(z))X (c10(z)) ] sin � z: (1.7.5)

Certaines des propriétés géométriques des s-plongements ont aussi étudiées
par Melotti, Ramassamy et Thevenin dans [128] (voir aussi une étude sur les t-
plongements dans [103]).

Il est crucial de comprendre qu'il est toujours possible de construire un
s-plongement d'un graphe (�ni ou in�ni) à partir d'une solution de (1.5.7).
Cependant, pour appliquer la théorie développée ci-dessous et prouver des
résultats concernant le modèle d'Ising associé, il est nécessaire de véri�er
que le s-plongement sur lequel on travaille (qui dépend du choix de la
solution de (1.5.7) utilisée) est propre, c'est à dire que les faces distinctes
ne se recouvrent pas en dehors des arêtes qui les séparent.

Le second objet d'importance pour réaliser de l'analyse complexe discrète sur
les s-plongements est la fonction dite d'origami, dont on rappelle la dé�nition
maintenant, introduite dans [33, Dé�nition 2.2]. On se donnev� (c) � v� (c) deux
sommets de�( G) adjacents au même coinc 2 �( G).

De�nition 1.7.2. Soit S = SX un s-plongement. Il est possible de dé�nir
(à une constante additive près) la fonction d'origamiQ = QX : �( G) ! R par
ses incréments

Q(v� (c)) � Q (v� (c)) := jX (c)j2 = jS(v� (c)) � S (v� (c)) j : (1.7.6)

Le nom de la fonctionQ provient de l'art japonais consistant à plier replier un
papier sur lui même, ce qui est de manière pratique une preuve de la consistance
de la dé�nition deQ. La fonctionQ est 1-lipschitzienne, car elle n'augmente pas
les distances. La consistance de cette dé�nition provient à nouveau de(1.5.7) et
se traduit géométriquement sur la somme alternée nulle des longueurs du quadrila-
tère. L'exemple le plus simple de calcul d'une fonction d'origami est sur une grille
isoradiale� � de pas� . En choisissant correctement la constante additive dans la
dé�nition de Q, alorsQ = � pour tous les sommets de� � (G� ) et Q = 0 pour tous
les sommets de� � (G� ). La fonction d'origami est cruciale car c'est elle qui dicte
l'équation locale véri�ée par la limite d'échelle des observables fermionique lorsque
l'on passant à la limite continue.

Comme on le précisera dans les paragraphes suivants, lorsqueS est propre
et non dégénéré, le plongementS : �( G) [ } (G) ! C peut être vu comme un
t-plongementT (dont la dé�nition issue de [45] est rappelée dans les prochaine
lignes), ce qui permet d'étendreQ linéairement par morceau surtout le plan (et
non uniquement aux arêtes de�( G)).
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Quelques exemples de graphes pondérés que l'on peut étudier
en utilisant le formalisme des s-plongements, c'est à dire qui
admettent un s-plongement propre Le formalisme des s-plongements
est dans la présentation que l'on en a fait jusqu'ici relativement aride. On explique
maintenant que ce formalisme est su�samment général pour pouvoir étudier les
di�érentes classes de graphes pondérés suivantes qui ont déjà étudiées auparavant,
lorsque l'on les équipe des poids d'Ising appropriés

� Les graphes �nis

� Les grilles isoradiales équipées de leur poids Z-invariants critiques introduit
dans la section 1.3.1, avec un générateurX = � c.

� Les grilles isoradiales avec angles bornés équipées de leur poids Z-invariants
massifsi.e. on prendq = 1

2m� sur la grille de pas� , via la procédure de
re-plongement introduite dans le chapitre 3. Ici le générateurX correspond
aux exponentielles discrètes massives introduite par Boutillier de Tilière et
Raschel dans [27, 28].

� Les grilles doublement périodiques critiques (pour lesquels la condition de
criticalité a été déterminée par Cimasoni et Duminil-Copin dans [52] ). Dans
ce cadre là, le s-plongement associé est unique à rotation, conjugasion et
translation près comme démontré dans [33, Lemma 2.3], où le choix du
générateur est fait à partir de deux solutions linéairement indépendantes
bi-périodiques de(1.5.7).

� Le modèle d'Ising sur lescircle patternsintroduit par Lis dans [114] avec des
poids correspondant à la température� = 1 . Cela se voit assez simplement
via les faces de�( G) se trouvent être des kites, qui correspondent bien à
un des quadrilatères tangents.

1.7.1 . Dé�nition du pas du plongement

On donne à présent une dé�nition dupas� d'un s-plongementS, en utilisant la
fonction d'origamiQ rappelée dans la dé�nition 1.7.2. Cette dé�nition correspond
à celle donnée par Chelkak Laslier et Russkikh dans [45, Section 1], se base sur
l'hypothèseLip( � ,� ) que l'on rappelle maintenant (voir [45, Hypothèse 1.1] pour
sa dé�nition originale)

Hypothèse 1.7.1 (Lip( � ,� ) ). On dit que le s-plongementS� satisfait l'hy-
pothèseLip( � ,� ) pour � < 1 si on a

jQ � (v0) � Q � (v)j � � � jS � (v0) � S � (v)j si jS � (v0) � S � (v)j � �: (1.7.7)

En particulier cela permet de construire unedé�nition du pas� du S� grâce à
Lip( � ,� ) comme nous le voyons maintenant.
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Figure 1.7.1 � (Gauche) Quadrilatère tangent d'un s-plongementS. Le
cercle inscrit est tracé en pointillés. Le coloriage des faces correspond
au coloriage bipartite du t-plongementT associé. (Droite) Image de ce
même quadrilatère tangent dans le S-grapheS � iQ.

De�nition 1.7.3. Soit S = SX un s-plongement propre,� < 1 et U un ouvert
du plan. On dit que S est de pas� sur U pour la constante � si

� := inf f � 0; Lip (�; � 0) est vraie. g

En particulier, toutes les arêtes deS sont de longueur� .

Cette dé�nition a été proposée dans [45, Section 1] pour traiter le cas de
grilles très irrégulières, où les faces sont de taille très di�érentes et où n'y a pas de
dé�nition immédiate qui correspondrait à une certaine taille typique. En particulier,
avec cette dé�nition (à� �xé), les di�érentes marches aléatoires associées au s-
plongement (qui seront détaillées dans la section 1.7.2) sont elliptiques au-delà
d'une distanter > cst(� ) � � , c'est à dire que pourr supérieur à une distance
comparable avec� , les marches aléatoires qui apparaissent naturellement dans la
théorie ont une probabilité bornée inférieurement de sortir d'une boule de rayon
par n'importe quel arc de dimension macroscopique comparable avecr .

Lorsque les angles géométriques deS� sont bornés inférieurement et que toutes
les arêtes sont de longueurs comparables entre elles (ce qui correspond à l'hypothèse
Unif( � ) dans [33, Section 1.3]), la dé�nition abstraite viaLip( � ,� ) coïncide (à
un facteur multiplicatif près) avec la longueur commune des arêtes. En particulier
lorsque l'on parle d'une limite d'échelle de s-plongements(S� ) �> 0, cette limite est
prise pour une sous-suite(S� n ) � n avec� n ! 0 lorsquen ! 1 et tous les graphes
S� n véri�ent Lip (�; � n ) pour lemêmeparamètre� < 1.

Lorsque l'on étudie la limite d'échelle de fonctions s-holomorphes sur des
s-plongements (dont la dé�nition est rappelée ci-dessous), on le fera toujours
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sous l'hypothèseLip( � ,� ) , qui permet de prouver la régularité des fonctions s-
holomorphes dans le discret ainsi que de leur analogue continu (qui s'expriment
comme nous le verrons dans les paragraphes suivants via des solutions d'équations
de Beltrami conjuguées). A l'heure actuelle, il est malheureusement encore néces-
saire d'ajouter une hypothèse supplémentaire àLip( � ,� ) sur les dégénérescences
autorisées de la géométrie locale des graphes sur lesquels on travaille. Cette seconde
hypothèse assure la pré-compacité des fonctions s-holomorphes tant que les faces
exponentiellement petites (en� � 1) ne forment pas de cluster de taille macrosco-
pique. Cette idée est précisée par l'hypothèseExp-Fat( � ) , introduite dans [45,
Section 6]. Une famille de s-plongements(S� ) �> 0 véri�e l'hypothèseExp-Fat( � )
sur un ouvertU � C si pour tout 
 > 0 :

en enlevant deU tous les quadrilatères(S� ) � (z) dont le rayon véri�e
r z � exp(� 
� � 1), le diamètre de la plus grande des composantes connexes

restantes tend vers0 lorsque� ! 0.

En particulier ces hypothèses n'utilisent pas de notiond'angles bornés ou de
comparabilité entre la longueur des arêtes, mais plutôt que la fonction d'origami
n'est pas dégénérée à partir d'un certaine échelle� et que les faces de taille expo-
nentiellement petite en� � 1 n'envahissent pas macroscopiquement le graphe.

1.7.2 . Lien avec le modèle de dimères : t-plongements et S-graphes

Il existe une multitude de liens entre le modèle d'Ising et les modèles de dimères
(on peut consulter par exemple [164, Section 2.3] ou bien encore [37, Section 3.1]
pour un rappel très complet). On présente ici en détails un de ces liens permettant
de construire un modèle de dimères à partir d'un graphe planaire équipé du modèle
d'Ising. Ceci correspond à labosonisationdu modèle d'Ising, étudiée par Dubédat
dans [58]. Dans cette section, on ne présente le formalisme et les liens entre modèle
d'Ising et dimères que le cas des graphessans face extérieure(i.e. des graphes in�nis
ou bien des graphes �nis mais loin de la face extérieure). Une discussion sur les
traitements possibles du cas de la face extérieure est donnée dans [103, Section 3].

Soit (G; x) un graphe planaire équipé du modèle d'Ising sur ses faces, dont
on se donne un plongementS dans le plan (qui n'est pas nécessairement un s-
plongement). On garde en particulier la paramétrisation des poids d'Ising par la
relation(1.5.4). On suit à présent les notations de la �gure 1.7.2 Il est possible de
construire (sans préciser ici les modi�cations au bord deG) un modèle de dimères
à partir de ce modèle d'Ising. On commence par diviser en4 triangles chaque
quadrilatèrez 2 } (G). Chaque face est à présent un triangle dont deux sommets
sont des voisins dans�( G) et le troisième sommet est le centre dez (ici le centre
n'admet pas de position naturelle en dehors du cadre des s/t-plongements). On
rappelle que chaque quadrilatèrez 2 } (G) s'associe à une arrêtee de G dont le
poids estxe = tan( � e

2 ). On note� = � z = � e l'angle associé àxe via (1.5.4).
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On considère alors le modèle de dimères [101] sur le graphe bipartite desfaces
que l'on vient de former (et dont les sommets sont notés par 'W' et 'B' en référence
à leur coloriage bi-chromatique), avec les poids [37, Section 3.1] :

� 1 entre les faces appartenant à deux quadrilatères di�érents,

� cos(� ) si les deux faces du même quadrilatère (d'angle� ) ont un sommet
de G� en commun,

� sin(� ) si les deux faces du même quadrilatère (d'angle� ) ont un sommet de
G� en commun.

Figure 1.7.2 � Con�guration de dimères associée au modèle d'Ising. Le
poids d'une arête entre deux faces adjacentes du graphe bipartite W/B
(qui correspond ici aux faces claires ou foncées). L'angle� associé au
poids est l'angle� z = � e associé au quadrilatèrez 2 } (G), lui-même
associé à l'arrêtee dont le poids estxe = tan( � e

2 ).

Pour le modèle de dimères, il existe une notion det-plongementintroduite dans
[45], qui est analogue à celle des s-plongements. Le formalisme des t-plongements
est par ailleurs équivalent à celui desjauges de Coulombintroduit dans [103] (les
liens entre les deux formalismes sont précisés dans [45, Appendix]). En quelques
mots, un t-plongementT d'un graphe planaire abstrait dont le dual est bipartite
équipé d'un modèle de dimères (sur ses faces) est le plongement de son dual dans
le plan, tel que [45, De�nition 2.1 et Figure 1]

� Les arêtes sont des segments non dégénérés, les faces sont convexes et ne
se recouvrent pas.

� Pour tout sommet v du plongement, la somme des angles attachés aux faces
noires incidentes àv est égale à� .

� Pour tout sommet v du plongement, la somme des angles attachés aux faces
blanches incidentes àv est égale à� .

Les poids du modèle de dimères associé sontéquivalents par jauge[103, Section
2] aux longueurs des arêtes dansT .

LorsqueS est un s-plongement propre et non dégénéré de(G; x), on peut
voir l'applicationS : �( G) [ } (G) ! C comme un t-plongement de(� � (G) [
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� � (G)) � [33, Section 2.6]. Il est aisé de véri�er la propriété sur la somme des
angles grâce aux propriétés géométriques des quadrilatères tangents. Une notion
cruciale pour l'étude d'un t-plongement est celle desracines d'origami(au sens de
[45, De�nition 2.4]) associées aux faces deT . Il est possible [33, Section 2.3] de
construire un racine d'origami� sur T = S en posant pour les facesc� 2 B et
c� 2 W adjacentes au coinc 2 � la fonction � c� = � c� := &�c (où � c est donnée
par (1.5.8)). Avec la convention précédente, la fonction d'origamiQ : �( G) !
R de la Dé�nition 1.7.2 pour le s-plongement est la restriction de la fonction
d'origamiO : �( G) [ } (G) ! C [45, Section 2.2] associée au t-plongementT . En
particulier, cela permet d'étendreQ (dans le contexte d'Ising) de manière linéaire
par morceaux sur l'intégralité du plan.

On présente maintenant de manière rapide la notion deS-graphes, introduite
dans [33, Section 2.5] et associée aux s-plongements, qui correspondent à un cas
particulier desT-graphesassociés aux t-plongements (voir [45, Section 4.1] pour
une dé�nition précise). On garde ici les notations de [33, Section 2.3].

De�nition 1.7.4. Soit S : �( G) ! C un s-plongement non dégénéré,Q :
�( G) ! R la fonction d'origami associée et� un nombre unimodulaire. On
appelle le plongementS + � 2Q : �( G) ! C un S-graphe associé àS. On dit
que le S-graphe est non dégénéré si pour toutv 6= v0, alors (S + � 2Q)(v) 6=
(S + � 2Q)(v0).

Les arêtes deS + � 2Q sont automatiquement des segments (carQ est locale-
ment linéaire) qui ne s'intersectent pas en dehors de leurs extrémités (on rappelle
queT est supposé être propre). Les dégénérescences deS+ � 2Q apparaissent pour
les arêtes(v� v� ) 2 �( G) telles queS(v� ) � S (v� ) 2 � � 2R+ , c'est à dire lorsque
l'image de(v� v� ) dansS + � 2Q est réduite à un point (la dégénéressence dans
les S-graphes n'est qu'une subtilité qui n'importe quasiment pas dans la théorie).
En particulier, pour prouver les résultats de régularité des fonctions s-holomorphes,
il est su�sant de travailler avec des S-graphes non-dégénérés puis utiliser un ar-
gument de continuité vis à vis de� . Géométriquement, l'image(S + � 2Q) � (z)
du quadrilatèreS� (z) dans un S-graphe non-dégénéré est un quadrilatèrenon-
convexe[33, Figure 4]. De plus pourz = ( S(v�

0)S(v�
0)S(v�

1)S(v�
1)) 2 } (G) and

p; q 2 f 0; 1g, on a alors [33, eq (2.13)]

Re[� 2(S + � 2Q)(v�
p(z)) ] � Re[� 2(S + � 2Q)(v�

q)(z) ]; (1.7.8)

l'égalité étant possible si et seulement si l'arête(S(v�
p(z))S(v�

q(z))) est dégénérée
dansS + � 2Q. Les S-graphes sont très utiles car ils permettent (comme nous le
verrons dans le prochain paragraphe) d'interpréter les projections d'une fonction
s-holomorphe comme des fonctions harmoniques. On remarque tout de même une
incompatibilité de notations dans la phrase précédente. En e�et,Pr[F ; � R] est
une fonction dé�nie sur} (G) tandis que les fonctions harmoniques sur les S-
graphes sont dé�nies sur�( G). Il est possible de régler cette inconsistance de
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notations en remarquant (e.g. [33, De�nition 2.13]) que l'application (dépendant
de� ) } (G) 3 z 7! v(� ) (z) 2 �( G), qui associe à un quadrilatèrez 2 S le sommet
de �( G) dont l'image parS + � 2Q est non-convexedans(S + � 2Q) � (z), est une
bijection.

1.7.3 . Analyse complexe discrète sur les s-plongements

Les s-plongements sont par dé�nition construits à partir d'observables satis-
faisant la relation locale(1.5.7). Ceci en fait de bons candidats pour admettre
une généralisation naturelle de l'analyse complexe discrète, basée sur l'étude des
corrélateurs de Kadano� et Ceva. On explique dans ce paragraphe que c'est bien
le cas, comme le montre le formalisme introduit dans [33], dont on conserve les
notations. SoitS = SX un s-plongement propre et non-dégénéré. Il est possible de
généraliser l'analyse complexe discrète sur les graphes isoradiaux comme il suit :

� On conserve à l'identique la notion de fonction s-holomorphe de la Dé�ni-
tion 5.2.3. C'est à dire queF dé�nie sur un sous-ensemble de} (G) est
s-holomorphez; z0 2 } (G) deux faces adjacentes de�( G), dont l'arête
commune est(v� (c)v� (c)) (avecc 2 �( G)), on a

Pr[F (z) ; � cR] = Pr[ F (z0) ; � cR]: (1.7.9)

� Le lien entre les fonctions s-holomorphes et les solutions de(1.5.7) est à
présent modi�é. Plus précisément pour une fonctionF s-holomorphe sur un
sous-ensemble de} (G), le spineurX dé�ni pour un coinc 2 � � (G) de la
facez 2 } (G) par [33, Proposition 2.5]

X (c) := jS(v� (c)) � S (v� (c)) j
1
2 � Re[� cF (z)]

= Re[&X (c) � F (z)] = &X (c) � Pr[F (z) ; � cR] (1.7.10)

satisfait l'équation(1.5.7) autour dez. Réciproquement, pourX : � � (G) !
R une solution réelle de(1.5.7), il existe une unique fonction s-holomorphe
F telle que(1.7.10) soit véri�ée.

� Il est encore possible de reconstruire explicitement la valeur deF via X
et X , par exemple [33, Corollaire 2.6] via les coinsc01 et c10, voisins dans
� � (G)

F (z) = � i& �
X (c01(z)) X (c10(z)) � X (c10(z)) X (c01(z))

Im[ X (c01(z)) X (c10(z))]
: (1.7.11)

� La fonction F n'est à présent plus holomorphe discrète (au sens où les
intégrales usuelles de contour s'annulent), mais satisfait une relation locale
modi�ée, mettant en jeu la fonction d'origami. Grâce à l'extension linéaire
par morceaux de la fonctionQ au plan tout entier, il est possible de dé�nir
sur C la fonction [33, Proposition 2.21]

I C[F ] :=
Z

&FdS + &FdQ: (1.7.12)
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De manière concrète sur�( G), pour v�
1 � v�

1 � v�
2 2 z 2 } on a

I C[F ](v�
1) � I C[F ](v�

1) =
X (c11)
X (c11)

�
S(v�

1) � S (v�
1)

�
: (1.7.13)

I C[F ](v�
2) � I C[F ](v�

1) = &F(z)[S(v�
2) � S (v�

1)] + &F (z)[Q(v�
2) � Q (v�

1)]:
(1.7.14)

� La fonction HF dé�nie sur les grilles isoradiales(1.5.14) est à présent mo-
di�ée et devient [33, eq (2.17)]

HF :=
Z

1
2 Re(&2F 2dS + jF j2dQ) =

Z
1
2(Im( F 2dS) + Re( jF j2dQ)) ;

(1.7.15)
sur �( G) [ } (G). Cette fonctionHF s'étend de manière linéaire par mor-
ceaux sur les faces du t-plongementT = S, mais pas sur les faces de} (G),
car chacune des quatre faces deT associées àS� (z) a sa propre racine
d'origamidQ. Avec le nouveaux lien entreX et F , l'égalitéHF = HX reste
vraie (voir [33, Lemme 2.9]). Ceci induit par exemple les conditions de bord
de type Dirichlet pourHF associée à l'observable FK.

Au dela de ces dé�nitions, la régularité aux fonctions t-holomophores dévelop-
pée dans [45] (et traduite dans le contexte d'Ising dans [33]) permet de véri�er leur
pré-compacité sous les hypothèsesLip( � ,� ) et Exp-Fat( � ) , que l'on supposera
toujours véri�ées dans la suite. Il est possible de voir que

� Pour � 2 T un nombre de module1 et F une fonction s-holomorphe au sens
de 5.2.3 (et via à la bijectionz 7! v(� ) (z)), la fonction Proj[F ; � R] est une
fonction harmoniquesur le S-grapheS � i � 2Q [33, Proposition 2.16], pour
la marche aléatoirerenverséeassociée à la marche naturelle [33, Dé�nition
2.14 et 2.15] surS � i � 2Q. En particulier,Re[F ] s'identi�e comme une
fonction harmonique surS � iQ alors queIm[F ] s'identi�e à uneautre une
fonction harmonique sur un autre S-grapheS+ iQ. Dans ces deux exemples,
les marches sous-jacentes sont complètement di�érentes.

� Il est possible de contrôler les oscillations deF sur des disques de tailles
di�érentes [33, Théorème 2.17], ce qui implique concrètement un contrôle
de type Harnack du maximumF � via les oscillations deHF � . En supposant
que pour les fonctions s-holomorphesF � sur U = B (u; r ) admettent une
bornemaxv:S(v)2 U jHF � (v)j � M uniforme en� , il est possible de montrer
que [33, Théorème 2.18]

jF � (z)j2 = O(r � 1M ) si S� (z) 2 B (u; 1
2r ): (1.7.16)

Cela permet de déduire [33, Corrolaire 2.18] qu'un contrôle uniforme des os-
cillations deH � implique la pré-compacité de la suite des fonctions(F � ) �> 0,
qui sont aussi� -Hölder à partir d'une distance comparable à� . Cela assure
par exemple trivialement la pré-compacité des observables FK [33, Remarque
2.11], pour lesquelles les fonctionsH � associées sont bornées.

49



1.7.4 . Limites d'échelles sur les s-plongements

Comme expliqué dans la section 1.4, l'objectif original de Chelkak lorsqu'il a
introduit les s-plongements était de proposer une procédure de dessin pour plonger
des graphes abstraits critiques et presques critiques, avec deux cibles principales :
les modèles critiques sur les graphes doublement périodiques, ainsi que les cartes
aléatoires équipées du modèle d'Ising (les termes exacts en lesquels cette seconde
question restent encore aujourd'hui �ous, mais, nous l'espérons, seront clari�és à
l'avenir). Ainsi, Chelkak a développé le formalisme de plongement présenté dans
la partie précédente de la section 1.7, et, comme cela arrive fréquement en ma-
thématiques, son formalisme a fait apparaitre des perspectives d'une portée bien
plus large. En particulier, en étendant le formalisme des observables fermioniques
aux s-plongements, la description naturelle de leur limite d'échelle s'avère aller
bien au-delà de l'holomorphie et de l'holomorphie massive. En particulier, une des
conséquence des travaux de Chelkak (voir [33, Section 2]) est l'apparition des
liens suivants, qui sont gouvernés par le comportement de la limite des fonctions
d'origami (cette dernière existant toujours après passage à une sous-suite) :

� La limite d'échelle continue du modèle d'Ising sur les s-plongements est re-
liée à la géométrie de Lorentz dans l'espaceR2;1 (que l'on note ainsi pour
di�érentier l'utilisation de la métrique de Minkowski à l'utilisation de la mé-
trique euclidienne usuelle dansR3). En particulier, lessurfaces minimales
pour la métrique de Minkowski(c'est à dire avec une courbure moyenne
nulle en chaque point) semblent jouer un rôle très particulier pour le mo-
dèle puisqu'elles font apparaître des limites holomorphes (dans une autre
paramétrisation que le plan) et semblent traîter des systèmes critiques.

� La limite d'échelle continue du modèle d'Ising sur les s-plongements peut
aussi s'interpréter via des solutions d'équations de Beltrami conjuguées.

Le paragraphe qui suit peut sembler relativement technique pour le
lecteur n'utilisant pas l'analyse fréquemment dans ses recherches. On es-
saye cependant de rendre le plus pédagogique possible la discussion qui
suit, en donnant au moins un avant-goût de la nature des résultats. Une
discussion détaillée et précise sur la structure des limite d'échelle sur les s-
plongement généraux est réalisée dans le chapitre 5, où le lecteur intéressé
pourra trouver plus de détails.

On décrit à présent le comportement potentiel des limites de sous-suites de
fonctions s-holomorphes sur les s-plongements. La nature de ces limites continues
provenant de s-plongements généraux est plus élaborée que pour les système cri-
tiques et massifs Z-invariants sur les grilles isoradiales, puisqu'en toute généralité
ce ne sont plus des fonctions holomorphes mais des solutions d'équations de Bel-
trami conjuguées qui apparaissent. Ce paragraphe rappelle les faits décrits dans
[33, Section 2.7].
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On commence par se donner une suite de s-plongementsS� qui véri�ent
Lip( � ,� ) lorsque � ! 0 pour le même paramètre� < 1 et dont les images
couvrentU = B (u; r ) � C. Comme les fonctionsQ� sont 1-Lipschitz et dé�nies
à constante additive près, on peut trouver une sous-suite� k ! 0 telle queQ� k

converge vers une fonction� -lipschitzienne# : U ! R, c'est à dire

Q� k � (S� k ) � 1 jj jj 1�! # : U ! R: (1.7.17)

Parmi les conséquence du formalisme directes du formalisme développé dans le
discret (qui est détaillé dans le chapitre 5) on a les faits suivants :

� Pour f : U ! C une limite de sous-suite de fonctions s-holomorphesF � sur
S� , alors (voir e.g. [33, Proposition 2.21]) la forme di�érentielle12(&fdz+
&fd# ) est fermée surU, avec un pré-facteur& = ei �

4 choisi comme dans
(1.5.8). C'est à dire que pour tout contour orienté lisseC � U, on a

I

C

1
2(&fdz+ &fd# ) = 0 : (1.7.18)

Lorsque la fonction# n'est pas une fonction lisse, la dé�nition de cette
intégrale est faite via les sommes Riemann sur les contours réguliers (i.e. les
intégrales sont des intégrales de Riemann-Stieltjes).

� En choisissant correctement les constantes additives dans leur dé�nitions,
les fonctionsHF � convergent uniformément [33, Proposition 2.21] sur les
compacts deU versh := 1

2

R
Im( f 2dz) + jf j2d#. En particulier, il apparait

queh n'est plus une fonction harmonique.

La condition sur la forme di�érentielle12(&fdz+ &fd# ) est di�cile à interpréter
et utiliser pour déterminer la nature de l'équation véri�ée localement par la fonction
f . En e�et lorsque d# = 0 (ce qui est un cas particulier des grilles isoradiales
critiques), on avait directement que

H
C

1
2&fdz = 0 sur chaque contour lisseC �

U, ce qui implique (en utilisant le théorème de Morera) quef est une fonction
holomorphe. Ce raisonnement ne s'applique plus lorsqued# 6= 0 .

On va décrire à présent l'idée remarquable de Dmitry Chelkak, présentée tout
d'abord dans dans [33, Sec 2.7], qui consiste à changer la paramétrisation de
l'espace ambiant pour pouvoir interpréter la condition sur la forme di�érentielle
1
2(&fdz + &fd# ) en utilisant l'espaceR2;1 équipé de la métrique de Minkowski,
mais aussi en utilisant des équations de Beltrami.

Le paragraphe qui suit est dû aux explications de Dmitry Chelkak et Mikahil
Basok, pour la partie qui n'est pas déjà présente dans [33, Sec 2.7], et l'auteur leur
en est immensément reconnaissant. Chelkak propose deux approches di�érentes
pour traiter la nature locale des limite d'échelle.

Première approche : Paramétrisation conforme dans l'espace de Min-
kowski
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Dans son article, Chelkak commence par se donner [33, eq (2.26)]

D 3 � 7! (z; #) 2 C � R �= R2+1 (1.7.19)

une paramétrisation conformede la surface(z; #(z)) z2 U (qui est ici dans le cône
spatio-temporel deR2;1 dû à l'hypothèse� < 1), que l'on équipe d'une mé-
trique positive provenant de l'espace de Minkowski ambiant. Il considère ensuite
les incréments in�nitésimaux associé à la paramétrisation(1.7.19) de la surface
(z; #(z)) z2 U . Une paramétrisation conforme est une paramétrisation qui préserve
exactement les angles entreD et (z; #) via l'application de(1.7.19). Un calcul
(quelque peu désagréable) montre que la paramétrisation préserve les angles (c'est-
à-dire qu'il s'agit bien d'une paramétrisation conforme) si et seulement sipresque
partout pour la mesure de Lebesgueon a l'égalité [33, eq (2.27)]

z� z� = ( #� )2 et jz� j > j#� j � j z� j : (1.7.20)

Ici on note comme d'usage en analysez� := @z=@�, z� et #� les dérivées de Wir-
tinger dans la paramétrisation� . L'équivalence entre la paramétrisation conforme
et (1.7.20) est expliquée dans [33, Section 2.7] lorsque la fonction# est lisse puis
étendu dans le chapitre 5 sans conditions sur#.

Seconde approche : Paramétrisation quasi-conforme dans le plan
Chelkak a aussi découvert une paramétrisation alternative du planz par la

même variable� 2 D, qui reste reliée à la paramétrisation(1.7.20). L'utilisation
de cette paramétrisation alternative possède l'avantage de pouvoir interpréter de
manière e�cace la condition sur la forme di�érentielle12(&fdz + &fd# ) même
lorsque la fonction# n'est pas régulière.

Dans ce second cas, l'idée de Chelkak consiste à remarquer que dans le cas
où # est une fonction� < 1-lipschitz, il est possible de réécrire la paramétrisation
conforme de la surface(z; #(z)) via une paramétrisationquasi-conformedu plan
z. Une paramétrisation quasi-conforme est une paramétrisation véri�ant une équa-
tion de Beltrami du type(1.7.21), et qui au lieu de préserver les angles limite leur
distorsion (d'un facteur ne dépendant que de� ). Chelkak donne ainsi une para-
métrisationquasi-conformedu planz par la variable� 2 D, qui correspond à une
paramétrisation conformede la surface(z; #). La paramétrisation quasi-conforme
z 7! � (z) (ou de manière équivalente� 7! z(� )) est alors solution de l'équation
de Beltrami suivante, avec un coe�cient de Beltrami noté� :

� �z = � (z)� z: (1.7.21)

Le travail de Chelkak assure que(1.7.20) est véri�ée si et seulement si le coe�cient
� dé�ni par (1.7.21) est solution de l'équation

��
1 + j� j2

= �
#2

z

1 � 2j#z j2
: (1.7.22)
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Maintenant que l'on a présenté les changement de variables réalisés par Chelkak
avec l'introduction de la variable� , il est possible, pour une fonctionf véri�ant
que la forme di�érentielle1

2(&fdz+ &fd# ) est fermée, de réécrire l'équation locale
qui régit le comportement des fonctionsf; I C[f ] et h[f ]. Avant cela, on réalise un
dernier changement de variable, cette fois-ci de la fonctionf vers une fonction' ,
dont la dé�nition est plus symétrique dans sa dépendance vis-à-vis de la variable
#. On pose alors comme dans [33, eq (2.28)], etdans la paramétrisation�

' (� ) := &f(z(� )) � (z� )1=2 + &f (z(� )) � (z� )1=2 (1.7.23)

Ce changement de variable permet les réécritures suivantes

g(� ) = I C[f ](� )
Z

&' (� ) � z
1
2
� d� + &' (� ) � (z�� )

1
2 d�� et (1.7.24)

h(� ) =
Z

Im[' (� )2d� ]: (1.7.25)

Comme expliqué dans [33, Section 2.7] et détaillé le chapitre 5, lorsque la
fonction # est lisse, alors

� La fonction ' véri�e une équation deDirac massif [33, eq (2.28)]

' �� = im � ' ; avec m =
z� ��

2(z� z�� )1=2
=

(j#� �� j2 � j z� �� j2)1=2

2(jz� j � j z�� j)
;

où le paramètre de massem = 1
2H` est le produit de l'élément de longueur

` = jz� j � j z� j = ( jz� j2 + jz� j2 � 2j#� j2)1=2 au point z(� ) dans la paramé-
trisation (1.7.19) par la courbure moyennede la surface(z; #(z)) au point
z(� ) donnée parH = �k (z� �� ; #� �� )kR2+1 � ` � 2. Ainsi, lorsque# est lisse,
la limite d'échelle du modèle peut alors s'exprimer somme solution d'équa-
tion de Dirac massive dont la masse admet une interprétation complètement
géométrique vis-à-vis de la surface(z; #) � R2;1 dans l'espace de Minkowski.

� Sans hypothèse de régularité supplémentaire sur la limite des fonctions d'ori-
gami#, il n'est pas possible de dé�nir de dérivées secondes de la fonction#
et ainsi de notion de courbure moyenne. Cependant, la fonctionf (� ) satisfait
tout de même l'équation de Beltrami conjuguée

f � =
#�

z�
f � : (1.7.26)

� Sans hypothèse de régularité sur la limite des fonctions d'origami#, la fonc-
tion g(� ) satisfait de son côté l'équation de Beltrami conjuguée

g� = �
#�

z�
g� : (1.7.27)
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Commeg est la primitive d'une forme di�érentielle continue, elle hérite d'une
certaine régularité et on peut en particulier conclure queg ressemble a une
fonction holomorphe, via le théorème de factorisation de Stoïlow (voir par
exemple [3, eq.(2.27)]). L'existence d'une factorisation de ce type n'est pas
automatique pourf , puisqu'il est nécessaire d'avoir un contrôle a priori sur
le comportement des dérivées def .

Une des conséquences de ces remarques sur la description de la limite d'échelle
dans le continu est qu'il devient plus naturel de plonger le grapheS� dans l'es-
pace R2;1 sous forme d'une surface linéaire par morceaux(S� ; Q� ) � R2;1, qui
correspond au relèvement deS� dans l'espace avec pour troisième coordonnée la
fonction d'origamiQ� . La convergence deQ� vers# revient à la convergence des
surfaces discrètes(S� ; Q� ) vers(z; #(z)) .

1.8 . Résultats de convergence déjà connus

On rappelle à présent l'ensemble des résultats de convergence sur le modèle
d'Ising critique et presque critique utilisant le formalisme des observables fermio-
niques sur les domaines bornés. Comme rappelé au début de la section 1.5.1, le
formalisme de Kadano� et Ceva permet d'uni�er la construction de toutes les ob-
servables utilisées jusqu'aujourd'hui pour prouver des résultats de convergence sur
les grilles isoradiales équipées de leurs poids Z-invariants critiques et massifs, ainsi
que sur les grilles doublement périodique. On liste à présent tous ces résultats
de manière détaillée, en précisant lorsque cela est possible à quel corrélateur de
Kadano�-Ceva correspond l'observable utilisée (observable qui est par ailleurs très
souvent écrite dans les articles en question sous forme purement combinatoire).

1. Convergence et invariance conforme sur le réseau carré critique de l'obser-
vable FK et de l'interface FK-Ising vers SLE(16/3) par Smirnov dans [162,
160]. Il s'agit de la première preuve rigoureuse d'invariance conforme du
modèle d'Ising, dans un article fondateur qui a poussé à utilisation exten-
sive des observables. C'est dans cet article que la fonctionH � dé�nie dans
(1.5.14) est introduite pour passer à la limite d'échelle. L'observable utilisée
correspond au corrélateurE[� c� (ba) � � (ab) � ], qui est une fonction du coinc
et les coinsa et b sont �xés au bord du domaine comme dans la �gure 1.5.4.
Cette preuve a ensuite été étendue pour l'interface Spin-Ising convergeant
vers SLE(3) dans [49], en utilisant une partie de la technologie développée
par Kemppainen et Smirnov sur le comportement de l'interface au voisinage
de sa trace [97, 96]. Pour ce second résultat, l'observable utilisée est de la
forme E[� c� b]E[� a� b]� 1 où a est le point source etb la cible.

2. Convergence, invariance conforme et universalité de l'observable FK sur les
grilles isoradiales par Chelkak et Smirnov [48]. Dans cet article, les méthodes
d'analyse complexe discrète développées dans [47] sont appliquées au modèle
d'Ising, avec une étude détaillée du comportement de la fonctionH � au
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bord du domaine. Il est aussi démontré la convergence des probabilités de
connexion [48, Section 6] vers une limite invariante conforme, dont il existe
un expression exacte sur le disque. L'observable utilisée correspond à nouveau
au corrélateurE[� c� (ba) � � (ab) � ].

3. Convergence et covariance conforme de la densité d'énergie normalisée
� � 1E
 [� e+ � e� � 2� 1

2 ] sur le réseau carré critique par Smirnov et Hongler
dans [87], avec identi�cation de sa limite via la métrique hyperbolique. Ce
papier est complété par la thèse d'Hongler [83] où est prouvée la convergence
du produit d'un nombre arbitraire de densités d'énergie grâce aux règles de
Pfa�en (voir e.g. [37, Proposition 1.3]). L'observable utilisée correspond au
corrélateurE[� c� a] dont la singularité est identi�ée grâce à la fonction de
couplage de Kenyon introduite dans [98]. Cette preuve s'étend directement
aux grilles isoradiales avec angles bornés.

4. Convergence des spineurs-holomorphes sur des revêtement à deux feuillets
de domaines simplement et multiplement connectés par Chelkak et Izyu-
rov [41]. La normalisation des spineurs est faite par un facteur inconnu
� (� ) (Thm 1) et permet de prouver la convergence du ratio entre cor-
rélations avec des conditions de bord di�érentes (Corollaire B). L'obser-
vable introduite dans ce papier correspond à un corrélateur de la forme
E
 [� c� v� � u �

2
: : : � u �

p
]E
 [� v� � u �

2
: : : � u �

p
]� 1 et a aussi permis à Izyurov de

prouver dans [92] que les interfaces multiples d'Ising convergent vers un
processus invariant conforme.

5. Convergence et covariance conforme des corrélations� � n
8 E
 [� u1 : : : � un ]

sur le réseau carré critique par Chelkak Hongler et Izyurov approximant un
domaine simplement connexe du plan dans [38]. La normalisation explicite
en volume in�ni [38, Theorème 1.2] est calculée grâce à l'asymptotique de la
corrélation à deux points de McCoy et Wu rappelée dans(1.2.17). Une des
étapes cruciales dans cet article est la dé�nition des corrélations continues,
identi�ées grâce à un contrôle très précis de la dérivée logarithmique des
corrélations discrètes [38, Théorème 1.5]. Une formule explicite de la limite
d'échelle surH y est donnée [38, Remarque 1.4], con�rmant les résultats
prédits par la théorie conforme des champs. L'observable introduite dans ce
papier correspond à un corrélateur de la formeE[� c� v� � u �

2
: : : � u �

n
].

6. Convergence et invariance conforme de la loi de l'ensemble des boucles ma-
croscopiques séparant les clusters de spins opposés vers le processus CLE(3)
par Benoist et Hongler [18] pour le modèle critique sur� Z2. Cet article uti-
lise la caractérisation markovienne des CLE donnée par Werner et She�eld
[157], ainsi que la convergence d'un processus d'exploration nommé "En-
semble libre d'arcs", prouvée par Benoist, Duminil-Copin et Hongler [19].
Cette preuve donnée sur le réseau carré reste valide sur les grilles isoradiales
avec des angles bornés.
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7. Convergence des corrélations de spins� � n
8 E
 [� u1 : : : � un ] pour le réseau

carré massif (q = 1
2m� sur

p
2� Z2) par Park [137], pour les domaines

à bord lisse avec conditions de bord appropriées selon le signe dem. Cet
article utilise un corrélateur de la formeE[� c� v� � u �

2
: : : � u �

n
] en ajoutant une

méthode de complexi�cation des observables s-holomorphes massives via un
losange virtuel. Park y dé�nit et analyse aussi la limite d'échelle dans le
continu des observables fermioniques (qui sont solutions de l'équation de
Dirac @f+ imf = 0 ) via le principe de similarité de Bers [138, Theorème
3.2] reliant les observables massives à leur analogues critiques.

8. Convergence de l'observable FK-Dobrushin avec des poids Z-invariants mas-
sifs sans restriction sur le signe de la massem (à nouveauq = 1

2m� sur la
grille de pas� ) sur les graphes isoradiaux avec des angles bornés approxi-
mant les domaines aux bords arbitrairement irrégulierspar Park [138]. Ici la
dé�nition et l'unicité des observables dans le continu est un obstacle majeur,
qui est contourné en utilisant un tiré en arrière vers un domaine lisse puis
étudié en grâce à une invariance dansL 2 [138, Dé�nition 3.10]. Les deux
observables de cet article correspondant au corrélateursE[� c� (ba) � � (ab) � ] et
E[� c� (ab) � � (bc) � ] permettent aussi de prouver convergence des probabilités
de connexion, qui dégénèrent vers le système hors-critique lorsquejmj tend
vers l'in�ni [138, Section 6].

9. Convergence de l'observable FK et de l'interface FK-Dobrushin vers SLE(16/3)
sur les s-plongements qui véri�entUnif( � ) et Q� = O(� ) par Chelkak dans
[33]. Cette preuve est la première preuve d'invariance conforme en dehors
du cadre isoradial et prouve en particulier l'invariance conforme du modèle
critique doublement périodique. La convergence de l'observable FK est quan-
titative en � et permet de donner la vitesse de convergence de l'interface vers
SLE(16/3) en utilisant les travaux de Binder et Richards [151]. L'observable
utilisée correspond au corrélateurE[� c� (ba) � � (ab) � ].

10. Calcul explicite de la longueur de corrélation par Be�ara et Duminil-Copin
[14, Théorème 2], en approximant le comportement des observables de Smir-
nov hors criticalité par des fonctions de Green massives [14, Proposition 4.1].
L'approximation utilisée peut d'ailleurs être remplacée par une égalité grâce
aux travaux récents de de Tilière [164, Corollaire 4.16] pour en retrouver
une preuve plus courte. L'observable utilisée correspond à un corrélateur de
la formeE[� c� (ba) � � (ab) � ] sur une bande in�nie.

11. Convergence des corrélations mixtes sur le réseau carré (produits arbitraires
de spins, désordres, densité d'énergies (produit de spins voisins) proprement
normalisés) par Chelkak Hongler et Izyurov dans [39]. Cet article donne
une exposition complète des méthodes de convergence des corrélations et
interfaces vers leur limite continue, et développe de manière détaillée les
propriétés des corrélations dans le continu. Une des nouveautés importante
de cet article est la preuve des règles de fusion, lorsque deux éléments se
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rapprochent l'un de l'autre [39, Section 6].

12. Convergence et invariance conforme de l'interface FK quantique par Li dans
[109]. Cet article introduit les observables pour le modèle quantique et
prouve la convergence d'un analogue quantique du corrélateurE[� c� (ba) � � (ab) � ].

1.9 . Résultats obtenus dans cette thèse

On résume à présent de manière très brève les résultats obtenus dans cette
thèse. Chaque sous-section correspondant ici à l'un des chapitres de cette thèse.

1.9.1 . Magnétisation du modèle d'Ising par tranche et polynômes
orthogonaux

Dans cet article écrit en collaboration avecDmitry Chelkak et Clément Hon-
gler, on explore les liens entre les corrélations du modèles d'Ising, la théorie des
polynômes orthogonaux, et la représentation des corrélation sous forme de détermi-
nants Toeplitz+Hankel. En particulier, on fournit une approche moderne, simpli�ée
et alignée avec les méthodes actuelles de calcul de corrélations du modèle d'Ising.

On considère le modèle d'Ising sur le demi-plan gauche du réseau carré tourné
de �

4 noté parH� (voire la �gure 1.9.1). La mesure de probabilité en volume in�nie
surH� est dé�nie via une suite croissante de domaines recouvrantH� , en imposant
des conditions de bord+ à l'in�ni ainsi qu'à la colonne la plus à droiteC0. Toutes
les constantes de couplage entre les colonnesCp� 1 et Cp sont identiques et valent
xp = exp[ � 2Jp] = tan 1

2 � p, avec� p 2 (0; 1
2 � ). On dé�nit alors la magnétisation

de la(2m)ème colonne par

M m = M m (� 1; � 2; : : : ) := E+
H� [ � (� 2m� 1

2 ;0) ]; (1.9.1)

ainsi que la matriceJ (avec� 0 := 0 et b1 = cos2 � 1 cos2 � 2) donnée par

J =

2

6
6
6
4

b1 � a1 0 : : :
� a1 b2 � a2 : : :

0 � a2 b3 : : :
: : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
5

bk = cos2 � 2k� 1 cos2 � 2k

+ sin 2 � 2k� 2 sin2 � 2k� 1 ;

ak = cos � 2k� 1 cos� 2k sin � 2k sin � 2k+1 ;

(1.9.2)
dont la mesure spectrale est notée� J . On pose aussiHm [ � J ] := det[

R1
0 � p+ q� J (d� ) ]m� 1

p;q=0
le mème déterminant de Hankel des moments de� J et Pm le projecteur orthogonal
sur lesm premières coordonnées de`2. On a alors le théorème suivant :

Theorème 1.9.1. Pour tout � 1; � 2; : : : 2 (0; �
2 ) et m � 1,

M m =
det Pm J 1=2Pm

Q 2m
k=1 cos� k

=
Hm [� 1=2� J ]

( Hm [� J ] � Hm [�� J ] )1=2
: (1.9.3)

Le théorème précédent ainsi que sa preuvent permettent de décrire plusieurs
faits remarquables à propos des liens profonds entre le modèle d'Ising et la théorie
spectrale, dont on détaille maintenant plusieurs exemples :
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1. Pour le modèle homogène� k = � pour tout k > 1, on voit quesupp� J =
[cos2(2� ) ; 1] si � � �

4 et supp� J = f 0g [ [cos2(2� ) ; 1] si � > �
4 , ce qui

pousse fortement à penser (même si cela ne su�t pas de manière stricto
sensus pour en faire une preuve) que la valeur critique du modèle correspond
à � = �

4 , comme le montrent les résultats rappelés dans la section 1.1. Le
modèle homogène est sur-critique lorsque� > �

4 . En e�et, dans ce cas là, on
peut voir queM m décroit exponentiellement enm en identi�ant des vecteurs
propres de racine carré de l'opérateurJ qui décroissant exponentiellement
vite vers le vecteur nul.

2. Pour le modèle doublement périodique équipé de poids critiques, la condition
de criticalité (provenant de [52]) pour un système périodique de taille2n se
réécrit de manière très simple comme étant la condition

Q 2n
k=1 tan � k = 1 .

Dans ce cadre là, on peut dé�nirla densité intégrée des étatsde J , c'est
à dire pour chaque� > 0 (lorsqueN ! 1 ), le nombre de valeurs propres
comprises entre0 et � pour la troncature deJ à sesnN premières colonnes.

On peut alors cacluler l'asymptotique lorsque� ! 0 de la densité densité
intégrée des états deJ (au voisinage du bas du spectre admet) qui est de la
formeCJ � � � 1

p
� , où CJ est la longueur moyenne d'une période horizontale

du s-plongement canonique associé au modèle doublement périodique (et
dont la construction est rappelée dans la section 1.7). Cela fait donc un lien
entre la géométrie du s-plongement le spectre de l'opérateurJ permettant
d'exprimer la magnétisation.

3. On peut aussi appliquer le théorème 2.1.1 pour étudier un modèle homogène
sous-critique à partir de la seconde colonne (� k = � < �

4 pour tout k �
2) mais en autorisant la constante de couplage de la première colonne à
être di�érente. Ceci se reformule directement comme traiter le cas d'un
modèle homogène avec unchamp magnétique extérieur additionnelh = 2J1

(où x1 = tan( � 1
2 ) = exp[ � 2J1]) à la première colonne (qui interagit à sa

gauche avec les conditions de bord+ de la colonneC0). On peut alors
traduire le résultat abstrait de(2.1.1) de manière explicite des déterminants
Toeplitz+Hankel. On commence par dé�nir pourz 2 C

q := tan � < 1; r := 1 �
cos2 � 1

cos2 �
2 (� q2; 1) ;

w(z) := j1 � q2zj ; � (z) :=
(rz � q2)(q2z � 1)
(z � q2)(q2z � r )

: (1.9.4)

On a alors le théorème suivant.

Theorème 1.9.2. Pour le modèle avec un champ magnétique extérieur
introduit précédemment, on a

M m = (1 � r ) � 3=2 det
�
� k� n � � k+ n +(1 � r )3=2
 k+ n

� m� 1
k;n =0 ; avec (1.9.5)
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� s :=
1

2�

Z �

� �
e� is� w(ei� )d� ; � s :=

1
2�

Z �

� �
e� is� � (ei� )w(ei� )d�;

et 
 s := c � (q2=r)s, c = ( r 2 � q4)r � 3=2(r � q4) � 1=2, si r > q 2 et 
 s := 0
sinon.

4. Il est alors possible de passer à la limiter ! 1� , ce qui correspond à
choisir un champ magnétique extérieurJ1 ! 0+ et donne un modèle avec
conditions de bordlibres(c'est à dire que la constante de couplage choisie à
la première colonne découple l'intérieur des conditions de bord+ à la conne
C0. La magnétisation de la première colonne devient alors

E+ ;0
H� [� (� 5

2 ;0) ] = (1 � q4)1=2:

Cette formule peut paraître surprenante lorsqueh = 0 , puisqu'avec des
conditions de bordlibres à la colonneC0, on a toujours une magnétisa-
tion strictement positive à la première colonne, et n'est pas invariante par
inversion des spins (sinon la magnétisation serait nulle). Cette absence de
symétrie s'explique par le fait les conditions de bord àl'in�ni se transportent
jusqu'à l'origine en cassant la symétrie du modèle.

5. Il est aussi possible, en suivant les travaux de [146], d'étendre analytiquement
la formule(1.9.5) aux valeursnégativesde (1 � r )1=2, faisant apparaître un
e�et de mouillagepour les valeurs négatives su�samment petites de champ
extérieur� h. L'intuition physique derrière le fait que la magnétisation reste
positive pour des petites valeurs du champ extérieur� h est que l'interface
des + à l'in�ni touche in�niment souvent l'axe verticaliR dont les spins
sont ultra-majoritairement négatifs à cause du champ extérieur et la magné-
tisation positive du modèle provenant de l'in�ni reste dominante. L'étude
mathématique complète et rigoureuse de cet e�et de mouillage reste une
question ouverte.

On détaille à présent la méthode utilisée pour prouver ces résultats. L'idée
principale pour prouver ces résultats estd'interpréter sur le réseau en zig-zag les
relations locales des corrélateurs Kadano�-Ceva données par(1.5.6) sous la forme
d'équations deCauchy-Riemann discrètes, qui se traduisent directement dans les
entrées d'un opérateur en dimension in�nie. La méthode utilisée est la suivante :

1. On identi�e les relations locales d'une observable de Kadano�-Ceva bien
choisie a�n que sa valeur au voisinage de son branchement soit exactement
la magnétisationM m .

2. On traduit ces relations locales dans le langage des transformations de Hil-
bert discrètes et prouve qu'un seul opérateur non-trivial véri�e toutes ces
relations.

3. On reconstruità la maincet opérateur via des techniques de transformées
de Hilbert.
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v = (� 2m� 3
2 ; 0)

iM m+1 Mm

� 1

� 1

� 1

� 1
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� 2
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� 3
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� 2m+1
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� 2m+3
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� 2m+3
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C0C1C2� � �C2mC2m+1C2m+2C2m+3

Figure 1.9.1 � Le modèle par couches en zig-zag sur le demi-plan gauche
H� . Toutes les interactions entre colonnes voisines sont les mêmes et la
condition de bord+ est imposée à la colonneC0.

Il est remarquable de voir que la méthode générale utilisée (reconstruction ex-
plicite de corrélateurs de Kadano�-Ceva à travers leurs relations locales) s'avère
fonctionner non seulement sur le demi-plan mais fournit aussi des idées pour cal-
culer la magnétisation sous-critique et la corrélation horizontale à deux points du
modèle homogèneZ2 (avec pour constante de couplage� v pour les arêtes ver-
ticales et � h les arêtes horizontales). Bien que les deux théorèmes suivants n'ait
pas de lien avec le théorème , il est possible de réaliser à nouveau une réécriture
des relations locales de corrélateurs de Kadano�-Ceva, cette fois via des méthodes
de transformée de Fourier, pour déduire deux preuves alternatives des résultats
classiques suivants :

Theorème 1.9.3 (Kau�man�Onsager�Yang). Lorsque� h+ � v < �
2 , la ma-

gnétisation spontanéeM (� h; � v) du modèle homogène sous-critique est donnée
par

M (� h; � v) := lim
n!1

D 1=2
n =

�
1 � (tan � h tan � v)2� 1=8: (1.9.6)

Theorème 1.9.4 (McCoy�Wu). Lorsque� h + � v = �
2 , la corrélation Dm du

modèle critique entre deux spins à une distance horizontale2m l'un de l'autre
a pour asymptotique

Dm �
m!1

C2
� � (2m cos� ) � 1=4; avecC� := 2

1
6 e

3
2 � 0(� 1) : (1.9.7)
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1.9.2 . Universalité du modèle d'Ising sur les graphes isoradiaux

Dans cet article écrit en collaboration avecDmitry Chelkak et Konstan-
tin Izyurov , on prouve l'existence d'une limite d'échelle pour les corrélations de
spins critiques et massives surtoutes les grilles isoradiales satisfaisant la propriété
d'angles bornés. Ce résultat est en accord avec la prédiction de Kadano� et termine
de prouverl'universalitédu modèle sur les graphes isoradiaux, c'est à dire que la
limite d'échelle ne dépend pas de la géométrie locale du graphe. Comme rappelé
dans la section 1.8, cette universalité était déjà connue dans le cadre critique pour
les interfaces, ensembles de boucles, probabilités de croisement, convergence de
l'observables FK ainsi que celle de la densité d'énergie. Dans les résultats mention-
nés dans la phrase précédente, ce sontles preuvesqui assuraient l'universalité du
modèle, puisqu'elles s'appliquent exactement comme sur le réseau carré. La situa-
tion pour les corrélations critiques et massives entre spins (traitées sur le réseau
carré par Chelkak Hongler Izyurov puis Park [38, 137]) est bien di�érente et deux
obstacles importants subsistent :

1. Les méthodes utilisées sont intimement reliées aux symétries du réseau carré,
en particulier la construction des analogues discrets s-holomorphes dez� 1

2

[38, Section 3.2].

2. La normalisation en volume in�nie�
n
8 Cn

� provient du calcul explicite de
McCoy et Wu(4.3.8) de la corrélation à deux points sur le réseau carré en
volume in�ni. Ce calcul ne peut être répété pour un réseau irrégulier.

Notre article répond à ces deux questions et conclut à l'universalité du modèle
d'Ising critique et presque critique sur les graphes isoradiaux. Étant donné une suite
(� � ) �> 0 de grilles isoradiales de pas respectifs� satisfaisant l'hypothèse des angles
bornés pour un certain� 0, on s'intéresse à lalimite d'échelle massivedu modèle
d'Ising Z-invariant (dé�ni dans la section 1.3.1), assignant des spins aux faces de
� � ;� avec unnomeq = 1

2m� qui tend linéairement vers0 lorsque� tend vers0. Le
paramètrem 2 R est appelé lamassedu modèle, le modèle critique correspondant
au casm = 0 . Pour le modèle en volume in�ni, il existe alors une limite d'échelle
pour les corrélations à deux points. Plus précisément on a le théorème suivant :

Theorème 1.9.5. Pour chaquem 2 R, il existe une fonction �( �; m) : R+ !
R+ telle que dans le régimeq = 1

2m� ! 0 on a

� � 1
4 E(m)

� � ;� [� u1 � u2 ] ! C 2
� � �( ju2 � u1j; m) lorsque � ! 0 ; (1.9.8)

où la constanteC� = 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) est indépendante de la géométrie locale de� �

et de la massem. Pour le régime critique m = 0 , on a �( r; 0) � r � 1
4 et plus gé-

néralement on a l'asymptotique �( r; m ) � r � 1
4 lorsquer ! 0, indépendament

de la valeur de la massem.

Cela prouve en particulierl'invariance par rotation du modèle, des deux côtés
de la criticalité (i.e. indépendamment du signe dem), ainsi qu'à petite distance
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entre les spins, le système presque-critique se comporte comme le système critique.
Il existe une expression explicite de�( r; m ) en fonction de solutions aux équations
de Painlevé III [166, 153, 94], dont une exposition moderne est rappelée par Park
dans [137, Corollaire 1.2 et Section 4.2]. A�n de prouver le résultat sur la limite
d'échelle dans le plan tout entier (ce résultat est mis en avant le premier ici car il
nous semble être le résultat le plus conceptuel du chapitre 3, étant valide quelque
soit le signe de la massem), on commence par prouver l'universalité des corrélations
sur les domaines simplement connexes bornés (à bord lisse) du plan.

On commence par se donner un domaine simplement connexe
 dont le bord
est C1, que l'on approxime au sens de Carathéodory (voir e.g. [47, Dé�nition 3.4])
par un domaine discret
 � . On dé�nit alors le modèle d'Isingmassif avec des
poids Z-invariant de Baxter avec un nomeq = 1

2m� sur 
 � , dont les conditions de
bord sont branchées. Notre résultat généralise aux grilles isoradiales la convergence
des corrélations prouvée dans [38, Théorème 1.2] lorsquem = 0 et dans [137,
Théorème 1.1] lorsquem < 0.

Theorème 1.9.6. En travaillant sur le modèle Z-invariant sur les grilles iso-
radiales de nomeq = 1

2m� et en �xant n spins approximant respectivementn
points de 
 (supposé à bord lisse), on a alors pourm 6 0 la convergence des
corrélations entre lesn spins qui est donnée par

� � n
8 E(m);w


 � [� u1 � u2 : : : � un ] ! C n
� � h� u1 � u2 : : : � un i (m);w


 lorsque � ! 0

avec des fonctions de corrélation continuesh� u1 � u2 : : : � un i (m);w

 qui sont dé-

�nies exactement comme dans [38, 137]. Cette convergence estuniverselle
vis-à-vis de la géométrie locale des graphes isoradiaux.

L'idée principale pour prouver le Théorème 1.9.6 a été introduite dans [38,
Théorème 1.5 et Corollaire 1.6] consiste à obtenir un contrôle très précis de la
dérivée logarithmique des corrélations, c'est à dire de déterminer une asymptotique
de la forme

log
E(m);w


 � [� u0
1

� � � � un ]

E(m);w

 � [� u1 � � � � un ]

= Re
�
(u0

1 � u1)A (m)

 (u1; : : : ; un )

�
+ o(� ); (1.9.9)

et pousse à dé�nir la corrélation continue par

h� u1 � u2 : : : � un i (m);w

 := exp

R
Re

� P n
s=1 A (m)


 (us; u1; : : : ; us� 1; us+1 ; : : : ; un )dus
�
;

avec un coe�cientA (m)

 provenant de l'expansion de la limite d'échelle des obser-

vables fermionique au voisinage de l'un de leurs branchements [38, eq (2.13)]. Pour
obtenir (1.9.9), on introduit une méthode conceptuelle et abstraite, qui reconstruit
la valeur du corrélateurc 7! Ew[� c� v � u2 : : : � un ] via son intégrale discrète contre
un noyau de Cauchy discret (construit à la main en utilisant lesexponentielles dis-
crètesintroduites par Boutillier, deTilière et Raschel dans [27, 28]). En particulier
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cette méthode brise la nécessité de symétrie et s'applique en théorie à un cadre
plus général.

Reste pour conclure à résoudre l'épineuse question de la normalisation en vo-
lume in�ni et montrer son universalité. Cela est fait en remarquant qu'il est possible
d'étendre une partie �nie d'une grille isoradiale en lui recollant une partie d'un ré-
seau rectangulaire (où les résultats sont obtenus par des calculs explicites) et que
sur cette grille mixte, les corrélations sont (au moins asymptotiquement) identiques.
En particulier, ces méthodes utilisées s'appliquent aussi au modèle sous-critique.
En utilisant une formule de Cauchy analogue ainsi que les résultats exacts sur les
grilles rectangulaires (qui sont redémontrés dans le chapitre 2), nous donnons une
preuve complète de la formule de Baxter sur les graphes isoradiaux.

Proposition 1.9.1 (Formule de Baxter). Pour q < 0, la magnétisation en
volume in�ni du modèle Z-invariant sous-critique est donnée par

E+

 n

[� u ] ! (k?)
1
4 lorsque 
 n " � � et E� � [� u1 � u2 ] ! (k?)

1
2 lorsque ju1� u2j ! 1 ;

où le lien entre les paramètres elliptiquesq et k est rappelé dans la section
1.3.1.

Le modèle massif Z-invariant peut aussi être encapsulé dans la théorie des s-
plongements rappelée dans la section 1.7. En e�et, il est possible de construire
à partir des exponentielles discrètes associées au modèle massif Z-invariant un s-
plongementS� propredu plan (au moins sur les compacts lorsque� ! 0). Dans le
régimeq = 1

2m� , la surface(S� ; Q� ) � R2;1 convergevers une surface decourbure
moyenneproportionelle à la massem. Autrement dit, cela fournitune interprétation
géométrique de la longueur de corrélationdu modèle massif comme la courbure
moyenne d'une surface dansR3. Une explication détaillée de ce phénomène est
faire dans la section3:3 du chapitre 3.

1.9.3 . Invariance conforme du modèle d'Ising quantique

Dans cet article écrit en collaboration avecJhih-Huang Li , on prouve l'in-
variance conforme du modèle d'Ising quantique critique introduit dans la section
1.6. Comme précisé à la �n des rappels sur le modèle quantique, la loi de la re-
présentation spatio-temporelle du modèle quantique est la limite des lois sur des
grilles isoradiales de plus en plus aplaties, pour lesquelles la propriété des angles
bornés n'est alors plus véri�ée. Il est donc vraisemblable de penser que les résultats
de convergence des corrélations du modèle survivent à l'échange de limite entre
angles bornés et le passage à la limite� ! 0. Un premier résultat dans cette di-
rection a été prouvé par Jhih-Huang Li dans [109] et concerne la convergence de
l'interface du modèle FK quantique vers SLE(16/3)

On se donne à nouveau un domaine simplement connexe
 du plan approximé
par 
 �

� et on considère la représentation spatio-temporelle du modèlecritique avec
paramètres� = � ? = 2 � = 1

2� . Le premier résultat de notre article généralise la
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convergence de la densité d'énergie horizontale traitée par Hongler et Smirnov [87,
83] sur les grilles isoradiales. On a alors le théorème suivant.

Theorème 1.9.7. Soit a 2 
 un point intérieur approximé par a� 2 
 �
� .

On dé�nit alors la variable aléatoire de densité d'énergie normaliséepar la
formule
"a� := � a� � a� +2 � � E+

C�
[� a� � a� +2 � ] = � a� � a� +2 � � 2

� . Pour la représentation
spatio-temporelle du modèle d'Ising quantique, on a alors la convergence

1
� E+


 �
�
["a� ] �!

� ! 0
1
� ` 
 (a); (1.9.10)

où ` 
 (a) est la métrique hyperbolique de
 en a (i.e. ` 
 (a) est le doubledu
module de la dérivée ena de n'importe quelle uniformisation de 
 vers D
s'annulant en a). Plus généralement pour des points intérieursa1; : : : ; an 2 

de 
 respectivement approximés para�

1; : : : ; a�
n , on a la convergence

1
� n E+


 �
�
["a�

1
: : : "a�

n
] �!

� ! 0
h"a1 : : : "an i +


 ; (1.9.11)

où une corrélation continueh"a1 : : : "an i +

 , dé�nie dans [32, Théorème 4.4], est

covariante conforme (voir e.g. [39, Section 5]).

La valeur2
� de la densité d'énergie horizontale du modèle quantique en volume

in�ni correspond bien à la limite de la densité d'énergie horizontale sur les grilles
isoradiales avec un angle� e = �

2 � " , qui vaut 2"
� cos( �

2 � " ) [24, Corollaire 11].

Comme pour le cas classique, il su�t de prouver le résultat pour une seule variable
d'énergie ena� et propager le résultats en utilisant les règles de Pfa�en du modèle
d'Ising (voir e.g. [39, Section 2.4] pour une présentation complète). Notre second
résultat prouve la convergence des corrélations (pour le modèle critique) entre un
nombre arbitraire de spins �xés dans un domaine simplement connexe, généralisant
le travail réalisé sur le réseau carré par Chelkak Hongler et Izyurov dans [38] (mais
aussi le théorème 1.9.6). Dans ce cadre-là on a alors

Theorème 1.9.8. Soient a1; : : : ; an des points intérieurs de
 approximés par
a�

1; : : : ; a�
n dans 
 �

� . Pour le modèle avec conditions de bord+ , on a alors

� � n
8 E+


 �
�
[� a�

1
: : : � a�

n
] �!

� ! 0
Cnh� a1 : : : � an i +


 ; (1.9.12)

où la fonction de corrélation h� a1 : : : � an i +

 est covariante conforme et corres-

pond exactement à la corrélation critique pourm = 0 dans le Théorème 1.9.6.

Ce résultat prouve directementl'invariance par rotationdu modèle quantique
critique. Il est possible de généraliser ces convergences à d'autres conditions de
bord. Dans notre article, la méthode choisie consiste à travailler directement avec
une version quantique des corrélateurs de Kadano� et Ceva pour prouver les ré-
sultats de convergence directement sur le réseau semi-discret. En particulier, la
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structure de branchement devient un problème très sensible, car les corrélateurs
naturellement dé�nis branchentpartout. Ainsi la preuve de convergence peut s'ap-
parenter à une généralisation standard des arguments sur les grilles isoradiales une
fois que le formalisme de Kadano� et Ceva a été correctement introduit. La situa-
tion est en revanche bien plus délicate pour la convergence des corrélations entre
spins. Le contrôle de la dérivée logarithmique des corrélations discrètes, comme
dans nos travaux avec Chelkak et Izyurov, ne s'applique que dans la direction
horizontale. Pour obtenir la dérivée dans la direction verticale, on utilise cette
fois-ci la structure locale du branchement autour de chaque point du réseau semi-
discret ainsi qu'unegénéralisation au modèle quantique de la relation à trois termes
(1.5.7), sous forme d'intégrale. L'intérêt principal des théorèmes 1.9.7 et 4.3.7 va
au-delà de la simple généralisation de la convergence des corrélations à un modèle
associé du modèle d'Ising. En e�et, comme expliqué dans la section 1.6, la repré-
sentation spatio-temporelle du modèle d'Ising quantique correspond à l'évolution
spatio-temporelle d'une chaîne de spins surZ, dont le Hamiltonien quantique est
donné parH = � �

P
x� y � (3)

x � (3)
y � �

P
x2 V � (1)

x . On peut donc utiliser les ré-
sultats des théorèmes 1.9.7 et 4.3.7 pour déterminerdes formules explicites des
corrélations spatio-temporelleslorsque
 = H. On noteEQI�

la mesure de proba-

bilité associée au modèle quantique critique sur2� Z. On note � (t )
x � la variable du

spin � 1 au sitex � au tempst dans la représentation graphique en dimension2 de
la chaîne d'Aizenmann, Klein et Newman [2]. On a alors les formules suivantes :

Theorème 1.9.9. Pour la chaine quantique unidimensionnelle sur2� Z, on
note x1; : : : ; xn des coordonnées horizontales approximées dans2� Z par x �

1; : : : ; x �
n

ainsi que t1; : : : ; tn des temps positifs. Soit" (t )
x � := � (t )

x � � (t )
x � +2 � � 2

� la densité
d'énergie horizontale au sitex � au temps t. Si tous les spins sont alignés à la
valeur +1 au temps t = 0 , on a

� � n
8 E+

QI �
[� (t1 )

x �
1

: : : � (tn )
x �

n
] �!

� ! 0
Cn

nY

r =1

� 2
t r

� 1
8
�
2� n

2
X

� 2f� 1gn

Y

16 r<m 6 n

�
�
� (x r � xm )2+( t r � tm )2

(x r � xm )2+( t r + tm )2

�
�
�

� r � m
4

� 1
2 ;

(1.9.13)
1

� n E+
QI �

�
" (t1 )

x �
1

: : : " (tn )
x �

n

�
�!
� ! 0

� 2
i�

� nPfa�
�
K(x1+i t1; : : : ; xn+i tn ; x1� i t1; : : : ; xn � i tn )

�
;

où Pfa� représente l'opérateur de Pfa�en usuel et K(a1; : : : ; ar ) est la matrice
r � r dé�nie par Ki;j := 1i 6= j (ai � aj ) � 1.

La normalisation des corrélations est à nouveau reliée à l'asymptotique de la
corrélation à deux points en volume in�ni, que l'on retrouvedirectement sur le
réseau semi-discret, en adaptant le formalisme du chapitre 2 au modèle quantique.
On peut alors calculer pour la magnétisation sous-critique ainsi que la longueur
de corrélation sur-critique. Ce second résultat, correspondant à un cas particulier
traité par Be�ara et Duminil-Copin dans [14] concernant la direction horizontale,
et utilise des méthodes supplémentaires comparé à celles utilisées dans le chapitre
2. On a alors les théorèmes suivants :
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Theorème 1.9.10. Pour la représentation spatio-temporelle du modèle d'Ising
quantique sur C avec un jeu de paramètres sous-critique(� < � ?) et des condi-
tions de bord + à l'in�ni, la magnétisation spontanée est donnée par

M (�; � ?) := lim
n!1

E+
C [� 0� n ]1=2 = ( � 2 + � ?2) � 1

2 (1 � ( �
� ? )2)

1
8 : (1.9.14)

Theorème 1.9.11. Pour la représentation spatio-temporelle du modèle d'Ising
quantique sur C avec un jeu de paramètres sur-critique(� > � ?) la longueur
de corrélation horizontale � est donnée par

� := lim
n!1

� 1
n logE+

C1
[� 0� n ] = 1

2 log( �
� ? ): (1.9.15)

1.9.4 . Estimées de croisement sur les s-plongement généraux

Dans cet article, écrit seul, on prouve que la représentation FK du modèle
d'Ising sur un s-plongement général et dont les poids sont donnés par(1.7.4)
satisfait la propriété croisement usuelle sur les rectangles, comme pour le réseau
carré critique (voir e.g. [60, Section 5]). Ce résultat montre que les s-plongements
non-dégénérés à grande échelle et équipés de leur poids naturels correspondent
à des systèmes 'critiques' et 'presque critiques', y compris lorsque leur géométrie
locale est très irrégulière.

On commence ici par clari�er le cadre dans lequel on travaille. Soientx1 < x 2,
y1 < y 2, R := ( x1; x2) � (y1; y2) � C le rectangle associé, ainsi queU un
ouvert contenant strictementR. On se donne une suite(S� ) �> 0 de une suite de
s-plongements propres recouvrantU et véri�ant les hypothèses suivantes :

1. On suppose que tous les plongements(S� ) �> 0 satisfont l'hypothèseLip( � ,� )
pour un certain �xé� < 1. En particulier, le pas� de chacun des plonge-
ments est �xé grâce à la dé�nition(1.7.3). Autrement dit, la de toutes les
arêtes deS� est plus petite que� , et la fonction d'origamiQ� associée àS�

est � -lipchitz au-delà de la distance� .

2. On suppose que les plongements(S� ) �> 0 satisfont l'hypothèse de non-
dégénérescence que l'on nommeLenght-Exp-Fat( � ) ,qui suppose que
pour chaque bouleB � U et pour 
 > 0 :

lim
� ! 0

X

z2}\ B;r z 6 exp(� 
� � 1 )

diam(z) = 0 :

Autrement dit, une fois que le pas de chacun des plongements a été �xé,
on demande que la mesureH 1 de l'ensemble des faces exponentiellement
petites en (en la variable� � 1) tende vers0 lorsque� tend vers0.

Pour utiliser ces hypothèses, il n'est plus nécessaire d'utiliser de notiond'angles
bornés(qui implique que les constantes de couplages sont bornées) ou bien encore
de comparabilité entre la taille des arêtes, mais plutôt nécessaire de véri�er si le
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plongement admet un pas� (dé�ni dans la section 1.7.1 comme la distance à partir
de laquelle fonction d'origamiQ� admet une constante de Lipchitz strictement
meilleure que1) puis qu'il n'y a qu'une proportion négligeable de faces du graphe
pour lesquels le rayonr z du cercle inscrit est exponentiellement petit en� � 1. Les
deux hypothèses précédentes sont véri�ées avec une marge énorme pour les graphes
doublement périodiques critiques, ainsi que sur les graphes isoradiaux équipés de
leurs poids critiques et massifs.

Pour se rapprocher de la formulation usuelle des estimées de croisement, refor-
mulons les deux hypothèses précédentes dans le cadre classique d'un graphe in�ni.
On se donne uneS un s-plongement propre, dont on assume (quitte à renorma-
liser la taille du dessin dans le plan) qu'il est de pas� = 1 . Toutes les arêtes de
S(�( G)) sont de longueur inférieure à1. L'hypothèseLip( � ,� ) se traduit le fait
quejQ(z) �Q (z0)j 6 � jz� z0j dès lors quejz� z0j > 1. Pour le seconde hypothèse,
considéreronsBn l'approximation du carré centré en l'origine et de côté2n. Pour
cela, l'hypothèseLenght-Exp-Fat( � ) se traduit par le fait que pour tout
 > 0

lim
n!1

X

z2}\B n ;r z 6 exp(� 
n )

diam(z) = o(n);

c'est à dire que les faces dont le centre cercle inscrit est de taille exponentiellement
petite enn ne contribuent qu'à une partie négligeable de la boite.

Comme cela sera détaillé dans la preuve, il est possible d'a�aiblir cette hy-
pothèse en la remplacant par une condition demandant que les faces exponentiel-
lement petites n'envahissent pas complètement toutes les zones de la boite de taille
n. Dans les termes originaux, cela revient à relaxer l'hypothèseLenght-Exp-Fat( � )
dans le théorème en ne demandant qu'elle ne soit véri�ée que sur portion (macr-
socopique mais arbitrairement petite) du graphe.

On a alors les théorèmes suivants, que l'on peut voir comme des meta-théorèmes,
c'est à dire une boîte à outils que l'on espère appliquer à une très grande variété
de situations. Ces théorèmes sontuniformes en� su�sament petit, et fournissent
une borne inférieure à la magnétisation du modèle spin-Ising sur les rectangles
avec conditions de bord alternées, ainsi qu'une borne inférieure sur la probabilité
de croisement dans le modèle FK d'un anneau de ratio �xé avec condition de bord
libre.

Theorème 1.9.12. Soient x1 < x 2, y1 < y 2, R := ( x1; x2) � (y1; y2) �
C, et (S� ) �> 0 une suite de s-plongements propres satisfaisant les hypothèses
Lip( � ,� ) et Lenght-Exp-Fat( � ) . On se donne alorsR � = [ R(x1; x2; y1; y2)] ����

S�

une discrétisation quelconque deR à une distanceo� ! 0(1) du bord de R. Pour
le modèle d'Ising surR � dont les poids sont donnés par (1.7.4), avec condi-
tions de bord branchéessur les arcs 'horizontaux'(b� c� ) � et (d� a� ) � de R � ainsi
que des conditions de bordlibres sur les arcs 'verticaux' (a� b� ) � et l'arc droit
(c� d� ) � , on a

lim inf
� ! 0

E����
R � [� (b� c� ) � � (d� a� ) � ] � cst > 0;
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où la constantecst > 0 ne dépend que de� et du ratio jx2 � x1j � j y2 � y1j � 1.

Une estimée similaire existe pour le modèle dual. Comme rappelé dans la section
1.2.5, il existe une multitude de liens entre les corrélations des spins de modèle
d'Ising et les probabilités de connexion dans le modèle FK. Un de ces liens s'avère
être ici très utile. Pouru 2 C et d > 0, on dé�nit l'anneau

� (u; d) := ([Re u � 3d;Reu + 3d] � [Im u � 3d; Im u + 3d])

r ((Re u � d;Reu + d) � (Im u � d; Im u + d))

et on posePlibre
� � (u;d) la mesure de probabilité associée au modèle FK rappelée dans la

section 1.2.5 avec conditions de bord libre sur les frontières intérieures et extérieures
de � � (u; d), qui approxime à une distanceo� ! 0(1) l'anneau� (u; d). On a alors
le théorème suivant.

Theorème 1.9.13. Il existe une constante p0 > 0 ne dépendant que de�
telle que pour tout u 2 C, d > 0, et toute suite de s-plongementsS� couvrant
B (u; 5d) et véri�ant Lip( � ,� ) et Lenght-Exp-Fat( � ) , on a

lim inf
� ! 0

Plibre
� � (u;d)

�
il existe un circuit ouvert dans � � (u; d)

�
� p0:

Une estimée similaire existe pour le modèle dual. De plus on peut remplacer la
lim inf par l'inf lorsque les s-plongements satisfont l'hypothèseUnif( � ) . Dans la
formulation classique des estimées de croisement pour le modèle FK sur une grille
in�nie (c'est à dire en considérant une grille in�nie avec un pas� = 1 et les boites
Bn lorsquen ! 1 ), le théorème 1.9.13 implique que, la probabilité qu'il existe un
circuit ouvert du modèle FK dans l'anneau bordé par les boitesBn et B3n (avec
des conditions de bord libres), est bornée inférieurement, lorsquen ! 1 , par une
constante ne dépendant que de� .

Ce second théorème est une conséquence du Théorème 1.9.12 en appliquant
la stratégie développée dans [61, Proposition 2.10]. Une version simpli�ée de ces
résultats a été démontrée par Chelkak dans [33, Théorème 1.3 et Corollaire 1.4],
avec des hypothèses beaucoup plus restrictives sur la géométrie locale (la preuve
était limitée aux grilles satisfaisant l'hypothèseUnif( � ) , ce qui limite les dé-
générescences locales) mais surtout sous l'hypothèseFlat( � ) qui correspond à
imposerQ� = O(� ), qui contraint la limite de la fonction d'origami à# � 0 et
limite les comportements potentiels des limites d'échelles. En particulier, il est à
présent possible d'imaginer appliquer ces deux théorèmes aux grilles tirées aléatoi-
rement, que ce soit dans leur combinatoire ou bien encore dans leur poids. Une des
conséquences directe du Théorème 1.9.13 est latension des interfaces FK-Ising
sur les graphes satisfaisantLip( � ,� ) et Lenght-Exp-Fat( � ) (voir e.g. [97] pour
plus de détails). Parmi les conséquences directes de ce théorème 1.9.13, on trouve
des preuves alternatives ainsi que l'extension des résultats suivants :
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� Borne inférieure sur les estimées sur les probabilités de croisement sur les
grilles isoradiales critiques (voir section 1.3.1) comme dans [48, Preuve du
Théorème 6.1], en remplaçant la propriété d'angles bornés par l'hypothèse
Lenght-Exp-Fat( � ) . En particulier permet de déduire directement la
propriété de croisement dans les rectangles pour le modèle FK quantique
[62, Theorème 1.5 et Proposition 5.1].

� Borne inférieure sur les estimées sur les probabilités de croisement sur les
grilles isoradialesmassives(voir section 1.3.1) comme dans [138, Théorème
1.3] avec la propriété d'angles bornés, que l'on peut re-plonger comme un
s-plongementpropre en utilisant les méthodes de [43, eq (3.11)].

On peut aussi voir que la magnétisation du modèle d'Ising sur leskites introduit
par Lis dans [114, Section 6] décroit polynômialement vite grâce au Théorème
1.9.13 et qu'à la température� = 1 , la magnétisation du modèle primal et dual
est simultanément nulle. Cela prouve en particulier la criticalité du modèle.

On rappelle qu'il est possible de construire un s-plongement propre pour chaque
graphe pondéré �ni, en particulier pour réseaux usuels non-critiques, ce qui indique
que le théorème 1.9.13 n'est doit pas être valide pour tous les graphes pondérés. On
explique maintenant celle phénomènologie, et spéci�e (en utilisant deux exemples)
ce qui nous semble classi�er si le système est d'un côté presque-critique ou critique
ou d'un autre côté hors critique.

L'exemple le plus simple est le réseau carré (tourné d'un angle�
4 pour coller au

formalisme du chapitre 2) équipé de ses poids non-critiques. En utilisant les travaux
détaillés dans la section 2.5 du chapitre 2, (particulièrement les formules en dessous
de l'équation (2:5:5) ainsi que la �gure2:5:1), on peut voir qu'il est possible
d'associer au réseau carré équippé de ses poids non-critiques un s-plongement
propre dans le plan, tels que les quadrilatères tangeants (qui sont les faces de
�( G) ont un cercle inscrit de rayonr = 1 ). Dans ce cas précis, un calcul similaire
à celui de l'équation(2:5:8) assure que pourz1 = x1 + iy et z2 = x2 + iy aligné
horizontalement, on a

lim
jx1 � x2 j!1

jQ(z1) � Q (z2)j
jz1 � z2j

= 1 ;

autrement dit c'est la fonction d'origami qui asymptotiquement est1-lipchitz mais
n'est pas� -lipchitz pour tout � < 1.

Pour le modèlemassif, les travaux de Park [138, Section 6] assurent que lorsque
jmj tend vers l'in�ni, le système se rapproche du système hors critique (c'est à dire
que les probabilités de croisement primales et duales dans les rectangles convergent
vers0 et 1, selon le côté de la criticalité où l'on se trouve). En appliquant la procé-
dure dereplongement des grilles Z-invariantes massives comme des s-plongements
de section3:3 du chapitre 3 ainsi que la valeur explicite des asymptotiques de
la fonction d'origami dans ce cadre précis (calculées dans(3.3.12)), on voit que
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lorsquejmj tend vers l'in�ni, la constante d'origami optimale à grande distance se
rapproche de1.

En utilisant les deux exemples précédents, on ainsi penser que les sys-
tèmes hors-critiques s'identi�ent à une fonction d'origami dont la constante
de Lipchitz optimale est 1.

D'un point de vue conceptuel, l'hypothèseLenght-Exp-Fat( � ) (tout comme
sa grande soeurExp-Fat( � ) ) nous semble être un choix de confort, qui reste
tout de même su�sament souple pour envisager de travailler dans une multitude
de cadres, y compris des graphes pondérés aléatoires. Avec ce choix, on peut
utiliser des méthodes analytiques pour prouver des estimées de croisement, ce qui
semble être la seule méthode aujourd'hui disponible pour traiter des graphes sans
symétries. Il est envisageable qu'un jour on puisse se passer des hypothèses du type
Exp-Fat( � ) avec une meilleure compréhension des comportements pathologiques
des fonctions harmoniques associées aux fonctions s-holomorphes.

De notre point de vue, le plus grand intérêt du Théorème 1.9.13 est qu'il
permet de traiter la question des probabilités de croisement sur des graphes très
irréguliers, dont les poids ou la géométrie locale est tirée aléatoirement. La pro-
priété Lenght-Exp-Fat( � ) semble pouvoir être accessible via des raisonnement
du type Borel-Cantelli (prédisant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre �ni de faces
trop petites, qui correspondrait sinon a un nombre exponentiel de faces avec un
r z 6 exp(� � 1) dans une région de taille� ). Dans le cadre des grands graphes
�nis abstraits, il faut tout d'abord e�ectuer un re-plongement via un s-plongement
propre et étudier les propriétés géométriques de ce plongement, en particulier vé-
ri�er qu'en s'éloignant de la face extérieurev�

ext , la taille des faces diminue, puis
que le graphe véri�e localement le graphe satisfaitLip( � ,� ) . Une des premières
cible (ambitieuse mais réaliste) de ces théorèmes est de traiter le cas de grillesZ2

avec des constantes de couplage aléatoires centrées en la valeur critique.

1.9.5 . Convergence de l'observable FK pour les s-plongements à
limite lisse

Ce chapitre a été écrit seul et correspond à un article en préparation. Ce projet
n'était pas supervisé par Dmitry Chelkak, et j'en assume seul la responsabilité.
L'objectif principal de ce chapitre est de montrer que la conjecture de Chelkak
(originellement faite dans [33, Section 2.7] et rappelée dans la section 1.7.4) reliant
le modèle d'Ising et les solutions de Dirac massives sur une surface dans l'espace de
Minkowski.Ce chapitre fait état d'un travail en cours, et a donc été volontairement
écrit de manière sous-optimale, puisque les méthodes présentées ainsi que leur
généralisations simples permettraient de traiter un cadre vraiment plus large. Étant
donné qu'une partie du puzzle manquant pour obtenir une théorie complète réside
dans des considérations purement dans le continu, ce travail nous semble être d'un
intérêt non-trivial pour la théorie puisqu'il résout plusieurs questions cruciales sur
le comportement des observables discrètes. C'est pourquoi nous avons choisi de
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l'inclure dans ce manuscrit.

Ici, on prouve la convergence des fonctions s-holomorphes associées à l'obser-
vable FK-Ising, lorsque la limite des fonctions d'origami(Q� ) �> 0 est une fonction
régulière et que les domaines discrets approximent un domaine simplement connexe
du plan dont le bord est lisse. Ce travail généralise partiellement les travaux de Chel-
kak et Smirnov [48] mais ce restreint au-cadre où les domaines ainsi que la limite
des fonctions d'origami sont lisses. Il s'agit de la première preuve de convergence
des observables sur des s-plongements lorsque la limite d'échelle des fonctions d'ori-
gami n'est pas triviale, et pave la voie à de nombreuses généralisations. Comme
pour les observables critiques et massives déjà mentionnées précédemment, on se
donne un domaine simplement connexe
 dont le bord est de classeC1, et on �xe
deux points distinctsa; b 2 @
 , vus comme des extrémités. Lorsqu'on approxime
(
 ; a; b) (au sens de Carathéodory) par des domaines discrets(
 � ; a� ; b� ) avec des
conditions de bordbranchéessur l'arc(b� a� ) � et libressur l'arc(a� b� ) � . Les condi-
tions de bord sont donc exactement celles de l'observable utilisée dans la section
1.5.5 et en particulier de la �gure 1.5.4. Il est alors possible de dé�nir comme dans
(1.5.4) l'observable FK-Dobrushin sur(
 � ; a� ; b� ) en posant

X � (c) := Ew,f
(
 � ;a� ;b� ) [� c� (b� a� ) � � (a� b� ) � ]: (1.9.16)

Le corrélateurX � induit une fonction s-holomorpheF � via (1.7.11) ainsi que la
fonction H � = HF � via (1.7.15). Dans notre travail, on se restreint au cadre
suivant :

� Chaque s-plongementS� satisfait l'hypothèseUnif( � ) (voir e.g. [33, Sec-
tion 1.3]) pour les mêmes constantesr0; � 0 > 0.

� La suite des fonctions d'origami (S� ) �> 0 converge (uniformément sur les
compacts du plan) vers une fonction# de classeC2. On notera que la pré-
compacité des fonctions(Q� ) �> 0 est toujours vraie et donc on peut toujours
supposer que la fonction# converge.

On énonce à présent le résultat principal de ce chapitre, qui prouve l'existence
d'une limite d'échelle pour les fonctionsF � lorsque� tend vers0.

Theorème 1.9.14. Soit ((
 � ; a� ; b� )) �> 0 une suite de domaines discrets qui
convergent (au sens de Carathéodory) vers un domaine borné(
 ; a; b), dont
le bord est de classeC1 où l'on a �xé deux points distincts a; b. Alors la suite
des fonctions(F � ) �> 0 associées au corrélateur FK-Dobrushin dans(
 � ; a� ; b� )
converge uniformément sur les compacts de
 vers l'unique fonction f véri�ant

� (fdz + i fd# ) est une forme di�érentielle fermée sur
 ,

� h := 1
2

R
Im[f 2dz] + jf j2d# s'étend de manière continue avec la valeur0

sur l'arc (ba) et la valeur 1 sur l'arc (ab).
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En particulier, la limite d'échellef des fonctions s-holomorphes n'est ni holo-
morphe (comme dans le cadre Z-invariant critique), ni massive holomorphe (comme
dans le cadre Z-invariant massif) avec une masse constante. En réalisant le change-
ment de variable' := &f � (z� )1=2 + &f � (z� )1=2 de(1.7.23) avec la paramétrisation
conforme(1.7.20) de la surface(z; #), alors la fonction' est solution de l'équation
Dirac massif (annoncée en premier lieu dans [33, eq (2.28)])

@� ' = im (� ) � '; où

� Le paramètre de massem(� ) 2 R vaut la moitié le produit entrel'élé-
ment de longueuret la courbure moyennede la surface(z; #) au point
(z(� ); #(z(� )) � R2;1, pour la métrique de Minkowski deR2;1. Ainsi, le
paramètre de masse admet une interprétation purement géométrique.

� Le fait que la limite d'échelle admette une telle description naturelle dans
R2;1 justi�e par ailleurs l'idée de replongerS� comme une surface discrète
(S� ; Q� ) � R2;1 dont la troisième coordonnée est la fonction d'origamiQ� .

� L'hypothèse faite sur la régularité de la limite# est principalement pour faite
pour pouvoirdé�nir la notion de courbure moyenne, qui est une fonction des
dérivées secondes de#. Une description similaire semble possible à partir
du moment où l'on peut dé�nir d'une manière ou d'une autre une notion
de courbure moyenne. En particulier, lorsque les dérivées seconde de# se
trouvent dans un espaceL p, les méthodes utilisées dans la preuve donnée
ici sont très proche de permettre de conclure (l'ingrédient qui di�ère sera
soulignée dans quelques lignes).

� La description de la limite d'échelle devient explicite lorsque la surface(z; #)
est minimale pour la métrique de Lorentz, c'est à dire lorsque sa courbure
moyenneH (toujours calculée dans l'espaceR2;1) est nulle partout. Dans
ce cadre là, on a un résultat analogue à [48, Theorème A]. En notant�
l'uniformisation du relèvement̂
 de 
 qui envoieâ; b̂ vers�1 , alors ' =p

� 0.

Le théorème 1.9.14 con�rme, en partie, la prédiction faite par Chelkak dans
[33, Section 2.7] sur l'existence de limites d'échelles dont la description se fait
naturellement dans l'espaceR2;1. De notre point de vue, pour compléter ce travail
en cours, il faudrait réaliser les avancées suivantes :

� Retirer toute hypothèse de régularité sur la fonction# lorsque le bord du
domaine est lisse. Comparé aux méthodes présentées dans le chapitre, cela
nécessite majoritairement de prouver des résultats d'unicité dans le continu.
A�n d'y arriver, il semble nécessaire de gagner de l'information supplémen-
taire (en particulier de la régularité) au niveau discret sur les limites de
fonctions s-holomorphes, ce qui permettrait de conclure avec un principe de
comparaison général. Cette approche suit son cours dans un travail réalisé
en ce moment avec Sung-Chul Park et semble prometteuse.
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� Retirer toute hypothèse de régularité sur le bord du domainelorsque la sur-
face (z; #) est minimale pour la métrique de Minkowski. Cela permettrait
d'annoncer la convergence des interfaces discrètes sur les graphes(S� ; Q� )
vers le processus SLE sur(z; #). La méthode utilisée ici approximant le bord
du domaine par sa tangente est cruciale pour réaliser le passage du discret
vers le continu. Pour traiter des bords arbitrairements rugueux, cela ne peut
être utilisé et requiert d'utiliser une approche alternative, ce que nous ex-
plorons aussi actuellement avec Sung-Chul Park. On rappelle tout de même
qu'il existe une méthode developpée par Chelkak sur les graphes véri�ants
Q� = O(� ) (qui permet de traiter les domaines arbitrairement rugueux)
mais dont nous ne sommes pour l'instant pas capables de généraliser.

L'une des principales innovations de ce travail est technique, et répond à la
problématique de la survie des conditions de bord de Dirichlet pour les fonctions
H � sur des s-plongements généraux. Cette question est particulièrement délicate
en dehors du cadre isoradial critique et massif, car il n'est à présent plus possible
de comparerH � avec une fonction harmonique dans le discret.

Notons tout de même le cadre (restreint) oùQ� = O(� ) (qui contient par
exemple l'ensemble des graphes doublement périodiques critiques via leur plon-
gement canonique), pour lequel une méthode alternative a été développée dans
[33, Section 4], en approximant au niveau discret (de manière moyennée) le Lapla-
cien usuel dans le continu. La preuve donnée dans [33, Section 4] s'applique sans
restrictions sur la régularité du bord et permet donc de prouver la convergence
des interfaces FK vers le processus SLE(16/3), prouvant au passage l'invariance
conforme du modèle critique doublement périodique. Cependant une telle preuve
semble être di�cile à généraliser, en raison de son utilisation extensive d'opéra-
teurs di�érentiels discrets (voir [33, Section 3]) qui ne s'interprètent pas aisément
en dehors du cadreQ� = O(� ).

Pour outrepasser ce problème, on propose une approche complètement di�é-
rente, qui consiste (après une chirurgie locale du graphe) à comparer localement
H � avec une observable dé�nie sur un petit rectangle topologique au voisinage
d'un des points de bord, et dont la frontière discrète est plus simple à étudier.
On peut alors conclure via le principe de comparaison introduit par Park (voir [33,
Proposition 2.11]). Le choix des bords du rectangle topologique est réalisé soigneu-
sement (en particulier l'un des arcs discrets est formé, après chirurgie, de kites, ce
qui simpli�e grandement l'analyse). Une autre innovation est l'utilisation du prin-
cipe de comparaison avec des primitives de fonctions holomorphes constantes, qui
prouve queH � ne croit au plus vite que linéairement au voisinage de certains arcs
bien choisis, et simpli�e grandement l'analyse.Il est notable de remarquer que
le contrôle des conditions de bord ne requiert l'utilisation de dérivée seconde et
semble déjà s'appliquer -avec des adaptations très mineures- à toutes les fonctions
# dé�nies sur les domaines à bord lisse.
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Notre approche semble su�samment solide pour être généralisée rapidement
(avec des modi�cations mineures) au delà de l'hypothèseUnif( � ) (par exemple
avec une hypothèse du typeLenght-Exp-Fat( � ) ), mais aussi aux fonctions#
dont les dérivées secondes existent dans un certain espaceL p (ce qui implique
un contrôle sur courbure moyenne de(z; #)). Pour prouver ce second résultat, il
est plausible de généraliser le principe de comparaison dans le continu (voir e.g.
[138, Lemma 3.1]) aux espacesL p, en remplacant les estimées ponctuelles par des
estimées intégrées.
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2 - Magnetization in the Zig-Zag Layered Ising
model and orthogonal polynomials

This chapter corresponds to the article [40], written withDmitry Chelkak and
Clément Hongler , and is currently submited to a scienti�cal journal.

Abstract : We discuss the magnetizationM m in the m-th column of the
zig-zag layered 2D Ising model on a half-plane using Kadano��Ceva fermions and
orthogonal polynomials techniques. Our main result gives an explicit representation
of M m via m � m Hankel determinants constructed from the spectral measure of
a certain Jacobi matrix which encodes the interaction parameters between the
columns. We also illustrate our approach by giving short proofs of the classical
Kaufman�Onsager�Yang and McCoy�Wu theorems in the homogeneous setup and
expressingM m as a Toeplitz+Hankel determinant for the homogeneous sub-critical
model in presence of a boundary magnetic �eld.

2.1 . Introduction

The planar Ising (or Lenz�Ising) model, introduced by Lenz almost a century
ago, has an extremely rich history which is impossible to overview in a short intro-
duction, instead we refer the interested reader to the monographs [123, 12, 136,
65] as well as the papers [133, 131, 132, 120, 37] and references therein for more
information on various facets of this history. From the `classical analysis' viewpoint,
one of the particularly remarkable aspects is a very fruitful interplay between the
explicit computations for the planar Ising model and the theory of Toeplitz de-
terminants. This interplay originated in the groundbreaking work of Kaufman and
Onsager in late 1940s (see [9]) and, in particular, lead Szegö to the strong form
of his famous theorem on asymptotics of Toeplitz determinants ; we refer the in-
terested reader to the recent survey [55] due to Deift, Its and Krasovsky for more
information on the developments of this link since then. It is nevertheless worth
noting that this research direction mostly originated in questions related to the
homogeneous model in the in�nite-volume limit � a well-understood case from the
physical perspective. At the same time, it seems that the much richer setup of the
layered model� �rst considered by McCoy�Wu and Au-Yang�McCoy in [125, 126,
119, 5, 4], see also [118, Sections 3.1,3.2] and [140] for historical comments � did
not attract much attention of mathematicians. Unfortunately,tour de forcecom-
putations summarized in the monograph [123], are nowadays often considered (at
least, in several mathematical sub-communities interested in 2D statistical mecha-
nics) as being too technically involved to develop their analysis further. Certainly,
this is an abnormal situation and by writing this paper we hope to bring the atten-
tion to this `layered' setup, targeting not only probabilists but also the orthogonal

75



polynomials community. In the mathematical physics literature, the interest to the
layered Ising model also reappeared recently ; e.g. see [75] and references therein.

Our paper should not be considered as a `39999th solution of the Ising model'.
On the contrary, the methods we use can be viewed as a simpli�cation of the
classical ones in presence of the translation and re�ection symmetry in the direction
orthogonal to the line connecting spins under consideration. Comparing to [123],
this simpli�cation comes from the fact that we use the Kadano��Ceva lattice
instead of the Onsager (or Fisher) one and, more importantly, work directly with
orthogonal polynomialsinstead of Toeplitz determinants. Though such details are
not vital in the homogeneous case, this allows us to perform computations for a
general̀ zig-zag layered'model in a transparent way (see Theorem 2.1.1) ; in the
latter case, the polynomials are orthogonal with respect to a certain measure on
the segment[0; 1] constructed out of a given sequence of interaction constants.

It is worth mentioning that the simpli�cation discussed above manifests itself
even in the homogeneous setup since we always deal withreal weights, the simplest
possible framework of the OPUC/OPRL theory. From the perspective of the `free
fermion algebra' solution [155] of the planar Ising model, our derivations can be
viewed as its translation to the language of discrete fermionic observables, see [86]
for a discussion of such a correspondence. The latter viewpoint was advertised
by Smirnov in his celebrated work on the critical Ising model (e.g., see [65] and
references therein). We refer the interested reader to [37, Section 3] for a discussion
of equivalences between various combinatorial formalisms used to study the planar
Ising model, see also [129] and [48, Section 3.2]. In this paper we also want to make
a link between discrete complex analysis techniques and classical computations
more transparent ; similar ideas are applied to the quantum 1d Ising model in [110].

Before formulating our main result � Theorem 2.1.1 � for the layered Ising
model, let us brie�y mention the list of questions that we discuss along the way in
the homogeneous setup:

� Kaufman�Onsager�Yang theorem on the spontaneous magnetization below
criticality: Theorem 2.3.1, cf. [123, Section X.4] ;

� McCoy�Wu theorem on the asymptotic behavior of the horizontal spin-spin
correlations at criticality: Theorem 4.7.9, cf. [123, Section XI.5] ;

� the wetting phase transition in the subcritical model caused by a boundary
magnetic �eld [73, 146] (which was interpreted as a hysteresis e�ect in the
earlier work [123]): we discuss a setup similar to [123, Section XIII] in Sec-
tion 2.4.3 and reduce the problem to the analysis of explicit Toeplitz+Hankel
determinants, see Theorem 2.4.2 ;

� Wu's explicit formula for diagonal spin-spin correlations in the fully homoge-
neous critical Ising model (see [123, Section XI.4]) and magnetization in the
zig-zag half-plane: we provide a very short computation via Legendre polyno-
mials in the Appendix, note that we were unable to �nd neither Theorem A.3
nor the identity(A.8) in the literature.
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We now move on to the layered Ising model in a half-plane. Instead of working
in the original framework of Au-Yang, McCoy and Wu, we slightly simplify the se-
tup by considering the Ising model in the (left) half-plane on the�

4 -rotated square
grid which we call thezig-zag half-planeand denote byH� , see Fig. 2.4.1 for the
notation. We believe that such a simpli�cation does not change key features of the
problem, at the same it allows us to obtain more transparent results in full genera-
lity. We are mostly interested in making our main result � Theorem 2.1.1 � easily
accessible to themathematical community interested in orthogonal polynomials
rather than in discussing thephysicsbehind the problem. It is worth emphasizing
that Theorem 2.1.1 doesnot expressM m as a Toeplitz determinant. Nevertheless,
we believe that the formula(2.1.5) is amenable for the asymptotic analysis and is
of interest from the mathematical perspective.

The (half-)in�nite volume limit of the Ising model onH� is de�ned as a limit
of probability measures on an increasing sequence of �nite domains exhaustingH� ,
with `+ ' boundary conditions at the right-most columnC0 and at in�nity. All
interaction parameters between the columnsCp� 1 and Cp are assumed to be the
same and equal toxp = exp[ � 2�J p] = tan 1

2 � p, where� p 2 (0; 1
2 � ) can be viewed

as a convenient parametrization of�J p, see Section 2.2.1 for more details. Let

M m = M m (� 1; � 2; : : : ) := E+
H� [ � (� 2m� 1

2 ;0) ] (2.1.1)

be the magnetization in the(2m)-th column (the analysis for odd columns can be
done similarly). Denote

Deven := i

2

6
6
6
4

cos� 1 cos� 2 0 0 : : :
� sin � 2 sin � 3 cos� 3 cos� 4 0 : : :

0 � sin � 4 sin � 5 cos� 5 cos� 6 : : :
: : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
5

(2.1.2)

and let
D �

even = UevenSeven; Seven =( DevenD �
even)1=2 (2.1.3)

be the polar decomposition of the operatorD �
even, see also Remark 2.4.1 for another

interpretation of the (partial) isometryUeven . Further, denoteJ := DevenD �
even.

A straightforward computation shows that

J =

2

6
6
6
4

b1 � a1 0 : : :
� a1 b2 � a2 : : :

0 � a2 b3 : : :
: : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
5

bk = cos2 � 2k� 1 cos2 � 2k

+ sin 2 � 2k� 2 sin2 � 2k� 1 ;

ak = cos � 2k� 1 cos� 2k sin � 2k sin � 2k+1 ;

(2.1.4)
where � 0 := 0 and b1 = cos2 � 1 cos2 � 2. Let � J be the spectral measure ofJ
associated with the �rst basis vector. It is easy to see that0 � J � 1 and thus
Supp� J 2 [0; 1]. Given a measure� on[0; 1], let Hm [ � ] := det[

R1
0 � p+ q� (d� ) ]m� 1

p;q=0
be them-th Hankel determinant composed from the moments of this measure. De-
note byPm the orthogonal projector on the space of �rstm coordinates of̀ 2.
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Theorem 2.1.1. For all � 1; � 2; : : : 2 (0; �
2 ) and m � 1, we have

M m = j det Pm UevenPm j =
det Pm J 1=2Pm

Q 2m
k=1 cos� k

=
Hm [� 1=2� J ]

( Hm [� J ] � Hm [�� J ] )1=2
;

(2.1.5)

whereUeven is the (partial) isometry factor in the polar decomposition (2.1.3),
the Jacobi matrix J = DevenD �

even is given by (2.1.4), and � J is the spectral
measure ofJ .

Remark 2.1.2. Assume that � k = � for all k � 1, i.e., that we work with the
fully homogeneous model. One can easily see that

supp� J = [cos2(2� ) ; 1] if � � �
4 while supp� J = f 0g[ [cos2(2� ) ; 1] if � > �

4 :

In particular, this clearly marks the critical value � crit = �
4 of the interaction

parameter. Moreover, in the supercritical regime� > � crit , the existence of an
exponentially decaying eigenfunction �

k = (cot � )2k ,  � 2 KerD �
even, directly

leads to the exponential decay of the truncated determinantsj det Pm UevenPm j.

Remark 2.1.3. Assume now that � k+2 n = � k for all k � 1 and somen � 1. In
this case, the criticality condition reads as

Q 2n
k=1 tan � k = 1 , see Lemma 2.5.1

below. This condition is equivalent to the fact that the continuous spectrum
of J begins at 0. Moreover (see Section 2.5.3), in this setup the integrated
density of states of the periodic Jacobi matrix J behaves like CJ � � � 1

p
�

as � ! 0, where

CJ =
h

n� 2 P n
k=1 ( �

k )2 �
P n

k=1 (ak  �
k  �

k+1 ) � 1
i 1=2

(2.1.6)

and  �
k denotes the periodic vector solving the equationJ � = 0 . In Sec-

tion 2.5.2 we show that the quantity (2.1.6) also admits a clear geometric
interpretation in the context of the so-called s-embeddingsof planar Ising mo-
dels, see (2.5.8) and a discussion following that identity.

It is clear that the spectral properties of the matrixJ (which can be viewed
as an e�ective propagator in the direction orthogonal to the boundary ofH� ) are
directly related to the behavior of the magnetizationM m asm ! 1 . Nevertheless,
we are not aware of asymptotical results for(2.1.5) in the general case, especially
whenJ has asingular continuous spectrum. This leads to the following question:

� to �nd necessary and su�cient conditions on the measure� J that im-
ply the asymptotics (a)lim inf m!1 M m = 0 (b) lim supm!1 M m = 0
in (2.1.5).

We believe that an answer to this question should shed more light, in particular,
on the randomlayered 2D Ising model. Moreover, it would be very interesting
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� to understand the dynamics of the measure� J when the inverse tempera-
ture � varies from1 to 0 and hence all� p = 2 arctan exp[� 2�J p] increase
from 0 to 1 in a coherent way.

Classically, this dynamics should lead to the Gri�ths�McCoy phase transition for
i.i.d. interaction parameters between the columns and also could give rise to less
known e�ects in the dependent case. As already mentioned above, one of the goals
of this paper is to bring the attention of the probability and orthogonal polynomials
communities to these questions.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2.2 we review the
Kadano��Ceva formalism of spin-disorder operators in the planar Ising model. In
Section 2.3 we illustrate our approach by giving streamlined proofs of two clas-
sical results due to Kaufman�Onsager�Yang and McCoy�Wu, respectively: Theo-
rem 2.3.1 and Theorem 4.7.9 ; we believe that this material should help the reader
to position this proof into the classical Ising model landscape. We prove our main
result � Theorem 2.1.1 � in Section 2.4. In Section 2.5 we brie�y discuss the
geometric interpretation of our results via s-embeddings of planar Ising models, a
generalization of isoradial embeddings of the critical Baxter's Z-invariant model
introduced in [34, 33]. The appendix is devoted to the explicit analysis of dia-
gonal correlations (Wu's formula) and of the zig-zag half-plane magnetization at
criticality via Legendre polynomials.
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2.2 . Combinatorics of the planar Ising model

In order to keep the presentation self-contained, in this section we collect basic
de�nitions and properties of the planar Ising model observables. Below we adopt
the notation from [34, 33, 39], the interested reader is also referred to [37] or [88]
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for more details (note however that these papers use slightly di�erent de�nitions).
Even though we discuss the spin-disorder observables in the full generality (m spins
andn disorders), below we are interested in the situationsm = n = 2 (Section 2.3
and Appendix) andm = 1 , n = 2 (Section 2.4 and Appendix) only.

2.2.1 . De�nition and domain wall representation

Let G be a �nite connectedplanar graph embedded into the plane such that
all its edges are straight segments. We denote byG� the set of its vertices and
by G� the set of its faces (identi�ed with their centers). The (ferromagnetic)
nearest-neighborLenz-Ising model on the graphdual to G is a random assignment
of spins � u 2 f� 1g to the faces u 2 G� such that the probability of a spin
con�guration � =( � u) is proportional to

PG[ � ] / exp [�
P

u� w Je� u � w ] ; e = ( uw) � ; (2.2.1)

where a positive parameter� = 1=kT is called theinverse temperature, the sum is
taken over all pairs of adjacent facesu; w (equivalently, edgese) of G, andJ = ( Je)
is a collection of positiveinteraction constants, indexed by the edges ofG. Below
we use the followingparametrizationof Je:

xe = tan 1
2 � e := exp[ � 2�J e]: (2.2.2)

Note that the quantitiesxe 2 (0; 1) and � e := 2 arctan xe 2 (0; 1
2 � ) have the

same monotonicity as the temperature� � 1.
We let the spin� out of the outermost face ofG be �xed to +1 , in other words

we imposè+ ' boundary conditions. In this case, thedomain wall representation
(also known as thelow-temperature expansion) of the Ising model is a1-to-1
correspondence between spin con�gurations and even subgraphsP of G: given a
spin con�guration,P consists of all edges that separate pairs of disaligned spins.
One can consider a decomposition (not unique in general) ofP into a collection of
non-intersecting and non-self-intersecting loops. The above correspondence implies
that

EG[� u1 : : : � um ] = Z � 1
G

P
P 2EG

x(P)( � 1)loops[u 1 ;:::;u m ] (P ) (2.2.3)

for u1; : : : ; um 2 G� , whereEG denotes the set of all even subgraphs ofG,

ZG :=
P

P 2EG
x(P); x(P) :=

Q
e2 P xe; (2.2.4)

and loops[u1 ;:::;u m ](P) is the number (always well de�ned modulo2) of loops inP
surrounding an odd number of facesu1; :::; um . Up to a factorexp[�

P
e2EG

Je],
the quantity ZG is the partition function of the Ising model onG� .

2.2.2 . Disorder insertions
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Following Kadano� and Ceva [93], given an even number of verticesv1; : : : ; vn 2
G� we de�ne the correlation ofdisorders� v1 ; : : : ; � vn

h� v1 : : : � vn i G := Z � 1
G �Z [v1 ;:::;vn ]

G ; Z [v1 ;:::;vn ]
G :=

P
P 2EG (v1 ;:::;vn ) x(P) ; (2.2.5)

whereEG(v1; :::; vn ) denotes the set of subgraphsP of G such that each of the
verticesv1; : : : ; vn has an odd degree inP while all other vertices have an even
degree. Probabilistically, one can easily see that

h� v1 : : : � vn i G = EG
�
exp[� 2�

P
(uw) � 2 P0 (v1 ;:::;vn ) Je� u � w ]

�
; (2.2.6)

whereP0(v1; : : : ; vn ) is a �xed collection of edge-disjoint paths matching in pairs
the verticesv1; : : : ; vn ; note that the right-hand side does not depend on the
choice of these paths. TheKramers�Wannier dualityimplies (e.g., see [93]) that

h� v1 : : : � vn i G = E?
G�

�
� �

v1
: : : � �

vn

�
; (2.2.7)

where the expectation in the right-hand side is taken with respect to the Ising
model onverticesof G, with dual weightsxe� := tan 1

2( �
2 � � e) and free boun-

dary conditions. Indeed,(2.2.5) is nothing but thehigh-temperature expansion
of (2.2.7).

Similarly to ZG, one can interpretZ [v1 ;:::;vn ]
G as the low-temperature (domain

walls) expansion of the partition function of the Ising model de�ned on the faces
of a double coverG[v1 ;:::;vn ] of the graphG that branches overv1; : : : ; vn , with
the followingspin-�ip symmetry constraint: we require� u � u? = � 1 for any pair
of faces of the double cover such thatu andu? lie over the same face inG. Using
this interpretation, we introduce mixed correlations

h� v1 : : : � vn � u1 : : : � um i G := h� v1 : : : � vn i G � EG[v1 ;:::;v n ] [� u1 : : : � um ] ; (2.2.8)

whereu1; : : : ; um should be understood as faces of the double coverG[v1 ;:::;vn ].
Similarly to(2.2.6) one can easily give a probabilistic interpretation of these quan-
tities in terms of the original Ising model onG. Nevertheless, we prefer to speak
about the Ising model onG[v1 ;:::;vn ] as this approach is more invariant and does
not require to �x an arbitrary choice of the disorder linesP0(v1; : : : ; vn ).

By de�nition of the Ising model onG[v1 ;:::;vn ], the correlation(2.2.8) ful�lls
the sign-�ip symmetry constraint between the sheets of the double cover. When
considered as a function of both verticesvp and facesuq, this correlation is de�ned
on a double cover of(G� )n � (G� )m and changes sign each time one of the
verticesvp 2 G� turns around one of the verticesuq 2 G� (or vice versa). We call
spinorsfunctions de�ned on double covers that obey such a sign-�ip property.

2.2.3 . Fermions and the propagation equation

We need an additional notation. Let�( G) := G� [ G� be the planar bipartite
graph (a so-calledquad-graph) whose set of (degree four) faces} (G) is in a1-to-
1 correspondence with the set of edges ofG. Let �( G) denote themedial graph
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of �( G), whose vertices are in a1-to-1 correspondence with edges(vu) of �( G)
and are also calledcornersof G, while the faces of�( G) correspond either to
vertices ofG� or to vertices ofG� or to quads from} (G). We denote by� � (G) a
double cover of the graph�( G) that branches around each of its faces (e.g., see [33,
Fig. 3A] or [129, Fig. 27], [48, Fig. 6]). For a cornerc = ( v(c)u(c)) 2 � � (G) (with
u(c) 2 G� and v(c) 2 G� ), let

� c := i � exp[� i
2 arg(v(c) � u(c))] ; (2.2.9)

where the global prefactori is chosen for later convenience. Though a priori the
sign in the expression(2.2.9) is ambiguous, it can be �xed so that� c is a spinor
on � � (G), called theDirac spinor, by requiring that the values of� c at corners
c surrounding each face of�( G) are de�ned in a `continuous' way. (In particular,
this local de�nition implies the spinor property of� c on � � (G).)

Givenc 2 � � (G), one de�nes theKadano��Ceva fermionas� c := � v(c) � u(c) .
More accurately, we set

X $ (c) := h� v(c) � v1 : : : � vn � 1 � u(c) � u1 : : : � um � 1 i G; (2.2.10)

for $ := ( v1; : : : ; vn� 1; u1; : : : ; um� 1) 2 (G� )n� 1 � (G� )m� 1. Let � �
$ (G) denote

a double cover of�( G) that branches over each of the faces of�( G) except
those corresponding to the points from$ . The preceding discussion of mixed
spin-disorder correlations ensures thatX $ is a spinor on� �

$ (G). Finally, let

	 $ (c) := � cX $ (c) (2.2.11)

where� c is de�ned by(2.2.9). The function	 $ locally doesnot branch (the signs
changes of� c and � c cancel each other). More precisely,	 $ is a spinor on the
double cover� $ (G) of �( G) that branchesonly over points from$ : it changes
the sign only whenc turns around one of the verticesvp or the facesuq.

We now move on to the crucial three-term equation for the correlations(2.2.10),
called thepropagation equationfor Kadano��Ceva fermions on� � (G), see [141,
56, 129] or [37, Section 3.5] for more details. For a quadze 2 } (G) corresponding
to an edgeeof G, we denote its vertices byv0(ze) 2 G� , u0(ze) 2 G� , v1(ze) 2 G� ,
andu1(ze) 2 G� , listed in the counterclockwise order. Further, forp; q 2 f 0; 1g, let
cp;q(ze) := ( vp(ze)uq(ze)) . The following identity holds for all triples of consecutive
(on � �

$ (G)) cornerscp;1� q(ze), cp;q(ze) and c1� p;q(ze) surrounding the edgee:

X $ (cp;q) = X $ (cp;1� q) cos� e + X $ (c1� p;q) sin � e ; (2.2.12)

where� e stands for the parametrization(3.2.3) of the Ising model weightxe of e.
In recent papers, the equation(2.2.12) is often used in the context of rhombic
lattices, in which case the parameter� e admits a geometric interpretation (see
Section 2.5.1), but in fact it does not rely upon a particular choice of an embedding
(up to a homotopy) of} (G) into C provided that� e is de�ned by (3.2.3).
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c1

d2

c2

d1

a

� 2

� 1

c1

d2

c2

d1

a

� 2

� 1

(A) The notation used
in Proposition 2.2.1
(Cauchy�Riemann equa-
tions (2.2.13)).

cc� c+

c[

c]

� h � h

� h

� v

� v

� v

sin � h

cos� h

cos� v

sin � v

(B) The notation used in Proposi-
tion 2.2.2 (massive harmonicity of fermio-
nic observables in the homogeneous model
away from the branchings).

v
c]

� (v) c]
+ (v)

c[
� (v) c� = c[

+ (v)
c�

� c+
�

c[
�

c]
�

(C) The notation used in the
proof of Lemma 4.7.2 (the va-
lue [� (m)X sym

[v ;u ]] near the branching
point v = (0 ; 1

4)).

c

c[
�

c]
�

c[
+

c]
+

� �

� �

� �

� �

� +

� +sin � �

sin � �

cos� �

cos� �

(D) The notation used in Proposi-
tion 2.2.3 (harmonicity-type iden-
tities in the zig-zag layered mo-
del).

Figure 2.2.1 � Local relations for Kadano��Ceva fermionic observables.
We indicate the four `types' of corners of (subgraphs of) the square grid
by orienting and coloring the triangles depicting them.83



2.2.4 . Cauchy�Riemann and Laplacian-type identities on the square
grid

From now on we assume thatG is a subgraph of the regular square gridZ2 � C.
In this situation one can use(2.2.12) to derive a version of discrete Cauchy�
Riemann equations for the complex-valued observable	 $ de�ned by (2.2.11).

Proposition 2.2.1. Let c1; d1; c2; d2 be corners ofG located as in Fig. 2.2.1A
(and located on the same sheet of the double cover� $ (G)). Let � 1; � 2 be the
interaction parameters assigned via(3.2.3) to the edgese1; e2. Then, the fol-
lowing identity holds:

[	 $ (c2) cos� 2� 	 $ (c1) sin � 1] = � i �[	 $ (d2) sin � 2� 	 $ (d1) cos� 1] ; (2.2.13)

where the �̀ ' sign is `+ ' if the square (c1d2c2d1) is oriented counterclockwise
(top picture in Fig. 2.2.1A) and ` � ' otherwise (bottom picture in Fig. 2.2.1A).

Proof. Let a 2 � �
$ (G) be the center of the square(c1d2c2d2) and let c1; d2; c2; d1

be the neighbors ofa on � �
$ (G). Writing two propagation equations (2.2.12)

at a one gets the identity

X $ (c2) cos� 2 + X $ (d2) sin � 2 = X $ (a) = X $ (c1) sin � 1 + X $ (d1) cos� 1:

Since � d1 = � d2 = e� i �
4 � a (with the same choice of the sign: +̀ ' for the left

picture, `� ' for the right one) and � c1 = � c2 = e� i �
4 � a, the result immediately

follows.

Below we often focus on the values of observables	 $ or X $ at corners
c 2 �( G) of one of four `types' ; by a type ofc we mean its geometric position
inside the face ofG � Z2 to which c belongs, see Fig. 2.2.1. For each type of
corners, the values� c are all the same and, moreover, the branching structure of
� �

$ (G) restricted to this type of corners coincides with the one of� $ (G). In other
words,	 $ and X $ di�er only by a global multiplicative constant on each of the
four types of corners.

In this paper, we are interested in the following two setups:
� homogeneousmodel, in which all the parameters� e corresponding to hori-

zontal edges ofZ2 have the common value� h (resp., � v for vertical edges) ;
� zig-zag layeredmodel on the�

4 -rotated grid, in which all interaction constants
between each pair of adjacent columns have the same value (see Fig. 2.4.1).

In both situations, one can use(2.2.13) to derive a harmonicity-type identity
for the values ofX $ (note however that this is not possible in the general case).

Proposition 2.2.2. In the homogeneous setup, assume that a cornerc 2
� $ (G) is not located near the branching, i.e., that neitherv(c) nor u(c) are
in $ . Then, the observableX $ satis�es the following equation atc:

X $ (c) = 1
2sin � h cos� v � [X $ (c+ )+ X $ (c� )] + 1

2cos� h sin � v � [X $ (c] )+ X $ (c[ )];
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where c+ ; c] ; c� ; c[ are the four nearby corners having the same type asc,
located at the east, north, west and south direction fromc, respectively (see
Fig. 2.2.1B).

Proof. Recall that, at corners of a given type, the valuesX $ and 	 $ di�er
only by a multiplicative constant. Due to the symmetry of the homogeneous
model, we can assume thatc; c+ ; c] ; c� ; c[ are located as in Fig. 2.2.1B. Let us
write four Cauchy�Riemann equations (2.2.13) betweenc and c+ , c and c] , c
and c� , c and c[ . Multiplying the �rst equation by sin � h, the second bycos� h,
the third by cos� v , the fourth by sin � v , and taking the sum with appropriate
signs we get the result.

Remark 2.2.1. (i) Proposition 2.2.2 can be reformulated as the massive har-
monicity condition [� (m)X $ ](c) = 0 , where the massive Laplacian � (m) is
de�ned as

[� (m)F ](c) := � F (c)+ 1
2sin � h cos� v�[F (c+ )+ F (c� )]+ 1

2cos� h sin � v�[F (c] )+ F (c[ )]:

It is worth noting that � (m) is a generator of a (continuous time) random walk
on Z2 with killing rate 1� sin(� h+ � v) ; in particular, one can easily guess from
Proposition 2.2.2 the classical criticality condition

� h + � v = �
2 , sinh[2�J h] � sinh[2�J v ] = 1 :

(ii) The fact that the near-critical homogeneous Ising model onZ2 admits a
description via massive holomorphic fermions is a commonplace in the theore-
tical physics literature. In the probabilistic community, an explicit link between
formulas for spin-spin correlations derived in [123] and the partition functions
of killed random walks was pointed out in [130]. We refer the interested reader
to the paper [14], in which the massive holomorphicity property of fermionic
observables was used for the analysis of the exponential decay rate of spin-spin
correlations E[� 0� na ], n ! 1 , and of its dependence on the directiona in the
super-critical model on Z2.

A similar identity holds in the layered setup (see Fig. 2.2.1D for the notation).
Assume thatc is a west corner of a face on the�4 -rotated square grid. Denote by
c]

� , c[
� the four nearby corners of the same type asc and let � � , � � and � + be the

parameters assigned via(3.2.3) to the edges to the left ofc];[
� , to the left of c, and

to the left of c];[
+ , respectively.

Proposition 2.2.3. In the setup described above (see also Fig. 2.2.1D), as-
sume that neither v(c) nor u(c) are in $ . Then, the following identity holds:

X $ (c) = 1
2 sin � � cos� � � [X $ (c]

� )+ X $ (c[
� )]+ 1

2 sin � � cos� + � [X $ (c]
+ )+ X $ (c[

+ )]:
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Proof. The result follows by summing four Cauchy�Riemann equations (2.2.13)
with coe�cients � cos� � , � sin � � similarly to the proof of Proposition 2.2.2.

Remark 2.2.2. It is worth emphasizing that the harmonicity-type identities
discussed in Propositions 2.2.2 and 2.2.3 fail whenc is located near the bran-
ching. The reason is that applying (2.2.13) four times and summing the results
as in the proofs of Proposition 2.2.2 and Proposition 2.2.3 one gets the di�e-
renceX $ (d� ) � X $ (d) with d� ; d located over the same point on thedi�erent
sheetsof the double cover� $ (G).

2.3 . Homogeneous model

In this section we discuss classical results on the horizontal spin-spin correlations
in the in�nite volume for the homogeneous model. Namely, we assume that all
horizontal edges have a weightexp[� 2�J h] = tan 1

2 � h while all vertical edges have
a weightexp[� 2�J v ] = tan 1

2 � v , see also Appendix in which the diagonal spin-spin
correlations are treated in the fully homogeneous critical case� h = � v = �

4 . Though
these results and even a roadmap of the proofs are well-known (e.g., see the classical
treatment by McCoy and Wu [123]), we use this setup to illustrate a simpli�cation
that comes from working directly withreal-valuedorthogonal polynomials instead
of Toeplitz determinants, an approach that we apply to the layered model.

2.3.1 . Full-plane observable with two branchings

Assume that the square grid on which the Ising model lives is shifted so that its
vertices coincide withZ � (Z + 1

4) and the centers of faces are(Z + 1
2) � (Z � 1

4),
see Fig. 2.3.1A. It is well known (e.g., see [72]) that there are no more than
two extremal Gibbs measures (coming from `+ ' and �̀ ' boundary conditions at
in�nity) and that the spin correlations in the in�nite volume limit are translationally
invariant. Givenn � 0, we de�ne the horizontal and next-to-horizontal correlations

Dn := EZ2
�
� ( 1

2 ;� 1
4 ) � (n+ 1

2 ;� 1
4 ) ] ; D ?

n := E?
(Z2 ) � [� �

(0; 1
4 ) �

�
(n; 1

4 ) ] ;

Dn+1 := EZ2
�
� (� 1

2 ;� 1
4 ) � (n+ 1

2 ;� 1
4 ) ] ; D ?

n+1 := E?
(Z2 ) � [� �

(0; 1
4 ) �

�
(n+1 ; 1

4 ) ] ; (2.3.1)

eDn+1 := EZ2 [� (� 1
2 ; 3

4 ) � (n+ 1
2 ;� 1

4 ) ] ; eD ?
n+1 := E?

(Z2 ) � [� �
(0; 1

4 ) �
�
(n+1 ;� 3

4 ) ] ;

where the expectations in the second column are taken for thedual Ising model
with interaction parameterstan 1

2( �
2 � � v) andtan 1

2( �
2 � � h) assigned to horizontal

and vertical edges of the dual square grid(Z2) � , respectively. Due to(2.2.7) one
can view these quantities as disorder-disorder correlations in the original model.

Let v = (0 ; 1
4) and u = ( n + 1

2 ; � 1
4). Below we rely upon thefull-plane

observableX [v ;u ] which can be thought of as a (subsequential) limit of the similar
observables de�ned on �nite graphsG exhausting the square grid. Indeed, since

�
�h� v(c) � v � u(c) � u i G

�
� � h � v(c) � v i G = E?

G� [� �
v(c) �

�
v ] � 1; (2.3.2)
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v = (0; 1
4) (n; 1

4) (n+1 ; 1
4)

(n+1 ; � 3
4)

u = (n+ 1
2 ; � 1

4)(� 1
2 ; � 1

4) ( 1
2 ; � 1

4)

(� 1
2 ; 3

4)

DnDn+1

eDn+1

D ?
n D ?

n+1

eD ?
n+1

(A) Particular values, consideredup to the sign, of the Kadano��Ceva
fermionic observableX [v ;u ] near its branching pointsv; u ;

see (2.3.1).

0 Dn N N D ?
n 0� � � � � �

n

(B) Boundary value problem[Psym
n ] for the symmetrized

observableX sym
[v ;u ].

N � Dn+1 0 0 0 D ?
n+1 N� � � � � �

n + 1

(C) Boundary value problem[Panti
n+1 ] for the anti-symmetrized

observableX anti
[v ;u ].

Figure 2.3.1 � To derive recurrence relations on horizontal spin-spin
correlations, we consider the Kadano��Ceva fermionic observableX [v ;u ]

with two branchings at v = (0 ; 1
4) and u = ( n + 1

2 ; � 1
4). The symmetrized

observableX sym
[v ;u ] is de�ned on north-west corners (marked as. in the �-

gure) and the anti-symmetrized observableX anti
[v ;u ] is de�ned on north-east

corners (marked as4 ). Both X sym
[v ;u ] and X anti

[v ;u ] are massive harmonic in the
upper half-planeZ� N0 and solve boundary value problems[Psym

n ], [Panti
n+1 ],

respectively ; the signN denotes Neumann boudary conditions.
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a point-wise subsequential limit exists ; its uniqueness (and hence the existence of
the true limit) follows from Lemma 4.7.1 given below. Moreover, in Section 4.7.2,
we provide an explicit construction of functions satisfying the conditions listed in
Lemma 4.7.1, which allows us to identifyX [v ;u ] with these explicit functions.

Let [(Z � 1
4) � Z; v ; u] denote the double cover of the lattice(Z � 1

4) � Z
branching overv and u. We now introduce the followingsymmetrizedand anti-
symmetrizedversions of the observableX [v ;u ](�) on north-west and north-east
corners, respectively (see Fig. 2.3.1):

X sym
[v ;u ](c) := 1

2 [X [v ;u ](c) + X [v ;u ](�c)]; c 2 [(Z + 1
4) � Z; v ; u]; (2.3.3)

X anti
[v ;u ](c) := 1

2 [X [v ;u ](c) � X [v ;u ](�c)]; c 2 [(Z � 1
4) � Z; v ; u]; (2.3.4)

where the continuous conjugationz 7! �z on [(Z � 1
4) � Z; v ; u] is de�ned so that

it maps the segment[1
4 ; n + 1

4 ] � f 0g to itself (i.e., the conjugate of each point
located over this segment is chosen to be on thesamesheet of the double cover).
Oncez 7! �z is speci�ed in between the branching points, it can be `continuously'
extended to the entire double cover[(Z � 1

4) � Z; v ; u]. In particular, the pointsc
located over the real line outside of the segment[1

4 ; n + 1
4 ] are mapped byz 7! z

to their counterpartsc� on the other sheet of the double cover.
Let us list basic properties of the observablesX sym

[v ;u ] and X anti
[v ;u ] and show that

they characterize these observables uniquely. Due to(4.7.1) we have
�
�X sym

[v ;u ](k+ 1
4 ; s)

�
� � 1 and

�
�X anti

[v ;u ](k � 1
4 ; s)

�
� � 1 for all k; s 2 Z:

Proposition 2.2.2 (see also Remark 2.2.1) ensures that the observablesX sym
[v ;u ]

and X anti
[v ;u ] are massive harmonic away from the branching pointsv; u. In par-

ticular, one has

[� (m)X sym
[v ;u ]]((k+ 1

4 ; s)) = 0 and [� (m)X anti
[v ;u ]]((k � 1

4 ; s)) = 0 if s 6= 0 :

(2.3.5)

Further, the spinor property of the observableX [v ;u ] together with the choice of
the conjugation described above gives

X sym
[v ;u ]((k+ 1

4 ; 0))=0 ; k 62[0; n]; [� (m)X sym
[v ;u ]]((k+ 1

4 ; 0))=0 ; k 2 [1; n� 1];

(2.3.6)

X anti
[v ;u ]((k � 1

4 ; 0))=0 ; k 2 [1; n]; [� (m)X anti
[v ;u ]]((k � 1

4 ; 0))=0 ; k 62[0; n+1] :
(2.3.7)

Finally, the de�nition ofX [v ;u ] implies

X sym
[v ;u ]((

1
4 ; 0)) = Dn ; X sym

[v ;u ]((n+ 1
4 ; 0)) = D ?

n ; (2.3.8)

X anti
[v ;u ](( � 1

4 ; 0)) = � Dn+1 ; X anti
[v ;u ]((n+ 3

4 ; 0)) = D ?
n+1 ; (2.3.9)

where we assume that these pairs of corners are located on thesame sheetof the
double cover[(Z � 1

4) � Z; v ; u] as viewed from the upper half-plane; this is why
the valueDn+1 at (� 1

4 ; 0) appears with the di�erent sign.
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Lemma 2.3.1. (i) The uniformly bounded observableX sym
[v ;u ] given by (4.7.2)

is uniquely characterized by the properties(4.7.4), (4.7.5) and its values(4.7.7)
near v and u.

(ii) Similarly, the uniformly bounded observableX anti
[v ;u ] given by (4.7.3) is uni-

quely characterized by the properties(4.7.4), (4.7.6) and its values (4.7.8)
near v and u.

Proof. (i) Let X 1 and X 2 be two bounded spinors satisfying (4.7.4),(4.7.5)
and (4.7.7). Let (Zk )k> 0 be the random walk (with killing) started at c 2 [(Z +
1
4)� Z; u; v ] that corresponds to the massive Laplacian� (m) . This random walk
almost surely hits the points located over the setf (k+ 1

4 ; 0); k 62[1; n� 1]gg or
dies. Since the process(X 1 � X 2)(Zk ) is a bounded martingale with respect to
the canonical �ltration, the optional stopping theorem yields X 1(c)� X 2(c) = 0 .
The proof of (ii) is similar.

The next lemma allows one to use an explicit construction of functionsX [v ;u ]

given in Section 4.7.2 in order to get a recurrence relation for the spin-spin corre-
lations. Forn � 1, denote

L n := 1
2 cos� v � [Dn +cos � h � eDn ]; L ?

n := 1
2 sin � h � [D ?

n +sin � v � eD ?
n ]: (2.3.10)

Lemma 2.3.2. For each n � 1, the following identities are ful�l led:

� [� (m)X sym
[v ;u ]]((

1
4 ; 0)) = L n+1 ; � [� (m)X sym

[v ;u ]]((n+ 1
4 ; 0)) = L ?

n+1 ;

(2.3.11)

� [� (m)X anti
[v ;u ]](( � 1

4 ; 0)) = � L n ; � [� (m)X anti
[v ;u ]]((n+ 3

4 ; 0)) = L ?
n ; (2.3.12)

with the same choice of points on the double covers[(Z � 1
4) � Z; v ; u] as above.

If n = 0 , the identities (4.7.10) should be replaced by� [� (m)X sym
[v ;u ]]((

1
4 ; 0)) =

L 1+ L ?
1 while (4.7.11) hold with L 0 := cos � v and L ?

0 := sin � h.

Proof. We focus on the �rst identity in (4.7.10). Let c� = c[
+ (v) := ( 1

4 ; 0), see
Fig. 2.2.1C for the notation. First, note that X sym

[v ;u ](c
�
� ) = 0 and hence

� [� (m)X sym
[v ;u ]](c� ) = X [v ;u ](c� ) � 1

2sin � h cos� v � X [v ;u ](c
+
� )

� 1
2cos� h sin � v � [X [v ;u ](c

]
� ) + X [v ;u ](c

[
� )] :

Recall that we deduced the massive harmonicity property of the observablesX [v ;u ]

away from the branchings from four Cauchy�Riemann identities (2.2.13), each
of them based upon two propagation equations (2.2.12) ; see Fig. 2.2.1B. We
now repeat the same proof but with seventhree-terms identities (2.2.12) ins-
tead of eight ones required to prove Proposition 2.2.2, the one involving the
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values of X [v ;u ] at c�
� = ( � 3

4 ; 0), c[
� (v) = ( � 1

4 ; 0) and c]
� (v) = ( � 1

4 ; 1
2) mis-

sing ; see Fig. 2.2.1C. As a result, one sees that the value[� (m)X sym
[v ;u ]](c

[
+ (v))

is 1
2 cos� v times the missing linear combination of the values

X [v ;u ](c
[
� (v)) = Dn+1 and X [v ;u ](c

]
� (v)) � cos� h = eDn+1 � cos� h;

which leads to the �rst identity in (4.7.10) (we let the reader to check the
signs obtained along the computation). The proofs of the other three identities
for n � 1 are similar. If n = 0 , one should sumsix three-term identities (2.2.12)
when dealing with X sym

[v ;u ] and eight ones when dealing withX anti
[v ;u ]. In the latter

case, the valuesL 0 and L ?
0 appear due to the presence of the branchingsv; u

near the points at which � (m)X anti
[v ;u ] is computed (and due to the fact that D0 =

D ?
0 = 1 ).

2.3.2 . Construction via the Fourier transform and orthogonal po-
lynomials

In this section we construct two bounded functions satisfying the proper-
ties(4.7.4)� (4.7.8) using Fourier transform and orthogonal polynomials techniques,
the explicit formulas are given in Lemma 4.7.4 and Lemma 4.7.5. Recall that these
explicit solutions must coincide withX sym

[v ;u ] andX anti
[v ;u ] due to Lemma 4.7.1. Instead

of the double covers[(Z � 1
4) � Z; u; v ], we work in the upper half-planeZ � N0

only (see Lemma 4.7.3 for the link between the two setups).
For a functionV : Z � N0 ! R we use the same de�nition of the massive

Laplacian[� (m)V](k; s) as above fors � 1 and introduce the values

[N V ](k; 0) := V (k; 0) � cos� h sin � v � V (k; 1)

� 1
2 sin � h cos� v � [V (k � 1; 0) + V (k+1 ; 0)] (2.3.13)

which might be viewed as a version of the normal derivative ofV at the point(k; 0).
We now formulate two problems[P sym

n ] and[Panti
n ] to solve. Due to Lemma 4.7.1,

these problems are equivalent to constructing explicitly the functionsX sym
[v ;u ] and

X anti
[v ;u ], respectively ; see also Fig. 4.7.2B and Fig. 4.7.2C.

� [P sym
n ] : givenn � 1, to construct a bounded functionV : Z � N0 ! R

such that the following conditions are ful�lled:

[� (m)V](k; s) = 0 if s � 1; [N V ](k; 0) = 0 for k 2 [1; n� 1];

V (k; 0) = 0 for k 62[0; n]; V (0; 0) = Dn and V(n; 0) = D ?
n :

� [Panti
n+ 1 ] : givenn � 0, to construct a bounded functionV : Z � N0 ! R

such that the following conditions are ful�lled:

[� (m)V](k; s) = 0 if s � 1; [N V ](k; 0) = 0 for k 62[0; n+1];

V (k; 0) = 0 for k 2 [1; n]; V (0; 0) = � Dn+1 ; V (n+1 ; 0) = D ?
n+1 :
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Lemma 2.3.3. Assume that a functionV sym
n (resp., V anti

n+1 ) solves the problem
[Psym

n ] (resp., [Panti
n+1 ]). Then, the following identities hold:

[N V sym
n ](0; 0) = L n+1 ; [N V sym

n ](n; 0) = L ?
n+1 ; (2.3.14)

[N V anti
n+1 ](0; 0) = � L n ; [N V anti

n+1 ](n+1 ; 0) = L ?
n : (2.3.15)

Proof. Consider a section of the double cover[(Z� 1
4) � Z; v ; u] with a cut going

along the horizontal axis outside the segment[0; n+ 1
2 ] for the problem [Psym

n ]
and along [0; n+ 1

2 ] for the problem [Panti
n+1 ]. De�ne two functions on north-west

and north-east, respectively, corners of the grid by

V sym
[v ;u ](( � k+ 1

4 ; s)) := V sym
n (k; s) V anti

[v ;u ](( � k � 1
4 ; s)) := � V anti

n+1 (k; s):

These functions vanish on the cuts and thus can be viewed as bounded spi-
nors on the double covers[(Z � 1

4) � Z; v ; u], which satisfy all the condi-
tions (4.7.4)�(4.7.8). Due to the uniqueness result provided by Lemma 4.7.1,
this implies X sym

[v ;u ] = V sym
[v ;u ] and X anti

[v ;u ] = V anti
[v ;u ]. The identities (4.7.13), (4.7.14)

now easily follow from (4.7.10), (4.7.11) and the de�nition (4.7.12).

Let V be a solution to the problem[Psym
n ], recall that this solution is unique

due to Lemma 4.7.1. To construct it explicitly, we start with a heuristic argument.
Assume for a moment that the Fourier series

bVs(eit ) :=
P

k2 Z V(k; s)eikt ; s � 0; t 2 [0; 2� ];

are well-de�ned. The massive harmonicity property[� (m)V](k; s) = 0 for s � 1
can be rewritten as the recurrence relation

[1� sin � h cos� v cost]� bVs(eit ) = 1
2 cos� h sin � v �[ bVs� 1(eit )+ bVs+1 (eit )]: (2.3.16)

A general solution to the recurrence relation(4.7.15) is a linear combination of the
functions(y� (t; � h; � v)) s and (y+ (t; � h; � v)) s, where0 � y� � 1 � y+ solve the
quadratic equation

[1 � sin � h cos� v cost] � y(t) = 1
2 cos� h sin � v � [(y(t))2 + 1] :

At level s = 0 we havebV0(eit ) = Qn (eit ), an unknown trigonometric polynomial
of degreen. Since we are looking for bounded Fourier coe�cients ofbVs, we are
tempted to say thatbVs(eit ) = Qn (eit ) � (y� (t; � h; � v)) s for s � 1. A straightforward
computation shows that

P
k2 Z [N V ](k; 0)eikt = w(t; � h; � v)Qn (eit ); (2.3.17)

w(t; � h; � v) :=
�
(1� sin � h cos� v cost)2 � (cos� h sin � v)2� 1=2:

(2.3.18)
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The key observation of this section is that the left-hand side of(4.7.16) should
not contain monomialseit ; : : : ; ei (n� 1)t , which is a simple orthogonality condition
for the polynomialQn (eit ).

We now use the heuristics developed in the previous paragraph to rigorously
identify the unique solution to[Psym

n ].

Lemma 2.3.4. Let n � 1. If a trigonometric polynomial Qn (eit ) = Dn + : : : + D ?
neint

of degreen with prescribed free and leading coe�cients is orthogonal to the
family f eit ; : : : ; ei (n� 1)t g with respect to the measurew(t; � h; � v) dt

2� , then the
function

V (k; s) := 1
2�

R�
� � e� ikt Qn (eit )(y� (t; � h; � v)) sdt

is uniformly bounded and solves the problem[Psym
n ]. Moreover,

hQn ; 1i w
2� dt = L n+1 and hQn ; eint i w

2� dt = L ?
n+1 ; (2.3.19)

where the scalar product is taken with respect to the same measure on the unit
circle.

Proof. The values V (k; s) are uniformly bounded as0 � y� � 1, the massive
harmonicity property [� (m)V](k; s) = 0 for s � 1 is straightforward and the re-
quired properties of the valuesV (k; 0) and [N F ](k; 0) follow from the assump-
tions made on the polynomial Qn . The identities (4.7.13) give (4.7.17).

A similar construction can be done for the problem[Panti
n+1 ], see Fig. 4.7.2C.

The only di�erence is that at levels = 0 we now require thatbV0(eit ) does not
contain monomialseit ; : : : ; ei (n+1) t while

P
k2 Z [N V ](k; 0)eikt = w(t; � h; � v) bV0(eit ) = � L n + : : :+ L ?

nei (n+1) t (2.3.20)

is a trigonometric polynomial of degreen +1 . In other words, this polynomial is
orthogonal tof eit ; : : : ; eint g with respect to the weight

w# (t; � h; � v) := ( w(t; � h; � v)) � 1; t 2 [0; 2� ]: (2.3.21)

provided thatw# is integrable on the unit circle. One can easily see from(2.3.18)
that this is true if and only if� h + � v 6= �

2 . We discuss a modi�cation of the next
claim required for the analysis of the critical case� h + � v = �

2 in Section 4.7.4.

Lemma 2.3.5. Let n � 0 and assume that� h + � v 6= �
2 . If a trigonometric

polynomial Q#
n+1 (eit ) = � L n + : : : + L ?

nei (n+1) t is orthogonal to the family
f eit ; : : : ; eint g with respect to the measurew# (t; � h; � v) dt

2� , then the function

V (k; s) := 1
2�

R�
� � e� ikt Q#

n+1 (eit )(y� (t; � h; � v)) sw# (t; � h; � v)dt (2.3.22)

is uniformly bounded and solves the problem[Panti
n+1 ]. Moreover,

hQ#
n+1 ; 1i w #

2� dt
= � Dn+1 and hQ#

n+1 ; ei (n+1) t i w #
2� dt

= D ?
n+1 ; (2.3.23)

where the scalar product is taken with respect to the same measure on the unit
circle.

Proof. The proof repeats the arguments used in the proof of Lemma 4.7.4.
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2.3.3 . Horizontal spin-spin correlations below criticality

In this section we combine the results of Lemmas 4.7.4 and 4.7.5 into a single
result on asymptotics of the horizontal spin-spin correlationsDn as n ! 1 . We
assume that� h + � v < �

2 and rely upon the fact thatD ?
n ! 0 as n ! 1 . This

can be easily derived from the monotonicity ofDn with respect to the temperature
and the fact that Dn = D ?

n ! 0 as n ! 1 in the critical regime� h + � v = �
2

which is discussed in the next section.

Theorem 2.3.1 (Kau�man�Onsager�Yang). Let � h + � v < �
2 . Then, the

spontaneous magnetizationM (� h; � v) of the homogeneous Ising model is given
by

M (� h; � v) := lim
n!1

D 1=2
n =

�
1 � (tan � h tan � v)2� 1=8: (2.3.24)

(Note that under the parametrization (3.2.3) one hastan � e = (sinh(2 �J e)) � 1.)

Remark 2.3.2. It is worth mentioning that the value tan � h tan � v also ad-
mits a fully geometric interpretation as Baxter's elliptic parameter of the Z-
invariant Ising model on isoradial graphs [12, Eq. (7.10.50)], see Section 2.5.1
for details.

Proof. Classically, the computation given below is based upon the strong Szegö
theorem on the asymptotics of the norms of orthogonal polynomials on the
unit circle. Note however that we use this result in its simplest form, for real
weights w and w# given by (2.3.18) and (4.7.19).

Let � n (z) = zn + : : : � � n� 1 be the n-th monic orthogonal polynomial on
the unit circle with respect to the measurew(t; � h; � v) dt

2� , the real number � n� 1

is called theVerblunsky coe�cient , recall that j� n� 1j < 1 for all n � 1. Denote
by � �

n := zn � n (z� 1) = � � n� 1zn + : : :+1 the reciprocal polynomial. Matching
the free and the leading coe�cients, it is easy to see that the polynomialQn

from Lemma 4.7.4 can be written as

Qn (eit ) = cn � n (eit )+ c�
n � �

n (eit ); where

"
c�

n
cn

#

=

"
1 � � n� 1

� � n� 1 1

#� 1 "
D ?

n
Dn

#

:

Moreover, one hash� n ; eint i = h� �
n ; 1i = k� nk2 =: � n = � 0

Q n
k=1 (1 � � 2

k� 1)
(e.g., see [158, Theorem 2.1]) andh� n ; 1i = h� �

n ; eint i = 0 , here and below
we drop the measurew dt

2� from the notation for shortness. Therefore, the
identities (4.7.13) imply that

"
L ?

n+1
L n+1

#

= � n

"
c�

n
cn

#

= � n� 1

"
1 � n� 1

� n� 1 1

# "
D ?

n
Dn

#

; (2.3.25)

and hence

L 2
n+1 � (L ?

n+1 )2 = � n � n� 1 � (D 2
n � (D ?

n )2) for n � 1: (2.3.26)
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Similarly, it follows from Lemma 4.7.5 that

"
D ?

n+1
� Dn+1

#

= � #
n

"
1 � #

n
� #

n 1

# "
L ?

n
� L n

#

; (2.3.27)

where � #
n and � #

n stand for the Verblunsky coe�cients and squared norms of
monic orthogonal polynomials corresponding to the weight (4.7.19). In parti-
cular, we have

D 2
n+1 � (D ?

n+1 )2 = � #
n+1 � #

n � (L 2
n � (L ?

n )2) for n � 0: (2.3.28)

The recurrence relations (2.3.28), (2.3.26) applied for even and odd indicesn,
respectively, lead to the formula

D 2
2m+1 � (D ?

2m+1 )2 = � #
2m+1 � #

2m � � 2m� 1� 2m� 2 � (D 2
2m� 1 � (D ?

2m� 1)2)

= : : : =
Q 2m+1

k=0 � #
k �

Q 2m� 1
k=0 � k � (L 2

0 � (L �
0)2) ;

note that L 2
0 � (L �

0)2 = (cos � v)2 � (sin � h)2 = cos(� h + � v) cos(� h � � v).
Recall that D ?

2m+1 ! 0 as m ! 1 . It remains to apply the Szegö theory
(e.g., see [78, Section 5.5] or [158, Theorems 8.1 and 8.5]) to the weights (2.3.18)
and (4.7.19). A straightforward computation shows that

w(t; � h; � v) = Cwq� (t)wq+ (t); where C = (cos 1
2 � h)2 cos� v ;

wq(t) :=
�
(1+ q2)2 � (2qcos t

2)2� 1=2 = j1� q2eit j; q2
� = tan( 1

2 � h) tan( �
4 � 1

2 � v) :

Sincew# (t; � h; � v) = ( w(t; � h; � v)) � 1, we have

limm!1
Q 2m+1

k=0 � #
k �

Q 2m� 1
k=0 � k = C � 2 � G2;

where

G = exp
h 1
4�

ZZ

D

�
�
�

d
dz

�
log(1� q2

� z) + log(1 � q2
+ z)

�
�
�
2
dA(z)

i

= exp
�

�
P

k> 1
1

4k (q2k
� + q2k

+ )2�
=

�
(1 � q4

� )(1 � q4
+ )(1 � q2

� q2
+ )2� � 1=4

= (cos 1
2 � h)2(cos� v)1=2(cos� h) � 1=2(cos(� h + � v) cos(� h � � v)) � 1=4 :

Putting all the factors together, one gets (4.3.8).

Remark 2.3.3. The identity (4.7.26) with n = 0 also provides a formula

D1 = � #
0 � [cos� v � � #

0 sin � h]

for the energy density(on a vertical edge) of the homogeneous Ising model.
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2.3.4 . Asymptotics of horizontal correlations Dn as n ! 1 at
criticality

Assume now that� h + � v = �
2 . Another classical result that we discuss in this

section is that spin-spin correlationsDm decay likem� 1=4 at large distances.

Theorem 2.3.4 (McCoy�Wu). Let C� := 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) , � h = � and � v = �

2 � � .
Then,

Dm � C 2
� � (2m cos� ) � 1=4 as m ! 1 : (2.3.29)

Proof. A straightforward computation shows that

w(t; �; �
2 � � ) = 2 sin � � [1 � (sin � cos1

2 t)2]1=2 � j sin 1
2 t j :

In particular, the weight w# := w� 1 is not integrable and the arguments used
in the proof of Theorem 2.3.1 require a modi�cation. Also, the Kramers�
Wannier duality ensures that Dn = D ?

n , L n = L ?
n and hence the identi-

ties (2.3.26), (2.3.28) become useless (though one still could use (4.7.25)). In
this situation we prefer to switch to the framework of orthogonal polynomials
on the real line (more precisely, on the segment[� 1; 1]) for computations. Let

w(x; � ) := [ 1 � (sin � � x)2 ]1=2 ; x 2 [� 1; 1]; (2.3.30)

and let Pn (x) = xn + : : : be the monic orthogonal polynomial of degreen
on [� 1; 1] with respect to the weight w(x; � ). It is easy to check that the
trigonometric polynomial

Qn (eit ) := Dn � e
1
2 int � 2nPn (cos1

2 t)

�ts the construction given in Lemma 4.7.4 to solve the problem [Psym
n ]. The

formula (4.7.17) gives

L n+1 =
1

2�

Z �

� �
Qn (eit )w(t; �; �

2 � � )dt

=
Dn2n� 1

�

Z �

� �
cos(12nt )Pn (cos1

2 t)w(t; �; �
2 � � )dt

=
Dn2n+1 sin �

�

Z 1

� 1
(2n� 1xn + : : : )Pn (x)w(x; � )dx

= � � 122n sin � � kPnk2
wdx � Dn ; n � 1: (2.3.31)

Moreover, a similar computation for n = 0 implies that

2L 1 = 2 � � 1 sin �
R1

� 1 P0(x)w(x; � )dx = 2 � � 1 sin � � kP0k2
wdx (2.3.32)

since D0 = 1 and due to the modi�cation required in Lemma 4.7.2 in the
casen = 0 .
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We can use the same line of reasoning to construct a solution of the
problem [Panti

n+1 ] treated in Lemma 4.7.5 in the non-critical regime. Namely,
let P#

n (x) be the monic orthogonal polynomial of degreen on [� 1; 1] with
respect to the weight

w# (x) := [ 1 � (sin � � x)2 ]� 1=2 ; x 2 [� 1; 1]; (2.3.33)

and
Q#

n+1 (eit ) := L n � (eit � 1)e
1
2 int � 2nP#

n (cos1
2 t):

It is straightforward to check that the formula (4.7.20) gives a solution to the
boundary value problem [Panti

n+1 ], note that the product (eit � 1)w# (t; �; �
2 � � )

is integrable on the unit circle as the �rst factor kills the singularity of w#

at t = 0 . Moreover, the computation (4.7.21) remains valid and reads as

Dn+1 = �
1

2�

Z �

� �
Q#

n+1 (eit )w# (t; �; �
2 � � ) � 1dt

=
L n2n

�

Z �

� �

sin(1
2(n+1) t)

sin 1
2 t

P#
n (cos1

2 t)
(sin 1

2 t)2dt
w(t; �; �

2 � � )

=
L n2n

� sin �

Z 1

� 1
(2nxn + : : : )P#

n (x)w# (x)dx

= � � 122n (sin � ) � 1 � kP#
n k2

w# dx � L n ; n � 0: (2.3.34)

Recall that L 0 = sin � (see Lemma 4.7.2). Taking a product of the recur-
rence relations (4.7.30), (4.7.29) forn = 1 ; : : : ; m � 1, and (4.7.32) for n =
0; : : : ; m, one obtains the identity

Dm+1 Dm = � � 2m� 122m2 Y m� 1

k=0
kPkk2

wdx �
Y m

k=0
kP#

k k2
w# dx ; (2.3.35)

where the weightsw(x; � ) and w# (x; � ) on [� 1; 1] are given by (4.7.28) and
(4.7.31).

This is again a classical setup of the orthogonal polynomials theory, note
that if one now passes back to the unit circle than thejt j-type singularity of
the weights appear at the point eit = 1 . One might now use the general results
(summarized, e.g., in [54]) but we prefer to refer to a speci�c treatment [7].
Applying [7, Theorem 1.7] with parameters � = 0 ; � = � 1

2 and k = sin � one
obtains the asymptotics

Dm+1 Dm � � [G( 1
2)]4(1� k2) � 1=4m� 1=2 � 22=3e6� 0(� 1)(2m cos� ) � 1=2; m ! 1 ;

where G denotes the Barnes G-function. (Note that [7] also provides sub-
leading terms of this asymptotics.) The proof of (4.7.27) is complete modulo
the fact that Dm+1 � Dm as m ! 1 . This statement can be proved by
the arguments given in the next remark (or, alternatively, using probabilistic
estimates).
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Remark 2.3.5. Due to the famous quadratic identities [141, 121] for the spin-
spin correlations (recall also the de�nition (4.7.9) of L n ), one can write (4.7.29)
and (4.7.32) as

An := � � 122nkPnk2
wdx =

Dn+1 +cos � � eDn+1

Dn
=

Dn+2

Dn+1 � cos� � eDn+1
;

Bn+1 := � � 122n+2 kP#
n+1 k2

w# dx =
Dn+2

Dn+1 +cos � � eDn+1
=

Dn+1 � cos� � eDn+1

Dn
:

In fact, one can also prove these identities by considering the anti-symmetrization
(resp., symmetrization) of the observable X [u ;v ] on the north-west (resp.,
north-east) corners of the lattice and noticing that, up to a multiplicative
constant, it solves the problem[Panti

n+2 ] (resp., [Psym
n� 1]). In particular, we have

Dm+1 =Dm = 1
2(Am + Bm+1 ) = 2( A � 1

m� 1 + B � 1
m ) � 1

so one can see thatDm+1 � Dm and �nd sub-leading corrections to the asymp-
totics of Dm (and eDm ) using the analysis of orthogonal polynomials performed
in [7].

2.4 . Layered model in the zig-zag half-plane

In this section we work with the (half-)in�nite volume limit of the Ising model
on the zig-zag half-planeH� (see Fig. 2.4.1 for the notation), which is de�ned as
a limit of probability measures on an increasing sequence of �nite domains exhaus-
ting H� , with `+ ' boundary conditions at the right-most columnC0 and at in�nity.
All interaction parameters between the columnsCp� 1 and Cp are assumed to be
the same and equal toxp = exp[ � 2�J p] = tan 1

2 � p. The goal is to �nd a represen-
tation for the magnetizationM m at the columnC2m , see(2.1.1). The uniqueness
of the relevant half-plane fermionic observable is discussed in Section 2.4.1 and
our main result � Theorem 2.1.1 � is proved in Section 2.4.2. In Section 2.4.3 we
use Theorem 2.1.1 to discuss thewetting phase transition[73, 146] caused by a
boundary magnetic �eld. In this case the Jacobi matrixJ can be explicitly diagona-
lized and the �nal answer can be written in terms of the so-called Toeplitz+Hankel
determinants.

2.4.1 . Half-plane fermionic observable

Let v = ( � 2m� 3
2 ; 0). Below we work with the fermionic observableX [v ] de�ned

by (2.2.10); comparing with Section 2.3 one can think about the spin� u := � out

as being attached to the vertical boundary. We are mostly interested in the values
of X [v ] at west corners (see Fig. 2.4.1)

H (� k; s) := 	 [v ](( � k; s)) = X [v ](( � k; s)) ; k 2 N0; s 2 Z; k + s 622Z;
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note the convention on� c chosen in(2.2.9). By de�nition, one has

H (� 2m� 1; 0) = E+
H� [� (� 2m� 1

2 ;0) ] = M m : (2.4.1)

We also need the values ofX [v ] at east corners:

H � (� k; s) := 	 [v ](( � k; s)) = iX [v ](( � k; s)) ; k 2 N; s 2 Z; k + s 2 2Z:

It is convenient to set� 0 := 0 and H � (0; s) := 0 for all s 2 2Z.
The in�nite-volume observableX [v ] is de�ned as a (subsequential) limit of the

same observables constructed in �nite regions. Subsequential limits exist due to
the uniform bound(4.7.1) while the uniqueness ofX [v ] is given by Lemma 2.4.1.
The discrete Cauchy�Riemann identities(2.2.13) can be written as

H (� k � 1; s � 1) sin � k+1 � H (� k; s) cos� k

= � i � [ H � (� k; s � 1) sin � k � H � (� k � 1; s) cos� k+1 ]; k � 1; k+ s 622Z:
(2.4.2)

Near the vertical boundary, these equations should be modi�ed as follows:

H (� 1; s � 1) sin � 1 � H (0; s) = � i � H � (� 1; s) cos� 1; s 622Z: (2.4.3)

Indeed,X [v ](( � 1
2 ; s � 1

2)) = X [v ](0; s)) = H (0; s) and hence(2.4.3) are nothing
but the three-term identities(2.2.12).

Lemma 2.4.1. The spinorsH; H � de�ned in H� and branching overv are uni-
quely determined by the following conditions: uniform boundedness, Cauchy�
Riemann identities (2.4.2), boundary relations (2.4.3), and the value (2.4.1)
of H near v.

Proof. Taking the di�erence of two solutions, assume thatH; H � are uniformly
bounded, satisfy (2.4.2), (2.4.3) and that H (� 2m � 1; 0) = 0 . Recall that
Proposition 2.2.3 gives the harmonicity-type identity

H (� k; s) = 1
2 sin � k+1 cos� k � [H (� k � 1; s+1) + H (� k � 1; s� 1)]

+ 1
2 sin � k cos� k� 1 � [H (� k+1 ; s+1) + H (� k+1 ; s� 1)] (2.4.4)

at all west cornersc = ( � k+ 1
2 ; s) with k � 2 except in the casek = � 2m� 1,

s = 0 (i.e., at the west corner located near the branchingv). Moreover, due
to the boundary relations (2.4.3), exactly the same identity holds for k = 0 ; 1
(recall that we formally set � 0 := 0 ). In its turn, the function H � satis�es the
identities

H � (� k; s) = 1
2 cos� k+1 sin � k � [H � (� k � 1; s+1) + H � (� k � 1; s� 1)]

+ 1
2 cos� k sin � k� 1 � [H � (� k+1 ; s+1) + H � (� k+1 ; s� 1)] (2.4.5)
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v = (� 2m� 3
2 ; 0)

iM m+1 Mm

� 1

� 1

� 1

� 1

� 1

� 2

� 2

� 2

� 2

� 2

� 3

� 3

� 3

� 3

� 3

� 2m+1

� 2m+1

� 2m+1

� 2m+2

� 2m+2

� 2m+2

� 2m+3

� 2m+3

� 2m+3

� 2m+3

� 2m+3

C0C1C2� � �C2mC2m+1C2m+2C2m+3

Figure 2.4.1 � The zig-zag layered model in the left half-planeH� . All
the interaction parameters between two adjacent columns are assumed to
be the same. The+̀ ' boundary conditions are imposed at the columnC0.
To analyze the ratioMm+1 =Mm we consider the Kadano��Ceva fermionic
observable branching atv =( � 2m � 3

2 ; 0).

C0C1C2� � �Ck� 1CkCk+1� � �

sin2� 1

1

sin2� 2

cos2� 1

sin2� 3

cos2� 2

: : :

: : :

sin2� k

cos2� k� 1

sin2� k+1

cos2� k

sin2� k+2

cos2� k+1

: : :

: : :

???C0C1C2� � �Ck� 1CkCk+1� � �

cos2� 1cos2� 2

sin2� 1

cos2� 3

sin2� 2

: : :

: : :

cos2� k

sin2� k� 1

cos2� k+1

sin2� k

cos2� k+2

sin2� k+1

: : :

: : :

1

Figure 2.4.2 � For appropriately chosen prefactors%k and %�
k , the identi-

ties (2.4.4), (2.4.5) (coming from Proposition 2.2.3) can be written as the
discrete harmonicity property of functions%kH (� k; s) and %�

kH � (� k; s)
with respect to random walks having the indicated transition probabi-
lities in the horizontal direction (and 1

2 in the vertical one). The �rst
random walk (on. ) is re�ected from the imaginary axis while the second
(on / ) is absorbed there.
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at all east cornersd = ( � k + 1
2 ; s), including the one located near the bran-

ching v (in the latter case the proof of Proposition 2.2.3 works verbatim due
to the fact that H (� 2m� 1; 0) = 0 ). Both (2.4.4) and (2.4.5) can be rewritten
as true discrete harmonicity properties if one passes fromH and H � to the
functions

eH (� k; s) := %k � H (� k; s); eH � := %�
k � H � (� k; s);

%k :=
Q k

j =1 (sin � j =cos� j � 1); %�
k :=

Q k
j =2 (cos� j =sin � j � 1);

recall that we set eH � (0; s) = H � (0; s) := 0 on the vertical axes.
Let Zn = ( K n ; Sn ) (resp., Z �

n = ( K �
n ; Sn )) be the nearest-neighbor random

walk on west (resp., east) corners, with jump probabilities( 1
2 ; 1

2) for the pro-
cessSn and (cos2 � k ; sin2 � k ) for the processK n (resp., (sin2 � k ; cos2 � k ) for the
processK �

n ), see Fig. 2.4.2. Note that the walkZn on west corners isre�ected
from the vertical axes while the walk Z �

n on east corners isabsorbedthere.
It follows from (2.4.4) that the stochastic process eH (Zn ) is a martingale,

when equipped with the canonical �ltration, until the �rst time when Zn hits
the west corner(� 2m� 1; 0) located near the branching, recall that eH (� 2m � 1; 0) = 0 .
Similarly, (2.4.5) implies that the process eH � (Z �

n ) is a martingale until the
�rst time when Z �

n hits the imaginary axis, recall that eH � = 0 there. As
we show below, depending on the behavior of%k and %�

k as k ! 1 , the
optional stopping theorem allows to conclude that either eH or eH � vanishes
identically. Once the identity eH � 0 (resp., eH � � 0) is proven, the equa-
tions (2.4.2), (2.4.3) and the fact that eH � vanishes on the imaginary axis (resp.,
eH vanishes at the point (� 2m � 1; 0)) imply that eH � � 0 (resp., eH � 0) too.
Recall that the functions H and H � are uniformly bounded and note that
%k%�

k = (cos � 1) � 1 sin � k cos� k = O(1) ask ! 1 . It follows from the maximum
principle that

� the function eH is uniformly bounded unless%k ! 1 as k ! 1 ;

� the function eH � is uniformly bounded unless%�
k ! 1 as k ! 1 .

We have three cases to consider separately.

� Let lim inf k!1 %k = 0 , in particular this implies that eH is uniformly
bounded. The optional stopping theorem applied to the martingale eH (Zn )
and the fact that a one-dimensional random walk on� N0 re�ected at 0
almost surely takes arbitrary large (negative) values imply that H � 0.

� Let lim inf k!1 %�
k = 0 . A similar argument applied to the martin-

gale eH � (Z �
n ) (recall that eH � vanishes on the imaginary axis) shows

that eH � � 0.

� Let both sequences %k and %�
k be uniformly bounded from below ask ! 1 .

Since%k%�
k = (cos � 1) � 1 sin � k cos� k , these sequences are also uniformly

bounded from above and the parameters� k , k � 1, stay away from 0. In
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this case it is easy to see that the processK �
n hits 0 almost surely (i.e.,

that the random walk Z �
n hits the imaginary axis almost surely). Indeed,

the probability p�
k to hit 0 starting from � k satis�es the recurrence

p�
k � p�

k+1 = cot 2 � k � (p�
k� 1 � p�

k ) = : : : = %� 2
k+1 sin2 � k+1 � (1 � p�

1);

which is only possible if p�
1 = 1 since the factors %k+1 =sin � k+1 are

uniformly bounded. We conclude as before by applying the optional
stopping theorem to the uniformly bounded martingale eH (Z �

n ).

The proof is complete.

2.4.2 . Magnetization M m in the (2m)-th column

Similarly to Section 4.7.2, below we rely upon the uniqueness Lemma 2.4.1
and aim to construct the values ofX [v ] on west and east corners (i.e., the pair of
spinorsH; H � ) as explicitly as possible. Note that we have

H (� 2p� 1; 0) = 0 for p � m+1 ; H � (� 2p;0) = 0 for p � m: (2.4.6)

since the spinors de�ned (on the double cover branching overv) by the symmetry
H1(� k; � s) := H (� k; s), H �

1 (� k; � s) := � H � (� k; s) also satisfy the Cauchy�
Riemann equations(2.4.2), (2.4.3) and thus must coincide withH; H � .

Givens � 0, let Hs denote the semi-in�nite vector of the (real) valuesH (� k; s),
k 2 N0, where we assign zero values to the indicess such that s + k 2 2Z. Si-
milarly, let H �

s be the vector of the (purely imaginary) valuesH � (� k; s), k 2 N,
where we assign zero values to the indicess such thats + k 622Z. We can write
the harmonicity-type equations(2.4.4) and (2.4.5) as

Hs = 1
2C[Hs� 1+ Hs+1 ]; H �

s = 1
2C � [H �

s� 1+ H �
s+1 ] ; s � 1; (2.4.7)

where the self-adjoint operatorsC and C � are given by

C :=

2

6
6
6
6
6
4

0 sin� 1 0 0 : : :
sin � 1 0 sin� 2 cos� 1 0 : : :

0 sin� 2 cos� 1 0 sin� 3 cos� 2 : : :
0 0 sin� 3 cos� 2 0 : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
7
7
5

;

C � :=

2

6
6
6
6
6
4

0 cos� 2 sin � 1 0 0 : : :
cos� 2 sin � 1 0 cos� 3 sin � 2 0 : : :

0 cos� 3 sin � 2 0 cos� 4 sin � 3 : : :
0 0 cos� 4 sin � 3 0 : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
7
7
5

:

Let T(� ) := � � 1 � (1 �
p

1� � 2). Similarly to Section 4.7.2, in order to satisfy
the recurrences(2.4.7) we intend to write

Hs := [ T(C)]sH0; H �
s := [ T(C)]sH �

0 ; s � 1: (2.4.8)
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We now introduce an operatorD , which plays the key role in the rest of the
analysis:

D := i

2

6
6
6
6
6
4

cos� 1 0 0 0 : : :
0 cos� 1 cos� 2 0 0 : : :

� sin � 1 sin � 2 0 cos� 2 cos� 3 0 : : :
0 � sin � 2 sin � 3 0 cos� 3 cos� 4 : : :

: : : : : : : : : : : : : : :

3

7
7
7
7
7
5

:

A straightforward computation gives

CD = DC � ; DD � = I � C2 and D � D = I � (C � )2: (2.4.9)

In particular, this implies that� I � C; C � � I . Therefore, the operatorsT(C)
andT(C � ) in (2.4.8) are well-de�ned and the vectorsHs andH �

s de�ned by(2.4.8)
are uniformly bounded ass ! 1 . Still, we need to �nd the vectorsH0 and H �

0

so that not only the harmonicity-type identities(2.4.7) for H andH � but also the
Cauchy�Riemann equations(2.4.2), (2.4.3) relating Hs and H �

s are satis�ed.
Note that Ker D = f 0g while the kernel ofD � might be two-dimensional.

Let D � = U(DD � )1=2 be thepolar decompositionof D � , where

U := ( D � D) � 1=2D � = D � (DD � ) � 1=2 (2.4.10)

is a (partial) isometry. We are now able to formulate the key proposition on the
construction of solutions to(2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant.

Proposition 2.4.2. Given H0 2 `2, let H �
0 := UH0. Then, Hs := [ T(C)]sH0

and H �
s := [ T(C � )]sH �

0 are uniformly bounded in `2 and provide a solution to
the Cauchy�Riemann equations(2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant.

Proof. Since � I � C; C � � I , we have0 � T(C); T(C � ) � I . Therefore, Hs

and H �
s are uniformly bounded in `2. Moreover, (2.4.9) and (2.4.10) imply

that UC = C � U and henceH �
s = [ T(C � )]sUH0 = U[T(C)]sH0 = UHs for

all s � 0. This allows one to write

CHs+1 � Hs = � (I � C2)1=2Hs = � DUH s = � DH �
s ; (2.4.11)

Hs+1 � CHs = � (I � C2)1=2Hs+1 = � DH �
s+1 : (2.4.12)

It is not hard to see that these equations are equivalent to the Cauchy�
Riemann identities (2.4.2), (2.4.3). Indeed, the �rst entry of the vector-valued
equation (2.4.11) or (2.4.12) (depending on the parity ofs) gives the rela-
tion (2.4.3) while the �rst entry of the other equation gives a linear combi-
nation of (2.4.3) and (2.4.2) with k = 1 . Further, each of the next entries
of (2.4.11) and (2.4.12) gives a linear combination of two identities (2.4.2)
with two consecutive k's. Therefore, for eachs � 0 one can inductively (in k)
recover all the identities (2.4.3), (2.4.2) from (2.4.11) and (2.4.12).
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Clearly, the operatorsD and U can be split into independent components
indexed by odd/even indices, only one of which is relevant for the value of the
magnetizationM m in the evencolumnsC2m , the other component is responsible
for the magnetization in odd columns. In particular, the relevant blockDeven of
the operatorD is given by(2.1.2).

Remark 2.4.1. In view of the result provided by Proposition 2.4.2, the (par-
tial) isometry Ueven can be thought of as adiscrete Hilbert transform associated
with the Cauchy�Riemann equations (2.4.2), (2.4.3) in the upper quadrant: gi-
ven the valuesH0 of the real part of a `discrete holomorphic' function (H; H � )
on the real line, it returns the boundary valuesH �

0 = UevenH0 of its imaginary
part.

We are now able to prove the main result of this section.

Proof of Theorem 2.1.1. Let H and H � be the values of the half-plane obser-
vable X [v ] on west and east corners, respectively. SinceH0 is a �nite vector
(see (2.4.6)), it belongs to`2. Therefore, Lemma 2.4.1 and Proposition 2.4.2
imply that

DevenH �
0 = DevenUevenH0 = J 1=2 [ � : : : � M m 0 0 : : : ]> ;

where we use the symbol� to denote unknown entries of the vectorDevenH0

and M m is its (m + 1) -th coordinate. On the other hand, note that

� iH � (� 2m � 2; 0) = X [v ](( � 2m � 2; 0)) = � E+
H� [� � 2m� 5

2
] = M m+1 :

By de�nition of the operator D and due to (2.4.6) one sees that

DevenH �
0 = cos � 2m+1 cos� 2m+2 � [ 0 : : : 0 M m+1 � � : : :]> :

Recall that we denote by Pm+1 the orthogonal projection from `2 onto the
subspace generated by the �rst basis vectorse1; : : : ; em+1 of `2. It follows from
the considerations given above that

Pm+1 J 1=2Pm+1 : f m+1 = [ � : : : � 1 ]> 7! � m � [ 0 : : : 0 1 ]> = � m em+1 ;

� m := cos � 2m+1 cos� 2m+2 � M m+1 =Mm ;

for a certain vector f m+1 = Pm+1 f m+1 such that hf m+1 ; em+1 i = 1 . In particu-
lar, if we denote bye0

1; e0
2; : : : the orthogonalization of the vectorse1; e2; : : : with

respect to the scalar producth �; J 1=2� i , then he0
m+1 ; J 1=2e0

m+1 i = hem+1 ; J 1=2f m+1 i =
� m and hence

det Pm+1 J 1=2Pm+1 = det[ he0
p; J 1=2e0

qi ]m+1
p;q=1 =

mY

k=0

� k = M m+1 �
2m+2Y

k=1

cos� k ;
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where we also used the fact thatM 0 = 1 ; note that this computations does
not require any modi�cation in the case m = 0 (when dealing with the ma-
gnetization in even columns). This gives the second formula forM m in (2.1.5).

To prove that M m also equals toj det Pm UevenPm j, note that

(DevenD �
even)1=2 = DevenUeven and Pm Deven = Pm DevenPm ;

which implies

det Pm (DevenD �
even)1=2Pm = j det Pm UevenPm j � j det Pm DevenPm j

= j det Pm UevenPm j �
Q 2m

k=1 cos� k :

Finally, to prove the last identity in (2.1.5), note that

det Pm J 1=2Pm =
det[ hJ 1=2f p; f qi ]mp;q=1

det[ hf p; f qi ]mp;q=1

for all basesf 1; : : : ; f m of the m-dimensional spaceRanPm . Choosing the ba-
sis 1; �; : : : ; � m� 1 in the spectral representation of the operatorJ in the space
L 2(� J (d� )) one obtains the identity

det Pm J 1=2Pm =
Hm [� 1=2� J ]

Hm [� J ]
and, similarly, det Pm JPm =

Hm [�� J ]
Hm [� J ]

As det Pm JPm = [det Pm D �
evenPm ]2 = [

Q 2n
k=1 cos� k ]2, this completes the proof.

2.4.3 . Boundary magnetic �eld and the wetting phase transition

In this section we assume that� k = � < �
4 for all k � 2, i.e., that we work with

a fully homogeneous subcritical model but we allow the �rst interaction constant to
have a di�erent value. This can be trivially reformulated as inducing an additional
magnetic �eld at the �rst column whose strengthh = 2J1 corresponds to� 1

via (3.2.3). The main result is the following theorem which translates the abstract
formula (2.1.5) into the concrete language of Toeplitz+Hankel determinants. Let

q := tan � < 1; r := 1 �
cos2 � 1

cos2 �
2 (� q2; 1) ;

w(z) := j1 � q2zj ; � (z) :=
(rz � q2)(q2z � 1)
(z � q2)(q2z � r )

: (2.4.13)

Note that � (z)� (z� 1) = 1 .

Theorem 2.4.2. In the setup described above, the following formula holds:

M m = (1 � r ) � 3=2 det
�
� k� n � � k+ n + (1 � r )3=2
 k+ n

� m� 1
k;n =0 ; (2.4.14)
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where

� s :=
1

2�

Z �

� �
e� is� w(ei� )d� ; � s :=

1
2�

Z �

� �
e� is� � (ei� )w(ei� )d�;

and 
 s := c � (q2=r)s, c = ( r 2 � q4)r � 3=2(r � q4) � 1=2, if r > q 2 and 
 s := 0
otherwise.

Proof. Denote a := sin 2 � cos2 � = ( q + q� 1) � 2. The entries of the Jacobi
matrix J (see (2.1.4)) are given by

b1 = (1 � r )q� 2a ; a1 = (1 � r )1=2a ; bk = 1 � 2a ; ak = a ; k � 2:

Let %k := (1 � r� k;0)1=2, where � k;0 is the Kronecker delta. The continuous
spectrum of J has multiplicity 1 and equals to [1� 4a ;1]. The generalized
eigenfunctions are

 k (� ) := %� 1
k � [� k � � (� )� � k ]; � (� ) := 1 � a� (2+ � + � � 1); � = ei� ; � 2 [0; � ]:

The coe�cient � (� ) should satisfy the condition (b1 � � (� ))  0(� ) = a1 1(� )
which leads to the formula (2.4.13). The matrix J also has theeigenvalue

� (� 0) =
(1 � r )( r � q4)

r (1 + q2)2 2 (0; 1 � 4a) if � 0 := q2=r < 1

since � (� 0) = 0 . Note that

%k%n

2�

Z �

0
 n (e� i� ) k (ei� )d� =

1
2�i

I

j � j=1
[ � k� n � � (� � 1)� k+ n ]

d�
�

= (1 � r� k+ n;0) � � k;n � c0� k+ n� 1
0 ;

where c0 = 0 if r � q2 and

c0 := res
z= � 0

� (z� 1) =
q2(1 � r )( r 2 � q4)

r 2(r � q4)
if r > q 2:

Thus, the spectral decomposition of the basis vectoren = ( � k;n )k� 0 reads as

� k;n =
1

2�

Z �

0
 n (e� i� ) k (ei� )d� + %� 1

n c0� n� 1
0 �  k (� 0):

Since� (ei� ) = (1 + q2) � 2(w(eit ))2, this gives the identity

%k%nhek ; J 1=2en i =
%k%n

2�

Z �

0
 n (e� i� ) k (ei� )

w(ei� )d�
1 + q2 + c0� k+ n� 1

0 (� (� 0))1=2

= %k%n � [(1 + q2) � 1(� k� n � � k+ n ) + c0(� (� 0))1=2� k+ n� 1
0 ] :

It remains to note that the normalizing factor [
Q 2n

k=1 cos� k ]� 1 in (2.1.5)
equals to (1 � r ) � 1=2 � (1 + q2)k and hence (note also the two factors%0 =
(1 � r ) � 1=2 in the �rst row and the �rst column of the matrix J 1=2)

M m = (1 � r ) � 3=2 det
�
� k� n + � k+ n + (1 � r )3=2c � � k+ n� 1

0
� m� 1
k;n =0 ;
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where

c :=
r (1 + q2)c0(� (� 0))1=2

q2(1 � r )3=2
=

r 2 � q4

r 3=2(r � q4)1=2

as claimed.

Remark 2.4.3 (free boundary conditions). One can pass to the limit r ! 1�

(which corresponds to J1 ! 0+ ) in the formula (2.4.14) since � s = � � s =
� s + O(1 � r ) and � 0 = � 0 + O((1 � r )2) as r ! 1� . (It is also not hard to
adapt the proofs of Theorems 2.1.1 and 2.4.2 for this setup.) In particular, one
can easily see that

E+ ;0
H� [� (� 5

2 ;0) ] = (1 � q4)1=2; r = 1 ;

where the sign +̀ ' in the supersciript indicates the boundary conditions at
in�nity and 0 stands for the value of the magnetic �eld h at the vertical
boundary (free boundary conditions). Note that M 1 doesnot vanish at h = 0
provided that q < 1: the `+ ' boundary conditions at in�nity break the spin-�ip
symmetry.

Remark 2.4.4 (wetting phase transition). In fact, one can analytically conti-
nue the right-hand side of (2.4.14) tonegative values of (1 � r )1=2. According
to [73, 146], this corresponds to a wetting phase transition. Informally spea-
king, for small negative values� h of the boundary magnetic �eld, the interface
separating +̀ ' boundary conditions at in�nity from ` � ' ones on the imaginary
line iR touches the boundary in�nitely often and the `+ ' phase dominates
in the bulk of the half-plane, while for big negative values� h this interface
`breaks away' fromiR and the �̀ ' phase dominates in the bulk. For instance,
one should have

E+ ;� h
H� [� (� 5

2 ;0) ] = �j 1 � r j3=2(� 0 � � 0) + 
 0 = 2 
 0 � E+ ;h
H� [� (� 5

2 ;0) ]

provided that h is small enough. Due to Theorem 2.4.2, the mismatch2
 0

disappears (which means that the boundary conditions at the vertical line
dominate those at in�nity) if h � hcrit (q), where the critical value hcrit (q) is
speci�ed by the condition r = q2.

We refer the interested reader to [73, 146] and [123, Chapter XIII] for a
discussion of this regime of the Ising model. (Note that the interpretation of
the physics behind this e�ect given in the book [123] di�ers from the later
work [73, 146].) In particular, [123, Fig. 13.7] suggests that

lim
m!1

E+ ;� h
H� [� (� 2m� 1

2 ;0) ] = (1 � q4)1=8 for all h < h crit (q)

while, for all m 2 N0,

E+ ;� h
H� [� (� 2m� 1

2 ;0) ] = � E+ ;h
H� [� (� 2m� 1

2 ;0) ] if h � hcrit (q)

106



since 
 s = 0 in the latter case. This means that the sign of the bulk ma-
gnetization should �ip when the negative boundary magnetic �eld attains the
value � hcrit (q). It would be interesting to derive this fact as well as to un-
derstand the pro�le of the function M m (h) in detail using Toeplitz+Hankel
determinants (2.4.14).

2.5 . Geometric interpretation: isoradial graphs and s-embeddings

2.5.1 . Regular homogeneous grids and isoradial graphs

In this section we brie�y discuss the geometric interpretation of the parameters

exp[� 2�J h] = xh = tan 1
2 � h; exp[� 2�J v ] = xv = tan 1

2 � v (2.5.1)

of the homogeneous Ising model on the square grid by putting it into a more general
context ofZ-invariant Ising models on isoradial graphs. We refer the reader inter-
ested in historical remarks on Z-invariance to the classical paper [13] due to Baxter
and Enting, a standard source for the detailed treatment is [12, Sections 6 and 7].
We also refer the interested reader to the paper [6] and references therein, where
the Z-invariance was �rst (to the best of our knowledge) discussed in a geometric
context, as well as to the more recent work [129] due to Mercat. The latter paper
popularized statistical mechanics models onrhombic latticesG� [ G� in the pro-
babilistic community ; the nameisoradial graphsfor the corresponding embeddings
of the graphG� itself was coined by Kenyon in [99] shortly afterwards. Below we
adopt the notation from the recent paper [28] on this subject due to Boutillier,
de Tilière, and Raschel and refer the interested reader to that paper for more re-
ferences. The key idea of this geometric interpretation is that the combinatorial
star-triangle transforms of the Ising model (which are known as the Yang�Baxter
equation in the transfer matrices context) become local rearrangements ofG� [ G� ,
e.g. see [28, Fig. 5].

In the notation of [28], one searches for a re-parametrization

xv = x(� j k) :=
cn(2K

� � j k)

1 + sn( 2K
� � j k)

; xh = x( �
2 � � j k) ; (2.5.2)

wherecn and sn are the Jacobi elliptic functions,� 2 (0; �
2 ), k2 2 (�1 ; 1), and

K = K (k) is the complete elliptic integral of the �rst kind, see [28, Section 2.2.2].
Once such a parametrization is found, it becomes useful to replace the square grid
by a rectangular one, with horizontal mesh steps2 cos� and vertical steps2 sin� ,
as the Ising model under consideration �ts the framework of [28], with� and �

2 � �
being the half-angles of the rhombic lattice ; note that in [28] the Ising spins are
assigned toverticesof an isoradial graph while in our paper they live onfaces.

It is easy to see that the equations(2.5.1), (2.5.2) can be written as

tan � h = sc( 2K
� � j k); tan � v = sc(K � 2K

� � j k):
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In particular, the parametrization(2.5.2) is always possible and

tan � h tan � v = (1 � k2)1=2:

Furthermore, the criticality condition� h + � v = 1
2 � is equivalent tok2 = 0 , and

M (� h; � v) = (1 � (tan � h tan � v)2)1=8 = k1=4 if k2 2 [0; 1); (2.5.3)

a classical result of Baxter (see [12, Eq. (7.10.50)]). Moreover, the Z-invariance
allows one to treat the homogeneous Ising model on the triangular/honeycomb
lattices on the same foot with the model on the square grid, see [13, Fig. 2]: one
has

M tri (� tri ) = M hex(� hex) = k1=4 if x tri = x( �
6 j k); xhex = x( �

3 j k); k � 0;

where we assume that the Ising model is considered onfacesof the grid and use
the same parametrization(3.2.3) of interaction constants as usual in our paper.

The importance of the particular way to draw the lattice becomes fully trans-
parent at criticality, when� = � h = �

2 � � v . (Due to Z-invariance, this condition
reads as� tri = �

6 or � hex = �
3 for the homogeneous model onfacesof the triangular

or honeycomb lattices.) Indeed, under the isoradial embedding, the multiplicative
factor in the asymptotics

Dm � C 2
� � (2m cos� ) � 1=4 as m ! 1

provided by Theorem 4.7.9 has a clear interpretation:2m cos� is nothing but the
geometric distancebetween the two spins (located atm lattice steps from each
other) under consideration.

Remark 2.5.1. Baxter's formula (2.5.3) suggests that the spontaneous ma-
gnetization under criticality equals to k

1
4 for the whole family of Ising models

considered in [28] and not only on regular grids. Moreover, in the critical
casek = 0 the asymptotics E[� u � w ] � C 2

� � ju � wj � 1=4 as ju � wj ! 1 holds
on all isoradial graphs, with the universal multiplicative constant C2

� ; see [42]
for further details.

2.5.2 . S-embeddings of the layered zig-zag half-plane in the per-
iodic case

We now move on from classical rhombic lattices to more general and �exible
setup of s-embeddings suggested in [34] (see also [33] and [103, Section 7] for more
details) as a tool to study critical Ising models on planar graphs. We start with
discussing a geometric intuition behind the layered setup withperiodic interaction
constants� k = � k+2 n and conclude by formulating questions on the asymptotic
behavior of the truncated determinants(2.1.5) asm ! 1 in this setup.

The next lemma is a simple corollary of a general result given in [52] on the
criticality condition for the Ising model on a bi-periodic planar graph.
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Lemma 2.5.1. Let � k = � k+2 n for all k � 1 and somen � 1. The layered
Ising model in the zig-zag (half-)plane with the interaction constantsxk =
tan 1

2 � k between the(k� 1)-th and k-th columns is critical (see [52] for a precise
de�nition) if and only if the following condition holds:

Q 2n
k=1 tan � k = 1 : (2.5.4)

Proof. According to [52, Theorem 1.1], the criticality condition reads as
P

P 2E0 (G) x(P) =
P

P 2E1 (G) x(P) ;

whereGdenotes the fundamental domain of the grid drawn on thetorus, E0(G)
is the set of even subgraphs ofG having the homology type (0; 0) modulo 2,
and E1(G) is the set of all other even subgraphs ofG (i.e., those having the
types (0; 1), (1; 0) or (1; 1) modulo 2). In our setup, the fundamental domain
consists of 2n vertices and one easily sees that each even subgraphP of G
either contains 0 or 2 edges linking the k-th and the (k + 1) -th vertices, for
all k = 1 ; : : : ; 2n, or contains exactly one of the two edges between these
vertices, for all k = 1 ; : : : ; 2n. Therefore,

P
P 2E0 (G) x(P) �

P
P 2E1 (G) x(P) =

Q 2n
k=1 (1 � x2

k ) �
Q 2n

k=1 (2xk ):

Sincetan � k = 2xk=(1 � x2
k ), the claim easily follows.

Recall that the same condition(2.5.4) describes the fact that the spectrum of
the non-negative Jacobi matrixJ begins at0. In this case, it is easy to see that the
unique (up to a multiplicative constant) periodic solution to the equationJ � = 0
(in other words, a generalized eigenfunction corresponding to� = 0 ) is given by

 �
k = (sin � 2k� 1) � 1 �

Q 2k� 2
p=1 cot � p ; k � 1 : (2.5.5)

Our next goal is to construct acanonical s-embeddingS of the bi-periodic
critical planar Ising model under consideration ; see [33, Lemma 2.3] and [103,
Lemma 13] for details. Fork 2 N0 and s 2 Z, let

S(( � k � 1
2 ; s)) = ( � t �

k ; s) if k + s 622Z ;

S(( � k � 1
2 ; s)) = ( � t �

k ; s) if k + s 2 2Z ;

wheret �
0 < t �

1 < t �
2 < t �

3 < : : : and t �
0 < t �

1 < t �
2 < t �

3 < : : : ; see Fig. 2.5.1. Since
the quadrilaterals with vertices(� t �

k ; s), (� t �
k ; s + 1) , (� t �

k+1 ; s + 1) , (� t �
k+1 ; s)

should be tangential, we have

t �
k+1 � t �

k = 1
2 [tan ' k+1 + tan ' k ];

t �
k+1 � t �

k = 1
2 [cot ' k+1 + cot ' k ];

where ' k := 1
2arccot(t �

k � t �
k ) 2 (0; 1

2 � ):

Moreover, the formula [34, Eq. (6.3)] for the value of the Ising interaction parameter
gives the recurrence relation

tan ' k+1 = tan 2 � k+1 � tan ' k ; k 2 N0 : (2.5.6)
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Figure 2.5.1 � Canonical s-embedding of a periodic critical layered Ising
model, see [34, 33]. The slopes' k are uniquely determined by the re-
currence (2.5.6) and by the condition (2.5.7) coming from the required
periodicity of the function Q in the horizontal direction.

Finally, the condition that the 'origami map' functionQ associated toS (or, equi-
valently, the functionL S in the notation of [34, Section 6]) is periodic in the
horizontal direction reads as

P 2n� 1
k=0 tan ' k =

P 2n� 1
k=0 cot ' k : (2.5.7)

It is easy to see that(2.5.6) and(2.5.7) de�ne the angles' k uniquely and that
the width of the horizontal period

BS := t �
k+2 n � t �

k = t �
k+2 n � t �

k ; k 2 N0;

of thus constructed s-embeddingS of the zig-zag half-planeH� equals to

BS = 1
2

� P 2n� 1
k=0 tan ' k +

P 2n� 1
k=0 cot ' k

�
=

� P 2n� 1
k=0 tan ' k �

P 2n� 1
k=0 cot ' k

� 1=2

=
� P 2n� 1

k=0
Q k

p=1 tan2 � p �
P 2n� 1

k=0
Q k

p=1 cot2 � p
� 1=2:

A straightforward computation based upon(2.5.5) shows that this expression coin-
cides with the formula(2.1.6) for the coe�cient CJ in the asymptotics of the
integrated density of states of the matrixJ at 0. (For completeness of the presen-
tation, we also discuss the proof of(2.1.6) in Section 2.5.3 below.) More precisely,
one has

P n
k=1 ( �

k )2 =
P n

k=1
�
(sin � 2k� 1) � 2 Q 2k� 2

p=1 cot2 � p
�

=
P 2n

k=1
Q k� 1

p=1 cot2 � p ;
P n

k=1 (ak  �
k  �

k+1 ) � 1 =
P n

k=1
�
(cos� 2k ) � 2 Q 2k� 1

p=1 tan2 � p
�

=
P 2n

k=1
Q k

p=1 tan2 � p ;
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and therefore

n� 1BS =
h

n� 2 P n
k=1 ( �

k )2 �
P n

k=1 (ak  �
k  �

k+1 ) � 1
i 1=2

= CJ : (2.5.8)

We conclude this section by coming back to the discussion of the link between
the spectral properties of the matrixJ and the asymptotic behavior of the magne-
tization M m as m ! 1 . Contrary to the classical isoradial setup, in the periodic
layered case we donot expect a regular behaviorM m � const � m� 1=8 uniformly
over allm. Instead, one should expect anoscillating prefactor Ap depending on
the `type' of the column under consideration:

M nm + q � Ap � 21=8C� (BSm) � 1=8 for 1 � q � n and m ! 1 ;

where the main factor21=8C� (BSm) � 1=8 is universal and accounts the geometry
of the s-embedding, cf.(2.5.8) and the asymptotics(A.9) in the homogeneous
case. Note that such oscillating behavior of(2.1.5) is fully consistent with the fact
that Supp� J hasn bands in the periodic setup instead of a single segment in the
homogeneous case. From our perspective, it would be interesting

� to justify the oscillatory behavior described above and, especially, to �nd
spectral and geometric interpretations of the coe�cientsAq ;

� to �nd a natural de�nition of the averagemagnetization over the period
M m = M m (M nm +1 ; : : : ; M n(m+1) ) such that

M m � 21=8C� (BSm) � 1=8 as m ! 1

(in other words, to �nd a natural average that makes1 out of A1; : : : ; An ).

2.5.3 . Proof of the formula (2.1.6)

For convenience of the readers with a 'probabilistic' background we now sketch
a computation of the integrated density of states of a periodic Jacobi matrix(2.1.4)
at the bottom edge of its spectrum, which is assumed to be� = 0 ; see(2.1.6)
and(2.5.8). Though this result seems to be quite standard, we were unable to �nd
an explicit reference in the literature ; we thank Leonid Parnovski for indicating a
convenient way of doing the required computation presented below.

Recall that we assume that� k+2 n = � k for all k � 1 and that
Q 2n

k=1 tan � k =
1. Let J [Z] denote thedoubly-in�nite periodic Jacobi matrix whose entries� ak

and bk , k 2 Z, are given by(2.1.4). A straigtforward computation shows that the
n-periodic vector

 � = ( : : :  �
� 1  �

0  �
1 : : :)> ;  �

pn+ q :=
2qY

k=1

sin � k� 1

cos� k
�  �

0;

solves the equationJ [Z] � = 0 ; let us normalize � so that
P n

q=1 (aq �
q �

q+1 ) � 1 =
1.
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Denote byJ [Nn ] the Jacobi matrix of sizeNn � Nn with the same entries
� ak ; bk and with periodic boundary conditions (i.e., we setJ [Nn ]

1;Nn = J [Nn ]
Nn; 1 :=

� a1) ; note that the choice of boundary conditions (being a rank two perturba-
tion) is irrelevant when computing the number of eigenvalues of the truncation
PNn JPNn in a small window near� = 0 asN ! 1 .

The matrix J [Nn ] admits a factorization similar to that in the de�nition of the
original matrixJ (see(2.1.4)) ; in particular, J [Nn ] � 0. Clearly,J [Nn ] � = 0 and
(small) eigenvalues ofJ [Nn ] correspond to quasi-periodic eigenvectors s+ n = eit  s,
wheretN 2 2� Z. Let us now introduce an auxiliary function

gs(t) := exp
�
it

P s� 1
q=1 (aq �

q �
q+1 ) � 1�

(2.5.9)

and denote
J [Nn ](t) := ( G[Nn ](t)) � 1J [Nn ]G[Nn ](t) ;

whereG[Nn ](t) := diag f gs(t)gs=1 ;:::;Nn :
(2.5.10)

Due to the choice of the multiplicative normalization of the vector � made above,
we havegs+ n = eit gs. Therefore, studying eigenvalues of the matrixJ [Nn ] cor-
responding to quasi-periodic (i.e., s+ n = eit  s) eigenvectors is equivalent to
studying eigenvalues of thefamily of self-adjoint matricesJ [Nn ](t) corresponding
to periodic (i.e.,  s+ n =  s) eigenvectors, which are nothing but the eigenvalues
of the n � n matricesJ [n](t) with tN 2 2� Z.

The question is now reduced to the standard setup of the perturbation theory
of (simple) lowest eigenvalues of matricesJ [n](t) as t ! 0. It is well known
that both these eigenvalues� (t) ! 0 and the corresponding, properly normalized,
eigenvectors (t) !  � admit asymptotic expansions

� (t) = � (1) t + � (2) t2 + : : : ;

 (t) =  � +  (1) t +  (2) t2 + : : :
as t ! 0;

whereh (1) ;  � i = 0 and h (2) ;  � i = � 1
2h (1) ;  (1) i . Moreover, it is easy to see

from (2.5.10) that J [n](t) = J [n] + J [n];(1) t + J [n];(2) t2 + : : : as t ! 0, where
J [n];(1) and J [n];(2) are two-diagonal matrices with entries

J [n];(1)
q+1 ;q = � J [n];(1)

q;q+1 = i � ( �
q �

q+1 ) � 1; J [n];(2)
q+1 ;q = J [n];(2)

q;q+1 = 1
2a� 1

q � ( �
q �

q+1 ) � 2:

In particular, we haveJ [n];(1)  � = 0 ; note that this is exactly where a special choice
of the function(2.5.9) plays a very important role by simplifying the computations.

Considering the linear (int) terms in the identityJ [n](t) (t) = � (t) (t), we
see thatJ [n] (1) = � (1)  � , which yields� (1) = 0 and (1) = 0 sinceh (1) ;  � i = 0
and  � is an eigenvector ofJ [n] corresponding to the simple eigenvalue� � = 0 .
Therefore, expanding the same identity up to the second order int we obtain the
equation

J [n] (2) + J [n];(2)  � = � (2)  � :
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SincehJ [n] (2) ;  � i = h (2) ; J [n] � i = 0 , this allows us to compute the required
coe�cient

� (2) =
hJ [n];(2)  � ;  � i

h � ;  � i
=

P n
q=1 (aq �

q �
q+1 ) � 1

P n
q=1 ( �

q)2

=
� nX

q=1

( �
q)2 �

nX

q=1

(aq �
q �

q+1 ) � 1
� � 1

= ( nCJ ) � 2;

where in the third equality we used the prescribed multiplicative normalization of
the vector  � ; note that the �nal expression forCJ is invariant with respect to
the choice of this normalization.

Therefore, we arrive at the asymptotics� (t) = ( nCJ ) � 2t2 + : : : as t ! 0,
which means that, for small enough� 0 and N ! 1 , the Nn � Nn periodic
Jacobi matrixJ [Nn ] has approximatelyNnC J � � � 1p

� 0 eigenvalues� (t) � � 0

with tN 2 2� Z. In other words, the integrated density of states ofJ behaves like
CJ � � � 1

p
� as � ! 0, where the constantCJ is given by(2.1.6).

A . Appendix. Critical Ising model � h = � v = �
4 : diagonal corre-

lations
and the half-plane magnetization via Legendre polynomials

In this appendix we work with the fully homogeneous critical (i.e.,� h = � v = �
4 )

Ising model on the�
4 -rotated square grid of mesh size

p
2. (Note that this setup

is actually more similar to Section 2.4 rather than to Section 2.3.) We begin with
a discussion of the famous result of Wu (see Theorem A.2 below) that provides
an explicit expression of the diagonal spin-spin correlations in terms of factorials.
Using the same approach as in the core part of our paper, we give a short proof of
this theorem by reducing the computation to the norms of the classicalLegendre
polynomials. (As communicated to the authors by J.H.H. Perk, a similar link with
Legendre functions and Wronskian identities was the starting point of their joint
with H. Au-Yang treatment [143] of the two-point correlations at criticality via
quadratic identities from [141] ; see also Remark 2.3.5.) After this, we move to the
magnetizationM m in the (2m)-th column of the zig-zag half-planeH� and note
that it admits a similar explicit representation via factorials (see Theorem A.3) due
to a simpleSchwarz re�ectionargument, an identity which appears to be new.

Remark A.1. The interested reader is also referred to [32, Section 3] where
the non-critical case � = � h = � v < 1

4 � is handled in the same way, via the
OPUC polynomials corresponding to the weightwq(t) = j1 � q2eit j with q :=
tan � < 1. It would be interesting to understand the precise link between
asymptotics of these orthogonal polynomials obtained by Basor, Chen and
Haq in [7] and asymptotics of the diagonal Ising correlations obtained by Perk
and Au-Yang in [144].
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Let n 2 N0 and assume that the�4 -rotated square grid is shifted so that its
vertices (resp., centers of faces) form the lattice(� n� 1

2+ k; s) (resp.,(n+ 1
2+ k; s))

with k; s 2 Z and k + s 2 2Z. Let

Dn := E[� (� n+ 1
2 ;0) � (n+ 1

2 ;0) ]

be the (in�nite-volume limit of the) diagonal spin-spin correlation at distance ofn
diagonal steps. Denotev := ( � n � 1

2 ; 0), u := ( n + 1
2 ; 0) and let

V (k; s) := X [v ;u ]((k; s)) ; k; s 2 Z; k+ s+ n 2 2Z;

recall that V is a spinor on the double covers branching overv and u. It follows
from Proposition 2.2.2 (or, equivalently, Proposition 2.2.3) thatV satis�es the
standard discrete harmonicity condition[� V ](k; s) = 0 for all k; s except at the
points (� n; 0) near the branchings, where

[� V ](k; s) := � V (k; s)

+ 1
4 [V (k � 1; s� 1) + V (k+1 ; s� 1) + V (k� 1; s+1) + V (k+1 ; s+1)] :

It directly follows from the de�nition of the observableX [v ;u ] and the self-duality
of the critical model that

V (� n; 0) = V (n; 0) = Dn : (A.1)

Moreover, a straightforward computation similar to the proof of Proposition 2.2.2
implies that

[� V ](� n; 0) = � 1
2Dn+1 if n � 1 ;

[� V ](0; 0) = � D1 if n = 0 :
(A.2)

Applying the optional stopping theorem as in the proof of Lemma 4.7.1, it is
easy to see that theuniformly boundeddiscrete harmonic spinorV is uniquely
de�ned by its values(A.1) near the branchings. Following exactly the same route
as in Section 4.7.2 we now constructV explicitly ; a similar idea was used in [76,
Appendix A] to construct the harmonic measure of the tip in the slit plane, which
can be viewed as an analogue of the functionV (k � n; s) for n = 1 .

Lemma A.1. Let Pn (x) := (2 nn!) � 1 d
dx [(x2 � 1)n ] be then-th Legendre poly-

nomial. Then, for all k 2 Z and s 2 N0 such that n+ k+ s 2 2Z, one has

V(k; � s) =
Cn

2�

Z �

� �
e� ikt (y(t)) sPn (cost)dt; (A.3)

where y(t) = (1 � j sin tj)=cost and Cn is chosen so thatV (� n; 0) = Dn .

Proof. It is easy to see that

� the values V (k; s) de�ned by (A.3) are uniformly bounded since jy(t)j �
1 ;
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� [� V ](k; s) = 0 if s 6= 0 sincey(t) = 1
2 cost � (1 + ( y(t))2) ;

� V (k; 0) = 0 if jkj > n , thus one can view (A.3) as a function (spinor)
de�ned on the double coverbranching over v and u and vanishing over
the real line outside the segment[v ; u], this spinor satis�es the discrete
harmonicity property at (k; 0) with jkj > n due to symmetry reasons.

Moreover, the orthogonality in L 2([� 1; 1]) of Pn (x) to all monomials 1; x; : : : ; x n� 1

gives

� [� V ](k; 0) = V (k; 0) � 1
2 [V (k � 1; 1) + V (k+1 ; 1)]

=
Cn

2�

Z �

� �
e� ikt (1 � y(t) cost)Pn (cost)dt

=
Cn

2�

Z �

� �
cos(kt)j sin tjPn (cost)dt =

Cn

�

Z 1

� 1
Tjkj(x)Pn (x)dx = 0

for all jkj < n , where Tk (x) := cos(k arccosx) are the Chebyshev polynomials.
Therefore, the Kadano��Ceva fermion X [v ;u ]((k; s)) must coincide with the
right-hand side of (A.3) up to a multiplicative constant.

The following theorem can be obtained as a simple corollary of Lemma A.1.

Theorem A.2 (Wu). The following explicit formula is ful�lled:

Dn =
�

2
�

� n

�
n� 1Y

k=1

�
1 �

1
4k2

� k� n

; n � 0: (A.4)

Proof. Denote by pn := (2 nn!) � 1 � (2n)!=n! the leading coe�cient of the Le-
gendre polynomial Pn and let tn := 2 n� 1, n � 1 be the leading coe�cient of
the Chebyshev polynomialTn , note that the value t0 = 1 does not match the
general case. It follows from (A.3) that Dn = Cn � 2� npn . On the other hand,

� [� V ](� n; 0) =
Cn

�

Z 1

� 1
Tn (x)Pn (x)dx =

Cn tn

�p n
� kPnk2

L 2 ([ � 1;1]) =
2Cn tn

� (2n+1) pn
:

Due to (A.2), we conclude that for all n � 0 the following recurrence relation
holds:

Dn+1

Dn
=

2n+1 Cn

� (2n+1) pn
=

22n+1

� (2n+1) p2
n

=
2
�

�
((2n)!!)2

(2n� 1)!!(2n+1)!!
:

This easily gives (A.4) by induction.

We now move on to an explicit expression for the magnetization in the(2m)-th
column of the zig-zag half-planeH� with `+ ' boundary conditions:

M m := E+
H� [� (� 2m� 1

2 ;0) ] :
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Theorem A.3. The following identities are ful�lled for all m 2 N0:

M m+1

M m
=

D2m+2

D2m+1
; M m =

�
2
�

� m

�
2m� 1Y

k=1

�
1 �

1
4k2

� bk
2 c� m

: (A.5)

Proof. Similarly to Section 2.4.1, let v = ( � 2m� 3
2 ; 0) and

H (� k; s) := X [v ](( � k; s)) ; k 2 N0; s 2 Z; k+ s 622Z

be the half-plane fermionic observable. This is a bounded discrete harmonic
(except at (� 2m � 1; 0)) spinor on the double cover ofH� branching over v
which satisfy the boundary conditions

H (0; s) = 2 � 1=2 � [H (� 1; s� 1) + H (� 1; s+1)] ; s 622Z; (A.6)

on the imaginary line (see (2.4.3) and (2.4.4)). Denote

V (� k; s) := CH (k; s) if k 2 N;
V (0; s) := 2 � 1=2 � CH (0; s) if k = 0 ;

s 2 Z; k+ s 622Z; (A.7)

where C := D2m+1 =Mm ; up to a change of the multiplicative normalization,
this is nothing but the extension of H from the left half-plane to the full plane
via the discrete Schwartz re�ection. By construction, V is a spinor on the
double cover of the full-plane branching overv and u := (2 m+ 3

2 ; 0) which is
discrete harmonic everywhere (including points on the imaginary line) except
at points (� (2m+1) ; 0) near the branchings, where one hasV(� (2m+1) ; 0) =
D2m+1 . Therefore, it coincides with the full-plane observableX [v ;u ]((k; s)) dis-
cussed above. In particular, (A.7) implies the identity

1
2D2m+2 = � [� V ](� 2m� 1; 0) = � C � [� H ](� 2m� 1; 0) = C � 1

2M m+1

which is equivalent to the �rst identity in (A.5). The explicit formula for M m

easily follows from the explicit formula (A.4) by induction.

Remark A.4. Similarly, let M m� 1
2

denote the magnetization in the(2m� 1)-th
column of the critical homogeneous Ising model in the zig-zag plane. It is not
hard to repeat the proof of Theorem A.3 in this situation and to obtain the
identity

M m+ 1
2

= Mm� 1
2

= D2m+1 = D2m ; m 2 N0;

where we formally setM � 1
2

:=
p

2, this convention is the result of the additio-
nal factor relating the values of the half-plane and the full-plane observables
on the imaginary line via (A.7). By induction, one easily gets the identity

M m+ 1
2
M m =

p
2 � D2m+1 ; m 2 1

2N0; (A.8)
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and an explicit formula for M m+ 1
2
, which is similar to (A.5). Finally, a straight-

forward analysis gives the asymptotics

Dn � C 2
� � (2n) � 1=4; M m � 21=8C� � (2m) � 1=8; n; m ! 1 ; (A.9)

whereC� = 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) is the same universal constant as in Theorem 4.7.9. Note

that we prefer to encapsulate the factors2n and 2m (rather than simply n
and m), respectively, as they are equal to the geometric distance between the
two spins under consideration and the distance from the spin� (� 2m� 1

2 ;0) to
the boundary of the half-plane H� , respectively.
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3 - Universality of spin correlations in the
Ising model on isoradial graphs

This chapter corresponds to the article [43], written withDmitry Chelkak and
Konstantin Izyurov , and is currently under revision forThe Annals of Probability.

Abstract :
We prove universality of spin correlations in the scaling limit of the planar Ising

model on isoradial graphs with uniformly bounded angles and Z-invariant weights.
Speci�cally, we show that in the massive scaling limit, i. e., as the mesh size tends
to zero at the same rate as the Baxter elliptic parameter tends to1, the two-point
spin correlations in the full plane converge to a universal rotationally invariant limit.
These results, together with techniques developed to obtain them, are su�cient to
extend to isoradial graphs the convergence results for multi-point spin correlations
in bounded planar domains, which were previously known only on the square grid.
We also give a simple proof of the fact that the in�nite-volume magnetization in
a subcritical Z-invariant Ising model is independent of the site and of the lattice.
As compared to techniques already existing in the literature, we streamline the
analysis of discrete (massive) holomorphic spinors near their rami�cation points,
which also provides a solid ground for further generalizations.
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Table des matières

3.1 . Introduction

3.1.1 . General context

Isoradial graphs, or, equivalently, rhombi tilings, were introduced by Du�n [59]
as a natural family of embedded planar graphs admitting a nice discretization of
complex analysis and potential theory. They latter attracted considerable attention
both in the physics and the mathematics communities in connection with lattice
models of two-dimensional statistical mechanics. Although the latter live on abs-
tract planar graphs with some additional structure, e. g., weights on edges, it often
turns out that embedding the graph isoradially sheds light on the behavior of the
model at or near criticality. By now, there is an extensive literature on statistical
mechanics on isoradial graphs ; e. g., see [26, 24, 25, 63, 66, 50, 51, 57, 80, 99,
111, 129] and references therein. Apart from being a natural framework for esta-
blishing universality, an additional motivation to study models on isoradial graph
is that they form a �exible family to approximate arbitrary Riemann surfaces [129,
51, 50], for which regular lattices are too rigid.

A relevance of rhombi tilings for the two-dimensional statistical mechanics can
be described as follows. As uncovered by Baxter [10, 8, 12], many models of statis-
tical mechanics with local interactions haveZ-invariant weights.The �invariance�
here refers to the fact that theY� � transform of the graph on which the model is
de�ned leaves unchanged the partition function and many (if not all) observables
of interest. As Baxter has shown, the �exibility this entails allows one to solve
many such models exactly. Although these algebraic techniques does not directly
rely upon embedding of graphs into the complex plane, it turns out that represen-
ting them as isoradial grids allows one to give a direct geometrical meaning to the
parameters of the corresponding R-matrices. This is more than a numerical coin-
cidence as the small mesh size limits ofcritical 2D lattice models are expected to
have more symmetries than just the symmetries of the lattice : e. g., in this setup
one expects the scaling, rotational and evenconformal invariance. To exhibit such
a symmetry, one needs to pick embeddings of graphs and the isoradial/rhombic
lattices are known to be the correct choice provided that one can reformulate the
lattice model under consideration using this geometric framework. For rhombic lat-
tices, theY� � moves are nothing but the so-calledcube �ips, which allow one to
transform (big pieces of) di�erent lattices into each other without a�ecting quan-
tities of interest. Apart from being at the heart of physicists' predictions of the
universality for Z-invariant lattice models, this idea also recently led to a rigorous
proof of the rotational invariance of several Z-invariant lattice models ; we refer
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the interested reader to [66] for further details.
In this paper we consider the critical and near-critical (aka massive)Ising model

on isoradial graphs with Z-invariant weights. Before discussing our main results,
let us �rst brie�y mention the results available in thesquare gridsetup. For the
critical model (see also [32, 34] for more details), the convergence and conformal
invariance was proven by Smirnov [160] for basic fermionic observables ; by Hongler
and Smirnov [87, 84] for the energy density correlations ; and by the �rst two
authors and Hongler [38] for spin correlations. Gheissari, Hongler, Park, Viklund
and Kytölä studied more general local �elds in [76, 85] and a uni�ed framework
to treat mixed correlations of all primary �elds (i. e., fermions, energy densities,
spins and disorders) was recently developed in [39]. Another aspect of conformal
invariance is the convergence of interfaces and loop ensembles in the domain walls
representation of the model to SLE3 and CLE3 ; see [49] and [18], respectively.
Beyond the critical case, themassivelimit of spin correlations in smooth domains
and of fermionic observables in general (i .e., not necessarily smooth) ones was
recently treated by S. C. Park in [137] and [138], respectively.

The universality� within the isoradial family � of basic fermionic observables
was shown in [48] for the critical model and, very recently, in [138] for the massive
one. These results admit a direct extension to the energy density correlations as
the energy density �eld � in sharp contrast to spins themselves � can be directly
expressed via fermions. However, the analysis of spin correlations is considerably
more subtle. Of the aforementioned work, the proofs given in [38, 137] relied
especially heavily on the properties of the square lattice, and hence they did not
admit a simple generalization to the isoradial case. In this paper, we provide the
missing ingredients and prove the universality for spin correlations on isoradial
graphs, both in the critical and in the massive setup. This also paves a way to a
proof of the universality of correlations of all primary �elds [39] on isoradial graphs
and possibly beyond, although we do not discuss it here.

3.1.2 . Main results

We work with the Z-invariant Ising model de�ned on (subsets of) an in�nite
planar isoradial grid� � ;� ; note that the dual grid� � ;� is also isoradial with the
same radii, and� � := � � ;� [ � � ;� forms a rhombi tiling of mesh size� . Throughout
the paper, we assume that all rhombi tilings satisfy the following bounded angle
property for some (�xed)� 0 > 0 :

BAP (� 0) : no rhombus has an angle smaller than2� 0.

The Z-invariant weights (per edge in the low-temperature � aka thedomain walls�
expansion of the model on� � ;� or, equivalently, in the high-temperature expansion
of the dual model on� � ;� ) are given by

xe = exp[ � 2� � J �
e ] = tanh[ � � J �

e ] = tan 1
2

b� e; sin b� e = sn
�

2K
� � e j k

�
;

(3.1.1)
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where� e is half of the angle of the rhombus containinge adjacent to a vertex of� � ;�

(see Fig. 3.2.2), andK = K (k) is the complete elliptic integral of the �rst kind ;
see [134, Eq. 19.2.8] (we routinely refer to the Digital Library of Mathematical
Functions [134] in the above format). Thus, the edge weights are determined by
the isoradial embedding of the graph plus a single temperature-like parameter, the
elliptic modulusk 2 (0; 1) [ iR+ , or equivalently thenome q 2 R; see [134,
Eq. 22.2.1]. We refer the reader to a recent work of Boutillier, de Tilière and
Raschel [27, 28, 164] for an extensive discussion of thus de�ned Ising model and
its links with dimers and uniform spanning trees. Note that(3.1.1) agrees with
the parametrization used in [28] for the interaction parameters� � J �

e while we will
typically work with the dual model de�ned on� � ;� (i. e., we usually assign spins to
facesof � � = � � ;� ).

The critical point isk = q = 0 , in which caseb� e = � e. The caseq > 0 and
k 2 (0; 1) gives rise to a sub-critical model on� � ;� and a super-critical model
on � � ;� , whileq < 0 andk 2 iR+ correspond to the opposite situation. (Thus, the
nomeq has the same monotonicity as the temperature in the model on� � ;� .) Also,
note that the parametrization(3.1.1) is symmetric with respect to exchanging the
roles of� � ;� and � � ;� in the following sense : one also has

tanh[� � J �
e ] = exp[ � 2� � J �

e ] = tan 1
2

b� �
e; sin b� �

e = sn
�

2K
� � �

e j k�
�

;

whereb� e + b� �
e = �

2 = � e + � �
e and the dual elliptic parameterk� is given by

k� =
ik

p
1 � k2

, q� = � q : (3.1.2)

This transform is nothing but a simple way of writing theKramers�Wannier dua-
lity (e. g., see [60, Section 7.5] and [28, Section 4.5]) in the elliptic context. In
particular, if one plugged the dual elliptic parameterk� instead ofk into the pa-
rametrization(3.1.1), this would simply exchange the roles of� � ;� and � � ;� ; e.g.,
see Proposition 3.1.3 below.

The main purpose of our paper is to study themassive scaling limit, as � ! 0
and simultaneouslyq ! 0; with the relation

q = 1
2m� (3.1.3)

between the two, where the parameterm 2 R is calledmass, alluding to a massive
�eld theory conjecturally describing this limit. As a particular case, we study the
scaling limit at criticality,m = 0 . Our results are uniform with respect to lattices
satisfying the uniformly bounded angles assumptionBAP (� 0) for a �xed � 0 > 0,
hence we do not assume that� � at each scale are related to each other in any
way.

Throughout our paper, we use the notationE(m) to denote the expectation
in the Z-invariant Ising model de�ned on the isoradial grid of mesh size� with
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the elliptic parameter obtained from� via (3.1.3). We write E(m);w and E(m); f

for expectations considered in �nite domains in order to specify thewired and
free boundary conditions, respectively. (Recall that in our convention the spins are
assigned to vertices of the dual lattice� � ;� , i.e., to the faces of� � = � � ;� . The
wired boundary conditions mean that all spins at the boundary of a discrete domain
have the same value.) Also, in Proposition 3.1.3 we use the notationE+ for the
in�nite volume limit of the sub-critical model withplus boundary conditions.

Theorem 3.1.1. For each m 2 R there exists a function �( �; m) : R+ ! R+

such that the following holds in the massive scaling limitq = 1
2m� ! 0 :

� � 1
4 E(m)

� � ;� [� u1 � u2 ] ! C 2
� � �( ju2 � u1j; m) as � ! 0 ; (3.1.4)

where the constant C� = 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) is independent of both the rhombic lat-

tice � � and the massm. One has�( r; 0) � r � 1
4 and �( r; m ) � r � 1

4 as r ! 0
for all m.

Proof. See Section 3.4.4 for the casem = 0 and Section 3.4.6 form 6= 0 .

Remark 3.1.1. The explicit expression for �( r; m ) in terms of Painlevé III
transcendents is given by a celebrated formula of Wu, McCoy, Tracy and Ba-
rouch [166, 153, 94] for the massive model on thesquare grid; see also [137,
Corollary 1.2 and Section 4.2]. The main content of Theorem 3.1.1 is that this
result holds universally within the class of isoradial graphs ; note in particu-
lar that the constant C� does not depend on the local geometry of� � near
u1;2. A similar result was hinted by Dubédat [57, Proposition 27] for magnetic
correlators of the Gaussian free �eld ; presumably,at criticality the conver-
gence (3.1.4) can be alternatively derived therefrom via the combinatorial
bosonization correspondence [58].

The left-hand side of (3.1.4) is a correlation in the in�nite-volume thermody-
namic limit, i. e., the limit of correlations in increasing �nite domains
 �

1 � 
 �
2 �

: : : � � � for a �xed temperature parameterq. The existence of such a limit can
be shown by standard monotonicity arguments and RSW bounds at criticality ; see
Section 3.2.3 for details. Theorem 3.1.1 then concerns another limit as one lets
both q; � ! 0 so that q = 1

2m� . In fact, to prove Theorem 3.1.1 we rely upon the
fact that the RSW bounds are uniform with respect to� andq, which allows us to
work in (su�ciently large) �nite domains
 � instead of� � . In particular, along the
way we prove the convergence and universality for spin-spin correlations in smooth
simply connected domains with appropriate boundary conditions : wired ifm � 0
and free ifm � 0. Our analysis also implies the following :

As in [38] and [137], one of the key ingredients of our proof in the casem � 0
is a (uniform) convergence result for the �discrete logarithmic derivatives�

log
E(m);w


 � [� u0
1
� u2 ]

E(m);w

 � [� u1 � u2 ]

= Re
�
(u0

1 � u1)A (m)

 (u1; u2)

�
+ o(� ) (3.1.5)
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whereu0
1 � u1 are nearest neighbors on the lattice� � ;� and the quantityA (m)


 (u1; u2)
is expressed via the scaling limit of spinor fermionic observables ; see Section 3.1.3
for a more detailed discussion. This result extends without any e�ort to multi-spin
correlation, leading to convergence results for ratios of such correlations :

E(m);w

 � [� u0

1
� u0

2
: : : � u0

n
]

E(m);w

 � [� u1 � u2 : : : � un ]

!
h� u0

1
� u0

2
: : : � u0

n
i (m);w



h� u1 � u2 : : : � un i (m);w



as � ! 0 ; (3.1.6)

where the �continuum correlation functions� in the right-hand side are de�ned as

h� u1 � u2 : : : � un i (m);w

 := exp

R
Re

� P n
s=1 A (m)


 (us; u1; : : : ; us� 1; us+1 ; : : : ; un )dus
�
;

with an appropriate multiplicative normalization. Once the convergence(3.1.6) is
established, the asymptotics (3.1.4) together with usual decorrelation arguments
coming from RSW-type estimates for the random cluster (or Fortuin�Kasteleyn)
representation of the model are enough to �x the explicit multiplicative normali-
zation of the correlation functions. Thus, our analysis also implies the following :

Theorem 3.1.2. The results of [38, Theorem 1.2] form = 0 and [137, Theo-
rem 1.1] for m < 0 asserting convergence

� � n
8 E(m);w


 � [� u1 � u2 : : : � un ] ! C n
� � h� u1 � u2 : : : � un i (m);w


 as � ! 0

of multi-point spin correlations in discrete approximations 
 � of bounded sim-
ply connected domains 
 (with smooth boundaries if m < 0), hold true,
without any change, for the massive Ising model on isoradial grids with Z-
invariant weights.

We stress once again here that not only the continuous correlation functions
are universal within this class of the lattices/weights, but also the constantC� in
front.

Proof. The proof of (3.1.6) in the casen = 2 is given in Corollary 3.4.10 for
m = 0 and in Corollary 3.4.16 for m < 0. Since the analysis is local, it extends
without any change to the casen > 2. Given (3.1.6), the rest of the proofs
in [38] and [137] amount to �xing the overall normalization by sending the
points us pairwise to each other or to the boundary of
 , and the only part
of that argument that relied on the speci�c properties of the square lattice
was the computation of the full-plane two-point correlation. This ingredient is
now supplied by Theorem 3.1.1.

Remark 3.1.2. In order to prove Theorem 3.1.1 for m > 0 we rely upon
an analogue of [38, Theorem 1.7] which gives the convergence of the ratio
of the two-point correlations in dual Ising models. Thus, similarly to a work
of S. C. Park [137], our methods donot directly imply an analogue of Theo-
rem 3.1.2 for m > 0. However, we believe that the techniques developed in
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this paper for the analysis of spinor fermionic observables near their branching
points allow to prove such a convergence, at least in smooth simply connected
domains, following the framework of [39].

A sharp control of the discrete logarithmic derivative (3.1.5), in principle, suf-
�ces to recover the scaling function�( r; m ) in the statement of Theorem 3.1.1,
but not the fact that the constantC� is lattice-independent. In order to complete
the proof, we use an additionalgluing argument(see Section 3.2.4 for details),
showing that a �nite piece of an arbitrary isoradial grid can be glued, staying wi-
thin the same family, to a piece of a regular (rectangular) lattice, so that the sizes
of these pieces and the distance between them are comparable. Then, we can move
the spins from the irregular part to the regular one, controlling how the correlation
changes in the process, and establishing universality.

A similar argument can be applied to analyze themagnetization in the in�nite-
volume limitof the sub-critical model on a �xed isoradial grid� � , say, with� = 1 .
As a by-product of our analysis of the massive model, we also get the following
result. We are not aware of its detailed proof in full generality in the literature,
although it was probably known, at least for some particular lattices, in the folklore.

Proposition 3.1.3 (Baxter's formula) . For q < 0, the in�nite-volume ma-
gnetization in the sub-critical Ising model on � � with Z-invariant weights is
universal :

E+

 n

[� u ] ! (k� )
1
4 as 
 n " � � and E� � [� u1 � u2 ] ! (k� )

1
2 as ju1 � u2j ! 1 :

For q > 0, similar results hold for the model on � � with k� replaced by k.

Proof. See Section 3.4.1. As in the case of Theorem 3.1.1 and the constant
C� , we do not compute these limits explicitly, but rather show that they are
universal. To this end, we glue a large enough piece of a given isoradial grid to
a piece of a rectangular lattice, on which we can apply the celebrated Onsager�
Yang result [167, 123] in the form given by Baxter [12, Eq. 7.10.50] ; see also [40,
Section 3] for a simpli�ed derivation. (Note that the elliptic parameter k in
[28] corresponds tok0 of Baxter ; see footnote in [28, Section 2.2.2].)

3.1.3 . Techniques and related projects

The general strategy of our proof of the key convergence result(3.1.5) fol-
lows that of [38, 137]. One introduces an observable, a properly normalized spin-
fermion-disorder correlator, which, as a function of the position of the fermion, is
a massive s-holomorphic spinorliving on a double cover of the original discrete do-
main rami�ed at the positions of the spin and the disorder. (The notion of massive
s-holomorphic functions on isoradial graphs and the regularity theory thereof were
independently developed in a recent work of S .C .Park [138] ; see Section 3.3.1
for more details.) We then prove the convergence of this observable to a massive
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holomorphic (i. e., satisfying the Dirac equation@f+ im f = 0 ) limit as � ! 0 ;
uniformly away from the boundary and from the branching points.

After this is done, one uses the fact that both spin-spin correlations in (3.1.5)
can be recovered from the values of the observable by placing the fermion next to
the disorder. We thus need a way to express a value of a massive s-holomorphic
spinor next to its rami�cation point in terms of its values at a de�nite distance the-
refrom. This is where our maintechnical innovationcomes into play : we introduce
a very simple version of the Cauchy integral formula for spinors that allows one to
do such a reconstruction using an explicit full-plane kernel, the discrete analogue of
a spinore� i �

4 � z� 1
2 e� 2mjzj . Such kernels were essentially constructed by Dubédat

in [57] for the critical casem = 0 ; we extend his construction to the massive setup
using the theory of massive discrete exponentials, recently developed by Boutillier,
de Tilière and Raschel in [27, 28]. The construction and the asymptotic analysis
of the required branching kernels are presented in Section 3.5.

Recall that in [38, 137] a considerably more complicated reconstruction proce-
dure was employed. In particular, it also required an explicit construction of discrete
analogs of the kernelse� i �

4 z
1
2 (or their massive modi�cations) and an argument

based on the symmetrization procedure and the discrete Beurling inequality ; this
technique is unavailable in the isoradial setup due to the lack of symmetries of the
lattice. Thus, not only our new argument enables generalization of the results to
the isoradial setup, it also leads to a much simpler proof in the square lattice case.
In particular, the companion paper [39] devoted to a uni�ed treatment of mixed
correlations of primary �elds, borrowed the arguments of the present paper in what
concerns the analysis near the branching points. Moreover, this Cauchy formula
can be written in a purely abstract form without any assumption on the embed-
ding or weights of the model under consideration (see Lemma 3.3.14), which paves
the way for further generalizations of the convergence results for spin correlations
beyond the Z-invariant setup ; cf. recent results on the convergence of fermionic
observables on the so-called s-embeddings of planar weighted graphs [33].

Another � though not strictly necessary for our analysis � new idea implemented
in this paper is a re-embedding of the massive Z-invariant Ising model on� � into
the complex plane using the aforementioneds-embeddingsS� ; see Section 3.3.3
for more details. This allows us to bene�t from a general regularity theory developed
for s-holomorphic functions on s-embeddings in [33, Section 2] and [45, Section 6].
Under this procedure, the original massive s-holomorphic observables on� � and
new s-holomorphic observables onS� are linked by a simple explicit formula given
in Proposition 3.3.19, which immediately allows us to deduce the a priori regula-
rity of massive s-holomorphic functions on� � from the results of [33, 45]. Also,
this provides a concrete illustration of a general phenomenology, which says that
the mass in a planar Ising model manifests itself as the mean curvature of an s-
embedding of the model into the Minkowski spaceR2+1 ; see [33, Section 2.7] for
a discussion. Though, as already mentioned above, these re-embedding techniques
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are not necessary for the analysis of the Z-invariant model (e. g., see [138], where
the relevant a priori regularity estimates developed directly on� � ), we believe that
they are �exible enough to be applied to less rigid setups.

Recall that throughout this paper we assume that all isoradial grids satisfy
the uniform bounded angles propertyBAP (� 0), which plays an essential role in
several places of our analysis as we frequently use the fact that the graph dis-
tances on rhombic lattices are comparable with Euclidean ones : e. g., when passing
from (3.1.5) to (3.1.6). However, there are certain indications that this assump-
tion is not strictly relevant, at least at criticality. Notably, similar techniques can be
applied to a 2D graphical expansion (e.,g., see [89, 109] and references therein) of
the quantum 1D Ising model, leading to similar convergence results for correlation
functions ; we refer the interested reader to a forthcoming paper [110] for more
details. This expansion can be thought of as a 2D Ising model on a rectangular grid
with an in�nitesimally small aspect ratio, a limit that obviously cannot be achieved
underBAP (� 0).

Finally, in terms of a framework developed in the companion paper [39] for
the analysis of mixed correlations of primary �elds in (possibly) multiply connected
domains, this paper provides the following �building blocks� :

� an explicit construction and asymptotic analysis of required in�nite-volume
kernelsG[u], G[v] and G(a) (see Section 3.5 for more details) ;

� analysis of the two-point spin correlation in the full plane (Theorem 3.1.1).

Note that a work [138] of S. C. Park contains two more such �building blocks�,
namely

� a �quantitative convergence� of basic fermionic FK-Ising observables ;

� uniform RSW-type estimates for the massive FK-Ising model ; cf. [61].

Thus, the only remaining input required to extend the results of [39] to the massive
Z-invariant model on isoradial grids is the analysis of solutions to certain Riemann-
type boundary value problems for massive holomorphic functionsin continuum
(which is considerably more complicated form 6= 0 than at criticality, cf. [138]).

Organization of the paper

We start Section 3.2 by �xing the notation and recalling the de�nition of the
Z-invariant Ising model. We then recall the construction of fermionic observables
via Kadano��Ceva order-disorder formalism, the propagation equation, and Smir-
nov's �integrating the square� procedure. We also recall a construction of the
in�nite volume limit of the model and describe the �star extension� procedure,
which allows to glue a big piece of a given rhombic lattice to a regular one. In
Section 3.3, we review the �massive discrete complex analysis� techniques, namely,
the a priori regularity of �massive s-holomorphic functions� constructed from so-
lutions to the spinor propagation equation, and the fact that subsequential limits
of such functions satisfy the Dirac equation. We also state the properties of the
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massive discrete holomorphic full-plane �kernels� used in our proofs, and introduce
the aforementioned Cauchy integral formula. In Section 3.4, we prove the main
results of the paper. For convenience of the reader we start with the critical case
and then refer to it when discussing the massive setup. In Section 3.5, we construct
the required full-plane kernels and perform the asymptotic analysis thereof, using
the �massive discrete exponentials� of Boutillier, de Tilière, and Raschel [27].
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3.2 . Preliminaries and basic facts

3.2.1 . Notation : graphs, double covers, spin-disorder correlations

We rely upon the spin-disorder formalism of Kadano� and Ceva [93] ; e. g.
see [34, Section 2] or [39, Section 2] for more details and [37] for links of this
approach with other combinatorial formalisms used to study the planar Ising model.
For a planar graphG = G� , let

� G� be the graph dual toG� (note that we typically work with the planar
Ising model de�ned onG� and not onG� ) ;

� �( G) be a planar graph whose set of vertices is the union ofG� and G� ,
with edges connecting adjacent verticesv 2 G� and facesu 2 G� of G ;

� } (G) be the graph dual to�( G), we often call its verticesz 2 �( G) quads
referring to this duality (note that all faces of�( G) have degree four) ;

� �( G) be the medial graph of�( G) (i. e., vertices of�( G) are in a bijective
correspondence with edges(uv) of �( G)), we often call its verticesc 2 �( G)
cornersreferring to the fact that they are in a bijective correspondence with
corners of faces ofG� (or of G = G� , note that faces of�( G) correspond
either to v 2 G� or to u 2 G� or to z 2 } (G)) ;

� � � (G) be a double cover of�( G) that branches aroundeachof its faces
(e. g., see [129, Fig. 27] or [48, Fig. 6] or [33, Fig. 3]) ;

� more generally (e. g., see Fig. 3.2.1 for an example with$ = [ v; w]), given
a subset$ of vertices of�( G) = G� [ G� let
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v
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v

w

Figure 3.2.1 � Left : local structure of a double cover� �
[v;w] of the

medial graph� ; verticesv 2 � � and w 2 � � are marked in gray. Right :
local structure of the corresponding double cover� [v;w].

� � $ (G) be a double cover of�( G) branchingonly aroundw 2 $ ,

� � �
$ (G) be a double cover rami�ed at all faces of�( G) except$ .

In our paper the graphG is usually a discrete domain on an isoradial grid� � = � � ;�

of mesh size� ! 0, which approximates a planar bounded simply connected domain

 � C. We use the notation
 � � � � for such approximations. We will often view
vertices (dual vertices, etc.) as complex numbers giving their position inC.

We often speak aboutspinorsde�ned on double covers of graphs, which are
functions on the double cover in question whose values at two lifts of the same
vertex di�er by the sign. Provided that an embedding of all these graphs into the
complex plane is �xed, an important example of a spinor on� � (G) is given by

� c := &� exp
�

� i
2 arg(v(c) � u(c))

�
; &:= ei �

4 ; (3.2.1)

whereu(c) 2 G� and v(c) 2 G� are endpoints of the edge(u(c)v(c)) correspon-
ding to the cornerc. A particular choice of the prefactor& is unimportant but
in�uences the notation in what follows ; we choose the valueei �

4 in order to keep
the presentation consistent with [48] and [138] (note however that [38] and [137]
use another convention&= i ).

The (ferromagnetic)nearest-neighborLenz�Ising model on thedual graphG�

is a random assignment of spins� u 2 f� 1g to the facesu of G such that the
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probability of a spin con�guration� = ( � u) is proportional to

PG[ � ] / exp [� � P
u� w J �

e � u � w ] ; e = ( uw) � ; (3.2.2)

where a positive parameter� � = 1=kT is called theinverse temperature, the sum
is taken over all pairs of adjacent facesu; w of G (equivalently, edgese of G or
quadsz 2 �( G)), and J � = ( J �

e ) is a collection of positive interaction constants
indexed by edges ofG. Below we use the followingparametrizationof � � J �

e :

xe = tan 1
2

b� e := exp[ � 2� � J �
e ]: (3.2.3)

Note that the quantitiesxe 2 (0; 1) and b� e := 2 arctan xe 2 (0; 1
2 � ) have the same

monotonicity as the temperature(� � ) � 1. We also often writeb� z instead ofb� e if
a quadz 2 �( G) corresponds to an edgee of G. On isoradial graphs, we depart
from arbitrary parametersb� z and restrict toZ-invariant weightsgiven in terms of
a global elliptic parameterk and geometric angles� e of the embedding by (3.1.1).

Note that tan b� z = (1 + 4 q) � tan � z + O(q2) asq ! 0, which implies that

b� z � � z = 4q � sin � z cos� z + O(q2) = 2 �m sin � z cos� z + O(� 2) (3.2.4)

in the massive limitq = 1
2m� ! 0. In particular, b� z = � z at criticality.

We denote byE(m);w

 � the expectation under the measure(3.2.2) with Z-

invariant weights given by (3.1.1), withq = 1
2m� . We will omit � when we consider

a �xed lattice of mesh� = 1 . The superscriptw stands forwired boundary condi-
tions : since we use the convention that spins� u are assigned to faces of
 � ,
instead of considering a single outer faceuout of 
 � one can think about all boun-
dary pointsu 2 � � ;� as being wired to each other. Sometimes, we also �x the spin
of uout to be +1 (i. e., impose +̀ ' boundary conditions) and writeE+


 � instead
of Ew


 � .
The Kramers�Wannier duality (e. g., see [60, Section 7.5]) provides a link

between the Ising model (on faces of
 � ) described above and another nearest-
neighbor Ising model de�ned on vertices of
 � with interaction parameters� � J �

e

such thattanh[� � J �
e ] = exp[ � 2� � J �

e ] or, equivalently,sinh[2� � J �
e ] sinh[2� � J �

e ] =
1. In terms of the parametrization(3.2.3) this duality reads as

exp[� 2� � J �
e ] = tan 1

2
b� z; exp[� 2� � J �

e ] = tan 1
2

b� �
z ; b� z + b� �

z = 1
2 �:

The anglesb� �
z also admit parametrization(3.1.1) with a dual elliptic parameterk� ;

the relation is simplest in terms of the nomeq� = � q; see(3.1.2). We denote
the expectation in this dual model (de�ned on vertices of
 � ) as E(� m); f


 � ;� , where
the superscript f stands for free boundary conditions and emphasizes that no
restrictions on the boundary spins are imposed.

We use the Kadano��Cevadisorder variables: for a subset
 of edges ofG� ,
put

� 
 :=
Q

u� w:(uw)\ 
 6= ? e� 2� � J �
( uw ) � � u � w :

131



Up to the sign, the correlations of these variables with spins only depend on@

viewed as a chain modulo2. Hence, we will simply write

� 
 = � v1 : : : � vm ; where @
= f v1; : : : ; vm g

inside such correlations. We have the following identity :

Ew

 � [ � v1 : : : � vm � u1 : : : � un ] = Efree


 � ;� [ � u1 : : : � un � v1 : : : � vm ]; (3.2.5)

whereu1; : : : ; un 2 
 � ;� , v1; : : : ; vm 2 
 � ;� , and bothn; m are assumed to be even
(otherwise, these correlators do not make sense) ; in fact, both sides of(3.2.5) lead
to the same sums over subgraphs of
 � = 
 � ;� if one uses the low-temperature
expansion for the left-hand side and the high-temperature expansion for the right-
hand one. In particular, the disorder variables� are dual objects to spins� under
the Kramers�Wannier duality. We refer the reader to [93, 37, 34, 39] for more
details on the Kadano��Ceva formalism.

Remark 3.2.1. Recall also that under a natural rule for tracking the signs [39,
Section 2.2], both sides of (3.2.5) change the sign when one of the verticesvp

makes a turn around one ofuq ; in other words one should view (3.2.5) as a
spinor de�ned on an appropriate double cover of the set(
 � ;� ) � m � (
 � ;� ) � n

with the removed diagonal (vp = vp0 or uq = uq0 for somep 6= p0 or q 6= q0).
In full generality, the extension of (3.2.5) onto the diagonal requires certain
technicalities in �xing the signs. However, no problems of that kind arise in
the simplest setupm = 2 that we only need below.

3.2.2 . Fermionic observables and functions HX

The Kadano��Ceva fermionic variable� c is formally de�ned as� c := � v(c) � u(c)

and the corresponding fermionic observables read as

X $ (c) := Ew
G

�
� c � v1 : : : � vm � 1 � u1 : : : � un � 1

�
; c 2 � �

$ (G);

where$ = f v1; : : : ; vm� 1; u1; : : : ; un� 1g and we assume that bothn; m are even.

Remark 3.2.2. Due to Remark 3.2.1, X $ is a spinor on the double cover
� �

$ (G). This implies that the product � cX $ (c), where � c is given by (3.2.1), is
a spinor on the double cover� $ (G), which branchesonly over points from $ ;
see Fig. 3.2.1.

It is well known (e. g., see [129] or [37, Section 3.5] and references therein) that
Kadano��Ceva fermionic observables satisfy the so-calledpropagation equation

X (c00 ) = X (c01 ) cosb� z + X (c10 ) sin b� z ; (3.2.6)

which holds for each cornerc00 and its neighborsc01 ; c10 on the corresponding
double cover� �

$ (G) such that all three are incident to the same quadz ; see
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Figure 3.2.2 � Left : Local notation at a quad z = ( v0u0v1u1) 2 } .
Identity (5.2.6) expresses the valueX (c00) of a Kadano��Ceva fermio-
nic observable as a linear combination ofX (c01) and X (c10) with co-
e�cients cosb� z = cn

�
2K
� � z j k

�
and sin b� z = sn

�
2K
� � z j k

�
, respectively.

Right : Following [137, 138], to de�ne the valueF (z) 2 C of the corres-
ponding massive s-holomorphic function (aka Smirnov's fermionic obser-
vable) at z 2 } , we imagine a tilted rhombus with edgese� i (b� z � � z )(vp� uq)
centered atz and then apply the usual de�nition [48] of s-holomorphic
functions to this `virtual' rhombus.

Fig. 3.2.2 for the notation. A consequence of this identity is that, given a fermionic
observableX , one can de�ne (up to an additive constant) a functionHX on the
graph �( G) by prescribing its increments between neighboring verticesuq 2 G�

and vp 2 G� as
HX (vp) � HX (uq) := ( X (cpq))2: (3.2.7)

(Note that for the critical Ising model onZ2, this is nothing but Smirnov's de�nition
from [160, Lemma 3.6] ; see also Section 3.3.1 below.) More generally, if two
observablesX 1; X 2 are (locally) de�ned on the same double cover� �

$ (G), then
one can extend the above de�nition and introduce a functionH [X 1; X 2], also
de�ned up to an additive constant, by setting

H [X 1; X 2](vp) � H [X 1; X 2](uq) := X 1(cpq)X 2(cpq) (3.2.8)

(this quantity does not depend on the lift ofcpq onto � �
$ (G) ; cf. Lemma 3.3.14.)

Remark 3.2.3. From the combinatorial perspective, considering a discrete
simply connected domain
 � � � � with wired boundary conditions boils down
to identifying all `white' vertices along the boundary with each other. In
particular, all the values of HX (or of H [X 1; X 2]) at `white' boundary ver-
tices u 2 @
 \ G� are the same, i. e., the functionHX jG� always hasDirichlet
boundary conditions in this case. However, note that this is not the case for
boundary values ofHX on `black' boundary vertices. Nevertheless, there exists
a trick (originally suggested in [48, Section 3.6] in the critical setup) which al-
lows to modify the grid � � near the boundary of 
 � staying in the isoradial

133



family and arti�cially de�ne HX on new obtained `black' vertices so that it
also has Dirichlet boundary values and all required `discrete complex analysis
estimates' hold true ; see Remark 3.3.10 below.

It is also convenient to extend the de�nition ofHX to the set} (G) as follows :

HX (vp) � HX (z) := X (cp0)X (cp1) cosb� z;
HX (z) � HX (uq) := X (c0q)X (c1q) sin b� z;

(3.2.9)

wherecp0 and cp1 are assumed to be chosen as neighbors on� �
$ (G) to avoid the

ambiguity in the sign ; note that this de�nition is consistent with(5.2.16) due to
the propagation equation(5.2.6). Let �( G) [ } (G) denotes a planar graph whose
edges consist of all edges of�( G) and edges linking each vertexz 2 } (G) to its
four neighborsz � w 2 �( G).

The following lemma holds for all planar graphs and all interaction parameters.

Lemma 3.2.4. Let a function HX be (locally) constructed via (3.2.9) and (5.2.16)
from a fermionic observableX de�ned on a double cover� �

$ (G). Then, HX

satis�es

� the maximum principle on �( G) [ } (G) except at points of $ \ G� ;

� the minimum principle on �( G) [ } (G) except at points of $ \ G� .

Proof. See [33, Proposition 2.10], which proves both the maximum and the
minimum principles for HX in absence of (non)branching vertices, i. e., if$ =
? . If $ 6= ? , note that the value at a vertex u 2 $ \ G� is always smaller
than the values at neighboring vertices from G� due to (5.2.16), thus HX

cannot attain a maximum at u. Similarly, HX cannot attain a minimum at a
point v 2 $ \ G� .

Remark 3.2.5. Let w 2 $ be an isolated point of$ and assume thatX (c) =
0 at one of the nearby cornersw � c 2 � �

$ (G). Then, it is easy to see that the
function HX satis�es both the maximum and the minimum principle near w
as its values at two neighboring vertices (one fromG� , the other from G� ) of c
are the same.

3.2.3 . In�nite-volume of the Ising model with q 6= 0 and RSW
estimates

Given an isoradial grid� � of mesh size� and a pointu 2 C we denote by� �
R (u)

a discretization of the square box

[Reu � R ; Reu + R] � [Im u � R ; Im u + R]

on � � with appropriate boundary conditions which can vary depending on the
context. We write� �

R instead of� �
R (0) if u = 0 and skip the superscript if� = 1 .
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It is well-known that spin-spin correlationsEG[� u � w ] in the Ising model on a
�nite graph can be written as the probability thatu and w are connected in the
so-called Fortuin�Kasteleyn (or random cluster) representation of the model ; e. g.,
see [60, Section 7] for more details.

For thecritical (i. e., m = 0 ) Ising model on isoradial grids it is well known that
the following Russo�Seymour�Welsh-type estimate holds uniformly with respect to
boundary conditions :

P
�
there exists a wired circuit in the annulus� 3R (u) r � R (u)

�
� p0 > 0:

(For a proof, one can, e. g., use [48, Theorem C] to show that crossings of rectangles
with self-dual (i. e., wired/free/wired/free) boundary conditions have probability
uniformly bounded away from zero, and then apply the proof of [61, Proposi-
tion 2.10] ; see also [33, Section 5.6].) In particular, the existence of such circuits
implies the uniqueness of the in�nite-volume Gibbs measure in the critical FK-Ising
model and allows one to speak about in�nite-volume correlationsE� [� u � w ].

Assume now thatq = 1
2m� � 0. By monotonicity with respect to interaction

parameters, the (uniform with respect to boundary conditions) existence of wired
circuits in annuli� 3R (u) r � R (u) also holds in this case. This allows one to de�ne
the in�nite-volume limit of the sub-critical FK-Ising model on� and, moreover,
implies the following uniform estimate :

for each" > 0 there existsA = A(") � 1 such that for allm � 0
and allD � 1 one has

(1� " ) �E(m);w
� AD (u) [� u � w ] � E(m)

� [� u � w ] � E(m);w
� AD (u) [� u � w ] (3.2.10)

provided thatjw � uj � D .

Indeed, the latter inequality in(3.2.10) is trivial due to the monotonicity with
respect to boundary conditions. The former follows from the fact that

E(m); f
� AD (u) [� u � w ] � P(m); f

� AD (u)r � D (u)

�
there exists a wired circuit

�
� E(m);w

� AD (u) [� u � w ];

which holds due to the FKG inequality and the monotonicity of the probability
that u and w are connected with respect to a domain. (Note that the �rst factor
can be made arbitrary close to1 by choosingA � 3blog "= log(1� p0 )c+1 .)

Remark 3.2.6. One can similarly use dual-wired circuits in order to de�ne the
in�nite-volume limit of the o�-critical FK-Ising model on � and the in�nite-
volume spin-spin correlations for m � 0. It is also worth noting that in the
massiveregimeq = 1

2m� , � ! 0, one also has uniform RSW-type estimates for
both primary and dual crossings/circuits on scalesR � 1; see [61] and [138]
for more details. Of course, this is a much deeper property of the massive Ising
model as compared to the simple monotonicity with respect tom discussed
above.
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3.2.4 . `Star extension' of a �nite box on an isoradial grid

In order to prove the universality of spin-spin correlations with respect to a grid,
i. e., the fact the correlations on two isoradial grids� � ;�

1 and� � ;�
2 behave in a similar

way, we typically consider a `mixed' rhombic lattice that contains large pieces of
both � �

1 and � �
2 and analyse the Ising model on this lattice. This strategy relies

upon a possibility to `glue together' boxes of sizeR cut from di�erent isoradial
grids, with an additional requirement that these two pieces are located atO(R)
distance from each other.

Clearly, no problem arises if� �
1 comes from a rectangular lattice while� �

2 = � Z2

(or, more generally, if both� �
1;2 are obtained from rectangular lattices) ; see Fig. 3.2.3.

Consider now an irregular rhombic lattice� satisfying the bounded angles pro-
perty BAP (� 0). In this section we show that one can construct a new rhombic
lattice [� R (u)]? satisfying the propertyBAP (� 0) such that

� � and [� R (u)]? have the same box� R (u) of sizeR centered atu ;

� the modi�ed lattice [� R (u)]? contains in�nite wedge-shaped subsets of rec-
tangular grids located at distance at mostO(R) from the pointu ; here and
below the implicit constant in the estimateO(R) depends on� 0 only.

It is worth noting that these properties are scale invariant and thus the same
procedure can be applied to rhombic lattices� � (with mesh size� < R ) instead
of � .

Recall that atrain-track on � is a (in�nite) sequence of adjacent rhombi such
that they share a common direction of edges, called the transversal direction of
the train-track (e. g., see [102] for a discussion of this notion). The construction
of [� R (u)]? goes in two steps, see also Fig. 3.2.3 :

� Step 1. Let � R (u) � � R (u) be the connected componentof the set of
quadsz 2 } such thatboth train-tracks passing throughz intersect� R (u).

Lemma 3.2.7. The set � R (u) has diameterO(R) and is train-track-convex,
i. e., if two rhombii lying on the same train-track belong to the set � R (u), then
the whole segment of the train-track between these rhombi belong to� R (u).

Proof. Let TR (u) denote the set of all train-tracks that intersect the box � R (u).
It is easy to see that for eacht 2 TR (u) the set of all rhombi z 2 t \ � R (u)
is a segment. Indeed, ifz; z0 2 t are two consecutive rhombi ont such that
z 2 � R (u) but z0 62� R (u), then the second train-track t0 6= t passing through
z0cannot intersect � R (u). Hence,t0\ � R (u) = ? , which implies that all further
rhombi lying on t beyond z0 cannot belong to theconnectedset � R (u) as they
are separated fromz 2 � R (u) by t0. Thus, � R (u) is train-track-convex.

To estimate the diameter of � R (u), note that for each t 2 TR (u) the num-
ber of quads in t \ � R (u) cannot exceed the total number jTR (u)j of train-
tracks in TR (u) (since each of the remaining train-trackst0 2 TR (u) can in-
tersect t at most once). Thus, the estimatediam � R (u) = O(R) follows from
jTR (u)j 6 2j@� R (u)j = O(R).
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Figure 3.2.3 � Top : the `star extension' procedure for a rectangu-
lar box on a Penrose rhombic tiling. The box itself is colored dark gray
and the rest of the corresponding set� is shown in gray. The boun-
dary of � consists of nine train-tracks, extended in�nitely outwards, the
wedge-shaped parts of regular lattices are highlighted in light gray. The
opening angles of the wedges are bounded from below by2� 0 of the
BAP (� 0) property. For Penrose rhombic tilings,2� 0 = �

5 ; thus, in this
case the boundary of� could not consist of more than ten train tracks.
Bottom : a gluing of a regular rhombic lattice corresponding to a rec-
tangular grid � rect (on the left) with the square one (on the right).
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The train-track convexity of� R (u) implies that it is simply connected and
its boundary@� R (u) is a simple closed broken line such that no quad adjacent
to it from outside can have two sides on@� R (u). Let us divide these adjacent
quads into (maximal) arcs� k , each of which is a part of a single-train tracktk .
The above observation means that as we follow the boundary counterclockwise,
the transversal directions of these train tracks also rotates counterclockwise, and
the bounded angles propertyBAP (� 0) implies that it rotates at least2� 0 between
two consecutive arcs ; in particular, there are at most�=� 0 arcs. The construction
of [� R (u)]? concludes as follows :

� Step 2. Duplicate (in�nitely many times) each of the boundary arcs� k � tk

of � R (u) in the transversal direction oftk and �ll the remaining wedge-
shaped regions (of angle at least2� 0) by regular rhombic tilings ; see Fig. 3.2.3.

We call[� R (u)]? a star extensionof � R (u). (In fact, we slightly abuse the notation
since[� R (u)]? is not de�ned only by� R (u) and also depends on the structure of�
near this box. However, this does not create any confusion in what follows.)

3.3 . Discrete complex analysis techniques

3.3.1 . Massive s-holomorphic functions on isoradial grids

In this section we discuss the notion of massive s-holomorphic functions on
isoradial grids ; see also a recent paper [138] where this notion is discussed in
more detail. Similarly to the critical case (see [48, Section 3.2]), given a real-
valued Kadano��Ceva fermionic observable (i. e., a real-valued spinor on a sub-
set of � � (� � ) satisfying the propagation equation(5.2.6)) one can construct a
complex-valued Smirnov fermionicF (m);� observable (de�ned on a subset of} � )
in such a way that the propagation equation(5.2.6) for X (m);� is replaced by the
identities between projections ofF (m);� onto certain directions ; see De�nition 3.3.1
below.

The 'abstract' de�nition (5.2.16) of functions H (m);�
X can be then � again,

similarly to the critical case � thought of as considering the primitive of a discrete
di�erential form 1

2 Im[( F (m);� (z))2dz], which turns out to be closed on both� � ;�

and � � ;� up to certain local multiples that disappear in the limit� ! 0 ; see
Lemma 3.3.3 and Remark 3.3.4 below. In Proposition 3.3.8 (see also 3.3.10) we
prove (at least, for small enough� ) that the functionH (m);� is subharmonic on� � ;�

provided thatm � 0 and superharmonic on� � ;� provided thatm � 0, thus gene-
ralizing to the massive setup a (rather mysterious) observation made by Smirnov
in [160] for the critical Ising model on the square grid.

Further, we brie�y discuss the a priori regularity properties of massive s-holo-
morphic functions ; see Proposition 3.3.11, this statement was obtained in [138].
We also suggest an alternative approach to this regularity theory, which relies upon
a general framework developed in [33] and uses ans-embeddingof the massive
Ising model on� � into the complex plane ; see Section 3.3.3 for more details.
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Finally, this reduction to the framework of [33] also directly implies that massive
s-holomorphic functions on� � satisfy the discrete maximum principle (up to a
multiplicative constant) ; see Lemma 3.3.12 below.

Recall that we use the notation� c = &� exp[� i
2 arg(v(c) � u(c))] for c 2

� � (� � ), where&= ei �
4 ; see(3.2.1). The following de�nition is adopted from [138].

De�nition 3.3.1. Let z 2 } � be a quad of a rhombic lattice � � with mesh
size� . Given a real-valued spinorX (m);� satisfying the three-terms identity (5.2.6)
on corners adjacent toz we de�ne a complex valueF (m);� (z) by requiring that

Pr[F (m);� (z); b� c;zR] = � � 1
2 � b� c;zX (c) for all c � z ; (3.3.1)

where

b� c;z := � c � exp
�

� i
2( b� z � � z)

�
= &� exp

�
� i

2(arg(v(c) � z) � b� z)
�

and the � sign is chosen so thatarg(v(c) � u(c)) = arg( v(c) � z) � � z ; see
Fig. 3.2.2.

Remark 3.3.2. Functions F (m);� : } � ! C satisfying the condition (3.3.1)
were calledmassive s-holomorphicin [138] by analogy with more common s-
holomorphic functions that appear in the casem = 0 (and hence b� z = � z) ;
see [160, 48]. However, note that the values� cX (m);� (c) di�er from the va-
luesF (m);� (c) used in [160, 48, 138] and other related papers by the factor� � 1

2 .
We adopt this convention on di�erent scalings of Kadano��Ceva (real-valued)
and Smirnov (complex-valued) fermionic observables as it better �ts the ge-
neral framework developed in [33].

Lemma 3.3.3. Let H (m);�
X and F (m);� be constructed from the spinorX (m);�

via identities (5.2.16) and (3.3.1), respectively. Then (see Fig. 3.2.2 for the
notation),

H (m);�
X (v1) � H (m);�

X (v0) =
cosb� z

cos� z
� 1

2 Im
�
(F (z))2 � (v1 � v0)

�
;

H (m);�
X (u1) � H (m);�

X (u0) =
sin b� z

sin � z
� 1

2 Im
�
(F (z))2 � (u1 � u0)

�
:

Similar identities hold for functions H [X (m);�
1 ; X (m);�

2 ] = 1
4

�
H (m);�

X 1+ X 2
� H (m);�

X 1 � X 2

�
.

Proof. Both formulas easily follow from a similar computation for m = 0 (e. g.,
see [48, Proposition 3.6]) performed for a `virtual' rhombus with half-angleb� z

instead of � z ; see Fig. 3.2.2 and [138, Lemma 2.5]. (The additional factor12
appears due to a tiny mismatch between the notation used in our paper and
that in [160, 48, 138].)
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Remark 3.3.4. Below we often refer to the identities from Lemma 3.3.3 by
writing

H (m);�
X =

1
2

Z [(m);� ]
Im

�
(F (m);� (z))2dz

�

(or simply
R[� ] if m = 0 ). Though this identity is not true `as is' even for

discrete contour integrals due to the presence of additional factorscosb� z=cos� z

and sin b� z=sin � z in one-step increments, these factors (uniformly under the
assumption BAP (� 0)) disappear as� ! 0. In other words, if functions F (m);�

converge to a continuous functionf , then the corresponding functionsH (m);�

converge to the function h := 1
2

R
Im[( f (z))2dz].

The following lemma and its corollary are adopted from [138, Section A.1].
They imply that limits of massive s-holomorphic functions on re�ning isoradial
grids� � , if they exist, are massive holomorphic, i. e., satisfy the equation(3.3.2).

Lemma 3.3.5. Let u� vu+ be a half-rhombus of an isoradial grid� � oriented
counterclockwise (i. e., eitheru� = u0, v = v1, u+ = u1 or u� = u1, v = v0,
u+ = u0 in the notation of Fig. 3.2.2) and X (m);� satis�es the identities (5.2.6).
Then,

sin 1
2( b� z + � z)

2 sin� z
F (m);� (z) (u� � u+ ) + F (m);� (c� )(v � u� ) + F (m);� (c+ )(u+ � v)

=
sin 1

2( b� z � � z)

� sin � z cos� z
F (m);� (z) � Area(u� vu+ ) ;

where the valueF (m);� (z) is de�ned by (3.3.1) and F (m);� (c� ) := � c� �� � 1
2 X (m);� (c� ).

A similar identity (with the prefactor cos1
2( b� z + � z)=2 cos� z in the �rst term)

holds for half-rhombi of the form v� uv+ .

Proof. Let v � u� = � �ei ( ' v � � z ) , where ' v := arg( v � z). It follows from (3.3.1)
that

F (m);� (c� ) = &e�
i
2 ( ' v � � z ) � 1

2

�
F (m);� (z) � &e

i
2 ( ' v � b� z ) + F (m);� (z) � &e�

i
2 ( ' v � b� z ) �

= 1
2

�
F (m);� (z) � e� i

2 (� z � b� z ) + F (m);� (z) � ie� i' v � i
2 (b� z + � z ) �

;

recall that &= ei �
4 . The desired identity follows by a straightforward compu-

tation as

u+ � u� = 2 � � iei' v sin � z and Area(u� vu+ ) = � 2 sin � z cos� z:

Corollary 3.3.6. Let F (m);� be massive s-holomorphic functions on isoradial
grids � � satisfying the uniform bounded angles conditionBAP (� 0). Assume
that F (m);� converge (on a certain open setU � C) to a function f (m) : U ! C
as � ! 0. Then, f (m) is di�erentiable and satis�es the massive holomorphicity
equation

@f(m) + im f (m) = 0 : (3.3.2)
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Proof. It follows from the asymptotics (3.2.4) that

sin 1
2( b� z + � z)

2 sin� z
!

1
2

;
sin 1

2( b� z � � z)

� sin � z cos� z
! m as � ! 0 ;

uniformly with respect to z (provided that the condition BAP (� 0) holds).
Therefore, summing the identity of Lemma 3.3.5 over any subsetV � U with
smooth boundary, and passing to the limit, leads to the identity

1
2

I

@V
f (m) (z)dz = m

ZZ

V
f (m) (z)dA(z);

which is nothing but the weak form of the equation i@f(m) = mf (m) . A massive
version of Morera's theorem (or Cauchy integral formula) then implies that
any weak solution is di�erentiable.

Remark 3.3.7. It is easy to see that, if f (m) satis�es the massive holomorphi-
city equation (3.3.2), then the primitive h(m) := 1

2

R
Im[( f (m) (z))2dz] is well

de�ned and � h(m) = � 4mjf (m) j2. In particular, the function h(m) is subhar-
monic if m � 0.

In the next proposition we show that the subharmonicity property mentioned in
Remark 3.3.7 also holds fordiscreteprimitives of massive s-holomorphic functions
on isoradial grids ; a property that we need in the proof of Proposition 3.4.7. Note
that the paper [138] also contains estimates of the discrete Laplacian

[� � ;� H (m);� ](v) := ( � � (v)) � 1
nX

s=1

tan � s � (H (m);� (vs) � H (m);� (v)) ; (3.3.3)

wherev1; : : : ; vn 2 � � ;� are the neighbors ofv 2 � � ;� and� � (v) = 1
2 � 2 P n

s=1 sin 2� s

is an appropriately chosen normalizing factor, which plays no role in the following
inequality.

Proposition 3.3.8. Let m � 0 and � � � 0(� 0) be small enough. Then, for each
isoradial grid � � satisfying the condition BAP (� 0) and for each spinorX (m);�

satisfying the propagation equation (5.2.6) nearv, we have

[� � ;� H (m);� ](v) � 0; v 2 � � ;� ;

where the function H (m);� is constructed from X (m);� via the identity (5.2.16).
In other words, H (m);� is discrete subharmonic on� � ;� if m � 0.

Remark 3.3.9. Similarly, the function H (m);� is superharmonic on� � ;� if m �
0. If m = 0 , then both these properties hold (see [160, Lemma 3.8] and [48,
Proposition 3.6]), which considerably simpli�es the analysis at criticality.
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Proof. We adopt the notation used in the proof of [48, Propostion 3.6]. Letxs 2
R, s = 1 ; : : : ; n, be the values of the spinorX (m);� at corners surrounding v.
Then,

[� � ;� H (m);� ](v) = ( � � (v)) � 1
nX

s=1

tan � s cot2 b� s �
�
x2

s + x2
s+1 � 2(cosb� s) � 1xsxs+1

�
;

where the sign � stands for � if s = 1 ; : : : ; n � 1 and for + if s = n (this
convention corresponds to the fact that the double cover� � (� � ), on which
the spinor X (m);� is de�ned, branches aroundv). We now expand this quadratic
form in the parameter q ! 0. Since tan b� s = (1 + 4 q) tan � s + O(q2) for all
s = 1 ; : : : ; n, this leads to the expression

(1 � 8q)Q(n)
� 1 ;:::; � n

(x1; : : : ; xn ) � 8qR(n)
� 1 ;:::; � n

(x1; : : : ; xn ) + O(q2);

where the leading term

Q(n)
� 1 ;:::; � n

(x1; : : : ; xn ) =
nX

s=1

cos� s � (x2
s + x2

s+1 ) � 2xsxs+1

sin � s
� 0

corresponds to the critical casem = 0 and

R(n)
� 1 ;:::; � n

(x1; : : : ; xn ) =
n� 1X

s=1

xsxs+1 sin � s � x1xn sin � n :

From the proof of [48, Proposition 3.6] it is easy to see that the (two-dimensional)
kernel of the form Q(n)

� 1 ;:::; � n
consists of vectorsxs = cst � cos� s, where � s+1 =

� s � � s for all s = 1 ; : : : ; n � 1. A straightforward computation shows that

R(n)
� 1 ;:::; � n

(cos� 1; : : : ; cos� n ) = R(n� 1)
� 1 ;:::; � n � 2 ;� n � 1+ � n

(cos� 1; : : : ; cos� n� 1)

+ R(3)
� � � n � 1 � � n ;� n � 1 ;� n

(cos� 1; cos� n� 1; cos� n )

and that R(3)
� 1 ;� 2 ;� 3

(cos� 1; cos� 2; cos� 3) = sin � 1 sin � 2 sin � 3 if � 1 + � 2 + � 3 = � .

Therefore, the form R(n)
� 1 ;:::;� n

is strictly positive de�nite on the kernel

of Q(n)
� 1 ;:::;� n

, which proves the required positivity property for small enough � .

Remark 3.3.10. It is worth noting that the so-called 'boundary modi�cation
trick' (used in [48, Section 3.6] to control the boundary values of the func-
tion H (m);�

X ) admits a straightforward generalization to the massive setup. By

de�nition, on the wired boundary of a discrete domain the function H (m);�
X

satis�es Dirichlet boundary conditions H (m);� j@
 � ;� = 0 on 'white' boundary
vertices. Following [48], in order to �t these boundary conditions and the
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subharmonicity of H (� );m
X on 'black' inner vertices, one replaces each boun-

dary half-rhombus by two rhombi with twice smaller angles and formally de-
�ne H (� );m

X (v) := 0 on newly constructed 'black' boundary vertices ; see [48,
Fig. 7]. For m < 0, such a modi�cation increasesthe Laplacian (3.3.3) evalua-
ted at near-to-boundary vertices since

tan � z cot2 b� z�[2x2� 2(cosb� z) � 1x2] = � 2x2 tan � z cot b� z tan 1
2

b� z < � 2x2 tan 1
2 � z

due to b� z < � z and the monotonicity of the function � 7! cot � tan 1
2 � on (0; 1

2 � ).
In particular, after the 'boundary modi�cation trick' from [48, Section 3.6]

is performed, the function H (m);� remains subharmonicon 'black' vertices and
has Dirichlet boundary conditions ; similarly to the critical setup discussed
in [48].

Proposition 3.3.11. Let re�ning isoradial grids � � satisfy the property BAP (� 0)
and F (m);� be massive s-holomorphic functions on} � \ U. Assume that the
functions H (m);� = 1

2

R[(m);� ] Im[( F (m);� (z))2dz] remain uniformly bounded on
compact subsets ofU as � ! 0. Then F (m);� are also uniformly bounded and,
moreover, (Hölder-)equicontinuous on compact subsets ofU as � ! 0.

Proof. Without loss of generality assume that m � 0, the other case follows
by exchanging the roles of� � ;� and � � ;� . There are two di�erent proofs of
the required regularity estimates. For the �rst one � which actually gives the
uniform Lipschitznessof functions F (m);� � we refer the reader to [138, Sec-
tion 4.2] and notably to [138, Propositon 4.6 and Proposition A.7]. In this
approach, one �rst estimates theL 2 norms of functionsF (m);� on compacts via
the maximum (or oscillations) of H (� );m . Then, the pointwise estimate and the
Lipschitzness ofF (m);� can be obtained by applying an appropriate discrete
massive Cauchy formula and using asymptotics of the massive s-holomorphic
Cauchy kernel G(a) discussed in Section 3.5 : see de�nition (3.5.15), Propo-
sition 3.5.8 and asymptotics (3.5.30). Note also that one can give a similar
proof by �rst estimating the L 4 norm of F (m);� (i. e., the L 2 norm of the gra-
dient of H (� );m ) via a discrete version of the Caccioppoli inequality applied to
bounded subharmonic (on� � ;� \ U) functions H (m);� .

The second proof relies upon an s-embeddings framework developed in [33]
and related to the context of this paper in Section 3.3.3 below. In this approach,
one re-embedsthe isoradial grid � � carrying the massive Ising model so as to
obtain the Ising model on an appropriate s-embeddingS� While the (real-
valued) Kadano��Ceva fermionic observables X (m);� and the functions H (m);�

do not depend on a particular way in which the graph is embedded intoC, the
complex values (Smirnov's observables)F (� );m (z) changeto new valuesFS� (z)
under this procedure ; the relation between the two is given by

F (m);� (z) = D �
+ (z) � FS� (z) + D �

� (z) � FS� (z) ; z 2 } � ; (3.3.4)
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see Proposition 3.3.19 for the de�nition of coe�cients D �
� (z).

The Hölder regularity of massive s-holomorphic functionsF (m);� on (sub-
sets of) � � now follows from the regularity of s-holomorphic functions FS�

on S� (see [33, Section 2.6]) and from the fact that the mappingsz 7! S � (z)
and z 7! D �

� (z) are uniformly Lipschitz on compact subsets of� � due to
Theorem 3.3.2.

Lemma 3.3.12. Let � � satisfy the property BAP (� 0), F (m);� be a massive
s-holomorphic function de�ned inside a nearest-neighbor contourC � � } � .
Then, provided that � is small enough (depending ondiam(C � ) and m only)
we have

jF (m);� (�)j � cst(� 0; m; diam(C � )) � maxz2 C � jF (m);� (z)j (3.3.5)

at all points lying inside C � , where the constant does not depend on� and/or � � .

Proof. Without loss of generality, assume that0 lies inside the contourC � and
consider an s-embeddingS� of the massive Ising model on� � (see Section 3.3.3)
below. Recall that the values F (m);� (z) and FS� (S� (z)) are related to each
other by the formula (3.3.4). The s-holomorphic (on S� ) function FS� satis�es
the maximum principle ; see [33, Remark 2.9]. Therefore, a similar statement
for F (m);� follows from the (uniform on bounded subsets) estimates

jD �
� (z)j =jD �

+ (z)j � cst < 1 and jD �
+ (z)j � cst < + 1 :

In their turn, these estimates follow from the identities D �
� = 1

2(F �
1 � iF �

i ) and
asymptotics of the functions F �

1 , F �
i given in Theorem 3.3.2.

Remark 3.3.13. It is worth noting that the massive holomorphicity equa-
tion (3.3.2) implies that � f = 4m2f and thus a usual maximum principle for
jf j. The same holds for massive s-holomorphic functionsF (m);� de�ned on the
square grid� Z2. Thus, it seems plausible that the constant prefactor in (3.3.5)
is unnecessary at least as� ! 0. However, we do not know a proof of such a
statement for irregular � � .

3.3.2 . Full-plane branching discrete kernels and their asymptotics

In our paper we very often use functionsH [X 1; X 2] constructed from two
spinorsX 1; X 2 satisfying the propagation equation(5.2.6), which are (locally)
de�ned on slightlydi�erent double covers� �

[v](G) and � �
[u](G), wherev 2 G�

and u 2 G� are neighboring vertices. Let the cornerc 2 �( G) be adjacent to
both u and v. These two double covers (non-branching overu and non-branching
overv) can be naturally identi�ed with each other everywhere except the two lifts
of c. Let z� 2 } (G) be two quads adjacent to the edge(uv) of �( G) so that u
is the next vertex tov when going aroundz+ counterclockwise ; see Fig. 3.3.1. In
what follows we assume that

the lifts of c = ( uv) onto � �
[v] and � �

[u] are identi�ed in such a way that
the structure of these double covers around the quadz+ is the same.

(3.3.6)
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v

u

z� z+

c

v

u

z� z+

c

Figure 3.3.1 � Local structure of the double covers� �
[u], u = u(c)

(left) and � �
[v], v = v(c) (right). These double covers can be identi�ed

with each other except at lifts ofc. To choose such a lift (shown as a
black triangular node) on both double coverssimultaneouslywe use the
convention (3.3.6) that their structure around the quadz+ lying to the
right of (uv) is the same.

Lemma 3.3.14. In the setup described above, let us de�ne increments of the
function H [X 1; X 2] : � � ! R via the formula (3.2.8). Then, H [X 1; X 2] has
an additive monodromy 2X 1(c)X 2(c) when going aroundc counterclockwise.
In particular, if X 1;2 = X (m);�

1;2 are de�ned on an isoradial grid � � and the

massive s-holomorphic functionsF (m);�
1;2 are constructed fromX (m);�

1;2 according
to De�nition 3.3.1, then

2X (m);�
1 (c)X (m);�

2 (c) =
1
2

I [(m);� ]
Im

�
F (m);�

1 (z)F (m);�
2 (z)dz

�
; (3.3.7)

where the discrete integral along a closed contour surroundingc = ( uv) in the
right-hand side is understood in the sense of Lemma 3.3.3 and Remark 3.3.4.

Proof. Under the convention (3.3.6), the increments of the functionH [X 1; X 2]
sum up to zero when going around all quadsz 2 } (G) except z = z� . The
sum around z� (when going counterclockwise) is2X 1(c)X 2(c) since it would
vanish if we used the opposite convention on the identi�cation of � �

[v](X 1)

and � �
[u](G) in (3.3.6).

Remark 3.3.15. Note that a similar statement holds if, say, the spinor X 1 is
(locally) de�ned on the double cover � � (G) while X 2 lives on � �

[v(a);u(a)] (G),

where a 2 � � (G). If X 2 = G (a) is the massive Cauchy kernel on� � , this gives
a Cauchy-type formula for massive s-holomorphic functions ; see Fig. 3.5.1,
de�nition (3.5.15) of G(a) , asymptotics (3.5.30), and [138, Section A.2] for
more details.
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In our paper we typically apply the formula(3.3.7) in a situation whenF (m);�
2

is a concrete massive s-holomorphic function, namely an analogue of the 'discrete
z� 1

2 kernel onZ2' that was used in [38] (and of its massive analogue constructed
in [137] for m � 0 and w 2 � � ;� ). Similarly to the discrete Cauchy formula
mentioned above, this formula provides a tool to reconstruct the value ofX 1

(or F1) right near the branching pointv from its values on an arbitrary contour
surroundingv.

We construct and analyze the aforementioned branching kernels in Section 3.5 ;
the main result of this analysis is given by the following theorem. We assume that
m � 0 but formulate the result forboth w = v 2 � � ;� andw = u 2 � � ;� ; a similar
result form � 0 follows by the duality.

Theorem 3.3.1. Let m � 0 and let an isoradial grid � � satisfy the boun-
ded angles property BAP (� 0). For each w 2 � � there exists a real-valued
spinor G(m);�

[w] de�ned on the double cover � �
[w](�

� ) and satisfying the propa-
gation equation (5.2.6), such that

G(m);�
[w] (c) = 1 for all corners c � w (3.3.8)

and that the massive s-holomorphic spinorG(m);�
[w] constructed from G(m);�

[w]
according to De�nition 3.3.1 has the following asymptotics as� ! 0 :

G(m);�
[v] (z) = e� i �

4 �
�

2
�

� 1
2 e2mjz� vj

p
z � v

+ � � R(m)
� (z; v) + O(� 2) if w = v 2 � � ;� ;

G(m);�
[u] (z) = ei �

4 �
�

2
�

� 1
2 e� 2mjz� uj

p
z � u

+ � � R(m)
� (z; u) + O(� 2) if w = u 2 � � ;� ;

where the sub-leading termsR(m)
� and R(m)

� are uniformly bounded and uni-
formly Lipschitz in the second (i. e., v or u) argument provided that jz � wj
and jz � wj � 1 are uniformly bounded, and the error terms are uniform under
the same assumptions.

Proof. See Section 3.5 : the spinorsG[w] are de�ned in (3.5.13�3.5.14), the
identity (3.3.8) is checked in Proposition 3.5.8, and the asymptotics ofG[w] are
given by (3.5.28�3.5.29). Note that these asymptotics donot contain correc-
tions of order � ; in other words, the terms R(m)

� , R(m)
� appear only along the

reconstruction of G[w] from G[w] via De�nition 3.3.1 and thus can be written
explicitly. In particular, the fact that they are bounded and Lipschitz in the
second variable trivially follows from (3.5.28�3.5.29).

Remark 3.3.16. (i) Informally speaking, these kernels can be thought of as
properly re-scaled in�nite-volume correlators h� c� v � 1 i or h� c� 1 � u i , respecti-
vely. This interpretation can be made rigorous if w = v 2 � � ;� (and m < 0) by
considering a limit of �nite-volume correlators ; cf. the proof of Lemma 3.4.1
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given below. Note that the exponential decay at in�nity characterizes such
a kernel uniquely up to a multiplicative normalization. (In fact, it is not
hard to deduce from Lemma 3.2.4 and Remark 3.2.5 that already the estimate
O(R� 1=2� " ) at in�nity implies such a uniqueness property.) Moreover, the fact
that (3.3.8) simultaneously holds for all c � v is nothing but a re-statement
of the universality of the magnetization in the sub-critical model. However, a
similar interpretation for w = u 2 � � ;� (or w = v 2 � � ;� and m > 0) is less
transparent since in this case the kernelgrows when jz � uj ! 1 and thus
does not admit a straightforward characterization.

(ii) In the critical case m = 0 the asymptotics simplify to

G�
[w](z) = e� i �

4 �
� 2

�

� 1
2 (z � w) � 1

2 + O(� 2 � jz � wj �
5
2 ); (3.3.9)

where the constant prefactor ise� i �
4 if w = v 2 � � ;� and ei �

4 if w = u 2 � � ;� ;
see Section 3.5.3 for details.

(iii) In Section 3.4.1 we also rely upon the following statement. Let� = 1 ,
q = 1

2m < 0, and w = v 2 � � . Then, the spinorG[v] = G (� );m
[v] constructed in

Theorem 3.3.1 satis�es the uniform bound

jG[v](c)j = O(exp(� � (q; �0) � jc � vj)) as jc � vj ! 1 ; (3.3.10)

where a constant� (q; �0) > 0 does not depend on� . We discuss this estimate
(note that it does not directly follow from Theorem 3.3.1) in Section 3.5.4.

3.3.3 . S-embeddings of the massive isoradial Ising model

In this section we discuss the link of the massive Ising model on isoradial graphs
considered in our paper with a general framework ofs-embeddingsrecently develo-
ped in [33]. From a certain perspective, the material presented in this section can
be viewed as an illustration of the general construction from [33]. However, note
that we also rely upon this link � namely, upon Proposition 3.3.19 � when giving
an (alternative to [138]) proof of the a priori regularity of massive s-holomorphic
functions on isoradial grids and of the discrete maximum principle for such func-
tions.

Recall that an s-embeddingS = SX of a given planar graph carrying a nearest-
neighbor Ising model is constructed out of a complex-valued solutionX of the
propagation equation(5.2.6) or, equivalently, out of two (linear independent) real-
valued solutionsX1 and Xi of this equation such thatX = &� (X1 � iXi ) ; recall
that &= ei �

4 . This construction boils down to the de�nition(5.2.16) applied toX .
Namely, one has

ReSX = 2H [X1; Xi ] ; Im SX = HX1 � HX i ; QX = HX1 + HX i ;

see [33] for more details on the de�nition of the auxiliary functionQX = H [X ; X ]
.
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In the context of the massive Ising model on an isoradial grid� � , the two
spinorsX �

1 , X �
i that one uses for a de�nition of an s-embeddingS� also give rise

to massive s-holomorphic functionsF �
1 , F �

i via De�nition 3.3.1. Moreover, due to
Lemma 3.3.3 (and using the notation of Remark 3.3.4) we have

ReS� = 1
2

R[(m);� ] Im
�
2F �

1 (z)F �
i (z)dz

�
;

Im S� = 1
2

R[(m);� ] Im
�
((F �

1 (z))2 � (F �
i (z))2)dz

�
; (3.3.11)

Q� = 1
2

R[(m);� ] Im
�
((F �

1 (z))2 + ( F �
i (z))2)dz

�
:

Remark 3.3.17. It is worth emphasizing that there is an enormous freedom
in choosing F �

1 and F �
i and not only those constructed in the forthcoming

Theorem 3.3.2. If these functions converge (as� ! 0, on compact subsets
of C) to certain functions f 1, f i , then so do S� and Q� . Moreover, the limit
of (3.3.11) is nothing but a conformal (or isothermal) parametrization of
a constant curvature surface in the Minkowski spaceR2+1 by two massive
holomorphic (i. e., satisfying the equation (3.3.2)) functions f 1, f i ; see [33,
Section 2.7] for a discussion.

Theorem 3.3.2. Given m � 0, on each isoradial grid� � satisfying the pro-
perty BAP (� 0) there exist massive s-holomorphic functionsF �

1 , F �
i such that

the following asymptotics hold uniformly on compact sets as� ! 0 :

F �
1 (z) = exp( � 2m Im z) + O(� ); F �

i (z) = i exp(2m Im z) + O(� ):

With a proper choice of additive constants in their de�nitions, the correspon-
ding s-embeddingsS� and the function Q� have the following asymptotics
as � ! 0 :

S� (z) = Re z + i
4m sinh(4m Im z) + O(� );

Q� (z) = 1
4m (1 � cosh(4m Im z)) + O(� );

(3.3.12)

also uniformly on compact subsets ofC.

Proof. See Section 3.5.2 for the construction and Sections 3.5.4, 3.5.5 for the
asymptotic analysis ofF �

1 and F �
i . The asymptotics of S� and Q� easily follow

from (3.3.11).

In order to apply the results of [33, Section 2] we also need to check thatS�

are proper s-embeddings, i. e., that no edge intersections arise when we re-embed
the isoradial grids� � into the complex plane usingS� . For the purposes of this
paper it is enough to consider this re-embedding procedure on compact subsets
only. Recall that we denote by� �

R the discretization of the box[� R; R] � [� R; R]
on � � .

Proposition 3.3.18. For each R > 0 there exist � 0 = � 0(R; � 0) > 0 such
that the following holds for all � � � 0 and all isoradial grids satisfying the
property BAP (� 0) :
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S� is a proper embedding of the box� �
R satisfying the condition Unif (� ),

i. e., all the lengths jS � (v) � S � (u)j, u � v, of edges inS� (� �
R ) are uniformly

comparable to � and all the angles of quads inS� (� �
R ) are uniformly bounded

away from 0.

Proof. Let u � v 2 � �
R and c 2 �(� � ) be adjacent to both u and v. It follows

from De�nition 3.3.1 and a trivial estimate b� c;z = � c + O(� ) that the edge
length

jS � (v) � S � (u)j = jX � (c)j2 =
�
jX �

1 (c)j2 + jX �
i (c)j2

�

= � �
��

Pr
�
F �

1 (z); � cR
�� 2 +

�
Pr

�
F �

i (z); � cR
�� 2 + O(� )

�

is uniformly comparable to � provided that � � � 0 due to asymptotics of
functions F �

1 and F �
i given in Theorem 3.3.2. Similarly, if c and c0 correspond

to two adjacent edges of a quadz in S� , then it is easy to see that the quantity

� � 1 Im[ X � (c)X � (c0) ] = � � 1 �
�
X �

1 (c)X �
i (c0) � X �

i (c)X �
1 (c0)

�

= jF �
1 (z)jjF �

i (z)j � Im[ � c0� c ] + O(� )

is uniformly bounded away from 0 and thus all the angles of quads inS� (� �
R )

are uniformly bounded from below as required.
Thus, it remains to check that S� is a proper embedding of� �

R . The com-
putation given above also ensures that the incrementsS� (v) � S � (u) around a
given vertex of S� (or around a given quad) are cyclically ordered in the same
way as the increments� � 2

c = � i � (v � u) on the original isoradial grid � � . In
other words, all quads in S� are oriented in the same way as in� � and quads
surrounding a given vertex do not overlap with each other. Now note that this
local property implies the discrete argument principle : the number of times
that S� covers a point in C is equal the winding number of the image inS� of
a big contour surrounding this point in � � . This winding number is equal to 1
due to asymptotics (3.3.12) provided that � is small enough, which completes
the proof.

Given an s-embeddingS� : � � ! C and a spinorX � (locally) de�ned on
� � (� � ) one can construct ans-holomorphic onS� function FS� by requiring that

X � (c) = Re
�
&X � (c) � FS� (z) ] (3.3.13)

(see [33, Proposition 2.5]). The next proposition provides an explicit formula linking
the functionFS� and the massive s-holomorphic functionF (m);� constructed from
the same spinorX � via De�nition 3.3.1.

Proposition 3.3.19. Let a spinor X � locally satisfy the propagation equa-
tion (5.2.6) on � � (� � ), the massive s-holomorphic (on� � ) function F (m);� be
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de�ned according to (3.3.2), and the function FS� be de�ned by (3.3.13). The
following identity holds :

F (m);� (z) = D �
+ (z) � FS� (z) + D �

� (z) � FS� (z) ; (3.3.14)

where the coe�cients are given by D �
� (z) = 1

2(F �
1 (z) � iF �

i (z)) .

Proof. For shortness, denote� c := b� z;c. The formulas (3.3.2) and (3.3.13)
imply that

�
1
2 �

�
� cF (m);� (z) + � cF (m);� (z)

�
= 2X (c) = &X � (c)FS� (z) + &X � (c)FS� (z):

for all c � z ; note that these equations uniquely de�ne the value F (m);� .
Therefore, the formula (3.3.14) is equivalent to the identity

�
1
2 �

�
� cD �

+ (z) + � cD �
� (z)

�
= &X � (c) = X �

1 (c) � iX �
i (c); c � z:

It remains to note that X �
1 (c) = 1

2 �
1
2 � [ � cF �

1 (z) + � cF �
1 (z) ] and similarly

for X �
i (c), again due to De�nition 3.3.1.

3.4 . Proofs of the main results

In this section we prove the main results of our paper. In particular, Theo-
rem 3.1.1, i. e., the convergence of the re-scaled in�nite-volume correlations� � 1

4 E(m)
� � [� u � w ]

to a universal (i. e., independent of� � ) rotationally invariant limitC2
� � �( ju� wj; m)

is proven in Theorem 3.4.2 form = 0 and in Corollary 3.4.17 form 6= 0 . Along
the way, we also prove convergence of spin-spin correlations in discrete approxi-
mations 
 � � � � of �nite C1-smooth domains
 � C : see Corollary 3.4.12 and
Theorem 3.4.4 for the critical and massive cases, respectively.

We start our exposition by giving a proof of Baxter's formula (Proposition 3.1.3)
for the magnetization in the in�nite-volume sub-critical model on isoradial graphs ;
note that already this proof contains two important ideas that we also use later :
gluing isoradial grids to each other via a procedure discussed in Section 3.2.4 and
the reconstruction of values of spinor observables near their (non-)branching points
via the explicit kernels from Section 3.3.2. In particular, Lemma 3.4.1 can be viewed
as an o�-critical single-spin version of the arguments used for the analysis of multi-
point spin correlations on the square grid in [38] (at the critical point) and in [137]
(in the massive regime). Let us repeat that our modi�cation of these arguments,
based upon Lemma 3.3.14, considerably simpli�es the analysis as compared to [38,
137]. We analyze the spin correlations in the critical model on isoradial graphs
in Sections 3.4.2�3.4.4. The massive model is discussed in Sections 3.4.5, 3.4.6
basing upon a similar strategy.

150



v0 v1

u0

u1

z v0 v1

u0

u1

z

Figure 3.4.1 � If v0; v1 2 � � be two vertices of a quadz = ( v0u0v1u1), the
double covers� �

[v0 ] (shown on the left) and� �
[v1 ] (shown on the right) can

be identi�ed with each other except at lifts of cornerscpq = ( vpuq), p =
0; 1, q = 0; 1, surroundingz. In the proof of Lemma 3.4.1 we choose these
lifts so that the incidence relations (3.4.1) hold ; these relations are shown
by thick black lines in the �gure.

3.4.1 . Baxter's formula for the magnetization in the sub-critical
model

Throughout this section,� = 1 and q = 1
2m < 0 are �xed.

Lemma 3.4.1. Let m < 0 and � be an in�nite isoradial grid of mesh � = 1
satisfying the property BAP (� 0). Then, the magnetization E+

� [� u ] does not
depend onu 2 � � .

Proof. Let z = ( v0u0v1u1) be a rhombus on� ; see Fig. 3.2.2 for the notation.
Consider the pointwise limit

X [v0 ](c) := lim R!1 Ew
� R

[� c� v0 � uout ]; c 2 � �
[v0 ];

which can also be thought of as the in�nite-volume correlator E� [� c� v0 � 1 ].
The existence of a limit follows from the fact that for each givenc, one can
�x a disorder line 
 with @
= f v(c); v0g and write

Ew
� R

[� c� v0 � uout ] = Ew
� R

h
� u(c) � uout

Q
u� w:(uw)\ 
 6= ? e� 2� � J �

( uw ) � � u � w
i

;

which is a �nite linear combination of multipoint spin expectations since

e� 2� � J �
( uw ) � � u � w = cosh(� 2� � J �

(uw) � ) + � u � w sinh(� 2� � J �
(uw) � ) :

Each of these expectations is decreasing asR ! 1 due to the FKG inequality,
which guarantees the convergence ofEw

� R
[� c� v0 � uout ].

Note that

X [v0 ](c00 ) = lim R!1 Ew
� R

[� v0 � uout ] = E+
� [� u0 ] and X [v0 ](c01 ) = E+

� [� u1 ]:

Let us now consider the functionH := H [X [v0 ]; G[v1 ]], whereG[v1 ] is the expli-
cit in�nite-volume kernel discussed in Theorem 3.3.1 and Remark 3.3.16(iii).
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Since the two spinorsX [v0 ] and G[v1 ] are de�ned on slightly di�erent double
covers � �

[v0 ] and � �
[v1 ], the function H has an additive monodromy Z around

the quad (v0u0v1u1). Similarly to the proof of Lemma 3.3.14, it is easy to see
that

1
2Z = � X [v0 ](c00 )G [v1 ](c00 ) + X [v0 ](c10 )G [v1 ](c10 )

= � X [v0 ](c11 )G [v1 ](c11 ) + X [v0 ](c01 )G [v1 ](c01 );

where we assume that the double covers� �
[v0 ] and � �

[v1 ] are identi�ed with
each other away from the quad(v0u0v1u1) and that (see Fig. 3.4.1)

c11 � c01 � c00 � c01 on � �
[v0 ] whilst c00 � c10 � c11 � c01 on � �

[v1 ]: (3.4.1)

On the other hand, the uniform boundedness ofX [v0 ](c) and the exponential
decay of G[v1 ] (as jc � v1j ! 1 ; see Remark 3.3.16(iii) and Section 3.5.4)
imply that Z = 0 as we can move the integration contour in (3.3.7) far away
from the branching. Thus,

X [v0 ](c00 )G [v1 ](c00 ) = X [v0 ](c10 )G [v1 ](c10 ):

Using the propagation equation (5.2.6) to write the valueG[v1 ](c00 ) as a linear
combination of G[v1 ](c10 ) and G[v1 ](c11 ), and the value X [v0 ](c10 ) as a linear
combination of X [v0 ](c00 ) and X [v0 ](c01 ), one can rewrite the last identity as

X [v0 ](c00 )G [v1 ](c11 ) = X [v0 ](c01 )G [v1 ](c10 ):

Recall that G[v1 ](c11 ) = G [v1 ](c10 ) due to the explicit construction of the ker-
nel G[v1 ]. This implies the desired identity E+

� [� u0 ] = X [v0 ](c00 ) = X [v0 ](c01 ) =
E+

� [� u1 ].

Proposition 3.4.2. We have E� [� u � w ] ! (k� )
1
2 as ju � wj ! 1 uniformly

over isoradial lattices � and positions of points u; w 2 � � .

Proof. Denote by D := ju � wj the (Euclidean) distance betweenu and w. The
uniform RSW estimates (3.2.10) imply that for each " > 0 one can �nd A =
A(") > 1 such that

Ew
� AD (u) [� u � w ] � " � E� [� u � w ] � Ew

� AD (u) [� u � w ]

on each isoradial grid containing the box� AD (u) (and satisfying BAP (� 0)).
Let us now replace� by the `star extension' [� AD (u)]? of the box � AD (u)

constructed in Section 3.2.4. For shortness, below we use the notation� ? :=
[� AD (u)]? ; note that the the same reasoning applied to� ? instead of � implies
that

�
� E� [� u � w ] � E� ? [� u � w ]

�
� � ": (3.4.2)
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According to the construction, on the modi�ed lattice � ? we can �nd a `white'
vertex u0 such that ju0 � uj � CAD and that the box � ?

AD (u0) is a piece of a
rectangular grid ; the constant C depends on� 0 only. Denote by w0 a `white'
vertex of � ? lying at distance D from u0 and such that w0 � u0 is one of the
axial directions of this rectangular grid.

We claim that, for each grid � ? satisfying the bounded angles propertyBAP (� 0),
�
� E� ? [� u � w ] � E� ? [� u0� w0]

�
� = O(A(" )D 2 exp(� �D )) ; (3.4.3)

where a universal constant� = � (q; �0) > 0 comes from the uniform expo-
nential decay of the branching kernelsG[v] ; see (3.3.10) and Section 3.5.4.
The proof of (3.4.3) goes along the same lines as the proof of Lemma 3.4.1.
Namely, let z = ( v0u0v1u1) be a quad lying at distanceD from the second
`white' vertex w under consideration. As in the proof of Lemma 3.4.1, let us
consider a pointwise limit

X [v0 ;w](c) := lim R!1 Ew
� ?

R
[� c� v0 � w ]; c 2 � �

[v0 ;w];

and a function H := H [X [v0 ;w]; G[v1 ]] de�ned in the vicinity of z of radius D .
(Note that now the spinor X [v0 ;w] has the second branching atw while G[v1 ]

does not branch there, this is whyH is not de�ned on the whole grid � ?.)
Let Z be the additive monodromy of the function H around z. The uniform
boundedness of the fermionic observableX [v0 ;w] and the uniform exponential
decay of the kernelG[v1 ] imply that Z = O(D exp(� �D )) since we can com-
pute this monodromy along a contour running at distance D from z. Then,
computing the monodromy Z similarly to the proof of Lemma 3.4.1 we obtain
the estimate

�
� E� ? [� u0 � w ] � E� ? [� u1 � w ]

�
� = O(D exp(� �D )) : (3.4.4)

Moving a pair of points u; w step by step to u0; w0 so that they remain at
distance (at least) D from each other we obtain the desired estimate (3.4.3).

Finally, let � rect be a rectangular grid that extends the rectangular part � ?
AD (u0)

of � ?. Similarly to (3.4.2), one has
�
� E� ? [� u0� w0] � E� rect [� u0� w0] j � " . Combi-

ning (3.4.2), (3.4.3) and this estimate, we see that
�
� E� [� u � w ] � E� rect [� u0� w0]

�
� � 2" + O(A(" )D 2 exp(� �D )) : (3.4.5)

We can now rely upon explicit computations of the `horizontal' spin-spin corre-
lations E� rect [� u0� w0] on rectangular grids ; see [123, Section X.4] or [40, Theo-
rem 3.6]. In particular, it is well known (see also Remark 3.4.3 below) that

E� rect [� u0� w0] ! (k� )
1
2 as ju0� w0j ! 1 : (3.4.6)

Choosing �rst " small enough and thenD big enough in (3.4.5) allows us to
conclude that E� [� u � w ] ! (k� )

1
2 as ju � wj ! 1 , uniformly with respect to

isoradial grids � satisfying the bounded angles conditionBAP (� 0).
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Remark 3.4.3. A careful reader could notice that above we used the � a priori
nontrivial � fact that the limit in (3.4.6) does not depend on the (unknown)
aspect ratio of the rectangular lattice � rect . This can be avoided by making
another comparison of correlations on� rect and those on thesquare latticeZ2 ;
recall that one can easily glue� rect and Z2 staying inside the family of isoradial
grids (see Fig. 3.2.3). The estimate (3.4.5) and a similar estimate for� rect

and Z2 imply that

�
� E� [� u � w ] � EZ2 [� u0� w0]

�
� � 4" + O(A(" )D 2 exp(� �D )) :

In particular, this gives a self-contained proof of the existence of the universal
(among isoradial grids) limit lim ju� wj!1 E� [� u � w ]. Moreover, on the square
lattice one can work with `diagonal' spin-spin correlations instead of `hori-
zontal' ones, which considerably simpli�es the computation of the limit ; e. g.,
see [32, Section 3].

Corollary 3.4.4. For all isoradial grids � satisfying the condition BAP (� 0)
and for all u 2 � � the magnetization E+

� [� u ] is equal to (k� )
1
4

Proof. It follows from Lemma 3.4.1 that, given � , the magnetization E+
� [� u ]

does not depend on the position ofu 2 � � ; let us denote this common value
by M (�) .

First, note that Proposition 3.4.2 and the FKG inequality imply that

(k� )
1
2 = lim

R!1
Ew

� R
[� u � u0] � lim

R!1
E+

� R
[� u ] � E+

� R
[� u0] = ( M (�)) 2

and henceM (�) � (k� )
1
4 for all � . To prove the inverse inequality note that,

for large enoughR, the FKG inequality also implies that

Ew
� R

[� u � u0] � E+
� D (u) [� u ] � E+

� D 0(u0) [� u0] if � D (u) \ � D 0(u0) = ? :

Let us �rst consider the particular case when � = � rect is a rectangular
lattice. In this case, for each" > 0 one can chooseD = D 0 big enough so that

E+
� D (u) [� u ] = E+

� D (u0) [� u0] � M (� rect ) + " ;

note that we used the translation invariance of � rect . By �rst letting R ! 1
in (3.4.1) and then " ! 0 one concludes thatM (� rect ) = ( k� )

1
4 .

Let us now consider a general case. As above, given" > 0 and a vertex
u 2 � � near 0, one can chooseD = D(") large enough so that

E+
� D (u) [� u ] � M (�) + ":

Let � ? := [� D (u)]? be the star extension of � D (u). By construction (see
Fig. 3.2.3), � ? contains arbitrary large pieces of a certain rectangular grid� rect
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(whose aspect ratio can depend on� ?, which in its turn depend on "). One
can now chooseD 0 = D 0(" ) large enough so that

E+
� ?

D 0(u0) [� u0] � M (� rect ) + " = ( k� )
1
4 + "

for a certain `white' vertex u0 of � ?. Moreover, onceD 0 is chosen, the vertex
u0 can be taken arbitrarily far from u. Passing to the limit R ! 1 , then
ju � u0j ! 1 and �nally " ! 0 in the inequality

Ew
� R

[� u � u0] � (M (�) + " )(( k� )
1
4 + ")

we see thatM (�) � (k� )
1
4 , which completes the proof.

3.4.2 . Critical model : convergence of normalized observables Ew

 � [� c� v � w ]

In this section we consider the critical Ising model in bounded discrete ap-
proximations
 � � � � of a bounded simply connected domain
 � C with a
C1-smooth boundary. The convergence results discussed below can be viewed as
generalizations of similar results obtained in [38] for the square grid� � = � Z2 ; un-
der an additional smoothness assumption on@
 . It is worth noting that we use this
smoothness assumption only in order to give a simple proof of Proposition 3.4.7
following the paper [137], and that it can be removed by using techniques from [48]
or from [39] instead ; see Remark 3.4.13 below. Let us emphasize that the proofs
given in this section donot simply mimic those from [38] ; on the contrary, we
considerably improve the strategy used in [38] even in the case� � = � Z2 in what
concerns the analysis of spinor observables near the branching points. In particular,
we donot rely upon explicit z̀1=2-type' kernels (see [38, Lemma 2.17]).

Let 
 � C be a bounded simply connected domain and
 � be discrete ap-
proximation of
 on isoradial grids� � with � ! 0. (As always in our paper we
also assume that� � satisfy the bounded angles propertyBAP (� 0).) For simplicity,
we also assume that the boundary@
 of 
 is C1-smooth and that
 � approxi-
mate 
 in the Hausdor� sense so thatdist(@
 � ; @
) = O(� ). However, it is worth
noting that one can drop these regularity assumption by repeating the arguments
developed in [48] in what concerns the near-to-the-boundary analysis of fermionic
observables in rough domains
 under the Carathéodory convergence
 � ! 
 ;
see also Remark 3.4.13 below.

Let v; w be distinct inner points of
 ; for the sake of shortness we use the
same notation for discrete approximationsv = v� 2 � � ;� and w = w� 2 � � ;�

of these points. Also, letu = u� 2 � � ;� be one of the neighboring `white' vertices
of v. Following [38], we consider the normalized real-valued fermionic observable

X �
[
 � ;v;w](c) :=

Ew

 � [� c� v � w ]
Ew


 � [� u � w ]
; c 2 � �

[v;w](

� ); (3.4.7)

and denote byF �
[
 � ;v;w] the complex-valued observables constructed fromX �

[
 � ;v;w]

according to(3.3.2) ; recall thatF �
[
 � ;v;w] is an s-holomorphic spinor in
 � branching
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overv and w. Also,
X �

[
 � ;v;w](cuv ) = 1 ; (3.4.8)

where the cornercuv is adjacent to bothu and v.
In the forthcoming Theorem 3.4.1 (which can be viewed as a generalization

to isoradial grids of a particular casen = 2 of [38, Theorem 2.16] ; see also
Remark 3.4.13) we prove the convergence of these discrete observables as� ! 0.
The limit is a holomorphic spinorf [
; v;w] on the double cover of
 rami�ed overv
and w that is uniquely de�ned by the following conditions :

� f [
; v;w] is continuous in
 r f v; wg and satis�es the Riemann-type boundary
conditionsIm[f [
; v;w](� )( � (� ))1=2] = 0 for all � 2 @
 , where� (� ) denotes
the tangent vector to@
 at the point � oriented counterclockwise ;

� the following asymptotics holds :

f [
; v;w](z) = e� i �
4 (z � v) � 1

2 + O(jz � vj
1
2 ) as z ! v; (3.4.9)

and there exists a (a priori unknown) constantB
 (v; w) 2 R such that

f [
; v;w](z) = ei �
4 B
 (v; w) � (z� w) � 1

2 + O(jz� wj
1
2 ) as z ! w: (3.4.10)

Remark 3.4.5. (i) Since f [
; v;w] branches over the pointw, the coe�cient B
 (v; w)
is a priori de�ned only up to the sign. We �x this sign by requiring that B
 (v; w) �
0.

(ii) The uniqueness of the solution to this boundary value problem easily
follows from considering the harmonic functionh :=

R
Im[( f 1(z) � f 2(z))2dz] :

if f 1 and f 2 were two distinct solutions, then the function h would not have a
singularity at the point z = v, would behave likeblog jz � wj + O(1) with b � 0
asz ! w, and would have negative outer normal derivative along@
 , the sign
which contradicts the Green formula ; see also [38, Section 2.5].

(iii) If ' : 
 ! 
 0 is a conformal map, then it is easy to see that

f [
; v;w](z) = f [
 0;' (v);' (v)] (' (z)) � (' 0(z))
1
2 : (3.4.11)

The solution in the upper-half plane 
 = H can be written explicitly (see [38,
Section 2.7]) ; in particular, this can be used to justify the existence off [
; v;w].
Alternatively, one can get the existence off [
; v;w] directly from Theorem 3.4.1,
not relying upon explicit formulas and/or the conformal covariance property (3.4.11).

Let us denote byH � the function constructed from the fermionic obser-
vable(3.4.7) via (5.2.16), where the additive constant in its de�nition is chosen
so that H � satis�es the Dirichlet boundary conditions. Fix a small enoughr0 > 0
and denote

M � := max 
( r 0 ) jH � j; where 
( r0) := 
 r (B (v; r0) [ B (w; r0)) : (3.4.12)

The proof of the following estimate considerably simpli�es the strategy used in [38].
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Proposition 3.4.6. Assume that the estimate M � = O(1) holds as � ! 0.
Then,

F �
[
 � ;v;w] = O(1) as � ! 0 uniformly on compact subsets of
 r f v; wg:

(3.4.13)

Proof. The a priori regularity estimates of s-holomorphic functions via the
associated functionsHF (see Proposition 3.3.11), in particular, imply that

F �
[
 � ;v;w] = O(1) as � ! 0 uniformly on compact subsets of
( r0):

Thus, to prove (3.4.13) we need to control the behavior ofF � near v and w.
Consider now the explicit full-plane kernel G�

[v] discussed in Section 3.3.2
and a spinor (de�ned, e. g., in a 3r0-vicinity of v)

X �; y(�) := X �
[
 � ;v;w](�) � G�

[v](�) (3.4.14)

and let F �; y and H �; y be constructed from X �; y via (3.3.2) and (5.2.16), res-
pectively. Due to (3.4.8) and (3.3.8), we haveX �; y(cuv ) = 0 and hence the
function H �; y satis�es both the maximum and the minimum principle near v
(see Remark 3.2.5). Also, we know thatF �; y = O(1) and henceH �; y = O(1)
near the circle f z : jz � wj = 3 r0g, for an appropriate choice of the additive
constants in the de�nition of H �; y. Therefore,

H �; y = O(1) as � ! 0 uniformly in the disc B (v; 3r0) := f z : jz � vj < 2r0g:

It follows from Proposition 3.3.11 that

F �; y(z) = O(jz � vj �
1
2 ) and so F �

[
 � ;v;w](z) = O(jz � vj �
1
2 ) for z 2 B (v; 2r0)

due to the explicit asymptotics of G�
[v] (see Theorem 3.3.1). In particular,F �

remain uniformly bounded as� ! 0 on compact subsets of
 r (f vg[ B (w; r0)) .
A similar though slightly more involved argument can be applied near the

second branching pointw 2 � � ;� ; a complication is caused by the fact that
now we do not have a prescribed value similar to (3.4.8) nearw. However,
it is not hard to see that these values remain uniformly bounded as� ! 0.
Indeed, denote bycw one of the corners adjacent tow and consider the func-
tion H

�
X �

[
 � ;v;w] ; G�
[v(cw )]

�
. By Lemma 3.3.14, this function has the additive

monodromy

2X �
[
 � ;v;w](cw)G �

[v(cw )] (cw) = 2 X �
[
 � ;v;w](cw)

=
1
2

I [� ]

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
F �

[
 � ;v;w](z)G�
[v(cw )]dz

�
:

Since the (complex-valued) kernelsG�
[v(cw )] remain uniformly bounded at a

de�nite distance from w as � ! 0 (see Theorem 3.3.1), we obtain the uniform
estimate

X �
[
 � ;v;w](cw) = O(1) as � ! 0 : (3.4.15)
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We can now repeat the arguments given above considering the spinor

X �
[
 � ;v;w](�) � X �

[
 � ;v;w](cw) � G�
[w](�)

near the point w to prove that F �
[
 � ;v;w](z) = O(jz � wj �

1
2 ) for z 2 B (w; 2r0).

Let us for a while take for granted the assumptionM � = O(1) made in
Proposition 3.4.6. It follows from the estimate(3.4.13) and from the a priori
regularity of s-holomorphic functions (see Proposition 3.3.11) that the functions
F �

[
 � ;v;w] are also equicontinuous on compact subsets of
 r f v; wg. Thus, one can
apply the Arzelà�Ascoli theorem and �nd a subsequential limit

F �
[
 � ;v;w](z) ! g[
; v;w](z) as � = � k ! 0; (3.4.16)

where the convergence is uniform on compact subsets of
 r f v; wg. Trivially,
each such a subsequential limitg[
; v;w] is a spinor branching overv and w. Mo-
reover,g[
; v;w] is holomorphic due to Corollary 3.3.6. Let

h := 1
2

R
Im[( g[
; v;w](z))2dz]; (3.4.17)

note that h is a harmonic function in the punctured domain
 r f v; wg de�ned
up to an additive constant.

As functionsH � satisfy the Dirichlet boundary conditions (see Remarks 3.2.3
and Remark 3.3.10), it is natural to expect that the same holds for their subse-
quential limits(3.4.17). In the critical casem = 0 , one can prove this fact without
assuming that the boundary@
 is smooth by using, e. g., the techniques develo-
ped in [48, Section 6]. However, we prefer to quote a more straightforward argu-
ment suggested by S. C. Park in [137, Proposition 22], which works inC1-smooth
domains only but instead has a great advantage of admitting a straightforward
generalization to them < 0 case. Let us emphasize that we will also rely upon
Proposition 3.4.7 when discussing the massive setup in Section 3.4.6 ; namely, in
the proof of Theorem 3.4.4.

Proposition 3.4.7. Let m � 0 and assume that the boundary of
 is C1-
smooth and that 
 � approximate 
 in the Hausdor� sense so thatdist(@
 � ; @
) =
O(� ) as � ! 0. Provided that the estimate M � = O(1) holds, the following
are ful�lled :

(i) the uniform bound (3.4.13) holds up to the boundary of discrete do-
mains @
 � .

(ii) for each subsequential limit g[
; v;w], the function h de�ned by (3.4.17) is
continuous in 
 r f v; wg and satis�es Dirichlet boundary conditions at @
 ;

(iii) moreover, g[
; v;w] is continuous up to the boundary of 
 and satis�es
Riemann-type boundary conditions Im[g[
; v;w](� )( � (� ))1=2] = 0 for all � 2
@
 , where � (� ) denotes the tangent vector to @
 at the point � oriented
counterclockwise.
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Proof. Recall that the functions H � are sub-harmonic on � � ;� due to Pro-
position 3.3.8 (or directly due to [48, Propostion 3.6] if m = 0 ) and that
this property remains true if one performs the `boundary modi�cation tri-
ck' from [48, Section 3.6] ; see also Remark 3.3.10 above. Therefore, a com-
parison with the discrete harmonic measure and the estimateM � = O(1)
imply that H � (v) = O(� ) at near-to-boundary vertices v 2 � � ;� and hence
F �

[
 � ;v;w](z) = O(1) for all z 2 @
 � .

The discrete maximum principle for jF � j (which holds up to a universal
multiplicative constant due to Lemma 3.3.12 or directly due to results of [33,
Section 2.5] ifm = 0 ) together with the uniform estimate (3.4.13) in the bulk
of 
 � imply that

F �
[
 � ;v;w] = O(1) as � ! 0 uniformly in 
 � r (B (v; r0) [ B (w; r0)) ;

including at the points close to the boundary @
 � .
Now one easily sees that each subsequential limit (3.4.16) is uniformly

bounded up to the boundary of 
 (i. e., on compact subsets of
 r f v; wg). In
particular, the primitive h = 1

2

R
Im[( g[
; v;w](z))2dz] is continuous in 
 r f v; wg

and satis�es the Dirichlet boundary conditions at @
 .
Moreover, � h = 4m2jg[
; u;v ]j2 = O(1) up to the boundary of a C1-smooth

domain 
 . Due to standard estimates, this implies that h is continuously
di�erentiable and hence g[
; u;v ] is continuous up to the boundary of
 , which
allows one to speak about its boundary values. Finally, as pointed out in the
proof of [137, Proposition 22], the discrete integration by parts argument used
in [48, Remark 6.3] only relies upon the sub-harmonicity of functionH � on � � ;�

and thus can be applied verbatim to control the sign of the normal derivative
of h provided that m � 0.

We are now in the position to prove the main result of this section. Note that
we donot assume the boundM � = O(1) as � ! 0 anymore.

Theorem 3.4.1. The following holds uniformly on compact subsets of
 r
f v; wg :

F �
[
 � ;v;w](z) ! ( 2

� )
1
2 f [
; v;w](z) as � ! 0:

Moreover, this convergence is also uniform with respect to positions ofv and w
provided that v; w; z stay at de�nite distance from each other and from @
 .

Proof. We �rst prove the required result provided that M � = O(1) as � ! 0
and then rule out the impossible scenarioM � ! 1 as � = � k ! 1 .

If M � = O(1) as � ! 0 then we only need to prove that each subse-
quential limit g[
; v;w] of s-holomorphic observablesF �

[
 � ;v;w] solves the same

boundary value problem asf [
; v;w], up to the multiple (2=� )1=2 in the asympto-
tics (3.4.9). (Recall that the existence of these subsequential limitsg[
; v;w] fol-
lows from Proposition 3.4.6 and the Arzelà�Ascoli theorem.) Proposition 3.4.7
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guarantees that g[
; v;w] satis�es the required Riemann-type boundary condi-
tions at @
 . Therefore, it remains to analyze the asymptotics ofg[
; v;w](z) as
z ! v and asz ! w.

It follows from the convergence results for s-holomorphic spinorsF �
[
 � ;v;w]

and G�
[v] that the functions H �; y (constructed from the fermionic observable (3.4.14)

in a usual way) converge to a function

hy := 1
2

R
Im[( g[
; v;w](z) �

� 2
�

� 1
2 e� i �

4 (z � v) � 1
2 )2dz]

on compact subsets of apunctured disc B (v; 2r0) r f wg. However, the func-
tions H �; y remain uniformly bounded in the whole disc B (v; 2r0) due to the
discrete maximum principle. Therefore, theharmonic function hy has a remo-
vable singularity at v and

g[
; v;w](z) �
� 2

�

� 1
2 e� i �

4 (z � v) � 1
2 = O(jz � vj

1
2 ) as z ! v

(the right-hand side automatically improves from O(1) to O(jz� vj
1
2 ) sinceg[
; v;w]

has a square-root-type branching atv). A similar argument applies near the
second branching point w. More precisely, using the estimate (3.4.15) and
passing to a subsequence once more, we can assume that

X �
[
 � ;v;w](cw) ! B 2 R as � = � k ! 0: (3.4.18)

Then, the same argument as above implies that

g[
; v;w](z) � B �
� 2

�

� 1
2 ei �

4 (z � w) � 1
2 = O(jz � wj

1
2 ) as z ! w:

Let us now rule out the scenario whenM � ! 1 as � = � k ! 0. In this
hypothetical situation one can consider the re-scaled observables

eF �
[
 � ;v;w] := ( M � ) � 1

2 � F �
[
 � ;v;w]

and repeat the arguments given above relying upon the identitymax
( r 0 ) j eH � j =
1 for the corresponding functions eH � . Each subsequential limit eg[
; v;w] obtai-
ned in this way solves the same boundary value problem asf [
; v;w] except
that

eg[
; v;w](z) = O(jz � vj
1
2 ) as z ! v

since the re-scaled functions(M � ) � 1
2 G�

[v] vanish (on compact subsets ofC r
f vg) in the limit � ! 0. Similarly to Remark 3.4.5(ii), this boundary value
problem does not admit a non-trivial solution, i. e., eg[
; v;w](z) = 0 for all z 2

 . However, together with the uniform estimate eF �

[
 � ;v;w] = O(1) near the

boundary of 
 � provided by Proposition 3.4.6, this implies that

eH � ! 0 as � ! 0 on compact subsets of 
 r f v; wg;
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which contradicts the normalization max
( r 0 ) j eH � j = 1 .
Finally, note that we never used the fact that the positions of points v� = v

and w� = w are �xed ; in all the arguments given above it is su�cient to assume
that u� ! u and w� ! w as � ! 0. By compactness, this implies that all the
convergence statements discussed above are uniform inu and w provided that
these points stay at de�nite distance from each other and from@
 .

3.4.3 . Critical model : convergence of ratios of spin-spin correla-
tions

We now discuss several corollaries of Theorem 3.4.1 following the scheme de-
signed in [38]. However, let us note that we give more straightforward proofs than
those from [38]. The following result generalizes [38, Theorem 1.7] to isoradial
grids.

Corollary 3.4.8. In the same setup as above, letb 2 
 � ;� be adjacent to w 2

 � ;� and recall that v � u. Then,

Ew

 � [� v � b]

Ew

 � [� u � w ]

=
E f


 � ;� [� v � b]
Ew


 � [� u � w ]
! B 
 (v; w) as � ! 0 : (3.4.19)

Remark 3.4.9. Recall that, according to the Kramers�Wannier duality, the
disorder-disorder correlator Ew


 � [� v � b] is equal to the spin-spin correlation
E f


 � ;� [� v � b] in the dual Ising model on 
 � ;� with free boundary conditions.

Proof. Let cw 2 � �
[v;w](


� ) be adjacent to bothw and b. By de�nition of the ob-

servableX �
[
 � ;v;w] (see (3.4.7)), we haveEw


 � [� v � b]=Ew

 � [� u � w ] = � X �

[
 � ;v;w](cw).

In fact, the convergence of the valuesX �
[
 � ;v;w](cw) has been already implicitly

proven along the proof of Theorem 3.4.1. Indeed, each subsequential limitB
in (3.4.18) has to be equal toB
 (v; w) since the (a priori, unknown) coe�cient
in the asymptotics (3.4.10) is uniquely determined by the boundary problem
itself.

Alternatively, one can consider the function H
�
X �

[
 � ;v;w]; G�
[b]

�
de�ned in a

vicinity of w and note that its additive monodromy around cw is equal to

2X �
[
 � ;v;w](cw) = 2 X �

[
 � ;v;w](cw)G �
[b](cw)

=
1
2

I [� ]

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
F �

[
 � ;v;w](z)G�
[b](z)dz

�
;

see Lemma 3.3.14. Using the convergence ofF �
[
 � ;v;w](z) and G�

[b](z) as � ! 0
near the circle f z : jz � wj = 2 r0g we easily see that

X �
[
 � ;v;w](cw) !

1
2�

I [� ]

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
f [
; v;w](z)(z � w) � 1

2 dz
�

= �B 
 (v; w);

where we used the asymptotics (3.4.10) in the last equation. (The potential
ambiguity in the sign is caused by the fact that we work with spinors branching
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over w rather than with single-valued holomorphic functions.) The � sign can
be easily �xed by noting that both Ew


 � [� v � b]=Ew

 � [� u � w ] and B
 (v; w) are

positive quantities.

Following [38], let us introduce the quantityA 
 (v; w) 2 C as the sub-leading
coe�cient in the asymptotics of the spinorf [
; v;w] at the point z = v :

f [
; v;w](z) = e� �
4 (z � v) � 1

2 �
�
1 + 2A 
 (v; w)(z � v) + O(jz � vj2)

�
: (3.4.20)

Further, de�ne the two-point spin correlation functionh� u1 � u2 i w

 as the exponential

of the primitive of the following (closed) di�erential form :

h� u1 � u2 i w

 := exp

Z (u1 ;u2 )
Re

�
A 
 (v; w)dv + A 
 (w; v)dw]; (3.4.21)

normalized so thath� u1 � u2 i w

 � j u2 � u1j �

1
4 as u2 ! u1. For simply connec-

ted domains
 , the function h� u1 � u2 i w

 can be written explicitly (e. g., see [38,

Eq. (1.2)]) ; it is also worth noting that the existence of such a primitive can be
deduced from the convergence results discussed in Corollaries 3.4.10, 3.4.11 and
Theorem 3.4.2 below. Also, let us de�ne

h� u1 � u2 i f

 := B
 (u1; u2) � h� u1 � u2 i w


 : (3.4.22)

It is not hard to deduce from(3.4.11) that, for conformal maps' : 
 ! 
 0,

h� u1 � u2 i b

 = h� ' (u1 ) � ' (u2 ) i

b

 0 � j ' 0(u1)j

1
8 j' 0(u2)j

1
8 : (3.4.23)

for both wired (b = w) and free (b = f ) boundary conditions.
The following result generalizes [38, Theorem 1.5] to the isoradial setup ; it is

worth noting that the proof given below considerably simpli�es the arguments used
in [38] even in the square grid case� � = � Z2.

Corollary 3.4.10. In the same setup as above, letu0; u1 2 � � ;� be two neigh-
boring `white' vertices adjacent to v 2 � � ;� . Then, the following asymptotics
hold :

Ew

 � [� u1 � w ]

Ew

 � [� u0 � w ]

= 1 + Re
�
(u1 � u0) � A 
 (v; w)

�
+ o(� );

where the error term is uniform with respect to v; w 2 
 provided that they
remain at a de�nite distance from each other and from @
 .

Proof. Let v(c0;1) = v, u(c0;1) = u0;1, and assume thatc0;1 2 � �
[v;w](


� ) are
chosen to be adjacent on the double cover. Consider the observable (3.4.7)
with u = u0 and note that

Ew

 � [� u1 � w ]

Ew

 � [� u0 � w ]

� 1 = X �
[
 � ;v;w](c1) � X �

[
 � ;v;w](c0):
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Using Lemma 3.3.14 as in the proof of Corollary 3.4.8 we see that

X �
[
 � ;v;w](c1) � X �

[
 � ;v;w](c0)

=
1
4

I [� ]

z:jz� vj=2 r 0

Im
�
F �

[
 � ;v;w](z) � (G�
[u1 ](z) � G �

[u0 ](z))dz
�
:

Note that the asymptotics (3.3.9) contain no O(� ) term. Therefore,

G�
[u1 ](z) � G �

[u0 ](z) = 1
2(u1 � u0) � ei �

4
� 2

�

� 1
2 (z � v) � 3

2 + O(� 2) as � ! 0:

Since we also know thatF �
[
 � ;v;w](z) !

� 2
�

� 1
2 f [
; v;w](z) as � ! 0 (uniformly

near the circle f z : jz � vj = 2 r0g, see Theorem 3.4.1), this gives

Ew

 � [� u1 � w ]

Ew

 � [� u0 � w ]

� 1 =
1

4�

I

z:jz� vj=2 r 0

Im
�
(u1 � u0) �

ei �
4 f [
; v;w](z)dz

(z � v)
3
2

�
+ o(� )

= Re
�
(u1 � u0) � A 
 (v; w)

�
+ o(� );

where we used de�nition (3.4.20) of the coe�cient A 
 (v; w) in the last equa-
tion.

Corollary 3.4.11. In the same setup as above, the following holds :

Ew

 � [� u0� w0]

Ew

 � [� u � w ]

!
h� u0� w0i w




h� u � w i w



as � ! 0;

uniformly with respect to u; u0; w; w0 2 
 provided that all these four points
stay at a de�nite distance � > 0 from @
 and that ju� wj � � and ju0� w0j � � .

Proof. The asymptotics provided by Corollary 3.4.10 can be equivalently writ-
ten as

log
Ew


 � [� u1 � w ]
Ew


 � [� u0 � w ]
= Re

�
(u1 � u0) � A 
 (v; w)

�
+ o(� ):

Summing these expression along appropriate paths connectingu to u0 and w
to w0 inside 
 � and using de�nition (3.4.21) of the continuous correlation
functions h� u � w i w


 one easily gets the result.

3.4.4 . Critical model : universality of the full-plane spin-spin cor-
relations

In this section we consider the critical Ising model on in�nite isoradial grids�
with � = 1 and prove that the two-point correlationsE� [� u � w ] have universal
(i. e., independent of� ) rotationally invariant asymptotics asju � wj ! 1 .

Theorem 3.4.2. Let C� = 2
1
6 e

3
2 � 0(� 1) . The following asymptotics hold :

E� [� u � w ] � C 2
� � ju � wj �

1
4 as ju � wj ! 1 ; (3.4.24)

uniformly with respect to � provided that it satis�es the property BAP (� 0).
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Proof. The proof is similar to the proof of Proposition 3.4.2 for the subcritical
model, see also Remark 3.4.3. More precisely, it goes in the following three
steps :

i. prove that the asymptotics (3.4.24) holds if � = Z2 is the square grid ;

ii. prove that (3.4.24) holds uniformly over the class of rectangular grids� rect ;

iii. prove that the same asymptotics is ful�lled for all isoradial grids.

The proofs of steps (ii) and (iii) are similar to each other and are based upon
gluing large pieces of� rect and Z2 in step (ii), and the `star extension' construc-
tion discussed in Section 3.2.4, which allows to glue a large piece of� with a
piece of a rectangular grid in step (iii). Thus, we only discuss steps (i) and (iii)
below.

Step (i) follows from (ia) the explicit computation of `diagonal' correlations
on the square grid due to Wu [123, Section XI.4], see also [40, Appendix]
for a short proof of this result ; and (ib) the fact that these asymptotics are
rotationally invariant ; see [38, Remark 2.6] (and [148] where this result was
proven by other techniques).

To prove (ib), let us �x " > 0 and let A = A(") � 1 be chosen so that
the RSW estimates (3.2.10) hold. Denote� = � (" ) := 1 =A(") and � := 2 � �
ju � wj � 1. Let the scaled grid � Z2 be also shifted so thatu and w become
the (approximations of) points � �� on � Z2, where j� j = 1 . Denote by D� the
discretization of the unit disc D := f z : jzj < 1g on � Z2. It follows from (3.2.10)
that

Ew
D� [� �� � � �� ]

E� Z2 [� �� � � �� ]
= 1 + O("); uniformly in � .

At the same time, Corollary (3.4.11) and the rotational invariance of conti-
nuous correlation functions h� �� � � �� i w

D = h� � � � � i w
D imply that

Ew
D� [� �� � � �� ]
Ew

D� [� � � � � ]
= 1 + o� ! 0(1) for each �xed � (" ).

Using (3.2.10) once again to compareEw
D� [� � � � � ] and E� Z2 [� � � � � ] we see that

E� Z2 [� �� � � �� ]
E� Z2 [� � � � � ]

= 1 + O(") + o� ! 0(1)

Choosing �rst " small enough and thenju � wj = 2 � (" ) � � � 1 big enough one
obtains the required rotational invariance property (ib).

We now discuss step (iii), recall that step (ii) can be done following exactly
the same lines by replacing the pair� , � rect of isoradial grids by � rect and � Z2

in the argument given below ; cf. Remark 3.4.3. LetA = A(") � 1, � =
� (" ) := 1 =A(") and � := 2 � � ju � wj � 1 be chosen as above. Also, let� � be the
grid � scaled by the factor� , rotated and shifted so that u and w become the
points � � on � � .
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Further, let � �
1 = � �

1(0) be the discretization of the box [� 1; 1] � [� 1; 1]
on � � and denote by � ?;� := [� �

1]? the `star extension' of this box (see Sec-
tion 3.2.4). Recall that � ?;� contains pieces of rectangular lattices located at
O(1) distance (uniformly in � ) from the origin. Therefore, there we can �nd a
point z 2 C such that jzj � C = C(� 0) and that the box � ?;�

1 (z) of size2 � 2
centered at z is a subset of a rectangular grid� rect ;� .

Finally, denote by 
 � C the disc of radius C + 1 centered at 1
2z. Corol-

lary 3.4.11 implies the convergence

Ew

 � [� � � � � ]

Ew

 � [� z+ � � z� � ]

!
h� � � � � i w




h� z+ � � z� � i w



= 1 as � ! 0;

where 
 � stands for the discretization of the disc
 on the modi�ed grid � ?;� .
At the same time, the RSW estimates (3.2.10) give

Ew

 � [� � � � � ] � Ew

� �
1 (0) [� � � � � ] � (1� " ) � 1 � E� � [� � � � � ];

Ew

 � [� � � � � ] � (1 � " ) � Ew

� �
1 (0) [� � � � � ] � (1� " ) � E� � [� � � � � ]

and similarly for Ew

 � [� z� � � z+ � ] and E� rect ;� [� z+ � � z� � ]. Therefore,

E� � [� � � � � ]
E� rect ;� [� z+ � � z� � ]

= 1 + O(") + o� ! 0(1);

where the error term O(") is uniform in � . Moreover, it follows from step (ii)
applied to the re-scaled grid� � 1� rect ;� with mesh size1 that

E� rect ;� [� z+ � � z� � ] = C2
� � (2�� � 1) � 1

4 � (1 + o� ! 0(1)) :

Since� = 2 � � ju � wj � 1, we arrive at the asymptotics

E� [� u � w ] = E� � [� � � � � ] = C2
� � ju � wj �

1
4 � (1 + O(") + oju� wj!1 (1)) ;

with the uniform (in u; w) error term O("). By �rst choosing " small enough
and then ju � wj large enough one obtains the required asymptotics (3.4.24).

It is easy to see that Theorem 3.4.2 allows to pass from the convergence of
ratios of two-point spin correlations in �nite domains discussed in Corollary 3.4.11
to the convergence of these correlations themselves ; see also Remark 3.4.13 below.

Corollary 3.4.12. Let 
 � C be a bounded simply connected domain withC1-
smooth boundary and assume thatu; w 2 
 , u 6= w. Let isoradial grids � �

satisfy the property BAP (� 0) and discrete domains
 � � � � approximate 

in the Hausdor� sense so that dist(@
 � ; @
) = O(� ). Then,

� � 1
4 Ew


 � [� u � w ] ! C 2
� � h� u � w i w


 ;

� � 1
4 E f


 � [� u � w ] ! C 2
� � h� u � w i f




as � ! 0:
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Proof. Let � > 0 be small enough. It follows from Corollary 3.4.11 that

Ew

 � [� u � w ]

Ew

 � [� u � u+ � ]

�
h� u � u+ � i w




h� u � w i w



= 1 + o� ! 0(1) for each �xed � > 0.

Recall that the multiplicative normalization of the continuous correlation func-
tions (3.4.21) is �xed so that

h� u � u+ � i w

 = � � 1

4 � (1 + o� ! 0(1)) :

At the same time, the RSW estimates (3.2.10) imply that

Ew

 � [� u � u+ � ]

E� � [� u � u+ � ]
= 1 + o� ! 0(1) uniformly in � � � 0(� ).

Finally, due to Theorem 3.4.2 we have the asymptotics

E� � [� u � u+ � ] = C2
� � (� � 1� ) � 1

4 � (1 + o� ! 0(1)) for each �xed � > 0.

Combining these asymptotics together, �rst choosing � small enough, and
then � small enough we obtain the required convergence result for� � 1

4 Ew

 � [� u � w ].

Recall that the continuous correlation functions h� u � w i f

 are de�ned by (3.4.22).

The convergence of spin-spin correlations with free boundary conditions fol-
lows from the Kramers�Wannier duality, Corollary 3.4.8, and the convergence
of spin-spin correlations in the dual isoradial model with wired boundary
conditions.

Remark 3.4.13. (i) Recall that we used the smoothness assumption on@

only in Proposition 3.4.7, which claims the correct boundary conditions of
subsequential limits (3.4.16) of discrete fermionic observables. In the critical
setup, this smoothness assumption can be dropped, e. g., by using techniques
from [48, Section 6] instead.

(ii) The simpli�cation/generalization of the proofs from [38] discussed above
is not restricted to the two-point correlations and applies to all results of that
paper. In particular, for all n � 1 the convergence

� � n
8 Ew


 � [� u1 : : : � un ] ! C n
� � h� u1 : : : � un i w


 as � ! 0

holds uniformly over the class of isoradial discretizations
 � � � � , at least
provided that � � satisfy the uniformly bounded angles propertyBAP (� 0).

(iii) We refer the interested reader to a recent paper [39] for a discussion of
further generalizations, e. g., (a) convergence results for more involved corre-
lations and (b) techniques that can be used to control the boundary values of
fermionic observables.
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3.4.5 . Massive model : de�nitions of correlation functions in conti-
nuum

We now move to the analysis of the massive model. In this section we de�ne
relevant two-point spin correlation functionsin continuum, assuming thatm < 0
and that 
 is aC1-smooth domain. Note that, contrary to the conformally invariant
casem = 0 discussed above, this smoothness assumption plays a much more
important role in what follows. In particular, it greatly simpli�es the discussion of
the uniquenessof solutions of the corresponding boundary value problems (which
can be avoided ifm = 0 due to the conformal covariance identity(3.4.11)). We
refer the interested reader to a recent paper [138] by S. C. Park, where certain
techniques allowing to treat Riemann-type boundary value problems for massive
fermionic observables in rough domains
 were developed.

The de�nitions given below generally follow those from [137]. However, note
that we avoid the explicit use of Bessel functions in order to keep the discussion
as light as possible ; we refer the interested reader to [137] for more information
on massive holomorphic functions and their singularities. It is worth noting that
below we use a slightly di�erent notationA (m)


 (v; w) instead ofA 
 (v; w j m) etc
used in [137].

Givenm < 0, let us denote byf (m)
[
; v;w] a spinor on the double cover[
; v; w]

of a smooth domain
 rami�ed overv and w such that

� f (m)
[
; v;w] satis�es the massive holomorphicity equation(3.3.2) in 
 r f v; wg;

� f (m)
[
; v;w] is continuous in
 r f v; wg and satis�es the Riemann-type boundary

conditionsIm[f (m)
[
; v;w](� )( � (� ))1=2] = 0 for all � 2 @
 , where� (� ) denotes

the tangent vector to@
 at the point � oriented counterclockwise ;

� the following asymptotics near the branching pointsv; w hold :

f (m)
[
; v;w](z) = e� i �

4
e2mjz� vj
p

z � v
+ O(jz � vj

1
2 ); z ! v; (3.4.25)

f (m)
[
; v;w](z) = ei �

4 B(m)

 (v; w) �

e� 2mjz� wj
p

z � w
+ O(jz � wj

1
2 ); z ! w;

(3.4.26)

whereB(m)

 (v; w) 2 R is an (a priori unknown) coe�cient de�ned up to the

sign, which we �x by requiring thatB(m)

 (v; w) � 0.

Recall that the massive holomorphicity condition@f+ im f = 0 implies that
the primitive h :=

R
Im[( f (z))2dz] is well-de�ned and that� h := � 8mjf j2. In

particular, h is sub-harmonic provided thatm < 0. Thus, the argument given
in Remark 3.4.5(ii) applies and gives theuniquenessof a solutionf (m)

[
; v;w] to this
boundary value problem ; see [137, Proposition 17]. However, contrary to the critical
case, form < 0 one cannot claim theexistenceof this solution via the conformal
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covariance and an explicit formula in a reference domain. Instead,f (m)
[
; v;w] can be

obtained as a subsequential limit of discrete observables ; see Theorem 3.4.3 below.

Lemma 3.4.14. Let 
 be a smooth simply connected domain,m � 0. Then,
one has

B(m)

 (v; w) ! 1 as w ! v; for each v 2 
 . (3.4.27)

Proof. Let us emphasize that this fact is not trivial if m 6= 0 because of the
lack of conformal invariance and explicit formulas. However, one can analyze
the behavior of the coe�cient B(m)


 (v; w) by comparing it with B
 (v; w) =

B(0)

 (v; w), which is explicit. We refer the reader to [137, Lemmas 28 and 29]

for the proof of (3.4.27).

We are now in the position to de�ne the coe�cientsA (m)

 (v; w) 2 C. Similarly

to (3.4.20), they are introduced by requiring that

f (m)
[
; v;w](z) = e� i �

4
e2mjz� vj

(z � v)
1
2

�
�
1 + 2A (m)


 (v; w) � (z � v) + O(jz � vj2)
�

(3.4.28)

as z ! v. Let us emphasize that theexistenceof such an asymptotic expansion
for m < 0 is much less trivial than(3.4.20) for m = 0 . As discussed, e. g., in [137]
(see Eq. (2.16) and (2.17) of that paper), spinor solutions to the massive holomor-
phicity equation(3.3.2) considered near their branching points admit expansions
via half-integer modi�ed Bessel functionse� i� arg zI � (2jmzj). In their turn, the
function I � (r ) are power series inr ; see [134, Eq. 10.25.2]. It remains to check
that the last factor in the expansion(3.4.28) cannot contain other linear terms
than cst � (z � v), which we leave to the reader as a simple exercise.

The next step is to de�ne form < 0, similarly to(3.4.21) and (3.4.22),

h� u1 � u2 i (m);w

 := exp

Z (u1 ;u2 )
Re

�
A (m)


 (v; w)dv + A (m)

 (w; v)dw

�
; (3.4.29)

h� u1 � u2 i (� m); f

 := B(m)


 (u1; u2) � h� u1 � u2 i (m);w

 : (3.4.30)

Again, a priori it is not obvious that the di�erential form in(3.4.29) is exact.
However, this can be immediately derived from an analogue of Corollary 3.4.10
in the massive case ; see Corollary 3.4.16 below. Still, there remains a question of
�xing the multiplicative normalization in(3.4.29), which we do by requiring that

h� u1 � u2 i (m);w

 � j u2 � u1j �

1
4 � h � u1 � u2 i (� m); f


 as u2 ! u1: (3.4.31)

The existence of such a normalization (form < 0) follows from the monotonicity
of spin-spin correlations in discrete

E(m);w

 � [� u1 � u2 ] � Ew


 � [� u1 � u2 ] ; E(� m); f

 � ;� [� v1 � v2 ] � E f


 � ;� [� v1 � v2 ] ;

convergence results(3.4.34), (3.4.19), and from Lemma 3.4.14 (applied for both
m < 0 and m = 0) ; see the proof of Theorem 3.4.4.
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We de�ne the full-plane correlation functions as

h� u1 � u2 i (m)
C := lim 
 " C h� u1 � u2 i (m);w


 ; h� u1 � u2 i (� m)
C := lim 
 " C h� u1 � u2 i (� m); f


 ;

where the limits are taken along arbitrary sequences of smooth domains exhausting
the complex plane. These limits exist and are non-trivial since for
 � 
 0 one has

h� u1 � u2 i (m);w

 � h � u1 � u2 i (m);w


 0 � h � u1 � u2 i C = ju2 � u1j �
1
4 ;

h� u1 � u2 i (� m); f

 � h � u1 � u2 i (� m); f


 0 � h � u1 � u2 i C = ju2 � u1j �
1
4

due to Theorem 3.4.4 and similar inequalities in discrete. The rotational invariance
of the full-plane correlation functions

h� u1 � u2 i (m)
C = �( ju2 � u1j; m); m 2 R;

follows from the rotational invariance of �nite-volume correlation functions(3.4.29),
(3.4.30) and of the corresponding boundary value problems in large discs. Finally,
we have�( r; m ) � r � 1

4 as r ! 0 due to (3.4.31) and the aforementioned mo-
notonicity with respect to
 , which allows to pass to the limit
 " C in these
asymptotics.

3.4.6 . Massive model : convergence results

We now discuss generalizations of the results from Section 3.4.3 to the massive
setup. Throughout this section we assume that
 � C is a C1-smooth bounded
simply connected domain andm < 0.

As in Section 3.4.3, letv; w be distinct inner points of
 ; recall that we use
the same notation for their discrete approximations. Also, letu = u� 2 
 � ;� be
such thatu � v = v� 2 
 � ;� and b = b� 2 
 � ;� be such thatb � w = w� 2 
 � ;� .
Consider the normalized real-valued fermionic observable

X (m);�
[
 � ;v;w](c) :=

E(m);w

 � [� c� v � w ]

E(m);w

 � [� u � w ]

; c 2 � �
[v;w](


� ); (3.4.32)

and letF (m);�
[
 � ;v;w] be the corresponding massive s-holomorphic spinor in
 � branching

overv and w ; see De�nition 3.3.1.

Theorem 3.4.3. Let m < 0 and 
 be aC1-smooth bounded simply connected
domain. For eachv; w 2 
 , v 6= w, the following holds uniformly on compact
subsets of
 r f v; wg :

F (m);�
[
 � ;v;w](z) ! ( 2

� )
1
2 f (m)

[
; v;w](z) as � ! 0; (3.4.33)

where a massive holomorphic spinorf (m)
[
; v;w] solves the boundary value problem

described in Section 3.4.5. The convergence is also uniform with respect tov; w
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provided that v; w; z stay at de�nite distance from each other and from @
 .
Moreover,

E(m);w

 � [ � v � b ]

E(m);w

 � [� u � w ]

=
E(� m); f


 � ;� [� v � b]

E(m);w

 � [� u � w ]

! B (m)

 (v; w) as � ! 0: (3.4.34)

Proof. The proof of (3.4.33) repeats the proof of Theorem 3.4.1, including that
of Proposition 3.4.7, which goes through forC1-smooth domains andm < 0
as pointed out by Park in [137, Proposition 22] in the square grid context
� � = � Z2. Working with irregular isoradial grids � � instead, it is worth noting
that

� the a priori regularity estimates of massive s-holomorphic functions F (m);�

via the corresponding functionsH � are given by Proposition 3.3.11 ;

� sub-sequential limits of massive s-holomorphic functions satisfy the mas-
sive holomorphicity equation (3.3.2) due to Corollary 3.3.6 ;

� the proof of Proposition 3.4.7 relies upon
� the sub-harmonicity of the function H � ;� discussed in Proposi-

tion 3.3.8 (see also Remark 3.3.10) ;

� the maximum principle for the function jF (m);� j, which holds true
(up to a multiplicative constant) due to Lemma 3.3.12.

The only small di�erence with the critical case m = 0 is the analysis near the
branching point w and the proof of (3.4.34). Recall that the asymptotics of
explicit full-plane kernels G(m);�

[w] are given in Theorem 3.3.1. Letcw be adjacent
to both w and b. Then, we can still use Lemma 3.3.14 to see that

2X (m);�
[
 � ;v;w](cw) =

1
2

I [(m);� ]

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
F (m);�

[
 � ;v;w](z)G(m);�
[b] (z)dz

�
; (3.4.35)

where the discrete contour integral in the right-hand side is understood in
the sense of Remark 3.3.4. (In particular, note that one can easily estimate
the value X (m);� (cw) via the values of F (m);� near the contour f z : jz � wj =
2r0g; in other words, the proof of convergence (3.4.33) literally mimics that
of Theorem 3.4.1.)

In order to prove the convergence (3.4.34) note that, for each �xedr0 > 0,
the discrete contour integral in the identity (3.4.35) converges as� ! 0 :

X (m);�
[
 � ;v;w](cw) !

� ! 0

1
2�

I

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
f (m)

[
; v;w](z) � e� i �
4

e2mjz� wj
p

z � w
dz

�

and that the limit does not depend onr0. Using the asymptotic expansion (3.4.26)
we can write

1
2�

I

z:jz� wj=2 r 0

Im
�
f (m)

[
; v;w](z) � e� i �
4

e2mjz� wj
p

z � w
dz

�

=
1

2�

I

z:jz� wj=2 r 0

Im
��

�
B(m)


 (v; w)
z � w

+ O(1)
�

dz
�

= �B (m)

 (v; w) + O(r0);
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which implies that this quantity equals �B (m)

 (v; w) as it cannot depend onr0.

Therefore, we have the convergence

X (m);�
[
 � ;v;w](cw) =

E(m);w

 � [ � v � b ]

E(m);w

 � [� u � w ]

! B (m)

 (v; w) as � ! 0;

(the � sign is �xed by the fact that both sides of (3.4.34) are positive quan-
tities).

Remark 3.4.15. A careful reader could have noticed that the proof of Theo-
rem 3.4.3 also relies upon the following fact : iff (m) is a massive holomor-
phic spinor in a punctured vicinity of a branching point w (or, similarly, v),
then the boundedness of the functionh :=

R
Im[( f (m) (z))2dz] near w implies

that f (m) (z) = O(jz � wj
1
2 ). To prove this fact, one can, e. g., �rst argue that

f (m) (z) = O(jz � wj �
1
2 ) as z ! w due to standard a priori estimates of f (m)

via h = O(1), and then improve this estimate to O(jz � wj
1
2 ) by using Bers'

similarity principle (e. g., see [137, Lemma 14]).

Similarly to the critical case, it is not hard to deduce from Theorem 3.4.3 the
following analogues of Corollary 3.4.10 and Corollary 3.4.11.

Corollary 3.4.16. (i) In the same setup as above, letu0;1 2 � � be two neigh-
boring `white' vertices adjacent to v 2 � � ;� . Then, the following asymptotics
hold :

E(m);w

 � [� u1 � w ]

E(m);w

 � [� u0 � w ]

= 1 + Re
�
(u1 � u0) � A (m)


 (v; w)
�

+ o(� ) as � ! 0; (3.4.36)

where the error term is uniform with respect to v; w 2 
 provided that they
remain at a de�nite distance from each other and from @
 .

(ii) Let � > 0 and u1; u2; u0
1; u0

2 2 
 be such that ju2 � u1j � � , ju0
2 � u0

1j � �
and assume also that all these four points are at least� -away from @
 . Then,

log
E(m);w


 � [� u0
1
� u0

2
]

E(m);w

 � [� u1 � u2 ]

!
Z (u0

1 ;u0
2 )

(u1 ;u2 )
Re

�
A (m)


 (v; w)dv + A (m)

 (w; v)dw

�
as � ! 0;

where the integral can be computed along any smooth path(vt ; wt ) 2 
 � 

such that, for all t, the points vt ; wt stay at distance at least � from each other
and from @
 .

Proof. (i) Similarly to the proof of Corollary 3.4.10 and the proof of Theo-
rem 3.4.3(ii), for each r0 > 0 we can write the identity

E(m);w

 � [� u1 � w ]

E(m);w

 � [� u0 � w ]

� 1 = X (m);�
[
 � ;v;w](c1) � X (m);�

[
 � ;v;w](c0)

=
1
4

I [(m);� ]

z:jz� vj=2 r 0

Im
�
F (m);�

[
 � ;v;w](z) � (G(m);�
[u1 ] (z) � G (m);�

[u0 ] (z))dz
�
;

171



wherec0;1 is adjacent to both v 2 
 � ;� and u0;1 2 
 � ;� , and the discrete contour
integral in the right-hand side is understood in the sense of Remark 3.3.4.
Since R(z; u) in the asymptotics given in Theorem 3.3.1 is a Lipshitz func-
tion of the second argument, for each �xedr0 > 0 we have a (uniform in z)
asymptotics

G(m);�
[u1 ] (z) � G (m);�

[u0 ] (z) = ei �
4

�
2
�

� 1
2
�

e� 2mjz� u1 j
p

z � u1
�

e� 2mjz� u0 j
p

z � u0

�
+ O(� 2)

= ei �
4

�
2
�

� 1
2 e� 2mjz� vj

p
z � v

�
�

u1 � u0

2(z � v)
+

2m Re[(z � v)(u1 � u0)]
jz � vj

�
+ O(� 2) :

At the same time, Theorem 3.4.3(i) and the de�nition (3.4.28) imply that

F �
[
 � ;v;w](z) = e� i �

4

�
2
�

� 1
2 e2mjz� vj

p
z � v

�
�
1+2A (m)


 (v; w)(z � v)+ O(r 2
0)

�
+ o� ! 0(1);

uniformly in z, where the error term O(r 2
0) does not depend on� .

It is easy to see that the contour integrals
H

: : : dz of functions (z � v) � 2,
jz � vj � 1 and jz � vj(z � v) � 2 along a circle centered atv vanish. Therefore,

� � 1 �
� Ew


 � [� u1 � w ]
Ew


 � [� u0 � w ]
� 1

�

=
1

2�

I

z:jz� vj=2 r 0

Im
��

� � 1(u1 � u0)A (m)

 (v; w)

z � v
+ O(1)

�
dz

�
+ o� ! 0(1)

= Re
�
� � 1(u1 � u0)A (m)


 (v; w)
�

+ o� ! 0(1)

since the O(1) term in the integrand gives a contribution O(r0), which does
not depend on� and can be made as small as needed before choosing� small
enough.

(ii) The proof repeats the proof of Corollary 3.4.11 and boils down to mul-
tiplying the asymptotics (3.4.36) along discrete paths going from(u1; u2) to
(u0

1; u0
2).

The next theorem, in particular, provides an analogue of Corollary 3.4.12 in
the massive case. Note that we change the order of statements as compared to
Section 3.4.3 and prove this resultbefore the analogue of Theorem 3.4.2. This
shortcut is possible due to the fact that we can now use the critical model in
order to control the multiplicative normalization of spin-spin correlations in
 �

and do not need to consider the full-plane limit �rst (as it was in the proof of
Corollary 3.4.12).

Theorem 3.4.4. (i) Let m < 0 and 
 be a C1-smooth bounded simply
connected domain. Then, one can de�ne a functionh� u1 � u2 i (m);w


 according
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to (3.4.28) such that the asymptotics h� u1 � u2 i (m);w

 � j u2 � u1j �

1
4 as u2 ! u1

holds for eachu1 2 
 .

(ii) Let discrete domains 
 � � � � approximate 
 � C in the Hausdor� sense
so that dist(@
 � ; @
) = O(� ). Then, for each u; w 2 
 , u1 6= u2, one has the
convergence

� � 1
4 E(m);w


 � [� u � w ] ! C 2
� � h� u � w i (m);w


 ;

� � 1
4 E(� m); f


 � [� u � w ] ! C 2
� � h� u � w i (� m); f




as � ! 0;

where the limits (continuous correlation functions) are de�ned by (3.4.29)�
(3.4.31), and the universal constantC� = 2

1
6 e

3
2 � 0(� 1) does not depend neither

on m nor on � � .

Proof. (i) It immediately follows from Corollary 3.4.16 that the di�erential
form

L (m)

 (v; w) := Re

�
A (m)


 (v; w)dv + A (m)

 (w; v)dw

�
;

de�ned on the set f (v; w) 2 
 � 
 : v 6= wg, is exact. Now note that

1 �
E(m);w


 � [� u1 � u2 ]

Ew

 � [� u1 � u2 ]

�
E(m);w


 � [� u1 � u2 ]

E(� m); f

 � ;� [� v1 � v2 ]

�
E f


 � ;� [� v1 � v2 ]
Ew


 � [� u1 � u2 ]
!

� ! 0

B
 (u1; u2)

B(m)

 (u1; u2)

(3.4.37)
due to the monotonicity of spin-spin correlations with respect to the in-
teraction parameters, Theorem 3.4.3(ii) and Corollary 3.4.8. Together with
Lemma 3.4.14 this gives the estimate

lim sup
� ! 0

�
�
�
� log

E(m);w

 � [� u0

1
� u0

2
]

E(m);w

 � [� u1 � u2 ]

� log
Ew


 � [� u0
1
� u0

2
]

Ew

 � [� u1 � u2 ]

�
�
�
� = ou2 ! u1 (1) + ou0

2 ! u0
1
(1)

and hence, by passing to the limit� ! 0 and applying Corollary 3.4.16(ii) and
Corollary 3.4.10, we have

Z (u0
1 ;u0

2 )

(u1 ;u2 )

�
L (m)


 (v; w) � L 
 (v; w)
�

= ou2 ! u1 (1) + ou0
2 ! u0

1
(1);

where L 
 (v; w) := L (0)

 (v; w) = dh� v � w i w


 . Therefore, one can choose a primi-
tive

R (m)

 := exp

R�
L (m)


 � L 

�

so that it is continuous up to the diagonal u1 = u2 and, moreover,R (m)

 (u; u) =

1 for all u 2 
 . We can now de�ne h� u1 � u2 i (m);w

 := R (m)


 (u1; u2) � h� u1 � u2 i w

 .

(ii) Given u; w 2 
 , let us also consider another pair pointsu0; w0 2 
 such
that the distance jw0 � u0j is small. Combining Corollary 3.4.16 and the esti-
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mate (3.4.37) applied to u0 and w0 we see that

h� u � w i (m);w



h� u0� w0i (m);w



� lim inf
� ! 0

E(m);w

 � [� u � w ]

Ew

 � [� u0� w0]

� lim sup
� ! 0

E(m);w

 � [� u � w ]

Ew

 � [� u0� w0]

�
h� u � w i (m);w




h� u0� w0i (m);w



� (1 + ow0! u0(1))

Using the convergence� � 1
4 Ew


 � [� u0� w0] ! C 2
� � h� u0� w0i w


 (see Corollary 3.4.12)

and the fact that h� u0� w0i (m);w

 � h � u0� w0i w


 as w0 ! u0, the previous estimate
can be written as

C2
� � h� u � w i (m);w


 � (1 � ow0! u0(1)) � lim inf
� ! 0

� � 1
4 E(m);w


 � [� u � w ]

� lim sup
� ! 0

� � 1
4 E(m);w


 � [� u � w ] � C 2
� � h� u � w i (m);w


 � (1 + ow0! u0(1)) :

By choosing �rst w0 close enough tou0 and then � small enough this implies
the convergence� � 1

4 E(m);w

 � [� u � w ] ! C 2

� � h� u � w i (m);w

 .

Finally, a similar result for � � 1
4 E(� m); f


 � [� u � w ] follows from the Kramers�
Wannier duality, convergence (3.4.34), and the convergence of spin-spin cor-
relations in the dual isoradial model with wired boundary conditions.

We conclude this section by deducing the convergence of the spin-spin corre-
lations in the full plane from Theorem 3.4.4.

Corollary 3.4.17. Let u; w 2 C and m 2 R r f 0g. Then, uniformly with
respect to isoradial grids� � satisfying the uniformly bounded angles property
BAP (� 0), we have the convergence

� � 1
4 E(m)

� � [� u � w ] ! C 2
� � �( ju � wj; m) as � ! 0;

where

�( ju � wj; m) = h� u � w i (m)
C =

8
<

:

lim 
 " Ch� u � w i (m);w

 if m < 0;

lim 
 " Ch� u � w i (m); f

 if m > 0:

Proof. Let B �
R � � � denote the discretization of the disc BR := B ( 1

2(u +
w); R) � C. For m < 0, it follows from the RSW estimates (3.2.10) that

E(m)
� � [� u � w ] = E(m);w

B �
R

[� u � w ] � (1 + oR!1 (1)) as R ! 1 ;

uniformly in � . By de�nition of the in�nite-volume correlations in continuum,

h� u � w i (m)
C = h� u � w i (m)

B R
� (1 + oR!1 (1)) :
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